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Résumé

L’estimateur post-stratifié a parfois des post-strates vides. Pour pal-
lier ce probléme, on construit un estimateur post-stratifié dont les tailles
des post-strates sont fixées dans I’échantillon. Les tailles des post-strates
sont alors aléatoires dans la population. Ensuite, on construit un estima-
teur lissé en effectuant une moyenne mobile des estimateurs post-stratifiés.
Cette technique permet de construire une théorie exacte du calage sur la
répartition. L’estimateur obtenu est non seulement calé sur la répartition,
il est linéaire, et exactement sans biais. On compare ensuite l'estimateur
calé & lestimateur par la régression. On propose enfin un estimateur ap-
proché de la variance validé au moyen de simulations.

1 Introduction

Lors d’une enquéte par sondage, il arrive que ’on connaisse les valeurs d’un
caractére auxiliaire pour toutes les unités de la population. Cette information
peut étre disponible quand les unités sont sélectionnées dans une base de données
qui contient d’autres variables d’intérét. On est alors tenté de caler les résul-
tats d’une enquéte sur cette information auxiliaire. Soit, on ne retient de cette
variable auxiliaire que certaines fonctions (moments, effectifs) en vue d’utiliser
une méthode de calage (voir par exemple Deville et Sédrndal, 1992 ou Estevao,
Hidiroglou, et Sarndal, 1995), soit on peut découper cette variable en classes en
vue d’utiliser un estimateur post-stratifié.

Si ’'on opte pour l'estimateur post-stratifié, le découpage en strates s’avére
délicat. Théoriquement, les strates doivent étre définies avant la sélection de
I’échantillon. Ou faut-il placer les bornes des post-strates? De quelles tailles
doivent étre les post-strates 7 Cette derniére question est la plus embarrassante,
car le probléme principal de la post-stratification est la possibilité d’obtenir des
post-strates vides. Les tailles des post-strates doivent donc étre suffisamment
grandes pour que la probabilité d’obtenir une post-strate vide soit négligeable.



Ces problémes ne se limitent pas aux estimateurs post-stratifiés, En effet, les
estimateurs par la régression ou calés peuvent également ne pas exister pour
certains échantillons.

Notre objectif est de définir une nouvelle méthode permettant d’utiliser I’in-
formation auxiliaire dans la population. Cette méthode est basée sur la définition
de post-strates pour lesquelles le nombre d’unités est fixé dans I’échantillon, et
non dans la population. On peut ainsi importer dans I’estimateur une informa-
tion auxiliaire complexe issue de la connaissance de toutes les valeurs prises par
la variable auxiliaire, tout en évitant & la fois le probléme de la définition des
bornes des post-strates et le probléme des post-strates vides.

Cet article est organisé comme suit : En Section 2, la notation est définie, en
Section 3, on donne le principe du conditionnement par les rangs, qui permet de
définir des estimateurs sans biais en Section 4. Ensuite, en Section 5, on définit
Pestimateur lissé, et un cas particulier est examiné en détail en Section 6. En
Section 7, on donne une application a ’estimation d’une fonction de répartition.
En section 8, on compare ce nouvel estimateur & l’estimateur par la régression
et ’estimateur du plan simple sans remise. Le calcul de variance est abordé en
Section 9. Suite & l'impossibilité de donner une solution exacte, on donne une
approximation en Section 10, qui est testée par des simulations en Section 11.
Enfin, des conclusions générales sont données en Section 12.

2 Notation

On suppose que 'on a une population composée de N unités d’observation
dont les étiquettes des observations sont notées {1, ..., k, ..., N}. Dans cette po-
pulation, on s’intéresse & un caractére d’intérét Yy, k € U. L’objectif consiste
a estimer le total Y = >, ;Y. On sélectionne un échantillon aléatoire S de
taille fixe n au moyen d’un plan aléatoire simple sans remise. On note Ij la
variable aléatoire indicatrice qui prend la valeur 1 si I’unité k est dans ’échan-
tillon et 0 sinon. Les probabilités d’inclusion d’ordre un sont donc définies par
Pr(k € S) =mp =n/N,k € U, et les probabilités d’inclusion d’ordre deux par
Prk,teS)=mp=n(n—-1)/(N(N-1)),k#LecU.

On s’intéressera a la classe des estimateurs linéaires de Y qui s’écrit

Yw = Z kak7
keS

ou les poids wy peuvent dépendre de ’échantillon S et donc étre aléatoires.
Une des possibilités consiste & prendre wy = 1/m, = n/N, ce qui donne
I’estimateur de Horvitz-Thompson,
PN Y. N
Yur =Y — ==Y Y,
Tk n
keS keS

qui est sans biais.



Nous allons cependant nous intéresser a la classe plus générale des estima-
teurs pondérés conditionnellement (Tillé, 1998, 1999b) ou les unités sont pon-
dérées par des inverses de probabilités d’inclusion conditionnelles. Si Z est une
statistique quelconque, alors ’estimateur pondéré conditionnellement

~ Y,
2= T S

est strictement sans biais si et seulement si E(I,|Z) > 0, pour tout k € U. En
effet,

- E(I|2)Y;
E(Y|Z) :%W ~v.

Comme lestimateur est conditionnellement sans biais, il est également non-
conditionnellement sans biais. L’estimateur (1) généralise, selon le choix de la
statistique Z utilisée, 'estimateur stratifié, mais aussi (4 une approximation
prés) lestimateur par la régression (voir Tillé, 1998).

3 Conditionnement sur des rangs

Supposons maintenant que les N valeurs Xy, ..., X, ..., Xy d’un caractére
auxiliaire x soient connues sur les N unités de la population. Dans un pre-
mier temps, on suppose que tous les X prennent des valeurs distinctes, cette
hypotheése sera ensuite levée en section 5. Le rang Ry de l'unité k£ ou

Ry = #{( € U|X( < Xk}

On note par ailleurs r;,j = 1,...n, les rangs de la population ordonnés des n
unités sélectionnées dans 1’échantillon donc 7y < ry < ... <rp_y < ry,. Les r;
sont des variables aléatoires ayant une distribution hypergéométrique négative
(voir Tillé, 1999b).

La statistique utilisée pour définir les probabilités d’inclusion conditionnelles
est un sous-ensemble de {ry,...,r;,...,r}. On définit d’abord

— un entier ¢ tel que 2 < g < n, définissant la période,

— un entier b tel que 2 < b, définissant la bordure,

— un entier £ tel que b < ¢ < b+ g — 1, définissant le décalage.
Les quantité ¢, b, et £ servent & définir un sous-ensemble d’indices :

E, = {W;W-&—q:rl-ﬂq; vy Tethys ----;W-&—Hq} , pour = b7 ) b+ q— 1.
Par exemple, si n = 18,¢g = 4,b = 3, alors
E3 = {T37T77T117T15}7E4 = {7"4,7"8,7'12,7"16},E5 = {T57T97r13}7E6 = {T67r107T14} .

La probabilité d’inclusion conditionnelle est calculée par rapport & I'un des E,.

La valeur de H est définie de maniére & ce que £ + Hqg <n — b+ 1 et donc
H est le plus grand entier tel que H < (n—b— £+ 1)/q. Il est donc clair que H
dépend de /.



Ensuite, on peut calculer les probabilités d’inclusion :

(1 sik € Ey
q—1 .
SLr _ <k<rip,h=1,....H
Tethg — Tep(hot)g — 1 +(h—1)q +hg
E (Il Ee) = -1 sik<r
T'[—l ¢
n—({+ Hq) .
_ sik>r .
\ N_Tl+Hq it

Ces probabilités d’inclusion sont donc assez contrastées. Cependant elles sont
toutes positives, y compris sur les bords. Il est important de prendre une bordure
b > 2 afin que la premiére et la derniére post-strate ne soit pas vide.

4 Une classe d’estimateurs sans biais

Comme E (I;|Ey) > 0, on peut construire un estimateur qui est sans biais et
méme conditionnellement sans biais par rapport & ;. En notant y1, ..., y;, ..., Un
les n valeurs prises par les unités dans ’échantillon ordonnées selon les Ry, on
obtient

. Y,
TR e
2 F0IE)
re—1 33
= XUt
=1
H g—1
Te+hg — Te+(h—1)g — 1
+ Z \ q—1 ; Yot+-(h—1)g+j + y€+hq}

n

N —royng
D o
n—({+ Hq) P

H
= NojeYoje +ye + Z (Nh|l§h|é + y(H—hq) + Ny g1)eY e
h=1

ou
N0|€ =r¢—1,

Nh\é =Tl+hg — Te4+(h—1)g — 1,h=1,..,H,

Noi1e =N = re4ny,

1 -1
Yoe = 37 > i
j=1



. 1«
Ynie = 07 Y Yer-nari b =1, H,
j=1

et

. 1 -
Ya+re = 77 o Yj-
‘T n-(t+Hy j:e§q+1
Cet estimateur est en réalité un estimateur post-stratifié ou les tailles des

post-strates sont fixées dans 'échantillon. Comme E(I|E;) > 0, Y, est stricte-
ment sans biais non-conditionnellement et conditionnellement & E,, ce qui n’est
évidemment pas le cas de 'estimateur post-stratifié classique, car ce dernier a
une probabilité non-nulle d’avoir une post-strate vide. En fixant la taille des
post-strates dans 1’échantillon, la constitution de post-strates vides devient im-
possible. La taille correspondante de la post-strate dans la population est une
variable aléatoire Np,.

L’estimateur Y; posséde une autre propriété intéressante. En utilisant la
définition des E(I|E,), on montre assez facilement que

1
> s =N
2 B0

L’estimateur est donc calé sur la taille de la population. Cette propriété, que
posséde également ’estimateur de Horvitz-Thompson dans les plans simples,
n’est donc pas perdue. Les unités dont les rangs sont dans E; sont appelées
unités pivots, et sont affectées d’un poids égal a 1, ce qui rend les poids tres
inégaux. On peut donc reprocher & Y, d’utiliser des poids fortement dispersés.
Ce probléme peut étre résolu en réalisant un lissage des estimateurs.

5 Lissage des estimateurs

Pour résoudre le probléme de la dispersion des poids, on réalise une moyenne
mobile d’estimateurs de la maniére suivante :
b+q—1

R
{=b

7, =

Q| =

}Afc garde toutes les propriétés des i;( Il est donc sans biais, calé sur N et linéaire,
il peut donc s’écrire sous la forme

n
Y. = E w;Y;,
Jj=1



ou
( %Zb-‘rq lrg » J<b
52 o ITJJIE et 1) bsj<bta-l
O b+qlw+l) btq-1<j<n—b+2—gq
1(b+b+N§i&Iib§ Zliﬁf == ;+q+11N A A
[ T XD TG T T g ey e n—b+1<

(2)

, 0 siz<b + n+l siz>n—-b+1
m”~ (z) = - ,mt(z) = -
x  sinon x sinon

ro=0,et rp4p1 =N +1.

Sous 'apparente complexité due au traitement particulier des bords, le sys-
téme de pondération est relativement simple. Dans le cas ot ’on ne se trouve
pas trop prés des bords, il vaut alors

1 (&t —rj -1 -
wj = - < Z j+t=b — Tj+t—b—q + 1) =D Z (Tjta — Tjtra—q) -

q {=b q_l

Si toutes les valeurs de la variable auxiliaire ne sont pas distinctes, on peut
affecter les rangs unités ayant des valeurs communes au hasard. Par exemple, si
onaX; =2,Xo=5X3=5,X; =7,X5 =8, on choisit avec une probabilité
1/2, soit les rangs Ry = 1,R2 = 2,R3 = 3, Ry = 4,R5 = 5, soit Ry = 1,Ry =
3,R3 = 2,Ry = 4,R; = 5. On calcule alors l’estimateur lissé pour chaque
permutation, et on fait leur moyenne. Cette méthode a 'avantage de conserver
un estimateur sans biais. En effet, pour chacune des permutations possibles,
I’estimateur est sans biais. En pratique, il est n’est pas nécessaire de calculer les
estimateurs pour toutes les permutations. On peut calculer I’estimateur d’une
permutation, et ensuite, on égalise simplement les poids des unités ayant les
mémes valeurs pour la variable z.

6 Casouqg=2,b=2

Quand ¢ = 2, et b = 2, on obtient aprés quelques calculs

N =

Y, = > yi(rjen = i)

+T’3+27’2—3 T3+1
2 T
Tpgl —Tp—2 +1 N 3rpg1 — 2rp_1 — Tp—2 — 3yn}

e e 2

Y2

n
Dy (rjsa —rjm1)
j=1



7"3—3 2T1+1—7"3
5 + Y2 B

r +r, o+1—2r r —Tp_2—3
+yn—1 n+1 n22 n Yn n+1 2n 2 }7

+Y1

ourg =0 et r,11 = N+ 1. On retrouve un estimateur proposé par Ren (2000,
p. 140) et obtenu avec un argument de calage. Seule la gestion des bords est
légérement différente.

Exemple 1 Soit une population de taille N = 20. Supposons que les valeurs
de la variable d’intérét se trouvent dans la Table 1. On suppose, en outre que

TaB. 1 — Exemple d’une population de taille N = 20

T 9 71 72 35 91 14 3 36 64 38 81 52 T8 62 86 16 20 59 84

Déchantillon de taillen = 7 est composé des unités de rangs {3,7,8,11,12,15,17}.
Si on prend q = 2, £ =2, b =2 on obtient Ey = {ro,r4,76} = {7,11,15}. En-
suite on peut calculer E(Iy|Es = {7,11,15}). Les probabilités d’inclusion condi-
tionnelles sont les suivantes :

E(I3|E, = {7,11,15}) = 1/6,
E(I;|E> = {7,11,15}) = 1,
E(Ig|Ey = {7,11,15}) = 1/3,
E(I1;|Ey, ={7,11,15}) =1,
E(I5|Ey = {7,11,15}) = 1/3,
E(Ii5|E; = {7,11,15}) =1,
E(Ii7|Ey = {7,11,15}) = 1/5.
L’estimateur ~ "
=3 E(I4|E, = {7,11,15})
est donc sans biais et conditionnellement sans biais. De plus, il est linéaire et
Z 1
E(I;|E, = {7,11,15})

keS

= N.

D’autre part, si on prend g =2, £ = 3,b =2, on obtient E5 = {r3,r5} = {8,12}.
Alors, avec le méme exzemple, on calcule E(I;|Es = {8,12}), et on obtient

E(I;|Es = {8,12}) = 2/7,



E(I;|Es = {8,12}) = 2/7,
E(I3|Es = {8,12}) = 1,
E(Li|Es = {8,12}) = 1/3,
E(Li2|Es = {8,12}) =1,
E(Ii5|Es = {8,12}) =2/8 = 1/4,
E(Li7|Es = {8,12}) = 2/8 = 1/4.
L’estimateur - "
' 2 B E, = (52

est également sans biais et linéaire.
Enfin, on calcule la moyenne des deux estimateurs :

~ Yo+ Y
Yc:042‘1'

Les poids s’obtiennent simplement en faisant la moyenne des poids des estima-
teurs Yo et Y, et valent

ws = (6+7/2)/2 = 19/4,
wr = (147/2)/2=9/4,
ws = (3+1)/2 =2,
wy = (143)/2=2,
wip = (3+1)/2=2,
wis = (1+4)/2=75/2,
wir = (5+4)/2=9/2.

L’estimateur Y, est linéaire et strictement sans biais.

7 Application i I’estimation de la répartition

Il existe de multiples méthodes permettant d’utiliser de maniére appropriée
de l'information auxiliaire pour estimer une fonction de répartition. On peut
trouver une exposé de ces techniques dans Ren (2000) et dans Wu et Sitter
(2001). La méthode que nous proposons permet également d’estimer la réparti-
tion. La répartition dans la population est définie par

A=+ 3 T <),
keU



et peut étre estimée par

Fily) = 2kes Wil {yr <y}
' 2 kes Wk

ou I{y <y} est la fonction indicatrice, et les wy sont les poids associés aux
unités k qui valent 1/7;, = N/n pour Pestimateur de Horvitz-Thompson, et qui
sont donnés en (2) pour lestimateur calé.

Notons que les deux fonctions sont discrétes, mais que les sauts sont beau-
coup moins nombreux sur S que sur U. Pour atténuer les différences des ré-
partitions entre I’échantillon et la population, nous avons lissé les fonctions de
répartition, en utilisant comme Deville (1995) une interpolation linéaire des
centres des contremarches, ce qui consiste & définir F»(y) en reliant les points

S (Filw) — Fiye = )},

pour k € U, ou € est un réel strictement positif arbitrairement petit. Ensuite,
on définit F5(y) en reliant les points

1 ¢~ ~
3 {Fl(yk) — Fi(yk — 6)} :
pour ’échantillon.

Exemple 2 Une population de taille N = 1000 a été générée au moyen de
variables logarithmico-normales indépendantes et équidistribuées. Un échantillon
de taille n = 16 a ensuite été sélectionné et on a firé h = 5. La figure 1 donne
Fy(x) dans la population.

1r

Fi1G. 1 — Fonction de répartition dans la population

Ensuite, la figure 2 montre F5(x) et la répartition estimée par I’estimateur de
Horvitz-Thompson. Enfin, la figure 3 montre F5(xz) et la répartition estimée par
I’estimateur calé.
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Fi1G. 2 — Fonction de répartition dans la population et estimateur de Horvitz-
Thompson de la répartition

Fig. 3 — Fonction de répartition dans la population et estimateur calé de la
répartition

8 Comparaison a ’estimateur par la régression

Afin de comparer les qualités de D'estimateur proposé, un ensemble de si-
mulations a été réalisé pour comparer I'estimateur calé sur la répartition avec
I’estimateur de Horvitz-Thompson et I'estimateur par la régression. Trois popu-
lations de taille 1000 on été générées selon les modéles suivants.

— Modéle A Dépendance linéaire : La population est générée selon le modeéle
X ~N(0,1) et Yy = X +1.33333 x ¢, ot ¢ ~ N(0,1). Le coefficient de
corrélation obtenu dans la population est p = 0.616154.

— Modéle B Dépendance non linéaire 1 : La population est générée selon le
modeéle Xy ~ N(0,1) et Y, = (0.2 + Xk)2 +1.33333 x ¢}, ot ¢ ~ N(0,1).
Le coefficient de corrélation obtenu dans la population est p = 0.28975.

— Modéle C' Dépendance non linéaire 2 : La population est générée selon le
modéle Xy, ~ N(0,1) et Vi = (0.4 4+ X;)? + 1.33333 x €4 ot €, ~ N(0,1).



1"

Le coefficient de corrélation obtenu dans la population est p = 0.476158.
Dans chaque population 100 000 échantillons de taille 100 ont été sélection-
nés. Pour chaque échantillon trois systémes de pondération ont été calculés.

1. les poids associés au plan simple wy, = N/n,

2. les poids de ’estimateur calé sur la répartition donné en (2) en prenant la
fenétre ¢ = 10 et la bordure b = 6,

3. les poids de l'estimateur par la régression donnés par

N ~
wk=—+(X—XHT)

n

~

(Xy — X)

’\ ’

2nes(Xk — X)?

ou X est le total des X} sur la population, )?HT est l'estimateur de

Horvitz-Thompson de X, et X = )?HT/N.

Au moyen de ces poids, 'estimateur de la moyenne et des neuf déciles ont été cal-
culés pour chaque échantillon. Ensuite, on estime la variance de ces estimateurs

au moyen des simulations.

TaAB. 2—Modéle A : variance des estimateurs (référence : Horvitz-Thompson=1)

Paramétre  Calage répartition Estim. Régression
moyenine 0.674422 0.632608
ler décile 0.905273 0.893876
2éme décile 0.815403 0.802082
3eme décile 0.842681 0.815071
4eme décile 0.806749 0.768283
Séme décile 0.783731 0.740765
6eme décile 0.818051 0.782549
7éme décile 0.794411 0.773794
8eme décile 0.857114 0.844874
9eme décile 0.884424 0.884032

Les résultats sont donnés dans les tableaux 2, 3 et 4. Les variances ont été
ramenées & 1 pour le plan simple. Pour le modéle linéaire, ’estimateur par
la régression est légérement préférable. Cependant, pour le cas non-linéaire, le
gain de précision de ’estimateur calé sur la répartition est trés important sur
la moyenne comme sur les quantiles. L’estimateur que nous proposons se com-
porte donc de maniére robuste en cas de relation non-linéaire entre la variable
auxiliaire et la variable d’intérét.
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TaB. 3 - Modéle B : variance des estimateurs (référence : Horvitz-Thompson=1)

Parametre  Calage répartition Estim. Régression

moyenne 0.429689 0.953025
ler décile 0.913598 0.958656
2éme décile 0.919394 1.009270
3éme décile 0.829860 0.987950
4éme décile 0.792094 0.989114
5éme décile 0.703908 0.992023
6eéme décile 0.622705 1.009830
7éme décile 0.550028 0.981249
8éme décile 0.443828 1.010340
9éme décile 0.549615 1.029120

TaB. 4 - Modéle C : variance des estimateurs (référence : Horvitz-Thompson=1)

Paramétre  Calage répartition Estim. Régression

moyenne 0.30768 0.808114
ler décile 0.95560 0.983582
2éme décile 0.85920 0.970913
3éme décile 0.73854 0.930401
4éme décile 0.65728 0.950651
5éme décile 0.60500 0.956807
6éme décile 0.52139 0.930514
7éme décile 0.45709 0.907537
8éme décile 0.40752 0.903593
9éme décile 0.39820 0.860050

9 Variance et estimation de variance

Pour calculer la variance de Y., on commence par calculer la variance de Y.
Comme Yy, est sans biais conditionnellement a E;, on a

1% (E) — EV (}74|Eg) .

Comme dans chacune des post-strates, conditionnellement & FE, le plan est
simple sans remise de taille fixe, on a

~ Hi1
4 (Y£|EZ) = Y NV (Zjh\e)
h=0
= Hf)lNWNW e S 3)

Nuje  npge’
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ou
Tbo‘[ =/{ - ].,

7’Lh|g :q—]_7h: ].,...,H,
nayie=n—({+ Hg),

Yh\f = m Z 1/v(k:)ah = ]-7 "'7H7

k=rip(h-1)q+1

N

> Y,

k=N-—r¢ymq+1

Yoy = Nirr

Te—1
1

. = 2
Soie = N =1 kz::l (Yiny — Yoe) ™

Tg+hq71
9 1

= 2
Shw = m Z (}/ik) - Yh|l) ,h=1,.. H,

k=T¢4(h-1)q+1

et
N

‘ 1 ) )
2 — E
SH+1|€ - N -1 (lf(k) - YH+1|0) ’
H+1)¢ oy —

ou les Y(;) représentent les valeurs de Y}, triées selon 'ordre croissant des Xy.

On remarque qu’il est trés difficile de calculer la variance non-conditionnelle
de i}[, c’est-a-dire 'espérance de V (?AE@) . En effet, Ny, et S}ZM sont aléatoires.

Cependant, on peut estimer simplement V/ (?AE@) et obtenir un estimateur

sans biais de la variance conditionnelle (et donc de la variance) en estimant
simplement (3), par

1% (?HEJZ) HZHNM(NM( Raje i\g: (4)
Npjenne
ou . . )
Sgu = m ]2 (yj - 170\15) )
1

2
Z (yl+(h71)q+j - gh‘f) 7h = 17 ey H:
j=1

2
S =
h|¢
| 7’Lh|(—1
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et

2 1 - = 2
SH+1)t = o —1 Z (yj - llH+1|1£) :
hie j=f+Hg+1

L’estimateur (?AE@) est non seulement sans biais pour V' (?AE@) mais aussi
pour V (?g) .
10 Approximations pour le calcul de la variance

Malheureusement, le calcul de la variance de Y. devient plus complexe &
cause des covariances. En effet, on a

R 1 +g—1b+g-1 A
( c) =—2 Z Z Cov(l/}g,Yi).
{=b i=b
Quand ¢ = i, le probléme consiste a estimer V' (?Z) , ce qui se fait sans difficulté.
Quand ¢ # i, il faut calculer
Cov (Yo, ¥;) = ECov (2, Vil E¢) + Cov (E(Vi|E0), E(Vi|Er) )
Comme E(}A’Z|Eg) =Y, on obtient
Cov (Efa) — ECov (ffg,m@) — EE (E?AEO —y2.

Le calcul £ (?@, i}i|E[) semble malheureusement inextricable, il faut donc cher-

cher une approximation.
Une premiére voie consiste & chercher un majorant de la variance, comme

Cov (Yo, i) <4/ (V) v (%),

on a un majorant donné par

o)< A W) - L (S )

ce qui peut étre estimé par

2

P 1 [ttt o
()= = ( 3 V(YdEe)) :
{=b

ce qui revient & estimer 1’écart-type des moyennes par la moyenne des écart-
types.
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Enfin, une seconde voie peut-étre donnée par une technique de résidus. En
effet, de maniére générale, quand on redresse un estimateur au moyen d’une
technique de calage, on estime la variance au moyen d’une technique de résidus
(voir & ce sujet Deville et Sdrndal, 1992, et Deville 1999). Dans le cas du calcul
de la variance de 17'4, on peut utiliser une technique de résidus pour obtenir la
variance exacte. En effet, considérons la variable

_ 1/2
N2%(N—n) 1/2 Ni o(Nnje—nne) R,
(Nn(Nfl)) Nnujettnje(Naje—1) (Y’f YW)
si k= T+ (h—1)g+15 - Tl+hg—1
O0sik= r[—i—(h—l)q ouk = To+hg

Vg ([) =

qui peut apparaitre comme un résidu associé a ’estimateur i}[. La variable v (€)
injectée dans 'expression classique du plan simple sans remise de taille fixe est
exactement égale & la variance conditionnelle Y, donnée en (3). En effet,

N—-n 1 > Vg 2 ~
2 _ keU —
NN N—1]§]<”’c N ) V(Y”E‘f)'

Cette variable dépend cependant des Yh| ¢ qui sont inconnus. On peut estimer
o (6) par

(_N2<N-_n>)’” 2 (NN ) (5 = Tnie)

Nn(n-1) Nujennje(nne—1) Y5 = Ynje
sij=L+(h—1)g+1,..,f+hg—1

Osij=f+(h—1)gouj=~L+hg

0;(0) =

Si on injecte 0 () dans lestimateur de la variance du plan simple sans remise,
on obtient un estimateur sans biais de la variance conditionnelle, et donc de la

variance.
2
JN-—n 1 (. Y0 ~/~
N? niN n—lz(vj_ ]nl j) :V(YAEK)'

Jj=1

Deville (1999) montre que la variance d’une somme d’estimateurs peut se
calculer en faisant la somme des résidus associés a ces estimateurs, les résidus
étant calculés par linéarisation. Pour estimer la variance de Y., on pourrait donc
simplement prendre la moyenne des résidus 05 (£), ce qui s’écrit

1 b+qg—1
i = > (o).

{=b

On pourrait ainsi estimer la variance par

‘72(?6) :Nz(N—n) 1 Z(ﬁk—M>z

niN n—1 n
kesS

Ces deux estimateurs de variances sont a évaluer par des simulations.
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11 Simulations pour les estimateurs de variance

TAB. 5 — Résultats des simulations

Corrélation : 0.802

q Vsi(?c) Esi‘/}l(i}c) Esi‘/}Z(?c) BRsi‘/}l(?c) BRsiV2(?c)

4 0.045 0.065 0.054 0.444 0.200

5 0.045 0.066 0.057 0.467 0.267

6 0.056 0.076 0.070 0.357 0.250

7 0.058 0.079 0.059 0.362 0.017

8 0.063 0.088 0.087 0.397 0.381
Corrélation : 0.481

q Vei (Ye) EiVi(Ye) B.iVa(Ye) BR.iVi(Y.) BR.iVa(Ye)

4 0.048 0.066 0.059 0.375 0.229

5 0.045 0.060 0.054 0.333 0.200

6 0.044 0.056 0.051 0.273 0.159

7 0.044 0.054 0.051 0.227 0.159

8 0.045 0.052 0.048 0.156 0.067
Corrélation : 0.111

q Vsi(?c) Esi‘/}l(i}c) Esi‘/}Z(?c) BRsi‘/}l(?c) BRsiV2(?c)

4 0.281 0.471 0.363 0.676 0.292

5 0.297 0.420 0.356 0.414 0.199

6 0.279 0.363 0.316 0.301 0.133

7 0.267 0.342 0.324 0.281 0.213

8 0.282 0.327 0.281 0.160 —0.004

Les simulations présentées dans le tableau 5 sont basées sur des populations
de taille NV = 100, qui sont générées au moyen de variables aléatoires indépen-
dantes normales. Pour chaque cas étudié, on donne la valeur de g, et le coefficient
de corrélation entre la variable d’intérét Y, et le rang Ry, de la variable auxiliaire
X}. La borne b est définie en prenant la partie entiére de ¢/2+ 1. L’objectif étant
de valider l'estimateur de variance, on tire 3000 échantillons de taille n = 20
pour chaque simulation, et on compare la variance estimée par les simulations
de lestimateur calé Vy;(Y,) aux espérances sous les simulations des deux esti-
mateurs de variance notées Ey;(Vy(Ye)),a = 1,2. Les deux derniéres colonnes
des tableaux présentent le biais relatif défini par

BR, V() = EiVa (V )(i;)vsz(i;c)

a=1,2.

) )

Les simulations montrent que les deux estimateurs proposés surestiment la va-
riance. La surestimation semble diminuer quand g croit. L’estimateur Vz( ) a
manifestement le plus petit biais. On préconisera donc 'utilisation de Vz( ).
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12 Conclusions

L’estimateur que nous proposons est un des rares estimateurs qui soit & la
fois sans biais, linéaire, qui utilise de 'information auxiliaire, et qui est calé sur
la taille de la population. Il est paramétrable au moyen de la largeur de la fenétre
q. Ce nouvel estimateur est robuste par rapport a 'estimateur par la régression.
Il peut prendre en compte une information auxiliaire ayant une relation non-
linéaire avec la variable d’intérét. La plupart des simulations semblent montrer
que la largeur de la fenétre n’a pas beaucoup d’impacts sur la précision d’un
estimateur de moyenne. Cependant, il apparait aussi qu’une petite largeur de
fenétre n’est pas pénalisante, méme siil n’y a pas de dépendance entre la variable
auxiliaire et la variable d’intérét. Plus ¢ est petit, plus le calage sera serré, et
l’estimateur de la variance sera alors fortement pénalisé, car un degré de liberté
est perdu dans chaque post-strate. Le choix de ¢ doit donc tenir compte de ce
probléme.

Il existe beaucoup d’autres méthodes permettant d’utiliser I’information don-
née par une fonction de répartition (voir Ren, 2000) pour améliorer un estima-
teur. Les résultats que nous avons présentés se réduisent aux plans simples, mais
nous pensons qu’ils sont importants, au méme titre que la post-stratification est
importante comme cas particulier des techniques de calage. En effet, la post-
stratification est un des rares exemples ot I'on peut montrer avec exactitude
que le calage correspond a une approche conditionnelle. De plus, notre approche
peut étre vue comme un calage sur une fonction de répartition fournissant un
estimateur sans biais. Une bonne technique générale de calage sur la réparti-
tion devrait donc retrouver dans les plans simples la méthode que nous avons
présentée.
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