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Préface

La simulation a une grande importance dans le monde d’aujourd’hui. Le
développement technologique dans les domaines les plus disparates demande
souvent des simulations & grande échelle qui se révélent essentielles pour la
conception de projets ou la mise en place de stratégies d’action. C’est pourquoi
elle est enseignée dans les plus prestigieuses universités et écoles polytechniques
de la planéte.

Toutefois, nous nous sommes apergus que la plupart des ouvrages dispo-
nibles, que ce soit en anglais ou en francais, s’adressent & un public de spé-
cialistes, et supposent que le lecteur posséde un bagage de connaissances en
statistique mathématique déja bien développé. Bref, il n’est pas difficile d’ima-
giner qu'un lecteur peu habitué & un langage mathématique trouve la plupart
de ces excellents ouvrages de lecture difficile, et qu’aprés avoir passablement
peiné dans leur lecture il se décourage pour ne pas dire qu’il abandonne, en
jugeant la matiére et son exposition trop technique, voire incompréhensible.

Ce livre est le fruit d’années d’enseignement dans le deuxiéme cycle a la
faculté de sciences économiques de 1'université de Neuchéatel. Il s’adresse a un
public de non-spécialistes, et, pour un étudiant ou un doctorant qui veut s’ini-
tier aux techniques de simulation, ce livre avec son langage simple et par son
contenu de base qui le rend quasi autosuffisant peut étre une introduction a la
simulation et aux méthodes de Monte Carlo.

Une bréve introduction a la probabilité peut étre utile pour ceux qui au-
raient besoin de quelques rappels. Avec une présentation de concepts fondamen-
taux on permet aussi la lecture & un public d’informaticiens, d’ingénieurs, ou
de mathématiciens qui n’ont pas tous nécessairement des bases en statistique.
Le lecteur est ensuite guidé a travers des exemples ou les différentes techniques
sont appliquées.

Chaque chapitre est suivi d’un certain nombre d’exercices, dont certains
demandent 'utilisation d’un logiciel pour le calcul statistique, ce qui pourra
étre apprécié par la majorité du public visé.



viii Premiers pas en simulation

La bibliographie a la fin de I'ouvrage énumére les travaux qui, au cours du
XX°® siécle, ont permis l'essor de la simulation. Elle répertorie aussi d’autres
contributions scientifiques consacrées a des aspects plus détaillés de la théorie.

Neuchatel, le 2 mars 2008
Yadolah Dodge
Giuseppe Melfi
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Pourquoi des techniques de simulation ?

Les méthodes de simulation, congues pour étre utilisées en statistique et en
recherche opérationnelle, ont connu et connaissent encore un développement
rapide di & I'extraordinaire évolution des ordinateurs. Des applications se ren-
contrent tant dans I’industrie qu’en économie, ou encore en sciences sociales, en
physique des particules, en astronomie et dans de nombreux autres domaines.

Dans beaucoup de situations, que ce soit de la vie courante ou dans la re-
cherche scientifique, le chercheur est confronté a des problémes dont il recherche
des solutions sur la base de certaines hypothéses et contraintes de départ. Pour
résoudre ce type de probléme, il existe des méthodes analytiques applicables a
des situations ou le modeéle permet de traiter les différentes variables par des
équations mathématiquement maniables, et des méthodes numériques ou la
complexité du modéle impose un morcellement du probléme, notamment par
Iidentification des différentes variables qui entrent en jeu et 1’étude de leurs
interactions. Cette derniére approche s’accompagne souvent d’une importante
masse de calculs. Les techniques de simulation sont des techniques numériques :
simuler un phénomeéne signifie essentiellement reconstituer de fagon fictive son
évolution.

Apres un bref apercu historique sur 1’évolution du concept de hasard et de
son usage a travers les siécles, le Paragraphe 1.3 présente la problématique de la
simulation est présentée dans toute sa généralité sous ses différents aspects. Les
paragraphes suivants montrent des exemples ol des techniques de simulation
peuvent étre appliquées.

La simulation utilise des nombres aléatoires, et les méthodes pour en générer
seront abordées au Chapitre 3. Cependant, nous utiliserons déja des nombres
aléatoires dans ce chapitre. Disons simplement pour l'instant que, en tirant un
billet d’un chapeau contenant des billets numérotés de 0 & 9, en le remettant
dans le chapeau, en mélangeant les 10 billets puis en répétant n fois cette
procédure, on génére n nombres aléatoires. En faisant la liste des n nombres
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tirés, arrangés par groupes de taille fixée pour en faciliter la lecture, on obtient
une table de nombres aléatoires. Notons néanmoins que pour construire des
tables contenant des milliers de nombres aléatoires, on utilise des systémes
mécaniques ou des algorithmes bien plus élaborés que cela (voir Chapitre 3).

1.2 Une bréve histoire de la notion de « hasard »

Le hasard et la chance jouent un réle central dans la vie de tous les jours
et dans une large palette de domaines. La production agricole est une fonction
des conditions météorologiques; le statut économique d’un individu peut étre
le résultat de son habileté dans le commerce et de son habileté & tisser des bons
réseaux sociaux ainsi que de facteurs extérieurs que 'on qualifie généralement
de conjoncture économique. Le hasard, comme on ’entend aujourd’hui, a été
pendant longtemps une idée abstraite et, pendant des siécles, dans le sens
commun largement liée & une explication métaphysique, le destin, ou a une
volonté divine.

Historiquement, la premiére fois que I’humanité a eu a faire avec des nombres
aléatoires fut probablement pour des activités divinatoires. Des dés rituels
étaient en usage déja a I’dge du bronze. Le plus ancien dé de forme cubique
avec des faces numérotées de 1 a 6 remonte & 2000 ans avant Jésus-Christ et a
été trouvé en Egypte. Des dés du viI® et du vi° siécle avant Jésus-Christ ont
été trouvés en Italie centrale et en Chine.

Il n’y a pas de doute que le jeu du lancer des dés est 'un des plus anciens
jeux de 'humanité. L’empereur Claude écrivit un livre sur 'art de gagner aux
jeux du lancer des dés et, dans le courant du XvI1° siécle, Chevalier de Méré, un
riche parieur frangais, était en correspondance avec Fermat et Pascal au sujet
de nombre de problémes concernant des combinaisons gagnantes et les paris
correspondants dans le jeu des dés.

C’est seulement au cours du XX° siécle, avec le développement paralléle des
sciences statistiques et de la technologie, que les nombres aléatoires ont trouvé
une large application. La célébre phrase d’Einstein « Dieu ne joue pas aux dés »
est contemporaine a 1’élaboration du principe d’incertitude de Heisenberg. Se-
lon Iidée classique de causalité, pour prédire le futur avec un certain degré de
précision, il suffisait de connaitre le présent avec suffisamment de précision. Hei-
senberg démontra la non-prédicibilité des événements en physique quantique.
La non-prédicibilité est présente partout. Dans des instituts de prévision mé-
téorologique les quantités d’intérét sont estimées a partir d'un grand nombre
d’états initiaux, et I’évolution du phénoméne est artificiellement simulée avec
des modéles numériques utilisant des nombres aléatoires. Et bien que les capa-
cités de calcul des ordinateurs des centres de prévision météorologique soient
trés élevées, les prévisions ne vont, hélas, jamais au-dela de quelques jours.

De telles techniques constituent ce que I'on appelle généralement la méthode
de Monte Carlo, et aujourd’hui une vaste littérature sur les applications les plus
variées est disponible.
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A la base de toute simulation, il y a I’utilisation de nombres aléatoires en
grande quantité. De plus, pour qu’une simulation soit fiable il faut que les
nombres aléatoires utilisés aient toutes les propriétés que 'on attend. Ainsi,
il ne suffit pas de disposer d’une liste finie de 100 ou méme d’un million de
nombres aléatoires et de I'utiliser en boucle pour des simulations. En bref, la
production de nombres aléatoires en grandes quantités n’est pas une simple
affaire.

L’exigence d’utiliser des nombres aléatoires dans la science s’est manifestée
au début du siécle passé. En 1927, une liste de 41 600 nombres aléatoires pour
usage scientifique, produite par Leonard Tippett, a été publiée par Cambridge
University Press. Ensuite, La fondation RAND, en 1955, publia A Million Ran-
dom Digits with 100,000 Normal Deuwviates, sur la base d'une simulation par or-
dinateur avec un algorithme qui aujourd’hui est considéré comme dépassé. Déja
a I’époque, certains soulevaient de sérieux doutes sur la possibilité de produire
des nombres vraiment aléatoires de fagon automatique. Neumann, en 1951,
remarquait justement que par leur propre nature il ne peut pas exister une mé-
thode algébrique capable de produire des nombres aléatoires. Cela montre bien
que la production automatique de nombres aléatoires a été un sujet controverseé.
Des suites décimales de nombres normaux spéciaux comme 7 vus comme suite
aléatoire de chiffres décimaux ont aussi été proposées (Dodge, 1996). En effet,
Borel en 1909 démontra qu’un nombre réel pris au hasard sur Uintervalle [0, 1]
est normal avec probabilité 1, c’est-a-dire que toutes les différentes séquences
finies de chiffres (sous une base fixée) apparaissent selon une distribution de fré-
quences uniforme, en faisant d’un nombre normal un bon candidat pour fournir
ainsi une suite de nombres aléatoires.

L’histoire de la génération des nombres aléatoires commence avec des ma-
chines plus ou moins complexes dont le but était de piocher des boules numéro-
tées d’une urne. Encore aujourd’hui, en dépit d’algorithmes performants et de
qualité élevée pour la génération de nombres aléatoires en grandes quantités,
de telles machines sont utilisées pour les loteries a numéros et les ordinateurs
ne les remplaceront-ils probablement jamais. Il y a une raison philosophique a
cela, celle qui est au fond soulevée par Neumann : un algorithme implémenté
produira une suite de nombres dont la nature est déterministe, et donc d’une
certaine maniére prévisible, et la suite aura seulement 'apparence d’étre aléa-
toire.

1.3 Systémes, modéles et méthodes de résolution

Un systéme est un ensemble d’éléments que I'on peut appeler composantes.
Chacun de ces éléments posséde plusieurs caractéristiques ou attributs qui
peuvent prendre des valeurs numériques ou logiques. Par exemple, une installa-
tion industrielle peut étre considérée comme un systéme, dont les composantes
sont les machines et les ouvriers; le fait qu’une machine fonctionne ou non
est une caractéristique de ce systéme. Une économie nationale, composée de
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ses consommateurs et de ses producteurs, est également un systéme; 'un des
attributs d’'un consommateur peut étre 'importance de sa demande pour un
produit particulier.

Les composantes d’un systéme sont interactives. Par exemple, sans opéra-
teur, la machine ne peut pas fonctionner. A coté de ces relations, appelées
internes, figurent des relations dites externes. Ces derniéres relient les éléments
du systéme avec l'environnement, c’est-a-dire le monde en dehors du systéme.

Un modéle peut étre défini comme une architecture mathématique qui re-
présente un certain systéme. Il existe plusieurs types de modéles.

Un modele est constitué de symboles mathématiques représentant des
systémes réels. Autrement dit, le modéle mathématique d’un systéme est ’en-
semble des relations mathématiques caractérisant les états possibles du sys-
téme.

Les problémes de simulation peuvent étre classés en deux grandes catégo-
ries : les problémes déterministes et les problémes probabilistes. Les problémes
déterministes sont ceux pour lesquels I'incertitude est soit négligeable, soit
entiérement absente et qui comprennent des phénoménes physiques simples
comme la chute libre d’'un objet ou un mouvement uniforme. Les problémes
probabilistes comprennent, par exemple, le calcul du nombre optimal de dis-
tributeurs de billets, du nombre optimal de guichets et, en général, tout autre
phénoméne dont le déroulement dépend d’une part de hasard. Dans la réa-
lité, des problémes complétement déterministes sont assez rares. La plupart du
temps, des petites erreurs ou incertitudes sont négligées ou délibérément igno-
rées : les coiits manufacturiers sont habituellement estimés plutot que connus ;
les instruments de mesure, qui ont une précision de 99.5 %, sont considérés
comme parfaits, etc. Dans de telles circonstances, 'emploi d’un modéle déter-
ministe se justifie seulement si ’on s’attend a ce que les écarts dans la pratique
soient & la fois rares et petits.

Les problémes de simulation probabilistes ou stochastiques comprennent
eux un degré d’incertitude trop important pour étre ignoré. Par exemple, sous
certaines hypothéses au sujet de I’arrivée aléatoire de passagers & un distribu-
teur de billets, le nombre de personnes faisant la queue peut étre en moyenne
de 5, mais il peut monter jusqu’a 50, une ou deux fois par jour. Il serait vrai-
ment erroné, dans ce cas, de calculer le nombre optimal de distributeurs de
billets sur la base d’'un modele déterministe qui utilise seulement la moyenne
de 5 et néglige les cas occasionnels. Pour représenter une incertitude de cette
sorte, des modéles d’optimisation stochastiques utilisent des variables aléatoires
dont les valeurs sont données par des distributions de probabilité plutdt que
par de simples nombres ou équations. Les problémes stochastiques sont généra-
lement beaucoup plus complexes et plus difficiles a résoudre que les problémes
déterministes.

En économie, on classe habituellement les variables d’un modéle en variables
exogénes et variables endogénes. Les valeurs des variables exogénes ne sont
pas déterminées par le modéle. On les appelle aussi variables indépendantes.
Dans la terminologie des systémes, les variables indépendantes peuvent encore
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étre divisées en variables incontrolables et variables controlables. Les variables
incontrélables, par exemple la demande étrangeére, sont les inputs du systéme.
Les variables controlables, par exemple les dépenses du gouvernement, sont des
variables manipulées par certaines composantes du systéme.

Les valeurs des variables endogénes dépendent du modéle. Dans la termino-
logie des systémes, on peut classer ces variables dépendantes en variables d’état
ou intermédiaires décrivant 1’état du systéme, et en variables de sortie.

A coté des variables, nous distinguons, dans le modéle, des paramétres. Les
parameétres sont des quantités qui influencent les variables endogénes. Cepen-
dant, contrairement aux variables, ils sont constants. Par exemple un para-
métre peut étre lié au critére selon lequel un gestionnaire de stock cadence
les nouvelles commandes. Les relations indiquent comment les variables et les
paramétres sont reliés entre eux.

Pour répondre aux questions relatives & un phénomeéne étudié, il faut sou-
vent résoudre les équations du modéle. Il existe des méthodes de résolution
analytiques et des méthodes de résolution numériques.

La méthode analytique fait appel au calcul différentiel et intégral. Elle four-
nit une solution générale sous la forme d’une équation ou d’une formule valable
pour différentes valeurs possibles des variables indépendantes et des paramétres.
Toutefois, le champ des problémes qui peuvent étre résolus mathématiquement
est limité. En effet, les problémes que I’on rencontre dans la pratique nécessitent
que le modéle utilisé soit exprimé sous une forme particuliére d’un systéme
d’équations algébriques ou différentielles pouvant étre trés complexes suivant
la nature du phénoméne ou du systéme a étudier. Or, le degré de complexité
de ce phénoméne peut exiger de 'analyste une simplification parfois abusive du
modéle, dans le but de s’adapter aux techniques mathématiques disponibles.

La résolution numérique remplace les variables indépendantes et les para-
métres du modéle par des nombres qu’elle manipule. Beaucoup de techniques
numeériques sont itératives, ¢’est-a-dire que chaque étape de la résolution donne
une meilleure solution que la précédente en utilisant les résultats des étapes
antérieures. La programmation mathématique est une technique numérique de
ce genre.

La simulation et la méthode de Monte Carlo sont des techniques numéri-
ques spécifiques. La méthode de Monte Carlo est une technique de résolution
d’un probléme qui utilise des échantillons de nombres aléatoires dans le modéle
qui le décrit. Nous reviendrons sur cette méthode dans le Chapitre 6. Quant a
la simulation, elle représente une expérience dans le temps faite sur un modéle
abstrait et impliquant la présence de variables aléatoires. Dans la plupart des
cas, les études de simulation utilisent des nombres aléatoires.

Dans le contexte décrit ci-dessus, la simulation est une expérience qui sup-
pose la construction d’'un modéle de travail mathématique présentant une si-
militude de propriétés ou de relations avec le systéme naturel faisant 'objet de
I’étude. De cette fagon, nous pouvons prévoir les caractéristiques de fonction-
nement de ce systéme sans avoir a travailler avec des dispositifs physiques. 11
s’agit d’effectuer, a I’aide du modéle désigné, des expériences artificielles per-
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mettant de restituer des valeurs pour certaines variables qui soient conformes
aux lois de probabilité observées dans un cas réel. Ces valeurs constituent un
échantillon artificiel.

Prenons 'exemple de la simulation d’un phénoméne de file d’attente aux
caisses d’'un grand magasin. Supposons que le but de ’étude soit de connaitre le
meilleur « systéme de caisse », ¢’est-a-dire celui pour lequel la somme des cofits
d’inactivité des caisses et des cotlits d’attente des clients soit la plus faible.
L’évolution du phénomeéne dépend essentiellement de la loi des arrivées des
clients aux caisses et de la loi des temps de service. La connaissance de ces
lois permet de décrire cette évolution et de calculer ainsi le cotit d’un systéme.
Il suffit alors de répéter 'expérience pour différents systémes et de choisir le
meilleur. La connaissance des lois est en général empirique : elle résulte d’une
étude statistique & partir de laquelle on peut déterminer les lois de probabilité
des variables aléatoires caractérisant le phénoméne. Le probléme fondamental
de la simulation sera par conséquent de construire ces échantillons artificiels
relatifs & des variables de lois connues statistiquement. Dans notre exemple,
il s’agit de simuler un échantillon d’arrivée de clients et un échantillon des
temps de service. Cette construction se fait & 'aide de générateurs de nombres
aléatoires, sujet faisant 'objet du Chapitre 3.

L’inconvénient de la simulation par rapport & une solution analytique est
qu’elle ne fournit que des solutions spécifiques a un probléme donné, et non
pas des solutions générales. Dans un but pratique, il convient, avant d’en venir
aux techniques de simulation, de considérer ’ensemble des techniques mathé-
matiques disponibles pour résoudre le probléme. Dans ce sens, 'emploi de la
simulation peut se révéler utile et justifié s’il propose une extension ou un
complément aux solutions analytiques obtenues au prix d’une trop grande sim-
plification.

Nous allons voir maintenant trois exemples de problémes qui peuvent étre
résolus par la simulation.

1.4 Un phénoméne de file d’attente

Faire la queue! Voila une chose dont quiconque a malheureursement déja
fait ’expérience. Pour acheter un timbre a la poste, pour se faire enregistrer a
I’aéroport, il faut attendre son tour.

De maniére générale, nous pouvons définir un phénomeéne de file d’attente
par les faits suivants : chaque fois qu’un certain nombre d’unités que nous
appellerons clients se présente de maniére aléatoire, afin de recevoir un service
d’une durée aléatoire de la part d’autres unités que nous appellerons stations,
on est en présence d’une file d’attente.

Considérons I'exemple d’une file d’attente aux caisses d'un grand magasin.
Le client pourra alors se poser plusieurs questions :

(a) combien de temps va-t-il attendre en moyenne dans la queue ?

(b) quelle probabilité a-t-il d’attendre plus d’un temps ¢ ?
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(¢) combien de clients va-t-il trouver devant lui?

Si nous essayions de répondre aux questions ci-dessus de maniére analytique,
il nous serait impossible de tenir compte du fait que les clients arrivent de facon
aléatoire au magasin. Nous serions obligés de considérer que les clients arrivent
de maniére réguliére, ou au moins a des moments connus, et que les temps de
service soient eux aussi connus.

Or il est certain qu’il y a beaucoup plus de clients aux heures de pointe
qu’aux heures creuses de la journée. Les moments exacts ol les clients arrivent
et les temps de service sont tout sauf connus a I’avance. La prise en compte des
différents aléas n’entre guére dans un modéle déterministe.

Pour pouvoir résoudre un tel probléme, nous avons besoin de différentes
notions de statistique et de probabilités que nous verrons au Chapitre 2. Un
exemple complet de file d’attente sera traité au Chapitre 6.

1.5 Un probléme de gestion

Dans l'exemple qui suit, on veut simuler I’état, minute par minute, du
nombre d’avions supplémentaires (ou d’avions en moins) au sol a 'aéroport
de Geneve-Cointrin entre 17 h 00 et 17 h 18 par rapport a leur nombre a
17 h 00. Pour cela, il faut connaitre les lois de probabilités du nombre d’arri-
vées et du nombre de départs par minute. Cela pour estimer toute une série de
variables utiles & la gestion d’un aéroport comme le nombre maximal d’avions
présents au sol. Supposons que les registres de 'aéroport permettent d’affirmer
que ces deux lois sont identiques. Elles sont présentées ci-dessous :

Nombre d’arrivées (départs) 0o 1 2 3 4 5
e e, . 1 1 1 3 1
Probabilité du nombre d’arrivées (départs) 5 4 10 125 1000

Tab. 1.1. Distribution des probabilités du nombre d’arrivées, égale a celle pour
les départs.

A partir de ces lois, nous allons simuler les mouvements d’avions minute
par minute.

Si l'on ne posséde pas de générateurs de nombres issus des lois de probabili-
tés des arrivées et des départs, on peut utiliser une table de nombres aléatoires
comme celle de la Table 1.2.
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Tab. 1.2. Une table de nombres aléatoires.

Une table de nombres aléatoires se trouve aussi & ’Appendice a la fin de
cet ouvrage. On divise la suite des nombres de 000 & 999 proportionnellement
aux lois de probabilités des arrivées et des départs :

Nombre aléatoire Nombre d’arrivées Nombre de départs
compris entre :

000-124 0 0
125-624 1 1
625-874 2 2
875-974 3 3
975-998 4 4
999-999 5 5

Tab. 1.3. Intervalles de nombres assignés a des valeurs d’une variable aléatoire.

On procéde ensuite au tirage dans la table des nombres aléatoires. Pour
cela, on adopte un critére mis au point a ’avance et qui soit apte a bien choisir
des nombres aléatoires entre 000 et 999. Dans notre cas, les nombres aléatoires
(de 0 &4 9) sont utilisés par groupes de trois et placés dans deux colonnes d’un
tableau de simulation (voir ci-dessous). Le nombre d’arrivées ou de départs
est déterminé par l'intervalle auquel le nombre aléatoire choisi appartient et
cela dans l'ordre établi par le critére retenu. Notre critére sera le suivant : le
premier numéro tiré correspond au nombre d’arrivées entre 17 h 00 et 17 h 01,
le deuxiéme au nombre de départs durant la méme période, et ainsi de suite.
Cette technique est décrite dans toute sa généralité au Paragraphe 4.4.

Ainsi, si le premier nombre aléatoire sélectionné est compris entre 625 et
874, le nombre d’arrivées entre 17 h 00 et 17 h 01 sera égal & 2. Il nous reste
alors & tirer 35 autres nombres aléatoires pour avoir le nombre d’arrivées et de
départs, minute par minute, jusqu’a 17 h 18.
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Minutes Nombres Nombre Nombre Nombre d’avions
aléatoires d’arrivées de départs supplémentaires au sol
17h 00-01 771 004 2 0 2
17h 01-02 914 243 3 1 4
17h 02-03 796 892 2 3 3
17h 03-04 086 388 0 1 2
17h 04 -05 951 904 3 3 2
17h 05-06 847 025 2 0 4
17h 06 - 07 475 973 1 3 2
17h 07-08 421 825 1 2 1
17h 08-09 799 798 2 2 1
17h 09-10 691 841 2 2 1
17h 10-11 902 441 3 1 3
17h 11-12 629 355 2 1 4
17h12-13 070 436 0 1 3
17h 13-14 061 542 0 1 2
17h14-15 193 608 1 1 2
17h15-16 566 199 1 1 2
17h 16 - 17 851 764 2 2 2
17h 17-18 761 805 2 2 2
Total 29 27

Tab. 1.4. Un tableau de simulation pour un probléme de gestion des départs
et des arrivées d’avions.

Cette simulation, quoique extrémement simplifée, a donné des résultats
d’une certaine utilité pour la gestion d'un aéroport. Ceux-ci pourraient étre
utilisés pour 'optimisation de la gestion du personnel au sol et pour 'optimi-
sation de l'utilisation des infrastructures aéroportuaires.

1.6 Exemple d’une surface a calculer

La méthode de Monte Carlo peut étre trés utile aussi dans des problémes
d’estimation de surface. Le principe est simple : supposons que nous voulions
estimer la surface d'un carré de coté 0,6. Cette surface est naturellement 0,36.
Nous allons montrer comment trouver une estimation de ce résultat par simu-
lation.

Nous reportons le carré sur un systéme d’axes perpendiculaires dont 1’origine
est I’angle inférieur gauche du carré (voir Fig. 1.1). Sur le carré [0, 1] x [0, 1] qui
le contient nous allons disposer 40 points aléatoires : certains seront a 'intérieur
du carré de coté 0,6. Tous les points que nous allons disposer & l'intérieur du
carré auront donc des coordonnées comprises entre 0 et 1. Il suffit donc de
prendre deux variables aléatoires uniformes pour obtenir un point. En effet, le
premier nombre aléatoire sera ’abscisse et le second 1'ordonnée. Nous avons
besoin de 2 échantillons de 40 nombres aléatoires pour disposer nos 40 points
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a lintérieur du carré. Il ne nous reste plus qu’a compter le nombre de points
qui se trouvent dans S et a calculer le quotient N ' /N qui sera une estimation
de la surface.

Dans notre exemple, N’ = 15, donc la surface du carré de coté 0,6 est
approximativement égale a 15/40 = 0,375. Cela reste évidemment une ap-
proximation puisque dans notre cas la surface réelle est 0,36. L’intérét de cette
méthode réside dans le fait qu’elle peut étre appliquée au calcul de surfaces pour
lesquelles une formule mathématique n’existe pas, comme c’est le cas pour une
surface non réguliére en général.

1 °
°
° ° . °
d °
°
°
°
° ) ) ® )
0,6 ® . °
°
°
°
° ® o
° . o’
°
) [ ] [ ]
d °
° °
°
'y
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Fig. 1.1. Estimation de la surface d’un carré.

On peut également améliorer "approximation en répétant ’expérience un
certain nombre de fois et en prenant la moyenne des surfaces obtenues. Nous
avons répété I'expérience 50 fois et le nombre de points aléatoires compris dans
S étaient les suivants : 10, 19, 18, 19, 23, 19, 20, 12, 10, 16, 17, 13, 10, 14, 15,
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15,9, 14, 18, 12, 11, 11, 13, 9, 14, 18, 10, 12, 13, 16, 10, 17, 15, 22, 16, 20, 14,
10, 16, 17, 13, 16, 21, 14, 14, 15, 19, 17, 12, 20.

Nous avons & chaque fois calculé le quotient N’ /N. La moyenne des quo-
tients nous a donné la surface approximative de 0,365 5. Ce nouveau résultat
est plus proche de la vraie valeur de 0,36 que ’estimation précédente qui était
de 0,375.

Pour mieux comprendre la méthodologie de résolution des problémes & I'aide
de nombres aléatoires, nous allons prendre un autre exemple ot une solution
par simple formule géométrique n’existe pas.

Supposons que nous devons calculer la surface d’une région S que 'on a
mise a Uintérieur d’un carré de coté égal a 1 (voir Fig. 1.2). Il est clair que la
valeur se situera entre 0 et 1. Pour Iestimer, nous disposons de fagon aléatoire
N points a l'intérieur du carré. Nous notons par N’ le nombre de ces points
se trouvant & l'intérieur de S. Encore une fois, la surface S est estimée par le
quotient N'/N.

Fig. 1.2. Estimation d’une surface.
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Dans la Figure 1.2, on dispose 40 points aléatoires a l'intérieur du carré. De
ces 40 points, 16 se trouvent a lintérieur de S. Le quotient N'/N est égal a
16/40 = 0,4, ce qui signifie que la région délimitée par S a approximativement
une surface égale a 0,4.

En augmentant la taille de ’échantillon, on peut améliorer cette estimation.
En effet, plus N est grand, plus le quotient sera proche de la surface réelle,
I'idéal étant de couvrir I’ensemble de I’échantillon et de compter la répartition
des points. Mais ce n’est justement pas le but de la simulation qui est de
simplifier les calculs et de gagner du temps. Nous reviendrons sur cet exemple
au Chapitre 6 ol nous analyserons notamment le probléme de la fiabilité d’une
telle estimation : nous montrerons que l'écart-type des valeurs calculées est
proportionnel a 1/v/N.

Exercices

1.1 Considérer la région D = {(z,y) € R%|z > 0,z > 0,22 + y* < 1}. De
cette région la surface peut étre calculée exactement.

(a) Comparer le résultat exact avec celui obtenu en utilisant 20 points
opportunément choisis dans [0, 1] x [0,1] a I'aide de nombres aléa-
toires.

efaire 'opération en utilisan points.
b) Refaire I'opérati tilisant 100 point
(¢) Quels sont vos commentaires éventuels ?

1.2 On veut simuler 10 issues d’un lancement de dé non biaisé & 6 faces (dé
classique). Utilisez des nombres aléatoires de votre choix en expliquant la
procédure que vous suivez.

1.3 Estimez la surface de la région

D={(z,y) ER* | Vo +/y <1,z,y>0}

en utilisant 200 nombres aléatoires de votre choix.

1.4 Estimez l'intégrale
1
/ |sin(1/z)|dx
0

en utilisant 100 nombres aléatoires de votre choix.

1.5 Dans le canton de Genéve 37 % des ménages sont composés d’une seule
personne; 32 % de 2 personnes; 12 % de 3 personnes; 12 % de 4 per-
sonnes; 5 % de 5 personnes et 2 % de 6 personnes ou plus (Recensement
fédéral suisse 2000, OFS, Neuchatel, 2004). Simulez les tailles d’un échan-
tillon de 10 familles habitant le canton en utilisant des nombres aléatoires
de votre choix et en expliquant la procédure suivie.



Chapitre 2

Eléments de probabilités

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons quelques éléments de base du calcul des
probabilités et de la statistique. Nous parlerons de variables aléatoires et de
leurs propriétés, ainsi que de quelques cas spécifiques de variables aléatoires
fréquemment utilisées. Ces cas spécifiques de variables aléatoires constituent
des lois qui s’adaptent souvent trés bien & décrire des séries de phénoménes
réels. Le but n’est donc pas de faire un traitement exhaustif de la matiére, mais
de donner des éléments pour que le lecteur puisse disposer des outils nécessaires
pour la suite. Les différentes techniques de simulation d’échantillons utiliseront
des transformations de variables aléatoires opportunément choisies et seront
exposées dans le Chapitre 4.

Un traitement complet de la théorie des variables aléatoires n’est pas le
sujet de cet ouvrage, et le lecteur peut se référer par exemple & 'excellent livre
de Lejeune (2004). D’autres références sont le livre de Ross (1996), devenu un
classique, et le tout récent ouvrage de Cantoni, Huber et Ronchetti (2006).

Considérons une expérience dont le résultat est incertain et supposons que
I’ensemble des résultats possibles, lui, soit connu. On appelle cet ensemble en-
semble fondamental de I’expérience et on le note par 2.

On peut s’intéresser & une fonction du résultat plutét qu’au résultat lui-
méme. Les événements auxquels on s’intéresse sont liés & des fonctions réelles
définies sur ’ensemble fondamental et qui sont appelées variables aléatoires.

Une variable aléatoire est une fonction X définie sur un ensemble fonda-
mental a valeurs réelles. Les notations utilisées ici sont celles qui sont en usage
dans la littérature : on utilise d’habitude des lettres majuscules de la fin de
Palphabet (U, V, X, Y, Z, ...) pour dénoter une variable aléatoire dans sa
généralité. Par 2 on entend ’ensemble fondamental, c’est-a-dire un ensemble
d’événements lié a I’expérience que 1’on veut représenter et qui couvre tous les
cas de figure de I'expérience en question. Chaque événement est donc associé a
une valeur numérique qui en général est réelle. L'image d’une variable aléatoire
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X peut toutefois étre un sous-ensemble quelconque, fini ou infini de R.

Exemple 2.1 On jette simultanément 2 piéces de monnaie et l'on s’intéresse
au nombre de piles qui apparaissent. L’ensemble fondamental est alors :

Q= {FF,FP,PF,PP}

ou F représente le coté face et P le coté pile.
On obtient une variable aléatoire X qui peut prendre les valeurs 0, 1 ou 2
avec les probabilités suivantes :

Pr(X =0) = Pr(FF)=0,25
Pr(X=1) = Pr(FP)+Pr(PF)=0,5
Pr(X =2) = Pr(PP)=0,25.

Etant donné une variable aléatoire X, il est possible d’y associer des pro-
babilités pour chaque événement donné. Ainsi dans ’exemple précédent 1’évé-
nement « obtenir au moins une pile » a probabilité 0, 75. Ces probabilités per-
mettent ensuite de définir, quand elles existent et sont finies, des mesures de
tendance centrale comme ’espérance ou la valeur médiane, et de dispersion
comme la variance.

2.2 Variables aléatoires discrétes

Une variable aléatoire discréte X prend ses valeurs sur un ensemble fini
Z1,%2,...,Ty ou sur un ensemble infini dénombrable.
Soit la variable aléatoire discréte X définie par les probabilités suivantes :

X rK X2 ... Tnp
Pr(X=z;) p1 p2 ... pa

Tab. 2.1. Tableau qui résume une variable aléatoire discréte ayant un nombre
fini de valeurs.

Les x1, 9, ..., x, sont les valeurs possibles de la variable X et les p1, po, ...,
pn, sont les probabilités associées aux valeurs correspondantes. La fonction f(x)
qui associe a chaque z la valeur Pr(X = z) s’appelle aussi loi de probabilité
ou densité. Par conséquent, la probabilité que la variable aléatoire X prenne la
valeur x; est égale a p; et on écrit :

Pr(X =) = pi.

Les probabilités p1, po, . .., p, doivent satisfaire deux conditions :

(a) tous les p; sont positifs : p; > 0 ;
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(b) la somme de tous les p; est égale a 1. Si la variable aléatoire prend ses
valeurs sur un ensemble fini alors :

n
PLtpat-+pa=) pi=1
i=1

Dans le cas ou ’ensemble est infini :

oo

La fonction de répartition, ou fonction cumulée de densité d’une variable
aléatoire discréte X est une fonction définie par :

Fx(z) =Pr(X <z) =Y Pr(X =)

z; <z

La fonction de répartition de X évaluée en x correspond donc a la probabilité
que X soit inférieure ou égale & x.

Si tous les p; sont égaux, la variable aléatoire X peut prendre chacune des
valeurs x; avec la méme probabilité. On parle alors d’équiprobabilité. Si les n

valeurs possibles x1, 22, ..., x, sont équiprobables, alors :
1 .
pi = —, pour i=1,2,... n.
n

Dans ce cas, on dit aussi que la variable aléatoire X est distribuée selon une
loi discréte uniforme.

Si X est une variable aléatoire discréte, alors I’espérance mathématique de
X, notée E(X), est définie par :

n
BE(X) =a1p1+ap2 + - -+ Tnpp = Y Tii-
i=1
En d’autres termes, E(X) est la moyenne pondérée des valeurs que X peut
prendre, les poids étant les probabilités associées a ces différentes valeurs.

La valeur médiane d’une variable aléatoire est la valeur x,, telle que
Fx(x,) = 0,5. Dans le cas discret s'il n’existe pas de valeur z de X pour les-
quelles F'x (x) = 0,5, elle est définie par interpolation entre les deux valeurs x4
et x3 de X et adjacentes a la valeur médiane (c’est-a-dire
x1 = max{z | Fx(z) < 0,5} et o = min{z | Fx(z) > 0,5}) selon la for-
mule :

0,5 — Fx(z1)
Fx(l'g) — Fx(l'l)

Ty = X1 + (xg — 7).
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La variance de X est une mesure de la dispersion. Sa valeur, toujours non
négative, a tendance a étre d’autant plus grande que les valeurs de X se dis-
persent sur un intervalle plus étendu. Elle est notée var (X) et est définie par :

var (X) = E(X — E(X))?.

Le moment d’ordre r d’une variable aléatoire discréte est défini par :

n
E(X") = Z x5 pi.
i=1

Les moments permettent entre autres choses de définir des indices caractéri-
sant 'ensemble des probabilités associées a une variable aléatoire. Par exemple
la variance de X est égale a la différence entre le moment d’ordre 2 de X et le
carré du moment d’ordre 1 de X.

Exemple 2.2 Sil’on reprend I’Exemple 2.1, on peut calculer I’espérance mathé-
matique de la variable aléatoire X . Rappelons que X représente le nombre de
piles obtenu en langcant 2 pieces de monnaie. Il s’agit d’une variable aléatoire
discréte. Ses valeurs et les probabilités associées sont :

X =1, 0 1 2

11 1

Pr(X =z, - - 2
(X =) 1 2 1

Tab. 2.2. Variable aléatoire décrivant le nombre de piles obtenu en langant 2
piéces de monnaie.

L’espérance mathématique de X, ou le nombre moyen d’apparitions de piles
lorsqu’on lance 2 piéces de monnaie, est égale a :

1 1 1
(X)=0 4+ 2+ 4

La variance de X est ici égale a :

var(X):E((X—l)Q):(0—1)2-£+(1—1)2'%+(2—1)2-

A~ =

Exemple 2.3 En se référant a l’exemple du nombre d’avions au sol dans un
aéroport (Paragraphe 1.5), on peut calculer l’espérance mathématique de la va-
riable X « nombre d’arrivées par minute ».

1 1 1 1 3 1
E(X)=0--4+1-=42-~43-—44-— +5. —— =1,401.
(X)=0-g+L 542343 54 3575 150 ~ 140



2. Eléments de probabilités 17

Ainsi, entre 17 h 00 et 17 h 18, le nombre moyen théorique d’arrivées est égal
a 181,401 = 25,218.
Remarquons que la moyenne simulée d’arrivées par minute est égale & :
243+24+04+3+24+...+1+2+2 _ §=1 61
18 18 T
Ainsi, le nombre moyen simulé d’arrivées entre 17 h 00 et 17 h 18 est égal a
29.

Nous allons voir maintenant quelques lois de probabilité discrétes.

2.2.1 La loi de Bernoulli

Soit X une variable aléatoire définie par la distribution de probabilité

X 0 1
Pr(X=z) 1—-p p

Tab. 2.3. Schéma d’une variable de Bernoulli.

Une variable aléatoire ayant un caractére dichotomique et dont la loi de
probabilité Pr(X = z) est définie par un tableau comme celui ci-dessus est dite
variable aléatoire de Bernoulli de paramétre p. On a :

E(X)=p var (X) = p(1 - p).

La loi de Bernoulli est utilisée lorsqu’une expérience aléatoire n’a que deux
résultats possibles : le succés avec une probabilité de p, et ’échec avec une pro-
babilité ¢ = 1 — p. Les applications de cette loi sont nombreuses. On peut citer
comme exemple I’étude de la composition d’une population (masculin-féminin)
ou le controle de la qualité de certaines marchandises (bonne ou défectueuse).
A noter que dans la littérature, lorsqu’on parle de variables dichotomiques il
est d’usage de dénoter 1 — p plus simplement par la lettre q.

2.2.2 La loi binomiale

Considérons un ensemble de n variables aléatoires indépendantes, suivant
n

une loi de Bernoulli de méme paramétre p. Soit S, = > X;, la somme de ces
i=1

n variables de Bernoulli. La loi de probabilité de la variable aléatoire S,, est
appelée loi binomiale, notée bin(n, p) et est donnée par :

Pr(Sn = k) = < ' ) pra—p)t

ou

N
> 3
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L’espérance mathématique d’une variable aléatoire binomiale S,, est égale
a np et sa variance vaut np(1 — p).

Exemple 2.4 On lance une piéce de monnaie 8 fois. La probabilité d’obtenir
exactement 3 piles est :

3 8—3
Pr(Ss = 3) = ( ; > (%) (%) ~ 0,219 = 21,9 %.

2.2.3 La loi géométrique

Considérons n répétitions indépendantes d’une variable de Bernoulli. La loi
géométrique est la loi de la variable aléatoire X : « nombre d’observations
jusque (et y compris) au premier succés ». Les probabilités associées a une loi
géométrique sont de la forme :

Pr(X =) =pg""

ou p est la probabilité d’observer un succés, ¢ = 1 — p la probabilité d’échouer
et ¢ est le nombre d’essais jusqu’a ce que le premier succés (inclus) se réalise.
La loi géométrique est utilisée entre autres choses dans le cadre des études de
processus stochastiques et de la théorie des files d’attente.

2.2.4 La loi binomiale négative

La loi de la variable aléatoire Y}, : « temps d’attente jusqu’au k'®™° succés »
est la loi binomiale négative. Si p est la probabilité de succés et ¢ =1 — p, les
probabilités sont données par :

(TL—].)' : n—k
k—Dl((n—1)— (k- 1))!pkq '

— (’I’L — 1)' c on—
T ke 1)!(n—k)!pkq

k

oll k est le nombre de succés et n le nombre d’essais jusqu’a ce que le ki¢me
succes (inclus) se réalise.

La loi binomiale négative trouve ses applications en sciences biologiques, en
écologie, en recherche médicale et en psychologie.

En simulation, il est souvent nécessaire de générer des suites de nombres
entiers compris entre 0 et 9, chacun d’eux ayant la méme probabilité de sélec-
tion. Au Chapitre 3 nous discuterons de plusieurs maniéres dont un tel tirage
aléatoire peut s’effectuer.
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Exemple 2.5 Nous nous intéressons, dans cet exemple, a la variable aléatoire
qui représente le nombre d’entiers tirés avant le premier 0. Cette expérience
consiste en une suite d’essais identiques et indépendants dont un succés est
défini par le tirage d’un 0. La probabilité d’un succés est %0. Le nombre d’entiers
précédent le premier O est donc une variable aléatoire géométrique avec p = %0.
Calculons par exemple la probabilité que le premier 0 apparaisse au cinquiéme

tirage :

Pr(X =5) = 1 <3>4 = 0,065 1.
10 \ 10

La variable aléatoire qui compte le nombre d’entiers jusqu’au quatriéme O est

évidemment une variable binomiale négative. La probabilité qu’un quatriéme 0

apparaisse au sixieme tirage est :

B 1 4 6—4
Pr(Y, = 6) = ( 2_1 ) (E) (%) = 0,000 81.

La variable aléatoire Z comptant le nombre de 0 dans une suite de n nombres
est une variable binomiale de parameétres n et p = 1—10. La probabilité d’observer
quatre O en 6 tirages est :

Pr(Z =4) = < ? ) (%)4 (1—90>64 = 0,000 486.

2.2.5 La loi de Poisson

La variable aléatoire X, comptant le nombre de réalisations d’un certain
événement par unité de temps ou par exemple, par unité de surface, dont la loi
est donnée par :

Aee=A
k!

est dite variable de Poisson de paramétre A. L’espérance mathématique est
égale au parameétre A. De plus var (X) = E(X) = A

Les applications de la loi de Poisson sont nombreuses et variées. Cette loi
peut décrire des phénoménes tels que le nombre d’individus blessés dans un
accident de voiture ; le nombre de plantes d’un type donné par unité de sur-
face ; le nombre de défauts sur un écran de télévision ; le nombre de caries par
individu ; le nombre de personnes se présentant a un guichet et ainsi de suite.

Pr(X = k) =

Exemple 2.6 Sile nombre moyen d’arrivées de clients a un guichet par heure
est égal a 15, calculons la probabilité d’observer 20 arrivées dans une heure
donnée, supposant que les arrivées sont indépendantes les unes des autres. Ici,
la valeur de \ est égale a 15 et la valeur de k est égale a 20. Nous aurons donc :

67151520
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Exemple 2.7 Supposons qu’a l’aéroport de Londres-Heathrow les mouvements
d’avions entre 17 h 00 et 17 h 15 soient en moyenne de 3 arrivées et de 3 départs
par minute. En admettant que le nombre d’arrivées soit une variable aléatoire
de Poisson, le paramétre de la loi est égal a 3 et cette loi est donnée dans la
table ci-dessous (au millieme prés) :

6—33k
k!

Pour la simulation du nombre d’avions au sol, la procédure a utiliser avec
la loi de Poisson, connue également sous le nom de méthode de comparaison
(voir Paragraphe 4.4), est semblable a celle utilisée avec la loi empirique.

La fonction de répartition d’une loi de Poisson de paramétre A\ quelconque
peut s’écrire :

e—AAk
Fx(z) =) Pr(X =k)= —
k<x k<x

Cette fonction peut se représenter graphiquement. La Figure 2.1 représente
une fonction de répartition pour la loi de Poisson de I’exemple précédent, avec
A=3.

Fk(x)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 =

Fig. 2.1. Fonction de répartition de la loi de Poisson de paramétre A = 3.

Il existe encore d’autres lois de variables aléatoires discrétes, telles que la loi
multinomiale et la loi hypergéométrique. Au besoin, nous laissons au lecteur le
soin de consulter les ouvrages spécialisés mentionnés dans 'introduction a ce
chapitre.
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2.3 Variables aléatoires continues

Si une variable aléatoire X peut prendre les valeurs réelles contenues dans
un intervalle, elle est dite continue. Une variable aléatoire continue X est définie
par son intervalle de variation (a, b) et par la fonction f(x) appelée fonction de
densité.

L’intervalle peut étre ouvert ou fermé, méme seulement d’un coété, borné ou
non. Il est commode de prolonger f a 'intervalle (—oo, +00) en posant f(z) =0
en dehors de 'intervalle de définition originaire. Rappelons finalement que dans
la littérature francophone il est courant d’utiliser pour une fonction de densité
les synonymes distribution de probabilité ou encore loi de probabilité.

La fonction de densité f(x) doit satisfaire deux conditions :

(a) la fonction de densité f(x) est non négative : f(x) > 0;

(b) lintégrale de la fonction de densité f(x) est égale a 1;

/Rf(x)dx =1

La probabilité que X appartienne a U'intervalle [c, d] est donnée par l'inté-
grale :

Pr(c< X <d) = /df(x)dx.

Si X est une variable aléatoire continue prenant ses valeurs sur un intervalle
(a,b), alors espérance mathématique de X, notée E(X), est définie par :

b
E(X)= / xf(x)dx.

Si 'intégrale définissant 1'espérance diverge, on dit que X n’a pas d’espérance.
Les notions d’espérance mathématique, de valeur médiane, de variance et de
moments se transposent du cas discret au cas continu en substituant au symbole
> son équivalent infinitésimal [ tout en gardant la méme signification. On a
donc que la valeur médiane, x,,, de X est telle que

Tm

f(z)dx =0,5.

La variance est définie par :

b
var (X) = / (x — B(X))*f(x)dx.
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Exemple 2.8 Supposons que la fonction de densité d’une variable aléatoire X
soit donnée par :

2 0 < <1

3 st x*2
- 1 1

0 sinon

X est une variable aléatoire continue et l'on vérifie aisément que f(x) > 0. De

méme :
39 1
/f(m)dmz/ —dx—f—/ —dx = 1.
R 0 3 % 3

L’espérance mathématique de X est égale a :

3 39 1
/ a:f(x)dxz/ —xdx—|—/ —xdx
0 0 3 % 3

2

3

E(X)

1
2 1.2

0 6

1 le_13
12 127

La fonction de répartition d’une variable aléatoire continue X est dénotée
par Fx (ou par F ou autre lettre majuscule) et est donnée par :

Fx(z)=Pr(X <z)= /f f(x)dx,

ou f(x) est la fonction de densité de cette variable.
Etudions & présent quelques lois relatives & des variables aléatoires conti-
nues.

2.3.1 La loi uniforme

On dit qu’une variable aléatoire X définie sur Uintervalle [a,b] avec une
fonction de densité constante

est distribuée uniformément dans l'intervalle [a, b]. On notera X ~ U(a, b).
Par intégration, nous obtenons la fonction de répartition F :
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0 siz<a
F(x) = Z:Z sia<x<b
1 six > b.

La fonction de densité f(x) et la fonction de répartition F'(X) sont représentées
dans la Figure 2.2.

a b T a b T

Fig. 2.2. Fonction de densité et de répartition de la loi uniforme.

L’espérance mathématique de la loi uniforme est égale a :

E(X)z/abarf(x)dx:/abx(ﬁ) du = bia %2

Sa variance est égale & :

Le moment d’ordre r est égal & :

EX") = /x”f(x)dx

b
1
= r d
/be_ax

b

1 xr-{—l
T b—a r+1 “
br-{—l o ar-l—l

(r+1)(b—a) "’
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Il est évident que pour a =0, b =1 et » = 1 on retrouve l'espérance d’une
variable aléatoire uniformément distribuée sur Uintervalle [0, 1].

En simulation, la loi uniforme est utilisée comme base pour générer des
nombres aléatoires issus de n’importe quelle loi de probabilité, comme nous le
verrons plus loin.

Lorsque les bornes de l'intervalle d’une loi uniforme ne sont pas précisées,
il s’agit de l'intervalle [0, 1].

2.3.2 La loi exponentielle

Un systéme complexe peut tomber en panne. La détermination des proba-
bilités de son fonctionnement est fondamentale pour la gestion de ses relations
avec son environnement.

La variable aléatoire « instant ol un systéme complexe tombe en panne »
suit souvent une loi exponentielle.

On dit qu’une variable aléatoire X suit une distribution exponentielle de
paramétre \ si sa densité fx est donnée par :

fX(x):/\e_M 0<x<o0, A>0.
Son espérance et sa variance sont respectivement données par :

1 1
EX)=- et var (X):ﬁ'

La fonction 1 — Fx(x) = Pr(X > z) donne la probabilité de survie :

1 siz <0

Pr(X>a:):{ e siz>0.

Une caractéristique importante d’une variable aléatoire exponentielle est la
propriété d’absence de mémoire donnée par :

Pr(X <zo+z|X >x0) =Pr(X <2) x>0, z>0.

Cela signifie que la loi de la durée de vie future d’un objet reste la méme
quel que soit le temps que l'objet a déja fonctionné.

La loi exponentielle est fréquemment utilisée pour décrire des événements
aléatoires dans le temps (file d’attente, durée de vie d’'un composant, etc.).

Exemple 2.9 Considérons la variable aléatoire X « durée de vie (en heures)
d’un composant €lectronique de type donné ». Supposons que la densité de pro-
babilité de X soit donnée par :

1

—e"T00 sixz >0
fa)=4 1%

0 sinon.
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Sa fonction de répartition est :

Fx(z)=0 si <0

et pour x > 0 :

—t
etodt si x>0

v
F =
x(2) /0 100

_i |T

= —eT100

0
=1— eT0.
Ainsi la probabilité que la durée de vie d’un composant électronique de ce type
soit inférieure a 200 heures est donnée par :
Fx(200) ~1—0,1353 =0,864 7.

P . P \ oo =z . P .
L’espérance de vie d’un tel composant est égale a fo T65€ 100 dx. Par intégration

par parties on trouve que la durée moyenne de vie est égale & 100 heures.

2.3.3 La loi normale

Une variable aléatoire X définie sur U'intervalle (—oo, 00), caractérisée par
la fonction de densité suivante :

1 —(z—w)?
e 202

fz) =

oV 2w

oll 4 et o sont deux parameétres, est appelée variable aléatoire normale (ou
gaussienne). On écrit X ~ N (u,0?).

Si X suit une loi normale NV (u,0?), il est facile de montrer que E(X) = p
et var (X) = o%. Le paramétre u ne change pas la forme du graphe de f. Sa
variation déplace uniquement la « cloche » le long de ’axe des x. En revanche,
la variation de o change la forme de la courbe. En effet, ce paramétre représente
la dispersion de la variable aléatoire autour de sa moyenne p. Plus o est petit,
plus la courbe sera « serrée » autour de p. On montre facilement que :

max f(x) = f(4) =

oV o
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p—o pu  pto r

Fig. 2.3. La fonction de densité d’une variable aléatoire qui suit une loi normale

N (i, 0?).

La loi normale centrée réduite correspond a la loi normale ayant comme pa-
rameétres u = 0 et 0 = 1 et il est d’'usage de la dénoter avec la lettre Z. Le pas-
sage de la variable aléatoire X ~ AN(u,0?) a la variable aléatoire Z ~ N (0, 1)
s’effectue par la transformation Z = X;“. Ainsi Pr(X <a) =Pr(Z < ©4).

Par convention, la fonction de répartition de Z est notée ®(z), ¢’est-a-dire

1 i ¢
—o0

Les valeurs de ®(z) sont données dans la table qui figure a I’Appendice.

Exemple 2.10 Dans une exploitation agricole la production de fruits passe a
travers des machines qui sélectionnent le produit sur la base de leur diamétre.
Soit la variable aléatoire X représentant le diamétre d’un abricot. Le diamétre
moyen en centimétres est de 4,25 et l'écart-type de 0,5. Trouvons la probabilité
qu’un abricot ait un diamétre compris entre x1 = 5 et 9 = 5,5. Pour ce calcul,
nous cherchons tout d’abord les valeurs standardisées zy et zo correspondant a
T et xo

54,25
“1 0,5 ’
5.5 — 4,25
el 7’ ’ :25
2 0.5 ’

La probabilité que la variable X soit comprise entre 5 et 5,5 est égale a la
probabilité que la variable Z soit entre 1,5 et 2,5 :

Pr(5<X <55) =Pr(1,5<Z<25)
= ®(2,5) — ®(1,5)
=0,993 8 — 0,933 2
~ 0,06 =6 % .
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La loi normale est sans aucun doute la loi la plus utilisée en statistique
classique. Elle permet trés souvent de décrire la loi des erreurs de mesure.

C’est le théoréme central limite qui justifie 'usage de la loi normale dans
certaines situations.

Soient X;, i = 1,...,n des variables aléatoires indépendantes de méme
loi telles que E(X;) = u et var (X;) = o2. Notons par S,, la somme de ces
variables :

Sp=X1+Xo+---+ X, .

On a:

E(S,) = E (zn: Xi>
> E(X))
=1

= nu.

Par 'indépendance des variables X;, la variance de la somme est égale a la
somme des variances. Ainsi :

var (S,) = no? .
Théoréme 2.1 Soient X;, i=1,...,n des variables aléatoires indépendantes
de méme loi telles que E(X;) = p et var (X;) = 0%. Pour n — oo,
S,

— ~ N(0,1) .
LR N
En d’autres termes, le théoréme dit que la somme d’un grand nombre de
variables aléatoires indépendantes de méme loi, de moyenne p et de variance
o2, suit approximativement une loi normale de moyenne nu et de variance no?.
La démonstration de ce théoréme fait appel a des notions qui dépassent le cadre

de cet ouvrage.

2.3.4 La loi gamma

Considérons r variables aléatoires X;, ¢ = 1,...,r, indépendantes, iden-
tiquement distribuées selon la loi exponentielle de paramétre A. La variable
Y =3, X; est distribuée selon la loi gamma de paramétres (A, r), dont la
densité est :

AT‘
AN 6(—/\y)yT—1 siy>0

fr(y) = L)

0 sinon
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ot I'(r) est la fonction gamma, définie par

F(r)z/ " e dx.
0

A noter que la loi gamma est définie pour r € R. On a

EY)= % et var (X)= %
Par le changement de variable z = Ay, la variable aléatoire Z = AY est
distribuée selon la loi gamma standard de paramétre r avec :

1 .
— 2l e siz>0

fz(2) = L'(r)

0 sinon.

On dénote par I,.(z) sa fonction de répartition. Remarquons que les égalités
suivantes :

Fy(y) =Pr(Y <y)=Pr (% < y) =Pr(Z < \y) = L.(\y)

permettent de déterminer la fonction de répartition d’une variable aléatoire
distribuée selon la loi gamma de parameétres (A, r) a partir de la loi gamma
standard de paramétre r.

Exemple 2.11 Soit la variable aléatoire Y représentant la durée de vie en
années d’un systéme. Lorsque la composante originale de ce systéme tombe
en panne, une des 4 composantes de secours la remplace. Ainsi, la durée de vie
du systéme est' Y = Z?Zl X, ot X; est la durée de vie de la i'**™° composante.
Nous faisons l'hypotheése que la variable aléatoire X; suit une loi exponentielle
de parameétre A = 2/5.

Calculons la probabilité que ce systéeme ait une durée de vie comprise entre
15 et 20 ans.

La durée de vie Y est une wvariable aléatoire suivant une loi gamma de
paramétre (2,5). Donc :

Pr(15 <Y <20) = Fy(20) — Fy(15)
= I5(8) — I5(6)
~ 0,900 37 — 0,714 94
= 0,185 43 = 18,543 % .

2.3.5 La loi du chi-carré

La loi du chi-carré, noté x?, est d’importance fondamentale en statistique.
En effet, c’est la densité d’une somme de variables aléatoires normales indépen-
dantes élevées au carré.
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Soit v un entier positif. La densité de probabilité d’une variable aléatoire
X distribuée selon la loi du x? de paramétre v (ou avec v degrés de liberté) est
donnée par :

v x .
x2 e 2 six>0

0 six <0.

L’espérance de X est égale a v et sa variance a 2v. Remarquons que la loi
du x? est une loi gamma particuliére.

Pour Xi,...,X,, n variables aléatoires indépendantes distribuées selon
N(u,0?), la variable (";—?52 est une variable du y? avec (n — 1) degrés de
liberté, ot s? = - 3" (X; — X)%

L’expression d’une variable aléatoire distribuée selon x?, en termes d’écarts
quadratiques entre effectifs observés et effectifs théoriques (espérés), a permis le
développement de tests d’adéquation ainsi que de tests d’indépendance associés
aux tables de contingence. Une table de la loi du x? est présentée a I’ Appendice,
et représente les valeurs de x telles que

Xo(z) = o,

ot x2(z) est la fonction de répartition de f,(x). La valeur a est appelée seuil
de signification.

Les utilisations principales de la distribution du x? sont les tests d’indépen-
dance pour les tables de contingence, les tests de comparaison de variances et
les tests d’adéquation. Dans le cadre de cet ouvrage nous nous intéresserons
essentiellement aux tests d’adéquation. Ces derniers sont utilisés pour faire de
I'inférence a propos de la distribution de probabilité des variables aléatoires
étudiées dans une population et seront présentés a la fin du Chapitre 5.

2.3.6 La loi de Student

Si Xi,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes distribuées selon
une loi normale identique N(p1,0?), alors en notant X = %ZXi, et 82 =
L3 (X; — X)?, la variable aléatoire définie par :

>

—

T=sin

a pour densité de probabilité :
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ou I'(-) est la fonction introduite au Paragraphe 2.3.4. Il est : E(T) = 0,

var (T') = -%5, v > 2 ot v = n — 1 est le nombre de degrés de liberté. La
variable T représente celle qui est habituellement appelée loi de Student.
Dans le cas de deux populations normales A (y;,0?), & variance identique,

la variable aléatoire de Student, définie par :

(X1 — Xo) — (1 — p2)

T = ,
8?17?2
ou
> _ (m—1)st+ (np—1)s3 i+i
X1—Xz ny +ng —2 ny o N

est a la base de l'inférence concernant la différence p1 — po.

2.3.7 La loi de Fisher

Le rapport de deux variables indépendantes X; et X, distribuées selon
une loi 2, chacune d’elle divisée par ses degrés de liberté, définit une variable
aléatoire de Fisher dont la densité de probabilité est donnée par :

foro (@) = LL0a ) /2] <ﬂ> A ol
(v1,v2) F(V1/2)F(V2/2) 12 ( v >(V1+u2)/2
1+ —=x
V2

v1 et vy étant le nombre de degrés de liberté de X; et X5 respectivement.
La distribution de Fisher est utilisée pour la mise en place de certains tests
d’hypothéses (voir aussi le Paragraphe 5.4.2).

2.3.8 Autres lois de distributions

Une distribution relativement courante en statistique est la distribution de
Pareto. Elle est définie par une fonction de densité du type suivant :

f(z) = ak®z— @Y, pour x >k > 0.

Cette loi est souvent appliquée pour la description de la distribution des reve-
nus.
Une variable aléatoire suit une loi de Cauchy si sa densité de distribution

est
1 r—a\ !
ro =4 (1+55)

Tt

pour certaines valeurs positives de ¢ et a. Cette distribution n’a pas d’espérance.
Sa valeur médiane est a. Son premier et son troisiéme quartile sont respective-
ment a — t et a + t. Cette loi est utilisée pour décrire par exemple les points
d’impact de particules émises en faisceau.
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Une variable aléatoire suit une loi béta si elle est de la forme :

(x —a)* Y(b—2)’!

0= 6=y Ba 5

ota<z<b;a>0;0>0,cet

[(a)L(B)

Bl = Taxpy

La loi béta est utilisée pour ajuster des distributions dont le domaine de varia-
tion est connu.
2.4 Les lois bivariées

Soient X et Y deux variables aléatoires. La fonction de répartition conjointe
des variables X et Y est définie par :

Fz,y)=Pr(X <zetY <y)

et la paire (X,Y) est appelée aussi variable aléatoire bivariée.

2.4.1 Cas discret

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes, la fonction de répartition
conjointe est déterminée par la loi conjointe Pr(z,y) :

Pr(z,y) =Pr(X =z et Y =y) .

Les lois marginales Px (z) = Pr(X = z) et Py (y) = Pr(Y = y) sont données
par :

Px(l’)

> Pr(z,y)
Z Pr(x,y) .

Exemple 2.12 En programmation, les erreurs les plus fréquentes sont soit des
erreurs de syntaze, soit des erreurs de logique. Notons par X le nombre d’er-
reurs de syntaxe et par'Y le nombre d’erreurs de logique détectées lors de la pre-
miére compilation d’un programme d’examen a écrire en R. Une population de
500 individus se sont présentés a l’examen, population pour laquelle les probabi-
lités conjointes d’erreurs des deux types ont été calculées lors de la compilation
des 500 programmes. Le Tableau 2.4 contient la loi conjointe et les lois mar-
ginales. La fonction de répartition est donnée dans le Tableau 2.5 et peut étre
calculée par la relation :

Py (y)
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F(x,y) =Pr(x,y) + Flx — L,y) + F(z,y—1) — F(x — 1,y — 1) .

x Y Px(x) x Yy

0 1 2 0 1 2

0 103 01 008048 03 04 048
1 0,2 0,1 0,05 | 0,35 0,5 0,7 083
2 1005 002 003]0,10 0,55 0,77 0,93
3

4

0,02 001 0,01 | 0,04 0,57 0,80 0,97
0,0l 001 0,01 | 0,03 058 082 1
Py(y) | 058 0,24 0,18 |1

Tab. 2.4. Loi conjointe et lois marginales. Tab. 2.5. Fonction de répartition.

=W = O

2.4.2 Cas continu

Si X et Y sont deux variables aléatoires continues telles que F(z,y), leur
fonction de répartition conjointe, soit dérivable en x et en y, la densité conjointe
est définie par :

2
0xdy

Dans ce cas, fx(x), la densité marginale de la variable aléatoire X et fy (y),
celle de Y, sont définies par :

f@,y) = Fz,y) .

fx(x) /R fz,y)dy

/R F@y)dz -

Les densités conditionnelles fx|y, fy|x sont définies par les formules sui-
vantes :

Ty (y)

~

(z,9)

fxy = () fy(y) >0
frix = J;Ef(’j))7 fx(z)>0.

2.4.3 Cas particulier : la loi normale bivariée

Deux variables aléatoires X et Y sont distribuées selon une loi normale
bivariée si leur densité de probabilité conjointe est de la forme :
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_ 1 1/ 1 (z—pm)* | (y—p2)?
flay) = 21010 1—p26xp{_§(1—f02>[ o3 N o3
_2 (m—ul)(y—uz)”
p 0109 '

Les paramétres p; et uo sont des paramétres de position et localisent le
« centre de la cloche » dans le plan cartésien Oy, (voir Fig. 2.4). Les parameétres
o1 et o9 sont des paramétres de dispersion selon 'axe des x pour o; et 'axe
des y pour o2. Le paramétre p, coefficient de corrélation mesurant le lien entre
X et Y, détermine la forme et 'orientation de la cloche dans le plan cartésien.

On peut montrer que fx(x), la densité marginale de la variable aléatoire
X, est la densité d’une variable A'(u1,0?). On a aussi Y ~ N (u2,03).

La densité conditionnelle fy|x est donnée par

1

B
1 B
Voo I p{ 20%(1—;)2)}

frix(X =2) =
ol
poy ?
B (s )
ox
Et ainsi 'on voit que :
o
E(Y|X =2) = py + p—— (2 — px)
ox

ce qui détermine une relation du type régression linéaire simple.

On montre aussi que si X et Y sont distribuées selon une loi normale biva-
riée, n’importe quelle combinaison linéaire du type aX + bY + ¢ est aussi distri-
buée normalement avec a X +bY +c ~ N (ap1 +bua+ec, a?ci+b*03+2abpoios).

Remarquons encore que la loi normale bivariée est la seule loi conjointe
possédant la propriété ci-dessus. En outre, il existe des distributions bivariées
non normales dont les densités marginales sont normales.

On représente souvent la densité conjointe de deux variables aléatoires par

des courbes de niveau. La Figure 2.4 illustre les courbes de niveau de la densité
conjointe d’une loi normale bivariée.
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\
N

(-

Fig. 2.4. Courbes de niveau pour la fonction de densité d’une loi normale
bivariée avec 1 =0, 01 =1, us =0, 00 =2, p=10,8.

Exercices

2.1 Soit X la variable aléatoire discréte définie par

1
PI(X:TL):W, n € N.

(a) Démontrer qu’il s’agit bien d’une distribution de probabilité,
c’est-a-dire que

iPr (X =n)=1.

(b) Calculer, si elle existe, E(X).

2.2 Soit X la variable aléatoire continue définie pour une constante opportune
c par la fonction de densité de probabilité

(@) :{ cr?(x —1) sixzel0,1]

0 autrement.

a) Calculer ¢ de sorte que f soit une fonction de densité de probabilité.

(a)

(b) Calculer E(X).

(¢) Calculer la médiane.
(d)

d

Calculer le mode.
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2.3

24

2.5

2.6

2.7

Dans un magasin, des pommes sont stockées avant d’étre mises en vente.
Les pommes ont des poids que I'on suppose distribués selon une loi nor-
male de moyenne 200 et écart-type 20 (en grammes).

(a) ATaide des tables de la loi normale, déterminer la probabilité qu'une
pomme ait un poids compris entre 190 et 210 grammes.

(b) Quelle est la probabilité que le poids total de 2 pommes soit com-
pris entre 380 et 420 grammes ? (Attention : la probabilité n’est pas
forcément la méme que dans le point précédent!)

Au guichet d’une gare le temps de service du bureau des renseignements
suit une loi exponentielle de moyenne 5 (en minutes).

(a) Quelle est la probabilité qu'un client soit servi dans un temps com-
pris entre 2 et 3 minutes ?

(b) La durée de travail de 'employé au guichet est de 4 heures. Quelle est
la probabilité qu’au moins 50 clients soient servis avant la fermeture 7

Soit X la variable aléatoire continue qui décrit les temps t séparant deux
clients & un guichet. Soit a(t) = Ae~** sa fonction de densité. Démontrer
que la variable aléatoire discréte Y qui décrit le nombre d’arrivées par
unité de temps suit la loi de Poisson

e A\

Pr(Y =n)= pa

Une marque S d’ampoules standard a les propriétés suivantes : chaque
unité cotite 1 euro, sa consommation d’électricité est de 4 centimes par
jour et les durées de vie de cette marque sont distribuées selon la loi
exponentielle fg(t) = et ¢ ne pouvant qu’étre positif.

Une marque E d’ampoules écologiques a en revanche les propriétés sui-
vantes : chaque unité cotite 5 euros, sa consommation d’électricité est
de 1 centime par jour et les durées de vie de cette marque sont distri-
buées selon la loi exponentielle fz(t) = 22

Un client ne se souciant pas de 'impact écologique hésite a choisir entre les
deux marques. Quelle marque devrait-il choisir afin d’avoir un avantage
économique sur le long terme ?

Une équipe de football marque un nombre de buts par match qui suit
une loi de Poisson de moyenne fixée. Quatre équipes, qui marquent en
moyenne un but par match, doivent se disputer les deux places pour
passer un tour éliminatoire. Les équipes A et B se trouvent en téte du
classement provisoire. Le dernier match prévoit A contre B et C' contre D.

(a) Estimer au millieme preés la probabilité que, dans le dernier match,
A et B égalisent.

(b) Sachant que pour se qualifier, 'équipe C' a besoin de battre I’équipe
D sans que A et B égalisent, estimer la probabilité que C' se qualifie.
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2.8 En France, le salaire minimum garanti est de 1 000 euros par mois. Le
revenu médian est de 3 000 euros par mois.
(a) Quelle densité de distribution proposeriez-vous pour les salaires en
France ?
(b) Quel est le pourcentage de Frangais dont le revenu dépasse 10 000 eu-
ros par mois ?
2.9 Une variable aléatoire discréte X est définie par
k

Pr(X =n)= on pour n € N.
n .

(a) Déterminer la valeur de k.

(b) Calculer 'espérance de X.



Chapitre 3

Nombres aléatoires

3.1 Introduction

Comme nous I’avons montré dans le Chapitre 1, pouvoir disposer de nombres
aléatoires en grande quantité est un élément central dans toute simulation. Les
logiciels statistiques ou non, comme R, SPSS, SAS, Minitab ou Excel, intégrent
des fonctions qui permettent d’en obtenir sans grand effort, au point que 1'uti-
lisateur ne se pose méme pas la question de savoir comment ces nombres sont
générés et quels algorithmes se cachent derriére eux.

Ce chapitre tente d’apporter quelques réponses. Différentes techniques sont
illustrées, a partir de la méthode de congruence jusqu’au registre a décalage,
et a ses évolutions. L’état de I'art de la génération de nombres aléatoires est
résumé dans le Paragraphe 3.6.

Le lecteur qui s’intéresse plus spécifiquement aux applications de la simu-
lation peut donc passer aux chapitres suivants qui ne demandent d’ailleurs pas
directement une application des techniques illustrées ici.

3.2 Nombres aléatoires et pseudo-aléatoires

Une méthode élémentaire pour générer des nombres aléatoires consiste a
tirer d’une urne des billets numérotés de 0 & 9, un billet a la fois, en remettant
dans I'urne chaque billet tiré. Une méthode plus sophistiquée consiste & observer
4 fois une variable de Bernoulli dont les résultats équiprobables sont codés
par 0 ou 1. Le résultat de cette expérience peut étre interprété comme un
nombre binaire que l'on traduit (en base 10) dans le systéme décimal. Si le
nombre obtenu est supérieur & 9 on le rejette et on recommence 1’expérience;;
si le nombre obtenu est compris entre 0 et 9, il sera considéré comme une
réalisation d'une variable aléatoire uniforme sur {0,1,2,...,9}. En procédant
plusieurs fois comme il est indiqué ci-dessus on peut construire une table de
nombres aléatoires comme celle donnée en annexe.
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Formellement on définit un nombre aléatoire comme la réalisation d’une
variable aléatoire distribuée uniformément dans 'intervalle [0, 1]. Une suite de
nombres aléatoires sera dans la suite de cet ouvrage un échantillon issu d’une
population distribuée selon la loi U(0, 1) dont les éléments sont indépendants
les uns des autres.

Il faut distinguer entre nombres aléatoires dans un intervalle et donc issus
d’une variable aléatoire continue, et nombres aléatoires dans un ensemble fini,
comme ’ensemble {0,1,...,9}. Dans ce cas les nombres aléatoires sont issus
d’une variable aléatoire discréte. L’expérience qui consiste a tirer des billets
numérotés de 0 & 9 et ensuite a remettre ces billets dans 'urne qui les contient,
produit donc un échantillon issu d’une variable aléatoire discréte, notamment
une loi aléatoire uniforme discréte. Toutefois, pour produire des échantillons
de nombres aléatoires issus d’une variable aléatoire continue, comme c’est le
cas pour la loi uniforme dans un intervalle, on utilisera dans la pratique des
nombres choisis dans un ensemble fini ot chaque élément représente un nombre
de l'intervalle approximé & 1/10" ot h est fixé. Cela permettra de produire des
nombres aléatoires, approximés au chiffre décimal souhaité, issus d’une variable
aléatoire continue & l'aide d’un procédé pour ainsi dire discret.

N’importe quel processus naturel considéré comme aléatoire peut étre utilisé
comme générateur de nombres aléatoires. Nous pouvons aussi utiliser certaines
lois physiques pour générer des nombres aléatoires; par exemple, le jeu de
la roulette. Nous pouvons rassembler les nombres obtenus au sein de tables
que 'on appelle tables de nombres aléatoires, trés utiles si 'on doit répéter
une expérience. Le développement de la technologie informatique a toutefois
supplanté ce type de générateurs au profit des générateurs de nombres pseudo-
aléatoires.

Toute suite de nombres dont la distribution ne différe pas significativement
d’une distribution uniforme et dont la dépendance n’est pas significative est
considérée (et utilisée) comme une suite de nombres aléatoires. Ces conditions
n’étant pas réalisables dans la pratique, on se contente des méthodes permettant
de générer une suite de nombres vérifiant un certain nombre de propriétés
probabilistes. On parle alors de nombres pseudo-aléatoires.

Formellement une suite de nombres pseudo-aléatoires est une suite de
nombres possédant les mémes propriétés qu'une suite de nombres aléatoires,
mais générée a travers une procédure déterministe. Les nombres pseudo-aléatoires
sont donc générés par des fonctions mathématiques ou par des algorithmes.
Cette distinction doit étre toutefois relativisée. Les méthodes les plus avancées
de génération de nombres pseudo-aléatoires produisent en effet des suites qui
méme quand elles sont soumises a toute sorte de test (voir Chapitre 5) sont
pratiquement impossibles & distinguer d’une suite de nombres aléatoires. Dans
les applications on parlera de suite de nombres aléatoires, en sachant qu’en effet
il pourrait s’agir de nombres pseudo-aléatoires tout a fait utilisables comme des
nombres aléatoires.
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La plupart des algorithmes pour la génération de nombres pseudo-aléatoires
ont pour but de produire des suites uniformément distribuées. Une classe trés
répandue de générateurs est fondée sur des congruences, et les algorithmes
mis au point sont connus sous le nom de méthodes de congruence. D’autres
s’inspirent des suites récursives du type de celle de Fibonacci ou font appel a
des registres & décalage ot une transformation intermédiaire intervient dans la
détermination de la suite de nombres.

3.3 La méthode du carré médian

Cette méthode, connue dans la littérature anglophone aussi sous le nom
de middle square, a été introduite par John von Neumann (1951). Le carré
médian est considéré comme la premiére méthode de génération automatique
de nombres pseudo-aléatoires. Bien que dépassée par des techniques plus per-
formantes, elle a aujourd’hui sans doute un intérét historique. Nous l'illus-
trerons par un exemple. Soit dy un nombre compris entre 0 et 1, par exemple
do = 0,917 5. Nous I’élevons au carré en prenant 8 décimales : d3 = 0,841 806 25.
Parmi ces 8 décimales, nous prenons les 4 du milieu et formons d; = 0,180 6. De
nouveau, nous élevons d; au carré en prenant 8 décimales : d7 = 0,032 616 36.
Nous sortons les 4 décimales du milieu : dy = 0,261 6, et ainsi de suite.

Nous avons alors la suite des nombres pseudo-aléatoires :

dy = 0,917 5
di = 0,180 6

dy = 0,261 6

Plus généralement, on génére une suite de nombres ayant chacun m chiffres,
ot m est un nombre pair. Le successeur d’un nombre de cette suite est obtenu
en élevant ce nombre au carré puis en en retenant les m chiffres du milieu.
Ce raisonnement donne lieu a 'algorithme suivant pour générer une suite de
nombres en base 10 :

(a) initialisation : choisir un nombre z¢ & m chiffres; i := 0; ug = 29/10™;

(b) itération:i:=i+1;x,11 := [x?/lom/ﬂ mod 10" ; w41 = x;i+1/10™ o
[2] signifie partie entiére de z et a mod b est égale au reste de la division
de a par b.

La suite des u; contient alors les nombres pseudo-aléatoires obtenus par la
méthode du carré médian.

Intuitivement cette méthode parait donner de bons résultats. Cependant ce
n’est pas le cas, car trés souvent les nombres s’approchent de 0 pour y rester,
ou produisent un cycle trop court de chiffres qui se répéte indéfiniment.
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Exemple 3.1 Dans l’exemple ci-dessous, ou x1 = 1926 et m = 4, la suite se
réduit a 0 apres 27 itérations.

1 1926 0,1926 03709476 | 15 1406 0,1406 01 976 836
2 7094 0,7094 50324836 | 16 9768 0,976 8 95413 824
3 3248 10,3248 10549504 | 17 4138 04138 17123044
4 5495 05495 30195025 | 18 1230 0,1230 01 512 900
5 1950 0,950 03802500 [ 19 5129 0,5129 26 306 641
6 8025 0,8025 64400625 | 20 3066 0,306 6 09 400 356
7 4006 04006 16048036 | 21 4003 0,4003 16 024 009
8 0480 0,0480 00230400 | 22 0240 0,024 0 00 057 600
9 2304 0,2304 05308416 | 23 0576 0,0676 00331 776
10 3084 0,3084 09511056 | 24 3317 0,331 7 11002 489
11 5110 10,5110 26112100 | 25 0024 0,0024 00 000 576
121121 0,1121 01 256 641 | 26 0005 0,000 5 00 000 025
13 2566 0,256 6 06 584 356 | 27 0000 0,000 0 00 000 000
14 5843 0,584 3 34 140 649

Tab. 3.1. Tableau pour la génération de nombres aléatoires au moyen de la
méthode du carré médian. A noter que la suite converge a 0.

Exemple 3.2 Soit maintenant x1 = 3 792; m = 4. Par la méthode du carré
médian, puisque 3 7922 = 14 379 264, il est xo = x3 = --- = 3 792. Dans cet
autre cas limite la suite me converge pas a 0, sans que pour autant la suite
puisse étre considérée comme aléatoire.

Cette méthode ne garantit donc pas la production de suites de nombres aléa-
toires, et c’est pourquoi elle a été abandonnée depuis longtemps.

3.4 Les méthodes de congruence

3.4.1 La méthode de congruence simple

La méthode de congruence consiste en un algorithme simple pour la géné-
ration de nombres pseudo-aléatoires et est définie par la relation de récurrence

x; = (ax;—1 +b) mod m

pouri=1,2,... et a,b,m et xg des entiers positifs donnés. On dit que a est le
multiplicateur, b est I'incrément, m le modulus et zy la valeur initiale ou seed.
La notation mod m signifie qu’aprés avoir divisé ax;—; + b par m on ne
considére que le reste de la division, qui constitue alors le nouveau nombre ;.
Le nombre pseudo-aléatoire, u;, compris entre 0 et 1, est obtenu en divisant
x; par m : u; := x;/m.
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Exemple 3.3 On pose xg =1 et

x; = (bxi—1 + 5) mod 32.

On obtient la suite :

x1 =10 To = 23 rx3 =24 x4=29 T5 = 22 zg =19

Ty = 4 xrg — 25 Tg — 2 Tr10 — 15 T11 — 16 T — 21
Xr13 = 14 T14 — 11 15 — 28 16 — 17 T17 = 26 T8 — 7

Tr19 = 8 To0 — 13 o1 = 6 oo = 3 €T23 — 20 Xrog = 9

€To5 = 18 T2 — 31 To7 — 0 T8 — 5 T29 — 30 T30 — 27
Tr31 = 12 T32 — 1 T33 — 10

Tab. 3.2. Le cycle des classes de congruence selon la relation de congruence
x; = (bwi—1 + 5) mod 32.

La suite ci-dessus se répéte aprés le 32° élément. La longueur du cycle est
un indice de qualité de la suite générée et dépend du choix des paramétres a, b
et m. Leur influence est illustrée par quelques cas particuliers :

Exemple 3.4 Soit a =6,b=0,m =25 et xg = 1. La formule de récurrence
x; = 6x;—1 mod 25

géneére la suite : x1 =6, xo =11, x3 =16, x4 =21, z5 = 1, 6 = 6, 7 = 11,

Divisons ces nombres par la longueur m = 25 de la suite. On obtient
des nombres pseudo-aléatoires compris entre 0 et 1 : u; = 0,24, us = 0,44,
uz = 0,64, Ug = 0,84, Us = 0,047 ‘e

Il est évident que cette suite n’est pas trés satisfaisante en termes probabi-
listes.

Remarquons que pour les choix de xg,a et m donnés ci-dessus la suite de
nombres obtenue est composée de répétitions d’un cycle de longueur 5. De plus,
le cycle généré est une progression arithmétique. La longueur d’un cycle est
définie comme étant la quantité de nombres pseudo-aléatoires qui est générée
avant d’obtenir la méme séquence de nombres.

Il est donc clair que le choix de a, b, m et xg influence la qualité de la suite de
nombres pseudo-aléatoires. L’indépendance entre les nombres pseudo-aléatoires
implique que la « longueur du cycle » soit suffisamment grande. Cette longueur
ne peut excéder m puisqu’il y a au plus m nombres différents modulo m.

La longueur d’une suite quelconque générée par une relation récursive du
type (az;—1+b) mod m ne peut pas dépasser m puisqu’il y a au plus m nombres
différents modulo m.

De maniére générale, il faut choisir une grande valeur de m. Pour obtenir une
suite de longueur maximale, c’est-a-dire de période m, il faut que les conditions
du théoréme suivant soient vérifiées :
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Théoréme 3.1 Soit k € {0,1,...,m —1}. Soient a, b, m, tels que :
i) b et m sont premiers entre eux ;
it) (a — 1) est un multiple de chagque nombre premier qui divise m ;
i11) sim est un multiple de 4 alors (a — 1) Uest aussi.

Alors la suite définie par la récurrence

o = k
x; = (az;—1 +b) mod m
a un cycle de longueur m.

Nous devons ce résultat a4 Hull et Dobell (1962). En particulier pour m = 2%,
a = 4c+ 1 et b un nombre impair la suite de nombres pseudo-aléatoires est
cyclique de longueur m; k et ¢ étant des entiers positifs.
Idéalement les nombres obtenus devraient étre distribués uniformément
dans Vintervalle [0, 1]. Si cette propriété est vérifiée, les paires (z1,x2), (22, 23),
. (®i—1,24), ... devraient étre uniformément réparties dans un carré. Hélas,
comme les Figures 3.1 et 3.2 le montrent, cela n’est pas toujours le cas, et ce
constat constitue le point faible principal de la méthode de congruence simple.

Ti+1
32 .

8 16 24 32 T

Fig. 3.1. Les points (z;,x;41) pour i =0,...,31, ot &y = 1 et x; = 9x;_1 +
3 mod 32.

Dans la Figure 3.1 on voit que les 32 paires (x;, x;41) construites a l'aide
du générateur donné par m = 32,29 = 1, ¢ = 2,b = 3 ne sont pas réparties de
maniére aléatoire dans le carré [0,32] x [0, 32], mais réparties plutot dans un
réseau.
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Ti+1
256 - : - -
LT A A
b A S S
64 f: foroloroioroiou
64 128 192 256
1letx, =

= 0,...,255, o1 ¢y =

Fig. 3.2. Les 256 points (x;,x;y+1) pour i
9z;_1 + 3 mod 256.

Dans la Figure 3.2 les 256 paires construites a ’aide du générateur donné
par m = 256,z9 = 1,¢ = 2,b = 3 sont répartis sur 9 segments de droites. Ce

constat surprenant s’explique par le fait que la relation de récurrence

Zit1 = (ax; +b) mod m
peut s’écrire ;41 = ax; +b—dmou d € {0,1,2,...,a — 1}. Or la relation

Zit1 = ax; + (b —dm)

= 7%,

définit ’équation de a droites.
Pour m suffisamment grand les x;/m sont distribués approximativement
selon une loi uniforme sur [0,1]. Pour une qualité de la suite générée qui

soit satisfaisante, il est recommandé de choisir m > 23°. Le choix a
m =231 —1, b= 0, proposé par Park et Miller (1988) est connu sous le nom de

minimal standard, et si on ne requiert que quelques milliers de nombres aléa-
toires, ce générateur produit des bonnes suites de nombres pseudo-aléatoires.

3.4.2 La méthode de congruence avec retard

Le point faible de la méthode de congruence réside dans la relation de
récurrence qui provoque des irrégularités non désirées. Une modification de la

régle de récurrence est donnée par
x; = (ax;—r + b) mod m
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ou r indique le retard et ou les premiers termes sont calculés avec la relation
x; = (d'xi—1 + V') mod m’, les parameétres a’, ' m’ pouvant étre différents de
a, b et m. Pour r =1 on retrouve la méthode de congruence.

Exemple 3.5 Choisissons les paramétres m = 8,29 = 1,a=5,b=1,r = 2.
Les deux premiers termes de la suite sont calculés avec b =3 :

1 = (b-14+3)mod8=0
o = (5-0+3)mod8=3
ainsi
x3 = (bz1 +1) mod 8=1
24 = (5x2+1) mod 8=0
25 = (5xz3+1) mod 8=6
26 = (brga +1) mod 8=1
Ty =
1’8:6
.239—4
.23127
Les termes suivants sont 5,4,2,5,3,2,0,...
Tit1
256 X .
N ST
192 . e et
R R R
128 F e e e T e
Py L o . e .
. R 2
64 [ et
% b ° |. c
64 128 192 256 wx;

Fig. 3.3. Les points (x;, xi+1), dans un exemple de congruence avec retard.
La Figure 3.3 donne la représentation des paires successives formées avec le
générateur m = 256,xg = 1,a = 5,b = 1, r = 6. Les premiers termes jusqu’a
r5 ont été calculés avec m = 8,290 = 1,a =5,b = 1.
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Il n’est pas difficile d’imaginer I'introduction de plusieurs termes de retard
pour obtenir des formules de récurrence de la forme

x; = [a(xi—r + 2i—5) + b mod m
ou
T; = in_j +b| mod m.
=1

Ces formules s’inspirent de la célébre suite de Fibonacci, 1,1,2,3,5,8,13, ou
chaque terme est défini comme la somme de deux termes précédents. Le tableau
ci-dessous donne la suite construite par le générateur avec m = 8,xg = 1,a =
9,b=1,r = 6,5 = 4 avec la formule de récurrence

XTi; = [9 (:L’i,e, + :L'i,4) + ].] mod (2 : 8)

ol les termes jusqu’a xs ont été déterminés avec la méthode de congruence
simple avec m =8, o =1,a=5et b= 1.

i 01 2 3 45 :6 7 8 9 10 11

X, 1 6 7 4 5 2 9 11 13 7 15 10

Tab. 3.3. Génération de nombres aléatoires avec la formule de récurrence x; =
9 (zi—¢ + wi—4)+1 mod 16. Les 6 premiers termes sont générés avec la méthode
de congruence simple.

3.4.3 La méthode de congruence avec mélange

Pour éviter certaines régularités, une alternative a la méthode de congruence
avec retard consiste a modifier 'ordre des termes de la suite des nombres
pseudo-aléatoires. Par exemple pour une suite donnée on forme des groupes
de taille ¢ dans lesquels on permute les éléments de maniére systématique ou
de maniére aléatoire en utilisant un autre générateur. Les Figures 3.4 (a), (b)
et (c¢) représentent les paires successives formées par le générateur m = 27,
g = 1, a = 5, b = 1 respectivement sans mélange, et avec mélange systéma-
tique par groupes de 2 éléments; par groupes de 3 éléments : 'ensemble S
des permutations de 3 éléments est composé de 6 permutations (voir Tab. 3.4).
Le mélange par groupes de 3 éléments est effectué de maniére systématique
en appliquant les unes aprés les autres a chaque groupe de 3 éléments les 6
permutations de S3 en boucle.

1 2 3 4 5 6
1 2 3(1 2 3j1 2 3|1 2 3|1 2 3|1 2 3
1 2 3(2 3 113 1 2|1 3 2|3 2 1|2 1 3
Tab. 3.4. L’ensemble de toutes les permutations de 3 éléments.
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Remarquons que dans chaque groupe de taille ¢ il y a ¢! permutations
possibles des éléments. Ainsi la méthode de congruence linéaire avec mélange
peut donner lieu a ¢! suites distinctes, qui elles-mémes dépendent aussi du choix
des groupes.

On peut remarquer que plus la taille des groupes qu’on mélange augmente,
plus 'apparence des paires successives obéit a une distribution uniforme. La
Figure 3.4 (d) représente les paires successives aprés un mélange aléatoire par
groupes de 8 éléments. Le mélange est effectué sur la base des 16 permuta-
tions de 8 éléments choisis de maniére aléatoire, et dont la liste se trouve a
la Table 3.5, qui ont été produites par le générateur intégré dans le logiciel
statistique R.

128 T
96 T 96 [
64 64
32 F 32 F
52' '64l 96 128 . 32 B 61 9 128
(a) (b)
128 — 128 —
96 A 96 [
64 [ 64 T
32 r: - | . ..
?;2' .64I 96| 128 ] 3'2 - 6I4 .9l6 128

(c) (d)

Fig. 3.4. Les points (z;,z;4+1), dans un exemple de congruence simple (a). La
méme suite avec mélange systématique par groupes de 2 éléments (b), de 3
éléments (c) et avec mélange aléatoire par groupe de 8 éléments (d).
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1 2 3 4 5 6 7 8
11 4 3 8 6 5 2 7
2 5 8 4 3 7 2 6 1
3 5 4 7 1 6 2 3 8
4 8 2 4 5 3 6 1 7
5 7 3 5 4 8 6 1 2
6 2 4 7 6 5 3 1 8
T 3 4 5 7 1 8 6 2
8§ 1 5 6 3 4 2 7 8
9 5 8 3 1 4 7 2 6
0 3 1 5 8 6 4 2 7
1 2 7 3 8 1 4 5 6
12 6 7 1 8 2 4 5 3
3 1 8 7 3 6 2 4 5
4 2 8 6 1 4 7 5 3
5 6 2 8 1 4 5 3 7
6 8 1 2 6 5 3 4 7

Tab. 3.5. Suite de 16 permutations de 8 éléments produite avec R.

3.4.4 La méthode de l’inverse en congruences

La linéarité de la relation de récurrence de la méthode des congruences
peut la rendre inutile dans certains problémes de simulation. La méthode de
I'inverse en congruences (Eichenauer et Lehn, 1986) utilise la notion d’inverse
multiplicatif modulo m et supprime ainsi la relation linéaire.

Rappelons que pour p premier, 'inverse de = mod p noté & est défini par
la relation zz = 1 mod p. Par convention, 'inverse de 0 est 0. La relation de
récurrence associée a cette méthode est donnée par :

riy1 = (aZ; +b) mod p

Il est possible de trouver des valeurs de a et b telles qu’on obtient une suite
de période p.

Exemple 3.6 La formule de récurrence x; = (2&;—1 + 1) mod 7 ot Z est l'in-
verse mod7 de x (voir ci-dessous) :

z 1 2
T 1 4

3 4 5 6
5 2 3 6

Tab. 3.6. Les inverses du groupe multiplicatif Z%.

engendre la suite suivante a partir de xg =1 :
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z1 = (241) mod 7=3
ro = (2-54+1) mod7=4
g = (2:2+41) mod7=5
Try4 = 0
Irs = 1
e — 3

La théorie statistique démontre que les nombres pseudo-aléatoires issus de
la méthode de l'inverse en congruences ont des propriétés de distribution et
d’indépendance proches de celles d’une suite de nombres aléatoires.

3.5 La méthode du registre a décalage
avec rétroaction linéaire

Cette méthode, connue dans la littérature anglophone sous le nom de linear
feedback shift register, est une généralisation de la méthode récursive. Elle se
fonde sur une relation du type :

Ty = QTp—1 + Q—1Tp—2 + -+ @1 Tp—¢—1 mod 2,

ou a; € {0,1}. Le polynéme p(u) = 1+ aju + --- + azu® s’appelle polynéme
de rétroaction, et il est appliqué de maniére récursive a partir des valeurs
xo, ..., x¢—1 € {0,1}, qui constituent I'initialisation du registre.

Il est clair que si linitialisation est z; = 0 pour ¢ = 0,...,t — 1, ce procédé
ne produira qu'une suite de 0. Il y a donc 2! — 1 initialisations non banales
possibles, et le cycle de nombres pseudo-aléatoires qui est généré a une longueur
qui ne dépasse pas 2! — 1. Toutefois, si le polyndéme p en tant que polyndme
de Panneau Zs[u] est un polynéme irréductible et divise w1 — 1, le cycle est
de longueur maximale 2! — 1, et n’importe quelle initialisation non nulle produit
ce cycle a partir de positions (seeds) différentes. Les nombres aléatoires u; sont
produits alors en utilisant les termes de la suite par groupes non enchevauchés
de m éléments.

Notons que l'introduction d’un bit supplémentaire de capacité de mémoire
augmente la longueur maximale potentielle du cycle d’un facteur 2. Cette mé-
thode est particuliérement adaptée quand il s’agit d’étre utilisée en informa-
tique grace a I’arithmétique binaire qui la gére et & sa relative simplicité.

3.6 L’évolution des générateurs

De nombreux générateurs de nombres aléatoires utilisés en informatique
sont construits a I’aide de la méthode de congruence. Par exemple, le générateur
RANDU, utilisé pendant des décennies par IBM, était défini par les parameétres
m = 231, a = 20 £ 3 et b = 0. Dans ce cas on peut montrer que Tig1 =
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(6z; — 92;,-1) mod m et que connaissant x; et x;_; on peut prédire x;11 par
une relation linéaire. Pour cette raison RANDU a été remplacé par le générateur
de paramétres m = 231 — 1, a = 7% et b = 0. Ce choix était utilisé sur la
majorité des générateurs implémentés dans les ordinateurs IBM 360-370. Les
valeurs a = 630 360 016, a = 397 204 094 et a = 764 261 123, ou encore a =
314 159 269 et b = 453 802 245, proposées dans la littérature donnent aussi des
générateurs dont les suites possédent les propriétés statistiques des suites de
nombres pseudo-aléatoires. Voir, par exemple, Payne, Rabung, Bogyo (1969),
Hoaglin (1976), Fishman (1978), Knuth (1981).

Plus récemment Matsumoto et Nishimura (1998) ont proposé un algorithme
fondé sur un type particulier de registre a décalage a rétroaction. Ce générateur,
baptisé Mersenne twister a des propriétés qui en font aujourd’hui 'un des
générateurs de nombres pseudo-aléatoires les plus appréciés : les nombres a
32 bits sont distribués de maniére uniforme sur 623 dimensions ; sa complexité
en fait 'un des plus rapides et la longueur du cycle généré est de 219937 — 1.
Avec une telle longueur de cycle, si I'on avait eu la possibilité de faire tourner
tous les ordinateurs de derniére génération depuis la naissance de I'univers (il y
a 13,7 milliards d’années), ils ne seraient pas arrivés a compléter un seul cycle!

3.7 Le nombre m comme générateur naturel
de nombres aléatoires

Le nombre 7 (de la lettre grecque 7, & prononcer « pi ») suscite I'intérét
des mathématiciens depuis environ 4 000 ans, c’est-a-dire depuis que les Ba-
byloniens et les Egyptiens ont découvert que le rapport entre la circonférence
et le diameétre d’un cercle est le méme pour tous les cercles. Ce nombre, défini
comme étant ce rapport constant, a suscité un intérét grandissant auprés d’un
grand nombre de mathématiciens, qui ont tenté, en vain, de percer certains de
ses mystéres. Il est fascinant de voir a quel point tous les peuples et toutes les
époques se sont intéressés & 7 et a ses décimales et comment ils s’y sont pris
pour 'approcher. Petr Beckmann dans son excellent livre intitulé A history
of pi (1971) écrit & propos des décimales de 7 : « Les décimales de 7 au-dela
des quelques premiéres n’ont aucune valeur pratique ni scientifique. Quatre dé-
cimales sont largement suffisantes pour la construction de la machine la plus
fine ; dix décimales suffiraient pour obtenir la circonférence de la terre au pouce
preés si la terre était une sphére parfaite... ».

L’une des raisons qui motiva le calcul des décimales de 7 fut peut-étre I’es-
poir d’y déceler un cycle, ce qui aurait impliqué que 7 est le rapport de deux
nombres entiers, autrement dit un nombre rationnel. Or, en 1761, le mathé-
maticien suisse Jean Henri Lambert démontra 'irrationalité de 7, et ainsi que
les décimales de 7 ne constituent pas une suite périodique. Un siécle plus tard
Lindemann (1882) démontra que 7 est transcendant, c¢’est-a-dire qu’il n’est pas
solution d’une équation polynomiale a coefficients dans Z de degré quelconque.
Tout laisse supposer que la suite des décimales de 7w et que son comportement
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est complétement désordonné. Si tel est le cas, on pourrait proposer d’utiliser
la suite de ces décimales comme liste de nombres aléatoires entre 0 et 9.

Les choix optimaux de paramétres appliqués aux générateurs de nombres
pseudo-aléatoires présentés plus haut font encore aujourd’hui I'objet de nom-
breuses recherches (L’Ecuyer, 2006). Malgré ces recherches, ce genre de généra-
teurs n’est pas satisfaisant, car les suites de nombres qu’ils produisent ne sont
pas aléatoires, mais possédent des structures qui ne sont pas toujours percep-
tibles a 'ceil nu. On découvrira par exemple que telle suite contient trop de 1
pour é&tre une suite de nombres aléatoires, que dans telle autre, il n’y a jamais
de 2 aprés un 7, ou jamais la séquence 345 aprés la séquence 678, ou encore,
si l'on consideére les séquences de 5 chiffres consécutifs, qu’on ne trouve jamais
(ou pas assez souvent, ou trop souvent) trois fois le méme chiffre, etc. De nom-
breux tests statistiques ont été mis au point afin de déceler ce genre d’anomalies
qui trahissent le manque d’aléatoire. Chaque fois qu'un nouveau générateur de
nombres pseudo-aléatoires est introduit sur le marché, il se trouve quelqu’un
pour en dénoncer les faiblesses.

Les expériences du passé ont montré qu’un générateur de nombres pseudo-
aléatoires peut passer un test ou une série de tests sans que le générateur soit
un bon générateur. Marsaglia en 1968 prouva que si I’on représente les résultats
de beaucoup de générateurs de nombres aléatoires de ’époque dans un espace
euclidien, (par exemple en représentant (x1,xe,x3), (x2,3,24),...) les points
tendent & se distribuer sur un réseau plutdot qu’a se distribuer uniformément.
Ensuite il développa toute une série de tests, connue sous le nom de Diehard
tests, censés controler et le cas échéant détecter ces effets. Il publia méme un
CDROM de nombres aléatoires qui passent le test Diehard.

La suite des décimales de 7 ne semble pas présenter ce genre d’inconvé-
nients. Citons a ce propos Gardner (1966) : « On a soumis jusqu’ici la suite de
décimales de 7 & tous les tests statistiques qui pouvaient en montrer le caractére
aléatoire. C’est un peu déconcertant pour ceux qui pensent qu’il devrait exis-
ter un rapport un peu moins irrégulier entre le diamétre et le périmétre d’une
courbe aussi belle que le cercle mais la plupart des mathématiciens pensent
qu’on ne trouvera jamais la moindre régularité ni aucun ordre dans le dévelop-
pement décimal de 7. »

Si les mathématiciens sont un peu désarconnés par cette constatation, en
revanche les statisticiens ne peuvent que s’en réjouir. Cette absence d’ordre
que décrit Gardner est justement ce qu’ils recherchent en matiére de suites
de nombres aléatoires. A ce propos, il est étonnant de constater que, dans ce
cas, l'intérét des mathématiciens, a la recherche de l'ordre, et celui des statisti-
ciens, a la recherche du désordre, divergent radicalement. Si les mathématiciens
ne savent que faire des milliards de décimales, les statisticiens pourraient les
stocker sur un support numérique et les utiliser comme source naturelle de
nombres aléatoires, comme le propose Dodge (1996). Cela aurait le double
avantage de proposer une liste de nombres aléatoires apparemment sans défaut
et utilisable par tous. On pourrait se demander pourquoi utiliser 7 au lieu de e
ou v/2. Un argument supplémentaire en faveur de 7 a été fourni récemment par
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Dodge et Melfi (2005) : 7 ne montre pas seulement un développement décimal
(ou aussi binaire, hexadécimal et sous toute autre base) ayant un caractére
aléatoire, mais aussi un développement en fraction continue

m=[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,.. ]

tout aussi aléatoire, les coefficients étant en accord avec la distribution de Khin-
chin (1964). Selon cette distribution, la probabilité d’avoir un 1 est d’environ
41,5 %, d’avoir un 2 d’environ 17 %, et en général la probabilité d’avoir le

coefficient k est .
1 1+ ——
o8 < Ty Zk)

log2

Pk =

Ainsi les efforts des générations de mathématiciens qui ont étudié cette
suite de décimales n’auraient pas été vains et, 4 000 ans aprés son apparition,

N

7 pourrait passer du statut de constante mathématique a celui de variable
aléatoire.

Exercices

3.1 Soit xg = 17.

(a) Choisir a, b, m tels que la relation de récurrence
ZTit1 = ax; + b mod m

permette de générer des nombres pseudo-aléatoires entre 0 et 999
avec un cycle de longueur maximale 1 000.

(b) Calculer ensuite les 20 premiers éléments.
3.2 Soient a = 11, b = 10, 9 = 1 et xy+1 = ax, + b. La suite des nombres

entre 0,00 et 0,99 que I'on obtient en prenant la partie décimale de x,, /100
vous parait-elle aléatoire ? Justifiez votre réponse.

Utilisez le théoréme de Hull et Dobell pour réaliser une suite de 20 nombres
pseudo-aléatoires entre 0,00 et 0,99 en utilisant la méthode de congruence.

3.3 Utilisez la méthode du carré médian pour obtenir 10 nombres pseudo-
aléatoires entre 0,000 et 0,999 en utilisant zy = 625.
(a) La suite ainsi obtenue vous satisfait-elle 7 Que remarquez-vous ?
(b) Utilisez maintenant zo = 999. Que remarquez-vous ?

(a) Utilisez z9 = 157. Avez-vous des critiques a faire a la suite ainsi
obtenue 7

(a) Suggérez des conditions minimales pour que la suite générée soit
satisfaisante.
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3.4 Générer 18 nombres aléatoires entre 0 et 9 :

(a) En utilisant la méthode de congruence avec retard ou z; = 1, zg = 3
et Tpi11 = Tpn + xp—1 mod 10.

(b) En utilisant la méthode de congruence ou 7 = 1, et 41 = xp, +
3 mod 10.

(¢) En utilisant la méthode de congruence avec mélange sur la suite
générée au point précédent, en utilisant les 6 permutations sur 3 élé-
ments dans Pordre suivant : (1,2,3) — (1,2,3), (1,2,3) — (1,3,2),
(1,2,3) = (2,1,3), (1,2,3) — (2,3,1), (1,2,3) — (3,1,2), (1,2,3) —
(3,2,1).

(d) Etablir un classement de qualité entre les suites ainsi générées.

3.5 On veut simuler 12 issues d’un lancement de dé non biaisé a 6 faces (dé
classique).
(a) Indiquer une maniére d’utiliser correctement des nombres aléatoires
uniformes entre 000 et 999 comme ceux qui sont donnés en annexe
pour simuler les scores du dé.

(b) Utiliser la méthode de Hull et Dobell de maniére & ce que la période
du cycle généré soit 6 000.



Chapitre 4

Transformations de variables
et simulation d’échantillons

4.1 Transformations de variables

Dans le chapitre précédent nous avons vu comment simuler des suites de
nombres aléatoires distribués de maniére uniforme sur un intervalle. Ceux-ci
sont a la base de toute simulation. Ces suites sont en effet manipulées afin de
produire des suites de nombres susceptibles de simuler des données de situations
bien déterminées.

Les transformations de variables nous permettront de simuler des échan-
tillons fictifs d’une variable aléatoire & partir d’'un ensemble de nombres aléa-
toires uniformément distribués sur [0, 1]. Dans certains cas, par exemple quand
on peut expliciter complétement la fonction de répartition, pour atteindre ce
but il suffira d’appliquer simplement une formule de transformation. Dans
d’autres cas une formule de transformation sera combinée avec une procédure
de sélection opportune.

A la fin du chapitre nous verrons a travers le rééchantillonnage, comment
simuler un échantillon d’une variable aléatoire dont on ne connait pas la loi de
distribution mais seulement un petit échantillon.

4.1.1 Variables aléatoires discrétes
Cas univarié

Commengons l'explication de cette notion par un exemple :

Soit X une variable aléatoire de Poisson
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Ae—A

Pr(X =x) = !

pour z =0,1,2,...

0 sinon.

Notons A I’ensemble des valeurs de X & probabilité non nulle. Soit Y une
nouvelle variable définie par Y = 4X.

L’ensemble des valeurs possibles de Y, noté B, obtenu par la transformation
y = 4z, est donné par B = {0,4,8,12,...}. La transformation y = 4z fait
correspondre & chaque point de A un et un seul point de B. Inversement,
par la transformation z = iy, a chaque point de B correspond un et un seul
point de A. La transformation y = 4x est donc une bijection. Puisqu’il y a
correspondance bijective entre A et B, I'événement Y = y ou 4X = y peut
survenir uniquement lorsque ’événement X = %y a lieu. Ainsi :

1 /A=A
Pr X:_y>:7 avec y = 0,4,8,12,...
( 4 (y/4)!

0 sinon.

Pr(Y =y) =

Passons a présent au cas général. Soit X une variable aléatoire discréte.
Notons par A ’ensemble des valeurs possibles de X, c’est-a-dire celles a proba-
bilité non nulle. Soit y = g(x) une transformation bijective qui applique A sur
B. Si nous résolvons y = g(x) en termes de y, disons « = h(y), pour chaque
y € B nous avons x = h(y) € A. Par conséquent, les événements Y = y (ou
9(X) = y) et X = h(y) sont équivalents en termes de probabilité. La loi de
probabilité de Y est déterminée par :

Pr(X =h(y) yeB

0 sinon.

Exemple 4.1 Soit X une variable aléatoire binomiale de paramétres (n; %)

! N /2\"""
%<_) <_) avecr =0,1,2,...n
Pr(X — ) — zl(n—z)! \ 3 3

0 stnon.

Cherchons la loi de probabilité de la variable aléatoire Y = X?2. La trans-
formation y = g(x) = 22 applique A = {x;2 = 0,1,2,...,n} sur B = {y;y =

0,1,4,...,n%}. En général, y = x> ne définit pas une transformation bijec-
tive ; ict, cependant, c’en est une, car il n’y a pas de valeurs négatives de x
dans A = {z;z = 0,1,2,...,n}. Donc nous avons la fonction inverse unique

x=h(y) =y (et non —\/y) et ainsi :
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Pr(Y =y) = Pr(X?2=y)=Pr(X = V)

Cas bivarié

Soit p(x1,x2) la loi de probabilité conjointe de deux variables aléatoires
discrétes X5 et X avec A l'ensemble (& deux dimensions) de points pour les-
quels p(z1,z2) > 0. Soit g définie par g(x1,22) = (g1(1,22), g2(w1,72)) une
transformation bijective qui applique A sur B, un autre ensemble & deux di-
mensions. Il existe donc une fonction h = (h1(y1,92), h2(y1,y2)) de B en A
telle que h(g(x1,x2)) = (x1,22). La loi conjointe des deux nouvelles variables
Y1 = g1(X1, X2) et Yo = go( X7, X2) est donnée par :

p(h1(y1,y2), h2(y1,2)) st (yi,y2) € B
p(y1,y2) =
0 sinon.

Exemple 4.2 Soient X, et Xo deuxr variables aléatoires indépendantes qui
suivent la loi de Poisson avec des moyennes j1 et po respectivement. La loi
de probabilité conjointe de X1 et Xo, p(x1,x2), est donnée par :

L1, L2 ,— ] — 2
Ml 0 =0,1,2,... 22=0,12,...
px1,22) = e

0 sinon.

Par conséquent, espace A est l'ensemble des points (x1,x2) ou chaque
1, X est un entier non négatif. Nous voulons trouver la loi de probabilité de
Y1 = X1+ Xs. Si nous utilisons la technique du changement de variables, nous
devons définir une seconde variable aléatoire Y. Puisque Y5 est sans intérét
pour nous, choisissons-la de telle sorte que nous ayons une transformation bi-
jective simple. Par exemple, prenons Yo = Xo. Alors y3 = 1 + 22 et yo = xo
représentent une transformation bijective qui applique A sur B = {(y1,y2); y2 <
yi}.

Les fonctions inverses sont domnées par v1 = y1 — y2 et xo = yo. Par
conséquent, la loi conjointe de Y7 et Yo est :

szl_y?//&g?e—ﬂl—ﬁa
PI‘YlZ 1)Y2: 2) = ) 1,92 € B.
( Y v2) (y1 — y2)lyo! (91, 52)

La loi conjointe de Y1 et Yo permet par simple somme d’obtenir la loi de Y1 =
X1+ Xo.
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4.1.2 Variables aléatoires continues
Cas univarié

Soit X une variable aléatoire du type continu, ayant comme fonction de
densité :

2z O0<z<l1
flz) =
0  sinon.

Ici A, Tespace ou f(x) > 0 est intervalle |0, 1[. Définissons la variable
aléatoire Y par Y = 8X3. L’ensemble A est appliqué sur I'ensemble B =
{y;0 <y < 8} et, de plus, la transformation est bijective. La transformation
inverse de y = 82® est # = h(y) = 3 ¢y. Nous savons que Pr(a <Y < b) avec

0<a<b<8est égale a f: g(y)dy, ot g(y) est la densité de probabilité de Y.
Calculons donc Pr(a <Y <) :

Pr(a <Y <b) = Pr(a<8X®<0D)

- Pr(%%<X<%\3/E)

De plus comme z = %y%, et dr = %yfgdy, on a, par transformation de
variable d’une intégrale :

Comme 1’égalité ci-dessus est vraie quel que soit 0 < a < b < 8, la densité
de probabilité fy (y) de Y est :
1 .
gy 3 si0<y<8
fy(y) =

0 sinon.

Soit X une variable aléatoire du type continu avec une fonction de densité
fx(x). Soit A V'espace unidimensionnel ou fx(xz) > 0. Considérons la variable
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aléatoire Y = g(x) oty = g(z) définit une transformation bijective qui applique
Pensemble A sur 'ensemble B. Soit la transformation inverse de y = g(x), notée
par x = h(y), et soit h'(y) la dérivée de h(y) par rapport a y continue et non
nulle pour tous les points y dans B. Alors la fonction de densité de la variable
aléatoire Y = g(X) est donnée par :

fx(h(y)) - [W'(y)] yeB
fr(y) =

0 sinon

ou |W'(y)| représente la valeur absolue de h'(y). C’est exactement ce que nous
avons fait ci-dessus.

Exemple 4.3 Soit X une variable aléatoire distribuée de maniére uniforme
sur [0,1]. Sa densité f(x) est :

1 st O0<zx<1

/(@) :{ 0 sinon.

Cherchons la densité de la variable aléatoire Y = —2log X. Ici la trans-
formation est y = g(x) = —2logx est telle que x = h(y) = e ¥/2. Lespace
Aest A= {x;0 <z < 1}, qui, par Uapplication de la transformation bijec-
tive y = —2logx, devient B = {y;0 < y < oo}. Comme h'(y) = _%e—y/{ la
fonction de densité fy(y) de Y = —2log X est :

1
Fx (e (y)| = 56‘”2 0<y<oo

fy(y) =
0 SInon.
Remarquons que pour la transformation y = —ﬁloga:,/\ > 0, de maniére
analogue au cas ci-dessus, on obtient fy (y) la densité de Y = —% log X

Ae ™™ 0 <y < oo

fr(y) =

0 sinon.

La variable aléatoire Y est donc distribuée selon une loi exponentielle de
parameétre \.

Cet exemple montre que si 'on posséde un générateur de nombres aléatoires
uniformes sur 0, 1], on peut, par une transformation logarithmique, générer des
nombres aléatoires distribués selon la loi exponentielle de paramétre A.
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Ce résultat peut aussi étre obtenu au moyen du théoréme suivant :

Théoréme 4.1 (Théoréme de la transformation inverse) Soit X une va-
riable aléatoire et F(x) sa fonction de répartition.

Si F(x) est continue et strictement croissante, alors Y = F(X) est une
variable aléatoire dont la distribution est uniforme sur [0,1].

Dit autrement, si U est une variable aléatoire uniforme sur [0,1], la variable
F~Y(U) est une variable aléatoire dont F est sa fonction de répartition.

Preuve :
y = Flx) = Pr(X <) = Pr(F(X) < F(2)) = Pr(Y <y) = Fy(y),
ce qui prouve le théoréme. |

Une application directe de ce théoréme permet, a partir d’une loi uniforme,
de générer n’importe quelle autre loi. Ainsi, pour générer un échantillon fictif
issu d’une variable aléatoire X, il faut connaitre F'(z) et avoir une suite de
nombres y1, Y2, . .., Yn issus d’'une variable U uniforme sur [0, 1]. L’égalité = =
F~1(y) permet d’obtenir I'échantillon

T = Fﬁl(yl)a Io = Fﬁl(yQ)v ceey T = Fﬁl(yn)a

issu d’une population distribuée selon F'. La seule difficulté est celle de calculer
F~! en connaissant F. Dans certains cas cela n’est pas possible de maniére ex-
plicite, et dans ces cas d’autres techniques, que I’on verra plus loin, permettent
de simuler un échantillon de X.

Si X suit une loi exponentielle négative de moyenne égale a 1, alors sa
fonction de répartition est :

Flz)=1—¢e"".

Pour appliquer le théoréme de la transformation inverse, nous devons chercher
la fonction inverse de u = 1 — e~ *. Cela donne x = —log(1 — u).

Remarquons que si U est une variable aléatoire uniforme, (1 — U) est aussi
une variable aléatoire uniforme. Donc, si U est une variable aléatoire uniforme,
alors

X =—logU

est une variable aléatoire de loi exponentielle négative (de moyenne 1), confor-
mément & ce que 'on avait trouvé dans ’'Exemple 4.3. En appliquant ce qui
précéde a une suite de nombres aléatoires u, on trouve un échantillon issu de X :
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u xr
0,213 175 1,545 64
0,135 927 1,995 64
0,908 940 0,095 48
0,961 277 0,039 49
0,043 313 3,139 30
0,737 556 0,304 41
0,977 600 0,022 65
0,183 427 1,695 94
0,785 606 0,241 30
0,506 813 0,679 61

Tab. 4.1. Des nombres aléatoires distribués de maniére uniforme U(0,1) gé-
nérent des nombres aléatoires distribués selon une loi exponentielle négative de
paramétre 1 selon la transformation x; = — log(u;).

D’autres applications du théoréme de la fonction inverse sont présentées
plus loin dans cet ouvrage.

Cas bivarié

Seules des fonctions qui définissent une transformation bijective seront consi-
dérées pour linstant. Soit g(z1,x2) = (g1(x1,22), g2(x1,22)) avec g et go dif-
férentiables, une transformation bijective qui applique un ensemble mesurable
A (& deux dimensions) dans le plan O, 4, sur un ensemble mesurable B (3
deux dimensions) dans le plan O,,,,. Si nous exprimons chaque x| et z2 en
termes de y; et yo, nous pouvons écrire 1 = h1(y1,y2), x2 = ha(y1,y2), de
maniére unique pour deux opportunes fonctions h; et ho. Si g est suffisam-
ment réguliére, hy et ho satisfont aussi & des conditions de régularité comme la
différentiabilité, et le déterminant du jacobien associé & la transformation :

Ohy Oy
dy1 Oy2
Ohy Dby
8y1 8y2

ne sera pas 0, et sera noté par le symbole J. Par la suite on supposera que les
dérivées partielles de premier ordre sont continues et que le jacobien J n’est
pas égal a 0 dans B.
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Exemple 4.4 Soit A le carré unitaire, A = {(x1,22) |0 < a1 <1, 0 < 22 <
1} représenté sur la Figure 4.1. Déterminons B, limage de A dans le plan
Oy,ys» par la transformation bijective

Y1 = g1(21,T2) = 71 + T2
Y2 = 92($1,$2) =1 — 2 .

On a donc :

{ z1 = hi(y1,y2) = (11 + v2)
w2 = ha(y1,y2) = 5(y1 — ¥2)

et l'image de la droite x1 = 1 qui contient un des segments de A (voir Fig. 4.1)
est donnée par 1 = %(yl +ya2), c¢’est-a-dire la droite d’équation yo = 2 —1y; dans
le plan Oy, y, -

X2 Y2
B
1 1
(0] 1 2 %
A
@] 1 T1

Fig. 4.1. La région A est transformée dans la région B par la bijection y; =
g1(w1,72), y2 = ga(w1, 2).

De maniére analogue on trouve les images des droites 1 = 0, 2 = 0, et
xo = 1, supports des trois autres cotés du carré A. Les équations des droites
support des cotés de B sont donc yo = —y1, Y2 = y1, Y2 = y1 —2, et yo =2 — 1y
calculée ci-dessus. Par conséquent, B est le carré représenté dans la Figure 4.1.

Le jacobien de la transformation ci-dessus est égal a :

O Oh |1

7 oyr Oy2 2 2 1
Ohy oy | |1 1| 7
8y1 8y2 2 2

Soient X7 et Xy deux variables aléatoires du type continu ayant une fonction
de densité conjointe fx, x, (71, z2). Soit A 'ensemble a deux dimensions dans le
plan Oy, ., 0 fx, x, (1, 22) > 0. Soit Y1 = ¢g1(X1, X2) et Yo = g2(X1, X3) deux
variables aléatoires dont on cherche la fonction de densité. Siy; = g1 (x1, z2) et
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Y2 = go(x1,x2) définissent une transformation bijective réguliere de A sur un
ensemble B dans le plan O,,,, on cherche la fonction de densité conjointe de
Y; et Ys.

Soit A" un sous-ensemble de A et B’ I'image de A’ par cette transforma-
tion bijective. Les événements (X1, X2) € A" et (Y1,Y2) € B’ ayant la méme
probabilité de réalisation, on a :

Pr((Y1,Y2) € B

Pr ((leXQ) S A/)
/ fX1X2 (ﬂfl,ﬂfg)dl‘ldl‘g .
A/

Par un changement de variables d’intégration

{ Y1 = 91(331, 3?2)

Y2 = 92(331,3?2)

ol

1 = hi(y1, y2)
T2 = hz(y1,y2)

on obtient :

// lexz(mlva)dxldeZ/ Ixix2 (R (y1,92), h2(y1, y2)) | J | dy1dys
Al B

Par conséquent, pour chaque ensemble B’ dans B, on a ’égalité :

Pr((i,¥a) € B) = [ [ frxa(ha(un.ve). haln, o)) dysde
B/
Donc la fonction de densité conjointe fy,y,(y1,y2) de Y7 et Y5 est :

fX1X2(h1(y1ay2)7hQ(ylva)”J' (ylayQ) €B
fY1Y2 (ylva) =
0 sinon.
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Exemple 4.5 Soient X7 et Xo deux variables aléatoires indépendantes distri-
buées uniformément sur]0,1[. La densité conjointe de X1 et Xy est alors :

1 52 O0<z <1, O<azx<1
0 sinon.

f(ﬂflaﬂfz):{

Considérons les deux variables aléatoires Y1 = X1+ Xo et Yo = X1 — X5. Nous
cherchons la fonction de densité conjointe de Y7 et de Ys. Ici, l'espace & deux
dimensions dans le plan Oy, 5, est celui de ’Exemple 4.4. La transformation
bijective y1 = x1+x2, Yo = x1— 22 applique A sur ’espace B du méme exemple.
De plus, le jacobien de cette transformation est J = —1/2. Par conséquent :

otm) = £ (00 -+ ) 30n = ) ) 17

qui est équivalent a

1 .
5 st (y1,y2) € B
g(y1,92) =

0 sinon.

Exemple 4.6 Soient X1, Xy deux variables aléatoires indépendantes ayant
comme fonction de densité :

e’ I<zr<oo

Fxi(@) = { 0 stnon.

Soient Y1 = X1 + Xo et Yo = X7/(X1 + X2). Nous allons montrer que Yy
et Yo sont indépendantes. Puisque la fonction de densité conjointe de X1 et Xo
est :

fxi (@) fx, (22) = 771772 0 < 1<00, 0 <22 < 00
fX1X2 (.231, .232) =
0 sinon

Uespace A est le premier quadrant du plan Og,z,, non compris les points sur
les azes. Maintenant

Y1 = g1(w1,22) = 1 + 22
T

Yo = 92($17$2) = m

peut s’écrire x1 = y1y2, v2 = y1(1 — y2) de sorte que :
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La transformation est bijective et elle applique A sur B = {(y1,y2);0 <
y1 < 00, 0 < ya <1} dans le plan Oy, y,. La fonction de densité conjointe de
Y1 et Yy est alors :

e 9 0<yr <oo, 0<ys <1

fyive (ylv y2) =
0 sinon.

A noter que Yy est uniforme sur Uintervalle [0,1].

Le théoréme de la transformation inverse donne la justification des méthodes
qui générent une suite de nombres pseudo-aléatoires selon une fonction de répar-
tition F' donnée. On a vu que quand la fonction de répartition F est inversible,
un échantillon fictif compatible avec la fonction de répartition F' se simule a
travers une suite de nombres pseudo-aléatoires uq, ..., u, avec la simple trans-
formation z; = F~*(u;), pour i = 1,...,n. Dans de nombreux cas, quand
pour une raison ou pour une autre cette procédure n’est pas applicable, il
existe toutefois des alternatives fondées, elles aussi, sur ’existence de nombres
pseudo-aléatoires. Ces méthodes sont notamment adaptées pour simuler des
échantillons d’une distribution dont la fonction de répartition n’est pas inver-
sible avec l'aide des fonctions classiques.

4.2 Génération de nombres aléatoires suivant une
loi normale

Dans ce paragraphe nous allons voir comment générer des variables aléa-
toires qui suivent une loi normale. Nous verrons aussi comment générer des
paires de variables normales corrélées.

Rappelons que pour une variable aléatoire U uniformément distribuée dans
Vintervalle [0,1], on a E(U) = % et V(U) = . Pour un échantillon aléatoire
{u1,...,u,} de réalisations d’une loi uniforme, chaque élément w; suit une loi
U; ~ U(0,1), et I'espérance de la somme de n variables aléatoires uniformes
U(0,1) est l'espérance de T = Y. | U; qui est égale a 5. Sa variance est
¢égale a 5. D’aprés le théoréme central limite la distribution asymptotique de
T = ", U; suit une loi normale. Pour des valeurs finies de n on obtient
de bonnes approximations de la loi normale. Le choix de n dépend évidemment

de la qualité de 'approximation désirée. En prenant n = 12, la variable
12 1
A U, — -
> (v-3)

a espérance 0 et variance 1 et donne une bonne approximation de la variable
aléatoire normale centrée réduite.
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En littérature, il existe plusieurs méthodes pour produire une loi normale &
partir de nombres uniformément distribués. Bray et Marsaglia (1964) ont pro-
posé une méthode qui s’adapte a la programmation sur ordinateur et demande
un minimum de mémoire.

La méthode de Box et Muller (1958) est une autre méthode pour obtenir
des réalisations de variables dont la distribution est normale. Cette méthode
est fondée sur la transformation des coordonnées polaires en coordonnées car-
tésiennes.

Théoréme 4.2 (Théoréme de Box et Muller) Soient Uy et Uy deuzx va-
riables aléatoires uniformes et indépendantes sur Uintervalle [0, 1]. Les variables

Z; = —2log(Uy) cos (27U3)

Zy = +/—2log(Uy)sin (27Us)

sont alors deux variables aléatoires normales centrées réduites indépendantes.

Preuve : La démonstration est une application instructive de ce que nous
avons vu & propos des transformations de variables continues. Soient Z; et
Zs deux variables aléatoires indépendantes avec Z; ~ N(0,1), 4 = 1,2. Leur
densité conjointe est donnée par :

Fane) = - e (3 +)).

Dans le plan R?, le point (21,22) est situé a une distance r = /27 + 22 de
Porigine, et la droite passant par (0,0) et (21, 22) forme un angle 6 avec 'axe
horizontal, tel que tan(f) = z3/z;. Le passage des coordonnées cartésiennes
(21, 22) aux coordonnées polaires (7, 0) s’effectue par la transformation :

z1 = rcost

z9 = rsinf
dont le jacobien J est égal a :

cos —rsinfd

J:‘ sinf  rcosf

‘ .
Ainsi :
f(r79) = |J|f(Z1522)
= r- Lexp (—l(zf + z§)>

2T 2
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Cela montre que les variables aléatoires R = \/Z7 + Z3 et © (la variable aléa-
toire définie & partir de Z; et Zs comme la fonction qui associe & Z; et Zs la
seule valeur dans [0, 27[ dont cos © a le méme signe que Z; ; sin© a le méme
signe de Zs et Z;sin© = Z5 cos ©) sont des variables aléatoires indépendantes
dont les densités respectives sont :
2
r
fr(r) =rexp (—?> pour — oo < 1 < 400,

1

= — pour 0 < 6 < 27.
21

fe(0)
En posant U = exp(—R?/2), on a, pour u > 0 :

Pr(U<u) = Pr(—R?/2<logu)
= Pr(R>+/—2logu)

= / rexp(—r?/2)dr
v—2logu

o0

= —exp(—r2/2)‘\/Togu
= exp(—(v/“2logu?/2)
= exp(logu)

= u.

On a ainsi transformé (Z1, Z3), deux variables aléatoires normales indépen-
dantes, en une paire de variables uniformes indépendantes. Les transformations
inverses permettent donc de simuler deux échantillons indépendants d’une loi
normale & partir de deux échantillons indépendants issus d’une loi uniforme. H

Cette méthode a 'avantage de ne pas nécessiter 'inverse de la fonction de
répartition de la loi normale centrée réduite ® ni la fonction de répartition elle-
méme. Dans le cas de la simulation d’une loi normale, la méthode de 'inversion
est d’application difficile, car I'inverse de ® ne s’explicite pas par des fonctions
élémentaires, et la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite ®
s’exprime seulement & travers des fonctions élémentaires.

La qualité des générateurs des nombres pseudo-aléatoires pour simuler U;
et Us influence naturellement la qualité de la simulation de loi normale. En
utilisant la méthode de congruence x; = (x;—1 + b) mod m dans le pire des
cas par exemple avec m = 8, zg = 1, a = 5, b = 1 et m = 256, xg = 3,
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a = 5, b = 2, la représentation graphique des paires (z1, 22) simulées pour
(Z1; Z3) et données dans la Figure 4.2 (a) montre clairement que la propriété
d’indépendance du théoréme de Box et Muller n’est pas satisfaite, en dépit du
fait que, par le théoréme de Hull et Dobell, les deux générateurs pour U; et U,
ont un cycle de longueur maximale ! La méme remarque s’impose pour le choix
m=>512,xg=1,a=5,b=1et m=>512, zg =1,a =9, b =1 illustré dans la
Figure 4.2 (b). Cette régularité disparait dés que la longueur du cycle est plus
élevée que le nombre de points a simuler. Cest le cas de la Figure 4.2 (¢) ou
les points sont simulés en utilisant un générateur pour U; et Uy fondé sur la
méthode de congruence avec m = 65536, a = 5, b = 1, zp = 10 000 pour
Uy et zyp = 20 000 pour Us. Dans la Figure 4.2 (d), les deux suites Uy et Us
sont déterminées avec la méthode de congruence avec retard : la suite U; est
définie par la relation de récurrence x,, = x,,—1 +xp—2+p—_3+ 1 mod 512 avec
ro = 10, 1 = 20, x5 = 30. Pour la suite Uy la méme relation de récurrence est
utilisée, mais avec xg = 5, r1 = 15, 2 = 25.

La génération d’une loi normale bivariée

La simple transformation ¥ = ¢X + p permet de générer une variable
N (p,0?) a partir d'une variable X = A(0,1). En suivant le méme principe,
I’application

Yi= o Xi+m

Yo = 090X1 + 02v/1— 02Xo + po

transforme une loi normale bivariée dont les composantes X; et X5 sont nor-
males centrées réduites indépendantes en une loi bivariée ot les composantes
Y1 et Y, sont distribuées selon une loi normale d’espérance respectivement g
et po, de variance respectivement o? et o, et dont le coefficient de corréla-
tion est 0. Le méme principe peut étre généralisé au cas d’une loi normale
multidimensionnelle.

4.3 La méthode du rejet

Cette méthode de simulation d’échantillons s’applique aux variables aléa-
toires continues X non nulles sur un intervalle de R. Dans le cas ot la densité f
est définie sur un intervalle [a, b], il est possible de représenter la surface entre
le graphe de la densité et 'axe des x a I'intérieur d’un rectangle, de choisir au
hasard un point dans ce rectangle et de déterminer s’il est situé au-dessus ou
au-dessous de la courbe y = f(z). Cette idée, banale en soi, est la clé de la
méthode du rejet décrite ci-apreés.
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22, Lz g

e .;Zl .

22.:

L2 )

'_.ZI

Fig. 4.2. Simulation de 4 paires de lois normales. La méthode de Box et Muller
peut produire des distributions trop réguliéres (a) et (b). Cette méthode produit
des distributions aléatoires normales indépendantes seulement si les nombres
pseudo-aléatoires utilisés sont de qualité suffisamment bonne, comme dans (c)
et (d). Pour le détail des générateurs utilisés, voir le Paragraphe 4.2.
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Soit X une variable aléatoire dont la densité f(z) a un support contenu
dans intervalle [a,b] et dont la valeur maximale est égale & m. Considérons le
rectangle R = [a, b] x [0,m] et Uy et Uz deux variables aléatoires indépendantes
et uniformes sur [0, 1]. Les coordonnées (a + (b — a)Uy; mUs) sont réparties de
maniére uniforme dans le rectangle R. Les points situés au-dessus de f(x)
sont rejetés et ceux situés au-dessous de f(x) sont acceptés. Pour chaque paire
(u1;us) tirée de (U, Us) les valeurs simulées de X seront donc données par les
valeurs de a+ (b— a)uy pour lesquelles f (a + (b — a)ui) < mus. La probabilité
qu'un point arbitraire soit situé sous la courbe y = f(x) est donnée par le
rapport de l'aire comprise sous la courbe et de I'aire du rectangle, c’est-a-dire
1/m(b — a). On voit que pour a et b fixés, plus m est petit plus le nombre de
points rejetés sera petit. L'algorithme est donc d’autant plus performant que
m est petit.

Ce principe peut se généraliser, en remplagant le rectangle par une surface
délimitée par le graphe d’une fonction non négative opportunément choisie.
Pour les densités & longues queues il est préférable d’utiliser une courbe en-
veloppante g(x) de forme semblable a f(x) et par conséquent distincte d’un
rectangle. On choisira dans la mesure du possible une densité g(z) facile a si-
muler, de forme semblable & f(z) définie sur le méme intervalle et on définira la
courbe enveloppante par k- g(x), avec kg(x) > f(z) pour tout z ou f (et g) est
définie. Notons qu’il n’est plus nécessaire que f soit définie sur un rectangle.
Puisque g(x) # f(z) et les deux fonctions sont des densités, il existe des points

ou g(x) < f(x). Si
k= supM

g(x)’
onak > 1etkg(x) > f(x). Cette valeur de k sera aussi la plus petite possible.
Les points a rejeter seront ceux compris entre f(x) et kg(z), nettement
moins nombreux que ceux situés dans le rectangle au-dessus de f(x) (si un tel
rectangle existe).
L’algorithme est donc le suivant :

Algorithme du rejet avec courbe enveloppante
(a) Initialisation : n := 1.

(b) Générer une issue u, tirée d'une distribution ayant densité g(z) et une
issue v, uniforme dans [0, kg(u,)].

(¢) Siwv, < f(uy) alors © := u,, et x est une valeur retenue.
(d) n:=n+1 et retourner au pas (b).

La probabilité d’obtenir un point situé sous la courbe f(z) est

/O:o f(x)dx ) )

p= 30 :
/ kg(z)dx K
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Le nombre N d’itérations nécessaires pour simuler n issues de X suit une loi
binomiale négative d’espérance E(N) = kn.

Fig. 4.3. La courbe enveloppante kg(x) est composé ici de 2 segments. Les
points simulés entre le graphe de f(x) et la courbe enveloppante sont rejetés.

La méthode du rejet avec courbe enveloppante permet de simuler des va-
riables aléatoires continues définies sur R en évitant que la probabilité de rejet
soit proche de 1.

Par exemple, pour simuler une variable aléatoire normale centrée réduite Z
par la méthode du rejet, on choisira comme courbe enveloppante g(z) = e~
pour z > Oet k = /e/2m ~ 0,657 7. A noter qu’ici k < 1. Puisque f, la fonction
de densité de Z, est symétrique, on simulera seulement des valeurs positives
d’une distribution normale, pour ensuite les étaler de maniére aléatoire de part
et d’autre de 'axe de symétrie. Cette variante de la méthode entraine seulement
kE>1/2.

On génére u; et ug issues de U et Us deux variables aléatoires indépen-
dantes uniformes dans [0,1]. Par la transformation X = —logU; on obtient
une variable aléatoire distribuée selon la loi exponentielle de densité g(z);
donc x = —loguy est issu de X. Ensuite on obtient une variable aléatoire par
la transformation Y = Us - kg(X). Si y = us - kg(x) < f(x), la valeur z de la
variable X est retenue et on pose w = z, sinon elle est rejetée et I'algorithme
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recommence la boucle par la génération d’une nouvelle paire issue de (Uy, Uz).
L’ensemble des valeurs w retenues est issu d’une variable instrumentale W. On
deéfinira Z a laide d’une variable uniforme Uz ~ U(0, 1) selon la régle :

W SiUgS%
Z:
W SiU3>%.

Une simulation compléte est détaillée dans I’Exemple 4.7.

Fig. 4.4. Ici la fonction [ représente la distribution normale centrée réduite
pour z > 0 et g(x) = e~*. La courbe enveloppante est pointillée.

Exemple 4.7 Soit f(x) la densité d’une distribution normale centrée réduite,
et g(z) = e~* pour x > 0. Une application de la méthode du rejet est utilisée
pour simuler des réalisations de la loi normale en accord avec la procédure
décrite plus haut. Dans la simulation montrée dans la Table 4.2, sur 30 paires
(u1;us), 26 valeurs de x correspondantes ont été acceptées :
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Ur Us Us X Y f(X) acc./rej. A
0593 0290 0805 0522 0,113 0,348 1 0,522

0,533 0,770 0,036 0,627 0,270 0,327 1 0,627
0,797 0,569 0,268 0,226 0,298 0,388 1 0,226
0,546 0,146 0,891 0,603 0,052 0,332 1 —0,603
0,197 0,406 0,862 1,622 0,052 0,106 1 ~1,622
0,283 0,177 0,483 1,260 0,033 0,180 1 1,260
0,895 0,480 0,084 0,110 0,283 0,396 1 0,110
0,086 0,519 0,949 2,445 0,029 0,020 0 -
0,475 0,625 0,734 0,743 0,195 0,302 1 —0,743
0,039 0,527 0,075 3,240 0,013 0,002 0 -
0,191 0818 0,838 1,652 0,103 0,101 0 -
0,874 0,395 0,596 0,134 0,227 0,395 1 —0,134
0,214 0,111 0459 1,537 0,015 0,122 1 1,537
0,965 0,515 0,995 0,035 0,327 0,398 1 —0,035
0,112 0,150 0,610 2,185 0,011 0,036 1 —2.185
0,809 0,169 0,560 0,210 0,090 0,390 1 —0,210
0,288 0,754 0,786 1,243 0,143 0,184 1 ~1,243
0,252 0,153 0,260 1,377 0,025 0,154 1 1,377
0,744 0473 0,135 0,295 0231 0,381 1 0,295
0,358 0,932 0,752 1,024 0,220 0,236 1 ~1,024
0,535 0,412 0,806 0,624 0,145 0,328 1 —0,624
0,237 0,875 0,640 1,439 0,136 0,141 1 ~1,439
0,645 0,810 0,676 0438 0,344 0,362 1 —0,438
0,184 0,500 0,544 1,688 0,060 0,095 1 —1,688
0,836 0,124 0,500 0,178 0,068 0,392 1 —0,178
0,814 0,272 0471 0205 0,146 0,390 1 0,205
0,220 0,915 0,246 1,512 0,132 0,127 0 -
0,858 0,534 0,283 0,152 0,301 0,394 1 0,152
0,519 0,360 0,567 0,654 0,123 0,322 1 —0,654
0,126 0,004 0,561 2,070 0,000 0,046 1 —2,070

Tab. 4.2. Tableau de simulation pour la génération d’un échantillon en accord
avec une loi normale centrée réduite a I’aide de I’algorithme d’acceptation-rejet.

4.4 La méthode de comparaison

La méthode décrite dans ce paragraphe et que I'on appelle méthode de
comparaison permet de simuler des variables aléatoires discrétes a valeurs dans
N ou un sous-ensemble de N.
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Fig. 4.5. Représentation graphique des fonctions de répartition des variables
aléatoires normales exactes (a) ; simulées avec 100 points par la méthode de Box
et Muller (b) ; simulées avec 100 points par la méthode du rejet (¢). Quand des
simulations plus massives sont effectuées, I’approximation devient meilleure,
par exemple en utilisant 1 000 points par la méthode de Box et Muller (d).

Cette méthode est fondée sur la définition des variables aléatoires uniformes.
Considérons une variable U uniforme sur [0,1]; on a Pr(a <U <b) =b—a
pour 0 < a < b < 1. Pour simuler une variable aléatoire discréte X satisfaisant
p; = Pr(X = 1), on utilise le fait que

Pr(X =0)=po=Pr(0 < U < py)
et

1—1 7
Pr(X =i)=p;=Pr|> p;<U<) p
§=0 J=0

La méthode de comparaison est définie de la maniére suivante a ’aide d’un
échantillon issu d’une variable aléatoire uniforme U(0, 1).

X=0 si 0<U<po

i—1 [
X=i si Y p<U<) p;.
=0 =0
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On compare donc la valeur de U avec la loi cumulative de X . Cette méthode
est I’équivalent pour les variables discrétes de la méthode de la transformation
inverse. Remarquons que 7 peut varier dans un ensemble fini (i = 1,...,n) ou
dans un ensemble infini (i € N).

Exemple 4.8 (La loi de Bernoulli) Considérons une variable aléatoire de Ber-
noulli de parametre p. Puisque Pr(X = 0) = 1—p et Pr(X = 1) = p, la méthode
de comparaison donne dans ce cas :

X=0 si 0<UL1-—0p
X=1

st 1—p<U<L1.

Le jet d’une piéce de monnaie, lancée 10 fois, est simulé dans le tableau
ci-dessous en posant X =0 (pile) et X =1 (face) avec p = 3 .

U
0,17
0,46
0,83
0,20
0,98
0,47
0,10
0,43
0,75
0,64

»

© 00~ O Ui W N .
_ 0o 0Ok, OoOF, OO

—_
o

Tab. 4.3. Simulation du lancer d’une piéce de monnaie.

Remarquons que par comptage du mombre de 1 on obtient une réalisation
d’une variable binomiale.

Exemple 4.9 (La loi binomiale) Considérons une variable aléatoire binomiale
de parameétre p = i et n =>5. La loi cumulative est donnée dans le tableau :

1 0 1 2 3 4 5
Pr(X <4) 02373 0,6328 0,8965 09844 09990 1

Tab. 4.4. Probabilités associées a4 une variable binomiale de paramétres p =
0,25 et n = 5.
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Par comparaison des réalisations d’une variable uniforme (simulée ou non)

avec le tableau ci-dessus on génére des réalisations d’une variable binomiale

avecn =9 etp:i :

U X
04632 1
06712 2
08201 2
01741 0
09992 5

Tab. 4.5. Simulation d’un échantillon compatible avec une loi binomiale o1t
p=0,25etn=>5.

4.5 L’échantillonneur de Gibbs

L’échantillonneur de Gibbs est une maniére de générer des distributions de
deux (ou plusieurs) variables & partir d’'un modéle qui définit les distributions
de probabilité conditionnelles. Dans le cas d’'un modéle a deux variables, la
méthode consiste a prendre un élément de départ (g, yo) et & générer a l’aide de
nombres aléatoires les éléments d’un échantillon fictif (z,,,y,) par itération en
choisissant dans I'ordre z,, d'une variable aléatoire de densité fx|y—,, _,, et yn
d’une variable aléatoire de densité gy |x—z,, 0l fx|y—y, , €t gy|x=z, sont les
distributions de probabilité conditionnelles supposées connues ou modélisées.

Pour le cas d’un modéle a plusieurs variables ou les distributions condition-
nelles seraient connues, 1’élément au départ serait (z9,23,...,29) et I’échan-
tillon est construit en simulant (z7,%,...,z}) en choisissant dans 'ordre

2} d’une variable aléatoire de densité fxl‘X2:$;L—17“.,Xk:x;:—l ;
xy d’une variable aléatoire de densité fy

:m;’,X3:x;”_1,...,Xk:xZ’_l )

x4 d’une variable aléatoire de densité fX3|X1:ac'f,X2:ac'§,X4:wZ_l,...,Xk:acz_l
et ainsi de suite jusqu’a
2y d’une variable aléatoire de densité ka\Xlzx?»--kafl:rE;l'

L’échantillon ainsi généré sera une simulation conforme aux probabilités
conditionnelles imposées et la distribution se conformera d’autant plus aux
probabilités conditionnelles que le nombre d’itérations sera élevé.

Un point est donc généré a partir du point précédent, sans utiliser I'infor-
mation sur les autres points générés : il s’agit donc d’une chaine de Markov.
L’échantillonneur de Gibbs est un cas particulier de I’algorithme de Metropolis-
Hastings (1953), qui génére une suite de réalisations et applique le principe de
I’acceptation-rejet sous une forme plus générale que celle montrée au Para-

graphe 4.3, fondé sur une densité de distributions donnée.



4. Transformations de variables et simulation d’échantillons 75

Exemple 4.10 Une distribution de points sur la portion de plan

Q= {(z,y), x>0,y >0}

est telle que la distribution des x, pour y fizé suit une loi exponentielle de
paramétre y et que la distribution des y pour x fizé suit une loi exponentielle
de paramétre x. Un échantillonneur de Gibbs peut étre wutilisé pour simuler
un échantillon de 10 points de Q conforme aux distributions conditionnelles
données.

Les distributions de répartition conditionnelles peuvent s’écrire comme suit :

T Y
F(x|y) = / ye Wdt; Gly|z) = / re Mt
0 0

Donc a laide d’un échantillonneur de Gibbs si u, et v, sont des nombres
aléatoires issus d’une loi uniforme U (0, 1), I’échantillon peut étre calculé a l'aide
des relations

Tpy1 = _y_ log uy; Yntl = — log vy, .

n anrl

Par exemple en utilisant les nombres aléatoires

Unp, Up,

0,864 289 0,550 899
0,004 736 0,406 955
0,975364 0,976 381
0,082 672 0,695 312
0,253 519 0,212 330
0,159 700 0,140 474
0,593 694 0,440 392
0,900 385 0,931 119
0,941 360 0,586 161
0,360 221 0,972 795

Tab. 4.6. Nombres aléatoires utilisés pour simuler la distribution bivariée avec
un échantillonneur de Gibbs.

a partir du point (1,1) on obtient les 10 points (0, 145;4,087), (1,309;0,686),
(0,036:0,657), (3,788;0,095), (14, 308; 0, 108), (16,938;0,115), (4, 499; 0, 182),
(0,575;0,123), (0,487;1,095), (0,931;0,029), représentés dans la Figure 4.6.
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104

5 10 15

Fig. 4.6. Simulation d’une distribution bivariée avec un échantillonneur de
Gibbs.

4.6 L’algorithme de Metropolis-Hastings

Introduit dans sa forme la plus simple par Metropolis en 1953, et généralisé
par Hastings en 1970, l'algorithme qui porte aujourd’hui leur nom est une
procédure permettant de simuler un échantillon d’une distribution, univariée
ou multidimensionnelle, de variables aléatoires. Il demande que la fonction de
densité, p, soit connue, méme seulement & une constante prés. La procédure
génére un échantillon sous la forme d’une chaine de Markov ergodique, dont la
loi stationnaire est p. C’est une application d’une méthode générale connue sous
le nom de Monte Carlo Markov Chain (abrégé en MCMC dans la littérature). Il
est utilisé notamment pour I'estimation d’intégrales particuliérement complexes
(voir aussi le Chapitre 7).

L’algorithme s’appuie sur une distribution de proposition, donnée sous la
forme d’une distribution conditionnelle ¢(-|z), dont le support doit inclure celui
de p, et depuis laquelle pour tout x il est facile de simuler des échantillons fictifs
de ¢(-|z). En voici ’énumeération en toutes ses étapes :

Etape 1 : Poser n = 0 et choisir #(?) dans le domaine de p.
Etape 2 : Générer y de la distribution dont la loi est g(-|z(™).
Etape 3 : Générer u de U(0,1).

Etape 4 : On définit 2"t comme suit :

(n)
y  siu< p(g/)) q(z (Iz;)
L) _ p(z™)  q(ylz(™)

2™ autrement.

Etape 5 : Poser n =n + 1 et revenir a 'Etape 2.
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Donc dans un échantillon construit avec 'algorithme de Metropolis-Hastings
les éléments de la suite générée ne sont pas indépendants, et peuvent contenir
des valeurs qui se répétent : cela arrive si ("1 = (") dans I'Etape 4.

py)  qz™y)
p(=(™)  q(ylz(m)
I’acceptation de la valeur y proposée dans I'Etape 2.

A noter aussi que la quantité peut étre > 1, ce qui implique

La distribution de proposition peut étre indépendante, c’est-a-dire non
conditionnelle. Dans ce cas ¢(-]x) = ¢(-). Dans des nombreuses applications
elle peut étre une marche aléatoire, c’est-a-dire de la forme ¢(-|z) = = + € avec
¢ indépendant de x, comme £ ~ N(0,1). La distribution de proposition ¢ peut
avoir une forme symétrique (¢(y|z) = ¢(z|y)), comme dans le cas d’une marche
aléatoire fondée sur une loi normale. Dans ce cas Iexpression de I'Etape 4 se
simplifie en u < p(y)/p(x™).

La quantité p(y)/p(z(™) n’est rien d’autre que le rapport de vraisemblance,

p(y) az"™]y)
: p)  q(ylat™) i
que la densité p apparait dans le rapport de Hastings au numérateur et au

dénominateur facilite I'usage de l'algorithme, notamment quand p est connue
seulement a une constante prés.

et la généralisation est appelée rapport de Hastings. Le fait

A noter finalement que puisque 2(?) est choisi de maniére arbitraire, les
premiers éléments de la suite générée constituent Pallumage (burn in en anglais)
de la chaine et en général ne doivent pas étre considérés dans la suite finale.
Comme pour ’échantillonneur de Gibbs, I'algorithme de Metropolis-Hastings
produit seulement asymptotiquement des échantillons avec les qualités désirées.

Exemple 4.11 Soit p(x,y) = 1 —2? —y? si 1 — 2?2 —y?> > 0 et 0 autre-
ment. Voici comment générer un échantillon de 20 unités distribuées selon une
fonction de densité dont on sait qu’elle est proportionnelle a p, en utilisant
Ualgorithme de Metropolis-Hastings : on choisit (0 = (0,0) ; on choisit une
loi uniforme sur (—1,1) x (=1,1) comme distribution de proposition. Les coor-
données du point y = (y1,y2) sur (—1,1) x (=1,1) se trouvent sur les colonnes
y1 et yo du Tableau 4.7. Le rapport de Hastings est donc simplement le rap-
port de vraisemblance qui figure sur la derniére colonne. Ainsi, par exemple
pour déterminer V), puisque u > p(y)/p(z(?)), on a 2V = (). Dans cette
simulation on a u > p(y)/p(x™), u > p(y)/p(x®), u > p(y)/p(x®), et donc
2@ = 20 = () = (0,0). A Vitération suivante on a u < p(y)/p(zD) et
donc ) = (y§4), ygl)). En suivant lalgorithme, [’échantillon final est composé
des points dont les coordonnées figurent sur les colonnes x1 et xo du tableau. A
noter que des points sont répétés méme 4 fois.
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Y1 Y2 r(y) T z2 p(x) u py)/p(x)
0 0,418 0 0,788 1 0,204 0 0,000 0 0,000 0 1,0000 0,731 0,204 0
1 0,4416 —0,8520 0,079 0 0,000 0 0,0000 1,0000 0,526 0,079 0
2 0,993 8 0,910 3 0,000 0 0,000 0 0,0000 1,0000 0,075 0,000 0
3 0,355 8 —0,8981 0,066 7 0,000 0 0,0000 1,0000 0,945 0,066 7
4 0,2171 —0,6712 0,502 3 0,000 0 0,0000 1,0000 0,331 0,502 3
5 0,165 —0,4178 0,796 6 0,2171 —0,6712 0,5023 0,464 1,585 9
6 —0,7302 —0,3653 0,3332 0,1605 —0,4178 0,796 6 0,598 0,418 3
7 0,627 0 0,4141 0,435 3 0,1605 —0,4178 0,796 6 0,034 0,546 4
8 04201 —0,7903 0,191 1 0,627 0 0,4141 0,4353 0,728 0,439 1
9 0,203 5 0,2154 0,912 1 0,627 0 0,4141 04353 0,778 2,095 4

10 0,4778 —0,5412 0,478 7 0,203 5 0,2154 09121 0,810 0,524 8
11 —0,4076 —0,2209 0,785 0 0,203 5 0,2154 09121 0,811 0,860 6
12 —0,576 1 04879 0,4299 —0,4076 —0,2209 0,7850 0,953 0,547 7
13 0,728 6 0,1003 0,4590 —0,4076 —0,2209 0,7850 0,051 0,584 7
14 0,757 4 0,995 8 0,000 0 0,728 6 0,100 3 0,4590 0,913 0,000 0
15 —0,290 3 0,156 9 0,891 0 0,728 6 0,1003 0,4590 0,067 1,941 1
16 0,302 7 0,8235 0,2300 —0,290 3 0,156 9 0,8910 0,419 0,258 1
17 —0,5512 —0,6708 0,2461 —0,290 3 0,156 9 0,8910 0,575 0,276 2
18 —0,5489 —0,6013 03370 —0,290 3 0,156 9 0,8910 0,056 0,378 2
19 0,8524 —0,7254 0,0000 —0,5489 —0,6013 0,3370 0,685 0,000 0
20 —0,5489 —0,6013 0,3370

Tab. 4.7. Tableau de simulation pour un échantillon fictif dont la loi conjointe
est proportionnelle & 1 —x? —1?, construit a I’aide de I’algorithme de Metropolis-
Hastings.

Dans les Chapitres 6 et 7 nous montrons d’autres applications de 'algo-
rithme de Metropolis-Hastings, permettant en particulier une approche par
simulation pour le calcul de certaines intégrales elliptiques.

4.7 Echantillonnage

L’échantillonnage traite, définit et étudie les méthodes de sélection de sous-
ensembles de populations dont on désire estimer un certain paramétre, que 'on
ne peut pas mesurer sur la population entiére.

La population est composée d’un nombre N d’unités définies sans ambiguité,
identifiables et indexables (numérotables) de 1 & N.

A chaque unité est associée une valeur d’une variable X . Les données obser-
vées sont les valeurs prises par la variable X sur chaque individu d’un échan-
tillon de taille n de la population. La procédure de sélection de n unités de
la population, formant un échantillon, est appelée plan d’échantillonnage (en
anglais sample design). Un plan est déterminé par la donnée d’une loi de proba-
bilité définie sur ’ensemble de tous les échantillons. Dans la pratique, un plan
d’échantillonnage peut aussi étre décrit par une régle de sélection des n unités
et non par la loi de probabilité définie sur tous les échantillons.

Plus généralement, le principe de 1’échantillonnage est donc d’utiliser les
informations d’un échantillon pour en tirer des informations sur la population.

Dans ce paragraphe nous passons en revue les notions de base de I’échan-
tillonnage, pour voir dans le paragraphe suivant le rééchantillonnage, une pro-
cédure qui permet d’étudier des propriétés structurelles complexes a partir d’un
échantillon méme de taille modeste.
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4.7.1 Echantillonnage aléatoire sans remise

Soit N la taille d’'une population finie & échantillonner. Le plan d’échan-
tillonnage sans remise consiste & sélectionner un échantillon de n unités parmi

N . . . .
tous les < n ) échantillons, de maniére a ce que tous les échantillons aient

la méme probabilité d’étre sélectionnés. Cela équivaut a choisir les n unités les
unes apres les autres au hasard parmi les unités indexées par {1,2,..., N}, et
en les sélectionnant pour ’échantillon final seulement si elles n’ont pas encore
été choisies.

Ainsi la probabilité que la k™€ unité de la population appartienne a I’échan-
tillon est égale & n/N, et est la méme pour chaque unité. La probabilité de sé-
lection d’un échantillon particulier de n unités distinctes est, quant a elle, égale
N\

n

uniformément distribués sur {1,..., N}.

. La sélection est généralement faite a l’aide de nombres aléatoires

4.7.2 Echantillonnage aléatoire avec remise

Le plan d’échantillonnage avec remise consiste & former un échantillon
comme une liste de n unités de telle sorte que les unités soient choisies les
unes apreés les autres parmi toutes les unités possibles et de maniére aléatoire,
donc avec probabilité 1/N, tout en gardant la possibilité de sélectionner éven-
tuellement plusieurs fois la méme unité dans I’échantillon. La probabilité qu’une
unité appartienne a I’échantillon sélectionné est donc : p =1 — (1 — 1/N)™. A
noter que dans le cas d'un échantillon avec remise il convient de garder les
éléments de I'échantillon dans ordre dans lequel ils ont été choisis (Sérndal,
1992) : un échantillon issu d’un plan d’échantillonnage avec remise n’est pas
un sous-ensemble de la population. Toutefois il peut déterminer par réduction
un sous-ensemble de m < n unités distinctes.

Exemple 4.12 On dispose d’une population de taille N = 100 dont les uni-
tés sont indexées avec les nombres entiers de 1 a 100. Comment générer un
échantillon de taille 25 issu d’un plan d’échantillonnage avec remise ¢ Et sans
remise ¢

Pour N = 100, n = 25, la suite de nombres pseudo-aléatoires de la Table 4.8
détermine I’échantillon qui sera composé des unités indexées dans ’ordre par les
nombres 40, 14, 15, 92, 63, 98, 22, 69, 16, 87, 90, 98, 83, 38, 79, 49, 61, 4, 90, 83,
12,70, 44,91, 35. Le nombre 0,395 326 simule I’élément 40 ; le nombre 0,132 467
I’élément 14 et ainsi de suite. A noter que certaines unités sont sélectionnées
plusieurs fois.
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0,395 326 0,892 030 0,113 373
0,132 467 0,976 945 0,697 203
0,148 880 0,829 858 0,433 949
0,016 417 0,370 981 0,905 937
0,622 784 0,788 620 0,346 952
0,076 908 0,486 565 0,301 489
0,218 581 0,603 469 0,819 012
0,687 608 0,036 195 0,660 974
0,158 074 0,894 422 0,867 319
0,867 026 0,821 761 0,091 507

Tab. 4.8. Nombres aléatoires uniformes en [0, 1]. Dans I’'Exemple 4.12 ils sont
utilisés pour un plan de sondage sans remise et pour un plan de sondage avec
remise.

Dans le but de générer un échantillon de 25 nombres aléatoires entre 1 et 100
selon un plan d’échantillonnage sans remise, la méme suite va générer I’échan-
tillon des unités dont l'indice est donné par les nombres 4, 12, 14, 15, 16, 22, 31,
35, 38, 40, 44, 49, 61, 63, 67, 69, 70, 79, 82, 83, 87, 90, 91, 92. A noter que dans
les 25 premiers nombres aléatoires il y avait 2 nombres aléatoires entre 0, 82 et
0,83; entre 0,89 et 0,90 et entre 0,97 et 0,98. Cela nous a obligé d’ignorer les
doublons pour considérer les 26°, 27°¢ et 28° nombres aléatoires pour compléter
I’échantillon.

Si 'on veut obtenir un échantillon de taille 25 d’une population de taille
100, tiré d'un plan d’échantillonnage sans remise en utilisant le logiciel R, I'ins-
truction & donner est :

sample(c(1 :100),25)

Pour un plan d’échantillonnage avec remise :
sample(c(1 :100),25,replace=TRUE)

4.7.3 La distribution d’échantillonnage d’un estimateur

Pour estimer un paramétre 0 associé a une population de taille N, il faut
procéder en sélectionnant un échantillon de taille n < N d’unités de la popula-
tion, (y1,...,Yn). On calcule une approximation du vrai parameétre a partir des
individus composant I’échantillon. Cette approximation se calculant sur la base
d’un sous-ensemble particulier, il est trés probable qu’en sélectionnant un autre
échantillon, on obtient une estimation différente. Il s’ensuit que 'estimateur du
paramétre inconnu est une variable aléatoire distribuée selon une certaine loi.
En tirant beaucoup d’échantillons de la population globale, on obtient des réa-
lisations d’une variable aléatoire, représentées par ’estimateur, que ’on note
é(yl, vy Yn). Le symbole « * » sur le 6 indique qu’il s’agit d’un estimateur
de 6. Selon l'aspect auquel on s’intéresse, un estimateur peut étre vu comme
variable aléatoire ou comme une fonction de n variables.
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Distribution d’échantillonnage d’une moyenne

A titre d’exemple, soit (yi,...,%,) un échantillon de taille n ou chaque
élément (ou unité) est indépendant et identiquement distribué selon une loi
normale N (i1, 02). Le rapport entre la taille de 1’échantillon n et la taille de la
population est 0 ou négligeable. Dans cette approche les plans d’échantillonnage
avec remise et sans remise coincident. Rappelons qu’un estimateur est dit sans
biais lorsque son espérance est égale a la vraie valeur du paramétre pour lequel
Iestimateur a été construit. Considérons par exemple la moyenne arithmétique
d’un échantillon

1
y=—(+-+un)
n

Pour les différents échantillons, la fonction Y qui associe & chaque échantillon
(y1,-..,Yn) la valeur 7, est un estimateur sans biais de la moyenne de la po-
pulation. En fait, la somme de variables aléatoires normales suit aussi une loi
normale : si y; ~ N (p, 02),

Zyi NN(”/%”UQ) :
i=1

En divisant la somme par n, on obtient :

Y~ N (/1'7 JQ/n)
et donc, en tant que variable aléatoire, £(Y) = p. On a ainsi déterminé la
loi d’échantillonnage de la moyenne arithmétique pour le cas ou 1’échantillon
provient d’une loi normale.

Supposons que la distribution de ’échantillon soit inconnue. Le théoréme
central limite (voir Théoréme 2.1) permet d’affirmer que, pour n suffisamment
grand, la distribution échantillonnale de la moyenne arithmétique est approxi-
mativement normale, quelle que soit la distribution de départ. La moyenne de
cette distribution échantillonnale sera égale a la moyenne de la population, et
sa variance sera la variance de la population divisée par n, o2 /n.

En général, on a les propriétés suivantes pour la distribution d’échantil-
lonnage des moyennes et pour n suffisamment grand :

(a) soit p la moyenne de la population globale, et i la moyenne de la dis-
tribution d’échantillonnage des moyennes. Alors pi = 11, quelle que soit
la distribution de 1’échantillon ;

(b) soit o I'écart-type de la population globale, et désignons par o l'écart-
type de la distribution d’échantillonnage des moyennes. Alors, on peut
montrer que (Sarndal, 1992) :

02 N—n
n N—1

0= =
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Le terme (N —n)/(N — 1) est le facteur correctif utilisé pour une popu-
lation de taille finie, V. Dans le cas d’une population infinie, le facteur
correctif tend vers 1, car

N-—n

li -
N1

2
o

d’oil 02 = —.
X g

Distribution d’échantillonnage d’une proportion

Si 'on veut estimer la proportion m d’une population ayant une certaine
caractéristique, 'estimateur utilisé est le suivant :

nombre d’individus ayant la caractéristique

P= nombre d’individus dans I’échantillon

Pour n assez grand, la distribution d’échantillonnage de p est une loi normale
de moyenne u,, et de variance 012). On a alors :

(@) pp =
2
N —
(b) ng%N—_Tf,oﬁaQ:w(l—ﬂ').

Une question importante associée aux méthodes d’échantillonnage est celle
de la taille de I’échantillon. Lorsque ’on estime un paramétre 6 d’une popula-
tion par un estimateur 6 on désire que 0 soit proche de # avec une probabilité
¢élevée. Formellement, cela peut s’écrire, pour un nombre réel positif d petit :

Pr(|0 — 6] > d) < .

Pour tous les cas ot 6 est un estimateur sans biais de 8, normalement distribué,
alors :

0—10

Pr<|é—9| > 20_g) - \/m> —a,

ol z(1-g) est le 1 — «/2 quantile associé a la loi normale centrée réduite,
c’est-a-dire ®~1(1 — a/2).
Ainsi I'inégalité ci-dessus est satisfaite pour

~ N(0,1)

et

Z(1-g) - \/var (0) < d.
Donc, lorsque I'erreur d’estimation d est fixée et que var (é) est fonction de n,
on résoudra I'inéquation ci-dessus par rapport & n pour déterminer la taille de
I’échantillon.
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Cela permet de définir des intervalles de confiance pour 0 :

6 — Z(1-g)\/ var 0)<6<6+ Z(1-g)\/ var (),

ou 1 — a est le niveau de confiance, qui dans la littérature est souvent fixé a
95 %.

Exemple 4.13 Soit (y1,...yn) un échantillon aléatoire indépendant, identi-
quement distribué avec y; ~ N (i, %) pour chaque i. La moyenne arithmétique
des y; est une estimation non biaisée de p :

1 n
p= ;Zyz

=1

L’estimateur fi est normalement distribué avec i ~ N'(u, 02 /n) donc

~ g
Pr{|a—pl>za-g) )

en supposant que le paramétre o est connu.
Si o2 n’est pas connu, il peut étre estimé en utilisant un échantillon de taille

n par la formule
6'2 Z(yl - y)2

T a—1
et alors la distribution d’échantillonnage ne suit plus une loi normale, mais une
loi de Student avec n — 1 degrés de liberté (Dodge, 1999). Cette distribution

est comparable & une distribution normale pour n grand.

Exemple 4.14 On veut estimer la proportion de la population ayant une cer-
taine caractéristique, par exemple la proportion de gens chez qui on a décelé
certains symptomes d’une maladie. On désigne par « 1 » la présence des symp-
tomes et par « 0 » labsence. On considére alors l'estimateur :

nombre de « 1 » dans ’échantillon

taille de ’échantillon
Lorsque la taille de D’échantillon est suffisamment grande, la distribution
d’échantillonnage de p suit une loi normale de moyenne p, et de variance o ;
p désigne la proportion des individus, dans la population globale, ayant la ca-
ractéristique voulue. On a :
s, 02N-—n

e

olt 02 est la variance correspondant & la population globale, 02 = 1, (1 — p,).

Ainsi on a :
. 02N —n
Pr||p—pl>za-g) gl Bl
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Pour les cas ou certaines unités de la population ont des probabilités diffé-
rentes d’étre sélectionnées, le choix se fait par simulation de lois discrétes.

Exemple 4.15 Supposons que l’échantillonnage s’effectue avec remplacement
-ieme

et qu’a chaque tirage la probabilité p; de sélectionner la i unité de la popu-
lation est donnée par :

3 . N . 2N

ﬁ Z—l,...,goul—?+1...N
Pi =

3NN

ON Z—3 sy 3

La taille de la population est N = 120. On veut simuler un échantillon de
10 unités. Pour un plan d’échantillonnage avec remplacement, on utilise la
méthode d’inversion pour les lois discrétes. Ainsi on génére d’abord 10 nombres
aléatoires distribués selon U(0, 1). On sélectionne I'unité 1 de la population si
le nombre aléatoire est compris entre 0 et 1/160 ; 'unité 2 de la population si le
nombre aléatoire est compris entre 1/160 et 1/80 et ainsi de suite jusqu’a l'unité
N/3 = 40. Pour 7 entre 41 et 80, la probabilité est double. Ainsi I'unité 41 est
choisie si le nombre aléatoire se situe entre 1/4 et 1/4 4 1/80.

Supposons que les nombres aléatoires uniformes dans [0, 1] soient : 0,512 4,
0,862 9, 0,809 0, 0,022 0, 0,392 9, 0,606 8, 0,257 6, 0,511 3, 0,128 5, 0,844 2. Les
unités sélectionnées sont alors respectivement les unités : 61, 99, 90, 4, 52, 69,
41, 61, 21 et la 96. A noter que 'unité 61 a été choisie deux fois, ce qui est tout
a fait permis, s’agissant d’un échantillonnage avec remise.

4.8 Reééchantillonnage

4.8.1 Le principe

A Dorigine les méthodes de rééchantillonnage ont été développées pour es-
timer le biais et la variabilité d'un estimateur sans faire d’hypothéses sur la
distribution de probabilité de la population dont on estime un paramétre.

Le principe de ces méthodes est fondé sur 'utilisation répétée de I’échantil-
lon de départ en le divisant, en supprimant, ou encore en répétant des ob-
servations pour obtenir plusieurs valeurs de ’estimateur permettant le calcul
empirique d’'une moyenne et d’une variance.

Formellement, considérons n variables aléatoires X; indépendantes iden-
tiquement distribuées selon la fonction de répartition F(x;0) dépendant du
paramétre 6. Les méthodes de rééchantillonnage permettent une étude des pro-
priétés et caractéristiques d’un estimateur 7,, = T, (X1,...,X,) de 6. Dans
les cas simples, il est possible d’expliciter I'espérance et la variance de T,, et
d’en proposer des estimateurs comme il a été fait dans le paragraphe précé-
dent. Dans le cas général, il est impossible d’obtenir la distribution exacte de
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T, si la fonction de répartition F' n’est pas connue. On doit donc utiliser des
approximations; les approximations asymptotiques ne sont pas toujours per-
formantes pour des échantillons de taille raisonnable ; des approximations plus
satisfaisantes, connues comme approximations d’Edgeworth (Hall, 1992), sont
généralement difficiles & calculer ou & utiliser.

Les méthodes de rééchantillonnage offrent une solution alternative dans la
recherche d’approximation de la distribution de T),.

4.8.2 Le bootstrap

Le principe de la méthode bootstrap, introduite par Efron (1979) et rendue
populaire par Efron et Tibshirani (1993), est le suivant : & partir d’un échan-
tillon de n variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes et identiquement dis-
tribuées selon la fonction de répartition F'(z,6), on construit une fonction E,
estimant F. Si F), est proche, dans un certain sens, de F' on étudie les pro-
priétés de T, (X1, ..., X,,) estimateur de 6 sous la loi F),. Plusieurs choix sont
possibles pour Fn, le plus simple étant la fonction de répartition empirique des
observations notée F,,. Le choix F,, = F,, donne la version du bootstrap la plus
étudiée, appelée parfois bootstrap naif.

Le calcul explicite de la distribution de T, (Xq,...,X,) sous F, n'étant
pas toujours possible, on recourt & la simulation en générant des échantillons
indépendants de loi F,. Pour le bootstrap naif, un tirage avec remise de n
valeurs dans I’ensemble des observations donne un échantillon bootstrap noté
X* ={z7...,z}} pour indiquer que ces valeurs ont été obtenues par un tirage
avec remise de I’échantillon de départ X = {x1,...,2,}. Les N échantillons
bootstrap permettent de calculer N valeurs de la statistique T,, utilisées pour
construire une approximation de la distribution de T,, (X7, ..., X,).

La popularité des méthodes bootstrap est liée aux propriétés de la moyenne
bootstrap, généralisées a des statistiques s’exprimant comme des fonctions des
différents moments. Il est clair que la moyenne bootstrap, en elle-méme, n’est
pas utile, mais les résultats obtenus montrent I'intérét du bootstrap. En effet,
il est possible de montrer, sous quelques hypothéses concernant I’existence des
moments des variables considérées, que la distribution bootstrap de la moyenne
a un comportement comparable & I"approximation asymptotique.

En utilisant les quantiles de la distribution bootstrap, il est possible de
construire des intervalles de confiance pour un paramétre 6. En notant F) la
distribution bootstrap empirique de T, (X1,...,X,), c’est-a-dire :

N
y 1
Er(t) = ~ Zth(Xi*)(t)’
i=1

ot X7 = {x} ..., x% } est le i®m° échantillon bootstrap et

1 sit>T,(X7)

hr, (x+(t) =
0 sinon.
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Le a-quantile de cette distribution est défini par :
an(a) = F; ()

et 'on approximera l'intervalle recherché par [} («/2); ¢ (1 — a/2)].
Notons encore que ’on peut aussi construire des tests bootstrap en détermi-
nant les valeurs critiques selon le principe ci-dessus.

Exemple 4.16 La population de laquelle [’échantillon de taille 20 ci-dessous :
51,45,49,66, 53,41, 58,56, 60,63, 75,89, 73,84, 66,85, 73,71, 78,65,

a €té tiré a une distribution inconnue. On veut trouver un intervalle de confiance
@ 95 % des moyennes échantillonales (pour échantillons de taille 20).

Pour cela, nous allons bootstraper cet échantillon. Cela veut dire que nous
allons rééchantillonner cet échantillon en un certain nombre N d’échantillons
avec remise de taille 20, a partir desquels nous calculons la variance des moyennes
et les intervalles de confiance empiriques a 95 %. Nous allons considérer les cas
N = 50,200, 1 000, et 5000. Les variances S?(z") sont calculées selon la for-
mule usuelle de I'estimateur sans biais d’une variance :

— =1
SNy ="
(V) =
ot ZF est la moyenne de 7M€ échantillon bootstrap X et #V est la moyenne
AN 1 e
de ces moyennes : T = + > T}.
Pour l’estimation des variances on obtient :

N 50 200 1000 5 000

S2(zN) 976149 9,146 84 8,757 24 8,618 86

Tab. 4.9. Estimation bootstrap d’une variance selon le nombre N d’échan-
tillons.

Pour l'estimation des intervalles de confiance [a, b] :

N a moyenne b

50 59,35 64,812 70,95

200 59,37 65,043 70,70
1000 59,40 65,001 70,95
5000 59,25 65,052 70,80

Tab. 4.10. Estimation bootstrap des intervalles de confiance a 95 % selon le
nombre N d’échantillons.
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Ces résultats peuvent étre comparés a ceux que 'on obtient par des mé-
thodes de statistique inférentielle classique. Ceux-ci nous donnent une moyenne
de I’échantillon de base de 65,05, et une estimation non biaisée de la variance
de la population qui est donnée par

S? = ((51—65,05)% 4 (45 — 65,05)% + (49 — 65,05)% + (66 — 65,05)%+
+(53 — 65,05)% 4 (41 — 65,05)% + (58 — 65,05)% + (56 — 65,05)?+
+(60 — 65,05)% 4 (63 — 65,05)% + (75 — 65,05)% + (89 — 65,05)?+
+(73 — 65,05)% 4 (84 — 65,05)% + (66 — 65,05)% + (85 — 65,05)?+
+(73 — 65,05)% 4 (71 — 65,05)% + (78 — 65,05)% 4 (65 — 65,05)%) /19

= 184, 366.

L’intervalle de confiance pour la moyenne est alors a la troisiéme décimale prés :

/81,366 /T81,366
V20 V20

Comme on le voit, 'intervalle de confiance bootstrap est meilleur.

(65,05 — 2,086 ,65,05 4 2,086 ) ~ (58,716 6;71,383 4).

Exercices

4.1 Comment peut-on générer, a partir de nombres uniformes sur 'intervalle
[0,1], 20 réalisations des lois de probabilité suivantes :

(a) exponentielle de moyenne 30 ;
(b) uniforme sur lintervalle [—1,4];
(¢) binomiale avec paramétres n =4 et p = 0,6;

(d) Poisson de parameétre 4.

4.2 La cible d’un jeu de tir est composée de cercles ayant le méme centre, de
rayon 1, 2 et 3. Si un tireur marque un tir a U'intérieur du cercle central,
il marque 10 points; entre le premier et le deuxiéme il en marque 5 ; entre
le deuxiéme et le troisiéme il en marque 2 ; il ne marque pas de points si
le tir est a 'extérieur du troisiéme cercle.
Imaginons un systéme de coordonnées centré sur la cible, ou (0,0) est le
point au centre de la cible. Un tireur a a sa disposition 5 tirs pour faire
un maximum de points, et les tirs ont des coordonnées (z,y) avec z et
y variables aléatoires normales de moyenne 0 et de variance 4. Simuler
a l'aide d’une table de nombres aléatoires uniformes 6 jeux de tirs au
moyen de la transformation de Box et Muller. Quel est le score moyen
ainsi obtenu 7

4.3 Une distribution de points sur la région R = {(z,y), * > 0,y > 0} est
telle que les variables aléatoires X et Y représentant les deux coordonnées
x,y satisfont aux conditions suivantes :

fxy=y(z) = y?e " pourz >0
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4.4

4.5

4.6

et
2 mzy

fY\X:z(y) =uz"e pour y > 0.

A partir d’un point de votre choix (par exemple le point (o, yo) = (1,1))
et a ’aide de nombres aléatoires de votre choix, utilisez un échantillonneur
de Gibbs pour simuler un échantillon de 10 points de R conforme aux
distributions conditionnelles données.

Un générateur de nombres binaires aléatoires a donné la suite suivante :
1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,1,1,0,1,0.

(a) Comment peut-on transformer cette suite en une suite de nombres
aléatoires ayant une distribution uniforme dans l’ensemble discret
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} 7

(b) Sur la base de ces 20 nombres binaires aléatoires, combien de nombres
aléatoires entre 0 et 9 peut-on ainsi obtenir ?

L’équipe de football A marque en moyenne 2 buts par match. L’équipe
B en marque en moyenne 1,5.

(a) Simuler 5 matchs entre A et B.

(b) Exprimer la probabilité que B gagne et calculer une approximation
au milliéme.

Un générateur de nombres pseudo-aléatoires censé donner des nombres
en accord avec la loi uniforme U (0, 1) donne 30 nombres entre 0 et 1 dont
la moyenne est 0,439 294. La valeur de la moyenne est-elle suffisamment
éloignée de 0,5 pour dire que c’est un mauvais générateur 7 Motivez votre
réponse.



Chapitre 5

Tests d’hypothéses et
nombres aléatoires

5.1 Introduction

En simulation, il est souvent question de créer des échantillons fictifs pour
étudier le comportement de certaines variables qu’il serait difficile d’étudier
avec une approche déterministe. Les échantillons ainsi créés, chacun suivant
une distribution opportune, sont supposés dans un certain sens reproduire la
réalité.

Il est donc important pour le chercheur de savoir au préalable a quelles
distributions obéissent les variables qui composent un phénoméne & simuler.
Si, par exemple, on veut simuler une file d’attente & un guichet de banque
entre 8 h et 12 h, peut-on vraiment supposer que les clients arrivent de maniére
aléatoire de sorte que les temps entre une arrivée et la suivante soient distribués
selon une loi exponentielle négative 7 Ou cette loi, plutdt complexe, demande-t-
elle la prise en compte de facteurs contingents comme la cadence des transports
publics proches de la banque ? Quoi qu’il en soit, le chercheur, avant d’effectuer
une simulation, doit étre certain d’utiliser la bonne distribution pour simuler
des échantillons fictifs.

Pour décider quelle distribution il va utiliser, le chercheur va se fonder sur
des registres ou des fichiers électroniques répertoriant des événements passés,
comme les moments exacts des arrivées des clients & un guichet. Ces données
sont ensuite utilisées pour en faire un test. Le chercheur va par exemple tester
si dans le passé I'ensemble des temps d’interarrivée des clients s’est distribué
selon une loi exponentielle négative ou non.

La procédure de test est donc, a I'inverse d’une simulation, un moyen qui
part d’échantillons déja constitués pour arriver aux lois qui en sont a la base.
Ces lois sont ensuite utilisées pour des simulations sur un plus long terme, ou
sous des conditions que le commanditaire de I’enquéte voudrait explorer.
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Ce chapitre est consacré aux tests d’hypothéses. Dans un premier temps,
nous nous intéresserons a des tests d’équidistribution. Ces tests ont joué un
role dans la traque aux défauts des premiers générateurs de nombres pseudo-
aléatoires. Ensuite nous allons passer en revue des tests plus complexes, comme
celui de Kolmogorov-Smirnov ou d’Anderson-Darling qui s’appliquent a des
distributions arbitraires.

5.2 Tests d’hypothéses

Dans beaucoup d’investigations statistiques, nous sommes amenés a fixer
une valeur préalable d’une caractéristique de la population et & confirmer ou a
infirmer cette valeur a I’aide des résultats obtenus a partir d’un échantillon. Un
candidat aux élections qui emploie un sondage pour connaitre les chances de sa
réussite veut, en effet, savoir si la proportion de la population qui votera pour
lui dépassera ou non la barre des 50 %. Les résultats obtenus sur I’échantillon
lui permettront le cas échéant de confirmer son idée (il bénéficiera de plus de
50 % des voix).

Lorsque les résultats de I’échantillon différent considérablement de la valeur
de référence (50 % dans le cas mentionné ci-dessus) il est facile de tirer des
conclusions dans un sens ou dans 'autre. Toutefois, il arrive fréquemment que
la différence entre les résultats statistiques et la valeur de référence ne soit
pas trés grande. Dans ce cas, la bonne décision ne s’impose pas d’elle-méme.
Dans 'exemple précédent, si I’étude sur un échantillon représentatif donne un
pourcentage de 70 %, le candidat pourrait, sans plus d’information, conclure
qu’il a de fortes chances de bénéficier de plus de 50 % des voix. En revanche, si
le pourcentage échantillonnal n’est que de 52 %, la conclusion n’est plus aussi
évidente.

Les caractéristiques d’une population sont souvent exprimées en termes de
moyenne, de variance ou de pourcentage. Ces parameétres sont du type quan-
titatif. Les tests d’hypothéses vont nous permettre soit d’accepter I’hypothése
de départ concernant la valeur du parameétre en question, soit de la rejeter.
Dans les paragraphes qui suivent nous allons étudier les tests d’hypothéses sur
la moyenne d’une population et sur le pourcentage d’individus possédant une
caractéristique donnée dans une population.

A titre d’exemple, prenons le cas suivant : nous savons, d’aprés des études
pédagogiques, que, pour une bonne compréhension des matiéres enseignées,
les étudiants de l'université devraient consacrer environ 45 heures de travail
par semaine, avec un écart-type de 9 heures, selon les disciplines. La valeur
« 45 heures » représente notre hypothése de départ afin d’examiner si la situa-
tion actuelle différe sensiblement ou non de cette opinion. Nous prenons un
échantillon aléatoire de 36 étudiants inscrits ’année considérée a 'université,
auxquels nous posons la question : « Combien d’heures par semaine consacrez-
vous & vos études? (cours universitaires et travaux personnels inclus) ». Pour
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des questions méthodologiques, la question doit naturellement étre la méme
que celle qui a été posée lors de I'étude pédagogique de référence.

Nous comparons la moyenne de cet échantillon avec ’hypothése précédente
de 45 heures. Si la moyenne d’échantillonnage obtenue est beaucoup plus élevée
que 45 heures, nous pourrons étre amenés a croire que le nombre d’heures de
travail des étudiants est supérieur a 45. Cependant, si la moyenne de 1’échan-
tillon n’est que faiblement plus grande, nous ne pourrons pas conclure que le
travail des étudiants de cette année est significativement supérieur & la norme,
le résultat de ’échantillon pouvant étre dit au simple hasard.

5.3 Définitions et rappels

Les hypothéses a tester concernent en général un paramétre de la distribu-
tion de la variable aléatoire étudiée. On rencontre deux types d’hypothéses que
dans la littérature on dénote par :

Hy : Thypothése nulle
H, : Thypothése alternative.

Ces deux hypothéses s’excluent I'une l'autre. En général, 'hypothése nulle,
Hy, énonce une propriété supposée étre établie sous des conditions ordinaires
(par exemple, elle a été vérifice longtemps dans le passé, ou elle s’est véri-
fice beaucoup plus souvent), ou supposée représenter des conditions d’équilibre
(par exemple, un pourcentage de 50 % pour l'acceptation d’une réforme par
referendum populaire). L’hypothése alternative représente un événement nou-
veau, ou un changement qui déséquilibre les acquis de I'hypothése nulle (par
exemple, un rendement accru par rapport au passé pour un produit financier,
ou un pourcentage supérieur a 50 % lors d’un referendum populaire ou encore
de barrage).

Une procédure de décision (a définir) aboutit & une décision qui peut étre
correcte ou non. Il existe deux types d’erreurs auxquelles on peut étre confrontés
lors d’'un test d’hypothéses : I'erreur du type I, dite aussi erreur o ou encore
erreur de premiére espéce, est commise quand H est rejetée alors que Hj est
vraie; U'erreur du type II, ou erreur 8 ou de deuxiéme espéce, est commise
quand Hj n’est pas rejetée alors que Hy est fausse.

L’erreur du type I peut étre aisément controlée, car si 'on veut que la pro-
babilité de commettre une erreur du type I soit, disons, de 0,05, il est toujours
possible de construire un test pour lequel la probabilité d’erreur du type I est
0,05. L’erreur du type II ne peut pas étre si facilement controlée, car sa proba-
bilité dépend de la nature réelle de 'hypothése Hy qui se vérifie. Une erreur du
type II est commise quand on accepte Hy alors que Hi est vraie. Mais si selon
Hi, un certain paramétre, disons pu, est tel que p > 0, la probabilité d’erreur
du type II change selon si p =1, p = 2 et ainsi de suite.
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Hj est vraie Hj est fausse
Non rejet de | Décision correcte : | Erreur type II :
H() 11—« ﬂ
Rejet de Erreur type I : Décision correcte :
HO (0% 1-— ﬁ

Tab. 5.1. Véridicité d’une hypothése et décisions. Les probabilités respectives
figurent avec les notations standard utilisées.

La probabilité de I'erreur du type I est d’habitude dénotée avec a. Celle de
Ierreur du type II avec 3.

La probabilité de U'erreur du type I est appelée seuil de signification du test.

La quantité 1 — 3, c’est-a-dire le complément a 1 de la probabilité de I'erreur
du type II, 1 — 3, est appelée puissance du test.

On peut donc écrire :

Pr(ne pas rejeter Hy | Hy est vraie) = 1 — a.

Pr(rejeter Hy | Hp est fausse) = 1 — (.

On peut montrer que si « augmente, 3 diminue.

La puissance d’un test est une fonction des différentes valeurs possibles du
paramétre selon I’hypothése Hy qui se vérifie.

La statistique du test est une variable aléatoire, fonction de 1’échantillon, et
utilisée pour la décision. Sa distribution doit étre connue supposant Hg vraie.

La région critique d’un test d’hypothéses est ’ensemble des valeurs de la
statistique du test pour lesquelles on rejette Hg. Trés souvent on fixe « et ainsi
on détermine la région critique. A noter que si a augmente, la région critique
est plus étendue.

Si la statistique du test appartient a la région critique, on rejette Hg ; dans
le cas contraire on accepte Hg. Remarquons que la décision dépend du seuil de
signification.

Exemple 5.1 On considére une population normale dont on connait I’écart-
type o = 20. Pour effectuer un test d’hypothéses sur la moyenne pu de cette
population, on préléve un échantillon de taille n = 16.

Notons T. la moyenne de l’échantillon. Les données a considérer sont donc :
X ~N(u;0%);n=16; o = 20.

(a) Les hypothéses :
Ho : =750

Hy : p # 750.
(b) Statistique du test : X. Sous U'hypothése Hy,

— 202 )
X ~ N(750; 1—6) = N(750;5%)
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et

(c) Région (valeur) critique :

a = Pr(rejeter Hy | Ho est vraie)
= Pr(rejeter Hy | p = 750)

donc :
o _ o
1—0{:Pr<u—2a/2ﬁ < Z¢ <M+Za/2ﬁ> .
(d) Valeurs critiques pour o = 0,05 :

750 4+ 1,96 - 5 = 759,8
750 — 1,96 - 5 = 740,2.

(e) Reégle de décision : Si 740,2 < T, < 759,8 alors on accepte Hy ; sinon on
rejette Hy.

Région d’acceptation

740,2 750 759,8

Fig. 5.1. La région d’acceptation (au seuil de signification o = 0,05) est déli-
mitée par les deux valeurs critiques au-dela desquelles sous I’hypothése Hy se
situe de part et d’autre une probabilité de a,/2 pour la moyenne calculée. La
fonction représente la densité de probabilité des valeurs de T pour échantillons
aléatoires de taille n sous I’hypothése Hy.

5.3.1 Puissance d’un test

Nous avons vu précédemment que la puissance d’un test est définie par la
probabilité de rejeter Hy lorsque Hy est fausse. Si § = 3(Hy) est la probabilité
de l'erreur du type II et qui dépend de la nature de Hy, la puissance est 1 —
(. Souvent I'’hypothése Hj ne représente pas une seule valeur possibile d’un
paramétre, mais un ensemble de valeurs alternatives (par exemple Hy : p > 0).

La détermination de 1 — 3, ou de (3, est difficile. Cependant, pour les hy-
pothéses alternatives simples considérées dans ce chapitre, la puissance du test
est facilement calculable.
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Exemple 5.2 Suite de I’Exemple 5.1.
f) Erreur du type II :

B = Pr(accepter Hy | Hy est fausse)

Pr(740,2 < T < 759,8 | Hy est fausse) .

Si par exemple p = 755 :

3 Pr(740,2 < T < 759,8 | pu = 755)

7402 —-755 T—p  759.8 — 755
= Pr < <
5 a/\/n 5

= Pr(-2,96 < Z <0,96)
= 0,9985—0,168 5
= 0,8300.

Quand 1 = 755 on accepte, dans 83 % des cas, Hy comme vraie alors
qu’elle ne l’est pas.

g) Puissance du test :
1 — B = Pr(rejeter Hy | Hy est fausse) .

Pour p = 755 nous avons 1 — f =1-0,8300 = 0,170 0. Cela signifie
que ce test reconnait dans 17 % des cas que Uhypothése Hy est fausse, si
la vraie valeur de p est égale a 755.

De maniéere analogue, on peut calculer la puissance du test pour d’autres
valeurs de p. Dans le Tableau 5.2, on constate que plus p s’éloigne de
=750, plus la puissance augmente. Il est évident que plus la différence
est grande entre la vraie valeur de p et celle donnée par Hy, plus on a de
chances de s’en apercevoir.

a % B 1-p
0,06 730 10,0208 0,979 2
0,05 740 04840 0,5160
0,06 745 0,8297 0,170 3
0,05 750
0,06 755 0,82097 0,1703
0,06 760 04840 0,5160
0,06 770 0,0208 0,979 2

Tab. 5.2. Seuil de confiance («), vraie valeur du paramétre testé (u),
erreur du type II (), et puissance du test (1 — 3).
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Graphiquement, on a :

Puissance

F1l

755 760 765 770 775 780 78 790 795 n

Fig. 5.2. Puissance du test : la fonction puissance ici représente la probabilité
que, pour la vraie valeur de u se situant sur I'axe horizontal, le test n’accepte
pas ’hypothése Hy : pu = 750. Les données sont celles de I’Exemple 5.1.

5.4 Tests statistiques

Nous avons vu que la loi normale a une importance centrale pour la mise
en place d’un test d’hypothese. D’autres lois sont aussi importantes que la
loi normale. Nous verrons ici quelques autres tests et les lois de probabilité
utilisées.

5.4.1 Le test du x?

Quand un résultat d’une simulation ou d’une expérience se présentant comme
un ensemble d’observations classées sous différentes catégories doit étre testé,
notamment en le comparant avec un modéle théorique, le test du x? est souvent
le premier test qui est envisagé. C’est un test qui donne une réponse a la ques-
tion de savoir si oui ou non un certain échantillon (simulé ou réel) est distribué
selon une certaine loi. Quand la taille de I’échantillon est grande, souvent la
réponse (en général en termes de valeur p) tend a étre plus nette.

Considérons une variable aléatoire X dont les valeurs sont réparties en k
classes. La variable X peut étre une variable qualitative ou quantitative dont
la distribution de probabilité est supposée connue.
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Le test du x? se fonde sur la quantité x2 calculée a partir de ’échantillon
dont on dispose selon la formule

2 (fréquence observée — fréquence théorique)2
Xe=> -

fréquence théorique

Cette statistique est une mesure de la distance entre la distribution observée

et la distribution théorique et permet d’évaluer la qualité de 'adéquation.
Considérons une expérience statistique dont le résultat de chaque essai peut

étre naturellement classifié dans une des k catégories possibles e, eo, ..., e
avec probabilités supposées étre p1, pa, ..., px respectivement. On a p; + ps +
R + pk = ]_.

Le degré d’adéquation de la distribution théorique comparé a celui de la
distribution observée se mesure par la quantité y2,

k

2
2 (i — npi)
Xe = s
ou x; dénote la fréquence observée de la catégorie e;, pour i = 1,...,k, et np;

dénote la fréquence théorique ou attendue. Soit pEObS) =z;/n.

Le test d’adéquation, au seuil de signification «, par rapport a la distribution
de probabilité définissant les p; teste les hypothéses :

bs
Hy Pl('o V= p;
Hy il existe i tel que p{°®™ # p;

et rejette Hy si x2 > x2(k—1,1—a) ou accepte Hy sinon. Puisque x?2 est sensible
a des faibles valeurs des fréquences attendues np;, il est d’usage d’imposer, le
cas échéant moyennant un regroupement de classes contigués, que np; > 5 pour
tout i =1,... k.

La quantité x? suit une distribution x? avec k — 1 degrés de liberté. Donc
ici x2(k — 1,1 — a) est la quantité critique que I'on peut lire sur une table du
x? (voir les Tables & la fin de cet ouvrage), et qui n’est rien d’autre que la
fonction de répartition calculée en 1 — o de la loi du x? & k — 1 degrés de liberté
introduite dans le Paragraphe 2.3.5.

Si la loi n’est pas complétement connue, mais est connue a 1, 2, ou m
paramétres prés, estimés a partir des observations, le nombre de degrés de
liberté, et donc le premier paramétre & utiliser dans la distribution du x?2, sera
respectivement k — 2, k — 3, k —m — 1.

Exemple 5.3 La Table 5.3 montre le nombre de naissances par jour a Genéve
en 1988 durant 52 semaines complétes (17 janvier — 29 décembre). Si les nais-
sances étaient distribuées d’une fagon strictement uniforme durant la semaine,
on devrait s’attendre en moyenne que 1/7 des naissances se produise les lundis,
1/7 les mardis et ainsi de suite pour chaque jour de la semaine. Les valeurs
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observées montrent un certain écart par rapport a ce ratio. Le probléme est de
tester si les valeurs observées respectent la loi uniforme discréte. Si ce n’est pas
le cas, la différence sera alors significative et l'on pourra dire que certains jours
de la semaine sont plus favorables que d’autres sur le plan des naissances.

Jour Fréquences Fréquences

de la observées théoriques
i semaine T; np;
1 lundi 598 604,4 =4231-1/7
2 mardi 636 604,4 =4231-1/7
3 mercredi 635 604,4 =4231-1/7
4 jeudi 662 604,4 =4231-1/7
5  vendredi 563 604,4 =4231-1/7
6 samedi 607 604,4 =4231-1/7
7 dimanche 530 604,4 =4231-1/7

total 4231 4231

Tab. 5.3. Nombre de naissances par jour de semaine. Source : Office cantonal
de statistique, Genéve.

Le test du x? donne la valeur suivante pour la mesure d’adéquation de la
distribution théorique a la distribution observée :

(@i — npy)°
X’ k; o
(598 — 604,4)% (636 — 604,4)> (530 — 604,4)2
- 604,4 604,4 et 604,4
= 20,76.

Ce calcul aurait pu étre simplifié en notant qu’en général

k

xi—niQ k X3
Z%Z(Z ,)—n

i=1 i=1 :

et dans le cas particulier ot 'ona k=7 et p; =1/7:

7 7
ol ()
) - 1
i=1 npi - T
2 2 e 2
_ 7'598 + 636° + + 530 4931

4231
20,76.




98 Premiers pas en simulation

La comparaison de la valeur calculée avec celle de la table du x? correspon-
dant au seuil de signification de 5 % et 4 7 — 1 = 6 degrés de liberté donne :

X2 =20,76 > X056 = 12,60.

Cela indique que les fréquences observées sont significativement différentes
de I’hypotheése nulle qui présume que les naissances journaliéres sont uniformes
pour chaque jour de la semaine.

En effet, il semble que le nombre des naissances le dimanche est nettement
plus bas que celui des autres jours de la semaine, en particulier les mardi,
mercredi et jeudi.

Il est important de noter que le test du x? est sensible au groupement des
catégories de la variable a étudier. En se référant a 'exemple précédent, le
groupement des journées de la semaine en jours ouvrables et week-end abou-
tirait & des résultats différents pour la valeur du test du x2, (x? = 8,03 avec
1 =2—1 degré de liberté) mais identiques quant a la conclusion. On trouve en
effet une différence significative entre les naissances qui se produisent le week-
end et celles des jours ouvrables. Mais d’une fagon plus générale, pour quelques
raisons ou par un pur hasard (dans ce dernier cas seulement avec probabilité «),
il se pourrait que la conclusion du test du y? aprés groupement soit contraire
a celle fondée sur le test du x? sans groupement.

Voici un autre exemple ol la distribution théorique de la variable aléatoire
X n’est pas une distribution uniforme.

Exemple 5.4 Des clients arrivent a un guichet selon un modéle ou la fréquence
horaire des clients X est la suivante :

X=i 0 1 2 3
pi=Pr(X=1) 1/8 1/2 1/4 18

Tab. 5.4. Modéle de variable aléatoire qui décrit les arrivées a un guichet.

Sur une semaine de test pendant laquelle le guichet est resté ouvert 48 heures,
les fréquences observées ont été les suivantes :

7 fois 0 client
20 fois 1 client
12 fois 2 clients

9 fois 3 clients

Tab. 5.5. Les fréquences observées dans la période de test sont comparées avec
le modéle assumé (voir Tab. 5.4.)

Peut-on dire que les clients sont arrivés selon le modéle supposé ¢
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Nous avons ici 4 classes. L’effectif théorique de chaque classe est ¢; = np; ou
n = 48 est le nombre total de cas appartenant & chaque classe. Pour évaluer
la qualité de I'adéquation de la distribution observée, on calcule la statistique

k
=3 % ol k = 4 est le nombre de classes. On teste ’hypothése nulle
i=1 '

Hy:x; =np;

contre 'alternative

H, : il existe ¢ tel que x; # np; .

On a
np1=48'§=6 np3:48.i:%
npy =483 =24 nps =485 =6
d’ott

_(7-6) L0 24)? L2 12)2 L 0= 6)>2
6 24 12 6

oN

~ 2,333,

On compare cette valeur a la valeur critique d’une loi du chi-carré 4 4—1 =3
degrés de liberté, au seuil de signification a = 0,05 ce qui donne y? = 2,333 <
7,81.

On accepte 'hypothése Hy et ainsi nous pouvons conclure que la distribu-
tion de la population dont est issu I’échantillon observé ne différe pas de la
distribution théorique modélisée.

Nous avons vu que la statistique

k 2
T; — np;
=y )

o
i=1 pi

permet de mesurer une distance entre I’ensemble des fréquences observées x;
et I'ensemble des fréquences attendues np; d’une variable aléatoire dont les
valeurs sont réparties en k classes.

Une application importante du test du x? concerne les générateurs de
nombres pseudo-aléatoires. Les nombres générés peuvent facilement étre assi-
gnés a des classes dont 'effectif théorique est en général facilement calculable.

Exemple 5.5 Une variable aléatoire binomiale de paramétres (6;0,23) a été
simulée par un ordinateur. Les résultats d’une simulation de 250 observations
sont groupés dans le Tableau 5.6 :
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bin(6;023) 0 1 2 3 4 5
i 40 90 77 30 10 3

6
0

Tab. 5.6. Les fréquences observées d’'un générateur de variable binomiale &
tester.

Par construction des données un choix naturel de la probabilité p est 0,23,
valeur qui ici n’est pas estimée a partir des observations.

Ces données peuvent-elles étre considérées comme engendrées par une loi
binomiale de paramétres n =6 et p = 0,23 ¢

Un test d’adéquation permet d’apporter une réponse a la question. Le test
du x?, au seuil de signification & = 5 %, donne une valeur espérée pour les
classes 5 et 6 inférieure & 5. Donc il est judicieux de former une seule classe
composée des valeurs 4,5 et 6, pour ’ensemble desquelles la valeur espérée est
environ 7. Le nombre de degrés de liberté est 4, et le x? calculé est égal a
9,007 3, qui est inférieur a X%0705;4) =9,49.

Donc I'hypothése selon laquelle le générateur a correctement généré les
nombres aléatoires permettant de simuler la loi bin(6;0,23) n’est pas rejetée.

5.4.2 Le test de Student et le test de Fisher

Le test de Student est un test classique en statistique inférentielle, et il est
utilisé pour tester si la moyenne d’un échantillon de taille modeste (n < 30)
est égale a une valeur prédéfinie p. Ce test est utilisé aussi pour tester I’égalité
des moyennes de deux populations d’ott deux échantillons de taille modeste
sont tirés. La statistique du test est celle qui est définie au Paragraphe 2.3.6.

Exemple 5.6 Considérons un probleme de file d’attente. En supposant que le
temps d’attente dans une file donnée est une variable aléatoire distribuée selon
une loi normale, on aimerait déterminer si le temps moyen d’attente est égal a
8,5 minutes ou a plus de 8,5 minutes.

On est donc en présence d’un test unilatéral pour les hypothéses

Hy:p=285
Hy:p>85.

Afin de prendre une décision statistique en faveur d’une des deux hypo-
théses, on est amené & prendre un échantillon de taille n dans la population
concernée. Différentes contraintes nous ont obligés a prendre un échantillon de
taille n = 16, pour lequel nous avons observé une moyenne égale & 9,2 et un
écart-type égal a 1,4. La valeur observée de la statistique de Student est ainsi
égale a 2, valeur qui conduit au rejet de Hy au niveau de signification o = 0,05.
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Un autre test trés utilisé en statistique inférentielle est le test de Fisher, qui
se fonde sur la statistique définie au Paragraphe 2.3.7. Il est utilisé par exemple
en analyse de variance quand 1’égalité des moyennes de plusieurs populations
doit étre testée a I’aide d’échantillons tirés de chaque population. Dans une telle
situation la moyenne globale est comparée a la moyenne de chaque population,
donnant lieu a une statistique appelée moyenne des carrés entre les groupes
(M Cepnt) ; les moyennes des différentes populations sont comparées aux observa-
tions des populations respectives, produisant une statistique appelée moyenne
des carrés a 'intérieur des groupes (M Ciyg). Sous hypothése nulle d’égalité
des moyennes, ces deux statistiques, par construction, suivent des lois du x2.
Le test sur 1'égalité des moyennes se fonde sur la quantité M Cepni/M Cine qui
suit donc une loi de Fisher.

Une situation semblable se produit dans d’autres contextes, par exemple en
régression quand on veut tester le degré de signification des coefficients d’une
régression (Dodge, 1999).

5.4.3 Le test de Kolmogorov-Smirnov

Les tests d’adéquation permettent de déterminer si la distribution de pro-
babilité de la population dont on connait un échantillon est d’un certain type.

Le test de Kolmogorov-Smirnov est un test d’adéquation pour des variables
aléatoires continues. On considére donc n variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées dont la fonction de répartition F', inconnue, est conti-
nue. Notons F,, la fonction de répartition empirique définie par 1’échantillon
(x1,...,2,) ou les x; représentent des réalisations de la variable aléatoire en
question. La fonction F), est utilisée comme estimateur de F'. Nous avons :

Fo(z) = %Zhi(x),

ol
1 siz>ux;
hl(l') =
0 sinon.

On désire effectuer un test d’hypothéses concernant F'. Les hypothéses a
tester sont :

Hy : F = Fy, une fonction de répartition continue spécifiée
Hy : F#F
La statistique D,, de Kolmogorov-Smirnov est définie par

Dy, = sup |Fu() — Fo(a)] -
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Sous Hy pour n — oo, D, — 0. Ainsi on rejette Hy si D,, > c et 'on accepte
Hj sinon. La valeur de ¢ est déterminée par 1’équation Pr(D,, > ¢|Hp) = a ou
« est le seuil de signification du test. Pour n < 100 et quelques valeurs de « les
valeurs critiques ¢ sont tabulées.

De maniére équivalente on utilise la statistique de test D,, définie comme
D,, = max (D;r, D), ou

Dy = sup (Fu(2) — Fo(w))

Dy sup (Fo(w) — Fn())

Exemple 5.7 Supposons que nous voulions tester la normalité d’une suite x1,
ZTo, ..., Ty de nombres aléatoires. En ordonnant les nombres de la suite par
ordre croissant et en les mettant sous forme standard, nous obtenons une suite

ordonnée : _

-
I
\.H
E

20 =

ol

Si Uhypothése nulle est vraie, ¢’est-a-dire si les données sont mormales, alors
la fonction de répartition définie par

0 si—oo<z<zq
Fn(z) = % St 2(3) < Z(/L‘+1)7i = 1,...,’11

T stz < 2 < o0,

ne devrait pas étre significativement différente de la fonction de répartition
® d’une loi normale centrée réduite. La statistique de test est domnée par
D,, = max(D,, D), ou

D}l = max <1—CI)(Z(¢))>

1<i<n \ N

1 —1
1?%)(" (CI)(z(i)) - ) .

A noter que ce test existe aussi sous une autre forme, permettant de tester
si oui ou non deux échantillons proviennent de la méme distribution.

D-

n

5.4.4 Le test d’Anderson-Darling

Le test d’Anderson-Darling est un test d’adéquation entre la fonction de
distribution théorique d’une variable aléatoire connue méme a des parameétres
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preés, continue et la fonction de distribution empirique observée sur un échan-
tillon issu de cette variable aléatoire. Par exemple, il permet de tester si la
distribution empirique obtenue est conforme ou non & une loi normale.

Sous cet aspect, il a donc une finalité similaire a celle du test de Kolmogorov-
Smirnov. La différence principale consiste dans le fait que la statistique du test
de Kolmogorov-Smirnov est sensible davantage dans les valeurs autour de la
médiane de la distribution, tandis que le test d’Anderson-Darling est uniforme
sur toute la distribution.

Anderson et Darling ont utilisé la statistique connue aujourd’hui sous le
nom de statistique d’Anderson-Darling, notée A2, tout d’abord pour le test
de conformité & une loi de distribution dont les parameétres sont parfaitement
spécifiés (1952 et 1954). Ultérieurement, au cours des années 1960 et surtout
1970, Stephens (1974) essentiellement et quelques autres auteurs ont adapté le
test & une gamme plus large de lois de distributions dont les paramétres sont
ou ne sont pas connus.

Considérons la variable aléatoire X suivant une certaine loi ayant comme
fonction de répartition Fly (z;0) ou 6 est un paramétre (ou un ensemble de
parameétres).

Une observation d’'un échantillon de taille n issu de la variable X fournit
une fonction de répartition empirique Fj,(r). La statistique A? d’Anderson-
Darling est alors construite comme une somme pondérée des carrés des écarts
Fx(z;0) — F,,(x). Partant du fait que A? est une variable aléatoire positive
qui suit une certaine loi de distribution sur l'intervalle [0; 400, il est possible
de tester, pour un seuil de signification fixé a priori, si F,(x) est ou non la
réalisation de la variable aléatoire Fix (X;0), ¢’est-a~dire si X est bien distribuée
selon une loi de probabilité de fonction de répartition Fx (x;6).

Nous organisons les observations z1,xs,...,z, de I’échantillon issu de X
de maniére croissante, de sorte que 1 < x2 < --- < x,. Notons alors z; =
Fx(z4;0), (i = 1,2,...,n). Compte tenu des définitions précédentes, A% est
définie formellement par :

A2 — 1 <Z(2z — 1)(log(z;) + log(1 — Zn+1i))> - n.

n ;
=1

Des valeurs critiques de A? ont été tabulées et varient selon la loi de X. Ces
valeurs sont normalement intégrées dans tous les logiciels pour le calcul statis-
tique.

Nous traitons ici seulement le cas ot X suit une loi normale d’expérance p
et variance o2. Ces parameétres peuvent étre connus ou a estimer. Dans cette
situation nous pouvons dénombrer quatre cas de figure, relatifs a la connais-
sance des paramétres u et o2 (on dénote par ® la fonction de répartition de la
loi normale centrée réduite) :
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(a) p et o sont connues et Fx(x; (u,0?)) est alors parfaitement spécifiée.
Nous avons alors naturellement z; = ®(w;) on w; = (z; — p)/o;

(b) o2 est connue et ;1 est inconnue et estimée par T = 1 3" x;, moyenne de
Péchantillon. Posons alors z; = ®(w;), ot w; = (v; — T)/0;

(¢) p est connue mais o? est inconnue et estimée par s = L 3" (z; — 7)2
Dans ce cas, posons z; = ®(w;), ot w; = (z; — u)/s’;

(d) p et o2 sont inconnues et estimées respectivement par T et

52 = ni 1 <Z(xl —f)2> .

Posons alors z; = ®(w;), ot w; = (x; — T)/s.

Les lois de distribution asymptotiques de la statistique A? ont été explicitées par
Anderson et Darling pour le cas (a) et par Stephens pour les cas (b) et (¢). Pour
le cas (d), Stephens a déterminé la distribution asymptotique de la transformée
A* = A%(1,0 + 0’775 + %) de A?. Ainsi, nous disposons d’une table donnant,
selon les cas (a) a (d), pour des seuils de signification de 10 %, 5 %, 2,5 %,
et 1 %, les valeurs limites de A% (et A* pour le cas (d)) au-dela desquelles
I’hypothése de normalité est rejetée (Tab. 5.7) :

Cas Statistique Seuil de signification

0,1 0,05 0,025 0,01
(a) A? 1,933 2,492 3,070 3,857
(b) A? 0,894 1,087 1,285 1,551
(c) A2 1,743 2,308 2,898 3,702
(d) A* 0,631 0,752 0,873 1,035

Tab. 5.7. Valeurs critiques de la statistique d’Anderson-Darling dans le cas
d’une loi normale & paramétres ju et o connus (a) ; u inconnu et o connu (b) ;
p connu et o inconnu (c) ; paramétres inconnus (d).

La loi de distribution de A2 n’étant explicitée qu’asymptotiquement, le test
requiert que la taille n de I’échantillon soit relativement importante. En toute
rigueur, lorsque nous sommes confrontés aux cas 1 et 2, la distribution de A2
n’est pas connue et il faudrait procéder a une transformation du type de celle
de A2 — A*, ot A* serait susceptible d’étre déterminée. Toutefois, lorsque
n > 20, nous pouvons éviter une telle transformation et alors les données de la
table ci-dessus sont valides.

Nous avons insisté sur 'application de la statistique d’Anderson-Darling &
un test de conformité a la loi normale. Cependant, le test d’Anderson-Darling
présente I'avantage de s’appliquer avec une notable puissance sur une grande
variété de lois de probabilité (non seulement loi normale, mais aussi lois ex-
ponentielle, logistique, gamma, etc.). Cela permet, lorsque, dans un premier
temps, le test a rejeté I'hypothése selon laquelle la variable aléatoire étudiée
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suit une loi de distribution particuliére, de le réitérer par rapport a une large
gamme de distributions alternatives.

Exemple 5.8 Les données suivantes permettent d’illustrer le test d’Anderson-
Darling pour les hypothéses de normalité.

Soit un échantillon relatif a la taille (en cm) de 25 étudiants de sexe mas-
culin : le tableau suivant récapitule les observations ordonnées ainsi que les w;
et z;.

Par ailleurs, calculons T et s a partir de ces données : T = 177,36 et s =
4,98.

Soit ® la fonction de répartition normale centrée réduite. Un tableau pour
la statistique d’Anderson-Darling est compilé ci-aprés (Tab. 5.8).

Obs. x; w;=5"% 2z =o&w)

1 169 1,678 0,047
2 169 ~1,678 0,047
3170 ~1,477 0,070
4 171 1,277 0,100
5 173 ~0,875 0,191
6 173 —0,875 0,191
7174 —0,674 0,250
8 175 0,474 0,318
9 175 0474 0,318
10 175 0474 0,318
11 176 —0,273 0,392
12 176 —0,273 0,392
13 176 —0,273 0,392
14 179 0,329 0,629
15 180 0,530 0,702
16 180 0,530 0,702
17 180 0,530 0,702
18 181 0,731 0,767
19 181 0,731 0,767
20 182 0,931 0,824
21 182 0,931 0,824
22 182 0,931 0,824
23 185 1,533 0,937
24 185 1,533 0,937
25 185 1,533 0,937

Tab. 5.8. Un tableau pour le calcul de la statistique d’Anderson-Darling.

Nous obtenons alors A? ~ 0,436, dou A* = A% - (1,0 + Oé—? + %) =
A% . (1,033 6) = 0,451.

Comme nous nous trouvons dans le cas (d), pour un seuil de signification
fizé a priori a 1 %, la valeur calculée de A* est tres inférieure a la valeur tabulée
(1,035). Au seuil de 1 %, Uhypothese de normalité ne peut donc pas étre rejetée.
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5.4.5 Le test des permutations

Le test des permutations est un test d’adéquation qui est sensible a la
structure d’ordre des suites d’éléments a tester. Ainsi appliqué & des suites de
nombres réels censés provenir d’une variable aléatoire continue ou de la simuler,
il peut tester si la suite apparait suffisamment « dans le désordre » comme il
se doit.

Soit x1,z9,...,x, une suite de nombres pseudo-aléatoires censés simuler
une distribution continue (pas forcément une distribution uniforme!), et soit r
un entier. On considére les r-uples

{mrit =1,...,1}, 0<mr<n

oll m est un entier. A chaque élément du r-uple on associe son rang. On ob-
tient ainsi la permutation de ces 7 nombres qui consiste a les ranger dans l'ordre
croissant. Il y a r! permutations possibles, et la probabilité d’obtenir une de ces
permutations est de 1/r!. On compte le nombre de fois qu’apparait chaque per-
mutation possible. Le test des permutations est un test d’indépendance du x?
ou le nombre de classes d’appartenance est r!, et la probabilité d’appartenir a
une classe quelconque est p; = %,j =1,...,7.

Il est clair que la longueur de la suite doit étre suffisamment grande. Puis-
qu’un test du x? n’est fiable que si dans chaque classe le nombre espéré d’élé-
ments est d’au moins 5, la longueur de la suite doit étre d’au moins 5(r!).

5.5 Tests et qualité des générateurs

Dans le chapitre consacré aux nombres aléatoires et pseudo-aléatoires nous
avons mis en évidence quelques faiblesses des générateurs. Que 1'on utilise des
tables de nombres aléatoires ou des suites de nombres pseudo-aléatoires obte-
nues par des méthodes numériques, et selon 'usage que 1’on se propose de faire,
il est nécessaire de déterminer si les propriétés d’indépendance et de distribu-
tion sont respectées. Cette derniére remarque s’applique aussi pour des suites
de nombres pseudo-aléatoires non uniformes.

La meilleure maniére de parer & ’éventualité qu’un générateur ait un défaut
de quelconque nature est de le soumettre a une batterie de tests avant d’étre
utilisé.

Il existe une grande quantité de tests auxquels un générateur peut étre
soumis. Déja au début des années 1980 Knuth en proposait une liste, en les
divisant en tests empiriques, tests théoriques et tests spectraux. Marsaglia dans
les années 1990 a ensuite repris le flambeau, en proposant une batterie de tests,
nommée Diehard, qu'un générateur devrait passer, et en publiant un CDROM
de nombres aléatoires, qui passe ces tests. Un handicap pour une telle liste de
nombres aléatoires disponible sur un support numérique est que son utilisation
entraine une procédure de simulation lente et mobilise des grandes quantités
de mémoire vive d’un ordinateur. Parmi les tests les plus courants dans la
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littérature on retiendra encore le test du poker, le test de série sur les paires,
sur les triplets, le test du collectionneur de coupons et le test du maximum
duT.

Le nombre 7 se compose dans son développement décimal d’une suite de
chiffres qui passe tout test statistique d’adéquation (voir Tab. 5.9).

Aujourd’hui, on dispose de plus de mille milliards de chiffres décimaux,
bien plus que ceux qui entrent dans un CDROM. Cette suite garantit donc une
qualité certainement non inférieure a celle proposée par une liste de provenance
inconnue.

Test x> d D
Test d’équidistribution 4,13 9 0,903
Test de série sur les paires 92,05 99 0,677
Test de série sur les triplets 1029,43 999 0,245
Test du poker 10,54 6 0,104
Test du collectionneur de coupons 42,42 66 0,989
Test des permutations 6,69 5 0,245
Test du maximum du T’ 5,45 9 0,793

Tab. 5.9. Résultats de 7 différents tests d’adéquation fondés sur des distri-
butions de fréquences, appliqués sur les 200 000 000 premiers décimaux de T,
d’aprés Murier et Rousson (1998). Une valeur du parameétre p supérieure a 0,05
garantit le passage du test correspondant.

Toutefois d’autres générateurs, tout aussi robustes et fiables et bien plus ra-
pides, comme le Mersenne twister (Matsumoto et Nishimura, 1998 ; Nishimura,
2000) sont devenus plus populaires. Une période trés longue, une qualité en
termes d’expertise avec toutes sortes de tests statistiques, et une rapidité dans
I’exécution sont les qualités qui font aujourd’hui d’un générateur de nombres
aléatoires un bon générateur.

Si le lecteur désire en savoir plus, Pierre L'Ecuyer (2006) est I'auteur d’une
discussion compléte avec un état de I'art détaillé de toutes les techniques de
génération de nombres aléatoires et une discussion de leurs qualités et de leurs
défauts.

Exercices

5.1 On a demandé a un échantillon de 1 000 personnes de dire un nombre au
hasard entre 1 et 100. La distribution des nombres ainsi obtenus peut se
résumer dans le tableau suivant :
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Intervalle Quantité

(1-10) 130
(11-20) 100
(21-30) 107
(31-40) 98
(41-50) 102
(51-60) 105
(61-70) 90
(71-80) 85
(81-90) 90
(91-100) 93

(a) Peut-on dire que les nombres ainsi obtenus sont aléatoires ?

(b) Supposons qu’apres avoir demandé & 10 000 personnes un nombre au
hasard entre 1 et 100 les résultats soient distribués selon le tableau
suivant :

Intervalle Quantité

(1-10) 1195
(11-20) 1057
(21-30) 1 068
(31-40) 980
(41-50) 968
(51-60) 1005
(61-70) 906
(71-80) 902
(81-90) 895
(91-100) 1024

Peut-on encore dire que les nombres ainsi obtenus sont aléatoires 7
Qu’en concluez-vous ?

5.2 Pour étudier les arrivées des clients & une station de service, nous procé-
dons comme suit : 100 fois de suite, pendant un intervalle de temps de 20
minutes, nous comptons le nombre de clients qui prennent de ’essence.
Le nombre d’arrivées par intervalle et les fréquences observées ont été
reproduits dans le tableau ci-dessous :

No. d’arrivées 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Fréq. observées 2 8 14 19 20 15 11 6 3 1 0 1

(a) Calculer la fréquence moyenne des arrivées par intervalle de 20 mi-
nutes ainsi que le nombre d’arrivées par minute (\).

(b) Peut-on assimiler la distribution des fréquences observées a une loi
de Poisson ? Utiliser le test du chi-carré.
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5.3 Un générateur de nombres aléatoires U (0, 1) fournit 100 nombres selon le
tableau suivant :

Classe Quantité
0,000-0,099 17
0,100-0,199 19
0,200-0,299 15
0,300-0,399 18
0,400-0,499 23
0,500-0,599 22
0,600-0,699 24
0,700-0,799 21
0,800-0,899 19
0,900-0,999 22

Dites s’il est un bon générateur en effectuant un test opportun, en justi-
fiant votre réponse.

5.4 Soit la suite de nombres :
4,7,9,10,1,2,4,7,3,8,4,7,8,1,1,6,5,3,7,7.

(a) Tester sices 20 nombres sont distribués uniformément sur l'intervalle
[0,10].
(b) Déterminer la valeur minimale de « pour laquelle on peut rejeter
I’hypotheése nulle que I’échantillon provient d’une loi uniforme [0, 10] .
Discuter.
5.5 Huit générateurs de nombres aléatoires ont été utilisés pour générer 1 000
nombres entiers uniformément répartis entre 0 et 9. Les fréquences obte-
nues sont données dans le tableau suivant :

Nombre 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Total
Gén. 1 99 101 99 101 99 101 99 101 99 101 1 000
Gén. 2 89 110 105 88 104 96 109 101 93 105 1 000
Gén. 3 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 | 1000
Gén. 4 84 88 92 96 98 102 104 108 112 116 | 1000
Gén. 5 100 100 101 100 100 100 99 100 100 100 | 1 000
Gén. 6 76 120 98 65 135 838 114 68 98 138 | 1000
Gén. 7 89 104 91 121 115 76 93 104 109 98 | 1000
8

Gén. 100 108 92 100 108 92 100 108 92 100 1 000

(a) Commenter les résultats a laide d’un test du chi-carré.

(b) Quel(s) générateur(s) de nombres aléatoires est (sont) le(s) plus ef-
ficace(s) ?

(¢) A Taide de la méthode de congruence, générer 10 nombres aléatoires
avec les paramétres m = 100, a = 31 et xg = 17, puis commenter.

5.6 Un statisticien veut tester la bonté du générateur de nombres aléatoires
d’un logiciel statistique. Il génére 1 000 nombres censés étre aléatoires
uniformes dans l'intervalle [0, 1]. Les nombres sont ainsi répartis :
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Classe Fréquence | Classe Fréquence

0-0,1 106 | 0,5-0,6 102
0,1-0,2 80 | 0,6-0,7 103
0,2-0,3 94 | 0,7-0,8 109
0,3-0,4 100 | 0,8-0,9 100
0,4-0,5 93 0,9-1 113

(a) Dire si le générateur passe le test d’équidistribution du y2.
(b) Reproduire 'expérience a l'aide d’un logiciel de statistique.
5.7 Un statisticien veut tester la qualité d’un générateur de nombres aléa-

toires. Il génére 1 000 nombres dans 'intervalle [0, 1]. Les nombres sont
ainsi repartis :

Classe Fréquence | Classe Fréquence

0-0,1 107 | 0,5-0,6 103
0,1-0,2 81 | 0,6-0,7 104
0,2-0,3 95 | 0,7-0,8 108
0,3-0,4 105 | 0,8-0,9 93
0,4-0,5 92 0,9-1 112

(a) Diresi le générateur passe le test d’équidistribution pour des nombres
uniformément distribués sur 'intervalle [0, 1].

(b) Fournir une méthode pour générer des nombres pseudo-aléatoires et
déterminer des paramétres suffisants pour que 1’on produise un cycle
de longueur 100 000.



Chapitre 6

La méthode de Monte Carlo
et ses applications

6.1 Introduction

La méthode de Monte Carlo peut étre définie comme toute technique
numérique de résolution de problémes au moyen d’un modéle stochastique dans
lequel on utilise des nombres aléatoires. On attribue la méthode de Monte Carlo,
développée vers 1949, aux mathématiciens américains John von Neumann et
Stanislav Ulam. Ce n’est toutefois qu’avec I'avénement des ordinateurs que I'on
a pu réellement utiliser cette méthode. Quant au nom de Monte Carlo, on le
doit bien str a la capitale de la principauté de Monaco, célébre pour son casino.
En effet, la roulette est 'un des mécanismes les plus simples pour générer des
nombres aléatoires.

Dans ce chapitre, nous présentons quelques applications en simulation. L’es-
timation d’une surface, le probléme des files d’attente, ’ajustement de 'offre
d’un bien en fonction des conditions climatiques, ’estimation d’une intégrale,
la gestion de stocks et le rendement d’un investissement sont des problémes qui
peuvent étre résolus par ces méthodes.

6.2 Estimation d’une surface

Nous avons vu au Chapitre 1 comment on peut estimer une surface S a
I’aide de points aléatoires disposés autour de S selon une loi uniforme. Nous
allons revenir sur 'exemple de la région S du Chapitre 1 pour mieux saisir
cette technique. Combien de points sont nécessaires pour une estimation ? Avec
quelle marge d’erreur 7 Nous allons répondre & la question et donner aussi une
estimation avec un intervalle de confiance, dont la largeur dépend du nombre
de points choisis.
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Nous devons calculer la surface de la région S du Chapitre 1 & l'aide de
points aléatoires placés a l'intérieur du carré de coté égal a 1. Nous allons voir
maintenant comment trouver et disposer ces différents points.

Nous reportons le carré sur un systéme d’axes perpendiculaires dont ’origine
est I'angle inférieur gauche du carré.

0 ' 0

Fig. 6.1. Estimation d’une surface au moyen de points aléatoires.

Tous les N points que 'on va disposer & l'intérieur du carré auront donc des
coordonnées comprises entre 0 et 1. Il suffit par conséquent de prendre deux
variables aléatoires uniformes pour obtenir un point. En effet, le premier nombre
aléatoire sera ’abscisse et le second 'ordonnée. Pour simuler, comme il a été
fait au Chapitre 1, 40 points aléatoires sur le carré, nous avons besoin de deux
échantillons de 40 nombres aléatoires. Il ne nous reste plus qu’a compter le
nombre N’ de points qui se trouvent dans S et a calculer le quotient N ' /N.

Dans l'exemple discuté au Chapitre 1, résumé ici dans la Figure 6.1 (a),
N’ = 16, et N = 40, ce qui donne une estimation de la surface de S égale a
16/40 = 0,4.

Il est clair que si le nombre de points est plus élevé, I’estimation sera plus
fiable et plus précise. Dans la Figure 6.1 (b), 200 points sont simulés. Parmi
ceux-ci, 95 se trouvent a I'intérieur, ce qui donne une estimation pour la surface
de S de 0,475.

Ces deux estimations peuvent paraitre contradictoires. Il faut toutefois
considérer chaque point aléatoire comme une variable de Bernoulli X;. Le point
i sera a lintérieur (X; = 1) avec probabilité p = Aire (5) et a lextérieur
(X; = 0) avec probabilité 1 — p. Si 'on considére la variable Y = % Ef\il X,
une réalisation de Y est le nombre total de points a U'intérieur de S divisé par
le nombre total de points. Il va de soi que E(Y) = p = Aire (5). Mais on peut
dire plus : en effet

var (V) = %Np(l -p)= %p(l —p).
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Il est vrai que la valeur de p n’est pas connue, mais cela nous dit comment la
variance diminue avec ’augmentation du nombre N de points choisis.

Par la méme occasion on peut aussi construire des intervalles de confiance.
Pour les deux situations (N =40 et N = 200), on a ainsi

p1 =04, p2 = 0,475.

A défaut de connaitre la variance, celle-ci est estimée dans les deux situa-
tions par S? et S5 comme suit :
g2 _ 0,4-0,6 0,475 0,525
Y40 200
Les deux intervalles de confiance a 95 % sont (voir aussi le Paragraphe 4.7) :

= 0,006, S2 = ~ 0,001 25.

0,4 — 1,96/0,006 ~ 0,248 < p < 0,552 ~ 0,4 + 1,96/0,006

0,475 — 1,964/0,001 2 ~ 0,406 < p < 0,544 ~ 0,475 + 1,96+/0,001 2.

Les intervalles de confiance montrent que les deux résultats sont tout a fait
compatibles. A noter que le deuxiéme intervalle, fondé sur un nombre de points
plus que 4 fois supérieur, est large environ 0,138, soit moins de la moitié que
le premier. Cela donne une relation entre le nombre de points N et la largeur
de l'intervalle. Ainsi pour une largeur de 0,046 il faudra environ 1 800 points.
Pour une largeur de 0,002, il faudra environ 1 800 x 232 = 952 200 points, ce
qui donne une estimation du type p = py £ 0,001.

En augmentant la taille de ’échantillon de points choisis, on peut améliorer
cette estimation. En effet, plus N est grand, plus le quotient sera proche de la
surface réelle, I'idéal étant de considérer ’ensemble de la population de points
et de compter la répartition asymptotique des points. Mais ce n’est justement
pas le but de la simulation qui est de simplifier les calculs et de gagner du temps.

L’intérét de cette méthode réside dans le fait qu’elle peut étre appliquée
au calcul de surfaces pour lesquelles une formule mathématique n’existe pas,
comme c’est le cas pour une surface non réguliére en général.

6.3 Problémes de files d’attente

Un phénomeéne de file d’attente se caractérise par le fait que plusieurs clients
en méme temps demandent & étre servis. Les clients arrivent de maniére aléa-
toire et nous supposons que les arrivées sont indépendantes les unes des autres.
Le temps qui sépare deux arrivées consécutives sera appelé interarrivée. 1l se
peut que certaines interarrivées soient corrélées entre elles (par exemple, de
petits groupes de clients arrivent en méme temps, selon les horaires des trains).
Dans 'exemple qui va suivre, nous supposerons cependant que les interarri-
vées sont indépendantes. Nous savons qu’il existe des heures ou des périodes de
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pointe. Tout commercant sait qu’il y a davantage de clients juste avant Noél
par exemple. Pour étudier un phénoméne d’attente, on peut donc décomposer
la période concernée en plusieurs périodes élémentaires, telles que dans chacune
d’entre elles la loi des interarrivées soit considérée comme constante.

Le temps nécessaire pour fournir au client le service qu’il demande, la durée
ou temps de service, doit étre pris en compte dans une simulation. D’autres
éléments essentiels dans un probléme de file d’attente est le nombre de guichets
et la distribution des temps de service pour chaque opérateur de guichet.

Dans la plupart des cas, on peut considérer que la loi des interarrivées
est une loi exponentielle. C’est en effet la loi qui correspond & une fréquence
uniforme, et & des arrivées non corrélées entre elles. La densité de probabilité
qu’un temps t sépare 'arrivée de deux clients est alors égale & :

a(t) = e M

ou A représente le nombre moyen d’arrivées de clients par unité de temps. Cela
revient & dire que la probabilité p, d’observer n arrivées pendant I'unité de
temps suit la loi de Poisson :

e AN

n!

Pn =

Des hypothéses peuvent étre faites pour modéliser le phénomeéne en ques-
tion. Nous énongons les hypothéses adoptées par la suite & propos de la durée
de service :

(a) la durée de service suit la méme loi de probabilité pour tous les clients,
c’est-a-dire qu’il n’existe pas plusieurs catégories de clients;

(b) la durée de service suit la méme loi a chaque guichet, c’est-a-dire qu’il
n’y a pas de serveur plus rapide que d’autres ;

(¢) les durées de service sont indépendantes les unes des autres.

Il est clair que la loi des arrivées des clients et la loi des durées de service
étant données, plus le nombre de guichets sera élevé, plus le temps d’attente sera
court. Cependant, il faudra contrebalancer le coiit de guichets supplémentaires
avec le colit de D'attente des clients. Une attente plus grande entraine une
attractivité amoindrie qui se traduit par un manque a gagner. Par conséquent,
le probléme est de trouver le nombre optimal de guichets & ouvrir de sorte que
les clients attendent le moins possible.

Nous allons maintenant étudier un exemple complet et voir comment appli-
quer la théorie que nous venons de présenter dans ses grandes lignes.

Exemple 6.1 Le gérant d’une agence de voyages a observé que le temps de
service des employés qui recoivent les clients est distribué selon la fonction
de densité )
Ee*TIO(FQ) sit>2
ft) =

0 sinon.
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Le nombre moyen de clients est de 15. Trois guichets sont ouverts et organisés
pour que les clients (qui font une queue unique) soient servis au premier guichet
qui se libére. Le gérant désirerait savoir si l'attente des clients au guichet est
acceptable ou non (le critere étant le suivant : Uattente des clients est acceptable
si la somme des attentes de tous les clients ne dépasse pas le temps durant lequel
ces mémes clients ont été servis).

Si les temps d’interarrivée sont 1égis par une loi exponentielle, aider le gé-
rant a prendre sa décision en simulant le phénomene depuis ’heure d’ouverture
a Uheure de fermeture, une heure apreés.

Pour simuler 'arrivée (ou plutot Uinterarrivée) des clients, en sachant que
les clients arrivent avec une moyenne de 15 clients par heure (1 client toutes
les 4 minutes), nous utiliserons des nombres aléatoires u; distribués uniformé-
ment sur [0, 1], et la transformation ¢; = —4log(u;) (voir le Paragraphe 4.1.2).
Ensuite, il faut calculer la fonction de répartition des temps de service :

t

1

F(t) = / 1_0671’10(“2>dm =1-e 1002 pourt>2.
2

A T’aide d’un autre ensemble, indépendant du premier, de nombres aléatoires
distribués uniformément sur [0, 1], v;, cette fonction permet de simuler les temps
de service ¢, ;. La formule

1-— eiﬁ(ts’iim =1—-v;

donne
tsi =2 —10logu;.

Voici le résultat d’une simulation :

w; v; t; t; cumulé ts,i gui. fin 1 fin 2 fin 3 attente
0,141 0,549 7,819 7,819 7,991 1 15,810 0,000 0,000 0,000
0,897 0,442 0,430 8,249 10,144 2 15,810 18,394 0,000 0,000
0,264 0,665 5,322 13,571 6,065 3 15,810 18,394 19,637 0,000
0,502 0,284 2,749 16,321 14,561 1 30,882 18,394 19,637 0,000
0,693 0,378 1,461 17,782 11,710 2 30,882 30,105 19,637 0,611
0,582 0,271 2,164 19,947 15,048 3 30,882 30,105 34,996 0,000
0,592 0,456 2,094 22,042 9,842 2 30,882 39,947 34,996 8,062
0,062 0,346 11,067 33,109 12,612 1 45,721 39,947 34,996 0,000
0,862 0,454 0,590 33,699 9,889 3 45,721 39,947 44,885 1,296
0,342 0,133 4,290 37,990 22,103 2 45,721 62,050 44,885 1,957
0,821 0,024 0,786 38,776 38,923 3 45,721 62,050 83,808 6,108
0,328 0,724 4,456 43,232 5,221 1 50,943 62,050 83,808 2,488
0,093 0,063 9,464 52,697 29,621 1 82,318 62,050 83,808 0,000
0,505 0,488 2,726 55,423 9,171 2 82,318 71,221 83,808 6,627
0,535 0,962 2,494 57,918 2,378 2 82,318 73,599 83,808 13,303
0,481 0,917 2,926 2,864

Tab. 6.1. Résultat de la simulation : dans cette simulation 15 clients arrivent
pendant I’heure d’ouverture.

Dans le tableau de simulation ci-dessus, les deux premiéres colonnes repré-
sentent les nombres aléatoires utilisés pour simuler respectivement les temps des
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interarrivées des clients figurant sur la troisiéme colonne, et les temps de service
figurant sur la cinquiéme colonne. La quatriéme colonne représente le temps
écoulé depuis I'ouverture du guichet ; la sixiéme colonne représente le guichet
qui sert le client en question ; les colonnes 7 & 9 représentent le temps écoulé de
I'ouverture des guichets et aprés avoir servi le client respectif, pour les guichets
1, 2 et 3. La derniére colonne représente l'attente des clients.

Dans cette simulation, 15 clients arrivent avant I’heure. Seulement 8 clients
attendent quelques minutes, donc 'attente des clients est acceptable. On pour-
rait suggérer de faire 1 000 simulations et de calculer le pourcentage de cas o
Pattente des clients n’est pas acceptable (voir aussi le Paragraphe 7.2).

Le modéle M/M/1 est une simplification de la situation précédente : il
suppose des temps d’interarrivée et des temps de service exponentiels et un
guichet unique. Si les interarrivées sont gérées par une loi exponentielle de
parameétre \ et les temps de service par une loi exponentielle de paramétre p
avec A < u, le systéme est stable sur le long terme et il existe une solution
analytique pour le nombre moyen de clients dans la queue, Ny = A/ (1t — A),
et le temps moyen d’attente (incluant le service) des clients Tynoy = 1/(pt — A).

Dans ’Exemple 6.1 I’espérance de la variable temps d’interarrivée est de 4 mi-
nutes et celle du temps de service de chaque guichet est de 12 minutes. Puisqu’il
y a trois guichets ouverts, un client toutes les 4 minutes peut étre servi. Il y a un
équilibre instable entre clients qui arrivent et clients servis. L’attente moyenne
dans ces cas dépend de la durée d’ouverture des guichets : I'attente moyenne
est différente selon que les guichets sont ouverts pendant une heure ou pendant
deux heures. L’approche par simulation montre ici toute son utilité.

L’exemple illustre aussi la marche & suivre dans le cas général. Si les clients
n’arrivent pas de maniére aléatoire, mais en suivant une distribution de leurs
arrivées plus complexe, ou encore si les temps de service de chaque guichet
suivent une loi de distribution propre & l'opérateur qui en est chargé, le ta-
bleau de simulation contiendra des colonnes supplémentaires de nombres aléa-
toires. D’autres colonnes supplémentaires représenteront les échantillons fictifs
des nouvelles variables considérées.

6.4 Ajustement de l'offre d’un bien en fonction
des conditions climatiques

Dans ce paragraphe, nous allons étudier I’évolution de l'offre d’un bien en
fonction des conditions climatiques comme ’ensoleillement, la quantité de pluie,
les jours de canicule ou de froid glacial, comme pourrait ’étre 1'offre de blé, de
vin ou d’huile d’olive.

Nous prenons 'année comme base temporelle, et dans le modéle que nous
adoptons il existe trois cas possibles :
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(a) Pannée est mauvaise;
(b) année est moyenne ;
(c) année est bonne.

Ces trois possibilités vont donc influer sur 'offre du bien en question et ainsi
sur son prix. L’offre va également dépendre du prix de l'exercice précédent,
car, en I’absence d’ententes cartellaires, plus le prix de ’exercice précédent est
élevé, plus les producteurs tendront a offrir le bien en question I’année suivante.
La tendance de l'offre en fonction du prix de 'année précédente est donc une
fonction croissante. Il y aura par conséquent deux offres différentes : la tendance
de Doffre qui sera fonction du prix de ’exercice précédent et I'offre effective qui
sera déterminée par le prix de 'exercice précédent ainsi que par le climat.

La demande dépend du prix courant selon une fonction décroissante : plus
le prix sera élevé, plus faible sera la demande.

Le but de cet exemple est de simuler les conditions climatiques sur 20 ans
et de comparer la tendance de 'offre avec l'offre effective.

6.4.1 Le modéle

Nous supposons que ’échange se fait a un prix tel que la demande est égale
a loffre. La demande dépend du prix de 'année en cours. Le prix de 'année 0
est donné. Nous avons donc le modéle suivant :
(a) le prix de départ po ;
(b) la tendance de l'offre au temps t : Ty = f(pi—1);
(c) Voffre effective au temps ¢ : Oy = Cy - f(pr—1) ;
(d) la demande au temps t : Dy = g(p;).

Nous définissons les différentes fonctions d’offre (f) et de demande (g)
comme suit :

flp) = -1
1
9(p) = 2z
Ce qui donne finalement :
Tt = ept‘l -1
Ot = Ct(ep‘*l — 1)
1
Dy = —.
t p%

Le prix au temps t est tel que la demande soit égale a 1'offre, et donc tel
que D; = O, ce qui donne
1

b C’t(ept—l — 1)
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Il nous reste a définir le facteur climatique Cy. Remarquons que C est un
facteur multiplicatif de la tendance de I'offre. Nous choisissons donc les valeurs
suivantes pour CY, selon que 'année est bonne, moyenne ou mauvaise :

(a) année bonne : Cy = 1,2;
(b) année moyenne : Cy = 1,0;

(c) année mauvaise : Cy = 0,9.

Nous associons a ces différentes valeurs de C; les probabilités de 0,2 en
cas d’année bonne, de 0,4 en cas d’année moyenne et de 0,4 en cas d’année
mauvaise. Nous considérons donc que C; est une variable aléatoire d’espérance
égale a 1.

6.4.2 La simulation

Nous allons maintenant simuler les conditions climatiques sur 20 ans. Pour
cela, il est possible de procéder de multiples maniéres.

On place dans une urne 10 billets numérotés de 0 & 9. On tire un billet,
on note le chiffre qui est inscrit dessus et on le remet dans 'urne. On répéte
le tirage 20 fois. On peut aussi prendre les 20 premiers chiffres de la table de
nombres aléatoires de I’Appendice.

En tout cas, la probabilité d’apparition d’'un numéro est égale a :

p= 0= 0,1.

Pour construire la valeur de C}, nous nous référons aux probabilités
théoriques que nous avons associées aux différentes valeurs de Ci, selon la
méthode de comparaison illustrée au Paragraphe 4.4.

Nous définissons que Cy prend la valeur 1,2 quand le chiffre inscrit sur les
billets est 0 ou 1. En effet, la probabilité d’avoir 0 ou 1 est égale 4 0,14-0,1 = 0,2,
ce qui correspond bien & notre probabilité théorique d’avoir une année bonne.

De maniére similaire C prend la valeur de 1,0 lorsque les billets portent
les chiffres 2, 3, 4 ou 5. En effet, la probabilité de tirer I'un de ces numéros
est égale 4 0,1 + 0,1 + 0,1 + 0,1 = 0,4. Cette probabilité est la méme que celle
associée a une année moyenne.

Finalement, C; prend la valeur de 0,9 lorsque les chiffres tirés sont 6, 7,
8 ou 9. La aussi, la probabilité de tirer I'un de ces numéros est égale a la
probabilité d’avoir une année mauvaise, c’est-a-dire 0,4.

Nous pouvons donc construire un tableau de simulation (Tab. 6.2) avec,
dans les différentes colonnes, I’année, le chiffre inscrit sur le billet, la valeur de
Cy, le prix, la tendance de Doffre, et D'offre effective. Supposons que py = 0,86
est donné.

Examinons par exemple les calculs pour 'année 2 : le chiffre tiré est le 5,
par conséquent la valeur associée de Cy est 1,0.
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Année Nombre Valeur Prix Tendance de Offre effective

t Cy I loffre

0 - - 0,86 - -

1 1 12 0,78 1,36 1,64
2 5 L0 092 1,18 1,18
3 0 12 074 1,51 181
4 1 12 087 1,10 1,32
5 1 1,2 0,77 1,39 1,66
6 8 0,9 0,97 1,17 1,05
7 7 0,9 082 1,65 1,48
8 4 L0 089 1,27 1,27
9 9 0,9 088 1,43 1,28
10 3 1,0 084 1,42 1,42
11 5 1,0 087 1,32 1,32
12 9 0,9 089 1,39 1,25
13 8 09 088 1,44 1,30
14 4 1,0 0,84 1,40 1,40
15 2 1,0 0,87 1,33 1,33
16 9 0,9 0,90 1,38 1,24
17 7 0,9 0,87 1,45 1,30
18 4 1,0 084 1,40 1,40
19 2 1,0 0,87 1,33 1,33
20 5 1,0 0,85 1,38 1,38

Tab. 6.2. Résultats de la simulation de 'offre d’un bien en fonction de la
demande.

La tendance de Poffre est Th = eP* —1 = %78 —1 =1,18.
L'offre effective est Oy = Cy(eP171) =1,0- (e%7® — 1) = 1,18.
. 1 1 1
Le prix est py = b V0, - AAm T 0,92.
Calculons maintenant les fréquences absolues et les probabilités observées
des conditions climatiques et comparons-les aux probabilités théoriques :

Fréquence absolue  Probabilité  Probabilité

observée théorique
bonne année 4 4/20 =0,2 0,2
année moyenne 9 9/20 = 0,45 0,4
mauvaise année 7 7/20 = 0,35 0,4

Tab. 6.3. Comparaison de la simulation obtenue avec les fréquences théoriques.

Le résultat qui nous intéresse est la différence entre la tendance de l'offre
et l'offre effective. Nous pouvons calculer pour chaque année la différence entre
les deux, mais pour avoir une vision d’ensemble, nous allons reporter les deux
fonctions sur un seul graphe. Nous plagons le temps sur I'axe horizontal, T}
et O; sur 'axe vertical.
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Fig. 6.2. Evolution temporelle de la tendance de I'offre (o) et de I'offre effective
(o ). Sur le méme graphe apparait aussi le prix (g ).

Le prix est une autre variable dont la simulation donne des informations im-
portantes. Son évolution, et en particulier I’ écart-type constaté dans le tableau
de simulation, donne une mesure du risque que les investisseurs (opérateurs de
marché, acheteurs, et vendeurs) prennent. Dans un modeéle plus complexe, les
jours de soleil, de pluie et autres facteurs météorologiques peuvent étre simulés
séparément avec des différents jeux de nombres aléatoires. Cela donne un ta-
bleau de simulation plus complexe, tout en gardant le méme type de structure.
Un exemple comme celui que 'on vient d’illustrer montre toute I'importance
de la simulation dans le domaine économique.

6.5 Estimation d’une valeur d’intégrale

Nous présentons dans ce paragraphe une application de la méthode de
Monte Carlo pour résoudre un probléme déterministe comme celui de
I’estimation de la valeur d’une intégrale. Nous commencons par le cas d’une
intégrale unidimensionnelle, pour généraliser ensuite le résultat au cas d’une
intégrale multiple, plus courant dans la pratique de la simulation.

De maniére générale, le procédé de Monte Carlo peut étre utilisé pour ’es-
timation d’une intégrale de la forme

I= /ab h(z)dz,

ot h(x) = hy(z)ha(x) avec hy une fonction de probabilité.
Si x; ~ X est un échantillon distribué selon la densité ha(z), en définissant
hi(x) si x € (a,b)

g(z) =
0 autrement



6. La méthode de Monte Carlo et ses applications 121

nous avons que

b b
E(g(X)):/ g(x)hg(x)dxz/ hl(m)hg(x)dxz/ h(z)dz.

— 00

Un estimateur non biaisé de I est donc :

Zg(%)-

Nous allons maintenant illustrer cette procédure a l’aide d’un exemple
simple.

f:

SN

Exemple 6.2 Estimons lintégrale suivante par la méthode de Monte Carlo :

(oo}
77:/ re Tdx.
0

Nous savons que la valeur exacte de cette intégrale est égale a 1. En effet,
nous pouvons la résoudre par parties :

n = / xe*wdx:[—xe*ﬂgo—i—/ e Tdx
0 0

[—xe*w — e*w]go

[—e " (z+ 1)]80
1

avecu =1z, dv=-e ",

du=1 v=—e".

Nous allons maintenant ’estimer par la méthode de Monte Carlo. Prenons

un échantillon de nombres aléatoires uy, us, ..., u1g. Nous calculons les z;
correspondant aux u; par la formule z; = — logu;. Cela donne :

i u;  x; = —logu,;

1 023 1,47

2 0,13 2,04

3 0,63 0,46

4 0,88 0,13

5 0,28 1,27

6 0,12 2,12

7 0,68 0,38

8 0,92 0,08

9 0,70 0,36

10 0,30 1,20

Tab. 6.4. Simulation pour une distribution exponentielle de paramétre 1.
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Nous estimons alors 7 par 7 de la fagon suivante (ici g(z;) = ;) :

1 10
Fo ) = 0,951.
7 mgg(ﬂs,) 0,95

Ce résultat est assez proche de 1. Si nous augmentons la quantité de nombres
aléatoires, nous pouvons accroitre la précision.

Exemple 6.3 Supposons maintenant que nous voulions déterminer la valeur
de lintégrale ci-dessous dénotée par (A, v) ou plus brievement par &.

£\ v) = /OO %Ae**ﬂfdm (A v > 0).

v
Cette intégrale semble trés simple, mais ne peut néanmoins pas étre résolue
par lintégration par parties.
On remarque que pour v =0 Uintégrale est divergente. Evaluons cette inté-
grale pour v=1¢et A = 1.

Prenons le méme échantillon de nombres aléatoires et définissons une autre
fonction g(x) :
0 siz<w
g(z) =

— siz>w.
x

Pour les 5 valeurs supérieures a 1, nous calculons g(z;) = %, les autres corres-
pondant & des valeurs de g(z;) =0 :

i ox glz) = wi
1 147 0,68
2 204 0,49
3 0,46 0
4 0,13 0
5 1,27 0,79
6 212 0,47
7 0,38 0
8 0,08 0
9 0,36 0
10 1,20 0,83

Tab. 6.5. Transformation des valeurs simulées d’une distribution pour I’esti-
mation d’une valeur d’intégrale.

Nous déterminons ¢ :

R 1 10
€=+ ;g(xi) = 0,326.
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En résumé, nous constatons que pour intégrer une fonction par la méthode
de Monte Carlo, il faut pouvoir I'écrire sous la forme d’un produit de deux
autres fonctions, dont I'une est une fonction de densité d’une distribution.

Remarque 6.1 La fonction de densité n’apparait pas toujours aussi explici-
tement que dans les deux exemples susmentionnés. Par exemple, si 'on doit

intégrer :
_;(m—b)2
2 c
hz)=S" "
log x
il faut poser :
1 _1(z=b)?
ho(x) = —e 2\

V2re
Dot hy(z) = ¥2Z¢. On a ainsi h(x) = hi(z)ha(x).

log x

Le principe de 'estimation d’une intégrale peut étre appliqué au cas d’in-
tégrales multiples.

Soit ho(x1,...,2,) une fonction de n variables définie sur un domaine
D C R", et qui sur ce domaine est une densité conjointe de n variables aléa-
toires X7q,...,X,,. Soit hy une autre fonction de n variables quelconque. Alors
I'intégrale multiple

Iz/ hi(x1,...,xn)ho(z1, ... zp)dey ... dxy,
D

peut étre estimée a travers la somme
l ¢ ()
. i ,
1= N igl ha(zy”, .. .,ng))

ou pour i = 1,..., N la suite (xgi), . ,ng)) est un échantillon issu en accord
avec la distribution multivariée hs, par exemple en utilisant ’algorithme de

Metropolis-Hastings.

Exemple 6.4 Soit f(x,y) une fonction de deux variables proportionnelle a
1— a2 —y? définie sur le cercle C = {(x,y), 2> +y* < 1}, et dont la constante
de proportionnalité est telle que f(x,y) est une fonction de densité conjointe.
Nous voulons estimer l'intégrale :

/= // e~ @) f(x, ) dwdy.
C

En utilisant I'algorithme de Metropolis-Hastings, il faut un échantillon fictif
(1,y1)s-- -, (xNn,yn) de variables aléatoires (X,Y) dont la loi conjointe est f.
Si on reprend N = 20, et I'échantillon simulé dans 'Exemple 4.11, nous avons
I’estimation :

J= g5 (44l 0T 0ST p gcl-05 0017 785 4

Dans le chapitre suivant nous verrons comment implémenter un algorithme
pour des calculs d’intégrales comme celui ci-dessus.
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6.6 Gestion de stocks

L’utilisation de la simulation rencontre de nombreuses applications dans
le domaine du management, de la gestion ou du marketing. En matiére de
gestion de stocks, la demande pour un article soit est suivie de sa vente au
client, soit doit faire face a une pénurie causée par son absence dans le stock.
La vente d’un article est elle-méme suivie de la mise & jour du stock et, s’il y
a lieu, du déclenchement d’'une commande auprés du fournisseur. Aujourd’hui
il est courant de mettre a jour en temps réel un inventaire, et cela de maniére
automatique, par exemple par lecture optique des codes & barres des articles
qui abandonnent un stock.

Nous allons illustrer ici, par un exemple simple, la solution d’un probléme
d’inventaire.

Exemple 6.5 Les statistiques d’un concessionnaire d’une grande marque de
voitures sur la demande journaliére d’un certain modéle présentent la distribu-
tion sutvante :

Quantité demandée 0 1 2 3 4 5
Probabilité 0,10 0,10 0,20 0,30 0,20 0,10

Tab. 6.6. Statistiques sur la demande journaliére.

De méme, le délai de livraison peut varier entre 2 et 5 jours avec les pro-
babilités suivantes :

Délai de livraison (en jours) 2 3 4 5
Probabilité 0,20 0,50 0,20 0,10

Tab. 6.7. Statistiques sur les délais de livraison.

L’objectif du gestionnaire du stock sera d’avoir constamment ['objet en
stock, tout en respectant certaines contraintes élémentaires de codt, a savoir
éviter d’avoir un stock trop important et des commandes en trop faibles quan-
tités (économies d’échelle).

Deux éléments sont & déterminer, a savoir : la quantité en stock T' critique
qui déclenche une nouvelle commande et la quantité & commander ). En sup-
posant que les valeurs @ et T soient fixées par le gestionnaire, il s’agit de simuler
le processus sur une période donnée et de répondre aux questions suivantes :
quel a été le nombre moyen d’objets en stock par jour ? Quel a été le nombre
de jours durant lesquels 'objet manquait en stock ? Quel a été le nombre de
clients n’ayant pas pu étre servis?

On génére deux séries de nombres aléatoires compris par exemple entre 0 et
99 afin de simuler les variables aléatoires représentant les quantités demandées
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et les délais de livraison. Les nombres aléatoires sont répartis selon la procédure
suivante :

Quantité Probabilité ~ Nombre

demandée aléatoire
0 1/10 0-09
1 1/10 10 - 19
2 1/5 20 - 39
3 3/10 40 - 69
4 1/5 70 - 89
5 1/10 90 - 99

Tab. 6.8. Schéma pour la simulation des quantités demandées.

Délai Probabilité Nombre

livraison aléatoire
2 1/5 0-19
3 1/2 20 - 69
4 1/5 70 - 89
5 1/10 90 - 99

Tab. 6.9. Schéma pour la simulation des délais de livraison.

Le stock au début de l'exercice est de 10 objets. Le gestionnaire effectue
une simulation pour 7' = 4 (on passe commande dés que le nombre d’objets
en fin de journée est égal ou inférieur a 4) et @ = 12 (on commande 12 objets
a la fois). La simulation effectuée sur 40 jours ouvrables est présentée dans la
Table 6.10.

La simulation fondée sur I'option du gestionnaire de passer une commande
de 12 objets a la fois, dés qu’il n’en reste plus que 4 ou moins en stock en fin
de journée améne aux conclusions suivantes :

(a) nombre moyen d’objets en stock : 187/40 = 4,67 ;
(b) nombre de jours durant lesquels I'objet manque en stock : 10 jours;
(c) nombre de clients n’ayant pas pu étre servis : 22.

Compte tenu du délai de livraison et de la demande journaliére, on s’aper-
¢oit que le gestionnaire passe commande beaucoup trop tard. En prenant par
exemple 7' = 6 et en utilisant les mémes nombres aléatoires, le nombre moyen
d’objets par jour serait de 5,45, le nombre de jours durant lesquels I'objet
manque en stock 7, et le nombre de clients n’ayant pas pu étre servis 11.

Il s’agit des lors pour le gestionnaire de refaire la simulation en modifiant
les valeurs T" et @ jusqu’a ce qu’il obtienne des résultats compatibles avec ses
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attentes en tenant compte, d’'une part, des frais de transport et, d’autre part,
des coiits de stockage.

Jour  Livr. Stock Nombre  Vente Stock  Déficit Nombre  Délais

matin  aléatoire soir stock  aléatoire jours
1 10 60 3 7
2 7 16 1 6
3 6 24 2 4 46 3
4 4 60 3 1
5 1 88 4 0 -3
6 12 12 38 2 10
7 10 02 0 10
8 10 37 2 8
9 8 45 3 5
10 5 55 3 2 33 3
11 2 84 4 0 -2
12 0 34 2 0 -2
13 12 12 06 0 12
14 12 21 2 10
15 10 82 4 6
16 6 39 2 4 86 4
17 4 48 3 1
18 1 34 2 0 -1
19 0 90 5 0 -5
20 12 12 62 3 9
21 9 35 2 7
22 7 06 0 7
23 7 55 3 4 85 4
24 4 46 3 1
25 1 39 2 0 -1
26 0 59 3 0 -3
27 12 12 36 2 10
28 10 38 2 8
29 8 00 0 8
30 8 70 4 4 07 2
31 4 14 1 3
32 12 15 7 4 11
33 11 90 5 6
34 6 02 0 6
35 6 51 3 3 90 4
36 3 47 3 0
37 0 43 3 0 -3
38 0 24 2 0 -2
39 12 12 79 4 8
40 8 24 2 6

Tab. 6.10. Résultats d’une simulation en gestion de stocks.

6.7 Analyse de la rentabilité d’un
investissement

La mise en place de projets d’investissement doit tenir compte d’un envi-
ronnement économique et social particuliérement instable. Dans un monde régi
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par l'incertitude, il est difficile de prévoir a plus ou moins long terme le prix des
matiéres premiéres, le prix de vente, le risque de change, le taux de croissance
du marché considéré ou la durée de vie d’'un produit pour ne citer que quelques
variables. Le plus souvent, on considére individuellement chaque facteur sujet
a fluctuation et on calcule une estimation supposée étre la meilleure. Il n’existe
toutefois aucune garantie pour que cette estimation donne le rendement réel de
I'investissement. Une alternative est d’utiliser les techniques de simulation en
associant une probabilité a chaque facteur indéterminé.

Exemple 6.6 Disposant d’un budget annuel de 12 000 euros, correspondant
aux frais fizes pour faire tourner 'entreprise, on sait que le prixz de vente de
l’objet produit variera entre deux limites, selon une distribution de probabilité
donnée et que la quantité produite sera fonction de différents facteurs sujets a
fluctuation, tout comme les charges variables.

Dans un environnement de forte concurrence, le priz est fixé par le marché
et non par le producteur. Sur la base de [’évolution passée, on sait toutefois
qu’il peut fluctuer selon les probabilités suivantes :

Prix  Probabilité Nombre aléatoire

assigné
14,50 1/10 0-09
15,00 1/10 10 - 19
15,50 1/5 20 - 39
16,00 1/2 40 - 89
16,50 1/10 90 - 99

Tab. 6.11. Schéma pour la simulation des prix de vente.

Les codts de production sont également soumis a certaines variations en-
vironnementales et peuvent prendre les valeurs associées aux probabilités sui-
vantes :

Cott de production  Probabilité ~ Nombre aléatoire

par unité assigné
9,60 1/5 0-19
9,80 3/10 20 - 49
10,00 1/5 50 - 69
10,20 1/5 70 - 89
10,40 1/10 90 - 99

Tab. 6.12. Schéma pour la simulation des coiits de production.

La quantité produite va également étre soumise o quelques aléas tels que
l’absence du personnel et la qualité de la matiére premiére :
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Quantité Probabilité  Nombre aléatoire

produite (piéces) assigné

1 800 1/20 0-4

1900 1/20 5-9

2 000 1/10 10 - 19

2 100 1/5 20 - 39

2 200 2/5 40 - 79

2 300 1/10 80 - 89

2 400 1/20 90 - 94

2 500 1/20 95 - 99

Tab. 6.13. Schéma pour la simulation des quantités produites.

Par souci de simplification, on suppose que les variables aléatoires sont
statistiquement indépendantes (dans le cas contraire, il faudrait inclure cette
dépendance dans le modeéle). Le profit de l'entreprise sous sa forme la plus
simple est calculé selon la relation suivante :

(Prix de vente unitaire) - (Quantité produite)
—  (Cont variable unitaire) - (Quantité produite)
—  Frais fixes
Profit de I'entreprise.

La fonction de profit de I’entreprise peut évidemment étre étendue en in-
troduisant de nouvelles variables aléatoires ou en lui assignant des lois de pro-
babilité bien définies. Une possibilité serait de construire un arbre de décision
et de calculer les probabilités pour chacune des situations. Dans cet exemple,
si la variable Prix peut prendre 4 valeurs, la variable Coiits 5 et la variable
Quantité produite 8, on dénombre 4 -5 -8 = 160 états possibles. Il est par
conséquent peu recommandé de construire un tel arbre. En simulant 25 fois le
prix de vente unitaire, le cotit variable unitaire et la quantité produite selon
les distributions de probabilités indiquées ci-dessus et en admettant des frais
fixes d’'un montant de 12 000 euros, pour la période considérée, on obtient un
tableau de simulation illustré dans le Tableau 6.14.

On obtient, pour la premiére itération, les valeurs simulées suivantes : un
prix de vente de 16 euros, un coiit unitaire de 9,80 euros pour une quan-
tité produite de 2 500 unités, entrainant un résultat positif de 3 500 euros
(=6,2x2500—12 000). En exécutant la procédure 20 fois, on obtient un prix
moyen de 15,80 euros, un cotit de production moyen de 9,95 euros, pour une
quantité produite moyenne de 2 150, ce qui entraine un résultat positif moyen
de 578 euros.

I1 va de soi que répéter 20 fois cette opération ne suffit pas a estimer précisé-
ment le résultat attendu. La capacité de ’outil informatique permet aujourd’hui
des simulations massives qui produisent des estimations bien plus précises.



6. La méthode de Monte Carlo et ses applications 129

Expérience  Nombre Prix Nombre Cott Nombre  Quantité  Résultat
aléatoire aléatoire  variable aléatoire  produite de bilan

1 51 16,0 31 9,8 98 2 500 3 500
2 95 16,5 03 9,6 28 2 100 2 490
3 63 16,0 05 9,6 15 2 000 800
4 43 16,0 94 10,4 61 2 200 320
5 60 16,0 38 9,8 69 2 200 1 640
6 73 16,0 30 9,8 71 2 200 1 640
7 54 16,0 14 9,6 32 2 100 1 440
8 05 14,5 23 9,8 37 2 100 -2 130
9 46 16,0 82 10,2 00 1 800 -1 560
10 48 16,0 99 10,4 88 2 300 880
11 16 15,0 71 10,2 43 2 200 —1 440
12 17 15,0 7 10,2 50 2 200 -1 440
13 24 15,5 65 10,0 45 2 200 100
14 86 16,0 15 9,6 37 2 100 1440
15 51 16,0 31 9,8 75 2 200 1 640
16 85 16,0 20 9,8 82 2 300 2 260
17 75 16,0 94 10,4 13 2 000 -800
18 96 16,5 61 10,0 63 2 200 2 300
19 56 16,0 35 9,8 13 2 000 400
20 11 15,0 79 10,2 38 2 100 -1 920

Tab. 6.14. Simulation de 20 exercices.

En répétant la procédure 5 000 fois, on obtient un ensemble de simulations
qui fournit un résultat positif moyen de 517,50 euros, ce qui correspond a un
rendement annuel attendu de 4,312 5 %.

Exercices

6.1 Supposons que le temps pour acheminer un SMS suit une loi dont la
densité de distribution est

ol t représente des secondes.

(a) Utiliser les nombres aléatoires de la table annexe pour simuler un
échantillon de 10 temps d’acheminement.

(b) Supposons que les SMS soient envoyés avec un accusé de réception :
un SMS de confirmation est automatiquement envoyé, dés que le
SMS a été regu. Simuler 10 x 2 temps entre I’envoi d’'un SMS, son
acheminement a destination, et la réception de ’accusé de réception.



130 Premiers pas en simulation

6.2

6.3

6.4

6.5

Estimer et calculer I'intégrale suivante a l'aide de la méthode de Monte

Carlo :
2
/ V4 —a2dx .
-2

Que remarquez-vous dans l’expression de 'intégrale ?

Le gérant d’'un magasin a observé que le temps de service (X) de sa
caissiére est distribué selon les probabilités suivantes :

Temps de service Probabilité

3 minutes 0,6
4 minutes 0,2
5 minutes 0,1
6 minutes 0,1

Le nombre moyen de clients arrivant en 1 heure est de 6.

Le gérant désirerait savoir si 'attente actuelle est acceptable ou non. Dans
le cas ot celle-ci ne 'est pas, le gérant, pour ne pas perdre une partie de
sa clientéle, décidera d’engager une seconde caissiére.

Si le temps d’interarrivée (Y) est régi par une loi exponentielle, aider le
gérant & prendre sa décision en simulant le phénoméne sur 2 heures.

L’administrateur d’une gare dispose des statistiques suivantes concernant
le temps de service & un guichet :

Temps de service Probabilité

9 minutes 0,6
10 minutes 0,2
13 minutes 0,2

Il sait aussi qu’en moyenne il y a 10 clients par heure. Supposant que
les clients arrivent indépendamment les uns des autres, qu’ils font une
queue unique et qu’ils soient servis au premier guichet libre, simuler un
phénomeéne de file d’attente pendant 1 heure, ou les clients ont a leur
disposition 2 guichets.

(a) Quelle est attente totale des clients ?

(b) Combien de clients ont di attendre avant d’étre servis ?

Dans un championnat, trois voitures, A, B et C, ont respectivement une
vitesse moyenne de 210 km/h, de 205 km/h et de 200 km/h, mais la
voiture A a une panne qui 'empéche de continuer une course avec proba-
bilité 0,3, la voiture B a une panne avec probabilité 0,15, la voiture C a
une panne avec probabilité 0,1. Utiliser les nombres aléatoires de la table
annexe pour simuler un championnat de 10 courses ot 10 points sont as-
signés a la voiture qui gagne; 6 points a la deuxiéme arrivée ; 4 points a
la troisiéme et aucun point a une voiture qui tombe en panne.
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6.6 Estimer I'intégrale suivante :

1 —x
/ 0
o 1422

en utilisant un échantillon de 10 nombres aléatoires.

6.7 Supposons que le jour ty = 0 'euro vaut py = 1,54 francs suisses. Chaque
jour le taux de change de l'euro face au franc varie de fagon aléatoire
selon les probabilités suivantes :

Sipr < 1,53:
|
p: + 0,01  avec probabilité 3
|
Pi+1 =1 Dt avec probabilité 1
|
p: — 0,01 avec probabilité 1

Sil1,53<p <1,55:

2

p: + 0,01  avec probabilité 3

|

Pty1 = Dt avec probabilité =

o, 2

p: — 0,01 avec probabilité =
Sips>1,55:

|

p: + 0,01 avec probabilité 1

|

Pt+1 = Dt avec probabilité 1

e, 1

p: — 0,01 avec probabilité 3

Au départ, un investisseur dispose de 10 000 euros et de 15 000 francs. 11
décide de changer ses euros contre des francs a chaque fois que un euro
vaut p; > 1,55, et de changer ses francs contre des euros a chaque fois
que un euro vaut p; < 1,53.

Simuler le comportement de son investissement aprés 20 jours (c’est-
a-dire au temps ¢t = t90) a Paide d’une table de nombres aléatoires.
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6.8

6.9

6.10

6.11

Dans la discipline sportive de 100 m, huit coureurs (4, B, C, D, ..., H)
doivent se qualifier pour les jeux Olympiques. Trois coureurs se qualifient.
Le coureur A court le 100 m en 10 secondes en moyenne, le coureur B
en 10701, le coureur C' en 10702, et ainsi de suite jusqu’au coureur H qui
court le 100 m en 10707, tous avec des prestations distribuées selon des
lois normales avec un écart-type de 10 centiémes de seconde. Simuler &
I'aide d’un ordinateur 200 courses de 100 m et estimer la probabilité que
le coureur D se qualifie aux jeux Olympiques.
Le gérant d’un magasin a observé que le temps de service (X) de 'employé
a la caisse (en minutes) est distribué selon la fonction de densité
%Oe’ﬁ”” siz>0
fla) =

0 sinon.

Le nombre moyen de clients arrivant en 1 heure est de 5. Le gérant dési-
rerait savoir si 'attente des clients a la caisse est acceptable ou non. Dans
le cas ot celle-ci ne I'est pas, le gérant, pour ne pas perdre une partie de
sa clientéle, décidera d’ouvrir une autre caisse. Si le temps d’interarrivée
(Y) est régi par une loi exponentielle, aider le gérant a prendre sa décision
en simulant le phénomeéne sur 2 heures.

Estimez a I'aide de la méthode de Monte Carlo I'intégrale :

1 x

en utilisant 20 nombres aléatoires de votre choix.

Le prix d’un litre de vin de table « standard » est de 1,90 euros. Ce prix
est déterminé par la récolte de I'année a grande échelle. L’historique des
années montre des statistiques selon lesquelles on peut avoir des années
bonnes ot la production atteint C' = 1,1 fois la production moyenne ; des
années moyennes C' = 1; et des années mauvaises ou la production n’est
que C' = 0,9 fois la production moyenne; selon les mémes statistiques,
une année bonne arrive avec probabilité 0,25; une année moyenne avec
probabilité 0,5 et une année mauvaise avec probabilité 0,25.

Le prix du vin a I’année t est déterminé par :

(a) Toffre effective O = C - Ty ou T} représente la tendance de Uoffre
Ty = f (ptfl) 5

(b) la demande D; = g(p:);

(¢) et 'équation Oy = D;.

La fonction d’offre est
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6.12

La fonction de demande est
4
9(p) = —.
P2
A T’aide d’une table de nombres aléatoires, simuler le comportement du
prix du vin sur les 10 ans & venir et calculer la moyenne et I’écart-type
constatés.

Une station de ski des Alpes désire étudier sur 15 ans 1’évolution des prix
de Voffre d’hébergement selon les conditions climatiques. L’offre a la sai-
son d’hiver ¢ dépend du prix des chambres de la saison d’hiver précédente
selon la formule O; = ePt=1 — 1, ou p; est le prix a 'année ¢t exprimé en
centaines d’euros. La demande dépend du prix de la saison en cours et
des conditions d’enneigement selon la formule D; = C; - 1/p}. Le coeffi-
cient Cy peut avoir une valeur comprise entre 0,5 (absence de neige) et 1,5
(enneigement optimal), et cela de maniére uniforme et équiprobable sur
Iintervalle [0,5;1,5]. En supposant que le prix (en centaines d’euros) a
I’année 0 soit 0,81, que le marché évolue & un prix tel que la demande
soit égale & l'offre, et en utilisant une méthode de votre choix, éven-
tuellement a ’aide des nombres aléatoires en annexe, décrivez un critére
adéquat pour effectuer la simulation (comment utilisez-vous les nombres
aléatoires, comment associez-vous les probabilités aux événements et aux
nombres aléatoires, etc.) et illustrez-le.






Chapitre 7

Simulation assistée par
ordinateur

Le but d’une simulation est de contourner au moyen de calculs répétés la
difficulté d’un probléme due a l'interaction aléatoire de plusieurs facteurs.

Dans le chapitre précédent nous avons vu comment les estimations en simu-
lation peuvent étre incertaines si des nombres aléatoires sont utilisés en quantité
insuffisante. Une simulation demande souvent des calculs en grande quantité.
C’est pourquoi les techniques de Monte Carlo se sont affirmées de plus en plus
comme un instrument précieux depuis la seconde moitié du siécle passé, grace
notamment & la facilité avec laquelle les ordinateurs accomplissent ce type de
travail.

Nous verrons dans ce chapitre quelques exemples de simulation assistée par
ordinateur. Le but sera de familiariser le lecteur avec ses techniques, en lui
donnant les moyens de pouvoir faire par soi-méme toute sorte de simulation.

7.1 Un cas d’estimation d’une surface

Nous avons vu comment estimer la surface d’une région délimitée par une
courbe dans le plan & l'aide d’une simulation. Nous avons aussi discuté de
la précision d’une telle estimation. En particulier quand on veut une bonne
approximation d’une telle estimation, il faut considérer un grand nombre de
points distribués de maniére aléatoire sur une région qui contient la surface
que 'on veut estimer.

Or il est impensable d’effectuer des milliers de calculs & la main. Nous allons
illustrer ici comment effectuer ces calculs a I'aide d’un exemple.

Pour venir a bout de ce probléme nous allons utiliser un logiciel statistique
trés populaire comme Minitab. De ce logiciel nous utiliserons seulement des
fonctions élémentaires manipulant des lignes et des colonnes d’une table. Donc
nous donnerons les instructions pour ce logiciel, tout en rappelant que d’autres
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logiciels tout aussi populaires comme SPSS ou Excel permettent d’effectuer les
mémes procédures avec quelques différences dans la syntaxe.

Exemple 7.1 On considére la région D a lintérieur de la courbe définie par
I’équation
a:4—|—y4—a:—y—1:O.
Il est clair, comme on peut le voir dans la Figure 7.1, que D C [—2,2] x
[—2,2]. Mais comment évaluer la surface de D par la méthode de Monte Carlo
avec trois chiffres décimauz significatifs ?

Nous remarquons que la région D correspond aux points (x,y) tels que
flxz,y) = 2* + y* — x — y — 1 est négative. Dans le chapitre précédent nous
avons vu que pour une précision de trois décimales il est nécessaire de considérer
environ un million de points.

Fig. 7.1. La région D entourée du carré [—2,2] x [—2,2].

Il faut done simuler un million de points aléatoires dans le rectangle [—2, 2] x
[—2,2]. Pour cela il suffit d’assigner & la premiére et a la deuxiéme colonne d’un
tableur un million de valeurs aléatoires entre —2 et 2. Avec Minitab :
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MTB> Random 1000000 c1i;
SUBC> Uniform -2 2.
MTB> Random 1000000 c2;
SUBC> Uniform -2 2.

Ensuite on assigne a la troisiéme colonne la valeur f(z,y) ot = et y sont les
coordonnées figurant sur les deux premiéres colonnes.

MTB > Let c3 = cl**x4+c2x*4-cl-c2-1

Ensuite on assigne a la quatriéme colonne la valeur 1 si f(x,y) < 0 et 0 autre-
ment :

MTB > Let c4 = 0.5%(1-sign(c3))

Pour savoir combien parmi le million de points tombent & 'intérieur de D nous
allons compter les « 1 » de la quatriéme colonne :

MTB > Let c5 = sum(c4)

Nous obtenons une valeur n qui divisée par 1 000 000 représente la probabilité
qu’un point au hasard de [—2,2] x [—2, 2] tombe a l'intérieur de D. Puisque la
surface de [—2,2] x [—2,2] est 16, la surface de D est estimée par

_n
1.000 000

Si par exemple n = 235 128, 'estimation de la surface de D est 3,762.

Aire (D) = 16

7.2 Une simulation d’une file d’attente

Souvent, lors d’une simulation d’un phénomeéne, il est nécessaire de faire en
sorte que plusieurs variables simulées interagissent au fur et & mesure que le
phénomeéne évolue.

Dans ce genre de situation, une approche assistée par ordinateur demande
I'implémentation d’un algorithme.

L’un des logiciels le plus répandu aujourd’hui est sans doute le logiciel gra-
tuit R. Au moment ou ce livre est édité il peut étre téléchargé & 'adresse
www.r-project.org et offre toute une série de fonctions trés utiles en statis-
tique.

Sa relative simplicité permet au néophyte de se mesurer aussi dans la pro-
grammation.

Nous allons voir ici un exemple de programmation en R. Nous reprenons
le probléme considéré dans le Paragraphe 6.3 ot des clients doivent choisir le
premier guichet qui se libére parmi 3 guichets qui sont ouverts au public.

Exemple 7.2 Supposons que l'agence de voyages de I’Ezemple 6.1 soit ouverte
8 heures par jour. Comment évaluer [’attente moyenne des clients et [’oppor-
tunité ou non de garder 3 guichets ¢
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Dans un probléme comme celui-la nous sommes confrontés a deux types de
difficultés. D’abord, effectuer une simulation manuelle apparait extrémement
difficile, car pour une seule simulation il faut s’attendre a l'arrivée d’environ
120 clients, ce qui entraine la compilation d’un tableau de simulation contenant
autant de lignes. Et deuxiémement, contrairement au cas de ’évaluation d’une
surface, o le nombre de points était directement lié & la précision de I'estima-
tion, une simulation seulement ne dit rien sur la fiabilité de I’estimation qui est
faite. Ainsi, si 'on veut construire un intervalle de confiance pour 'estimation
de l'attente moyenne, il faudrait répéter la simulation un grand nombre de fois,
un peu comme on le fait en rééchantillonnage.

Le code ci-dessous définit une fonction appelée « fdat » qui permet de
calculer la moyenne des temps d’attente et la moyenne des temps de service. A
noter que, selon la définition donnée, la moyenne sur le long terme des temps
de service a une valeur espérée de 12 minutes.

fdat <- function(n) {

1’instruction fdat(n) effectue une simulation d’une

file d’attente a trois guichets pendant n minutes,

ol les clients arrivent selon une poissonienne en moyenne
toutes les 4 minutes et les guichets nécessitent

en moyenne 12 minutes pour servir un client

H OH OB H H R H

truen <-numeric(n) il est 1 quand z ne dépasse pas
n (minutes), O autrement

RND pour interarrivée

RND pour service

minute arrivée

x <- numeric(n)

tt <- numeric(n)

z <- numeric(n)

m <- numeric(n)

dl <- numeric(n)

d2 <- numeric(n)

d3 <- numeric(n)
dlnew <- numeric(n)
d2new <- numeric(n)
d3new <- numeric(n)
g <- numeric(n)

v <- numeric(n)

att <- numeric(n)

R <- matrix(0,n,10)
t <- numeric(n)

x[1] <- runif(1,0,1)
tt[1] <- runif(1,0,1)
t[1] <- 2-log(tt[11)*10
m[1] <- -4xlog(x[1])
z[1] <- m[1]

v[1] <- 0

d1[1] <- z[1] + t[1]
d2[1] <- 0

minutes "interarrivée"

minute départ guichet 1

minute départ guichet 2

minute départ guichet 3

minute départ guichet 1 (auxiliaire)
minute départ guichet 2 (auxiliaire)
minute départ guichet 3 (auxiliaire)
numéro du guichet

minute a laquelle il sera servi
attente

matrice résumé

HoH H OHF O OH OH OH OH OH OH HOH H H HH

minute de service
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d3[1] <- 0

gl1] <- 1

att[1] <- 0

for(i in 2:n){

x[i] <- runif(1,0,1)

tt[i] <- runif(1,0,1)

t[i] <- 2-log(tt[i])*10 # temps de service pour i
m[i] <- -4xlog(x[il) # minute interarrivée de i
z[i] <- z[i-1] + m[i] # mn arrivée

att[i] <- max(0,min((d1[i-1]-z[i]),(d2[i-1]-z[i]), (d3[i-1]-z[i])))
v[i] <- max(z[i],min(d1[i-1],d2[i-1],d3[1i-11))

# définition du guichet et départ provisoires dinew
if (d3[i-1] == min(d1[i-1],d2[i-1],d3[i-1]1))

{

glil <- 3

d3new[i] <-v[il+t[i]

d2new([i] <- d2[i-1]

dinew([i] <- d1[i-1]

}

if (d2[i-1] == min(d1[i-1],d2[i-1],d3[i-1]))

{

gli]l <- 2

d3new[i] <-d3[i-1]

d2new([i] <- v[i]+t[i]

dinew([i] <- d1[i-1]

}

if (d1[i-1] == min(d1[i-1],d2[i-1],d3[i-1]1))

{

gli]l <- 1

d3new([i] <-d3[i-1]

d2new([i] <- d2[i-1]

dinew[i] <- v[il+t[il]

}

# fin définition du guichet

# définition des minutes de départ dans les guichets

d1[i] <- dinew[i]

d2[i] <- d2new[i]

d3[i] <- d3new[i]

# fin de définition des minutes de départ dans les guichets
#truen[i] <- max(floor(1l-(max(z[i],n)-n)),1)

truen[i]<- max(floor(-max(0,z[i]-n)+1),0)

} # fin du cycle "for"

# définition des différentes colonnes du tableau de simulation
# les clients arrivant aprés la minute n n’entrent pas en compte
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w <- 1+sum(truen) # nombre d’arrivées avant minute n
att<-att[1:w]
t<-t[1:w]
x<-x[1:w]
tt<-tt[1:w]
m<-m[1:w]
z<-z[1:w]
g<-gl1:w]
di<-d1[1:w]
d2<-d2[1:w]
d3<-d3[1:w]
v<-v[1:w]

matt <- mean(att); ttt <- mean(t)

#mettre les diéses a partir d’ici

##R <- round(matrix(cbind(x,tt,m,z,t,g,d1,d2,d3,att),ncol=10, nrow=w),2)
#i# # dessine le graphe de 1l’attente

##tplot (att,type="1",main = "attente", ylab="min"

##return(list(R = R))

S <- matrix(cbind(matt,ttt))

return(list(8=S))

X

L’interprétation des différentes lignes de ce code n’est pas difficile et des
commentaires (le texte qui suit le symbole « # » ) aident & la compréhension.
Ainsi, la commande

> fdat (480)

peut donner comme résultat :

[,1]
[1,] 8,21143
[2,] 11,87713

ce qui signifie que la moyenne des temps d’attente pour une simulation de
clients arrivés avant les 8 heures (480 minutes) pendant lesquelles 'agence a
été ouverte au public est d’environ 8 minutes, et que la moyenne des temps de
service a été de presque 12 minutes.

L’exécution de la procédure ne demande qu'une fraction de seconde. Donc
cela vaut la peine de la répéter un certain nombre de fois pour avoir une idée de
la stabilité des valeurs ainsi estimées. Apres quelques dizaines de simulations on
se rend compte que, en dépit de la premiére simulation dont le résultat suggérait
le contraire, I’attente moyenne des clients est presque toujours supérieure au
temps de service. La décision qui s’impose au gérant est celle d’ouvrir au moins
un autre guichet.
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A noter que le code qui est présenté ci-dessus permet aussi de produire un
tableau de simulation similaire & ceux que l'on a vus au Chapitre 6 et un graphe
montrant ’évolution de 'attente des clients tout au long d’une simulation. Pour
cela il suffit d’enlever le symbole ## dans les quatre lignes qui préceédent les deux
derniéres lignes du code (le symbole # indique un commentaire dans un code
en R) et de mettre ces symboles dans les deux derniéres lignes.

7.3 Echantillonnage d’une surface non plane

En sciences de la terre ou en science de ’environnement il est parfois né-
cessaire d’échantillonner une parcelle de terrain plus ou moins homogéne. Si la
parcelle est plane, cela est relativement facile, car cela se réduit & une simulation
de points aléatoires sur un rectangle. Mais si la parcelle n’est pas plane, ou si
I’on désire échantillonner davantage certains endroits plutot que d’autres, le
probléme est plus complexe.

Un probléme typique est celui de choisir des points distribués de maniére
aléatoire sur une surface non plane, par exemple pour simuler une distribution
d’arbres sur une forét, ou les quantités de neige cumulées sur un relief alpin.

Exemple 7.3 Supposons d’avoir une surface S définie comme une fonction
différentiable f sur un ensemble compact D C R?, c’est-a-dire :

S = {(a:,y,f(x,y)) € R3|(x,y) € D}

Choisir un certain nombre de points, disons n, aléatoirement répartis sur S,
uniformément par unité de surface.

Supposons d’avoir a disposition un générateur de nombres aléatoires. Celui-
ci fournit une suite {up}ren avec uy, € [0,1] tiré de U(0,1). Les étapes de
lalgorithme sont (Melfi et Schoier, 2004) :

Etape 1 : Générer une distribution uniforme de N points dans D. Vu que
D est un ensemble compact dans R2, il est borné et fermé et peut étre
contenu dans un rectangle (a, b) x (¢, d). Par une transformation affine ap-
propriée, des points aléatoires distribués uniformément (uop_1, ug)) dans
[0,1] x [0, 1] peuvent étre transformés en des points distribués uniformé-
ment dans D, sans considérer les points qui tombent éventuellement en
dehors de D. Cette procédure permet de simuler le nombre souhaité de
points aléatoires distribués uniformément sur D :

(i, i) pouri=1,...,N.

Etape 2 : Assigner a chaque point généré en D un nombre aléatoire, en uti-
lisant encore le générateur de nombres pseudo-aléatoires distribués uni-
formément dans [0, 1]. Cette opération peut étre considérée comme une
fonction :

w:{l,...,N} —[0,1] .
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Etape 3 : En considérant la fonction

wen= (o (3)'+ (8))

définie sur D, calculer :

M = mgx{m(x,y)} .

Vu que D est compact et f est différentiable, le maximum de m(z,y)
existe. La raison pour considérer cette fonction est qu'un élément de sur-
face AxzAy correspondant a un point (z,y) en D est projeté a travers la
fonction f dans un élément de S dont laire peut étre approximée (Ka-

plan, 1992) par :
of 2 of 2\ 2
1 - - AzAy .
(1 G+ (5)) o

Evidemment, 1< M < .

Etape 4 : Sélectionner le point (z;,y;, f(2i,%:)) dans Péchantillon final de
points aléatoires sur S si :

m(xi, yi)

w(i) < %

Cette procédure du type acceptation-rejet permet de sélectionner en
moyenne le méme nombre de points par unité de surface sur S. La fonction
m(x,y) est utilisée pour corriger effet de la projection du plan D sur la sur-
face S. Les nombres aléatoires w € [0, 1] associés & chaque point simulé dans D
sont comparés a la probabilité de sélection des points, qui est

_ m(xy)
),

Les points simulés dans D subissent une « distorsion » quand ils sont projetés
sur la surface S : plus la surface est « différente » (en termes de pente) de la
surface plane D et moins il y aura de points sur cette projection. La fonction
m(x,y) équilibre en quelque sorte cette distorsion. En effet, la fonction varie
positivement avec la pente de la surface .S, dans les directions de z et de y. En
d’autres mots, les points en correspondance de parties « raides » de S ont plus
de probabilité d’étre sélectionnés que ceux qui se trouvent en correspondance
de régions de « plaine ».

Ici nous présentons le code en R complet d'une fonction créé pour I'implé-
mentation de lalgorithme ci-dessus. Ce code, avec toutes les options annexes,
nous a été mis a disposition par Sandro Petrillo, & qui 'on doit aussi toutes les
explications qui accompagnent le reste de ce paragraphe.
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Avec R il y a deux librairies qui permettent de faire des graphiques
en trois dimensions : scatterplot3d et lattice. Pour pouvoir utiliser
ces librairies, il est nécessaire de les avoir installées. Les librairies R
sont librement disponibles sur le site officiel du logiciel. Elles peuvent
aussi étre installées directement & partir de R avec les commandes
install.packages("scatterplot3d") et install.packages("lattice").

Pour pouvoir utiliser les fonctions dont le code R est présenté ci-dessous, il
suffit de copier le tout dans la ligne de commande du logiciel, aprés quoi les
fonctions seront disponibles.

#automated function for algorithm
urda<-function(N=1000,aa=-3,bb=3,cc=-3,dd=3,fxy=expression(6*
exp(-x~2-y°2))){

#creation of the compact set DD (aa,bb)x(cc,dd)

#Step 1: generation of N points in DD (uniformly distributed)
ul2<-runif (2*N) ;i<-1:N; i1<-2*i; i2<-2%i - 1;
xi<-(u12[i1]*(bb-aa))+aa;

yi<-(u12[i2]*(dd-cc))+cc;

DD<-data.frame(xi,yi)

names (DD)<-c("x","y")

#Step 2: assignement of a uniform random number (0,1) to each
#random point generated in DD
w<-runif (N)

#Step 3: consider the function

#ml(x,y)=(1 + (d fxy/ d x)~2 + (d fxy/ d y)~2)~0.5 defined on DD
dfdx<-D(fxy,"x") ;dfdy<-D(fxy,"y");

mi<-sqrt(1l+eval (dfdx,envir=DD) ~2+eval (dfdy,envir=DD) ~2)

#Compute M1=max_d(m1)

Mi<-max(m1)

#Step 4: select the point (xi, yi, f(xi,yi)) in the final sample of
#random points on S if w_i<ml(x,y)/M1

i3<-numeric(N)

for(i in 1:N){

if (wlil<m1[i]/M1) i3[i]<-1 else i3[i]<-0

}

f<-eval(fxy, envir=DD);frange<-range(f);

DD<-data.frame(DD,f) ;DDtot<-DD;DD<-DD[i3==1, ];

require(scatterplot3d)
s3d<-scatterplot3d(DD,highlight.3d=TRUE,pch=20,xlim=c(aa,bb),
ylim=c(cc,dd),

zlim=frange,main=fxy,sub=paste("Selected points: ",nrow(DD),
"over ",N))

1list (DD=DD, selected=nrow(DD), prop.selected=nrow(DD)/N)

}
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La fonction urda() que l'on vient de présenter prend les arguments sui-
vants :
(a) N : le nombre de points que 'on veut simuler. Les points faisant partie de

Péchantillon final seront seulement une partie (variable) de N. La valeur
de défaut est N =1 000;

(b) aa, bb, cc, dd: ce sont les coordonnées du rectangle (a,b) x (c,d) de
D c R2. Les valeurs de défaut sont aa=-3, bb=3, cc=-3, dd=3 qui
correspondent au rectangle (—3,3) x (—3,3);

(c) £xy :lafonction f(x,y) qui définit la surface S sur laquelle on veut simuler
des points aléatoires (uniformes). La valeur de défaut est :

expression(6*exp(-x~2-y~2))

correspondant a la fonction f(z,y) = 6e~ (@ +v) | Cet argument doit étre
introduit sous la forme d’un objet du type expression, pour permettre
le calcul des dérivées partielles.
En utilisant la fonction urda() sans arguments, 'algorithme est exécuté
avec les valeurs de défaut. Donc, la commande :

urda()

simule N = 1000 points dans I’ensemble compact D C R? (dans le carré
(—3,3) x (—3,3)), sur la surface S définie par la fonction f(z,y) = 6e~ (= +v").
Seulement une partie de ces 1 000 points est sélectionnée dans I’échantillon
final de points sur S.

On présente ci-dessous quelques exemples de la fonction urda (), en utilisant
différentes fonctions f, domaines D et nombre de points que ’on simule. Par
exemple, si 'on veut simuler des points distribués de maniére uniforme sur la
surface définie par la fonction :

fla,y) =2 +y°
dans le domaine (—1,1) x (—1, 1), il faut utiliser la commande suivante :
urda(N=1500, aa=-1, bb=1, cc=-1, dd=1, fxy=expression(x~2+y~2))

On peut aussi déclarer les arguments que ’on veut passer a la fonction séparé-
ment. Par exemple, les commandes :

1.bound<- -1; u.bound<- 1;
f<- expression(x~2-y~2);
urda(aa=1.bound,bb=u.bound,cc=1.bound,dd=u.bound, fxy=f)

vont simuler des points aléatoires uniformes sur la surface f(z,y) = 22 — y?
définie dans le domaine D = (—1,1) x (—1,1), en partant de la simulation de
N =1 000 points dans D (argument de défaut).
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Si l'on a installé la librairie scatterplot3d, la fonction crée automatique-
ment le graphique en trois dimensions.

Une derniére chose a remarquer est la possibilité de mémoriser le résultat
d’une simulation dans un objet R. Par exemple, la commande :

sim.atan<-urda(N=500, fxy=expression(6*atan(x)))

va stocker les résultats de la simulation sur la surface f(z,y) = 6 arctanx (dans
D = (—3,3) x (-3, 3), le domaine de défaut) dans I'objet sim.atan. Ce dernier
est un objet de type 1ist, contenant les informations suivantes :

(a) DDtot, contenant les coordonnées (x,y) des points aléatoires simulés
initialement dans D, les valeurs de la fonction f(x,y) correspondantes,
les nombres w ~ U(0, 1) assignés, les probabilités de sélection m(x,y)/M
et I'information TRUE/FALSE indiquant si le point est ou non sélectionné
dans ’échantillon final de points sur la surface S';

(b) DD, contenant les coordonnées (z,vy, f(x,y)) des points qui ont été
sélectionnés dans I’échantillon final de points sur la surface S;

(c) selected, indiquant le nombre de points qui ont été sélectionnés;

(d) prop.selected, indiquant la proportion de points sélectionnés dans
I’échantillon final.

L] 1

1 —0,5 x

—0,5

s

Fig. 7.2. Simulation de 753 points aléatoires distribués de maniére uniforme
par unité de surface. Ici f(x,y) = 3 — 2% — y? et la parcelle considérée est
[—1,0] x [~1,0] sur le plan zOy.

L’un des avantages de mémoriser le résultat d’'une simulation dans un objet
est de pouvoir utiliser les résultats par exemple pour changer les coordonnées
du graphique, ou d’exporter les résultats dans un fichier texte permettant 1'uti-
lisation des données avec d’autres logiciels.
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Les composantes de I'objet créé peuvent étre invoquées avec le symbole $.
Dans notre exemple, on peut voir les coordonnées des points sélectionnés dans
I’échantillon final avec la commande :

sim.atan$DD

On peut par exemple faire le graphique en trois dimensions sous un autre point
de vue avec la commande :

scatterplot3d(sim.atan$DD, angle=120, highlight.3d=TRUE,pch=20)

7.4 Intégrales multiples

Nous avons vu dans le Chapitre 6 comment, a ’aide de ’algorithme de
Metropolis-Hastings, on peut estimer la valeur d’une intégrale multiple d’une
fonction positive définie sur un domaine qui souvent peut étre assez difficile
d’expliciter autrement que par I’équation d’une courbe.

L’estimation se fondait sur la génération d’un échantillon fictif issu d’une
certaine distribution conjointe de variables aléatoires.

L’estimation qui en découle peut donc varier d’une simulation a ’autre, et si
I’on est intéressé par une estimation précise, disons a trois ou quatre décimales,
il faut disposer d’un échantillon d’une certaine taille, et la procédure manuelle
présentée au Paragraphe 6.5 ne peut plus s’envisager.

Nous présentons ici un exemple de calcul d’intégrale, estimé a travers ’al-
gorithme de Metropolis-Hastings implémenté dans R.

La fonction & intégrer est la méme que celle de 'Exemple 6.4, et, comme
avant, l'intégrale sera dénotée par J :

/= // ke (1 — 22 — y?)dady,
C

// k(1 —2? — y*)dady = 1
c

et ot C = {(z,y) |2 + y? < 1}. Dans le code ci-dessous on dispose d’une
fonction, « int », qui estime cette intégrale avec un échantillon de taille n.

ou k est tel que

Ce code calcule 1’intégrale de

ke~ [-(x~2+y~2)]*(1-x"2-y"2)

dans le domaine ou (1-x~2-y~2)>0,

oi k est la constante telle que kx(1-x~2-y~2)
est une densité conjointe.

I1 faut introduire le nombre d’itérations, n.
Par exemple int(n)

H OH H OHE K OH R H
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#
int <- function(n) {

# n # nombre d’itérations souhaité

y1 <- numeric(n+1) # RND pour premiére coordonnée U(-1,1)
y2 <- numeric(n+1) # RND pour deuxiéme coordonnée U(-1,1)
py <- numeric(n+1) # p(y)

x1 <- numeric(n+1)

x2 <- numeric(n+1)

px <- numeric(n+1)

u <- numeric(n+1) # RND U(0,1)

pp <- numeric(n+1)

h <- numeric(n+1)

x1[1]=0 # Le burn in part de (0,0)
x2[1]1=0 #

yl=runif (n+1,-1,1)
y2=runif (n+1,-1,1)

yli=y1[1]
y2i=y2[1]
x1li=x1[1]
x2i=x2[1]

py[1]=max(0,1-y1i~2-y2i~2)
px[1]=1-x1i"2-x2i"2

ul[1]<- runif(1,0,1)
pp[11=py[1]/px[1]

if ( ul1l<ppl1]) x1[2]=yli else x1[2]=x1[1]
if ( ul1l<ppl1]) x2[2]=y2i else x2[2]=x2[1]
h[1]=exp(-(x1[1]1~2+x2[1]1"2))

for (i in 2:n){
yli=y1[i]
y2i=y2[il]
x1i=x1[i]
x2i=x2[1i]

py[il=max(0,1-y1i~2-y2i~2)
pxlil=1-x1i~2-x2i"2

ulil<- runif(1,0,1)
pplil=py[i]/px[i]
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if ( ulil<pplil) x1[i+1]=y1[i] else x1[i+1]=x1[i]

if C ulil<pplil) x2[i+1]=y2[i] else x2[i+1]=x2[i]
hlil=exp(-(x1[i]~2+x2[i]~2))

}

#R <- round(cbind(yl,y2,py,x1,x2,px,u,pp,h),3)
#return(list(R = R))

I=mean(h[-(n+1)])

return(list (I=I))

}

Ainsi, la commande int (50000) peut donner J= 0,734 8, une valeur cor-
recte a un milliéme prés.

Si 'on désire disposer d’'un tableau de simulation dans le style du Ta-
bleau 4.7, avec une colonne supplémentaire pour les valeurs de la fonction h
(ici h(z,y) = e’(w2+y2)), il suffit d’enlever les diéses dans les derniéres lignes
du code ci-dessus et de les mettre devant les deux lignes suivantes.

Exercices

7.1 Un groupe de 20 touristes suisses doivent passer le controle des passeports
a la douane frangaise de la gare de Genéve. Ils arrivent a la douane de la
gare de Genéve a 11 h et leur train pour la Céte d’Azur part a 11 h 15.
Supposant que le controle des passeports prends en moyenne 30 secondes,
que les temps de controle suivent une loi exponentielle, que les trains pour
la France se trouvent & 1 minute de la douane et partent a ’heure, que
le groupe monte dans le train seulement si tout le monde est sur le quai,
estimer la probabilité que le groupe ne rate pas le train en simulant 100
fois le passage du groupe a la douane.

7.2 Utiliser 1 000 nombres aléatoires pour estimer 'intégrale

I:/l |sinm|dx.
0 X

7.3 En utilisant 'algorithme de Metropolis-Hastings, estimer l'intégrale

: 2 2
K= // S HY) gy,
2 4y2<n 1424 +y




Appendice :
Tables

Bien que les tables numériques soient intégrées dans tous les logiciels de
calcul statistique, ces tables ont une fonction didactique importante.

Dans cette appendice nous présentons les tables numériques les plus utili-
sées. On pourra trouver donc la table du x?; la table de Fisher; la table de
Gauss sur les valeurs de la loi normale N'(0, 1) ; la table de Student et une table
de nombres aléatoires, qui a été tirée des décimales de .

Chaque table est précédée d’une bréve explication.
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Table du chi-carré

Pour .
)= [ ti e bt
o 241 (3)

les valeurs de cette table représentent des valeurs de x telles que

Xl%(x) = Q,

avec « égal & une valeur correspondante au seuil de signification. Dans la théorie
des tests d’hypothéses, ces valeurs de x sont dénotées par X% ) €t représentent
des valeurs critiques.

Seuil de signification «
v {0990 0,975 0,950 0,10 0,05 0,025 0,01
11 0,00 000 000 271 384 502 6,63
2| 002 005 0,10 4,61 599 7,38 9,21
3| 011 022 035 6,25 7,81 935 11,34
4| 029 048 0,71 7,78 949 11,14 13,23
5| 055 083 1,14 9,24 11,07 12,83 15,09
6| 087 124 1,63 10,64 12,53 14,45 16,81
71 1,23 1,69 216 12,02 14,07 16,01 18,48
8| 1,64 2,18 2,73 13,36 15,51 17,53 20,09
91 2,08 270 3,32 14,68 16,92 19,02 21,67
10 2,55 325 394 1599 18,31 20,48 23,21
111 3,06 3,82 458 17,29 19,68 21,92 24,72
12 ] 3,57 4,40 523 18,55 21,03 23,34 26,22
131 411 5,01 589 1981 2236 24,74 27,69
14| 466 563 6,57 21,06 23,68 26,12 29,14
151 523 626 726 2231 2500 2749 30,58
16| 581 691 796 2354 26,30 2885 32,00
171 641 756 8,67 24,77 27,59 30,19 33,41
181 7,02 823 939 2599 2887 31,53 34,81
191 763 891 10,12 2720 30,14 3285 36,19
20 | 8,26 9,59 10,85 28,41 31,41 34,17 37,57
21| 8,90 10,28 11,59 29,62 39,67 3548 38,93
22 | 9,554 10,98 12,34 30,81 33,92 36,78 40,29
23 | 10,20 11,69 13,09 32,01 35,17 38,08 41,64
24 |1 10,86 12,40 13,85 33,20 36,42 39,36 42,98
25 | 11,52 13,12 14,61 34,38 37,65 40,65 44,31
26 | 12,20 13,84 15,38 35,56 38,89 41,92 45,64
27 | 12,88 14,57 16,15 36,74 40,11 43,19 46,96
28 | 13,57 15,31 16,93 37,92 41,34 44,46 48,28
29 | 14,26 16,05 17,71 39,09 4256 45,72 49,59
30 | 14,95 16,79 18,49 40,26 43,77 46,98 50,89
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Table de Fisher

Les valeurs de cette table représentent les x tels que

Flu, s () = 0,95,

ou F(y, 1, est la fonction de répartition de la loi de Fisher de densité f(,, ,.,)
(voir Paragraphe 2.3.7).

1) v
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 161 199 215 224 230 234 236 238 240 241
2 18,5 19,0 19,1 19,2 193 19,3 193 19,3 193 194
3 10,1 9,55 9,28 9,12 9,01 894 889 885 881l 879
4 7,71 694 659 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96
5 6,61 5,79 541 519 505 495 488 4,82 477 4,74
6 599 5,14 476 4,53 4,39 428 4,21 4,15 4,10 4,06
7 569 4,74 435 4,12 397 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 344 3,39 3,35
9 512 4,26 3,86 3,63 348 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14
10 | 496 4,0 3,71 348 333 322 314 3,07 3,02 2098
11 | 484 398 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 295 290 285
12 475 3,89 349 326 3,11 3,00 291 285 280 2,75
13 4,67 3,81 341 3,18 3,03 292 283 2,77 2,71 2,67
14 | 460 3,74 3,34 3,11 296 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60
15 454 3,68 3,29 3,06 290 2,79 271 264 259 254
16 449 3,63 3,24 3,01 285 2,74 266 259 254 249
17 | 445 3,59 3,20 29 281 2,70 2,61 255 249 245
18 441 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 258 251 246 241
19 438 3,52 3,13 290 2,74 2,63 254 248 242 238
20 | 4,35 3,49 3,10 287 2,71 260 251 245 239 2,35
21 4,32 347 3,07 2,84 268 257 249 242 237 232
22 4,30 3,44 3,060 2,82 266 255 246 240 234 2,30
23 428 3,42 3,03 280 2,64 253 244 237 232 227
24 426 3,40 3,01 2,78 262 251 242 236 2,30 2,25
25 424 339 299 2,76 260 249 240 234 228 2724
26 423 337 298 2,74 259 247 239 232 227 2722
27 421 335 296 2,73 257 246 237 231 225 2720
28 420 3,34 295 2,71 256 245 236 2,29 224 219
29 | 4,18 3,33 2,93 270 255 243 235 228 222 2,18
30 4,17 3,32 292 269 253 242 233 227 221 216
40 4,08 323 284 261 245 234 225 218 2,12 2,08
60 | 4,00 3,15 2,76 253 237 225 217 2,10 2,04 1,99
120 | 3,92 3,07 2,68 245 229 217 209 202 19 1,91
00 3,84 3,00 260 237 221 210 2,01 194 1,88 1,83
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Table de Fisher (Suite) :

V2 V1
12 15 20 24 30 40 60 120 oo
1 | 243 245 248 249 250 251 252 253 254
2 | 194 194 194 194 194 194 194 194 195
3 | 874 870 866 864 862 859 857 855 853
4 | 591 58 58 577 575 572 569 566 5,63
5 | 468 4,62 456 4,53 450 4,46 443 440 4,36
6 | 400 394 387 384 38l 377 374 3,70 3,67
7 | 357 351 344 341 338 334 330 327 323
8 | 328 322 315 3,12 308 304 301 297 2093
9 | 307 301 291 290 28 28 279 275 271
10 | 2,91 285 277 2,74 270 2,66 262 2,58 254
11 | 2,79 272 265 2,61 257 253 249 245 240
12 | 2,69 262 254 251 247 243 238 234 230
13 | 2,60 253 246 242 238 234 230 225 221
14 | 253 246 239 235 231 227 222 218 213
15 | 248 240 233 229 225 220 216 211 2,07
16 | 242 235 228 224 219 215 211 206 2,01
17 | 238 231 223 219 215 210 206 2,01 1,96
18 [ 234 227 219 215 211 206 202 197 192
19 | 2,31 223 216 2,11 207 203 198 1,93 188
20 | 2,28 220 2,12 208 204 199 195 190 1,84
21 | 225 218 210 205 201 196 192 187 1,81
22 | 223 2,15 207 203 198 194 189 184 1,78
23 | 2,20 2,13 205 201 196 191 186 181 1,76
24 | 2,18 211 203 198 194 189 1,84 179 1,73
25 | 2,16 2,09 201 19 192 1,87 182 177 1,71
26 | 2,15 207 199 195 19 185 1,80 1,75 1,69
27 | 2,13 2,06 197 193 1,88 1,84 1,79 1,73 1,67
28 | 2,12 2,04 196 191 187 1,82 1,77 171 165
29 | 2,10 2,03 19 19 1,85 181 1,75 1,70 1,64
30 | 2,09 201 193 189 1,84 1,79 1,74 1,68 1,62
40 | 200 192 1,84 1,79 174 1,69 1,64 158 151
60 | 1,92 1,84 1,75 1,70 1,65 159 1,53 147 1,39
120 | 1,83 1,75 166 1,61 1,55 150 143 1,35 1,25
o | 1,75 1,67 157 152 146 1,39 132 122 1,00
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Loi normale (Table de Gauss)

Les valeurs z de cette table sont relatives a I'a pour lequel Pr(Z < ) = z,
ou Z est une variable aléatoire centrée réduite. Par exemple :

1 1,25 2
Pr(Z < 1,25) = —— e dt = B(1,25) = 0,804.
vV 2 [oo

o« 000 001 002 003 004 005 006 007 008 0,09
0,0 |0,500 0,504 0,508 0,512 0,516 0,519 0,523 0,527 0,531 0,535
0,1 0,539 0,543 0,547 0,551 0,555 0,559 0,563 0,567 0,571 0,575
0,2 0,579 0,583 0,587 0,591 0,594 0,598 0,602 0,606 0,610 0,614
0,3 /0,617 0621 0,625 0,629 0,633 0,636 0,640 0,644 0,648 0,651
0,4 | 0,655 0,659 0,662 0,666 0,670 0,673 0,677 0,680 0,684 0,687
0,5 /0,691 0,695 0,698 0,701 0,705 0,708 0,712 0,715 0,719 0,722
0,6 |0,725 0,729 0,732 0,735 0,738 0,742 0,745 0,748 0,751 0,754
0,7 |0,758 0,761 0,764 0,767 0,770 0,773 0,776 0,779 0,782 0,785
0,8 0,788 0,791 0,793 0,796 0,799 0,802 0,805 0,807 0,810 0,813
0,9 | 0,815 0,818 0,821 0,823 0,826 0,828 0,831 0,834 0,836 0,338
1,0 [0,841 0,843 0,846 0,848 0,850 0,853 0,855 0,857 0,859 0,862
1,1 [ 0,864 0,866 0,868 0,870 0,872 0,874 0,877 0,879 0,881 0,883
1,2 [ 0,884 0,886 0,888 0,890 0,892 0,894 0,896 0,898 0,899 0,901
1,3 10,903 0,904 0,906 0,908 0,909 0911 0913 0,914 0,916 0,917
1,410,919 0,920 0,922 0923 0925 0926 0,927 0,929 0,930 0,931
1,5 10,933 0,934 0,935 0,937 0,938 0,939 0,940 0,941 0,942 0,944
1,6 [0,945 0,946 0,947 0,948 0,949 0,950 0,951 0,952 0,953 0,954
1,7 10,955 0,956 0,957 0,958 0,959 0,959 0,960 0,961 0,962 0,963
1,8 10,964 0,964 0,965 0,966 0,967 0,967 0,968 0,969 0,969 0,970
1,9 /0,971 0,971 0,972 0,973 0973 00974 0975 0,975 0,976 0,976
2,0 10,977 0977 0,978 0,978 0,979 0,979 0,980 0,980 0,981 0,981
2,1 0,982 0,982 0,983 0,983 0,983 0,984 0,984 0,985 0,985 0,985
2,2 /0,986 0,986 0,986 0,987 0,987 0,987 0,988 0,988 0,988 0,989
2,310,989 0,989 0,989 0,990 0,990 0,990 0,990 0,991 0,991 0,991
2,4 /0,991 0,992 0,992 0,992 0,992 0,992 0,993 0,993 0,993 0,993
2,510,993 0,994 0,994 0,994 0,994 0,994 0,994 0,994 0,995 0,995
2,6 10,995 0,995 0,995 0,995 0,995 0,996 0,996 0,996 0,996 0,996
2,710,996 0,996 0,996 0,996 0,996 0,997 0,997 0,997 0,997 0,997
2,8 10,997 0,997 0,997 0,997 0,997 0,997 0,997 0,997 0,998 0,998
2,9 /0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998
3,0 10,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,999 0,999
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Table de Student
Cette table représente des valeurs x telles que :

v

o[ ﬁ(ﬁ)(‘*)dt.

(VT

12 o
0,000 0,950 0,975 0,990 0,995 0,999
1 | 3078 6,314 12,706 31,821 63,656 318,289
2 | 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 22,328
3 | 1,638 2,353 3,182 4541 5841 10,214
4 | 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173
5 | 1,476 2,015 2571 3,365 4,032 5,894
6 | 1,440 1,043 2,447 3,143 3,707 5,208
7 | 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785
8 | 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501
9 | 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297
10 | 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144
11 | 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025
12 | 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930
13 | 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852
14 | 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787
15 | 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733
16 | 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686
17 | 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646
18 | 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,610
19 | 1,328 1,729 2,093 2,539 2861 3,579
20 | 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552
21 | 1,323 1,721 2,080 2,518 2831 3,527
22 | 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505
23 | 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485
24 | 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,467
25 | 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450
26 | 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,435
27 | 1,314 1,703 2,052 2473 2,771 3,421
28 | 1,313 1,701 2,048 2467 2,763 3,408
29 | 1,311 1,699 2,045 2462 2,756 3,396
30 | 1,310 1,697 2,042 2457 2,750 3,385
40 | 1,303 1,684 2,021 2423 2,704 3,307
50 | 1,299 1,676 2,009 2,403 2,678 3,261
60 | 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,232
70 | 1,294 1,667 1,994 2381 2,648 3,211
80 | 1,292 1,664 1,990 2374 2,639 3,195
90 | 1,291 1,662 1,987 2,368 2,632 3,183
100 | 1,290 1,660 1,984 2,364 2,626 3,174
0o | 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090
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Table de nombres aléatoires

Les nombres présents sur cette table sont générés a partir des décimales de
m = 3,141 592 653 589 793 .. ...

1415 926 535
8 979 323 846
2 643 383 279
5 028 841 971
6 939 937 510
5820 974 944
5923 078 164
0628 620 899
8 628 034 825
3421 170 679
8 214 808 651
3 282 306 647
0 938 446 095
5 058 223 172
5 359 408 128
4 811 174 502
8 410 270 193
8 521 105 559
6 446 229 489
5493 038 196
4 428 810 975
6 659 334 461
2 847 564 823
3 786 783 165
2 712 019 091
4 564 856 692
3 460 348 610
4 543 266 482
1 339 360 726
0249 141 273
7 245 870 066
0631 558 817
4 881 520 920
9 628 292 540
9 171 536 436
7 892 590 360
0 113 305 305
4 882 046 652
1 384 146 951
9 415 116 094

3 305 727 036
5 759 591 953
0921 861 173
8193 261 179
3105 118 548
0 744 623 799
6 274 956 735
1 885 752 724
8 912 279 381
8 301 194 912
9 833 673 362
4 406 566 430
8 602 139 494
6 395 224 737
1907 021 798
6 094 370 277
0539 217 176
2 931 767 523
8 467 481 846
7 669 405 132
0 005 681 271
4 526 356 082
7785 771 342
7577 896 091
7363 717 872
1 468 440 901
2249 534 301
4 654 958 537
1050 792 279
6 892 589 235
4201 995 611
2129 021 960
8 640 344 181
5 981 362 977
4771 309 960
5187 072 113
4 999 999 837
2 978 049 951
0597 317 328
1 609 631 859

5 024 459 455
3 469 083 026
4 252 230 825
3 344 685 035
2 619 311 881
7101 000 313
7 838 752 886
5 875 332 083
8 142 061 717
7 669 147 303
5 982 534 904
2 875 546 873
1 159 562 863
8 823 537 875
9 375 195 778
1 857 780 532
1 712 268 066
1 300 192 787
6 611 195 909
2164 201 989
3 809 525 720
1 065 485 863
2 788 659 361
5 338 182 796
8 230 301 952
0353 018 529
6 899 577 362
2599 413 891
2497 217 752
8 347 913 151
5 574 857 242
4 541 506 959
5082 953 311
6 861 727 855
8 890 750 983
8 175 463 746
4 939 319 255
0 604 009 277
0167 113 900
9 848 824 012

8 583 616 035
6 370 766 010
4710 181 942
9 555 961 989
4 676 783 744
9 448 255 379
7 T4T 268 471
0404 753 464
6 208 046 684
2590 694 912
0331 367 702
8 989 152 104
7 521 620 569
6 602 405 803
8 150 193 511
2533 824 300
3 558 764 024
7496 473 263
9 141 992 726
0426 992 279
6 782 354 781
6 360 093 417
2164 121 992
4 586 315 030
2 861 829 745
5570 674 983
8 505 494 588
5 869 269 956
9 092 721 079
7509 302 955
3 211 653 449
8 720 275 596
0 236 480 665
4991 198 818
3479 775 356
6 369 807 426
5425 278 625
5 181 841 757
4672 890 977
7727 938 000

8 164 706 001
6 145 249 192
1732172 147
7235014 144
1973 568 548
1613 611 573
5 255 213 347
5 741 849 468
4 385 233 239
0739 414 333
4 547 762 416
8 625 189 835
6 948 556 209
9219 222 184
2 725 502 542
5 688 767 179
0 494 601 653
4 668 049 886
2723 279 178
6 085 784 383
8 279 679 766
8 145 410 095
3 883 786 360
9 506 800 642
2 512 520 511
7 392 984 896
0 841 284 886
2 694 560 424
1965 285 022
2106 611 863
0674 427 862
2 039 194 945
0471 237 137
8 696 095 636
4 371 917 287
4 677 646 575
7 396 241 389
0 865 832 645
9 958 133 904
7 802 759 009
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Premiers pas
en simulation

Ce livre est une introduction aux techniques de simulation. Cette
méthode numérique permet de reconstituer fictivement F'évolution
d'un phénoméne et offre un complément aux méthodes analy-
tiques parfois incapables de traiter des problémes aux multiples
variables. La simulation trouve de nombreuses applications dans
I'industrie, en économie, en sciences sociales, en physique des
particules, en astronomie.

Aprés un bref rappel des techniques fondamentales du calcul des
probabilités, le livre expose diverses méthodes pour générer en
grande quantités des nombres aléatoires. Ceux-ci sont un éément
central de toute simulation. Les transformations de variables
utilisées pour simuler des échantillons fictifs d'une variable
aléatoire, et les tests d'hypothéses, qui permettent de valider un
modéle pour des simulations a plus long terme, font I'objet des
chapitres suivants. Enfin, la derniére partie porte sur la méthode
de Monte Carlo et ses applications.

Tout au long de I'ouvrage, le lecteur est quidé par de nombreux
exemples qui illustrent des applications trés concrétes de ces
diverses méthodes. En fin de chapitre, des exercices permetient a
chacun de développer son savoir-faire.

Ecrit dans un langage simple, ce livre s'adresse & un public de
non-spécialistes : non seulement les mathématiciens n'ayant pas
de formation approfondie en statistique, mais aussi les ingénieurs
et les informaticiens confrontés quotidiennement a I'analyse de
phénoménes complexes trouveront des indications utiles pour
leur travail.



