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Avant-prop os 

La théorie physique qui s'attaque au problême désigné par le terme controversé 
de chaos quantique présente des aspects très divers, mais qui tentent tous cepen­
dant de répondre à la même question: "Le chaos qui existe en mécanique classique 
se manifeste-t-il en mécanique quantique. et si oui. de quelle manière?" La théorie 
classique est souvent considérée comme un cas limite de la théorie quantique. Si un 
phénomène existe dans une théorie, dont l'autre ne parvient pas à rendre compte, 
alors ce sont toutes les hypothèses de correspondance qui sont infirmées. Et la 
révolution qui en découle n'est pas moindre que celle qui a ébranlé la notion de 
déterminisme lorsque les théories classiques du chaos ont été élaborées (ou actu­
alisées, puisque une grande partie de leurs idées fondamentales étaient connues des 
mathématiciens du début du siècle). 

La théorie du chaos quantique est à un stade de son évolution où la plupart des 
contributions complètent une classification des systèmes ou améliorent les critères 
qui permettent cette classification, plutôt que d'expliquer réellement des phénomènes 
ou des correspondances à partir de concepts précis. Deux options de travail se 
dégagent: la première est l'étude du principe même de la limite entre les formalismes 
qu antiques et classiques, et du passage d'une description à l'autre de l'information 
relative à l'ordre; la seconde, que nous avons adoptée, est la recherche pour les objets 
typiquement quantiques de représentations telles qu'il soit possible de distinguer 
un comportement régulier d'un comportement chaotique, ou même de mettre en 
évidence une transition entre ces deux comportements en fonction d'un paramètre 
d'ordre. 

Le développement de ces deux domaines est lié très étroitement à ceux de l'in­
formatique et des performances des ordinateurs, de même que l'avait été celui du 
chaos classique. Notre travail n'échappe pas à la règle, et ses points forts sont des 
expériences numériques. 

Une expérience nécessite un certain nombre de décisions préalables. En parti­
culier, le choix d'un système, celui d!une représentation du système, et celui d'un 
critère de classification à l'intérieur de la représentation. Ces différentes notions 
vont constituer la matière du chapitre introductif, qui s'achèvera par une descrip­
tion précise du contenu de notre travail. 



1 Introduction — Motivations : 
Chaos quantique et Système spin-boson 

Ce chapitre introduit les notions de base nécessaires à la compréhension du problème 
du chaos tant classique que quantique, et présente le modèle que nous étudierons. D 
se divise donc naturellement en deux sections, la première aboutissant aux questions 
ouvertes relatives au chaos quantique. la seconde aux réponses que pourrait offrir le 
système spin-boson, et aux motivations de ce travail. 

1.1 Chaos classique et quantique 

Le but de cette section est de poser le problème du chaos en mécanique quantique. 
Notie étude porte sur la classe des modèles hamiltoniens autonomes à peu de degrés 
de liberté. 

Dans le cadre de la mécanique classique, la notion de chaos admet une définition 
rigoureuse. En outre, il existe un certain nombre de critères mathématiques qui 
permettent de classer les systèmes selon une hiérarchie relative à l'ordre. Dans 
un premier paragraphe, nous définirons les notions essentielles d'intégrabilité et de 
dépendance sensitive aux conditions initiales, ou en d'autres termes, de régularité et 
de chaos. Puis nous présenterons quelques propriétés importantes des transforma­
tions de l'espace de phase lors de la perturbation d'un système régulier (théorèmes 
de KAM et de BirkhofF) ainsi qu'un moyen géométrique de les mettre en évidence 
(section de Poincaré). 

Dans un deuxième paragraphe, nous montrerons les difficultés de transposer les 
définitions classiques du chaos dans le cadre de la mécanique quantique. Pour ter­
miner, nous examinerons les moyens spécifiques dont celle-ci dispose pour différencier 
un système régulier d'un système chaotique. 

1.1.1 C h a o s classique 

Nous considérerons un système à N degrés de liberté décrit par un hamiltonien 
^(ÇmPn)' n — Ii • • • i JVJ fonction de TV couples de variables conjuguées canoniques 
[QmPn), n = 1,...,JV, dont révolution est dictée par les équations de Hamilton: 
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g„ = OTiJOpn, p„ = -OHfOqn. L'ensemble de ces 2A' équations du mouvement 
forme un système dynamique noté X = W ( x ) , et ses solutions forment un flot 
hamiUonien conservatif noté / t : R î A ' — R " \ x(0) ^ x( t ) = / (x(0) . 

Integrabili té 

lîn tel système est dit intégrable s'il existe A' constantes du mouvement { / j , . . . , JV }, 
fonctionnellement indépendantes et en involution [I]. C'est-à-dire que: 

• {HJn) - 0 n = 1,...,JV , 
où {.,.} est le croche! de Poisson usuel. 

• Les directions dln de l'espace de phase générées par les constantes sont linéai­
rement indépendantes. 

• { / m , / n } - 0 . Vn,m.= 1,...,JV . 

D existe alors une transformation canonique (qn,pn) -* [In, &n) *> ~ 1, - - •, -Ar, 
telle que le hamiltonien ne dépend que des variables d'actions In: 

n(qn,Pn) — H'{ln) n = l , . . . , /V . 

Par conséquent les variables angulaires évoluent linéairement en fonction du temps 

(6n(t) = uj„t -f- 0on où Wn = BTi'JdIn), et le mouvement est restreint à un TV-tore. 

Lorsque Ar = 1, Ti est lui-même constante du mouvement; tout système est 
alors intégrable. N = 2 est.la plus petite dimension qui admette des systèmes non 
intégrables. Dans ce dernier cas, le hamiltonien d'un système intégrable peut s'écrire 
1Ho(Ii, Ji)- Soient les deux fréquences u^ et uij associées au parcours du tore selon les 
deux cercles dont il est le produit. On parle d'un tore rationnel si le rapport wi/u^ 
est un nombre rationnel et sinon d'un tore irrationnel. 

Dépendance sensitive aux conditions initiales 

Soient X0, une condition initiale du not / ( et y 0 = Xo + Axo, un point choisi dans 
son voisinage. On appelle exposant de Lyapunov caractéristique [2] la grandeur: 

^,A^^p^}. (u) 
Elle mesure le taux de divergence exponentielle de deux trajectoires initialement 
infinitésimalement proches. D'autres définitions existent où un exposant est associé 
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à chaque direction de l'espace de phase; d'autres encore pour lesquelles est requise 
une limite Ax 0 —• 0. S'il existe un point du voisinage (ou une direction de l'espace 
de phase) tel que A(xo, Axo) > 0, on dit que le système présente une dépendance 
sensitive aux conditions initiales. Cette propriété est une définition possible du chaos 
classique. 

Si le système est intégrable, ses exposants de Lyapunov sont < 0. Un exposant 
positif traduit l'impossibilité de prédire le comportement du système sur une longue 
durée, ceci bien que les lois d'évolution soient parfaitement déterministes. 

Dans le cas d'un flot conservatif, si un exposant est positif, c'est-à-dire s'il existe 
une direction dilatante, alors le théorème de Liouville de la conservation des volumes 
dans l'espace de phase implique qu'une autre direction doit être contractante et 
présenter un exposant négatif. 

L'étude des exposants de Liapunov nous donne un critère très catégorique qui 
permet de distinguer pour une trajectoire un régime régulier d'un régime chaotique. 
Une hiérarchie plus nuancée peut être construite en introduisant une mesure inva­
riante sur l'espace de phase et en étudiant la déformation par le flot d'un élément 
de volume [3]. 

Section de Poincaré 

Dorénavant, nous traiterons exclusivement de systèmes bidimensionnels, dont l'es­
pace de phase est donc quadridimensionnel. 

La section de Poincaré d'une trajectoire d'un flot hamiltonien correspond à 
l'ensemble de ses points d'intersection dans un sens déterminé avec un hyperplan 
fixé. Etant donnée la conservation de l'énergie, le flot a lieu sur une sous-variété 
de dimension 3 de l'espace de phase. Les points de la section remplissent un sous-
espace de l'hyperplan de dimension < 2. L'étude d'une section permet de distinguer 
les différents régimes que peut présenter une trajectoire. 

• une trajectoire périodique est représentée par un point ou un petit nombre de 
points. 

• un tore rationnel est représenté par un ensemble discret de points, disposés le 
long de courbes, dont le nombre et l'ordre d'apparition sont déterminés par la frac­
tion associée. 

• un tore irrationnel est représenté par un ensemble de points continu et unidi-
mensionnel. 

• une trajectoire chaotique est représentée par un ensemble de points qui remplis­
sent une surface de manière ergodique. Si le système présente un régime mixte de 
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lores réguliers et de trajectoires chaotiques, alors cette surface est limitée par les 
sections des tores, qui sont imperméables étant donnée la nature hamiltonienne du 
flot. Sinon elle correspond à l'ensemble des points de l'hyperplan accessible à la tra­
jectoire. Dans ce contexte, l'ergodicité est la propriété d'une trajectoire qui implique 
que sa probabilité de présence dans un sous-espace est proportionnelle au volume de 
celui-ci. 

Une idée du comportement global d'un système est donnée par un ensemble de 
sections de Poincaré correspondant à des trajectoires dont les conditions initiales re­
couvrent de manière régulière la totalité du domaine d'intersection entre l'hyperplan 
et la variété d'énergie constante. 

Perturbation d'un système intégrable 

Soit le hamiltonien intégrable Ho(IiJi)- Sous une perturbation S7ii[Jii6JlI7!&2), 
les tores réagissent de manière différente selon qu'ils sont rationnels ou irrationnels. 

• Si wi/wj est irrationnel (ou "suffisament proche d'un irrationnel'", le critère de 
proximité dépendant de l'amplitude de la perturbation 6), alors le théorème de KAM 
(Kolmogorov, Arnold et Moser, (4]) s'applique et assure la stabilité de ces tores pour 
i < l . Lorsque 6 croît, tous les tores finissent par être détruits. 

• Si ai] /u>; est rationnel, alors le théorème de Poincaré-Birkhoff |5] s'applique et 
prévoit dans la section de Poincaré un nombre pair de points fûtes, alternativement 
stables et instables. Autour des points instables les premières trajectoires chaotiques 
apparaissent, quelle que soit l'amplitude de la perturbation. Autour des points sta­
bles se constitue une nouvelle couche de tores comparable à la structure d'origine 
et qui va réagir de manière comparable à l'accroissement de la perturbation. C'est-
à-dire que dans l'espace de phase, une structure auto-similaire apparaît. Et que le 
chaos existe à toute échelle de cette structure. 

1.1.2 Les cr i tères du chaos classique en m é c a n i q u e q u an t i q u e 

Trois notions introduites dans le cadre de la mécanique classique perdent leur perti­
nence en mécanique quantique. 

• Integrabili té. La définition classique (la clause d'indépendance fonctionnelle mise 
à part) peut être transposée telle quelle en mécanique quantique, à condition de 
remplacer les crochets de Poisson par des commutateurs. 

Mais contrairement au cas classique, les systèmes quantiques intégrables ne pos-
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sèdent. pas de propriétés physiques spécifiques [6]. 

• Evolution. Tout critère qui s'appuie sur la notion de trajectoire, comme celui des 
exposants de Lyapunov, n'esl évidemment pas applicable en mécanique quantique. 
De plus ce type de critère nécessite le passage à la limite des grands temps, et cette 
limite ne commute pas avec la limite classique usuelle (h — 0} |7j. 

L'évolution d'un système quantique dont le spectre {Ek} est discret est caracté­
risée par un ensemble de fréquences ui^i = (Ey — Et)Ih. Un signal issu d'une obser­
vable quantique est presque périodique et par conséquent, il ne peut pas présenter 
de dépendance sensitive aux conditions initiales. 

• Espace de phase. Une caractéristique importante de l'apparition du chaos dans 
l'espace de phase classique est sa manifestation à toutes les échelles de la struc­
ture auto-similaire. Certes, il est possible de représenter les états propres d'un 
hamiltonien quantique sur l'espace de phase, et selon le principe de correspondance, 
les fonctions obtenues devraient rendre compte des trajectoires classiques. Mais le 
principe d'incertitude de Heisenberg limite la résolution de ces fonctions, ei par 
conséquent, la structure fine de l'espace de phase ne leur est pas perceptible. 

Ces définitions ou caractéristiques du chaos classique ne permettent donc pas de 

cerner clairement une notion de chaos quantique. 
H faut donc définir une méthode générale de classification des systèmes, qui ne 

se réfère pas directement aux notions classiques, mais qui n'utilise que les grandeurs 
typiquement quantiques que sont le spectre et les fonctions propres. 

1.1.3 E t u d e spec t ra l e et c r i t è r e quan t i que de chaos 

L'étude des fluctuations du spectre d'un hamiltonien quantique permet de définir 
deux catégories de systèmes, les uns présentant un phénomène caractéristique de 
répulsion de leurs niveaux d'énergie, les autres une répartition aléatoire des espace­
ments entre ces niveaux. Les spectres de la plupart des systèmes connus présentent 
l'un de ces deux comportements typiques, et la distinction correspond au régime 
intégrable ou chaotique de leur limite classique (8),(9]-

Soit {Ei,}- la séquence ordonnée des valeurs propres d'un hamiltonien H. Notons 
N(E)1Ie nombre d'états propres d'énergie inférieure à E: 

N(E) = J^S(E -Ek): (1.2) 
k 
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où 6(E) est la fonction saut de Heavyside: 

1 si E > 0 
E) " ' 0 si £ < 0 

N(E) est une fonction discontinue en escaliers, qu'on sépare en une partie lisse notée 

Nav(E) et une partie fluctuante notée Nji(£): 

N(E) = Nav[E}+NME). (1.3) 

NBV(E) diffère selon les systèmes. On peut par exemple lui associer une densité 
d'états classique si le système admet une limite JlO]. 

Redressage 

L'opération de redressage consiste à construire une séquence {u* — Na„(Ek)} et la 
fonction A"(v} à partir de cette séquence, de manière analogue à la construction 
de N(E) à partir de la séquence des {Et,}- On compare alors les propriétés des 
fluctuations par rapport à une moyenne N'ev(u) = a identique, quels que soient le 
système et l'allure de Naa(E). Cette opération est indispensable si Ton veut accéder 
aux propriétés universelles des fluctuations. 

Distribution des espacements entre niveaux voisins 

Soit {xi, = Ut+1 — Tit}, la série des espacements entie niveaux voisins du spectre 
redressé. On désigne par P(x) la distribution de ces espacements: 

oi w i- ' Hg* € \x,x + dx),k< N 
P(z)dx = lim • — , (1.4) 

où $Xk désigne le nombre de valeurs n satisfaisant la propriété qui le suit di­
rectement dans l'expression. Le fait de travailler sur un spectre redressé implique 
que l'espacement moyen vaut J P(x)xdx = 1. Cette distribution renseigne sur les 
corrélations à courte portée du spectre. 

Rigidité spectrale 

Le critère le plus répandu de mesure de corrélations spectrales à longue portée est 
la fonction A a (û ,L) de Dyson-Mehta [1 Ij: 

A 3(a , L)= ~ min T + (A"(ti) -Av- B)1 dv . (1.5) 
L A.B Ja 
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Fonction dont on prend souvent la moyenne sur des intervalles qui ne se recouvrent 
pas, pour en éliminer la dépendance en a : A3(L) = ( A 3 ( Q , L))a. 

Classes d'universalité 

Les spectres présentent deux types de comportement statistique distincts, selon 
qu'un niveau accepte un voisin à sa proximité, ou qu'il le repousse. Un raisonnemeni 
simple qui utilise les probabilités conditionnelles permet de déduire la courbe P(x) 
dans chacun des cas [12]: 

P(x)dx = (l - J' P{x')dx') Q{x)dx , (1.6) 

où Q(x)dx est la probabilité qu'un niveau aii un voisin a une distance comprise dans 
l'intervalle [Z1X + dx), sachant que l'intervalle de longueur x à partir de ce niveau est 
inoccupé, et où le contenu de la parenthèse est la probabilité que ce dernier intervalle 
soit inoccupé. 

• Pas de répulsion de niveaux: Q(x) = Q = este. Alors la résolution de l'équation 
intégrale (1.6) et les conditions de normalisation donnent une distribution P(x) pois-
sonienne: 

P(X) = C - . (1-7) 

Cette propriété permet de calculer le comportement asymptotique de la fonction 
A3(L), qui est linéaire: 

* • « £Zi S • (1'8) 

Dans la plupart des cas connus, un système quantique dont la limite classique est 
intégrable possède de telles caractéristiques spectrales. Avec, comme exception no­
toire, l'oscillateur harmonique pour lequel P(x) est une fonction delta et A3(L) 
présente un palier constant. 

• Répulsion des niveaux: Q(O) = 0; le cas le plus simple est Q(x) = 7 1 . Alors 
(1.6) donne une distribution normalisée P{x) gaussienne: 

P(x) =^xe-^ , (1.9) 

résultat connu sous le nom de "conjecture de Wigner'!. On peut également en 
déduire le comportement asymptotique logarithmique de la fonction A3(L): 

A3(L) — . Ar b L + e s t e . (1.10) 
L— 00 TT' 

La plupart des systèmes quantiques invariants sous renversement du temps et dont 
la limite classique est chaotique présentent de telles caractéristiques spectrales. 
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Ces résultats s'obtiennent également à partir du spectre d'une matrice aléatoire 
orthogonale. La terminologie usuelle emploie " ensemble othogonal gaussien" (GOE). 
D'autres ensembles de matrices aléatoires, unitaires ou symplectiques, mènent à 
d'autres types de statistiques, lesquelles présentent aussi le phénomène de répulsion 
des niveaux. 

Si le système étudié possède des symétries particulières, il faut prendre soin de 
séparer les états correspondant aux différentes classes de symétrie el d'effectuer le 
travail statistique séparément sur chacune d'elle. 

La figure 1.1 présente l'allure des distributions P(x) dans le cas d'une statistique 
de Poisson (tirets), caractéristique d'un système régulier, et d'une statistique de type 
GOE (ligne continue), caratéristique d'un système chaotique. La figure 1.2 présente 
l'allure des fonctions As(L) dans les mêmes cas avec les mêmes conventions. Les 
résultats numériques se présenteront sous la forme d'un histogramme pour P(x) et 
d'un ensemble discret de points pour &$(L). 

Plusieurs questions restent ouvertes. L'analyse spectrale propose un critère que 
peu de systèmes mettent en défaut. On ignore par contre les causes physiques qui 
font d'elle un réel critère. De plus ses liens avec la notion d'intégrabilité quantique ne 
sont pas connus. On ignore également s'il existe un critère reposant sur les fonctions 
propres qui montre une telle généralité (et qui englobe si possible le cas régulier par 
excellence de l'oscillateur harmonique). 
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1.2 Le modèle spin-boson 

Le modèle spin-boson connaît un large éventail d'applications, en particulier dans le 
domaine de la physique du solide [13], [14], [15]. Cependant, il est issu de l'optique 
quantique, où il représente un système d'interaction entre atomes et champ électro­
magnétique [16]. D permet notamment de décrire le phénomène essentiel sur lequel 
repose le fonctionnement des lasers et des masers. 

Nous présenterons brièvement comment déduire des propriétés de particules dans 
un champ quantifié un hamiltonien quantique qui rende compte complètement de 
l'interaction et qui se prête aux investigations que nous envisageons. Nous mon­
trerons que dans le cas particulier d'une approximation qu'on désigne souvent par 
"approximation du champ tournant" (Rotating Wave Approximation), le système 
compte une constante du mouvement non triviale supplémentaire. Puis nous mon­
trerons son invariance sous une transformation engendrée par un opérateur de parité 
adapté au problème. D'autres propriétés générales, concernant un système composé 
d'un spin s = 1/2, seront présentées dans la section intioductive du chapitre 4. 

Dans une seconde partie, nous construirons un hamiltonien classique ex nihilo. 
Nous montrerons qu'il possède des similarités formelles avec le hamiltonien quan­
tique, qu'il possède également une constante du mouvement non triviale dans cer­
taines limites et des propriétés de symétrie qui rappellent la parité quantique. 

Pour conclure ce chapitre, nous discuterons de l'opportunité de choisir un tel 
modèle pour aborder le problème du chaos quantique, et présenterons en détail le 
contenu des chapitres suivants. 

1.2.1 Déduc t ion d u hami l ton i en sp in-boson 

Une étude rigoureuse du processus de quantification du champ électromagnétique, 
ainsi que l'élaboration complète du hamiltonien d'interaction entre une collection 
d'atomes et ce champ figurent dans l'appendice de l'ouvrage de Cohen-Tannoudji et 
al. [17]. Nous en présentons ici quelques éléments. 

La composante transverse du potentiel vecteur quantifié est donnée par: 

j 

où a.j et aj sont respectivement l :annihilateur et le créateur d'un photon de pola­

risation Cj, de fréquence (*¾ et de nombre d'onde kj, eux-mêmes quantifiés par les 

conditions au bord d'un volume Ls. 

k ( « ^ + a + e - ^ c , . , (1-11) 
2ÉnW.i3 
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Regardons un à un les termes qui constituent le hamiltonien. 

• Atomes. Pour simplifier, la partie matérielle du système est constituée d'atomes 
à deux niveaux ( Ia)1, Ib)1]. d'indice /. L'énergie de chaque individu est du type 
H/ = E0 J a ) , {a I, -f Et, I b) t { b \ n cl peut s'exprimer à l'aide d'une matrice de Paub" 
Hi = ftu^t7.j/2. où ftw0 = E0 - Eb (l'indice ajouté à o: signifie que cet opérateur 
agit sur l'espace de Hilbert associé au spin de l'atome /). D'où: 

I l 

• Champ. L'énergie propre au champ est contenue essentiellement dans sa partie 

transverse: 

Htoi = ^ffr (JP1(T) + BH?)) = 5 > i (ah + l) • (I = " ) 

L'énergie contenue dans le champ longitudinal est d'origine coulombienne, et liée à 
l'interaction entre les atomes. On peut la négliger lorsque leur densité est faible. 

• Interaction. Pour de faibles intensités du champ et pour des photons de basse 

énergie, le terme d'interaction dominant provient du terme qui couple le poten­

tiel Ax{r) à l'impulsion pi d'une particule dans l'expression de son énergie cinétique 

Hdnj = [pi — Q-A ±{r)) /2m. Ce terme, via ] ' " approximation dipolaire" qui consiste 

à négliger la dépendance spatiale du champ à l'échelle de l'atome [18], se transforme 

pour chaque atome en: 

HintJ =gdi-Ëx = Y, (*1 + a,) X^a+J + o.j) , (1.14) 

où d| es1 le moment dipolaire de l'atome l. L'opérateur associé est purement diago­
nal [19], et se simplifie en un multiple de osj. 

En résumé, après redéfinition de l'échelle d'énergie: 

HSB =12 f t u ; > u ? a i + ]CA w» ( r ' . ' + LLA>(uj" + 0j)( 'T+J + ff-^) • ( I ' 3 5 ) 

"Approximation du champ tournant" 

Considérons dans l'image de Heisenberg l'évolution des opérateurs qui composent 
H$B-. sans tenir compte de l'interaction (pour alléger la notation nous n'écrirons pas 
les indices): 
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tr±{t) = (Ti(O)C^"' , (T1(EJ = (T:(0) = este . 

Le terme de couplage comporte alors les éléments suivants: 

a[t)<r+{t) = o(0Jff+(0)e i ," r-" , t 

a+[t)tr.(t) = o+(0)^(0)e" i l w"- ' , '1 ( 

a ( t ) M 0 = a{0)ff_(0Je-it"B+,*,( 

a+[t)<r+(t) = « + ( 0 )<r + (0 )«^ + "" . (1.16) 

Dans le cas proche de la résonance (u' = W0) et en considérant leur valeur moyenne 
sur quelques périodes des modes libres, les deux derniers éléments sont négligeables 
par rapport aux deux premiers [20]. 

Cette approximation est appelée "approximation du champ tournant" et le 
hamiltonien correspondant est: 

HRWA = Y. kai&i&i + H hwo<rtJ + £ £ ^- {aj US + aiff+*) • (1-1 7) 

1.2.2 Hamiltonien spin-boson général isé 

Nous introduisons quelques modifications à la forme obtenue HSB (1.15). 

• Plutôt que de devoir recourir à des méthodes statistiques en considérant un nom­
bre quelconque d'atomes à deux niveaux, nous nous tenons à un seul atome, mais de 
spin quelconque 5, qui compte donc 2s + 1 niveaux. L'énergie séparant deux niveaux 
est de fiu>o et nous utilisons des opérateurs de spin 5I>Vilp± sans unité. 

• Pour des raisons analogues, nous choisissons de traiter un champ unimode qui 
s'interprète alors comme un simple oscillateur harmonique de fréquence u>. Dans 
cette image, l'interaction a lieu entre la position de l'oscillateur et la composante x 
du spin. X représente son intensité. Ces deux premières modifications éloignent le 
modèle du système réel qu'il est censé décrire. 

• Nous avons jugé intéressant d'introduire un paramètre qui permette d'étudier 
une transition continue entre le hamiltonien qui décrit l'interaction complète et celui 
de ] ' " approximation du champ tournant". Nous l'appellerons e et il multipliera les 
termes non résonants de (1.16). Si le système est interprété comme un oscillateur 
harmonique et un spin en interaction, cette opération introduit un nouveau terme 
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de couplage entre l'impulsion de l'oscillateur et la composante y du spin. C'est dans 
ce sens que le hainJHonien est généralisé. 

• La constante h es1 introduite de sorte que les opérateurs de position et d'impulsion 
de l'oscillateur harmonique apparaissenl naturellement. Sa mise en évidence permet 
de contrôler l'aspect quantique du problème. 

Nous noierons H, le hamiltonien spin-boson généralisé: 

H1 =hwa*a -rhu0S, + J-h - {S+a + S-Q+ + t (S+a* + S.a)} . (1.18) 

On obtient une forme équivalente en introduisant explicitement les opérateurs de 

position et d'impulsion de l'oscillateur harmonique (respectivement q = Jh/2(a++a) 

et p = iJhj2[a+ — a)), ei les opérateurs décrivant les composantes x et y du spin 
(S1 = (S+ + 5 , ) / 2 , S, = - i ( S + - S_)/2): 

tf. = ^ + ^ ) + ^ 5 , +ft ( A + S ^ - A - S 1 1 P ) ' (1-19) 

où A* = A(I i ¢)/2. Va déplacement de fiw/2 dans les échelles d'énergie est la seule 
différence entre les formes (1.18) et (1.19) de H1. 

L'espace de Hilbert sur lequel agit H, est le produit tensoriel Ti = C 3 , + J <g> 
C (R) des espaces de Hilbert associés respectivement à un spin £ et à un oscilla­
teur harmonique unidiroensionnel. Une base d'états est constituée des états pro­
duits i m , n ) = | s , rn ) ® | n ) , où | s , m ) est un état propre de S1 et de S 1 

(S; I s, m ) = m I s, m ) , S : \s.rn ) = 5(,5 + 1) | s. m ) ) et |n ) un état propre de a+a 
(a^a ITT ) = n |n ) ). Le nombre quantique du spin ne figure pas dans 3a désignation 
de l'état \m,n) ; nous prendrons soin de le spécifier à chaque fois que cela sera 
nécessaire. 

Les différents opérateurs satisfont les relations de commutation usuelles: 

0,0*1 = 1 = ^ [q,p] = ih , 

[Sx, Sv] = iS: , et permutations cycliques. 

|S I tS±] = ± S ± , 15+,5-) = 2 5 , . (1.20) 

La dynamique est donnée par les équations de Heisenberg. Selon l'écriture de 
H,: elles sont: 
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dl 

^ P = - J T [ P . # < ] = -wq-h\+Sm 

^-S^-'-[S11H1) = -w0Sv-\-S:p 
dt h 

I Sv= -'-[Sy1H1) = U0Sx-X
+S^q 

dt n 

^ = - ^ 1 5 , . - ¾ ] = X*Syq + X'Smp. (1.22) 
dt h 

Nous noterons pour les états propres, solutions de l'équation de Schrodinger 

Ht\i'
E) = E\ipE): 

IV'E) = É f > m . J m ' n ) = £ l 5 '™) ® l^m) . (1-23) 

o u IV'm) = E ^ o c m n l n } désigne l'amplitude de la composante m d'un spineur qui 
en compte 2s + 1. 

Pour ¢ = 1, le hamiltonien H1 a l a même structure que BSB (1.15). Nous écrirons: 

H1=, ~ HSB (X- = 0, X+ = X) . 

Et pour t = 0, H, a une structure comparable à celle de HRWA (1-1")- Nous écrirons: 

Ht=a = HJC (X- = X+ = ^ ) . 

Dorénavant, nous appellerons le modèle décrit par H,: "spin-boson généralisé"; 
celui décrit par HSB'- "spin-boson"; et celui décrit par HJC'- "modèle de Jaynes-
CUmImDgS", des noms des premiers auteurs qui ont traité du système dans cette 
approximation ([16] et voir également section 2.1). Ainsi notre terminologie est con­
forme à celle de la littérature. 

HJC possède une nouvelle constante du mouvement non triviale: 

K = a+a + S: , (1.24) 
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En effet: [Hjp.A*] = O . K correspond à la somme du nombre de photons el de 
quanta de spin. Sa conservation est naturelle puisque dans le terme d'interaction de 
HJC ne subsistent que les termes Sj.a e1 S -a 4 . qui décrivent l'échange d'un photon 
et d'un quantum de spin. 

Parité 

Pour un système comportant un spin 5, on définit l'opérateur de parité comme 
suit: 

/> = ( - I ) ( ^ 0 + - 5 O . (1,25) 

Le commutateur de P avec chaque terme de Ht pris indépendamment s'annule. 
Par conséquent; 

[P, Ht] = 0. (1.26) 

Comme corollaire important, H, et P possèdent une base d'états propres com­
mune. P ne compte évidemment que les deux valeurs propres i l qui sont fortement 
dégénérées. En fait, toute combinaison linéaire des états de base pour lesquels les 
nombres n. •+ s — m ont la même parité est vecteur propre de P. Les états propres de 
H, ont donc la même structure, ei à l'intérieur d'un bloc où la composante du spin 
m = TTin est fixée, un coefficient t/'f-m „ sur deux est nul. 

1.2.3 Hami l ton ien classique du s y s t è m e spin-boson général isé 

Soit: 

W. = £ (« ' + P*) + ^1' + V ^ " 1I (A +9 c o s V- - *~ptin VM) , (1.2Y) 

fonction des couples de •variables canoniques (q,p) 6 R-2 et (J-, f : ) , paramétrant une 
sphère S3 de rayon S, avec l'action I1 ë [—5,5], et l'angle <p, 6 [0,2ff[. L'espace de 
phase global R2 ® S7 hérite de la structure symplectique de chacune de ses parties. 

L'évolution du système est donnée par les équations de Hamilton: 

Ç = dpH, = u>/> - A - -JS2 — J* sin <p. 

p = —dqH, = —u»ç - \*<JS7 — Ijcos\p: 

Vi = Qj1H, = W0 . ( A 4 C C O s ^ - A ' p s i n ^ 1 ) 

x/5! - iy ' 
J1 = -dv,Ht = -<JS* - P1 (A+CMn^1 + A 'pcos^ , ) . (1.28) 
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La fonction qui décrit tp. a deux singularités en / ; = ZLS, qui découlent naturellement 
de la topologie de l'espace de phase S2, et qui disparaissent si la sphère est décrue 
par les variables cartésiennes: 

X = ^/S2 - If cos cosy;. 

y - Ï/S3-I* sin ft 

Z = h - (1-29) 

La structure des crochets de Poisson des variables X, y, Z est très similaire à celle 
des commutateurs des observables de spin Sx. Sv, S1. à savoir: 

{X,y} = dv.Xdt,y - di.XÔViy = Z , et perm. cire. (1.30) 

"H, s'écrit alors: 

H, (q,p,x,y,z) = ~(r^ v2) + w*z + A* 9* - *~py. (1-31) 

et sa dynamique; 

q = dpH^wp-x-y 

p = -Ô,H, = - w ç -X+X 

x = {x,n<} = -u>0y-\-pZ 
y = {y./Ht} = u,0x-x+çz 
Z = [Z1H1) = X+qy+ X'pX . (1.32) 

Les trois dernières équations peuvent se résumer à dS/dt = S A V1S
1H1, où 5 s 

(-¾", y, Z), ce qui met clairement en évidence la conservation de S2 = X* -r y2 + Z1. 
C'est ce système qui sera l'objet du chapitre 2. 

Il existe des analogies structurelles entre 7it et H,, de même qu'entre les équations 
dynamiques que Tun et l'autre engendrent. Le paragraphe suivant montrera que ces 
hamiltoniens possèdent en outre des propriétés d'invariance en commun. Nous ad­
mettrons dorénavant que S représente un spin classique, el que 1Ht est le hamiltonien 
qui décrit classiquement l'interaction d'un oscillateur harmonique et d'un spin. 

Invariances 

• Le changement de variables suivant: 

(q,P,X1 y:z) — (g',p',x;y._z1) = (-<,.-P, -x, -y..z) , ¢1.33) 

préserve le hamiltonien et les équations du mouvement. D correspond à une rota­

tion dangle Jr effectuée à la fois dans le plan de phase de l'oscillateur harmonique 
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autour de l'origine et dans l'espace de phase du spin autour de Taxe O1. Cette 
transformation appliquée à (q,p,ltltf:) est canonique. EUe est en fait le pendant 
classique de la parité P (1.25) qui laisse invariant le hamillonien quantique H1 (1.18). 

Cette invariance explique notamment les symétries centrales observées dans les 
sections de Poincaré dans le plan {q,p), quand le choix de l'horloge porte sur le 
croisement d'un parallèle (hyperplan Z — este). 

• Dans le cas t = 0, Ji, s'écrit: 

HRWA(q,P,X,y,Z)=^(qi+p2)+u>0Z + ^(qX-py) . (1.34) 

Une rotation d'angle Q quelconque autour de l'origine dans le plan de phase de 

l'oscillateur harmonique et autour de l'axe O1 dans l'espace de phase du spin: 

q' = q cos o + p sin a 

p' = — gsin o + pcosQ 

X' = X cos o — y sin Q 

y' = X sin a + y cos a , (1-35) 

laisse "HRWA et ses équations du mouvement invariants. Cette transformation est 
également canonique, et exprimée par les variables d'angle et d'action, elle n'altère 
que les grandeurs angulaires. 

Cette symétrie peut être décrite par un groupe continu à un paramètre. Le 
théorème de Noether [21] dii en substance qu'à chaque groupe de transformation à 
un paramètre qui laisse invariant un système physique est associée une constante du 
mouvement. En l'occurence, on peut vérifier que: 

K = q2+p2 + 2Z (1.36} 

est une constante du mouvement, pendant classique de la constante K. Par con­
séquent, selon la définition proposée au §1.1.1, le système est intégrable dans cette 
limite. 

1.2.4 Spin-boson et chaos; b u t du travai l 

Le spin-boson est un des modèles les plus simples décrivant l'interaction de deux ob­
jets de nature physique essentiellement différente. Cette association complique sou­
vent les développements mathématiques et les traitements numériques des problèmes 
posés. Mais en contrepartie, ces complications nécessitent des méthodes spécifiques 
qui n'ont encore jamais été utilisées dans ce contexte. Nous pouvons donc tra­
vailler dans un double but. D'une part, perfectionner les techniques utilisées dans 
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le domaine du chaos en leur confrontant celles propres au système spin-boson. Cela 
permettra notament de vérifier la validité de certains des critères de chaos quantique 
qui traitent des fonctions propres et qui n'ont été appliqués qu'à un nombre restreint 
de systèmes et d!autre part, d'améliorer la connaissance d'un système physique dont 
les propriétés envisagées d'un point de vue traditionnel sont bien connues. En par­
ticulier, les études qui intègrent Ê sont rares et presque inexistantes dans le champ 
du chaos. 

Au chapitre 2, nous présenterons des propriétés du hamiltonien classique Ti1. La 
difference essentielle entre spin et boson est ici d'ordre topologique et se traduit par 
l'aspect borné ou non de leur espace de phase respectif. Les principaux résultats 
obtenus sont une étude analytique détaillée des points fixes du système dynamique 
des équations de Hamilton de 1H, et de leur stabilité, ainsi que l'étude numérique 
de l'influence des paramètres X et e sur l'apparition du chaos dans les sections de 
Poincaré. 

L'objectif du chapitre 3 est d'établir une relation mathématique rigoureuse entre 
H, et 1H1, puis de discuter dans quelles conditions l'élaboration de cette relation 
est bien fondée physiquement, et dans quel cas H, est à considérer comme une 
limite classique de Hf. Par ailleurs, le problème se prête bien à un traitement semi-
classique. Nous définirons un hamiltonien H2,tl correspondant à une approximation 
pour un grand nombre d'excitations du boson. Enfin nous discuterons de la validité 
d'une limite semi-classi que dans le cas où le système comporte un spin s = 1/2. 

Le chapitre 4 est consacré à l'étude du chaos dans le système spin-boson quan­
tique. La différence entre spin et boson se reflète ici dans la dimension de leurs 
espaces de Hilbert respectifs. Plus que la dimension elle-même, c'est son aspect fini 
dans un cas et infini dans l'autre qui importe dans ce contexte. La structure de 
Bc indique clairement que son spectre est discret et qu'il ne présente pas de point 
d'accumulation. Alors, selon l'argument énoncé au §1.1.2, la dynamique ne présente 
pas d'intérêt pour l'étude du chaos. Nous montrerons que dans l'approximation qui 
nous a menés à Hiit, la statistique spectrale rapproche le système entier d'un simple 
oscillateur harmonique. Nous développerons une technique de représentation des 
états propres de if, dans l'espace de phase, calquée sur celle de Busimi, et nous 
montrerons qu'il existe alors des traces de ce que nous appellerons chaos quantique. 

Dans sa partie numérique, notre étude a trait à un système comportant un spin 
s = 1/2, c'esl-à-dire sous sa forme quantique extrême. Ce cas revêt un intérêt 
particulier car jusqu'ici la question de savoir s'il exhibait ou non des traces de com­
portement chaotique est restée sans réponse. Au contraire, les systèmes avec des 
spins plus grands ou en plus grand nombre présentent dans leur spectre la marque 
certaine d'une transition. E s'agira de déterminer si ce spin s = 1/2 se distingue de 
manière essentielle des grands spins. 
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CHAPITRE 1 
LEGENDES DES FIGURES 

• Figure 1.1: Distribution P(x) des espacements entre niveaux voisins d'un spec­
tre redressé. Superposition d'une courbe de Poisson (tirets) et d'une courbe 
6e Wigner ou GOE (trait plein). 

• Figure 1.2: Fonction A3(L) de Dyson-Mehta qui mesure la rigidité d'un spectre 
redressé dans le cas où P (z ) est une courbe de Poisson (tirets) et dans le cas 
où P(x) est une courbe de Wigner ou GOE (traii plein). 
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2 Spin-boson classique et chaos 

Dans ce chapitre, nous proposons d'étudier quelques propriétés du système spin-
boson généralisé dans sa limite classique. Les critères qui permettent de décider de la 
nature régulière ou chaotique d'un système classique sont d'ordre dynamique. Notre 
intérêt se portera donc sur l'ensemble des équations du mouvement générées par le 
h&miltonien spin-boson 1H, (1.31). Les résultats que nous présentons éclairassent le 
rôle joué par le paramètre d'anisotropie e. 

Le système dynamique d'équations du mouvement qui décrivent le modèle a déjà 
été l'objet d'un certain nombre de publications. La première section en donne une 
revue brève et non exhaustive. 

La section suivante est consacrée à une étude détaillée des points fixes du système 
et de leur stabilité. Les effets de l'annulation du paramètre ( sur les symétries du 
problème apparaissent alors de manière plus claire. 

Dans la dernière section, nous présentons une étude numérique des transitions 
dans les sections de Poincaré en fonction de A et t. Ce résultat est précédé d'une 
discussion de la structure de ces sections dans le plan de phase de l'oscillateur har­
monique (ç,p). Nous envisageons de comparer les sections de Poincaré classiques et 
celles que nous construirons à partir d'états quantiques (section 4.3). Par conséquent 
l'organisation de ce dernier paragraphe et les questions qui y sont énoncées sont 
dictées par le problème tel qu'il se pose dans le cas quantique. 
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2.1 Survol des résultats connus 

• C'est dans la publication de Jaynes et Cummings [16] que figure pour la première 
fois une étude du système spin-boson dans sa version classique. Leur résultat le 
plus significatif est le fait que le modèle avec * = 0 permet de décrire le processus 
d'émissioD spontanée d'un atome excité, qui est un phénomène purement quantique. 

• Beloborov, Zaslavsky et Tartakovsky [22] expriment pour la première fois le pro­
blème sous sa forme hamJltonienne. Ds introduisent également dans les équations 
dynamiques le paramètre t et mettent en évidence une nouvelle constante du mouve­
ment qui apparaît lorsque celui-ci s'annule. Les auteurs présentent une étude analy­
tique en terme de perturbations pour faible couplage A, et vérifient numériquement 
leurs assertions: à savoir que les trajectoires perturbées constituent une "couche 
stochastique" qui enrobe la trajectoire correspondant au cas intégrable et que la 
région de stochasticité augmente avec A. La démonstration de la divergence expo­
nentielle de deux trajectoires initialement voisines figure aussi au nombre de leurs 
expériences numériques, mais non le calcul explicite des exposants de Liapunov. 

• Trois articles presque contemporains présentent une étude numérique. Feinberg 
et Ranninger [23] étudient l'apparition du chaos dans les sections de Poincaré en 
fonction du couplage et selon le critère de recouvrement des résonances introduit 
par Chirikov [24]. Milonni, Ackerhalt et Galbraith [25], pour un système sensible­
ment différent (voir §3.1.5), démontrent l'existence de chaos pour couplage fort en 
considérant le spectre de puissance du signal correspondant à l'évolution temporelle 
d'une des variables, ainsi qu'en calculant des exposants de Liapunov. Fox et Eidson 
[26] synthétisent en quelque sorte les deux articles précédents. Ds appliquent les 
mêmes critères que Milonni et al. au système spin-boson. Les conclusions pour ce 
dernier modèle sont qualitativement identiques à celles de Milonni. 

• Simultanément à nos recherches, Müller et al. [27] ont étudié les points fixes 
du modèle spin-boson (dans sa version où ne figure pas c). Ds se sont également 
intéressés à la migration des résonances dans les sections de Poincaré en fonction de 
l'énergie et pour de faibles couplages. 
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2.2 Points fixes 

Pour memoire, si Ie spin es! exprimé en terme de variables cartésiennes, le hamil-
lonien s'écrit: 

nt (q,p, X,y,Z) = ^(q2 + P2) + " o £ + X+qX - X~ Py , (2.1) 

avec X* = A(I ± e)/2. Les équations du mouvement sont: 

q 

p 

X 

y 
Z 

= wp - x~y 
= — wq -X+X 

— ~w0y — x~pz 
= VJQX — X+qZ 

= x+
qy+x-Px (2.2) 

Les grandeurs conservées sont l'énergie E associée au hamiltonien, et le rayon de 
la sphère que décrivent les variables de spin: S = \/X7 + y2 + Z2. Notons que E 
est une constante du mouvement au sens donné dans la définition de l'intégrabilité 
(§1.1.1.). tandis que S est une contrainte. L'espace de phase est quadridimensionnel. 
D est formé du produit cartésien J t 2 ® S 2 du plan de phase R2 3 (q,p) de l'oscillateur 
harmonique et de la sphère S3 ^ (X, y, Z) du spin. 

2.2.1 D é t e r m i n a t i o n 

Soit le système dynamique: x = W(x ) - Un point X0 est dit point fixe si la dérivée 
temporelle en ce point est nulle en tout temps, donc si W(X 0) = 0. 

Appliquons cette condition aux équations du mouvement du système (2.2), où 
toutes les constantes sont choisies réelles et positives. Les deux premières équations 
mettent en relation de proportionnalité les variables de l'oscillateur harmonique et 
les variables X et y du spin: 

wp-X-y = 0 

-u>q-X+X = 0 . (2.3) 

Par substitution apparaissent des contraintes sur les variables de spin: 

ui0}> + ;rP.2 = o => y k + — z\ = o 

W0X -X+qZ = 0 = > XIw0 + . 2 ) = 0 

xy i+qy + X-pX = 0 = > — (X+* - \-*) = 0 . (2.4) 
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Les points d'équilibre sont les solutions de ce système et se distinguent en trois 
catégories que nous noterons A, B et C. Nous fixons le rayon de la sphère S = 1, et 
calculons également dans chaque cas l'énergie associée au point fixe: 

B1,,: 3> = P = 0 , £ = _ ! £ £ , * = ± t / l -

A+ ' _ _^o_ F _ _ ^ o ( ^_ , ^^o 
ut A+1 =* * - 2 L ^ o A+3 

„ - ^ r ' ^ " _ * p _ * * / A - * WW0 

2.2.2 Condi t ions d ' ex i s tence 

Tout, ensemble de paramètres ne permet pas la coexistence de tous les points fixes. 

• Les points A1 et Aj existent quel que soit l'ensemble des paramètres. 

• Les points Bx et S j existent à condition que la valeur trouvée pour Z soit inférieure 
au rayon de la sphère, c'est-à-dire: 

3 £ < 1 « . 2 2 ^ - 1 . (2.5) 

• Les mêmes exigences appliquées aux points C1 et Cj donnent: 

U) 

Ä ̂
< : => ( < i - Ä . ( 2 .6) 

Cas particuliers 

• Spin-boson : e = 1 ^ . A - = 0 , par conséquent les points d'équilibre Ci 
et Cj n'existent pas. 

• Cas intégrabîe: e = 0 =* A+ = A' = A/2 . La dernière équation du système (2.4) 

32 



esl satisfaite automatiquement et par conséquent la valeur Z = — ÌUJWQ/X7 entraîne 
un ensemble continu de solutions poui les variables X et y-. 

X = dì - 1 6 = cos/3 
A' ^ t 

t=-^'^™? 

,~*e-%*ß 
ceci p o u r t o u t angle ß. L 'énergie associée à ces po in t s v a u t : 

E = - ^ + 
4u>wc 

2 \4wu>D ' A1 
(2.7) 

La figure 2.1 montre la division du plan des paramètres A et e (A € |0, oo[ , i e 
[0,1]) en quatre différentes régions selon le nombre de points d'équilibre qui y sont 
autorisés. Le découpage suit les branches d'hyperboles décrites par les conditions 
A+ = T/ÜJÖIO et X~ = -,/WW0. Une première région ne compte que les points Ai et Aj; 
dans une seconde (qui contient le cas du spin-boson t = 1, pour grands couplages) 
s'ajoutent les points B1 et B2, et dans une troisième les points Ci et Cj. Tandis que 
la région correspondant à une infinité de points fixes est constituée de la demi-droite 
t = 0 , A > 2 , / ^ . 

2.2.3 Stabi l i té 

La stabilité d'un point d'équilibre X0 est déterminée par l'étude de l'évolution tem­
porelle de son voisinage. Soit Ax le vecteur qui repère un point quelconque x du 
voisinage à partir du point fixe. Alors 

flWl 
X = Ax = W ( x 0 + A x ) = ^ l A x + 0 ( A x 2 ) . (2.8) 

Soit B la matrice constante ~-\ 

dx | s = x „ 

Alors, au premier ordre en Ax: 

Ax = B A x , d'où Ax(ï) = eBf Ax . Bt (2.9) 

La stabilité sera assurée si la partie réelle de toutes les valeurs propres de B est < 0. 
Dans notre cas: 

B = 

/ 0 w 0 -X- 0 
- w 0 - A 4 0 0 
0 -X~Z 0 -w 0 -X~p 

-X~Z 0 ui0 0 - A + ç 

V A4
9 x - x x~p x+y o 

(2.10) 
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Soit D{T) = dcl(B - ri) le polynôme de degré 5 en r dont les racines soni les valeurs 
propres de B . 

Pour chacun des point fixes, D(T) a la forme: 

O(r) = -T (r* -i- fcr! -f c) , (2.11) 

où les constantes b et c dépendent évidemment du point fixe étudié. 

La première valeur propre, triviale el commune à tous les points est T1 = 0. Elle 
est le reflet- de la contrainte qui impose aux variables X, y et 2, de se mouvoir sur 
une sphère. 

Il reste alors une équation bicarrée en r dont les racines sont soit du type: T2, T3 = 
f2, T^ = —r2t r5 s —fj, si r2 a une partie réelle et une partie imaginaire non nulles; 
soit du type: T2, T3 ^ T1, T4 = -T2, Tb = — r3 , si T2 et r 3 sont réelles ou imaginaires. 
Comme la stabilité nécessite îi(r ;) < O1 Vi, T2 cl r3 doivent être imaginaires (ou 
nulles). C'est-à-dire que: 

A l'aide de ces nouvelles variables, l'équation aux valeurs propres est: 

u^ , + bu2,z + c = 0 , (2.12) 

et ses solutions sont: 

«2.3= l(-b±y/P=îty . (2.13) 

Les paramètres devront satisfaire les trois conditions suivantes: 

b 3 - 4 c > 0 , fc>0, c > 0 , (2.14) 

la première assurant la réalité de u I -3 , les deux dernières sa négativité. 

• Point fixe .4] : Le déterminant vaut: 

D(T) = -T {T*+ T7I^-TvI + 2A+ A") 

+ w !w£+ A + V - W w ^ ( A + ' + A " ' ) } . (2.15) 

Les trois conditions de stabilité sont satisfaites pourvu que: 

(A+* - Ww0) (A_î - Ww0) > 0 . (2.16) 

C'est-à-dire pourvu que, soit: 

A et A - < \/w«o > 

soit: 

A et A" > \/wui|) . 
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Ces conditions correspondent respectivement à la première [A^ et Ai comme seuls 
points fixes) et la troisième zone (A\,A3, J91|3 et C l i2 comme points fixes) de la figure 
2.1. C'est donc dans la seconde (où coexistent les points Ai1Ai, et i?i,i) que le point 
d'équilibre Ai est instable. 

• Point fixe A2 : Le déterminant vaut: 

D{T) = -r {r* + r3 (w2 + u* - 2X+X') 

+ W
2u£ + W + ^ c ( ^ + > " ' ) } • (2-17) 

Les conditions de stabilité imposent que: 

^>—'H^W" (2,8> 
Les paramètres A et e doivent appartenir au domaine hachuré représenté graphique­
ment en figure 2.2. Cette condition, contrairement à celle qui détermine la stabilité 
de Ai, est indépendante des conditions d'existence des autres points fixes. Dans Ie 
cas résonant (u = 0¾), ce point fixe est instable pour tout ensemble de paramètres 
A et £ non nuls. 

• Points fixes B 1 ^ : Le déterminant vaut: 

f / A - A+* 
D[T) = - r V + r M u ; ! + 2u>Wt,— + - y 

et remplit les conditions de stabilité, quel que soit l'ensemble des paramètres (com­
patible bien sûr avec la condition d'existence du point fixe). 

• Points fixes Ci .¾ : Le déterminant vaut: 

D(T) = -r /r' + r 'L' + ^ p + ^ - i 

expression qui viole la troisième condition de stabilité, pour toute valeur de i stricte­
ment positive. Ces points sont instables en toute circonstance. 

Dans le cas intégrable, l'ensemble continu de points fixes est stable. Les con­
ditions de stabilité relatives aux points d'équilibre B et C sont alors confondues; 
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et satisfaites trivialement cai le terme constant de (2.19) (ou de (2.20)) s'annule 
( A + - A - ) . 

2.2.4 Energie et posit ion 

L'énergie minimale du système correspond nécessairement à celle d'un des points 
fixes stables. Lorsque n'existent que deux points fixes, il est clair que A\ sera le 
point d'énergie minimale (EAi = -W0). 

L'énergie des points fixes B11J et Ci j s'écrit de manière identique en fonction de 
la valeur que prend la variable Z en ces points (respectivement ZB et Zc): 

EB,c=j (ZB.C + ~ A • (2-21) 

ZB,C est toujours négative et nécessairement > —1. Une brève étude de la fonction 
EB,C{ZB,C) montre qu'elle prend la valeur — w6 lorsque ZB,C — —1> qu'à cet endroit 
sa dérivée est nulle, et qu'elle est monotone décroissante sur l'intervalle [—1,0[ avec 
asymptote verticale en ZB.C = 0. Comme A+ > A - , pour toutes valeurs de A et e, 
donc comme ZB > Zc, l'énergie associée aux points B ̂  est toujours inférieure tant 
à celle du point Ai qu'à celle des points C i j . Elle est donc énergie minimale. 

Cette analyse est illustrée par la figure 2.3 où nous représentons graphiquement 
l'énergie de chacun des points d'équilibre et leur stabilité en fonction de A1 ceci pour 
des valeurs fixées de £ (0 < t < 1) de w et de W0. Dans ce dessin comme dans 
les suivants, les traits gras correspondent aux régimes stables et les traits hachés 
aux régimes instables. En XAl = |u> — WQ\/J1 — (u> — u»o)2e2/(uj + W0)

2, le point A1 

perd sa stabilité. En A5 = 2 V ^Û^/(1 + e) et en Ac = 2^/wu>o/(l - e) apparaissent 
respectivement les points B et C. 

Enfin, les figures 2.4 présentent la position dans le plan Oxv des points d'équilibre 
-̂ i> ^i,2 et C u en fonction de A. De telles courbes peuvent s'analyser en utilisant 
la notion de bifurcation. Par définition, une bifurcation est une modification quali­
tative du comportement d'un système qui apparaît lorsque l'un des paramètres qui 
le décrivent atteint une valeur critique. Pour 0 < t < 1 (a), la branche stable Ai se 
déstabilise en AB, et donne naissance aux deux branches stables B (Bi pour les X 
positifs, B2 pour les X négatifs; cette distinction n'est pas spécifiée sur le graphe). 
Puis elle se stabilise à nouveau en Ac, alors qu'apparaissent les deux branches insta­
bles C (Ci pour les y positifs, C7 pour les y négatifs). Dans le cas où t = 0 (b), les 
deux points critiques sont confondus en un seul A^c = 2^/wû^ où la branche stable 
se transforme en une branche instable et une famille continue de solutions stables. 
En Aß, on parle en général d'une bifurcation surcritique stable, en Ac, d'une bifur-
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cation surcritique instable et en XBC, d'une bifurcation de Hopf [28]. 

Ces diagrammes montrent clairement de quelle manière la symétrie du système 
dans le cas intégrable se brise lorsque e prend des valeurs non nulles. C'est l'origine 
du terme de "paramètre d'anisotropie" que Ton rencontre parfois pour le désigner. 
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2.3 Sections de Poincaré 

Dans l'optique d'une comparaison avec ce qu'on définira plus loin comme section 
de Poincaré des distributions de Husimi, la façon la plus judicieuse de construire 
une section de Poincaré classique est d'utiliser comme horloge la composante Z du 
spin el de considérer les points dans le plan de phase de l'oscillateur harmonique. 
Comme l'illustre la figure 2.5, l'évolution du système peut être représentée pai deux 
trajectoires conjointes. L'une, x,(t), parcourt la sphère S1, et l'autre, Xj,(f), le plan 
R2 . A chaque intersection z,,;,t = l , . . . , n , . . . de x,(£) avec le parallèle Z = Za 
dans un sens déterminé par le signe de Z1 XÙ(£) laisse une trace ponctuelle œb.i dans 
le plan. L'ensemble de ces points constituera la section de Poincaré. 

Le choix des paramètres impose des restrictions aux choix de l'énergie et du 
parallèle-horloge; et une fois fixés, ceux-ci vont déterminer la localisation possible 
des points de la section dans le plan de phase (q,p)- Nous discuterons ces différentes 
contraintes dans un premier paragraphe. 

Après quoi suivra une étude numérique de l'influence des paramètres A et £ 
dans une transition de la régularité au chaos. Nous présenterons une description 
des programmes et du choix d'un critère qui permet d'obtenir des informations rai­
sonnables sur le degré d'ordre du système. Et pour conclure, nous discuterons la 
structure de quelques sections de Poincaré illustrant le processus de transition par 
rapport aux prédictions obtenues plus haut. 

Durant toute cette partie, le rayon de la sphère décrite par les variables de spin 
restera fixé à S = 1. 

2.3.1 S t t i c tu re des sect ions 

Le problème quantique se pose souvent sous la forme suivante: dans un premier 
temps, l'ensemble des paramètres du hamiltonien qu'on diagonalise est fixé. Puis 
on choisit une fonction propre d'énergie déterminée et une composante du spin 
pour construire ce qWon appelle une section réduite (4.53). La démarche classi­
que équivalente consisterait à choisir préalablement l'ensemble des paramètres, puis 
l'énergie E0 et le parallèle-horloge donné Zo qui vont caractériser les sections de 
Poincaré. 

Une première question se pose: quelles sont les énergies et les parallèles-horloge 
compatibles avec le choix préalable des paramètres? En d'autres termes, il s'agit de 
savoir s'il existe un ensemble de variables {ç,p, X, y, Z0) et des grandeurs conservées 
{Ea,S — 1}, solutions de l'équation: 

£ (« ' + P3) + ^Zo + **qX - X'Py = En . (2.22) 
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Pour simplifier l'écriture, introduisons les grandeurs: 

2 X* 
72o = \ / l - Zl , E0= -(E0- U10Z0) , A* = K0- . 

U,' ill 

Les variables X et y dépendent alors du seul angle pz : 

X = Tl0 cos ip. , y = 7¾ sin v>s , (2.23) 

et l'équation (2.22) peut s'écrire: 

(<? - *>(*>*))* + ( P - P o ( ^ ) ) 1 - * ' ( ? . ) = 0 , (2.24) 

avec les nouvelles grandeurs: 

Ço(<Pz) = -A+'cos<pt 

Po{fz) = A - sin ^ , 

R\<p,) = E0 +A+i cos2?, +A~* sin2<p, . 

Ce résultat signifie que dans le plan (q,p), l'ensemble des points de la section de 
Poincaré est une famille de cercles paramétrés par l'angle tpXi de rayon A(^1) et 
de centres (90(^1),Po(^t))- En fait, <px détermine la position sur la sphère de 
l'intersection de la trajectoire avec 3e parallèle-horloge. 

L'équation (2.24) montre que la seule restriction possible sur l'ensemble de gran­
deurs fixées provient du fait que R2(<pz) est susceptible de prendre des valeurs néga­
tives. La condition de réalité de R(<f:) impose une borne inférieure à l'énergie. Nous 
allons d'abord chercher l'énergie minimale pour laquelle il existe un angle ipz, tel 
que Ri{tpt') > 0. Comme A+ > A - , on a toujours A+ cos2 <pt + A~ sin* ^ 1 < A"*" . 
Alors: 

E'0 > - A + 3 => E0 > ^Z0 - ( l - Zl) — . (2.25) 

Cette énergie dépend donc du paralèlle choisi pour la section. La figure 2.6 montre 
dans le plan (EO1ZQ) la région pour laqueUe une section de Poincaré est réalisable. 
Le cas où le point fixe Ai est état fondamental est représenté en (a). Et en (b), le 
cas où les points fixes B tiennent ce rôle. Dans les deux cas, la ligne frontière est une 
parabole donnée par (2.25), et seule la position du minimum diffère relativement au 
domaine considéré ( ¾ € ]—oo,co[ , Z0 € [—1,1]). Le minimum absolu en énergie 
correspond bien sûr à l'énergie fondamentale (-W0 en (a), et EB (2.21) en (b) ). 
Dans les deux cas encore, l'énergie à partir de laquelle une section de Poincaré est 
réalisable quelle que soit la valeur de Z0 esl u>p. 

Pour E0 et Z0 fixés, la condition de réalité du rayon impose cette fois des con­
traintes sur les angles ^ 1 accessibles: 

™V<^£r- (2-26) 
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Une autre question relative au problème quantique est pertinente. Quelle est 
l'extension maximale des sections de Poincaré classiques? Concrètement, il faut 
qu'avec les paramètres choisis, la base d'états quantiques permette dans une repré­
sentation sur l'espace de phase de rendre compte de toute l'extension des trajec­
toires classiques. Nous devons donc estimer max (g2 -f p1), pour un ensemble de 
paramètres, une énergie et un parallèle-horloge fixés, sur l'ensemble des (ç.p) com­
patibles avec une section de Poincaré. L'équation (2.24) indique clairement que 
cette grandeur prend son maximum pour le cercle centré sur l'axe Oq, puisqu'alors 
les rayons du cercle lui-même et du cercle décrit par les centres sont maximum 
(A+ > A - ) - On aura donc: 

W = A+ -}• J E0 -f A+5 . 

Il est utile d'obtenir une valeur unique de cette expression, valable pour toute section 
réduite, donc pour toute valeur de ZQ. Plutôt que de maximiser Qm111 en fonction 
de Z0, on peut se contenter pratiquement d'y introduire les inégalités |2o| < 1 et 
7¾ < 1. On trouve alors: 

W < ~ (A+ + ^ ( . E 0 - T - W D ) - J - A + 1 ) - (2.27) 

Cette estimation sera utilisée pour contrôler l'ensemble des paramètres quantiques 
au chapitre 4. , 

Nous pouvons généraliser le raisonnement et chercher l'équation de l'enveloppe de 
la famille de cercles (2.24). D s'agit de calculer l'intersection d'un cercle avec l'un de 
ses voisins inftnitésimalement proche. Dans le cas général d'une famille paramétrée 
par t: 

(X-Z 1(E)) 5 + (y - VcIt)Y-T2It)=Q1 

on trouve l'équation paramétrique de l'enveloppe: 

xt(t) = xt{t) - r(t) (r'(t) cos ((t) -f Jl - r*{t) sin £(*)) 

yt(t) = yc(t) + r ( t ) ( - r ' ( t ) s i n £ ( i ) + \ A - r ' î ( t ) c o s t t O ) - (2-28) 

avec les définitions: 

t»€(0 = M> r'(Q= , W .... . 

r '(() est la dérivée du rayon par rapport à l'élément de longueur sur la courbe 
{xc(t),yc(t)) que décrivent les centres, et £(f) l'angle entre l'axe des x et la tan­
gente à cette même courbe. La racine qui apparaît en (2.28) n'est réelle que si 
| r ' ( i) | < 1, ce qui signifie simplement que si la croissance du rayon est plus forte 
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que la vitesse de déplacement du centre, deux cercles voisins ne vont pas se couper. 
Lorsque |r '(() | = 1, l'enveloppe présente un poinl où les cercles de la famille sont 
tangents. Dans le cas où la solution de \r'(t)\ — 1 = 0 est isolée, le cercle satisfaisant 
cette dernière équation complétera l'enveloppe. Dans le cas où jr'(f)| = 1 pour un 
intervalle continu du paramètre i, c'est le plus grand des cercles dont le paramètre 
appartient à l'intervalle qui complétera l'enveloppe. 

Pour le système spin-boson, l'enveloppe a l'allure suivante: 

fcte«) = -A+COSVJ1 

pr{<fz) = A ' s i ny» 

+ RM (-R'Mâ*tM + v'i - Ra(v*)«*tM) > (2-29) 

avec cette fois: 

1 - £ , 1 f A+= - A~J ) sin v>t cos \pt 

\hniM = r—-(taay.r1 , R'M = - P , v \ — = • 
K ' l + £ RM ^A+* sin2 ip, + A"' COSÎV S 

La condition à respecter pour que R'2(tf:) soit toujours inférieur ou égal à 1 est 
la suivante: 

E'0 (A + ' sin1 <pt + A ' 1 cos* ̂ 1 ) + A + 3 A - 3 > O . (2.30) 

Des cas limites ne peuvent donc survenir que si E'a < 0. 

2.3.2 E t u d e n u m é r i q u e 

Transition régularité - chaos 

Notre idée de base est d'étudier l'influence des paramètres A et £ sur la transition 
du système de l'ordre au chaos, les autres paramètres et l'énergie étant maintenus 
constants. Mais qu'entend-on exactement par ce terme de "transition d'ordre au 
chaos"? Comme le précise volontiers Gutzwiller ([29], par exemple), la plupart des 
systèmes physiques ne sont classables ni parmi les systèmes intégrables ni parmi ceux 
qui n'exhibent que des solutions chaotiques, mais présentent un mélange des carac­
téristiques des uns et des autres. C'est-à-dire que pour un ensemble de paramètres 
et un ensemble de grandeurs conservées fixes, une condition initiale particulière va 
générer une trajectoire qui possède toutes les propriétés d'un système intégrable (plus 
grand exposant de Lyapunov < 0, section de Poincaré confinée à la section unidimen-
sionnelle d'un tore), alors qu'une condition initiale voisine donnera une trajectoire 
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chaoiique (existence d'un exposant de Lyapunov > 0, section de Poincaré répandue 
sur un domaine bidimensionnel). 

Nous tenterons de délimiter dans le plan (A, e) et pour u>,wo,.Eo et Z0 fixés, les 
zones pour lesquelles toutes les trajectoires sont régulières, celles pour lesquelles 
toutes sont chaotiques, et enfin celles où cohabitent des trajectoires des deux types. 
La méthode utilisée consiste à calculer les sections de Poincaré des trajectoires as­
sociées à un ensemble représentatif de conditions initiales. Plus le nombre de sections 
considéré est important, plus le critère sera fiable. Le tout est d'estimer un nombre 
tel que l'information contenue dans l'ensemble des sections soit signifiante, et tel que 
l'expérimentation soit envisageable sans surcharger la machine. 

Pour W1Ui(I, A, c, Eo et Z0 fixés, nous choisissons un ensemble de points (q,p) 
répartis selon un quadrillage régulier dans le demi-plan q > 0, comme le suggère la 
symétrie (1.33). Les relations (2.24) et (2.26) permettent de déterminer si un point 
est susceptible ou non d'appartenir à une section de Poincaré, donc d'être considéré 
comme condition initiale d'une trajectoire. H faut" que le nombre de conditions 
initiales soit proche d'un nombre jugé optimal. La maille du quadrillage peut être 
variée en conséquence. 

L'intégration utilise un algorithme de Runge-Kutta au quatrième ordre (sous-
programme en double précision DRKSTP de la bibliothèque du CERN). La com­
posante Z est testée à chaque pas et si elle traverse le parallèle fixé par Zo dans un 
sens déterminé, alors le point de la section sera calculé par interpolation linéaire. La 
stabilité des trajectoires est vérifiée régulièrement par contrôle de la constance des 
grandeurs conservées. 

Par estimations successives, il est possible de tracer deux courbes limites dans 
le plan (A, c) . L'une correspond à l'apparition de la "première" section chaotique, 
l'autre à la disparition du "dernier" tore régulier. La figure 2.7 représente les points 
qui se trouvent sur les frontières entre les différentes zones ( "A" pour la frontière 
régularité - région mixte, " V pour la frontière région mixte - chaos total), et en 
pointillé des courbes d'interpolation. Les paramètres fixes sont u.' = W0 = 1.0, Eo = 
0.0, ZQ = 0.0. Le point (Eo = 0.0,-¾ = 0.0) des figures 2.6 appartient toujours à la 
région où une section est possible. Les points notés "*" constituent un échantillon 
d'ensembles de paramètres dont les sections seront représentées en figure 2.8. 

Le rôle de A ou d't comme paramètre d'ordre du système (ou comme paramètre 
pouvant supporter à lui seul une transition de l'ordre au chaos) est confirmé. Pour 
A constant, t peut prendre des valeurs qui situent le système dans les trois zones 
distinctes (voir les points (o),(e) et ( / ) ) . Et de même si l'on intervertit les rôles 
de A et d'( (voir les points (6), (c) et ( / ) ) . Les courbes d'interpolation ressemblent 
à des branches d'hyperboles. C'est donc plutôt le produit de ces constantes (plus 
précisémenl un produit du type (A — A0)(f — C0)) qui est le véritable paramètre 
d'ordre. 

La superposition à ce graphe des courbes qui décrivent l'apparition des points 
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fixes ne sérail pas très révélatrice. Sans doute leur énergie est-eUe trop éloignée de 
celle des sections choisies pour qu'une quelconque influence puisse se faire sentir. 

Le graphe est limité par la droite A = 3, car pour de grandes valeurs de ce 
paramètre, l'intégration des équations ne garantit plus une très grande précision. 

Une discussion s'impose sur les performances du critère choisi. Selon le théorème 
de KAM, la "première trajectoire chaotique" apparaît dès que le système n'est plus 
integratile, c'est-à-dire pour tout ensemble de paramètres tous strictement positifs. 
Mais si alors un certain nombre de ces trajectoires sont chaotiques, d'une part elles 
sont très minoritaires et d'autre part elles peuvent être si étroitement confinées entre 
les tores qui subsistent qu'un simple examen des sections de Poincaré ne suffit pas 
à les déceler. Notre critère permet de découvrir la première trajectoire chaotique 
clairement distincte d'une trajectoire régulière et sélectionnée dans le quadrillage. 
Ce critère est essentiellement qualitatif, car en dernier lieu, c'est à nous qu'il revient 
d'apprécier si une section est chaotique ou ne l'est pas. 

Les propriétés ergodiques des trajectoires chaotiques nous offrent un outil plus 
performant pour détecter les "derniers tores réguliers". En effet, s'il subsiste dans 
l'ensemble des sections des îlots où ne pénètrent pas les trajectoires chaotiques, alors 
ce sera le signe certain que toutes ne le sont pas, et qu'à l'intérieur de l'îlot, des tores 
existent encore. La démarcation devrait être plus précise. 

Nous avons tracé assez approximativement une courbe d'interpolation des points 
qui selon notre critère sont situés sur les limites entre les différentes zones. Mais rien 
ne prouve que les frontières réelles dessinent une courbe continue, ou qu'il n'existe 
pas d'enclaves. 

Nature des sections 

Les figures 2.8 sont un choix de sections prises dans les différentes zones de la figu­
re 2.7. Elles permettent de concrétiser le critère qui nous a permis de définir une 
transition. Leur localisation varie considérablement selon les paramètres qui les ca­
ractérisent. L'explication réside à la fois dans l'équation (2.24) désignant la famille 
de cercles qui représente l'ensemble des points possibles pour la section et dans les 
équations (2.29) qui décrivent l'enveloppe de cette famille. Pour les sections choisies: 

E0 = O , Z0 = O = > £J * 0 , 7¾ = 1 • 

• Système spîn-boson : 

e = l =* A+ = - = A , A" = 0 

Alors (2.24) donne: 

(q + A cos ipt f + p1 - A ! coss ipM = 0 , 
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qui est un ensemble de cercles centrés sur l'axe Oq et dont le rayon vaut l'abscisse de 
la position du centre. Donc tous sont tangents à l'axe 0PI et chacun est tangent à 
tous les autres. Dans ce cas l'enveloppe sera le plus grand de ces cercles, de rayon A-
La formule (2.29) ne permet pas ici d'obtenir ce résultat, car R'[<pz) s 1, pour tout 
angle \p,, indice du point tangent multiple. Les figures (b), (c) et (f) sont proches 
de cet exemple. 

• Cas intégrable: 

c = 0 = A+ = A- = A = £ . 
2w 2 

Alors (2.24) donne: 

( ç + - c o s V i ) + ( p - - s i n ^ ) " Y " 0 , ( 2 - 3 2 ) 

qui est un ensemble de cercles de rayon A/2 dont les centres décrivent un cercle lui 
aussi de rayon A/2 et centré à l'origine. L'ensemble des sections sera donc inscrit 
dans un cercle de rayon A centré a l'origine. Ce résultat s'obtient également par 
(2.29): 

tan £ = , R{{p.) = 0 . V^. = * qr = — Aeosy», , pT = A sin ^ 1 . 
t a n ^ ; 

La figure (a) illustre ce cas. 

Le système compte un grand nombre de paramètres. Par conséquent, une étude 
complète de ses propriétés par rapport aux variations de tous les paramètres et 
dans toutes les limites possibles n'est pas envisageable. Les résultats présentés ici 
permettent de justifier la démarche effectuée dans le cas quanti que et nous nous en 
contenterons. 
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CHAPITRE 2 
LEGENDES DES FIGURES 

* Figuie 2.1: Division de l'espace des paramètres X et e, relativement au nombre 
de points d'équilibre. Les fréquences propres te et u>o sont fixées. Dans chaque 
région figure le type de points fixes admis (A,B, ou C). 

" Figure 2.2: Division de l'espace des paramètres X et t, en fonction de la stabilité 
du point d'équilibre Aj. Les fréquences propres u> et u>o sont fixées. La zone 
hachurée correspond au domaine de stabilité. 

* Figure 2.3: Energie des points fixes en fonction du couplage X. La constante 
d'anisotropie e et les fréquences propres (non résonantes) sont fixées. Les traits 
gras correspondent à des points fixes stables, les traits "hachés" aux points 
fixes instables. 

* Figures 2.4: Position dans le plan (X, y) des points fixes en fonction de X1 les 
fréquences sont fixées. En a), E prend une valeur finie. En b), e = 0 (cas 
intégrable). Mêmes conventions qu'en figure 2.3 concernant la stabilité. 

* Figures 2.5: Shéma de la construction d'une section de Poincaré. Lorsque la 
trajectoire x,( t ) ® Xt(f) coupe l'hyperplan Z = Za dans un sens déterminé 
(donc lorsque xt(t) traverse le parallèle représenté), le point d'intersection est 
projeté en x&,n dans le plan de phase de l'oscillateur harmonique. L'ensemble 
des Xb_n constitue la section de Poincaré. 

* Figures 2.6: Division du plan (E0 , ^ 0 ) relativement à la possibilité de calculer 
des sections de Poincaré (région hachurée). En a), les seuls points fixes qui 
existent sont J4J et A;. En b) existent également les points Bj et B^, d'énergie 

EB. 

* Figure 2.7: Division expérimentale du plan (X, e) en zones régulière, mixte et 
chaotique. Les " A1' correspondent à !'apparition de la première section de 
Poincaré chaotique, les " V " à la disparition de la dernière section régulière. 
Les courbes pointillées sont de grossières interpolations. Les " *" correspondent 
au choix de sections présentées en figure 2.6. Les fréquences sont résonantes: 
W = Uf0 = 1.0, E = 0.0 et Z0 = 0.0. 

* Figures 2.6: Choix de sections de Poincaré qui ont en commun: u> = w0 = 1.0, 
E = 0.0 et Z0 = 0.0. 
a) X = 2.0, e = 0.0. b) A = 0.5, e = 0.8. 
c) X = 1.0,c = 0.8. à) X = 1.3,t = 0.5. 
e) X = 2.0,« = 0.3. f) X = 2.0,( = 0.8. 

45 



FIGURE 2.1 

/ \ 
)ta> - W 0 I 

FIGURE 2.2 

46 



E 
, 

n 
XB 

\ 

A7 

Xc 

\ B 

A1 

"'•••:. C 

FIGURE 2.3 

47 



(a) y 

X 

~\ -, ± W A1 

B 

" C 

(M y 

FIGURE 2.4 

4S 



s3 

FIGURE 2.5 

49 



(a) 

Sn 

(b) 

Z-B 

Zo 
. 

BB ^ Ä B 

—u<o v- .^ 

1 W0 „ - - - ' 

-1 

£o 

F]GURE 2.6 

50 



(b) * « (O 

FIGURE 2.7 

^ •. 

* «i) 
*. v 

"T ' - -?. . ! 

* i « > 

£ *. 

A a.. 
&. 

, ^ - * . . . . . . . f t „ * , 

51 



0 . 0 D.S 1 .0 1 .5 3 . 0 „ Z .S 0.D D.2 0 .« 0 . 6 O.e a 1-C 

'«IÜr: 

••/il Sk A ( 

iiS?^\ 
(«0 

0-S a.O l .S 2.0 ! .£ . 

FIGURE 2.8 



3 Limites classiques et semi-classiques 

Ce chapitre est constitué de deux parties distinctes. Tout d'abord nous montrerons 

dans que] sens le hamiltonien : 

Kl(q,p,X,y,Z)=^(qì + pì)+u>0Z + \+qX-X-py (3.1) 

peut être considéré comme une limite classique du hamiltonien quantique: 

H, = AûJa+a -I- fcw0S; + l / ^ > 4 {S+a + 5 .U + -Ke(S + O + + S - a ) } . (3.2) 

Dans une première section, nous montrerons comment associer une fonction de 
l'espace de phase classique, le Q-symbole, à un opérateur quantique en utilisant 
des états cohérents définis en conséquence. Nous montrerons qu'on peut construire 
ainsi une fonction classique qui décrit le spin, quel que soit son nombre quantique 
5; mais nous vérifierons dans un cas simple que les propriétés de cette fonction 
correspondent à celles d'un spin dont le nombre quantique tend vers l'infini et dont 
l'espacement entre les niveaux, réglé par h, tend vers O selon la loi hs — S = este. 
Dans cette limite, il existe également une fonction dérivée du hamiltonien décrivant 
un oscillateur harmonique quantique et qui reproduit parfaitement les propriétés de 
l'oscillateur harmonique classique. Nous montrerons que 7if est le Q-symbole de H1. 

Le lien entre ces deux opérateurs peut être envisagé dans une perspective différen­
te. Dans le première partie de la publication (3O]1 nous avons montré que le système 
classique décrit par le hamiltonien K, peut également s'interpréter comme la limite 
pour un grand nombre Ar de spins 1/2 d'un système représentant l'interaction de ces 
spins avec un champ unimode. Ou plus exactement, la dynamique engendrée par le 
hamiltonien décrivant ce dernier système s'identifie dans cette limite aux équations 
de Hamilton issues de % . Le point délicat de la démonstration est de justifier la 
factorisation des équations de Heisenberg, ce qui nécessite le recours à des techniques 
de physique statistique [31], [32]. 

Dans une seconde partie, nous mettrons l'accent sur ce que nous avons appelé 
limite semi-classique. En plus de son sens usuel [33], ce terme recouvre dans ce 
contexte le procédé qui consiste à considérer à la fois le spin purement quantique et 
le boson dans une limite proche de la limite classique. 

Une section sera consacrée à une représentation possible des opérateurs de créa­
tion et d'annihilation, la représentation "de la phase". Alors, la limite prend le sens 
d'un développement partiel des nouveaux opérateurs pour une grande excitation de 
l'oscillateur harmonique (ou, dans l'interprétation du modèle en terme de champs, 
d'un grand nombre de bosons). Nous montrerons que la dynamique obtenue par 
cette technique est identifiable aux équations de Heisenberg (1-22) issues de H,. 
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Une dernière section propose de débattre du sens d'une limite hybride. En effet, 
il peut sembler contradictoire de considérer à la fois un objet quantique et un objet 
semi-ci assi que alors que le concept s'articule autour de la seule valeur de la constante 
h. 

En fait, ces deux dernières sections constituent une introduction aux méthodes 
décrites dans le chapitre 4, où seront exposés les résultats concernant des traces 
quantiques de chaos. Elles sont néanmoins à leur place ici, puisque elles décrivent 
une manière de concevoir le concept de limite. 
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3.1 Etats cohérents et Q-symboles 

Cette partie est exposée selon un schéma qui permettra de mettre en évidence les 
similarités et les différences dans les traitements respectifs du spin et du boson. C'est 
une formulation qui facilitera la construction des fonctions de Husimi qui sont au 
centre du chapitre 4. Après avoir énoncé les définitions des états cohérents et des Q-
symboles, nous proposerons des applications à des systèmes simples, puis au modèle 
spin-boson généralisé. Enfin, nous discuterons des formes différentes sous lesquelles 
ce modèle apparaît dans la littérature. 

3.1.1 E t a t s cohérents 

Les états cohérents sont des états quantiques qu'on construit souvent en leur im­
posant d'évoluer de manière semblable à un système classique élémentaire. Nous 
préférerons une définition plus générale présentée en particulier par Perelomov [34], 
et qui s'applique aussi bien au spin qu'au boson. 

Définition: Soient un groupe de Lie G 3 9, un état fixe j ^ o ) dans un 
espace de Hilbert Ti, et une représentation unitaire irréductible T(g) de 
G agissant sur H. A une relation d'équivalence près, un état cohérent 
I ii>e } appartenant à un système généralisé d'états cohérents {T, | V1O ) } 

est défini par : 
I ^ > =T(g)\i>o) • (3.3) 

Deux états qui ne diffèrent que d'une phase sont physiquement équivalents. Deux 
éléments ^1 et (J3 de G peuvent avoir des correspondants dans la représentation qui ne 
diffèrent également que d'une phase. Les états associés sont alors considérés comme 
équivalents. Un système généralisé d'états cohérents est complet sous quelques con­
ditions générales de convergence qui sont satisfaites dans la plupart des cas, et en 
particulier dans ceux qui nous intéressent. Par conséquent, un état quelconque est 
entièrement défini par sa décomposition sur ce système. 

Cependant tout système généralisé ne possède pas les mêmes propriétés. Notre 
intérêt se porte naturellement sur ceux dont le comportement dynamique évoque 
celui des systèmes classiques. D existe un critère de choix de l'état IiOo)1 fondé sur 
les propriétés de l'algèbre de Lie associée au groupe G. et qui permet de construire 
les états cohérents les plus proches des états classiques (et tels qu'ils correspondent 
aux définitions employées usuellement). 
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a) Etat cohérent de l'oscillateur harmonique 

Le groupe de Lie qui va générer les états cohérents est le groupe de Heisenberg-
Weyl W1, dont les générateurs, éléments de l'algèbre de Lie Wi, sont représentés par 
des combinaisons linéaires des opérateurs q et p et de l'identité, agissant sur l'espace 
de Hilbert H ~ £ J ( R ) . Ou sous une autre forme, par a , a + et 1. Un élément de Wi 
peut s'écrire de manière générale: 

x = ici + -(pq - qp) = k l T zba* - lha . (3.4) 
h 

La relation entre les opérateurs ç,p et ata
+ fournit la valeur de z/, qui est une variable 

complexe sans unité: zb = (q+ip)/\/2h. Les éléments du groupe s'obtiennent à partir 
de ceux de l'algèbre par exponentiation, et peuvent être représentés par: 

e' = eul€tha4-th0 . (3.5) 

Le critère de sélection de l'état fixe propose le vide | 0 } . L'état cohérent s'écrit 
alors: 

IM^^h)) =eMe**"+-*°|0) . (3.6) 
La première exponentielle n'introduit qu'un facteur de phase. Tandis que la par­
tie en zba modifie l'état d'un autre facteur qui correspond à la normalisation. La 
démonstration utilise la formule connue de l'exponentielle de la somme de deux 
opérateurs qui l'un et l'autre commutent avec leur commutateur commun, le déve­
loppement de l'exponentielle et le fait que ak 10} = 0, Vfc > 1. On peut se contenter 
généralement d'une définition simplifiée, mais qui ne fournit pas un état norme: 

|V.(*fc)> = e - + | 0 > = \zb) . (3.7) 

En développant sur la base de l'oscillateur harmonique, il suit : 

n=o Vn! 

L'état normalisé sera qualifié d'un indice N. Comme (2b|2t>} = exp(lsbl*)i ü BU'*: 

| Z f c j -i^£^|n). ( 3 . 9 ) 

Entre autres propriétés, l'état cohérent de l'oscillateur harmonique est vecteur 
propre de l'opérateur d'annihilation: 

* | * > W = * U ) „ • (3.10) 

De plus, le changement de coordonnées suivant sera utile dans la discussion des 
sections des fonctions de Husirni (voir §4.2.1). A zb sont associées les variables po­
laires (h,<pi>) avec la relation zb — i/J^expifi,. On désigne alors cet état pai | lb, \ph). 
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b) Etal cohérent du spin 

Les états cohérents de spin sont générés par le groupe SU(2), dont les éléments 
peuvent être représentés par les matrices unitaires de déterminant +1 et que l'on 
peut paramétrer par la matrice suivante : 

cos 6eÌTÌ sin 0e'* 

- s in t fe" '* cos0e" i , ! 9 = (3.1I] 

Selon le critère de sélection, l'état fixe de base est l'état propre de S1 de valeur 
propre maximale d'un spin quelconque s : j s, +s ) (= | s ) ). Un opérateur corres­
pondant à la représentation est exp(z,S. — z,S+) (le paramètre 17 n'introduit dans la 
représentation qu'un facteur de phase). Comme dans le cas de l'oscillateur harmo­
nique, cet opérateur va générer un état norme. La démonstration en est cependant 
plus délicate (certes, S+ j s ) = 0 , mais [S+ , S-] = 2S1 ne commute ni avec S+ ni avec 
S~\ la formule de l'exponentielle de la somme d'opérateurs n'est alors plus triviale), 
et pour les détails on se référera à Arecchi et al. [35]. On peut ici aussi se simplifier 
la tâche en commençant par définir un état non norme: 

I *»(*.)) = Ê* _ .*,s- (3.12) 

Un état différent, mais aux propriétés similaires, peut se construire par l'action de 
exp( SjS+) sur l'état fondamental (A,— •*} (= | — s)). 

Le développement de j z, ) sur la base du spin donne : 

I - ) - E A 
m =0 \ 

2* 

et après normalisation : 

1 ^ = (1 + 1*.!9)"!*-). 

(3.13) 

(3.14) 

La variable : , s'interprète géométriquement comme la projection stéréographique 
sud dans le plan complexe d'un point d?une sphère décrit par les angles 6 et 4>: 

n = [nr, nv,Ji1) = (sin Bcos 4>, sin S sin ^,cos#) 

~ 2 ' ( n ) = 7 T ^ r = t a n 2 e • (3.15) 

Exprimé directement en fonction des angles, l'état cohérent norme peut s'écrire: 

(3.16) 
m=D \ 

m )(^lf'-m(sinV-r^\s~m) . 
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Comme pour l'oscillateur harmonique et pour les mêmes raisons, il est utile d'in­
troduire un couple de variables d'angle et d'action (I11Ip,): 

J, = i ( l - c o s 0) = s i n ^ <p. - (3.17) 

D'où l'état normalisé : 

I J 

\ / ; , " 1 ( l - / . ) " - m e i * n * p ' | s - m ) . (3.18) 

3.1.2 Q-symboles 

Un des différents moyens d'attribuer à un opérateur quantique une fonction classique 
de l'espace de phase (voir au chapitre 4 les propositions de Wigner et Husimi) consiste 
à prendre la valeur moyenne de l'observable sur l'état cohérent norme de l'espace 
associé. E en résulte donc une fonction des variables qui caractérisent l'état cohérent, 
que l'on appelle Q-symbole el que l'on note: 

a»(**)= w < z * l ^ l * * ) „ . k - M - (3.19) 

Les Q-symboles tirent leur nom d'un opérateur ¢ ( ¾ ) , le projecteur sur l'état co­
hérent J Zj, ) ; la fonction aç(2j,) correspond alors à la trace du produit Q(Zk)A. 
On désignera par aoqb le Q-symbole associé au produit d'opérateurs AB. En 
général le Q-symbole d'un produit d'opérateurs n'est pas le produit des Q-symboles 

aOçi ^ aqbç . 

a) Q-symboles associés au boson 

La propriété (3.10) de l 'é tat cohérent fournit de manière immédiate les Q-symboles 
des opérateurs de création et d'annihilation : 

û« = * {=t I a I Zb )N = N ( zi, J zh I zb ) ^ = Zt 
at = * ( * f c | a + l * b ) „ = K(zb\h\zh)N = Zb • (3.20) 

D suit directement les Q-symboles des opérateurs de position et d'impulsion q et p : 

* = *UI$l*)„ = y ï w U|f l + + M^k = VSHRU) = C 
Pc = N{=b\p\zb)N^iyßK(zb\a*-c\zb)N = ^/2k^(zh) = p . (3.21) 
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Le hamiltonien quantique de l'oscillateur harmonique est: 

tfoi* = 1 ^ + ^ ) = M a + " + ^ ) , (3.22) 

et son Q-symbole: 

hon, = N{ Z11 HOB I * )K = £ ( 5
2 + p2 + h) . (3.23) 

Le hamiltonien classique de l'oscillateur harmonique Tios = w/2 • {q7 + p !) corres­
pond donc à la limite fi. —> 0 de &OJV 

b) Q-symbole5 associés au spin 

Les Q-symboles, de même que les états cohérents, s'écrivent comme fonction d'un 
vecteur sur la sphère S 2 . Celui construit sur l'opérateur S s'obtient soit par calcul 
direct, soit via un développement sur les fonctions sphériques [36j: 

Sn= (Tl \S\n) = sn . (3.24) 

A un opérateur de spin dont la dimension de moment cinétique est rétablie corres­
pond donc un vecteur sur une sphère de rayon S = hs. 

Le hamiltonien d'un spin dans un champ magnétique uniforme B, parallèle à 
l'axe O1 et qui ne dépend pas du temps, a la forme suivante : 

H5 = JiW0S, - (3.25) 

D'où son Q-symbole: 
^s , — <*>ohsnx = UoSn1 = u>0Z , (3.26) 

avec S= [X,y, Z) = S{nTìnyìnt). 

La transformation 

y 
I1 = Z , tan so, = ~ (3.27) 

AC 
restitue à h$t lee variables canoniques introduites en (1.27): 

hs, = u>0It = Hs . (3.28) 

Cette fonction peut donc être considérée comme le hamiltonien décrivant un spin 
classique. 

La constante fi figure implicitement dans le rayon de la sphère S qui a une unité 
d'action. De manière générale, le moyen utilisé pour définir rigoureusement une 
limite pour le spin est de postuler que la taille de l'objet classique est fixe, et par 
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consequent qu'on fait tendre simultanément h vers 0 et le nombre quantique de spin 
s vers Tinfini en assurant l'égalité hs = S = este. De plus, cette méthode per­
met de lever un paradoxe. En effet, le rayon de la sphère apparaît naturellement 
comme la valeur moyenne de la composante z du spin sur un état extrême (= hs). 
Cette grandeur ne coïncide avec la racine de la valeur moyenne de l'opérateur S1 

(= hyjs[s -f1)) que dans la limite que nous avons définie. 

L'expression du Q-symbole peut s'obtenir à l'aide d'un opérateur différentiel pour 
tout produit d'opérateur du type SA (36]: 

(s o a)(n) - \sn + —n A V n - -n A (n A Vn)I aa(n) , (3.29) 
« L 2i I J 

où a^n) est le Q-symbole associé à A. 

3.1.3 I l lus t ra t ions é lémenta i res 

Ce paragraphe a pour but d'éclairer le rôle joué par fi dans le processus d'attribution 
d'une limite classique, ceci à travers l'étude de l'évolution des états cohérents, et de 
l'estimation d'écarts quadratiques moyens dans deux cas très simples. Seront com­
parées l'évolution classique, dictée par les équations de Hamilton, et les évolutions 
quantiques dans les images de Schrödinger et de Heisenberg. Rappelons que ce sont 
les états qui supportent la dynamique dans la description de Schrödinger, alors que 
ce rôle est dévolu aux opérateurs dans celle de Heisenberg. 

a) Oscillateur harmonique 

• Dans le cas classique, la variable r = q + ip, qui permet de condenser la nota­

tion, évolue comme r(r) = roe"'"1, avec q0 - K(r0) et pp = S?(r0). Le mouvement 
décrit, donc dans l'espace de phase un cercle de rayon J2Ejw. 

• Dans l'image de Schrödinger, la dynamique se manifeste via l'application de 
l'opérateur d'évolution Ut = exp(-fUoH^) s u r l'état |2(,) . Le résultat obtenu 
est un étal cohérent associé à la variable dépendant du temps ~t(t) = ztexp(—tari). 
Le calcul sur cet état des valeurs moyennes des opérateurs ç et p donne exactement 
le résultat classique. 

• Ce même résultat s'obtient par la résolution des équations de Heisenberg pour 
l'annihilateur et le créateur (a{t) = exp(—tu>£) a), puis en calculant leurs valeurs 
moyennes sur des états cohérents fixés. 

60 



• Ces dernières expressions sont utilisées pour déterminer les écarts quadratiques 
moyens sur q et p: 

Aq ^ Ap = ^ . (3.30) 

Ces écarts ne dépendent pas du temps, les états ne subissent donc aucune dispersion 
et restent d'incertitude minimale puisque, selon le principe d'incertitude de Heisen­
berg: AqAp > fi/2. C'est pour cette raison qu'ils sont appelés états cohérents. 

b) Spin 

• Dans le cas classique, le hamiltonien Hs ne dépend que de l'action I1; celle-ci 
est donc invariante It(t) = Jo = este, de même que la composante cartésienne 
Z. L'angle ips dépend donc linéairement du temps tpt{t) = y>o + wo', résultat qui 
s'interprète comme un mouvement de précession de fréquence W0 autour de l'axe de 
symétrie O1. Ce phénomène est connu sous le nom de précession de Larmor. 

• Dans l'image de Schrôdinger, l'opérateur d'évolution Ut = exp(~^Hst) appliqué à 
I z, ) donne un nouvel état cohérent associé à la variable dépendant du temps z,(i) = 

z, exp(twoï). Dans sa représentation en terme d'angle et d'action, la dépendance 
temporelle se reporte sur le seul anglç ipt, et de manière exactement identique au 
cas classique. 

• On retrouve ce résultat en calculant les valeurs moyennes sur l'état cohérent 
fixe j n ) des opérateurs dépendant du temps Sr(t), r = x,y,z; leur évolution est 
donnée par la résolution des équations de Heisenberg: S+(t) = exp (tw0() S+, Sx(t) = 
S1 =cste. 

• L'expression (3.29) permet alors de calculer l'écart quadratique pour l'opérateur 
vectoriel S = (SB. 5„, Sx): 

AS = V ^ , 

ou, si l'on rétablit l'unité de moment cinétique: 

AS' = hy/i = 4= • (3.31) 

Ces états ont eux aussi une dispersion nulle. Et cet écart tend bien vers 0 dans la 
limite que nous avons définie. 

On retiendra de ce paragraphe qu'il existe des cas élémentaires où des états cohé­
rents le restent au cours de leur évolution. La cause en est simplement la linéarité des 
équations dynamiques. Cette condition est remplie lorsque le hamiltonien du boson 
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esl de degré 2, et celui du spin de degré 1. Dans l'approche de Heisenberg, cette 
propriété se traduit par le fait que l'ordre des opérations " Q-symbole" et " évolution" 
est indifférent. En effet, le système dynamique obtenu à l'aide des équations de 
Hamilton issues du Q-symbole du hamiltonien quantique original est strictement 
identique aux Q-symboles tirés des équations de Heisenberg qui découlent de ce 
même hamiltonien. 

3.1.4 Appl ica t ion au modè le spin-boson 

L'espace de Hilbert des états du système spin-boson généralisé est un produit ten-
soriel Ti = C î , + ] ® T des espacée associés à chacune de ses parties. Un état cohérent 
global peut se construire simplement comme produit tensoriel des états cohérents 
agissant sur chacun des espaces élémentaires: 

\z„zt) ~ \z.)®\zb) . (3.32) 

Le groupe sous-jacent est alors Wj ® SU(2). Le Q-symbole de H1 (1-18) vaut: 

„< z.,zb\H,\z„ Z1, JN = I (,» + p1) +UoZ + X+qX -X^y = Ti,, (3.33) 

ceci quelle que soit la valeur de h. Dans le cas de la limite classique h —• 0,5 —* co, 

en exigeant ks = S = este, H1 est également le Q-symbole de la forme (1.19) de H,. 

Comme indiqué au §1.2.4, le système dynamique généré par "H1 est structurelle-
ment identique à l'ensemble des équations de Heisenberg construites sur H1. Mais 
on ne peut restreindre le problème quantique à ce système dynamique, car dans ce 
cas, au contraire des exemples simples présentés dans le paragraphe précédant, la 
cohérence d'un état sera détruite sous l'évolution, du fait de la présence de termes 
de couplage dans H,. 

3.1.5 Modè les conaur ren t s 

Selon la littérature, le modèle spin-boson apparaît sous différentes formes. Dans ce 
paragraphe (qui a fait l'objet d'un chapitre de la publication [30]), nous démontrons 
qu'il faut distìnguer deux systèmes non équivalents qu'on assimile souvent à tort 
(Milonni et al., [25], par exemple). Pour cette discussion, nous traiterons le hamil­
tonien dans sa version spin-boson (c'est-à-dire t = 1 => A+ = A, A - = 0 ) . 

Les équations différentielles du premier ordre qui déterminent l'évolution de la 
partie bosonique du système sont souvent écrites sous la forme d'une seule équation 
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du second ordre; les deux premières équations de (1.32) deviennent: 

q -i- w<7 = -XwX . (3.34) 

Or l'équation qui décrit le champ est souvent déduite directement des équations de 
Maxwell [25]: 

q -J- wq — —X . (3.35) 
w 

Cette dernière équation peut se décomposer en: 

o = wp H—/K = wp y 
w w 

p = — ujq . (3.36) 

L'ensemble composé du système (3.36) et de Ia partie décrivant la dynamique des 
variables cartésiennes de spin du système (1.32) regroupe en fait les équations cano­
niques du mouvement issues du hamiltonien suivant: 

KB = I (qa + tn) +woZV.,V,) + W%(h,>P,) + ~X2(I*,V*) , 0-37) 

auquel serait imposé le changement de variables : 

q' = q--X , p' = p- (3.38) 
w 

Ce nouveau hamiltonien est lié à celui qui nous sert de base par la relation simple: 

où Wsfl = H,=i- D est donc faux de les identifier. 

La question est de savoir s'il existe un hamiltonien quantique H'SB décrivant un 
spin j = 1/2, ei dont le Q-symbole est 1H1SB-

1HsB est le Q-symboie de Hss- U reste à déterminer un opérateur quantique tel 
que son Q-symbole soit A2/2uJ • A.'2. Mais le calcul du Q-symbole de Sl, à Taide de 
(3.29), mène à: 

S^l= 2s 

2 5 - 1 
(3.40) 

expression qui n'est pas définie pour s = 1/2. X2 est donc lié au Q-symbole de tout 
opérateur 5 j , pour autant qu'il décrive un spin de nombre quantique s > 1. 

Tout opérateur autre que S* n'entre évidemment pas en ligne de compte. Nous 
pouvons donc conclure que les équations dynamiques présentées par Milonni et al. 
ne peuvent provenir d'un hamiltonien quantique ne comptant qu'un spin 1/2. 
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Notre article présente une méthode sensiblement différente car il n'y était pas 
question de limite classique via les Q-symboles. Nous associions à la valeur moyenne 
d'une observable quantique la variable classique correspondante, et nous postulions 
que la valeur moyenne d'un produit d'observables factorisait. 

La version la plus générale d'un h&miltonien comprenant un spin s = 1/2 est la 
suivante (compte tenu que Sl = SjJ = Sl = 1/4 • 1): 

^ ( î . P . ^ . S ^ S O ^ M î . P l + ^ i W . P Ï ^ + Âitç.pJS^ + Astî.pJS, . (3.41) 

I! n'existe pas d'ensemble d'opérateurs h; , i — 0 , . . . , 3, tel que la factorisation des 
équations de Heisenberg de H0 donne le système décrit plus haut. Les conclusions 
sont donc identiques. 
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3.2 Représentation de la phase. 
Limite des grands nombres d'excitations 

Une publication récente due à Bialynicki-Binila J37] propose une représentation des 
états du champ et des opérateurs de création et d'annihilation en terme de phase, 
ainsi qu'une approximation pour les grands nombres d'excitations no (c'est-à-dire 
de photons). Nous avons montré [38] que cette représentation équivaut à considérer 
des opérateurs dérivés d'un opérateur de phase unitaire proposé par Pegg et Barnett 
[39]. L'objectif de cette section est d'appliquer l'approximation au modèle spin-
boson. Nous montrerons que le système obtenu possède des propriétés dynamiques 
semblables à celles du modèle original. La démonstration a été publiée en [40]. Cette 
méthode nous permettra de travailler sur un échantillon borné du spectre, localisé 
autour d'une valeur élevée de l'énergie de l'oscillateur harmonique fixée arbitraire­
ment. On parle alors souvent de limite semi-classique pour le champ, car si son 
énergie est fixée, la limite Ti0 —• co s'accompagne de la limite fi —> 0 [41], tandis 
que le spin reste quantique. C'est dans ce sens qu'il faut comprendre ici le terme de 
semi-classique. 

3.2.1 R e p r é s e n t a t i o n de BialinyckJ-Birula 

Cette représentation associe à un état propre de l'oscillateur harmonique une fonction 
d'une phase <f>: 

| n 0 + m ) —• e i m * , (3.42) 

où Ti0 est un décalage arbitraire des valeurs propres. Elle associe aux opérateurs 
conventionnels a et o+ de nouveaux opérateurs ag et a% qui agissent sur les fonctions 
d e ^ : 

c —» aB- e ' ^ f n o + p*)3 

O+ —» a£ = ( n o + P * ) ' e t ó , (3.43) 

où p^ = —id/d<f> agit sur l'espace de Hilbert L2(0, 2îr), et où p^ et è satisfont la 
relation de commutation canonique: [4>, p$] = t. 

Ces deux opérateurs (ainsi que le nouvel opérateur " nombre d'excitations" NB = 
&B&B — "o + Pi) vérifient les propriétés des opérateurs d'origine, à condition bien 
sûr que no + p« > 0. 

L'idée de l'approximation est de considérer un grand nombre d'excitations, puis 
de développer les racines: 
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4 = V ^ * + A=P*e* + 0[nP) . {3.44) 

3.2.2 Appl icat ion au modè le spin-boson 

Nous travaillerons sur le hamiltonien HSB (1.18). Mais la généralisation à H1 est 
immédiate. Nous allons considérer si, dans certaines approximations, HSB exprimé 
en fonction des variables de phase peut conduire au même ensemble d'équations dy­
namiques que lorsqu'il est écrit dans ses variables naturelles. 

Une première tentative consiste à substituer dans HSB l'approximation à l'ordre 
0(n.Q ) des opérateurs d'annihilation et de création O1 = ^/nôexp(—i<}>) et a* = 
^/ïïaexp(i<f>), pour obtenir un hamiltonien qu'on notera H\. Mais celui-ci ne présente 
aucun intérël puisqu'il ne dépend pas de p^. 

La substitution des développements (3.44) dans H$B P u i s l'approximation à 
l'ordre 0(UQ ) mènent au hamiltonien: 

H[ = hw(n0 •+ pi,) -F Kw0S1 -f \ — 2h)t^/n^Sa cos ó , (3.45) 

dont les équations de Heisenberg sont: 

Sx = -[H^Sx) =-^Sv 

S„ = - W1-S,,) = W0SB - J-2X^/n^Stcos<j> 

S1 = — \H[,SZ] = \-2\^/no'Sl,cos<f> 
h y 2 

à — — \H,,<i>) = w 
n 

Ce système n'est pas semblable à celui dérivé du modèle de base, dans lequel figurent 
notamment les équations suivantes, qui décrivent l'évolution des opérateurs a et a+ : 

a = —taia~i\—Àòr 

a+ = iu>a + iJ^\St . (3.47) 
'Va' 
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Or ici. les équations pour ai et a 4 qui découlent de (3.46) sont: 

*t = T[H'Jt a*] =y/t*iw[p*J*] = *wa+ . (3.48) 

Ces opérateurs ne subissent pas la " réaction de retour" des spins qui est caracté­
ristique du couplage que présente le modèle dans sa version complète. Dans cette 
approximation5 le système prend la forme d'un modèle non autonome construit par 
Autler et Townes [42], [43] dont le hamiltonien est: 

HAT = huoSt 4 2hX'Sr cosut , (3.49) 

et qui ne donne pas lieu à des comportements irréguliers. 
A vrai dire, la forme H[ est incohérente du fait que le terme qui décrit l'oscilla­

teur harmonique nécessite un développement à l'ordre 0{n0 ) des opérateurs as 
e1a£: 

a2 = v ^ e " ' * (l 4 -—P4, 

at = ^ ( l 4 ^ ) ^ , (3.50) 

alors que le terme de couplage ne tient compte que des contributions des O1 et a*. 

La cohérence est rétablie par la substitution des opérateurs a2 et a j dans le 
terme de couplage de HsBi P*"5 P*1 l'approximation à l'ordre 0 ( U Q 1 )- D reste alors 
le hamiltonien: 

Hz = hu> (Ti0 4 j v ) 4 Aw0Si 

Les équations du mouvement du boson deviennent: 

(3.M) 

fi. 
ài = 7 - [^ ,O 2 ] = - t u j a s - ï W - A S a 4 0{n0 ) 

âs
4 = i [H2,at] = i"*t + * \ / ^ A 5 « + 0 K " 1 ) • (3.52) 

Dans la limite des grands no, ces expressions sont exactement équivalentes à (3.47). 
Les équations pour le spin sont évidemment: 

5", = — <J0QSV 

Êv = U0Sx - d-\SZ (af + a2) 

S1 = J-XS1 1 (a 4 4 a j ) . (3.53) 
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En conclusion, il apparaît que les équations d'évolution de Heisenberg extraites 
du système dans la représentation de la phase et dans l'approximation d'ordre 0(]½"1 ) 
reproduisent exactement celles du système original. D y a donc un sens à étudier 
les caractéristiques de Hj (3.51). El y a également de l'intérêt à travailler sur ses 
propriétés spectrales (elles seront l'objet d'un paragraphe du chapitre 4) car cette 
méthode nous permet d'accéder à tout intervalle borné du spectre centré autour 
d'une valeur de n0 suffisamment élevée. 
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3.3 Sur la pertinence d'une limite pour les petits spins 

L'étude des fonctions de Husimi associées au modèle spin-boson ne se révèle inté­

ressante numériquement que si l'espacement moyen entre les niveaux d'énergie du 

boson est nettement plus faible que celui du spin. Une explication qualitative sera 

formulée au chapitre 4. D est donc nécessaire de considérer l'oscillateur harmonique 

dans une limite semi-classique, en gardant le caractère purement quantique du spin. 

Certes, le problème numérique que nous devons résoudre est typiquement quan­

tique et ses solutions sont indépendantes de l'interprétation que l'on peut donner 

aux différents facteurs du hamiltonien. Mais le système classique de référence et ses 

propriétés en dépendent fortement. 

D'une part, nous pourrions décider que les quanta d'action des deux parties du 
système diffèrent, et attribuer à chacune d'elle une constante h distincte (i.e. ht pour 
le boson, libre et qui tend vers 0 dans notre limite; et fi, = S/s pour le spin, fixée 
par le nombre quantique £ et le rayon S de la sphère classique associée). Dans ce 
cas, l'objet classique associé (le Q-symbole) reste le hamiltonien décrit plus haut ?<,. 
Une telle interprétation ne semble pas physiquement très pertinente (ou est même 
paradoxale), mais formellement, la démarche est claire. 

D'autre part, il est possible d'introduire dans le hamiltonien quantique une nou­

velle constante TJ sur laquelle porte la limite. Soit: 

H1 = hij*ua*a + ftufcS, + h J-TfX [S+o + 5_c+ + e (-S+O+ + S-«)] , (3.54) 

où Tj apparaît comme un facteur multiplicatif de la constante Vn, mais seulement 
lorsqu'elle se rapporte à l'oscillateur harmonique. Le hamiltonien classique que le Q-
symbole associe à H, préserve le facteur r; sur les termes correspondant aux modules 
qu'il multipliait dans le cas quantique. Il s'écrit maintenant: 

K = V3^ (?1 + P !) + w6Z(/„<px) + v ( A + 9 * ( / „ Î P O - X-py(lM,v,)) . (3.55) 

Le changement de variables q' = r)q , p' = ijp permettrait de retrouver HSB, mais 
il est évident que cette transformation, qui représente une dilatation d'un facteur TJ 
dans l'espace de phase du boson, n'est pas canonique. Les équations du mouvement 
exprimées en terme des nouvelles variables sont: 

9 

P 

X 

y 
Z 

= ^(»p'-x-y) 
= J Ï J ( - « V -X*x) 

= -u^y-x-p'2 
= WQX — X+q Z 

= x+q'y + x-p'x. 
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Dans la limite T/ —• O, la partie bosonique se fige, tandis que le mouvement du spin 
correspond à une précession autour d'un axe qui dépend maintenant des coordonnées 
q' et p', à variation lente: 

O1 — ( A - y , - À - p ' , W o ) • 

Par conséquent, un tel système ne présente plus d'intérêt pour l'étude d'une éven­

tuelle transition de la régularité au chaos. 

Une redéfinition de l'état cohérent donne en apparence un moyen de contourner 
l'obstacle. Le candidat devra satisfaire une version modifiée de la propriété (3.10), 
à savoir: 

a\i)„^^\i)v- (3-57) 

Cette condition est remplie par l'état défini comme suit: 

Us)„ = e x p ( ^ ) | 0 ) . (3.58) 

Si l'on construit de nouvelles variables q et p à partir de z et de son conjugué, de la 
même manière que q et p à partir de zj, et zt, le Q-symbole (défini à l'aide des | z } ) 

de H$B devient alors: 

«« ' = I (g ' + PJ) + " 0 2 ( / , , ^ ) + ^ ( / , , ^ ) - *-py(l*,<Pi) , (3-59) 

qui n'est autre que "H1 exprimé à l'aide de variables différentes. Dans cette in­
terprétation, c'est l'état cohérent lui-même qui prend entièrement en charge la di­
latation de l'espace de phase de l'oscillateur harmonique introduite par la constante 
T). Alors son évolution triviale sous H1 ne correspond pas à celle de "H, , mais à 
celle de Ti1, pour laquelle l'oscillateur harmonique tend à l'immobilité. H y a donc 
contradiction, et dans un cas comme dans l'autre, la confrontation à la dynamique 
s'avère très problématique. 

Il est clair que parler de limite semi-classi que d'un système qui comprend un spin 
1/2, et comparer dans ce cas des propriétés quantiques à des propriétés classiques 
est absolument irrespectueux des réalités physiques. Mais on vient de voir que si 
l'on tient à rester au plus près de ces réalités, le problème tel qu'il est posé perd de 
son intérêt. La perspective proposée, soit d'utiliser ht, et h,, est mathématiquement 
correcte et expérimentable numériquement. Cependant elle traite le modèle non 
plus comme l'image d'un système physique, mais plutôt comme une construction 
théorique qui nous permettra d'aborder de nouveaux concepts (démarche d'ailleurs 
très fréquente dans le domaine du chaos). 
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4 Spin-boson quantique et chaos 

La mécanique quantique est construite de telle manière que tout système autonome 
est complètement déterminé par le spectre et l'ensemble des fonctions propres de 
son hamiltonien. Dans ces objets sont contenues toutes les informations relatives 
à un éventuel comportement chaotique du système. Ce chapitre se divise en trois 
sections: la première présente quelques propriétés analytiques de H1, qui sont en 
rapport avec sa diagonalîsation et qui facilitent le traitement numérique nécessaire 
dans les deux suivantes. Celles-ci n'ont en commun que le modèle de base, puisque 
l'une traitera du spectre et l'antre de certaines fonctions propres, ceci pour des limi­
tes semi-classiques à entendre dans un sens différent dans l'un et l'autre cas. 

Tous les résultats numériques présentés dans ce chapitre ont trait au système 
composé d'un spin s = 1/2, donc dans sa forme quantique extrême. Dans ce cas, et 
c'est l'objet de la première section, Ht devient diagonal par blocs sous une transfor­
mation unitaire que nous avons généralisée, et qui s'appuie sur le fait que l'opérateur 
de parité qui commute avec le hamiltonien prend une forme simple lorsqu'il est as­
socié à un spin s = 1/2. Nous montrerons que lorsque € = 0, le système admet une 
solution exacte. On peut alors en déduire les caractéristiques du spectre. 

Dans une deuxième section, nous présenterons une étude des statistiques spec­
trales dans 1"'approximation de la phase" (dont une description précise est fournie 
dans la section 3.2). Un paragraphe résume l'ensemble des données connues sur 
le spectre du système spîn-boson et permet de justifier notre démarche. Les para­
graphes suivants sont consacrés aux aspects numériques du problème; d'abord à 
la construction d'un hamiltonien qui puisse être diagonalisé dans les meilleures 
conditions, puis à la présentation et à la discussion des résultats des expériences 
numériques: l'étude comparative d'une transition en t dans la statistique spectrale 
du modèle original et du modèle approché. 

Si l'étude du spectre permet de définir des classes d'universalité (qui ne sont pas 
absolument rigides puisqu'un certain nombre de systèmes y échappent, et en parti­
culier celui qui nous intéresse), l'étude des fonctions d'onde n'est pas encore parvenu 
à un développement qui fasse l'unanimité. Les choix ne sont pas immédiats, ni d'une 
représentation pour la fonction d'onde, ni d'un critère qui permette de définir les 
notions de régularité et de chaos. La représentation choisie dans la troisième section 
de ce chapitre est la fonction de Husimi, et le critère d'ordre la distribution de ses 
zéros. 

Il s'agira dans un premier temps de définir rigoureusement cette fonction et de 
préciser ses hens avec la distribution bien connue de Wigner et avec les Q-symboles 
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introduits au chapitre 3. Les objets ainsi construits dépendent de quatre variables 
canoniques. Toute tentative de représentation graphique passe par différents types 
de projections ou de sections que nous présenterons dans un deuxième temps. Enfin, 
la dernière étape théorique consistera en la discussion du choix du critère des zéros 
et de la complétude de l'information qu'ils contiennent. 

Un paragraphe sera consacré à formuler le problème de telle sorte qu'une expé­
rience numérique soit possible. Il s'agira de franchir toutes sortes d'obstacles que 
constitue le travail avec de grandes matrices, des polynômes de degré élevé, ou des 
nombres d'ordres de grandeur très différents. C'est dans cette partie qu'apparaîtront 
les difficultés numériques qui rendent très délicate l'étude d'une transition par rap-
porl au nombre quantique de spin. 

La dernière partie portera sur l'expérience numérique elle-même; à savoir, l'étude 
d'une transition en e, qui montrera alors que le système présente des traces de chaos, 
lorsque sa contrepartie classique est chaotique. 
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4.1 Diagonalisation de Hf 

Cette section concerne l'équation de Scbrödinger H, \ if>E ) = E\ipE) et sa réso­
lution. Bile est un préambule aux problèmes du chaos abordés dans les sections 
suivantes. 

4.1.1 P a r i t é 

Dans le cas d'un spin s — 1/2, la partie de l'opérateur de parité P (1.25) relative au 
spin agit sur la base { \s = l / 2 , m = i l / 2 ) = | ± } } comme un multiple de St: 

(-I)'"5' | ± ) = ( - 1 ) * * * | ± ) = ± | ± ) =2S,\±) . 

Soit T = (—1)° °; alors la parité s'écrit: 

P = 2TS1 . (4.1) 

Soit la transformation unitaire engendrée par l'opérateur: 

U = S1 (1 + T) + 1 (S+ - S-) (1 - T) . (4.2) 

Sous l'action de cet opérateur, la parité se transforme comme: 

P' = UPU+ = 25 , . (4.3) 

C'est-à-dire que dans cette représentation, parité et composante du spin sont con­
fondues. Donc, en vertu du fait que [P, H1] = 0 (1.26), les états propres de H,. 
transformés par U sont également états propres de S1- Cet opérateur est alors cons­
titué de deux blocs indépendants, chacun n'agissant que sur une composante du 
spineur. Cette transformation est proche de celle utilisée .par Shore et Sander [44], 
et nous allons voir de quelle manière elle modifie le hamiltonien Ht. 

4.1.2 Trans fo rmat ion de Shore e t S a n d e r généra l isée 

La transformation appliquée séparément à chaque terme de Ht, indépendamment 
des constantes qui les multiplient, donne: ' 

Ua+aU+ = a+a 
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US1U
+ = S1T 

V (S+a + S-a+) U* = J U+ + a) + S1 (o + - a) T 

U (S.a + S+C+) U+ = i ( a + + a) - S 1 ( O + - O ) T . (4.4) 

D'où le hamiltonien Hss* = UH1U
+: 

Hss.< = hu>a+a+ h^S,T+ J ^ [ ^ (a +a+)+ [1-e) St (a+-a)T] . (4.5) 

Cette transformation généralise celle de Shore et Sander en ce sens que H1 con­
tient (du moins implicitement) les trois opérateurs de spin SK,SV et S1, alors que 
la transformation originale s'appliquait à un hamiltonien où n'en figuraient que deux. 

La présence de S1 comme seul opérateur de spin confirme qu'aucun mélange de 
composantes n'a lieu lors de l'application de Hss,< à un état quelconque. La forme 
matricielle de cet opérateur est: 

où A et B sont deux blocs qui agissent respectivement sur les composantes -J- et 
— du spineur, et qui ne dépendent que des opérateurs bosoniques. Alors les états 
propres de Hs$,f se séparent naturellement en deux sous-ensembles selon la seule 
composante de spin qui les constitue et qui est également leur parité: 

l*?> = f)2f.nl-,n) - (4.7) 
Tt=O 

L'application à ces états de la transformation de Shore et Sander inverse donne les 
états propres de Ht : \ipE) = U'1 \4'±) • Leurs coefficients sont: 

çE { =+,« s i " = 2 ^ 
ï'n 1 0 si T1 = 2^ + 1 , . . _ 

parité + : } k= 0 , 1 , 2 , . . . 
E _ I 0 si n = 2A 

C - Î - " ~ cf„ si n = 2ft + l 

c f . = 
0 si n - 2fc 

•*• * l - C - n SÌ Tî = 2fc + 1 , 0 , 
p a n t e - : ^ _ _ f * £. ^ = 2fc * = 0 . 1 , 2 , . . . (4.8) 

0 si n = 2Jc + 1 
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Eléments de matrice 

La transformation maintient diagonaux les termes qui l'étaient à l'origine dans H,: 

( m , n | Hss,, | m , n ) = hum + ( — 1)" ftw„m . (4.9) 

Comme les opérateurs a et O+ n'apparaissent pas à un ordre supérieur à 1 (sauf dans 
le terme a^a, diagonal), les blocs correspondant à chaque composante du spin sont 
tridiagonaux. Chaque bloc est également symétrique: 

{m,n + 1 \HSS,, \m,n) = {m,n \ HSSlt \m,n + 1 

/fi A . 1 4 e 
+ ( l - Ê ) ( - l ) " m . (4.10) 

Le contenu du crochet vaut: 

1 si 
. J m = +1/2 et n pair 

{ m = —1/2 et Tt impai impair 

m = +1/2 et n impair 
•m = —1/2 et n pair 

Si e = 0, un élément non diagonal sur deux disparaît, et par conséquent la matrice 
hamiltonienne est constituée d'un ensemble de blocs de matrices 2 x 2. Le problème 
aux valeurs propres est alors résoluble analytiquement. Le calcul en est présenté 
dans le paragraphe suivant. 

4 .1.3 Solut ions d u m o d è l e de J a y n e s et C u m m i n g s 

Précisons, avant de résoudre le problème, qu'il n'y a pas de relation de causalité 
connue entre l'existence d'une constante du mouvement supplémentaire non triviale 
(1.24) et celle d'une solution analytique. 

Composante "up" (m = +1/2) 

La matrice A (4.6) représentant cette composante possède alors le long de la dia­
gonale une succession de blocs matriciels M + de dimension 2, et qui agissent sur la 
base: { | + , " • ) , | + , n + 1) } pour n = 0 ,2 ,4 , . . . respectivement: 

(Mt 

A = M: (4.11) 

' • / 
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Chaque bloc a la stucture suivante: 

M:-J g + ™ ^ ^ M , = 0,2,4,... (4.12) 

Leur polynôme caractéristique det{M+ - r + l ) s'écrit: 

»>j^_„(2» + i),+ + ( u > , - ^ ) ( » + i ) - a + ! £ ï } , (4.13) 

Introduisons de nouvelles grandeurs: 

6 = w — W0 , An = J - A \ / n + l , 

qui simplifient l'écriture des racines de (4.13), énergies propres asssociées à une parité 
positive: 

£ + n + 1 = &u>(n-i-I) T ^ A 1 + An 0 = 0 , 2 , 4 , . . . (4.14) 

Ainsi, £ * < £ „ + i pour n pair, mais il se peut que E*+l > E^7. 

Les états propres normalisés associés à E* sont donnés par les deux seuls coeffi­
cients non nuls: 

-X , *• & - ^ t-fi^ (415) 

et ceux associés à -E^+1, par les coefficients: 

(4.16) 

On vérifie aisément leur orthogonalité. 
Le spectre de H1 est identique à celui de Hss,<, et ses états propres, selon la 

formule de transformation (4.8), n'ont qu'un coefficient non nul dans chaque com­
posante du spineur: 

l^£"} = c£Ll+,«) +c+"n+I | - , n + l ) 

76 



Composante "down" (m = —1/2) 

La matrice B (4.6) représentant cette composante est formée d'un terme diagonal 
suivi le long de la diagonale d'une succession de blocs matriciels M~ de dimension 
2, et qui agissent sur la base: { | — , n ) , | - , n + 1 ) ) pour n = 1,3,5, . . . respective­
ment: 

B = 

M: 

0 

0 
M; (4.18) 

La première valeur propre et son vecteur propre s'obtiennent directement: 

B0- = - » S , |vA") = | - , o } . (4.19) 

Les blocs M~ ont exactement la même structure que les blocs M*, mais cette fois, 
ils sont désignés par un indice impair. Par conséquent, énergies et vecteurs propres 
ont eux aussi une structure tout à fait identique, seuls les indices des formules (4.14) 
(4.15) et (4.16) changeant de parité. D'où les états propres de H,: 

i^"} = ^:J+,»)+c?:;+1i-,*-fi) 

(4.20) 

Si l'on modifie le problème en réduisant Hss,< * u n e matrice de dimension finie 
2A' {en tronquant artificiellement la base infinie du boson), alors une valeur propre 
et un vecteur propre d'un autre type apparaissent: 

.Wo 
£ £ _ i = Rw(JV-1 ) + R - ^ , \î>E"-i ) = \+,N- 1) , si N impair. 

£ - ^ = JU^[N-I)-HY ' I ^Z^ ' - ' ) = I - , A* - 1 ) , si ^ pair. (4.21) 

Ces solutions permettent de déduire quelques propriétés importantes du modèle. 

Répulsion des niveaux 

Considérons l'énergie en fonction de la fréquence propre du spin W0. pour deux états 
voisins associés à E~ et E* [18j. 
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Dans le cas où A = 0, ces énergies valent (n est choisi pair): 

p - . / , M , h i i J Aw(n + I ) - J W 0 si w0 < w 
V 2 / 2 ' ' \ hum + ^u0 si Ui0 > w 

p* t. /' - i - 1 ^ hi i J f twn-f£wo si W0 < u> 
£„• = Aw n + - - - w - W0 = < . , , , , h ^ (4.22) 

V 2 / 2 { hu>{n + 1) - JW0 si W0 > w v 

ei présentent un croisement de niveaux à la résonance (u> = W0). 

Et dans le cas où A ̂  0: 

E' = fiw Cn + - ) + - \ / ( w - w 0 ) ' + A^ 

£ + = ftu.(n+^)- ^ ( W - W 0 ) 1 + AJ- (4.23) 

A la résonance, ces niveaux présentent certes un espacement minimal, mais non nul: 

E~ - K \ =AA„, 

qui dépend linéairement du couplage A. 

Le seul phénomène de répulsion des niveaux n:es( donc pas une preuve de chaos, 
puisqu'il se manifeste également dans ce cas où une solution analytique complète 
existe. D en est un indice, une condition nécessaire mais insuffisante et le recours à 
la statistique est indispensable. 
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4.2 Approximation de la phase. 
Etude spectrale comparative 

Les résultats de cette section ont été publiés collectivement [40]. L'un des coauteurs, 
Marvulle, a effectué le travail numérique et sa thèse [45] propose quelques détails 
supplémentaires. 

4.2.1 Survol des r é su l t a t s connus su r le spec t r e 

Les résultats analytiques rencontrés dans la littérature ne concernent que des cas 
particuliers de limite (au sens où Tune des fréquences caractéristiques du problème 
est de beaucoup inférieure aux autres, et non pas au sens d'une transition de la 
mécanique quantique à la mécanique classique). Mais pour un travail plus complet, 
l'utilisation de méthodes numériques est toujours nécessaire. 

• Dans un premier article [46], Graham et Höhnerbach proposent pour un seul 
spin s = 1/2, une étude de la variation des premiers niveaux d'énergie d'une parité 
déterminée en fonction des différents paramètres. Leur analyse est essentiellement 
qualitative et ils n'ont pas entrepris de travail d'ordre statistique. Ds observent 
que l'augmentation de la constante de couplage, qui est classiquement le paramètre 
d'ordre par excellence, occasionne un phénomène général de répulsion des niveaux 
(un des indices du chaos quantique selon les théories spectrales exposées au chapitre 
1) et la suppression progressive de " dégénérescences", qui sont le signe de grandeurs 
physiques conservées. 

Rappelons toutefois que la répulsion des niveaux n'est qu'un indice et non une 
preuve de chaos. De plus, cette étude ne tient compte que de quelques-uns des 
premiers niveaux qu'on néglige toujours dans un traitement statistique. Toute con­
clusion relative au régime régulier ou chaotique du système serait prématurée à ce 
stade. 

• Des travaux statistiques sur la " distribution des espacements entre niveaux voisins" 
appliqués au même modèle ont été effectués par Kus [47] et Steeb et al. [48]. Quels 
que soient l'ensemble des paramètres ou les transitions étudiés par ces auteurs, la 
distribution P(x) ne ressemble jamais aux distributions standard de Poisson ou GOE 
introduites au §1.1.3. Tout au plus le système s'approche-t-il d'un simple oscillateur 
harmonique, dans le cas résonant (w = wD) et pour couplage fort. 

Ces résultats ont été obtenus sur un ensemble de niveaux assez restreint, et se 
prêtent mal à une quelconque conclusion sur l'existence du chaos dans le modèle. 
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• La même étude statistique a été réalisée pour un système avec un plus grand 
nombre de spin (N = 9, Graham et Höhnerbach [49]) et pour le système équivalent 
d'un boson interagissant avec un atome à neuf niveaux (s = 9/2, Levenkopf et al. 
[50]). Dans les deux cas, P(x) est de type GOE pour couplage fort, et dans le second 
cas, le système présente une transition vers une courbe de Poisson comme t —» 0. 

En conclusion, on sait donc qu'un système dont la partie décrivant le spin est 
composée d'au moins neuf niveaux présente dans son spectre une transition d'un 
régime régulier à un régime chaotique en fonction de t. On sait également que 
lorsque le système ne compte que deux niveaux, les statistiques sont atypiques. Cette 
propriété peut être la conséquence de la nature de l'échantillon spectral utilisé, à 
savoir sa taille relativement petite et sa localisation restreinte aux premiers niveaux. 

Or, nous disposons d'une machine qui permet d'effectuer des statistiques sur 
un nombre de niveaux environ cinq fois supérieur. Et nous avons développé, avec 
l'approximation de la phase, une méthode qui permet d'explorer une région du spec­
tre d'énergie élevée. Le but des paragraphes suivants est d'évaluer si, dans ces 
conditions, le spectre gardera son apparence singulière, ou s'il présentera des simila­
rités avec celui d'un système construit avec un spin de nombre quantique plus élevé. 
De plus, l'écriture généralisée de H1 suggère l'étude d'une transition en e. 

4.2.2 Diagooal isat ion dans ^ a p p r o x i m a t i o n d e la p h a s e 

Pour étudier dans les meilleures conditions un intervalle du spectre réparti autour 
de l'énergie correspondant à une grande excitation de l'oscillateur harmonique, le 
hamiltonien de base doit subir à la fois la transformation de Shore et Sander {4.4) 
et !'"approximation de la phase" (section 3.2). La substitution dans Hss,t (4-5) 
des créateurs et annihilateurs usuels par leur approximation a2 (3.50) mène au 
hamiltonien: 

HSs.t.t = ht* fa+ pó) +Hv0S1T' 

+ y ^ 4 \ V^ocos<j> + — = ( e " ' V + P*e'*) J 

+ fyi-S^'Li^smt+^^pt-pte*)] , (4.24) 

où T", équivalant à T1 prend la forme adaptée à cette représentation : 

V = ( _ i f * + w ' . (4.25) 

Hss.t.,2 peut s'obtenir également en appliquant à Ei (3.51), auquel est restitué sa 
dépendance en €, une transformation de Shore et Sander, mais qui utilise T' à la 
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place de T: 
U'ss = S1 (1 + T) + i5v(l - T) . (4.26) 

Rappelons que la transformation de l'opérateur parité donne un multiple de S,. 
Et qu'il est nécessaire de ne considérer pour la statistique que des niveaux corres­
pondant à des états de même parité. Donc dans ce cas, de traiter séparément les 
blocs correspondant à chacune des composantes. 

Hssz va agir sur ensemble d'états { j ± , n 0 4- m ) , — Tn0 < m < TTÏQ}, le signe de 
la composante s'identifiant à la parité. La définition du créateur en fonction de <f> 
et P^ exige la condition m-o < 7^o, mais la précision de l'approximation n'est assurée 
que si Tn0 <£ TIQ. 

4.2.3 R é s u l t a t s n u m é r i q u e s 

Nous avons décidé d'étudier les propriétés du spectre en fonction de t et de les 
comparer dans les cas du modèle de base (décrit par Hss,t, dans la formulation 
de Shore et Sanders) et de !'"approximation de la phase" pour un grand nombre 
d'excitations (décrit pai Hss,,,2 et * v e c no = 10e). 

Nous étudierons la "distribution des espacements entre niveaux voisins" (P(x) 
sur un spectre évidemment redressé) et la mesure de la rigidité donnée par la fonction 
de Dyson-Mehta A3(L). 

Les paramètres fixés correspondent au cas résonant (w — u»o = 1) et à un grand 
couplage (X = \ /2) . La constante h a été posée égale à l'unité. 

La dimension des matrices traitées numériquement est de 1000. C'est-à-dire que 
dans le premier cas, la statistique portera sur les mille premiers niveaux, et dans le 
second, l'indice des niveaux variera de n0 — m0 à no + mo avec m0 = 500. 

Modèle original 

Les figures 4.1 et 4.2 représentent P{x) et Ag(L) pour quatre (respectivement trois) 
valeurs différentes du paramètre e, ceci dans le cas du modèle original (Hss,t)- H est 
possible d'esquisser une explication des histogrammes observés. Dans le cas t — 0, 
(fig. 4,1.a), P(x) se présente comme un palier presque constant qui s'arrête abruple-
ment. Dans l'expression approchée des énergies n'apparaissent explicitement que 
des facteurs -Jn et y/n + 1 (4.14). La soustraction mutuelle de ces différents termes 
mène à une distribution quasi uniforme. 

Dans le cas ¢ = 1 (fig. 4.1.c), la distribution, très proche de celle décrite par Kus-

[47], est centrée autour de la valeur x = 1. L'interprétation proposée par cet auteur 
consiste à considérer la distribution comme une variation de celle obtenue dans la 
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limite des grands couplages X. Alors, les énergies sont du type: 

£ n = k r a - — fi* , (4.27) 

et l'espacement constant de ftw. Pour mémoire, le spectre redressé de l'oscillateur 
harmonique fournit une distribution du type S(x — 1). 

La statistique de Dyson-Menta est plus délicate à comprendre, Dans chaque 
cas, la fonction As(L) croît sur un certain intervalle de la même manière que si eDe 
représentait une des statistiques standard de Poisson ou GOE1 puis cesse brusque­
ment de croître lorsqu'elle a atteint une limite qui varie selon la valeur de (.. Ce 
dernier comportement est typique de l'oscillateur harmonique pour lequel le palier 
est situé à 1/12. C'est approximativement la position du palier de la figure 4.2.c qui 
correspond au cas e = 1, c'est-à-dire au cas supposé être le plus irrégulier. 

Modèle approché 

Les figures 4.3 et 4.4 représentent les mêmes tests statistiques que les figures 4.1 
et 4.2 mais appliqués au modèle ayant subi !'"approximation de la phase" (Hss,t,i)-
La figure 4.3.a (correspondant au cas ( = O) a presque l'allure d'une fonction S. 

Cette propriété s'explique par la conservation de la grandeur K = no 4- p« 4- S,. 
Les vecteurs propres du hamiltonien sont alors identiques à ceux de K qui ont la 
forme élémentaire (voir §4.1.3): 

\Ì>K) = c i | + , m ) + e j | - , m + 1 ) . (4.28) 

Si l'on néglige dans le hamiltonien les termes proportionnels à (no) - l '*i cela revient 
à considérer une version H[ (3.45) complétée par l'introduction de e: 

#; = ( U = fiw(n0 + P4.) + hw0st + y 2 ^ 2 ^ ( s + e _ i < i + 5 - c '* ) • *4,29* 

L'équation aux valeurs propres qui en découle s'écrit alors: 

fi fw(n0 + m ) + — J c i + J - f i - v ^ C j = Ec1 

fi(u;(no + m + l ) - y ) c j + J - A - V ^ e 1 = Ec2, (4.30) 

et se résout à la résonance (u> = u*o) par: 

EmA = Au. (no + m + i ) ± y 2 ^ ^ • <4-31) 

Pour l'ensemble de paramètres que nous avons choisi, deux niveaux consécutifs sont 
distants de hw, comme dans le cas typique de l'oscillateur harmonique. 
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La figure 4.3.c qui illustre le cas suppose «régulier (e = 1) est très similaire à 
la figure 4.I.e. La forme de cette dernière distribution était attribuée au fait que le 
couplage peut être considéré comme terme dominant. L'expression de H'tl (4.29) 
indique clairement que dans la limite choisie, les ternes multipliés par (TIO)3 '1 auront 
plus de poids que les autres et ce sont également des termes de couplage. 

Pour la statistique A3 , les trois courbes reportées en figure 4.4 présentent un 
palier de saturation proche de celui propre à l'oscillateur harmonique. Avec cepen­
dant un comportement sensiblement plus régulier pour le cas întégrable (e = 0), 
puisque dans les deux autres cas la courbe se met à croître légèrement. De manière 
générale, il semble que !'"approximation de la phase" rapproche encore le modèle 
d:un simple oscillateur harmonique. 

En conclusion, les résultats obtenus confirment le comportement spectral atypi­
que du système spin-boson généralisé avec spin s = 1/2. D n'est donc pas possible de 
décider si son régime est régulier ou non. Certes, le modèle tel qu'il est construit et 
dans certaines de ses approximations rend bien compte des expériences numériques. 
Mais l'objectif fixé, à savoir l'observation de traces de chaos dans ce système ou la 
preuve formelle qu'il ne peut en exister, reste éloigné. 
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4.3 Fonction de Husimi et ses zéros 

4.3.1 Cons t ruc t ion t héo r ique de la fonction de Hus imi 

Nous dériverons la fonction de Husimi des fonctions de Wigner dans le cas d'un 
problème unidimensionnel sans spin. Après quoi, nous généraliserons la formulation 
obtenue. 

Transformation de Weyl - Fonction de Wigner 

La transformation de Weyl, qui date de 1927 [51], a été la première tentative 
d'établir une relation entre un opérateur quantique et une fonction de l'espace de 
phase classique. Son corollaire, la fonction de Wigner [52], est à une normalisa­
tion près la transformation de Weyl d'un opérateur densité. Ces développements 
ont suivi de très près l'avènement de la mécanique quantique, car le problème de 
la correspondance entre les réalités décrites par les physiques classique et quantique 
s'est immédiatement posé . De Groot [53] présente une revue détaillée des propriétés 
respectives de ces objets, et nous suivrons ses définirions. 

La fonction aw{q, p) est associée à l'opérateur quantique A par la transformation 
de Weyl: 

M ? , p ) = / ^ ^ ( 9 - ^ k + ^ • (4.32) 

La dépendance explicite de o-w[ç,p) «n h signifie que cette fonction représente 
un objet quantique, bien qu'ayant les propriétés d'un objet classique. Le passage 
à la bruite fi —* 0 serait nécessaire pour obtenir des informations sur la nature du 
problème classique. 

En général, la transformation d'un produit d'opérateurs ne donne pas le produit 
des transformations. Les lois de multiplication sont décrites par une algèbre de 
Moyal [54]. 

Cette propriété de la trace sera utilisée plus loin: 

TrÂS = TrSÂ = - ^ Jdqdp aw[g, p)bw{q, p) . (4.33) 

Soit l'opérateur densité quantique: 

P = TLW°\$°) (V>«l > 

qui représente un mélange des états j xj>B ) (avec la condition £ wa = 1, qui garantit 
que Tr/> = 1). Dans )e cas d'un état pur 11}< ) , p = \\fi) {ip\ est le simple projecteur 
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sur cet état. La fonction de Wigner est définie par: 

PW^,P)= ^1^^(9-^9+^) - (4-34) 

La. formule des traces en assure la normalisation: 

Jdqdppw(q,p) = Trp=l . (4.35) 

Cette fonction est réelle (la conjugaison hermitique du membre de droite de 
(4.34) ei le changement de variable i/ = -v redonne la même expression), mais 
n'est pas définie positive. En conséquence, elle ne peut pas être considérée comme 
une distribution de probabilité. Par contre, les intégrales de pw{q,p) sur q et p sont 
définies positives, sont normées et présentent donc les propriétés d'une distribution 
de probabilité. 

pw(q,p) représente également un objet quantique. L'inégalité de Cauchy-Schwarz 
implique que pw{q,p) est bornée : 

\PW(9,P)\ < ^ • H-3 6) 

Comme cette fonction est aussi normée, son support doit être de dimension finie 
> irh. Ce qui correspond aux relations d'incertitude de Heisenberg. 

Dans la pratique, ces fonctions présentent souvent de fortes oscillations du fait 
de la présence de facteurs de phase sous l'intégrale dont la fréquence dépend ex­
plicitement de h. C'est la raison pour laquelle il est délicat de distinguer (même 
qualitativement) une fonction de Wigner issue d'un système supposé régulier, d'une 
autre, issue d'un système supposé chaotique. 

Définition de la fonction de Husimi 

Dans un article daté de 1940 [55], Husimi construit une fonction de distribution 
classique pour l'oscillateur harmonique par lissage gaussien des éléments de matrice 
d'un opérateur densité. Aucune allusion aux travaux de Weyl et de Wigner ne figure 
dans ce papier. Aujourd'hui on appelle " distribution de Husimi'" la fonction obtenue 
par lissage gaussien de la fonction de Wigner: 

W(C1J)) = 2Jdq'dp' ^ ( ç ' . p V H l ' - * ' ) 3 + ! ' - ' ' ' ) ' ] _ (4.37) 

Cette expression se simplifie passablement si l'on y introduit de manière explicite 
la tranformée de Weyl du projecteur sur un état cohérent. Dans la base propre de 
l'opérateur position, un état cohérent se décompose comme suit: 

( x | 2 b ) w = < * | e W - * - | 0 ) =(*h)-iet"e-to-rf . (4.38) 
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Alors; 

= 2 c-i |u-c ') '+(r-p'J3] (4.39) 

La fonction de Husimi s'écrit donc plus simplement: 

W{zb) = jdq'dp' pw(q-,p') [ ! * ) „ { * l ] H . ( 9 V ) , (4-40) 

et, d'après la formule des traces: 

W(Z6) = Ti(p\zi)ti(z>\} = 'Ewa\Niz>\1>a) I3- (4.41) 

Si la matrice densité représente un état pur. la sommation disparait, et on attribuera 
comme indice à la fonction le signe qui désigne l'état: 

W'*(*) = U * l * ï f - (4-42) 

On reconnaît ici le Q-symbole du projecteur P\^j sur l'état \tp). 

Cette dernière formulation, obtenue à partir d'un problème posé dans le cadre 
propre à l'oscillateur harmonique, peut se généraliser au cas du spin. Il suffit de 
substituer | z, ) à | zb ) . et la fonction dépend alors des variables de la sphère. 

W^(2I,,*) est positive, normée à condition que l'état \ip} lui-même le soit, et 
bornée supérieurement par 1- EUe mérite donc son appellation de distribution. Sa 
positivité est explicite dans (4.42), sa normalisation se démontre grâce à la relation 
de fermeture de la base des \zb)„, et l'existence de la borne grâce à l'inégalité de 
Caucliy-Schwarz de la même manière que (4.36). 

Illustrations élémentaires 

Pour les systèmes d'un oscillateur harmonique et d'un spin libres, nous calculerons 
les distributions associées aux états propres el aux états cohérents eux-mêmes. 

a) Oscillateur harmonique 

• état propre: |t£) = \n) 

On trouve: 

(zb \n ) = i => Wn(Z1) = IaCe-W , (4.43) 

fonction à symétrie circulaire dans le plan complexe qui décrit une couronne dont le 
maximum est en |£|, |^„ = n s* ç m „ = (2fin)* = (2E-/HJ — fi)*. Ce résultat est en 
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bon accord avec l'image classique pour laquelle gm n r = (2EIu)7. 

• étal cohérent: Jn'') = | Cb ) 

On trouve: 

( zb \(b ) = e*(- => Wa(zb) = ^"-^' , (4.44) 

qui est une gaussienne centrée en Cf.- Dans le plan de phase et exprimée en terme 
des variables canoniques, la gaussienne présente une largeur correspondant, à une 
dispersion minimale au sens du principe de Heisenberg. 

b) Spin 

• étal propre: \ip) = 15, m ) = \m ) 

On trouve: 

z,]m) = 

fonction à symétrie circulaire qui décrit également une couronne (sauf pour s = i m ) , 
mais à décroissance plus lente que la gaussienne. Le maximum est situé en | - , |m Q , = 
\/s — m/%/s + m. Si Ton assimile les grandeurs propres au spin quantique à une 
sphère, alors m = s cos B =t- j-J™« = tan Bmax/2. On retrouve l'image des parallèles 
dans la projection stéréographique. A noter le cas particulier de WTTl=_t(zl), qui est 
une fonction monotone croissante en j - , ] , et qui tend asymptotiguement vers L. Ce 
qui correspond au fait que la projection stéréographique du pôle sud est le point à 
l'infini. 

• état cohérent: ] i/' ) = | C* ) 

On trouve: 

Les propriétés de la norme impliquent que 0 < Wit ( z, ) < 1, et de plus que Wim ( z, ) = 
1 si et. seulement si z, = (,. Dans la limite des grands spins, cette fonction est donc 
piquée autour de C.-

Parmi les auteurs à qui l'on doit la renaissance des fonctions de HusimJ, il faut 
mentionner Takahashi [56] qui présente une revue des différents types de distribu­
tions quantiques et. classiques (avec des illustrations pour des systèmes relativement 
simples et sans spin). D conclut notamment que la fonction de Wigner est inadéquate 
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pour distinguer un système régulier d'un système chaotique, contrairement à la fonc­
tion de Husimi. Celle-ci se localise au voisinage des trajectoires classiques lorsque 
le système est intégrable. Et de manière générale, elle se comporte de manière très 
similaire à un type particulier de distribution classique, qui correspond à un lissage 
gaussien de la distribution classique usuelle. 

Application au modèle spin-boson 

L'extension du formalisme au système spin-boson, l'analyse des distributions de 
zéros et les résultats numériques sont résumés en [57]. 

Les états propres du hamiltonien spin-boson peuvent s'écrire: 

N > E ) = E E ^ .s — m. n , (4.47) 

Dorénavant un seul état sera considéré à la fois; l'indice qui correspond à l'énergie 
sera donc négligé. La définition des fonctions de Husimi se généralise également à 
des espaces-produit. Dans ce cas, l'état cohérent (3.32} permet de définir la fonction 
de Husimi: 

C j - I -

nÇ0mÇ0 V^I \ 
2s 

(4.48) 

L'écriture des états cohérents en fonction de ztr, (tels qu'introduits au chapitre 3), 
plutôt que de zbw, paraît plus naturelle. C'est cependant sous leur forme conjuguée 
que ces variables apparaissent dans la fonction de Husimi. Pour éviter d'encombrer 
la notation, on décidera d'oublier la barre de conjugaison (ou plus régulièrement, 
d'admettre implicitement une nouvelle définition des états cohérents dans laquelle 
les générateurs (3.7) et (3.12) seraient écrits en fonction des variables 2b,,). 

W$(zb,z,) est une fonction à valeurs réelles de deux variables complexes, ou de 
quatre variables réelles si elle est exprimée avec les coordonnées d'angle et d'action 
(voir §3.1.1): 

EE tf ( 2s 
\ » ! / , m ( l - / , ) 2 ' - m e i n *V (4.49) 



Projections et sections 

L'information contenue dans WAht'PbJu'Pt) semble très inaccessible. Notre per­
ception étant limitée aux représentations tridimensionnelles, nous envisagerons dif­
férentes méthodes pour réduire W$ à une fonction de deux variables réelles. La 
première est une méthode projective: 

PAhJ.) = j^J*àp>£*<¥.WAh,nJ.,v.) 

\l?(i-l.f-r = e~h V T e " I^ Z^ le-* 1 n! 
2s 
m 

(4.50) 

Mais en admettant qu'il existe un ben entre trajectoire classique et fonction de 
Husimi, ce procédé n'est pas entièrement satisfaisant. En effet, les projections bidi-
mensionneUes d'une trajectoire classique dans un espace de phase de dimension 4 
ne renseignent en rien sur le degré de régularité du système. Par contre, le recours 
aux sections de Poincaré est bien plus efficace. L'opération qu'on interprète quan-
tiquement comme l'intersection d'une trajectoire avec un hyperplan donné consiste 
simplement à fixer une des variables de W^\ en l'occurence, nous choisirons / , . 

Dans cette optique, une section de Poincaré de la fonction de Husimi dans l'espa­
ce de phase de l'oscillateur harmonique peut se définir de deux manières différentes. 
La première est dans l'esprit la plus proche de la section classique: 

St(IhM) = W+(Ibi<pbJ. = cste,V.(h,<frJ.,E)) , (4.51) 

où <p, s'obtient par inversion de l'équation classique: 

?it(h,pbJ.,<p,) = E 

Son écriture explicite n'est pas commode. De plus, la référence directe au modèle 
classique est litigieuse lorsqu'on traite des systèmes à petits spins. On préférera la 
définition suivante: 

1 / Î » 

K(h,V>b) = T- I"'<hp.WAh,nJ. = wte.ip.) 
IT JO 

- E 
2s 

^ ( 1 - ^ ' " " ¾ . ^ ^ , (4.52) 

n^ih,^) = e~h IV 
^ \ _1 c W-m,n 

kU 
ou dans la notation en fonction de la variable complexe n,: 

nm(zb) = e-M* SAr- h*.-»(*)f (4.53) 
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est ce que nous appellerons la section réduite associée à la composante (5 - m) du 
spineur. Cette fonction correspond à la fonction de Husimi de la composante du 
spineur ÎV',-™) (1-23). L'ensemble des (2* -f 1) sections réduites comprend toute 
l'information contenue dans la section de Husinii globale. 

Dans la limite des grands nombres quantiques de spin, les poids binómiaux, fac­
teurs des sections réduites (4.52), se comportent comme des fonctions delta autour 
de m0 = a(2J0 - I)- Par conséquent, R^(zb) coïncide dans ce cas avec ^ „ ( Z Ù ) . 
Cette propriété permet en théorie une comparaison rigoureuse avec les sections de 
Poincaré classiques. 

Il est intéressant de mentionner un ensemble de travaux précurseurs de Saraceno 
et Leboeuf [58]. Leurs résultats les plus significatifs, obtenus sur un modèle autre 
que le spin-boson, sont les suivants: 

- Dans une limite semi-classique, la fonction de Husimi est confinée aux abords 
de la surface d'énergie constante classique. 

- En conséquence, les deux sections de Poincaré définies de manière similaire à 
S[zi,) el R[Zb) sont tout à fail comparables. 

- De manière générale, la section est localisée sur un voisinage de la section de 
Poincaré classique de la "trajectoire dominante". Cette trajectoire est déterminée 
par le choix comme condition initiale du point correspondant au maximum de la 
fonction de Husimi. 

Zéros ei information 

Il esl important de savoir si la fonction de Husimi associée à une fonction d'onde 
est capable de restituer toute l'information contenue dans celle-ci. Ou en d'autres 
termes, s'il existe entre les deux une relation bijective. La question est pertinente 
puisque selon sa définition, la fonction de Husimi est le carré du module de la projec­
tion de l'état référence sur un état cohérent, et que cette série d'opérations détruit 
apparemment l'information que pourrai) contenir la phase. 

La réponse est relativement simple lorsque l'espace de Hilbert est de dimension 
finie et que la fonction de Husimi ne dépend que d'une variable complexe z. C'est Ie 
cas notamment dans les systèmes non autonomes à un seul spin, et dans l'exemple 
présenté dans le premier article à proposer l'étude de zéros (Leboeuf et Voros [59]). 
La formulation suivante s'applique à tout système de ce type: 

w*{z) = *r{z) E ^ " = ArHz)\xHz)\2 , (4.54) 

où Af2(z) est une fonction de normalisation strictement positive et qui ne dépend 
pas de l'étal choisi | v>}. Mais les b^ en dépendent directement. 4>{z) est une 
représentation complète de IV"), dans le sens que sa connaissance permet de re­
construire complètement l'état |t/') > puisque les états cohérents forment une base 
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complète. C'est aussi un polynôme de degré A:. Or, tout polynôme peut se factoriser 
en des produits élémentaires où apparaissent ses zéros Zf 

£tf-B = *JlI(---/) • (4.55) 

El les zéros de i}>(z) sont également ceux de W^(z). Par transitivité, il existe donc 
une relation bijective entre l'état physique de référence | x/' ) et la répartition dans 
l'espace de phase des zéros de la fonction de Husimi associée W$(z). Ainsi dans cette 
répartition se trouve l'indice, s'il existe, d'une distinction quantique entre régularité 
et chaos. 

Dans les exemples simples présentés plus haut, les fonctions de Husimi associées 
aux états propres du spin ou de l'oscillateur harmonique auront comme seul zéro 
(dont la dégénérescence dépend de l'indice de l'état) l'origine zt,,, = 0. 

Le résultat obtenu par Voros et Leboeuf exprime la possibilité de distinguer la 
répartition des zéros provenant d'un système dont la limite classique est intégrable 
d'un autre dont la limite est chaotique. Dans le premier cas, les zéros seront dis­
posés selon des courbes unidimensionnelles. Dans le second cas, ils seront distribués 
aléatoirement dans l'espace de phase. Il est clair que ce critère est essentiellement 
très qualitatif. Et il n'existe encore aucune explication physique convaincante de ce 
comportement. 

Le problème se complique si la dimension de l'espace de Hilbert tend vers l'infini. 
L'expression (4.54) reste valable, mais avec N —* ce, 4>{z) n'est plus un polynôme 
mais une fonction analytique entière {60], [61]. D existe également un théorème de 
factorisation, dû à Hadamard, mais il nécessite la connaissance de Tordre fi de la 
fonction entière il>[z). Définissons la fonction M,I,(T) comme le maximum de |i&(2)| 
lorsque ]z\ = T. i>(z) est dite d'ordre fini s'il existe une constante positive h telle 
qu'asymptotiquement: 

Afy(r) < er . 

L'ordre de i>(z) est défini par la plus grande borne inférieure des nombres k, et 
s'exprime par: 

ln lnM^(r ) , _ 
fi = hm sup 1^ ; . (4.56 

T—oc In r 
C'est-à-dire que la fonction M{r) a un comportement qui s'apparente à celui de 
exptr*1) au plus fort de sa croissance. 

Si l'ordre est fini, il est possible de l'exprimer en fonction des coefficients de la 
série [62]: 

.. nlnTî . 
H = limsup r—— . (4-57) 

La factorisation a alors la forme suivante: 

i>(z) = z"eQ^P(z) , (4.58) 
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où Q(z) est un polynôme de degré l < (i et P(z) ce qu'on appelle un produit 
canonique, qui s'annule en les zéros de iî>(z) et qui est écrit de telle manière que la 
convergence est assurée sur tout domaine borné. Si fi n'est pas un nombre entier, 
P(z) compte une infinité de zéros. Par contre, s'il Test, rien ne permet de décider 
du nombre de zéros de P{z), ni même du caractère fini de ce nombre. Comme 
exemple, citons la fonction exp(c) d'ordre 1 qui n'a pas le moindre zéro, tandis que 
cosh(;) = (ejtp(;) -|- expf —r))/2, de même ordre, en compte une infinité. 

Le problème de la détermination complète de l'état \-$) par les zéros de sa 
fonction d'onde ip(z) a donc une réponse qui diffère selon que l'ordre de celle-ci est 
strictement plus petit ou plus grand que 1. Dans le premier cas, la détermination est 
totale, mais nécessite un ensemble infini de zéros. Dans le second cas, les zéros ne 
rendront, pas compte de l'exponentielle expQ(z) et par conséquent, la détermination 
ne sera que partielle. On peut admettre tout de même que cette exponentielle décrit 
essentiellement un comportement asymptotique et que l'ensemble des zéros constitue 
une part importante de l'information contenue dans l'état de référence. 

Si l'espace de phase classique dans lequel est défini le problème est de dimension 
supérieure à 2, la fonction de Husimi est une fonction analytique à plusieurs variables 
complexes. Leur théorie est mal connue, et en particulier les sous-variétés de Cfc sur 
lesquelles se trouvent les zéros, leur localisation et l'information qu'ils contiennent. 

La section de Poincaré, Ielle qu'écrite en (4-52), se présente sous la forme d'une 
somme pondérée de sections réduites, dont chacune est une fonction analytique 
entière qui détermine complètement ou partiellement selon son ordre la composante 
du spineur à laquelle elle est associée. Dans le cas idéal d'un ordre inférieur à 1 
pour chaque section réduite, la distribution des zéros de l'ensemble de ces sections 
déterminera complètement l'état de base. C'est à la détection de ces zéros qu'est 
consacrée l'expérience numérique décrite dans les paragraphes suivants, puisque la 
section globale n'a des zéros qu'accidentellement. 

4.3,2 A p p r o c h e numér ique 

L'expérience numérique se heurte parfois à des difficultés pratiques très semblables à 
celles rencontrées dans les laboratoires. Difficultés liées en particulier à la précision 
limitée des données numériques utiles. Ce paragraphe montrera de quelle manière 
ces imprécisions se manifestent dans les problèmes de diagonalisation et de recherche 
des zéros d'un polynôme, les moyens dont on dispose pour s'en accommoder et une 
série de vérifications. 
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Diagonalisation 

Pour un spin .s = 1/2, la transformation de Shore el Sander, telle qu'elle est présentée 
dans la première section de ce chapitre, modifie le hamiltonien de base H( en un 
hamiltonien tridiagonal Hss.t- Cette opération facilite la diagonalisation numérique, 
effectuée grâce au sous-programme (D)EVCSB de la. bibliothèque IMSL. 

Les caractéristiques (4.17) et (4.20) des vecteurs propres trouvés analytiquement 
pour le modèle de Jaynes et Cummings ont une implication importante pour la dia­
gonalisation du système perturbé. En effet, si ces vecteurs propres sont écrits sous 
la forme d:un spineur : 

I V O = ( iM )= ( S n ^ - I + ' " ) ) I V ; { I*-) J" { EnC-I- .") ) ' 
alors pour e = 0, chaque composante | ^ i } ne compte qu'un seul élément non 
nul dans la base de l'oscillateur harmonique, ce qui correspond à une localisation 
complète. Il faut s'attendre, lorsque le paramètre t prend une valeur finie mais petite. 
à ce que les états restent localisés au voisinage de ce qu'était leur position lorsque e 
valait 0. Théoriquement cela ne pose pas de problème spécifique, mais pratiquement 
cela signifie que la décroissance des coefficients sera rapide quand ils s'éloigneront 
du sommet du pic (de la zone de localisation maximale), et par conséquent qu'ils 
vont très vite atteindre des ordres de grandeur inaccessibles à la machine. 

Sans entrer dans trop de détails techniques, notons que la précision d'un nombre 
tel que l'utilisent les ordinateurs subit une limitation de deux types: 

- ordre de grandeur, 
- nombre de chiffres significatifs. 

Et trois types de précisions sont proposés (valeurs approximatives): 

Précision Chiffres significatifs Ordre de grandeur 
Simple 7 ICT38 - 1O+38 

Double 16 ICT38 - 10+3B 

Flottante 15 HT3 0 8 - 10+3OB 

Les sou s-program mes de diagonalisation n'existent qu'en précision simple et dou­
ble, donc la limite inférieure de l'ordre de grandeur des coefficients est fixée à 10 -3B . 
En conséquence, la machine va poser systématiquement identiques à 0 tous les coeffi­
cients qu'elle estime inférieurs à cette limite. Rappelons la nature de notre problème: 
déterminer les zéros d'un polynôme construit de telie sorte que le facteur du terme 
d'ordre n soit le ntmt coefficient de la composante choisie de l'état propre, mais 
divisé par C'est dire l'importance des coefficients d'indice bas, qu'il sera absol­

ument impossible de négliger. Un moyen existe d'éviter cette embûche, mais il est 
très restrictif. D s'agit de sélectionner les états d'énergies les plus basses tels que le 
premier de leurs coefficients soit supérieur à la limite et de négliger tous les derniers 
coefficients inférieurs à cette limite. 
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Ur phénomène plus grave survient, que l'on attribuera à des erreurs d'arrondis, 
telles qu'elles peuvent se produire lorsqu'un ordinateur itère une opération arithmé­
tique un grand nombre de fois (on peut vérifier par exemple que pour une machine: 
—iLi l/'Af = 0 si N > 10* où k est le nombre de chiffres significatifs). Il se traduit 
dans la diagonalisation par un palier dans la représentation logarithmique des valeurs 
absolues des coefficients en fonction de leur indice. La figure 4.5 montre deux états 
propres de H, de même énergie, pour un même ensemble de paramètres, mais cal­
culés une fois en simple précision et une fois en double. Ce palier est situé aux 
alentours de la valeur 10"* et varie donc en fonction de la précision choisie. Il est 
toujours présent pour des indices inférieurs à celui correspondant au maximum, mais 
seulement quelquefois pour des indices supérieurs. D est possible de choisir les états 
tels que leurs coefficients d'indice les plus bas ne soient pas affectés par le palier. 
Mais la sélection est très restrictive car la limite en deçà de laquelle les coefficients 
ne sont plus fiables est bien plus élevée que le zéro de la machine. 

La situation n'est pas irrémédiable. Les premiers coefficients sont donnés avec 
une excellente précision par une relation de récurrence qui découle de la résolution 
directe de l'équation de Schrödinger. L'équation aux valeurs propres issue de H, se 
résoud par: 

f r i T (ftwn + JjL-E] C+,,, + Vn + l c . , n + 1 + «v™=-,-] = 0 

ft^n _ E] c_n + ^/nc+.n-i -+ e\/n + I c + , n + ] = 0 

2 \ § 1_ /Aw0 

h) X \ 2 

* 1 

«+J = Ir) - H r - - E K * 

La transformation de Shore et Sander a l'avantage de ne pas mêler les composantes 
du spin, puisque dans ce cas la parité leur est associée. La relation prend alors 
la forme suivante pour les états pairs (nous n'écrivons pas ici l'indice de parité, 
identique pour chaque terme): 

i/n + Ic n + , + eV^en-I + (-) - (Aum. + —^ - £ 1 c„ = 0 n pair 

i /-- f2\î ! (, ^ o „ \ 
«vn 4- Ic n + 1 + VTiCn-I 4- ( - J - I Awn E I Cn ~ 0 n impair 
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el une forme tout à fait comparable pour la parité opposée. Une propriété ap­
paraît immédiatement: tous les coefficients Cn dépendent linéairement de c0- Mais 
ils dépendent également explicitement de E. 

L'idée est d'harmoniser la méthode numérique et la récurrence. Dans la pratique, 
nous commençons par une diagonalisation qui nous fournit un état propre avec les 
imprécisions numériques décrites plus haut et son énergie propre E. Cette énergie 
est introduite dans la relation (4.60) dont l'ancrage se fait à partir d'un coefficient 
Co arbitraire. On décide alors de l'indice du premier coefficient numérique que l'on 
juge fiable et on y raccorde le coefficient de même indice provenant de la récurrence. 
Tous les coefficients d'indice inférieur suivent par linéarité. La récurrence peut se 
calculer en précision flottante et par là couvrir une gamme très étendue d'ordres 
de grandeur. La figure 4.6 illustre ce procédé, appliqué à l'état représenté en fi­
gure 4.5-b, transformé en état propre de H1. La courbe résultant du raccord est 
d'apparence parfaitement lisse. 

Si nous disposons d'une relation de récurrence si efficace, pourquoi ne pas l'utiliser 
pour déterminer complètement l'état propre? En fait, sa convergence n'est satis­
faisante que dans la partie croissante de la courbe. Dans la partie décroissante, il 
faudrait au contraire une précision énorme de l'énergie pour espérer voir converger 
un nombre utile de coefficients. Pour stabiliser un coefficient de plus, il faut en 
général considérer un chiffre significatif de plus dans l'énergie. C'est pourquoi une 
méthode hybride nous semble la seule envisageable. 

Le problème du palier n'est pas typique du spin s = 1/2. Mais c'est dans ce . 
seul cas qu'il est possible de construire une relation de récurrence qui possède les 
propriétés de linéarité nécessaires à la réalisation du raccordement. C'est pour cette 
raison que l'étude de systèmes avec un spin plus élevé est excessivement compliquée. 

Recherche des, zéros 

Bien que la section réduite (4.53) soit une fonction entière, le problème posé nu­
mériquement se résume à la recherche des zéros d'un polynôme. En effet, la taille 
finie de la matrice à diagonaliser impose nécessairement une borne supérieure aux 
indices de sommation. De plus, le facteur de normalisation, une gaussienne, n'a 
aucune incidence sur les zéros. 

Le premier problème rencontré est celui du simple calcul des valeurs que peut 
prendre un polynôme de degré élevé dans lequel les coefficients peuvent s'étaler sur 
des ordres de grandeur très étendus. La méthode qui assure la plus grande précision 
est celle dite "schéma de Horner": 

*(*) = ££U &--" 
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Ce qui se traduit numériquement par une autre relation de récurrence: 

so = cK , Si = * a,-., -i- CA--,- = - ^p(r) = SA- - (4.61) 

Les sous-programmes de résolution d'équations polynômiales à disposition dans 
les bibliothèques sont souvent basés sur les méthodes de Newton. Mais la stabilité de 
leurs solutions n'est, assurée que pour des polynômes d'ordre très bas. Or, l'intérêt du 
problème est situé dans une distribution de zéros et par conséquent ü faut s'efforcer 
d'en maintenir ]e plus grand nombre possible. Les quelques tentatives effectuées avec 
ces sous-programmes n'ont pas été concluantes. 

Une première méthode utilisable mais très rudimentaire consiste à représenter 
graphiquement le module de la fonction, et de préférence dans une échelle logarith­
mique, pour mettre en évidence les zéros. Les pics sont détectables plus aisément 
que les creux, l'échelle est donc inversée. Mais étant donnés la croissance très forte 
des valeurs priées par le polynôme et le pouvoir de résolution limité du programme 
graphique, ce qui devrait être un ensemble de pics apparaît comme un ensem­
ble d'excroissances sur une surface presque lisse et qui ne sont parfois qu'à peine 
décelables. De plus, leur localisation dans le plan de phase ne peut être qu'estimée. 

Nous préférerons une méthode qui se fonde sur un théorème d'analyse complexe 
bien connu [63]: 

Théorème: Si / ( : ) est une fonction holomorphe dans un domaine D et 
ÔD le bord de ce domaine, alors: 

2TTJ JBD f[z) 

où M est le nombre de zéros de f(z) à l'intérieur de D comptés avec leur 
multiplicité. 

Ce théorème a comme corollaire important le fait que cette intégrale correspond à 
un facteur 2TT près à la variation de la phase de f(z) le long du contour dD. Par 
conséquent, repérer les zéros de / ( : ) revient à repérer les accidents que subit sa 
phase. 

La stratégie programmée consiste à choisir comme domaine d'investigation un 
disque de rayon compatible avec l'ordre de grandeur prévu pour les valeurs que 
prend le polynôme et de déterminer les zéros qu'il contient. Puis il faut réduire 
progressivement le rayon et calculer à chaque étape le nombre de zéros circonscrits 
jusqu'à ce qu'apparaisse un manque dans le décompte. C'est alors la preuve que 
dans la couronne qui différencie les deux derniers disques se trouve un nombre de 
zéros égal au défaut détecté. La couronne est ensuite divisée en cellules dont la taille 
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peut, varier en fonction de la résolution désirée. Cette méthode est assez gourmande 
en temps de calcul et n'est pas infaillible. En effet, le programme oublie une certaine 
proportion de zéros (qui heureusement reste faible); plus précisément, il parvient à 
déterminer le module de certains zéros, mais pas leur argument. Une raison possible 
à cette lacune est leur localisation accidentellement très proche des parois des cellules 
lors de la division arbitraire de l'espace de phase. C'est toutefois à ce procédé que 
nous donnerons la préférence, et comme premier indice de sa fiabilité, la figure 
4.7 présente une comparaison entre cette méthode (b) et celle de la représentation 
graphique (a). A chaque zéro détecté sur l'une des figures, on peut associer sans 
équivoque son double sur l 'autre figure. 

Nous procéderons à d'autres vérifications dans le paragraphe suivant car elles 
sont liées à l'interprétation des résultats. 

Effets de la coupure 

Une coupure de la série de la fonction entière peut intervenir dans différentes circons­
tances, illustrées dans la figure 4.8 sur trois états distincts: 

- La première a lieu nécessairement; c'est la taille maximale de la matrice que 
l'on peut introduire sur la machine qui est alors facteur limitant (généralement N ~ 
1200). On le voit en 4.8.a, où la courbe décroît jusqu'à atteindre le bord droit du 
cadre. 

- La seconde est fonction de la limite d'ordre de grandeur tolérée par la ma­
chine. Cette coupure dépend pour chaque état de la localisation du maximum de 
ses coefficients et de leur taux de décroissance pour des indices supérieurs. Il existe 
cependant des états qui ne sont pas touchés par cette restriction. L'interruption 
brutale de la partie décroissante de la courbe 4.8.b signifie que tous les coefficients 
d'indice supérieur sont considérés comme ayant la valeur 0. 

- La dernière est plus aléatoire. Il peut arriver que des problèmes d'arrondi 
numérique perturbent également la partie décroissante de la courbe. C'est le cas 
représenté en 4.8.c, où les derniers coefficients ne sont pas fiables. H faut les éliminer 
et de fait introduire une nouvelle coupure artificielle. 

Il est essentiel de savoir de quelle manière une coupure va affecter la distribution 
des zéros qu'on veut attribuer à la fonction entière. Un théorème dû à Hurwitz. et 
dérivé de celui de Rouché donne une réponse partielle [64]: 

Théorème: Soit une suite de fonctions analytiques frt{z) qui, sur un do­
maine D c C , tend uniformément vers la fonction limite f{z) lorsque 
N —t oo. Alors, un point Z0 de D (.S0 ¢ dD) est un zéro de f(z) si et 
seulement s'il est un point limite d'une suite {ZQN} de zéros de fw(z). 
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De plus la convergence uniforme assure que: 

JL/ M^L _ ±1 £tf!Ëi, ,4.63) 
2vi JBK Jn(z) *'—» 2TlJdK j{l) 

donc que le nombre de zéros de jn[z) dans tout domaine K C D tend vers le nombre 
de zéro? de / ( r ) . Par conséquent, l'ensemble des zéros artificiels (ceux que peut créer 
l'opération qui consiste à tronquer la matrice) va tendre vers l'infini. 

Pour illustrei simplement ce théorème, considérons la fonction entière f(z) = 
exp( — zi). Cette fonction qui n'a aucun zéro est limite de la suite de fonctions fw(z) 
définies par la série de Taylor de f(z) interrompue à l'indice JV; c'est-à-dire un 
polynôme de degré 2N qui comptera 2N zéros, tous artificiels. On s'attend à ce que 
ces zéros s'éloignent de l'origine lorsque Af grandit et terminent leur dérive à l'infini. 
C'est ce qui s'observe sur les figures 4.9 pour trois indices de coupures croissants. 

L'expérience numérique aura pour objet des sections réduites de Husimi qui sa­
tisfont les conditions de ce théorème. Les polynômes étudiés ont en effet le com­
portement suivant: 

A' . e» _ 

puisque la normalisation des états implique: 

OD 

Tl=O 

ce qui garantit la convergence uniforme. 
Nous vérifierons plus loin que seule une partie des zéros sera influencée par la mo­

dification de l'indice de coupure. Les autres, stables, seront alors considérés comme 
zéros de la fonction entière. 

4,3.3 R é s u l t a t s et i n t e rp ré t a t i on 

L'ensemble des résultats présentés concerne un système avec spin s = 1/2 (ce qui 
fixe la valeur du quantum de spin h,{h) = l/s = 2), résonant (les fréquences propres 
de chacune des parties sont égales, w = ^0 = 1), à couplage fixé, de l'ordre des 
fréquences propres. Ces grandeurs vérifient l'inégalité: 

^ ^ « > | « L » = h*** > (4-64) 

où Af
m„» est l'indice de coupure de la matrice, donc le membre de gauche correspond 

en terme d'action à l'extension maximale des états propres dans une représentation 
sur l'espace de phase, et où Çma* est l'extension maximale des sections de Poincaré 
classiques (2.27). 
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Nous nous intéresserons à la transition en e, qui modifie les symétries du problè­
me, et à une transition en rapport avec l'aspect purement quantique ou semi-classique 
du boson (transition en h\, ou en JJ selon les interprétations de la section 3.3). On 
ne sélectionnera que la composante " up" du spineur et la parité " -f" (en ayant pris 
soin de vérifier que les résultats présentés sont indifférents à ce choix). 

Diagonalisation 

La figure 4.10 montre une représentation logarithmique de la valeur absolue des 
coefficients pour les trois cas suivants, que l'on retrouvera tout au long de l'analyse: 
semi-classique p r o c h e a) (e <£ 1 , ftb(h-7}2) <£ 1) e t éloigné b ) (e = 1 , h^hr]2) <£ 1) 

du cas classiquement intégrable, et plus typiquement quantique c) (c = 1 , 0 < 
hb{hr}7) < 1). D faut prendre garde au fait que les échelles ne sont pas identiques. 
Les coupures dans les cas a) en À"a = 223 et c) en Nc = 147 (¾ 10~3B) correspondent 
à l'ordre de grandeur minimal accepté par la machine, alors que dans le cas b) en 
N(, = 571, nous avons dû éliminer quelques coefficients perturbés par une erreur 
d'arrondi (¾ 10~16). Rappelons que dans le cas e = 0.0, un seul coefficient par 
composante du spineur est non nul. 

Une explication très intuitive de la forme de ces courbes peut être fondée sur 
les sections de Poincaré classiques dans le plan de phase de l'oscillateur harmoni­
que construites à partir d'un ensemble de paramètres correspondant à ceux du cas 
quantique. La figure 4.11 représente un ensemble de sections de Poincaré régulières 
(e == 0) en a) et chaotiques (e = 1) en b). Cette explication est à considérer avec 
beaucoup de précautions, puisqu'avec un spin s = 1/2, le système est sous une 
forme quantique extrême. Soit l'hypothèse qu'une section réduite associée à un 
état d'énergie donnée est située sur l'espace occupé par l'ensemble des sections de 
Poincaré classiques de même énergie (en pratique, on vérifie que les deux sections 
réduites provenant de chacune des composantes sont très semblables). Les fonctions 
de Husimi associées aux états propres de l'oscillateur harmonique présentent une 
symétrie circulaire (4.43). Si l'ensemble des sections de Poincaré possède cette même 
symétrie (ou à peu près), et c'est le cas si e <C 1, une fonction propre du système 
peut se construire autour d'un état de l'oscillateur harmonique dominant. On le 
vérifie sur la courbe 4.10.a, qui forme un véritable pic aux alentours de n = 165. Si 
par contre l'ensemble des sections de Poincaré ne possède pas cette symétrie (pour 
£ = 1, par exemple), les fonctions d'onde du système sont délocalisées car il faut 
pour les décrire un nombre plus élevé d'états de l'oscillateur harmonique dominants. 
La partie de la courbe 4.10.b qui prend des valeurs proches de son maximum décrit 
en effet un palier qui s'étend environ de n = 100 a n = 470. L'ampleur de cette 
délocalisation dépend directement du quantum propre à l'oscillateur harmonique (de 
la séparation typique entre deux de ses niveaux d'énergie, c'est-à-dire de &b ou de 
r/). Ceci explique que le palier où culmine la courbe 4.10.b est bien plus large que 
celui où culmine la courbe 4.1Ox. Cela justifie l'intérêt à considérer une limite semi-

99 



classique (fcj(ij) ~~' 0)i P0 U T *3ue *es distributions comptent un grand nombre de zéros. 

Les figures 4.12 montrent les sections réduites elles-mêmes dans un quadrant du 
plan (g, p) et pour les trois cas typiques. Ces illustrations confirment que l'explication 
fondée sur les sections classiques était très approximative, spécialement dans le cas 
des grands t. En effet, si pour t ss 0, des similarités qualitatives existent entre 
la couronne décrite par la section réduite 4.12.a et celle décrite par l'ensemble des 
sections de Poincaré 4.11.a, leur localisation est nettement différente. Et pour t = 
1,0, l'ensemble des sections de Poincaré 4.11.b est situé dans un domaine que les 
sections réduites 4.12.b entourent. Seul l'argument qui liait la symétrie des sections 
à la localisation des états propres reste valable. 

C'est l'invariance de la parité qui implique que ces surfaces ont une symétrie 
quadrangulaire, et ne sont présentées que sur un quadrant. Les fonctions i>±{z) sont 
à un facteur gaussien près des polynômes complexes à coefficients réels dont un sui 
deux s'annule. 

L'allure des sections de Poincaré globale n'est pas très différente de ces figures car 
les sections réduites associées à chacune des composantes sont à peu près identiques. 
Le seul examen de ces fonctions ne permet pas de tirer d'autres conclusions que la 
brisure de symétrie qu'entraîne l'accroissement d'e. 

Ordre des fonctions entières 

La première question à résoudre est celle concernant la décroissance des coeffi­
cients, ce qui permettra d'estimer l'ordre de la fonction entière représentant la section 
réduite, puis de décider si celle-ci détermine complètement ou non la fonction propre 
d'origine. 

Les facteurs qui apparaissent dans le polynôme ont la forme c+n/vn\. Par con­
séquent, si les c+ n ont un comportement asymptotique (n > No) en O (n!) , alors 
l'ordre de V'+(*) sera donné par 

1 
P = /3 + 1/2 ' 

résultat qui s'obtient à l'aide de la formule de Stirling. 
La figure 4.13 montre une représentation logarithmique de |c+n/c+jv0| pour des 

n supérieurs à AV ceci pour des valeurs des paramètres correspondant aux cas a) 

et b). A titre comparatif, les courbes de In (AV/n!)1 '2] , à décroissance faible, 

correspondant à ß = 1/2, et de In [(ÀV/n!)3 '2], à décroissance forte, correspon­
dant à ß = 3/2, sont tracées sur le même graphe. Dans le cas £ « 0 (fig^.lS.a), 

ß est clairement supérieur à 1/2; par conséquent l'ordre est inférieur à 1 et les 
zéros déterminent complètement la composante du spineur. Dans le cas t = 1.0 
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(fig.4.13.b), l'interprétation est plus ambiguë, car ce sont les pentes des différents 
graphes qu'il faut comparer, et le nombre de coefficients est insuffisant pour connaître 
réellement leur comportement asymptotique. 

Cet exemple montre qu'on ne peut généraliser à l'ensemble des états le fait que 
certains se prêtent à une description complète à travers la distribution des zéros de 
leur fonction de Husimi. 

Distribution des zéros 

Les figures 4.14 montrent les distributions des zéros dans chacun des cas a), b) et 
c). Celles-ci sont telles qu'il est indispensable de les considérer à différentes échelles 
pour en saisir la structure globale. Chaque cas est d'abord considéré séparément 
pour une description superficielle. 

• a) Tous les zéros sont disposés le long de courbes, tant à grande échelle que dans 
un domaine qui avoisine l'origine. Le point central représente à lui seul nonante-
huit zéros concentrés dans un voisinage de l'origine, vestige du modèle de Jaynes et 
Cummings, pour lequel la distribution se réduit à un seul ïéro à l'origine dont la 
dégénérescence dépend de son indice (ou de son énergie). La ressemblance est très 
forte entre la distribution des zéros extérieurs et les zéros provenant d'une coupure 
artificielle de la série de exp(~ r 2 ) (fig 4.9). Ceux qu'on observe ici sont donc cer­
tainement liés à la coupure de la série décrivant la fonction entière. Le nombre de 
ïéros représentés est très proche du nombre de coefficients du polynôme; la recherche 
a donc bien fonctionné. 

• b) La distribution des zéros présente un aspect hybride: certains sont nettement 
disposés le long de courbes alors que d'autres sont nettement dispersés. D y a un 
raccord continu entre les courbes que dessinent les zéros au centre de 1) et aux bords 
de 2). Ici également, le nombre de zéros représentés est très proche du nombre de co­
efficients du polynôme. En comparant les figures 4.12.b et 4.14.¾.I1 on comprend que 
la zone intermédiaire, vide de zéros, correspond à la localisation de la section réduite. 

• c) On reconnaît ici des motifs existants en a) et b), mais le nombre de zéros n'est 
pas suffisant pour qu'une décision sur leur disposition curviligne soit raisonnable. 

En comparant a) et b) (transition en e), il est possible d'établir des paralèlles: 
- Aux deux "lunes" de a.2 correspondent les deux espèces de disques de part et 

d'autre du centre de b . l . 
- Aux courbes régulières de a.l correspondent les franges à l'extérieur de b . l . 

Dans les deux cas, l'augmentation du nombre de zéros s'accompagne donc d'une 
dispersion d'une partie d'entre eux. 
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Vérifications 

Une interprétation plus détaillée nécessite quelques tests supplémentaires, effectués 

principalement dans le cas semi-classique avec t = 1.0. 

• Un premier test permet de vérifier également la stabilité de l'algorithme de dé­
tection des zéros. D s'agit de modifier aléatoirement un nombre fixé de premiers 
coefficients (tous situés sur la partie croissante de la courbe) d'une proportion fixée 
de leur propre valeur. La figure 4.15 montre de quelle manière la distribution des 
zéros est modifiée par ce procédé: en a) et b), les quatre-vingts premiers coefficients 
sont aléatoirement falsifiés à la neuvième décimale (nous ne représentons pas tous 
les zéros, la stabilité de la région extérieure a été vérifiée). Aucune différence n'est 
perceptible par rapport à 4.14.b. En c) et d), les quatre-vingts premiers coefficients 
sont aléaoirement falsifiés à la troisième décimale, ce qui induit un déplacement des 
zéros du centre, mais les zéros médians et extérieurs sont stables et l'allure générale 
de la distribution reste qualitativement inchangée. 

• Dans un but comparable, un déplacement est effectué dans l'ordre de grandeur 
de la valeur limite fixée pour le point de raccord entre les coefficients numériques et 
ceux provenant de la récurrence. Cela provoque alors une modification systématique 
et non plus aléatoire des tous les premiers coefficients. Les effets observés sont de 
même nature que ceux du test précédent: un changement survient dans la répartition 
des zéros du centre (qui reste cependant qualitativement semblable), et tous les zéros 
médians et extérieurs sont parfaitement stables. 

Ces expériences permettent d'associer aux coefficients de la partie croissante de 
la courbe 4.10.b tous les zéros situés à proximité de l'origine, et dont la répartition 
est visiblement curviligne. 

Un second type de tests concerne la partie décroissante de la courbe 4.10.b. 

• Nous évaluerons d'abord les effets d'une coupure arbitraire dans les derniers coef­
ficients (par coupure, on n'entend pas ici une modification de la taille de la matrice 
à diagonaliser, mais simplement le fait de négUger un certain nombre de coeffi­
cients). Une conséquence naturelle de cette suppression est la diminution du degré 
du polynôme qui caractérise la section réduite, et donc une diminution de nombre des 
zéros de la distribution. Les figures 4.16 montrent les effets d'une telle coupure sur 
le comportement des coefficients et sur la distribution des zéros, pour £ = 0.0 (res­
pectivement a) et b)) et pour t = 1.0 (respectivement c) et d)). Nous avons vérifié 
que les zéros intérieurs sont parfaitement stables et nous renonçons à les représenter. 
Nous observons que, tant en b) qu'en d), seuls les zéros situés tout à l'extérieur 
disparaissent ou voient leur emplacement modifié. A noter dans le cas e =¾ 0.0, le 
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comportement de la distribution tout à fait analogue à celui de la fonction exp( — z2) 
tronquée (fig 4.9), signe d'une décroissance gaussienne pour la section réduite. 

• La figure 4.17 illustre une tentative de rajouter de nouveaux, coefficients par une 
interpolation parabolique de la courbe logarithmique. La restitution des signes - le 
logarithme s'applique à la valeur absolue des coefficients - ne pose pas de problème 
car les séquences d'alternance sont régulières dans cette partie de la courbe. Comme 
seul effet, on observe la superposition d'une couronne de nouveaux zéros, apparem­
ment sans liens avec les précédents et située totalement à l'extérieur. 

D semble donc clair qu'une relation existe entre les coefficients de la partie 
décroissante des courbes 4.10 et les zéros extérieurs des distributions 4.14. Il faut 
toutefois relativiser leur importance puisqu'ils côtoient de très près les "zéros-fantô­
mes" générés par le fait qu'on travaille avec un polynôme plutôt qu'avec une fonction 
entière. 

Restent les zéros médians qui ne subissent aucune variation sous tous les tests 
qui précèdent. Comme les seuls coefficients à ne pas avoir été touchés sont ceux du 
palier maximal (qui détermine la localisation), il est permis d'établir une relation 
entre les uns et les autres. 

Nous déciderons de considérer comme zéros vrais ceux qui présentent une sta-
blité complète par rapport à une opération de coupure. Dans ce sens, les figures 
4.18 proposent l'ensemble de tous les zéros vrais, pour e ss 0.0 en a) et pour e = 1.0 
en b). Sur ces distributions, une répartition aléatoire d'une partie des zéros lorsque 
e augmente nous permet d'affirmer que le spin-boson généralisé avec spin a = 1/2 
présente des traces de chaos quantique. 

En résumé, l'accroissement du paramètre d'anisotropie e provoque une brisure 
de symétrie des états propres, qui seront par conséquent délocalisés dans la base 
naturelle du système. Ce phénomène se traduit dans une limite semi-classique, par 
une dispersion d'une partie, des zéros des sections réduites de la fonction de Husimi. 
Cette dispersion reflète les traces d'un comportement chaotique que peut présenter 
le système. Le fait que cette dispersion ne soit pas complète et qu'il reste encore une 
forte proportion de zéros disposés le long de courbes provient sans doute de la petite 
taille du spin. En effet, comme le comportement spectral d'un système comprenant 
un grand spin montre clairement une transition d'un régime régulier à un régime 
chaotique, il est probable que dans ce cas la transition dans la distribution des zéros 
soit complète. 

L'important est le fait .que le cas d'un spin s = 1/2 ne soit pas marginal et qu'il 
présente lui-aussi des traces de chaos. 
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CHAPITRE 4 
LEGENDES DES FIGURES 

• Figure 4,1: P(z), " distribution des espacements entre niveaux voisins" pour le 
hamiltonien original, sans "approximation de la phase"; cas purement quan-
tique, couplage fort, w = Wo = 1, A = y 2 , A = I. Transition en ¢: a) t — 0.0, 
b ) e = 0.5,c) ( = 0.9, d) £ = 1 . 0 . 

• Figure 4.2: Aj(L), statistique de Dyson-Menta (rigidité spectrale) appliquée 
au même modèle qu'en fig.4.1. a) e = 0.0, b) e = 0.5, c) c = 1.0. 

• Figure 4.3: Comme en fig.4.1. mais pour le cas semi-classique de !'"approxi­
mation de la phase", a) e = 0.0, b) e = 0.5, e) e = 1,0. 

• Figure 4.4: Comme en fig.4.2. mais pour le cas semi-classique de 1'" approxi­
mation de la phase", a) e = 0.0, b) t = 0.5, c) t ~ 1.0, 

• Figure 4.5: Comportement logarithmique des coefficients \c+n\ dans un cas 
proche de e = 0 et avec un boson semi-classique. Même état calculé en simple 
a) puis en double précision b). 

• Figure 4.6: Même état qu'en fig.4,5.b). mais avec les premiers coefficients (< 
10_3B) obtenus par la relation de récurrence 4.60. 

• Figure 4.7: Comparaison des méthodes de recherche de zéros dans un fragment 
de l'espace de phase du boson: représentation graphique logarithmique a) et 
défauts de phase b). Le polynôme est issu d'une fonction de Husimi d'un 
système avec £ = 1.0 et avec un boson semi-classique. 

• Figure 4.8: Effets sur les coefficients d'une coupure due: a) à la taille de la 
matrice, b) à l'ordre de grandeur limité à 10"38, c) à des problèmes d'arrondi 
qui perturbent les derniers coefficients inférieurs à 10~lfl. 

- Figure 4.9: Zéros de / ( s ) = ^^,(-ìfz^/NÌ, pour a) JV = 10, b) N = 20, 
c)N = 30. 

• Figure 4.10: Comportement logarithmique des coefficients | c + n | en fonction de 
n. Cas résonant w = W0 = 1.0. Couplage fort X = 1.5. Spin quantjque 
5 = 1/2, A1(A) = 2.0. 
a) £ = 0.01 , Afc(Aij3) = 0.01 , E = -2.049 x ID ' 3 , coupure en Wn = 223. 
b) e = 1.0 , A6(AT;3) = 0.01 , E = 5.229 x HT3 , coupure en Nb = 571. 
c) £ = 1.0 , A6(AT;1) = 0.1 , E = 1.957 x 10"*, coupure en Nt = 147. 

104 



• Figure 4.11: Sections de Poincaré classiques dans le plan de phase de l'oscilla­
teur harmonique. Mêmes paramètres qu'en fig.4.10, énergie fixée à E = 0.0. 

a) E = 0.01 , 2.uc = 0.25 , cas presque intégrable, 
b) t = 1.0 , .E,« = 0.5 , cas chaotique. 

• Figure 4.12: Sections réduites de Husimi Ti+ [zb(<l,p)) dans le plan de phase 
(ç,p), pour les cas a), b) et c) (voir fig.4.10). 

• Figure 4.13: Décroissance logarithmique des derniers coefficients In |C+„/C+A*0 | , 
pour T1 > JV0 (D). Les courbes de In ({Ao!/n!)"r] pour 7 = 1/2 et 7 = 3/2 ( + ) 
sont représentées à titre de comparaison. Cas a) (N0 = 173) et b) (Aro = 475). 

" Figure 4.14: Distribution des zéros de Tp+ (zi,{q,p)) correspondant à a), b) et 
c). Deux échelles sont représentées dans chaque cas. 

• Figure 4.15: Effets d'une modification aléatoire des quatre-vingts premiers co­
efficients {( = 1.0) sur la distribution des zéros médians et intérieurs. En a) 
pour les zéros médians et en b) pour ceux de l'intérieur, la modification se fait 
à la neuvième décimale. En c) pour les zéros médians et en d) pour ceux de 
l'intérieur, à la troisième décimale. 

• Figure 4.16: Effets d'une coupure arbitraire des derniers coefficients sur la dis­
tribution des zéros extérieurs. En a) pour les coefficients et en b) pour les 
zéros, E = 0.01 et la coupure a lieu en N'a = 195. En c) pour les coefficients et 
en d) pour les zéros, e = 1.0 et la coupure a Heu en JVjJ = 527. 

• Figure 4.17: Effets d'un prolongement par extrapolation parabolique de la 
courbe des coefficients a) sut la distribution des zéros extérieurs b) dans le 
cas c = 1.0. 

• Figure 4.18: Ensemble de tous les zéros vrais dans les cas c = 0.01 en a) et 
€ = 1.0 en b). 
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Conclusions 

Cet exposé se présente sous un aspect assez disparate, car si nous avions décidé de 
nous en tenir au seul système spin-boson, nous n'avions pas véritablement déterminé 
un but unique à nos recherches. Au cours de notre travail, un certain nombre de 
problèmes se sont posés, qui touchaient à des représentations différentes du même 
modèle, et qui nécessitaient des techniques de résolution diverses. Cette thèse cons­
titue en fait un recueil de nos contributions, qui se sont développées dans des 
directions différentes, et dont aucune n'a réellement pris une importance relative 
prépondérante. 

S'il fallait mettre en évidence un seul de nos résultats, sans doute mentionnerions-
nous la transition observée dans la distribution des zéros de la fonction de Husimi. 
C'est la première fois qu'est démontrée l'existence de traces de chaos basée sur un 
critère purement quantique lorsque l'objet étudié est composé d'un seul spin j = 1/2. 

Un certain nombre de problèmes restent ouverts et pour terminer, nous en men­

tionnerons quelques-uns. 
Dans le cadre de la mécanique classique, l'étude des points fixes peut être con­

sidérée comme complète. Par contre, l'étude de la transition de l'ordre au chaos 
pourrait être entreprise plus systématiquement: 

• Nous n'avons considéré que l'influence sur la transition du terme de couplage 
décrit par A et ¢. Or1 nous avons démontré l'importance du rapport des fréquences 
a>/u)0 sur la stabilité du point fixe A^\ il serait intéressant de connaître J'influence de 
ce rapport sur la transition. 

• De même, l'influence de l'énergie (ou plutôt du rapport E0/S) pourrait être exa­
minée. Cette étude refléterait sans doute le transfert sur l'oscillateur harmonique de 
la part dominante de l'énergie lorsque celle-ci augmente. 

• La méthode elle-même pourrait être améliorée par l'utilisation des exposants de 
Lyapunov. La représentation de la proportion de trajectoires à exposant positif aug­
menterait certainement la précision de notre critère. 

Dans le cadre de la mécanique quantique, le spectre semble avoir livré la plupart 
de ses secrets. On pourrait envisager de déterminer exactement le nombre minimal 
de niveaux de spin nécessaire pour qu'une transition standard entre les distributions 
de Poisson et de Wigner ait heu. 

Il est également légitime de se demander quelle est l'allure des différentes statis­
tiques spectrales dans le cas semi-classique traité en terme de fonctions de Husimi 
(c'est-à-dire, quelle est l'influenece de A^). Des résultats non publiés démontrent que 
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le comportement spectral est alors identique à celui que nous avons présenté. 

Pour le travail sur les distributions de zéros des fonctions de Husimi, on peut 
envisager les extensions suivantes: 

• L'étude de la transition en e mériterait peut-être plus de finesse. Cependant, 
il serait étonnant que des phénomènes nouveaux apparaissent poui des valeurs in­
termédiaires de ce paramètre. 

• Un point fragile de ce travail est l'absence de l'étude de l'influence sur les dis­
tributions du sombre quanti que de spin; donc le fait que le critère n'ait pas pu être 
vérifié sur un système dont on est certain qu'il présente une transition régularité-
chaos. H semble que le problème numérique du palier puisse être repoussé, mais 
jamais totalement résolu. D s'agirait alors de trouver une représentation telle qu'il 
existe une relation de récurrence construite sur le modèle de (4.59), et dont tous 
les coefficients puissent se déduire directement d'un seul d'entre eux. Les tentatives 
efTctuées de récurrences inverses ont montré de graves problèmes de divergence. 

Enfin, des travaux de nature très différente sont en cours, basés sur le com­
portement de l'ensemble des fonctions propres, selon une techniques développée par 
Müller et al. [65]. B semble alors que dans le cas du spin s = 1/2, on n'observe pas 
réellement le signe même du chaos, mais un phénomène nécessaire à son apparition 
pour des spins à nombre quantique plus élevé. Ceci sans passage obligé par la limite 
semi-classique. Nos résultats seraient alors pleinement confirmés. 
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