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Avant-propos

La théorie physique qui s'attaque au prohleme designé par le ierme coniroversé
de chaos quantique presente des aspects tres divers, mais qui tentent tous cepen-
dant de répondre & la méme question: “Le chaos qui existe en mécanique classique
se manifeste-t-i] en mécanique quantique, et si oui, de quelle maniere? La théore
classique est souvent considérée comme un cas limite de la théorie quantique. Si un
phénomeéne existe dans uve théorie, doni l'autre ne parvient pas a rendre compte,
alors ce sont ioutes Jes hypothéses de correspondance qui sont infirmées. Et la
révolution qui en découle n’est pas moindre que celle qui a éhranlé fa notion de
déterminisme lorsque les théories classiques du chaos ont été élaborées (ou actu-
alisées, puisque une grande partie de leurs idées fondamentales étaient connues des
mathématiciens du déhut du siécle).

La théorie du chaos guantique est & un stade de son évolution on la plupart des
contributions complétent une classification des systémes ou améliorent Jes critéres
qui permettent cetie ¢lassification, plutdt que d’expliquer réellement des phénomeénes
ou des correspondances & partir de coucepts précis. Deux options de travail se
dégagent: Ja premiére esi I'étude du principe méme de la limite entre les formalismes
quantiques et classiques, et du passage d'une description & J'autre de I'information
relative & I'ordre; le seconde, que nouns avons adoptée, est la recherche pour les objets
typiquement quantiques de représentations telles qu'il soit possible de distinguer
un comportement régulier d'un comportement chaotique, ou méme de meitre en
évidence une transition entre ces deux compertements ev fonction d'un parameétre
d'ordre.

Le développemeni de ces deux domaiunes est lié trés éiroitement & ceux de l'in-
{ormatique et des performances des ordinateurs, de méme que I'avait éte celui du
chaos classique. Notre travail n’échappe pas a la regle, et ses points forts sont des
expériences numériques.

Une expérience nécessite un certain nombre de décisions préalables. En parti-
culier, le choix d™un systéme, celuy d'une représentation du systéme, et celui d'un
critére de classification & lintérieur de la représentation. Ces différentes notions
vont constituer la matizre du chapitre intreductif, qui s’achévera pat une descrip-
tion précise du contenn de notre travail.
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1 Introduction — Motivations :
Chaos quantique et Systéme spin-boson

Ce chapitre introduit les notions de base nécessaires a la compréhension du probleme
du chaos tant classique que quantique, et présenie le mbdele que nous étudierons. Il
se diviee donc naturellement en deux sections, la premiére aboutissant aux questions
ouvertes relatives au chaos quantique, la seconde aux réponses que pourrait offrir le
systeme gpin-boson, et aux motivations de ce travail.

1.1 Chaos classique et quantique

Le but de cette section est de poser le probleme du chaos en mécanique quantigue.
Notre étude porte sur la classe des modéles bamiltoniens autonomes & peu de degrés
de liberté.

Dans le cadre de Ja mécanique classique, la notion de chaos admet une définition
rigoureuse. En outre, il existe un certain nombre de critéres mathématiques qui
permetient de classer les systemes selon une hiérarchie relative a 'ordre. Dans
un premier paragraphe, nous définirons les notions essentielles d'intégrabilité et de
dépendance sensitive aux conditions initiales, ou en d'aulres termes, de régulanté et
de chaos. Puis nous présenterons quelques propriétés imporiantes des transforma-
tions de 'espace de phase lors de la perturbation d'un sysiéme régulier (théorzmes
de KAM et de Birkbofl} ainsi qu'un moyen géométrique de les metire en évidence
(section de Poincaré).

Dans un dewxitme paragraphe, nous montrerons les difficuliés de transposer les
définitions classiques du chaos dans le cadre de la mécanique quantique. Pour ter-
miner, nous examinerons les moyens spécifiques dont celle-¢j dispose pour différencier
un systeme régubier d’un systéme chaotique.

1.1.1 Chaos classique

Nous considérerons un systeme & N degrés de liberté décrit par un bamiltonien
H(gn,pn), n=1,..., N, fonction de N couples de variables conjuguées canoniques
(gn,pn), = = 1,..., N, dont I'évolution est dictée par les équations de Bamilton:



gn = OH/Bp,., p. = —8H/B8q,. L'ensemble de ces 2N équations du mouvement
forine un systéme dynamique noté x = W(x), et ses solutions forment un flot
bamiltonien conservatif noté f, : R*™ — R x(0) — x(t) = fix(0).

Intégrabilité

Un tel systeme est dit intégrable s'il existe N constantes du mouvement {f;,...,In},
fonctionnellement indépendanies et en involution {1}. C'esl-a-dire que:

s {(HI.}=0n=1,...N,

ol {.,.} est le crochet de Poiszon usuel.

¢ Les directions dJ, de I'espace de phase générées par les constantes sont linéai-
rement indépendantes.

o {In, I} =0 ¥Ynm=1,... N.

Il exisie alors une transformation canonique (¢n,pn) — (/n,f) n=1,... N,
telle que le hamiltonien ne dépend que des variables d'actions J,:

H(qnupﬂ) - H'(Iﬂ) n=1,. .N .

Par conséquent Jes variables angulaires évoluent linéairement en fonction du temps
(8.{t) = wol + fpn ol w,, = 8H'/81,), et le mouvement est resireint & un N-iore.

Lorsque N = 1, H esl jui-méme consiante du mouvement; ioul sysléme est
alors intégrable, N = 2 esi.]a plus petite dimension qu admetle des systémes non
intégrables. Dans ce dernier cas, le hamiltonien d'un sysiéme intégrable peut s’écnre
Ho(T;,I2). Solent les deux fréquences w; et w;y associées au parcours du tore selon les
deux cercles dont il est le produit. On parle d'nn tore rationnel si le rapport wy fw:
est un nombre rationnel et sinon d'un tore arrationnel. :

Dépendance sensitive aux conditions initiales

Soient Xp, une condition initiale du flot f, et yo = Xo + AXp, un point choisi dens
son voisinage. On appelle exposant de Lyapunov caracténstique {2] la grandeur:

|fdo - ffxo|} .

Bl (1)

A(xq, Axg) = }l’_!{;%ln{

Elle mesure le taux de divergence exponentielle de deux irajectoires initialement
infinitésimalement proches. D’auires définitions exisient ol un exposant est associé
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a chaque direction de l'espace de pbase; d’autres encore pour lesquelles est requise
une limite Axy — 0. $'1 existe un poin! du voisinage (ou une direction de espace
de phase) tel que A(xo, Axg) > 0, on dit gque le systéme présente une dépendance
sensitive aux conditions initiales. Cette propriété est une définition possible du chaos
classique.

5i le systeme est intégrable, ses exposants de Lyapunov sont < 0. Un exposant
positif traduit 'impossibilité de prédire le comportement du sysieme sur une longue
durée, ceci bien que les lois d’évolution soient parfaitement déterminisies.

Dans le cas d'un flot conservatif, si un exposant est positif, c’est-a-dire 5"l existe
une direction dilatante, alors le théoréme de Liouville de la conservation des volumes
dans I'espace de phase implique gu'une auire direction doit etre contraclante et
présenter un exposant négatif,

L'étude des exposants de Liapunov nous donne un critére trés catégorigue qui
permet de distinguer pour une trajectoire un régime régulier d'an régime chaotique.
Une hiérarchie plus nuancée peut étre construite en introduisant une mesure inva-
riante sur 'espace de phase et en étudiant la déformation par le flot d’un élément
de volume [3].

Section de Poincaré

Dorénavant, nous traiterons exclusivement de systemes hidimensionnels, dont 1'es-
pace de phase est donc quadridimensionnel.

Le section de Poincaré d’une trajectoire d'un flot hamiltonien correspond &
I'ensemble de ses points d'intersection dans un sens déterminé avec nn hyperplan
fixé. Etant donnée la conservation de I'énergie, le flot & lieu sur une sous.vanété
de dimension 3 de l'espace de phase. Les points de la section remplissent un sous-
espace de P'hyperplan de dimension < 2. L'étude d'une section permet de distinguer
les différents régimes que peut présenter une trajectoire,

» une trajectoire périodigue est représentée par unm point ou un petit nombre de
points.

» un tore rationnel est représenté par un emsemble discrei de points, disposés le
fong de courbes, dont Je nombre et 'ordre d’apparition sont délerminés par la frac-
tion associée. ’

® un tore irrationnel est représenté par un ensemble de points continu et unidi-
mensionnel,

» une trajectoire chaotique est représentée par un ensemble de points qui remplis-
sent une surface de maniére ergodique. 5i le systéme présente un régime mixte de
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lores réguliers et de trajectoires chaotiques, alors cefle surface est limitée par les
sections des tores, qui sont imperméables étant donnée la nature hamiltonienne du
flot. Sinon elie correspond & V'ensemble des points de 'byperplan accessible & la tra-
jectoire. Dans ce contexte, I'ergodicité est. la propriété d'une trajectoire qui implique
que sa probabilité de présence dans un sous-espace est proportionnelle an volume de
celui-ci.

Une idée du comportemen! global d'un systéme est donnée par un ensembie de
sections de Poincaré correspondant a des trajectoires dont les conditions initiales re-
couvreni de maniere réguliére la totalité du domaine d'intersection entre I'hyperplan
et la vanété d’énergie constante.

Perturbation d'un systéme iniégrable

Scit le hamiltonien intégrable Ho(Jy, J2). Sous une perturbation §M,(1,, 8, I, ),
les tores réagisseni de maniére différente selon qu'ils soni retionnels ou irrationneis.

¢ Si wy/wy est irrationnel (ou “suffisement proche d'un irrationnel”, le critere de
proximité dépendant de I'amplitude de le perturbstion &), alors le théoréme de KAM
{Kolmogorov, Arnold ei Moser, [4]} s’applique et assure la stabilité de ces tores pour
§ < 1. Lorsque § croit, tous les lores finissent par &tre détruits.

¢ Si wy/w; est rationnel, alors le théoréme de Poincaré-Birkhoff 5] s’apphque et
prévoit dans la section de Poincaré un nombre pair de points fixes, allernativement
slables el instables. Autour des points instables les premiéres trajectoires chaotiques
apparaissent, quelle que soit I'amplitude de la perturbation. Autour des points sta-
bles se constitue une ronvelle couche de tores comparable & la structure d’origine
el qui va réagir de maniére comparable & 'accrotssement de la perturbation. Clest-
a-dire que dans I'espace de pbase, une structure auto-similaire apparait. Et que le
chaos existe & toute échelle de cette structure.

1.1.2 Les critéres du chaoe classiqgue en mécanique guantigue

Trois notions introduites dans le cadre de la mécanique classique perdent leur perti-
nence en Mécanique gquaniique.

o Iniégrabilité. La définition classique (la clause d'indépendance fonctionnelle mise
& part) peut éire transposée telle quelle en mécanique quantique, & condilion de
remplacer les crochets de Poisson par des commutateurs.

Mais contrairement su cas classique. les svstames guantiques intégrables ne pos-
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sedent pas de propriétés physiques spécifiques [6].

¢ Evelution. Tout critere qui s'appuie sur la notion de trajectoire, comme celui des
exposants de Lyapunov, n'est évidemment pas applicable en mécanigue guantigue.
De plus ce type de critere nécessite le passage a la limite des grands temps. el ceite
limite ne commute pas avec la limite classique usuelle (ki — 0} |7].

L'évolution d’un systeme quantique dont le spectre {E,} est discret est caracté-
risée par un ensemble de fréquences wy = (B, — E)/h. Un signal issu d'une obser-
vable quantique est presque périodique et par conséquent. il ne peut pas présenter
de dépendance semsitive aux conditions initiales.

+ Espace de phase. Une caraciérislique jmportante de 1'apparition du chaos dans
I'espuce de pbase classique est sa manifestation & toutes les échelles de la struc-
ture auto-similaire. Certes, il est possible de représenter les états propres d'un
hamiltonien quantique sur I’espace de phase, el selon le principe de correspondance,
les fonctions obienues devraient rendre compte des trajectoires classiques. Mais le
principe d'incertitude de Heisenberg limite la résolution de ces fonctions, ei par
conséquent, la structure fine de l'espace de phase ne leur est pas perceptible.

Ces définitions ou caractéristiques du chaos classique ne permetient donc pas de
cerner clairement une notion de chaos quantigue.

I} fant donc définir une métbode générale de classification des systemes, qui ne
se 1éfere pas directement aux notions classiques, mais qui n’utilise que les grandeurs
typiquement quantiques que sont le spectre et les fonctions propres.

1.1.3 Etude spectrale et critére guantique de chaos

L'étude des fluciuations du spectre d'un bamiltonien quantique permet de définir
deux catégories de systemes, les une présentant un phénomene caractéristique de
répulsion de leurs niveaux d'énergie, les autres une répartition aléatoire des espace-
ments enire ces niveaux. Les spectres de la plupart des systemes connus présentent
I'un de tes deux comporiements typiques, et la distinction correspond aw régime
intégrable on chaotique de leur limite classique [8],[9].

Soit {E+}. )a séquence ordonnée des valeurs propres d'un hamiltonier H. Notons
N{E)'le nombre d’états propres d’énergie inférieure & E:

N(EY=3_8(E-E). (1.2)
k
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olt &(E) est la fonction saut. de Heavyside:

151 E>0
bLE) = {osiEgo

N{E) est une fonciion discontinue en escaliers, qu'on sépare en une partie lisse notée
‘as(E') et une partie fluctuante noiée Ny{E):

N(E) = Noy(E} + NplE) . {1.3)

Nool E) differe selon les systemes. On peut par exemple lui associer une densité
d'états classique si le systéme admet une Limite }10).

Redressage

L'opération de redressage consiste a construire une séquence {u; = N, (E;)} et la
fonction N'(v} & partir de cette séquence, de maniére analogue a la construclion
de N(E) & partir de le séquence des {E,}. On compare alors les propriétés des
fluctuations par rapport & une moyenne N! (v} = u identique, quels que scieni le
svsieme et Pallure de N, (E). Cette opération est indispensable si I'on veut accéder
aux propriétés universelles des flucinations.

Distribution des espacements entre niveaux voisins

Soit {Tx = ups; — ui}, la série des espacements enire miveaux voisins du specire
redressé. On désigne par P(z) la distribution de ces espacements:

Plx)dz = A!jinm

fzx € lz,z +da),k &N
N ’

ot Yz, désigne le nombre de valeurs z, satisfaisant la propriété qui le suit di-
rectement dans I'expression. Le fait de travailler sur un specire redressé implique
que l'espacement moygn vaut [ P(z)zdz = 1. Cetie distribution renseigne sur les
corrélations & courte portée du spectre.

(1.4)

Rigidité specirale

Le critere le plus répandu de mesure de corrélations spectrales a longue poriée est.
la fonction As(a, L) de Dyson-Mehta [11):

Asia, L) = ]ET:’:%‘ f”" {N'|lu) = Av — BY du . (1.5
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Fonction doul on prend souvent la movenne sur des iniervalles qu1 ue se recouvrent
pas, pour en &éliminer la dépendance en o : A3(L) = (Aala, L)i,.

Classes d universaliie

Les specires présentent deux tvpes de comporiement statistique distincts, selon
qu’un miveau accepie un voisitt a sa proximite, ou qu'il le repousse, Un raisonnement
simple qui utilise les probabilités conditionnelles permet de déduire la courbe P(z)
dans chacun des cas [12]:

P(z)dz = (1 —L’_P(x'}dz') Q(z)dz , (1.6)

ot @{z)dz est la probabilité qu’un niveau aif un voisin & une distance comprise dans
I'mtervalle [z,z + dz}, sachant que l'intervalle de longuenr & & partir de ce nivean esi
ingccupé, et ot le contenu de la parenthese est la probabiiité que ce dermer ntervalle
soit 1noccupé.

» Pas de répulsion de riveaws: @(z) = @ = cste. Alors la résolution de I'équation
intégrale (1.6) et les conditions de normabkisation donnent une distribution P(z) pois-
sonienne:

Plr)=¢". (1.7)

Cetie propriété perme! de calculer le comportement asympiotique de la fonction
As(L), qui est lindaire: :

as(l) = (1.8)

Dans la plupart -des cas connus, un systéme quantique dont la limite classique est
intégrable posséde de telies caractéristiques spectrales. Avec, comme excepiion no-
toire, l'oscillateur harmonigue pour lequel P(2) est une fonction delta et Ag(L)
présente un palier constant. ’

» Répulsion des niveawr @Q(0) = 0; le cas le plus simple est @{z) = 4z. Alors
{1.6) donne uze distribution normalisée P(z) gaussienne:
2

Plz) = gxc'%’ . {1.9}

résultat connu sous le nom de “comjecture de Wigner”. On peut également en
déduire le comportement asymptotique logarithmique de la fonction A;(L):

Ax(L) — l,,].n L + cste . (1.10)

: L—eo 7

La plupart des systémes quantiques juvariants sous renversement du temps el dout
la Limite classique est chactique présenieni de telles caractéristiques specirales,
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Ces résultais s'obliennent également & partir du spectre d'une matrice aléatoire
orthogonale. La terminologie usuelle emploie * ensemble othogonal gaussien” {GOE).
D’autres ensembles de matrices aléatoires, unitaires ou symplectiques, ménent &
d’autres types de stalisliques, lesquelles présentent aussi le phénomene de répulsion
des niveaux.

St le sysieme étudié possede des syméiries particuliéres, il faut prendre soin de
séparer les élats correspondant aux différentes classes de syméine et d'eflectuer le
travail statistiqne séparément sur chacune d’elle.

La figure 1.1 présente 'allure des distributions P{z) dans le cas d'une statistique
de Poisson (tirets), caractéristique d'un systeme régulier, et d’une stalislique de type
GOE (Ligne continue), caratéristique d'un sysiéme chaotique. La figure 1.2 présente
I'aliure des fonctions Aj(L) dans les mémes cas avec les mémes conveniions. Les
résultats nurnériques se présenieront sous la forme d'un histogramme pour P{z) et
d'un ensemble discrel de points pour Ag(L).

Plusieurs questions restent ouvertes. L'analyse specirale propose un critere que
pen de systzmes metteni en défant. On ignore par contre les causes physiques qui
font d'elle un réel critére. De plos ses liens avec Ja notion d’intégrabilité quantique ne
sont pas connus. On ignore également 5'il existe un critére reposant sur les fonctions
propres qui monire une telle généralité (et qui englobe si possible le cas régulier par
excellence de l'oscillateur harmonique).

16



1.2 Le modéle spin-boson

Le modele spin-boson connait un large éventail d'applications, en particulier dans le
domaine de la physique du solide [13], [14], [13]. Cependant, il est issu de l'optique
quantique, e il représente un systeme d’interaction entre atomes et champ éleciro-
magnétique [16]). I permet notamment de décrire le phénoméne essentiel sur lequel
repose le fonctionnement des lasers et des masers.

Nous présenterons brievement comment déduire des propriétés de particules dans
vn champ quantifié un hamiltonien quantique qui rende compie complétement de
I'inleraction et qui se préte mux investigations que nous envisageons. Nous mop-
trerons que dans le cas particulier d'une approximation qu'on désigne souvent par
“approximation du champ tournant” (Rotating Wave Approximation), le systéme
compte upe constante dv mouvement non triviale supplémentaire. Puis nous mon-
trerons son invariance sous une transformation engendree par nn opérateur de pariié
adapté au probleme. D’autres propriétés genérales, concernant un systeme composé
d'un spin ¢ = 1/2, seront présentées dans la section introductive du chapitre 4.

Dens une seconde partie, nous construirons un hamiltonien classique ex mihilo,
Nous montrerons qu'il possede des similarités formelles avee le bamiltonien quan-
tique, qu’'il possede également une constante du mouvement non triviale dans cer-
taines limites et des propriétés de symétrie qui rappellent la parité quantique.

Pour conclure ce chapitre, nous discuierons de Yopportunité de choisir un tel
modéle pour abaorder le probléme du chaos quantique, et présenterons en détail le
contenu des chapitres suivants.

1.2.1 Déduction du hamiltonien spin-boson

Une éiude rigourense du processus de quantification du champ électromagnétique,
ainsi que ’édlaboration complete du bamiltonien d’intleraction enire une collection
d’alomes et ce champ figurent dans 'appendice de I'ouvrage de Coben-Tannoud;i et
al. [17]. Nous en présentons ici quelques éléments.

La composante transverse du potentiel vecteur quantifié esi donnée parn:

e R A LTt

ol ¢; et e} sont respectivement I'annihilatenr et le créateur d'un photon de pola.
risation ¢, de fréquence w; et de nombre d'onde k;, eux-mémes quantifiés par les
conditions aun bord d'un volume L®



Regardons un & un les termes qui constituenti le hamilionien.

e Alomes. Pour simplifier, la pariie masérielle du systeme est comstituée d’aiomes
& deux niveaux ({a),, {b),). d'indice I. L'énergie de chaque individu est du type
Hy=E,|a),{a|,+ E|b},{b], et peul s'exprimer & 'aide d'une matrice de Pauk
Hy = hwoo. /2. o0 hwy = E, — E; (I'indice ajouté & o signifie que cet opérateur
agil sur I'espace de Hilbert associé au spin de 'atome [}. Dot

“o

5 0ed - : (1.12)

Hae= 3 h
t

e Champ. L'énergie propre au champ est conienue essentiellement dans sa partie
transverse:

i « 1
Houo= 2 [&7 (B2(7) 4 BL(7) = T hooy (a;a,- + 5) . (1:13)
- E

L’énergie contenue dans le champ longitudinal est d'origine coulombienne, et hée &
Uinteraction entre les atomes, On peut la négliger lorsque leur densité est faible.

e Interaction. Pour de faibles iniensilés du champ et pour des photons de basse
énergie, le terme d'interaction dominant provient du terme qui couple le poten-
tiel A, (7) & Fimpulsion f d'une particule dans I'expression de son énergie cinélique
Heint = (}3} - q}fl(i')) ? [2m. Ce lerme, via ]'" approximation dipolaire™ qui consiste
a négliger la dépendance spatiale du champ & l'échelle de I'atome 18], se transforme
pour chaque atome en:

Hit=gdi-Ey =Y (af +a;) 3 (0ss+0.4) {1.14)

7

ot dj est le moment dipolaire de 'atome {. L'opérateur assoaé est purement diago-
nal |19], et se simplifie en un multiple de o,

En résumé, aprés redéfinition de I'échelle d'énergie:

HSB = Zfz.u;,-aj'aj + Zfl.idoﬂ';ll + ZZ ;\J' (a: -+ aj) (a‘_,_‘] + o’_‘r) . {]]5)
i ! g

‘ Approximaiion du champ toutnant”

Considérons dans I'image de Heisenberg l'évolution des opéraieurs qui composent
Hgg, sans tenir compte de Finteraction (pour alléger la nolation nous n'écrirons pas
les indices):
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a{t] = a{0)e™™* | at(t) = aT {0}
oxlt) = a4(0)e=™" | o.(t) = 0.(0) = cste .

Le terme de couplage comporte alors les éléments suivants:

a(t)ey(t) = a(D)oy(0)eiter—en

at(tye_{t) = e*(0)e_(0)e ok

a(t)o_(t) = a(0)o_(0)ewatult

ot (E)ay{t] = et (0o (0)eilunrert {1.16}

Dans le cas proche de la résonance (w = wy) et en considérant leur valeur moyenne
sur quelques périodes des modes libres, les deux derniers élémenis sont négligeables
par rapport aux deux premiers [20].

Cetie approximaiion esl appelée “approximation du champ iournant” ef le
hamiltonien correspondant est:

Bﬂu-‘ = Z ﬁ,w,-a;-"a.j + Z ﬁwco’;.g + Z ZAJ (a;’a_J + 0-_,'0'.'.,1) . (117)
i i [

1.2.2 -Hamiltonien spin-boson généralisé

Nous introdnisons quelques modifications & la forme obtenve Hgp (1.15).

¢ Plutdt que de devoir recourir 4 des méthodes statistiques en considérani un nom-
bre quelcongue d'atomes & deux niveaux, nous nons ienons & un seul atome, mais de
spin quelconque s, qui compte donc 25+ niveanx. 1’énergie séparant deux niveaux
est de huwyp et nous utilisons des opérateurs de spin S, .+ sans unité,

e Pour des raisons analogues, nous choisissons de irailer un champ unimode gqui
s'interpréie alars comme un simple oscillateur harmonique de fréquence w. Dans
cette image, l'interaction a lieu entre la position de Ioscillaieur et la composante z
du spin. ) représenie son iniensité. Ces deux premieres modifications éloignent le
modéle du sysiéme réel qu'il est censé décrire.

¢ Nous avons jugé iniéressant d'iniroduire un paraméire qui permette d’étudier
urne iransilion conlinue entre le hamiltonien gqui décrit l'interaction compléte et celui
de I'" approximation du champ tournant”. Nous I'sppellerons ¢ et il multipliera les
termes non résonants de (1.16). Si le systéme est interprété comme un oscillateur
harmonique i un spin en interaction, cetie opératior introduit un nouveau ierme
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de couplage entre I'impulsion de V'oscillateur et la composante y du spin. Cesl dans
¢ce sens gue Je hamilionien est généralisé.

¢ La constanie F es! introduite de sorie que les opérateurs de position et d'impulsion
de l'oscibialeur harmonique apparaisseni natureliement. Sa mise en évidence permet
de controler I'aspect quantique du probléme.

Nous noterons H, le hamillonien spin-boson généralisé:

H. = hwa's + hwpS, + \@ﬁ%{&a +5.at +e(Siat + S-a)} . (1.18)

On obtient une forme équivalente en introduisant explicitement les opérateurs de
position et d'impalsion del'oscillateur harmonique (respectivemens § = /#i/2(a™ +a)

et p = i/h/2(a* — a)), et les opéraieurs déerivant les composanies = ¢ y du spin
(S: = (54 +5.)/2, 5, = —i(5s - 5_)/2):

H‘ = % (62 +f)2) + hwos; '+‘ h (A+Srq. - )'_Syﬁ) 1 (l'ng

ot At = A1 ¢)/2. Un déplacement de huw/2 dans les échelles d'énergie est la seule
différence entre les formes (1.18) et (1.19) de H,.

L'espace de Hilbert sur lequel agit H, est le produit temsorie] H = C*¥' &
L*(R) des espaces de Hilbert associés respectivement & un spin s el & un oscilla-
teur harmonigue uridimensionnel. Une base d’élats esl conslituée des étals pro-
duitz jm,n) = |s,m) ® |n), ob |s,m) esl un état propre de 5, et de 5
(S:]a,m) =m|s,m), §|s,m) =s(s+1)|s.m))et |n) un état propre de a*a
(a*a|n) = n|n)). Le nombre quantique du spin ne figure pas dans la désignation
de l'éial |m,n}; nous prendrons soin de le spécifier & chaque fois que cele sera
necessmre.

Les différents opéraieurs saisfont les relations de commutation usuelles:
[a,a*] =1 = I[§p=tk,

|Se, 5,] = iS., et permutations cycliques,
1S:, 8s] = £8:, |8, 8. 1=285.. (1.20)

La dynamique est donnée par les équalions de Heisenberg. Selon I'écriture de
H,, elles sont:

d ] B
Ea = —% le, H) = —i {wa-{- \/;5 (5_ + £S+)}
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d ' " h
e O AR {wos+ - \/;As, (a* + ea)}

dt™"
d A A
2—;5. = ——|8, H,]—t\/E—i{S_ (a -i-ea) 5, (c-Lea )} . (121)
ou
4. —[ H,) wp = hA™ 8,
al= h -84 = wr v
d - +
Ep"‘- [pH] = —wg-hATS5;
d .
ES’ = _E [5:,H) = —wp8, — A" 5.5
d T .
ﬁsv = “h [5p.H) = woS. - BN
d i ,
—_—5 = - = M54+ 2 5.p. 1.22
& S- 'y [ng He] Syq + Szp ( )

Nous noterons pour les états propres, solutions de I'équation de Schrodinger
H\4E) = E|¢F):

W5 = 3 S lmn) = 3 lamied) .,  (123)

tm=xsn=0 mxze—y4

ab |#E) = ;o= cf“,,] } désigne I'amplitude de la composante m d'un spineur qui
en comple 25 + 1.

Pour € = 1, le hamiltonien H, & la méme structure que Ber (1.15). Nous écrirans:
Ho = HSB (A_ =0_. A = )\) .

Et pour ¢ = 0, H, & une siructure comparable & celie de Arw4 (1.17). Nous écrirons:
Heo= Hie (A" =2r=3).

Dorénavant, nous appellerons le modéle décrit par H,: *“spin-boson généralisé™;

celui déerit par Hsg: “spin-boson”; el celut décrit par Hjyc: “modele de Jaynes-

Cummings”, des noms des premiers awtenrs qui on! traité du systéme damps cette

approximation ([16] et voir également section 2. ]) Ains notre terminologie est con-
forme & celle de la litiérature.

H;c posséde une nouvelle constante du mouvement non triviale:
K=o+ 5, {1.24)
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En effet: [Hm,f] =0.F correspond & la somme du pombre de photons et de
quanta de spin. Sa conservation esl naturelle puisque dans le terme d'interaction de
H ¢ ne subsistent que les termes S.a et S_a¥, qui décrivent I'échange d'un photon
el d'un quantnm de spin.

Parite

Pour un sysiéme comportant un spin s, on définit 'opératenr de parité commme
suit: \
P= (_1)(n n1-f-—5.‘) ) (125)

Le commutatenr de P avec chaque terme de H, pris indépendamment s’annule.
Par conséquent;
[P H]=0. {1.26)

Comme corollaire important, H, et P possedent une base d'étals propres com-
mune. P ne compte évidemment que les deux valeurs propres =1 qui soni fortement
dégénerees, En fait, toute combinaison linéaire des etais de base pour lesquels les
nombres 2+ s — m ont la méme parilé est vecleur propre de P. Les états propres de
H, ont donc la méme structure, et & I'intérieur d’un bloc o la composante du spin

m = my est fixée, un coefficient $i5_ sur deux est nul.

1.2.3 Hamiitonien classigne dn systéme spin-bosun généralisé

Soi:
H = ; (q’ +p2) +upl, +/8* -T2 (A*q €o5 @, — AT psin wl) R (1.27)

fonction des couples de variables canoniques (g, p) € R? et (1., ), paramétrant une

sphere §? de rayon 5. avec I'action J, € [—&8,8), et I'angle ¢, € {0, 2r]. L'espace de

phase global R? ® 5? bérite de la siructure sympleclique de chacune de ses parties.
L'évolution du systéme est donnée par les équations de Hamilton:

¢ = GH =swp—2"/§52 - Iising,
p = —8H = -wqg-2"/5 - NRcosg,

t,lox = 8;,}1( = wp — ;Tsj‘/_—.—'_—jf (A+QCOS§0; - r\-pS!‘l‘l (p‘)
I, = -8, H =~/§ -1 (A*qsin v+ A'pcosap,) . {1.28)
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La fonction qui décrit ¢, & deux singularilés en /; = =5, qui découleni naturellement
de la lopologie de Fespace de phase 87, el qui disparaissent si Ja sphére est déerite
par les variables cartésiennes:

V2 = Tleos o,

—_——

=3 V’S"-—Ifsim,'::
= I.. (1.29)

fl

o2 ox

La structure des crochets de Poisson des variables X', ¥. 2 est irés similatre & celle
des commutateurs des observables de spin &;, S, 5., & savoir:

{X. Y} =8,48.Y - 6,.X8,,Y =2, et perm. circ. (1.30)
H, s'écrit alors:

H(qp. X0, 2) = 2 (¢ + 7} +woZ + Mg~ ApY (1.31)

W] E

et sa dvnamique:

= GH =wp-A"Y

= —8,H =-wg- X

= {X,H}=—w)-2"pZ

{V.HY=wX - A2

= {2, H}=MgV+rp¥ . (1.32)

[N
Il

Les trois dernieres équations peuvent se résumer & dS/di = .ST_.A VsH, ot § =
{(X,Y, Z), ce qui met clairement en évidence la conservation de &% = X%+ Y* + 2%,
C'est ce systéme qui sera Vobjet du chapitre 2.

I existe des analogies siructurelles entre M, et H,. de méme qu’entre les équations
dynamiques que 'un et V'autre engendrent. Le paragraphe suivant montrera que ces
hamilioniens possédent en outre des propriétés d'invariance en commun. Nous ad-
mettrons dorénavant que & représente un spin classique, et que H, est le hamiltonien
qui décrit classiquement Vinteraction d'un oscillateur harmonique et d'un spin,

Invarjances
» Le changement de variables suivant:
(Q!p:X|y:z) - (ql‘pr‘xl’yi!zr) = (44‘_11' -, -—y,Z) ' (133)

préserve le hamiltonien et les équations du mouvement. I correspond & une rota-
tion d'angle = effectuée & la fois dans le plan de phase de 'oscillateur harmonique
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autour de l'origine et dans l'espace de phase du spin autour de l'axe 0,. Cetie
transiormation appliquée a (g,p. /., ¢.) est canonique. Elle est en fait le pendant
classique de la parité P (1.25) qui laisse invariant le hamillonien quantique H, (1.18).

Cette invaniance explique nolamment les symétries centrales observées dans les
seclions de Poincaré dans I¢ plan (g,p), quand le choix de I'horloge porte sur le
crolsement d'un parallele (hyperplan Z = cste).

¢ Dans le cas ¢ = 0, M, s'éerit:

A
HmuMmXJiﬂ=%@N1ﬂ+%z+§wx—ﬂﬂ- (1.34)

Une rotation d'angle e quelconque autonr de lorigine dans le plan de phase de
Voscillateur harmonique et autour de I'axe O, dans I'espace de pbase du spin:

g = gcoso +psino
¥ = —gsina+pcose
X' = Xcoso - Ysina

Y = Xsino+Ycose, (1.35)

laisse Mpw.a el ses équations du mouvement invanants. Ceite iransformation est
également canonique, et exprimée par les variables d’angle et d’action, elle n'altére
que les grandeurs angulaires.

Cette symétrie peut étre décrite par un groupe continu & un parametre. Le
théoréme de Noether [21] dit en substance qu'a chaque groupe de transformation &
un parameétre qui laisse invariant un systéme pbysique est associée une constante du
mouvement. En I'occurence, on pent vérifier que:

K=g¢+p +22 : (1.36)

est une constante du mouvement, pendant classique de la constante K. Far con-
séquent, selon la définition proposée au §1.1.1, le systeme est iniégrable dans cette
limite.

1.2.4 Spin-boson et chaos; but du travail

Le spin-boson est un des modéles les plus simples décrivant l'interaction de deux ob-
jets de nature physique essentiellement différente. Cette association complique sou-
vent les développements mathématiques et les traitements numériques des problemes
posés. Mais en contrepartie, ces complications nécessitent des méthodes spécifiques
qui n'ont encore jamais été utilisées dans ce contexte. Nous pouvons donc ira-
vailler dans un double but. D'une part, perfectionner les techniques utilisées dans
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le domaine du ¢haos en leur confrontant celles propres au systeme spin-boson. Cela
permetira notament de vérifier la validité de certains des critéres de chaos quantique
qui traitent des fonctions propres et qui n'oni été appliqués qu’a un nombre restreint
de systemes et d'autre part, d’améliorer la connaissance d’un systéme physique dont
les propriétés envisagées d'un point de vue traditionnel sont bien connues. En par-
ticulier, les études qui integrent € sont rares et presque inexistantes dans le champ
du chaos.

Au chapitre 2, nous présenierons des propriéies du hamiltonien classique H,. La
différence essenticlie entre spin et boson est ici d'ordre topologique et se traduit par
I'aspect borné ou noun de leur espace de phase respectif. Les principaux résuliats
obtenus sont une éiude analytique détaillée des points fixes du systéme dynamique
des équations de Hamilion de H, et de leur stabilité, ainsi que 'étude numérique
de 'influence des parametres A et ¢ sur l'apparition du chaos dans les sections de
FPoincaré.

L’objectif du chapitre 3 est d’établir une relation mathématique rigoureuse entre
H, et H,, puis de discuter dans quelles conditions I'élaboration de cette relation
est bien fondée physiquement, et dans quel cas H, est & considérer comme une
limite classique de H,. Par ailleurs, ie probleme se préte bien & un traitement semi-
classique. Nous définizons un hamiltonien H,,, correspondant 4 une approximation
pour un grand nombre d’excitations du boson. Enfin nous discuterons de la validité
d'une himite semi-classique dans le cas ol le systéme comporte un spin ¢ = 1/2.

Le chapitre 4 est consacré & 1'étnde du chaos dans le systéme spin-boson guan-
tique. La différence entire spin et bason se refitte ic dams la dimension de leurs
espaces de Hilbert respectifs. Plus que la dimension elle-méme, ¢’est son aspect fin
dans un cas ef infini dans 'autre qui importe dans ce contexte. La siructure de
H, indigue clairement que son specire est discret et qu'll ne présente pas de poini
d’accumulation. Alors, selon 'argument énoncé au §1.1.2, Ja dynamique ne présente
pas d'intérél pour ’étude du cbacs. Nous montrerons que dans 'approximation qui
nous a menés & H, ., la statistique spectrale rapproche le systéme entier d’un simple
oscillateur harmonique. Mous développeroms ume technique de représemtation des
ttats propres de H, dans I'espace de phase, calquée sur celle de Husimi, et nous
montrerons qu'il existe alors des traces de ce que nous appellerons chaos quantique.

Dans sa pariie numérique, notre étude a trait & un systtme comportant un spin
s = 1/2, c’est-a-dire sous sa forme quantique exiréme. Ce cas revét un intérét
particulier car jusqu'ici la question de savoir sl exhibait ou non des traces de com-
poriement chaotique est resiée sans réponse. Au contraire, les sysiémes avec des
spins plus grands ou en plus grand nombre présentent dans leur spectre la marque
certaine d'une transition. Il s'agira de déterminer si ce spin & = 1/2 se distingue de
mantere escentielle des grands spius. '
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CHAPITRE 1
LEGENDES DES FIGURES

o Figure 1.1: Distribution Pz} des espacements entre niveaix voisins d'un spec-
ire redressé. Superposition d’une courbe de Porsson (lirets) et d’une courbe
de Wigner ou GOE (traitl plein).

s Figure 1.2: Fonction A4 L) de Dyson-Mehta qui mesure la ngidité d'un spectre
redressé dans le cas ot P{z) est une courbe de Poisson (lirets) et dans le cas
ol Pz} est une courbe de Wigner ou GOE (irait plein}.
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2 Spin-boson classique et chaos

Dans ce chapitre, nous proposons d'étudier quelques propriétés du systéme spin-
boson généralisé dans sa limite classique. Les criléres qui permetient de décider dela
nature réguliere on chaotique d’un systéme classique sont d'ordre dynamique. Notre
intérét se portera donc sur I'ensemble des équations du mouvement générées par le
hamiltonien spin-boson M, (1.31). Les résultats que nous présentons éclaircissent le
téle joué par le paramétre d'anisotropie €.

Le systéme dynamique d'équations du mouvement qui décrivent e madéle a déja
été I'objet d'un certain nombre de publications. La premiére section en donne une
revue bréve et non exhaustive.

La section sulvante est consacrée a une étude détaillée des points fixes du sysiéme
et de leur stabilité. Les effets de I'annulation du paramétre € sur les symétries du
probleme apparaissent alors de manséte plus claire.

Dans la dermiére section, nous présentons une étude numérique des transitions
dans les sections de Poincaré en fonction de A et e. Ce résultat est précédé dune
discussion de Ja structure de ces sections dans le plan de phase de 'oscillateur bar-
monique {g,p). Nous envisageons de compater les sections de Poincaré classiques et
celles que nous construirons & partir d’états quantiques (section 4.3). Par conséquent
I'organisation de ce dernter paragraphe et les questions qui y soni énomcées sont
dictées par le probleme tel qu'il se pose dans le cas quantique.
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2.1 Survol des résultats connus

e C'est dans la publication de Jaynes el Cummings [16] que figure pour la premiére
fois une éiude du systame spin-boson dans sa version classigue. Leur résultat le
plus significati] est le fait que le modele avec ¢ = D permet de décrire le processus
d'émission spontanée d'un atome excité, qui est un phénoméne purement quaniique.

» Beloborov, Zaslavsky et Tartakovsky [22) expriment pour la premitre fois le pro-
bleme sous sa forme bamilionienne. Ds introduwisent également dans les équations
dynamiques Je paramétre ¢ ¢t meitent en évidence une nouvelle constante du mouve-
ment qui apparait lorsque celui-ci s'annule. Les auteurs présentent une étude analy-
tique en terme de perturbations pour faible couplage A, et vérifient aumériquement
leurs assertions: & savoir que les trajecioires perturbées constituent une * couche
stochastique” qui enrobe la trajectoire correspondant au cas intégrable et que Ia
région de stochasticité augmente avec A. La démonstration de Ja divergence expo-
nentielle de deux irajectoires initialement vanisines figure zussi au nombre de leurs
expériences numériques, mais non le calcul explicite des exposants de Liapunov.

+ Trois arlicles presque contemporains présentent une étude numérique, Feinberg
et Ranninger [23] étudient Fappantion du chaos dans les sections de Poincaré en
fonction du couplage et selon le critere de recouvrement des résonances introduit
per Chirikov {24]. Milonni, Ackerhalt et Galbraith [25], pour un systéme sensible-
ment différent (voir §3.1.5), démontrent 'existénce de ¢baos pour couplege fort en
considérant le specire de puissance du signal correspondant a 'évolution temporelie
d’une des variables, ainsi qu’en calculent des exposants de Liapunov. Fox et Eidson
[26] syntbétisent en quelque sorte les deux articles précédenis. Ils appliquent Jes
mémes critéeres que Milonni et al. au systeme spin-boson. Les conclusions pour ce
dernier modéle sont qualitativement identiques a celles de Milonni.

¢ Simultanément & 205 recherches, Maller et al. [27] ont étudié les points fixes
du modéle spin-boson (dans sa version ol ne figure pas ¢). D[s se sont également
intéressés & la migration des résonances dans les seclions de Poincaré en fonction de
I'énergie et pour de faibles couplages.
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2.2 Points fixes

Pour mémoire, si le spin est exprimé en terme de variahles cartésiennes, le hamil-
tonien s'écrit:
Helg.p. X, Y, Z) = %’ (¢ +7") +wZ + XgX ~ X7pY, (2.1)
avec AT = A1+ ¢)/2. Les équations du mouvement sont:
= wp~A"Y
= ~wg-AtX
= -—wgy e A‘pZ
= on - X"qZ
= Mgy+aTpX. (2.2)

LR A A

Les grandeurs conservées sont I'énergie E associée au hamiltonien, et le rayon de
la sphere que décrivent les variahles de spin: & = VA2 + ¥? + Z2. Notons que E
est une constante du mouvement au sens donné dans la définition de I'intégrahilité
(§1.1.1.), tandis que S est une contrainte. L'espace de phase est quadridimensionnel.
D est formé du produit cartésien R2®S? du plan de phase R? 3 (g, p) de l'oscillateur
harmonique et de la sphere $* = (X', ¥, £} du spin.

2.2.1 Détermination

Soit le systéme dynamique: X = W(x). Un point xy est dit point fixe si la dérivée
temporelle en ce point est nulle en tout temps, done si W(x,} = 0.

Appliquons cette condition aux éguations du mouvement du systeme (2.2), oi
toutes les conslantes sont choisies réelles et positives. Les deux premieres éguations
mettent en relation de proportionnalité les variables de Poscillateur harmonigue et
les variables X' et Y du spin:

wp—A"Y = 0
—wg—AtX = 0. (2.3)

Par substitution apparaissent des contraintes sur les variables de spin:
A_:n
wn}’+A'pZ=0 == y(uu—PTE):O

0

A+
wpX —dtgZ =0 = 4 (wu + “3)
W
+ - re +3 _3
Me¥+dpX =0 == (3% - )=0. (2.4)
o
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Les points d'équilibre sont les solutions de ce systéme et se distinguent en trois
taifgoties que nous noterons A, B ¢ C. Nous fixons le rayon de la sphére S = 1, et
calculons également dans cbaque cas I'énergie associée an point fixe:

e Ay X=Y=¢g=p=0, Z=5F1 = FE=*Fu,.
wan ) whwd
© Ba: Y=p=0, Z=-32, X=x1-F,
At 2 wo AT wuwy
g=F\ =y - 15 = E=“7(w—% el
¢ G X=g=0, 2=-29 you )o@
1.2 - —Q‘— ) - A_:I _-‘-\ )_c 1
A W wo fA77 wuwp
e E o = Eemlint)

2.2.2 Conditiong d’existence

Tout ensemble de peramétres ne permet pas la coexistence de tous les points fixes.
e Les poinis 4, et A; exisient quel que soit ’ensemble des parametres.

¢ Les points B, et B; existent & condition que la valeur trouvée pour 2 soil inférieure
au rayon de la sphére, ¢'est-a-dire:

Wiy oy
:\T_(_l 5 522—:\——1. (2.5)
» Les mémes exigences eppliquées aux points C; et C; donnent:

Wy (N

et S PE

A_,_1 = e<1-2 3 (2.6)
Cas particuliers
e Spin-boson : € =1 = A~ = 0, par conséquent les points d'équilibre ¢,

et 3 n'exdsient pas.
* Cas intégrable: e= 0 = A* = A~ = /2 . La derniére équation du systéme (2.4)
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est satisfaite auiomatiquemeni ef par conséquent la valeur £ = —dwwq/X? eotraine
un ensemble continn de solutions pour les variables A et V:

E )1 4
&= 1—16“;:Dc053 = g= - ;Dcos[a’

/ 2 2
y= 1—16 s1n,6 = p=-— % %siuﬁ,

cteci pour toui angle 8. L énergie assotiée 2 tes pomts vaut:

2
E= _ﬂ(_" +4——“""°) . (2.7)

2 Ldwuy A2

4

La figure 2.1 montre la division du pian des paramétres A et ¢ (A € |0,00] , € €
{0,1}) en quatre diflérentes régions selon le nombre de points d’équilibre qui y soot
autorisés. Le découpage suit les braoches d'byperboles décrites par les conditions
A* = oty et A” = fwwg. Une premiére région ne compte que les points A; et Ay;
dans une seconde (qui contient le cas du spin-boson € = 1, pour grands couplages)
s'ajoutent les points B, et B,, et dans noe troisieme les points & et ;. Tandis que
la région correspondant & une infinité de points fixes est constituée de la demi-droite

e=0, A 2> 2, /vy,

2.2.3 Stahiiité

La stabilité d’vo point d’équilibre %, est déterminée par 'étude de 1'évolution tem-
porelle de son voisinage. Soit Ax le vecteur qui repére un point quelconque x du
voisinage & partir du point fixe. Alors

W .
x=Ax=W(x,+ Ax) = ow Ax + O(Ax?Y) {2.8)
ax x=Xp
Soit B la matrice constante % . Alors, av premier ordre en Ax:
X=Xg
Ax=BAx , d'ov Ax(t) = ePAx. (2.9)

La stabilité sera assurée si la partie réelie de toutes Jes valeurs propres de B est < 0.
Dans notre cas:

0 = . 0
—w DS L ¢
B= 0 —AEZ D —wy =ATp | (2.10)

: —/\-z D g 0 -—A+q
Atg XX Ap MY 0
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Soit D{r) = det{B — 1) le polynéme de degré 5 en r doni les racines sont les valeurs
propres de B.

Pour chacun des point fixes, D{r) a la forme:
D(r)= —r (** +brP+ ), (2.11)

ou les consiantes b ¢t ¢ dépendent évidemment du point fixe éiudié.

La premiére valeur propre, triviale el commune & {ous les points est r; = (. Elle
est le reflet de la contrainie qui impose aux variables X', ) et Z de se mouvoir sur
une sphere.

Dl reste alors une éguation bicarrée en 1 dont les racines sont soit du iype: ry, 13 =
Fy, T4 = —Tq, 75 = —7q, 81 7y & une parije réelle et une pariie imaginaire non nulles;
sait du type: 73, 73 F T2, T4 = —7q, Ty = —7a, 81 1 et 7y sont réelles ov hmaginaires.
Comme la stabilité néeessite R(r;) < 0, Vi, 73 ei ry doivent étre imaginaires (ou
nulles}, C'est-a-dire que:

Ty = Tg‘a € R™ U{O} .

A aide de ces nouvelles variables, 'équation aux valeurs propres esi:
uiit+buzste=10, (2.12)

et ses solutions sont:

s = % (-b2 VF—4c) . (2.13)
Les paramétres devront saiisfaire les trois conditions snivanies:
B—4c20, 820, c¢>0, (2.149)
la premiére assurant Ja réalité de u, 3, les deux dernigres sa négativité.
» Point fixe 4, : Le déterminant vaut:
Dir) = —r {1""' + 72 (wz +wj + 2)«+)«')
+ whid + 0707 —wwe (3 +277) (2.15)
Les trois conditions de slabiliié sont satisfaites pourvu que:
(37— wwp) (A7 —wwo} 2 0. {2.16)
C'est-a-dire pourvu que, soit:
M oet AT < oy,

soit:

A oet A2 oy .
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Ces conditions correspondent respectivement & la premiére (A; et Ay comme seuls
poinis fixes) et la troisitme zone (A, Az, By ; et C1 7 comme points fixes) de la figure
2.1. C’est donc dans la seconde {ou coexistent les points A;, Az, et By 2) que le point
d’équilibre A, est instable.

¢ Point fixe A;: Le déterminant vant:

D(ry = -—r{r+s{u?+uf-22727)
+ WPWd XA few (3 £ 27} (2.17)

Les conditions de stabilité imposent que:

3 < lw — wp (1— (w‘“’")ze’)_% . (2.18)

W+Wu

Les paramétres A el ¢ doivent appartenir au domaine hacburé représenté graphique-
ment en figure 2.2, Cette condition, contrairement & celle qui détermine la stabilité
de A;, est indépendante des conditions d'exdstence des autres points fixes. Dans le
cas tésonant {w = wp), ce point fixe esi instable pour tout ensemble de paramétires
A et ¢ non nuls.

» Points fixes By 5: Le déterminant vaut:

Dir)y = —rirts+? w2+2w£+3~i
- T TR

+ (z+’ - (j—‘j")’) (- A—’)} , (2.19)

et remplit les conditions de stabilité, quel que soit Uensemble des paramétres {com-
patible bien sir avec la condition d'existence du point fixe).

» Points fixes ;5 : Le délerminant vaunt:

PLEND T
Dir) = w-r{r4+r2 (w2+2¢uqu—_+-;?)

- (A" - (%):) (3 - A-’)} i (2.20)

expression qud viole la troisitme condition de stabilité, pour touie valeur de € stricte-
meni positive. Ces points sont instables en touie circonstance.

‘Dans le cas intégrable, I'ensemble continu de points fixes est stable. Les con-
ditions de stabilité relatives aux points d'équilibre B et ' sont alors confondues;

35



et satisfaites trivialement car le terme constant de {2.19) (ou de (2.20)) s'annule
(At =2~

2.2.4 Energie et position

L'énergie minimale du systéme correspond nécessairement & celle d'un des points
fixes stables. Lorsque n'exisient que deux points fixes, il est clair que A, sera ie
point d’énergie mimimale (E,, = —wy).

L’énergie des poinis fixes By, et C) ; s’écrit de maniére identigue en fonction de
ia valeur que prend la variable Z en ces points (respectivemeni Zp ¢t Z¢):

wo 1
Epe = > (ZB.C + E,;-E) : {2.21)

Zp c est toujours négative et nécessairement > —1. Une bréve étude de la fonction
Epc(Zp.c) montre qu'elle prend la valeur —wg Jorsque Zp¢ = —1, qu'a cef endrait
st dérivée est nulle, et qu'elle st monotone décroissante sur I'intervalle -1, 0] avec
asymptote verticale en Z5 ¢ = 0. Comme Xt > A™, pour toutes valeurs de A et ¢,
danc comme Zp 2 Zc, I'énergie associée aux points Bz est oujours inférieure tant
b celle du point Ay qu’a celle des poinis G, 5. Elle est donc énergie minimale.
Cetie analyse est illusirée par la figure 2.2 ob nous représentons graphiquement
I'énergie de chacun des points d’équilibre et leur stabilité en fonction de A, ceci pour
des valeurs fixées de € {0 < ¢ < 1} de w et de wp. Dans ce dessin comme dans
les suivants, les iraits gras correspondent aux régimes siables et les iraits bachés
aux régimes instables. En A,, = jw = wgl/y/1 — (w = wy)?e? [{w + wp)?, le point A,
perd sa stabilité. En Ap = 2,/wwe/(1 + €] et en Ag = 2./Wo/(1 — €) apparaissent

respectivement les points B et C.

Enfin, les figures 2.4 présentent la position dans le plan O, des poinis déquilibre
Ay, By; et $13 en fonction de A, De ielles courbes peuvent s'analyser en uiilisant
ia notion de bifurcation. Par définition, une bifurcaiion est une modification quali-
tative du comporiement d’un sysiéme qui apparait larsque I'un des paramétres qui
le décrivent atteint une valeur crilique. Pour O < ¢ < 1 {a}), la branche stable 4, se
déstabilise en Ap, et donne naissance aux deux branches stables B (B, pour les &
pasitifs, B; pour les &' négatifs; cetle distinction n’est pas spécifiée sur le graphe),
Puis elle se stabilise 4 nouveau en A, alors qu'apparaissent les deux branches insta-
bles C (C; pour les Y positifs, C; pour les Y négatifs). Dans le cas ol € = 0 (b}, les
deux points critiques sont confondus en un seul Ape = 2,/wiy ol Ia branche stable
se transforme en une brancbe instable ef une famille cantinue de soluiions stabies.
En Mg, on parle en général d'une bifurcaiion surcrilique stable, en Ag, d'une bifur-
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cation surcrilique instable et en Apc, d'une bifurcation de Hopf [28).
Ces diagrammes montrent clairement de quelle maniere la symétne du systéme

dans le cas intégrable se brise lorsque ¢ prend des valeurs non nulles. C'est 'ongine
du terme de “ paramétre d’anisotropie” que l'on rencontre parfois pour le désigner.
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2.3 Sections de Poincaré

Dans 'optique d'une comparaison avec ce qu’on définira plus loin comme section
de Poincaré des distributions de Husimi, la fagon la plus judicicuse de construire
une section de Poincaré classique est d’utiliser comme horloge la composanie Z du
spin et de considérer les points dans le plan de phase de 'oscillateur harmonigue.
Comme I'illustre la figure 2.3, I'évolution du systéme peut étre representée par deux
trajectoires conjointes. L'une, x,(t), parcourt la sphere 5%, et I'autre, xy{t), le plan
R%. A chaque intersection z,;,1 = 1,...,5,... de X,() avec le paralléle 2 = Z¢
dans un sens déterminé par le signe de Z, xy(t) laisse une trace ponctuelle z,; dans
le plan. L'ensemble de ces points constituera Ja section de Poincaré.

Le choix des parametres impose des resirictions aux choix de T'énergie et du
paralléle-horloge; et une fois fixés, ceux-ci vont déterminer la localisation possible
des paints de Ja section dans le plan de pbase (g, ). Nous discuterons ces différentes
contraintes dans un premier paragraphe,

Apres quoi suivra une étude numérique de l'influence des parameétres A et ¢
dans une transition de la régularité au chans. Nous présenterons une description
des programmes et du choix d’un critére qui permet d’obtenir des informations rai-
sonnables sur le degré d'ordre du systéme. Et pour conclure, nous discuterons la
structure de guelques sections de Poincaré illusirant le processus de tramsition par
rapport aux prédictions obtenues plus haut.

Durant toute cette partie, le rayon de la sphire décrite par les variables de spin
restera fixé a § = 1.

2.3.1 Stucture des sections

Le probléme quantique se pose souvent sous la forme suivante: dans un premier
temps, Pensemble des paramétres du hamiltonien qu’on diagonalise est fixé. Puis
on chboisit une fonction propre d'énergic déterminée et une composante du spin
pour construire ce qu'on appelle une section réduile (4.53). La démarche classi-
que équivalente consisterait & choisir préalablement I'ensenble des paramétres, puis
Vénergie Eqp et le paralitle-horloge donné Zy qui vont caractériser les sections de
Poincaré,

Une premiere question se pose: quelles sont les énergies et les paralléles-horloge
competibles avec le chaix préalable des paramétres? En d’autres termes, il s'agit de
savoir §'i] existe un ensemble de variables {g,p, &, ), Zp} et des grandeurs conservées
{Eq, S = 1}, solutions de Yéguation:

S (¢ +7) +wZo+XqX =3 pY = B (2.22)
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Pour simplifier I'écriture, introduisons les grandeurs:

AT
Ro= 1= 23, Ej= 2 (Eo~wea) . A*= Ro™ .
w
Les variables A" et Y dépendent. alors du seul angle i,:
A =Rpcosp, , ¥ =Rosineg: , (2.23)

et I’équation (2.22) peut s'écrire:

(9= qo{:))* +(p ~ pole:)) = Blpz) = 0, (2.24)
avec les nouvelles grandeurs:

golp.) = —A¥cose.
Pol:)

R¥p,) = E,',+A+’cosznp,+A" sin’ ¢, .

]

AT sin e,

Ce résultat signifie que dans le plan (g,p), V'ensernble des points de la section de
Poincaré est une famille de cercles paramétrés par I'angle ,, de ravon R{p,) et
de centres {(go{; ). po(ww:)). En fait, ¢, détermine la position sur la sphére de
I'intersection de la trajectoire avec le paralléle-borloge.

L'équation (2.24) montre gue la seule restriction posstble sur l'ensemble de gran-
deurs fixées provient du fail que %y, ) est susceptible de prendre des valeurs néga-
tives. La condition de réalité de R{y.) impose une borne inférieure & I'énergie. Nous
allons d'abord chercher 1’énergie minirmale pour laguelle il existe un angle ¢, tel
gue R*(p,) > 0. Comme A* > A™, on a toujours A* cos?ip, + A~ sin? i, < A%,
Alars: :
2t
E .
Cetie énergie dépend donc du paralélle chaisi pour la section. La figure 2.6 montre
dans le plan {Eq, Zo) la région pour Jaquelle une section de Poincaré est réalisable.
Le cas ou le point fixe 4, est état fondamental est représenté en (a). Et en (b), le
cas ol les points fixes B tiennent ce réle. Dans les deux cas, la ligne frontitre est une
parabole donnée par (2.25), et seule la position du minimum différe relativement an
domaine considéré (o € |—o0,00[ , Zy € [~1,1]). Le minimum absolu en énergie
correspond bien sir & I'énergie fondamentale (~wp en (), et Eg (2.21) en (b} ).
Dans les deux cas encore, 'énergie & partir de laquelle une section de Poincaré est
réalisable quelle que soil la valeur de Zg est wp.

Eg2 -AY = Es2wZo— (1-2}) (2:25)

Pour Ep et Z; fixés, la condition de réalité du ravon impose cette fois des con-
iraintes sur les angles , accessibles:

El+ AY
sin’ p, < o +

< T (2.26)
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Une autre question relative an probléme quantique est pertinenie. Quelle est
l'extension maximale des sections de Poincaré classiques? Copcrétement, il faut
qu'avec les paramétres chaisis, 1a base d’états quantiques permette dans une repré-
sentation sur I'espace de phase de rendre comple de toute l'extension des trajec-
toires classiques. Nous devons donc estimer max (g® + p*), pour up ensemble de
parametres, une énergie et un parallele-borloge fixés, sur ’easemble des (g, p) com-
patibles avec une section de Poincaré. L'équation (2.24) indique clairement que
cetie grandeur prend son maximum pour le cercle centré sar I'axe (g, puisqu’alors
les rayoas du cercle lui-méme et du cercle déent par les cenires sont maximum
{A* > A~}. On aura donc:

Gmas = A* 3 \/Ej + A%

I} est utile d'obtenir une valeur unique de cette expression, valable pour toute section
réduite, donc¢ pour toute valeur de Z,. Plutdt que de maximiser gmae eo fonction
de Zo, on peutl se contenter pratiquement d'y introduire les inégalités [Zo] < 1 et
Ro £ 1. On trouve alors:

1
Gmoe < = (3 4 20 (Bo ) 4177} (2.27)

Cette estimation sera utilisée pour contréler l'epsemble des paraméires quantiques

an chapitre 4. :

Nous pouvons généraliser le raisonpement et chercber I'équation de 'enveloppe de
la fumille de cercles (2.24). I s'agit de caleuler 'intersection d’un cercle avec I'un de
ses voisins infinitésimalement proche, Dans le cas géoéral d'une famille paramétrée
par t:

(z ~ zc(t))z +(y- yc(t))z - r:(t) =0,

on trouve I'équation paramétrique de l'enveloppe:

a(t)=zlt) — oo (it cost(®) + VI = (D) sin £(2))

wlt)=udt) + o(t) (~r'Wsing) + I (Beost(t) . (228)
avec les définitions:
' ORI N
£.(2) J70) + 20

r'(t) est la dérivée du rayon par rapport a 1'élément de longueur sutr la courbe
{zt), pe(t)) que décrivent les ceptres, et £(t) 'angle entre 'axe des z et la tan-
geunte & cette méme courbe. La racive qui apparait en {2.28) p'est réelle que si
F{t)] £ 1, ¢ce qui signifie simplement que si la croissance du rayon est plus forte

tea(t) =
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que la vitesse de déplacement du cenire, deux cercles vaisins ne vant pas se couper.
Lorsque |r'(t)] = 1, 'envelappe présente un poini oh les cercles de la famille sont
tangents. Dans le cas ou la solution de [+/(2)| — 1 = 0 est isolée, le cercle satisfaisant
cetie derniére équation complétera 'enveloppe. Dans le cas ol [r'(t)| = | pour un
intervalle continu du parametre {, c'est le plus grand des cercles dant le parameétre
appartient a 'intervalle qui complétera l'envelappe.

Pour le systeme spin-boson, 1'enveiappe a Pallure suivante:

—Atcosep,
- Rip) (Rip)costlpn) + 1= R3(e,)siné(e))
pe(e:}) = AT sineg,
+ Bp.) (~Rlp.)single.) +\I— RAg)costlen))  (229)

ge(te)

avec cette fois:
1 (A’f’ - A") 51D ¢, CO5 2,
Re:) \/A+" sin® ¢, + A" cos? . )

tanglp,) = T (an ) R(e) =

La candition & respecter pour gue R?(.) soit toujours inférieur ou égal a 1 est
la suivante: . s s
Ey (A¥ s, + A7 cos?p,) + AV AT 20 (2.30)

Des cas limites ne peuvent danc survenir que si By < 0.

2.2.2 Etude numérique

Transition régularité - chaos

Natre idée de base est d’étudier I'influence des paraméires X ¢t ¢ sur la transition
du systéme de V'ordre au cbacs, les autres parameétres el 1'énergie étant maintenus
constants. Mais qu'entend-on exaclemen! par ce terme de “transition d'ordre au
chaos”? Comme le précise volontiers Gutzwiller ([29], par exemple), ls piupart des
sysiémes physiques ne sont classables ni parms les systémes intégrables ni parmi cenx
gui n’exhibent que des solutions chaotiques, mais présentent un mélange des carac-
téristiques des uns ¢t des antres. C'est-d-dire que pour un ensemble de parametres
el un ensemble de grandeurs conservées fixes, une condition initiale particuliére va
géneérer une trajectaire qui possede toutes les propriétés d’un systeme intégrable (plus
grand exposant de Lyapunov < 0, section de Poincaré confinée & la section unidimen-
siounelle d'un tare), alers qu'une condition initiale voisine donnera une trajectoire
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chaoiique (existence d'un exposant de Lyapunov > 0, section de Poincaré répandue
sur un domaine bidimensionnel).

Nous tenterons de délimiter dans le plan (A, €) et pour w,wy, By et Zq fixés, les
zones pour lesguelles toutes les trajectoires soni régulitres, celles pour lesquelles
toutes sont chaotiques, el enfin celles ou cobabitent des irajecioires des deux types.
La méthode utilisée consiste a calculer les seclions de Poincaré des trajectoires as-
sociées a un ensemble représentatif de conditions mitinles. Plus le nombre de sections
considéré est important, plus le critére sera fiable. Le tout est d'estimer un nombre
tel que 'information contenne dans I'ensemble des sections scit signifiante, et tel que
I'expérimentation soit envisageable sans surcharger la machine.

Pour w,wy, A, €, Eg et 2 fixés, nous cholsissons un ensemble de points {g,p)
répariis selon un quadrillage régulier dans le demi-plan ¢ = 0, comme le suggere la
syméirie (1.33). Les relations (2.24} el (2.26) permeiient de déterminer si un point
est susceplible ou non d'appartenir a une section de Poincaré, donc d'éire considéré
comme condition initiale d'une trajectoire. I faui que i nombre de conditions
initiales soit proche d'un nombre jugé optimal. La maille du quadrillage peut étre
variée en conséquence,

L'intégration utilise un algonibme de Runge-Kuita au quatrieme ordre (sous-
programme en double précision DRKSTP de la bibliothéque du CERN). La com-
posante Z est testée a chaque pas et si elle traverse le paralléle fixé par £y dans un
sens déterminé, alors le point de la section sera calculé par interpolation linéaire. La
stabilité des trajecloires est vérifide régulitrement par conirole de la conslance des
grandeurs conservées.

Par estimations successives, il est possible de tracer deux courbes limites dans
le plan {A €} . L'une correspond a 'apparition de la “premiére” section chactique,
I’autre & ia dispantion du “dernier” tore régulier. La figure 2.7 représente les points
qui se irouvent sur Jes frontibres entre les différentes zones (“ A™ pour la frontiére
régularité - région mixie, “ V" pour la fronlitre région mixle - chaos total), et en
poiniillé des courbes d’interpolation. Les parametres fixes sont w=wy = 1.0, Eg =
0.9, 2o = 0.0. Le pomt {Ey = 0.0, Zo = 0.0) des figures 2.6 appartient toujours & la
région ou une section esi possible. Les points notés “+” constituent un échantillon
d'ensembles de paramétres dont les sections seroni représentées en figure 2.6,

Le réle de A ou d'e commme paraméire d'ordre du systéme (ou comme paramétre
pouvant supperter a lui seul une transition de 'ordre au chaos) est confirmé, Pour
A comsiant, ¢ peut prendre des valeurs qui situent le svstéme dans les trois zones
distinctes {voir les points (¢),{e} el (f)). Ei de meéme & 'on intervertit les roles
de X et d’¢ {voir les points (b}, (c) et (f)). Les courbes d'interpolation ressemblent
& des branches d'byperboles. C'est done pluict le produit de ces constantes (plus
précisémeni un produit du type (A — Ag)(e — ;)) qu est le véritable paramétre
d’ordre.

La superposilion & ce graphe des courbes qui décrivent I'apparition des points
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fixes ne serail pas trés révélatrice. Sans doute leur énergie est-elle trop éloignée de

celle des seciions choisies pour qu'une quelconque infinence puisse se faire sentir.
Le graphe est limité par la droite A = 3, car pour de grandes valeurs de ce

paramétre, l'iniégration des équations ne garantit plus une irés grande précision.

Une discussion s'impose sur les performances du critére choisi. Selon le théoréme
de KAM, la “ premiere trajectoire chaotique” apparait dés que le systéme n'est plus
intégrable, c’est-a-dire pour tout ensemble de paramétres tous strictement positifs.
Mais s1 alors un certain nombre de ces trajectoires sont cbaotiques, d'une part elles
sont trés minoritaires et d’autre part elles peuvent étre si étroitement confinées entre
les tores gui subsistent qu'un simple examen des sections de Poincaré ne suffit pas
4 les déceler. Notre critére permet de découvnir la premiére {rajectoire cbaotique
clairernent distincte d'une trajectoire réguliere et sélectionnée dans le quadnllage.
Ce critere est essentiellement qualitatif, car en dernier lien, c'est & nous qu'il revient
d’apprécier si une section est chaotique cu ne l'est pas.

Les propriétés ergodigues des trajectoires chaotiques nous offrent un outil plus
performant pour détecter les “derniers tores réguliers”. En effet, sil subsiste dans
’ensemble des sections des flots ob ne pén&irent pas les trajectoires chaotigues, alors
ce sera le signe certain que toutes ne le sont pas, et qu’a P'intérieur de I'ilot, des tores
existent epcore. La démarcation devrait &tre plus précise.

Nous avons tracé assez approximativement une courbe d’interpolation des points
qui selon notre critére sont situés sur les limites entre les différentes zones. Mais rien
ne prouve que les frontiétes réelles dessinent une courbe continue, ou qu’il n’existe
pas d’enclaves.

Nature des seclions

Les figures 2.8 sont un choix de sections prises dans les différentes zones de la figu-
re 2.7. Elles permetient de concrétiser le critére qui nons a permis de définir une
transition. Leur localisation varie considérablement selon les parameétres qui les ca-
ractérisent. L'explication réside 4 Ja fois dans I'équation (2.24) désignant la famille
de cercles qui représente 'ensemble des points possibles pour ia section et dans les
équations (2.29) qui décrivent l'enveloppe de cette famille. Pour les sections choisies:

Ei=0, Zy=0 = E =0, Rg=1.

« Systeme spin-boson :

e=1 = At=

€l
n
b
=
1
Il
(=)

Alors (2.24) donne:
(g+Acose, ) +p?—Alcos®ie, =10, {2.31)
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qui est un ensemble de cercles cenirés sur I'axe O, et dont le rayon vaut l'abscisse de
la position du cenire. Donc tous sont tangents a 'axe O, et cbacun est tangent 2
tous les autres. Dans ce cas Penveloppe sera le plus grand de ces cercles, de rayon A.
La formule (2.29) ne permet pas ici d'obtenir ce résultat, car R'{s,) = 1, pour tout
angle ., indice du point tangeni mulliple. Les figures (b), {c) et ({} sont proches
de cet exemple.

» Cas intégrable:

+ A _ A
e=10 = AT=AT = 2—w = )
Alors (2.24) donne:
A ? A C t
(q+ Ecosp:) + (p— 7 §il cp:) T = 0, (2.32)

qui st un ensemble de cercles de rayon A/2 dont les centres décrivent un cercle lui
aussi de rayon A2 et centré & Uongine. L'ensemble des sections sera done iuserit
dans un cercle de rayon A centré & l'origine. Ce résultat s'obtient égalemeni par
(2.20):

1 . .
tan{ = ——=, R{g.)=0.Vg. = g =-Acosp,, p=Ahsinp,.
ang,

La figure (2} illustre ce ces,

Le systéme compte up grand nombre de parametres. Par conséquent, une étude
complete de ses propriétés par rapport aux varations de tous les paraméires et
dans touies les Hmites possibles n'est pas envisageable. Les résultais présentés id
permeitent de justifier la démarche effectuée dans le cas quantique et nous nous en
contenterons. '
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CHAPITRE 2
LEGENDES DES FIGURES

Figure 2.1: Division de 'espace des parameéires ) et ¢, relativement au nomhre
de points d'équilibre. Les fréquences propres w et wy sont fixées. Dans chaque
région figure le iype de points fixes admis (A, B, ou C).

Figure 2.2: Division de I'espace des parameétres A el ¢, en fonction de la stabilité
du point d'équilibre A,. Les fréquences propres w et wp sont fixées. La zone
hachurée correspond au domaine de stahilité.

Figure 2.3: Energie des points fixes en fonction du couplage A. La constante
d'anisotropie ¢ et les fréquences propres (non résopantes) sont fixées. Les traits
gras correspondent & des points fixes stahles, les traits “hachés” aux points
fixes instables.

Figures 2.4: Position dans le plan (X, )) des ponts fixes en fonction de A, les
fréquences sont fixées. En a), ¢ prend une valeur finie. En b), ¢ = 0 (cas
iotégrable). Mémes conventions qu'en figure 2.3 conceroant la stabilité.

Figures 2.5: Shéma de la construction d'une sectioo de Poincaré. Lorsque le
irajectoite x,(1) ® xy(t) coupe hyperplan 2 = Z; daas un sevs déterminé
(donc lorsque x,(£) traverse le paralltle représenté), le point d’intersection est
projeté en =z, dans le plan de phase de l'oscillateur harmonique. L’ensemble
des x,,, constitue la section de Poincaré.

Figures 2.6: Division du plar (Ey, g4) relativemeot & la possibilité de calculer
des sections de Poincaré (région hachurée). En a), les seuls points fixes qui
exisient sont A; et A;. En b} existent également les points B, et H,, d'énergie
Ep.

Figure 2.7: Division expérimentale du plan (J, ¢) en zones réguliere, mixte et
chaotique. Les “A" correspondent & Vapparition de la premiere section de
Poincaré chaotique, les “¥" & la disparilion de la dermiére section réguliére.
Les courbes pointillées sont de grossiéres interpolations. Les “#" correspondent
au choix de sections présentées en figure 2.6. Les {réquences sont résonantes:

w=wy =10, E=00et Z, =0.0.

Figures 2.8: Choix de sections de Poincaré qui ont en commun: w = wp = 1.0,
E=00et Z,=00.

a)A=20,e=00 h) A=05e=108.

e} A=1.0,6=08 d) A=1.3,¢c=05

) A =20,e=03 ) A=20,¢ = 0.8,
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3 Limites classiques et semi-classiques

Ce chapitre est coustitué de deux parties distinctes. Tout d'abord nous montrerons
dans quel sens le bamiltonien:

Mg, p X, D, 2)= 5 (47 +97) + 0 + XtqX — X7 p) (3.1)
peul étre considéré comme une limite classique du hamiltonieu guantique:
ot . %) . + +
H, = hwa'e + hwoS. + \/Eh5 {Ssa+8.a* +e(Ssat + S-a)} . (3.2)

Dans une premiere seciion, nous monirerons comment associer uce fonction de
T'espace de phase classique, le Q-symbole, & un opérateur quantique en utilisani
des états cobérents définis en conséquence. Nous mootrerons qu'on peut coastruire
ainsi une fonction classique qui déent le spin, quel que soit son nombre quantique
s; mais nous vérifierons dans un cas simple que les propriéiés de cette fonction
correspondeat & celles d'un spin dont le nombre quantique tend vers I'infini et dont
I'espacement entre les niveaux, réglé par 4, tend vers 0 selon la loi fis = § = cste.
Dans cette hmite, il existe égalemeat une fonction dénvee du hamiltonien décrivant
un oscillateur harmonique quantique el qu reproduit parfaitement les propriétés de
Yoscillateur barmonique classique. Nous moutrerons que H, est le Q-symbole de H,.

Lelien eatre ces deux opéraieurs peut étre eavisagé dans une perspective différen-
te. Dans le premitre partie de la publication [30], nous avons montzé que le sysiéme
classique décrit par le bamilionien M, peut égalemeat s'interpréter comme la limite
pour un grand nombre N de spins 1/2 d'un systéme représentant I'loteraction de ces
spins avec un champ unimode. Ou plus exactement, la dynamique engendrée pas le
hamilionien décrivant ce dernier systéme s'identifie dans cette limite aux équatioas
de Hamilion issues de M.. Le poiai délicat de la démonstration est de justifier Ia
factorisation des équations de Heisenberg, ce qui nécessite le recours & des tecbniques
de physique statistique [31], [32].

Dans une seconde partie, nous mettrons l'accent sur ce que nous avons appelé
limite semi-classigue. En plus de sou sens usuel {33}, ce terme recouvre dans ce
contexte le procédé qui consiste & considérer & le fois le spin purement quantique et
le boson dans une limite proche de la limite classique.

Une section sera consacrée & une représeatation possible des opérateurs de créa-
tion et d'annibilation, la représentation “ de la phase”. Alors, la limite prend le sens
d’un développement pariiel des nouveaux opérateurs pour upe grande excitation de
I'oscillateur harmonique (ou, dans 'interprétation du modéle en terme de champs,
d'un grand nombre de bosons). Nous menirerons que la dynamique obienue par
cette technique est identifiable aux équations de Heisenberg (1.22) issues de H,.
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Une derniére section propose de débatire du sens d'une limite hybride. En effet,
il peut sembier contradicioire de considérer & la fois un objet quantique et un objet
semi-classique alors que le concept s’articule autour de la seule valeur de la constante
h.

En fait, ces deux dernitres sections constitueot une introduction aux méthodes
décrites dans le chapitre 4, ol seront exposés les résultats concernani des traces
quantigues de chaos. Elles sont néanmoios & leur place ici, puisque elles décrivent
une maniése de concevoir le concept de limite,
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3.1 [Etats cohérents et Q-symboles

Cette partie est exposée selon un schéma qui permetira de metire en évidence les
similarités el les différences dans les traitements respectifs du spin et du hoson. Clest
une formulation qui facilitera la construction des fonctions de Husimi qui sont au
cenire du chapitre 4. Aprés avoir énonce les définitions des états cohérents et des Q-
symhboles, nous proposerons des applications & des systémes simples, puis au modéle
spin-hoson généralisé. Enfin, nous discuterons des formes différentes sous lesquelles
ce modéle apparait dans Ja littérature.

3.1.1 Etats cohérents

Les états cohérents sont des éiats guantiques qu'on construit souvent en leur im-
posant d'évoluer de maniére semhblable & un systeme classique élémentaire. Nous
préférerons une définition plus générale préseniée en particulier par Perelomov [34],
et qui s'applique auss hien au spin qu'au bhoson.

Définition: Soient ur groupe de Lie § 5 g, un état fixe |1po) dans un
espace de Hilhert H, et une représentation unitaire irréductible T'(g) de
G agissant sur H. A une relation d'équivelence prés, un état cohérent
|, ) appartenant & un systeme généralisé d’états cohérents {T', |0 )}
est défini par :

%6} = T(a) 196} . (3.3)

Deux états qui ne different que d’une phase sont physiquement équivalents. Deux
&léments g, et g de C peuvent avoir des correspondants dans la représentation gui ne
different également que d'une phase. Les états associés sont alors considérés comme
équivalents. Un sysiéme généralisé d'états cohérents est complet sous quelques con-
ditions générales de convergence qui sont satisfaites dams la plupart des cas, et en
particulier dans ceux quj nous intéressent. Par conséquent, nun état gueicongue est
entiéremeni défini par sa décomposition sur ce systéme,

Cependant tout systéme géneralisé ne posséde pas les mémes propriétés. Notre
intérét se porte naturellemeni sur ceux dont le comportement dynamique évoque
celui des systdmes classiques. Il existe un critére de choix de I'état ¢}, fondé sur
les propriétés de 'algébre de Lie associée au groupe G, et qui permet de construire
les états cohérents les plus proches des états classiques (el tels qu'ils correspondent
sux définitions employées usuellement).
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a) Etat cohérent de Voscillaieur harmonique

Le groupe de Lie qui va générer les états cohéreots esi le groupe de Heisenberg:
Weyl W,, dont les générateurs, éléments de 1'algebre de Lie W, sont représentés par
des combinaisons linéaires des opérateurs ¢ et f et de 'identité, agissant sur l'espace
de Hilbert H ~ £*(R). Ou sous une autre forme, pat a,a* et 1. Un élément de W,
peut s'écrire de maniére générale:

T =il + %(pq ~gp) =il + zma* ~ ua . (3.4)

La relation entre les opératenrs ¢, et a, a* fournit la valeur de z, qui est une variable
complexe sans unité: z; = (g+ip}//2k. Les éléments du groupe s'obliennent & partir
de ceux de I'algébre par exponentiation, et peuvent étre représentés par:

e = eic‘.lena"-lr-ﬂ R (3_5)

Le critére de sélection de I'état fixe propose le vide |0}. L'état cobéreot s'écrit
alors:

fhe(c, 35, B)) = e B0 0} (3.6)

La premiére exponentielle n'introduit qu'un facteur de phase. Tandis que la par-
tie en e modifie I'état d'un autre facteur qui correspond & la normalisetion. La
démonstration utilise Ja formule connue de I'exponentielle de la somme de deux
opérateurs qui l'un et 'autre commutent avec leur commutateur commun, fe déve-
loppement de I'exponentielle et le fait que a* |0} = 0, ¥k 2 1. On peut se contenter
généralement d’une définition simplifiée, mais qui ne fournit pas un éiat normé:

l¥p(ze)) = €2 |0) = | 2z) . {3.7)

En développant sur la base de I'oscillateur barmonique, il suit :

ENE v I (38)

n=0

L'état normalisé sera qualifié d'un indice N. Comme (2,2} = exp(|z/*), il suit:
|3}, = P 3 2|5y (3.9)
y ooval '

Entre autres propriétés, I'étai coberent de 'oscillateur barmonique est vecteur
propre de I'opérateur d’annihilation:

alznt, = zla), . (3.0}

De plus, le changement de coordonnées suivant sera utile dans la discussion des
sections des fonctions de Husimi (voir §4.2.1). A z, sont associées les variables po-
laires ( 1y, p,) avec la relation zy = /T, expiyy. On désigne alors cet état par |1, ).
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b) Etat cohérent du spin

Les états cohérents de spin sont geénérés par le groupe SU(2), dont les éléments
peuvent etre représeniés par les matrices unitaires de déterminant +1 et que l'on
peut paramétirer par la matrice swivante ;

( cos B sin fe*? )

—sinfe™* cosfe~'"

(3.11)

Selon le critére de sélection, I'état fixe de hase est 'état propre de 5, de valeu:
propre maximale ¢'un spin guelconque 5 : |5, +s)(= |s)). Un opérateur corres-
pondant & la représentation est exp(z,5- — Z,5. ) (le paramétre n n'introduit dans la
représentation gu’un facteur de phase). Comme dans le cas de 'oscillateur harmo-
nique, cet opérateur ve générer un état normé. La démonstration en est cependant
plus délicate {certes, S; | s} = 0, mais [S4, S_] = 25; ne commutie ni avec 5, ni avec
S_; la formule de ’exponentielle de la somme d'opérateurs n'est alors plus triviale),
et pour les détails on se référera a Arecchi et al. [35]. On peut ici aussi se simplifier
la tache en commengant par définir un état non normé:

() = e [s) = |z) . {3.12)
Un état différent, mais aux propriétés similaires, peut se construire par l'action de
exp(Z,54) sur J'état fondamental [s,—s)(= | —s}).

Le développement de {z,) sur la base du spin donne :

|;,)=2'_ (2“);."‘|.s—m), " (3.13)

et aprés normalisation :

[z.) . (3.14)

La variable z, s'interpréte géométriguement comme la projection stéréographigue
sud dans le plan complexe d'un point d'une sphére décrit par les angles € et ¢

“ il = (ng ny ;) = (sinfcos ¢, sin Fsin ¢, cos F)
— z,() = -n-;-:t—g-"i = tang-e‘."’ . (3.15)

Exprimé directement en fonction des angles, 'état cohérent normé peut s'écrire:

|7} = Z' (f: )(cosg)_‘"_"’{sin g)'"e'l"'ﬂs-m) . (3.16)

m=0
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Comme pour I'oscillateur harmonique et pour les mémes raisons, 1l est utile d’in-
troduite un couple de variables d'angle et d'action (I,,,}):

fo

1,= ={1 —cosf) = sin g ) v, =, (3.17)

[

D’ob ]'état normalisé :

12, = o), R_)\/We‘"‘“"is—m- (3.18)

3.1.2 Q-symboles

Un des différents moyens d'atinibuer & un opérateur quantique une fonction classique
de I'espace de phase (voir au chapitre 4 les propositions de Wigner et Husimi) consiste
a prendre la valeur moyenne de 1'observable sur I'état cobérent normé de I'espace
associ€. Il en résulte donc une fonction des variables qui caraciénisent 1'éiat cohérent,
que ’on appelle Q-symbole et gque I'on note:

alz) = Wz bAl2e), . k=bs. (3.19)

Les Q-symboles tirent leur nom d'un opérateur §{z), le projecteur sur J'éiat co- '
bérent |z:); la fonction ag{z.) correspond alors & la trace du produit Q(z;‘)j
On désignera par ao b le Q-symbole ascocié auw produit d'opérateurs AB. En
général le Q-symbole d'un produit d'opérateurs n'est pas le produnt des Q-symboles
ao,b# agh,

a) Q-symboles associés an boson

La propriété {3.10) de 1 'état cohérent fourmit de maniere immeédiate les Q-symboles
des opérateurs de eréation et d’annihilation :

o = dalalnl), = pnlnls), =5
e} = (zlat|n), = Wniflzn), =5, {3.20)

Il suit directement les Q-symboles des opérateurs de position et d'impulsion § et -

% = plaldlan), = Eulnlat +alz), = VER() = ¢
Pe = wlmlplnl, =iyialat —alz), = VES(n)=p. (3.21)
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I.e hamiltonien quantique de l'oscillateur harmonique est:
[ + 1
Hom = E(q +3)=hw(aTa + E) . (3.22)
el son Q-symhole:
h w, 5 Z
on, = y{niHog|a), = 5(¢ +p +h). (3.23}
Le hamiltonien classique de oscillateur harmonique Hoy = w/2 - {¢? + p*) corres-

pond donc a la limite & — 0 de Ahop,.

b) Q-symboles associés au spin

Les Q-symholes, de méme gue les états cohérents, s’écrivent comme fonction d'un
vecteur sur la sphére §?. Celui construit sur 1'apérateur S s'ohtient soit par caleud
direct, soit vie un développement sur Jes fonctions sphériques {36}:

5, = (7|5|7) =si. (3.24)

A un opérateur de spin dont le dimension de moment cinétigue est rétablie corres-
pond donc un vecteur sur une sphére de rayon & = hs.

Le hamiltonien d'un spin dans un champ magnétique uniforme B, paralltle &
I'axe O, et qui ne dépend pas du temps, & la forme suivante :

Hs = hunS, . (3.25)
D’ot son Q-symhole: .
hs, = wphsn, = wySn, = w2 , (3.26)
aver § = (X, W, 2) = E(ns,ny, s )
La transformation
L=z, tan ¢, = % (3.27)

restitue & hg, les variahles canomiques introduites en (1.27):
h,_g‘ =wpl, = Hs . (328)

Cette fonction peut donc étre considérée comme le hamiltonien déerivant un spin
classique.

La constanie k figure implicitement dans le rayon de la sphére S qui 2 une unité
d’action. De maniére générale, le mioyen utilisé pour définir rigoureusemeni une
limite pour le spin est de postuler que la taillle de l'objet classigue est fixe, et par
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conséquent qu'on fait tendre simultanément h vers 0 et le nombre quantique de spin
s vers I'infini en assurant 1'égalité hs = S = cste. De plus, cette méthode per-
met de lever un paradoxe. En effet, le rayon de la sphere apparait naturellement
conime la valeur moyenne de la composante = du spin sur un étal extréme (= hs).
Cette grandeur ne coincide avee la racine de la valeur moyenne de I'opérateur §?
{= hy/s(s + 1)) que dans la limite que nous avons définie.

L'expression du Q-symbole peut s'obtenir & I'aide d'en opérateur différentiel pour
tout produit d’opérateur du type $4 [36):
~ 1 -~
(Foa)(i) = [,ﬁ+ %mv,,_gm\(ﬁn ¥ agtd) | (3.29)
; 4

ob ag(#) est le Q-symbole associé & A.

3.1.3 Ilusirations élémentaires -

Ce paragrapbe a pour but d’éclairer le réle joué par k dans le processus d'atiribuiion
d’une himite classique, ceci & travers I'étude de J'évolution des étais cobérents, et de
I'estimation d’écaris quadratiques mavens dans deux cas tres simples. Seront com-
parées 1'évolution classique, dictée par les éguations de Hamilton, et les évolutions
quantiques dans les images de Schrodinger et de Heisenberg. Rappelons que ce sont
les éiats qui supportent la dynamique dans la description de Schradinger, alors que
ce role est dévolu aux opérateurs dans celle de Heisenberg.

a) Oscillateur harmonique

» Dans le cas classique, la variable 1 = ¢ + tp, qu permetl de condenser la nota-
tion, évolue comme r(1} = roe~™", avec gp = R(rg) et py = o). Le mouvement
déerit donc dans l'espace de phase un cercle de rayon 25 /u.

¢ Dans l'image de Schrédinger, la dynamique se manifeste via l'applicaiion de
l'opérateur d'évolulion Uy = exp{—iHopt) sur Iélat |z,). Le résuliat obtenu
est un état cohérent associé & la variable dépendant du {emps zu(t) = 2y exp{—iwt).
Le caleul sur cet état des valeurs moyennes des opérateurs ¢ et p donne exactement
le résultat classique.

+ Ce méme résuliat s'obtient par la résolution des équations de Heisenberg pour
I'annihilatenr et le créateur (a(t) = exp(-iwt)a), puis en caleulant leurs valeurs
moyennes sur des états cohérents fixes.
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o Ces derniéres expressions sont uiilisées pour déterminer les écarts quadratiques
moyens sur § et p:

Ad=Ap= \/g (3.30)

Ces écarts ne dépendent pas du temps, jes états ne suhissent donc aucune dispersion
et restent d'incertitude minimale puisque, selon le principe d'incertitude de Heisen-
herg: AgAp > A/2. C'est pour cetie raison qu'ils sont appelés états cohérents.

b) Spin

¢ Dans le cas classique, le hamiltonien Hs ne dépend que de 'action I.; celle-ci
est donc invananie I.(t} = o = c¢ste, de meme que la composante cartésienne
Z. L'angie . dépend donc linéairement du temps ¢,{t) = wo + wet, résuliat qui
s'interpréte comme un mouvement de précession de fréquence wo autour de J'axe de
symétrie 0,. Ce phénomene est connu sous le nom de précession de Larmor.

¢ Dans I'image de Schrdinger, 'opérateur d’evolution U, = exp(—;‘;Hgt) appliqué &
|z, } donne un nouvel état cohérent associé a la variable dépendant du temps z,(t) =
z,exp (iwyt). Dans sa représentation en ierme d'angle et d'acticn, la dépendance
temporelle se reporte sur le seul angle ¢,, et de maniere exactement identique au
cas classique.

e On retrouve ce tésultat en calculant les valeurs moyennes sur 1'éiat cobérent
fixe |} des opérateurs dépendant du temps 5,(¢), r = z,y, #; leur évolution est
donnée par la résolution des équalions de Heisenberg: S (£} = exp (iwot) 54, S:(t) =
5, =cste.

e L'expression (3.29} permet alors de calculer 1'écart quadratique pour I'opérateur
vectoriel 5§ = (5:, 5. 5:):
AS =5,

ou, si I'on rétablit 'unité de moment cinétique:

AS' = hy/5 = (3.31)

5
Vs
Ces éiats ont eux aussi une dispersion nulle. Ei cet écart tend bien vers § dans la
limite que nous avons définie.

On retiendra de ce paragraphe qu'il existe des cas élémentaires oi des états cohé-
rents le restent au cours de leur évolution. La causeen esi simplement la linéarité des

equations dynamiques. Cetie condition est remplie lorsque le hamilionien du boson
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esi de degré 2, et celui du spin de degré 1. Dans I'approche de Heisenberg, cette
propriété se iraduit par le fait que I'ordre des opérations *Q-symbole” et “évolution”
est indiflérent. En eflet, le systeme dynamique obtenu a I'aide des é¢quations de
Hamillon issues du Q-symbole du hamiltonien quantique orginal est strictement
identique aux Q-symboles tirés des équations de Heisenberg qui découlent de ce
méme hamillonien.

3.1.4 Application an modéle spin-boson

L'espace de Hilbert des états du systeme spin-boson généralisé est un produit ten-
sotiel H = G+ & T des espaces associés & chacune de ses parties. Un état cohérent
global peut se construire simplement comme produit tensoriel des états cobérents
agissant sur chacun des espaces élémentaires:

[ze.2) = |2,) ® | %) - (3.32)

Le groupe sous-jacent est alors Wy ® SU(2). Le Q-symbole de H, (1.18) vaut:
wlzo sz, n), = g (4P) +woZ + 3" qX - X pY =H,,  (3.33)

ceci quelle que soit la valeur de k. Dans le cas de la limite classique i — 0,5 — o0,
en exigeant hs = § = cste, M, est également le Q-symbole de la forme {1.19) de H,.

Comme indiqué au §1.2.4, le systeme dynamique généré par H, esi structurelle-
ment identique i 'ensemble des équations de Heisenberg consiruites sur H,. Mais
on ne peut restreindre le probleme quantique & ce systeme dynamique, car dans ce
cas, au contraire des exemples simples présentés dans le paragraphe précédant, la
cohérence d'un éial sera détruite sous I'évolulion, du fait de la présence de termes
de couplage dans H,.

3.1.5 Modéles consurrents

Selot la hitiérature, Je modele spin-boson apparail sous difiérentes formes. Dans ce
paragraphe (qui a fait I'objet d'un chapitre de Ja publication {30]), nous démontrons
gu’il faut distinguer deux systémes non €quivalenis qu'on assimile souvent i tort
(Milonui et al., [25], par exemple). Pour cette discussion, nous iraiterons le hamil.
tonien dans sa version spin-boson (¢'est-d-dire e = 1 = A+ = X A~ = ().

Les équations diflérentielles du premier ordre qui déterminent I'évolution de la
partie bosonique du systéme sont souvent écrites sous la forme d’une seule équation
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du second ordre; les deux premieres équations de (1.32) deviennent:
§+wg=—dwd . (3.34)

Or P'équation qui décrit le champ est souvent déduite directement des équations de
Maxwell [23): .
A
§rwg=-4&. (3.35)
w

Cette derniere équation peut se décomposer en:

il

¢
P = —wg. (3.26)

b Aag
wpt oA = wpm 7Y

L'ensemble composé du systeme {3.36) ¢t de la partie décrivant la dynamique des
variables cariésiennes de spin du systéme (1.32) regroupe en fait les équations cano-
niques du mouvement issues du hamiltonien suivant:

w

) A?
so= 5 (¢ +77) + w2l ) + AU p) + XN Loe), (337)
auque] serail imposé le cbangement de variables :
4 A i
g=¢-=& , pr=p- (3.38)

Ce nouveau hamiltonmen est lié a celui gui nous sert de base par la relation simple:

, X
H:‘S‘B{qluplw‘f’za ].z) = HSB(Q =q,P= pJ:‘P.{: I;) + EXZ(I:NP:) f {339)
o Hsp = Hezy. 1l est donc faux de les identifier.

La question est de savoir s'il exdste un bamiltonien quantique Hgg décrivant un
spin ¢ = 1/2, ei dont le Q-symbole est Hp-

Hsp est le Q-symbole de Hsp. Il reste & déterminer un opérateur gquantigue tel
que son Q-symbaole soit A?/2w - A%, Mais le calcul du Q-symbole de 52, & I'aide de
(3.29), mepe a:

2
§'n = in'_l [(s= 05:) — —g: , (3.40)
expression qui n'est pas définie pour s = 1/2. X7 est donc lié au Q-symbole de tout
opérateur 52, pour sutani qu'il décrive un spin de nombre quantique 5 > 1.

Tout opérateur autre que 52 n’entre évidemment pas en ligne de compie. Nous
pouvons donc conclure que les équations dynamiques présentées par Milonmt et al.
ne peuvent provenir d'un bamiltonien quantique ne comptant gu'un spin 1/2.
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Notre article présente une méthode sensiblement difiérente car il n'y était pas
question de limite classique via les Q-symboles. Nous associions & la valeur moyenne
d’une observable quantique Ja variable classique correspondantie, et nous postulions
que la valeur moyeune d'un produit d'observables factonsait.

La version la plus générale d'un bamiltonien comprenant un spin s = 1/2 est la
suivante (compte tenu que §2 = $2 = §¥=1/4-1)

Ho(4,51 501 5, 5.) = hold, ) + h1(d. $)Se + ha( 8, 5)Sy + hsld.$)S. . (3.41)
Il n’existe pas d'ensembie d’opérateurs ki i=0,...,3, tel que ia factorisation des

équations de Heisenberg de H, donne le sysiéme décrit plus haut. Les conclusions
sont donc identiques.
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3.2 Représentation de la phase.
Limite des grands nombres d’excitations

Une publication récente due & Bialynicki-Birula {37] propose une représentation des
¢tats du cbamp et des opérateurs de création et d'annihilation en terme de phase,
ainsi qu'une approximation pour les grands nombres d'exctations ng (c’est-d-dire
de pbotons). Nous avons montré [38] gue cette représentation équivaut a considérer
des opérateurs dérivés d'un opérateur de phase unitaire proposé pai Pegg et Barnett
{39]. L'objectif de cetie section est d'appliquer 'approximation au modéle spin-
boson. Nous montrerons que le systeme obtenu possede des propriétés dyoamiques
semblables & celles du modéle onginal. La démonstration a éi€ publiée en {40]. Cette
méthode nous permetira de travailler sur un échantillon borné du spectre, localisé
autour d'une valeur élevée de l'énergie de l'oscillateur barmonique fixée arbitraire-
ment. On parle alors souvent de limite semi-classique pour le champ, car si son
énergie est fixée, la limile ny — oo s'accompagne de lz Limite A — 0 [41], tandis
que le spin reste quantique. C'est dans ce sens qu'il faut comprendre ici le terme de
serni-classique,

3.2.1 Représentation de Bialinycki-Birula

Cette représentation associe & un état propre de |'oscillateur barmonique une foaction
d'une phase ¢

notm) — €™, (3.42)
ou ny est un décalage arbitraire des valeurs propres. Elle associe aux opérateurs

conventionnels a el a* de nouveaux opérateurs ep et a} qui agissent sur les fonctions

de ¢

€7 (ny + pa)t
(n0 +pa)t €, {3.43)

oit pg = —id/dd agit sur Vespace de Hilbert L*(0,27), et oil py et ¢ satisfoni In
relation de commutation canonique: [¢,ps] = i

Ces deux opérateurs (ains que le nouvel opérateur “ nombre d’excitations” Np =
ahap = mo + pg) vérifient les propriétés des opératenrs d' ong;me & condition bien
siir que ny + pg 2 0.

L'idée de 'approximation est de considérer un grand nombre d'excitations, puis
de développer les racines:

. 1 . _a'
e = Vs et 10 (ngh)
B noe +2\/EE Ps+ 0| mg

1

a —t ap

1

at  — e}
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. L. -2 . !
o= VR e 40 (n0=) . (3.44)

3.2.2 Application au modele spin-boson

Nous travaillerons sur le hamilionien Hsp (1.18). Mais la généralisation & H, est
immédiate. Nous allons considérer si, dans ceriaines approximalions, Hsp exprimé
en fonciion des variables de phase peut condnire au méme ensemble d'équations dy-
namiques que Jorsqu’l est écrit dans ses variables naiurelles.

TUne premiére tentative consiste & substituer dans Hgp 'approximation & l'ordre
O(ng”"] des opérateurs d’annihilation et de création a; = /mpexp(—i¢) el af =
+/Toexp(id), pour obtenir un hamiltonien qu'on notera H;. Mais celni-ci ne présente

aucun intérél puisqu'il ne dépend pas de pg.

La substitution des développements (3.44) dans Hgg puis Papproximation &
l'ordre O(ngm) ménent av bamiltonien:

fi —
Hl = hw(ng + pe) + hwoS: + \/%2&)\\;’1105, cos ¢ , (3.45)
don{ ies équations de Heisenberg sont:

S::

% (H}, Se} = —wp Sy

% iH!,5,) = woSa — @m,ﬁ;s, cosd

sa
|

- ' "
S, = %[H;,S,}=\/;2/\\/n_05wcos¢

. 1 ,
$ = ;IH d=w

) - o i
Ps = %Iﬂnpds] = \/%2)\\;’558: sin¢ (3.48)

Ce systéme n’est pas semblable & celui dérivé du modéle de base, dans lequel figurent
notamment les équations suivantes, qui décrivent |'évolution des opérateurs ¢ et ¢™:

h
Lo s _.{_Ar
a fwa — 1 7 5

* oo dwa+ i\@m . (3.47)

a.
Il
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Or ici, les équations pour e, et a qui découlenti de (3.46) sont:
t .
@) = N (H a1) = Vreiw [Pé: e"¢] = —twa !

at = -;I [H;,a:’] = /noiw [pé,, ei‘b]

“

wwal . (3.48)

Ces opérateurs ne subissent pas la “réaction de retour” des spins qui est caracié-
ristique du couplage que présente le modéle dans sa version complete. Dans cetie
approximation, le sysiéme prend la forme d’un modéle non autonome construil par

Autler et Townes [42], [43] dont le bamiltonien est:
Hur = hwpl, + 2BX'S; coswi (3.49)

et qui ne donne pas lieu a des comportements irréguliers.
A vrai dire, la forme H| est incohérente du fait que le terme qui décrit I'oscilla-

teur harmonique nécessite un développement & 'ordre O(n;”z) des opérateurs ap
et a}:
—i¢ 1
e = /ot 14 —ps
2ng
ay = Jm (1 + ipd,) e, (3.50)
2ny

alors que le terme de couplage ne tient compte que des contributions des @, el af.

La cobérence est rétablie par la substitution des opérateurs e; et a dans le
terme de couplage de Hsg, puis par Papproximation & l'ordre O{ng?). I reste alors
le bamiltonien: .

H, = hw(ne+ps)+ huoS:

A 1 . p '
+ \gms, [2\/n“acos¢_+ T (g-wp¢+p¢e-¢)] S

Les équations du mouvement du boson deviennent:

, Y
a, = %[Hz,az] = —iway — i\/;ASg + O(ﬂ-gl)

- h
at = -;:[Hz,a.'z"]=z'wa;+:'x/;)‘.9,+0(n;1). {3.52)

Dans la limite des grands ng, ces expressions sont exaciement équivalentes a (3.47).
Les équations pour le spin sont évidemment:

S = —wpSy
$ = weS.— \/;\S; (af + a2)
@As, (a3 +a2) . (3.53)
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En conclusion, il apparait que les équations d'évolulion de Heisenherg exiraites
du systeéme dans la représentation de l= phase et dans l'approximation d’ordre O(np")
reproduisent exactement celles du systéme original. I y a donc un sens & étudier
les caractéristiques de H, (3.51}. I y a également de l'intérét a travailier sur ses
propriélés spectrales (elles seront I'objet d’un paragraphe du chapitre 4) car cette
méthode nous permet d’accéder & tout intervalle borné du specire centré auntour
d'une valeur de ng suffisamment é&jevée.
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3.3 Sur la pertinence d’une limite pour les petits spins

L'étude des fonctions de Husimi associées au modele spin-boson ne se révele inté-
ressante numériquement que si 'espacement moyen entre les niveaux d'énergie du
boson est nettement plus faible que celni du spin. Une explication qualitative sera
formulée au chapitre 4. 1l est donc nécessaire de considérer 'oscillateur harmonique
dans une limite semi-classique, en gardant le caraciére puremeni quantique du spin.

Ceries, le probleme numérique que nous devons résoudre est typiquement quan-
tique ¢l ses solutions sont indépendantes de l'interprétation que l'on peut douner
aux différents facteurs du hamiltonien. Mais le systeme classique de référence et ses
propriétés en dépendent fortement.

D'une part, nous pourrions décider que les quanta d'action des deux parties du
systeme different, et atiribuer & chacune d'elle une constante k distincte (i.e. fiz pour
Ie boson, libre et qui tend vers 0 dans notre Limite; et &, = S/s pour le spin, fixée
par le nombre quentique s et le ravon S de la sphére classique associée). Dans ce
cas, 'objet classique associé (le Q-symbole) reste le bamiltonien décrit plus baut H,.
Une Lelle interprétation ne semble pas pbysiquement trés pertinente (ou est méme
paradoxale), mais formellement, la démarche est claire.

D’auire part, il est possible d'introduire dans le bamiltonien quantique une nou-
velle constante n sur laquelle porte la Eimite. Sait:

B, = hy'wata + huwol, + ﬁ‘/gnl [S+a +85.at 4 (5+a+ + S_a)] , (3.54)

ou 7 apparait comme un facteur multiplicatif de la constante +A, mais seulement
lorsqu'elle se rapporte a 'oscillateur barmonique. Le bamiltonien classique quele Q-
symbole associe 3 H, préserve le facteur 5 sur les termes correspondant aux modules
qu'il multipliait dans le cas quantique. Il s’écrit maintenant:

. w ) _

?'L = 1}75 (qz -+ pz) + woZ(L, ’P:) + 7 (AJ"QX(IH ﬁa:) - py(]xt(}oz)) - (355)
Le changement de variables ¢’ = nq , p' = up permettrait de retrouver Hsp, mais
il est évident que ceite transformation, qui représente une dilatation d'un facteur 5
dans J'espace de phase du boson, n'est pas canonique. Les équations du mouvement
exprimées en Lerme des nouvelies variables sont:

¢ = 7 (wp' = A7Y)

= 1?2 (—wq' - )i+X)
= —u)oy - )\'p'E
wpX — Atg'Z
= MeY+Aapx. (3.56)

to. S P e
I
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Dans la limite 5 — 0, la partie bosonique se fige, tandis que le mouvement du spin
correspond & une précession autour ¢ un axe qui dépend maintenant des coordonnées
¢’ et p', & variation lente:

. — (.)1+q“ —/\'p',wo) .
Par conséquent, un lel sysiéme ne présente plus d'intérét pour 'étude d'une éven-
tuelle transition de la régularité au chaos.

Une redéfinition de I’éiat cobérent donue en mpparence un moyen de coniourner
I'obstacle. Le candidat devra satisfaire une version modifiée de la propriété (3.10),
a savolr:

), (3.57)

o

Cetie condition est remplie par 1'élat défini comme suit:

LI

alz), =

= e

15, = en(Z)0) - (3.58)

Si’on construit de nouvelles variables § et p & partir de et de son conjugué, dela
méme maniere que g et p & partir de 2 et 3, le Q-syrbole (défini & 'aide des | £} )
de Hsp devient alors:

L

H'= 5 (§+5) +wZ(loe) + 350X e) - VPV(ees) . (359)

qui n'est antre que H, exprimé & l'aide de variables différentes. Dans cetie in-
terprétation, c'est I'élat cohérent lui-méme qui prend entitrement en charge la di-
latation de I'espace de phase de I'oscillatenr harmonique introduite par la constante
1. Alors son évolution triviale sous H, ne correspond pas & celle de ?:LJ, mais &
celle de H,, pour lequelle I'oscillateur barmonique tend & I'immobilité, T y a done
contradiction, et dans un cas comme dans I'auire, la confrontation & la dynamique
s’avére trés problématique.

D) est clair que parler de limile semi-classique d'un sysiéme qui comprend un spin
1/2, ét comparer dant ce cas des propriéiés quantiques & des propriéiés classiques
est absolument irrespectueux des réalités physiques. Mais on vient de voir que si
I'on tient & rester au plus prés de ces réalités, le probleme tel qu'il est posé perd de
son intérét. La perspective proposée, soit d'utiliser %, et &,, est mathématiquement
correcie el expérimentable numériquement. Cependant elle iraiie le modéle non
plus comme l'image d’un sysiéme physique, mais plutdt comme une consiruciion
théorique qui nous permeitra d'aborder de nouveaux concepts (démarche d'ailleurs
trés fréquente dans le damaine du chaos).
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4 Spin-boson quantique et chaos

La mécanique quantique est construite de telle maniére que tout systéme autonome
est complétement déterminé par le spectre et 'ensemhle des fonctions propres de
son hamiltonien. Dans ces objets sont contenues touies Jes informations relatives
a un éveniuel comportement chaotique du sysiéme. Ce chapitre se divise en trois
sections: la premiére présente quelques propriéiés analytiques de F,, qui sont en
rapport avec sa diagonalisation et qui facilitent le traitement numeérique nécessaire
dans les deux suivantes. Celles-ci n'ont en commun que le medéle de base, puisque
Pune traitera du specire et 'autre de certaines fonctions propres, ceci pour des Limi-
tes semi-classigues a entendre dans un sens différent dans Pun et l'autre cas.

Tous les résultats numériques présentés dams ce chapitre ont trait au systéme
composé d'un spin s = 1/2, donc dans sa forme quantique extréme. Dans ce cas, et
c’est I'objet de la premiére section, H, devient diagonal par blocs sous une trausfor-
mation unitaire que nous avons généralisée, et qui s'appuie sur le fait que 'opérateur
de parilé¢ qui commute avec le hamiltonien prend une forme simple lorsqu’il est as-
50¢i€ & un spin s = 1/2. Nous montrerons que lorsque ¢ = 0, le systeme admet une
solution exacte. On peut alors en déduire les caractéristiques du spectre.

Dans une deuxéme section, nous présenterons une étude des statistiques spec-
trales dans I'“approximation de la phase” (dont une description précise est fournie
dans la section 3.2). Un paragraphe résume I'ensemble des données connues sur
le spectre du systéme spin-boson et permet de justifier notre démarche. Les para-
graphes suivants soni consacrés aux sspects numériques du prohléme; d’abord a
la construction d’un hamiltonien qui puisse étre disgenslisé dans les meilleures
conditions, puis & la présentation et & la discussion des résultats des expériences
numeriques: 1'étude comparative d'une tramsition en ¢ dans la statistique spectrale
du modéle original et du modéle approché.

5iI'étude du specire permet de définir des classes d'universalité (qui ne sont pas
ahsolument rigides puisqu’un certain nomhre de systemes y échappent, et en parti-
culier celui qui nous intéresse), I’étude des fonctions d'onde n'est pas encore parvenu
a un développement qui fasse I'unanimité. Les choix ne soni pas immédiats, ni d’une
représentation pour la fonction d'onde, ni d’un critere qui permette de définir les
notions de régularité et de chaos. La représentation choisie dans la troisieme section
de ce chapitre est la fonction de Husimi, et le critére d’ordre la distribution de ses
zéros,

I s’agira dans un premier temps de définir rigoureusement cette fonction et de
préciser ses liens avec la distribution bien connue de Wigner et avec les Q-symholes
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introduits au chapitre 3. Les objeis ainsi construits dépendeni de quatre variables
canoniques. Toule tentative de représeniation graphique passe par diflérents types
de projections ou de sections que nous présenterons dans un deuxieme temps. Enfin,
la derniere étape théorique consistera en la discussion du choix du critére des zéros
el de Iz complétude de Vinformation qu'ils contienneot.

Usn paragraphe sera consacré a formuler le probléme de telle sorte qu’une expé-
nence numérique soil possible. Il s’agira de franchir toutes sortes d'chstacles que
constitue le travail avec de grandes matrices, des polynomes de degré élevé, ou des
nombres d’ordres de gracdeur tres différects. C'est dans cette partie qu'apparaitrent
les difficuliés sumérigues qui reodent trés délicate 1'étude d'voe transition par rap-
porl au sombre quantique de spin.

La derniére partie portera sur I'expérience numérique elle-méme; a savoir, 1'étude
d'une transition en ¢, qui montrera alors que le sysi¢me présente des traces de chaos,
lorsque sa coolrepariie classique esl chaotique.
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4.1 Diagonalisation de H,

Cette section concerne 1'équation de Schrodinger H, |[4¥F) = E|¢F) el sa réso-
lution. Elle est un préeambule aux problemes du chaos abordés daus les sections
swivantes.

4.1.1 Parité

Dans le cas d*un spin s = 1/2, la partie de I'opérateur de parité P (1.25) relative an
spin agit sur la base {{s = 1/2,m = %1/2) = |+ )} comme un multiple de 5,:

(1) x) = (-1)FFF |4) = 2|2} =25, %) .
Soit T = {—1]°+°; alors la parité s'écrit:

P =1TS,. | (1)

Soit la transformation unitajre engendrée par l'opératenr:
U= S5.(14T)+5(S: - S)(1-T). (4.2)
Sous I'action de cet opérateur, la parité se transiorme comme:
P =UPUt =25, . (4.3)

C’est-a-dire que dans cette représentation, parité et composante du spin sont con-
foudues. Donc, en vertu du fait que [P, H,] = 0 {1.26), les états propres de f,
transiormés par U sort également états propres de S,. Cet opérateur est alors cons-
titué de deux blocs indépendants, chacun n’agissant que sur une composanie du
spineur. Cette transformation est proche de celle utilisée par Shore el Sander [44],
et nous allons voir de quelle maniére elle modifie le bamiltonien H,.

4.1.2 Transformation de Shore et Sander généralisée

La transiormation appliquée séparément & chaque lerme de H,, indépendamment
des constantes qui les multiplient, donne: *

UataUt = a'a
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USU* = ST
U(Sy0+Sa*) U = % (a* +0) 45 (a* - a)T
U(5.0+ 8,07 U% = g{e*+a) =S (" —a)T. (4.4)

D'ou le hamiltonien Hgs, = UH, LT

R, ATILe .
Hsse = hwa*a-{-ﬁwgS,T-!—\ Eh-i [-—2- ( + a') +(t—€} S, (a"’ - a) T] . (4.5)
Cette transformation généralise celle de Shore et Sander en ce sens que H, con-
tient (du moins implicilement) les trois opératenrs de spin S, 5, et 5., alors que
la transformation originale s'appliguait & un hamiltonien ol n'en figuraient que deux.

La présence de 5. comme seul opérateur de spin confirme qu’ancun mélange de
composantes n'a lieu Jors de Vapplication de H¢s, & un élat quelconque. La forme
matricielle de cet opérateur esti:

toeo= (4 5] (46)

ok A et B sont deux blocs qui agissent respectivement sur les composantes + el
— du spineur, et qui ne dépendeni que des opéraieurs bosoniques. Alors les états
propres de Hggs, se sépareni naturellement en deux sous-ensembles selon la seule
composanie de spin qui les constitue et qui est également leur parité:

95) = SE.itm)
E) = fjaf_“ —n) . (4.7)

n=0

L’application & ces éiats de Ja iransformation de Shore et Sander inverse donne les
états propres de H,: |9F} = U7 |¢F ). Leurs coefficients sont:

_ &, sin=2k
1 -— .
. 7" 0 sin=2k+1
1 : = RS-
panié + E. o= 0 sin=2k k=012,
-fm T Ei" sin=2k+1
£ = 0 gin=2k
in = -E .
s, i j -l . sin=2k+1 _
parité — s e sin=2k k=10,1,2,... (4.8)
SEL R sin=2k+1



Eléments de matrice

La transformation maintient diagonaux ies termes qui 1'étaient a 'origine dans H,:
{m,n|Hss. |m,n) = hen +(-1)" howem . (4.9)

Comme les opérateurs a et a* n'apparaissent pas & un ordre supérieur & 1 (sauf dans
le terme a*a, diagonal), les hlocs correspondant a chagque composante du spin sont
tridiagonaux. Chaque bloc est également symétrique:

{m,n+1|Hss.|m,n}) = {(m,n|Hss, |m,n+1)}

h_A €
= \/;ﬁ-i\/n +1 [-l-m}- +{l—€)(—1)"m| . (4.10)

Le contenu du crochet vaut:
1 s m=+1/2 et n pair
m=~—1/2 et » impair

. m
£ 51
m

Sie = 0, un élément non diagonal sur deux disparait, et par conséquent la matrice
hamiltenienne est constituée d’un ensemble de blocs de matrices 2 x 2. Le probleme
aux valeurs propres est alors résoluble analytiquement. Le calcul en est présenté
dans le paragraphe swivant.

+1/2 et n impair
—1/2etn pair

4.1.3 Solutions du modéle de Jaynes et Cummings

Précisons, avant de résoudre le probléme, qu'il v’y a pas de relation de causalité
connue emte Yexisience d'une constanie du mouvement supplémentaire naon iriviale
(1.24) et celle d'une solution analytique.

Composante “up” (m = +1/2)
La matrice A (4.6) représentant cetie composante possede alors le long de la dia-

gonale une succession de blocs matriciels M} de dimension 2, et qui agissent sur la
base: {|+,n), |+,n+1}} pour n =0,2,4,... respectivement;

My

A= MY . {4.11)

75



Chaque hloc s la stucture suivante:

v &:‘.,/
M¥=h )J’“’" 11 n=0,24,... (4.12)
JEVEFT -2 tw(nd 1)
Leur polynéme caracténistique det{ M} — », 1) s'écrit:
RA? w
fzz{ri—w(2n+l)r++ (w’n——) (n41) - +T‘“°} , (4.13)

lntroduisons de nouvelles grandeurs:

b=w—uwyp, M:\EAVN+1,

qui simplifient I'écriture des racines de (4.13), énergies propres asssaciées & une parité
positive:

Bfnyy = hu (n + %) T -h-\/5= TX n=024,.. (4.14)

Ainsi, E} < E},, pour n pair, mais il se peut que E},; > EF,;.

Les étals propres normalisés associés a E sont donnés par les deux seuls coeffi-
cients non nuls:

5 . . §-JE 1A
H +.n+t =
J6- ) +x J6- Fmaan) +n

et ceux associés & E}, |, par les coefficients:

ft = al N i . SRR PR T
\/(6+‘/6=+,\3,)2+,\3 \/(6+\/6’+A3,)2+l3,

On vérifie aisément leur orthogonalité.

Le spectre de H, est identique & celm de Hgs,, el ses états propres, selon la
formule de transformation (4.8}, n'ont qu’un coefficient non nul dans chaque com-
posante du spineur:

v (418)

|$5= ) ef’.,|+n)+efi+x|—,n+1>

[9Ei) = E | 4in) 8 l-n 1) (4.17)

n
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Composante “down” (m = -1/2)

La matrice B (4.6) representant cette composante est formée d'un terme diagonal
suivi le long de la diagonale d'une succession de blocs matriciels M de dimension
2, et qui agissent sur la bese: {|—,n),|—,n+ 1)) pour n = 1,3,5,... respective-
ment:

B= My . (4.18)

La premiére valeur propre ei son vecteur propre s'obtiennent directement:
E; = —h?, |45 = |-, 0) . (4.19)

Les bloes M7 ont exactement la méme structuze que Jes blocs M, mais cette {ais,
ils sont désignés par un indice impair. Par conséquent, énergies et vecteurs propres
ont eux aussi une structure tout & fait identique, seuls les indices des formules (4 14)

{4.15) et (4.16) changeanti de parité. D'ot les états propres de H,:

|95 ) = "’"'i+n)+"_“"";+,|-.n+1)
| B ) Enss |+,m) +5_"ﬂ+;, [=,m+1) . (4.20)

Si 'on meodifie le probléme en réduisant Hgg, & une matrice de dimension finie
2N (en tronquant artificiellement la base infinie du boson), alors une valeur propre
et un vecteur propre d'un avtre iype apparaisseni:

ﬁ_w(N_l).f.ﬁ%‘ [§Ek-1Y) = |+, N —1) , si N impair.

- wy o
Bja = hwiN-1)-h=, [ $ER=1 )

+
Eya

[= N -1}, s Nopair. (4.21)

Ces solutions permelient de déduire quelques propriétés importantes du modéle.

Répulsion des niveaux

Counsidérons 1'énergie en fonction de la fréguence propre du spin wp, pour deux états
voising associés & E; et E} [18].
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Dans le cas oli A = 0, ces énergies valenl (n est choisi pair):

1 k 4 | we <
E;:hw(n+-)+§|w—wo| {hw(ﬂ+1) Fwp Slwp Sw

2 Twn+%wo slwy > w
s 1 h _ hwn+%uq siw Sw
E“.-hw(n+§)—§|w—wn| = M("+1)_%w° sium)w (422)

et présentient un croisement de niveaux i la résonance (w = wyp).
Et dans le cas od A # 0
- 1 Ry 2

Bt = hw (M%) -% (@ - wo) + 2. (4.23)

A la résonance, ces niveaux présentent certes un espacement miunimal, mais non nul:

E; —EX  =hi,

wswy

qui dépend linéairement du couplage A.

Le senl phénoméne de répulsion des mveaux n'est donc pas une preuve de chaos,
puisqu’il se manifeste également dans ce cas ot une solution enalytique compléte
existe. T} en est un indice, une condition nécessaire mais insuffisante et e recours &
la statistique est indispensable.
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4.2 Approximation de la phase.
Etude spectrale comparative

Les résultats de cette section ont &té publiés collectivement (40]. L'un des coauteurs,
Marvulle, a effectué le travail numérique et sa these [45] propose quelques détails
supplémentaires.

4.2.1 Survel des résulials connus sur le specire

Les résultats analytigues rencontres dans la hittérature ne concernent que des cas
particuliers de limite {au sens ol 'une des fréquences caractéristiques du probleme
est de beaucoup inférieure aux auires, et non pas au sens d'une transition de la
mécanique guantique 2 le mécanigue classigue). Mais pour un traval plus complet,
I'utilisation de méthodes numériques est toujours nécessaire.

» Dans un premier article [46], Graham et Hohnerbach proposent pour un seul
spin s = 1/2, une étude de la vanation des premiers niveaux d’énergie d’une parité
déterminée en fonction des différents parametres. Leur analyse est essentiellement
gualitative et ils n'ont pas enirepris de travail d'ordre statistigue. Iis observent
que Yaugmentation de la constante de couplage, gu est classiquement le parametre
d’ordre par excellence, occasionne un phénomene général de répulsion des niveaux
{un des indices du chaos guantique selon les théories specirales exposées au chapitre
1} et la suppression progressive de “ dégénérescences”, qui sont Je signe de grandeurs
physiques conservées.

Rappelons toutefois que la répulsion des niveaux n’est qu'un indice et non une
preuve de chaos. De plus, cetie éiude ne tient compte que de quelques-uns des
premiers niveaux qu'on néglige toujours dans un traitement siatistique. Toute con-
clusion relative au régime régubier ou chaotique du systéme serait prématurée & ce
stade.

» Des travaux statistigues sur la " distribution des espacements enire niveaux voisins”
appliqués an méme modéle ont été effectnés par Kué [47] et Steeb et al. [48]. Quels
que soient 'ensemble des parameétres ou les iransitions éiudiés par ce: auteurs, la
distribution P(x) ne ressemble jamais aux distributions standard de Poisson ou GOE
introdwites au §1.1.3. Tout au plus le systéme s’approche-t-il d'un simple oscillateur
harmonique, dans le cas résonant (w = wy) et pour couplage fort.

Ces résultats ont été oblenus sur un ensemble de niveaux assez restreint, et se
préient mal & une quelconque conclusion sur I'existence du chaos dans le modéle.
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» Lo méme étude statistique a été réalisée pour un systéme avec up plus grand
nombre de spin (N =9, Graham et Hohnerbach |49]) et pour le sysieme équivalent
d'un boson interagissant avec un alome a neuf niveaux (s = 9/2, Levenkopf et al.
{50]). Dens les deux cas, P(z) est de type GOE pour couplage fort, et dans le second
cas, le sysiéme présente une transition vers une courbe de Poisson comme ¢ — 0.

En conclusion, on sait denc qu'un systéme dont la partie décrivant le spin est
composée d'au moins neuf miveaux présente dans son spectre upe iransition d'un
régime régulier & un régime chaolique en fonction de ¢. On sait également que
lorsque le systéme ne compie que deux niveaux, les statistiques soni atypiques. Cette
propriété peut étre la conséquence de la nature de I'échantillon spectral utilisé, &
savoit sa taille relativement petite el se localisation resireinte aux premiers niveaux.

Or, nous disposons d'une machine qui permet d'effectuer des siatistiques sur
un nombre de pivesux environ cing fois supérieur, Et nous avons développé, avec
l'approximation de la phase, une méthode qui permet d’explorer upe région du spec-
tre d’énergie élevée. Le bul des paragrapbes snivants est d'évaluer si, dane ces
conditions, le spectre gardera son apparence singuliére, ou s'll présentera des simila-
rilés avec celui d’un systéme construit avec un spin de nombre quantique plus élevé.,
De plus, I'écriture généralisée de H, suggere 'étude d'une transilion ep e

4.2.2 Diagonalisation dans I'approximation de la phase

Pour étudier dans les meilleures conditions un intervalle du spectre réparti autour
de 'énergie correspondant & une grande excitation de l'oseillateur harmonique, le
hamiltonien de base doit subir & la fois la transformation de Sbore et Sander {4.4)
ot I'“ spproximation de la phese” (section 3.2). La substitution dans Hes, (4.5)
des créateurs et annihilaleurs usuels par leur approxamation a.£+) (3.50) méne au
hamiltonien:

Hssey = hw(ne+ps)+ hweS,T'
. 1 —ig i
+ \/;hh {\/nocos¢+4 = (E Ps + pet )}
p 1 , :
e e)_; : -t - it ] .
+ \/;n S,T{ 1,f'n051n¢+2ﬁ(e P — Dae )}, (4.24)

ou 17, équivalant & T, prend la forme adaplée & cette représentation :
T = (—1)fm*ee) (4.25)

Hgs.: peut s'obtenir également en appliquant & H; (3.51), anquel est restitué sa
dépendance en ¢, une transformation de Shore el Sander, mais qui uiilise 7' a la
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place de T
Uge = S: {1+ T)+15,(1~T") . (4.26}

Rappelons que Ja transformation de I'opérateur parité donne un multiple de §,.
Et qu'il est nécessaire de ne considérer pour la stalistique que des niveaux corres-
pondant & des états de méme parité. Donc dans ce cas, de traiter séparément les
blocs correspondant & chacune des composantes.

Hss, va agir sur ensemble d'états { |+, mo +m),~mp € m < mg}, le signe de
la composante s'identifiant & la parité. La définition du créateur en fonction de ¢
et ps exige la condition my < ng, mais la précision de l'approximation n'est assurée
que si Mg < ng.

4.2.3 Résultats pumérigues

Nous avons décidé d'étudier les propriétés du spectre en fonction de € et de les
comparet dans les cas du modéle de base (décrit par Hgs,, dans la formulation
de Shore et Sanders) et de I'“approximation de le phase” pour un grand nombre
d'excitations (décrit par Hss, o et avec np = 10°),

Nous étudierons la “distribution des espacements entre niveaux voisins” (P(z)
sur un specire évidemment redressé) et la mesure dela rigidité donnée par la fonction
de Dyson-Mehta Ag(L).

Les paramétres fixés correspondent au ces résopant (w = we = 1) et & un grand
couplage (X = +/2). La constante h a été posée égale & I'unité.

La dimension des matrices traitées numérniquement est de 1(00. C’est-a-dire que
dans le premier cas, la statistique portera snr les mille premiers niveaux, et dans le
second, l'indice des niveaux variera de np — Mg & ny + Mg avec mep = 500.

Modele original

Les figures 4.1 et 4.2 représentent P(z) et Aa(L) pour quatre (respectivement trois)
valeurs différentes du paramétre ¢, ceci dans le cas du modele oniginal (Hss, ). I esi
possible d'esquisser une explication des histogrammes observés. Dans le cas ¢ = 0,
(fig. 4.1.a), P(z) se présente comme un palier presque constant qui s’arréte abrupie-
ment. Dane 'expression approchée des énergies n’apparaissent explicilement que
des facteurs \/n et vn + 1 (4.14). La soustraction mutuelle de ces différents termes
méne & une distribution quasi uniforme.

Dans le cas ¢ = 1 (fig. 4.1.¢), la distribution, tres proche de celle décrite par Kué
[47), est centrée autour de Ja valeur z = 1. L'interprétation proposée par cet auteur
consiste & congidérer la distribution comme une variation de celle obtenue dans la
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limite des grands couplages A. Alors, les énergies sont du type:
32
E, = hwn ~ Faé , (4.27)

et Pespacement constant de Aw. Pour mémoire, le spectre redressé de 'oscillateur
harmonique fournit une distribution du type §{z — 1).

La statistique de Dyson-Mehta est plus délicate & comprendre. Dans chaque
cas, la fonction Ay{L) croit sur un certain intervalle de la méme maniére que si elle
représentait une des statistiques siandard de Poisson ou GOE, puis cesse brusque-
ment de croitre Jorsqu'elle a atteint une limite qui varie selon la valeur de ¢. Ce
dernier comportement est typique de l'oscillateur harmonique pour lequel le palier
est situé & 1/12, C'est approximativement la position du palier de la figure 4.2.¢ qui
correspond au cas € = 1, ¢'est-a-dire au cas supposé cire le plus irrégulier.

Modele approché

Les figures 4.3 et 4.4 représentent les mémes tests statistiques que les figures 4.1
et 4.2 mais appliqués au modale ayant suhi I’ approximation de la phase” (Hss.2).
La figure 4.3.2 (correspondant au cas ¢ = 0) & presque 'allure d’une fonction &.

Cetie propriété s'explique par la conservation de la grandeur K = ng 4 pg + §..
Les vecteurs propres du hamiltonien sont alors identiques & ceux de K qui ont la
forme élémentaire (voir §4.1.3):

[¥g} =al+m} +e|—,m+1} . (4.28)

Si l'on néglige dans le hamiltonien les termes praportionnels & (np)~*/2, cela revient
& considérer une version Hj (3.45) complétée par l'introduction de e

1] R oA -t (!
Hlcos = fw(ng+ pg) + hwS, + \/;55\/11—0 (See7® + 5_e™) . {4.20)

L'équation aux valeurs propres qui en découle s'écrit alors:

koA
h (w(n.o +m)+ ?) ¢+ \/;ﬁ‘iﬁcz

= EC)
wp h A
h (w(no-'.- m+1)- ?) atyzhsvma = Ea, (4.30)
et se résont & la résonance (w = wp} par:
E —hw( + +1)+ el e 4.31
™, = fip + M o -d-\ 7'y Tip . ( - )

Pour V'ensemble de parametres que nous avons choisi, deux niveaux consécutifs sont
distants de fiw, comme dans le cas typique de 'oscillateur harmonique.
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La figure 4.3.c qu illustre le cas supposé irrégulier (¢ = 1) est trés similaire &
la figure 4.1.c. La forme de cette dernitre distribution était attribuée au fait que le
couplage peut étre considéré comme terme dominant. L’expression de H, {4.29}
indique clairement que dans la limite choisie, les termes multipliés par (no)’/* auront
Plus de poids que les autres et ce sont également des termes de couplage.

Pour la statistique Aj, les trois courbes reportées en figure 4.4 présentent un
palier de saturetion proche de celui propre & l'oscillateur bermonique. Avec cepen-
dant un comportement sensiblement plus régulier pour le cas intégrable (¢ = 0),
Puisque dans les deux autres cas la courbe se met & croitre légérement. De maniére
générale, il semble que 1" approximation de la pbase” rapproche encore le modile
d'un simple oscillateur harmonigue.

En conclusion, ies résultats obtenus confirment le comportement spectral atypi-
que du systeme spin-boson généralisé avec spin s = 1/2, Il n'est donc pas possible de
décider si son régime est régulier ou non. Certes, le modele tel qu'il est construit et
dans certaines de ses approximations rend bien compte des expériences numeériques.
Mais I'objectif fixé, & savoir I'observation de traces de chaos dans ce systéme ou la
preuve formelle qu’il ne peut en exister, reste éloigné.
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4.3 Fonction de Husimi et ses zéros

4.3.1 Couostruction théorique de la fonction de Husimi

Nous dériverons la fonctiopr de Husimi des fonctions de Wigrer dans le cas d'un
probléeme unidimensionnel sans spin. Aprés quoi, nous généraliserons la formulation
obtenue.

Transformation de Weyl - Fonction de Wigner

La transformation de Weyl, qui date de 1927 [51], a été Ja premitre tentative
d’établir une relation entre un opérateur quantique et uece fonction de I'espace de
phase classique. Son corollaire, la fonction de Wigner [52], est & une normalise-
tion prés la transformation de Weyl d'un opérateur densité. Ces développements
ont swivi de trés prés l'avenement de la mécanique quantique, car le probleme de
la correspondance enire les réalités décrites par les physiques classique et quantique
s'est immédiatement posé . De Groot [53] présente une revue déiaillée des propriétés
respectives de ces objets, el nous suivrons ses definitions.

La fonction aw(g,p) est associée & I'opérateur quantique A par la transformation
de Weyl:
1 P v
aw(e.p) = fdv et (q- 21 Alg+ ) . (4.32)

La dépendance explicite de aw(g,p) en 4 signifie que cetie fonction représente
un objet quantique, bien qu’ayant les propriétés d’un objet classique. Le passage
i la limite & — 0 serait nécessaire pour obtenir des informations sur la nature du
probléme classique.

En général, la transformatioo d'un produit d'epérateurs ne donne pas le produit
des transformations. Les lois de multiplication sont décrites par une nlgebre de
Moyal |54].

Cette propriéié de la trace sera utilisée plus loin:

. an 1
TAB=TiBA= — qudp aw(g. p)bwiq.p) . {4.33)

Soit I'opérateur densité quantique:
§=Zwa|¢q) (‘d’al 3
a

qui représente un mélange des états |1, ) (avecla condition T w. = I, qui garantit
que Trj = 1). Dans le cas d'un €tat pur |[4), 5= |y} (4| est le simple projecteur
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sur cet état. La fonction de Wigner est définie par

' i : v v
W - P le— 2|5 =3 . .34
(g p) = o [dv o™ (9= 21710+ 3) (4.34)
La formule des traces en assure la normahsation:
qudp p¥(g,p)=Trp=1. (4.35)

Cette fonction est réelle (la conjugaison bermilique du membre de droite de
(4.34) et le changement de variable ' = —» redonne la méme expression), mais
n'est pas définie positive. En conséquence, elle ne peut pas étre considérée comme
une distribution de probabilité. Par contre, les intégrales de g% (g, p) sur ¢ et p sont
définies positives, sont normées et présentent donc les propriétés d'une distribution
de probabilité.

2% (g,p) représente également un objet quantique. L'inégalité de Cauchy-Schwarz
implique que ¢% (g, p) est bornée

6% (9.2} < - (4.36)

;-’l" .
Comme cette fonclion est aussi normee, son support doit étre de dimension finie
2 wh. Ce gui correspond aux relations d'incertitude de Heisenberg.

Dans la pratique, ces fonctions présentent souvent de fortes oscillations du fait
de la présence de facteurs de phase sous l'intégrale dont la fréquence dépend ex-
plicitement de k. C’est la raison pour laguelle il est délicat de distinguer (méme
qualitativement) une fonction de Wigner issue d’un systéme supposé régulier, d'une
autre, issue d'un systéme supposé chaotique.

Définition de la fonction de Husimi

Dans un article daté de 1940 [55], Husimi construit une fonction de distribution
classique pour 1'oscillateur harmonique par lissage gaussien des éléments de matrice
d'un opérateur densité, Aucune allusion aux travaux de Weyl et de Wigner ne figure
dans ce papier. Aujourd’bw on appelle “ distribution de Husimi” la fonction obtenue
par lissage gaussien de la fonclion de Wigner:

VV(Q,P) _ Qqu'dp' pw(q',p')e-Hh_q.’““’_p')’] . (4-37]

Cetlie expression se simplifie passablement si I'on y iniroduit de maniére explicite

la tranformée de Weyl du projecteur sur un éiat cohérent. Dans la base propre de
I'opérateur position, un état cohérent se décompose comme suit:

(2in), = (z]e™ =0 |0) = (xh) "} ehprefrlrmel (4.38)
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Alors: v v
1)t 2e1], 00 = fav e (g = Thn) (a]d'+3)

= 9~ Hg-e'Prlz-p7] (4.39)
La fonction de Husimi s'éctil donc plus simplement:
Wa)= [da'ds o(¢9) [120),451] 00 P) (4.40)
et, d'aprés la formule des traces:
W(z)=Tr (5la), (2} = ol ulz[ve) - {4.41)

Si la matrice densité représenie un état pur, la sommation disparait, ¢t on atttibuera
comme indice a la fonction le signe qui désigne I'état:

Wolzs) = [ {2 |9) " (4.42)
On reconnait ici le Q-symbole du projecteur Pjyy sur I'état |},
Cette derniere formulation, obtenue & partir d'un probleme posé dans le cadre

propre & loscillateur barmonique, peut se généraliser au cas du spin. Il suffit de
substituer |z,}, & |2), i la fonclion dépend alors des variables de la sphere.

Wy(zs,) esl positive, normée a condition que I'étal |4} lui-méme le scit, et
bornée supérieurement par 1. Elle mérite donc son appellation de distribution. Sa
positivité est explicite dans (4.42), sa normalisation se démonire grace a Ia relation
de fermeture de la base des ]z ),, et I'existence de la borne grace & 'inégalité de
Cauchy-Schwarz de la méme maniére que (4.36).

lllustrations élémentaires

Pour les systémes d'un oscillatenr harmonique el d’un spin libres, nous celculerons
les distributions associées aux états propres el aux états cohérents eux-mémes.

a) Oscillateur harmonique

e éial propre: |¥) = [n}

On trouve:

(:blﬂ)':% = Wia)= ""' et (4.43)

fonction & symétrie circulaire dans le plan complexe qui dccrit une couronne dont le
maximum est en [z)3,, = 1 = gmer = {2&11)* =(2E/w — h)%. Ce résultat est en
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bon accord avec I'image classique pour laguelie gnae = (2EIWJ%.

» état cohérent: |4) = [{ )
On trouve:
= . —jza—Cs?
{(2]G) =P = Wi(z)= el {4.44)

qui est une gaussienne cenirée en ;. Dans le plan de phase et exprimée en terme
des vaniables canoniques, la gaussienne présente une largeur correspondant a une
dispersion minimale au sens du principe de Heisenberg,

b} Spin

» état propre: |} = [s,m} = |m)

On trouve:

{z.|m) = ( % )5,'“"‘ = Wm(:.J=( 2 )Mz(—_mj (4.45)

- m s=m )RR

fonction a syméttie circulaire qui déctit également une couronne (sauf pour s = +m),
matis & décroissance plus lente que la gaussienne. Le maximum est situé en |z, |mae =
Vs — m//5+m. Silon assimile les grandeurs propres au spin quantique & une
sphere, alors m = scos @ = |2,|mar = tan fpmee/2. On retrouve 'image des paralitles
dans la projection stéréographique. A noter le cas particulier de W-_,(z,), qui est
une fonction monotone croissante €n |z,|, el qui tend asymptotiquement vers 1. Ce
gui correspond au fait que la projection stéréographigue du pdle sud est le point &
I'infini.

» état cohérent: |#) = |(,)

On trouve:

e A
1T+ [P+ GP

2s
(516) =04 280 = Welz)= (3 ) )
Les propriétés de la norme impliguent que 0 < W, (z,) < 1, et de plus que W (7,) =
1 si et seulement s1 z, = {,. Dans la Lmite des grands spins, cetie fonction est done
piquée autour de (,.

Parmi les auteurs & qui I'on doit la renaissance des fonctions de Husimj, il faut
mentionner Takahashi |56] qui présente une revue des différents types de distribu-
tions quantiques et classiques (avec des illusirations pour des systémes relativement
simples ef sans spin). I conclut notamment que la fonction de Wigner est inadéguate
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pour distinguer un systéme cégulier d'un systéme chaotique, contrairement a la fone-
tion de Husimi. Celle-ci se localise au voisinage des irajectoires cassiques lorsque
le sysiéme est intégrable. Et de maniére générale, elle se comporte de manitre tres
similaire & un type particulier de distribution classique, qui correspond & un lissage
gaussien de la distribution classique usuelle.

Application au modéle spin-boson

L'extension du formalisme au sysiéme spin-boson, l'analyse des distributions de
zéros et les résultats numériques sont résumés en [57).
Les états propres du hamiltonien spin-boson peuvent s'écrire:

|1}r‘E) = i E C-E—m.n |s=m.n} . {4.47})

Dorénavant un seul état sera considéré A la fois; 'indice qui correspond a 'énergie
sers donc négligé. La définition des fonctions de Husimi se généralise également &
des espaces-produit. Dans ce cas, 1'état cohérent (3.32) permet de définir la fonction
de Husimi:

Wl 5,) | (;,,zb|ﬂr)|7

(14 f5,1)7" et

(4.48)

£ 3 e (2 aur

n=lms0

L'écriture des étals cohérents en fonction de z,, (tels qu'introdnits au chapitre 3),
plutot que de z,, parait plus paturelle. C'est cependant sous leur forme conjuguée
que ces variables apparaissent dans la fonction de Husimi. Pour éviter d’encombrer
la notation, on décidera d’oublier la barre de conjugaison {ou plus régulizrement,
d’admettre implicitement une nouvelle définition des états cohérents dans laquelie
les gépérateurs (3.7) et (3.12) seraient écrits en fonction des variables 3,,).

Wy(zs,2,) €5t une fonction a valeurs réelles de deux variables complexes, ou de
guatre variables réelles si elle est exprimée avec les coordonnées d’angle et d'action
{voir §3.1.1): ’

Wollb, po. Lpa] =

2
E z c,-mJ LIS ( 3: )1;"(1 — 1) gime| {4.49)

-jh

n=0 m=0
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Projections et sections

L'information contenue dans Wy(Z,, s, 1., ,} semble trés inaccessible. Notre per-
ception éiant limitée aux représentations tridimensionnelles, nous envisagerons dif-
férentes méthodes pour réduire Wy & une fonclion de deux variables réelles. La
premiere est une méthode projective:

1 ¥e ] Ix
Pylde 1) = ET?L d%/o de,Wy(h. e, L)

o 2 In o
ey Y Ic.-m.,.l’;f-_,( f: )I."‘(l—I,)" . (4.50)

n=0m=0

Mais en admeitant quil existe un ben enire trajectoire classiqgue ¢t {onction de
Husimi, ce procédé n'est pas entierement satisfaisani. En effet, les projections bidi-
mensionnelles d'une trajectoire classique dans un espace de phase de dimension 4
ne renseignent en men sur le degré de régularité du systéme. Par contre, le recours
aux sectiors de Poincaré est bien plus efficace. L'opération qu'on interpréte quan-
tiquement comme V'intersection d’une irajectoire avec un hyperplan donné consisie
simplement & fixer une des variables de W,;; en 'occurence, nous choisirons J,.

Dans cetie optique, une section de Poincaré de la fonction de Husimi dans Vespa-
ce de phase de 'oscillatenr harmonique peut se définir de deux manieres différentes.
La premitre est dans I'esprit la plus proche de la section classique:

S}f(fb‘%) = W\r(fb‘%, 1, = cste, 'P-(Ib,'l"bv-{uE)) 1 (4'51)
ou @, s'obtient par inversion de l'équation ciassique:
H((Ib': Po, I,, Pa) =F

Son écriture explicile n'est pas commode. De plus, la référence directe au modtle
classique esi litigieuse Jorsqu'on traite des systémes & petits spins, On préférera la
définition suivante:

1 ix
R = 5 [ deWallon 1, = sste p.)
24

= 3 ( z )f:“(l-l.)"""nm(fb=sob), (4.52)

mal

aved:
2

Rm(dp o) = €78

2

- &

AN a2

L alt  Ce-man
n=0 *

ot dans la notation en fonction de la variable complexe z:

2
= e Y, () (4.53)

oo

Ren = e-lnl’ '_;"'g‘" 4—mn
{2s) ;:_; g
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est ce que nous appellerons la seclion réduite associée a la composante {s — m} du
spineur. Cette {fonction correspond 2 la fonclion de Husimi de la composante du
spineur v, ) (1.23). L'ensemble des {2 + 1) sections réduites comprend toute
Vinformation contenue dans la seciion de Husimi globale,

Dans la limite des grands nombres quantiques de spin, les poids bindmiaux, fac-
teurs des sections réduites (4.52), se comporieni comme des fonctions delia autour
de mg = a(2], — 1). Par conséquent, R (z) coincide dans ce cas avee R, (2).
Cette propriélé permet en ibéorie une comparaison ngoureuse avec les sections de
Poincaré classiques. ‘

11 est intéressant de mentionner un ensemble de travaux précurseurs de Saraceno
et Leboeuf (58]. Leurs résultats les plus significatifs, obienus sur un modéle autre
que Je spin-boson, sont les suivants:

- Dans une limite semi-classique, la fonction de Husimi est confinée aux abords
de la surface d'énergie constante classique.

- En conséquence, les deux seclions de Poincaré définies de maniere similaire &
5(z3) et R{z,) sont tout a fait comparables.

- De maniére générale, la section est localisée sur un voisinage de la section de
Poincaré classique de la “trajectoire dominante”. Cette trajectoire est déterminée
par le choix comme condition initiale du point correspondant au maximum de la
fonction de Husimi.

Zéros et information

Il est important de savoit si la fonction de Husimi associée a une fonction donde
esl capable de restituer toute Vinformation conienuve dans celle-¢ci. Ou en d'auires
termes, s'il existe enire les deux une relation bijective. La quesiion est pertinente
puisque selon sa définition, Ja fonction de Husimi est le carré du module de la projec-
tion de I'état référence sur un éial cohérent, et que cetie séne d’opérations détruit
apparemmenti P'information que pourrall conienir la phase.

La réponse est relativement simple lorsque I'espace de Hilbert est de dimension
finie et que Ja fonction de Busimi ne dépend que d’une variable complexe z. C'est le
cas notamment dans les systémes non aulonomes a un seul spin, et dans 'exemple
présenté dans le premier article a proposer I'étude de zéros (Leboeuf et Voros [59]).
La formulation suivante s'applique & tout sysieme de ce type:

2
= AP ()P (4.54)

N

z bﬁ:"

=t

Wy(z) = A%(z)

ol A?(z) est une fonction de normalisation strictement positive ei qui ne dépend
pas de U'état choisi |4}, Mais les B en dépendent directernent. v(z) est une
représentation compléie de |4 ), dans le sens que sa connaissance permet de re-
construire compleiement 1'état |}, puisque les étais cobérents forment une base
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compléte. C'est anssi un polynome de degré N. Qr, tout polynome peut se factoriser
en des produits élémentaires ol apparaissent ses zéros z;:

»
3B = by JIEEEEN (4.55)

a2
n
(=]
I}
—_

Et les zéros de ¥{z) sont. également ceux de Wy(z). Par transitivité, il existe done
une relation bijective entre I'état physique de référence |t} et la répartition dans
‘T'espace de phase des zéros de la fonction de Husimi associée Wy(z). Ainsi dans cette
répattition se trouve I'indice, il existe, d’une distinction quantique entre régulanité
et chaos. '

Dans les exemples simples présentés plus haut, les fonctions de Husimi assaciées
aux états propres du spin ou de lescillateur harmonique auront comme seul zéro
(dont la dégénérescence dépend de l'indice de 1’état) l'origine 2, = 0.

Le résultat obtenu par Voros et Leboeuf exprime la possibilité de distinguer la
répartition des zéros provenant dun systéme dont la limite classique est intégrable
d’'un autre dont la limite est chaotigne. Dans le premier cas, les zéros serant dis-
posés selon des courbes unidimensionneiles. Dans le second cas, ils seront distribués
aléatoirement dans 'espace de pbase. Il est clair que ce critére est essentiellement
trés qualitatif. Et il n’existe encore ancune explication physique convaincante de ce
comporiement.

Le probléme se complique si la dimension de ’espace de Hilbert tend vers Iinfini.
L’expression (4.54) reste valable, mais avec N — oo, 9(z) n'est plus un polyndéme
mais une fonction analytique entiére {60}, [61]. I existe également un théoréme de
factorisation, dii & Hadamard, mais il nécessite la connaissance de l'ordre p de la
fonction entiére (). Définissons la fonciion My(r) comme le maximum de [4(z)]
lorsque |z| = r. ¥(z) es! dite d’ordre fini 5'il existe une constante positive k telle
qu’asymptotiquement:

My(r) < .

L'ordre de ¥(z) est défini par la plus grande borne inférieure des nombres k, et
s’exprime par:
g = hmsup M{r_] . (4.56)
oo Inr
C'est-a-dire que la fonction M(r) & un comportement qui s'apparente & celui de
exp(r*) au plus fort de sa craissance. ’
5i ordre est fim, il est possible de I'exprimer en fonction des coefficients de la

série [62]:

N nlonn »
Iu =hmsup1n |L . (4.57)
e bl
La factorisation a alors la forme suivante:
¥(z) = :"e¥IP(z) (4.58)
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ot (Hz) est un polyndme de degré I < p et Pz} ce qu'on appelle un produit
canonique, qui s'annule en les zéros de ¥(z) ef qui est écrit de telle maniére que In
convergence esl assurée sur loul domaine borné. 5i g n'est pas un nombre entier,
P(z) compte une infinité de zéros. Par contre, s'il l'est, rien ne permet de décider
du nombre de zéros de P{z), ni méme du caractére fini de ce nombre. Comme
exemple, citons la fonction exp(z) d'ordre 1 qui n'a pes le moindre 2éro, tandis gue
cosh{z) = (exp(z) + exp{—=z))/2. de méme ordre, en comptie une infinité.

Le probleme de la détermination compléte de I'état |4} par les 2éros de sa
fonction d'onde 1(z) & donc une réponse qui differe selon gue 'ordre de celle-ci est
strictement plus petit ou plus grand que 1. Dans le premier cas, la détermination est
totale, mais nécessite un ensemble infini de zéros. Dans le second cas, les zéros ne
rendront pas compte de I'exponentielle exp Q(z) et par conséquent, la détermination
ne sers que partielle. On peul admettre tout de méme gue cette exponentielle déerit
essentiellernent un comportement asymptotique et gue 'ensemble des zéros constitue
une part importante de information contenue dans 1'état de référence.

5i I'espace de phase classique dans lequel est défini le probleme est de dimension
supérieure a 2, la fonction de Husimi est une fonction analyiique & plusieurs variables
complexes. Leur théorie est mal connue, et en particulier les sous variétés de C* sur
lesquelles se trouvent les zéros, leur localisation et information qu'ils contiennent.

La section de Poincaré, telle qu'écrite en (4.52), se présente sous la forme d'une
somme pondérée de sections réduiies, dont chacune est une fonction analytigue
entiere qui détermine compléiement ou pariiellement selon son ordre la composante
du spineur a laguelle elle esi associée. Dans le cas idéal d'un ordre inférieur & 1
pour chaque section réduite, la disiribution des zéros de l'ensemble de ¢es sections
déterminera compléiement i"état de base. C'est & la détection de ces zéros gu'est
consacrée l'expérience numérigue déctite dans les paragraphes suivants, puisque la
section globale n'a des zéros qu'accidentellement.

4.3.2 Approche numérigue

L’expérience numérique se heurie parfois & des difficultés pratiques trés semblables &
celles rencontrées dans les laboratoires. Difficultés lides en particulier & la précision
limitée des données numérigues utiles. Ce paragrapbe montrera de quelle maniére
ces imprécisions se manifestent dans les problemes de diagonalisation et de recherche
des zéros d'un polynome, les moyens dont on dispose pour s’en accommoder et une
série de vérifications.
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Diagonalisation

Pour un spin s = 1/2, la transformation de Shore et Sander, telle qu’elle est présentée
dans ls premiere seciion de ¢e chapitre, modifie le hamiltonien de base H, en un
hamiltonien tridiagonal Hgg,. Cette opération facilite la diagonalisation numérique,
effectuée grace au sous-programme (D)EVCSB de la bibliotheque IMSL.

Les caractéristiques (4.17) et (4.20) des vecieurs propres trouves analytiquement
pour le modtle de Jaynes et Cummings ont une implication imporiante pour la dia-
gonalisation du systéme perturbé. En effet, si ces vecteurs propres sont écriis sous
la forme d'un spineur :

4 = ( e ) ) - ( ININERY ) ,
}d'*) Enc—‘n;_vn)

alors pour ¢ = 0, chague composante |¥3} ne compte gu'un seul élément non
‘nul dans la base de Voscillateur barmonique, ce qui correspend & une localisation
complete. Il faut s'attendre, lorsque le parameétre € prend une valeur finie mais petite,
4 ce que les éiats restent localisés au voisinage de ce qu'était Jeur position lorsque ¢
valait 0. Théoriquement cela ne pose pas de probleme spécifique, mais pratiquement
cela signifie que la décroissance des coeflicienis sera rapide quand ils s'éloigneront
du sommet du pic (de la zone de localisation maximale), el par conséquent qu'ils
vont trés vite atieindre des ordres de grandeur inacressibles a la machine.

Sans entrer dans trop de déiails techniques, notons que Ja précision d'un nombre
tel que l'utilisent les ordinateurs subit une limitation de deux types:

- ordze de grandeur,

- nombre de chiffres significatifs.
Et irois types de précisions sont proposés (valeurs approximatives):

Précision  Chiffres significatifs Ordre de grandeur

Simple 7 107 . 1p*38
Doubie 16 10-38 — 10+%8
Flottante 15 10908 _ j(+30m

Les sous-programmes de diagonalisation n’existent qu'en précision simple et dou-
ble, donc la limite inférieure de 'ordre de grandeur des coefficients est fixée a 10738,
En conséquence, la machine va poser systématiquement identiques & 0 tous les coeffi-
cients qu'elle esiime inférieurs a cetie limite. Rappelons la nature de notre probléme:
déterminer les zéros d'un polynéme consiruii de telie sorte que le facteur du terme
d'ordre n soit le n®™ coefficient de la composanie choisie de I’état propre, mais
divisé par va!l. Clest dire I'importance des coeficients d'indice bas, qu'il sera absol-
ument impossible de négliger. Un moyer existe d’éviter cette embiiche, mais il est
tres resinctif. I s'agit de sélectionner les étais d'énergies les plus basses tels que le
premier de leurs coefficienis soit supérieur a la Limite et de négliger tous les derniers
coefficients inférieurs a cetie Lmite.
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Un phénomene plus grave survient, que 1'on atiribuera a des errenrs d’arrondis,
telles qu'elles peuvent se produire lersqu'un ordinateus itere une opération arithmé-
tigue un grand nombre de fois (on peut vérifier par exemple que pour une machine:
SNLN =0si N > 10* oil & est le nombre de chifires significatifs). I se traduit
dans la diagonalisation par un paber dans Ja représentation logarithmique des valeurs
absolues des coefficients en fonction de leur indice. La figure 4.5 montre deux états
propres de K, de méme énergie, pour un méme ensemble de paramétres, mais cal-
culés une fois en simple précision ei une fois en double. Ce palier est situé anx
alentours de la valeur 10~* et varie donc en fonction de la précision choisie. Il est
toujours présent.fnour des indices inférieurs a celui correspondant au fiaximum, mais
sculement guelgueiois pour des indices supénenrs. Il est possible de choisir les états
tels que leurs coefficienis d'indice les plus bas ne soient pas afiectés par le palier.
Mais la sélection est ires restrictive car la limite en dega de laguelle les coefficients
ne soni plus fiables est bien plus élevée que le zéro de la machine.

La situation n’est pas irrémédiable. Les premiers coefficients sont donnés avec
une excellente précision par une relalion de récurrence qui découle de la résclution
directe de 'équaiion de Schrédinger. L'équation aux valeurs propres issue de H, se
résoud par:

2vi 1 3 J—

(Fl-) X (ﬁwﬂ + "2‘:1" - E) =N +vn <+ 1C-|n+1 + 6\/1;(:_,"_1 = 0
a3

(E) % (hw‘n - % — E) Cemt VR tevntlei oy = 0

1

€1

()5 (5 -2)
NORCRDES

La transformation de Shore ef Sander a P'avantage de ne pas méler les composantes
du spin, puisque dans ce cas la parité lenr est associée. La relation prend alors
la forme suivante pour les états pairs {nous n'écrivons pas ici l'indice de parité,
identique pour chaque terme):

€1

i ]
vn + 1(-:“.” + C\/T_Lén_: + (;) ;- (Fl-u.lﬂ ﬁ—‘;n - E) &“ =0 n ]Jﬂ-il'
i
ev'n + 18,4, + VRbasy + (%) % (hwn - % - E) Gn=0 n impair
. 9v8 1 Ry .
a=-(3) s (7 - E) o (4.60)



el une forme tout & fail comparable pour la parité opposée. Une propriété ap-
parait immediatement: tous les coeflicients &, dépendent hnéairement de ¢g. Mais
ils dépendent également explicitement de E.

L'idée est d’harmoniser la méthode numeérique et la récurrence. Dans la pratique,
nous commengons par une diagonaiisation qui nous fournil un état propre avec les
imprécisions numériques décrites plus haut et son énergie propre E. Cette énergie
est introduite dans la relation (4.60) dont I'ancrage se fait & partir d'un coefficient
& arbitraire. On décide alors de l'indice du premier coefficient numérique que l'on
Juge fiable et on y raccorde le coeflicient de méme indice provenani de la récurrence.
Tous les coefficients d'indice inférieur suivent par linéarité. La récurrence peut se
caiculer en précision flottante et par la couvrir une gamme tres étendue d'ordres
de grandeur. La figuze 4.6 illustre ce procédé, appliqué a I'éiat représenté en fi-
gure 4.5.b, transformé en état propre de H,. La courbe résultant du raccord est
d’'apparence parfaitement Lsse.

51 nous disposons d’une relatior de récurrence si efficace, pourquoi ne pas 'utiliser
pour déterminer complétement ['état propre? En fait, sa convergence n’esi satis-
faisante que dans la parlie croissante de la courbe. Dans la partie décroissante, il
faudrait au coniraire une précision énorme de 1'énergie pour espérer voir converger
un nombre utile de coefficients. Pour stabiliser up coefficient de pius, il faut en
général considérer un chiffre significatif de plus dans 'énergie. C'est pourquoi une
methode hybride nous semble la seule envisageable.

Le probléme du palier n’est pas typique du spin s = 1/2. Mais c'est dans ce
seu] cas qu'il est possible de construire une relation de récurrence qui possede les
proprietés de linéarité nécessaires & la réalisation du raccordement. C'est pour cette
raison que I’étude de systemes avec un spin plus élevé est excessivement comphquée.

Recherche des zeros

Bien que la section réduiie (4.53) soit une fonction entiére, e probleme posé nu-
meriquement se résume & la recherche des zéros d'un polyndéme. En effet, la taille
finie de la matrice & diagonaliser impose nécessairement une borne supéneure aux
indices de sommation. De plus, le {acteur de normalisation, une gaussienne, n'a
aucune incidence sur les zéros.

Le premier probléme rencontré est celui du simple calcul des valeurs que peut
prendre un polyndme de degré élevé dans lequel les coefficients peuvent s'étaler sur
des ordres de grandeur tirés étendus. Le méthode qui assure la plus grande précision
est celle dite “schéma de Horner™: :

¥(z) = EL\;O 5“,‘,‘,5"

= (...((C‘vvfﬁ-‘|~CN_])7%+CN_2)77\::—_—2+...+C1);+C0.
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Ce qui se traduil numériquement par une autre relation de récurrence:

]..5,'..1 +eN- = ¢(:j =S . (461]

Les sous-programmes de ésolution d’éguations polynémiales 2 disposition dans
les bibliotheques sont souvent. basés sur les méthodes de Newton. Mais la stabiiité de
lents solutions n'est assurée que pour des polynémes d’ordre trés bas. Or, 'intérét du
probléme est sitné dans une distribution de zéros et par conséquent il faut s’efforcer
d'en maintenir le plus grand nombre possible. Les quelques tentatives effectuees avec
ces sous-programmes n'ont pas été concluantes.

Une premitre méthode ntilisable mais irés rudimentaire consiste & représenter
graphiquement le module de la fonction, et de préférence dans une écbelle logarith-
mique, pour mettre en évidence les 2éros. Les pics sont détectables plus aisément
que les ereux, ’échelle est donc inversée. Mais étant donnés la croissance trés forte
des valeurs prises par le polyaome et le pouvoir de résolution limité du programme
graphique, ce qui devrait étre un ensemble de pics apparait comme un ensem-
ble d’excroissances sur une surface presque lisse et qui ne sont parfois qu'a peine
décelables. De plus, leur localisation dans le plan de pbase ne peut étre qu'estimée,

Nous préférerons une méthode qui se fonde sur un théoreme d'analyse complexe
bien connu [63}:

Théoreme: Si f{z) est une fonction holomorphe dans un domaine D et
8D le bord de ce domaine, alors:

awilen f(2) T

1 g flekdz | g (4.62)

ou M est le nombre de zéros de f(=) & l'intérieur de D comptés avec leur
multiplicité.

Ce théoréme a comme coroliaire important le fail que cetie intégrale correspond &
un facteur 2= prés a la variation de la phase de f(:) le long du contour 3D. Par
conséquent, repérer les zéros de f(z) revient & repérer les accidents que subit sa
phase.

La stratégie programmée consiste & choisir comme domaine dinvestigation un
disque de rayon compatible avec 'ordre de grandenr prévu pour les valeurs qus
prend le polyndme el de déterminer les zéros qu'il contient. Puis il faut réduire
progressivement le reyon et calculer & chaque étape le numbre de zéros circonscrits
Jjusqu’a ce qu'apparaisse un manque dans le décompte. Clest alots Ja preuve que
dans la couronne qui difiérancie les deux dermiers disques se trouve un nombre de
zéros égal au défaut détecté. Le conronne est ensuite divisée en cellules dont la taille
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peut varier en fonction de la résolution désirée. Cette méthode est assez gourmande
en temps de caleul et n'est pas infaillible. En effet, le programme oublie une certaine
proporlion de zéros (qui heurensement resie faible); plus précisément, il parvieni a
déterminer le module de certains zéros, mais pas leur argument. Une raison possible
a cette lacune est leur localisation accidenteliement trés proche des parois des cellules
lors de la division arbitraire de I'espace de phase. C'esl toutefois & ce procédé que
nous donnerons la préférence, et comme premier indice de sa fiabilité. le figure
4.7 présente une comparaison entre cette méthode (b) et celle de la représentation
graphique (a). A chague zéro déitecté sur I'une des figures, on peut associer sans
équivoque son double sur V'autre figure.

Nous procéderons & d’autres vérifications dans le paragraphe suivant car elles
sant liées & Vinterprétation des résultats.

Effets de la coupure

Une coupure de Ja série de la fonction entiére peut intervenir dans différentes cizcons-
tances, ilustrées dans la figure 4.8 sur treis états distincts:

- La premitre a Lieu nécessairement; c’est la taille maximale de la matrice que
I'on peut introduire sur la machine qui est alors facteur limitant (généralement N =
1200). On le voit en 4.8.a, ol la courbe décroit jusqu'a atteindre le bord droit du
cadre.

- La seconde est fonction de la limite d’ordre de grandeur tolérée par la ma-
chine. Cette coupure dépend pour chaque état de la localisation du maximum de
ses coefficients et de leur taux de décroissance pour des indices supénieurs. Il existe
cependant des états qui ne sont pas touchés par cette resiriction. L'interruption
brutale de la partie décroissante de Ja courbe 4.8.b signifie que tous les coeflicients
d’indice supérieur sont considérés comme ayant la valeur 0.

— La derniére est plus aléatoire. Il peut arriver que des problémes d’arrondi
numérique pertutbent également la partie décroissante de la courbe. Cest le cas
représenté en 4.8.c, o les derniers coefficients ne sont pas fiables. Il faut les éliminer
et de faii introduire une nouvelle coupure artificielle.

I} est essentiel de savoir de quelle maniére une coupure va affecter la distribution
des zéros qu'on veut attribuer a la fonction entiere. Un tbéoreme di a Hurwitz et
dérivé de celui de Rouché donne une téponse pariielle [64):

Théoréme: Soit une suite de fonctions analytiques fu(z) qui, sur un do-
maine [) C C, tend uniformément vers la fonction limite f(z) lorsque
N — oo, Alors, un point zg de D (29 ¢ 8D) est un zéro de f(z) =i et
seulement s'il est un point limite d’une suite {2z} de zéras de fu(z).



De plus la convergence uniformie assure que:

1 Silz)d: 1 ¢ ff(=)d: (4.63)

Imiden faulz) N—w 2midex f(z)

donc que le nombre de zéros de fy(z) dans toul domaine K C I tend vers le nombre
de zéros de f{z). Par conséguent, Pensemble des zéros artificiels (ceux que peut créer
l'opéraiion qui consiste & tronquer la matrice) va tendre vers l'infini.

Pour illustrer simplement ce théoréme, considérons la fonction entiere f(z) =
exp(—:?). Cette fonclion qui n'a aucun zéro est limite de Ja suite de fonctions fu(z)
définies par la séric de Taylor de f(z) inlerrompue & l'indice N; ¢’est-a-dire un
polynome de degré 2NV qui comptera 2N zéros, tous artificiels. On s'attend & ce que
ces zéros s éloigneni de I'origine lorsque N grandit et terminent leur dérive & l'infini.
C'est ce qui 5'observe sur les figures 4.9 pour trois indices de coupures croissants.

L'expérience numérique aura pour objet des sections réduites de Husimi qui sa-
tisfont les conditions de ce théoréme. Les polyndmes éindiés ont en effet le com.
" portement smvant:

_h
nl N

N c @ .
Z T,."I" Z +,a““ "
= -
n=0 n!

n=0
puisque la normalisation des états implique:
= 2
__z |C+.H| =1 1
n=0

ce qui garantit la convergence uniforme,

Nous vérifierons plus loin que seule une partie des zéros sera infiuencée par la mo-
dification de I'indice de coupure. Les autires, stables, seront alors considérés comme
zeros de la fonction entiére,

4,3.3 Résultats et interprétation

L’ensemble des résultats préseniés concerne un systeme avec spin s = 1/2 (ce qui
fixe la valeur du quantum de spin A,(A) = 1/s = 2}, résonant (les fréquences propres
de chacune des parties sonl égales, w = wy = 1), & couplage fixé, de Iordre des
fréquences propres. Ces grandeurs vérifient I'inégalité:

FuwNiux > %qfnn = Ib.mu ' ) (454)

ot Npyea ¢st l'indice de coupure de la matrice, done le membre de gauche correspond
en terme d’action & 'extension maximale des états propres dans une représentation
sur l'espace de phase, et OO gma. est I'extension maximale des sections de Poincaré
classiques (2.27).
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Nous nous intéresserons a la iransition en ¢, qui modifie les symétnes du proble-
me, et & une transition en rapport avec!'aspect purement guantigue ou semi-classigue
du boson (transition en %, ou en 7 selon les interprétations de la section 3.3). On
"up” du spineur ef la parité * 7 (en ayant pris
soin de vérifier que les résultails presentés sont indifférents a ce chboix).

4

ne sélectionnera que ]a composante

Diagonalisation

La figure 4.10 mounire une représeniation logaritbmique de la valeur absolue des
coefficients pour les trois cas suivants, que 'op retrouvera tout zu long de I'analyse:
semi-classique proche a} (e @ 1, Ay(hy?) < 1) et éloigné b) {e = 1, ho(hn?) < 1)
du cas classiquement intégrable, et plus typiquement quantigue ¢} {e = 1 , 0 <
fy(hn?) < 1). T faut prendre garde au fait que les échelles ne sont pas identiques.
Les coupures dans les cas a) en N, = 223 et ¢) en N, = 147 (=~ 107%%) correspondent
a l'ordre de grandeur minimal accepté par la machine, alors que dans le cas b) en
N, = 571, nous avons du éliminer quelques coefficients periurbés par une erreur
d’arrondi (= 107'®}). Rappelons que dans le cas ¢ = 0.0, un seul coefficient par
tomposante du spineur est non nul.

Une explication trés iniuitive de la forme de ces courbes peut étre fondée sur
les sections de Poincaré classiques dans le plan de phase de P’oscillateur harmoni-
que construites a partir d'un ensemble de parameétres correspondant & ceux du cas
guantique. La figure 4.11 représenie un ensemble de sections de Poincaré réguliéres
(¢ = 0) en a) et chaotigues (¢ = 1) en b). Cetie explicalion est & considérer avec
beaucoup de précautions, puisqu'avec un spin & = 1/2, le systéme est sous une
forme quantique extréme. Soil I’hypothése qu'une section reduite associée & un
état dénergie donnée est située sur l'espace occupé par I'ensemble des seclions de
Poincasé classiques de méme énergie (en pralique, on vérifie que les deux seclions
réduites provenant de chacune des composatites sont trés semblables). Les fonctions
de Husimi associées aux états propres de l'oscillateur barmonique présentent une
syméirie circulaire (4.43). Sil'ensemble des sections de Poincaré posséde cette méme
symétrie (ou & peu prés), et c'est le cas si € < 1, une fonction propre du systéme
peut se consiruire autour d'un élat de ['oscillateur harmonique dominant. On le
vérifie sur la courbe 4.10.a, qui forme un véritable pic aux alentours de n = 165. $i
par conlre 'ensemble des seclions de Poincaré ne posséde pas cette symétrie (pour
¢ = 1, par exemple), les fonctions d’onde du sysiéme sont délocalisées car il faut
pour les décrire un nombre plus élevé d'éiats de I'oscillateur barmonique dominants.
La partie de la courbe 4.10.b qui prend des valeurs proches de son maximum décrit
en effet un palier qui s'étend environ de » = 100 & n = 470. L'ampleur de ceite
délocalisation dépend direciement du quantum propre & 'oscillateur harmonigue (de
la séparation typique enire deux de ses niveaux d'énergie, clest-i-dire de h, ou de
n}. Ceci explique gue le palier ou culmine Ja courbe 4.10.b est bien plus large que
celui ot culmine la courbe 4.10.c. Celr justifie I'intérét & considérer une limite semi-
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classigue (hy{n) — 0), pour gue les distributions comptent un grand nombre de zéros.

Les figures 4.12 montrent les sections réduites elles-mémes dans un quadrant du
plan (g, p) et pour les trois cas typiques. Ces llustrations confirment que 'explication
fondée sur les sections classiques était ires approximative, spécialement dans le cas
des grands ¢. En effet, si pour ¢ = 0, des similariiés qualitatives existent entre
la couronne décrite par la section réduite 4.12.a et celle décnie par Pensemble des
sections de Poincaré 4.11.a, leur localisalion est neitement differenie. Et pour ¢ =
1.0, 'ensemble des sections de Poincaré 4.11.b est situé dans un domaine que les
tections réduiles 4.12.b entourent. Seul Vargument qui liait le symétrie des sections
& la localisation des états propres reste valable.

C’est I'invariance de ls parité gui impligue gue ces surfaces ont une symétrie
quadrangulaire, et ne sont présentées que sur un quadrant. Les fonctions th.(z) sont
& un facteur gaussien prés des polyndmes complexes & coefficients réels dont un sur
deux s'annule.

I ’allure des sections de Poincaré globale n'est pas trés différente de ces figures car
les sectione réduvites associées & chacune des composantes sont & peu prés identiques.
Le seul examen de ces fonctione ne permet pas de tirer d’autres conclusions que la
brisure de symeétirie gu’'entraine I'accroissement d’e.

Ordre des fonclions entieres

La premiere guestion & résoudre est celle concernant la décroissance des coeffi-
cients, ce qui permetira d'estimer Pordre de le fonction entiére représeniant le section
réduite, puis de décider si celle-ci détermine completement ou non la fonction propre
d'origine.

Les factenrs qui apparaissent dans le polynéme ont la forme c.n/v/n). Par con-
sequent, &1 les ¢, ont un comporiement asymplotique (n > Ny) en O [(n.‘)_a] , alors
l'ordre de t.(z) sera donné par

1

ey
résultat qui s'obtient & I'aide de la formule de Stirking.

La figure 4.13 montre une représentation logarithmigue de |e . /con,| pour des
n supéricurs & Ny, ceci pour des valeurs des paramétres correspondant aux cas a)
et b). A titre comparatif, les courbes de In [(No!/n!)”:], & décroissance faible,
correspondant & § = 1/2, el de In [(No!/n! ]3"2], & décroissance forte, correspon-
dant & § = 3/2, sont trecées sur le méme graphe. Dans le cas ¢ =~ 0 (fig.4.13.n),
8 est clairement supérieur & 1/2; par conséquent l'ordre est inférieur & 1 et les
zéros déterminent complétement la composante du spineur. Dans le cns ¢ = 1.0
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(fig.4.13.b}, I'interprétation est plus ambigué, car ce sont les pentes des différents
graphes qu'il faut comparer, et le nombre de coefficients est jusuffisant pour counajire
réellement leur comportement asymptotique.

Cei exemple montre qu’on ne peul généraliser a I'ensemble des éiats i fait que
certains se prétent a une description compléte a travers la distribution des zéros de
jeur fonction de Husimi.

Distribution des zéros

Les figures 4.14 montrent les distributions des zéros dans cbacun des cas a), b) et
¢). Celles-ci sont telles qu'il est indispensable de les considérer & différentes échelles
pour en saisir la structure globale. Chaque cas est d'abord considéré séparément
pour une description superficielle.

* a} Tous les zéros sont disposés le long de courbes, tant a grande échelle que dans
un domaine qui avoisine l'origine, Le point central représente & lui seul nonante-
buit zéros concentrés dans un voisinage de 'origine, vestige du modeéle de Jaynes et
Cummings, pour lequel la distribution se réduit & un seul zéro & l'otigine dont la
dégénérescence dépend de son indice (ou de son énergie). La ressemblance est trés
{orte entre la disiribution des zéros extérieurs et les zéros provenant d'une coupure
artificielle de la série de exp(-z?) (fig 4.9). Ceux qu’on observe ici sont done cer-
tainement liés & la coupure de la série décrivant la fonction entiere. Le nombre de
2éros représentés est trés proche du rombre de coefficients du polyrome; la recherche
& donc bien fonctionné,

» b) La distribuiion des zéros présente ur aspect hybride: certains sont nettement
disposés le long de courbes alors que d’autres soni netlement dispersés. I ¥y a un
taccord continu entre les courbes que dessinent les zéros au centre de 1) et aux bords
de 2). Ici également, le nombre de zéros représentés est ires proche du nombre de co-
efficients du polynome. En comparant les figures 4.12.h et 4.14.b.1, on comprend que
la zone intermédinire, vide de zéros, correspond i la localisation de la section réduite.

» c) On reconnait ic des matifs existants en a) et b), mais le nombre de zéros n'est
pas suffisant pour qu'une décision sur leur dispasition curviligne soit raisonnable.

En comparant a) el b) (transition en ¢), il est possible d'établir des patalélles:

— Acx deux “lunes” de a.2 correspondent les deux espéces de disques de pati et
d’auire du centre de b.1.

~ Aux courbes régulitres de a.1 correspondent les franges & l'exiérieur de b.1.
Dans les deux cas, 'augmentation du nombre de zéros s’accompagne donc d'une
dispersion d'une partie d’entre eux.
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Veérifications

Une interprétation plus détaillée nécessite quelques iests supplémentaires, effectués
principalement dans le cas semi-classique avec ¢ = 1.0.

e Un premier test permet de vérifier également la stabilité de I'algorithme de dé-
tection des zéros. I s'agit de modifier aléatoirement un nombre fixé de premiers
coefficients {tous situés sur la partie croissante de la courbe) d'une proportion fixée
de lent propre valeur. La figure 4.15 moatre de quelle manigre Ja distribution des
2éros est modifiée par ce procédé: en a) et b), les quatre-vingts premiers coefficients
sonl aléatoirement falsifiés 2 la neuvitme décimale (nous ne représentons pas tous
les zéros, la stabilité de la région extérieure a é1é vérifide). Aucune différence n'est
percepiible par rapport & 4.14.b. En ¢ et d), les quatre-vingts premiers coeflicients
sont aléacirement falsifiés & Ja iroisiéme décimele, ce qui induit un déplacement des
zéros du cenire, mais Jes zéros médians et extérieurs sont stables et l'allure générale
de la distribution resie qualitativement inchangée.

s Dans un but comparable, un déplacement ert effectué dans l'ordre de grandeur
de la valeur limite fixée pour le point de raccord entre les coefficienis numériques et
ceux provenant de la récurrence. Gela provogue alors une modification systématique
el non plus aléatoire des tous les premiers coefficients. Les effels observés sont de
méme nature que ceux du test précédent: un changement survient dans la répartition
des zéros du cenire (qui reste cependant qualilativement semblable), et tous les zéros
médians et exiérieurs sont parfaitement stablas.

Ces expériences permetient d'associer aux coefficients de la pariie croissante de
la courbe 4.10.b tous les zéros situés & proximité de 'origine, et dont la répartition
est visiblement curviligne.

Un second type de tests concerne la partie décroissante de la courbe 4.10.b.

¢ Nous évaluerons d'abord les effets d'une¢ coupure arbitraire dane les derniers coef-
ficients (par coupure, én n’entend pas jci une modification de la taille de la matrice
& diagonaliser, mais simplement le fait de négliger un certain nombre de coeffi-
clents). Une conséquence naturelle de cetie suppression est Ja diminution du degré
du polynéme qui caractérise la section réduite, et don¢ une dirminution de nombre des
zéros de la distribuiion. Les figures 4,16 montrent les effets d'une telle coupure sur
le comportement des coefficients et sur la distribution des zéros, pour ¢ = 0.0 (res-
pectivement a) et b)) et pour ¢ = 1.0 (respectivement ¢) et d)). Nous avons vérifié
que les zéros intérieurs sont parfaitement siables et nous renongons & les représenter.
Nous cobservons que, tant en b) qu'en d), seuls les zéros situés tont a I'extérienr
disparaissent ou voient leur emplacement modifié. A noter dans le cas ¢ = 0.0, le
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comportement de la distribution tout & fail analogue a celui de Ja fonction exp{—z?)
tronquée (fig 4.9}, signe d'une décroissance gaussienne pour la section réduite.

« La figure 4.17 illustre une tentative de rajouter de nouveaux.coefficients par une
interpelation parabolique de la courbe logaritbmique. La restitution des signes - le
logarithme s'applique a la valeur absolue des coefficients - ne pose pas de probleme
car les séquences d’alternance sont réguliéres dans cette partie de la courbe. Comme
seul effet, on observe la superposition d'une couronne de nouveaux zéros, apparem-
ment sans lers avec les précédents et située totalement a 'extérieur.

I semble done clair qu'nne relation existe entre les coefficients de la partie
décroissante des courbes 4.10 et les zéros extérieurs des distributions 4.14. D faul
toutefois relativiser levr importance puisqu'ils cotoient de trés prés les © zéros-fanis-
mes” générés par le fail qu'on travailie avec un polynéme plutdt qu’avec une fonction
entiere. :

Restent les zéros médians qui ne subissent avcune variation sous tous les tests
qui précédent. Comme les seuls coefficients & ne pas avoir été touchés sont cenx du
palier maximal (qui détermine la localisation), il est permis d’établir une relation
entre les uns et les autres.

Nous décidercns de considérer comme zéros vrais ceux qui présentent une sta-
blité compiéie par rapport & une opération de coupure. Dans ce sens, les figures
4.18 proposent 'ensemble de tous les zéros vrais, pour € == 0.0 ex a) et pour e = 1.0
en b). Sur ces distributions, une répartition aléatoire d'une partie des zéros lorsque
€ augmente nous permet d’affirmer que le spin-boson généralisé avec spmm & = 1/2
présente des traces de chaos quantique.

En résumé, I'accroissement du parameétre d’anisotropie € provoque une brisure
de symétrie des états propres, qui seroni par conséquent délocalisés dans la base
naturelle du systeme. Ce phénoméne se tradwit dans une limite semi-classique, par
une dispersion d’une partie des zéros des sections réduites de la fonction de Husimi.
Cette dispersion refiste les traces d'un comportement chaotique que peut présenter
lz systéme. Le {ait que cette dispersion ne soit pas compléte et qu'il reste encore une
forte proportion de zéros disposés le long de courbes provient sans doute de la petite
taille du spin. En effet, comme le comportement spectral d'un sysieme comprenant
un grand spin montre clairement ume transiiion d’un régime régulier & un régime
chaotigue, il est probable que dans ce cas la transition dans la distribution des zéros
soit compléte.

L'important ‘est le {ait que le cas d’un spin s = 1/2 ne soil pas marginal et qu’il
présente lui-aussi des traces de cbaos.
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CHAPITRE 4
LEGENDES DES FIGURES

Figure 4.1: P(z}, © distribution des espacements entre niveaux voisins” pour le
hamilt{onien original, sans “approximation de la phase”; cas purement quan-
tique, conplage fort. w = wy = 1, A = +/2, h = 1. Transition en € a) ¢ = 0.0,
b)e=0.35,¢c)e=09, d) e=10.

Figure 4.2: A4(L), statistique de Dyson-Mehta (rigidité spectrale} appliquée
au méme modéle qu'en fig.d.1. a) e = 0.0, b) e = 0.5, ¢c) ¢ = 1.0,

Figure 4.3: Comme en fig.4.1. mais pour le cas semi-classique de I'“approxi-
metion de la phase”. a) e = 0.0, h) ¢ = 0.5,¢) e = 1.0.

Figure 4.4: Comme en fig.4.2. mais pour le cas semi-classique de I'“ approxi-
mation de la phase”. a) e = 0.0, b) ¢ = 0.5, ¢) e = 1.0,

Figure 4.5: Comporiement logaritbmique des coefficients |cy,| dans un cas
proche de ¢ = 0 et avec un hoson semi-classique. Meme état calculé en simple
&} puis en douhle précision b).

Figure 4.6: Méme état qu'en fig.4.5.h). mais avec les premiers coefficients (<
107'%) obtenus par lz relation de récurrence 4.60.

Figure 4.7 Comparaison des méthodes de recherche de zéros dans un fragment
de I'espace de phase du boson: représentation graphique logarithmique a) et
défauts de pbase b). Le polyndme est issu d’une fonction de Husimi d'un
systéme avec € = 1.0 et avec un boson semi-classique.

Figure 4.8 Effets sur les coefficients d’une coupure due: a) & la taille de la
matrice, b) & Y'ordre de grandeur limité & 107, ¢) & des problemes d'arrondi
qui perturbent les derniers coefficients inférieurs & 107*,

Figure 4.%: Zéros de f(z) = TN (—1)¥z*¥/N!, pour &) N = 10, b) N = 20,
c) N = 30.

Figure 4.10: Comportement logarithmique des coefficients Jc,.| en fonction de
n. Cas résonant w = wy = 1.0. Couplage fort A = 1.5. Spin quantique
s=1/2, h(h) =20

8) € =001, hy(hn®) =0.01 , E = -2.049 x 10~%, coupure en N, = 223.

by e=1.0 , hfkn®} = 0.01 , E = 5229 x 10~%, coupure en N}, = 571.
cJe=1.0 , h{fin®) = 0.1 , E = 1.957 x 10~%, coupure en N, = 147,
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e Figure 4.11: Sections de Poincaré classiques dans le plan de phase de l'oscilla-
teur harmonique. Mémes paramétres qu’en fig.4.10, énergie fixée 3 £ = 0.0.
a) e=0.01, Z,. = 025, cas presque intégrable,
b)e= 10 , £, =05 ,cas chaotique.

» Figure 4.12: Sections réduites de Husimi R, (zy(¢,p)) dans le plan de phase
(¢,p), pour les cas a), b) et ¢) {voir fig.4.10).

o Figure 4.13: Décroissance logarithmique des derniers coefficients In |cqn /i,
pour n > Np (3). Les courbes de In [{No!/n!)"] pour v = 1/2 et 4 = 3/2 (+)
sont représentées i titre de comparaison. Cas a} (N = 173) el b} { N, = 475).

o Figure 4.14: Distribution des zéros de ¥, (z(g,p}) correspondant & a), b) et
¢). Deux échelles sont représentées dans chaque cas.

¢ Figure 4.15: Effets d'une modification aléatoire des guatre-vingts premiers co-
efficients {¢ = 1.0) sur la distribution des zéros médians et intérieurs. En a)
pour les zéros meédians et en b) pour ceux de I'intérieur, la modification se fait
& la neuvitme décimale. En ¢) pour les zéros médians et en d) pour ceux de
I'intérieur, & la troisiéme décimale.

s Figure 4.16: Effets d'une coupure arbitraire des derniers coefficients sur la dis-
iribution des zéros extérieurs. En a) pour les coefficients et en b) pour les
zéros, £ = 0.01 ot la coupure a lieu en N, = 195. En c) pour les coefficients et
en d) pour les zéros, ¢ = 1.0 et la coupure a lieu en N] = 527.

» Figure 4.17: FEffets d’un prolongement par extrapolation paraboligue de la
courbe des coefficients a) sur la distribution des zéros extérieurs b) dans le
cas € = 1.0.

¢ Figure 4.18: Ensemble de tous les zéros vrais dans les cas ¢ = 0.01 en a) et
e=1.0enb).

105



0.5 1

FIGURE 4.1

106

1.5

o 0.5



C.2

As{L) ]
0.13 —
0.4 —
Q.0s —t
)
0 IR BT
0 25 L 30
[
(B)
[ B T N
20 25 I 30
O T ~ T 1T 7T T 1T
A3(L) - [NGo POISSON ]

o.oar -
o.o&ﬁ " | |
o.oaj( | o , i
Wl

0 5 10 15 20 25 30
L

FIGURE 4.2



20 i i :

Py | \ 4
15 - i (a) A
0 =
5 b -

C . 1 . I . | .
o} C.5 1 1.5 2

X

P(.’B) 31. T+ T 7 i
250 () ]

N i

st -

AL ]

0.5k -

°5 2 2.5 3

&I

FIGURE 4.3

108



Q.1

e, | ! ' » i B i 1 : 1 )
A4(L) W i
0.08 —’»f N
0.06 -
Qos —
o0z () -
8] | 1 | 1 | 1 | 1 ! 1
0] 3 0« 15 20 25 _ 30
Q.2 [~ T
As(L) -
Q.15 —
—-___.-—‘-F-
Q.1 ]
Q.05 _
(b)
D | [ | 1 | 1 | t . l |
Q 5 10 45 20 25 _ 30
C.1 L T T ] !
Ay(L) | gop-EOSSON -
Q.075% -
0.051» i
0.025 [- _
| (6
0 T B [ T
0 5 10. 15 20 25 _ 30

FIGURE 4.4

109



FIGURE 4.5

2.

5 50

(x10%)




FIGURE 4.6
111



FIGURE 4.7

112




GURE 4.8

o.

(x10)

)

log lC+n|

~2.

i
: (a)
;
©.0 3.0 z. 2.0 4.0 Lo s.0 (x10%)
[
(b)
0.6 0.5 5. 15 20 25 20 (x10%)
hY
\Q
'\__’
(<)
& .o oz e 40 50 6.0 (x107)
n



2.0

-4.0

FIGURE 4.9

- . 4 - -
B - -
o e
(a)
-5.0 -2.0 0.0 g 2. 4.0
.-‘..‘.‘..“.
L
. .
. -
N -
‘.. o
R T
(b)
=-4&.0 -2.0 0.0 q 2. 4.0
JUUTTITEE TIPION
.“
. .
. .
- -
. .
- -
. .
..
‘a
..“.n-‘...O.‘.
(¢}
-4.0 =2.0 0.9 2z 4.0




IGURE 4.10

o (x10%)

iz}

115

2.5

s.0 (x10%)



FIGURE 4.11 6


FIGURE4.il

FIGURE 4.12

117



(x10)
-2.
In (2o
c+N(]
-4,
-6,
-€.
(x10)
-0.
C+ND
-1.
-1.
-2.
-2.

FIGURE 4.13

118

T
+5+
at+
+ a +
+ T+
+ ? o +++
-+
- + ta,
- ++‘
+4 —
=
—_—
ey
- f’:
u 4
-
+ 0 =
+ D ~
+ b
+ 0
+
+
{a)
o
-0
+
1.8 2.0 2.1 2 2.3
{x10%)
=
+++
+
*s
-
+ +*Hq*hHw
+ L
+ *hhw$ﬁhﬂ$*mﬂ+
—
=
—
| r“z
*ey =2
++ T
+, =
+, =
+, s
+ —
*,
(b)
: +
4.8 5. 5.4 .6 5.8
T .
(x10%)



FIGURE 4.14.a)

LER- VPN

saa®

&
oa®

a
&a a a
& iy Ny
FY Yy "
& a
o * s
& & 'Y
a a
& &
& & <
L Y
A z
o & &
- a
& Iy
& - -
“a - = &2
- Lo d & p
- &
%
s & -
-0.4 Q.0

119




s bar TS ons

0.0
E-3
-2.0
-4.0
-4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0
q
0.4
& -~
- -
0.z
-~ -
& rY
p & - - -
& - - &
0.0
& s - &
- -
& &
3 &
- -~
-0.2
& -
& o
-0.4 (2)
-0.4 ~0.2 0.0 0.2 0.4

FIGURE 4.14.b). 0



IGURE 4.14.c}

{x10)
1.0 aetitea,
o & 1 s
&
-, r :.
st &~ 3
- & 8, “Ab
] ok
& ‘A‘ﬁ‘ N
p r
4
0.0 2
4
& gn“;.g L
B 2 a sat” ‘%.
& b‘b j o, &
& L
r-y & p o
-=1.0 (1) * palaor?®
-1.0 0.0
q. (x10)
2.0
[
1.0
& &
g.0
& &
-1.0
(2)
-2.0
-2.0 -1 0.0 1.0 2,0



{a)

=
=
a « . .
4 4
4 4
4 L]
a a
4 . . L]
o~ o ~ «
o o a a
i 1
=
Aale
pp N B
. ﬂ.: onn.. «
.ﬂ A 4 ‘.
£1A
0 R DA £
4 Wt
o 2 B e
a b i
]
HPLTE T
atafaty
114
o o o °
0 [ i o

FIGURE 4.15

122



D.G - 0.0
e »10 S T e
.!/‘
3.5 -1.0
len! log ||
1.0 -2.0
1.5 -3.0
f: -
(a) (e)
:.0 -4.0
0.0 0.5 1.0 1.5 5 3.0 0. 1.0 2.0 .0 4.0 5.0 6.
n *10° n F3lig
-5
10
6.0
Lo
"5 .‘.o---. 2.0
- ‘.‘
' P *.
3.0 6.0
-
. o
1.5 .-, -
* 4 alas
-2.0
0
(b) | -¢.0 (d)
.5
-1.5 ~1.0 =-£.5 0.0 .0 1.5 -%.0 -2.0 0.0 2.0 4.0
q »10 q

FIGURE 4.16

123




i

YIRS

(a)

(x10)

m

<
[N
Lol
<=
—
x ——
— .9 a4 L
=) « @ 4 ~—
: <
(1] ]
q Oﬁ % q
«*a a9,
< 4 a
@ S 9 «
=4 q ]
‘ . s 4 « q .
w a .
n . q M L]
L] e 4 .
O q q
s, 9 & o
o T ase oy
8 q99 1adg
™ o faa «ad a
« &9 1ha N
hd ] 4
. L]
L a ' % 4
. . b L]
2 < LI
N . a 4 ‘4
~ "« o
LT +
a @ e a
9a q q ..
o 4 *a ‘ <
. i, £
- a ' a q
ad a4
o
o
=] o o =} =]
o - ~ ™~ ~

Q

-2.

FIGURE 4.17

124



Py 4
4 a
dﬂ ﬂﬁ
9,4 "y
499 d4y
v PPY)
e 19
ad 1.
. 4
9 q
L] 9
—
o2
S
o o o
~ o~ <

FIGURE 4.18

125



Conclusions

Cet exposé se présente sous un aspect assez disparale, car si nous avions decidé de
nous en tenir au seul svsteéme spin-hoson, nous n’avions pas véritablement déterminé
un but unique a nos recherches. Au cours de notre travail, un certain nombre de
problémes se sonl posés, qui touchalent a des représentaiions différentes du meéme
modéle, et qui nécessitalent des technigues de résolution diverses. Cetie thése cons-
titue en fait un recueil de nos contribuiions, qui se sont développées dans des
directions difiérentes, et dont auvcune n'a recllement pris une importance relative
prépondérante.

S'il fallait metire en évidence un seul de nos résuliats, sans doute mentionnerions-
nous la transition observée dans le distribution des zéros de la fonction de Husimi.
(’est la premiére fois qu'est démontrée 'existence de traces de chaos basée sur un
critére purement quantigue lorsque l'objet étudié est composé d'un seul spin s == 1/2.

VUn certain nombre de problémes restenl ouverts et pour terminer, nous en men-
tionnerons quelgues-uns.

Dans le cadre de la mécanigue classique, I'étude des points fixes peut étre con-
sidérée comme compléte. Par contre, I'étude de la transilion de l'ordre au chaos
pourrail éire entreprise plus systématiquement:

¢ Nous n’avons considéré que I'influence sur la transition du terme de couplage
décrit par A et €. Or, nous avons démontré I'importance du rapport des fréequences
wiwg sur la stabilité du point fixe A,; il serait intéressant de connaitre Finfluence de
ce rapport sur la transition.

¢ De méme, I'infiuence de I'énergie (ou plutét du rapport Eo/S) pourrait étre exa-
minée. Cetle étude refiéterail sans doute le transfert sur ’osciliateur harmonique de
la part dominante de I'énergie lorsque celie-ci augmente.

¢ La méthode elle-méme pourrail éire améliorée par l'utilisation des exposants de
Lyapunov. La représentation de la proportion de trajectoires & exposant positif aug-
menterait certainement la précision de notre critére.

Dans le cadre de la mécanique quantique, le spectre semble avoir livré la plupart
de ses secrets, On pourrait envisager de délerminer exactement le nombre minimal
de niveanx de spip nécessaire pour gu'une transition standard entre les distributions
de Poisson et de Wigner ait lien,

Il est également légitime de se demander quelle est Fallure des différentes statis-
tiques spectrales dans le cas semi-classique traité en terme de fonctions de Husimi
(c’est-a-dire, quelle est V'influenece de A;). Des résuliats non publiés démontrent que
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le comporiement spectral est alors ideniique a celui que nous avons présenté.

Paur le travail sur les distribuiions de zéros des fouctions de Husimi, an peut
envisager les extensions suivantes:

s L'étude de la transition en ¢ mériterait peui-étre plus de finesse. Cependant,
il serait étannant que des phénaménes nouveaux apparaissent pour des valeurs in-
termédiaires de ce paramétre,

s Un point {ragile de ce travail est Pabsence de 1’étude de I'influence sur les dis-
tributions du nombre quantique de spin; donc le fait que le crilére n'ait pas pi étre
vérifié sur un systéme dont on est certain qu'il présente une transilion régularité-
chaos. Il semble que le probleme numérique du palier puisse &ire repoussé, mais
Jamais tatalement résalu. Il s’agirait alars de trauver une représentation telle qu'il
existe une relation de récurrence construite sur le modéle de (4.59), et dont tous
les coefficients puissent se déduire direclement d’un seul d'entre eux. Les tentatives
effctuées de récurrences inverses ont montré de graves problémes de divergence.

Enfin, des travaux de nature tres différente sont en cours, basés sur le com-
portement de 'ensemble des fonclians propres, selon une technques développée par
Miiller et al. [65). 1] semble alors que dans le cas du spin s = 1/2, on n’observe pas
réellement le signe méme dv chaos, mais un phénomene nécessaire & son apparition
pour des spins a nombre quantique plus élevé. Ceci sans passage obligé par la limite
semi-classique. Nos résultats seraient alors pleinement confirmés.
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