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Introduction 

Pour r un groupe discret dénombrable, soit C*(Y) la C*-algèbre réduite de F, 

c'est-à-dire la C*-algèbre engendrée par la représentation régulière gauche Ap 

de T. En géométrie non commutative, le calcul de la K-théorie de C* (Y) est 

un problème difficile. La conjecture de Baum-Connes ramène ce problème an­

alytique au calcul d'un objet topologique. Pour formuler la conjecture (selon 

[BCH94], §3), on commence par associer à chaque groupe Y un espace EY_ qui 

est l'espace classifiant pour les actions propres de T (voir [BCH94], définition 

1.6). En utilisant la KK-théorie de Kasparov (voir [Kas88]), Baum, Connes et 

Higson forment le groupe de K-homologie èqui variante Kf(EY) à T-support 

compact. Une classe dans Kf(EY) est représentée par un opérateur ellip­

tique abstrait T-équivariant sur EY supporté par un sous-espace T-invariant 

A' tel que X/Y soit compact. Suivant Kasparov [Kas83], Baum, Connes et 

Higson définissent un homomorphisme de groupes abéliens 

iï •• K(m -+ Äi(c;(r)), i = o, î 

en associant à chaque opérateur elliptique son indice. 

Conjecture de Baum-Connes Pour tout groupe discret dénombrable, 

Vapplication fjf est un isomorphisme pour i = 0,1. 

L'injectivité de l'application de Baum-Connes a des conséquences en topolo­

gie; la plus importante est probablement la conjecture de Novikov sur l'invar 
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riance homotopique des hautes signatures pour les variétés de groupe fonda­

mental T. Une des conséquences analytiques de la surjectivité de l'application 

de Baum-Connes est la conjecture des idempotents de Kaplan sky-K adi son 

(voir [Val89]) : 

Conjecture des idempotents Soit V un groupe discret dénombrable sans 

torsion. Alors C*(T) ne contient pas d'idempotents non triviaux. 

La conjecture de Baum-Connes a été vérifiée pour les groupes abéliens, les 

groupes libres (voir [PV82]), les sous-groupes discrets des groupes de Lie 

moyennables connexes (voir [Kas81]), les sous-groupes discrets de SO(n, 1) 

et SU(n, 1) (voir [Kas83], [JK95]); récemment N. Higson et G. Kasparov Tont 

montrée pour les groupes a-T-moyennables [HK97] (voir aussi [Jul98]). Un 

des résultats principaux de cette thèse est la preuve de la conjecture de Baum-

Connes pour les groupes à un relateur sans torsion (voir aussi [BBV96]). 

Motivation et organisation de la thèse 

Le calcul de la K-théorie de C*(V) est donc ramené par la conjecture de 

Baum-Connes à celui des groupes de K-homologie équivariante, mais au 

moins à torsion près ces groupes sont calculables. En effet Baum et Connes 

définissent un caractère de Chern (voir [BC88]) 

OO 

ehi • Kf(EL) ->0ff,+2n(r, Fr) 
n=0 

où Hi(VjFV) désigne le i-ème groupe d'homologie de V à coefficients dans 

F r , le T-module des fonctions complexes sur V à support fini contenu dans 

les éléments elliptiques (c'est-à-dire les éléments d'ordre fini); notons que 

l'action de V est par conjugaison. 

Le caractère de Chern est un isomorphisme rationnel, c'est-à-dire 

OO 

chi®id • Kf<M)®zC-+@Hi+2n(r,Fr) 
Tl=O 
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est un isomorphisme (voir [BC88], proposition 15.2). 

Soit maintenant ^Q l'unique application qui fait commuter le diagramme 

suivant : 

. Kf(ET) ®z C JfL^i Ki{C;(T)) ®Z C 

®/fI+2n(r,Fr) 
Tt=O 

Une conséquence de la conjecture de Baum-Connes est : 

Conjecture C Pour tout groupe discret dénombrable, l'application fifc est 

un isomorphisme (i = 0,1). 

Le triangle ci-dessus est notre motivation principale. En effet, notre but est 

d'écrire explicitement la restriction de /ifc à certains groupes d'homologie. 

Dans le cas où le groupe T est sans torsion, le T-module F r est le module 

trivial C; de plus Kf(ET) ^ Ki(BT), la K-homologie (à support compact) 

de l'espace classifiant B r de T, d'où le triangle commutatif suivant : 

Ki(BT) ®s C ßi ®* Ki(CC(T)) ® z C 

chi® 1 

CO 

0iWr,C) 
n=0 

Ce travail se présente ainsi : 

Le chapitre 1 est consacré à la description de la conjecture de Baum-Connes; 

nous commençons par rappeler la notion d'action propre, ensuite de K-

homologie équivariante. 

Le chapitre 2 ainsi que le paragraphe 4 du chapitre 3, ont été obtenus en 

collaboration avec Michel Matthey. Au chapitre 2, nous construisons (selon 

une idée de P. Baum) un homomorphisme analytique ßa : H0(T, FT) —• 
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Ko(Cf(T)) qui se factorise via Ko(P(T)); et nous montrons que l'homomorphisme 

algébrique ßajg : H0(T, FT) -> K0(P(T)) est injectif. Nous expliquons en­

suite le lien avec la conjecture de Baum-Connes en construisant un homo-

morphisme topologique ßt : Ho(T, FT) -* KQ(ET) qui vérifie : ßa = ^oßt. 

Au chapitre 3, nous donnons une nouvelle preuve d'un résultat d'Elliott et 

Natsume [EN87] : l'application canonique KT : Hi(T9Z) ~ Tab -> K1(Cf(T)) 

est rationnellement injective. Nous remarquons ensuite (à l'aide d'un résultat 

d'A. Valette dans [Val96]) que KV® 1 : Hi(T1C) -+ K1(Cf(T))^zC coincide 

avec ^cl^iir.C) o u Hi(T9C) est le sous-espace de Hi(T9FT) correspondant 

au neutre de T. Comme corollaire, nous obtenons que l'application de Baum-

Connes est rationnellement injective "en degré 1". En procédant ensuite de 

la même manière qu'au chapitre 2, nous construisons un homomorphisme 

"analytique" ßa : Hi(T9FT) —» Ä"i(C*(r)), ainsi qu'un homomorphisme 

"topologique" ßt : Hi(T9FT) -4 Kl(ET). Nous montrons ensuite que ßa 

et ßt sont liés par l'application de Baum-Connes, plus précisément : ßa = 

u\ o ßt. Nous terminons le chapitre en introduisant une notion de groupe de 

Whitehead topologique. 

Au chapitre 4, nous construisons d'abord un homomorphisme analytique 

ßa : H2(T9X) —ï K0(Cf(T)). Nous montrons ensuite que c'est le "bon 

candidat", c'est-à-dire que ßa ® 1 : H2(T9 C) —>• K0(Cf(T)) ® C coincide avec 

Mo clj?2(r,C5 - Eafin, à l'aide du calcul de la K-homologie d'un CW-complexe 

fini de dimension 2, nous donnons une reformulation de la conjecture de 

Baum-Connes pour certains groupes : 

Proposi t ion Soit T un groupe discret tel que son espace ctassifiant BT est 

un CW-complexe fini de dimension 2. La conjecture de Baum-Connes est 

équivalente au fait que les applications 

/ / ? . © & : H0(T9Z)QH2(T9Z) -> K0(Cf(T)) 

Kp : Hi(T9Z) -> K1(Cf(T)) 

sont des isomorphismes. 
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Les résultats du chapitre 5 ont été obtenus en commun avec C. Béguin et 

A. Valette; ils concernent les groupes à un relateur sans torsion. Nous com­

mençons par calculer la K-théorie de la C-algèbre de tels groupes (notons 

que ce calcul a été généralisé par C. Béguin pour un groupe à un relateur quel­

conque). Nous montrons ensuite la conjecture de Baum-Connès pour i = 1, 

et pour z' = 0 dans le cas "générique" c'est-à-dire quand l'image de la relation 

dans le groupe abélianisé est non triviale. Dans ce chapitre, nous montrons 

aussi qu'un groupe à un relateur (même avec torsion) est K-moyennable. 
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Chapitre 1 

Préliminaires et conjecture de 
Baum-Connes 

Nous débutons avec des rappels sur les actions propres. Dans la deuxième 

section, nous définissons la K-homologie équivariante et nous passons en re­

vue les principaux exemples qui vont nous être utiles plus tard. La définition 

de l'application de Baum-Connes est présentée dans la dernière section. 

1.1 Actions propres 

Dans cette section, nous introduisons la notion d'action propre d'un groupe, 

considérée dans [BCH94] . L'intérêt de cette notion est d'associer à chaque 

groupe un espace ET qui joue le même rôle dans la théorie des T-actions 

propres que l'espace ET (le revêtement universel de l'espace classifiant BT) 

dans celle des T-actions libres. Une importante particularité est que dans 

bien des cas, il existe un modèle d'un intérêt géométrique particulier. 

Soit r un groupe discret dénombrable agissant sur un espace topologique 

métrisable X par homéomorphismes. 

Définition 1.1 ([BCH94]) On dit que X est un Y-espace propre si tout 

point x de X possède un voisinage ouvert T-invariant Ux gui s'envoie de 
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manière continue et T-éguivariante sur un espace homogène Y / Hx, où Hx 

est un sous-groupe fini de Y. 

Exemples 1.2 On a clairement des actions propres dans les cas suivants: 

(1) Y est un groupe fini agissant sur X quelconque. 

(2) Z agissant sur M. par translation. 

Remarque 1.3 Lorsque l'espace X est localement compact, la définition 1.1 

ci-dessus est équivalente à la définition usuelle d'une action propre, c'est-à-

dire : pour tout compact WCX, l'ensemble {7 G T tel que jW O W ^ 0} 

est fini. Notons que l'action d'un groupe Y sur l'espace à un point {pt} est 

propre si et seulement si Y est fini. 

Définition 1.4 Un Y-espace propre EY est universel si, pour tout Y-espace 

propre X, il existe une application continue, Y-équivariante f : X -> EY. 

unique à nomotopic Y-équivariante près. 

Remarque 1.5 EY_ est unique à homotopie Y-équivariante près. 

Exemples 1.6 

(1) Si Y est un groupe fini, on peut prendre ET = {pt}. 

(2) La droite réelle E est un exemple universel pour les actions propres de 

Z. 

(S) Si Y est sans torsion, toute action propre est nécessairement libre, et 

on peut prendre alors EY = EY, le revêtement universel de l'espace 

classifiant BY. 

Dans le cas général, on peut réaliser l'exemple universel pour les actions 

propres de la manière suivante : 



Préliminaires et conjecture de Baum-Connes 11 

Proposition 1.7 ([BCH94]) Soit T un groupe discret et soit 

ET = {/ : r -» [0,1] à support fini, £ / (7) = 1} 
7€r 

l'espace des mesures de probabilités à support fini sur T, muni de la métrique 

II/-*ll» = sup | / (7)-0(7) | . 
7er 

Alors ET est un exemple universel. 

1.2 K-homo logie equi variant e 

Le but de cette section est de définir Ie groupe géométrique Kf(EF) (qui 

apparaît dans le membre de gauche dans la conjecture de Baum-Connes) 

à l'aide de la théorie de Kasparov équivariante par rapport à l'action d'un 

groupe r discret, dite /f/fr-théorie. 

Soit X un T-espace localement compact. Considérons l'algèbre Co(A') des 

fonctions continues sur X, nulles à l'infini. Commençons par définir le groupe 

KKf (Co(X), C)) de K-homologie T-équivariante de X, en suivant Kasparov. 

Pour plus de détails sur la théorie de Kasparov, voir [Kas88]. Pour les con­

structions sur les modules hilbertiens, voir [Lan95]. 

Définition 1.8 Un Y-opérateur elliptique généralisé sur X (ou cycle de Kas­

parov) est un triple (ri, 7r, F) OÙ 

• Ti est un espace de Hilbert muni d'une représentation unitaire u de V. 

9 1K est une représentation covariante de CQ(X) dans £(rl) c'est-à-dire, 

telle que 7r(7/) = u^(J)u^, V7 <= T, V/ 6 C0(X). 

• F € C(I-C) est un opérateur autoadjoint tel que, V7 € T, V/ € Co(X), 

les opérateurs [Ir(J)1F], 1K(J)(F7 — 1) et K(J)[J,F] sont compacts. 
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Notons Sl(C0(X), C) l'ensemble de tels triples. 

Les éléments de SQ(CO(X), C)) correspondent à des cycles Z/2-gradués. Plus 

précisément : H est un espace de Hilbert Z/2-gradué, les représentations u 

et 7T sont par des opérateurs de degré 0, et F est un opérateur de degré 1. 

Un cycle (H, n, F) est dégénéré si Fn(f) = n(f)F pour toute / 6 Co(A'), et 

si F2 = 1. 

Définitions 1.9 

(1) Soient Oo = ('Hojfl'Oî-Fb)) ai = (Hi,K\,Fi) deux éléments de 

Sl(C0(X)1C) (i = 0,1). On dit que Ot0, Q\ sont komotopes si u0 = 

«i, 7To = 7Ti et s'il existe une famille (Ft)tç[o,i], continue en norme, telle 

que pour tout t e [0,1] (fto,7To,-Ft) appartient à Sf (C0(X), C) i = 0,1. 

(2) On dira que a0, ai sont équivalents s'il existe des cycles dégénérés 

ßo, ß\ tels que a0 © ß0 est homotope à ai © ß\. 

(En particulier, les cycles dégénérés sont tous équivalents.) 

(3) On note KKf(C0(X),C) ou Kf(X) le quotient de Sf(C0(X),C) par 

la relation d'équivalence ci-dessus. 

Remarque 1.10 Supposons que X est un T-espace propre. Par la propo­

sition 1 de [Val96], on peut supposer dans la définition d'un élément de 

Kasparov que F est T-équivariant (c'est-à-dire [y, F] = 0, V7 € T) et 

à support propre, c'est-à-dire V/ 6 C0(X) il existe g 6 C0(X) telle que 

(n(g) — I)F1Jr(J) = 0. De plus, quitte à remplacer H par It(C0(X))H1 on 

peut supposer que 1K est non dégénérée. 

Pour i = 0,1, Sf (C0(X),C) est muni d'une addition naturelle donnée par 

la somme directe. Kf(X) muni de l'addition induite est un groupe abélien, 

invariant par homotopie, covariant en X. L'élément neutre est donné par 

la classe des cycles dégénérés. L'opposé d'un élément (H, TT, F) dans Kf(X) 

est donné par le cycle (H, 7r, —F), par contre celui d'un élément dans KQ(X) 
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s'obtient en inversant la Z/2-graduation. Disons quelques mots sur la fonc-

torialité : soit / : X —ï Y une application continue T-équivariante, propre. 

Alors /„ : K[(X) -+ Kf(Y) est donnée par 

où / : Co(Y)^C0(X) : g^gof. 

Si r est trivial, Kf(X) est la K-homologie habituelle de X1 notée Kj(X). 

Remarque 1.11 Si T agit librement sur X1 alors Kf(X) ~ Ki(T\X). In­

diquons quel est l'isomorphisme. Pour cela soit x = [(H1X1 F)] 6 Kf(X). 

Soit H l'espace séparé complété de Ir(Cc(X))1H pour le produit scalaire 

« (\V »= E <f N) 

(C1TItX(Cc(X))H). 

Maintenant F est un opérateur borné T-équivariant sur H qui préserve 

X(C6(X))H, pour (E x(Cc(X))H, 

(F&.FQ<\\F\\3(t\.0 

au sens de l'ordre dans C(T). En prenant la somme sur T, ceci implique 

« m F f » < | | F | | 2 « ^ » . 

D7où F s'étend en un opérateur borné F sur H. Via la projection canon­

ique X —• T\X, nous pouvons regarder CQ(T\X) comme une algèbre de 

multiplicateurs de Co(X). D'autre part x s'étend d'une manière unique, 

en une représentation des multiplicateurs sur H, qui préserve x(Cc(X))H 

(voir [Pedi9] 3.12.10). Donc x\c0(r\X) nous donne une représentation x de 

CQ(T\X) sur H. Alors l'isomorphisme est défini par : 

KKf(X) 3 [H1X1F) H- [H1X1F] € I<i(T\X). 

Nous sommes maintenant prêts à définir le groupe géométrique Kf(ET) : 
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Définition 1.12 Le groupe géométrique de Baum-Connes est 

Kf[ET) = MmKKf(C0(X)X) 
x 

où X parcourt les parties V-compactes de EV_ (c'est-à-dire, telles que l'espace 

quotient T\X est compact); notons que dans ce cas X est nécessairement 

localement compact 

Avant de donner des exemples, remarquons que beaucoup d'éléments inté­

ressants de KK-théorie proviennent d'opérateurs non bornés (par exemple les 

opérateurs différentiels elliptiques d'ordre 1 sur une variété C°°). Il est donc 

important d'avoir un formalisme pour la KK-théorie qui tienne compte des 

opérateurs non bornés [BJ83] : 

Définition 1.13 Soit H un espace de Hilbert muni d'une représentation 

unitaire u de T, n une représentation covariante de Co(X) dans C(H) et 

F : H —> H un opérateur autoadjoint densément défini. Le triple (H, n,F) 

est un élément de Kasparov non borné si 

i) Tr(J)(I + F2)-1 e K(H) (l'idéal des opérateurs compacts), V/ € C0(X) 

ii) [n(f), F] € C(H), V/ 6 A, où A est une sous-algèbre dense de Co(X). 

Si (H,K,F) est un élément de Kasparov non borné, alors (H, n, /f,F2) € 

Sf(C0(X), C). 

Exemples 1.14 

Nous donnons ici des exemples d'éléments de K-homologie bornés et non 

bornés. 

(1) (Voir exemple 1 dans [Val96]) Soit H un sous-groupe fini de T et soit 

p une représentation unitaire de dimension finie de H sur un espace 

vectoriel complexe Vp. Prenons XH = T/H, avec l'action de T par 

translation à gauche; c'est un espace discret, propre et T-compact. En 
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identifiant XH avec l'ensemble des mesures de probabilité uniformes 

sur les classes latérales 7/f, 7 € T, l'espace Xu se plonge dans UT. 

Considérons maintenant H0 l'espace de Hilbert de Ia représentation 

induite de H à F 

y° = {( - r -> V, : ¢(7/1) = />(^_1)e(7) Pour tous /i € ff, 7 € T 

et £ H f W i r < o o } . 

L'action de T sur 1H0 est donnée par : (7.^)(7') :== £(7_17')-

Notons que c'est aussi l'espace des sections L2 du fibre vectoriel in­

duit Ep = V XH Vp sur XH = T/H. Prenons pour -K la représentation 

de CO[XH) par multiplication ponctuelle sur H0; comme XH est dis­

cret et que Vp est de dimension finie, cette représentation agit par des 

opérateurs diagonaux dont les valeurs propres tendent vers 0, donc par 

des opérateurs compacts. Ainsi le triple (H = H0 © 0,7r,0) définit un 

élément/fe,p de Aj(EE). 

(2) Soient X = S1 et T = {e}. Dans l'espace de Hilbert L2(S1) muni de la 

base trigonométrique (e2ïrmo)nGz, on a la représentation M de C(S1) par 

multiplication ponctuelle. Considérons l'opérateur F, diagonal dans 

cette base, donné par 

F = diag(sign(n))n£z. 

Alors on vérifie facilement que le triple (Z/2(SX), M, F) définit un opéra­

teur elliptique généralisé; c'est en fait le générateur de "Toeplitz" de 

AY(S1) = AT^i(C(S1),C) ~ Z. Notons que l'image non bornée du 

générateur de "Toeplitz" est le triple (L2(S*), Af1D), où 

n-i— 
idß' 

puisque F = jgy. 

(2bis) Via l'isomorphisme K1(S
1) ~ Kf(R), le triple (P[S1), M, D) va sur 

(£2(R), Af, D), où M est la représentation S-covariante de Co(M) par 
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multiplication ponctuelle sur £2(R), et 

^ = 1 T-
i dt 

C'est donc le générateur de Kf (R). 

(3) Pour T = Z x Z/n, prenons ET = R. Alors I<fxZ/n(R) ~ Zn , en 

effet : soit [("H, 7r,F)] Ç. K1* (R); considérons la restriction de la 

représentation unitaire u de Z x Z/n sur H à Z/n, alors u\z/n
 s e 

décompose canoniquement comme suit : 

xez/n 

où x parcourt l'ensemble des caractères de Z/n. L'espace de représen­

tation de Ux est l'espace de Hilbert 

-Hx = {(eH : u(ff)£ = x(s)f, V5 € Z /n} . 

Comme on peut supposer que F commute à Z/n, Tix est invariant par 

F . De plus Hx est aussi invariant par 7r puisque Z/n agit triviale­

ment sur R. Donc üfz*z /n(R) ~ © x 6 £ £ A?j?z/n(R), où K?*Z/n(R) est 

l'ensemble des classes ["H, ?r, F] munies de l'action de Z/n via x. Donc 

une basede/<f x Z / n (R)est : 

{et = [£2(R), M, .D = 7^] ; , où l'action de Z xZ/n sur L2(R) est donnée 

par af(x) = f(x+l), bf(x) = vlf{x) et où M est la représentation (Zx 

Z/n)-covariantede Co(R) par multiplication sur £2(R), / = 0 , 1 , . . . , n— 

!}• 
Ici u> est une racine n-ième primitive de l'unité et a (respectivement 6) 

est un générateur de Z (respectivement de Z/n) . 

(4) Soit X une variété compacte, soient Eo, E\ deux fibres vectoriels com­

plexes sur X. Rappelons qu'un opérateur pseudo-différentiel P définit 

une application linéaire continue P : C°°(X;Eo) —• C°°(X;£i), 

où C°°(X;Ei) est l'espace des sections lisses de Ei, i = 0,1. Si P 

est d'ordre 0, il s'étend en un opérateur linéaire continu, encore noté 
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P : L2(X\ EQ) -4 L2(X; Ex) où L2(X] Ei) désigne l'espace des sections 

L2 de E{. Un opérateur pseudo-différentiel P a un symbole <jp qui est 

une section lisse du fibre Hom(£^o5 Ei) au dessus de T*X (l'espace total 

du fibre cotangent de X), c'est-à-dire (Tp(x,Çx) € C((EQ)X, [Ei)x) pour 

tous x € X, fz € T* (X). Quand P est d'ordre 0, son symbole est borné 

sur T*X. On dit que P est elliptique, si op est inversible en dehors 

d'un compact de T*X\ dans ce cas P définit un opérateur de Fredholm 

c'est-à-dire, il existe Q : I?(X;E{) -4 L2(X;E0) tel que PQ - 1 et 

QP — 1 sont compacts. Remarquons maintenant que C(X), l'espace 

des fonctions continues sur X, possède deux représentations par multi­

plications sur L2(X\ E0) et L2(X\ Ex), notées ME° et MEl. Pour toute 

/ € C°°(X), ME° (/) et MEl (/) sont des opérateurs différentiels d'ordre 

0, ce qui implique que PMEo(f) — MEl(f)P est un opérateur pseudo-

différentiel d'ordre 0 à symbole nul et donc définit un opérateur compact 

sur L2. Par densité de C°°(X), l'opérateur / .-4 PM E °( / ) - MEl (f)P 

est compact pour toute / G C(X). Ainsi le triple (L2(X, E0)®L2(X, Ei), M, F 

( ]) définit un élément de KQ(X). 
P o) 

Plus concrètement, considérons le fibre vectoriel complexe A*T"X ®R C sur 

À'; notons que l'espace des sections de ce fibre s'identifie à l'algèbre des formes 

différentielles extérieures à coefficients complexes U* (X). L'opérateur de 

Hodge (voir par exemple [Sha78], §6) p sur Ù*(X) est l'opérateur différentiel 

elliptique, non borné de degré 1 défini par : 

p : c°°(n*(x)) -4 c°°(n*(x)) 
uj 1-4 pui = du) + d*uj 

où d est l'opérateur de de Rham. 

Par l'exemple ci-dessus, l'opérateur de Hodge nous définit donc un élément 

noté [P] e K0(X). 
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1.3 Enoncé de la conjecture de Baum-Connes 

Soit F un groupe discret dénombrable. La conjecture de Baum-Connes relie 

le calcul du groupe analytique de la K-théorie de C*(r) au calcul de la K-

homologie équivariante de ET. Plus précisément P. Baum et A. Connes 

conjecturent que l'application 

rf : Kf(ET) -4 K1(Ct(T)) 

est un isomorphisme. Nous allons rappeler ici Ia définition de cette flèche 

(selon [BCH94]); pour plus de détails voir [Val96]. 

Soit X un T-espace propre et T-compact et soit fH, TT,F] € Kf(X) tel que 

F est supposé T-équivariant et à support propre. On considère le sous-

espace dense 7T(C0(X))HJ où C0(X) est l'espace des fonctions continues à 

support compact sur X\ c'est naturellement un T-module. On le munit 

d'une structure de Cr-module à droite: 

et comme l'action de V est propre, on peut le munir d'un produit scalaire à 

valeurs dans Cr défini par : 

(t,i)h) = {t\vi)-

La fonction 7 t-t (f|7f) est positive dans C*(V) (voir [Dix69], 13.7.8). En 

complétant 77(Cc(X))H suivant ce produit scalaire, on obtient un C*-module 

de Hilbert S sur C;(V). 

Lemme 1.16 Soit T € C(I-L) un opérateur V-équivariant tel que 

T(w(Cc(X))H) C TT(C0(X))H. 

Alors T s'étend continûment en un opérateur T 6 Cc*(r)(£)-

Preuve : Considérons, pour f € TT(CC(X))H, la fonction 

r ^ C , 7 -f ||T||2 <{|7f) - (T(,TTQ ; 
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c'est une fonction de type positif sur F. En effet, soient Ai, . . . ,An Ç C 

7!,...,7„ e r, 

E A1-Ay(IiTIi2 (far1**) - (nh-^n)) 

= \\T\\2 \\ t^iC\\2-\\T(t XmOW2 >o 
t=i i=i 

où l'égalité résulte de la T-équivariance de T. Donc, au sens de l'ordre dans 

C*(r), nous pouvons écrire 

m\n) (•) < \\n2 (m (•)• 
Ainsi : 

l ib i l i = Il <Tf I • TO ||c;(r) < | | T f II (f I • f> | |c ; (r) = !ITU2 ||f ||£, 

ce qui termine la preuve. D 

Le lemme ci-dessus nous dit donc que F s'étend en un opérateur T € 

£c;(r){£)- Et comme par la proposition 2 dans [Val96], on a que T2 — 1 

est un opérateur compact sur le C*-module £, la paire (£,3~) définit un 

élément dans AT^(C,C;(r)) = Ki(Q(T)). Notons que dans [BCH94], cet 

élément est appelé F-indice de F et noté Indice^F). 

Définition 1.17 L'homomorphisme 

£ : Kf(ET) -> Kt(Ct(T)) 

CH,7r,F)i-»Indicer(F) 

s'appelle l'application d'assemblage. 

Remarque 1.18 L'application $ se factorise via 

fi •• Kf(EV) -> K1(C(T)) 

où C(T) est la C-algèbre maximale de T qui est la C*-algèbre enveloppante 

dell(T) [M97]. 
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Exemple 1.19 (Voir exemple 1 dans [Val96j) Calculons HQ(PH,p)> ou ßH,P 

est l'élément de KQ(ET) défini dans l'exemple 1.14(1). Remarquons d'abord 

qu'on peut supposer que p est irréductible. Donc 

^(Cc(XH))ri = CV(^Vfn 

CH 

l'espace des sections de Ep à support fini. Comme p est irréductible, il existe 

un projecteur minimal pniP 6 CH tel que les CH-modules Vp et CH * pn,P 

sont isomorphes. Pour Ç € CT, posons 

£(7) = ^(7"1), 7 er . 

On vérifie alors que l'application de CV-modules à droite : 

i> : CV(Q(CH *PHiP)^PH,t>*Cr : a®òi -4Ò*a 
CH 

s'étend en une isométrie de C*(V)-modules de Hilbert entre la completion de 

Cr®Cff(C#*Pw,p) et l'idéal à droitepH,pC;(T) dans C;(V). D7ov,y^(ßHtP) = 

\pH,p], la classe du projecteur pn,p dans KQ(C*(V)). En particulier, pour 

[V] := ß\,is) c'est-à-dire pour H = I et p — 1# la représentation triviale, on 

obtient fj^(\V\) = [1], la classe de l'unité dans Ka(Cf(V)). 

Avec les notations déjà introduites, la conjecture de Baum-Connes s'énonce : 

Conjecture 1 Pour tout groupe discret dénombrable, l'application d'assemblage 

rf •• Kf(ET) -+ Ki(W) 

est un isomorphisme, pour i = 0,1. 

Donnons un premier exemple où la conjecture de Baum-Connes est vérifiée. 

Lemme 1.20 Soit V un groupe fini. Alors //f est un isomorphisme pour 

1 = 0,1. 

Preuve : Pour i = 1, c'est trivial puisque Kl(EL) = 0 = K1(Cf(V)). Pour 

i = 0, commençons par montrer que K^(pt) est isomorphe au groupe additif 
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de l'anneau des représentations H(T), c'est-à-dire au groupe abélien libre sur 

l'ensemble T des classes d'isomorphie des représentations irréductibles de T. 

En effet, soit [H = H0 ® H1^, F] € K%(pt) et soit P = TT(1) € C(H)1 

projecteur de degré 0 par rapport à la graduation. Considérons l'opérateur 

Fp = PF\p(Ky, c'est un opérateur de degré 1, donc il s'écrit sous la forme 

FP = 
' o F^ 

Ft 0 

Donc F / = PF|p(Mo) : P(H0) -*• P[U1) est un opérateur de Fredholm car 

par hypothèse, les opérateurs FpFp — 1 et FpFp — 1 sont compacts sur 

U. Ainsi Ke r f£ et Ker(F/)* sont des espaces de représentations de T de 

dimension unie et l'homomorphisme ^£ es^ donc donné par : 

F I-» [KerFp-] - [Ker(F+)*] € Ä(r). 

Maintenant si nous prenons dans l'exemple 1.19 # = F, alors {/?r,p}„er 

(respectivement {[iV,p]}pgf) es* u n e n s e m D l e de générateurs de KQ (pt) (re­

spectivement de K0(C*(T))). Donc /*J est un isomorphisme. Q 



Chapitre 2 

Sur le triangle 
H0(T, FF), K^(ET), K0(C* (T)) 

Dans la première section, nous construisons un homomorphisme "analytique" 

ßa : H0(T, FT) -¥ K0(Ct(T)) ®z C qui se factorise via UT0(Z
1Cr)) ®z C : 

H0(T1 FT) ^ l K0(P(T)) ®2 C — Ko(Ct(T)) ®z C 

Nous montrons que la flèche "algébrique" ßa\g est injective. Dans la deuxième 

section, nous montrons qu'il existe un lien avec la flèche de Baum-Connes; en 

fait nous construisons un homomorphisme "topologique" /¾ : Ho(T, FT) —ï 

Ko(EL) <g>z C qui vérifie : ßa = (/# ® 1) o ßt. 

Considérons tout d'abord le cas où T est sans torsion; alors KQ(ET) = 

K0(BT); de plus, on a grâce au caractère de Chern en K-homologie K0(BT)<%)z 

C ~ © ^ 0 H2n(T, C). Mais comme ßl([T]) = [1] (voir exemple 1.19), on a le 

triangle commutatif suivant : 

K*{ET) - ^ Ko(C;(T)) 

23 
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où ft[l] :=[r] et/?fl[l] = [l]. 
Maintenant comme l'image de [1] par la trace canonique K0(Cf(T)) —» E 

vaut 1, [1] est d'ordre infini dans Ko(Cf(T)) et donc ßa est injectif. Donc 

l'application //£ est injective sur le sous-groupe engendré par [r] dans K0(ET). 

2.1 Définition de ßa : H0[T, FF) -> K0[C*[T))^2, C 

Notons ST l'ensemble des éléments elliptiques de T, c'est-à-dire les éléments 

d'ordre fini; c'est un ensemble non vide puisqu'il contient au moins l'identité 

de T. Via l'action de T par conjugaison sur ST, on munit F r , l'espace des 

fonctions complexes sur T à support fini contenu dans ST, d'une structure 

de T-module. On note alors Hn(T)FT) le n-ème groupe d'homologie de T à 

coefficients dans le T-module F r . 

Remarque 2.1 Soit S = {71,72,...} QT un ensemble de représentants des 

classes de conjugaison elliptiques de T; notons que l'identité appartient à cet 

ensemble. Soit F[yj] le T-sous-module de FT engendré par la classe de jj. 

Alors 

FT = QFM. 
3 

Soit Zr(1Jj) le centralisateur de 7j dans T. Alors par le lemme de Shapiro 

(voir [Bro82]), on a 

Hn(T, FT) ~ © Hn(T, Ffo]) x © Hn(ZrM, C) 
3 2 

où le dernier terme désigne Vhomologie à coefficient complexes. 

En particulier pour n = 0, nous obtenons 

MT, FT) = 0H0(Zr(Ij) ,C) = C[7i] ® C[72] © . . . 
3 

où chaque [jj] est un symbole tel que H0(Zr(Jj)^) = Z[7,-] m Z. 

Soit maintenant 7 € S, \~f\ — n; soient u> une racine n-ème primitive de l'unité 

et Pwi = £ SJlT0
1 u>t(7* € Cf les projecteurs spectraux associés à 7 (0 < i < 
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n — 1). Remarquons que comme P^i Puk = 0 pour i ^ k et £"=0* ^ = 1, 

on peut écrire Cr*(Zr(7)) = ©2=o / W ( Z r M ) où chaque P ^ Q ( Z r M ) est 

une C*-algèbre à unité Pui\ notons LUÌ : PuiC*(ZrM) -> C1T(T) l'injection 

canonique (non unitale!), et encore ^ . l'homomorphisme induit au niveau du 

groupe de K-théorie K0. 

Définition 2.2 Pour définir ßa : H0[T1 FV) -4 K0(Ct(T)) ®z C, nous 

définissons /?a|- ., comme la composition des homomorphismes suivants : 

ßauu •• m ®z C ^ * 8 1 . K0(Ct(ZrM)) ®z C 

®Ko(P„<C;(Zr(-,))®zC 
i 

Ä"o(c;(r))®zc 
ow /?a : Ii[y] —> Ao(Cy(ZrM)) esi l'homomorphisme qui à [7] associe [l], la 

classe de l'unité de C*(ZrM). Ainsi 

A(M) = 5X0 ® ̂ -

Notons que, si F est sans torsion, on retrouve la formule donnée au début du 

chapitre. 

Remarque 2.3 Comme la formule de ßa est entièrement algébrique, ßa se 

factorise naturellement via K0(A), où A est n'importe quelle sous-algèbre de 

Cf(T) contenant CT, par exemple A = P(T) : 

ßa : H0(T, FT) ~K0(C*r(T))®zC 

K0(P(T)) ®zC 
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Théorème 2.4 ßaig : H0(T, FT) -¥ A ^ ( F ) ) ® C est injective. 

Preuve : Associons à chaque classe de conjugaison elliptique Cj (avec 7 ; € 

Cj) la trace suivante : 

TCi • HT) ->C 

Notons encore r ^ l'homomorphisme associé KQ(P(T)) -¥ C; on a alors 

l n j - i 

= !"EW+ E "•'') 
n i i=o i-.^eCj.iti 

Ui 

= 1. 

Tt1-I Tt1-I 

E i + E E 
>=o /:-r}eCj,#i , = 0 

w 
i(ï-i) 

Supposons maintenant que k ^ j : 

I n j t - l 

• (rc,-®i)(/W7fc]) = - E ° i E ^ 

nk «=o i : 7 i € C j . 

= 0 (car on a I ^ 1 pour tout / dans cette somme). 
Donc 

1 si k ~ j 

0 sinon. 

Soit maintenant x = JIjL1 at[7fc] € #o(r, FT), alors 

(TC^IX/WT*])== 

rCj o /W 3 O = a i V; G {1, - . . , n}. 

D'où l'injectivité. D 
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Remarque 2.5 Si T est un groupe de type fini et virtuellement nilpotent, 

alors K0(I
1 [T)) ~ K0(Ci(T)) (voir [Lep8î], [Ros84]). Dans ce cas ßa est 

injective. 

2.2 Définition de ßt : H0(T, FT) -> K^(ET) ®% C 

Pour définir /¾, notons que tout 7 € S d'ordre n définit uniquement un 

homomorphisme de groupe 

a7 : Gn := Z/n -> T 

où ò 6 %/n est le générateur canonique de Z/n. De plus, le caractère de 

Chern équivariant de Baum-Connes (voir [BC88]) induit un isomorphisme 

ch ®1 : Kg^(EGn)QzC-* H0(Gn, FGn) 

Comme Gn est abélien, l'action de Gn sur FGn est triviale (on rappelle que 

l'action est par conjugaison), donc H0(Gn^FGn), ou encore l'espace des co-

invariants de FGn, n'est autre que FGn = Co0 © - • • © C6n_1 . 

Soit alors Xn = (c/i®l)_1(ò) 6 Kn?n(EGn)t%)7.C. Par fonctorialité, on obtient 

un homomorphisme (a7)* : Kg71IEGn) —> A^(ET) et on pose alors: 

A ( H ) - (a7)*(nxn). 

Remarquons que par construction ßt : #o(I\FT) —y KQ(ET) ®Z C est un 

homomorphisme. 

Calculons maintenant explicitement Xn : 

Lemme 2.6 Xn = £ £ £ o P * ® ^ J OU k$ Pi (i — O, . . . , n — 1) sont les n 

représentations irréductibles de %jn} définies par pi(b) = w1. 

Preuve : Commençons par rappeler la définition du caractère de Chern 

équivariant pour un groupe fini T (voir [BC88], pl69). Dans ce cas !{^(pt) 
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est isomorphe au groupe additif de l'anneau des représentations R(T), i.e. au 

groupe abelien libre sur T, l'ensemble des classes d'isomorphie des représenta­

tions irréductibles de T. Ecrivons alors K^(pt) cz ©-.gf S[p,-]. De plus, 

comme la cardinalité de T est le nombre de classes de conjugaison de T et 

que HQ(T, FT) s'identifie à l'espace des fonctions centrales sur T, on peut 

écrire H0(T^FT) = ©j-o C[Ic1-])
 o u ^d e s t l a fonction caractéristique de la 

classe de conjugaison Ci. Alors 

chi •• Kï(pt) = ®pi€tZ[Pt] H- Ho[T1FT) 

Pi ^ (Xfi -T^C, g ^ Tr(Pi(g))). 

Revenons à notre problème c'est-à-dire pour T = Z/n engendré par b. Dans 

ce cas, on sait que les représentations irréductibles de Z/n sont de degré 

1. Une telle représentation associe à 6 un nombre complexe LO vérifiant 

u>n = 1, c'est-à-dire LO = e~z~ avec h — 0, l , . . . , n — 1. On trouve ainsi n 

représentations irréductibles ph de degré 1 dont les caractères xo-, Xi J • • • » Xn-i 

sont donnés par les formules: 

x^m = e 
2nihk 

Donc calculer le caractère de Chern équivariant revient à tracer le tableau 

des caractères irréductibles: 

Xo 

Xi 

Xi 

Xn-I 

1 

UJ 

LO 

b2 

LO 

LO' 

n - 1 , .2n-2 1 O;""1 LO 

; n - i 

UJ 

1 
n - 1 

UJ 2n-2 

UJ 
(n-1)= 

Donc trouver le vecteur Xn revient à résoudre l'équation Axn = 
î 

0 ; OÙ A 
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est la matrice de Vandermonde, donc Xn = A laSl\ Mais 

/ 

i - i 

n 

1 1 

1 JS 

1 ÛJ2 

1 w r m - l 

1 
\ 

Lo71"1 

ô;2""2 

• 775<»-l)a 
O^ 

Donc xn = ( i , g, * . , . . . , « _ ) = ELI,1 ft ® S-. 

Remarque 2.7 Grâce au lemme ci-dessus, on a une formule pour ßt[y] € 

A0
1XEE) ®z C : 

n - l 

Ä[7] = E Ind(T)(^)®^'-
i=0 

2.3 Lien avec la conjecture de Baum-Connes 

Dans cette section nous montrons que les homomorphismes ßa et ßt sont liés 

par l'application de Baum-Connes, plus précisément : (//J ® 1) o ßf = ß\. 

Pour cela, nous avons besoin de le montrer d'abord pour le cas particulier 

du groupe cyclique fini Gn = Z/n. 

Commençons par montrer le lemme technique suivant : 

Lemme 2.8 Soit Gn = Z/n, engendré par b, soient Pw* = £ J2î=o iolib\ 

P^ = Ïïï-J uH«, où u = e3?. Alors 

n - l n - l 

E P^ ®rfk = E ( o ) ® ̂ ' <^s c r ® s c 

pour k = 0,. . . , n — 1. 

Preuve : Pour fc = O, c'est trivial. Si h ^ 0, posons Z) = pgcd(n,k), alors 

on a 

n - l T 

t = 0 0 < t ' < n - l 

et D\i [et i'Jt=i(n) 
0<i'<n-l M=O / 

OJ . 
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Distinguons les deux cas suivants : 

Cas 1. k divise n (et donc k = D divise Î dans la somme ci-dessus) : 

n - l n - l ifc-1 

E E ̂ ' = E E «"^ 
0<.-'<T>-I J=O /=0 s=0 

et i'jfc=ï(n) 
Ofc-1 n - l /fc-1 \ 

/=0 Vs=O / 

JzJ ,„, A si / est multiple de k 
Mais 2JW = ì 

s=o 0 sinon. 

n - l 2 

Donc £P w *®w«* = - E 

/ 

t = 0 

\ 

( K K n - I 0<!<n- l 
et k\i V et fc|( / 

1 ' " - 1 

W 

= r E E<^ 
t/LfcM ®w* 

0< i<n- l M=O 
e t JfaJ-t 

n - l / n - l 
t J L*J 

W 

où la dernière égalité résulte du fait que 
'fc-i n - l .( /fc-l \ 

^ a / V = 5 1 w ^ I 5 1 ^ ' J ^ = O si * n ' e s t P3 5 multiple de k. 
1=0 0<I<n- l Vs=O / 

et fc|/ 

Cas 2. k ne divise pas n : posons M = ppcm(n, &) 

n - l n - l / J?™ 1 \ 
« M + ; 

E E«'"'*1 = E E -(^K 

I=O \ s=0 
0 < i ' < n - l f=0 

et t'fc=t(n) 

- 1 , / ^ - 1 « 

i=0 

Ä7 

s=0 

ÏU J2 w *& 
0< l< t» - l 

et fc|f 

H L H = E ^b 
0<i<n-l 
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Et on conclut comme ci-dessus. 

D 

Remarquons que dans la preuve de ce lemme, on aurait pu regrouper les deux 

cas ensemble, en effet, si k divise n, alors le ppcm(n,k) est égal à n. 

Lemme 2.9 Soit Gn = S/n, alors le diagramme suivant 

KZ°(EGn) ®z C ^ 1 H K0(C(Gn)) ®z C 

A 

Ho(Gn, FGn) 

est commutati/. 

Preuve : Soit bk € Gn; notons N l'ordre de bk dans Gn (donc N = pge^kn\)\ 

on a alors, en notant U)N une racine iV-ème primitive de 1 dans C, et pi^ la 

représentation de (bk) définie par pi,^(bk) = wjy. 

(A?" ® 1)°ß?"(bk) = (/#• ® I)(E lndfbk)(Pi,N)0¾) 

(=' E [ J # W * = /J?"(6*) 
i=o 

où Pui est le projecteur spectral associé à 6 et où l'égalité (*) vient de 

l'exemple 1.19. 

Remarque 2.10 Par le lemme 2.8, on a ßfn(bk) = Y ^ PÌ,N ®^k • 

Théorème 2.11 Soit T un groupe discret, alors le diagramme suivant 

Kl
0 [EL) ®zC Ko(C;(T))®zC 
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est commutati/. 

Preuve : Fixons 7 € 5 et désignons encore par a7 : %jn —>• T l'unique 

homomorphisme tel que Û 7 (6) = 7. Considérons le diagramme : 

(O7). ® 1 
KT(EGn) ®ZC A Î t E E ) ® z C 

,-,G„ 
Ao ® i 

\ ^ - (*) Âr, 

H0(Gn, FGn) 
( « 7 ) * 

i/0(r,Fr) Mo ® 1 

K0[C(Gn)) Q2C 
ßt 

G n Ä 
(CX1)* <g> 1 

Ar0(cr*(r))®sc 

Remarquons que le grand rectangle commute par la naturalité de la flèche de 

Baum-Connes (voir théorème 1 dans [Val96]), le triangle de gauche commute 

par le lemme précédent et ((a7)* <g> 1) 0 ß**n — ß^o (a7) , trivialement. Enfin, 

le diagramme (*) commute. En effet, en suivant les notations de la preuve 

du lemme 2.9, on a : 

' N - I 

((Q7), ® i)(ß?-[bk]) = (K), ® 1) ^ E M j ) ( ^ ) I ® &*) 

I=O ^ ' 

Af-I 

= ^2 [IndV k\{PitN)] <S> Ûîjv (par induction par étages) 
t = 0 

= / W ] = AMK). ® i)[&1). 

D 



Chapitre 3 

Sur le groupe K\ des 
C*-algèbres réduites de groupes 
discrets 

Soit r un groupe discret et soit Tab son groupe abélianisé. On sait que T 

s'injecte canoniquement dans le groupe unitaire U(Cf(T)). Donc, il existe 

un homomorphisme canonique Tëp ' T —¥ K1(CZ(T)). Et comme Ki(Cf(T)) 

est abélien, il existe un unique homomorphisme «r : rofc —»• Ki(Cf(T)) faisant 

commuter le diagramme suivant: 

T-^K1(Cf(T)) 

où — : r —>• Tab :71-)-7 est l'homomorphisme quotient. 

Le but de ce chapitre est de donner une nouvelle preuve, purement C-

algébrique, d'un résultat de G. Elliott et T. Natsume [EN87] : l'application 

canonique 

Tah ^ K1(Cf(T)) 

est rationnellement injective (la preuve originale reposait sur la cohomologie 

cyclique des sous-algèbres denses et stables par calcul fonctionnel holomor-

34 
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phe). 

Considérons maintenant la C*-algèbre maximale de T. Parallèlement, l'injec­

tion canonique de T dans U(C*(T)) induit une application canonique tip '• 

Tab —• Ki(C*(T)). Et le théorème ci-dessus implique directement que /cp est 

aussi rationnellement injective puisque Kr = (^r)* ° «r- Néanmoins, nous 

en donnerons dans la première section une preuve directe. Dans la troisième 

section nous présentons un résultat d'A. Valette qui expliqueront le lien avec 

la conjecture de Baum-Connes. Dans la quatrième section, nous procédons 

de la même manière qu'au chapitre 2 pour construire un homomorphisme 

analytique ßa : Hi(T, FV) —• K1(Cf(T)) ®z C Nous construisons ensuite 

un homomorphisme topologique ßt : Hi(T, FT) —ï Kl(ET.) % C qui vérifie 

: Ä, = ( / if® l ) o / ? f . Enfin, dans la dernière section, nous introduisons une 

notion de groupe de Whitehead topologique. 

3.1 Cas de la C*-algèbre maximale 

Commençons par énoncer notre résultat dans ce cas. 

Proposition 3.1 Soit T un groupe discret, alors Uhomomovphisme canon­

ique 

kr : Tab-> K\(C*(T)) 

est rationnellement injectif. 

Remarquons tout d'abord que pour la preuve, on peut supposer que T est 

finiment engendré. En effet, tout groupe est limite directe de ses sous-groupes 

uniment engendrés et 

K1(C^(UmTi)) = K1(WmC(Ti)) 

= KmK1(C(Ti)). 
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De plus l'application rëp est naturelle dans le sens suivant : si i : H —• T est 

un monomorphisme de groupes, alors on a un diagramme commutatif : 

Hc 

KH 

^ab 

Kr 

K1(C(H))-K1(C(T)) 
i* 

Lorsque T est de type fini, r°6 est (par le théorème de structure des groupes 

abéliens de type fini) somme directe d'un groupe libre uniment engendré S n 

et d'un groupe abélien fini qu'on notera F. 

Avant de montrer la proposition 3.1, préparons d'abord le terrain; pour cela 

nous allons montrer deux lemmes dont le second est dû à J.L. Taylor [Tay75]. 

Lemme 3.2 Soit n : I \ -** T2 un homomorphisme surjectif de groupes 

discrets. Alors Uhomomorphisme induit 7r* : C*(Y\) —• C*(T2) est aussi 

surjectif. 

Preuve : On considère l'application linéaire 

TT. : Cr1 -KtX2 , £ /y£y ^ £ / 7 ^ ) , 
7 7 

où Cr,- désigne l'algèbre de groupe de F1-, i = 1,2. 

On vérifie facilement que TÏ* est un *-homomorphisme. De plus 7r„ est con­

tinue. En effet, soit x = Y^f-yà-t € CFi, alors on a 

lk*(s)Hc*(ra) = l lS/A(7) l lc ' ( r 2 ) 
7 

= sup ||vo7r*(x)|| 
¥>€Rep(r2) 

< sup IMx)H = | |x | | c . ( r i ) , 
veHcp(ri) 

où Rep(Vi) désigne la classe des représentations unitaires de Tt-, i = 1,2. 

Maintenant CT1 ~ 7ru(Cri) est dense dans C*(Ti) où nu est la représentation 

universelle de T1; donc 7r* s'étend continûment en un *-homomorphisme 7r« : 
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C(T1) -+ C-(T2). Commeir*(C*(T1)) = 7ru(Cr2) = C(T2), ir* est surjectif. 

D 

Notons que dans le lemme ci-dessus, il est crucial de travailler avec la C-

algèbre maximale; ce serait faux avec la C*-algèbre réduite. 

Désignons par A~l le groupe des éléments inversibles d'une algèbre de Banach 

unitale A et par exp(A) le sous-groupe de A'1 engendré par les éléments de 

la forme exp(a) où a £ A. En particulier, si A est abélienne alors exp(A) = 

{exp(a), a G A}. 

Lemme 3.3 Soit A une algèbre de Banach abélienne unitale. Alors 

A-1/exp(A) est un sommant direct dans K1(A). 

Preuve : Soit GLn(A) le groupe des matrices nxn inversibles à coefficients 

dans A. Alors le déterminant nous fournit une application 

- i dei : GLn(A) -> A 

qui envoie la composante connexe de l'unité notée GLn(A)0 sur exp(A). En 

effet, soit z = exp(a) G exp(A), a 6 A, alors z est le déterminant de 

la matrice Q = diag(exp(a),ln-1) qui est homotope à la matrice identité 

I n via l'homotopie Qt = diag(exp(at), l n - i ) , t € [0,1]. Donc exp(A) Ç 

det(GL°n(A)). 

Inversement, GLn(A) = GL°(Mn(A)) = exp(Mn(A)) (pour cette dernière 

égalité, voir par exemple la proposition 4.3.2 dans [Weg93]). Mais si a 6 

Mn(A), det(exp(a)) = exp(trace(a)). 

Il s'ensuit alors qu'il existe une application induite 

deU : K1(A)-S-A-1ZeXp(A). 

Soit n : A~l/exp(A) —> Ki(A) l'homomorphisme canonique et soit [u] 6 

A-1/exp(A). Alors on a 

det* o 2.Qu]) = [dei o i(u)] = [det(diag(u, I00))] = M-

D 
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Si de plus A est une C'-algèbre, c'est-à-dire A = C(X), avec X compact, on 

a A-1ZeXp(A) ~ Hl(X, Z) (voir [Tay75], 3.9). Le lemme 3.3 se ré-interprète 

donc en disant que H1IX, Z) est un sommant direct dans A^(A"). 

Preuve de la proposition 3.1 : Supposons T de type fini et écrivons 

P 6 = Z n © F, où F est abélien fini. Soit et : T -J- Zn la composée de 

l'application quotient T —>• rafc et de la projection rafc —> Zn. Soit a i , . . . ,Sn 

une base de Zn; choisissons a i , . . . , a„ G T tels que a(a,i) = 07, t = 1,.".., n. 

Comme C*(Zn) 2; C(Tn) , l'espace des fonctions continues sur le tore à n 

dimensions, par le lemme 3.2, on a un homomorphisme induit 

a, : K1(C(T))^K1(C(T)). 

Remarquons que les [ïïj], i = 1 , . . . , n sont dans l'image de Ki(C*(V)): 

a*{[aH) = lö(a')] = N , î = l , . . . ,n . 

Notons de plus que pour tout i € {1,. - •, n}, a,- s'identifie, via l'isomorphisme 

C*(Zn) ~ C(T") à Zi : T" ->• 51 , la i-ème fonction coordonnée. Comme 

d'autre part par le lemme 3.3, ^ ( T " , Z ) = Zn est sommant direct dans 

Ki(C(T71)) et que les fonctions coordonnées Z{, i = 1 , . . . , n sont les généra­

teurs de Hl(Tni Z), on a le résultat cherché. O 

3.2 Cas de la C*-algèbre réduite 

Commençons cette section par rappeler le résultat principal de ce chapitre, 

obtenu en collaboration avec A. Valette (voir [BV96]). 

Théorème 3.4 Soit T un groupe discret. Alors l'homomorphisme canonique 

Kr : rab-^ K1(C^T)) 

est rationnellement injectif. 

Remarquons que comme pour la C*-algèbre maximale, on peut supposer que 

T est finiment engendré. On a vu que dans ce cas Tab se décompose en 
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somme directe T06 ~ Z" © F. Il faut alors montrer que la restriction de /cr 

au facteur abélien libre Z n est injective. Pour cela nous avons besoin de la 

notion suivante dans Zn: 

Définition 3.5 x est dit primitif dans Z n si, x 7̂  O et pour tout m > 2, — 0 

Zn . 

Le théorème est alors une conséquence directe de la proposition suivante: 

Proposition 3.6 Soit x E T tel que x est un élément primitif dans Zn . 

Alors Kr(x) est d'ordre infini dans Ki(Cf(T)). 

Pour la preuve de cette proposition, nous aurons besoin de deux lemmes dont 

le second est bien connu. Néanmoins on ne trouve la preuve nulle part. 

Lemme 3.7 Soit x 6 T, x est primitif dans Z n si et seulement si il existe 

un homomorphisme h : V —» Z tel que h(x) = 1. 

Preuve : Comme x est primitif dans Z", il existe une base de Z" qui com­

prend x. Donc, il existe un homomorphisme h : Zn —Y Z tel que h(x) = 1, et 

on prend alors h = h o a, où a est défini comme à la preuve de la proposition 

3.1. La réciproque est claire. D 

Avant d'énoncer le deuxième lemme, rappelons la construction du produit 

croisé réduit pour un groupe discret (voir par exemple [Ped79]). Soit (A, T, a) 

un C*-système dynamique, c'est-à-dire une C*-algèbre A avec un homomor­

phisme a de F dans Aut(A). Soit (TT, H) une représentation fidèle de A. Con­

sidérons l'espace de Hilbert P(V,H) = {f : T ->• H; £ 7 £ r ||£(7)||2 < oo}. 

On définit TT : A -+ C(P(V, H)) et À : V -> U(P(V, H)) par 

(Hx)O(Q) = *(«,-! (aO)f(ff) et 

(V)W = ffef1*). 

Alors (TT, A,/2(r, # ) ) est une représentation covariante de (A, T, a). 

Notons Cc(r, A) = {/ : T —> A; support de / est fini}; c'est une ^-algèbre 

pour le produit: f\ * /2(7) = Eßer f\(ß) * aß(h{ß~ll))* e t !'involution: 
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Alors l'application 7r x À : C0(T1A) -)• C(P(T1H)) définie par 

** Kf) = EHfM)K 
7€r 

pour / 6 C0(T1A)1 est une représentation fidèle de C0(T1A). De plus si 

(p, K) est une autre représentation fidèle de A1 alors les C*-algèbres 

77 x A(Cc(r,;4)) et p x A(Cc(r, i4)) sont isomorphes, ce qui nous mène à la 

définition suivante : 

Définition 3.8 Le produit croisé réduit de A par T, noté A xQ T, est la 

C*-algèbre ir x X(C0(T1 A)), où ÏÏ est une représentation fidèle de A. 

Lemme 3.9 Soient G1 T deux groupes discrets et soit a : T —¥ Aut(G) un 

homomorphisme. Alors Cj(G >ia T) ~ Cj(G) x* I\ où à : T -4 AiIt(C^(G)) 

est l'homomorphisme défini par: Ot^(S9) — Sa _,(5). 

Pour simplifier, désignons dans la suite par la même lettre a les deux actions 

de r sur G et sur Cj(G). 

Preuve : Soit l'application linéaire 

</>: QGxaT) -+Cc(T1Cj(G)) 

f ^(F: 7 ^ F ( 7 ) : g >-* f(g,~f)). 

Il s'agit d'abord de montrer que if) est un *-homomorphisme, pour cela soient 

/ , Z1, f2eC{G X0T)1 1€TetgeG1 

Wi*/2)(7)(5) = /1*/2(0,7)= E / 1 ( M ) M M ) - 1 G ^ ) ) 
h&G, ß<=r 

= DE/1(^)/2(^(^),^)] 
per keG 

= IE F1(A) *aß(F3(0-1
1))](g) 

ßer 

= (F1 + F2K7K5). 

W)M(g) = T(5,7) 
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= ^r1Kv(T1)) 
= F(T-1Ha7-(S)) 

= n-rM-
En fait, i/> est une isométrie : soit A^ (respectivement Ap) la représentation 

régulière gauche de G (respectivement de T), et soit (AcAr, # = l2 (F ,12 (G))) 

la représentation covariante correspondante du C*-système dynamique 

(C; (G) , r , a ) . Alors l'application ÂG x Àr : Cc(T1Cf(G)) -> £(ff) définie 

ci-dessus est fidèle. 

Soit / G C(G xa T), 

I W / J l l c ^ . r = | | F | | ^ ( G } , û r = sup ||(ÀG x Ar(F))WII^ 

= 8UP^IIA0XAr(F)(I7K7)II2P(O) 
INI<i-Yer 

= sup £ Il E ÂG(F(/?))Âr(^)(^)(7)||?2(G) 
ll*?M<i -yer ßer 

= sup 2 il £ A0(C7-(F(ZJ))MZrS)II^) 

= sup X) Il £ > 7 - (F(Z?))* ^r1T)IlP(G) 
Nl<i7€r jser 

= sup E £ l £(<v.(FG8)) *n(ß-lim)\2 

lhll<i7er/i€G /îer 

= sup ̂  X: I E E <V'W))foW W O I 2 

lhll<i-7er/i€G 5eG/3€r 

= sup 2 S 12 E FWW)WS)(J-'*)!1 

= » P E E I E E fM(fMr'7)k.(j^))l! 

= suP E E I E E / I S - M V I J - ' A ) , ^ : 
, Ä r e r Ä e G seG"er 

= sup E E I E E ffaßM&ßT1^))? 
ll»ill<i-yerA€G seeder 

= SUP P ( Z ) M I I ^ r ) = 11/Hc-(GaIT 
HtilKl 

12 
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Donc ip s'étend continûment en un *-homomorphisme isométrique (donc in-

jectif) noté encore tp : Ct(G »a T) H Ct(G) xiQ T. 

Comme de plus rp(Ct(G xa T)) = XG x Xr(C0(T1Ct(G))) = Ct(G) x a T, on 

obtient que ip est surjectif. D 

Maintenant que les ingrédients sont en place, nous pouvons nous attaquer à 

la preuve de la proposition 3.6. 

Preuve de Ia proposition 3.6 : Soit h : T H Z tel que h(x) = 1 (lemme 

3.7). Posons N = Ker/i. En identifiant S au sous-groupe engendré par 

xi T apparaît comme un produit semi-direct T = N xp % où ß = Ad x est 

l'automorphisme de N donné par la conjugaison par x. Dès lors, par le lemme 

3.9, Ct(T) apparaît comme un produit croisé C*(T) = Ct(N) >tp TL. Mais 

dans ce cas on dispose de la suite exacte à 6 termes de Pimsner-Voiculescu 

[PV82] : 

K0(CXN)) ^ ^ Ko(Ct(N)) - ^ - K0(WT)) 

K1(Ct(T)) ^ ^ K1(Ct(N)) ^ - ^ K1(Ct(N)) 

Cette suite exacte provient en fait d'une suite exacte courte: 

0 - Ct(N) 0 K * T » Ct(T) - 0, 

où K désigne la C*-algèbre des opérateurs compacts, et T est la C*-sous-

algèbre de B(P(T) ® /2(N)) engendrée par Ct(N) <g> 1 et par l'isométrie V = 

Xr(x) ® 5 où S est le décalage unilatéral sur /2(N); l'application T -+ Ct(T) 

est donnée par 

Ar(n) <8> 1 H Ar(n), n € TV 

A r ( x ) ® 5 H \r(x) 

Comme Xr(x) se relève en l'isométrie V dans T, un calcul classique de K-

théorie [Weg93] montre que: 

O1(Kr(X)) = [1 - VV*] = [1 ® (1 - SS')] = [1 ® c], 

r j /3 

do 
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où e est un projecteur de rang 1 dans K. Par l'isomorphisme canonique: 

K1[CXN)) - • K1(CXN)QlC) 

a i—$ a® e 

on obtient d\(Kr-{x)) = [I]- Comme l'image de [1] par la trace canonique 

K0(C;(N)) -* R vaut 1, [1] est d'ordre infini dans K0(Ct(N)). II s'ensuit 

donc que Kr(x~) est d'ordre infini dans K1(CZ(T))- G 

Remarque 3.10 Si 7 € Tab provient de l'élément 7 6 F d'ordre fini, alors 

Xr(j) engendre une C*-sous-algèbre de dimension finie dans C*(T)- Comme 

le groupe unitaire d'une C*-algèbre de dimension finie est connexe, la classe 

de \r(*ï) dans Ki(C*(T)) est triviale. Plus généralement, si H est le sous-

groupe de Tab engendré par les éléments gui se relèvent en des éléments 

d'ordre fini de T, alors l'image de H par Kr est triviale. Exemple : T = 

Z/2 * Z /3 ; alors Tab = 2 /2 ® Z/3 ^ Z/6. Un élément d'ordre 6 ne se relève 

en aucun élément d'ordre fini, mais son image par «r ^t triviale (en fait 

Ki(C* (^)) ~ Oj comme l'a montré Cuntz [Cun83]). Notons que la torsion 

peut survivre dans Ki(C*(F)); comme exemple, prenons un groupe à un rela-

teur sans torsion dont l'abélianisé n'est pas libre, ceci car nous allons montrer 

dans le chapitre 5 que pour un tel groupe, Ki(C*(?)) — ̂ ab. Par exemple 

r = (a,fc I akbk) avec k > 2; alors K1(CXT)) = Z®Z/kZ. 

3.3 Application : lien avec la conjecture de 
Baum-Connes 

Dans cette section, nous commençons par présenter un résultat d'A. Valette 

[Val96] qui explique le lien avec la conjecture de Baum-Connes. Il s'agit de 

construire un homomorphisme ß% : Tab —̂  Kl(ET) tel que Kr — $ 0 ßt. 

Nous montrons ensuite que ßt "inverse" le caractère de Chern. 

Notons que Natsume a obtenu le même résultat pour T un groupe sans torsion 

[Nat88] (il néglige cependant de vérifier que ßt est un homomorphisme). 
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Définition de ßt Commençons par construire une application ßt : T -¥ 

Kl(ET) : Pour cela notons d'abord que tout élément 7 € T définit un unique 

homomorpkisme de groupe ay : Z -i T tel que 

< * Ï ( 1 ) = 7 I 

qui induit un unique homomorpkisme au niveau des espaces classifiants 

7 : BZ^S1 -+BT. 

Soit x = (L^S1),M, F) le générateur de "Toeplitz" de Kf-[EZ) ^ K1(S
1) ~ 

Z (voir exemple 1.14(S)). Par fonctorialité, on obtient un homomorpkisme 

7, : K1(S
1) ^ K1(BT) 

Comme maintenant l'action de Y sur EY est propre, il existe une application 

continue T-equi vari ante <j> : EY ~> £T unique à homotopie T-équivariante 

près. Ainsi par fonctorialité, on obtient un homomorphisme 

fa : K1(BY) ~ KKl(ET9C) -¥ Kf(ET) 

et on pose alors 

À : r - • AT(M) : 7 - • *.(7.(*))-

Remarquons que par définition, ßt factorise par Ki(BY). 

Lemme 3.11 L'application ßt : Y —>• Kf(ET) est un homomorphisme de 

groupes. 

Preuve : Soient 71,72 € T; considérons 71,72 comme des applications con­

tinues S1 -+ BT. Posons X = 71(51) U 72(51). Pour i = 1,2, l'élément 

(7i)*(x) S K1(BT) est décrit parle triple (L7 (S1), m, D) où, pour / € C(X), 

Ki(f) est l'opérateur de multiplication ponctuelle par / 0 7 ; sur L2CS1), et 

D = i ^ . D'une manière similaire (7172)+(2) est décrit par (L2 (S1),^, D) 

où 7r(/) est la multiplication ponctuelle par / 0 7 ^ 2 ; ici l'application 7172 : 

S1 —ï X est donnée par 

(7172)(^) = < 
[ 72(20-1) si § < * < i . 
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Il suffit alors de montrer que 

(7i72)*M = (7i)*(s) + (72)*(z) 

dans KKi(Co(X), C). Pour cela, on considère l'unitaire de "doublement" : 

It(S1) QV(S1) H- I2OS1) 

(6,6) 
u : < VSf1(M) si 0 < e < i; 

H-)- I 0 h"» ^ 

x/2£2(2é»-l) si § < 0 < 1 . 

L'inverse de u est donné pour £ 6 £ (S1) par la formule : 

(«•OiW - ^f(S) 
Kfl2W = ^ ( ^ ) , 

o ù 0 € S1. 

On vérifie que U(Tr1 © TT2)U* — 7T, et que u(D © Z))u* = y . Ceci montre que 

(7i)*(x) + (72)-(3) est unitairement équivalent au triple (L2(S1)ÌTTÌ^)Ì qui 

est trivialement homotope à (7172).(2:). O 

Comme K^(EV) est abélien, l'homomorphisme de groupe ßt se factorise via 

un homomorphisme 

ßt : raò -• Kl(EL)-

Il faut maintenant montrer que ßt est le bon candidat: 

Théorème 3.12 Soit T un groupe discret, alors le diagramme suivant: 

KKm — Ki(WT)) 

est commutati/. 
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Preuve : Il suffit clairement de montrer que 7ër = / ^ ° ßt. Soit 7 G F et 

a7 : Z -> r l'unique homomorphisme tel que O7(I) = 7. Considérons le 

diagramme : 

Z 

Jtz Kr, 

ßt K1(Ct(Z)) ^ ^ K1(Ct(T)) 

Kf(EZ) 
M? tf 

(O 7 ) , 

ßt 

Kl(EL) 

Remarquons que le grand rectangle commute par la définition de ßt, (a7)„ o 

K2 = ïcr o a 7 trivialement et (a7)* o ̂ f = fi\ 0 (O7)* par le théorème 1 dans 

[VaJ96], i.e. par la naturalité de la flèche de Baum-Connes. De plus le triangle 

de gauche est un triangle commutatif d'isomorphismes, puisqu'on connaît la 

conjecture de Baum-Connes pour le groupe Z. On termine la preuve par 

"diagram chasing". D 

Considérons maintenant le caractère de Chern équivariant de Baum-Connes 

[BC88] : 

chi • Kf[ET)->HimpairF, FT). 

Remarquons que H1(T^C) ~ Tab <g) C et montrons la proposition suivante : 

Proposi t ion 3.13 Soit T un groupe discret, alors on a : 

ch[o (ßt® le) = idHlir,Q. 

Preuve : Comme la flèche ßt factorise par Ki(BV), et que le caractère 

de Chern de Baum-Connes est naturel par rapport au caractère de Chern 

ordinaire en K-homologie (en d'autres termes, le diagramme 

K1(BT) 'Kf(ET) 

C/Î , :hT 

**• impair\*- ) ^-7 " i m p a i r 
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est commutatif, voir [BCH94], §7), il suffit de vérifier que 

Fixons alors un élément 7 € T, et regardons 7 comme une application con­

tinue 7 : S1 —» BT. Alors par la naturalité du caractère de Chern en 

K-homologie, on a le diagramme commutatif : 

JTi(JgZ) ®z C
 7 * ® l c . K1(BT) ®zC 

eh. O eh» 

C ~ H1(BZ^q — ^ Himpair(BT,€) 

D'où : c /u [ (Ä®lc ) (7®l ) ] = c M 7 . ( s ) ® l ) 

= ( 7 » ® l c ) ( c M z ) ® l ) 

= 7 , (1 )01 = 7 ® 1 . 

D 

Une conséquence directe de cette proposition est que ßt est toujours ra­

tionnellement injective. Comme de plus Kp l'est aussi par le théorème 3.4, 

on a : 

Corollaire 1 Soit T un groupe discret. Alors fi\ est rationnellement injec­

tive sur A ( P 6 ) - Pt(H1(T^Z)). 

3.4 Sur le triangle (H1(T, FT), Xf(ET), K1(C^(T)) 

Tout au long de cette section, nous allons garder les mêmes notations que 

pour le cas i = 0 traité dans le chapitre 2. Nous allons procéder de la même 

manière pour définir un homomorphisme "analytique" ßa '• H1(T, FT) —> 

/fi(C*(r))®zC ainsi qu'un homomorphisme"topologique" ßt : Hi(T, FT) —• 

Kf(ET) ®z C. Nous expliquons ensuite le lien avec la conjecture de Baum-

Connes en montrant que (fi\ ® 1) 0 ßt = ßa. 
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3 . 4 . 1 D é f i n i t i o n d e ßa : H1(T^FT) ->• Ki(C*[T)) ® 2 C 

Soit 7j 6 S, \~fj\ — rij\ soit u) une racine ny-ème de l'unité et Pu le pro­

jecteur spectral associé. Remarquons tout d'abord que l'injection canonique 

tu, : PuCr(Zr(1Jj)) —• C*(T) n'est pas unitale. Donc on a besoin du lemme 

suivant pour déterminer I'homomorphisme, encore noté iw, induit au niveau 

du groupe Kx. 

Lemme 3.14 Soient A et B deux C-algèbres unitales et soit a : A -> B 

un homomorpkisme non unital; soit e := 0(1,4); alors I'homomorphisme am : 

Ki(A) ~¥ Ki(B) induit en Ki—théorie est défini pour u € GLi(A) par: 

[u] Î-> [a(u) + I B - e]. 

Preuve : Soit A+ := A © C/, soit à : A+-^B lVhomomorphisme unital 

défini par à(a + XI) = a(a) + XIB- Rappelons qu'on a -Ki(A) ~ Ki(A+) via 

I'homomorphisme qui à u 6 GLi(A) associe l'unitaire u + / - I^ G U(A+). 

Donc am([u]) = â*([« + / - U]) - K « ) + IB - e]. D 

Rappelons maintenant que par le lemme de Shapiro on a : 

H1(T1FT) = ©ff,(Zr(7/),C) 

3 

Pour définir ßa : tfi(I\ FT) -y Ki(Cï(T))®zC, nous définissons ßa{ ab , 

pour j = 1,2,... comme la composition des homomorphismes suivants: 

&lz r h»-«c : frfa)" ®z C K Z r f a ) ® 1 , ffi(C;(Zr(7,-))) ®z C 

0A'1(Pu , .C r*(Zr(7i))®zC 
i 

ESo ( ^ ® u1) 

Ki(C;(T))®zC 
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où «zr(7j) e s t l'homomorphisme qui à 7 G Zr(jj)ab associe l'unitaire [S1] £ 

K1(Ct(Zr(Jj)). Ainsi pour 7 6 ZT(i3)
a\ |7 ; | = n,-, 

A(T)= E K - 7 + 1 - ^ ] ® ^ . 

3.4.2 Définition de /¾ : JTi(r, F r ) -> Jf [(ET) (¾ C 

Pour définir ft, notons que tout élément 7 G .Zr(Ti), ITJI
 = nh définit un 

unique homomorphisme de groupe 

a® : Gnj :=1x ZJn3- -> T 

a H-J- 7 

Ò M - 7 j 

où a (respectivement b) est le générateur canonique de Z (respectivement 

X/rij). En plus, le caractère de Chern induit un isomorphisme 

ch®l: K?n< [EQn.) ®zC-> H1(Gn^FGnJ). 

Comme Gnj est abélien, FGnj est un Gnj-module trivial, donc 

H1(Gn^FGn1) = FGn,®zGnj 

où le symbole 6^ correspond à bl € Gn.. 

Soit alors xn. = (ch ® I ) " 1 (6(1)) € Uf1 "HEG^) ®z C. Par fonctorialité, on 

obtient un homomorphisme (oip)m : K1^(EGn,) -* Kl[ET) et on pose 

alors: 

A(7):=(o:W).(xnj). 

candidat: xnj. = Eg0"1 e; 0ST1 où {e, = [L2(R),M,D = 7 ^ / ) 0 ^ / ^ - 1 est 

la base de K1
 x J(E) décrite à l'exemple 1.14(3). 

Proposition 3.15 ßt est un homomorphisme. 
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Preuve : Soient 7,7 ' € Zr(7j), alors 77' € Zr[1Jj). Il faut montrer que 

(a-ry')^) = (a7),(e.) + (Uy)-1(C1) V i = 0 , . . . ,rij - 1. 

Mais ceci découle trivialement du fait que Zf1
 x '"(R) — 0 ^-> KiiX(Sl) 

(voir exemple 1.14(3)) et du lemme 3.11 où l'on montre que (77').(e0) = 

(7).(*¾)+ (V).(eo). û 

3.4.3 Lien avec l'application de Baum-Connes 

Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant : 

Théorème 3.16 Soit T un groupe discret, alors on a 

(/i[® l )o /? [ = /?[. 

Autrement dit, on a le diagramme commutati/ suivant : 

Pour la démonstration de ce théorème nous avons besoin d'abord de montrer 

explicitement la conjecture de Baum-Connes pour le groupe Gn = Zx Z/n, au 

niveau des K\. Commençons alors par identifier les générateurs de Ki(C(Z x 

Z/n)) à l'aide du lemme ci-dessous bien connu. 

Lemme 3.17 C ( Z x Z/n) ~ C(S1) © • • • © C(S1). 
n sommands 

Preuve : D'une manière générale, on montre (en utilisant la dualité de 

Pontryagin) que si T est un groupe abélien et T son groupe dual, alors 
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C(V) ~ C0(r) (voir proposition 7.1.6 dans [Ped79]). Néanmoins nous avons 

besoin de Ia forme explicite de la transformation de Fourier : 

a : C*(Z x Z/n) -f C[S') © • • • 0 C(S1) 

(a,V)^ e ' ^ l , ^ , ^ ' , . . . , ^ " - 1 » - ' ) 

( 0 , ^ ) - » l( l ,w^w2V..,w<n- lW) 

où é19 : 5 1 —y C, z \-ï z désigne l'application identité sur 5 1 et où 1 : S1 —> 

C, 2 H l est l'application constante. D 

Corollaire 2 A^1(C(Z x Z/n)) ~ Zn , de base {e,- = [oPW(.]}i=o n _i , où P„* 

est le projecteur spectral associé à b. 

Prenons maintenant EGn = EGn = R, où Z agit par translation sur R et où 

Z/n agit trivialement sur R3 et montrons la proposition suivante : 

Proposition 3.18 L'application de Baum-Connes 

/if" : K^ (R) -» K1(CGn) 

est un isomorphisme. 

Preuve : Rappelons que dans l'exemple 1.14(3), nous avons montré que 

K?xZ/n(R) ~ Zn et est engendré par la base suivante : 

{e, = \L2(R), M, D= ±£]h où l'action de Z x Z/n sur L2(R) est donnée par 

af(x) = f(x + 1), bf(x) = wlf(x) et où M est la représentation Z x Z/n-

covariante de Co(E) par multiplication sur L2(R), / — 0 , 1 , . . . ,n — 1}, ici 
2m. u> = e " . 

Fixons / et calculons /X1 "(e/). 

Comme domaine pour D. prenons l'espace de Schwartz <S(R). Par la trans­

formée de Fourier, le triple (L2(R),M,D) va sur le triple (£2(R), A,£) , où 

A est la représentation de Co(E) par convolution par les transformées de 

Fourier, E est l'opérateur de multiplication par la variable duale A et l'action 

de G est maintenant donnée par: m/(A) = f(X)e2irimX et 6/(A) = w'/(A). 
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Le domaine de E est S(M.). Le C*(Z x Z/n)-produit scalaire sur S(R) est 

donné par : 

<fi,6)(m,fc) = « i , (m, *)«»)> 

JR 

({1,6 6 5(R)). 

Via l'isomorphisme 

C(IxZIn) -¥ C(S1 XZZn)OtC(SW1) 

a ^ ( ( * , * ) - • Yl a ( m , / ) e 2 7 r i m e . e ^ ) 
(mJ)GZxZ/n 

(a € C(S x Z/n) , 0 G 5 1 , fc € Z/n) , le C*Gn-produit scalaire devient un 

C(S1) C71 )-produit scalaire, dont la valeur (fi»&) (0) est donnée par : 

E «2"mS / 6lÄ)e2-^2(A)dA f £ W", E «'<«+»,.., E a,'«+""») 
meZ , / R \ /€Z/n /€Z/n /€Z/n / 

= £ m € Z /K £iTÄ)e2-m<^%(A)rfA(O, • • . , 0, n, 0,---,0) 

(n-l) 

Soit E; la completion de 5(1R) pour ce C(S1 x ZJn)- produit scalaire, Comme 

on complète pour la norme nulle selon toutes les copies sauf la (n — /)-ème, 

on déduit pax la proposition 3 et sa preuve dans [Val96] que 

tf"(eù = (11], - • -, [1], [«*], [1], • • -, [I]) 6 ©5 , 1 Ki(C[S1)). 
T 

n-l 

Et donc que /if " est un isomorphisms D 

Il est clair que la proposition 3.18 est bien connue, même si on ne trouve nulle 

part de preuve spécifique. Par exemple, on peut la déduire des résultats du 

"conceptus" de Kasparov (1981). On pouvait aussi dire que, si T est un 

groupe qui satisfait Baum-Connes, et F est un groupe fini, alors T x F 

satisfait Baum-Connes. 
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Proposition 3.19 Soit Gn = 1Lx Z/n, alors le diagramme suivant est com­

mutati/ 

A 

Hi(Gn, FGn) 

Preuve : Remarquons que par le corollaire 2 et la proposition ci-dessus on 

a, 

n - l 

t=0 

i*l 

Notons N Tordre de bk dans Gn; on a alors en notant WJV une racine Av­

erne primitive de 1 dans C, et ê jv — [i2(M), M, ^ ] le i-ème vecteur de 

base de K1
 v (R), avec l'action pi^ de Z x (bk) donnée par af(x) — 

/(x+ 1), &*/(*)= 4r/M = 

t = 0 

JV 

,(*) où ej-jy est le triple [Z*2(E), M, ^ ] , avec l'action de Z x (6) est donnée par 

K x ( V ^ - D°nC 

n - l 

(Af"®l)o/3p-(6W) = (Af"®l) (E4:>^v) 
i=0 

n - l 

= D ^ + 1-^?,')^ = / ^ ) -
i'=0 

D 

Remarque 3.20 En remarquant que 

GLI ( e s 1 ^ c G n ) ® c = erjo1
 <?L,(J>W.-CG„) ® c c ®L~O ^ C G „ ® c 

e£ en appliquant le lemme 2.8, on obtient l'égalité : 

E I a ^ + 1 - Pj) ®S?fc = g [ a ^ ? + 1 - J#>] ® S?. 
t = 0 i = 0 



Sur le groupe K\ des C*-sdgèbres réduites de groupes discrets 54 

Donc ß?"(bW) = EEo1 C\JV ®wj$. 

On est enfin prêt pour s'attaquer à la preuve du théorème 3.16. 

Preuve du théorème 3.16 : Fixons T7- € S, soient 7 € ^r(Tj) et a ^ : 

Gn- —• r l'unique homomorphisme associé. Considérons le diagramme suiv­

ant : 

G ( a^ l* (g) 1 

*G»i 

"G"'' - " H1 (Gn,, FGnj ) , ^ 1 (r , F r ) Ai "J ® 1 

^ i (C*(GBj. J )OzC^ ' 

^f(CT) ®z C 

-F 

«x 
MÏ ®i 

^i(c;(r))®zc 

On a ( ( a^ )* <8> 1) 0 ßa
 nj = ß? 0 (a^)« trivialement, le grand rectangle 

commute par la naturalité de la flèche de Baum-Connes, et le triangle de 

gauche commute par la proposition 3.19. De plus le diagramme (*) commute, 

en effet : 

((a«). ® 1)(ÄC"'[&«]) = ((dp). ® 1)((4% ® 1) (2 eiiN ® VN) 

= ((««>). 0 (««).)(£ ^ ® Dj,) 
t '=0 

N-I . fc, N-I 

= Y, (a^J )*( S e * .* ® ̂ ) 
t'=0 i=0 

= # ( T * ) = /3,r((aW).(6<*>)) 

On termine la preuve par "diagram chasing". D 

3.5 Groupe de Whitehead topologique 

Notons que pour un groupe F, le groupe de K-théorie algébrique Kf9(ZT) 

contient toujours certains éléments "triviaux" : ce sont les classes des in­

versibles ±<$5, g € F. Motivé par la partie non "triviale" de AT1^(Zr), en 
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algèbre, on définit le groupe de Whitehead Wh(V) comme le quotient de 

K?3(ZT) par l'image du sous-groupe {±6g : g £ T) de (ZT)*. 

Maintenant, si nous considérons le groupe de K-théorie topologique Â'i(C*(T)), 

la même idée nous mène à la définition suivante 

Définition 3.21 Définissons le groupe de Whitehead topologique par 

Wh^(T) = K1(Cf(T))/i[Sg]:g€r) = K1(CW))/Im *r-

Exemples 3.22 

(1) Si T est un groupe fini, alors Cf(T) est une C**algèbre de dimension 

finie. Donc le groupe de Whitehead topologique Whtop(T) est trivial 

(puisque K1(Cf(T)) l'est déjà). 

(2) Pour n > 1, Wht0?(Zn) = Z2""'"". 

Remarque 3.23 Whiop(T) = 0 si et seulement si tout élément de GL00(Cf(T)) 
i S0 o \ 

est dans la même composante connexe qu'un certain ou 

g € T et où 1 désigne l'unité de Cf(T). Cette dernière condition équivaut à 

la surjectivité de Kr-

La conjecture de Baum-Connes nous mène à la conjecture suivante : 

Conjecture 2 Soit T un groupe discret, 

OO 

WW(I-) ®z C K (&H2rt+l(T, FT) 
n = l 

Nous reviendrons sur le groupe de Whitehead à la fin du chapitre 4. 



Chapitre 4 

Construction de 
ßa : H2(T,Z) -> K0(Cf(T)) 

Le résultat principal de ce chapitre se trouve dans la deuxième section où nous 

construisons un homomorphisme "analytique" ßa : H2(T,Z) -¥ KQ(C* (T)), 

ainsi qu'un homomorphisme"topologique" ßt : H2(T^Z) —• KQ(ET) où T est 

un groupe discret (de type fini). Dans la première section, nous présentons 

l'outil principal pour cette construction : c'est une description bien utile du 

groupe H2(T,Z), donnée par B. Zimmermann dans [Zim87]. 

Dans la quatrième section, nous discutons le lien avec la conjecture de Baum-

Connes: Plus précisément, nous montrons que fj£oßt = ßa et que ßt "inverse" 

rationnellement le caractère de Chern. A l'aide du calcul de la K-homologie 

d'un CW-complexe fini de dimension 2, nous finissons le chapitre en donnant 

une reformulation de la conjecture de Baum-Connes pour un groupe T tel 

que son espace classifiant BT a cette propriété. 

4.1 Rappels et définitions 

Dans cette section on va rappeler une description du groupe H2(T, Z), donnée 

par B. Zimmermann dans [Zim87] pour T un groupe (de type fini). Nous 

57 
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allons donner ensuite une nouvelle définition équivalente de la structure ad­

ditive de ce groupe. 

Soit BT l'espace classifiant deT et soit T9 = (a i ,òi , . . . ,a5 ,65 | IIf=1[a,-,6i] = 1) 

le groupe fondamental d'une surface E5 fermée orientée de genre g > 1. 

Définition 4.1 Soient (E515Ii) et (S52,X2) deux surfaces pointées de genre 

C1 etg2. Soient J1 : (S511X1) H- (BT,y0) et f2 : (S53,X2) - • (BT,y0) deux 

applications continues pointées (donc on a / i(xi) = /2(^2) — Vo)-

Quitte à modifier fi et J2 dans leurs classes d'homotopie, on peut 'élargir' x\ 

et x2 en des petits disques (fermés, de rayon > 0) D\ et D2, sur lesquels f\ et 

/2 prennent la valeur yo* A présent, on découpe ces petits disques dans S51 ; 

et S52J puis on recolle selon leur bord. On obtient ainsi la somme connexe 

S 5 l / S 5 2 et une application continue f\#f2 ' E5 l#E5 2 H BT définie par : 

x H < 

/i(x) S Î X € S 5 I \ D I 

yo si x e dDi = OD2 

f2(x) si x e S52\D2 . 

Définitions 4.2 

(l) Soient / 1 , / 2 '• S5 —• B r deux applications continues induisant des 

homomorphismes surjectifs ^1 , tp2 : T3-** T. Les homomorphismes 

if 1 et (f2 (respectivement les applications f\ et f2) sont dits équivalents 

s'il existe un automorphisme a : T5 H T5 induit (au niveau des Ki) 

par un homéomorphisme h : S5 -H S5 préservant l'orientation et tels 

que les diagrammes suivants commutent: 

h Vi BT 

a h 

S 

le deuxième à homotopie près. 
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Remarquons que si le deuxième diagramme commute, alors le premier 

commute aussi. 

(2) Deux applications continues / i : S51 H BT, J2 : S52 H BT sont stable-

ment équivalentes s'il existe g > glt g2 tel que fi#yo '• £si#S5_5 l —> 

BT et f2#yo : S52#S5_52 H BT sont équivalentes; ici i/o désigne 

l'application constante S5 —¥ BT, i 4 i / o (si g = g\ ou g2, So désigne 

ici la sphère S2). 

Formulation algébrique ; deux surjections tpi : T51 -» P et tp2 : 

F52 -** T sont stablement équivalentes, s'il existe un diagramme com­

mutati/: 

oùTg = (aubu...,ag,bg \ nj=1[a„ bî\ = 1), avec g > gug2, 

<Pc(ai) = <Pt(ai), <PÀbi) = ¥><(&«)> * < * < So 

^(0,-) = ^(¾) = 1! & + l < * < 0 , c = 1,2. 
Autrement dit: y?i et <̂2 soni stablement équivalentes s'il existe g > 

gi,g2 telle que Jpî, Ip2 : T5 -» F sont équivalentes. 

Remarques 4.3 

(1) Un groupe T de type fini est quotient d'un groupe de surface convenable. 

Bn effet, soit q : Fn H T la surjection donnée par le choix d'un 

système de générateur fini, où Fn = {x\y... ,Xn) est le groupe libre. 

Mais Tn = (a i ,6 i , . . . ,a n ,6 n | 11"-Ja,-,^] = 1) se surjecte clairement 

sur Fn via l'application a : a» M- a;,-, 6; H X{. 

(2) Soient / i : S51 —> BT et J2 : S52 H BT deux applications stablement 

équivalentes. Quitte à prolonger trivialement / i et f2, on peut toujours 
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supposer que g\ = g2 et que / i et f2 s'écrivent / i = y0#f1#y0 et 

h = yo#/2#î/o : E ^ E ^ - 2 / E ! -> B r . 

Dans la suite, on conviendra que si / : E3 -4 B r est une application continue, 

alors / s'écrit sous la forme t/o#/#yoi comme ci-dessus. 

Enonçons maintenant le théorème fondamental de B. Zimmermann : 

Théorème 4.4 ([Zim87]) Soit T un groupe de type fini; alors H2(T, Z) est 

isomorphe au groupe [{Ep, g € N*}, BT] de classes d'équivalence stable 

des applications continues E3 —• BT induisant des surjections au niveau des 

groupes fondamentaux, via l'application 

ow /* : H2(E3,Z) ~ Z -+ H2(BT)Ii) et [E3] désigne la classe fondamentale 

de E3.-

Remarques 4.5 

fij Soient [/i] ci [/2] € [{E3,<? € N*},Br]. Alors la somme est donnée 

par: [h] + [/2] = [/i #/2] • 

(S) L'application ß = q o a : T3 -¥ F9 -4 T qui se factorise via le groupe 

libre F3, décrit l'élément neutre 0 de [{E3, <? € N*}3 Br] (en effet ß est 

nulle en Homologie, puisque H2(F9,Z) = OJ. 

(3) Soit [/ : E3 -)• Br] 6 [{£„<? € N*},Br], sotf /t un difféomorphisme 

de E3 renversant l'orientation. Alors [f o h] est l'opposé de [f] dans 

[{E3,ff € N '} ,Br] (en effet en Homologie: fm o / Î„( [E 3 ] ) = / . ( - [S 3 ] ) = 

-/.([S5]);. 

Dorénavant nous identifierons [{E3,<7 € N*}, BF] à B 2 ( r ,Z) via Si. 

Voici maintenant une nouvelle définition équivalente de somme connexe qui 

va nous être techniquement utile plus tard (et qui s'avérera équivalente au 

sens ci-dessus). 
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Définit ion 4.6 Soient S5 1 , S32 deux surfaces de genre gi et g^ > 1. En 

coupant une anse dans S51 (respectivement dans S52J comme dans le dessin 

ci-dessous, et en recollant selon ces sections, nous obtenons une surface de 

genre gx + g2 - l, notée S51 * S5 2 . 

J Sl J97 

Soient / i : S51 -*• BT et /2 : S52 —• B r deux applications continues, 

égales à yo sur les anses de S51 et S52 selon lesquelles on recolle. Alors la 

somme connexe modifiée de /1 et f2 est l'application continue notée /1=+=/2 : 

S5 1 * S52 —> BT définie par: 

fi(x) si x € S51 

x •""• * Vo si x € S i 

f2(x) si x e S52 

où S i est "l'anse commune" à S51 et S52 selon laquelle on a collé. 

Remarques 4.7 

(1) Si /1 : S5 l_i —» BT1 fi : S52_i —• BT sont des applications continues 

pointées, alors /1 = yo#/ i#yo, /2 = Vo#f2#yo satisfont les hypothèses 

de la définition 4-6, de plus [fi * /2] = [/!#/2]. 

yo#/i h=h=va /a#i/o 
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(2) fi * fi s'écrit aussi sous la forme y0#f#y0. 

4.2 K-homologie d'un 2-complexe fini 

Nous remercions M. U. Suter de nous avoir suggéré ce lemme : 

Lemme 4.8 Soit X un CW-complexe fini de dimension < 2. Alors on a : 

K0[X) = H0(X1Z)e H2(X1Z) 

K1(X) = H1(X1Z). 

Pour simplifier notons dans la suite Hi(X) l'homologie à coefficients entiers. 

Preuve : En collapsant le 1-squelette A (qui a le type d'homotopie d'un 

bouquet de m cercles) à un point, on obtient un bouquet de n sphères; ainsi 

on a une suite exacte d'espaces : 

m i a n 

y s1 ~ A —ï— x — ^ v s2. 
«=1 J = I 

Ecrivons la suite exacte à 6 termes associée en K-homologie (où K± désigne 

la K-homologie réduite) : 

m n 

/IT0(V S1) - S — - K°(X) * Ko( V S2) ^ Zn 

& ( V S2) = 0 K1(X) « UT1(V S1) ^ Zm 

j = i i = i 

D'autre part, en homologie entière on a la longue suite exacte 

O = H2[ViLiS1) -+ H2(X) -+ H2(V^1S
2) -> H1(WZ1S

1) - • 

H1(X) H- H1(V]^S2) -> H0(VZIS1) - • H0(X) -> 0 
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qu'on peut écrire comme suit : 
m n 

K 0 (V S1) ~ Z — K0(X) © H2(X) — A 2 (V S2) - Zn 

t = l J = I 

Ki(V ^ ) = o 
J = I 

JT1(JO H1(S/S1) HZ1 

1=1 

Rappelons maintenant que pour des bouquets de cercles et de sphères, le 

caractère de Chern définit les isomorphismes : Ao(VSi ^1) — #o(VSi S1 )•> 

UTi(VSl1 S
1) ~ H1(VT=! S1) et ^0(Vi=I S2) ~ A(VJ=I 52). Alors en super­

posant les deux suites on obtient : 

K0(VS1) H0(X) © H2(X) 
t = i 

W s 2 ) 

H1(X) H1(VS1) 

K0(XfS1) 
t = l 

t = l 

Z © ^ 0 (X) À-0( V s2) 
i=i 

0 ffiW ^1(Vs1) 
I = I 

Remarquons que le diagramme vertical de droite commute par naturalité du 

caractère de Chern; pour celui de gauche, c'est trivial. Il faut donc construire 

les homomorphismes manquants à l'aide de la "chasse aux diagrammes" pour 

faire commuter tous les autres diagrammes verticaux. Enfin, par le lemme 

des 5, nous pourrons conclure. 

Commençons par définir / : Ki(X) —> Hi(X). Soit x 6 Ki(X), alors comme 

û : Ki(VSi S1) -¥ K1(X) est surjectif, il existe a € UTi(VS1 S
1) tel que 

i*(a) = x. Posons alors 

/(x) := L(ch(a)). 

Cette application est bien définie car le noyau de l'application i* : /1T1(VSi S1) 

K1(X) est envoyé par le caractère de Chern sur celui de t. : K1(VSi S1) ~* 
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H1(X). 

Pour définir / : K0(X) -> H0(X) © A2(X) écrivons UT0(X) = Z © /Ì'0(X) et 

distinguons deux cas : 

(1) Si x G Z, alors x G Äer(g, : A'o W -*• Ao(V]U S2)) = Im imi alors il 

existe a G #o(V£i ^1) tel que t*(a) = x. Dans ce cas, posons 

f(x) := im(ch(a)) 6 H0(X). 

(2) Si x G Ä-o(X), alors ch(qm(x)) € ÜTer(5 : A(VS=I S2) "• #i(V™, S1)) 

remonte de manière unique en un élément y G H2(X) car H2(X) —y 

^(Vr=Si 5'2) es^ injective. Posons alors 

/ (x) := y G ft(X). 

D 

Remarque 4.9 Grâce à la naturalité du caractère de Chern et la définition 

de f, on a le diagramme commutati/ suivant : 

o * K0( V S1) C - ^ — * /T0(X) 
1=1 

c/i Ö ;/ 

0 — - Jf0(V S1) c _ î - tf0(X) © ff2p0 — Ä0(r ,Q) © ff2(I\Q) 
t = l 

Comme f est l'unique isomorphisme qui fait commuter ce diagramme, Vhomomorphisme 

f doit être le caractère de Chern (avant tensorisation!). 

En particulier si X = E5, on a que le caractère de Chern 

ch. : K0(Vg)->H0(2BÎZ)Q H2(V91Z) 

définit un isomorphisme. 
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Notons i : pi —y S5 l'inclusion du point-base. Notons [û] G Ko(T13) l'image 

par i du générateur canonique de Ko(pt) — %. Notons encore [ag] l'image 

inverse de la classe fondamentale [S5] par l'inverse du caractère de Chern 

ch:1 • #o(£5 ,z) e ^2(E5, z) -> Ko(Z9). 

Lemme 4.10 Notons [dg] la classe dans Ko(Z9) de l'opérateur de Dolbeault 

O -\-W où o :— dx + idy sur S5 (vue comme une courbe complexe). Alors 

w = m - ̂ 1½ 
où x(S5) = 2 — 2g est la caractéristique d'Euler de S5 . 

Preuve : Soient M une variété Kahlerienne, B l'opérateur de Dolbeault sur 

M, et fô\ sa classe dans Ko(M). Par la formule de Riemann-Roch-Hirzebruch 

(voir [Sha78], p. 29), appliquée à M, on a que ch*[d] est en dualité de 

Poincaré avec la classe de Todd Td(TM). En particulier, si M = S5, alors 

C/Î*[<55] est en dualité de Poincaré avec 

Td(TS3) = 1 + ^ l 

(voir [Sha78], p. 3; ici TS 5 est vu comme un fibre complexe en droite et 

Ci(TS5) désigne la première classe de Chern). Comme 

< Cj^-, [S3] >= Indfö) = l - 9 

(voir [Sha78], p. 27), on conclut en faisant appel à la dualité de Poincaré. D 

4.3 Construction de ßa et /¾ 

Soit [/ : S5-J- BT] G #2(T,Z) et soit ip : V9 -» F la surjection correspon­

dante. Alors (p induit un homomorphisme surjectif <p : C*(Tg) -» C*(r) 

qui par composition avec la représentation régulière gauche Ap donne un 

homomorphisme 

Ar o v : C(T1) ^ (T(T) ^ (C(T). 
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On sait grâce à Kasparov [Kas83] que ß0
9 : Ko(E9) -ï K0(C*(Tg)) est un 

isomorphisme (en effet, la conjecture de Baum-Connes est vraie pour T9, et 

de plus T9 est K-moyennable au sens de la définition 5.4 ci-dessous). On a vu 

que KQ(B9) est engendré par [û] et [er3\. Dans KQ(C(T9)) ~ Z2 on a donc 

deux générateurs: £0*([**]) - Ul *a classe de l'unité et [cg] := ßoc([o~g]). 

Définitions 4.11 (1) ßt : H2[T,Z) -» #0
r(OT), [/] H- **(M[<rg]))t où 

/ . : Ko'[ET8) ~ K0(
1L8) -> ^0(OT) ~ Af(OT) es* l'application 

induite au niveau de la K-homologie, et où n : ET —¥ ET est une 

application continue T-équivarîante unique à homotopie près (existe 

car l'action de T sur ET est propre). 

(2) ßa : H2(T,Z) -+ K0(CW)), M -» ( A r W . ( [ c J ) , oùV. : K0(C(V,)) -> 

ÜTo(C*(r)) est l'application induite au niveau de la K-théorie (voir 

lemme 3.2). 

Proposition 4.12 ßt est un homomorphisme bien défini. 

Preuve : Soit [/i] = [/2] € #2( r ,Z) . Commençons par montrer que, si 

/ i : S51 -+ BT et /2 : S32 -4 B r sont telles que /j = /2#î/o (donc ^1 > g2), 

alors (/i)*[^5l] = (/2)*!*¾]- Pour ce faire, plaçons les surfaces S51 et S52 

comme ci-dessous : 

Nous pouvons supposer que S51 est contenu dans un voisinage tubulaire U 

de S52 dans R3; l'identification de U à l'espace total du fibre normal de 



Construction de ßa : H2(T,%)-* K0[C*(T)) 67 

S52 fournit une projection q : U -ï S52. Il est clair que q\%gi est une 

application de degré 1 de S51 sur S33, donc (ç|sM)*Pffi] = [S52]. Par natu-

ralité et injectivité du caractère de Chern, on en déduit (Ç|EB )*[°"SI] — i^sJ-

D'autre part, il est clair que / i = /2#yo est homotope à f2 ° Ç|EPI- Donc 

( / i ) * K ] = (/2 o q\zn )*[<rgi] = (/2)-(*¾]-
Il faut encore vérifier que, si /1,/2 : S5 —» BV sont deux applications 

équivalentes, alors (/i)*[<r5] = ( /2)*^] . Par hypothèse, il existe un homéo-

morphisme h : S 5 —ï S5 préservant l'orientation tel que fi ~ f2o h. Remar­

quons que comme h préserve l'orientation, /1* agit trivialement sur A^o(S5). 

D'où on a: 

A(IZi]) = *.[(/i).Wl = ».!(A » Ä).W) 

= *.[(/a).(fc.[ff,])] 

= *.[(/,).[*,]] = Mh]), 

Donc ßt est bien défini. 

Montrons maintenant que ßt est un homomorphisme. Soient [Z1 : S5 —> BT], 

[/2 : S5 —¥ BT] € H2(T, Z) (par ce qui précède nous pouvons supposer que /1 

et /2 ont pour source la même surface S5), soit X = /1(S5) U /2(S5), et soit 

fi : Co(X) —> C(S5) l'application continue définie pa r / t ( / ) = / o / t , i = 1,2. 

Nous devons montrer que (/1 * /2)-.(023-1] = (/i)*k5] + ¢/2)*!^]- Rappelons 

(voir lemme 4.10) que [crg] = (¾] — ^^f^fû] et remarquons que 

X(S5 * S5) = 2 - 2(2g - 1 ) = 4 - ½ = 2X(S5) 

(plus généralement x(S5 l*S5 2) = x(S5 l)+x(^s2) : la caractéristique d'Euler 

est additive pour notre somme connexe modifiée!). Il suffit donc de vérifier 

que 

( / i*/ a)4Vi] = (/0.(¾] +(/0.1¾]-

Pour i — 1,2, l'élément (/,).((¾]) 6 ,Ko(BF) est décrit par la classe du 

triplet (H = £2(A*T£S5),7T5 o £ , ¾ ) , où L2(A*TcS5) désigne l'espace de 

Hilbert des formes différentielles l? à coefficients complexes sur S5, TT5 est la 

représentation de C(S5) par multiplication sur L2(A*TcS5), et ^5 : ft*(S5) —• 
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ft* (S5) est l'opérateur de Dolbeault défini sur les formes différentielles C°° sur 

S5. D'une manière similaire, (fi*h)*((B2g-i]) est décrit par ( ^ ( A T ^ S ^ - i ) , 

7r2p_i o (Z1 * /2),^25-1). Il est suffisant (voir [BD82]) de trouver un unitaire 

u : L2(A*T£S5) ® L2(A*rçS5) -> L2(A*7£S25_i) 

tel que 

(i) « ( h o / i ) ( / ) e ( ^ o / a ) ( / ) y B V i o ( W ï ) ( A v/eC0(X) 
(2) u(3,e3p)u* = 32,-i 

Pour cela, nous mettons la surface S25_i de manière parfaitement symétrique 

dans la position horizontale et nous considérons le demi-tour s par rapport 

à l'axe vertical de symétrie A (voir dessin). 

En quotientant S25_i par s, nous obtenons S3; notons q : S25_i —> S 5 le 

revêtement double associé: 

Nous considérons alors l'unitaire "de doublement" 

u : L2(A*T^)®L2(A*T££P) - • I 2 ( A T £ Ï V i ) 

(a>i,u;2) >-»• w = 
g*wi sur Di 

ç*u>2 sur D2 

où q*uji(x) = u>t(ç(:c)), pour x € S25-I et où Di (respectivement D2) est la 

moitié gauche de S2s-i (respectivement la moitié droite). On peut supposer 

que le point-base XQ de S2fl_i est sur dD\ = OD2. 

L'inverse de u est donné pour { € L2(h*TçYl2g-i) par la formule: 

KfliM = «(%,,)-'(*)) 
KfM*) = «(«!„)-'(*)) 
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Soient Fi : (E29-I5X0) -» (S5,X0), i = 1,2, les applications pointées (non 

continues mais mesurables) définies par 

F 1 : = 
q sur D1 

F,-
x'Q sur D1 

q sur £>2 x'0 sur 1½ 

Alors u(wi,w2) = F1
+Wi + F2U2. 

Soit / € C0(X) et soient W1, W2 € L2(A*T^£ff); on a 

u 0 (TT3(Z 0 / O e TT 3 ( /O/ 2 ) ) (WI ,W 2 ) = F r ( ( / o / 0 . W i ) + F ; ( ( / o / 2 ) . w 2 ) 

= {fofioq)-F;'u>i + {fof2oq)-F;u2 

D'autre part 

ff2tf-l(/0(/i*/2))0«(Wl)W2) = ( / 0 ( / ^ / 2 ) ) - ( ^ 1 + ^ 2 ) 

= ( / 0 (/1 * yo)) • FrW1 + ( / o (y0 * /2)) • F^2 

= (/0/1Og)-^w1 ^r(J Of2Oq)-F^2 

où yo est l'application constante définie sur E3. D'où (1). 

Pour montrer l'assertion (2), remarquons que le diagramme suivant : 

u IT(E,) S f T ( E , ) - I T ( J V 1 ) 

a, ©a O 

U 

d 2 p - l 

fT(E,)®n*(£,)-~n*(£2,_o 
n'est pas forcément bien défini, puisque î *, Î = 1,2 n'envoie pas ST(E3) 

dans fì*(E25_i). Soient alors fìSi23_i = {w € ST(E23-O : wleD1=aD2 = °) 

et n j | 5 = {w € ST(E5) : w,c = 0, où C = q(dDx) - q(dD2)}. Comme 

F1-, i = 1,2 est un difféomorphisme local sur intDi, F*(S1J,) C ÎÎ5i23_i, et 

comme d3, O25-! sont des opérateurs locaux, on a le diagramme commutatif 

suivant : 

n 0,ff 

d, 

a 

IL 

0 

Fr 

n 0 , 2 5 - l 

<Vi 

0,5 a 0,23-1 
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Dès lors pour W1, w2 € fìj , on a 

= u o (dB®dg){u)uW2). 

Soient fi, £2 € Dom#fl (le domaine Dom d5 est l'espace de Sobolev H1^(E9)) = 

{w € L2(A*7£E,) I d5w € L2(AT£ES)}, voir [BW93], chapitre 20). Puisque 

Hg est autoadjoint sur Dom5 s , O9 est fermé et pour tout S > 0, on trouve 

W1, W2 6 H+(E5) tel que 

116-̂ 112 + 115.6-¾^^-

Mais comme ÎÎJ est dense dans SÌ*(E5), il existe e > 0 assez petit pour 

lequel nous pouvons supposer que w,- est nul sur Ve, où Vc est une couronne 

de largeur e autour de la courbe C dans E5. De plus, u est unitaire, donc 

u(dg@d9){tut2) ~ 5 u(ô, 03,Xw11Wa) 

~* 52Ä-i«(6»6) 

où ~$ veut dire "être ^-proche". D'où (2). D 

4.4 Lien avec la conjecture de Baum-Connes 

Dans cette section nous montrons que ßa est un homomorphisme bien défini, 

et que les homomorphismes ßt et ßa sont liés par l'application de Baum-

Connes. De plus la flèche topologique "inverse" le caractère de Chern. 

Proposi t ion 4.13 Soit T un groupe de type fini, alors on a 

t$oßt=ßa. 
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(en particulier ßa est bien défini, et est un homomorphisme) 

Autrement dit, on a le diagramme commutati/ suivant : 

Ki(EV) A K0(CXT)) 

ßt 

H2(T1Z) 

Preuve : Soit [tp : T9 -» T] = [f : S5 -> BT] € H2(T, Z), 

ßl o A ( M ) = (Ar. oßr
0)(ir,o /.([„,])) 

= (Ar, o ¥>.)(£o'(["i])) = (Ar. o <p.)([c,]) 

= A(M)-

où la deuxième égalité provient de la naturalité de ß^ (voir [Val96]). D 

Considérons le caractère de Chern équivariant chi : Kn(EV) —• Hp0Ir(T, FT). 

Proposition 4.14 Soit T un groupe discret de type fini, alors on a 

ck[o(ßt®lc)-idH2{ViQ. 

Preuve : Comme la flèche ßt factorise par KQ(BT), et que le caractère 

de Chern de Baum-Connes est naturel par rapport au caractère de Chern 

ordinaire en K-homologie (en d'autres termes, le diagramme 

— KÏ(EL) tfo(Br) 

ch, zh[ 

Hpair(T,C) ^-H^r(T,FT) 

est commutatif, voir [BCH94] §7), il suffit de verifier que 

ch, o (ßt ® le) = idM2(r,Q-
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Soit a E H2(T^Z), par le théorème 4.4 il existe / : S5 —• BT tel que 

/*[S3] = a. Par naturalité du caractère de Chern en K-homologie, nous 

avons le diagramme commutatif suivant : 

^0(S5) ®z C f*®lc> K0[BT) ®z C 

ch, 

Hpair(T>g,C) 

ch, 

Hpair(BT,C) 

Alors 

cA.([ (Ä®lc)(a®l)]) = chm(ßt(a)®l) 

= (/*® lc)(cft.([<7j) ®1) 

= /*[Sff]®l = o ® l . 

G 

4.5 Reformulation de la conjecture de Baum-
Connes pour certains groupes 

Soit r un groupe discret tel que BT est un CW-complexe fini de dimension 

2 (en particulier T est sans torsion). Alors par le lemme 4.8, on a 

K0(BT) ~ H0(T,Z) QH2(T,Z) 

K1(BT) ~ H1[T1Z) ~Tab. 

Donc on peut reformuler la conjecture de Baum-Connes ainsi : 

Proposition Pour tout groupe discret (de type fini) tel que BT est un 

CW-complexe fini de dimension < 2, la conjecture de Baum-Connes est 

équivalente au fait que les applications 

ßa®ßa : H0(T1Z)Q H2(T1Z) -> K0[C;(T)) 

Kr : H1(T1Z) -> K1(Ct(T)) 
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sont des isomorphismes. 

Exemples de tels groupes 

(1) Les groupes à un relateur sans torsion (voir le chapitre 5, où nous 

montrons la conjecture, sauf dans le cas i = 0 lorsque l'image de la 

relation dans le groupe abélianisé est triviale). 

(2) (Voir théorème 2 dans [JJV98]) Soit T = {X | T1, r 2 , . . . , rm) un groupe 

de présentation finie; on suppose que les r,- sont des mots cycliquement 

réduits dans le groupe libre F(X) de base X. On note fi le mot cyclique 

obtenu en refermant r^; posons R = {fi,..., f m } . 

Supposons que V vérifie les hypothèses suivantes : 

1. |r t | > 6 pour i = 1 , . . . , m; 

2. tout mot de longueur 2 de F(X) apparaît au plus une fois dans R; 

3. si un mot de longueur 2 de F(X) apparaît dans F(X), son inverse 

n'apparaît pas. 

Alors le groupe T possède la propriété de Haagerup, et est classifié par 

un CW-complexe fini de dimension 2. 

Notons que pour un tel groupe, la conjecture de Baum-Connes est vérifiée, 

puisqu'il a la propriété de Haagerup (voir [HK97]). 

(3) Les groupes agissant librement avec quotient fini sur un immeuble A2. 

Notons que pour ces groupes qui ont la propriété (T) de Kazhdan, Kas­

parov et Skandalis ont montré l'injectivité rationnelle de l'application 

de Baum-Connes //f, i = 0,1 (voir [KS91]). 

Finissons ce chapitre en remarquant qu'une autre conséquence directe du 

lemme 4.8 est la proposition suivante : 

Proposition 4.15 Soit T un groupe qui possède un classifiant fini de dimen­

sion < 2. Si £ : K1(BT) -> K1(Cf(T)) est surjective alors Whiop(T) = 0. 

(Ceci s'inscrit dans la philosophie que la surjectivité de //f a des conséquences 

analytiques) 



Chapitre 5 

K-Théorie d'un groupe à un 
relateur sans torsion et 
conjecture de Baum-Connes 

Tous les résultats de ce chapitre ont été obtenus en commun avec C. Béguin 

et A. Valette (voir [BBV96]). 

Ce chapitre se divise en trois sections. Dans Ia première, nous calculons 

explicitement la K-théorie de la C*-algèbre réduite C*(T) d'un groupe à un 

relateur sans torsion. Dans la deuxième section, nous montrons qu'un groupe 

à un relateur (même avec torsion) est Ü'-moyennable dans le sens de Cuntz 

[Cun83]. 

Enfin dans la troisième partie, nous montrons d'une manière pédestre la con­

jecture de Baum-Connes pour un groupe à un relateur F = {X \r) sans torsion 

tel que F ^ 0, où F est l'image de r dans le groupe abélianisé Vab. 

Définition F est un groupe à un relateur s'il existe une présentation de 

r de la forme V = (X\r), où X est un ensemble dénombrable de générateurs 

et r la relation est cycliquement réduite dans le groupe libre F(X) sur X, 

c'est à dire qu'elle ne contient pas de séquence du type xx~l ou x~lx où 

x € X et qu'elle ne commence pas par un élément x et finisse par son in­

verse x'1. 

75 
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Comme nous nous intéressons particulièrement à des groupes sans torsion, 

citons un résultat de Karras, Magnus, Solitar qui permet de détecter la tor­

sion dans un groupe à un relateur : 

Théorème (Théorème 5.2 dans [LS77]) Soit V = (X\r) un groupe à 

un relateur. Le groupe V est sans torsion si et seulement si r n'est pas une 

puissance non triviale d'un élément dans F(X). 

Citons ci-dessous quelques exemples de groupes à un relateur sans torsion. 

Exemples 

(1) Les groupes fondamentaux de surfaces orientables de genre k>\ 

Vk = Za15O1,...,aÄ,6* I n[af-,6t] = 1). 

(2) Les groupes de nœuds toriques : 

( x , y I xp = y 9 ) . 

(3) Les monstres de Baumslag-Solitar : 

(x,y I xypx~l = y\ (p,q) = l ) . 

(4) Le groupe des tresses à 3 brins : B3 = (a,6 | aba = bab). 

5.1 Calcul de la K-théorie 

Dans cette section, nous calculons simultanément Ki(C*(V))t i = 0,1 pour 

r = (X |r), un groupe à un relateur sans torsion, en utilisant certains points 

cruciaux de la démonstration du Freiheitssatz de Lyndon et Schupp ([LS77], 

chap. IV, Thm. 5.1). 
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T h é o r è m e 5.1 (Le Freiheitssatz) Soit T ~ (X\r) un groupe à un rela-

teur. Si L est un sous-ensemble de X omettant un générateur apparaissant 

dans r, alors le sous-groupe de T engendré par L est un sous-groupe libre de 

base L. 

En particulier, nous allons utiliser le principe d'induction sur la longueur de 

la relation r . Notons d'abord que si un seul générateur apparait dans r, alors 

r est un produit libre d'un groupe libre par un groupe cyclique fini; ce cas 

est exclu si T est sans torsion. Supposons ensuite que X = {t,b,c,d,...}, 

avec au moins deux générateurs distincts t et 6 dans r. Pour XGX1 notons 

par <7x(r) la somme des exposants des occurences de x dans r. Deux cas se 

présentent : 

Cas 1. Il existe un générateur t tel que o~t(r) = 0. Posons bi = tlbt~\ c = 

Vd"1,... (i 6 Z) . Réécrivons r en un mot réduit s sur ò,-,c, 

Dans cet alphabet la longueur de s est plus courte que celle de r dans 

l 'alphabet X. Si /i et m désignent le plus petit et le plus haut indice 

des O1- apparaissant dans s, alors T peut être vu comme une extension 

HNN, T = HNN(H,A,0) avec : 

A = 

H = (6„ , . . . , 6m , e,-, di,... (i € 2 ) I s) 

(0^, . . . ,Om-I, C, « i , . . • (t € 2 ) ) si fx < m 

( c , dt,..., (i € Z)) si jj = m 

^ f r t + i j C H C i + i , - " sì fi < m 
$ A-* H, < 

I Ci»4 Ci+\, • ' • si /z = m 

Remarquons que par le Freiheitssatz, A est un groupe libre et donc 0 

est bien défini. 

Cas 2. Pour tout x G X, crx(r) ^ 0. Posons a = ct(r), ß = <7(,(r). Soient 

le groupe G = (y,x,c,d,... \ r(yx~ß,xa,c,d,...) > et l'application ^J : 

r 4 G, t 4 yx _ ^, ò •-> a;0, c*-*c, • • •. Alors ^ est un homomorphisme 

injectif [LS77]. De plus G apparait comme un produit amalgamé G = 
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r *{b=x<*) (z)- En effet les morphismes : 

F *{b=x°) (x) ~* C défini par : 

t »-> yx~0, b Ĥ  xa, Ct-^-C, d\-ï <f, * • • et x f-4 X 

et G - ^ r *(b=xa) (x) défini par : 

y (-> tx@, x 4 x , c I-* c, d 1-4 rf, • • • 

sont inverses l'un de l'autre. Soit ri le mot obtenu en réduisant cyclique-

ment r(yx~f3
ìx

a
ìc,dì...). On a ax{r{) = 0 et <rv(r\) — <Jy(r) ^ 0, donc 

on peut appliquer le premier cas, c'est-à-dire G = (y,x,c ,d , . . . |n) est 

une extension HNN d'un groupe à un relateur H = (yi,Ct,d,-,... \s) 

avec \s\ < \r\ (remarquons qu'en général, on n'a pas |ri | < \r\), 

Enonçons maintenant le premier théorème qui nous donne le résultat pour 

A"o : 

Théorème 5.2 Soit T = {X\r) un groupe à un relateur sans torsion, 

[ Z2 sir = 0 dansF(X)ab 

K0(Ct(T)) = { } 

I Z sinon 

De plus, dans le deuxième cas, Ko(Cr(T)) est engendré par [l]t la classe de 

l'unité en K-théorie. 

Pour mieux expliquer notre résultat au niveau du Tf1, rappelons la con­

struction de l'application Kr '• Tab —• Ki(Cf(T)) : tout groupe discret T 

s'injecte dans U(C*(T)), le groupe unitaire de C*(r); donc en composant 

avec rhomomorphisme canonique U(Cf(T)) —• Ki(Cf(T)), on obtient un 

homomorphisme T -» Ki(Cf(T)). Comme Ki(Cf(T)) est un groupe abélien, 

cet homomorphisme se factorise via un homomorphisme : 

Kr : Tab ^ Ki(Cf (T)). 

Nous avons montré dans le chapitre 1 que «r est rationnellement injective. 

Ici, nous montrons : 
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Théorème 5.3 Soit T un groupe à un relateur sans torsion. Alors l'application 

«r : r " -> K1(CAT)) 

est un isomorphisme. 

Preuve de 5.2 et 5.3 : Pax induction sur |rj. L'ancrage est trivial car si 

\r\ = 1, alors T est le groupe libre F(X); et dans ce cas, Pimsner et Voiculescu 

ont montré que Ko(Cf[T)) ~ Z[I] et K1(Cf(V)) ~ F(X)ab ([PV82]). Pour 

le pas d'induction : comme le groupe F est sans torsion, on peut supposer 

dans la suite qu'au moins deux générateurs apparaissent dans la relation et 

distinguer ainsi les deux cas précédents : 

Cas 1. crt(r) = 0, dans ce cas T = HNN(H, A1O). Notons par i l'inclusion de 

H dans T. On fait appel à la suite exacte à 6 termes due à Anderson-

Paschke [AP86] et Pimsner [Pim86], qui permet de calculer les groupes 

de K-théorie d'une extension HNN : 

K0(CM)) ^ - ^ K0(Ct(H)) - ^ - K0(CW)) 

S1 d0 

K1(CAV)) - ^ - K1(CAH)) 1J-^- K1(CAA)) 

Essayons maintenant d'identifier certaines flèches. Par le Freiheitssatz, 

A est libre, on a donc Ko(Cf(A)) = Z[I]; comme 0* est induite par un 

*-homomorphisme unital, on obtient 0„[1] = [1], et donc l'application 

Id~6* : K0(Cf(A)) —• Ko(Cf(H)) est nulle; ainsi, on peut écrire notre 

suite comme suit : 

0 -+ K0(CAH)) h K0(CAT)) % K1(CAA)) 1^' 

K1(CAH)) h K1(CAT)) % Z[I] -» 

Intéressons-nous maintenant à d\ : Ki(Cf(T)) -4 Z[I], et essayons 

de calculer di[St]. Pour cela, nous allons utiliser la description donnée 

dans [AP86] qui dit que la suite exacte à 6 termes dans le cas d'une 



K-Théorie d'un groupe à un relateur sans torsion 80 

extension HNN provient en fait d'une "extension de Toeplitz", i.e. une 

suite exacte courte : 

o » C;{A)®K * v - c;{V) o 

où K est l'algèbre des opérateurs compacts sur un Hilbert separable et 

V est une C*-algèbre agissant sur /2(r) , engendrée par les Sk (h G H) 

et par une isométrie S jouant le rôle de t, telle que 1 — SS* — 1 ® e, où 

e est un projecteur de rang 1 dans K. Comme 6t se relève en l'isométrie 

S, un calcul classique de K-théorie (voir [Weg93] 8. C.) montre que 

O1(ISt]) = - [ I -S*S] -h [I-SS*] 

= - [ l - i ] + [l®e] 

= [ l ® e ] € % ( C ; ( i 4 ) ® £ ) . 

Par l'isomorphisme canonique 

K0[CM)) -> K0(Ct(A) ® K) 

a »-4 a ® e, 

on obtient d\([St]) ~ 1. Remarquons maintenant que comme o-t(r) = 0, 

il existe un homomorphisme de groupe p : T —• Z obtenu en envoyant 

t sur 1 et tous les autres générateurs sur 0. Notons par 0ab, î'a6, pab 

les homomorphismes induits sur les groupes abélianisés par #, i, p 

respectivement, et montrons que la suite 

Id-9ab . iab . pab 

A a b - Hab rafc — - Z - 0 

est exacte : 

• En Z: l'exactitude est triviale. 

• En Vab: comme Kerpab est le sous-groupe de Ta6 engendré par 

6, c, . . . , l'exactitude résulte des relations iab(bj) = b, iab(cj) = 

c , . . . 
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• En Hab: Notons que Id - 6ah : Aab -» Hab est donnée par 

bi 1-4 bi - òi+i, e; H- Cj; — Ci+I, • * • si p < m 

Ci 1-4 Ci — C +̂I, • • • si fi = m 

Rappelons que Aab est le groupe abélien libre sur 6M , . . . , 6m_i, c , , . . . 

si /z < m et sur 0,-,(¾,... si /* = m. Ecrivons Hnh (resp. r a 6 ) 

comme le quotient du groupe abélien libre S (¾, C1-,...y (resp. 

Z ( î ,6,c , . . . ) ) par le sous-groupe engendré par s (resp. par r). 

Considérons le diagramme commutatif : 

_ _ Z(6,-,c-. . .) — Z( t ,6 ,c , . . . ) 

iai> 

/rf-«c 
\ 

(*) 

H ab 
;ib 

ô6 

où ** désigne la même application, écrite au niveau des groupes 

abéliens libres, et les flèches verticales sont les projections canon­

iques. La suite d'en haut est trivialement exacte en Z (&,, c7,...); 

comme de plus iab($) = F, l'exactitude en Hab résulte d'un "dia­

gram chasing". 

On peut alors définir le diagramme commutatif suivant, à lignes ex­

actes : 

id~ôab iab 

A ab H ab 

KA Ö K-H 

K1(Cl(A)) K1(CXH))-~ K1(CZ(T)) 
Id-O. i. O1 

Comme par hypothèse d'induction, KA et «// sont des isomorphismes, 

il s'ensuit par le lemme des 5 que Kr est un isomorphisms Donc la 

suite exacte en K-théorie devient : 
aab 

0 -> Ko(Ct(H)) -¾ K0(Cl(T)) % Aab "4* 

Hab 1^ pa6 P + g 0 
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Pour traiter K0y distinguons les cas suivants : 

(a) s = 0, alors F = 0 par le diagramme (*), donc Id — 0W est injectif, 

ce qui implique d0 = 0, i.e. u '• K0(Ci(H)) H K0(Ci(T)) est un 

isomorphisms Mais K0(Ci(H)) ~ Z2 par hypothèse d'induction. 

(b) s ^ 0 et F = 0 : par le diagramme (*), on obtient que im(do) = 

Ker(/d - 0ah) ~ Z. Donc K0(Ci(T)) ~ K0(Ci(H))QZ et par 

l'hypothèse d'induction, K0(Ci(H)) ~ Z, d'où K0(Ci(T)) ~ Z2 

(c) J T̂  0 et F ^ 0 : par le diagramme (*), on obtient que Id — #* est 

injectif; comme dans le cas (a), on déduit que i* : Ko(Ci(H)) —»• 

A'o(C*(r)) est un isomorphisms Comme û est induit par un 

+-homomorphisme unital, et Ko(Ci(H)) = Z[I] par hypothèse 

d'induction, on obtient K0(Ci(T)) = Z[I]. 

Ce qui termine la première partie de la preuve, passons alors au deuxième 

cas. 

Cas 2. Pour tout x € A", <xr(r) ^ 0. Alors, en posant a = o"t(r), le premier cas 

s'applique à G = T + ^ Q J (ar). En écrivant G = (y,a:,c, d, . . . | n ) , on a 

<7y(ri) = ö ^ 0 . Ceci implique que Fi ^ 0, et donc par le premier cas : 

K0(Ci(G)) = Z[I] et KG : Gab H K1(Ci(G)) est un isomorphisms 

Dans la suite, nous aurons besoin des homomorphismes de groupes 

suivants : 
ii : Z H r : 1 H b 

i2 : Z H Z : 1 H- a 

ii : r H G 

J2 : Z = (x) H G 

Maintenant, faisons appel à la suite exacte à 6 termes qui permet de cal­

culer les groupes de K-théorie d'un produit amalgamé (Lance [Lan83], 
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Natsume [Nat85], Pimsner [Pim86]). 

Ko{c;{z)) ^ ^ Ko(CW)) © K0(C;{Z)) ^ ± ^ ~ K0(CXG)) 

do 

• 

K1(Ct(G)) > ± ^ - K1(CW)) © K1(Ct(Z)) £ l i ^ i /Ti(CT(Z)) 

Remarquons que les deux applications (û,,— £2.) sont injectives. En 

effet on a : 

(»1.,-i».) : Ai(Cr(Z)) = z[i] -» A'o(c;(r)) © Ä - 0 ( C ; ( Z ) ) 

[1] -> ([I]1-[I]) 

( Ù . , - » J . ) : Jf1(Q(Z)J = Z[J1] -> Uf1(Q(H) © UT1(Cr(Z)) 

[*l] H. (W,-U[A1]) 

et comme a ^ 0, on a l'injectivité de la deuxième application. Ceci 

implique que la suite exacte à 6 termes se scinde en deux suites exactes 

courtes : 

0 

0 

Z[I] i l i l ^ H Ko(CXT)) © Z[I] i i Ä K0(CXG)) * 0 

Donc J1. : Ko{C*(V)) —• KQ(CXG)) est un isomorphisme. Mais 

K0(CXG)) = Z[I], donc de même pour AT0(Cy (H). 

Montrons maintenant que la suite 

0 Z 
l;ab :ab\ , o b i j o b 
[l ' 21 rab © z h h • G a 6 0 

est exacte. 

L'exactitude en Z et en Gab est triviale. Pour montrer l'exactitude 

j?(t) = y-ßx 
*b^v „«*™ J I » I ™ I „„„ J j**(5) - a ï e t j f ( l ) = z; et en r a 6 © Z, notons d'abord que • 
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écrivons P 6 = Z ( t , 6 , c , . . . ) / ( r ) , Gab = Z {x,y,c,...) / (ri). Enfin, 

relevons les homomorphismes aux groupes abéliens libres : 

iabi^ab 

z ( t , b , z . . . ) e z h +J2» z(X1^1Cj...) 

s 
/ 

\ 
106 

r®z 
if6+j2

ob 
iati 

La ligne d'en haut est clairement exacte. Comme jfb(r) = T1, on a bien 

l'exactitude en Tab © Z. 

Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant : 

0 Z <*?*.-$*) - rû6 © z ir6+j2b 

G ab 

O 

0 —f f i (c ; (z ) 
0' l . . - '2 . ) 

« r © ^z O KG O 

Ki(CW)) © ATi(CT(Z) ^ U - K1(CXG)) 

avec des lignes exactes. Comme KQ et «z sont des isomorphismes, on 

a par le lemme des 5 que «r est un isomorphisme. 

D 

On arrive enfin à la conjecture de Kaplansky-Kadison dans le "cas générique" 

pour un groupe à un relateur sans torsion. 

Corollaire 3 Soit T = (X \r) un groupe à un relateur sans torsion tel que 

r / 0 , alors C*(T) n'a pas d'idempotent non trivial. 

Preuve : Soit r la trace canonique sur Cf(T). Comme Ko(Cf(T)) = Z[I], 

l'application r* : Ko(Cf(T)) —• E est à valeurs entières. Soit 0 < p < 1 un 

projecteur dans Cf(T)] comme r est positive, 0 < r(p) < 1. Ainsi r(p) = 0 

ou 1 et, par fidélité, p = 0 ou 1. On termine la preuve en remarquant que 

tout idempotent dans une C*-algèbre unitale, est conjugué à un projecteur 

via un élément inversible (voir par exemple [Val89]). D 
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5.2 K-moyennabilité 

Commençons par rappeler la notion de K-moyennabilité comme l'a introduite 

Cuntz dans [Cun83] : 

Définition 5.4 On dit qu'un groupe discret T est K-moyennable, si l'application 

Ar : üt"°(C*(r)) -f K°(C*(T)) est un isomorphisme en K-homologie. 

Notons que si T est K-moyennable, alors par le théorème 2.1 dans [Cun83], 

pour tout C*-système dynamique (A1T, a), l'application canonique XA,T '• 

A xi a r —> A xia,r r du produit croisé maximal dans le produit croisé réduit 

induit un isomorphisme en K-théorie. En particulier , si A = C, alors 

l'application (Ap), : Ko(C*(T)) —> K0(C*(V)) est un isomorphisme. 

Nous pouvons maintenant énoncer notre théorème : 

Théorème 5.5 Tout groupe à un relateur est K-moyennable. 

Preuve : Nous allons utiliser la même procédure d'induction décrite dans la 

première section. L'ancrage est trivial puisque si un seul générateur apparaît 

dans la relation, alors T est ou bien un groupe libre, ou bien un produit libre 

d'un groupe libre par un groupe cyclique fini, et donc par les résultats de 

Cuntz [Cun83], T est K-moyennable. Donc on peut supposer qu'au moins 

deux générateurs apparaissent dans la relation, et que \r\ > 2. Séparons alors 

les mêmes cas que Lyndon et Schupp, rappelés dans la première section. 

Cas 1. Dans ce premier cas on a F = HNN(H, A, 0), avec H un groupe à un 

relateur dont la longueur de la relation est plus courte que celle de r. 

Par les résultats de Serre pour une extension HNN, [Ser77], il existe un 

arbre sur lequel F agit naturellement, dont les stabilisateurs de sommets 

sont conjugués à H et les stabilisateurs d'arêtes sont conjugués à A. 

Mais par hypothèse d'induction, H et A sont K-moyennables; donc 

on conclut par le résultat de Pimsner ([Pim86], corollaire 19) qui dit : 

un groupe agissant sur un arbre avec stabilisateurs K-moyennables est 

K-moyennable. 
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Cas 2. Dans ce second cas, T s'injecte dans un groupe G auquel le premier cas 

s'applique, donc qui est K-moyennable, et on conclut par un résultat de 

Cuntz ([Cun83], théorème 2.4) qui dit : tout sous-groupe d'un groupe 

K-moyennable est K-moyennable. 

5.3 Conjecture de Baum-Connes 

Pour un groupe à un relateur T = (X\r) finiment engendré et sans torsion, 

citons le résultat de Lyndon [LynöO] : V admet un espace classifiant B r qui 

est un CW-complexe de dimension 2. Plus précisément : c'est un bouquet 

de card(X) cercles sur lequel on recolle une unique 2-cellule a d'intérieur 

homéomorphe à K2, le long de la relation. Le complexe de chaînes de B r est 

donc réduit à : 

fi Pl fi 
0 ì C2 = Z[or] - i C1 = Z[X] - U C0 = Z — 0 

où di = 0, car BY a un seul sommet. D'où : 

Jïo(r,Z) = K e r a , / i m a ^% 

ffi(r,Z) = Kera /wn& ~ Z[X]/Z[r] ~ P * 

Z si r = 0 

0 sinon. 

Donc par les théorèmes 5.2 et 5.3, on a des isomorphismes abstraits : 

i<o(c;(r) ~ #o(r,z)œtf2(r,z) 
K1[CW) * tfi(r,z)-rû\ 

en accord avec la conjecture de Baum-Connes que nous allons montrer dans 

cette section dans le cas générique, i.e. quand F ^ O . Nous allons utiliser une 

méthode directe; pour cela, commençons par calculer le membre de gauche 

dans la conjecture de Baum-Connes, i.e. la K-homologie de Br . 

Lemme 5.6 Soit T = (X\r) un groupe à un relateur sans torsion. Alors les 

groupes Ki(BV) et Ki(C*(V)) sont abstraitement isomorphes, i = 0,1. 

H2(T1Z) = Keîd2/imd3 = 
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Preuve : Comme tout groupe est limite inductive de ses sous-groupes de 

type fini, et que le foncteur Ki commute aux limites inductives, on voit qu'il 

suffit de démontrer le lemme pour un groupe T à un relateur de type fini. 

Remarquons maintenant que le modèle de BT décrit ci-dessus est un CW-

complexe fini de dimension 2. Donc en utilisant le lemme 4.8, nous obtenons 

K0(BV) ~ jff0(r,z)eft(r,z) 
K1[BT) ~ H1[T1Z) = Tab. 

D 

Remarques 5.7 

(1) Si f ^ 0, l'injection d'un point base X0 dans BT, induit un isomor-

phisme en Ko-homologie. Notons alors par [x0] le générateur de KQ(BT) 

dans ce cas. 

(2) Dans le cas oùr~0, il est possible de décrire explicitement le second 

générateur de K0(BT) ~ Z2. En effet, comme r € [F(X), F(X)] (le 

sous-groupe des commutateurs), r s'écrit comme un produit de commu­

tateurs 

r = f[[*.ft] 

pour certains Ai, Bi dans F(X). Soit alors le groupe de surface T3 = 

(Ui1O1,... ,a5, bg I n?=i[at'A'])î' c'est k groupe fondamental de la sur­

face de Riemann fermée S5 de genre g >1. Nous avons un homomor-

phisme 

ai*-> Ai (1 <i,j <g) 

bj 1-4 Bj 

induit par une application continue f : S5 —• BT, qui est une applica­

tion de degré 1 et donc induit un isomorphisme en Ko-homologie par 

le lemme 4-8-

Théorème 5.8 Soit T = (X\r) un groupe à un relateur sans torsion, 

rs->r 
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a) Il existe un triangle commutati/d'isomorphismes 

K1(BF) Hi - /A(CV(H) 

b) Si f ^ Oj alors /i£ est un isomorphisme. 

Preuve : 

a) Rappelons d'abord un résultat de Natsume (théorème 4.4 dans [NatS5]) : 

si un groupe G sans torsion est tel que #2n+i(G,Q) = 0 pour tout 

n > 1, alors fi\ est rationnellement injective. Ce qui est le cas ici, 

puisque notre groupe T est de dimension homologique au plus égale à 

2. D'autre part, Kr est un isomorphisme par le théorème 5.8 donc fi\ 

est surjective. De plus par le lemme 5.6, Ki(BT) est abstraitement iso­

morphe à Tab qui est une somme directe d'un groupe abélien libre et un 

groupe cyclique fini. Nous avons donc obtenu un homomorphisme de 

groupe r —• rab , qui est à la fois surjectif et rationnellement injectif, 

donc nécessairement un isomorphisme. Donc p\ est un isomorphisme. 

b) Par le théorème 5.2, A^o(C*(r)) = Z est engendré par la classe [1] de 

l'unité; par la remarque 5.7(1), Ko(BT) = Z est engendré par [xo]. 

Mais ^Q[XO]
 = [1I (vo*r exemple 1 dans [Val96]). 

Remarque 5.9 Dans le cas où f — 0 nous n'avons pas une description 

explicite du second générateur de Ko(Cf(T)) = Z2. Ceci nous a empêché de 

conclure que //£ est un isomorphisme dans ce cas. 

Après avoir pris connaissance de [BBV96], H. Oyono-Oyono [0097] et X-

L. Tu [Tu97] ont pu démontrer (indépendamment) la conjecture de Baum-

Connes à coefficients pour tous les groupes à un relateur. 
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