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Introduction

Pour T' un groupe discret dénombrable, soit C(I') la C*-algebre réduite de T',
c’est-a-dire la C'*-algebre engendrée par la représentation réguliere gauche Ar
de I'. En géométrie non commutative, le calcul de la K-théorie de Cr (') est
un probléme difficile. La conjecture de Baum-Connes ramene ce probléme an-
alytique au calcul d’un objet topologique. Pour formuler la conjecture (selon
[BCH94], §3), on commence par associer & chaque groupe [ un espace ET" qui
est I’espace classifiant pour les actions propres de T' (voir [BCH94), définition
1.6). En utilisant la KX-théorie de Kasparov (voir [Kas88]), Baum, Connes et
Higson forment le groupe de K-homologie équivariante KT (ET) a -support
compact. Une classe dans K7 (EL) est représentée par un opérateur ellip-
tique abstrait ['-équivariant sur EI" supporté par un sous-espace I'-invariant
X tel que X/I' soit compact. Suivant Kasparov [Kas83], Baum, Connes et

Higson définissent un homomorphisme de groupes abéliens
puf : K[(ED) = Ki(C}(T)), i = 0,1
en associant a chaque opérateur elliptique son indice.

Conjecture de Baum-Connes Pour tout groupe discrel dénombrable,

Papplication puf est un isomorphisme pour i =0, 1.

L’injectivité de 'application de Baum-Connes a des couséquences en topolo-

gie; la plus importante est probablement la conjecture de Novikov sur I'inva-

3



Introduction 4

riance homotopique des hautes signatures pour les variétés de groupe fonda-
mental . Une des conséquences analytiques de la surjectivité de 'application

de Baum-Connes est la conjecture des idempotents de Kaplansky-Kadison

(voir [Val89]) :

Conjecture des idempotents Soit ' un groupe discret dénombrable sans

torsion. Alors C}(I') ne contient pas d’idempotents non triviauz.

La conjecture de Baum-Connes a été vérifiée pour les groupes abéliens, les
groupes libres (voir [PV82]), les sous-groupes discrets des groupes de Lie
moyennables connexes (voir (Kas81]), les sous-groupes discrets de SO(n, 1)
et SU(n, 1) (voir [Kas83], [JK95}); récemment N. Higson et G. Kasparov l'ont
montrée pour les groupes a-T-moyennables [HK97] (voir aussi [Jul98]). Un
des résultats principaux de cette these est la preuve de la conjecture de Baum-

Connes pour les groupes & un relateur sans torsion (voir aussi [BBV96)).

Motivation et organisation de la thése

Le calcul de la K-théorie de C}(I') est donc ramené par la conjecture de
Baum-Connes a celul des groupes de K-homologie équivariante, mais au
moins a torsion pres ces groupes sont calculables. En effet Baum et Connes

définissent un caractéere de Chern (voir {BC88])

oo
chy : K7 (EL) = €D Hisaa(T, FT)
n=0
ou H;(T', FT') désigne le i-eme groupe d’homologie de [' & coefficients dans
FT, le '-module des fonctions complexes sur I' a support fini contenu dans
les éléments elliptiques (c’est-&-dire les éléments d’ordre fini); notons que
I’action de I' est par conjugaison.

Le caractere de Chern est un isomorphisme rationnel, c’est-a-dire

chf @ Id : KT(ET) @2 C - @ Hit2.(T, FI)

n=0
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est un isomorphisme (voir [BC88], proposition 15.2).
Soit maintenant !‘:I':C I'unique application qui fait commuter le diagramme

suivant :

@1 K,

r
KT(BT) 82 C 2 Kk(Cx(T)) 82 C

chl @1 9

r
Hic

o
D Hisan(T, FT)

n=0

Une conséquence de la conjecture de Baum-Connes est :

Conjecture C Pour tout groupe discret dénombrable, 'application !”EC est

un isomorphisme (1 = 0,1).

Le triangle ci-dessus est notre motivation principale. En effet, notre but est
d’écrire explicitement la restriction de ,uf.:C a certains groupes d’homologie.
Dans le cas ou le groupe I est sans torsion, le [-module FT est le module
trivial C; de plus KT(EL) ~ K;(BT), la K-homologie (a support compact)
de 'espace classifiant BT de I', d’ou le triangle commutatif suivant :

'e1l
K.(BT) @2 C 8L K.(CxT)) 82 C

chf @1 O -
Eic

P Hiy2n(T,C)

n=0

Ce travail se présente ainsi :
Le chapitre 1 est consacré a la description de la conjecture de Baum-Connes;
nous commengons par rappeler la notion d’action propre, ensuite de K-

homologie équivariante.

Le chapitre 2 ainsi que le paragraphe 4 du chapitre 3, ont été obtenus en
collaboration avec Michel Matthey. Au chapitre 2, nous construisons (selon

une idée de P. Baum) un homomorphisme analytique 8, : Ho(T, FT') —
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Ko(C*(I")) qui se factorise via Ko(!!(I')); et nous montrons que ’homomorphisme
algébrique Buy, @ Ho(T, FT') — Ko(I'(T)) est injectif. Nous expliquons en-
suite le lien avec la conjecture de Baum-Connes en construisant nn homo-
morphisme topologique 3, : Ho(T, FT) — KF(ET) qui vérifie: 3, = uf ¢ 8.

An chapitre 3, nous donnons une nouvelle prenve d’un résultat d’Elliott et
Natsume [EN87] : 'application canonique sp : H;(I',Z) ~ T'®* — K, (C>(T))
est rationnellement injective. Nous remarquons ensuite (a I’aide d’un résultat
d’A. Valette dans [Val96]) que kr ® 1 : H;([,C) — K,(C*(T')) ®z C coincide
avec i ¢lm, g ot Hy(T,C) est le sous-espace de Hy (T, FT') correspondant
au neuntre de I'. Comme corollaire, nous obtenons que 1’application de Baum-
Connes est rationnellement injective "en degré 17. En procédant ensuite de
la méme maniere qu’au chapitre 2, nous construisons un homomorphisme
"analytique” 8, : Hy ([, FT) — K,(C*(T)), ainsi qu’un homomorphisme
"topologique” B; : H;(T, FT) = K] (EL). Nous montrons ensnite que S,
et (; sont liés par I'application de Banm-Connes, plus précisement : 3, =
uk o B,. Nous terminons le chapitre en introduisant une notion de groupe de

Whitehead topologique.

Au chapitre 4, nous construisons d’abord un homomorphisme analytique
Bo : Ha(I',Z) = Ko(C;(I')). Nous montrons ensuite que c'est le "bon
candidat”, c’est-a-dire que 8, ®1 : Hy(T',C) = Ko(C;(T)) @ C coincide avec
ug‘d H(r,0)- Enfin, a I'aide du calcul de la K-homologie d'un CW-complexe
fini de dimension 2, nous donnons une reformulation de la conjecture de

Baum-Connes pour certains groupes :

Proposition Seit I' un groupe discret tel gue son espace classifiant BT est
un CW-compleze fini de dimension 2. La conjecture de Baum-Connes est

équivelente au fait que les applications

Be®Ba: Ho(T,Z)® Hy(T,Z) — Ko(Cx(T))
KT H(T,Z) — K,(CxI))

sont des isomorphismes.
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Les résultats du chapitre 5 ont été obtenus en commun avec C. Beguin et
A. Valette; ils concernent les groupes a un relateur sans torsion. Nous com-
mengons par calculer la K-théorie de la C*-algebre de tels groupes (notons
que ce calcnl a été généralisé par C. Beguin pour un groupe a un relatenr quel-
conque). Nons montrons ensnite la conjecture de Baum-Connés pour 7 = 1,
et pour : = 0 dans le cas "générique” c’est-a-dire quand I'image de la relation
dans le groupe abélianisé est non triviale. Dans ce chapitre, nous montrons

aussi qu’'nn groupe a un relatenr (méme avec torsion) est K-moyennable.
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Chapitre 1

Préliminaires et conjecture de
Baum-Connes

Nous débutons avec des rappeis sur les actions propres. Dans la deuxiéme
section, nous définissons la K-homologie équivariante et nous passons eu re-
vue les principaux exemples qui vont nous étre utiles plus tard. La définition

de I"application de Baum-Connes est présentée dans la derniere section.

1.1 Actions propres

Dans cette section, nous introduisons la notion d’action propre d’un groupe,
considérée dans [BCH94] . L’intérét de cette notion est d’associer & chaque
groupe un espace EI' qui joue le méme role dans la théorie des [-actions
propres que 1’espace ET (le revétement universel de 1'espace classifiant BT)
dans celle des I'-actions libres. Une importante particularité est que dans

bien des cas, il existe un modéle d’un intérét géométrique particulier.

Soit T' un groupe discret dénombrable agissant sur un espace topologique

métrisable X par homéomorphismes.

Définition 1.1 ([BCH94}]) On dit que X est un [-espace propre si tout

point  de X posseéde un voisinage ouvert [-invariant U, qui s’envoie de

9



Préliminaires et conjecture de Baum-Connes 10

meniére continue et ['-équivariante sur un espace homogéne T/H,, ou H,

est un sous-groupe fini de I'.

Exemples 1.2 On a clairement des actions propres dans les cas suivants:

(1) T est un groupe fini agissant sur X quelconque.

(2) Z agissant sur R par translation.
Remarque 1.3 Lorsque l'espace X est localement compact, la définition 1.1
ci-dessus est équivalente ¢ la définition usuelle d’une action propre, c’est-d-
dire : pour tout compact W C X, lensemble {y € T tel que YW NW # @}

est fini. Notons que l'action d’un groupe I' sur Uespace a un point {pt} est

propre si et seulement si I est fini.

Définition 1.4 Un T'-espace propre EL est universel si, pour tout '-espace
propre X, il existe une application continue, I'-équivariante f : X — EL

unique ¢ homotopie ['-équivariante pres.
Remarque 1.5 ET est unigue @ homotopie I'-équivariante prés.

Exemples 1.6

(1) SiT est un groupe fini, on peut prendre ET = {pt}.

(2) La droite réelle R est un exzemple universel pour les actions propres de

Z.

(8) Si T est sans torsion, toute action propre est nécessairement libre, et
on peut prendre alors EIL = ET, le revétement universel de l'espace
classifiant BT,

Dans le cas général, on peut réaliser Vexemple universel pour les actions

propres de la maniére suivante :
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Proposition 1.7 ([BCH94]) Soit ' un groupe discret et soit

EL ={f : T~ [0,1] & support fini, 3" f(7) = 1)

~el

Uespace des mesures de probabilités & support fini sur I', muni de la métrique
If = glleo = sup|£(7) — g()].
~el

Alors ET est un ezemple universel.

1.2 K-homologie équivariante

Le but de cette section est de définir le groupe géométrique KT (ET) (qui
apparait dans le membre de gauche dans la conjecture de Baum-Connes)
a l’aide de la théorie de Kasparov équivariante par rapport a I’action d’un

groupe [ discret, dite K Kr-théorie.

Soit X un I-espace localement compact. Considérons I'algebre Co(X) des
fonctions continues sur X, nulles a infini. Commencons par définir le groupe
K KT(Co(X),C)) de K-homologie [-équivariante de X, en suivant Kasparov.
Pour plus de détails sur la théorie de Kasparov, voir [Kas88]. Pour les con-

structions sur les modules hilbertiens, voir [Lan95].
Définition 1.8 Un [-opérateur elliptique généralisé sur X (ou cycle de Kas-
parov) est un triple (H, =, F) ou

o H est un espace de Hilbert muni d’une représentation unitaire u de I'.

» T est une représentation covariante de Co(X) dans L(H) c’est-g-dire,
telle que m(vf) = u,w(flu,-1, ¥y € [, Vi € Co(X).

o F € L{H) est un opérateur autoadjoint tel que, Yy € I', Vf € Co(X),
les opérateurs {w(f), F|, n(f)(F*~1) et n{f)]y, F] sont compacts.
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Notons EI'(Cy(X),C) I'ensemble de tels triples.
Les éléments de &5 (Co(X), C)) correspondent 3 des cycles Z /2-gradués. Plus
précisement : H est un espace de Hilbert Z/2-gradué, les représentations u

et 7 sont par des opérateurs de degré 0, et £ est un opérateur de degré 1.

Un cycle (H,r, F) est dégénéré si Fr(f) = n(f)F pour toute f € Cp(X), et
si F2=1.

Définitions 1.9

(1) Sotent ag = (Ho, 70, Fo), a1 = (H1,m, F1) deux éléments de
EF(Co(X),C) (i = 0,1). On dit que aq, a; sont homotopes si ug =
u1, To = 7y et 8l existe une famille (Fi)igp,1), continue en norme, telle
gue pour tout t € [0,1) (Ho, 7o, Fi) appartient ¢ & (Co(X),C) i = 0, 1.

(2) On dira que ap, oy sont équivalents s'il existe des cycles dégénérés

Bo, By tels que cg @ By est homotope ¢ oy @ fy.
(En particulier, les cycles dégénérés sont tous équivalents.)

(8) On note KK!(Co(X),C) ou KT (X) le quotient de EF'(Co(X),C) par

la relation d’équivalence ci-dessus.

Remarque 1.10 Supposons que X est un [-espace propre. Par la propo-
sition 1 de [Val96], on peut supposer dans la définition d’'un élément de
Kasparov que F est ['-équivariant (c’est-d-dire [y,F] = 0, Vy € T) et
a support propre, c’est-a-dire Vf € Co(X) il existe g € C,(X) telle que
(w(g) = VFn(f) = 0. De plus, quitte & remplacer H par n(Co(X))H, on

peut supposer que T est non dégénérée.

Pour i = 0,1, E(Co(X),C) est muni d’une addition naturelle donnée par
la somme directe. K7 (X) muni de I’addition induite est un groupe abélien,
invariant par homotopie, covariant en X. L’élément neutre est donné par
la classe des cycles dégénérés. L'opposé d'un élément (M, 7, F') dans KT (X)

est donné par le cycle (H, r, —F'), par contre celui d’un élément dans K} (X)
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s'obtient en inversant la Z/2-graduation. Disons quelques mots sur la fonc-

torialité : soit f : X — Y une application continue -équivariante, propre.
Alors f. : KI(X) -» KF(Y) est donnée par

S([#H,m, F]) = [H,7 0 f, F),
ol [ : Co(Y) = Co(X) : g gof.
Si T est trivial, KT (X) est la K-homologie habituelle de X, notée K;(X).

Remarque 1.11 Si ' agit librement sur X, alors KT (X) ~ K;(T\X). In-
diquons quel est lisomorphisme. Pour cela soit z = [(H,w, F)] € KT (X).
Soit H espace séparé complété de n(Co(X))H pour le produit scalaire

< En>= 3" (&)

~el

(6;n € m(C(X)H).

Mainienant F est un opérateur borné I'-équivariant sur H qui préserve

m(C(X))H, pour { € n(C(X))H,
(FELFE < ||1F1* (€1.6)
au sens de Uordre dans C*(T'). En prenant la somme sur [, ceci implique
K FEFE> <||FIP < EIE>

Dot F s’tend en un opérateur borné F sur H. Via la projection canon-
igue X — I'\X, nous pouwvons regarder Co(I'\X) comme une algébre de
multiplicateurs de Co(X). D’autre part m s’étend d’une mantére unique,
en une représentation des multiplicateurs sur H, qui préserve m(C(X))H
(voir [Ped79] 8.12.10). Donc mlcyr\x) nous donne une représentation % de
Co(T\X) sur H. Alors lisomorphisme est défini par :

KKF(X)3 [H,n, Fl— [H,7, F] € K(T\X).

Nous sommes maintenant préts & définir le groupe géométrique KT (EL) :
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Définition 1.12 Le groupe géométrigue de Baum-Connes est

KT (ED) = lim kKT (Co(X), C)
X
ou X parcourt les parties I'-compactes de ET (c’est-a-dire, telles que Uespace
quotient T\ X est compact); notons que dans ce cas X est nécessairement

localement compact.

Avant de donner des exemples, remarquons que beaucoup d’éléments inté-
ressants de KK-théorie proviennent d’opérateurs non bornés (par exemple les
opérateurs différentiels elliptiques d’ordre 1 sur une variété C*). Il est donc
important d’avoir un formalisme pour la KK-théorie qui tienne compte des

opérateurs non bornés [BJ83] :

Définition 1.13 Soit ‘H un espace de Hilbert muni d’'une représentation
unitaire v de I', ™ une représentation covariante de Co(X) dans L(H) et
F : H = H un opérateur auioadjoint densément défini. Le triple (H, =, F)

est un élément de Kasparov non borné si

i) ©()(1+ FO~1 € K(H) (I'idéal des opérateurs compacts), Vf € Co(X)

i) [7(f), F) € L(H), Vf € A, oi A est une sous-algébre dense de Co(X).

Si (H,m, F) est un élément de Kasparov non borné, alors ('H,ﬂ',%) €
Ef (Co(X), C).

Exemples 1.14
Nous donnons ici des exemples d’éléments de K-homologie bornés et non

bornés.

(1) (Voir exemple 1 dans [Val96]) Soit H un sous-groupe fini de ' et soit
p une représentation unitaire de dimension finie de H sur un espace
vectoriel complexe V,. Prenons Xy = ['/H, avec l'action de I' par

translation a gauche; c’est un espace discret, propre et I-compact. En
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identifiant Xy avec I'ensemble des mesures de probabilité uniformes
sur les classes latérales yH, v € T, I'espace Xy se plonge dans ET.

Considérons maintenant H° l'espace de Hilbert de la représentation
induitede H a T

H={¢ : T2V, : &(yh) = p(h™")¢(y) pour tous h€ H, y€T
et D [(2))* < oo},

z€l/H

L’action de I sur H® est donnée par : (7.)(y') :=&(v~1¥').

Notons que c'est aussi 'espace des sections L? du fibré vectoriel in-
duit E, =T xugV, sur Xy = I'/H. Prenons pour 7 la représentation
de Co(Xg) par multiplication ponctuelle sur H°; comme Xy est dis-
cret et que V, est de dimension finie, cette représentation agit par des
opérateurs diagonaux dont les valeurs propres tendent vers 0, donc par
des opérateurs compacts. Ainsi le triple (H = H° @ 0,7,0) définit un
élément By, de KL (ET).

(2) Soient X = §' et T' = {e}. Dans l'espace de Hilbert L*(S?) muni de la
base trigonométrique (¢2"'"%),,cz, on a la représentation M de C(S5') par
multiplication ponctuelle. Considérons l'opérateur F, diagonal dans

cette base, donné par
F = diag(sign(n))nez.

Alors on vérifie facilement que le triple (L2(S1), M, F') définit un opéra-
teur elliptique généralisé; c’est en fait le générateur de "Toeplitz” de
K(8') = KK,(C(5"),C) ~ Z. Notons que l'image non bornée du
générateur de "Toeplitz” est le triple (L%(S*), M, D), o
1d
=53

i = 2
puisque F' = ol

(2bis) Via Pisomorphisme K;(S!) = KZ(R), le triple (L*(5'), M, D) va sur
(LHR), M, D), ot M est la représentation Z-covariante de Co(R) par
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multiplication ponctuelle sur L*(R), et

- 1d
Tidt
C'est donc le générateur de KZ(R).

Pour I' = Z x Z/n, prenons EI = R. Alors K2*¥/™(R) ~ Z" en
effet : soit [(H, 7, F)} € KZ*¥/*(R); considérons la restriction de la
représentation unitaire u de Z x Z/n sur ‘H a Z/n, alors ulz;, se

décompose canoniquement comme suit :

“lzlﬂ= GB Uy

x€Z/n

ou x parcourt |’ensemble des caracteres de Z/n. L’espace de représen-

tation de U, est I’espace de Hilbert

He={6eH : u(g) = x(9)¢, Vg€ Z/n}.

Comme on peut supposer que F' commute a Z/n, H, est invariant par
F. De plus H, est aussi invariant par 7 puisque Z/n agit triviale-
ment sur R. Donc KZ*¥/*(R) ~ S I{E:z/"(R), ol K]z::z/“(R) est
’ensemble des classes [H, 7, F'] munies de ’action de Z/n via x. Donc

une base de KZ*%/™(R) est ;

{er = [LHR), M, D = 14}, ou I'action de Z xZ/n sur L?(R)est donnée
paraf(z) = f(z+1), bf(z) = w' f(z) et ot M est lareprésentation (Z x
Z [n)-covariante de Cy(R) par multiplication sur LZ(R), { = 0,1,...,n—
1}.

Ici w est une racine n-iéme primitive de I'unité et a (respectivement b)

est un générateur de Z (respectivement de Z /n).

Soit X une variété compacte, soient £y, E, deux fibrés vectoriels com-
plexes sur X. Rappelons qu'un opérateur pseudo-différentiel P définit
une application linéaire continue P : C®(X;E;) — C®(X;E),
ou C®(X;E;) est 'espace des sections lisses de F;, : = 0,1. Si P

est d’ordre 0, il s’étend en un opérateur linéaire continu, encore noté
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P : L*(X; Ey) = L*{(X; Ey) ou L*(X; E;) désigne 'espace des sections
L? de E;. Un opérateur pseudo-différentiel P a un symbole op qui est
une section lisse du fibré Hom(Ey, £1) au dessus de T* X {I’espace total
du fibré cotangent de X), c’est-a-dire op(z,£:) € L{(Ep)s, (Ey).) pour
tous z € X, & € T:(X). Quand P est d’ordre 0, son symbole est borné
sur 7°X. On dit que P est elliptique, si op est inversible en dehors
d’un compact de T*X; dans ce cas P définit un opérateur de Fredholm
c’est-a-dire, il existe @ : L X;E)) = L} X;E,) tel que PQ — 1 et
@P — 1 sont compacts. Remarquons maintenant que C(X), 'espace
des fonctions continues sur X, possede deux représentations par multi-
plications sur L*(X; Eo) et L?(X; E}), notées ME0 et ME:. Pour toute
f e C=(X), M®(f) et ME1(f) sont des opérateurs différentiels d’ordre
0, ce qui implique que PMZ(f) — MP:(f)P est un opérateur pseudo-
différentiel d’ordre 0 4 symbole nul et donc définit un opérateur compact
sur L. Par densité de C®(X), V'opérateur f — PME(f) — ME(f)P
est compact pour toute f € C(X). Ainsile triple (L2(X, Eo)BL*( X, E\), M, F =

( (:, ?) )) définit un élément de Ko(X).

Plus concrétement, considérons le fibré vectoriel complexe A*T*X @g C sur
X; notons que ’espace des sections de ce fibré s’identifie a I’algebre des formes
diflérentielles extérieures a coefficients complexes 2°(X). L’opérateur de
Hodge (voir par exemple [Sha78], §6) @ sur 2*(X) est 'opérateur différentiel

elliptique, non borné de degré 1 défini par :
g C=((X)) - C7(Q(X))
w = Pw = dw + d'w
ou d est 'opérateur de de Rham.

Par V’exemple ci-dessus, 1'opérateur de Hodge nous définit donc un élément
noté (@] € Ko(X).
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1.3 Enoncé de la conjecture de Baum-Connes

Soit I' un gronpe discret dénombrable. La conjecture de Baum-Connes relie
le calcul du groupe analytique de la K-théorie de C;(I') au calcul de la K-
homologie équivariante de £I'. Plus précisement P. Baum et A. Connes

conjecturent que ’application
r . pr (™
i = K (ET) — K(CX(T))

est un isomorphisme. Nous allons rappeler ici la définition de cette fleche
(selon [BCH94)); pour plus de détails voir [Val96).

Soit X un [-espace propre et [-compact et soit [H,n, F] € K] (X) tel que
F est supposé I'-équivariant et a support propre. On considére le sous-
espace dense m(Co(X))H, ot C.(X) est 'espace des fonctions continues
support compact sur X; c’est naturellement un Imodule. On le munit

d'une structure de CI'-module a droite:
£y =97'¢,

et comme l'action de I' est propre, on peut le munir d*un produit scalaire &

valeurs dans CI' défini par :

(&) (7) = {Elm -

La fonction v — {£|7y€) est positive dans C:(T') (voir [Dix69], 13.7.8). En
complétant 7(C.(X))H suivant ce produit scalaire, on obtient un C*-module

de Hilbert € sur C; ().

Lemme 1.16 Soit T € L(H) un opérateur ['-équivariant tel que
T(r(CX))H) C m(CX))M.

Alors T s’étend contintiment en un opérateur T € Loy ry(£).

Preuve : Considérons, pour ¢ € m(C.(X))H, la fonction

P = C, v T (v€) — (TEATE);
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c’est une fonction de type positif sur I En effet, solent A;,..., A, € C
MNy-em €T,

n

E MNOTI2 (7 2€) — (Tely 7 Te))

=]171* | ;)\rriél]2 - IIT(Z Ayl 2 0

ol 1'égalité résulte de la I-équivariance de T. Donc, au sens de ’ordre dans

Cr(T'), nous pouvons écrire

(TEITE () L NTN? () (-)-
Ainsi :

c:@) S ITH - & ey = ITI® HlElle,

ITENE = (¢l - T€) |

ce qui termine la preuve. g

Le lemme ci-dessus nous dit donc que F s’étend en un opérateur F €
Lcxr)(€). Et comme par la proposition 2 dans [Val96], on a que F*> -1
est un opérateur compact sur le C*-module &, la paire (£, F) définit un
élément dans K K;(C,C:(I')) = Ki(C*(T)). Notons que dans [BCH94], cet
élément est appelé I-indice de F et noté Indicer(F').

Définition 1.17 L ’homomorphisme

uf ¢ KI(ET) — K(CHD))
(H,m, F') —» Indicer(F)

s’appelle Papplication d’assemblage.

Remarque 1.18 L’epplication p} se factorise via
~T" . T
i+ KF(EL) - K{(C™(F)

ou C*(I") est la C*-algébre mazimale de I’ qui est la C*-algébre enveloppanie
de IN(T") [Jul97].
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Exemple 1.19 (Voir exemple I dans [Val96]) Calculons pl(By.,), ot By,
est I’élément de K§ (ET) défini dans l'ezemple 1.14(1). Remarquons d’abord

qu’on peut supposer que p est irréductible. Donc
r(C(Xu)H = CT Q@ V,,
CH

Pespace des sections de E, a support fini. Comme p est irréductible, il existe
un projecteur minimal py, € CH tel que les CH-modules V, et CH * py ,

sont isomorphes. Pour £ € CI', posons
E(y) =€(v™"), veT.
On vérifie alors que application de CI'-modules a droite :

¥ : CI'Q(CH *pu,) = pu,*CT a®b—bxa
CH

s’étend en une isométrie de C*(T')-modules de Hilbert entre la complétion de
CT @ ¢ (CH*pyr,) et l'idéal a droite py ,C7(1) dans C*(T). D’oti uy (By,,) =
[pr ), la classe du projecteur py, dans Ko(C;(T')). En particulier, pour
'] := B1,1,, c’est-a-dire pour H =1 et p = 1y la représentation triviale, on
obtient ul ([T]) = [1), la classe de lunité dans Ko(Cy(T)).

Avec les notations d¢ja introduites, la conjecture de Baum-Connes s’énonce :

Conjecture 1 Pour tout groupe discret dénombrable, application d’essemblage
i+ KT (ED) = Ki(CX(T))

est un isomorphisme, pour: =0,1.

Donnons un premier exemple ou la conjecture de Baum-Connes est vérifiée.

Lemme 1.20 Soit ' un groupe fini. Alors u} est un isomorphisme pour
i=0,1.

Preuve : Pour i = 1, c’est trivial puisque K] (EL) = 0 = K;(C*(T)). Pour

i = 0, commengons par montrer que K/ (pt) est isomorphe an groupe additif
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de ’annean des représentations R(I'), c’est-a-dire au groupe abélien libre sur
I’ensemble [' des classes d’isomorphie des représentations irréductibles de T'.
En effet, soit [H = H* & H',n, F)] € K[(pt) et soit P = w(1) € L(H),
projecteur de degré 0 par rapport & la graduation. Considérons ’opérateur

Fp = PF|pg); c’est un opérateur de degré 1, donc il s’écrit sous la forme

0 Fp
Ff 0

Fp=

Donc Fg = PFlpmoy : P(H") = P(H') est un opérateur de Fredholm car
par hypothese, les opératenrs FgFp — 1 et Fg F} — 1 sont compacts sur
H. Ainsi Ker FF et Ker(F7)" sont des espaces de représentations de ' de

dimension finie et ’homomorphisme x} est donc donné par :
F v [Ker F}] — [Ker(F£)*] € R(T).

Maintenant si nous prenons dans 'exemple 1.19 H = T, alors {fr,} ¢
(respectivement {[Fr ]} ,¢r) est un ensemble de générateurs de KL (pt) (re-

spectivement de Ko(C*(I))). Donc uf est nn isomorphisme. 0



Chapitre 2

Sur le triangle
(Ho(T, FT), K (EL), Ko(Cr(D))

Dans la premiere section, nous construisons un homomorphisme *analytique”

Ba : Ho(T,FT) = Ko(C(T)) ®z C qui se factorise via Ko(I'(I')) @z C :

Ho(T, FT) Buy Ko(11(I) ®2 C — Ko(CH(I)) ®z C.

Nous montrons que la fleche "algébrique” B, est injective. Dans la deuxiéme
section, nous montrons qu'’il existe un lien avec la fleche de Banm-Connes; en
fait nous construisons un homomorphisme "topologique” 8; : Ho(L', FT) —
KF(ET) @z C qui vérifie: 3, = (ul ® 1) 0 5;.

Considérons tout d’ahord le cas on T' est sans’ torsion; alors K§(ET) =
Ko B1'); de plus, on a grace au caracteére de Chern en K-homologie Ko BT')®z
C ~ @2, Hzn(T,C). Mais comme pl([T]) = [1] (voir exemple 1.19), on a le

triangle commutatif suivant :

ul
K3 (ET) —~ Ko(C}(T))

b Oﬁa

Z = Ho(T,Z)

23
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ou Bi(1] :=[I] et Buf1) = [1].
Maintenant comme V'image de [1] par la trace canonique Ko(C:([)) —» R
vaut 1, [1] est d’ordre infini dans Ko{C?(I')) et donc 8, est injectif. Donc

’application u} est injective sur le sous-groupe engendré par [['] dans KT (ET).

2.1 Définition de g, : Hy(T, FT) — Ko(C:('))®z C

Notons ST ’ensemble des éléments elliptiques de T, c’est-a-dire les éléments
d’ordre fini; c’est un ensemble non vide puisqu’il contient an moins I’identité
de I'. Via laction de I' par conjugaison sur ST, on munit FT', I’espace des
fonctions complexes sur I' 4 support fini contenu dans ST, d’une structure
de I'-module. On note alors H,(I', FT') le n-éme groupe d’homologie de I a
coefficients dans le I'-module FT.

Remarque 2.1 Soit S = {m,72,...} C T un ensemble de représeniants des
classes de conjugaison elliptiques de I'; notons que Iidentité appartient a cet

ensemble. Soit Flv;] le I'-sous-module de FT engendré par la classe de v;.
Alors

FT = @F['yj].

Soit Zr(y;) le centralisateur de +y; dans I'. Alors par le lemme de Shapiro
(voir [Bro82]), on a

Ho(T, FT) = P Ha(T, Fly]) = €D Ha(Zr (1), ©)

7

ou le dernier terme désigne I’homologie a coefficient complezes.

En particulier pour n = 0, nous obtenons

Ho(l, FT) = G_BHU(ZF('TJ)}C) =Cm]oCr]®...

ou chaque |y;] est un symbole tel que Ho(Zr(v;),Z) = Zlvy,] ~ Z.

Soit maintenanty € S, |y| = n; soient w une racine n-&€me primitive de Y’unité

et Pi = L5070 wiy' € CT les projecteurs spectraux associés a v (0 < ¢ <
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n — 1). Remarquons que comme P,iPx = 0 pour t # ket 00 P = 1,
on peut écrire C{Zr (7)) = @y PiCr(Zr(v)) olt chaque PiC:(Zr(7)) est
une C*-algeébre a unité P,:; notons ¢, : PiCr(Zr(v)) = CHT') I'injection
canonique (non unitale!), et encore ¢, ’homomorphisme induit au niveau du

groupe de K-théore Kj.

Définition 2.2 Pour définir B, : Ho(T,FT) — Ko(C*T)) ®z C, nous

definissons ﬁalqﬂ , comme la composition des homomorphismes suivants :

Ba®1

Balqy : Z[7]®2C Cx(Zr(7))) ®z C

@Ko P,C: Zr‘ )®zC
i (b @)

Ko(CHT)) ®2C
ot B. 1 Z[y] = Ko(CrZr(7))) est 'homomorphisme qui ¢ [y] associe [1], la
).

classe de Uunité de C{Zr(y)). Ainsi

Ba([7]) = ZO[PW‘] B

Notons que, si [' est sans torsion, on retrouve la formule donnée au début du

chapitre.

Remarque 2.3 Comme la formule de B, est entiérement algébrigue, B, se
factorise naturellement via Ko(A), ot A est n’importe guelle sous-algebre de
C*(T) contenant CT, par exemple A =1}(T) :

Ba : Ho(l,FT) ————— = Ko(C:(I')) @z C
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Théoréme 2.4 B, : Ho(T,FI') = Ko(l}(I")) ® C est injective.

Preuve : Associons a chaque classe de conjugaison elliptique C; (avec «; €

C;) la trace snivante :

7C; ¢ 1) - C
0= eraydy, = Y ay
~€C;

Notons encore 7¢; ’homomorphisme associé Ko(I'(I')) = C; on a alors

1 nj—1

° (Tc,- ® 1)(Bagly;)) = Z o Z o'

2 7
} i=0 l:'r;-ECj

1 n;—1 ) . ,
= — 2 F(U)l ‘l‘ Z wd)
; =0 b €Cy, 1L
1 n,‘-—l n,'-l
= — X1+ X YW
" | =0 LAL€CH I#1 =0
= 1.
Supposons maintenant que k # 7 :
1 nk_l_i i
o« (1, @ D(Bugn]) = — Y @ Y uj

L "”i D)

Mk I:qiec,' i=D

= 0 (car on a ! # 1 pour tout ! dans cette somme).

Donc

(6, © 1)(Busn]) = { bosik=y

0 sinon.

Soit maintenant z = ¥_;_; ax[vk] € Ho(T, FT'), alors

Te; © Bag(z) = 5 Vi€ {L,..., n}.

D’ol l'injectivité. I
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Remarque 2.5 St I' est un groupe de type fini et virtuellement nilpotent,
alors Ko(P'(T)) =~ Ko(C:(T)) (voir [Lep81], [Ros8{]). Dans ce cas B, est

njective.

2.2 Définition de B, : Hy(T', FT) — K} (E[)®zC

Pour définir B, notons que tout v € S d’ordre n définit uniquement un

homomorphisme de groupe
ty : Gp:=Z[n =T
b —~

ou b € Z/n est le générateur canonique de Z/n. De plus, le caractére de

Chern équivariant de Baum-Connes (voir [BC88]) induit un isomorphisme
ch®1 : KE"(EG,)®zC = Hyo(G,, FG,)

Comme G, est abélien, I'action de G, sur F'G, est triviale (on rappelle que
’action est par conjugaison), donc Ho(Gn, F'Gy), ou encore 'espace des co-
invariants de F'G,,, n’est autre que FG, =Ch* @ -.- @ Cb"~!.

Soit alors z, = (ch®1)'(b) € K5 (EG,)®zC. Par fonctorialité, on obtient
un homomorphisme (). : Kg"(EG,) = KL (EL) et on pose alors:

A7) := (ay)a(nza).

Remarquons que par construction 8, : Ho(T, FT') = K} (EL) ®z C est un

homomorphisme.
Calculons maintenant explicitement z,, :

Lemme 2.6 z, = 1Y) p: @&, oules p; (i = 0,...,n — 1) sont les n

représentations irréductibles de Z/n, définies par p;(b) = u'.

Preuve : Commencons par rappeler la définition du caractére de Chern

équivariant pour un gronpe fini ' (voir [BC88|, p169). Dans ce cas K (pt)
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est isomorphe an gronpe additif de ’annean des représentations R(T), i.e. an
groupe abelien libre sur {, 'ensemble des classes d’isomorphie des représenta-
tions irrédnctibles de T'. ) Ecrivons alors K} (pt) =~ @,.cr Zlpi). De plus,
comme la cardinalité de [’ est le nombre de classes de conjugaison de I' et
que Ho(T', FT') s’identifie & I’espace des fonctions centrales sur I', on pent
écrire Ho(T', FT') = @11;'51 C[l¢;), on 1¢, est la fonction caractéristique de la

classe de conjugaison C;. Alors

chl : Kj(pt) =@, Llp] — Ho(T,FT)
pi = (o 1 T =C, g Trip(g))).

Revenons a notre probleme c’est-a-dire pour I' = Z /n engendré par b. Dans
ce cas, on sait que les représentations irréductibles de Z/n sont de degré
1. Une telle représentation associe a b un nombre complexe w vérifiant
w® = 1, c'est-a~dire w = e avec h = 0,1,...,n — 1. On tronve ainsi n
représentations irréductibles p, de degré 1 dont les caracteres xg, X1;- - - 5 Xn—1

sont donnés par les formules:

2mihk

Xm.(bk) =€

Donc calculer le caractere de Chern équivariant revient a tracer le tablean

des caractéres irréductibles:

1 b b? s
xa |1 1 1 “e 1
x1 |1 w wr oo ™t
X2 1 w2 w4 . w?n-?
Xney | 1 ottt in2 w(n—l):’
0
1
Donc trouver le vecteur z, revient a resoudre I’équation Az, =} 0 |; o0 A
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est la matrice de Vandermonde, donc z, = A~ 'e!). Mais

(1 1 . 1 )
1 g ... prl
A—l._.—:.-l— 1 w? wﬁn—?
- ‘
\ 1ot e e
w @ [ n— &z
DOHC$n=(%,%,'n-,---, n )= i:(]lpi®'n_'

Remarque 2.7 Grdce au lemme ci-dessus, on a une formule pour Biy] €

K (ED) @z C -
n—-1
By =Y Indpy (i) ®F

=0
2.3 Lien avec la conjecture de Baum-Connes

Dans cette section nous montrons que les homomorphismes 8, et 8, sont liés
par l’application de Baum-Connes, plus précisément : (ul ® 1) o g7 = 4.
Pour cela, nous avons besoin de le montrer d’abord pour le cas particulier
du groupe cyclique fini G, = Z/n.

Commencons par montrer le lemme technique suivant :

Lemme 2.8 Soit G, = Z/n, engendre’ par b, soient P, = 2 i) wi'b!,
Pu(:) = Ly Wb, ot w = e’n. Alors

n-1 n-1

S Pt =S (PYRT  dens CT' ®2C

=0 1=0

pourk=0,...,n—1.

Preuve : Pour k = 0, c’est trivial. Si k # 0, posons D = pged(n, k), alors

on a

- n—1
S p, Iyl oy (z w*“'b’) Q.
i=0 n 9<ign—~1 | ogi‘gn—1 N[=0

et D|f et 'k=i(n)
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Distinguons les deux cas snivants :

Cas 1. k divise n (et donc k = D divise 1 dans la somme ci-dessus) :

n—-1 ., n—-1k=1 i
STt = XS W
ogi'<n—1 (=0 =0 s=0

et i'k=i(n})

n-1 k-1

=0 s=0

k-1 k si! est multiple de &
Mais szl = { P

s=0 sinomn.
n-l . 1 i .
Donc ZPW;®FJ‘I’ = - Z k Z wid | T
=0 n 0gign—1 oLt<n~1
et k| et k|l
n-1 ) )
o<i<n=1 \i=0
et k|t
1 m—1 fn~=1 . .
= _Z (Z wtlbkl) ®a’-¢
N =0 \i=0

ou la derniére égalité résulte du fait que

n-1 L fk=1 R
Zw"bk' = E wh (E wT') b' =0 sii n'est pas multiple de k.
i=0 0glgn—1 =0

et k|!

Cas 2. k ne divise pas n : posons M = ppem(n, k)

n— N ﬁ-l .
Z wambz — ZI(MZ w(ﬂi—*—')f) B

0<i'gn—1 =0 =0 s=0
et t'k=i(n)

=0 s=
nk il
= w2
0gi<n—1
et k|!
— w:lbkl
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r

Et on conclut comme ci-dessus.

O

Remarquons que dans la preuve de ce lemme, on aurait pu regrouper les deux

cas ensemble, en effet, si & divise n, alors le ppem(n, k) est égal a n.

Lemme 2.9 Soit G, = Z/n, alors le diagramme suivant

“‘Gn 1
Ks"(EG,)®zC to" 8 Ko(C*(Gy)) ®2C
B il
Hy(Ga, FG,)

est commutalif.

Preuve : Soit b* € G,,; notons N 'ordre de b* dans G, (donc N = m);
on a alors, en notant wy une racine N-eme primitive de 1 dans C, et p; v la

représentation de <b"> définie par p; n(b¥) = wi.

N-1 )
(56" @ 1) 0 (") = (A" ® 1)L Indig,y (piw) )
QY (PY) ), = 655

1=0

—

ou P, est le projecteur spectral associé a b et ou l'égalité (x) vient de

Pexemple 1.19.
Remarque 2.10 Par le lemme 2.8, on a 7 (b*) = ©N5! pinv @ T,

Théoréme 2.11 Soit I un groupe discret, alors le diagramme suvivant

K (ED) ®zC

By 5,

HO(F! FF)
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est commutatif.

Preuve : Fixons vy € S et désignous encore par ., : Z/n — I' 'unique

homomorphisme tel que e.,(b) = . Considérons le diagramme :

K3"(EG,) @2 C (@)1 K;(EL)®2 C
N o
S @1 Hy(Gn, FGy) Ho(T, FT) pl®1
' (o)
Ko(C*(Gn)) ®2C Ko(CY(T)) ®z C
(a4):®1

Remarquons que le grand rectangle commute par [a naturalité de la fleche de
Baum-Connes (voir théoréme 1 dans [Val96]), le triangle de gauche commute
par le lemme précédent et ((a ). ®1) 0 8% = 8f o(a,). trivialement. Enfin,
le diagramme (*) commute. En eflet, en suivant les notations de la preuve
du lemme 2.9, on a :

N=1

(e 1B ) = ((a;).m)(;oundz REMELY
= Z[lﬂd(-y)lﬂd )( piv)] @ Dy

1=

= z [Ind p, ~)] ® @y (par induction par étages)
=0

= ﬂf "] = B; (). ® 1)[6¥)).



Chapitre 3

Sur le groupe K des
C*-algébres réduites de groupes
discrets

Soit I' un groupe discret et soit I'*® son groupe abélianisé. On sait que I’
s'injecte canoniquement dans le groupe unitaire U(C}(I')). Donc, il existe
un homomorphisme canonique & : I' = K;(C(I')). Et comme K,(C*(I"))

est abélien, il existe un unique homomorphisme &r : [** = K,(C*(T)) faisant

commuter le diagramme suivant:

L — ™ k,(c (D))

Kr

Pab
ot — : ' =+ I : 4+ 7 est ’homomorphisme quotient.
Le but de ce chapitre est de donner une nouvelle preuve, purement C*-
algébrique, d'un résultat de G. Elliott et T. Natsume [EN87] : I’application
canonique
[ — K,(C;(T))
est rationnellement injective (la preuve originale reposait sur la cohomologie

cyclique des sous-algebres denses et stables par calcul fonctionnel holomor-

34
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phe).

Considérons maintenant la C*-algebre maximale de T'. Parallélement, 'injec-
tion canonique de I' dans U(C*(I')) induit une application canonique &t :
I** — K,(C*(I)). Et le théoreéme ci-dessus implique directement que & est
aussi rationnellement injective puisque «r = (Ar). o &r. Néanmoins, nous
en donnerons dans la premiére section une preuve directe. Dans la troisieme
section nous présentons un résultat d’A. Valette qui expliqueront le lien avec
la conjecture de Baum-Connes. Dans la quatriéme section, nous procédons
de la méme maniere qu'au chapitre 2 pour construire un homomorphisme
analytique 8, : H\(T, FT) = K(C}(T')) ®z C. Nous construisons ensuite
un homomorphisme topologique 3; : Hy (T, FT}) = KT (EL) ®z C qui vérifie
: B = (4} ® 1) 0 B,. Enfin, dans la derniere section, nous introduisons une

notion de groupe de Whitehead {opologique.

3.1 Cas de la C*-algebre maximale

Commencons par énoncer notre résultat dans ce cas.

Proposition 3.1 Soit I' un groupe discret, alors ['homomorphisme canon-
ique

ir : I Ky (C*()
est rationnellement injectif.

Remarqguons tout d’abord que pour la preuve, on peut supposer que I' est
finiment engendré. En effet, tout groupe est limite directe de ses sous-groupes

finiment engendrés et

Ki(C*(limTy)) = Ki(lim C*(IY))
= lim K,(C*(T})).
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De plus 'application #r est naturelle dans le sens sutvant : siz : H — [ est
un monomorphisme de groupes, alors on a un diagramme commutatif :

z‘ab

Hab rab

~ ~

KH AT
K\(C*(H)) = K, (C(I))

Lorsque T est de type fini, I'*® est (par le théoréme de structure des groupes
abéliens de type fini) somme directe d’un groupe libre finiment engendré Z™»

et d’un groupe abélien fini qu’on notera F'.

Avant de montrer la proposition 3.1, préparons d’abord le terrain; pour cela

nous allons montrer deux lemmes dont le second est di & J.L. Taylor [Tay75].

Lemme 3.2 Soit # : T, — I'; un homomorphisme surjectif de groupes
discrets. Alors Phomomorphisme induit =, : C*(I'1) = C*(T';) est aussi

surjectif.
Preuve : On considere ’application linéaire

. : CI'y = CI'y Zf16‘1 = Ef‘faﬂf('r)a
¥ ¥

ou CI'; désigne I'algebre de groupe de I'y, 1 = 1,2.
On vérifie facilement que 7. est un *-homomorphisme. De plus =, est con-
tinue. En effet, soit z = Y, f,6, € CI'y, alors on a

(@Ml = 122 Foemllesca
¥

sup [l o m(z)|
wE Rep([2)

< sup (@) = lzlies
wERep(T1)

1l

ol Rep(I';) désigne la classe des représentations unitaires de T';, 7 = 1,2.
Maintenant CI'y ~ «,(CI',) est dense dans C*(T';) ol 7, est la représentation

universelle de I'y; donc 7. s’étend continument en un *-homomorphisme =, :



Sur le groupe K, des C*-algébres réduites de groupes discrets 37
C*(T1) = C*(I'2). Comme 7,(C*(I1)) = #,(CT3) = C*(T), n. est surjectif.
O

Notons que dans le lemme ci-dessus, il est crucial de travailler avec la C*-

algebre maximale; ce serait faux avec la C*-algebre réduite.

Désignons par A™! le groupe des éléments inversibles d'une algébre de Banach
unitale A et par ezp(A) le sous-groupe de A~! engendré par les éléments de

la forme exp(a) ol a € A. En particulier, si A est abélienne alors ezp(A) =

{ezp(a), a € A}.

Lemme 3.3 Soit A une algébre de Banach abélienne unitale. Alors
A~'/ezp(A) est un sommant direct dans K, (A).

Preuve : Soit GL,(A) le groupe des matrices n X n inversibles a coeflicients

dans A. Alors le déterminant nous fournit une application
det : GL(A) = A~}

qui envoie la composante connexe de I'unité notée GL,(A), sur ezp(A). En
effet, soit z = exp(a) € exp(A), a € A, alors z est le déterminant de
la matrice @ = diag(ezp(a),1,-1) qui est homotope a la mairice identité
1, via Phomotopie @, = diag(ezp(at),1,-,), t € [0,1]. Donc ezp(A) C
det(GL3( A)).

Inversément, GL(A) = GL*(M.(A)) = exp(M,(A)) (pour cette derniere
égalité, voir par exemple la proposition 4.3.2 dans {Weg93]). Mais st a €
M. (A), det(ezp(a)) = ezp(trace(a)).

Il s’ensnit alors qu’il existe une application induite
det. : K1(A) = A /exp(A).

Soit i, : A~™'/exp(A) — Ki(A) 'homomorphisme canonique et soit [u] €
A71/ezp(A). Alors on a

det. o 1.([u]) = [det 0 i(u)] = [det(diag(u, 1))] = [u].
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Si de plus A est une C*-algebre, c’est-a-dire A = C(X), avec X compact, on
a A7V exp(A) ~ HY(X, Z) (voir [Tay75], 3.9). Le lemme 3.3 se ré-interpréte
donc en disant que H!(X,Z) est un sommant direct dans K*(X).

Preuve de la proposition 3.1 : Supposons ' de type fini et écrivons
[* = Z" @ F, ou F est abélien fini. Soit « : T — Z" la composée de
I’application quotient [ = I'*® et de la projection I'** — Z™. Soit @, ...,d,
une base de Z™; choisissons a;,...,a, € [ tels que afa;) =@, 1 =1,...,n.
Comme C*(Z™) ~ C(T™), 'espace des fonctions continues sur le tore a n

dimensions, par le lemme 3.2, on a un homomorphisme induit
a. : Ki(C'(T)) = K (C(T™)).
Remarquons que les (@], i = 1,...,n sont dans I'image de K;(C*(I')):
afle]) = [ela)] =[a], e =1,...,n.

Notons de plus que pour tout 7 € {1,...,n}, @ s’identifie, via I'isomorphisme
C*Z™) ~ C(T™) a z : T" = 5!, la i-me fonction coordonnée. Comme
d’autre part par le lemme 3.3, H(7™,Z) = Z" est sommant direct dans
K1(C(T™)) et que les fouctions coordonnées z;, ¢ =1,...,n sont les généra-
teurs de H}(7T™,Z), on a le résultat cherché. 0

3.2 Cas de la C*-algébre réduite

Commencons cette section par rappeler le résultat principal de ce chapitre,
obtenu en collaboration avec A. Valette (voir [BV96]).

Théoréme 3.4 Soit [ un groupe discret. Alors ’homomorphisme canonique
kr @ [ = K (CHI))
est rationnellement injectif.

Remarquons que comme pour la C*-algebre maximale, on peut supposer que

[ est finiment engendré. On a vu que dans ce cas [** se décompose en
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somme directe I'*® ~ Z" @ F. Il faut alors montrer que la restriction de xp
au facteur abélien libre Z" est injective. Pour cela nous avons besoin de la

notion suivante dans Z™:

Définition 3.5 z est dit primitif dans Z" si, z # 0 et pour toutm > 2, £ ¢
Z".

Le théoreme est alors une conséquence directe de la proposition suivante:

‘Proposition 3.6 Soit z € T tel que T est un élément primitif dans Z™.
Alors kp(T) est d’ordre infini dans K,(C;(T)).

Pour la preuve de cette proposition, nous aurons besoin de deux lemmes dont

le second est bien connu. Néanmoins on ne trouve la preuve nulle part.

Lemme 3.7 Soit z € I', T est primitif dans Z™ st et seulement si il eziste
un homomorphisme h : T — Z tel que h(z) = 1.

Preuve : Comme T est primitif dans Z”, il existe une base de Z" qui com-
prend Z. Donc, il existe un homomorphisme & : Z" —+ Z tel que A(Z) = 1, et
on prend alors b =k oa, ol « est défini comme & la preuve de la proposition

3.1. La réciproque est claire. 0O

Avant d’énoncer le deuxieme lemme, rappelons la construction du produit
croisé réduit pour un groupe discret (voir par exemple [Ped79)). Soit (4,1, )
un C*-systéeme dynamique, c’est-a-dire une C*-algebre A avec un homomor-
phisme « de I dans Aut(A). Soit (7, H) une représentation fidéle de A. Con-
sidérons 'espace de Hilbert #(I'H) = {6 : ' = H; T er |lE()? < oo}
On définit # : A — LT, H)) et A : T = U(I3T, H)) par

(#=2))g) = m(ag-1(2))é(g) et
(A€)(h) = &(g7'h).
Alors (%, A, [3(T, H)) est une représentation covariante de (A, T, a).

Notons C.(T', A) = {f : T — A, support de f est fini}; c’est une *-algebre
pour le produit: fi * fo(v) = Tger f1(B) * ap(f2(67"7)), et Vinvolution:
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F=e(fOr)).
Alors I'application 7 x A : C(T', A) = L({*(T', H)) définie par

#x M) = 2 7S

vel'

pour f € C.(T,A), est une représentation fidéle de C.(I', A). De plus si

(p, K) est une autre représentation fidéle de A, alors les C*-algebres

# x A(CL(T, A)) et p x A(C(T, A)) sont isomorphes, ce qui nous méne 2 la

définition suivante :

Définition 3.8 Le produit croisé réduit de A par I', noté A %, I', est la
C*-algébre # x A(C(T, A)), ot ™ est une représentation fidéle de A.

Lemme 3.9 Soient G, T deuz groupes discrets et soit @ : T' = Aut(G) un
homomorphisme. Alors C2(G 1, ) ~ C*(G) %5 [, ou é& : T = Aut(C}(G))

est ’homomorphisme défini par: &.,(é,) = bor -1 (9)-

Pour simplifier, désignons dans la suite par la méme lettre o les deux actions

de I' sur G et sur C}(G).
Preuve : Soit 'application linéaire

P CGx.T) = C(l,CHE))
f = (F:oye F(y): g f(9,7))

Il s’agit d’abord de montrer que 1 est un *-homomorphisme, pour cela soient

fs fi, 2€C(G %o T), yeT et g€ G,

v(h*f)We) = hxflen)= Y AGBL(R ) g7T)

heG, gerl

= Y13 filh,B) fo(ag-1 (R ), 7))

Bel heG

= [ Fi(B) * as(F2(87"7))](9)

ger
= (Fy* Fy)(7)(g)

PN = g7



Sur le groupe K, des C*-algébres réduites de groupes discrets 41

= fla,-1(g71)77")
= Fly ) ey-1(g71))
= F(v")(es-1(g))
= a,(F(v7')")9)
= F"(7)(9)-

En fait, 9 est une isométrie : soit Ag (respectivement Ar) la représentation
réguliére gauche de G (respectivement de I), et soit (Ag, Ar, H = I3(T, 13(G)))
la représentation covariante correspondante du C*-systeme dynamique

(C*(G),T,a). Alors Papplication Ag x Ar : C(T,CXG)) = L(H) définie

ci-dessus est fidéle.

Soit f € C(G », T),

(2631

|1 Fl|&s6ymar = sup (A x Ar(F)) ()%
s

sup 3 [lAg X Ar(F)(m) (M@

<1 yer

sup Z l Z /\G ))‘F B)n )( )"122(6)

Inll€1 veT  per

sup > || D dslay-1(F(B))n(B7 Nk

InllIL1 yer  ger

Z I Z -1 ) * (B~ 'T)”P(G)

I]nll<1 vel  gel

up 3 > 1 2 (anmr (F(B)) # (B~ 1) (A

|InII<1 el heG Bel

sup Z Z | Z Za -1 g)n(B~ ’Y)( _lh)|2

i€l yer heG geG ger

sup D3 |D > F(B DB~ 1) (g™ R

Inll€1 veT heG geG Ber

sup 3 o |3 > F(BY@m(B ™ 1) (-1 (g R

I!nllsl ~e[ heG geG Bel

sup > > 1D flg,Bnleq-1(g7 k), 871

neP’q(“él ry ~el heG geG Bel’

sup 3 > > > flg.B)n((g, ) (A, )P

Il ver heG geG per
sup ||A(f)(n )||12(er) = ”f”%‘,:(GxI‘)'
Inll<1
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Donc 1 s’étend continument en un *-homomorphisme isométrique (donc in-
jectif) noté encore ¢ : C7(G %) = CHG) % I,
Comme de plus H(C?(G x4 T)) = Ag x Ap(C.(T,C:(G))) = C(G) x4 T, on

r

obtient que ¢ est surjectif. 0

Maintenant que les ingrédients sont en place, nous pouvons nous attaquer a

la preuve de la proposition 3.6.

Preuve de la proposition 3.6 : Soit & : I' = Z tel que A(z) = 1 (lemme
3.7). Posons N = Kerh. En identifiant Z au sous-groupe engendré par
z, I' apparait comme un produit semi-direct I' = N xgZ ou 8 = Ad z est
P’automorphisme de N donné par la conjugaison par z. Des lors, par le lemme
3.9, C*(T') apparait comme un produit croisé C}(I') = C;(N) xg Z. Mais
dans ce cas on dispose de la suite exacte a 6 termes de Pimsner-Voiculescu
[PV82] :

' ld ~ .

L

Ko(C2(M)) Ko(C2(NVY) Ko(C2(T))
61 60
E(CHT) —=— R (cnv)) 22 P ke avy)

Cette suite exacte provient en fait d’une suite exacte courte:

0 —— CHN)®K F Cx(D)

r

0,

ou K désigne la C*-algebre des opérateurs compacts, et F est la C*-sous-
algébre de B({*(I") ® {*(N)) engendrée par C;{N)®1 et par I'isométrie V =
Ar(z) ® S ou S est le décalage unilatéral sur I?(N); l’application F — C:(T)

est donnée par
Ar(n) @1 Ap(n), ne N

Comme Ap(z) se releve en 'isométrie V dans F, un calcul classique de K-

théorie {Weg93] montre que:
(re(@) =[1-VV]=10(1-55)]=[1Q¢],
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ol e est un projecteur de rang 1 dans K. Par I'isomorphisme canonique:

Ki(CI(N)) = Ki(CI(N)®K)

a — a®e

on obtient dy(kr(Z)) = [1]. Comme limage de [1] par la trace canonique
Ko(C:(N)) = R vaut 1, [1] est d’ordre infini dans Ko(C;(N)). 1l s’ensuit
donc que «r(Z) est d’ordre infini dans K, (C}(T)). 0O

Remarque 3.10 5i 5 € ['* provient de l’élément v € T d’ordre fini, alors
Ar(y) engendre une C*-sous-algébre de dimension finie dans C(I'). Comme
le groupe unitaire d’une C*-algébre de dimension finie est conneze, la classe
de Ar(y) dans Ky(Cx(T)) est triviale. Plus généralement, si H est le sous-
groupe de [ engendré par les éléments qui se relévent en des éléments
d’ordre fint de T, alors l'image de H par kr est triviale. Ezemple : T =
Z/2%Z[3; alors T* = Z/2@ Z/3~ Z /6. Un élément d’ordre 6 ne se reléve
en aucun élément d’ordre fini, mais son image par xr est triviale (en fait
K1(C:(T)) = 0, comme l'a montré Cuntz [Cun83]). Notons que la torsion
peut survivre dans K,(C}(F)); comme ezemple, prenons un groupe a un rela-
teur sans torsion dont l’abélianisé n’est pas libre, ceci car nous allons montrer
dans le chapitre 5 que pour un tel groupe, Ki(Cx(')) ~ [**. Par ezemple
I'=(a,b| a*s*) avec k > 2; alors K,(C}(T')) = Z @ Z/kZ.

3.3 Application : lien avec la conjecture de
Baum-Connes

Dans cetie section, nous commengons par présenter un résultat d’A. Valette
[Val96] qui explique le lien avec la conjecture de Baum-Connes. Il s’agit de
construire un homomorphisme f; : I'* — KT(ET) tel que xr = ul o B

Nous montrons ensuite que §; "inverse” le caractére de Chern.

Notons que Natsume a obtenu le méme résultat pour I un groupe sans torsion

[Nat88] (il néglige cependant de vérifier que 5, est un homomorphisme).
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Définition de B, Commengons par construire une application 8, : ' =
KT(ET) : Pour cela notons d’abord que tout élément v € T définit un unique
homomorphisme de groupe ay : Z — T tel que
(1) =,
qut induit un unique homomorphisme au niveau des espaces classifiants
v : BZ=S'— BI.
Soit x = (L*(S'), M, F) le générateur de " Toeplitz” de KZ2(EZ) ~ K,(S") ~
Z (voir exemple 1.14(2)). Par fonctorialité, on obtient un homomorphisme
7. : K1(S') = K,(BI")

Comme maintenant I’action de I' sur ET est propre, il existe une application
continue ['-équivariante ¢ : ET' — EI unique a homotopie I'-équivariante

pres. Ainsi par fonctorialité, on obtient un homomorphisme
¢. : Ky(BT) = KK (ET,C) - K(EL)
et on pose alors

B : T = KJ(ED) : v ¢u(7(2)).

Remarquons que par définition, 3, factorise par K,(BT).

Lemme 3.11 L’applicotion ﬁ, : [ = KT(ET) est un homomorphisme de

groupes.

Preuve : Soient 43,7, € I'; considérons +,,~; comme des applications con-
tinues S — BT. Posons X = (8) U y2(S'). Pour i = 1,2, I'élément
(7:)«(z) € K;(BT') est décrit par le triple (L%(S*), m:, D) ol, pour f € C(X),
7i(f) est Popérateur de multiplication ponctuelle par f o+ sur L?(S?), et
D = 1£, D’une manire similaire (7,7:).(z) est décrit par (L2(S?), 7, D)
ou 7(f) est la multiplication ponctuelle par f o +vs; ici Papplication vy, :
S! 5 X est donnée par

(m2)(8) = {



Sur le groupe K, des C*-algébres réduites de groupes discrets 45

I sufhit alors de montrer que

(m72)(2) = (n)a(2) + (12)u(2)

dans K K,(Co(X),C). Pour cela, on considére I'unitaire de "doublement” :

NS @ LSY) - L¥SY)
"1 e - (0n—>{\/§£l(28) s?eszsf;)

L’inverse de u est donné pour ¢ € L%(5?) par la formule :

ou 8 € S

On vérifie que u(m @ mg)u* = m, et que u(D @ D)u* = 2. Ceci montre que
(71)(2) + (72).(2) est unitairement équivalent au triple (L%(S"),,2), qui
est trivialement homotope a (y142).(x). O

Comme K] (ETL) est abélien, ’homomorphisme de groupe B, se factorise via

un homomorphisme

By : T = KT(ET).

Il faut maintenant montrer que G; est le bon candidat:

Théoréme 3.12 Soit I' un groupe discret, alors le diagramme suivant:
uf
K{(ET) =+ K,(C:(T))

By

Kr

Fab

est commutatif.
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Preuve : I suffit clairement de montrer que & = pf 0 8. Soit v € I' et

oy, : Z — T Punique homomorphisme tel que o, (1) = 4. Considérons le

diagramme :
z S r
&z E’/
B, K (c2(2) 22 Ky oxn)) B
KLEZ) KT (ET)

o (@q)a

Remarquons que le grand rectangle commute par la définition de Bi, (y)x
Kz = Rr 0 a, trivialement et (@, ). o 4% = u! o (a,). par le théoréme 1 dans
[Val96), i.e. par la naturalité de la fléche de Baum-Connes. De plus le triangle
de gauche est un triangle commutatif d’isomorphismes, puisqu’on connait la
conjecture de Baum-Connes pour le groupe Z. On termine la preuve par

"diagram chasing”. 0O

Considérons maintenant le caractére de Chern équivariant de Baum-Connes
[BC8S] :
chl : KT(ET) - Himpeir(T, FT).

Remarquons que H,(T,C) ~ I'* ® C et montrons la proposition suivante :

Proposition 3.13 Soit I' un groupe discret, alors on o :

chl 0 (8, ® 1¢) = idu,r g

Preuve : Comme la fleche 8; factorise par K,(BT'), et que le caractere
de Chern de Baum-Connes est naturel par rapport au caractére de Chern

ordinaire en K-homologie (en d’autres termes, le diagramme

K,(BT) KT(ED)

ch. ch!

Himpﬂir‘(ry C) e Himpair(rs FF)
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est commutatif, voir [BCH94), §7), il suffit de vérifier que

ch. 0 (B, ® 1¢) = idy,(r,0)-

Fixons alors un élément v € T, et regardons v comme une application con-
tinue v : S' — BT. Alors par la naturalité du caractére de Chern en

K-homologie, on a le diagramme commutatif :

7-®1C

K\(BZ)&C K(BI')®zC

ch.|~ @) ch.

C~ Hl(BZ,C) T Himpair(BF’C)

D'oli : ch,{(B: ®1c)(F®1)] = chu(n(z)®1)
= (7.8 1c)(ch.(z)®1)
= n(1)@l=781

a

Une conséquence directe de cette proposition est que 5, est toujours ra-
tionnellement injective. Comme de plus &r l'est aussi par le théoréme 3.4,

on a .

Corollaire 1 Soit T' un groupe discret. Alors u} est rationnellement injec-

tive sur B,(T'°) ~ B,( H:1(T, Z)).

3.4 Sur le triangle (H, (T, FT), K1 (EL), K1(C*(T))

Tout au long de cette section, nous allons garder les mémes notations que
pour le cas ¢ = 0 traité dans le chapitre 2. Nous allons procéder de la méme
maniére pour définir un homomorphisme "analytique” 8, : H,(T, FT) —
K\ (C?(I'))®zC aiusi qu'un homomorphisme ”topologique” G; : H,([, FT) -
KT(ET) ®z C. Nous expliquons eunsuite le lien avec la conjecture de Baum-

Connes en montrant que (] ® 1) 0 8, = ..



Sur le groupe K, des C*-algébres réduites de groupes discrets 48
3.4.1 Définition de f, : Hy(T, FT) = K1(C*(T)) 9z C

Soit v; € S, |v;| = ny; soit w une racine n;-éme de 'unité et P, le pro-
jecteur spectral associé. Remarquons tout d’abord que I'injection canonique
tw + PuCr(Zr(y;)) = C}(I') n'est pas unitale. Donc on a besoin du lemme
suivant pour déterminer I’homomorphisme, encore noté ¢, induit au niveau

du groupe K.

Lemme 3.14 Soient A et B deuz C*-algébres unitales et soit « : A— B

un homomorphisme non unital; soit e ;= a(ly); alors lhomomorphisme a. :
Ki(A) = K;(B) induit en K, —théorie est défini pour u € GL,(A) par:

fu] = [a{u) + 15 — €].
Preuve : Soit At := A& Cl, soit & : A* = B |I"*-homomorphisme unital
défini par &(a + AI) = aa) + A1 g. Rappelons qu'on a K;(A) ~ K;(A") via

I’homomorphisme qui & u € GL1(A) associe 'unitaire u + I — 14 € U(A4™*).
Donc au([u]) = @.([u+ I — 14)) = [eu) + 15 — €]. a

Rappelons maintenant que par le lemme de Shapiro on a :

H(T,FT) = € Hi(Zr(%),C)

= DZr(1)"eC
F
Pour définir 8, : Hi(T', FT) = K1(C2{I')) ®2C, nous définissons S o atge?
Ty
pour j = 1,2,... comme la composition des homomorphismes suivants:
a Kzr(yy) ® 1
ﬁ“]zr(wj)“"@c : ZF('VJ") ’ ®z C —————r 2 ZF("?'J ®z C

EBI&I FPoiCl{Zr(v;)) @z C

S (e @)

K, (C(T)) @z C
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ol Kzp(y;) est ’homomorphisme qui & F € Zp(v;)*® associe 'unitaire [4,) €
K1 (C?(Zr(7;)). Ainsi pour ¥ € Zr(v;)%, |vil = »j,
n;—1

Bu(F) = Y [Piv+1-Pi]®F.

1=0

3.4.2 Définition de 8 : Hy(T',FT) =» KT(El) ®z C

Pour définir B, notons que tout élément v € Zr(v;), || = nj, définit un

unique homomorphisme de groupe

a_(f) : Gy =L xZLfn; =T
a

b

ol a (respectivement b) est le générateur canonique de Z (respectivement

Z[n;). En plus, le caractere de Chern induit un isomorphisme
ch®1 : K, " (EG,,) ®C — Hy(Gr;, FGa,)-
Comme G, est abélien, FGy,; est un G, -module trivial, donc

H](an,Fan) = FGnJ;@Zan
Cb(D}EB...@Cb(ﬂj'l)

ou le symbole () correspond 4 b’ € G,,..

Soit alors z,, = (ch ® 1)7(bW) € Kf;i"(EG,,J.) ®z C. Par fonctorialité, on

?"j(ﬁnj) — KT(ET) et on pose

obtient un homomorphisme (a{), : K

alors:
ﬁ!(ﬁ?) = (a—(yj))*(an)
candidat: z,, = Yily & @@, ot { = [LA(R), M, D = 1L]}ocicn;—1 est

la base de KZ*%/™(R) décrite a 'exemple 1.14(3).

Proposition 3.15 B; est un homomorphisme.
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Preuve : Soient v,v" € Zr(7;), alots vv' € Zr(v;). Il faut montrer que

(ayy)u(e) = (oy)a(ei) + (ay)u(es) Vi=0,...,n; -1

Mais ceci découle trivialement du fait que KZ**/™(R) = S Ky, (Sh
(voir exemple 1.14(3)) et du lemme 3.11 ou l'on montre que (y7').(ep) =
(7)+(e0) + (7)«(e0). O

3.4.3 Lien avec ’application de Baum-Connes

Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant :
Théoréme 3.16 Soit T un groupe discret, alors on a
(v @ 1) B = 4.

Autrement dit, on a le diagramme commutatif sutvant :

r
KT(ED) @2 ¢ L8 Ky (Cr(m) @2 C
o B,
Hy(T, FT)

Pour la démonstration de ce théoreme nous avons besoin d’abord de montrer
explicitement la conjecture de Baum-Conues pour le groupe G, = ZxZ/n, au
niveau des K;. Commencons alors par identifier les générateurs de K,(C*(Z x
Z/n)) a l'aide du lemme ci-dessous bien connu.

Lemme 3.17 C*(Zx Z/n)~C(SY)®--- @ C(S").

- ”l

n sommands

Preuve : D’une maniére générale, on montre (en utilisant la dualité de

Pontryagin) que si ' est un groupe abélien et [' son groupe dual, alors
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~

C*(T') = Co(T") (voir proposition 7.1.6 dans [Ped79]). Néanmoins nous avons

besoin de la forme explicite de la transformation de Fourier :

a:CH{ZxZ/n)» CEY®---dC(SH
(a,b) = e®(1,wf,w¥, ... w1

0.6) = 1L w¥,... wl1)

one? : §* 5 C, 2 z désigne 'application identité sur $* etot 1 : 5 —
C, z 1 est Papplication constante. _ a

Corollaire 2 K,(C*(Z x Z [n)) ~ Z", de base {¢; = [aP,;]|}i=0,..n-1, 0t P,

est le projecteur spectral associé d b.

Prenons maintenant EG, = EG, = R, ou Z agit par translation sur R et ou

Z [n agit trivialement sur R, et montrons la proposition suivante :
Proposition 3.18 Lapplication de Baum—.Connes

& o KS(R) = K (C*G,)
est un isomorphisme.

Preuve : Rappelons que dans l'exemple 1.14(3), nous avons montré que
KB "(R) ~ Z™ et est engendré par la base suivante :

{er = [LYR), M, D = 1 L];, ot l'action de Z x Z/n sur L*(R) est donnée par
af(z) = f(z + 1), bf(z) = w'f(z) et ot M est la représentation Z x Z/n-
covariante de Co(R) par multiplication sur L%R), ! = 0,1,...,n — 1}, ici
w=e%,

Fixons ! et calculons £ (e).

Comme domaine pour D, prenons ’espace de Schwartz S(R). Par la trans-
formée de Fourier, le triple (L%(R), M, D) va sur le triple (L*(R), A, E), ot
A est la représentation de Co(R) par convolution par les transformées de
Fourier, E est I'opérateur de multiplication par la variable duale A et l'action

de G est maintenant donnée par: mf(A) = f(NeZm™ et bf(A) = w!f(M).
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Le domaine de E est S(R). Le C*(Z x Z/n)-produit scalaire sur S(R) est

donné par :
(6,6) (m, k) = (&, (m, k)(é2))
. wlk/R&(/\)EQmm)\gz(/\)d/\
(&1,& € S(R)).

Via I'isomorphisme

C*(Z x Z/n) = C(S'xZ/n)~C(S',C)
a - (0,5~ T a(m, e e

(m, f)EELXE[n

(¢ € C(Z xZ/Jn), 8 € S, k € Z/n), le C*Gu-produit scalaire devient un
C (S, C*)-produit scalaire, dont la valeur {£),£;) (8) est donnée par :

Z e2mm9—/£ 2'rr:mA£ ( Z w z w.f(f+l),“" E wf“-!-n—l))

meg fEZ/n er/n FEZ[n

= ez Jr 61 (AP0 £, (0VdA(0,-++,0, n, 0,---,0)
1
{(n=-0)

Soit Z; la complétion de S(R) pour ce C(S! x Z /n)- produit scalaire. Comme
on compléte pour la norme nulle selon toutes les copies sauf la (n — {)-eme,

on déduit par la proposition 3 et sa preuve dans {Val96] que

pr(e) = ()., 01 [ 1), (1) € ®I% Ka(C(5%)).

n-}|
Et donc que i est un isomorphisme. O

Il est clair que la proposition 3.18 est bien connue, méme si on ne trouve nulle
part de preuve spécifique. Par exemple, on peut la déduire des résultats du
*conceptus” de Kasparov (1981). On pouvait aussi dire que, si ' est un
groupe qui satisfait Baum-Connes, et F est un groupe fini, alors I' x F

satisfait Baum-Conues.
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Proposition 3.19 Soit G, = Z X Z/n, alors le diagramme suivant est com-

mutatif
ﬂan Q1
K{™(EG,)®2C = Ki(C*(Gn)) 2 C
B
t 5,
H\(Gn, FG,)

Prenve : Remarquons que par le corollaire 2 et la proposition ci-dessus on

a,
n—1

ﬁf"(e;) = [aP, + Z Pil={aP,+1- P,
by
Notons N l'ordre de b* dans G,; on a alors en notant wy une racine N-

éme primitive de 1 dans C, et e;y = [L*(R), M, £] le i-eme vecteur de
&

base de Klzx(b )(R), avec l'action p;y de Z x (b") donnée par af(z) =

flz +1), ¥f(z) = wif(z) :

G N-1
W) = 3 R @ oy
=0
on e N est le triple [L?(R), M, ], avec I'action de Z x (b) est donnée par

de((b) )(p,,\r) Donc

n-—1

("‘Gn ® 1) ﬂGn(b(k)) = " ® 1 E e(k) ® ""’N

=0

= Z[aP[k)-i-l P1@m = Bu (™).

=0

Remarque 3.20 En remearquant que
GLi(®' PiCGL)®C=@) GL(P,CG,)R®C C By PiCG. @ C
et en appliquant le lemme 2.8, on obtient [’égakité :

n-—1

n—1
> (el +1~Pl@@* = Y[aPP +1- P00

=0 =0
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Done f8(6®) = T i @ T
On est enfin prét pour s’attaquer a la preuve du théoréeme 3.16.

Preuve du théoréme 3.16 : Fixons v; € S, solent ¥ € Zr(y;) et o)) :
Gpn; — [ 'unique homomorphisme associé. Considérons le diagramme suiv-

ant :

ald) L®1
o (pt) @2C (27) K} (ET)®zC

e o
/e "N

K:(C*(Gny)) ®2C" * KA(C2(D)) 82.C

~Cn
i@l p®1

On a ((e¥). ® 1) o ﬁf"’ = AL o (al?). trivialement, le grand rectangle
commute par la naturalité de la fleche de Baum-Connes, et le triangle de

gauche commute par la proposition 3.19. De plus le diagramme (*) commute,

en effet :
. Grj 1ok . (8) N-i .
(e, @ 1)(B. () = (). @ 1)((e”). ® 1)(Y ein ®TY)
1=0
= ((a§"). o (af"). z &N ®T)
=0
N-1 N=-1
= 2( ~(Zem®ww)
1=0 =0
= BL(F) =B ((09))-(b(k’))
On termine la preuve par "diagram chasing”. O

3.5 Groupe de Whitehead topologique

Notons que pour un groupe [, le groupe de K-théorie algébrique K*(ZT)
contient toujours certains éléments "triviaux” : ce sont les classes des in-
versibles £6,, g € . Motivé par la partie non ”triviale” de K (ZT), en
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algebre, on définit le groupe de Whitehead Wh(I") comme le quotient de
K{(ZT) par I'image du sous-groupe {448, : g € I') de (ZI')*.

Maintenant, si nous considérons le groupe de K-théorie topologique K (C;(T))

b

la méme idée nous méne 3 la définition suivante
Définition 3.21 Définissons le groupe de Whiiehead topologique par

WH(T) = K (C2(T))/ (s, :06ry = Ka(CI(D))/ T s

Exemples 3.22

(1) Si T est un groupe fini, alors CX(T') est une C*-algébre de dimension
finie. Donc le groupe de Whitehead topologiqgue WH'P(T') est trivial
(puisque K (C}(T')) Vest déja).

(2) Pourn >1, WhP(Z™) = 22",
Remarque 3.23 Wh'?(T') = 0 sf et seulement si tout élément de GLoo(C*(T))
& 0
1

est dans la méme composanie connere qu’'un certain . , Ot

o
g €T et oul désigne l'unité de CH(T'). Cette derniére condition équivaut a

la surjectivité de sr.
La conjecture de Baum-Connes nous méne a la conjecture suivante :

Conjecture 2 Soit I un groupe discret,

th,‘p(l") ®Z(C o~ @ H2n+1(F, FP)

n=1

Nous reviendrons sur le groupe de Whitehead 4 la fin du chapitre 4.



Chapitre 4

Construction de
Bo : Ho(T',Z) — Ko(CH(T))

Le résultat principal de ce chapitre se trouve dans la deuxieme section ol nous
construisons un homomorphisme ”analytique” 3, : Hy([',Z) = Ky(C(T)),
ainsi qu’un homomorphisme "topologique” 8; : Hy(I',Z) — KJ(EL) ot T est
un groupe discret (de type fini). Dans la premiére section, nous présentons
P'outil principal pour cette construction : c’est une description bien utile du
groupe Hy(T',Z), donnée par B. Zimmermann dans [Zim87).

Daus la quatrieme section, nous discutons le lien avec la conjecture de Baum-
Connes. Plus précisement, nous montrons que up o, = 3, et que 3; "inverse”
rationnellement le caractére de Chern. A ’aide du calcul de la K-homologie
d’un CW-complexe fini de dimension 2, nous finissons le chapitre en donnant
une reformulation de la conjecture de Baum-Connes pour un groupe I' tel

que son espace classifiant BI' a cette propriété.

4.1 Rappels et définitions

Dans cette section on va rappeler une descriptiou du groupe H2(T', Z), donnée

par B. Zimmermann dans [Zim87] pour [' un groupe (de type fini). Nous

57
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allons donner ensuite une nouvelle définition équivalente de la structure ad-

ditive de ce groupe.

Soit BT 'espace classifiant de " et soit 'y = (ay,by,... 00,8, | Iila;,b] =

le groupe fondamental d’une surface £, fermée orientée de genre g > 1.

Définition 4.1 Sotent (I,,, 1) et (X,,,22) deuz surfaces poiniées de genre
@1 et g2. Soient fi : (5,,,2z1) = (B, y0) et f2 : (Z4,,22) = (BT, y0) deux
applications continues pointées (donc on a fi(z,) = fa(z2) = yo).

Quitte a modifier f| et fu dans leurs clusses d’homotopie, on peut ‘élargir’ z;
el z2 en des petits disques (fermés, de rayon > 0) Dy et D3, sur lesquels f et
f2 prennent la valeur yo. A présent, on découpe ces petits disques dans L, ,
et Xy, puis on recolle selon leur bord. On obtient ainsi la somme conneze
T, #E,, et une application continue fi#f, : L, #5,, = BT définie par :

fl(.i':) stz € Egl\Dl
9 Y stz € 0Dy, =00,
fz(I) st T € Egz\Dz.

Définitions 4.2

(1) Soient fi, f2 : L, = BI deuz applications continues induisant des
homomorphismes surjectifs @1, @2 : [y = I'. Les homomorphismes
1 et o (respectivement les applications f; et f,) sont dits équivalents
s’d existe un automorphisme o : 'y = [y induit (au niveau des ;)
par un homéomorphisme h : I, — L, préservant lorientation et tels

que les diagrammes suivants commutent:

le deuziéme @ homotopie pres.



Construction de 8, : Ha(T,Z) - Ko(C*()) - 59

(2)

Remarquons que st le deurieme diagramme commute, alors le premier

commute aussi.

Deur applications continues f1 : ¥, — BL, fa: L,, = BT sont stable-
ment équivalenies s’il eziste g > g1, gy tel que fi#yo : Ly #Lg—g, —
BT et fagyo : L #L4-g — BT sont équivalentes; ici yo désigne
Uapplication constante £, — BT, z — yo (st g = g1 ou g2, Lo désigne
ici la sphére 5?).

Formulation algébrique : deuz surjections ¢; : Ty, - [ ety
Iy, = T sont stablement équivalentes, s’il existe un diagramme com-

mutatif:
r, —2 . T
o~ O
ey
L,

ot g = (a1,b1,. .., 84,0, ] H?—_-l[al'ab"] = 1), avec g > g1, 92,

Pelai) = pelai), Pe(bi) = pe(bi), 1<i< g,

Pla) =3 (b)) =1, g +1<i<yg, e=1,2

Autrement dit: ¢, et p; sont stablement équivalentes s’il existe g >

91,92 telle que By, 77 : 1y = T sont équivalenies.

Remarques 4.3

(1) Un groupe ' de type fini est quotient d’un groupe de surface convenable.

En effet, soift ¢ : F, — [ la surjection donnée par le choiz d’un
systéme de générateur fini, ou F, = (z1,...,2z,) est le groupe libre.
Mais Ty = {a1,b1,...,en,b, | Mi,[a;,b] = 1) se surjecte clairement

sur F,, via Uapplication «: a; — z;, b;— z;.

(2) Soient fi : By — BT et fa : L4, — BI' deuz applications stablement

équivalentes. Quitte a prolonger trivialement f et fz, on peut toujours
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supposer que g, = g et que fy et fo S’écrivent fi = yo#fi#yo et
f2 = yo#fo#yo + L1#Lg-2#L: — BT.

Dans la suite, on conviendra que si f : £, = BT est une application continue,

alors f s’écrit sous la forme yo# f#yo, comme ci-dessus.

Enongons maintenant le théoréeme fondamental de B. Zimmermann :

Théoréme 4.4 ([Zim87]) Soit T un groupe de type fini; alors Hy(T',Z) est
isomorphe au groupe [{L,, ¢ € N*}, BT] de classes d’équivalence stable
des applications continues £, — Bl induisent des surjections au niveau des

groupes fondamentauz, via Uapplication

Q : [f] = f*[zgla

ot fu : Hy(54,Z)~Z — H,(BT,Z) et [L,] désigne la classe fondamentale
de X,.

Remarques 4.5

(1) Soient [fi] et [f2] € [{Z4,9 € N*}, BT']. Alors la somme est donnée
par: [fi] + [fo) = [i#f2).

(2) L’application § = qoa : Ty = F, = [ qui se factorise vie le groupe
libre F,, décrit I’élément neutre 0 de [{Z,, 9 € N}, BT] (en effet 3 est
nulle en homologie, puisque Hy(F,,Z) = 0).

(3) Soit [f : £, — BTl € [{E,,¢9 € N*}, BT, soit h un diffé¢omorphisme
de T, renversant l'orientation. Alors [f o h] est 'oppos€ de [f] dans
({4, 9 € N*}, BT] (en effet en homologie: f. 0 h([Z4]) = fu—[Z4)) =
~ 1[0,

Dorénavant nous identifierons [{E,,g € N*}, BT a H,(T', Z) via (1.

Voici maintenant une nouvelle définition équivalente de somme connexe qui
va nous étre techniquement utile plus tard (et qui s’averera équivalente au

sens ci-dessus).
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Définition 4.6 Soient L, , I, deux surfaces de genre gy et g2 > 1. En
coupant une anse dans Ly, (respectivement dans Z,,) comme dans le dessin
ci-dessous, et en recollant selon ces sections, nous obtenons une surface de

genre g1 + g2 — 1, notée Ly, * Xy, -

m m
>

o 292
Sotent fi : Xy — Bl et f5 + Xy, — Bl deux aﬁplicatz'ons continues,
égales a yo sur les anses de L, et L,, selon lesquelles on recolle. Alors la
somme connexe modifice de f) et fa est Uapplication continue notée fi * f, .
X, * Xy, — Bl définie par:
fi(z) size Xy,
e AT stz €Y

fg((L‘) stz € 292

ot I, est "l'anse commune” ¢ L,, et L,, selon laguelle on a collé.

Remarques 4.7

(1) Sif : X, -1 — BT, fa: Zg,—1 —+ Bl sont des applications continues
pointées, alors fi = yo#fr#yo, fo = yo#fa#yo satisfont les hypothéses
de la définition 4.6, de plus [f, * f>] = [fi#f2).

vo# fy h=l2=w Fr#w0
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(2} fi* fa s’écrit aussi sous la forme yo#f #vo.

4.2 K-homologie d’un 2-complexe fini

Nous remercions M. U. Suter de nous avoir suggéré ce lemme :
Lemme 4.8 Soit X un CW-compleze fini de dimension < 2. Alors on a :

Ko(X) = Ho(X,Z)® H2{X,Z)
KI(X) = HI(X$Z)

Pour simplifier notons dans la suite H;(X) ’homologie a coeflicients entiers.

Preuve : En collapsant le 1-squelette A (qui a le type d’homotopie d’un
bouquet de m cercles) & un point, on obtient un bouquet de n spheres; ainsi

on a une suite exacte d’espaces :

VSiaa——x—92 .\s

i=1 =1

Ecrivons la suite exacte a 6 termes associée en K-homologie (ot K; désigne

la K-homologie réduite) :
Ko(\ 8") ~ Z — Ko(X) — Ko(\ §H) >~ Z"
J=1

1=1

i{l(\"/ SN =0 — Kj(X) «— Kl(\"} SH~zm

=1 =1

D’autre part, en homologie entiére on a la longue suite exacte

0=Hy(VL, ) - Hi(X) - H(Vi.,S5) - HVLS) -
H](X) - ﬁl( ?=152) - Ho( :’;181) - HO(X) —0
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qu’on peut écrire comme suit :

Ho(\"] S) & Z — Ho(X) @ Ha(X) — Ha(\/ §7) = 2

£=) i=1

BV $H=0 Hi(X) H(V S$)~zm
j:l i=1
Rappelons maintenant que pour des bouquets de cercles et de spheres, le
caractére de Chern définit les isomorphismes : Ko(V, S') ~ Ho(ViE, S?),
Ki(VI, 8Y) ~ Hy(VR, SY) et Kof "1 9%) > Hy(Vio, S7). Alors en super-
posant les deux suites on obtient :

Ho(\? s Ho(X) @ Ho(X) Ha(\/ §%)

S : V4

[

D

0 ’ Hy(X) H(V $Y)
Ko(\n} ) Z & Ko(X) Ii’o(_\n/ %)
0 (%) AVED

Remarquons que le diagramme vertical de droite commute par naturalité du
caractere de Chern; pour celul de gauche, c’est trivial. Il faut donc construire
les homomorphismes manquants a 1’aide de la ”chasse aux diagrammes” pour
faire commuter tous les autres diagrammes verticaux. Enfin, par le lemme

des 5, nous pourrons conclure.

Commencgons par définir f : K,(X) = H(X). Soit z € K,(X), alors comme
2+ Ki(VZ, 8" = K (X) est surjectif, il existe a € K;(V™, S!) tel que

i.(er) = z. Posons alors

f(2) = ia(ch(a).
Cette application est bien définle car le noyau de 'application s, : K)(V%, S*) —
K;(X) est envoyé par le caractére de Chern sur celui de i, : H,(V72, S') =
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Hi(X).
Pour définir f : Ko(X) = Ho(X) @ Hy(X) écrivons Ko(X) = Z @ Ko(X) et
distinguons deux cas :
(1) Siz € Z,alors z € Ker(q. : Ko(X) = RO(V?=1 5?%)) = I'm 1., alors il
existe a € Ko(ViL, S') tel que ¢,(a) = z. Dans ce cas, posons

f(z) :=iu(ch(a)) € Ho(X).

(2) Si z € Ko(X), alors ch(q.(z)) € Ker(d : Hy(VL, 5% = Hi(VZ, SY)
remonte de maniére unique en un élément y € Hy(X) car Hy(X) —
Hy(VL, 5%) est injective. Posons alors

f(z) =y € Hy(X).

a

Remarque 4.9 Grdce a la naturalité du caractére de Chern et la définition

de f, on a le diagramme commutatif suivant :

<3

0 ——— Ko

i=1

ch &) f ch.

§Y et s Ko(X)

m ¥

0 ——— Ho(\/ 5Y) v Ho(X) @ Ha(X) — Ho(T, Q) ® Ha(T, Q)

=1

Comme f est 'unique isomorphisme qui fait commuter ce diagramme, ’homomorphisme
f doit étre le caractére de Chern (avant tensorisation!).

En particulier si X = Z,, on a que le caractére de Chern
ch. © Ko(E,) = Ho(Z,,Z) @ Ho(X,,Z)

definit un isomorphisme.
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Notons ¢ : pt = &, l'inclusion du point-base. Notons [i.] € Ko(E,) 'image
par ¢ du générateur canonique de Ko(pt) = Z. Notons encore [¢,] 'image

inverse de la classe fondamentale [E,] par l'inverse du caractére de Chern

Ch:l : Ho(zg,Z) & HQ(ZQ,Z) — I‘(Q(Eg)

Lemme 4.10 Notons [8,] la classe dans Ko(E,) de Iopérateur de Dolbeault

3+7 o0ud:=d,+id, sur 5, (vue comme une courbe compleze). Alors

3 X(Ey) .
o) = 1B - X524

ot x(E,) = 2 — 2g est la caractéristique d’Fuler de L.

Preuve : Soient M une variété Kihlerienne, d l'opérateur de Dolbeault sur
M, et [0 sa classe dans Ky(M). Par la formule de Riemann-Roch-Hirzebruch
(voir {Sha78], p. 29), appliquée 3 M, on a que ch,[d)] est en dualité de
Poincaré avec la classe de Todd T'd(TM). En particulier, si M = Y, alors

ch.[8,] est en dualité de Poincaré avec

TdTE,) = 1 + @

(voir [Sha78], p. 3; ici T, est vu comme un fibré complexe en droite et
c1(TL,) désigne la premiere classe de Chern). Comme
Cl(TEg)
< 5 y
(voir [ShaT78], p. 27), on conclut en faisant appel a la dualité de Poincaré. O

(5] >=Ind(3,) = 1 g

4.3 Construction de 3, et 5

Soit [f : £, — Bl € Hy(I',Z) et soit o : T’y — T la surjection correspon-
dante. Alors ¢ induit un homomorphisme surjectif ¢ : C*(T'y) —-» C*(I)
qui par composition avec la représentation réguliere gauche Ar donme un

homomorphisme

drog @ CH(Ty) = C*(T) = Cx(D).
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On sait grice 2 Kasparov [Kas83) que fig® : Ko(Z,) = Ko(C*(L,)) est un
isomorphisme (en effet, la conjecture de Baum-Connes est vraie pour [, et
de plus I'y est K-moyennable au sens de la définition 5.4 ci-dessous). Ou a vu
que Ko(Z,) est engendré par [i.] et [o,]. Dans Ko(C*(T,)) = Z* on a donc

deux générateurs: jip®([i.]) = [1] la classe de l'unité et [¢,] := fiv? ([o,)).

Définitions 4.11 (1) 8, : Hy([,Z) = K[(ED), [f] = mu(fu(log]), o
fo + Ko®(ET,) ~ Ko(E,) — Ko(BT) ~ KF(ET) est Uapplication
induite au niveau de la K-homologie, ¢t oi # : ET — ETL est une
application continue ['-équivariante unique @ homotopie prés (existe

car l'action de T’ sur ET est propre)}.

(2) Ba: Ha(T', Z) = Ko(CXT)), [] = (Ar)uowu(leg]), ot pu 2 Ko(C*(T'g)) —
Ko(C*(T)) est Uapplication induite au niveau de la K-théorie (voir
lemme 3.2).

Proposition 4.12 §; est un homomorphisme bien défini.

Preuve : Soit [fi] = [fs] € Hs(I',Z). Commengons par montrer que, si
f1: Z4 = Bl et fy : £;, — BT sont telles que f) = fa#yo (donc g1 > ¢2),
alors (f1)«[0g,) = (f2)s[0g,). Pour ce faire, plagons les surfaces £, et I,

corme ci-dessous :

Nous pouvons supposer que L, est contenu dans un voisinage tubulaire U
de Z,, dans R? ['identification de U & ’espace total du fibré normal de
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¥4, fournit une projection ¢ : U —~ Z,,. Il est clair que g|g, est une
application de degré 1 de I, sur L,,, donc (g|z,, ).[Z,,] = [Eg,]. Par natu-
ralité et injectivité du caractére de Chern, on en déduit (g|s, )[og,] = [o4,].
D’autre part, il est clair que fi = fa#yo est homotope a fz 0 g|g, . Donc
(F1)e100] = (f20 dlgy Mlon] = (fa)eloya] -

Il faut encare vérifier que, si fi,f; : £, — BI sont deux applications
équivalentes, alors (f)).[o,] = (f2)«[o,]. Par hypotheése, il existe un homéo-
morphisme & : £, — I, préservant 'orientation tel que f; ~ f3 0 h. Remar-
quons que comme h préserve l'orientation, k. agit trivialement sur Ky(Z,).

D’ou on a:

BAIFD) = ml(Felogl) = mal(f2 0 B)ulo]
= ml(f(hlo)
= (Lol = Bu(lA))

Donc 5, est bien défini.

Montrons maintenant que 3; est un homomorphisme. Soient [f, : £, — BI],
[f2 : B4 =& BT € Hy(T', Z) (par ce qui précede nous pouvons supposer que fi
et f; ont pour source la méme surface E,), soit X = f1(Z;) U fo(E,), et soit
fi : Co(X) = C(Z,) application continue définie par filf) = fofi, i=1,2.
Nous devons mantrer que (f; * f2)u[02,-1] = (f1).[o,) + (f2)«[04]. Rappelous
(voir lemme 4.10) que [0,) = [J,] — ¥Z2[i,] et remarquons que

X(ZgxBg) =2-2(2g —1) =4 - 4g = 2x(Z,)

(plus généralement x(X,, *E,, )} = x(Z,,)+x(Z,,;) : la caractéristique d’Euler
est additive pour notre somme connexe modifiée!). Il suffit donc de vérifier
que

(f1 * f2)alB2g-1) = (fi)a[Be) + (f2)u [Pu)-

Pour i = 1,2, I’dlément (f;).([0,]) € Ko(BT) est décrit par la classe du
triplet (H = L}(A*TgZ,), 7, o fi,8,), on LA(A*TAE,) désigue l'espace de
Hilbert des formes différentielles L? & coefficients complexes sur X,, 7, est la
représentation de C(Z,) par multiplication sur L*(A*T¢E,), et 9, : *(Z,) =
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¥*(Z,) est I'opérateur de Dolbeault défini sur les formes différentielles C* sur
Z,. D’une maniére similaire, (f; * f2).([G2-1]) est décrit par (LA(A*TgEg,-1),

Tog—1 O (m)ﬁgg_l). Il est suffisant {voir [BD82]) de trouver un unitaire
u : LATEE,) @ LAATEE,) = LH(A*TES,-1)

tel que o

{ (1) u((my 0 f)(F) & (mg 0 2)(F))u" = magr o (fu ¥ f)(), VS € Co(X)
(2) w(0, ®Thu" = Fygs

Pour cela, nous mettons la surface £q,.; de maniere parfaitement symétrique

dans la position horizontale et nous considérons le demi-tour s par rapport

a 'axe vertical de symétrie A (voir dessin).

En quotientant ¥,,.; par s, nous obtenons ¥,; notons ¢ : gy — X, le

revétement double associé:

A
!
—_—
Nous considérons alors I'unitaire "de doublement”

u L2(A*T£Eg)€BL2(A‘TC‘Eg) — LQ(A‘T,Ezzgd.l)
q"w; sur D,

g*wy sur [y

(wi,we) + w:{

ou g*wi(z) = wi(g(z)), pour x € Ly5—1 et ol Dy (respectivement Dy) est la
moitié gauche de ¥q,_; (respectivement la moitié¢ droite). On peut supposer
que le point-base xo de Xz, est sur 8D, = 9D,.

L’inverse de u est donné pour ¢ € L2(A*T¢Eo,—,) par la formule:

(w&1(z) = €((gip,) 7" (2))
(u)a(z) = £((g10,) 7 (=)
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Solent F; : (Ea,-y,20) = (Zg,25), 1 = 1,2, les applications pointées (non

continues mais mesurables) définies par

sur D zh sur D
F] = 7 ' Fz = 0 '
zfy sur Dy g sur D,

Alors ¢(wy,w;) = Fiw; + Fiw,.
Soit f € Co(X) et soient wy, wy € L2 (A*TEL,); on a

uo (mg(fofi)Bwg(fefo))w,w) = F{(fofi)-w)+F;((fofa) w)
= (fofiog) Flwn+(fofaoq)  Fjw

D’autre part

mag-a(f o (fi % f2)) ouwr,wa) = (fo(fixf2))  (Fywr+ Fjwy)
= (fo(fixyo)) Fiw + (fo(yox fa)) - Fiw
= (fohogq) Flui+(foficq) Fyjw

on Yo est ’application constante définie sur L,. D’ott (1).

Pour montrer ’assertion (2), remarquons que le diagramme suivant :
u
O (Zg) & O (Zg) — X" (Tzg-1)

ay ® 59 O 329—1

0 (Z,) & () — ¥ (Tzp-1)
n’est pas farcément bien défini, puisque F*, : = 1,2 n’envoie pas *(Z,)
dans Q*{Xzg_). Solent alors 5, ; = {w € V*(Tzg-1) © Wisp, op, = 0}
et O, = {we W) : we =0, ot C = ¢q(0D1) = q(8D;)}. Comme
F., i = 1,2 est un difféomorphisme local sur intD;, F(Q%5,) C© Q52015 €t
comme 39, 323_1 sont des opérateurs locaux, on a le diagramme commutatif

suivant :
.
F;

L] L3
Q’O,g Q0,'2;,!--—1

i O P91

>
Q* 1 Q-
0.9 0,2g9-1
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Des lors pour wy, wy € 1545 on &
529-1 o ulwy,wz) = 529—1F1*w1 + §2g-lF;w2
= F].EQWI + F;E_qwg
= uo(d, ®8,)(w,w).
Soient ¢;, £ € Dom 8, (le domaine Dom 8, est I'espace de Sobolev H'(Q*(%,)) =
{w e LAATED,) | Bgw € LH(A*TEE,)}, voir [BWI3], chapitre 20). Puisque

d, est autoadjoint sur Domd,, 3, est fermé et pour tout § > 0, on trouve
wi, wy € () tel que

1€ — will3 + [105€: — Fowillz < &°.

Mais comme 17, est dense dans §1*(X,;), il exisie € > 0 assez pefit pour
lequel nous pouvons supposer que w; est nul sur V;, oit V, est une couronne

de largeur € autour de la courbe C dans ¥,. De plus, # est unitaire, donc

u(gg ®§Q)(€l:£2) ~3 u(gg EBEQ)(‘UH“)?)
= Gypru(wy,wr)

~s g?g—]u(fl 3 E?)

ou ~; veut dire "étre é-proche”. D’ou (2). 0

4.4 Lien avec la conjecture de Baum-Connes

Daus cette section nous montrons que 3, est un homomorphisme bieu défini,
et que les homomorphismes 3, et 3, sont liés par ’application de Baum-

Connes. De plus la fleche topologique "inverse” le caractere de Chern.

Proposition 4.13 Seit I un groupe de type fini, alors on a

#goﬁf =|8a°
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(en particulier B, est bien défini, et est un homomorphisme)

Aulrement dit, on a le diagramme commutatif suivant :

r P'g *
Ky (EL) — Ko(C7(T))

r

Be 5,

Hy(T,Z)

Preuve : Soit [p : [, » ] ={f : £, = Bl € H (T, Z),

b oBle) = (Arao@h)(m. o fu(log])
= (. 0 @) (o’ ([o5) = (Are 0 0a)([c,])
= Bullv))-

ou la deuxieme égalité provient de la naturalité de jib (voir [Val96]). a
Considérons le caractére de Chern équivariant ¢kl : KJ(EL) = Hoair (T, FT).
Proposition 4.14 Soit I' un groupe discret de type fini, alors on a

chl o (B ® 1c) = idpyr.q-

Preuve : Comme la fleche §; factorise par Kp(BT), et que le caractére
de Chern de Baum-Connes est naturel par rapport au caractére de Chern

ordinaire en K-homologie (en d’autres termes, le diagramme

Ko(BT) K; (EL)

ch. cht

patr F C i‘Hpmr F FF

est commutatif, voir [BCH94] §7), il suffit de vérifier que

ch, o (ﬁt ® lc) = ide(p,Q.
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Soit a € H3(T',Z), par le théoréme 4.4 il existe f : &, — BT tel que
f«[E5] = a. Par naturalité du caractére de Chern en K-homologie, nous

avons le diagramme commutatif suivant :

«R1

Ko(Z,) ®2C f+81¢ Ko(BT) ®2 C
ch. O ch.

H f
pair(zg: C) Hpair (BP, C)

Alors

ch([(B:®1c)(@®1)]) = chu(Bi(x)®1)

= chu(fi([og]) ®1)
(f. @ 1c)(cha([og)) ® 1)
= fiL]®l=a®]l.

4.5 Reformulation de la conjecture de Baum-
Connes pour certains groupes

Soit T' un groupe discret tel que Bl est un CW-complexe fini de dimeusion

2 (en particulier I est sans torsion). Alors par le lemme 4.8, on a
Ko(BT) ~ Ho(I',Z)® H:(T',Z)
K\(BT) ~ Hy(T,Z)~T*

Donc on peut reformuler la conjecture de Baum-Connes alusi :

Proposition Pour tout groupe discret (de type fini) tel que BT est un
CW-compleze fini de dimension < 2, la conjecture de Baum-Connes est

équivalente au fait que les applications

ﬁa@ﬁa . HO(F72)®H2(F:Z) - KO(C:(F))
Kr : HI(F,Z) — KI(C:(F))
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sont des isomorphismes.

Exemples de tels groupes

(1) Les groupes ¢ un relateur sans torsion (voir le chapitre 5, ot nous
montrons la conjecture, sauf dans le cas i = 0 lorsque image de la

relation dans le groupe abélianisé est triviale).

(2) (Voir théoréme 2 dans [JIVI8]) Soit I' = (X | ry,r2,...,Tm) un groupe
de présentation finie; on suppose que les r; sont des mots cycliguement
réduits dans le groupe libre F(X) de base X. On note 7; le mot cyclique
obtenu en refermant r;; posons R = {#;,... #n}.

Supposons que I vérifie les hypothéses suivanies :

1] 26 pouri=1,...,m;
2. tout mot de longueur 2 de F(X) apparaif au plus une fois dans R;
3. siun mot de longueur 2 de F(X) apparait dans F(X), son inverse

n’apparait pas.

Alors le groupe I' posséde la propricté de Haegerup, et est classifié par
un CW-compleze fini de dimension 2.
Notons que pour un tel groupe, la conjecture de Baum-Connes est vérifice,

puisqu’il a la propriété de Haagerup (voir [HK97]).

(8) Les groupes agissant librement avec quotient fini sur un immeuble A,.
Notons que pour ces groupes qui ont la propriété (T) de Kazhdan, Kas-
parov et Skandalis ont montré Uinjectivite rationnelle de U'application
de Baum-Connes pf, i =0,1 (voir [KS91]).

Finissons ce chapitre en remarquant qu’une autre conséquence directe du

lemme 4.8 est la proposition suivante :

Proposition 4.15 Soit T' un groupe qui posséde un classifiant fini de dimen-
sion < 2. Siuf : K1(BT) = Kj(C:(D)) est surjective alors Wh'*P(T) = ().
(Ceci s’inscrit dans la philosophie que la surjectivité de i} a des conséquences

analytiques)



Chapitre 5

K-Théorie d’un groupe a un
relateur sans torsion et
conjecture de Baum-Connes

Tous les résultats de ce chapitre ont été obtenus en commun avec C. Beguin
et A. Valette (voir [BBV96)).

Ce chapitre se divise en trois sections. Dans la premiere, nous calculons
explicitement la K-théorie de la C*-algébre réduite C*(I") d’un groupe a un
relateur sans torsion. Dans la deuxiéme section, nous montrons qu’un groupe
A un relateur {mérme avec torsion) est K-moyennable dans le sens de Cuntz
[Cun83].

Enfin dans la troisiéme partie, nous montrons d'une maniere pédestre la con-
jecture de Baum-Connes pour un groupe a un relateur I' = (X |r) sans torsion

tel que 7 3 0, ol 7 est |'image de r dans le groupe abélianisé I'®.

Définition T est un groupe @ un relateur s’il existe une présentation de
T de la forme T = (X|r), ow X est un ensemble dénombrable de générateurs

et r la relation est cycliquement réduite dans le groupe libre F(X) sur X,

1

c’est & dire qu’elle ne contient pas de séquence du type zz™* ou z™'z ou

r € X et qu’'elle ne commence pas par un élément x et finisse par son in-

verse T1,

79
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Comme nous nous intéressons particuliérement a des groupes sans torsion,
citons un résultat de Karras, Magnus, Solitar qui permet de détecter la tor-

sion dans un groupe & un relateur :

Théoreme (Théoréme 5.2 dans [LS77)) Soit I' = (X|r) un groupe d
un relateur. Le groupe I' est sans torsion si et seulement si r n’est pas une

puissance non triviale d’un élément dans F(X).

Citons ci-dessous quelques exemples de groupes & un relateur sans torsion.

Exemples

(1) Les groupes fondamentauz de surfaces orientables de genre k > 1
. :
Fk = <a1,b1, . .,ak,bk I H[a,-,b,-] = 1> .
t=1

(2) Les groupes de neuds toriques :
(2,9 | 2* =9%).
(3) Les monstres de Baumslag-Solitar :
(z.y |2y’ =39, (p,0)=1).

(4) Le groupe des tresses ¢ 8 brins : By = {a,b | aba = bab).

5.1 Calcul de l1a K-théorie

Dans cette section, nous calcnlons simultanément K;(C}(T')), ¢ = 0,1 pour
I' = (X|r), un groupe & un relateur sans torsion, en utilisant certains points
cruciaux de la démonstration du Freiheitssatz de Lyndon et Schupp ([LS77],
chap. IV, Thm. 5.1).
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Théoreme 5.1 (Le Freiheitssatz) Soit [' = (X|r} un groupe & un rela-
teur. Si L est un sous-ensemble de X omettant un géncrateur apparaissant
dans r, alors le sous-groupe de ' engendré par L est un sous-groupe libre de
base L.

En particulier, nous allons utiliser le principe d’induction sur la longueur de
la relation r. Notons d’abord que si un seul générateur apparait dans r, alors
I est un produit libre d’un groupe libre par un groupe cyclique fini; ce cas
est exclu si I est sans torsion. Supposons ensuite que X = {i,b,¢c,d,...},
avec au moins deux générateurs distincts t et b dans ». Pour z € X, uotons
par o.(r) la somme des exposants des occurences de z dans r. Deux cas se

présentent :

Cas 1. 1l existe un générateur { tel que o;(r) = 0. Posons b; = *bt™%, ¢ =
tict™' ... (i € Z). Réécrivons r en un mot réduit s sur b;, ¢, .. ..
Dans cet alphabet la longueur de s est plus courte que celle de  dans
P’alphabet X. Si u et m désignent le plus petit et le plus haut indice
des b; apparaissant dans s, alors I' peut étre vu comme une extension
HNN,T = HNN(H,A,8) avec:

H = (by....bmyciydiy... GEZ)|s)

A - {(buy. . sbmey,ciydiy... (1 €Z)) sip<m

(ci,diy..., (1 € Z)) st =m

by = by, € Cigr,oor STu<m
o . AoH { T H #

e R - FEPRRE slpg=m
Remarquons que par le Freiheitssatz, A est un groupe libre et donc 8

est bien défini.

Cas 2. Pour tout z € X, o,(r) £ 0. Posons a = o,(r), 8 = o4(r). Soient
le groupe G = <y,z,c, d,... | r(yz=?,z%c¢,d,.. )) et "application 3 :
' =G, t—yz P b z° c>c, ---. Alors 1 est un homomorphisme
injectif [LS77]. De plus G apparait comme un produit amalgamé G =
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I' *(3=za) (z}. En effet les morphismes :

I *(pmzey () = G défini par :
toyz® b z% ce, dd,--- etz 2
et G = T *(p=zey {x) défini par :

y—tzP, zx, e e, dmr d, -

sont inverses I'un de I’auntre. Soit r) le mot obtenu en réduisant cyclique-
ment r(yz~?,2%¢,d,...). On a a.(r1) =0 et oy(r1) = a,(r) # 0, donc
on peut appliquer le premier cas, c’est-a-dire G = (y,z,¢,d,...|r) est
une extension HNN d’un groupe a un relatenr H = (y;, ¢, 4d;, ... |s)

avec |s| < |r| (remarquons qu’en général, on n’a pas |r;| < |r|).

Enongons maintenant le premier théoreme qui nous donne le résultat pour

I{o .
Théoréme 5.2 Soit I' = (X|r) un groupe a un relateur sans torsion,

Z? si¥ =0 dans F(X)®

Z sinon

De plus, dans le deuziéme cas, Ko(C[(T')) est engendré par (1], la classe de

l'unité en K-théorie.

Pour mneux expliquer notre résultat au mivean du K, rappelons la con-
struction de l'application xr : I'** = K,(C?(T)) : tout groupe discret T
s'injecte dans U(C(T')), le groupe unitaire de C?(I'); donc en composant
avec I'homomorphisme canonique U(C(T')) = K;(C*(T')), on obtient un
homomorphisme I' —+ K;(C}(T')). Comme K,(C}(I')) est un groupe abélien,

cet homomorphisme se factorise via un homomorphisme :
kr : T = K (CH(T)).

Nous avons montré dans le chapitre 1 que «r est rationnellement injective.

Ici, nous montrons :
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Théoreme 5.3 Soit T un groupe @ un relateur sans torsion. Alors application :
sr : 0% o K (CH(D))
est un isomorphisme.

Preuve de 5.2 et 5.3 : Par induction sur |r]. L’ancrage est trivial car si
|r| =1, alors I est le groupe libre F/(X); et dans ce cas, Pimsner et Voiculescu
ont montré que Ko(Cr(T) ~ Z[1] et K,(C(I)) ~ F(X)*® ([PV82]). Pour
le pas d’induction : comme le groupe I' est sans torsion, on peut supposer
dans la suite qu'au moins deux générateurs apparaissent dans la relation et

distinguer ainsi les deux cas précédents :

Cas 1. o4(r) =0, dans ce cas ' = HNN(H, A,0). Notons par ¢ 'inclusion de
H dans I'. On fait appel a la suite exacte a 6 termes due 2 Anderson-
Paschke [AP86] et Pimsner [Pim86], qui permet de calculer les groupes
de K-théorie d’une extension HNN :

Ko(Cr(4)) 2422 gyeniny) —— Ko(cr(T))
31 aﬂ
Ky (CH(T)) —2— K\ (C(H) 2= K, (Cr(4))

Essayons maintenant d’identifier certaines fleches. Par le Freiheitssatz,
A est libre, on a donc Ko(C}(A)) = Z|[1); comme 6, est induite par un
*-homomorpbisme unital, on obtient 8.[1] = [1], et donc application
Id—0. : Ko(C*(A)) = Ko(C*(H)) est nulle; ainsi, on peut écrire notre

suite comme suit :

0 = Ko(Cr(H) B Ko(C:D) 3 Ki(Cr(a) 'S
K(CHH) 5 K@) 3 zZ)1] - o

*

Intéressons-nous maintenant a 8; : K1(C;(I')) — Z[1], et essayons
de calculer §,[6;]. Pour cela, nous allons utiliser la description donnée

dans [AP86] qui dit que la suite exacte a 6 termes dans le cas d’une
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extension H NN provient en fait d’une "extension de Toeplitz”, i.e. une

suite exacte courte :

0 —— Cr(A) @K D cx(T)

ou K est D’algebre des opérateurs compacts sur un Hilbert séparable et
D est une C*-algébre agissant sur {?(T'), engendrée par les 8, (h € H)
et par une isométrie S jouant le role de ¢, telle que 1 — 55 = 1Q®e, ou
e est un projecteur de rang 1 dans K. Comme &, se releve en V'isométrie

S, un calcul classique de K-théorie (voir [Weg93] 8. C.) montre que

H(l6]) = -[1-5"S]+[1- 85
= —[1-14+1®¢
= [1®e] € Ko(CrA)®K).

Par I’isomorphisme canonique

Ko(C2(A)) = Ko(CHA)®K)

a — a®e,

on obtient 8 ([6;]) = 1. Remarquons maintenant que comme o4(r) = 0,
il existe un homomorphisme de groupe p : [' — Z obtenu en envoyant
t sur 1 et tous les autres générateurs sur 0. Notons par §%, %, p®
les homomorphismes induits sur les groupes abélianisés par 8, 7, p
respectivement, et montrons que la suite

Aub Id— gab Hub i“b pab

est exacte :

e En Z: Pexactitude est triviale.

¢ En I'*®: comme Kerp® est le sous-groupe de I'** engendré par

b,%, ..., I'exactitude résulte des relations ®*(d;) = b, i%(g;) =

T,...
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o En H*: Notons que Id — 8% : A% — H? est donnée par
bivs b ~big1, T & ~Tigy,-- sip<m
GG — Cipayn e sip:m-
Rappelons que A% est le groupe abélien libresur &, ..., bpn_y, 5, . ..
sip < metsur §,d;,... si g = m. Ecrivons H* (resp. I'?)
comme le quotient du groupe abélien libre Z <I_J,',E,',...> (resp.
Z (f, b,%, .. >) par le sous-groupe engendré par 5 (resp. par 7).
Considérons le diagramme commutatif :
R AN R AT
1d-0ob r
Asb (+)
' '

Ha.b

ou ~ désigne la méme application, écrite au niveau des groupes

Id—gat

abéliens libres, et les fleches verticales sont les projections canon-
iques. La suite d’en haut est trivialement exacte en Z (b_., .. .);
comme de plus 1%(35) = F, l'exactitude en H* résulte d’un ”dia-

gram chasing”.

On peut alors définir le diagramme commutatif suivant, a lignes ex-

actes :
Aa.b Id—-ﬂ“" Ha.b "ab l‘\ab pab Z 0
KA O kr O kr O = {0 =
K\(CZ(A) — Ky(CI(H)) — Ki(C: (D)) —— Z 0

Comme par hypothése d’induction, x4 et sy sont des isomorphismes,
il s’ensuit par le lemme des 5 que xr est un isomorphisme. Donc la

suite exacte en K-théorie devient :

0 — Ko(C'(H)) 3 Ko(C:(T)) B A T4

r
‘ab pab

et 5 Lz 5 0

L
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Cas 2.

Pour traiter Ky, distinguons les cas suivants :

(a) =0, alors ¥ = 0 par le diagramme (), donc Id — 8. est injectif,
ce qui implique 9y =0, i.e. i : Ko(C}(H)) = Ko(C;(T')) est un
isomorphisme. Mais Ko(C*(H)) ~ Z* par hypothese d’induction.

(b) 3# 0 et ¥ =0 : par le diagramme (#), on obtient que im(0p) =
Ker(Id — §°%) ~ Z. Donc Ko(C*(I)) =~ Ko(C{(H))@®Z et par
I’hypothese d’induction, Ko(C(H)) =~ Z, d’ott Ko(Cp(T)) =~ Z2

(c) 35 0et 7 0: par le diagramme (*), on obtient que Id — 0. est
injectif; comme dans le cas (a), on déduit que 7. : Kp(Cr(H)) —
Ko(C:(T')) est un isomorphisme. Comme i, est induit par un
s-homomorphisme unital, et Ko(Cr(H)) = Z[1] par hypothese
d’induction, on obtient Ko(C*T)) = Z[1].

Ce qui termiue la premiére partie de la preuve, passons alors au deuxieme

cas.

Pour tout z € X, o.(r) # 0. Alors, en posant o = o,(r), le premier cas
s'applique & G = T*(yasay (z). En écrivant G = (y,z,¢,d,...|r;), on a
ay(r1) = a # 0. Ceci implique que ¥, # 0, et donc par le premier cas :
Ko(CH@G)) = Z[1] et kg : G®* = K (C}{(G)) est un isomorphisme.

Dans la suite, nous aurons besoin des homomorphismes de groupes

suivants :
0 Z - T 1 —» b
iz Z - Z :'1 = «
o r - G

jz 4= (:L') -+ G
Maintenant, faisons appel a la suite exacte a 6 termes qui permet de cal-

culer les groupes de K-théorie d’un produit amaigamé (Lance {Lau83],
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Natsume [Nat85], Pimsner [Pim86]).

{iln '_1.2')

Ko(CH(Z))

Ko(CH(T)) ® Ko(C2(Z)) 22225 Ko(C2(G))
e 8o

K\(CHG)) 222 K (CH(D)) @ Kn(C(2)) 222222 K (C2(2))

r

Remarquons que les deux applications (i;,,—i;,) sont injectives. En

effet on a :
(G, —i2) + Ko(CrH(Z))=Z[1] — Ko(C}T)) ® Ko(C7(Z))
1] - (11, -1
(t1.,=12,) = Ki(CHZ)) = Z[&)] — Ki(CIT)) & Kr(CH(Z))
[61] = ([6s], —aldi])

et comme a # 0, on a I'injectivité de la deuxiéme application. Ceci

implique que la suite exacte a 6 termes se scinde en deux suites exactes

couries :
(f1..—t2,) " Jatiz. «

0 Z[1) Ko(C(T)) 8 Z[1] ~~— Ko(C(G)) —— 0
{i10,~i2.) N Pretiz. .

0 ALN K\(Cr(D)) & Z[6)) —— K:(C7(G)) ——— 0

Donc 7, : Ko(CHT)) = EKo{C}G)) est un isomorphisme. Mais
Ko(CH@)) = Z[1], donc de méme pour Ko(C(I')).
Montrons maintenant que la suite

0 7 (ifb'_i;b) Fab @ 7 j?b"'j;b Gab 0

est exacte.

L’exactitude en Z et en G° est triviale. Pour montrer I’exactitude
B = 7-63

en ['** @ Z, notons d’abord que { j®(3) = a7 et i) =7; et

@) =

€3l
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écrivons T* = Z(£,5,%,...)/(7), G* = Z(z,7,5,...) /(7). Enfin,
relevons les homomorphismes aux groupes abéliens libres :
_ ;aby sab
Z{1,bz...) ez 72,5,7,...)

/
Z
N ire+ast

l'\n.b d Z Fnb

La ligne d’en haut est clairement exacte. Comme j#*(F} = 77, on a bien
I’exactitnde en T2 @ Z.
Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant :

(ig*—i?) it

l'\u.b e Y/ an

o

0 Z

= O KZ O &r @ Kz O ke O |=

0 — Ky (C:(Z) 22=2) kg, (CH1) @ Ko (CH(Z) 222 Ky (CHE)) — 0

avec des lignes exactes. Comme kg et xz sont des isomorphismes, on

a par le lemme des 5 que «r est un isomorphisme.

a

On arrive enfin a la conjecture de Kaplansky-Kadison dans le ”cas générique”

pour un groupe a un relateur sans torsion.

Corollaire 3 Soit ' = {X|r) un groupe ¢ un relateur sans torsion tel que

7 # 0, alors C(T') n’e pas d’idempotent non trivial.

Preuve : Soit 7 la trace canonique sur C*(I'). Comme Ko(C(T)) = Z[1],
Papplication 7, : Ko(C!([')) = R est & valeurs entiéres. Soit 0 < p <1 un
projecteur dans C?(T'); comme 7 est positive, 0 < 7(p) < 1. Ainsi 7(p) =0
ou 1 et, par fidélité, p = 0 ou 1. On termine la preuve en remarquant que
tout idempotent dans une C*-algebre unitale, est conjugué a un projecteur

via un €lément inversible (voir par exemple [Val89)]). a
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5.2 K-moyennabilité

Commengons par rappeler la notion de K-moyennabilité comme I’a introduite

Cuntz dans [Cun83) :

Définition 5.4 On dit qu’un groupe discret I' est K-moyennable, si l’application
Moo KOCr(T)) = K°(C*(T')) est un isomorphisme en K-homologie.

Notons que si I' est K-moyennable, alors par le théoréme 2.1 dans [Cun83],
pour tout C*-systeme dynamique (A, T, @), 'application canonique Agqp
Axa = A %, ' du produit croisé maximal dans le produit croisé réduit
induit un isomorphisme en K-théorie. En particulier , si A = C, alors
lapplication (Ar). : Ko(C*(I')) = Ko(C:(T)) est un isomorphisme.

Nous pouvons maintenant énoncer notre théoréme :
Théoréme 5.5 Tout groupe ¢ un relateur est K-moyennable.

Preuve : Nous allons utiliser la méme procédure d’induction décrite dans la
premiere section. L'ancrage est trivial puisque si un seul générateur apparait
dans la relation, alors " est ou bien un groupe libre, ou bien un produit libre
d'un groupe libre par un groupe cyclique fini, et donc par les résultats de
Cuntz [Cun83], I' est K-moyennable. Donc on peut supposer qu’au moins
deux générateurs apparaissent dans la relation, et que || > 2. Séparons alors

les mémes cas que Lyndon et Schupp, rappelés dans la premiere section.

Cas 1. Dans ce premier cason a ' = HNN(H, A, 0), avec H un groupe & un
relatenr dont la longueur de la relation est plus courte que celle de r.
Par les résultats de Serre pour une extension H NN, [Ser77], il existe un
arbre sur lequel I agit naturellement, dont les stabilisateurs de sommets
sont conjugués a H et les stabilisateurs d’arétes sont conjugués a A.
Mais par hypothese d’induction, H et A sont K-moyennables; donc
on conclut par le résultat de Pimsner ([Pim86], corollaire 19) qui dit :
un groupe agissant sur un arbre avec stabilisateurs K-moyennables est

K-moyennable.
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Cas 2. Dans ce second cas, I s’injecte dans un groupe G auquel le premier cas
s'applique, donc qui est K-moyennable, et on conclut par un résultat de
Cuntz ([Cun83], théoreme 2.4) qui dit : tout sous-groupe d’un groupe

K-moyennable est K-moyennable.

5.3 Conjecture de Baum-Connes

Pour un groupe a un relateur I' = (X|r) finiment engendré et sans torsion,
citons le résultat de Lyndon [Lyn50] : I" admet un espace classifiant BT qui
est un CW-complexe de dimension 2. Plus précisement : c’est un bouquet
de card(X) cercles sur lequel on recolle une unique 2-cellule o d’intérieur
homéomorphe & R?, le long de la relation. Le complexe de chaines de BT est
donc réduit a :

0——69-02=Z[0]22—01=Z[X]—6-L-C'0=Z-——>0

ou @ =0, car BI' 2 un seul sommet. D’ot :

Ho(T',Z) = Ker 0o /im0 ~Z
H\(I',Z) =Ker &, /im8; ~ Z|X]/Z[F] =~

0 sinon.

Zsit=0
HQ(F,Z) = Ker ag/tma;g - { T

Donc par les théorémes 5.2 et 5.3, on a des isomorphismes abstraits .

Ko(C:(T) ~ Ho(l,Z)@ Hy(T,Z)
Ki(C:(T) ~ H\(T,Z)~T%,

r

en accord avec la conjecture de Baum-Connes que nous allons montrer dans
cette section dans le cas générique, i.e. quand ¥ # 0. Nous allons utiliser une
méthode directe; pour cela, commencons par calculer le membre de gauche

dans la conjecture de Baum-Connes, i.e. la K-homologie de BT.

Lemme 5.6 Soit ' = (X|r) un groupe & un relateur sans torsion. Alors les
groupes K;(BT') et K;(C}(T')) sont abstraitement isomorphes, i = 0, 1.
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Preuve : Comme tout groupe est limite inductive de ses sous-groupes de

type fini, et que le foncteur K; commute aux limites inductives, ou voit qu’il

suffit de démontrer le lemme pour un groupe I' a uu relateur de type fini.

Remarquons maintenant que le modele de BI' décrit ci-dessus est un CW-

complexe fini de dimension 2. Donc en utilisant le lemme 4.8, nous obtenous

Ko(BT) ~ Ho(T,Z)@® Hy(T,Z)
Ki(BT) ~ Hy(,Z)=T",

Remarques 5.7

(1)

(2)

Si 7 # 0, Uinjection d’un point base z¢ dans BT, induit un isomor-
phisme en Ko-homologie. Notons alors par [z] le générateur de Ky BT)

dans ce cas.

Dans le cas ou T = 0, i est possible de décrire explicitement le second
générateur de Ko(Bl) ~ Z2. En effet, comme r € [F(X), F(X)] (le
sous-groupe des commutateurs), r s’écrit comme un produit de commu-

tateurs g
r = H[A,‘, B,]
i=1

pour certains A;, B; dans F(X). Soit alors le groupe de surface I'y =
(a1,by,...,a0,0y | TIioy[ai, bi]); c’est le groupe fondamental de la sur-
face de Riemann fermée L, de genre ¢ > 1. Nous avons un homomor-
phisme

a;— A; (1<4,7<g9)

b; — B;

Iy =T

induil par une application continue f : ¥, — BT, qui est une applica-
tion de degré 1 et donc induit un isomorphisme en Kg-homologie par

le lemme 4.8.

Théoréme 5.8 Soit I' = (X|r) un groupe d un relateur sans torsion,
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a) Il existe un triangle commutatif d’isomorphismes

K\(BT) b K\(Cx(D))

ﬂt Kp
l'\ab

b) Si7 #0, alors ul est un isomorphisme.

Preuve :

a)

Rappelons d’abord un résultat de Natsume (théoréme 4.4 dans {Nat85])
si un groupe G sans torsion est tel que Hynyy (G, Q) = 0 pour tout
n > 1, alors u! est rationnellement injective. Ce qui est le cas ici,
puisque notre groupe I est de dimension homologique au plus égale a
2. D’autre part, xr est un isomorphisme par le théoréeme 5.8 donc u!
est surjective. De plus par le lemme 5.6, K, (BT') est abstraitement iso-
morphe & ['®* qui est une somme directe d’un groupe abélien libre et un
groupe cyclique fini. Nous avons donc obtenu un homomorphisme de
groupe ['*® — T*, qui est a la fois surjectif et rationnellement injectif,

donc nécessairement un iscmerphisme. Donc gl est un isomorphisme.

Par le théoréme 5.2, Ko(C*(I')) = Z est engendré par la classe [1] de
P'unité; par la remarque 5.7(1), Ko(BT') = Z est engendré par [zo).
Mais uf[zo] = [1] (voir exemple 1 dans [Val96)).

Remarque 5.9 Dans le cas ot T = 0 nous navons pas une description

explicite du second générateur de Ko(C!(T')) = Z*. Ceci nous a empéché de

conclure que pl est un isomorphisme dans ce cas.

Aprés avoir pris connaissance de {BBV96], H. Oyono-Oyono [0097] et J.-
L. Tu [Tu97] ont pu démontrer (indépendamment) la conjecture de Baum-

Connes a coefficients pour tous les groupes ¢ un relateur.
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