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INTRODUCTION 

Dans la théorie de la représentation des groupes, la notion de caractère, 

lorsqu'il est possible de la définir, joue un role fondamental dans la 

décomposition de l'algèbre de groupe en facteurs irréductibles. Il est 

souvent possible, lorsque le groupe possède un sous-groupe compact, de 

caractériser un nombre important de représentations irréductibles à l*aide 

de certaines sous-algèbres de l'algèbre de groupe : ce sont les fonctions 

sphériques. Ces sous-algèbres, notées L(ô), sont plus précisément détermi­

nées à l'aide des représentations irréductibles 6 du sous-groupe compact 

mentionné. 

Si les algèbres L(ô) sont commutatives, les fonctions sphériques satisfont 

à une équation fonctionnelle qui fournit les homomorphismes continus de 

L(ô) dans C. Les fonctions sphériques possédant cette propriété caractérisent 

de plus certaines classes de représentations continues dans un espace de 

Hilbert, Il est finalement possible d'avoir, dans ce cas, un analogue de la 

formule de Plancherel pour les transformées sphériques de L(ô). 

GeIfand, Naîmark et Harish-Chandra ont obtenu des résultats complets à ce 

sujet pour les groupes de Lie semi-simples complexes. Néanmoins, malgré 

les impressionnants travaux qui ne cessent de paraître dans ce domaine, 

le cas des groupes de Lie semi-simples réels demeure partiellement ouvert. 

Il paraissait donc utile d'étudier ce genre de question sur un groupe par­

ticulier. 

Dans cette direction, R, Takahashi* a étudié d'une façon très détaillée 

les groupes de Lorentz généralisés, c'est-à-dire les sous-groupes de Lie 

de GL(n+l,R) formés des éléments laissant invariant la forme quadratique 

indéfinie -X]_ + Xo +....+ X1^ . Dans ce travail, Takahashi détermine 

essentiellement l'ensemble des représentations de classe 1 des groupes de 

Lorentz généralisés; aussi est-il très rapidement amené à calculer les 

fonctions sphériques associées à ces représentations. 

*(R. Takahashi, Bull. Soc. Math. Fr., t. 91, (1963) p. 289-^33) 
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p «t + iK 

Par inversion dTune equation integrale du type d'Abel, il obtient, drautre 

part, la transformée sphérique de classe 1 et la mesure de Plancherel qui 

lui est associée. 

La relative simplicité des résultats de Takahashi est due au fait que 

l'espace quotient de groupe par le sous-groupe compact maximal d'une 

décomposition de Cartan est, pour tous les groupes de Lorentz généralisés, 

de rang 1. Cette propriété lui permet de prouver facilement que toutes les 

algèbres L(ô) sont commutatives, donc que toutes les fonctions spheriques 

définissent des homomorphismes de L(ô) dans C. Il nous a paru intéressant 

de voir dans quelle mesure ces propriétés subsistaient dans le cas des 

groupes pseudo-orthogonaux, sous-groupes de Lie de GL(n+m,R) dont les 

éléments laissent invariant la forme quadratique indéfinie - "f X- + 2 

Il est facile de voir que, dans ce cas, si G est un tel groupe et K le sous-

groupe compact associé à une décomposition d'Iwasawa de G, l'espace quotient 

G/K est de rang i 1. Cette complication implique alors que la presque tota­

lité des algèbres L(ô) ne sont plus commutatives. De plus, même dans le cas 

particulier où <5 est la représentation triviale du groupe compact K, les 

fonctions spheriques sont des fonctions à n variables qui ne sont pas encore 

étudiées. Notons en passant que ce sont les fonctions spheriques zonales au 

sens de GeIfand. 

Il nous a donc paru intéressant de calculer ces fonctions en leur donnant 

une forme suffisamment explicite pour permettre d'en faire ultérieurement 

une étude détaillée. 

Suivant la méthode utilisée par Takahashi, nous avons construit une série 

de représentations induites, dans l'espace de Hilbert des fonctions de 

carré sommable, définie sur le groupe compact K. Ces représentations nous 

ont permis, d'une part, de montrer que les fonctions spheriques que nous 

avions construites étaient de type positif et, d'autre part, d'obtenir, 

par factorisation de l'espace, un ensemble de représentations unitaires 

irréductibles. 
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Finalement nous donnons la mesure de Plancherel pour les fonctions 

sphériques au sens de GeIfand; ce qui donne essentiellement la décompo­

sition de la représentation régulière définie par les translations dans 

l'espace de Hilbert des fonctions de carré soimnable définie sur l'espace 

quotient G/K. 

Nous osons espérer, en terminant cette introduction, que la forme que 

nous avons obtenue pour les fonctions sphériques des groupes pseudo­

orthogonaux permettra d'obtenir ultérieurement l'analogue de la formule 

de Paley-Wiener pour les transformées sphériques de classe 1. 

Qu'il me soit permis d'exprimer maintenant à M. W. Sorensen ma profonde 

reconnaissance pour tous les conseils judicieux quTil n'a cessé de me 

prodiguer, dans un esprit empreint de cordialité et de compréhension, 

tout au cours de ce travail. Je tiens à remercier également MM. R. Bader 

et J.-P. Amiet avec lesquels j'ai eu de très profitables discussions. 
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§ 1 QUELQUES CARACTERISTIQUES DU GROUPE 0(n,m). 

Définition. Soient n,m deux entiers tels que m > n ^ 1; on appelle groupe 

pseudo-orthogonal 0(n,m) le groupe des transformations linéaires réelles, 

associées à la forme quadratique indéfinie 

w - E (X') + T. ex') X'élR L - * , * - , - • • **+•** 

t»f n-* « 

En d'autres termes, 0(n,m) est le groupe des matrices réelles non singulières 

A d'ordre m+n telles que : 

(l;2) T L 5 A - 3 

où g désigne la matrice de coefficients g- -;= ~6; : si i i c 

et g: ; = <5- • si m+n i i > n. 

La relation (l;2) implique que 0(nsm) est un sous-groupe fermé du groupe 

GL(n+m,R). En conséquence, 0(n,m) est un groupe de Lie dont la structure 

analytique est induite par celle de GL(n+m,R). 

Composante connexe de l'identité de 0(n,m). 

Soient Sî  (resp. ßtji) les sous-matrices de A formées des n premières lignes 

et colonnes de A (respectivement des m dernières lignes et colonnes de A). 

,R -;--i o .T -Soient d ' a u t r e p a r t a^ j = l , 2 , . . . n ( r e s p . a- j=n+ l , . . . n+m) l e s vec teu r s 

colonnes de flR ( r e s p . &p) ; a l o r s , 

(àclSl^f-

(^T*. , û«*.)7 (a"ïw., Ö-ni-i) 

( a m 4 n , ^ M 1 ) , (CÎ 

fW4H 

où (a+ s a j ) = ^ T " 

k » « f i 

A; Aj 
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La relation (l;2) pouvant se mettre sous la forme 

V = k s f t t i 

\. < n. 

m • o ^ e > n. 

on a que 

[da n-r)*" = 

ou 
( C *.V), .+(***.,¾*) 

En conséquence, 
* ksi 4 

l&i,*ii ; («.*'J 
Dans cette dernière expression tous les déterminants sont positifs ou nuls, 

comme déterminants de Gram; en conséquence (dét Q^) 2 > 1. 

Un raisonnement similaire montrerait que (dét 8^) ^ 1. Posant alors dét fipj = Ap 

et dét ßrp = Atjs nous pouvons définir les h sous-ensembles suivants : 

i i 

( l ; 3 ) 
*2 = 

1 S = 

1U = 

{ JL : -A.T «-', -A1 «->, JL 6 01*.»)} 

[JL : JLT > - , A 8 <-. , A « ö ^ ' - ' l 

{ A : JLT *-., JLR » , j ^ é öl«.*)} 

Il serait possible de démontrer encore (voir par exemple E. Cartan : Leçons 

sur la théorie des spineurs) que I^ est la composante connexe de l'identité 

de 0(n,m), c'est-à-dire un sous-groupe invariant fermé de 0(nsm), pour lequel 

le groupe quotient 0(n,m)/lT est totalement discontinu. 
r ? * 

Soient r i f 
. 1 t 

e o, 
- - 1 

- 1 t d - - 1 

-4 
A * 

.' -i 
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k éléments de 0(n,m). Il est facile de voir que 

e & I1 a é. I2 b & I3 et 0 6 ¾ . 

De plus, le groupe (e,a,b,c) est isomorphe au groupe de Klein V 1̂ 

§ 2 ALGEBRE PE LIE DE 0(n,m). 

Comme nous l'avons déjà rappelé, 0(n,m) est un sous-groupe fermé de GL(n4m,R) 

dont l'algèbre de Lie so(n,m) est une sous-algèbre de Lie de l'algèbre de 

Lie gl(n,R) de GL(n+m,R). Ainsi la structure analytique de 0(n,m) est in­

duite par celle de GL(n+msR), 

Comme au voisinage de l'identité e, toute courbe à un paramètre est de la 

forme 

l'algèbre de Lie gl(n,R) est engendrée (en tant qu'espace vectoriel) par les 

endomorphismes de Rn. 

Crochet de Lie : Soient t —* e , s —*• esy 2 courbes de GL(n,R) paramétrées 

par s et t; x,y appartenant à gl(n,R). 

Alors, par définition du crochet de Lie, 

-1 . -..1-¾. 

~ xv - ** 
t »S »o 

L'exponentielle permet donc d 'associer à tout élément x de gl(n+m,R) 

(respectivement de so(n,m)}un sous-groupe à un paramètre de GL(n+m,R) 

(respectivement de 0(n,m)). La re la t ion ( l ;2 ) impose de plus aux éléments 

de 0(n,m) de s a t i s f a i r e l 'équat ion 

s X s X 
d ce qui , par dérivation (en s=0), donne 

(2;D 1 Z j + J X = 0 
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Inversement, si x satisfait l'équation (2;l), nous avons : 

où esx est un sous-groupe à un paramètre de GL(n+m,R). 

Comme esx[ = e on voit que, par intégration, esx £ SO(n,m), donc que 

x £ so(n,m). Nous avons par conséquent la proposition suivante : 

Proposition 

Tout élément de gl(n,R) qui satisfait la relation (2;l) est un élément de 

so(n,m). 

Base de so(n,m) : Soit fi£so(n,m) ( SI C Ci ; J . +> J1- JL *^ ) — o ) 

Posant fLîtk sL. J1-- ali nous obtenons l a condition 

(2;2) ß£so(n9m) équivalent à - Ä i , M A k.i « o * *\k « *,*, . . . n + m. 

Soit 6J i. i , k = 1,2,.. .n+m, une base contravariante de gl(n+m,R) définie par 

ft, comme élément de gl(n+m,R), se met sous l a forme 

<.W *'ik 

(La dernière égalité étant obtenue à l'aide de la relation (2;2)). 

Ainsi la base de so(n,m) est formée des vecteurs e?4- ̂  =• £»*,k " &•*,» *<k. 

En composantes mixtes, nous obtenons alors : 

On montre alors facilement que, 
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Forme de Killing de so(n,m). 

Rappelons que la forme de Killing, que nous noterons ( , ), est définie 

par ( x j y ) = Tr ( adx ady ), où y,x ^ so(n,m). 

Soient x = I T A1SJe^- A et y = \ 

Mai 

2 î ^ 1 ' ^ ! i et y = 5 f B 1^e- • 2 éléments quelconques de so(n,m). 

r ( ato )i'J ( ady )*>* 

6j,lei.k - 8i,kej,i + Si,lej,k ' = Z AÌ'J ( gJ.kei,l + gi,ïej,k > 

'•i 
Utilisant alors une formule similaire pour [y , e, A nous obtenons que : 

d'où, en regroupant les termes, nous obtenons : 

t,k*3k 
(2j5) ( x , y ) * -2(m+n-2) 2__ S| ̂ ¾ kA*' E* 

Cette relation nous montre que la forme de Killing est non dégénérée, donc 

que so(n,m) est semi-simple. 

§ 3 QUELQUES PROPRIETES DES ALGEERES DE LIE SEMI-SIMPLES. 

Compi ex_ijficffi de_ Lie réelle. 

Soient V, un espace vectoriel sur R, et V , un espace vectoriel sur C, tel 

que V soit isomorphe à un sous-espace de Vr,considéré comme espace vectoriel 

sur R. Si, de plus, dimV (sui- C) = dimV, on dira que V est le complexifié de 
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Un procédé canonique consiste à construire V comme combinaisons linéaires 

formelles du type 

T~*a^X£ où x- £ V et â fi C 

Cette construction équivaut à considérer V et C comme espace vectoriel sur R 

et à former leur produit tensoriel 

V = V & C 
R 

On démontre alors que* : 

Si gQ est une algèbre de Lie sur R, et si g est l'espace vectoriel complexifié 

de g0, il existe une et une seule structure d'algèbre de Lie qui prolonge 

celle de gQ. D'autre part, le complexifié d'une sous-algèbre ou d'un idéal 

de g est une sous-algèbre, respectivement un idéal de g. 

•Sous-algèbre de Cartan 

Définition,- Une sous-algèbre h d'une algèbre de Lie g» (sur un corps 

quelconque) est dite de Cartan si elle vérifie les conditions suivantes : 

1. h est nilpotente. 

2. Ii est son propre normalisateur. 

(Rappelons qu'on appelle normalisateur d'un sous-ensemble a de g l'ensemble 

n(a) des xgg tels que adx.aca.) 

* (Voir par exemple : J. Dixmier Algèbre de Lie C.D.U.) 
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Remarque. On démontre* que si g est semi-simple et définie sur un corps 

algébriquement clos et de caractéristique zéro, h est une sous-algèbre de 

Cartan si et seulement si l) adx est diagonalisable pour tous les x « h, 

2) h est un élément maximal de 1*ensemble des sous-algèbres abéliennes 

jouissant de la propriété l). 

Cette remarque, jointe au fait que h est son propre normalisateur, montre 

de plus, que toute sous-algèbre de Cartan est une sous-algèbre abélienne 

maximale de g. 

Racines d'une algèbre de Lie semi-simple. 

Soient g0, une algèbre de Lie semi-simple sur R, g sa complexifiée, et h, 

une sous-algèbre de Cartan de g. Par la remarque ci-dessus, nous voyons que 

la représentation adjointe de g, restreinte aux éléments de h, est formée 

d'éléments simultanément diagonalisables. Il est donc possible de chercher 

les sous-espaces stables de g relativement à cette représentation de h* 

Plus précisément, soit a(H), une forme linéaire sur h. Considérons l'ensemble 

ga des vecteurs x é. g tels que, 

adH.x = a(H) x V H é h 

Si la forme a est telle que ga soit différent de {0}, ga est un sous-espace 

propre de g, relativement à cette représentation de h. 

Définition.- On appelle racine de g, relativement à h, les formes linéaires 

sur h, non nulles, qui donnent lieu à des sous-espaces propres de g (pour 

la représentation adjointe). 

* (Voir par exemple : J.-P. Serre, Algèbres de Lie semi-simple complexes, 

Benjamin.) 
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Soit A l'ensemble des racines de g; alors, par une décomposition classique, 

g est somme directe des espaces suivants : 

g = ga° & Z" ga où Ct0 est la forme linéaire nulle* 

Remarquons que si x,y g ga°, alors, par l'identité de Jacobi, [x , yj£ga°. 

Ainsi ga° est une sous-algèbre3 laquelle contient manifestement h. Il est 

en fait possible de montrer que* h = ga° et que dim ga = 1 Va é. A« 

Proposition ( 3;l) 

Soient g0, une algèbre de Lie semi-simple sur R, g sa complexifiée, h une 

sous-algèbre de Cartan de g. Alors : 

1. g Ä h + 21 S0 et dim ga = 1. 

2. ga et g^ sont orthogonaux par rapport, à la forme de Killing 

lorsque c t + ß ^ O a , M Û . De plus, la forme de Killing est 

non dégénérée sur h. 

3. Si a est racine, -a est racine. 

h. On peut choisir des vecteurs X £ g a (a £. ù.) de manière à avoir : 

[Xa, Xg] = 0 si a + ß 4 0 et a + ß/A (Xa*g
a, Xgég^) 

K ' X3] = Ka,ßXa+ß s i a + & * A 

[ x a , X_aJ = Ha où Ha e s t l ' u n i q u e élément de h d é f i n i par 

(H, Ha) = a(K) V H a 
K a , ß = - N - a ,~ß e s t r é e l 

a(H) est réel positif V a £ A. 

Dém. 1. Résulte des remarques faites ci-dessus. 

2. Soient Xa £ g
a, X g £ g Ê e t H t h tel que (a + ß)(H) 4 G 

alors ([H, X ^ , X0) = - (HQ, (H, X^) d'où (a + ß)<H)<Xa, Xß) = 0. 

Remplaçant Xa par H' £. h, on obtient, de façon similaire, que h est 

orthogonal aux gl 

* (Voir Séminaire S. Lie) 
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Ainsi la non dégénérescence de la forme de Killing sur g impose, d'une 

part l'existence de g~a, donc de la racine - 9 d'autre part la non 

dégénérescence de la forme de Killing sur h. 

3. Est démontré dans 2. 

k. [Xa, XfA = Ha o Xa+g résulte de l'identité de Jacobi appliquée â 

Soient X 4 g a , ï £ g~*a; alors (H, [X, Yl) - cc(H) (X , Y) 

= (K , Ha (X , Y)) V H A h d'où [X , ï] = Ha (X , Y) 

et comme la forme de Killing met ga et g**0 en dualité, il existe 

un Y tel que (X , Y) = 1. 

Supposons maintenant a(Ha) = 0 et choisissons X0 et X_a comme ci-dessus. 

Ces éléments engendrent une sous-algèbre a de g, 

Nous avons : [Ha, Xn] = 0 , [H0Ï X_a] = 0 , [xa, X_a] = H. 

C'est une algèbre résoluble (même nilpotente) sur un corps algébriquement 

clos et de caractéristique zéro. En vertu du théorème de Lie, la représen­

tation adjointe de g est, par restriction à a, une représentation de a, 

représentation qui peut se mettre sous forme triangulaire. Comme Ha é. Da, 

Ha est représenté par une matrice strictement triangulaire. Ainsi, adHa est 

nilpotent; mais adHa est semi-simple, car Ea £. h. D'où une contradiction. 

ïïa 8 = " K-a -6 Prov"ient à'une étude de l'algèbre a et des racines*. 

Formes réelles de g. 

Lemme (3;2) 

Avec les mêmes notations que dans la proposition ci-dessus, nous avons : 

1. Les racines de g, relativement à h, engendrent l'espace h*a 

dual de h 

2. h = 2Ü C Ha 

3. Si h = Z. E Hn alors la forme de Killing est positive définie 

sur h x h. 

* (Voir Séminaire S. Lie) 
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Dem. 1. Soit r le nombre de racines linéairement indépendantes de h*. 

Alors, si r < dim hÄ, il existe x ̂  0 (x e h) tel que a(x) = 0 

V Û Ê Û . En conséquence, Jx , Ŷ l = a(x) Yg VYg 6. g et 7 3^A . 

De ce fait, x appartient au centre de g; mais g étant semi-simple 

x = 0 . On a donc une contradiction. 

2. Supposons que £" C H0 C. n strictement. Alors, il existe X £. h*, 

non nul, tel que X(Ha) = 0 )/a é à . Soit alors H^ défini par 

A(H) = (H , Ha ) V H £ h. Nous avons alors (Ha, Hx) = a(HA) = 0 

V a é. A, d'où, par 1. H^ = 0 et X = 0. 

3. Provient d'une étude détaillée des racines. 

Définitions.-

1. Soit g une algèbre de Lie sur C. Une sous-algèbre de Lie réelle gQ de g 

(considérée comme algèbre sur R) est dite une forme réelle de g, si 

l'application canonique de la complexifiée g0 • C de g0 dans g est un 

isomorphisrae, autrement dit, si dimpg0 = dim^g. 

2. On appelle conjugaison de g, par rapport à g , un semi-automorphisme 

involutif de g, laissant les éléments de g0 invariants. 

3. Une forme réelle dont la forme de Killing est négative, est dite compacte, 

Théorème ( 3;3) 

Toute algèbre de Lie semi-simple sur C possède une forme réelle compacte. 

Dem. Choisissons une base de g formée de, 

1) Les Xa £ g
a tels que [X0, X_a] = Ha 

2) Une base orthonormée H-,, Hg,....Hf de h et leur correspondant 

imaginaire, iH^, iH2,....iH£. 

Faisant usage du lemme 3;2 et de la proposition 3;1 on montre facilement 

que' 3 k - î u p n ; + z: * (*<-x.<uz: ^ ( / . ,+XVy 
est une forme réelle compacte de g. 
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Décomposition de Cartan-Mostow-Iwasawa. 

Définition.-

Soient gQ une algèbre de Lie semi-simple sur R, g sa complexifiée, a la 

conjugaison de g relativement à g0. Une décomposition directe de gQ en 

60 = ko + Po' 

où kQ est une sous-algèbre de gQ et pQ un sous-espace vectoriel de gQ, 

est dite de Cartan, s'il existe une forme réelle compacte g^ de g, telle que : 

Remarque : Il est possible de montrer que toute algèbre de Lie semi-simple 

complexe possède une décomposition de Cartan. 

Proposition \3;^) 

Soit gQ = kQ + p0 une décomposition de Cartan; alors (x, x) < O y x ï O é.kQ 

et (y, y) > O V y ^ 0 ^ p 0 , et inversement. 

De plus l'application 0 : x+y -*• x-y est un automorphisme de g0. 

Dem. Si g est une décomposition de Cartan, l'assertion est une conséquence 

immédiate de la définition. Inversement, comme 6 est un automorphisme, il 

laisse invariant la forme de Killing. Soit alors x £ kQ et y <£ P0* Nous avons : 

( x , y ) = ( 9 x , 0 y ) = - ( x , y ) = O 

De plus, [kQ, p j c Po et [Po> Pol 6 ¾ . Ainsi, si l'on définit 

gk P*1" Sk = ^o + 1^-Po* ^k e s t Vine forme compacte de g. 

Soient 0 et T, les conjugaisons de g par rapport à gQ et gjj. respectivement. 

Alors 6 = a T est un automorphisme involutif de g. (o et T permutent). 

Soient d'autre part h_ une sous-algèbre abélienne maximale de p0. 
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Etendons hp â une sous-algèbre abelienne maximale h de gQ. Alors, si x g h, 

et y £ hpo, on a que, [öx ,y] = - [ex , 6y) = - e[x , y) = 0. 

Mais p0 est tel que 8 z = z \/z £.p0, d'où x-8xep0. De plus, [x - 8 x , y] = < 

V v £ n p • Ainsi, x-6x hp et 6h0 = h0. 

Par une décomposition habituelle nous avons alors, hQ = h^ + hp , avec 

nk 0 ~ no A ko* 

Désignons par h, h_, h^, k, p, les sous-espaces de g engendres par hQ, h_ , 

hk , kQ, p0, respectivement. 

Lemme (3;5) 

h est une sous-algèbre de Cartan de g. 

Dem. h est une sous-algèbre abelienne maximale de g; montrons que adH est 

diagonalisable V H C h. Soit sur g x g, une forme hermitienne positive 

définie, définie par 

B( x , y ) = - ( x , x y) 

Soit z <£gfc; alors B( adz.x , y ) + B( x s adz.y ) = 0 Vx et y é. g. 

Ainsi adz est antihermitien, donc diagonalisable. 

Si H é h est tel que H = H1 + H2, où H1 é. hfc et H2 6- h-, nous avons que 

[adHls adH2} = ad [H1, H2"! = 0, d'où ad (H1 + H2) est diagonalisable. 

Ordre lexicographique sur l'ensemble des racines. 

Soit h = 5. R Ha; comme les racines de g, appliquées aux éléments de h, 

sont à valeurs dans R, il est possible de définir un ordre sur l'ensemble 

des racines. Soit, en effet, H1,....Hn une base de h, dont les q premiers 

éléments forment une base de tu, . 
Po 

Soient alors p et**, deux formes linéaires sur h. ïïous dirons que p >̂ - si 

dans la suite ({p -M)(H1)) i = l,2,...n, le premier terme non nul est 

positif. L'ordre ainsi défini est de plus compatible avec l'ordre sur h-, 

puisque toute forme positive sur h, est positive ou nulle sur hp . 
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Associons maintenant à A la forme linéaire 8A définie par 

Qi ( H ) = AC OH ) V H e h. 

On démontre alors que, si À £ A, BX C à . Soit, d'autre part, 

P+ = (a : a £. A a > o et a ^ 8a). Une étude détaillée des racines montre 

que le sous-espace n = ZT ga est une sous-algèbre nilpotente de g. 

On a de plus le théorème suivant : 

Théorëme(3;6) 

Soit n = £L ga, nQ = g on n9 sQ = hp + nQ. Alors, n, n0 sont nilpotentes, 

sQ est résoluble et 

g0 = k. + h- + n0 est une somme directe. 

Une telle décomposition est dite décomposition d'Iwasawa* 

Par exponentiation des éléments des algèbres de Lie k0, hp et nQ, il est 

possible de trouver l'équivalent global de ce théorème. Son énoncé est 

alors le suivant : 

Théorème (3;î) 

Soit gQ s X0 + hp + nQ une décomposition d'Iwasava d'une algèbre de Lie 

semi-simple g0 sur R. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe d'algèbre 

de Lie g0. Soient K, Ap, H5 les sous-groupes analytiques de G d'algèbres 

de Lie kQ, hp , nQ respectivement. 

Alors l'application 

$ : (ks a, n) • kan 

KxApXN • • G 

est un diffêomorphisme analytique. De plus L et U sont simplement connexes. 

* (Voir par exemple : K. Iwasawa, Annals of Math. Vol. _5p_ Ko 3 p. 525 

ou Séminaire S. Lie, expose 11, ou S. Helgason, Differential Geometry 

and Symmetric Spaces, p. 222) 
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Nous désignerons dans ce qui suit par (SO(n,m))e, la composante connexe 

de l'identité de 0(n,m). 

§ k DECOMPOSITION! DE IWASAWA DE (S0(n,m))e. 

Soient kQ et pQ les sous-ensembles de so(n,m) engendrés respectivement par 

les e^ ;, pour 1 i i < j i n , n < i < j i m+n et par les e^ i pour 1 £• i £ n, 

n < j i m+n. Les éléments de kQ sont donc engendrés par des matrices anti­

symétriques, alors que ceux de p0 sont engendrés par des matrices symétriques. 

Ainsi, so(n,m) est une somme directe de p et k . 

Comme la forme de Killing (2;5) est négative définie sur k0 et positive 

définie sur p0 et que, d'autre part, la relation (2;¼) implique que 

[Po> PcJ CTko» tko' kol C ko et [Po> kol C- Po» n o u s soi2Dies àans l e s conditions 

dTapplication de la proposition (3;*0. Par conséquent, kQ + p 0 est une 

décomposition de Cartan de so(n,m). 

Sous-algèbre de Cartan de so(n,m). 

Soit hp la sous-algèbre (abelienne) engendrée par les éléments e^ n+i» 

e2,n+2'",en,2n* 

Soit h& , le sous-espace engendré par les éléments e£n+i 2n+2'
 e2n+3 2n+l+> 

**"e£—1 Jt' avec *• = m-ns si m-n est pair, et l - m-n-1, si m-n est impair. 

Théorème (U ;l) 

L'algèbre engendrée par hp et h ^ est une sous-algèbre de Cartan h0 de 

so(n,m). 

Dém. Comme les éléments générateurs permutent entre eux, h0 est abelienne, 

donc nilpotente. Montrons qu'elle est égale à son normalisateur, c'est-à-dire 

que si x £ so(n,m) est tel que £x, a"\ 6. hQ )f a £.hQ, alors x é-hQ. 

Soit x = l £ A^Je^j, o ù A ^ Ô ^ R Vi,j. 
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k+s 

Par la relation (̂ ;2) nous avons.: 

Comme i 4 j et s £ 0, nous avons que tous les vecteiixs e^ ̂ +3 et e- ^, 

pour lesquels i ̂  k et j ̂  k+s, sont linéairement indépendants. 

Mais, y i ^ k e t \j j ̂  k+s, les vecteurs e ̂  ̂ + 5 et e; ̂  J h0 d'où. 

Ainsi, si m-n est pair, A1» = O pour i = 1,2,... m+n, et k = 1,2,...m+n 

(si m-n est impair, k = 1,2,...n+m-1). Donc seuls les éléments A s sont 

différents de zéro; d'où x £.hQ. 

Soit (so(n,m))ç l'algèbre de Lie complexifiée de so(n,m) et soit h le sous-

espace de (so(n,ni))ç engendré par hQ. Alors h est une sous-algèbre de Cartan 

de (so(n,m))ç. 

Racines de (50(11,31))(-; relativement à h. 

D'après la définition des racines (voir § 3), le problème revient à chercher 

des formes linéaires non nulles sur h, pour lesquelles les solutions de l'é­

quation 

(ad H -d(H)) X = O ^H £ h ne soient pas triviales. 

Soit X = 5 '^Ai^ei j où A*»J £ C V i,j = 1,2,.. .m+n. 

Pour que X soit un élément radiciel il faut donc que : 

tC-H.K+A, ^ l Ä «KlfiU, MA') X V ^k1Mi <£• Ho 
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Faisant usage de (U;2), nous avons alors que : 

Comme nous savons déjà que les éléments de h sont des vecteurs propres de 

la forme linéaire a = 0, nous posons A^>^+s = 0 pour toutes les paires 

d'indices (k, k+s) correspondant à des éléments de h. Notre recherche se 

limite ainsi aux racines de (so(n,m))Q seulement. 

Les éléments restantsétant linéairement indépendants, nous avons : 

d ' ° ^ ' 3- K+A, k*A Ji, J; e - « ( l £•*, M A ) et de ce fait, 

Par conséquent, pour k et k+s fixés, nous avons que 

(U;5) 

Soit alors ê i ̂ t+3 un autre élément de hQ. Mous avons alors, 

OW1It'+*
 Ä 1I-IiJ^ Jv'4», V n ) et 

X = Z I A ^ U 1 + S1.
 fi el\k'" 

Pour que les solutions relatives â ces deux éléments de h Q soient compatibles, 

il faut donc que : «' i/, * 



Les seu les composantes non n u l l e s sont donc, dans l e cas où m-n e s t p a i r , 

A k ,k a A k ' i k + s s A k ' + s , k ' + s e t A k '+s s k # D a a s l e c a s o ù ffi.n e s t i n p a i ^ i x 

faut y a jou t e r Am + n»k e t Aœ+nsk+s (provient directement de (U;5) ) . 

Tenant maintenant compte des r e l a t i o n s {h;k) nous pouvons é c r i r e : 

H ~ ^w.H-U H S W k' d 'où l e s éléments r a d i c i e l s sont 

de l a forme su ivante : 

1) Si m-n e s t p a i r . 

2) Si m-n est impair, il faut ajouter encore, 

qui s'obtient en remarquant que Al *̂ 3 k k *• ̂ 4* ̂  

Pour obtenir les racines correspondant à ces éléments radiciels, nous 

remarquons (2;U) que le crochet de X avec les générateurs de h, n'est 

différent de zéro que pour e^ k + s et efct+k'+s* 

Ainsi a nTest différent de zéro que sur ces éléments. 

Soient alors Ai i ~ 1,...£ des formes linéaires sur h telles que 

Nous pouvons mettre à l'aide de ces formes linéaires, les racines sous 

la forme suivante : 

1) Si m-n est pair, 

* Xi ± Aj iĵ j isj = 1,2 n, 2n+l, JUl. 

2) Si m-n est impair, il faut ajouter encore aux racines de l) 

* Ai 1=1,2,...5, 



IS 

Soit 6 l'automorphisme défini dans la proposition (3;^) et 

P+ = (a ; a £'A a > 0 et a i 6 a) alors comme 6 Ai(H) = Xi(BH) = -Xi(H) 

yH é bp , on a que P+ est formé des racines 

CU;8) Xi ± Xj i = 1,2,...n j = i+l5...n, 2n+l,...£-l 

dans le cas pair; auquel il faut ajouter Xi i ~ l,...n dans le cas impair. 

A l'aide des relations (If;!+), (¾;6) et (̂ ;7) on obtient les éléments 

radiciels correspondants. Soit, dans le cas pair, 

s.' i*K 

auxquels il faut ajouter, dans le cas impair, 

X>:,*4-* - ^ S W » + £.+«, U*4* f& W, 2.... «. 

Soit n, la sous-algè"bre engendrée par les éléments radiciels définis 

ci-dessus. Nous avons alors que : (voir (3;6)) n et nQ = so(n,m) fl n 

sont respectivement des algèbres nilpotentes de (so(n,m))c et so(n,m). 

Posons X-Ì- = e- • + e,-,„ : s = 1 si i i n 

s = n si i > n 

Nous pouvons alors mettre les éléments radiciels sous la forme suivante 

* «" c si j i n et i = l,...n 

-̂ tf. si j > 2n et i = 1,...n 

X».--^- X p P *j*« 
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auquel on ajoute, dans, le cas impair seulement, XL+11 i = l,...n. 

Ainsi on voit que les X-, qui appartiennent à so(n,m), forment une base 
J 

de nQ. 

Décomposition d'Ivasava de soÇn,m). 

Comme X* = e — + ei + S jj, on a que (Xj)* = g j ft {Ô? + 6i+s) 

- fij (gj_ s + gi+s a) et, de ce fait, 

des termes nuls. - l l 4 l ( 3 - ; f M . - M ) ! î i 4 5^) + 

(Contiennent soit (g^ ^ + g^+q i + n ) s soit des 5^ j, dont les indices ne 

peuvent être les mêmes (i < j)). 

De même, un calcul analogue montre que : 

(U;10) Xj Xjt XJ1, = O0 

Ainsi, lTensemble des X^, où i est fixe et j > i, engendre une sous-algèbre 

abélienne (g- ;t - ĝ i •) de n 0; nous la désignons par n^. Par conséquent, 
H _ U > J J S J W U 

no = iL. no e^> P32* -*-e théorème (3 ;10), 

n 
(H;ll) so (n ,m) = kQ + h p o + £

 no e st une somme directe. 
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Decomposition d'Iwasawa de la composante connexe de l'identité de(S0(nam)Ig. 

1. Sous-groupe K d'algèbre de Lie kQ. 

K = 21 F e - • + ^T R e: -, A i n s i , par l a d é f i n i t i o n des e- -, 
0 0<t<£.*vt 1SU • n<i <£««»« 1SJ ^ 1,J' 

les éléments de k sont des matrices antisymétriques. Si nous posons de plus, 

nous avons que : 

D y * a , , v t» * k , c*. n - o 
2) V a» "é *• u i*A *i / avec des formules similaires pour kg. 
Ainsi k-, et k0 sont deux idéaux permutables de k . Il leur correspond 
donc deux sous-groupes analytiques de G, engendrés respectivement par 
kjL et kg» dont le produit direct aura, à isomorphie près, k pour algèbre 
de Lie, 
Soient Kj e t Kg l e s sous-groupes ana ly t iques d é f i n i s c i - d e s s u s . Comme par 
l a r e l a t i o n ( l ; 3 ) dêtK^ = détKg = I 9 on a que : 

K1 = S0(n) e t K2 = S0(m). Enfin, K = SO(n) x S0(m). 

2. Sous-groupe Ap d'algèbre de Lie hp . 

Soit Ap le sous-groupe analytique de S0(n,m) d'algèbre de Lie hp . Comme hp 

est une sous-algèbre abélienne formée de matrices symétriques, l'élément 

général de A est de la formes 

ft * 
e x P ( Z - t i e i i+n^ = I I e x P ^ i e i i+n^ ' U n c a l c u l c o n t r e 

a l o r s que : 

[CU, o, 0 jskt„ *>,.... 

O ' C M * , * ) , O ---•' 4 W U 1 O . . . . & 

S^itio o , Al11 O , - - *> 

O , - ^ U 0 ^ . . . . . . 0,C^k\f o , - - -

i> . '. -il^in Ot Ck\9t0--
O . . . . . . . . \ - • - - • O j A1O..« 

"TT* 
(1»;13) T l exP ^ i ei,i+n> = 

- - o 

. » 
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3. Sous-groupe H d'algèbre de Lie n . 

LemTne njj- est un idéal de ^ ^% i = 1,2,....n 

£&* fXJ» X j ' l = lei,j»ei\*l + [ei,j» ei '+n,k] 

+ l>+i,j> ei,k] + Len+i,j> en+i',k] = - gj,k((ei,it + e n + i > i , ) 

+ (e^ n+i» + e
n+i n + i ' ^ s 0 ^ ^-a dernière égalité est obtenue à l 'aide de 

la relation (2jî*). 

Mais e i s i , + e n + i j i i = XÌt et U ^ n + 1 , + en + i j I 1 + i .) = x£+i, 

D'où le résultat. 

Soit ïï1 le sous-groupe analytique de SO(nsm) engendre par nj . Comme nj 

est abélienne, l'exponentielle est une bisection et l'élément général 

de K1 a la forme 

Posons A' - £ _ ^ j * f i I j ' frmBfc+*, ^ 5 | H ' 

Tenant compte des relations (H;8) et (̂ ;9)., nous obtenons : 
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Theoreme (fc;15) 

Soit N le sous-groupe analytique de (Sû(n,m)) engendré par n0. Alors tout 

élément x é. H peut se mettre sous la forme 

x = u1 u2 ... un où u1 £.131 i= 1,2,.. .n 

Dém. On procède par induction sur l e nombre n des u1 . Le théorème est v ra i 

pour n = 1. n . •**« v * { \ \ 

Soit x ^ N x = e x p ( t ( X - . . \ \ * \ ) + ^ 1 I L * . 5 * * 4 ^ 
lit i = V~ * 

Soit un = exp [ 21 K ' A « / Alors, par la formule de Campbell -Hausdorf f 

et le lemme ci-dessus, nous avons que : 

KElE !',xii+flf^îJx'jD-^E-») x (u11)"1 = exp 

= u-*- u^ , . , un par hypothèse d ' induction. T)Toù l e r é s u l t a t . Par le 

théorème 3;T nous avons maintenant l e r é su l t a t suivant : 

Théorème (U;l6) 

L'application $ : (kj,k2,a,u ,u ̂ ...un) kjk2a9u*u2"-1*11 es_t ̂  difféo-

morphisme analytique de KiXK2XApXNiXN2Xw-XHn sur la composante connexe 

de l'identité de 0(n,m). 



§. 5 MESURE DE HAAR SUR LES GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLE 

Lemme .(5 il) 

Soient G, un groupe de Lie d'algèbre de Lie g, a et b , deux sous-algèbres 

de g, telles que g = a * b, A et B , les sous-groupes analytiques de G 

d'algèbre de Lie a et b respectivement. Alors, si l'application 

<j> : (a , ß) • a ß 

A x B »- G 

est bijective, il est possible de normaliser les mesures de Haar dg, da, 

dg, de G, A et B respectivement de manière à ce que 

Cr A* 3 5 

Dem. 

Soit L11 l a t rans la t ion à gauche par l 'élément u de G; dLy l ' app l ica t ion 

tangente correspondante. Comme, 

nous avons que, pour l ' app l ica t ion tangente, 

f 
' A « l \ ^ * (fr)-p 

où (A x B)( g) et (G)aß désignent les espaces tangents respectifs des 

groupes A x B et G au point (asß) et aß respectivement. 

Supposons maintenant que Ad(^"1) Y + Z = 0; alors Y + Ad(g) S = Y + AdB(p) 

Z = O 5 d'où Y = Z = O . 
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Ainsi cL<f>(a g) est une application bijective et <j> est un difféomorphisme 

de A x B sur G. 

Rappelons qu'une forme différentielle extérieure p est dite G-invariante 

si elle peut être obtenue à partir de la valeur pu en un point u de G 

par translation à gauche (ou à droite), c'est-à-dire si 

Soient alors tu et 6 des formes différentielles extérieures, respectivement 

A et B - invariantes, donnant lieu aux mesures de Haar da sur A et äß sur B, 

Soit v la forme différentielle extérieure G-invariante, obtenue par trans­

lation de (eu A e) e, (où e désigne l'identité de G). Exprimons vod$, qui 

est une forme différentielle extérieure sur A x B à l'aide de w et 6. 

Nous avons : 

(^oa+) W ( ^ ( U < Y1 il^l) - ^ (d L ^ (A^If) Y 4 2 )) 

= (tue -A Se) ( A C^f) (Y1I)) - **• M " ' ^ We>» ^ IY1*) 

avec A ( ^ M : ( V , ! ) 1 > ftïlf'ÎYH Y * * , i « f c 

Comme ß J ^ (j!f') Y + £ = A dfr ( (f')(Y + AA^fpJilnous avons a lors 

cJU'f A e I 1 ^ ) 
cXof fl(^) » ; di0{3 l e r g s u i t a t . 

Theorème(5;2) 

Soit G = K L H , une décomposition d'Iwasawa d'un groupe de Lie connexe 

semi-simple. Soient dk, da, dn, des mesures de Haar invariantes à gauche 

sur K, A et IJ respectivement. Alors la mesure de Haar dg de G, invariante 

à gauche, peut être normalisée de manière à ce que : 
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4(5) «1} « J 1 ( U H ) Ä * Jk dL*J„. 

où f é C (G) et p e s t l a demi-somme des r a c i n e s p o s i t i v e s . 

Dém. 

Le groupe S = ApK es t un sous-groupe fermé de G, contenant A0 e t H comme 

sous-groupes a n a l y t i q u e s . De p lus s 0 = hp + n Q . 

Considérons maintenant l e s a p p l i c a t i o n s su ivan tes : 

( k , a , n ) t -»- kan de K x iL x ÎJ sur G 

( k , s ) * •+ ks de K x S sur G 

( k s a s n ) 1 y (k ,an)de K x A x M sur K x S . 

Toutes ces a p p l i c a t i o n s sont des difféomorphismes e t 4- = a 0 3. 

Selon l e lemme 5;1 nous avons a l o r s : 

( * (S, s) 4Vh~ \ 1 U ^ " ) — , Jk Ja ein 

et par une normalisation appropriée 

\ tu)M « ( tfks) « L * ^ au. 

d'où comme <**"* A J s ^ ^ H M _ ^ A ^ C * ) 

£ * KtApxN 

Dans l'avant-dernière égalités nous avons fait usage de la propriété 

dét Adç(x) = 1 et dét Ad^tx) = 1 qui provient de la semi-simplicité 

de G et de la nilpotence de K. 

Soit H £ h tel que a = exp H; alors Ads(a) *= adg(exp K) = 

exp ads H et dét Ads(a) = dét exp ads H = exp(Tr{ads H)). 

Rappelant que les racines sont les poids non nuls de la représentation 

adjointe de la complexifiee de l'algèbre de Lie de G et que les sous-espaces 

propres associés à ces différents poids sont de dimension un, nous avons que 
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d 'où no t re p r o p o s i t i o n . 

§ 6 MESURE DE HAiffi SUR S0(n,m). 

Déterminons d 'abord l a forme l i n é a i r e p = \ /Ü K • Nous avons vu (*» ; 8 ) , 

que l e s éléments de A+ é t a i e n t du type X-j_ ± Xj 1 * i * n j = i + I 9 . . . n , 

2n + 1 , 2n + 3 , . . . Ä-1. 

Dans la somme ci-dessus, les seules contributions qui ne s'annulent pas 

deux à deux sont celles de : 

1) X-, qui apparaît 2(n-l) + m-n fois 

2) *2 qui apparaît (n-2)2 + m-n fois 

* 

i) A^ qui apparaît (n-i)2 4- m-n fois 

n) X qui apparaît m-n fois, 
n 

d'où 2p = 21 Àk(n+m-2k). 
K = . 

Posons H- = e^ ̂ +n i = 1,2,...n; alors tout élément H é hp peut se 

mettre sous la forme H = 7_ t^H^. Ainsi, 

2 p(H) » S f^ t£ p(Hi) * & ti(n+m-2k) XJj(H1). Mais Xk(Hi) = Ô£ k, 

par définition de Xj1. Par conséquent 

(6;1) 2 p (H) = 21 t^n+m^i) 

Déterminons maintenant les mesures de Haar sur K, A0 et K. 



Mesure de Haar sur K. 

Comme K est isomorphe au produit direct de SO(n) x SO(rn), nous nous 

restreindrons à la détermination de la mesure de Haar sur SO(n). 

Soient* X1, X2,...Xn9 un système d'axes orthogonaux formant un repère 

dans l'espace Euclidien HP; soit giajCct) la rotation d'angle et dans le 

plan défini par les axes X1 et X-, Posons d'autre part 

Théorème|6;2) 

Tout élément g de SO(n) s'écrit de manière unique sous la forme 

Dém. E1(O1) est caractérise par Cg1(O1) facteur de g ) 

X[ = X1 cos 6̂  + X1+1 sin ö| 

X^+1 = - X1 sin &\ + X1+1 cos e| 

X / = X k k ^ i e t i + 1 

les autres axes étant laissés fixes. 

Si n * 2 g = gt1)= Sl (8^) 

Démontrons le cas général par induction, en supposant le résultat vrai 

pour SO(n-l). 

Soit Cn = ¢0,....0,1) un vecteur de E
11. Alors, 

sn-i<Ci^
(0 °- sin Ci • cos CaX)-

* (Voir Vilenkin, Fonctions spéciales et théorie.de la représentation 

des groupes. Moscou 19^5) 
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Comme d1 autre part gi(0 . :) ^n - Cn k i n-1 et i i n-2 , nous avons 

que 

t. (n- l ) _ , . v , ( n - l K - i _ r 

S Sn ' g En
 d o u <8 7 S ^n = ^n 

Le vecteur Cn est un vecteur de la sphère S " . D'autre part, on a que 

S""1 est diffêomorphe à SO(n)/SO(n-l), où SO(n-l) est précisément le 

sous-groupe d'isotropie du vecteur Cn. En conséquence, (g* ) g £ SO(n-l) 

et, par hypothèse d'induction, nous avons que : 

, (n-l)ri _ (n-2) (1) 
vg ; g = g ---'g 

Il est clair que, par construction, nous aurons unicité si nous imposons 

que 0 S 6? < 2TF et 0 i 9̂  < ÎI pour j ̂  1. 

Mous sommes maintenant en mesure de calculer la mesure de Haar sur S0(n), 

Théorème 6;3 

Soit dg la mesure de Eaar sur S0(n) normalisée de manière à ce que 

dg - 1, alors 

S0(n) „_, t 

ave= An= U T Ik/*)/(10 "
 Ì 

K*' 

Dém. 

«=xi Soit X 6E11, un vecteur de composantes Xj, 3¾*..-¾ et de norme Jx|| = ( Ç Xj) 

Introduisons les coordonnées curvilignes suivantes : 
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X1 = r sin On..! sin 8n_2."«sin Ox 

X2 = r sin en.2. sin 6n_2...,sin 82 cos B1 

X n - 1 = r sin Bn-1 cos B n - 2 

Xn = r cos 6 n-1 

avec 0 i r < w , 0 i 8]_ < 2ir et 0 i ek < Î k ^ l 

Calculons maintenant le Jacobien de la transformation donnée ci-dessus, 

D ( X i , . . . X n ) 

BCe l s . . . 8 n _ 1 > r ) ' 

X-^o tg B 1 , X i c o t g B2 X1COtE S n - 1 , X1Zr 

- X 2 t g Q11 X2cotg G2, X2cotg 6 n _ l s X 2 / r 

O9 - X 3 t g B 2 , X 3 c o t g 0 n _ l s X 3 / r 

0 0 

0 , 

O9 

O5 O5 -xn_itg en - 2 , xn-1cotg en_la xn - 1 /r 

O5 O5 0 Xn tg B11-11 , X n / r 

Nous mettons X 1 5 X 2 , . . . X n en f ac t eu r e t sous t rayons l a 2ème l i g n e de l a 

p remiè re , l a 3ème de l a 2ème, e t c . . En développant a l o r s l e déterminant 

par r appor t aux l i g n e s , nous obtenons : 

D ( X 1 , . . . X n ) 1 1 l ì 
— - — - - i , X 2 * ' " x n s i n e c o s Q 1 s i n Q2 c o s Q2 - • • s i n On - 1COS B n - 1 r 
1 A 0 I * * • * Un-I5-W 

. n-2 . n-3 
* sm n _ sin. _ 

Bn-I 6n-2 sin B2 r 
n-1 

—* "1 *"l O 

Ainsi, dX1dX2...dXn = r sin ... sin B2 d B1 d 02 ... d Bn-1 dr. 

Soit f(ç) une fonction sur Sn-1 telle que f(ç) = g(x) pour x £ Sn_1 

(g(x) étant définie sur E n). Nous avons alors que : 

où A est une constante de normalisation. 
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Comme la mesure 6(r-l) dx^...dx^ est invariante par SO(n-l), nous avons que 

n-; d'où d£ = A sin B _...sin 60 d O1...d u„ T 
n-1 « x

 Û-1 

C'est une mesure SO(n)-invariante sur Sn . 

Pour obtenir la mesure de Haar sur S0(n), nous faisons usage du fait déjà 

mentionné que, Sn~-*- est difféomorphe à S0(n)/S0(n-l). Ces groupes étant 

compacts, les mesures de Haar correspondantes sont bi-invariantes. Nous 

savons, par la théorie de l'intégration dans les espaces homogènes, qu'il 

est possible d'écrire : 

J f(g)dg = ( f(gh)dh ) dC 

S0(n) S0(n)/S0(n-i; S0(n-l! 

dg et dh étant les mesures de Haar, convenablement normalisées, sur S0(n) 

et SOCn-l) respectivement. 

On obtient donc après itération du procédé : 

f(g)dg = d ^n d n̂-I" *'d ̂ (g^-'-Vl^ 

S0(n) S0(n)/S0(n-l) S0(3)/S0(2) 

.i-1 où d Ç- est la mesure invariante sur la sphère S" 

TT 

La détermination de An se ramène alors à un calcul classique que nous ne 

reproduirons pas ici. 

J ^ An TT TT yJ~l tf <lô 

Mesure de Haar sur 
• * * • 

Comme Ap est un groupe abélien, homéomorphe à Rn, on a que da = dt^...dtn 

est une mesure de Haar sur A^. 
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Mesure de Haar sur H. 

Theoreme(6;k) 

Dans les notations de (l*;lMs la mesure 

dn « d è d £...d il d £ . . * £ 
d i m 3 ni 

est une mesure de Haar de K. 

(Les seuls £. intervenant dans dn sont ceux apparaissant effectivement 

dans les matrices de H1, Kg,....Kn respectivement). 

Dém. 

Rappelons que l'algèbre de Lie n de N est somme directe des algèbres 

n^, où n^ est lralgèbre de Lie du sous-groupe analytique K̂  de N. 

Démontrons le résultat par induction sur n. Si n « 1, le résultat est 

trivial car K = N-j_ est abêlien. 

Soient ft" = U2 + n^ +,...+ n et K le sous-groupe analytique correspondant 

Alors, par le lemme 5;1, nous avons que : 

f{n)dn = JCn1A) < dét Ad^(rl) / dét Ad (fi) ) On1 dfi 

K K1 x IJ 

où dn-» et dfi sont des mesures de Haar convenablement normalisées sur K1 

et K respectivement. Comme K et K sont nilpotents, dét Ad̂ (fi) = dét Ad (fi) = 1 

et dn = dn-, dfi. Mais H1 est abélien d'où dn-. = d Ç_...d Ç (à une normalisa-

tion près); et comme K est homéomorphe & Ho x.. .x N , le résultat s'obtient 

par induction. 
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§ T QUELQUES SOUS-GROUPES FERMES DE (SO(n,m))p. 

Définition, (7;l)«~ Soit g une algèbre de Lie, P(x) = V" a-_(x) ^ 

le polynôme caractéristique de adx. Soit q le plus petit entier tel que 

a soit non identiquement nul. 

Un élément x 6 g est dit régulier si a (x) 4 0, il est dit singulier dans 

le cas contraire. 

Remarque : De la définition des racines d'une algèbre de Lie semi-simple, 

relativement à une sous-algèbre de Cartan, nous voyons que, si H est un 

élément régulier de la sous-algèbre de Cartan, alors, Ct(H)^O y a Ä A 

Soient g0 l'algèbre de Lie d'un groupe de Lie semi-simple connexe 

G, gQ = kQ + hp + n0 une décomposition d'Ivasawa de g0, H un élément 

singulier de tu , A' l'ensemble des racines de g (complexifiée de g Q) 9 

nulles en H. 

La forme de Killing étant non dégénérée sur la sous-algèbre de Cartan h 

de g, nous identifions h et son dual. 

Soient alors hi, l'orthogonal de A* dans K0 , hi' l'orthogonal de h 

dans hp , P_ l'ensemble des racines positives nulles sur hp , P+ (resp. P_) 

l'ensemble des racines de P+ non nulles (resp. nulles) sur hp . Nous 

choisissons dans hp une base H^,...Hn, de manière à ce que H^,...H_ forme 
i " 

une base de h et Ep4-1,...Hn une base de b_ . 

Définissons maintenant m' comme sous-espace de g engendré par, hp , hk , 

les Xa et X_a pour
 a £. P_ U Pl & a étant défini comme dans le théorème (3;!)) 

ai 

On montre a l o r s que m^ = m1f\ gQ e s t une sous -a lgèbre r educ t i ve de g 0 

ayant l e s p r o p r i é t é s su ivan tes : 

* (Voir : F. Bruhat , B u l l . Soc. Math. France 8k, 1956, f a s e . I I , p . 199) 



1) hjr + fap est une sous-algèbre de Cartan de m0. 

2) m0 + ĥ j est l e cent ra l i sa teur de h£ dans g 0 . 

3) Si n ' est l a sous-algèbre de g engendrée par l es Xa a g P+
1 

et n 0 ' = n A g 0 , on a que 

W- V l C V et [^ , n o ' ] C n o ' . 

De plus, sQ = m0' + hp + nQ* est une sous-algèbre de gQ et sQ' est le 

o1 dans S0-ncrmalisateur de n * dans g_. 

Posons maintenant 

Al - exp hi et N' = exp n0'. 

AIN1 est un sous-groupe analytique de G engendré par hi + nQ'; c'est un 

sous-groupe fermé résoluble de G. 

Soit M0
1 le sous-groupe analytique de G engendré par IQ0

1J alors M0
1 Al 

et M0
1 AJN' sont des sous-groupes fermés de Gs comme composantes connexes 

de l'identité du centralisateur de Al dans G et du normalisateur de Nf 

dans G respectivement. 

Soit M0' le groupe de Lie simplement connexe d'algèbre de Lie Hi0'; comme 

A' est simplement connexe, M0' est l'image de M0' dans l'application cano­

nique de M0' x A' sur M0
1A', donc est un sous-groupe ferme de G. 

Jr P 

Soit enfin Mj1
1 le centralisateur de A' dans K. Posons M1 = M^1M0

1 et 

r* = M1AlK*. M' et r* sont des sous-groupes de G ayant M0' et M0
1A1N* comme 

composante connexe de e; ils sont fermés car ils contiennent le centre Z 

de G, et leur image dans G/£ est fermée comme produit d'un sous-groupe 

fermé par le sous-groupe compact M^*/Z. 

Groupe de Weyl. (restreint) 

Dans le cas où hp = h' l'algèbre de Lie m ', que nous désignerons alors 

par m0 est engendrée par des éléments de kQ, seulement. 
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Ainsi M ' est la composante neutre de M1, que nous désignerons dans ce 

cas par M« Soit alors I? le normalisateur de hp dans K. 

M = (k 6.K : Ad(It) H Ê L V H é h ). 
-Po Po 

M a les propriétés suivantes : 

1, M est un sous-groupe fermé de K 

£e M est un sous-groupe distingué de M 

3. m0 est V algèbre de Lie de M0 

Démontrons le dernier point. 

Soit E 0 l'algèbre de Lie de M. Si y £ mQi on a manifestement 

[Y9 H] fihp y H £. IL ,et ainsi, en faisant usage de l'invariance 

de la forme de Killing, 

(ad H.y, ad H.y) = - (Cad H)2ys y) 

Comme (ad H) y = O tyh fc hr> s l 'expression ci-dessus est nulle et 

adH.y = O, d'où y £ m0. 

Définit ion. (T;2)i- On appelle groupe de Weyl r e s t r e in t W, l e groupe 

quotient M/M. 

Remarquons que ce groupe est f in i car M et M sont compacts et ont même 

algèbre de Lie. 

Les sous-groupes T* et W nous seront u t i l e s pour déf inir des représen­

t a t i o n s induites et obtenir un c r i t è r e d ' i r r é d u c t i b i l i t é . 

Cas de (SO(n,m))p. 

Déterminons maintenant M0
1 dans l e cas de (SO(n,m))e. Comme M1A* est 

l e central isate\ i r de hi dans G, ses éléments doivent s a t i s f a i r e à des 

re la t ions du type p H = H p , E £h* et p é M'A1. 

Cette équation peut alors s ' éc r i r e schématiquement sous l a forme, 
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P4x t*» 

3> 

i r L _ . 

i y 

* li f*n t * 

' I | 

I 
O O I O I O t o 

X I O ' O Ô ' O 
_ r _ , _ 

U 1 O 1 O i 0 I 0 

- r T - . - r 
0 I 0 I 0 I O I «» 

M * ' O ' k* o 

H* i ° 

4-

H 0 
- -4 _ | _ 

. I 
vtf I o , a* ' ° i 0 

et de manière s imilaire 

p n ÎH« ** 

P =, 
Ö U- X* 

t . 

0 

Ö 

Nous voyons donc que si p est un élément de M'A' nous avons les relotioi' 

suivantes : 

B=D=E=H=R=U=W=P=O=N=O et CX = XK, AX = XM. Ainsi C=K et A=M; les 

matrices A, C, K, M, sont diagonales. 

ft ! O ' C I O I O 

T> ' G û I X 

Ainsi, 

P ^ K O I W O J 

O Q 

- i -

f 

0__j i 1 _ T__ _ 

i I 

V 

p * * 

t . i . 
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ïlous voyons d ' a u t r e p a r t que s i l ' o n pose 

a. -
?*• 

?+K 

1 ; 
O * 

— 

k 

0 

Ô 

A 
— 

O 

O 

\ C \ o 

1 û 1 O 

I M j O 

t » 
I O I 4 

4- * * = 
CN 

pfm t* . 

4 , 0 | O 

O f i r l ô_ 
O 1 O 1 H 

I I 
O j O O 

0 J tfl 0 

i ' 
t I 

O I 

11 

o I 

£1 

i 

O 

2 
O 

T 

Y 

a l o r s a m = m a , a e t m £ 0Cn,m) 

De p l u s , t enan t compte des r e l a t i o n s de d é f i n i t i o n de 0(n,m) ( l ; 2 ) 

nous avons que : 

A = 

cUh 
M 

cU*? 

C = 

*k 
M1 

*u, 

Ainsi a £ A' et m est isomorphe à un élément de 0(nsm), d*où 

Proposition (T>3) 

lu 

M0' e s t isomorphe a (S0 (n -p ,m-p ) ) e . 

Déterminons maintenant M^' e t é tud ions à ce t e f f e t l ' é q u a t i o n Ad(k) H 

= fl l o r sque H e t H Ê. h i et k £. K. 

Cet te équat ion peut s ' é c r i r e schématiquement sous l a forme, 

IV t-H 

o ; * 
t 

X ' o 

0 { 0 

R 

0 
— 

0 

n t « 

; ° 
i 

i T> i 

i -
i 

0 

D 
_ — 

E 

O 

X 

0 

n 

! * 

' 0 
I _ _ 
t 

0 

i 

IK 

\ o 
I 

I ° 
j 

i ° 
I 

t 

Vl i o 

o l fT> 
— — i — ~— 

o ' h 

tH 

I 0 

l'c 
I -
I ' E 
I 

O 
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où A C S0(n) 

u 
€ äOCm) et X« 

O 

Comme H est s ingul ie r , cer ta ins des t-[ sont identiquement nuls . 

Désignons par I^ (resp. I2) l'ensemble des indices correspondant au 

t-|_ de hl (resp. au t^ de h^ ) . Kous choisissons d 'aut re pa r t , comme 

dans le cas général , une base de hp indicée de manière à avoir 

d'abord les éléments de I^. 

En effectuant l a mult ipl icat ion mat r ic ie l l e nous obtenons : 

-U 

LA 
i 

O I fi ̂ [ f l u i 

cA I û 

X [ o I o 

0 \ 0 \ o 

Comme X et X sont symétriques nous tirons de cette relation les 

conditions suivantes : 

(T;*0 A X *C = O et (7;5) A X XB = X tx» -

Comme détA é O (par déf ini t ion de K) (Ti1O devient X *C = 0 , ce qui 

est équivalent à , 

C ^ O J = 1 ,2 , . . .n k E I 1 

La re la t ion (7;5) est d 'aut re part équivalente aux r e l a t i o n s , 

a* t q = b* t k k,q = 1 ,2 , . . .n 
q q 

Quelques cas p a r t i c u l i e r s . 

1 .X = X ( t q = t q ) 

Les t étant arbitraires sur I, nous avons que: 
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a 6-1I 

U i 1 

k = 1,2,...n q ^ k 

q = 1,2,...n q ^ k 

Nous voyons donc que les I, premieres colonnes de A n'ont que le terme 

diagonal non nul; comme A £SO(n) ces éléments diagonaux valent 1 ou -1. 

Finalement les colonnes de B et C étant nulles pour les mêmes indices 

(à l'exception du terme diagonal de B), nous avons, par un raisonnement 

similaire à celui fait ci-dessus que : 

a£ = 0 J = 1,2,...n k £ I1 et 

k 
b* = 0 k e Ii q = 1,2,...n q 4 k b = 1 ou -1 k £ I1 

Nous voyons donc immédiatement que les éléments de M^* sont de la 

forme suivante : 

P** 

IH 

i I 

^n tw 

O M erf-1 
1 
J 

O 
JL 

\ o \ o J / Y 0(*-f) / 

Remarque : Si hp - hl on obtient les éléments de M. Comme alors 

C = D = 0 il est facile de voir que les éléments de M sont de la forme 

suivante : 
^K 

IH 

•i OV-I O 

A O J - I 

O 

O 

O 

*> O (.**-«). 

La composante neutre de M est donc isomorphe à SO(m-n)e. 
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2. X i X et h£ = h^ (c'est-à-dire k é. M ) . 

Nous savons alors que C = D = 0 et que nous avons la relation 

k . q , k ~k , -, « ' 
a t^ = b t k,q = 1,2,,«.n 
q q 

k k' 
Supposons 'que a et a -^O pour k 4 k' et montrons qu'alors l'image 

de ĥ j par l'application 

(T;6) X — • A X 1 B̂ 

est de dimension < n; d'où une contradiction car dét A / O et 

dét B ^ O . 

Posons a* = X ^ , a*' A ^ , * R 

kT ~k' k~k 
Nous avons donc que : b t - À. . . b t = O, 

q k,k ' q 
Cette re la t ion étant l i néa i r e entre t k et t k , l 'espace image est de 
dimension < n. 

Nous voyons que nous avons un et un seul coefficient non nul dans chaque 

colonne de A, valant 1 ou -I 5 puisque A et B £0(n). De plus |a I = '^gl' 

Enfin l'application (7;6) est (au signe près) une permutation des 

éléments de X. 

Définissons maintenant, dans M, un ensemble de représentants des classes 

de M modulo M, 

Avec les notations définies ci-dessus, nous voyons que tout élément de 

M est caractérisé complètement par le triplet de matrices (A,B,E)S où 

A eSO(n) s B <£0(n) et E £.0(m-n); de plus détA = détB détE = 1. 

Soient (A3BjE) et (A,B,È) 2 éléments de M9J (resp. J*) le sous-ensemble 

de M formé des matrices n x n, diagonales, de coefficients non nuls 

1 ou -1 et de déterminant 1 ou -1 (resp. l). 
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Dire que ces 2 éléments sont dans la même classe revient à dire que 

(M - 1, B B , EE"1) est un élément de M. Plus précisément, en tenant 

compte de (7î5), nous avons les conditions suivantes : 

1. AA"1 = BB"1 = k é J ' 

2. EE"1 € SO(m-n). 

Comme les coefficients des matrices A et B sont au signe près les 

mêmes, il existe I et I1 & J1 tels que B = AI et B = AI1. 

Alors de 1. on tire que, BB*"1 = A H 1 - 1A" 1 = AA"1, d'où I = I1. 

Distinguons maintenant deux cas : 

1) B C SOCn). 

Si B £SO(n) on a que, par (l;3), E C SO(m-n) et, comme A 6. SO(n), 

I é. S0(n). La classe de {A,B9E) = (A, AI, E) est donc l'ensemble des 

éléments de la forme (kA, kAI, E), où I est fixe, k parcourt J' et 

È parcourt SO(m-n). 

2) B £ 0(n) B ¢. SO(n). 

Posons B' = B U n où B' û. S0(n) et Un e s t l a ma t r i ce de c o e f f i c i e n t s 

- ^l î j = l , 2 , . . . n et 6^ \ i = 2 , 3 , . . . n , j = l , 2 , . . . n . Soi t d ' a u t r e 

p a r t E1 = E Um_n; comme B = B ' Un = A I , i l e x i s t e I ' £. J ' t e l que 

B = A 1'Un e t l a c l a s s e de (A,B,E) = (A5AI1Un, E'Um_n) e s t formée des 

éléments de l a forme 

(kA, JtAI1Un, E'Um_n) I ' é t a n t f i x e , k parcourant J ' e t E' 

parcourant SO(m-n). 

Remarquons que dans les deux cas, à des I (resp. I') différents, corres­

pondent des classes distinctes. Il ne reste donc qu'à définir un moyen 

d'obtenir des A donnant lieu à des classes distinctes. 

II est clair que pour tout élément (A,B,E) de M, il existe un k é. J' 

tel que kA = A ait tous ses coefficients non nuls positifs, (à l'excep­

tion éventuelle de celui de la première colonne, afin que dét A = l). 

Soit L, l'ensemble des A £. SO(n) ayant cette propriété et tels que 

(A5B,E) £ M. 
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Proposition(7;7) 

A tout couple (A,l) où A £ L et I £. J', correspondent deux classes 

distinctes d'éléments de M modulo M. De plus, à" deux couples distincts 

(A9I) et (A',1
1), où A^A' et 1̂ 1* , correspondent des classes distinctes. 

Dém. Soit A, A'<£. L A^A'. Alors il n'existe aucun I'd J1 tel que 

A = l'A' (par construction de L); d'où le résultat, moyennant la 

remarque ci-dessus. 

Remarque : Nous pourrons prendre comme ensemble représentatif des 

classes de M modulo M les éléments suivants : 

(A9AI, identité) et (A1AIUn, Un^n) U J ' et A é. L 

Pour les éléments représentatifs des classes, l'équation AX B = X 

devient : 

AXI1A = X si B=AI A, I e S0(n) ou AXUnI
1A = X si B=UnAI Un £ S0(n). 

Comme les applications X —» XI et X —+ XUnI changent les signes de 

certains t^ de la matrice X et que l'application X —*• AX A est une 

permutation des éléments de X, nous avons la proposition, 

Propositionf7;Sj 

Le groupe de Veyl est isomorphe au produit direct du groupe des per­

mutations de n éléments et du groupe à deux éléments. 

Définissons maintenant N'. A cet effet rappelons que N' est le sous-

groupe analytique de G engendré par n0'. Comme P+ est formé des 

racines Xi * Xj i=l9...n j=i+l,...n,2n+l,...£-1, auxquelles on ajoute Â  

i=l9.,.n, si m est impair, on voit que, en définissant I^ et I2 comme 

précédemment, P+ est l'ensemble des Xi * Xj pour lesquelles i £. I^ 

j=i+l,.. .n,2n+l,... £-1. Dans le cas impair on ajoute Xi i é-I^* 
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flous voyons maintenant que, par un raisonnement analogue à celui fait 

pour n0, nQ' est engendré par les 

Xj = ei,Ó + ei+s»J 1^-1S- Ô=i+ls.-n,2n+l,...A-l 

s=l si î s n et s=n si i > n. 

Définissons donc K' par exponentiation. On a alors (page 21) que, 

(T;9) r = H 1H 2^ ,N 
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§ 8 LES KEPRESENTATIOHS IRBEDUCTIELES DE DIMENSIOH FINIE DE 1". 

Soit x •> Tx une représentation irréductible de T1 dans un espace vectoriel 

V de dimension finie. La restriction de cette représentation au sous-groupe 

résoluble connexe S=AlH' implique, par le théorème de Lie, qu'il existe un 

vecteur ££V-{0} et un caractère a de S tels que, 

T x K * a<x)ç V x é S. . 

A i n s i , a e s t une r e p r é s e n t a t i o n de dimension 1 de S e t , H' é t a n t l e sôus -

groupe commutateur de S, a (n )= l Vn & N ' . 

D ' a u t r e p a r t , 

Tan Tm * = Tanm * = W - 1 H m * « ^ 1 T 0 n . ç = a (a ) Tm ç 

où n1 - m n m ^ N* et m ^. M'. 

L'ensemble Tm £, m é,M', engendre donc un sous-espace stable V de V pour 

la représentation x -+ Tx de r'. Comme cette représentation est irréductible 

W = V. 

Remarquons enfin que la représentation x •+ Tx restreinte aux éléments de M' 

est, de façon triviale, une représentation irréductible de M'. 

§ *9 REPRESENTATIONS ET ALGEBHES L(<5) . 

Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe. Far représentation de G, sur 

un espace de Banach }{ . on entend, un homomorphisme g -*• T de G dans le 

groupe des opérateurs bornés, non singuliers sur R , avec la condition que 

g -*• T a soit une application fortement continue de G dans *}^_, l'afe ]^_. 

* (Les résultats de ce paragraphe sont tirés de : 

1. R. Godement : A Theory of spherical Functions. Trans. Amer. math. 
Soc. t. 73, 1952, p. ̂ 96-556. 

2. J. Diximier : Sur les représentations de certains groupes orthogonaux 
CR. Acad. Sc. Paris, t. 250, p. 263-5. 

3. F. Bruhat ; Loc. sit. page 29.) 
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Définition (9;l)«- Soit A une algèbre associative sur C et soit x -* Tx 

une représentation linéaire de A par des opérateurs bornés sur un espace 

de Banach*}^ ; alors la représentation donnée est dite complètement irréduc­

tible si tout opérateur borné sur "J-I est une limite forte d'opérateurs Tx. 

Tous les résultats de ce paragraphe vont dépendre essentiellement du lemme 

suivant. 

Lemme (9j2) 

Soit A une algèbre associative sur C, et soit n un entier fini. Supposons 

que A ait suffisamment de représentations linéaires de dimensions <, n. 

Alors toute représentation complètement irréductible de A est de dimension 

i n. 

Dém. Soit Mn l'algèbre des matrices n x n. Montrons d'abord qu'il existe 

un polynôme ayant les propriétés suivantes : 

} dépend linéairement de chaque x-. 

2. F(A1 ,A2,...A1.) = 0 \/Al>"-Ar 6 Mn. 

3. Il existe A1,...A7 £ Mn+1 tels que P(A1,..^) i 0. 

Définissons sur A le polynôme P(xls...xr) = —, l e(n) x^d)« •-x^r)* o u l a 

somme est effectuée sur l'ensemble des permutations TT et où-e(fï) vaut 1 ou 

-1 selon que u est pair ou impair. Manifestement, P(x-,,...xr} dépend linéai­

rement de chaque x^. On pourra donc se restreindre à vérifier la propriété 

de P pour les éléments d'une base de M ou de ^ + 1 . 

Soit r(n) le plus petit entier tel que P(A1,..^ ) = 0 V Al'" l Ar^ Mn° 

Un tel r(n) existe toujours, car si r(n) := n** + 1, et si A1,.. .A1. sont 

n2 + 1 éléments d'une base de Mn, deux au moins, parmi ceux-ci, sont égaux 

et par construction P(A1 ,...A3.) = 0. 

Montrons maintenant qu'il existe une borne inférieure pour r(n). Soit 

t=r(n)-l; supposons que B1,...B^ soient des éléments de Mn tels que P(B1,.. .B^) ^- 0. 

Supposons plus précisément le coefficient (P(B1,...B^)n k ^ 0. Prolongeons 

maintenant les matrices B-J- à" des matrices de Mn+1, par adjonction d'une ligne 

et d'une colonne de zéros; alors il est évident que 
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P(E1,. ..Bt, e k s n + 1, en+lsll+1) ̂ O où (e^j) est la matrice 

ayant tous ses coefficients nuls, à l'exception de celui d'indice (i,j) 

de valeur 1. 

Ainsi r(n+l) Ä r(n) + 2 et comme r(l) = 2, on a que r(n) Ä 2n. 

Comme A a suffisamment de représentations et comme ir(P(xls. ..xr) ) 

= P(7T(X-^), ... Tr(xr)) = 0 pour chaque représentation TI de dimension £ n, 

on a que P(xjs..,xr) = 0 quel que soit X1,...xr e A. De ce fait si x -+• Tx 

est une représentation complètement irréductible de A sur un espace de 

Banach }{, nous avons P(Tx ....Tx } = 0. Soit alors A19^-A2, des opérateurs 

bornés quelconque sur I^ ; approchons A-, par des opérateurs Tx. Vu la linéa­

rité de P en X1, nous avons P(A-,,Tx ,.. .Tx ) - 0 et de proche en proche 

P(A1,...Ar) = 0. 

Supposons maintenant que }-[. contienne un sous-espace F de dimension n+1. 

Notons A1,...Ar des opérateurs quelconques de F. F étant de dimension finie, 

les A-: sont induits par des opérateurs bornés sur J{. Ainsi P(A1,...Ar ) = 0 

en contradiction avec la propriété 3 de P. 

Les algebres L(fi). 

Soit G un groupe de Lie semi-simple de centre fini et K un sous-groupe 

compact de G. 

Soient 6 une représentation irréductible de K, Xfi Ie caractère normalisé 

de 6. (X0 * X6-X0). 

Soit L(G) l'algèbre des fonctions continues à support compact (algèbre 

pour le produit de convolution); alors l'ensemble L(ô) des fonctions 

f Ê-L(G) tels que xTô* f = f * X6 = f est une sous-algèbre de L(G). 

Soit g -*• T une représentation de G dans un espace de Banach Ji. 
f 

Posons E(ô) = Tk X 6U) dk 

On voit facilement que 1. E(ô) EU) = E(6) 

(9;3) 2. E(6) E(ó') - 0 6 * &' 

3. E(6) % = Tk E(6) Vk £ K. 
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E(ô) est donc une projection continue de }-{_ sur un sous-espace fermé H(^) 

De plus, si XtJl(S), Tk x £}i{6) V k à. K. Il est alors clair que la 

restriction de T^ à }£(&) ne contient que des composantes du type S. 

Si dim 3x(ô) = P dim (5) est finie, on dit que 6 est contenue p fois 

dans la représentation k •* T^ de K. 

Nous avons d'autre part que, 

ou J a X|*t*?Ä t Ä LCO-). 

Ainsi si f £.L(5), E(6) Tf E(ô) = T et >\.(S) est stable pour Tf. De plus, 

si T^ est l'opérateur induit par T- sur Jl(O)9 nous avons que T„ = 0 est 

équivalent à Tf = 0. 

Lemme (9j*0 

Soit g •* Tg une représentation complètement irréductible de G sur ~}\_ ; 

alors pour tout S, la représentation f •+ Tf de L(S) sur J-C(S) est complè­

tement irréductible. 

Dem. Soit A un opérateur borné sur J^ (6); étendons-le à J^par la condition 

A a = AE(S) a \/at Jf. La représentation de G étant complètement irréduc­

tible, il existe un ensemble de f. & L(G) tel que Tf. converge fortement vers 

A sur Jf . Posons alors gi - X$ * f * X5. Il est clair que %$_ £L(S); de plus 

nous avons que lim Tg. a = lim Tg. a = lim E(S) Tf. E(S) a = lim E(S) Tf. a = A a 

y s. é. $4.(&), ce qui montre que Tg. converge fortement vers A sur Ji(S). 

Définition (9»5)-- Un ensemble de représentations Q de G est dit complet 

si, pour toute fonction non identiquement nulle f £L(G), il existe un 

élément T d'une représentation de Çl telle que Tf ^ 0. 
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Lemme (9;6) 

Soit Q un ensemble complet de représentations de G. Supposons que, pour 

un ô donne, Ô soit contenu au plus p fois (p fini) dans chaque element de fl. 

Alors 6 est contenu au plus p fois dans toutes représentations complètement 

irréductibles de G8 

Dem. On sait que, \/ f £ L( 6), Tf = 0 est équivalent à Tf = 0, d'où les 

représentations f •+ T~ de L(s) associées aux différents éléments de Q forment 

un système complet de représentations de L(ô) dont la dimension est £ n 

= p dim(ô). Par le lemme (9;2) on a donc que toute représentation complètement 

irréductible de L(ô) est de dimension £ n, d'où le résultat par le lemme (9;M. 

Il nous reste à démontrer un théorème plus précis qui nous montre dans quel 

cas p est fini; puis à exhiber un ensemble complet de représentations 

(de dimension finie) de G. 

Théorème (9;ï) 

Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe de centre fini, K un sous-

groupe compact maximal de G, G = K A^H une décomposition d'Iwasava de G 

et M_ la composante connexe du centralisateur de A13 dans K. Soit Ô une 

représentation irréductible de K-,et p un entier tel que toute représentation 

irréductible de M0 soit contenue au plus p fois dans la restriction de 6 à M0. 

Alors ô est contenue au plus p fois dans la restriction à K de toute repré­

sentation complètement irréductible de G. 

Avant d'entreprendre la démonstration, donnons d'abord une définition. 

Définition (9»8)-- Soient T un groupe topologique, T' un sous-groupe. 

Pour toute représentation o' de T' dans un espace de dimension finie V , 

définissons l'espace V des applications continues de T dans V1, telles que 

e(t't) - a'(t') 6 (t) pour tout tT £.T' et t £ T; alors la représentation 

a de T dans V définie par Ca(OeHt1) = 6Ct1O pour tls t £. T est appelée 

représentation induite par c', on la note a = ind a1. 
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Lemme Ì9',9) 

Toute représentation irréductible TT de dimension finie de T est contenue 

dans une représentation de la forme ind a\ où o1 est une représentation 

irréductible de dimension finie de T1. 

Dem. Soient W l'espace de la représentation TÎ de T, a' une représentation 

irréductible de T' obtenue comme quotient de ïï|mi« 

Soient VT l'espace de la représentation de 0' et w l'application canonique 

de W dans V\ 

Soit V l 'espace de l a représentation 0 = ind o*. 

Pour tout a Ê W soit 6a l ' app l ica t ion de T dans V définie par 6 a ( t ) 

- (o(ir(t)a). 

Montrons que : 1. 6a £ V 

2. L'application a -*• 6a est un isomorphisme du T-module W 

sur un sous-module de V. 

Soit t'éT' et t é T , alors 6a(t't) = coUU ' M t )a) = c'(t')ea(t). 

La dernière égalité résulte de la définition même de o'. 

Pour démontrer 2, remarquons que l'application a •+ 8a est infective. En 

effetj si 6a(t) = 8^(t) tyt 6. T, nous avons que tu (ir(t) (a-b) = 0. Comme, 

si a 4 b, les combinaisons linéaires finies d'éléments du type Tt(t)(a-b) 

sont dense dans V̂  ta : W •+ 0 ce qui est contradictoire; d'où a = b. 

Finalement comme 8a(t^t) = 8n(t;]_)a(t ), nous avons bien un sous-module de V, 

Lemme (9;10) 

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe ayant une représentation fidèle 

(de dimension finie); alors G a un ensemble complet de representations ir­

réductibles de dimension finie. 

Dém. Soit g -*• T une représentation de G sur un espace vectoriel H . 

Appelons coefficients de la représentation les fonctions 6(g) = (T a,a') 

où e.eH et a'* "$-{? (dual de J{. ). 
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Soit C„ l'ensemble des combinaisons linéaires des coefficients des 

représentations irréductibles de dimension finie de G. Puisque G a une 

représentation fidèle,'nous avons que, par décomposition de cette 

dernière en composantes irréductibles, 

6(g?) = e(gfl) V e & C f implique g' = g". 

D'autre part, le produit de deux coefficients est un coefficient, car le 

coefficient d'un produit tensoriel de représentation est le produit des 

coefficients de ses composantes. Il en est de même du complexe conjugué 

d'un coefficient, puisque la conjuguée complexe d'une représentation est 

une représentation. 

Nous sommes donc dans les conditions d'application du théorème de Stone-

Weierstrasse. Ainsi toute fonction continue sur G peut être approchée 

uniformément sur tout compact par des éléments de Cf. 

Soit f £ L(G) une fonction non identiquement nulle, il existe donc un 

6fiCf tel que / f(g)ô(g) dg 4 0. Mais (Tfa,a') - / (Tga,a
!) f(g) dg = 

/ f(g)e(g) dg 4 0 d'où le résultat. 

Démonstration du théorème. 

Les deux lemmes ci-dessus montrent que les représentations de G de la 

forme a = ind o', où a1 est une représentation irréductible de M0A-N 

dans un espace V de dimension finie, constituent un système complet de re­

présentations de G. 

En tenant compte de la forme particulière des représentations irréductibles 

de M0ApN, (voir § 8), l'espace V de o peut s'identifier à l'espace des 

applications continues n : K -+ V telles que ntnüü = o'(m)n(k) pour m &. M0 

et k C K. 

On a de plus que (0(^)0)(¾) = nĈ -,10 pour k-j_, k é. K, c'est-à-dire que 

9 Ik. es"k -*-a représentation de K induite par a1 jw. Mais o* L est irréductible, 

donc, en vertu du théorème de réciprocité de Frobenius dans le cas compact; 

a contient 6 autant de fois que è| contient a'|M donc au plus p fois. 

D'où le résultat par application du lemme (9;6). 
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Dans le cas de {S0(n,m))e, le sous-groupe compact maximal K est isomorphe 

à S0(n) x S0(m); de plus M0 est isomorphe à SO(m-n). Comme les représen­

tations de S0(n) x S0(m) sont définies à l'aide du produit tensoriel des 

représentations irréductibles de S0(m) et de S0(n), nous pourrons limiter 

notre étude à la détermination de p pour K = S0(m) et M0 = SO(m-n). 

Une étude détaillée de S0(n), (Toroide maximal, diagramme de Stiefel et 

caractères), permet de montrer que toute représentation irréductible D 

de S0(n) est caractérisée par une suite finie d'entiers, (Poids dominant 

de la représentation). 

Désignons donc par D1n ,..m vme représentation irréductible de S0(n), 

de poids dominant m;j_,. ..EL^, On a alors le théorème suivant que nous 

donnerons sans démonstration. 

Théorème (9il0)* 

Avec les notations définies ci-dessus nous avons les relations suivantes 

où la somme parcourt tous les entiers des systèmes (m*) satisfaisant à 

mi i B1
1 ^ m 2 A mg' m £ \mt.

t \ 

où la somme parcourt tous les systèmes (m') satisfaisant à 

ml * V * 1Vl' * Kq 

Ce théorème nous montre que si MQ est isomorphe à SO(m-l)(c'est-à-dire 

si n=l), alors les représentations irréductibles de M n'apparaissent 

quTune fois dans celles de M obtenuespar restriction à M des représen­

tations irréductibles de S0(m). D'autre part, il est clair que dans tous 

les cas où n > 1, les mêmes représentations irréductibles de M_ apparais­

sent plusieurs fois dans la plupart des représentations irréductibles de 

K restreintes à M0-

* (H. Boerner, Representations of Groups, North-Holland 1963) 
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§ 10 LES FONCTIONS SPHERIQUES 

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini, G = K A^N 

une décomposition d'Ivasawa de G, M la composante connexe de l'identité 

du centralisateur de A^ dans K. 

Soit 6 une représentation irréductible de K, p le nombre de fois où ô 

apparaît dans une représentation complètement irréductible g -*- T de G 

sur un espace de Banachjj^,. 

Le sous-espace -̂(.(ô) étant de dimension finie, on peut considérer la 

fonction 

$6(g) = Tr<E<6) Tg>-

<f>- est appelée fonction sphérique de type 6 et de hauteur p. 

Le but de ce paragraphe est d'établir, dans ce cas particulier, en 

suivant la théorie de Godement, une formule intégrale pour les fonctions 

sphériques, puis de calculer ces dernières dans le cas des groupes 0(n,m). 

Soit T = M O ; nous avons vu précédemment que T est un sous-groupe 

fermé de G. D'autre part, toute représentation irréductible de dimension 

finie t -* L(t) de T est telle que 

L(man) - a(a) L(m) où a est un caractère de Ap. 

Considérons la représentation induite g -»- T~|, induite par la représenta-

tion t -*• L(t) de T. 

Rappelons que l'espace "T£ de la représentation induite est l'ensemble 

des applications continues 6 de G sur l'espace vectoriel V de la 

représentation L. ïïous avons montré (voir démonstration du théorème (9;ï), 

que l'espace *JH pouvait s'identifier à l'espace des applications continues 

e de K dans V telles que e(mk) = L(m) 0(k). 

Calculons maintenant la fonction A f ) = / A (g) f(g) dg quel que soit 
o o 
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T£ e(k) = / 8(kg) f(g) dg = / e(g) fdt-ig) dg 

Soit k •* k l'application naturelle de K sur K/M ; par la théorie des 

espaces homogènes, on a, K et M étant compact, 

/ f(g) dg = / dh / f(th) dt 

K/«o T 

On a tenu compte ici du fait que, comme G et T sont homéomorphes 

respectivement à K x A x H et à M x Ap x U, G/T est homéomorphe 

à K/M0. 

Ainsi, 

Mais, / L(t) e(h)f(k~ th)dt est invariante par l ' app l i ca t ion h •+ mh, 

c ' e s t - à - d i r e est constante sur l es classes de K modulo M . En e f fe t , 

\ L(t)*(*U 1If 1 I^O A t - i LU) Lui ÔCM 4lU''t^M <*fc -

La dernière éga l i t é provenant du changement de variable tm -*• t . Ainsi , 

Comme EIt)* \ ^ k X j M i k on a que, 

&n) ecw)- i (T4
1, êj|k)fj(ii âk ^ (tL*k)iLfit) àA et 

EfS) T^IW- SJJ Lit) OtM f l r V t O Xf U) JLi ALiA. 

Tenant compte du fait que xAi~ ) = Xg(H)3 nous voyons que E(6) T est 

un operateur intégral sur #£. à valeur dans V défini par le noyau 

Remarquons maintenant que le noyau KT(k,h) est défini non seulement 

sur*J(, mais également sur l'ensemble L (K) de toutes les applications 

continues de K dans V. 



53 

Nous étendrons donc la représentation T a L (K) tout entier. 

Considérons maintenant l'opérateur P(L), sur LV(K), défini par, 

Comme 9 W) - J L l*-> 6 l ~ ~ W ) ^ = L l * { L l - ^ 0 ^ ^ 

= L(S) 8(k) on a que P6 = 8. Ainsi P(L) est une projection de L (K) 

sur J?L. 

D'autre part ^ ( " U ) = faUfV'lU XfM L U W * " -

Lt-OKVUA) et k * (I*.*1-) = J j K I T W ) x* U) ui«-»•-il' 

Dans cette dernière égalité, on a fait usage du fait que dét(Ad^,(m)) " 1 

quel que soit m £, M . 

Nous avons alors, par un calcul simple, 

P(L) T^ = T^ P(L) = T£. 

Ainsi la trace de T^ sur "H est égale à la trace de î sur L (K). 

Par conséquent, si la représentation g -> T est irréductible, on a que, 
g 

<fr|L(f) - Tr J X^ (L1I1) 4L = T . Jj JlH-'iU) ^ ti) UU) Ji JLit 

= JJj * ( L H 0 Xj(I-L) Tr l LI«) a i i l it 

Comme nous l'avons vu ci-dessuss dt est invariant par t -*- tm, d'où, 

4*1* ( * ) m flîî *t-W*—W) xrlkU) TrILtI)LW) ik A i t J u . = 

SiJ îi^Xtik^li) Tr(L(OLU)) 4k iL. Jt Ji^ = 

Jg ^IktL) X r ( ^ u k )T r (L(t)L*Vl) 4UL i t «U. 
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Définissons maintenant l'application xÄ(g) ̂
e G dans C par 

Bien que la décomposition g = th ne soit pas unique, il est clair 

(intégration sur la classe de K modulo MQ) que l'application X ne 

dépend que de th; d'où nous avons ; 

*6 
L ( f ) = j j }CuL)xf

LUU) <nw" 
- JJ | l ^ U / ( â , < ) ^ l< d'où 

*6(f) = \hU} [^ (H 1^ ^ etc« 4£W«/«tf(j)f. 
on en conclut que : 

Cas particulier. 

Si 6 est la représentation triviale de K et si L(m) = 1 pour tout 

ni £ M , alors, en désignant par a un caractère unitaire de A_, on a que : 

où t, v-1\ e* a(kgk~ ) sont les éléments qui apparaissent dans la 

décomposition d'Iwasava de kgk = kan et dans celle de kgk" en k't. 

k,k' £.K et i £ T. 

Posant H = log a, on a finalement 

Aft \ ( H«^"')) â 

où v est défini par l'équation a(e ) = e 

Remarque : Dans ce cas particulier Xs 

ainsi l'algè"bre L(fi) est, dans ce cas, l'algèbre des fonctions "bi-inva-

riantes sous K. Nous la désignerons par L(A0), 



§ 11 DETERMINATION DE *i(g) DMS LE CAS DE (SO(n,m)) . 

Lemme (ll;l) 

Tout élément de (SO(n,m)^ se met sous la forme g = kak* oùket k1 g K 

et a £ Ap. 

Dem. Décrivons schématiquement g sous forme de matrice "blocs", 

A ib 

C i Ta 

Soient alors k = 

de K; nous avons alors que : 

IV 

o ' W 
* et k' 

i ' l 

deux élêmeiats 

u 

kgkV= 
Ic. A k, ' W . - B ^ 

•n 

Définissons les coefficients des matrices k-., ko, k'-, et kfg par les 

relations suivantes : 

1 - H f k l ) f c A s C k ' l } I = ° i = 2 . 3 , . . - n 

2 . - Z ^ ( k i ) Ì A^ ( ^ 1 ) * = 0 J = 2 , 3 , . . . n 

3 - ^ ( k l } k B s ( l t V j = ° J = 2 , 3 , - - . m 

^ - XT <k2)£ C * ( k V . S = 0 i = 2 , 3 , . . .m l ' i 

Les a u t r e s éléments sont d é f i n i s par o r t h o g o n a l i t é des l i g n e s e t des 

colonnes ( l e choix n ' e s t pas unique l), 

kgk* e s t a l o r s une ma t r i ce de l a forme su ivan te : 

a , O , -- • O I I y O; • • • • Û 

V M = Ci / C i , 
o 

c„ J« , A I t * 

A-. 
C 

GL 

Cw 
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Choisissons finalement les composantes des vecteurs 

((¾))^,...(H1)^)1 ((^1)J,...(^1)"), ((k-2)^...(k'2)™), 

((k ) ,...(k ) ), de manière à ce que a,b,c,d, soient positifs. 

Faisant usage de la pseudo-orthogonalité du groupe, nous avons maintenant 
2 2 2 2 2 

-a + c. = -1, -a + b., + ... + b = -1, ab. = c,d_ , ac, = b.,d. , d'où 
. 2 2 2 2 n 

nous tirons que b. = c, et a ~ d., et finalement b =b =...b =0. 
I l 1 2 3 n 

Des calculs semblables montrent que e =e =...e =0. c =...c =0 et 
* 2 3 m ' 2 m 

d0=d =...d =0. «= 3 m 
2 2 

Comme a = 1 + c , nous posons a = cht . Nous avons alors : 

3 = 
A : 1 

«kl. o } -
o 

cUV, o 

Démontrons maintenant le résultat par récurrence sur n (m étant quelconque) 

Si n = 1 nous avons : 

1 = 

cUfc, $Ut, j o • -

D 
o 

• O 

- - a-

Mais D est isomorphe à un élément de K, d'où le résultat. 

Supposons maintenant le résultat vrai pour n-1. 

Soit f = 

c : T> 

f est, à isomorphic près, un 

élément de S0(n-l;m-l). 

Par hypothèse d'induction nous pouvons mettre f sous la forme 
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i^*\ -
* k. 

O 

- - - - o 

O 

Ò 

'I 0 0 -. 0 - -. 0 

0 , e cWh 

0 iM» 
0 - *i 0 / • 
0 »Ub,. t W i 

=M H 

O -• 

'•VIA, -cU, 

où h 1 e t h1 €. SO(n-l) e t h2 e t h * 2 £ SO(m-l) 

A 

S M , * t U 4 

a l o r s , g = haha = haah d 'où g = khaah ' k f . 

Posons 

*,* 0 -

u O 

Remarque (ll;2). La décomposition de g donnée par le lemme ci-dessus 

n'est évidemment pas unique. En effet, si kak' et hah' sont deux 

décompositions de g nous avons que : 

a = 1W1Ii1V. 

Prenant le transposé de cette équation, nous avons, après multiplication 

que : 

L2 = "Wa')2 Vkh). 
. t Ainsi kh est un élément du normalisateur de A . Il en est de même 

t P 

pour h' k1. 

Lemme (ll;3) 

Tout élément de K peut se mettre sous la forme k = mk'm1, où m,m' £ M 

et k' est un élément d'un groupe isomorphe à SO(n) x S0(2n). 
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Dém. Comme M est isomorphe à SO(m-n) le problème revient à écrire les 

éléments de SO(m) sous la forme m-|_k m' où m et m1 ¢ 1 x SO(m-n) 

et k., é S0(2n) x I 
1 m-n 

Nous avons montré (théorème (6;2)) que tout élément de S0(m) pouvait 

se mettre sous la forme 

(*-') 

« j - r .-.i m O U>- 3tki. 3.(e» --UO 

Supposons les axes numérotés de manière à ce que g ..-g é. M. 

Alors g = C V-" f~>... f-') I V*-*-'. -. V°) -

Dans cette relation, nous avons fait usage du fait que, par la définition 

même des gi, gi(e) g i + 2U) = Si + 2U) g^e). 

Il est clair d'autre part que les termes entre parenthèses appartiennent 

à M et que le terme restant est du type défini ci-dessus. 

Lemme (Xl ;U) 

Soient K a SO(n) x S0(2n), U a SO(n) x SO(n+l) deux sous-groupes de 

S0(n,2n). Alors Y k,k é K il existe u,ù é. U tels que 

Soient 

H(kak) = H(uaù) \/ a £ A . 
P 

n f» 

^ = 

Ii 

, 1 
et k <« 

p 

deux éléments de SO(n) x SO(m). 
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Dém. Comme tout élément de K peut s'écrire comme produit d'éléments du 

type K et du type K , (voir lemme 11;3), il suffit de remarquer que 
ir 

akp = k a dès que p > n, ce qui est immédiat puisque k £.M, et le 

résultat est alors une conséquence de l'unicité de la décomposition 

d'Ivasava. 

Remarque (ll;5): Tenant compte des lemmes (ll;3) et (11;¾), ainsi que 

de la bi-invariance de H à droite par K et à gauche par M, nous pouvons 

écrire H sous la forme : 

<iiS6) H ,Htak.(e^v..u.«or.)w.i»:::) . . .MC:t). . .k«c^) 

où L E K 1 = S0(n). 

Théorème (ll;T) 

Dans les notations des lemmes (ll;3) et (ll;U), les fonctions sphériques 

de hauteur 1 de SO(nsm) sont de la forme 

7 r ,rH(^ t (rv . . . t : ) ujct)--- ^ * ~ - V ) 
»^ Ji i-i k^' Jt f «»"-'••M "' IID1* JA11** 

Dem. Il suffit de remarquer que les facteurs sinusoïdaux sont les 

facteurs de la mesure de Haar sur K (théorème (6;3)) dont les variables 

apparaissent dans H. 

Remarque (ll;8) : Il est possible de montrer que les fonctions sphériques 
n 1L -

sont invariantes sous le groupe de Weyl*; donc, comme H est invariant 
sous M, de montrer que $(g) est bien une fonction de A_ seulement. 

* (S. Helgason, Differential Geometry and Symmetric Spaces, 

Acad. Press. , p. 1*28) 
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Notre but étant de déterminer H(ak)s nous posons ak = kàn (décomposition 

d'Ivasawa dans S0(n,n+l)). Effectuant alors le produit de cette equation 

par l'équation transposée, nous obtenons 

t.- 2,- t ~2 
k a k = n a n 

Afin d'avoir cette équation sous-une forme mieux adaptée a. notre 

problème, nous effectuons un changement de base défini par la matrice 

S = 

y, «i 7r, 

-Vi (t ?n V 

;7. A ft 

Nous avons alors que : 

^ t 5 CL H-^ 

X 
• î * 

. -t. 

De plus, si n é - N , ? u 

P -

"7 I ' ( f p ^ f (»•«*/ 1 

_ -ifril) 

O 
-1 

P + H 

4 «• 

I- — (Tp^lp+H J — — pfl i p+H+t 
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Ainsi, après transformation par S, les éléments de N seront de la forme 

i 
*****! ni...» n/* -- -

t „ 2 t e t par consequent s n a n s prend l a forme, 

,L. 
A * e 

* h -

fc 
•• X 

J t a 
e* o.\ '. 

— e 

i i t 
où les a. sont des produits du type n. e i. 

Nous remarquerons maintenant que, pour i t n, les coefficients des i 

premières lignes et colonnes de la matrice produit sont déterminés 

par le produit des matrices ci-dessus, restreintes à leur i premières 

lignes et colonnes. Ainsi le déterminant de la matrice produit restreinte 

à ses i premières lignes et colonnes est égale au produit des déterminants 

des deux matrices ci-dessus restreintes à leur i premières lignes et 

colonnes. 
t- 2 t 

Désignons maintenant par 6- le déterminant de la matrice s £a £ s, 

restreinte à ses i premières lignes et colonnes. 

Rous obtenons alors : 

*-**• St. i t , 

% > J- . 

Soient u,...vn les composantes de la forme linéaire v sur hp , alors, 

^xZx +TK^1.+ - - . +• -^t 1. 
01 S*.—IT-

et 
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Afin de donner une forme plus explicite au Ô-, nous déterminons la 
t ~ 2 ~t 

matrice L= s ka le s. Comme k se met sous la forme, 

k = 

1 

^ r 

kî 

U. .. L; 
t : 

* ^ - • • 

Nous ob tenons , après quelques c a l c u l s , l e s n premières colonnes de l a 
A . t,~ 2~t n Ä . ^ 

ma t r i ce s ka k s sous l a forme su ivan te : 

ïAfvJ+aJ), ^KbW) 

i e^Cb^+a?) . . . . J e ^ O ^ + a 2 ) 
1 1 n n 

• * 

t t ,*n riv n t /"n ru 
^e n(b +E 1 ) , ge n ( b

n + a n ) 
1 *"t_ / , 1, 1 \ i —t_ / n 1 Ii 
ge l ( - b . + a ) , se l ( - b +a ) 

• * 

• * 
i - t , n n, T - t , , n, n v 
ge n ( - b + a _ ) 5 se n ( - b +a ) 

1 1 n n 

_L n+1 1 n+1 

/2 a i » • • " 72 a n 

Tenant compte maintenant du f a i t que, 

et que I ^ "^ * ^ 
4 - * * JT- An*'^*,•*, 

nous avons que , 

K = I * U s i 

M. 
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Ainsi nous obtenons que, 

H-

L'.' JL'^;--
L ,.| 

L ^ 
L H 

c f i , v . ) , ( ^ 1 V 1 ) , . . . . ( v „ ^ ; 

^V <W 
"*• Jt k k 

où V. est un vecteur de composantes v. = b. cht, + a. sht, 
î ^ î î k i k 

pour k = l525...n et où (f.V.) = y V^ V^. 

Comme 6. est maintenant écrit sous forme de déterminant de Gram, nous 
3 

posons 

vf;; v;\ v> 
v r. 

VI' • • * ï 

où r , r , ...r peuvent prendre n'importe quelle valeur entre 1 et n. 

Mous obtenons, en faisant usage de la théorie des déterminants de Gram. 

Ainsi tenant compte du théorème (11;T)S nous avons : 

(^-j{rç<x.(; in^ 
y. 

M - H - V- t -*+k 

» 
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§ 12 FOUCTIOHS SPHERIQUES DE TYPE POSITIF ET REPKESENTATIONS. 

Définition (l2;l).- Une fonction <f> sur un groupe topologique G, à valeur 

dans le corps des complexes est dite de type positif si 

Pour tous les ensembles finis X1,...X d'éléments de G et pour tout ensemble 
I n 

de nombres complexes a-,,...an. 

Soit ir une représentation unitaire d'un groupe topologique G sur un espace 

de Hilbert 3"i, alors, si <,> désigne le produit scalaire, la fonction 

x —>• < e, ir (x) e > est de type positif quel que 

soit e e Jf. 

En effet, 

Supposons que G soit un groupe de Lie semi-simple connexe et de centre 

fini, possédant une décomposition d*Ivasawa G = K A N. Notons d'autre 

part xu = uv h(x,u) n(x,u), la décomposition d'Iwasawa de xu, où u et 

Ux £ K, x ^Gyh(x,u) é. A et n(x,u) £. N. 

Lemme (12;2) 

Si x,y <£ G alors Uyx = ("^x)y
 e"t H(yx,u) = HCy5Ux) + H(x,u), où 

K(x,u) ~ log h(x,u). 

Dem. xyu - yû . h(xsu) n(x,u) - (^)y Uy 9U x) nfy,^) h(x,u) n(x,u) 

= ^ux)y
 h(y,ux) h(x,u) n'(y,ux) n(x,u) = u h(yx,u) n(yx,u) où 

n'(y,ux) = h
_1(x,u) n(y,Ux) h(x,u) EN, puisque N est le sous-groupe 

des commutateurs de A-K. 
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Définissons maintenant, avec Harish-Chandra une série de représentations 

de G sur L 2 ( K ) . 

Soient v, une forme linéaire sur hp , (à valeur complexe), p, la demi-somme 

des racines positives, v' = v + 2p; définissons alors l'application n par, 

Montrons que ir est une représentation. 

1) Par le lemme ci-dessus nous avons que : 

TM (v) (ir,wf) (ni - Ä-» '(H^'< ^ (T>JU) f ) (av.,) -

2) Si y « uhn, alors xy = xuhn = Ux h(x5u) n(x,u) h n = Ux h(x,u) h h 

n(x,u) h n = Ux h(x,u) h n
r où n* = h-1n(x,u) h n € N. 

Ainsi pour x fixé nous avons que : 

e2p(log h) du dh dn = dy = d(xy) = e
2P<loS Mx,u)h)dUx d h ^ p o u r x> & j 

h fixé. 

Ainsi du = e2p(KU>u)) ^ 

—v1 (H(X-^- u) ) i 
Posons g(u) = e * f(ux ). Nous avons alors, 

« I (v + p)(H(x,u))| . . , „ 
Comme je | est continue, elle est bornée sur K. 
Soit Mx la borne de cette fonction au point x. Alors, 

y 
TÎV e s t donc un opéra teur bo rné , et on montre a l o r s faci lement que TTV e s t 

con t inu . 



66 

Comme par ce qui précède, 

nous remarquons que la représentation sera unitaire si v + p prend des valeurs 

purement imaginaires. 

D'autre part, si i/i désigne la fonction caractéristique du compact K, et si 

i r v est unitaire, nous avons que : 

-V(tUx,tO) 
< *h, ̂  W *0> — < 4o, ir; (xi "h, •> — ] Ä au. 

où v' - p *= v + p est imaginaire pure, c'est-à-dire Ré(v') = p et, en posant 

v1 - p = -i X5 (x étant réel) 

Nous désignerons désormais par <f>̂  la fonction sphérique de type positif 4>_vt* 

Rappelons que si s £ W (groupe de Weyl), $ ,- <j>., où <j>sxM ~ *sx(
exPH) 

= é, (exp sH) avec x = kexp H n. 

Il suffira donc de se restreindre au X d'une chambre de Weyl, c'est-à-dire 

aux formes linéaires sur hp à valeur dans R satisfaisant à ^A.oO^o ^ 6 / I + 

Il n'est pas possible de dire si nous avons, par ce procédé, obtenu toutes 

les fonctions sphériques de type positif. Nous allons voir néanmoins que 

l'ensemble ainsi défini est suffisant pour établir la mesure de Plancherel 

des fonctions sphériques de type positif. 

§ 13 MESURE DE PLANCHEREL 

Soient G, un-groupe connexe, semi-simple, de centre fini, K un sous-groupe 

compact maximal de G, A l'ensemble des formes linéaires sur h , à valeurs 

dans R, telles que (x,a) i O V et é. A4 (ensemble des racines positives 

relativement à h_ ). 
Po 



Définissons a l o r s , pour tout élément f £.L(ó), l a transformée de Fourier 

f de f par : 

(13Ü) î(ï) « [fty <t>>^)\ 
Cr 

où 4>, (g) est la fonction sphérique associée à A. 
A 

On définit sur A la topologie la moins fine pour laquelle les transformées 

de Fourier sont continues. Ainsi A devient un espace localement compact. 

Il existe de plus sur cet espace une mesure positive dm{A), dite mesure 

de Plancherel, telle qu'on ait la relation, 

(13,2) J l ^ l H * f IfO)I^-W-

Finalement l'application f -* f s'étend à un isomorphisme de l'espace de 

Hilbert des fonctions de carre sommable sur G, bi-invariantes sous K, 

sur L2(A). 

Harish-Chandra a donné une forme explicite à dm(A) dans le cas où hp 

est de dimension 1, cTest-à-dire lorsque l'espace symétrique £ = G/K 

est de r a n g 1. Le cas général a été explicité par S.G. Gindikin et 

F.I. Karpelevic*. 

Le résultat obtenu par ces auteurs est le suivant : 

Soient P la multiplicité de la racine a (relativement à h_ ), 

B, la fonction Eulerienne Beta 

Posons I<ê, M - TT 3 C W l ,?«/*+ * £ $ ) 

alors la mesure de Plancherel peut se mettre sous la forme, 

(13;3) dm(x) = | C(esA)|~
2 d A 

avec C(e,A) = l(e,iA)/ l(e,p) 

(p est comme "toujours" la demi-somme des racines positives.) 

* S.G. Gindikin et F.I. Karpelevic, Plancherel measure of Riemannian 

symmetric Spaces of non-positive curvature. Doklady Akad. ïïauk SSSR 

lU5 ¢1962), 252-255. 
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déterminons maintenant ômix) dans le cas de(SO(m,n)) . 
e 

Soit sx = (x £.so(n,m) : [H,x] ~ X (H)x VlI & hp ) 

Si g^ 4 0 alors A est une racine de so(n,m) relativement à h . Avec les 

notations du paragraphe h, nous voyons ques si a >o nous avons deux types 

de sous-espaces propres. 

1) a = Xi ± Ai i,j i n et les espaces propres correspondants sont de la 

forme, 

2) a = a^ i=l,2,...n; les sous-espaces propres correspondante sont engendrés 

par des éléments du type e- - - e. ., î > 2n. La dimension de tous ces 

sous-espaces est évidemment égale à m-n. 

Kemarquons qu'aucune racine n'est obtenue comme multiple d'une autre. 

Rappelons que, 

Hi*.-») P(i- 'O) - ^ 

Nous distinguons maintenant deux cas. 

.i m-n ,. 
U ~5~ = P entier. 

Posant v; = (Xi,v), nous pouvons écrire, 

YrfiNï ir c* tpx iTw i tìt c + u ^ ) , a ^ ) ) 
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Comme CS 1 ^ i )* f i U^n)A - IO M H 4 ' ) Ä ^ - 1 » nous avons> 

= 1!.,—ri^rr- »., J>vc P(M-- ̂ ) r (. *=£-•; 

dToù 

m-* h - v 

(13^) <Uki » ««* T •£ n i« + le ) X. 1 7>* N)i - */" 
feci **•"' p * * • 

_\ m-n « 
2) - y - = P + ï P e n t i e r . 

Comme 

»K»l ( i l * * - « ) -* 
TU S^ T-CR 

( 1 3 ; 5 ) . / v I T - r U - i r V ì T l i + *v* ITT(TT — L^> £ ^ - J 

Remarque : Il nTest pas possible, dans l'état actuel du développement de 

la théorie générale, de dire quelque chose d'exhaustif concernant la trans­

formation de Fourier inverse. On a néanmoins le résultat suivant. 

Soient e(G-) l'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur G, >»^(hp ) 

les fonctions indéfiniment dérivables et à décroissance rapide (au sens 

de Schwartz), I{G) un sous-ensemble de e(G) ayant les deux propriétés 

suivantes ; 

1) f est bi-invariante sous K. 

2) Pour tout opérateur différentiel D sur G, invariant à gauche, et pour 

tout entier q £ O, 

Sup I u (x) (Df)U)I < » 



où OJ11(X) = wUHl+lxl* 1 ) s i x = k exp X k ^ K e t X C h p 

nous avons a l o r s que s i f £. 1(G), 

D ? *4hpo) 

2 ) f ( x ) = f ( X ) «|>A ( x ) I C< X ) | " 2 dA 

§ IU REPRESENTATIONS DE CLASSE 1. 

Nous avons défini au § 12 un ensemble de représentations dans L (K). 

Nous allons étudier maintenant de plus près ces représentations afin 

d'obtenir une partie des représentations de classe 1. 

Décomposition de L (K) en sous-espaces invariants. 

Soit k -*• Vk la représentation régulière droite de K dans L (K). Hous 

avons que, 

<Vk <j>)(q) = 4»(qk) * é. L2(K) q et k* K 

Pour m Ä M nous avons de plus que, 

(TTV(X) Vm) * (q) = ITV(X) * (qm) = exp vdtfx^qm) * ((qm)^) 

d'autre part, (Vm TTV(X)) 0 (q) = Vm exp vdlfx^q) <J> (qx-l) = 

exp v(li(x" q m)) $ ((qx" ) ). 

Corame (q -l) = (qm) -1, on a que, 
XU Jv 

TTV(X) V = Vm irv(x) V m £. M et V x A G 

Soit m •+ (f- -(m)) une représentation unitaire irréductible de M de 

dimension d et de caractère normalisé n; alors les opérateurs 

a * - f ;p=) *- J- •«= » V M *i i-^ v~ <iw 
M M 

sont permutables aux 7iy(x). 
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Nous avons alors les propriétés suivantes : 

1) 0X 0*'- ̂  V*~ï' L**î v* ̂  ~ 5T-'*' Q 

D'autre part < Q <t, i>> ~- < ff, Q f > V % ty é. C [&} 

Q, est donc un projecteur orthogonal. 

2) On démontre de même que Q. - es t un projecteur orthogonal dans L (K). 

Définissons J£n = Qn# et « J = Q^1Jf ; a l o r s , 

H" © j p et K*1- g K? 
(M est l'ensemble des caractères de H.) 

En effet, les Q définissent les sous-espaces de L (K) correspondant à la 

décomposition de V en ensemble de représentations irréductibles équivalentes, 

De plus, 

ici E=»' ' 

3) Montrons que Q. . est un opérateur partiellement isométrique tel que 

En effet, un simple calcul montre que, 

d'où Q? . envoie V ? dans tt T. 

De plus, 

- < & Y. O^ > - ? $ % M V - * W'J) ^ *"" 

«. d $ Ju(AMf, Vex Y > ̂  ̂  «^vf| QJV ̂ > „,.<* t> V M* 6 ̂ f 

Proposition 

Les sous-espaces fermés "Jf. sont invariants par les operateurs TTV(X) et 

si l'on désigne par ity * (x) la représentation de G dans ̂ f-, obtenue par 

restriction de itv à Jx - (l £ i £ d), ces d représentations sont deux à 

deux équivalentes. 
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Dém. Immédiate car l es projecteurs permutent aux TTV(X). L'équivalence 

vient de ce que Q. . transforme TT' en Tr11 . 

I l s*agit de voir maintenant dans quel cas TT ' est une représentation 

un i t a i r e i r r éduc t ib l e . 

Cri tère de Bruhat. 

Soit î t t l , 

(T¾)^) lV)^- V t H t 3 " : i < , , ( P . ^ M 

où v ( = v + 2p . Posons k - 1 = k. m 

f r r r t t f fW- ^ fyM of» W) 

Cette dernière relation nous montre que TTV' est la représentation de G 

dans Jt £» induite par la représentation 

. ^ - v (H(an)) T 
man = t »• e L 

m 
de M0AJS, où L est une représentation irréductible de M (représenté par 

la matrice f• • ) • 
1 sJ 

Afin de voir maintenant que la presque totalité des représentations 

ÏÏV' sont irréductibles, lorsque v(H) est imaginaire pure, c'est-à-dire 

lorsque Tfv' est unitaire, rappelons le critère de Bruhat. 

Soit L une représentation unitaire irréductible de dimension finie de 

T = M0AJJ. Faisons correspondre aux éléments du groupe de Weyl V un 

système de représentants dans M' (normalisateur de A^ dans K). Alors, 

si X£ est l'élément de M
1 associé à s £, W, définissons la représentation 

L par, 

Nous avons alors le théorème suivant, dit critère de Bruhat. 
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Théorème 

1) Soit L une représentation unitaire irréductible de dimension finie de 

T = M0 A K. Si, pour tout élément s ^ Ô du groupe de Weyl W de G, les 

représentations L et L de M0 A ne sont pas équivalentes, alors la 

représentation unitaire induite U est irréductible. 

1 2 
2) Soient L et L deux représentations irréductibles de dimension finie 

rl T2 
de T : Les représentations unitaires induites \1L et \J sont équivalentes 

si et seulement si il existe un s €. W tel que les représentations Lx et L 

de MQ Ap sont équivalentes. 

Le calcul du groupe de Weyl de S0(n,m) montre que le critère jouera 

essentiellement sur A . (Les représentations de M0 étant presque toujours 

équivalentes à celles obtenues par transformation sous les éléments X 0). 

Ka.s e-i v(H(an)) = e-i(vltl+....tW.) 

où t,,to,....t , sont les composantes de K dans une base donnée de h^ et 

V1 ,.vv les composantes de v dans la même base. 

Nous avons vu, d'autre part, lors d'un calcul relatif aux éléments du 

groupe de Weyl (§ T), que les éléments de celui-ci étaient engendrés par 

les permutations et les inversions des éléments t-, t . Cette condition 

nous montre immédiatement que les représentations TTV
 S seront toutes irré­

ductibles SÌ I VjJ ^ I V. I \/ ï 4 j 

Ainsi, mis à part sur quelques hyperplans, pour lesquels nous ne pouvons 

rien dire, toutes les représentations unitaires induites dans l e s ^ . sont 

irréductibles. 

Définition,- Soit G un groupe topologique, K un sous-groupe fermé de G. 

Une représentation TT de G sur un espace de Hilbert ̂  est dite de classe 1 

si elle est unitaire irréductible et si il existe un vecteur e 4 0, eé-J^, 

tel que Tî(k)e = e V k 6 K, 
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Comme nous venons de le voir nv * est une représentation de G induite dans 
nfll T .u j . - - v(H(a))T _ _ 
(̂ . par la representation t -* e L1n de T. 
Kous avons vu au § 10 qu'à une telle représentation nous pouvions associer 

une fonction sphérique 

ou 

Il pourra donc en principe exister plusieurs fonctions sphériques de type ô 

différentes associées à irv' . Il suffira en effet, pour que ¢- soit non 

nulle, que n soit "contenu" dans ô. 

Il est clair d'autre part que les mêmes fonctions sphériques apparaissent 

dans Tr1J
5 et dans TTV (i 4 J) 5 ce qui montre, une fois de plus, que ces 

représentations sont équivalentes l 

Finalement, si 6 est la représentation triviale de K, nous avons que, 

xht) - / Tr <L(t) L-1U)) dm. 

Posons t ~ m'an et L(t) ~ L(m') a (a) alors, 

X6
L(t) = / L(m) dm a (a) 

Mais J L(m)dm ne sera non nul que si L(m) contient la représentation tri­

viale de M. Ainsi, comme L est irréductible en tant que représentation de M, 

L devra être la représentation triviale de M, 

Nous voyons donc qu'à 6 trivial sera associé la fonction sphérique 

x* i \ C M I-1% „, r - v(K(ak )) dk. 
ĝ (g) = J a(kak ) dk -• je 

Comme n est maintenant le caractère trivial de M (noté n 0), nous avons que-, 

où k •* Vk est la représentation régulière droite de K. Par les relations 

d'orthogonalité cette intégrale n'aura que sa composante triviale non 

nulle. Ainsi \p (fonction caractéristique de K) appartiendra à ci ° et la 

représentation TTV° sera bien de classe 1 lorsque TÏV sera unitaire. 



Interprétation de la formule de Plancherel 

Soient <f> une fonction sphérique de hauteur 1 et de type4(trivial), 
L(x- ) 
(f> ! la translatée de à par x. £ G, V* l'espace vectoriel engendré 

par les combinaisons linéaires finies de translatées de <£. 

Définissons maintenant une forme sesquilineaire, dans V^, par la relation, 

où f = I X1 *
L ( x i ) et g = Z p. 4>L(xj}-

Comme $ est de type positif (f 5f) est positive ou nulle quel que soit 

f é- V$. De plus {•, • ) est manifestement invariante par les translations. 

Soit alors K le noyau de la forme sesquilineaire définie ci-dessus et 

le complété de l'espace quotient Vcf>/îï par le produit scalaire évident. 

La représentation ir, induite dans çt par les translations dans V<j), est 

alors unitaire et laisse le vecteur e, correspondant à <Ji dans le quotient, 

invariant par n(k) V k £ K. 

On montre alors que TT est irréductible, donc de classe 1, 

Soit maintenant U, une représentation unitaire de G dans un sous-espace JÇ, 

de L (G/K), induite par les translations. 

Définissons maintenant l'application H par 

b P 
f (g) = / f(kg) dk f L IT(G/K). 

Alors, si fé-^t1 , f^£"JÇ' comme élément de la fermeture. Ainsi tout 

sous-espace invariant irréductible 3t ' contient un élément invariant 

par U(k) y k £. K. Comme U est unitaire irréductible, il est de classe 1. 

Par conséquent, si j{ ' désigne l'image de "Jv ' par l'application (f, "$\ 

est un sous-espace de dimension 1 de "£{'. 

Comme d'autre part deux représentations de classe 1 sont équivalentes si 

elles ont même fonction sphérique, ̂ i, et "££ ' sont équivalents pour un 

certain <J). 
L(x- ) 

Remarquons finalement que si f = ï. X- $ x é. V<p 

-f%) - j r v f Oc?' k 3 ) ^ = E ^ 4> ft?) <H3) p a r 

la propriété fonctionnelle des fonctions sphériques. 
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Ceci montre que dans le cas des espaces V0 l'espace unidimensionnel ViJ) = C<|>. 

La formule de Plancherel (13;2), qui établit un isomorphisme entre les 

espaces L (A) et L (G), définit donc implicitement une factorisation de 

L (G/K) en sous-espaces invariants irréductibles pour les représentations 
o 

de classe 1 induites par'la représentation'régulière" de G dans L (G/K). 
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