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INTRODUCTION

Dans la théorie de la représentation des groupes, la notion de caractére,
lorsqu'il est possible de la définir, joue un rdle fondamental dans la
décomposition de 1'algébre de groupe en facteurs irréductibles. Il est
souvent possible, lorsque le groupe posséde un sous-groupe compact, de
caractériser un nombre important de représentations irréductibles & 1l'aide
de certaines sous~algébres de l'algébre de groupe : ce sont les fonctions
sphériques. Ces sous-algdbres, notées L{§), sont plus précisément détermi-
nées 8 1'aide des représentations irréductibles § du sous-groupe compact

mentionné.

8i les algébres L(§) sont commutatives, les fonctions sphériques satisfont

8 une &quation fonctionnelle qui fournit les homomorphismes continus de

L(6) dans C. Les fonctions sphériques possédant cette propriété caractérisent
de plus certaines classes de représentations continues dans un espace de
Hilbert. Il est finalement possible d'avoir, dans ce cas, un analogue de la

formule de Plancherel pour les transformées sphériques de L{3).

Gelfand, NaTmark et Harish-Chandra ont obtenu des résultats complets & ce
sujet pour les groupes de Lie semi-simples complexes. Néanmoins, malgré
les impressionnants travaux qui ne cessent de paraitre dans ce domaine,

le cas des groupes de Lie semi-simples réels demeure partiellement ouvert.
I1 paraissait donc utile d'étudier ce genre de question sur un groupe par-

ticulier.

Dans cette direction, R. Takahashi® a &tudié d'une fagon trés détaillée
les groupes de Lorentz généralisés, c'est-d-dire les sous-groupes de Lie
de GL(n+l,R) formés des €léments laissant inveriant la forme quadratique
indéfinie -X12 + X22 toaaat Xng. Dans ce travail, Takahashi détermine
essentiellement l'ensemble des représentations de classe 1 des groupes de
Lorentz généralisés; aussi est-il trés rapidement amené & calculer les

fonctions sphériques associfes a ces représentations.

*(R. Tekahashi, Bull. Soc. Math. Fr., t. 91, (1963) p. 289-433)
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Par inversion d'une &quation intégrale du type d'Abel, il obtient, d'autre
part, la transformée sphérique de classe 1 et la mesure de Plancherel qui

lui est associde,

La relative simplicité des résultats de Takahashi est due au fait que
1'espace gquotient de groupe par le sous-groupe cempact maximal d'une
décomposition de Cartan est, pour tous les groupes de Lorentz généralisés,
de rang 1. Cette propriété lui permet de prouver facilement que toutes les
algdbres L(§) sont commutatives, donc que toutes les fonctions sphériques
définissent des homomorphismes de L{§) dans C. Il nous a paru intéressant
de voir dans quelle mesure ces propriétés subsistaient dans le cas des
groupes pseudo-orthogonaux, sous-groupes de Lie de CL{n+m,R) dont les

. . . . . .. 0 atr 2
€léments laissent invariant la forme quadratique indéfinie - 2 Xie + 7 S
[N E ]

T
I1 est facile de voir que, dans ce cas, si G est un tel groupe et K le sous-
groupe compact associé & une décomposition d'Iwasawa de G, l'espace quotient
G/K est de rang > 1. Cette complication implique alors que la presque tota-
1lité des algeébres L(é) ne sont plus commutatives. De plus, méme dans le cas
particulier ou & est la représentation triviale du groupe compact K, les
fonctions sphériques sont des fonctions & n variables qui ne sont pas encore

étudiées. Notons en passant que ce sont les fonctions sphériques zonales au

sens de Gelfand.

I1 nous & donc paru intéressant de calculer ces fonetions en leur donnant
une forme suffisamment explicite pour permetire d'en faire ultérieurement

une étude détaillée.

Suivant la m&thode utilisée par Takahashi, nous avons construif une série
de représentations induites, dans l'espace de Hilbert des fonctions de
carré sommable, définie sur le groupe compact K, Ces représentations nous
ont permis, 4'une part, de montrer que les fonctions sph&riques que nous
avions construites &taient de type positif et, d'autre part, d'obtenir,
par factorisation de l'espace, un ensemble de représentations unitaires

irréductibles.
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Finalement nous donnons la mesure de Plancherel pour les fonctions

sphériques au sens de Gelfand; ce qui donne essentiellement la décompo-
sition de la représentation réguliére définie par les translations dans
1l'espace de Hilbert des fonctions de carré sommable définie sur 1'espace

gquotient G/K.

Nous osons espérer, en terminant cette introduction, que la forme gue
nous avons obtenue pour les fonctions sphériques des groupes pseudo-
orthogonaux permettra d'obtenir ultérieurement 1l'analogue de la formule

de Paley-Wiener pour les transformées sphériques de classe 1.

€u'il me soit permis d'exprimer maintenant & M. ¥W. SSrensen ma profonde
reconnaissance pour tous les conseils judicieux qu'il n'a cessé de me
prodiguer, dans un esprit empreint de cordialité et de compréhension,
tout au cours de ce travail., Je tiens & remercier également MM. R. Bader

et J.~P, Amiet avec lesquels j'al eu de trés profitables discussions.
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§ 1 QUELQUES CARACTERISTIQUES DU GROUFPE O(n,m).

Définition. ©Soient n,m deux entiers tels gque m > n > 1; on appelle groupe
pseudo-orthogonal O(n,m) le groupe des transformations lindaires réelles,

associées & la forme quadratique indéfinie

(1;1) -—-—-Z (x Z (X X{é‘{R La AL, ... me

En d'autres termes, O{n,m) est le groupe des matrices réelles non singuliéres

A d'ordre mtn telles gue

(1;2) f/\_aA - 9

ol g désigne la matrice de coefficients g;,5= ~81,3 st isn
H

et 8i,j = 5i,j S1m+n 2z 1 > n.
La relation {1;2) impligue que O{n,m) est un sous-groupe fermé du groupe
GL(n+m,R). En conséquence, O{n,m} est un groupe de Lie dont la structure

analytique est induite par celle de GL(n+m,R).

Composante connexe de 1'identité de O{n,m).

Soient Qg (resp. QT) les sous-matrices de A formées des n premifres lignes
et colonnes de A (respectivement des m dernidres lignes et colonnes de A).
Soient dtautre part a j=1,2,...n {resp. aT j=n+l,...n+m) les vecteurs

colonnes de fp (resp. Qp); alors,

(a‘.:ﬂj a:ﬂ]; e e (a-;-h7 an-:m)_

(Jétjl1)1=

-
(amn, a—:n), N -(a-:m, a:«w«-}

min

ol (al, aj ) = ;E:l j\. JﬂL

k'ﬂnfl



La relation (1;2) pouvant se mettre sous la forme

o,k = € k "‘S; Len
- Zii: JALL 4/\.3 + 2{:: .Jﬂu{ -Jm-s = si .
k= ket $ men > L >0

on a que :
~ R v &
P+ La"\{»t’a“'l')

[dét ar) =

-~ g i ”&
N (‘H&m ahj}‘ """ l+(a&ﬂ:a”J
ol ( EI'R aLg ) _ :g: _Af ¥
T ¢ - K=z ‘AJ
. En conséquence, ~R >R ~R OwR
M ) 5 La*’ai)z (a&)ak]
. L-‘ " “R_ N?. + o ”R ~ .\,ﬂ
(‘I“ fr) = 0w gnh(a*’ad (j<kl (""t,“ﬂ ) (G‘E;O‘u)
¢ 4 skl

Dans cette derniére expression tous les déterminants sont positifs ou nuls,
comme déterminants de Gram; en conséquence (dét Qp)? » 1.
Un raisonnement similaire montrer:it que (dét QR)Z z 1. Posant alors dét Qr = Ap

et dét Qp = Ay, nous pouvons définir les U4 sous-ensembles suivants :

1 = {.A_. Ay 2, J\.R > ' = OLn,m)}
(1:3) I = {J\. AT g, Aggr, M€ Oln.m)}
I3 = i'JL' ! JLT 2!, JLg AR .Jk € 0{-h”“]}
Iy = {.LIJLw $a, AR 2 .A.éolﬂ'm)},

Il serait possible de démontrer encore (voir par exemple E. Cartan : Lecons
sur la théorie des spineurs) que I; est la composante connexe de 1'identité
de O(n,m), c'est-8-dire un sous-groupe invariant fermé de O(n,m), pour lequel

le groupe quotient O(n,m)/I; est totﬁlement discontinu.

'

fn 1 b

Soient r b [ ' A : . L44 1

A -4 ! 4 ¢ .

4 4 S R

- . 3 - -
g L U o 1 c 1
4
e = AU = -t b =] - ‘
. 4 4
L 4 ~ -




4 €léments de O(n,m). Il est facile de voir que
e ely a &1, b6l et c €l

De plus, le groupe (e,a,b,c) est isomorphe au groupe de Klein V.

§ 2 ALGEBRE DE LIE DE C{n,m).

Comme nous l'avons d&jd rappelé, O(n,m) est un sous~groupe fermé de GL{n+m,R)}
dont 1l'algébre de Lie so(n,m) est une sous-algébre de Lie de 1'algébre de
Lie gl{n,R)} de GL{(n+m,R}. Ainsi la structure analytique de O(n,m) est in-
duite par celle de GL(n+m,R).

Comme au voisinage de 1'identité e, toute courbe & un paremétre est de la

forme

5(t) = e + £ X a5 e GLInR) e+ X& ()

1'algébre de Lie gl(n,R) est engendrée {en tant qu'espace vectoriel) par les
endomorphismes de RE.

X 5 5 &5 2 courbes de CL{n,R) paremétrées

Crochet de Lie : Solent 1t -+ e
par s et t; x,¥ appartenant a gl{n,R).

-Alors, par définition du crochet de Lie,

d* EX SY u“‘( sy A wm XY -YX
(%, y1 = mtc < (‘: ) < ) tesep

L'exponentielle permet donc d'associer & tout &lément x de gl{n+m,R)
{respectivement de so(n,m)}un sous-groupe & un paramétre de GL(n+m,R)
{respectivement de O{n,m). La relation (1;2) impose de plus aux &léments
de O{n,m) de satisfaire 1'éguation
t
Sx Sx
e 9 & = 9

ce qui, par dérivation (en s=0), donne

(2;1) t)(j_ +3_x=o



Inversément, si x satisfait 1'équation (2;1), nous avons :
5*}( t 3X
et (xy3+ax)ye =0

oll e®X est un sous-groupe & un paramdtre de GL(n+m,R).
Conme esxl"s=o = e on voit que, par intégration, e5* £ s0(n,m}, donc que

x ¢ so{n,m). Kous avons par conséquent la proposition suivante :

Proposition

Tout &lément de gl{n,R) qui satisfait la relation (2;1) est un &lément de
so{n,m). i
. . ﬂl- P -
Base de so(n,m) : Soit Qegso(n,m) ( Z;E (L 3j-“+ 3,-“ at }-— o)
Posant SLix =§: 3.-a-.n}; nous obtenons la condition

(2;2) ne&soln,m) éguivalent & ks Lxi=o ¥ k=4 .. nem

Soit ei,k ik = 1,2,...n+m, une base contravariante de gl{n+m,R) définie par

« o
Cen)*t =57 58
, comme &lément de gl{(n+m,R), se met sous la forme

Qo= T LipEaw =t T Rox (Eok- Ev.i)

(La derniére égalité &tant obtenue & 1'aide de la relation (2;2)).
Ainsi la base de so(n,m) est formée des vecteurs Erx= Evk = Eui i<k,

En composantes mixtes, nous obtenons alors
“ _ oy “ ok o
(Codp = T Lean) ™ §p 0 = T (875 5:74})‘33.?
™
(2;3) = §&; gk'P.— S: %‘..(,

Cn montre alors fecilement que,

(2;4) [C-',i ) Sl = Gk €t 'Zslﬁ Cik ~ 3—:,\:55.1 t 324k



Forme de Killing de so{n,m).

Rappelons que la forme de Killing, que nous noterons ( , ), est définie

par {( X , ¥y ) = Tr { adx ady ), off y,x & so(n,m).

Soient x = 1 Z:Ai’jei,j et v = 3 ;_Biﬁjei ;5 @ éléments quelconques de so{n,m).
"j- I,& 3

(x,y)= (eax )iod (agy !
l,"_’- A ’ 1,4

3 - S,t = 3 1 J .

Mais, [x’ek,ll = ;t ( adx )K,l es’t = 3 ;‘i Atsd{ gj,kel,! -
. pe: L = Ei Le- . ex a :2 1.0 ( pe e . g

83,0% k ~ &i k%3 1 * 8i 195,k ) = At=d g ki, e * 81,1%3,k )

i

Utilisant alors une formule similaire pour [y s € il nous obtenons gue :
3

sk .9 t b
Ly, [Xaeu,eﬂ = ?Z’,s t{“‘i”k,! [a4y)se Sap "'_5 Tundie A D

st
ik . ‘ 4 .
¥ Z;; Feadan AT B te*ﬂ. + L Jep Jue Al e,
+ 2. k¢t
{T—; 3‘1,9 depa ¥y <

d'oud, en regroupant les termes, nous obtenons :

elk

Cette relation nous montre que la forme de Killing est non dégénérée, donc

que so{n,m) est semi-simple.

§ 3 QUELQUES PROPRIETES DES ALGEERES Dk LIE SEMI-SIMPLES.

Complexification d'une algébre de Lie réelle,

Soient V, un espace vectoriel sur R, et V', un espace vectoriel sur C, tel
que V soit isomorphe & un sous-espace de V',considéré comme espace vectoriel

swr R. 8i, de plus, dimV' (sur C) = dimV, on dire que V' est le complexifié de °



Un procédé canonique consiste & construire V' comme combinaisons linéaires
formelles du type

.

Z:faixi ol x; & v et a; € C
[9

Cette construction &quivaut & considérer V et C comme espace vectoriel sur R

et & former leur produit tensoriel

yt=v@&C
R.
On démontre alors que¥ :
Si g, est une algébre de Lie sur R, et si g est 1'espace vectoriel complexifié
de g,, il existe une et une seule structure d'algeébre de Lie qui prolonge
celle de g,. D'autre part, le complexifié d'une sous-algdbre ou d'un idéal

de g, est une sous-algSbre, respectivement un idéel de g.

Sous-algébre de Cartan

Définition.-~ Une sous-algébre h d'une algebre de Lie g, {sur un corps

quelconque) est dite de Cartan si elle vérifie les conditions suivantes :

1. h est nilpotente,

2. h est son propre normalisateur.

(Rappelons gqu'on appelle normalisateur d'un sous-ensemble a de g l'ensemble

n{a) des xegg tels que adx.aca.)

* (Voir par exemple : J. Dixmier Algébre de Lie C.D.U.)



Remarque. On démontre* que si g est semi-simple et définie sur un corps
algébriquement clos et de caractéristique zéro, h est une sous-algébre de
Cartan si et seulement si 1} adx est diagonalisable pour tous les x & h,
2) h est un &lément maximal de l'ensemble des sous-algébres abéliennes
jouissant de la propriété 1).

Cette remarque, jointe au fait que h est son propre normalisateur, montre
de plus, que toute sous-algébre de Cartan est une souns-algdbre abélienne

maximale de g.

Racines d'une algébre de Lie semi-simple.

Soient g,, une algébre de Lie semi-simple sur R, g sa complexifiée, et h,

une sous-algébre de Cartan de g. Par la remarque ci-dessus, nous voyons que
la représentation edjointe de g, restreinte aux €léments de h, est formée
d'éléments simultanément diagonalisables. Il est donc possible de chercher
les sous-espaces stables de g relativement & cette représentation de h.

Plus précisément, solit o(H), une forme linfaire sur h., Considérons l'ensemble

g® des vecteurs x g g tels que,
adH.x = a(H)} x YV EHen

Si la forme a est telle que g soit différent de {0}, g* est un sous-espace

propre de g, relativement & cette représentation de h.

Définition.~ On appelle racine de g, relativement & h, les formes lindaires
sur h, non nulles, gqui donnent lieu & des sous-espaces propres de g (pour

la représentation adjointe).

* (Voir par exemple : J.-P. Serre, Algébres de Lie semi-simple complexes,

Benjamin. )



Soit A l'ensemble des racines de g; alors, par une décomposition classique,

g est somme directe des espaces suivants
g=g"g T * ol oo est la forme linéaire nulle.
sl

Remarquons que si x,y &€ g °, alors, par 1'identité de Jacobi, [x , y]& g®°.
Ainsi g®° est une sous-algébre, laquelle contient manifestement h. Il est

en fait possible de montrer que* h = g%0 et que dim g® =1 VYa e A.

Propesition {3;1)

Soient gy, une algebre de Lie semi-simple sur R, g sa complexifige, h une

sous-algébre de Cartan de g. Alors :

l.g=h+ J_ g% et dim g% = 1.
qeb . .
2. g% et gB sont orthogonaux par rapport & la forme de Killing
lorsque ¢ + B # 0 o, €4 . De plus, la forme de Killing est
non dégénérée sur h.

3. 51 o est racine, -a est racine.

L. On peut choisir des vecteurs X, € g® (a & A} de maniére & avoir :

[Xa’ XB]
[Xys Xg] = Ny g¥qep 5i a + B & s

0sia+B#0eta+ pfa (Hyeg®, XSégB)

fxy, X_ql= #, ou H, est 1'unique &lément de h défini par
(H, Hy) = a(H) VYHeh

Iy - N est réel

0'.,8 = 'Us"s
ofH) est réel positif V a ¢ 4.

Dém, 1. Résulte des remarques faites ci-dessus.
2. Soient Xy £ g%, X5 € gf et H eh ter que (a + B)(H) # O
alors ([H, X,] » Xg) = - (H, {H, Xg]) a'ol (a + B)(H)(X,, Xg) = O.
Remplagant X, par H' € h, on obtient, de facon similaire, que h est

orthogonal aux g%

* (Voir Séminaire 8. Lie)



Ainsi la non dégénérescence de la forme de Killing sur g impose, d'une
part l'existence de g%, donc de la racine - ¢ d'autre part la non
dégénérescence de la forme de Killing sur h,

3. Est démontré dans 2.

4, [Xu’ Xé} = Nu,B Xo4p résulte de l‘;dentité de Jacobl appliquée a
[H* [Xcz’ XB“
Soient X & g®, Y € g”%; alors (H, (X, ¥])
=(H,H, (X, YY) VH&hd'od [x, Y]
et comme la forme de Killing met g® et g~ en dualité, il existe

un Y tel que (X , Y) = 1,

afH) (X, Y)
Hy, (X, Y}

]

Supposons maintenant «(Hy) = O et choisissons X, et X_, comme ci-dessus.
Ces €léments engendrent une sous-aigébre a de g.

Nous avons : [Ha, Xa] =0, [Ha, X_a] =0, [Xa, X_a] = H.

C'est une algébre résoluble (méme nilpotente) sur un corps algébriquement
clos et de caractéristique zéro., En vertu du théoréme de Lie, la représen-
tation adjointe de g est, par restriction & a, une représentation de a,
représentetion qui peut se mettre sous forme triangulaire. Comme H, £ Da,

‘H, est représenté par une matrice strictement trianguleire. Ainsi, adH, est

s 4
nilpotent; meis adH, est semi-simple, car Hy € h. D'ol une contradiction.

o provient d'une &tude de 1l'algébre a et des racines¥,
*

'G,‘B

Formes réelles de g,

Lemme (3;2)

Avec les mémes notations que dans la proposition ci-dessus, nous avons :

1. Les racines de g, relativement & h, engendrent l'espace h¥*,

dusl de h
2. h = CH
_Z’—Za ¢

3. 8 h = Z RH, alors la forme de Killing est positive d&finie

~ r

sur h x h,

* (Voir Séminaire S. Lie)
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Dém. 1. Soit r le nombre de racines linéairement indépendantes de h¥.
Mors, si r < dim h¥*, il existe x # 0 (x € h) tel que al(x) = 0
Vo ed . En conséquence, [x , Ye-l: a(x) Yg VYsg get Yoen .
De ce fait, x appartient au centre de g; mais g étant semi-simple
x = 0., On a donc une contradiction.

2, Supposons que Z%AC Hy € h strictement. Alors, 1l existe ) g h¥,

non nul, tel que A(Hy) = 0 Yoaed . Soit alors Hy défini par
AMH) = (B, Hy ) V H € h. Nous avons alors (Hu’ HA) = a(HA) =0
Yaed, d'oll, par 1. Hy = 0 et A = 0.

3. Provient d'une étude détaillée des racines.

Définitions.-

1. Soit g une algébre de Lie sur C. Une sous-algebre de Lie réelle g, de g
(considérée comme algébre sur R) est dite une forme réelle de g, si
l'application cancnique de la complexifiée g, ® C de g, dans g est un
isomorphisme, autrement dit, si dimgg, = dimpe.

2. On appelle conjugaison de g, par rapport a g,, un semi-automorphisme
involutif de g, laissant les é€léments de g, invariants.

3. Une forme réelle dont la forme de Killing est négative, est dite compacte.

Théoréme ( 3;3)
Teute algébre de Lie semi-simple sur C posséde une forme réelle compacte.

Dém. Choisissons une base de g formée de,
1) Les X, & g% tels que e, X_O_I = Hy
2) Une base orthonormée Hy, Hp,eu. Hyp de h et leur correspondant
imeginaire, iH,, iHp,....iHj.
Faisant usage du lemme 332 et de la proposition 3;1 on montre facilement

= 3, = f R H + 2 R (X -x"‘“-?ea'p\ﬁ (Xa+x<)

R A LA

est une forme réelle compacte de g.
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Décomposition de Cartan-Mostow-Iwasawa.

Soient g, une algébre de Lie semi-simple sur R, g sa complexifiée, o la

conjugaison de g relativement & g,. Une décomposition directe de g, en

8o = Ky * Py

ol k, est une sous-algdbre de g, €t P, un sous-espace vectoriel de g,

est dite de Cartam, s'il existe une forme réelle compacte gy, de g, telle que :
T3 ¢ A Ko = $oN30 et Po =8 NFY

Remarque : Il est possible de montrer que toute algébre de Lie semi-simple

complexe posséde une décomposition de Cartan.

Proposition {3;k)

goit g, = ko, + p, une décomposition de Cartan; alors (x, x) < O YVx#0 & kg
et (y, ¥) >0 Yy #0 &p,, et inversément. '

De plus l'application 6 : x+y » x-y est un automorphisme de g,.

Dém. Si g, est une décomposition de Cartan, l'assertion est une conséquence
irmédiate de la définition. Inversément, comme € est un sutomorphisme, il

laisse invaeriant la forme de Killing. Soit alors x gk, et y € p,. Nous avons :

(x,y)=(8x,08y)=-(x,y)=0
De plus, [ko,' Po] < Po et [po, pol C k,. Alnsi, s1 1'on définit
€k par gy = k, + s Po» EBx st une forme compacte de g.

Soient o et T, les conjugaisons de g par rapport & g, et gx respectivement.
Alors 8 = o T est un automorphisme involutif de g. (o et 1 permutent).

Soient d'autre part hPo une sous-algdbre abélienne maximale de py.
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Etendons hpo & une sous-algfbre abélienne maximale h, de g,. Alors, si x ¢ h
et y €hp , on e que, fex , y] =- [ex , oy} =-0fx , ¥y} = 0.

Mais po est tel que € z = z ¥z ¢ py, d'oll x-6xep,. De plus, x-8x, ¥} =
Y Ye'.hpo. Ainsi, x-8x hPo et 6h, = h

¢

O.
Par une décomposition habituelle nous avons alors, h, = hko + hpo’ avec

hko = h,n ks

Désignons par h, hp, hy, kX, p, les sous-espaces de g engendrés par h,, hp s
(o}

hko’ Ky Py» respectivement,
Lemme (3;5)

h est une sous-glgébre de Cartan de g.
Dém. h est une sous-algébre abélienne maximale de g; montrons que adH est
diagonalisable VH ¢h. Soit sur g x g, une forme hermitienne positive
définie, définie par

B(x,y)=-(x,ty)

Soit z € gx; 2lors B{ adz.x ,y ) + B{ x , adz.y ) =0 V=x et yea.
Ainsi adz est antihermitien, donc diagonalisable,

Si H € h est tel que H=Hy + Hy, ol H) & hy et Hy e.hp, nous avons que
[adly, adHp} = ad {1y, Hy| = 0, d'oll ad (H) + Hy) est diagonelisable.

Ordre lexicographique sur 1l'ensemble des racines.

~

Soit h = z R H,; comme les racines de g, appliquées aux €léments de h,
sont & va._‘:‘eflg's dans R, il est possible de d&finir un ordre sur 1'ensemble
des racines, Soit, en effet, Hj,....H, une base de h, dont les g premiers
€léments forment une base de hPo'

Soient alors p et pf, deux formes linéaires sur h. Nous dirons que p >p 5i
dans 1a suite ({p ~pm)(H;)) 1 =1,2,...n, le premier terme non nul est
positif. L'ordre ainsi défini est de plus compatible avec l'ordre sur hPc;’

puisque toute forme positive sur h, est positive ou nulle sur hPo'
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Associons maintenant & ) la forme linéaire 8) définie par
ox (H)Y=2a(68) VYEe&n.

On démontre alors que, si X € A, 8} € & . Soit, d'autre part,
p, = (a : a€ & a>0 et o # Ba). Une étude détaillée des racines montre
que le sous~espace n = 'Ezr*g“ est une sous-—algébre nilpotente de g.

On a de plus le théoréme suivant

Théoréme (3;6)

Soit n = 2:} g%, ng = g8oN L, 55 = hpo + n,. Alors, n, n, sont nilpotentes,
L3
s, est résoluble et

Bo = kg * hPO + ng est une somme directe,

Une telle décomposition est dite décompositicn 4'Iwesawa.

il est

Par exponentiation des &léments des algé€bres de Lie kg, hpo et a,

possible de trouver 1'gquivelent globsl de ce theoréme. Son énoncé est

alors le sulvant
Théoréme(B;T)

Soit g = k + hpo + n, une décomposition d'Iwasawa d'une algdbre de Lie
semi-simple g, sur R. Soit G un groupe de Lie semi~simple connexe d'algébre
de Lie g,. Soient K, Ap, N, les sous-groupes analytiques de G d'algébres

de Lie kg, h n, respectivement.

Fo?
Mors l'applicstion

b : (k, 2, n) — kan

KxApr ——— G
est un difféomorphisme analytique. De plus AP et W sont simplement connexes.

% (Voir par exemple : K., Iwasawa, Annals of Math. Vol, 50 No 3 p. 525

ou Séminaire 8. Lie, exposé 11, ou S. Helgason, Differential Geometry

and Symmetric Spaces, p. 222)
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Nous désignerons dans ce qui suit par (S0{n,m))e, la composante connexe

de l'identité de O(n,m).

§ 4 DECOMPOSITION DE IWASAWA DE (SO(n,m))e.

Soient k, et p, les sous-ensembles de so(n,m) engendrés respectivement par

les ej j, pour 1 < i<jzxs n,'n.< i< j s m+n et par les ej,j pour l<ic<cn,
n < j < min. Les Eléments de k, sont donc engendrés par des matrices anti-
symétriques, alors que ceux de py sont engendrés par des matrices symétrigues.
Ainsi, so{n,m) est une somme directe de P, €t k.

Comme la forme de Killing (2;5) est négative définie sur k, et positive
définie sur p, et que, d'autre part, la relation (2;4) implique que

(Pos PO] C kg» [ko, kc',l C ko et [po, k5] € Dos nous sommes dans les conditions
d'epplication de la proposition (3;4). Par conséquent, k, + p, est une

décomposition de Cartan de so(n,m).

Sous-algébre de Cartan de sol(n,m).

Soit hpo la sous-algébre (abélienne) engendrée par les &éléments €1 n+ls
82 ’n+2, e -en’zn.'n
Soit hgo, le sous-espace engendré par les €léments €on+1,2n+2> S2n+3,2n+hs

see€p 1 gy &vec £ = m-n, si m-n est pair, et % = men-l, si m-n est impair.
Théorame (4;1)

L'algébre engendrée par hp et by est une sous-algdbre de Cartan h, de

so(n,m).

Dém. Comme les €léments générateurs permutent entre eux, h, est abéliemne,
donc nilpotente. Montrons qu'elle-est égale & son normalisateur, c'est-d-dire
que si x &€ so{n,m} est tel que [x, a] €h, VY a &h,, alors x €h,.

Soit x = 3 :Zx Aisjei,j, ot alxd ¢ R ¥i,j.
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Par la relation (L;2) nous avons.:

™ i 1 1 .
X €, kas) = T giu A *-k'"'i, €k, ke8] = 'L?&'_‘A R in‘k Siers

¢} .
?EM&L,IHL - z.a:,k €k 3 ks e.éu) = &“(Q 3('}’\.,8&. ks
1 .
+ A &g‘el\ﬂse'i-k) eh, Y €y ks € ho LS'A swn).
Comme i # j et s # 0, nous avons gue tous les vecteurs €] k+s et ej ke

pour lesquels i # k et j # k+s', sont linémirement indépendants.

Mais, Vi # k et Y j # k+s, les vecteurs i k+s b €5 k ¢ h, d'ol.

% A 5‘ g_ K = Fe) V \'ed}i = 4, ¢ .. " et k= znis, LREd,.. . L~
. '3
Vg ¢

et k aanb w4

‘%‘_n Q Lg' k*-‘bto v J,:k -_-4,1,,...’]. l5=\)

|=t
c#*
Ainsi, si m-n est pair, A1s¥ = 0 pour 1 = 1,2,... mwtn, et k = 1,2,...m+n

(si m~n est impair, k = 1,2,...n+m-1). Donc seuls les &léments ARsE+S gons

différents de zéro; d'ol x gh,.
Soit (so(n,m))c 1l'algdbre de Lie complexifiée de so(n,m) et soit h le sous-

espace de (so(n,m))y engendré par h,. Alors h est une sous-algébre de Cartan

de (so(n,m))c.

Racines de {so(n,m))c relativement & h,

D'aprés la définition des racines {(voir § 3), le probléme revient & chercher
des formes lingaires non nulles sur h, pour lesguelles les solutions de 1'é-
guation

(ad H -g{H)) X =0 VH € h ne soient pas triviales,
Soit X = 3 Z__Ainjei,j ot alsd g ¢ Vi,;=1,2,...mmn.

Pour que X soit un élément radiciel il faut donc que

[ ek ks, X1 = of (i ras) X Y 2y uis eh,
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Faisant ussge de (4;2), nous avons alors gue

ny ™~

L Ce s, X1 = ,j_,p' 4 (hm ei ks ¥ 1o s ¢4.U

o (Cu,k‘lx) '2

o fd e |

Comme nous savons déjé que les €léments de h sont des vecteurs propres de
le forme linéaire o = 0, nous posons AF>¥*S = 0 pour toutes les paires
d'indices (k, k+s) correspondant 3 des éléments de h. Notre recherche se
limite ainsi aux racines de (so(n,m)), seulement.

Les €léments restantsétant linéairement indépendants, nous avons :

k,t

(%;3) 3\&,'1 A = 9((.314’ Y4y ) ﬂ&’ ks

e s =42, .m0

k+y "
3!1:“, kay QJ-' = K(au,kit) Q"'
d'ot, q-KH». et § :'h.k = - e(t'(, ey, u;s) et de ce fait,
h
(h,h) D( k. K4a = ﬂtek‘k}.\) = t‘ (- 3",“ 3‘]‘*&,»."5)

Par conséquent, pour k et k+s fixés, nous avons que

fudn k tadn okt
(n35) X = Z ATt L+ > Ak e, kes
: =t J' J‘,k'ﬂsl

. Boit &lors ep 1y, un sutre €lément de h,. Nous avons alors,
]

A
A K, K+s = i(' 3‘} K Z—k'-n k‘u) et

min q‘,k‘is
X=3 a%equ s Z,k R &g kes
ke -

Pour que les solutions relatives 3 ces deux &léments de h, solent compatibles,
il faut donec que : - . . 2: 1 s

. FUR T2 V4 Eo yas
Z‘ A&"ke.-k‘*z av }rk" Z: Q" Cq K T 9, ks
1 é' .'l kit ﬁ t k
ix ¢ |
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Les seules composantes non nulles sont donc, dans le cas od m-n est pair,

Ak.K | pk'ikts | oak'+s k'4e ot pk'+8.K, pang le cas ofl men est impair, il

faut y ajouter AWK et ANMDLK*S (Lpoyient directement de (4:5)).
Tenant maintenant compte des relations {(U;4) nous pouvons écrire :

W, k‘+s

Ky ke s
A drw = - °(u',k'-u a !

kK
A = Q{k.k-u

"R k'.p-s, K+t

A T KR, K4S R d'ol les €léments radiciels sont

de la forme suivante :

1) 81 m-n est pair.

Ju v
C A ) - A CLA

€ty Wast
- <.’ + ; Ehy, kK
(k;6) X= n { LN ) K4s K,k *x, k43 IR e e ¥ s

2) 81 m-n est impair, il faut ajouter encore,

n, K41
(7)) X = A le-k,n«u" drx «k'u“ e‘“",lﬂ-ﬂu}'

k, Mabn rin, K4y
' =3k,“ o(klyq‘n

qui s'obtient en remarquant gque F\
Pour obtenir les racines correspondant & ces &léments radiciels, nous
remarquons (2;4) que le crochet de X avec les générateurs de h, n'est
différent de z&ro que POUr € k4g b €x'tik'+ge

k]
Ainsi o n'est différent de zéro que sur ces &léments,

- Soient alors A1 i = 1,...% des formes linéaires sur h telles que

Mo(eg s4s) = 81,3

Nous pouvons mettre & l'aide de ces formes lingéaires, les racines sous

la forme suivante

1) 8i m-n est pair,
* A1+ Ay 1#) 1,) = 1,2,....n, 2n+l,....0-1.
2) 8i m-n est impair, il faut ajouter encore aux racines de 1)

AL i=1,2,...8
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Soit 8 l'sutomorphisme défini dans la proposition (3;4) et
P, = (a:aghb @ >0 et a# 6a)alors comme 8 Ai(H) = Ai(eH) = -xi(H)

VH & hp,» on & que P, est formé des racines

(4;8) ALt A i=1,2,,.en j = itl,...n, 2n+l,...2-1
dans le cas pair; auquel il faut ajouter A1 i = 1,...n dans le cas impair.
A 1l'aide des relations (L;4), (L;6) et (4;7) on obtient les &léments

radiciels correspondants. Soit, dans le cas pair,

X"'"'”'l- = C'-t.i & jan ¥ Citn, fin T eim )
[ i‘h.

Xsi- S Cif ~eifin+ Ein, i~ e idn, gt ¢ = At

Xniodg = e+ e v+ & Ciamyfim + Edim ' o {>n
v=d ... 0B,

Xac=dy = eip=Fcif- -1 eiem, 41 4 eden |

auxquels i1 faut ajouter, dans le cas impair,

X c‘l" W dh = e":,lu'ih + d.‘j-u‘ Wadnt te 4, 2... W,

Soit n, la sous-algfbre engendrée par les éléments radiciels définis

ci-dessus. Nous avons alors que : (voir (3;6)) net n, = so{n,m} /n
sont respectivement des algébres nilpotentes de (so(n,m))c et so(n,m)}.
i:.. . x = i i
Posons Xj el’J + €i+s5,] s 1 S1 1 <£n
s=n sl 1i>mnm

Kous pouvens alors mettre les éléments radiciels sous la forme suivante :
.x).i.};' = X:}_ + XQ“
¢ ) si jsneti=1,...n

i
XM'X{_ = X-"’ XJ:'}K
Xxiidg = Xll+ﬁ Xiu
XA-'-)& = Xl' _\g?l Y\‘é*‘

si j>2net 1=1,...0
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auquel on ajoute, dans. le cas impair seulement, X;+n i=1,...n.
Ainsi on voit que les X;, qui appartiennent & so{n,m), forment une base

de Nge

Décomposition d'Iwasawa de so(n,m).

i i
Comme X} = ej s + ei+s,j, on a que (Xj)p = £5,p (83 + 634s)
Q .
- Gj (gi,s + gi+s’P) gt, de ce falt,
(4;9)

(gélp (8?4'8?;;) - 83(3{,6""3&.\,?” =

o

= - ‘151;: (3.;0 + 1'.'“"{’) ( 3:‘ 4 E;u) + des termes nuls.

(Contiennent soit (gi,i + gi+s,i+n)’ soit des §; ;, dont les indices ne
peuvent &tre les mémes (i < j)).

De méme, un calcul analogue montre que :
I

(4;10) X5 K xi = o,

Ainsi, l'ensemble des XE,
abélleane ng,j' = gquj) de ng
ng = 2 nl et, par le théoréme(3;10}

=1

oli i est Tixe et j > i, engendre une sous-algéhre

: nous la désignons par né. Par conséguent,

N
(4;11) so(n,m) = k, + hp  + 7. n

Vet

est une somme directe.

Q -
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Décomposition d'Iwasava de la composante connexe de 1'identité de(S0(n,m)l,.

1, Sous-groupe K d'algébre de Lie k.

k, = Z. Re; s+ Z_ R e; :. Ainsi, par la définition des e. .,
0sTe4m sd - nei<jemen T2d 1,

les €léments de k, sont des matrices antisymétriques. Si nous posons de plus,

(4;12) l&, = Z— R c‘:‘-‘i et Lz. - Z R ey

o<f<4’t.v\ n<-‘<£$u-w
nous avons que :
1 YVoek, Vielk, Lebl=o0
2) ¥abdek {ab] €k, J avec des formules similaires pour k..

Ainsi k, et k, sont deux idésux permutables de k,. Il leur correspond
donc deux sous-groupes analytiques de G, engendrés respectivement par

k) et ky, dont le produit direct aura, & isomorphie prés, k, pour aslgébre
de Lie,

Solent K; et Ko les sous-groupes enalytiques définis ci-dessus. Comme par

la relaticn (1;3) détKy; = détKp = 1, on a que :

Ky = 80(n) et Ko = 80(m). Enfin, K = 80(n} x 80(m).
- t - - »

2. Sous--groupe Ap d'algebre de Lie hPc'

Soit A, le sous-groupe analytique de 80(n,m} d'algébre de Lie hPo' Comme hPo
est une sous-algébre abélienne formée de matrices symétriques, 1'élément

général de AP est de la forme,

n n
exp Z: vy ei,i+n) = W exp (tj ei,i+n)' Un calcul montre
alors que : e v=i
(Cht., 0,....... 0,sht, @s- @3 @ -on o ]
o"dt"’.o"" 0 ,JHL‘,‘... 6,90 .. o
. 6-~-.-"ch{n,o,a---..'-skt-\,v.---@
(4;13) _‘Iexp (ti €i,i+n) = Shi oo . 0. chb 0, - - oo ®
H q,.skh"o).__,_,o,cﬂh,‘o,----- -~ 0
O e Shtn, 0, - - - D chin,o--- ®
D S -V R LS
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3. Sous-groupe N d'algébre de Lie e

Lemme nl est un idéal de Z n; i=1,2,....n
St
Dém. XJ, ] 1,jsei',k] + [ei,js ei'+n,kl
+ [_en+i,j, ei,k] + {emi,j, en+i',k] = - gj,k((ei,i' + en+i,i')

+ (ei,n+i' + en+i,n+i'))’ ol la derniére égalité est obtenue a4 1l'aide de
le relation (2;4),

i ) I
Mais ey Jit toen+i it Xi' et (ei,n+i' + en+1,n+1') = Xpeit

D'ol le résultat,
Soit N* 1le sous~groupe analytique de SO(n,m) engendré par né. Comme ng
est abélienne, 1l'exponentielle est une bijection et 1'él&ment général

de Ni a la forme

. ¢y min \
(Li1k) w = enp {L":;‘hg- x& N Z;-M hg

‘ n wd“ { et
Posons A’ = sz o E EJ =n+.'+n 1.}41 gé’ E}l
SRS 5 )" r“*'*'(g‘;)

Tenant compte des relations {4;8) et (4;9), nous obtenons :

(u‘);‘ = + Z ( 14.{5 (8:‘1" 8:‘..,,) - 5:(3-.--}.\,'3 +g"F'))\§é'
$o

wetn <€ sl J
' d‘zhh ( j’J'P( 8:{ } 8”‘) B 8‘5 (.3‘“"{) * 36‘.{3]) \gé

‘ _' _ ¥ g‘:‘,
L AT (g Bp) (87 v
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Théoréme {4;15)
Soit N le sous-groupe analytique de (_'c‘:ﬁ(l:l,m))c engendré par ng. Alors tout
2lément X & N peut se mettre sous la forme

x = ul w2 ... u® ol e & il i= 1,2,...n

Dém. On procéde par induction sur le nombre n des u'. Le théordme est vrai

pour n = 1.

Soit x € N =exp(i Z_ g x )+ z: (.&,M,.h\g&x ))

-\:

ni-&
Soit uf = exp . ‘gj. i Alors, par la formule de Campbell-Hausdorff
-ln 1]
et le lemme ci-dessus, nous &avons que :
uu'tﬁ v Y Rzt e
A~ Lt g X')) W\D‘d‘nz no
X {ull)—-l = eXp (( Z (.Z: . ‘g &)+ 2: ( snh'h J’ & Ser
(- }s 1 &

=ul w2 ,,, uid pa;' hypothése d'induction. D'ol le résultat. Par le

théoréme 3;7 nous avons maintenant le résultat suivant
Théoréme (4;16)
L'application ¢ : (kl,kg,a,ul,ue,...un) klkga,ulua..un est un difféo-

morphisme analytique de KyxKpoXApxByxNox...xNp sur la composante connexe

de 1'identité de O(n,m).
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§ 5 MESURL DE HAAR SUR LES GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLE

Lemme (5 ;l)

Soient G, un groupe de Lie d'algébre de Lie g, a et b, deux sous-algébres
de g, telles que g = a & b, A et B, les sous-groupes analytiques de G

d'algébre de Lie a et b respectivement. Alors, si 1l'application

¢: (Q,B)_""":"CLB -

AxB — G

est bijective, il est possible de normaliser les mesures de Haar dg, do,

dg, de G, A et B respectivement de maniére & ce que

_ dit Adgt®) du d
h(a)ag«-ﬂjiw) gaml id e @
r %

Dém,

————a

Soit L, la translaetion & gauche par 1'élément u de G; dl, 1l'application

tangente correspondante. Comme,

p(kexpt Y, perptz) = »ce(P“eﬁ‘aiY?) expti

= o eﬁft[ﬂ&[‘n-')\{{-Z) Nea, 26&bd

nous avons gue, pour l'application tangente,
d#{,‘,P]I (JL.‘Y, OIL.P?-}*"_" AL&{.(QA((‘]Y-PZ)
( A K'B)H‘P) —_— (G‘)dp

ol (A x B)(asB) et (G),p désignent les espaces tangents respectifs des
groupes A x B et G au point (o,B8) et af respectivement.

Supposons maintenant que Ad(g™1) Y + Z = 0; alors ¥ + Ad(B) 2 = Y + Adp(8)
2 =0, d'od Y= 2= 0.
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Ainsi d¢(a,8) est une application bijective et ¢ est un difféomorphisme
de A x B sur G.

Rappelons qu'une forme différentielle extérieure p est dite G-invariante
si elle peut €tre obtenue & partir de la valeur p, en un point u de G

par translation & gauche (ou & droite), c'est-f-dire si

eu(dLu,x): qv(dl‘vx) V U.,Ve.G'c-f-V)(e%

Soient alors w et & des formes différentielles extérieures, respectivement
A et B ~ invariantes, donnant lien aux mesures de Haar do sur A et dg sur B.
Soit v la forme différentielle extérieure G-invariante, obtenue par trans-
lation de (w A 6),, (ol e désigne 1'identité de G). Exprimons vods, qui

est une forme différentielle extérieure sur A x B 8 1'aide de w et 6.

Fous avons

(Vo dd),, (dha ¥, dbg2) = Vup (dlap (AdIF) Y42 )
Ve (A4 (P Y42 ) = (wAB) (AL(F) Y +2)
(We r Be) (B (&) (Y,2)) = it Al<p) Weabe (V2)
dat A p) Wa A By (&L‘Y,JLPE)
wvee A (%p) @ (Y,2) = Ad{p")Y+2 Yeo, 2 €4
Come Qdg (p7) V42 = Ade (p)Y 4 Qg(plz)nous avons alors -
dit fdg ()

Jat A (d‘P) = d'oll le résultat.

Jot Qd G Ip)

n

1]

Théoréme(5;2)

Seit G = K AP N, une décomposition d'Iwasawa d'un groupe de Lie connexe
semi-simple. Soient dk, da, dn, des mesures de Haar invariantes & gauche
sur K, Ap et N respectivement. Alors la mesure de Haar dg de G, invariante

& gauche, peut &tre normalisée de maniére & ce que :
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KXHP‘N

| 2 (40 &)
14(3) &} - J i“‘ah) £ f g dk dadn,
)

ol f &C,(G et  p est la demi-somme des racines positives.

Le groupe 8 = APN est un sous-groupe fermé de G, contenant AP et N comme

sous-groupes analytigues. De plus s, = hPo + 10,.

Considérons maintenant les applications suivantes :

¢ : {(k,a,n}) > kan de K x Ay x W sur G
a : {(x,s) #+&— ks de Xx 8 sur G

8 : (k,a,n) > {k,an)de ¥ x Ay x B sur Kx 8.

Toutes ces applications sont des diffécmorphismes et ¢ = a o B.

Selon le lemme 5;1 nous avons alors

{ flks) dkds= ( $lka

Kxi ) kxﬂpxu

det Adyin}
Jdit pdgnd

dk da dn

et par une normalisation appropride

Yy = g det Bdg (9 did
Si(j : k) Al &
& Kx$
d'oll comme dut Qdylae) Jﬁﬁdp(:! _ At.l& (&)
Act Ddg (o] art Adg(n)
é_‘ﬂa)i% = S L {l an) ot R ta) dk du dw.

Kt fp N

Dans l'avant-derniére égalité, nous avons fait usage de la propriété

dét Adg(x) = 1 et d&t Ady(x) = 1 qui provient de la semi-simplicité
de G et de la nilpotence de W.

Soit H €hy, tel gue a = exp H; alors Adg(a) = adglexp H) =
exp adSOH et dét Adgla) = 38t exp adSGH = exp(Tr(adsoH)).

Rappelant gque les racines sont les poids non nuls de la représentation

adjointe de la complexifige de l'algébre de Lie de G et que les sous-espaces

Y

propres associés 8 ces différents poids sont de dimension un, nous avons que :
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Te adg W = Z «{H) = 7 )2 2504 Cotli)mo Vet, o4 7,)

AT, S EDy

d*ol notre proposition.

§ 6 MESURE DE HAAR SUR S0{n,m).

Déterminons d'abord la forme linéaire p = Z d'.. . Nous avons vu {4;8),

que les éléments de A, étaient du type Aj * AJ *1¢i<n j=1+1,...n,
2n + 1, 2n + 3, ... &1.

Dans la somme ci-dessus, les seules contributions qui ne s'annulent pas

deux 8 deux sont celles de

1) Ay qui apparait 2(n-1) + m-n fois

2) A, qui epparait {n-2)2 + m-n fois
i) A; qui epparait {n-i)2 + m-n fois
n) A, qui epparait m-n fois,

n
a'oll 20 = 2_ A (ntm-2k),

K=
Posons H; = €f i+p I = 1,2,...n; alors tout &lément H & hpo peut se
mettre sous la forme H = tiH;. Ainsi,

2p(H) =2 t t; o(H;) = z: -, bi (nm-2k) Ag(H;). Mais Ak(Hl) = 84 ks
- par aéfinition de Age Par conséquent

(631) 2 p(H) = i__ t; (n+m-21)

(a

Déterminons maintenant les mesures de Haar sur X, Ay et W.



Mesure de Hear sur K,

Comme K est isomorphe au produit direct de 50(n) x 50(m), nous nous
restreindrons & la détermination de la mesure de Haar sur S0(n).
Soient* X;, Xp,...X,, un systéme d'axes orthogonaux formant un repére
dans 1'espace Euclidien E"; soit gj j(a) la rotation d'angle o dans le

plan défini par les axes X; et Xj. Posons d'autre part

k
9 0 = G (0 et g“‘)..g.(e.“)....‘}glas).
Théoréne(6;2)

Tout &lément g de 80{n} s'écrit de maniére unigue sous la forme

(-1} «) o< 8L < + 0 tew
3= 9" ¢ 01 rT ok 0s e

(k))

Dém., gi(eﬁ) est caractérisé par (gi(ﬂg) facteur de g

t k . &
X; =Xy cos 87 + X5, sin 67

.t .

Xip1 = - ¥ sin B§ + X341 cos B§
Xy = % k#dieti+l

les autres axes Btant laissés fixes.

(1)

Démontrons le cas général par induction, en supposant le résultat vrai

. 1
sin=2 g=g'"'=g (8))
pour S0(n~1).

Scit &, = (0,....0,1) un vecteur de E". Alors,

n-1 . n-l n-l
= a
& 1(8 l)i‘ (O,....O, sin O 10 cos Ln 1)

* (Voir Vilenkin, Fonctions spécimles et théorie de la représentation

des groupes, Moscou 1965)

27
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k .
Comme d'autre part gi(ei) &, = &p ks n-1 et i< n-2, nous avons
que
n-1 - n-1j,-1
g &y = g( ) £, d'ol (g( }) g &y = &p
Le vecteur &n est un vecteur de la sphére Sn"l. Dlautre part, on a que
gh=l ogt difféomorphe & 50(n)/80(n-1), oll 80(n-1) est précisémert le
sous-groupe d'isotropie du vecteur E,. En conséquence, (g(ﬂ'l))'lg € S0{n-1)
et, par hypothése d'induction, nous avons que :
(n-1),- (n-2) (1)
(g ) lg = g -..Ig

I1 est clair que, par constructicon, nous surons unicité si nous imposons

que0$9§<21r et0$e§<7rpourj7‘-l.

Nous sommes maintenant en mesure de caleuler la mesure de Haar sur 50{(n).

Théoréme 633

Soit dg la mesure de Hasr sur 20{(n} normalisée de maniére & ce que
dg = 1, slors

50{n) n-t

k [
® k
= A ] T] sn 0] doj
kae
avec A, = "Tr'{k[._ (lﬂ' Y

Dém.

: n
Seit X & E®, un vecteur de composantes X1, Xp,...X, et de norme [X{{= (T X

‘ﬂl
Introduisons les coordomnées curvilignes suivantes

2
i)

—

2
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b
I_J
it

r sin 8,.1 sin 0pupessesin By

= r sin 8, 7 sin 8y oe...5in 65 cos 0]

P
o
§

Xp-1 = T sin 8.3 cos 8,0
Xpn =1 cos 0,

avec 0 s r <= , 05 08) <2net 06, <7 k#1
Calculons maintenant le Jacobien de ls transformation donnfe ci-dessus.

chotg 61, chotg 32,....-.....chotg en_l, Xl/r

—thg 91, Xecotg 92,..........X200tg en-l’ XE/r
D(Xl""xn)

= 0, —XStg 32,.-..-.-.....X300tg en—l’ XB/r
D(el,oooen_l’r)
0 0
0, 0, 0, -Xp.1tg 0,0, X,_jc0tg 8p-1, X, 1/T

0, 0, 0, 0 Xat8 64,1 & Xn/T

Nous mettons Xj,%5,...%, en facteur et soustrayons la 2&me ligne de la
premidre, la 38me de la 23me, etc... En développant alors le déterminant

par rapport aux lignes, nous obtenons :

D(Xl’nnoXn ) l l l

i

Xl,Xe’. . an
D(el,uooen_l’r)

0-2 sinn-3 in @ n-1
en_e LN Y ; 2 r

n—lsinn-E
6n-1

M

Ainsi, dxldXE..oan =r as s Sin 62 d al d 82 (Y d an_l dr-

Soit f£{t) une fonction sur g1l te11e que £{g) = g(x) pour x e -1

(g{x) étant définie sur EP). Nous avons alors gue :
5 flg)"?‘“ﬂ S 2(;){0'-:) dr dee. .- dtx
n-t E"

ol A est une constante de normalisation.

sin 0] cos 07 sin 0Op cos 6z "' sin @, jcos 8,

L
r
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Comme la mesure &{r-1) dxj...dx, est invariante par 50(n-1), nous avons que :
_ Wi -t
8 (r l) in---i‘-‘ = J(f-:) r 5.\»1“ 9“4 - 3 " o, 48, .‘.c‘en_.

. D= .
d'oll 4§ = A sin § ....sin 6p d 63...d 6, 1

n-1i

C'est une mesure S50(n)-invariante sur Sn'l.

Pour obtenir la mesure de Haar sur S0(n), nous faisons usage du fait d&jd
mentionné que, S0l est difféomorphe & 50(n)/S0(n-1). Ces groupes étant
compacts, les mesures de Haar correspondantes sont bi-invariantes. Nous
savons, par la théorie de 1'intégration dans les espaces homogémes, qu'il

est possible d'écrire :

[f(g)ag - J ( J  f(gn)an ) ac
so(n) $0(n)/s0{n-1) S0{n-1)

dg et dh étant les mesures de Hasr, convenablement normalisées, sur SO(n)
et 50{n-1) respectivement.

On obtient donc aprés itération du procédé :
J f(gldg = J NP J d €, 4 €& 1...4 Epfighy..hp 3)
s0(n) so{n)/s0(n-1) 80(3)/s0(2)

od 4 £; est la mesure invariante sur la sphire gt~1,

p-t k -~}
Ainsi, dg = A, T T sw? 9; de‘g

Kot én

La déterminetion de A, se raméne slors & un calcul classique que nous ne

reproduirons pas ici.

Mesure de Haar sur AP'

Comme Ap est un groupe abélien, homéomorphe & R, on & que da = dti...dty

egt une mesure de Haar sur AP.
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Mesure de Haar sur N.

Théor&me (634)
Dans les notations de (lj;14), la mesure

1 ol 1 2 n
dn =4 £, d £ae0d £ 4 Eoelndl

est une mesure de Hgar de H.
(Les seuls 53 intervenant dans dn sont ceux apparaissant effectivement

dans les matrices de Ny, Ny,....N, respectivement).

Reppelons que l'algébre de Lie n, de N est somme directe des algébres
nj . ol nj est l'algdbre de Lie du sous-groupe analytique W; de N,
Démontrons le résultat par induction sur n. 8i n = 1, le résultat est
trivial car N = N; est abélien,

Soient ff = n, + n3.+....+ n, et N le sous-groupe analytique correspondant.

Alors, par le lemme 5;1, nous avons que

J f{n)dn = J £(nyf1) ( dés Adg(a) / dét Adg(a) ) dn) af

N Nl x N

ou dnl et dffi sont des mesures de Haar convensblement normalisées sur Nl

et N respectivement. Comme N et N sont nilpotemts, aét Adz(f) = aét Ad (#) =1

¥

et dn = dn; afl. Mais N, est abélien dfou dn) = d F,é...d £m (& une normalisa-

tion prés); et comme N est homéomorphe & N, ¥...x N, le résultat s'obtient

par induction.
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5 T QUELQUES SOUS-GROUPES FERMES DE (80(n,m))..

Définition. (7;1).~ Soit g une algébre de Lie, P(x) = Zf'ai(x} ki

le polyndme caractéristique de adx. Soit ‘g le plus petitlg;tier tel que
aq soit non identiquement uul,

Un &lément x € g est dit régulier si aq(x) # 0, il est d4it singulier dans

le cas contraire.

Remerque : De la définition des racines d'une algébre de Lie semi-simple,
relativement & une sous-algébre de Cartan, nous voyons que, si H est un

€lément régulier de la sous-algébre de Cartan, alors, a(H) # 0 VYV a & &

Soient g, 1'algébre de Lie d'un groupe de Lie semi-simple connexe

G, 8o =k, + hPo + ny une décompesition d'Iwasawe de g,, H un élément
singulier de hPo’ A' 1'ensemble des racines de g {camplexifiée de go),
nulles en H,

La Torme de Killing &tant non dégénérée sur la sous-algdbre de Cartan h
de g, nous identificns h et son dual,

. ' t At i ¥ '
Soient alors hPo 1'orthogonal de dans hPo’ hPo 1'orthogonal ?e hPo ,
dans hPo’ F. l'ensemble des racines positives nulles sur hPo’ P, (resp. P_}
l'ensemble des racines de P, non nulles (resp. nulles) sur héo. Nous
choisissons dans hPo une base Hy,...H,, de Taniére d ce que Hl,...HP'forme

¥
une base de hPo et Hp+1"“Hn une base de hPo' .
Définissons maintenant m*' comme sous-espace de g engendré par, hPo’ hko’

les X, et X_, pour @ & P_\J PL (X, étant défini comme dans le théoréme {3;1)).

On montre alors que* mé =m'n g, est une sous-algébre réductive de g,

eyant les propriétés suivantes :

¥ (Voir : F. Bruhat, Bull. Soc. Math. France 8%, 1956, fasc. II, p. 199)
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1) hko + h;o est une sous-algébre de Cartan de mj.
2) ml + hﬁo est le centralisateur de hp, dans g.

3) Sin' est la sous-algdbre de g engendrée par les X, o € P!

et ny' =n Ag,, on a que

Imo', no'] Cny' et [hl')o . no'] C no'.

a - t 1,1 1 x t
De plus, s, =m,' + Bp, + n,' est une sous-algebre de g, et s ' est le

3 4 )
nermalisateur de n, dans 8o+

Posons maintenant
Aﬁ = exp héo et N' = exp n,'.

AﬁN' est un sous-groupe analytique de G engendré par hﬁo +n,'; clest un
sous-groupe fermé résoluble de G.

Soit M, ' le sous-groupe analytique de G engendré par m,'; alors M,' Aﬁ

et M,' AﬁN' sont des sous-groupes fermés de G, comme composantes connexes
de l'identité& du centralisateur de Aﬁ dans G et du normalisateur de N'
dans G respectivement.

Soit ﬁo' le groupe de Lie simplement connexe d'algébre de Lie m,'; comme
A£ est simplement connexe, M,' est 1'image de ﬂo' dans 1l'application cano-
nique de M ' x A£ sar MO‘Aﬁ, donc est un sous-groupe fermé de G.

Soit enfin My ' le centralisateur de A; dans K. Posons M' = My'M ' et

T = M'AﬁN'. M' et I'' sont des sous-groupes de G ayant M,' et MO'AQN' comme
composante connexe de e; ils sont fermés car ils contiennent le centre 7
de G, et leur image dans G/Z est fermée comme produit d‘'un sous-groupe

fermé par le sous-groupe campact My'/Z.

Groupe de Weyl. {restreint)

Dans le cas ol by, = hé 1'algdbre de Lie m,', gue nous désignerons alors
0
par m, est engendrée par des &léments de k,, seulement.



34

Ainsi Mo' est la composante neutre de M', gque nous désignerons dans ce

cas par M. Soit alors M le normalissteur de hPo dans X.

M= (kek: Ak H &hp_ Vi éhpo).

M a les propriétés suivantes :

1., ¥ est un sous-groupe fermé de K
2. M est un sous-groupe distingué de M

3. my est 1l'algébre de Lie de M,
Démontrons le dernier point,
Soit @, 1'algebre de Lie de M. Siye Ty, on a manifestement
{v,H] €bp VHEe By, » S ainsi, en faisant ussge de l'invariance
de la forme de Killing,

(ad H.y, ad Hy) = -~ {(ad )2 s ¥)
Comme (ad H)Zy = 0 Vh é‘hpo’ 1'expression ci-dessus est nulle et
add.y = 0, d'ol ¥ & m,.

Définition.{7:;2k~ On appelle groupe de Weyl restreint W, le groupe
quotient gI/M.

Remarquons gque ce groupe est fini car M et Y sont compacts et ont méme

slgébre de Lie.

Les sous-groupes I'' et W nous seront utiles pour Géfinir des représen-

taticns induites et obtenir un critére d'irréductibilité.

Cas de (S0{n,m))..

Déterminons maintenant M,' dans le cas de (80(n,m)}e. Coume M'A]; est
le centralisateur de hl'70 dans G, ses &léments doivent satisfaire € des
relations du type p H=Hp, H éhf)o et p € M"Al'a.

Cette Equation peut alors s'@crire schémgtiquement sous la forme,
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Nous voyons donc que si p est un &lément de M‘Aﬁ nous avons les relatinois
suivantes :
B=D=E=H=R=U=W=

=0=H=0 et CX = XK, AX = XM. Ainsi C=K et A=M; les

matrices &, C, K, M, sont diagonales.

Ainsi, r [ ih T“

f‘_._?_li_o___.o_._?
o‘G o‘Il s
e i

Pk R L,

= __!__ —_ = —— te,
0@0‘5] T
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Hous voyons d'autre part que si 1'on pose

P " Pin P w  Pin in
] - ! f ]
{q'olc_‘ o slaloiotor o
|
= — l-u—-; — Jdoteo o,zh 3 _
4 ol o alal
n.gl_..|———1-—~—- va_?’.?!i'?..‘_"—
a= |tk toim | o ed W= |g,Q © 3| T _
?1‘__|—_-l-.-_1-_.— t“—-l—‘i-—_lul
|
o‘lO!o 4 Ol"lloi"l k4
|
v b
alors em=ma, aetmg0ln,m)

De plus, tenant compte des relations de définition de O(n,m) (1;2)
nous avons gque :

chk

s ki,
< hh

hLil

cLiP qaLi,

Ainsi a &« Aﬁ et m est isomorphe & un élément de G(n,m), d'oi

Proposition (7:3)

My' est isomorphe & (SO(n-p,m-p)le.

Déterminons maintenant M ' et étudions & cet effet 1'équation Ad{k) H
= fl lorsque H et H ' et k £ K.
orsq é’%o &

Cette équation peut s'écrire schématiquement sous la forme,

I R%] 8 ™ n in h th
l ! ) t - I
0 : 0 o 'x 1 © 1o 1o 0 :‘A | o
N Sadil AN B DU Y R
B : D x ! o | o ot jfe | X :o | ©
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I t |
C | g o "o 0 0 i ED | tg o ' 010
I | | L
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I A
DI D N o
—~ —l— ~]€350(m) et Xeo N
cd A € S0{n) | o
' l E tn

Comme H est singulier, certains des t{ sont identiquement nuls.
Désignons par I {resp. I,) l'ensemble des indices correspondant au
ti de hﬁo (resp. au t; de h;o). FKous choisissons d'eutre part, comme
dans le cas général, une base de hp indicée de maniére & avoir
d'abord les éléments de I.

En effectuant la multiplicetion matricielle nous obtenons :

A 1) ’: iw

1 i |
o Mﬁt\')tﬁ!xt(. ot X o
Y S —_— —_—
ihttﬁl o o - X o |o
3 — pr— [ — R, —
) o { o) o |o |o

Comme X et X sont symétrigues nous tirons de cette relation les

conditions sulvantes
(7:4) axtc=o0 et  (735) Axte=%X

Comme détA # O (par définition de K) (7;4) devient X ¥C = 0, ce qui

est quivalent & ,

ct

J:o 3= 1,2,...n kK €14
La relation (7;5) est d'autre part équivalente sux relatiomns,

k X Xk
% +9 = b, € kK,2 = 1,2,.0.n

Quelques cas particuliers.

1. X=% (% =<Y

Les t@ étant arbitraires sur Il nous avons que:
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q €14 1,2,...0 a#k

0

H

g =1,2,...1m a#k

el < A

kel

Kous voyons donc que les Il premiéres colonnes de A n'ont que le terme
diagonal non nul; comme A € S0(n) ces €léments diagonaux valent 1 ou -1.
Finalement les colonnes de B et C &tant nulles pour les mémes indices

(& 1'exception du terme diagonal de B), nous avons, par un raisonnement

similaire 4 celul fait ci-dessus que :

J . X

a = 0 J=1,2,...m k € ) et
2 = g ke Iy q=1,2 Fx B =1 1 kel
1 &£ 11 4= 1,dy.ve g K ou - & 1

Hous vcyons donc immédiatement que les €léments de M, ' sont de la

forme suivante

K pn A
t
| | | o
SR RO N L G .
}
o iﬁhoﬁ! o 4 © I -o ]
[ R i B _.I,_ .
[»] ] 4 o=t o Q
0% IO SR I R _{,._ - = -
4 /
o 4 I /
= _-O'_F -0. -_]_-/-1 L..../.. /_....__.—
oo o |/ g Olmrp /
H / f’
Remargue : Si hpo = hﬁo on obtient les £lé&ments de M. Comme =lors

C =D =011 est facile de vcir que les €léments de M sont de la forme
suivante
! 1
16v0u-1 | o o
| {
N e e _—— — —
i l
o) | 4 ov -1 | o
In | — —_— e — . — — —
I
] ! o :5{3(“"“).
1 1 |

La composante neutre de M est donec isomorphe & SO(m-n)e.
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2. X # X et hﬁo = hp (c'est-d-dire k & ﬁ).
o

Nous savons alors que C = D = 0 et que nous avons la relation

x k ~k .
8y t% = byt K, = 1,2,4..0

t
Supposons ‘que &2 et az # 0 pour k # k' et montrons qu'alors 1'image

de hno par l'application

(7;6) X —s A X B

est de dimension < n; d'oll une contradiction car dét A # O et

dét B # 0.
X k!
Posons aq = Ak,k' aq Ak,k' £ R
k' k! k-k _
Hous avons donc que bq t - Ak,k' bqt = 0,

Cette relation &tant linfaire entre t¥ et X', 1'espace image est de
dimension < n.

Nous voyons que nous avons un et un seul coefficient non nul dans chaque
colonne de A, valant 1 ou -1, puisque A et B £ 0(n). De plus f&tl = Ibzl.
Fnfin l'application (7;6) est (au signe prés) une permutation des

gléments de X.

Définissons maintenant, dans M, un ensemble de représentants des classes
de M modulo M,

Avec les notations définies ci-dessus, nous voyons que tout &lément de
M est caractérisé compl&tement par le triplet de matrices (4,B,E), ol

A € 80{n), B £0(n} et E € 0(m-n); de plus d€tA = détB d&tE = 1.

Soient (A,B,E)} et {(A,B,E) 2 éléments de M,J (resp. J') le sous-ensemble
de M formé des matrices n x n, diagonales, de coefficients non nuls

1 ou -1 et de déterminant 1 ou -1 {resp. 1).
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Dire que ces 2 éléments sont dans la méme classe revient & dire que
(an-1, Bﬁ“l, Ei~l) est un élément de M. Plus précisément, en tenant

compte de (7;5), nous avons les conditions suivantes :

1. aA7L = BBt =k g g
2. BE~L € S0{m-n).

Comme les coefficients des matrices A et B sont au signe prés les
mémes, il existe I et I' & J' tels que B = Al et B = ATIY.
Alors de 1. on tire que, BB-L = & 11'-1i"1 = aAd-l g'od 1 = 1°,

Distinguons maintenant deux cas :

1) B € 50(n).

Si B £ 80(n) on a que, par {1;3), E € SO{m-n) et, comme A & S0(n),

I & S0{n). La classe de (A,B,E) = (A, AI, E) est donc 1'ensemble des
gléments de la forme (kA, KAI, E), oli I est fixe, k parcourt J' et

E parcourt SO{m-n).

2) Be o{n) B £ s0(n).

Posons B' = B U, ol B' & 80(n) et U, est la matrice de coefficients

1,4
part E' = E Up_pn; comme B = B' Uy

- 61’3 j=1,2,...n et &+ - i=2,3’,‘_.n’ j=l,2,...n. Soit d'autre

A I, il existe I' & J' tel que

(A,AT'U_, E'U

n-n) €st formée des

B = A I'U, et la classe de (A,B,E)

gléments de la forme

(kA, KAI'Uy, E'U,_)) I* étant fixe, k parcourant J' et B

parcourant SO(m-n).

Remargquons que dans les deux cas, & des I (resp. 1'} différents, corres-
pondent des classes distinctes. Il ne reste done qu'd @éfinir un moyen
d'obtenir des A donnant lieu & des classes distinctes.

I1 est clair que pour tout &lément (A,B,E) de M, il existe un k & J'

tel que kA = A ait tous ses coefficients non nuls positifs, (4 1'excep-
tion &ventuelle de celui de la premidre colonne, afin que dét A = 1).
Soit L, l'ensemble des A & 50(n) ayant cette propriété et tels que
(i,B,E) € M.
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Proposition(T;T}

A tout couple (A,I) ol A€ L et I £ J', correspondent deux classes
distinctes d'éléments de M modulo M, De plus, £ deux couples distincts
(A,I} et (A',I'), ol A#A' et I#I', correspondent des classes distinctes.
Dém. Soit A, A'e€ L A#A'. Alors il n'existe aucun I'€ J' tel que

A = I'A' (par comstruction de L); d'odl le résultat, moyennant la

remarque ci-dessus,

Remarque : Nous pourrons prendre comme ensemble représentatif des

classes de M modulo M les éléments sulvants :
(A,AI, identité) et (A,AIU,, Up.p) I1&£J' et A&l

FE T - - - . vt 7
Pour les éléments représentatifs des classes, 1l'équation AX B = X

devient :

ax1%A = X si B=AI A, I € S0(n) ou AXUnItA = X si B=U AT Uy e 80(n).
Comme les applications X — XI et X —+ XU,I changent les signes de
certains t; de la matrice X et que l'appliecation X — AXUA est une

permutation des &léments de X, nous avons lg proposition,

Progosi£ioﬁ(7;8)

Le groupe de Weyl est isomorphe au produilt direct du groupe des per-

mutations de n €léments et du groupe & deux €léments.

Définissons maintenant N'. A cet effet rappelons que N' est le sous-
groupe analytique de G engendré par n,'. Comme P, est formé des

racines A1 * AJ i=l,...n j=i+l,...n,2n+l,...%-1, auxquelles on ajoute A;
i=1l,...n s1 m est impair, on voit que, en définissant I, et I, comme
précédemment,, P} est 1l'ensemble des Ai * )j pour lesquelles i g I

j=it+l,...n,2n+l,...2-1. Dans le cas impair on gjoute i1 1 &1,.
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Nous voyons maintenant que, par un raisonnement analogue & celui fait
pour ng, no' est engendré par les
i

Xd =€ j + ei4g J i€ I, j=i+l,...n,2n¥l,...0-1

s=1 si 1 s n et s=nsii>an.

Définissons donc N' par exponentistion. On & alors (page 21) que,
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§ 8 LES REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DE DIMENSION FINIE DE I'.

Soit x » Ty une représentation irréductible de I'' dans un espace vectoriel
V de dimension finie. Ia restriction de cette représentation au sous-groupe
résoluble connexe S=A)§N' impligue, par le théoréme de Lie, qu'il existe un

vecteur £ £V-{0} et un caractére a de § tels que,

T, £ = alx)g W x ¢S,

Ainsi, « est une représentation de dimension 1 de § et, N' étant le sous-
groupe commutateur de S, aln)=1 Y¥Yn ¢ N'.
D'autre part,

T

an'fmg=Tanmg=Tm_1nmg=Tmecg=u(a)ng

oi n' =m'ln m e N? et me M.

L'ensemble T, £, m € M', engendre donc un sous-espace stable W de V pour
la représentation x + T, de T', Comme cette représentation est irré&ductible
W=V,

Remarquons enfin que lz représentation x + Ty restreinte aux éléments de M'

est, de fagon triviale, une représentation irréductible de M'.

§ *9 TREPRESENTATIONS ET ALGEBRES L{6§) .

Soit G un groupe de Lie semi~simple, connexe. Par représentation de G, sur
un espace de Banach ]-l_ . on entend, un homomorphisme g Tg de G dans le
groupe des opérateurs bornés, non singuliers sur H , avec la condition que

g + T & soit une application fortement continue de G dans 'H_, Vae H.-

g
* (Les résultats de ce paragraphe sont tirés de :

1. R. Godement : A Theory of spherical Functions. Trans. Amer. math.
Soc. t. 73, 1952, p. 496-556.

2. J. Diximier : Sur les représentations de certains groupes orthogonaux
C.R. Acad. Sc. Paris, t. 250, p. 263-5.

3, F. Bruhat : Loc. sit. page 29.)
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Définition (9;1).- Soit A une alglbre associative sur C et soit x > T,

une représentaticn linéaire de A par des opérateurs bornés sur un espace

de Banach }{ ; alors la représentation donnée est dite complétement irréduc-
tible si tout opérateur borné sur H est une limite forte d'opérateurs Ty.
Tous les résultats de ce paragraphe vont dépendre essentiellement du lemme

sulvant,

Lemme (9;2)

Soit A une algébre associative sur C, et soit n un entier fini. Supposons
que A ait suffisamment de représentations linéaires de dimensions £ n.
Alors toute représentation complétement irréductible de A est de dimension

£ n.

Dém. Soit M, l'algébre des matrices n x n. Montrons d'aberd qu'il existe

un polyndme ayant les propriétés suilvantes

1. P(xl,xg,...xn) dépend lin€airement de chaque Xx;.

2. P{Ap,Ap,...A.) = 0 WAy, . hp € M.

3. Il existe Ay,...A. & Mppy tels que P(A;,...A.) # 0.
1

, e =T

somme est effectuée sur l'ensemble des permutations m et ol e(n) vaut 1 ou

Définissons sur A le polyndme P(xy,...x I el Xa(1)erXal(r) ol le

-1 selon que 7 est pair ou impair. Manifestement, P(xy,...X,) dépend linéai-

-

rement de chagque X:;. On pourra donc se restreindre i vérifier la propriété

i
de P pour les &€léments d'une base de M, ou de M ..

Soit r(n) le plus petit entier tel que P{Al,...Ar) =0 Yay,. A EM

Un tel r(rn) existe toujours, car si r{n) =n2 + 1, et si Ay,...A, sont

n2 + 1 sléments d'une base de M,, deux au moins, parmi ceux-ci, sont &gaux
et par construction P(Ay,...A.) = O,

Montrons maintenant qu'il existe une borne inférieure pour r(m). Soit
t=r(n)-1; supposons que By,...B; soient des éléments de M, tels que P(By,...B¢)# O.
Supposons plus précisément le coefficient (P(Bla“°3t})h,k # 0. Prolcngeons
maintenant les matrices Bi & des matrices de Mgy, par sdjonction d'une ligne

et d'une colonne de zéros; alors il est &vident que
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P(Bl""Bt’ ey n+ls en+l,n+1) #0 ol (ei,j) est la matrice
ayant tous ses coefficients nuls, & l'exception de celul d'indice (i,])
de wvaleur 1.

Ainsi r{o+l) 2 r{n) + 2 et comme r(1) = 2, on a que r(n) > 2n,

Comme A a suffisamment de représentations et comme w(P(xy,...x.))

= P(n(xl),... ﬂ(xr)) = 0 pour chagque représentation 7 de dimension g n,

on & que P(Xp,...x.) = 0 quel que soit Xy,...X, g A, De ce fait si x > Ty
est une représentation complétement irréductible de A suf un espace de
Banach H , nous avons P(Txl,...Txr) = 0, Soit slors A;,...A, des opérateurs
bornés gquelcongus sur-}{; approchons A, par des opérateurs T,. Vu la lingéa-
rité de P en x;, nous avons P(Al,Txg,...Txr) = 0 et de proche en proche
P(8;,...A.) = 0.

Supposons maintenant que }{ contienne un sous-espace F de dimension n+l.
Notons Aj,...A. des opérateurs quelconques de F. F &tant de dimension finie,

les A; sont induits per des opérateurs bornés sur }{. Ainsi P(Al,...Ar) =0

en contradiction avec la propriété 3 de P.

Les algdbres L(§).

Soit G un groupe de Lie semi-simple de centre fini et K un sous-groupe
compact de G,

Soient & une représentation irréductible de K, ys le caractére normalisé
de §. (x5 * Xg=Xg).

Soit L{G) 1'algdbre des fonctions continues & support compact (algdbre
pour le produit de convolution); alors l'ensemble L(§)} des fonctions

f €L(G) tels que ig* £f=f %Xy =f est une sous-algdbre de L(G).

Soit g » T, une représentation de C dans un espace de Banach H.

E
Posons E(§) = J Tk ig(k) dk

On voit facilement que 1. E{§) E(§) = E(&)

(9;3) 2. B(8) E(§') = 0 §# 8

3. E(8) T = Ty E(s) Vk k.
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E(§) est donc une projection continue de }{ sur un sous-espace fermé M (8).
De plus, si x& H(8), Ty x € H.(8) Yk €X. I1 est alors clair que la
restriction de Ty & H(6) ne contient gque des composantes du type &.

si dim H(8) = P dim (68) est finie, on dit que & est contenue p fois

dans la représentation k -+ Ty de K,

k
Nous avons d'amutre part que,

E(§) T EG) = g Tiqw ) Xg (k) Xs (k) dkdkdg = T3
KrkaG
o F=Xefxis te L)

Ainsi si f £ L{6), E(8) Ty E(8) = T

~

€t H(8) est stable pour Te. De plus,

si Tp est l'opérateur induit par T, sur $H(8), nous avons que ’ff = 0 est

T
€quivalent a T, = O,

Lemme (9;4)

Soit g + T une représentation complétement irréductible de G sur H;
alors pour tout §, la représentation £ - 'ff de L{¢&) sur {f (8} est complé-

tement irréductible.

Dém. Soit A un opérateur borné sur J{ (8); étendons-le & Jfpsr la condition
Aa=AEs)a Vae 3. La représentation de ¢ &tant complétement irréduc-
tible, il existe un ensemble de f. & L{G) tel que Tg. converge fortement vers
A sur ¢ . Posons alors gi = 3(—5 #f % YS- Il est clair que g5 &£ L(8); de plus

. . - . ol ] = . m . - . —_ 6 T . - A &
nous avons gue lim Tgl a = lim Tgl a = lim E{§) Tp. B{8) a = lim E(§) £; @

Vae H(8), ce gqui montre que Tgi converge fortement vers A sur H(6).

Définition (9;5}.- Un ensemble de représentations 9 de G est dit complet
si, pour toute fonction non identiquement nulle f &£ L(G)}, 11 existe un

€lément T d'une représentation de @ telle que Ty # O.
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Lemme (9;6)

Soit £ un ensemble complet de représentations de G. Supposons que, pour
un 6 donné, 6 soit conteru au plus p fois (p fini) dans chague &lément de Q.
Alors & est contenu au plus p fois dans toutes représentations complétement

irréductiblesde G.

Dém. On sait que, Y £ € L{5), ﬁf = 0 est Equivalent & Tp = 0, d'ol les
représentations T + T. de L(§} associfes aux différents éléments de {3 Torment
un systéme complet de représentations de L(§)} dont la dimension est g n

= p dim{4§). Par le lemme (9;2) on a donec que toute représentation complétement
irrédductible de L(§) est de dimension < n, d'oil le résultat per le lemme (9;4).
1] nous reste & démontrer un thBoréme plus précis gui nous montre dans quel

cas p est Tini; puls & exhiber un ensemble complet de représentations

(de dimension finie) de G.

Théoréme (9;7)

Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe de centre fini, K un sous-

groupe compact maximal de G, G = K A_N une décompcsition d'Iwesawa de G

Y
et M, la composante connexe du centralisateur de Ap dsns K. Soit § une
représentation irréductible de K.et p un entier tel que toute représentation
irréductible de My soit contenue au plus p fois dans la restriction de § & M,.
Alors & est contenue st plus p fois dans la restriction & X de toute repré-

sentation compldtement irréductible de G.

Avant d'entreprendre la démonstration, donnons d'abord une définition.

Définition (9;8).~ Soient T un groupe topologigue, T' un sous-groupe.
Pour toute représentation o' de T' dans un espace de dimension finie V',
définissons 1l'espace V des applications continues de T dans V', telles que
o(t't) = o' (t') 6 (t) pour tout t' £€T' et t & T; alors la représentation
c de T dans V définie par {o(t)o}(ty) = 8{tyt) pour t1, t £ T est appelée

représentation induite par c¢', on la note ¢ = ind of.
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Lemme (93;9)

Toute représentation irréductible n de dimension finie de T est contenue
dans une représentation de la forme ind ¢, ol o' est une représentation

irréductible de dimension finie de 'P',

Dém. GSoient W l'espace de la représentation w de T, ¢' une représentation
irréductible de T' obtenue comme quotient de an,.
Soient V' 1l'espace de la représentation de g' et w l'application canonique
de W dans V',
Soit V 1l'espace de la représentation g = ind o'.
Pour tout a € W soit 0, 1'application de T dans V' dé&finie par 6,(t)
= w{n{t)a).
Montrons que : 1. 05 &V
2. L'application a » 65 est un isomorphisme du P-medule W

sur un sous-module de V.

Soit t'e€T' et t & T, alors g (t't) = wl(a{t')nl{t)a) = o' {t')e,{t).

La derniére égalité résulte de la définition méme de o'.

Pour démontrer 2, remarguons que l'application a + 8, est injective. En
effet, si 8g{t) = g,(t) ¥t & T, nous avons que v (n{t) {a-b) = C. Comme,
si a # b, les combinaisons linéaires finies d'éléments du type w(t)(a-b)
sont dense dans W w : W > 0 ce qui est contradicteire; d'oll a = b,

Finalement comme 84(t1t) = 8n{ty)a(t), nous avons bien un sous-module de V.

Lemme (9310}

Soit ¢ un groupe de Lie semi-simple connexe ayant une représentation fidéle
{de dimension finie); alors G a un ensemble complet de représentatiors ir-
réductiblesde dimension finie.

Dém, Soit g » T, une représentation de G sur un espace vectoriel H.

g
Appelons coefficients de la représentation les fonctions 6(g) = (Tga,a')

ol agd et a'e ' (dual de { ).



hg

Soit Cf 1'ensemble des combinaisons lindaires des coefficients des
représentations irréductibles de dimension finie de G. Puisque G & une
représentation fidéle, nous avons gue, par décomposition de cette
derniére en composantes irréductibles,

8lg') = oa(g") | & & Cp implique g' = g".
D'antre part, le produit de deux coefficients est un coefficient, car le
coefficient d'un produit tensoriel de représentation est le produit des
coefficients de ses composantes. Il en est de méme du complexe cénjugué
d'un coefficient, pulsque la conjugude complexe d'une représentation est
une représentation.
Nous sommes donc dans les conditions d'application du théoréme de Stone-
Weierstrasse. Ainsi toute fonction continue sur G peut &tre approchée
uniformément sur tout compact par des &léments de Coe
Soit f € L{G) une fonction non identiquement nulle, il existe donc un
B £Cp tel que f fl{g)o(g) dg # 0. Mais (Tfa,a') = j (Tga,a') flg) dg =
[ tlg)o(g) dg # 0 d'oll le résultat.

Démonstration du théorime.

Les deux lemmes ci-dessus montrent que les représentations de G de la

forme o = ind o', ol o' est une représentation irréductible de MoApH

dans un espace V' de dimension finie, constitient in systéme complet de re-
présentationsde G.

En tenant compte de la forme perticuliére des représentations irréductibles
de MoA N, (voir § 8), l'espace V de ¢ peut s'identifier & 1'espace des
applications continues n : K » V' telles que n{mk) = ¢'{m)n(k) pour m & M,
et X € K. |

0n a de plus gue (c(k}n)(kl) = n(klk} pour ki, k £ K, e'lest-g-dire que

glx est la représentation de X induite par G'IM; Mais o' °est irréductible,

M
donc, en vertu du théoréme de réciprocité de Frobenius dans le cas compact,
o contient & autant de fois que B[H contient cs'|Mo donc au plus p fois.

9

D'oll le résultat par application du lemme (9:6).
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Dans le cas de (30(n,m)),, le sous-groupe compact maximal K est isomorphe
& 50{n) x S0(m); de plus M, est isomorphe & S0{m-n). Comme les représen-
tations de S50{n) x S0{m) sont définies & l'aide du produit tensoriel des
représentations irréductibles de SO(m) et de S0(n), nous pourrons limiter
notre &tude & la détermination de p pour K = SCG{m) et M, = SC{m-n).

Une &tude déteillée de S0{n), (Toroide maximal, diagrarmme de Stiefel et
caractéres), permet de montrer gque toute représentation irréductible D

de 8C(n) est caractérisée par une suite finie d'entiers, (Poids dominant
de la représentation).

Désignong donc par anl,---mp une représentation irréductible de S0(n),

de poids dominant LS PERYS N On a alors le théoréme suivant que nous

donnerons sans démonstration.

Théoréme (9;10)%

Avec les notations définies ci-dessus nous svons les relations suivantes

E-) 2q+l = 29
q‘ Dml,cnomq Z: Dml',oo-mq'

ol la somme percourt tous les entiers des systémes {m') satisfaisant &

m $m' sm < mp' Peessey £ |mq‘|

b) 2qul LR omq = Zv 2q-.:l.])]nlv P .ln.q",_lf

ol la somme parcourt tous les syst@mes (m') satisfaisant &

| ¥
mlsml S-u------o mq__l qu

Ce théordme nous montre que si M, est isomorphe & S50(m-1){c'est-@~dire

si n=1), alors les représentations irréductibles de M, n'apparaissent
qu'une fois dans celles de }_  obtenuespar restrietion a M, des représen-
tations irréductibles de SC(m). D'autre part, il est clair que dans tous
les cas ol n > 1, les mémes représentations irréductibles de M, epparais-

sent plusieurs fois dans la plupart des représentations irréductibles de

K restreintes & Mg

% (H, Boerner, Representstions of Groups, North-Holland 1963)
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§ 10 LES FONCTIONS SPHERIQUES

Soit G un groupe de Lie semi~simple connexe de centre fini, G = K AN
une décomposition d4'Iwasawa de G, M, la composente connexe de l'identité
du centralisateur de AP dans K,

Soit & une représentation irréductible de K, p le nombre de fois ol §
apparelt dans une représentation complétement irréductible g - Tg de G
sur un espace de Banach .

Le sous-espace H(§) étant de dimension finie, on peut considérer la

fonction

bs(e) = Tr(E(s) T,)-

¢, ©st appelée fonction sphérigue de type § et de hauteur p.

Le but de ce paragrsphe est d'établir, dans ce cas particulier, en
suivant la théorie de Godement, une formule intégrale pour les fonctions

sphériques, puis de calculer ces dernidres dans le cas des groupes 0(n,m).

Soit T = MOAPN; nous avons vu précédemment que T e€st un sous-groupe
fermé de G. D'autre part, toute représentation irréductible de dimension

finie t > L(t) de T est telle que

L{man) = af{a) L{m) ol o est un caractére de Ap.

Considérons la représentation induite g - TE’ induite par la représenta-
tion t + L{t) de T.

Rappelons gque l'espace }{P de la représentation induite est 1l'ensemble

des applications continues 8 de G sur l'espace vectoriel V de la
représentation L. Nous avons montré (voir démonstration du théordme (9;7),
que l'espace ?{L pouvait s'identifier & l'espace des applications continues
6 de K dans V telles que 6(mk) = L(m) @(k).

Calculons maintenant la fonction ¢g(f) = | ¢g(g) f{g) dg quel que soit

f € L(G).
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o 6(k) = | e(kg) £(g) dg = [ 6(g) £(xLg) ag

Scit k -+ ﬁ l'application naturelle de K sur K/Mc; par la thé&orie des
espaces homogénes, on a, K et MO étant compact,
[ fle) ag = [ an [ £(+h) as
K/MO T
On a tenu compte ici du fait que, comme G et T sont homécmorphes
respectivement § X x AP x Net a M, x Ay x T, G/T est homéomorphe
a K/M,.

Ainsi,

T;Gikh W‘ g $LL R A = (i § LG aoh) LR eR)a

Mais, | L(t) 8(h)f (k™ “th)dt est invariante par l'application h - mh,

clest-a~dire est constante sur les classes de K medulo Mo' En effet,

j L) 8lmb) L twt) de = § L) Lim) 60 $(L'tmb) dE =
{ L) sthy Ttk dk

La derniére égalité provenant du changement de variable tm -+ t. Ainsi,

Ty 8(4) = ” L) Bkl fle b)) abdi

Comme E“)" ST XE L) o“t on & que,

3

sy ol = § (TE 0NN T 40 = (plun)Te () B2 et
k
)

EIT) T o0 = (({ Ll ats) $LK76k) Xg (o) av A da.

Tenant compte du fait que Xﬁ(ﬂ'l) =-§;(E), neous voyons que E(§) T% est

un cpérateur intégral sur ?{L a valeur dans V défini par le noyau

Ky (k4) - f( #Cewih) 2 Lt atde.

Remarquons maintenant que le noyau K?(k,h) est défini non seulement
suriH{L mais &galement sur 1'ensemble LV(K) de toutes les applications

continues de X dans V.
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Nous é%endrons donc la représentation Tg a LV

Considérons maintenant 1'opérateur P(L), sur LV(K), défini par,

{K) tout entier.

BIL) B —r {L{w) 0Lml) 4

Comme e{mﬂ - S L{h") BL“""‘?"\“) o!u._ = LLhAi) g L(l«r') Bluk) Sra

= L{(f) 6(k) on a que P8 = 0. Ainsi P(L) est une projection de L'(K)
sur FoL,

D'autre part k‘g (mk, k) = (((t&“w%h} Xe{) LIL) Atdt =

L (m) Ky (Kbl et k:g (kmb) = {f1EW LWk ) Xz (8) L) do.db
= Ky (kb))

Dans cette derniére égalité, on a fait usage du fait que dét(AdT(m}) = 1

quel que soit m & M.

Nous avons alors, par un caelcul simple,

L _ kL -
P{L) Tf Tf P{L) T

L
f

Par conséquent, si la représentation g - T; est irréductible, on a que,

Ainsi la trace de Tg sur 3{L est égale & la trace de T sur LV(K).

d);(ﬂ =T 3 «k; (bb)dl = T m i(fk"‘th) X {8} LiL) 42 dLdt
SSK PUELRY x5 (kL) T (L) AL db e

Comme nous l'svons vu ci-dessus, dt est invariant par t -+ tm, d'cl,

by (2]~ (][4 Uktmb) as(kh) 7o LaI L)) b S d o
SSS (ki) X5 (k' l) Ty (LD L)) dedl db dm =
“SS ‘@(k{:L) Xs{m'hk) T (L13) Lln]) [k ddtdl =
m (kth) 2 (wbk) T (L)L )dt« db dt dim.
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Définissons maintenant 1'spplication xé’(g) de G dans C par
L ~1
A5 (k) = § ZGeb) T (LI L)) e

Bien que la décomposition g = th ne soit pas unique, il est clair

(intégretion sur la classe de K modulo M ) que 1'epplication XY ne

8
dépend que de th; d'ou nous avons

oLl5) = m £ Cleth) xFlebl) dpdidl
fl P xslgh) 4y d6 gy
S f‘ﬂd} (xgt‘ (l‘al(“) d% et comme 4::(19)15]4,:(3] }p(&)g}

on en conclut gque

"\b;'.(g) - [a" (kg dk.

¢§(f)

13

Cas particulier.

Si 6 est la représentation triviale de K et si L{m) = 1 pour tout

m &M, alors, en désignant per o un caractére unitaire de Ap, on & que :

& (q) = | Llbige) de = g«(atkéu*‘)) L = \stelg ) di

ol t(kgk‘l) et a(kgk—l) sont les éléments qui apparaissent dans la
décomposition d'Ivasava de kgk™l = kan et dans celle de kgk™ en k'i.
kk' £K et T g T.

Posant H = log a, on a finalement
A S dk
X
ol v est défini par 1'équation a(eH) = e v(H)_

. . — pry ! y .
Remargue : Dans ce cas particulier Xj wiw Xslx) = SS :p(l: <l } dkdk
ainsi l'algébre L(8) est, dans ce cas, 1'algdbre des fonctions bi-inva-

riantes sous K. Nous la désignerons par L(do).



§ 11 DETERMINATION DE ¢T(g) DANS LE CAS DE (50(n,m)),.

Lemme (1131)

Tout élément de {SO(n,m)), se met sous la forme g = kak' oliket k' g K

etagAp.

Dém. Décrivons schématiguement g sous forme de matrice "blocs™,

n
i
A 1
8= |- — !-——- A
f 1
; kot kL, o L
Soient alors k = — = Ih et k' = | = e~ deux &léments
0'\‘.. olk"_
de K; nous avons alors que !
n
}
an :l k' k
- L =% | -

Définissons les coefficlents des matrices kg, k,, k') et k'p par les

. ; \
relations sulvantes

- 5= (kl); Az (k'l)i =0 i=2,3,...n
2.- %% (kl)i Ai (k'1)§ =0 j =2,3,...n
3.- k:s (kl)i Bz (k'2)§ = 0 j=23,...m
b - = (k)i co (xS =0 i=23,..m

Les autres €léments sont définis par orthogonalité des lignes et des
colonnes (le choix n'est pas unique !).

kgk' est alors une matrice de la forme suivante :

a.o,---o bt;o)°"-a
~t [} A
%:&L L)-—-' ? g ;l\ -5
3 Corlr, .oocy dv, dao .. A
[ e, ~
: & : D
Y €
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Choisissons finalement les composentes des vecteurs

1 1 Al ) \n N m
((kl))l"”(kl)n)’ ((k l)l""(k 1)) (x 2)1""(k'2)1)’
((kE)i”"(ke)i)’ de maniére & ce que a,b,c,d, soient positifs.

Faisant usage de la pseudo-orthogornalité du groupe, nous avons maintenant
2 2 2 2 2 “
- + = - - . + = = = t
a ¢, 1, -a +2hl +2.. b 1, abl cldl, acy bldl’ d'ou
nous tirons que bl = cl et & = dl et finalement b2=b3=...bn=0.

Des calculs semblables montrent gue e ~e.=...e =0, ¢ =...c_ =0 et
2 '3 m 2 m
=d =ll. = L]
d, 3 dm 0

~

-4
Corme a = 1 + ¢, s NOUS posons a = chtl. Nous avons alors :

che, ,0--- 0 sht,, 6 ---- 0

[+ ] ~ D- ~
LI :

skt| QJ..__ o(_ kl [ BRI

o] o -~

° o

Démontrons maintenant le résultat par récurrence sur n (m &tant quelconque).

Si n = 1 nous avons :

che, shb, 0--- - .- 0
~ shLi r_l.qh) 0 ave- - O
9= ° o o

; ; D

o o

Mais D est isomorphe & un &lément de K, d'oii le résultat,

Supposons maintenant le résultat vral pour n-l.

A p,_.-o/_p,o.-——o
. _ ¢ A B s s . <
Soit f = : 9 © f est, & 1somorphie prés, un
9‘0’___’°4 o=
': & ‘:’ % €lément de S0(n-l;m-1).
o ]

Par hypothése d'induction nous pouvons mettre f sous la forme
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e o .. (o] “e 2 .- D
4,0-0- D thhy, o ...0,5kh, 00 =& 4,0 . ... o -
e k‘ .0 0,9 <4h . o L' o
;- : -‘ t. 5“‘\‘ '- ¥ :
—L‘ —0-: \_‘ o - -- ’f o e a 4l4!‘ . o .
= . ' O .« ... Ag, e--0 0 04,0 --
: e W o shi, <l _ :
: ; v : - i . : !
o © Fy 0 AW '.Lu.,‘ T W,
H "1 b 0
5 1 - ! -
oll by et h' & 80{n-1) et h, et h', € 80(m-1).
AR $Lh
-1
~ .
= 1
Posons A ohb, ckh
4-
-,

alors, ¥ = hahs = hash d'ol g = 'khaah' k!,

Remarque (11;2). La décomposition de g donnée par le lemme ci-dessus

n'est &videmment pas unique. En effet, si kak' et hah' sont deux

décompositions de g nous avons que !
a = tkha'h‘tk'.

Prenant le transposé de cette &quation, nous avons, aprés multiplication
que

t
a2 = “xn(a')? ¥(*kn).
Ainsi tkh est un &lément du normalisateuwr de A . Il en est de méme
pour h'tk'.

Lemme (11;3)

Tout élément de K peut se mettre sous la forme k = mk'm', ol m,m' & M

et k' est un élément d'un groupe isomorphe & SO{n) x S0(2n).
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Dém. Comme M est isomorphe & SO(m-n) le probléme revient & &crire les
P ] 5 1

€léments de S0(m) sous la forme mkm',, ol met m', &1, x S0{m-n}
et k) & so{2n) x LS.

Nous zvons montré (théoréme (6;2)) que tout élément de 50{m) pouvait

se mettre sous la forme
-t} N "
3.;3u- - S s 3“"=-3.t9-)----3n(933

{m-n-1) (1)

Supposons les axes numérotés de maniére & ce que g .ok & M.

ore g = (37 e} (4 g
£ 9,007 4. (00) o Gacnns (000} 06777 | G (B - 1 0TT)
s 3“‘!—1-“- (9:::_"]} 1&---1 {. 9:,: . ].-...(B'::.‘.) %h«.-\n-.t (,9:_,_.) .-

G (070 ) o Jen (6727) {90 3]

Pans cette relation, nous avons fait usage du fait que, par la définition

I1 est clair d'autre part que les termes entre parenthéses appartiennent

méme des g, g;(e) g;40(8) = g
d M et que le terme restant est du type défini ci-dessus.
Lemme (11;4)

Soient K 2 8C(n) x 80{(2n), U 2 50(n) x SO(n+l) deux sous-groupes de
S50(n,2n). Alors ¥ k,k € K il existe u,u & U tels que

H(kak} = H(uau) Vae AP.

» n
n o {
P 4 '
A._ { ‘1 " "
.  teBam®
—_— 2"‘1 _"l —_— = n L“ -i\‘\") ton ‘ 8
. 4
. {8} = - (8] = ! ..
Soient LP —_ _I_ “ehth 3B —i P et - = """l i n
l -11"'{4#“ ' 1
‘ '-
| ; Ta , ‘ k|

deux éléments de S0{n) x S0(m).
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Dém. Comme tout €lément de K peut s'écrire comme produit d'éléments du
type K, et du type K%, (voir lemme 11;3), il suffit de remarquer que
ak,, = kpa dés que p > n, ce qui est immédiat puisque kp €M, et le
résultat est aslors une conséquence de 1'unicité de la décomposition

d'Iwasawa.

Remargue (11;5): Tenant compte des lemmes (11;3) et (11;4), ainsi que
de la bi~inverience de H & droite par K et & gauche par M, nous pouvons
écrire H sous la forme

(1:6) M= H ok (5R) - ko 18%0) ko2 k(00 kLR )

ol kl &K = s0(n).
Théoréme (11;7)

Dans les notations des lemmes (11;3) et (11;4), les fonctions sphériques

de hauteur 1 de SO0(n,m) sont de la forme

i [ o(rta® (8™ 0) ka(8™2) ... katel))
“aes c

’ ¢ o L .t n-t Y -ntk ”““-3“‘ k Paamtle
Tr ¢vn 2 ‘f,k TF 'Tr (Sin 9:_:_;) cl é J ““"‘i
7 &':.l Kep J'no

Dém. Il suffit de remarquer que les facteurs sinusoIdsux sont les
facteurs de la mesure de Haar sur K (théoréme (6;3)) dont les variables

apparaissent dans H.

Remarque (11;8) : Il est possible de montrer que les fonctions sphériques
n i . ] .
sont invariantes sous le groupe de Weyl¥; donc, comme H est invariant

sous M, de montrer que ¢ (g} est bien une fonction de AP seulement.

* (S, Helgason, Differential Geometry and Symmetric Spaces,
Acad. Press., p., 428)
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Notre but étant de déterminer H(ak), ncus posons ak = kan (décomposition
d*Iwasawa dans SO(n,n+l)). Effectuant alors le produit de cette &quation

par 1'équation transposée, nous obtenouns

Afin d'avoir cette équation sous.une forme mieux adaptée & notre

probléme, nous effectuons un changement de base défini par la matrice

A
Yo = T
- 7 A/f{,o
S = -‘/ri‘ ri .
c. . A/
: {1
Y
o
Nous evons alors que :
S .
Sy
Xt e .3
4 4 5= e
o "‘Eh
&
A
De plus, si npé. NP’ " PAw .

P i l
| | t

T . P 4
—_ — =1 l - ?,o? E:o")-.. [~f:r§:.); Oy 0, ‘f’ ‘f pr’ ?:“")'“[ég“)’ ':'_{ :nu
. - (EP{-?F?O‘R) I

e |

o ____-_-__.;_-__«_._. - -(E.‘;::Ei.] S
| AU

-~ = - - (.?E.:*f;,.d N
| | RS

- - — 0 e

'

I .
fi E?:+, a
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Ainsi, aprés trensformation par 8, les &léments de N seront de la forme

] ]
4 N .1“ nl'h SRR T TY
- 4“3-)- S T
_—
JE U — ‘-,‘_... N — "
o |
|
"
P t W2t "
et par conséquent s n & n = prend la forme,
]
b | ooy - T
Y A
Qa, als | o A
L N - 'r
: A | » - -
alh L. @M = R e = = € -7 _
- - el —— - -_— - - I‘- = - -
. - - _— - O l - - -— -

ol les ag sont des produits du type n} ei.

Nous remarguerons maintenant que, pour 1 < n, les coefficients des i
premiéres lignes et colonnes de la matrice produit sont déterminés

par le produit des matrices ci-dessus, restreintes & leur 1 premiéres
lignes et colonnes. Ainsi le déterminant de la matrice produit restreinte
& ses i premidres lignes et colonnes est égale au produit des déterminants
des deux matrices ci-dessus restreintes & leur i premiéres lignes et
colonnes.

Désignons malntenant par &; le déterminant de la matrice stRaQRts,
restreinte 4 ses 1 premidres lignes et colonnes.

Bous obtenons alors

o [
Lt. 2ie J'_ z‘t"‘_‘ §w
b, e T~ T, e =

Soient W+ ++ vy les composantes de la forme linéasire v sur hPo’ alors,

a

\]\t\ +1Jﬂ-‘{l.+ e Vatd oy =~V
8 L Ve ="y e
= L J._-—'—""'.L L. Sn

V=V g,y %

et 4):((“}(3') == 5 StT 3}.__{—_ - . éu‘ J](
X
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Afin de donner une forme plus explicite au §. ;» nous déterminons la

matrice L = s'Ka 2kts. Corme k se met sous la forme,
L' Ly b
k = h? ...... L: a, “i'ﬂ“
T

Nous obtenons, aprés guelgues calculs,

. t~ 2.t .
matrice s ka k¥ s sous la forme suivante :

1 1 1 1 1
l(bl+a1),‘c-co--lllae l(b + n)
le 2 2 2 2
2(b1+al), R - 2(b n)
1 t 'n n
(bl'l'a-l) L] asaa 2e n(bn"'an)
1 -t 1 1 1 1
2 l(—bl""al) LY l{"‘b +a-n)
1e_tn(-—b +an) e ‘n{-b +a }
a2 1 l I EEICR! LI n
1l n+l 1 an+l
2 a-l ,l llllllllll - LI 3 L ‘ﬁ n

Tenant compte maintenant du fait que,
" 4+
= & - of'ar

= bk
o' . a_ .
Z > + et que

kay

nous &vons que,
o o

ZL L ll: ! ¢

(" “(b% 10t) -4

]
E'P4: FMs

“-5‘
L biap =

Lb"+a }(’L toy \+'/ 7 e

ot

_Ltu

...tw.(- b +0—,))(Lek(h“+6&&‘) L

(% cleby & &8 sLi“)(L“; cudy + of shik)

les n premiéres colonnes de la
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Ainsi nous obtenons que,

l:'-[ ...... i
] ‘i ‘Uw A

“ Vk _ k k
od Vi est un vecteur de composantes V. = i chtk + a, shtk

pour k = 1,2,, netou(’iir V Z‘Jk\f?
ke

Comme 6j est maintenant &erit sous forme de déterminant de Gram, nous

POSONs

Y-
,)V4,-_...v.*

Ar v L
Xl(r "“‘é)—; ':

"r. __-V_&;
V&.-.- }_

-~

b
ou ry,

Nous obtenons, en faisant usage de la théorie des déterminants de Gram,

;= . (Xk 3)1

Y&y .-

Tppeeel peuvent prendre n'importe guelle valeur entre 1 et n.

Ainsi tenant compte du théoreme (11;7), nous avons :

(11,;9) v.-v. Vs . Inhy
+ S{mx tr.H 17 g, iRl = Lz oetey]
wel _ﬁ__ = y A=t k gM " *_k)u-n—&'-l Agf)k 4 em-uirh..
! . han . ’ - .
K= J" ‘fé' [v _g:ﬂ ( mo -J‘ ¢ " ly
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§ 12 FORCTIONS SPHERIQUES DE TYPE POSITIF ET REPRESENTATIONS.

Définition {12;1).~ Une fonction ¢ sur un groupe topologigue G, i valeur
dans le corps des complexes est dite de type positif si

ﬁ & (K x&\ a(:o!d; >0

Pour tous les ensembles finis X

gaeee X d'éléments de G et pour tout ensemble

de nombres complexes By 500ty

Soit 7 une représentation unitaire d'un groupe topologique G sur un espace

de Hilbert ¢£, alors, si <,> désigne le produit scalaire, la fonction

x —~><e, n {x)e> est de type positif quel que

soit e € M.
En effet,

Z e, TIx) e> &R =L T TUP e, T Tlie >

|.J_ & Ql I— v
Supposons que G soit un groupe de Lie semi-simple connexe et de centre
Tini, possédant une décomposition d'Iwasawa G = X AP K. Notons d'autre
pert xu = w, n{x,u) n(x,u), la décomposition 4'Iwasawa de xu, ol u et

u, €K, x &6, hi{x,u) éAP et n{x,u) « N.

Lemme (12;2)

Si x,y & G alors Uy = (ux)y et H(yx,u) = Hly,u,) + H{x,u}, ol
K(x,u) = log hi{x,u).

Dém. xyu = yuy h{x,u) n(x,u) = (ux)y hy,u,) n(y,ux) h(x,u) n(x,ua)

= (ux)y h{y,uy) hix,u} n'(y,u,) nlx,u) = u__ hiyx,u) nlyx,u) ol

yx
n'{y,u,) = =1 (x,u) n{y,w,) h{x,u) €N, puisque N est le sous-groupe

des commutateurs de APN.



65

Définissons maintenant, avec Harish-Chandra une série de représentations

de G sur L2(K).

Soient v, une forme linéaire sur hPo’ (& valeur complexe), p, la demi-somme

des racines positives, v' = v + 2p; définissons alors l'application m, par,

(Tombn = V) ) e

Montrons que w, est une représentation.

1) Par le lemme ci-dessus nous avons gue :
-V (H(Y, uY)

Te ) (T f) (W) = () £ (W)~
e LHIY W~V (H T, uy-) @yt gs) =

o= (HEYY W) $u

\["'l

lty)“

2) 8i y = uhn, alors xy = xuhn = u, hix,u) n(x,n) hn = u, hix,u) h w1

-1

n{x,u) hn = u, h{x,u) h n' ofi n' =h""n(x,u) h n €N.

Ainsi pour x fixé nous avons Que :
e?p(10g 1) gy gh an = ay = dlxy) = e2p{log n{x,wWhlay dan an pour x, a,
h fixé.

Ainsi du = eEp( Hx,u)) du,
-yt (H(x"1,u)) -1y

Posons g(u) = e Tluy

g | du = jlj(u "di = (lgw, &St
[ \ ¥ (‘“g)(ui"uuﬁl

+ N -
Comme le (v + o) (Hlx,u )l est continue, elle est bornée sur X.

. Nous avons alors,

Soit M, la borne de cette fonction au point x. Alors,

(1 gl duw < My [ 4" an < oo
k

w, est donc un opérateur borné, et on montre alors facilement que m, est

continu,
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Comme par ce qui précéde,

(1R 0 @l ([0 g e
Xk

nous remarquons que la représentation sera unitaire si v + p prend des valeurs
purement imaginaires.
D'autre part, si Yo désigne la fonection caractéristique du compact ¥, et si

7, est unitaire, nous avons que :

v

{ &-\)' (H(x,0)) Ju
X

ot v!' = p = v + p est imaginaire pure, c'est-3-dire RE(v'} = p et, en posant

<+ﬂ’ .Tril (K)+o>'=*<'{’o,m(xﬂ)”{'ob —

v' - p = -1 A, (A étant réel)

S | - (Hx,w) -

K

Nous désignerons désormais par ¢, la fonction sphérique de type positif d_ e

meh=<%;muwu>=

Rappelons que si s & W (groupe de Weyl), ¢.,= ¢,, o 93 (x) = ¢, {expH)
= ¢A(exp sH} avec x = kexp H n,
I1 suffira donc de se restreindre au A d'une chambre de Weyl, c'est~d~dire

aux formes linéaires sur h, & valeur dans R satisfaisant &8 <CAXD>Dzo WxXas A,

Po
I1 n'est pas possible de dire si nous avons, par ce procédé, obtenu toutes
les fonctions sphériques de type positif. Nous allons voir néanmoins que
l'ensemble ainsi défini est suffisant pour &tablir la mesure de Plancherel

des fonctions sphérigues de type positif.

§ 13 MESURE DE PLANCEEREL

Soient G, un -groupe connexe, semi-simple, de centre fini, ¥ un sous-groupe
compact maximal de G, A 1l'ensemble des formes linéaires sur hPo’ i valeurs
' dans R, telles que (A,0) 2 0 VYo &4, (ensemble des racines positives

relativement & hPo)'
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Définissons alors, pour tout &lément f £L(8), la transformée de Fourier

P
f de £ par :

(13;1) T = fftg) P, (37 «Jl:d,
G
ol ¢A(E) est la fonction sphérique associée & Ai.

On définit sur A la topologie la moins fine pour laguelle les transformées
de Fourier sont continues, Ainsi A devient un espace localement compact.
I1 existe de plus sur cet espace une mesure positive dm(A), dite mesure

de Plancherel, telle qu'on ait la relation,

(13;2) § | £eg)|dy = gl FOdmia
G 4

. . . s - . .
Finalement l'application f - f s'étend & un isomorphisme de l'espace de
Hilbert des fonctions de carré sommable sur G, bi-invariantes sous K,

sur Lg(ﬂ).

Harish-Chandra a donné une forme explicite 4 dm(A) dans le cas ou bp,
est de dimension 1, ¢'est-d-dire lorsque 1'espace symétrique € = G/K
est de r ang 1. Le cas général a &t& explicité par S.G. Gindikin et
F.I. Karpelevic¥,

Le résultat obtenu par ces auteurs est le sulvant

Soient P, la multiplicité de la racine a (relativement & hpo),

B, la fonction Eulerienne Beta

ol
Posons I(e, A} = J':T;A+33 (.’P“/"-: Pu fe + (e%.:)) )

alors la mesure de Plancherel peut se meiire sous la forme,

(13;3) am(x) = | c(e,x)l“2 a A

avec Cle,1)} = I(e,in)/ I{e,p)

(p est comme "toujours" la demi-somme des racines positives.)

¥ 5.G. Gindikin et F.I. Karpelevic, Plancherel measure of Riemannian
symmetric Spaces of non~-positive curvature. Doklady Akad. Nauk SSSR
145 (1962), 252-255.
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Déterminons maintenant dm{)) dans le cas dé(SO(m,n))e.
Soit g, = {x @soln,m) : (H,x] = (H)x VI e hpo)

Po’ Avec les

notations du paragraphe L, nous voyons que, si ¢ >0 nous avons deux types

Si gy, # 0 alors A est une racine de so{n,m) relativement & h

de sous-espaces propres.

1) ¢ = A; * As

3 i,j s n et les espaces propres correspondants sont de la

forme,
Krin

2) ¢ = ¢ i=1,2,...n; les sous-espaces propres correspondants sont engendrés

par des &léments du type e: J > 2n. La dimension de tous ces

- T
J s J,1tn
sous-espaces est évidemment égale & m-n.

Remarquons qu.'aucune racine n'est obtenue comme multiple d'une autre.

Rappelons gue,

r(rnez) 1 (n-3) Tz ; . N -
pr(n) = ;ﬁ}("f/m")) A PG -] S aneT

r’{l\i'-t\‘&} P‘“fi‘iJ - A -ﬁ"’ (‘__q%"/tgw--)l)
I‘ll(‘h.‘.{) LT Mz

B

chTv

P {y+iv) P4 -0) =

Fous distinguons maintenant deux cas.

m-n _

1) >

p entier.

Posant v:

;= (Aj,v), nous pouvens écrire,

TG T B e 9 DR -V T ¢ Eikb (3, SO )

B, NN/ ) BlL s (ON-Y) B LY, - (D= l2) =

] P -:\"‘ n-
T{ve T Oor BT O
[ wet K=t

d':k l %-E{—U{ ¢+L(ﬂ-:l:ij‘ ) L{-L ‘:_;} ))
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Conme (&)3):—_’ i ((m+nJ/1~—k) }I‘(Hd') = W\:h - cj, nous avons,
Kot

Tig)a T B ((wfy, (=) ﬁﬁ};m{, i (o 12 )B4, (§-01)

W W % - “_’J’] }."k
T T (?) P (Pin-k]) T T 7 [ (s x M (% )

et Ft_h-k) ke 4)‘( i“‘(l‘u{n— __U:J) r‘ k w—ﬁ)

d'od .
-~ oy W,
oL X ( w“)rﬂi‘ T an (V) Bbey)
. — V- ;
(13;4) dwlrl = est Elvu L v g o AR
2) %ﬂ = p +; p entier.

0t {pe}) [ cow) 11{-¢ )

Plpsi+iom) Plerd - V)

Comme TBLP+L, (V) B(p+l,-iv) =

I £ Ve
- o, T [ e
Vo sh T Oy s (2wt

n~1

LY Y Al frovy)
(13;5) e 3 e —
c_l,M( A = et —IT TL TV Tll"*'(:h‘:'];}lz,[}zk Vi _vf.

Remarque : Il n'est pas possible, dens 1'état actuel du développement de
la théorie générale, de dire quelque chose d‘'exhaustif concernant la trans-

formation de Fourier inverse. On a néanmoins le résultat sulvant.

Soient e(G) l'espace des fonctions indéfiniment dérivavles sur G, /{L(
les fonctions indéfiniment dérivables et & décroissance rapide (au sens
de Schwartz), I(G) un sous-ensemble de e(G)} ayant les deux propriétés

suivantes.

1) f est bi-invariante sous K.
2) Pour tout opérateur différentiel D sur ¢, invariant & geuche, et pour

tout entier gq = 0,

Sup | wq(x) (DEY(x)]| < =



ot w,(x) = w(X)}(1+]|x|%) six=kexpX ke&K et Xehp

Q

nous avons alors que si f & I(G),

A

1) F edfn,)

2) £(x) = j T(a) N (x) b c(a) ax

§ 1k REPRESENTATIONS DE CLASSE 1.

Nous avons défini au § 12 un ensemble de représentations dans L2(K).
Nous allons &tudier maintenant de plus prés ces représentations afin

d'obtenir une partie des représentations de classe 1.

Décomposition de L2(K) en sous-espaces invariants.

Soit k » V. la représentation réguliére droite de K dans 12(X). Hous

evons que,

(Vy 9)(a) = o(aK) 4 € 1°(K)  qet ka K

Pour m & M nous avons de plus que,

(my(x) V) ¢ (g) = = {x) ¢ (gmu) = exp v(E(x" qm) ¢ ({qm)_ ;)

d'sutre part, (V_ m,(x)) ¢ (q) = Vg exp v({H(x"1q) ¢ (qu-1) =

exp v(H(x_l gm)) ¢ ((qx_l)m).

Comme (qx—l)m = (qm)x_l’ on a gue,

m,(x) Vo= Yy m(x) VmeM et ¥ xa G

Soit m + (f; j(m)) une représentation unitaire irréductible de M de
]

dimension d et de caractére normalisé n; alors les opérateurs

n [ T y LN w 4
Q7 - g n (=) Ve dw et CD:¥ - d §‘1‘§( } Vom dim
M

sont permutables aux m,(x).
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Nous avons alors les propriétés suivantes :

' —— "
1) O‘LO’L=S”[*T('“)V*-‘{“ 51,-;_6’
"

D'autre part < QN, ¥> = < ¥, Q ¥> VY N E L-l(k]

Qn est done un projecteur orthegonal.

2) On démontre de méme que Qr . est un projecteur orthogonal dans LE(K).

¥i,1
Définissons ' = Q¥ et D - QE,i}f ; alors,

1
@gfl et a'f“]': S‘RH
a
(ﬂ est l'ensemble des caractéres de M.)
En effet, les Q' définissent les sous-espaces de 12(K) correspondant 3 la
décomposition de Vm en ensemble de représentations irréductibles équivalentes.
De plus,

6 K- ,cf::‘ Orm= QT H =

(¥ -2

3) Montrons que Q2 3 est un opérateur partiellement isométrique tel que
.
Al n
‘J‘eiﬂ*a’fj
En effet, un simple calcul montre que,

4
Q Quu" ‘S'N Ql,& et Qf& G:}‘:SJ! Q‘.'}:

J.

T . n n
d'ou Qi ; envm,eﬂi dans}ej.

De plus,

- <0.‘;§\P. 0-:';u“’> =@ ff f “JVM‘(’f

M
= d° Hfr{'“)-fr () <P, Vet ¥ > e du’ =

dlzﬁ {0 (Mffd L\u"]‘-f £ (m5) <9 Ve P> dm b
anIwH‘F Vw“f’ﬂw =LY, Q9> =<% t> v e HF

(m) Vi ¢ o

Proposition

n . -
Les sous-espaces fermés ?fi sont invariants par les opérateurs ﬂv(x) et
] L. n,L ] n
si 1'on désigne par n, °> (x) la représentation de G dans }fi, obtenue par
restriction de =, é&{;?(l s 1 s d), ces d représentations sont deux &

deux &guivalentes.



Dém. Tmmédiate car les projecteurs permutent aux = (x). L'équivalence

ﬂ,i n’lj
v en ‘Rv .

\Y

vient de ce gue QE 3 transforme =
>

. . . .1 .
I1 s'agit de voir maintenant dans quel cas “v’ est une représentation

unitaire irréductible.

Critére de Bruhat.

soit £ H [,

- ERYTYTY
(gl ) = 27V T ok k)

oli v' = v + 2p . Posons kg—l =km

. S {HUs k)
sy @ #) (k) = f £ig ) @;j.- 1(1) oM

. . i . .
Cette derniere relation nous montre que “3’ est la représentation de G

dansJ{;L induite par la représentation

man = t ——sr

L

oV (H(an))
. m

de MOAPN, ol Lm est une représentation irréductible de MO {représenté par

1 tri f. )
a matrice 1,3)

Afin de voir maintenant gque la presque totalité des représentations

n,1 . . . .. .
ny’" sont irréductibles, lorsque v(H) est imaginaire pure, c'est-a-dire

lorsque nﬂ’l est unitaire, rappelons le critére de Bruhat.

Soit L une représentation unitaire irréductible de dimension finie de

T = MOAPN. 'aisons correspondre aux &léments du groupe de Weyl W un
systeéme de représentants dans M' (normalisateur de AP dans X). Alors,

si X, est 1'élément de M' associé & s € W, définissons la représentation

1, par,

Nous avons alors le théoréme suivant, dit critére de Bruhat.
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Thé oréme

1) Soit L une représentation unitaire irréductible de dimension finie de
T = M, Ap N. 8i, pour tout &lément s # @ du groupe de Weyl W de G, les
représentations L et L de My AP ne sont pas é&quivalentes, alors la

représentation unitaire induite u" est irréductible.

2) Soient t et i deux représentations irréductibles de dimension finie

e . . 1 2 o
de T : Les représentations unitaires indultes Ul et ULT somt équivalentes
si et seulement si il existe un s € W tel que les représentations 11 et 12

de M, Ap sont équivalentes.

Le calcul du groupe de Weyl de SO{n,m) montre que le critére jouera
essentiellement sur AP. (Les représentations de M, étant presque toujours
équivalentes & celles obtenues par transformation sous les &léments XS).

Mais e™" v(H(an)) - e"i(Vltit-..:tYu{“)

ol tl,tz,....tn, sont les composantes de H dans une base donnée de hpo et
VsV les composantes de v dans la méme base,

Nous avons vu, d'autre part, lors d'un calcul relatif aux éléments du
groupe de Weyl (8§ T7), que les éléments de celui-ci &taient engendrés par
les permutations et les inversions des éléments tl,...:tn. Cette condition
nous montre immédiatement que les représentations an,l seront toutes irré-
ductibles si |vi| # I“jl V i# )

Ainsi, mis 4 part sur quelques hyperplans, pour lesguels nous ne pouvons
rien dire, toutes les représentations unitaires induites dans 1es?€2 sont

irréductibles.

Définition.~ Soit G un groupe topologique, K un sous-groupe fermé de G.
Une représentation m de G sur un espace de Hilbert ¥ est dite dg classe 1
si elle est uniteire irréductible et si il existe un vecteur e # 0, eé-}(,

tel que n{k)e=e Vke& K.



Th

Comme nous vencns de le voir nvn’lest une représentation de G induite dans
v(H(a))
L, deT.

Nous avons vu au § 10 qu'd une telle représentation nous pouvions associer

}{g psr la représentation t -+ e

une fonction sphérique

bt (Q“ ]g‘ X~ (gk) dic

ol X5 (L) = mza el Ty (L) D) Jdun o geth 8T Lok

I1 pourra donc en principe exister plusieurs fonctions sphériques de type §
différentes associées & Hgsl. Il suffira en effet, pour que ¢5L soit non
nulle, que n soit "contenu" dans §.

I1 est clair d'autre part que les mémes fonctions sphériques apparaissent

H’l et dans FS’J(i # i)}, ce qui montre, une fois de plus, que ces

dans
représentations sont équivalentes !

Finalement, si § est la représentation triviale de XK, nous avons que,

= [ Tr (L{t) L™ Hm)) da.

Posons t = m'an et L{t) = L(m') « (&) alors,

Xs (t) = f L{m) dm o (a)

Mais [ L{m)dm ne sera non nul que si L(m) contient la représentation tri-
viale de M. Ainsi, comme L est irrdductible en tant que représentation de M,
L devra €tre la représentation triviale de M,

Nous voyons donc qu'd § trivial sera associé la fonction sphérique

1

. - o .
4 (&) = [ alkak™) ax = [ e~ v(f(ek ")) dk.

Comme n est maintenant le caractére trivial de M {noté n,), nous avons que,

nU = no =
Ha~e fuvﬁ dm

ol k =+ Vi est la représentation régulifre droite de K. Par les relations
d'orthogonalité cette intégrale n'aura que sa composante triviale non

nulle. Ainsi y (fonction caractéristique de K) appartiendra & H"o et 1a

. n
représentation ¢

,C sera bien de classe 1 lorsque m, sera unitaire.
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Interprétation de la formule de Plancherel

Soient ¢ une fonction sphérigue de hauteur 1 et de type&(trivial),

L 1 < H -
¢ (xl) la translatée de ¢ par 2 € G, V¢ 1l'espace vectoriel engendré
par les combinaicons lindaires finies de translatées de ¢.

Définissons maintenant une forme sesquilinéaire, dans Vé, par la relation,

-1

(f,8) = & xy Fj (x5 %)

. ) Li{x.).

L{x; et g =Ip. ¢ 3

ol f =1 Ay ¢

Comme ¢ est de type positif (f,f) est positive ou nulle guel que soit

f & V¢, De plus (°, ') est manifestement invariante par les translations,
Soit alors N le noyau de la forme sesquilinéaire d@éfinie ci-dessus et T
le complété de 1'espace quotient V¢/N par le produit scalaire évident.

Le représentation w, induite dans ¥ par les translations dans V¢, est
alors unitaire et laisse le vecteur e, correspondant & ¢ dans le guotient,
inveriant par w(k}) ¥ k ¢ K.

On montre alors que 7 est irrdductible, donc de classe 1.

Soit maintenant U, une représentation unitaire de ¢ dans un sous-espace '
de LQ(G/K), induite par les translations.

Définissons maintenant 1l'application H par

)

£ (g) = [ fkg) dx £ & 1%

G/K).

Alors, si f€#!, £ ¥ &Y' comme Elément de ls fermeture. Ainsi tout
sous-espace invariant irréductible ¥ ' contiemt un &lément invariant

par U(k) Y’k & K. Comme U est unitaire irréductible, il est de classe l:
Par conséquent, si é{‘ désigne 1'image de }{' par 1'application Y, '&{H
est un sous-espace de dimension 1 de H'.

Comme d'autre part deux représentations de classe 1 sont équivalentes si
elles ont m@me fonction sphérique, H et ' sont &guivalents pour un
certain ¢.

¢L(xi)

Remarguons finalement que si f = I A3 &£V

1“(3] -{zn e xi"kgldk=TA & ) i),
k

la propriété fonctionnelle des fonctions sphériques.
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Cecl montre que dans le cas des espaces Vo l'espace unidimensionnel V¢ = Cé.
La formule de Plancherel (13;2), gui €tablit un isomoxphisme entre les
espaces LE(A) et L (G), définit donc implicitement une factorisation de
12(G/K) en sous-espaces invariants irréductibles pour les représentations

de classe 1, induites par la représentation 'Yéguliére" de G dans L2(G/K).
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