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Résumé

Mots clés : spectre du Laplacien; domaines de surfaces; valeurs propres; fonctions
propres ; méthode des éléments finis ; maillage ; ajout d’anses fines ; optimisation de forme
inégalités isopérimétriques.

Keywords : Laplacian spectrum ; surfaces domains; eigenvalues; eigenfunctions; finite
elements method ; meshing; thin handles adjunction; shape optimization; isoperimetric
inequalities.

Cette these, dont les programmes joints constituent un élément indissociable, traite du
spectre du Laplacien sur des domaines de surfaces et plus précisément du calcul numérique
des valeurs et fonctions propres pour des conditions au bord de Dirichlet et de Neumann.

Une fois la formulation variationnelle du spectre du Laplacien établie, nous adaptons aux
domaines de surfaces la bien connue méthode des éléments finis pour les domaines du plan.
La convergence des solutions est démontrée et la mise en ceuvre numérique de la méthode
est précisée. On aborde en particulier les questions de maillage (par macro-éléments ou
de Delaunay) et de traitements de triangulations (renumérotation des nceuds et raffine-
ment local). La construction et la résolution numérique du probléme matriciel associé sont
également détaillées ; sont notamment abordés la question du mass-lumping et 1’algorithme
itératif de Lanczos.

Deux applications aux domaines du plan (mais éventuellement généralisables aux surfaces)
sont ensuite présentées : premierement, la démonstration de la convergence des valeurs et
fonctions propres d’'un domaine a anse fine vers les solutions de deux problémes limites
indépendants, I'un correspondant au probleme sur la partie épaisse du domaine, I'autre a
un probleme associé & I'anse (essentiellement unidimensionnel mais toutefois non trivial
selon la géométrie de I’anse) ; deuxiémement, la mise en ceuvre d’un algorithme de mini-
misation des valeurs propres de Dirichlet, basé sur une méthode de variation du bord.

Une série d’exemples d’utilisation de ces algorithmes est proposée, contenant des résultats
numériques et des explications concernant leur modélisation : tores, spheres, couples de
domaines isospectraux, domaines a anse planes et cylindriques fines, ainsi que les 10 pre-
miers domaines optimaux déterminés par 1’algorithme d’optimisation de forme.

Une description du fonctionnement et de 'utilisation des programmes développés pour
ce travail sur la base des algorithmes cités plus haut est finalement donnée.
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Chapitre 1

Introduction

Cette these traite du spectre du Laplacien sur des domaines de surfaces et plus précisément
du calcul numérique des valeurs et fonctions propres pour des conditions au bord de Di-
richlet et de Neumann. Apres un instantané des recherches et résultats dans le domaine,
nous donnons un plan du présent travail et précisons les notations et conventions utilisées,
ainsi que les prérequis a la compréhension des concepts discutés.

1.1 Problématique

La résolution numérique d’équations aux dérivés partielles sur des domaines de R" avec
n < 3 (et plus occasionnellement n > 3), en particulier 1'estimation de valeurs propres
du Laplacien, est devenue courante avec le développement de l'informatique. Parmi les
techniques permettant de tels calculs, la plus largement répandue est probablement la
méthode des éléments finis. Les origines de cette méthode sont diverses et l'ingénierie a
parfois précédé les mathématiques dans la mise au point de la technique. Citons, pour ce qui
est de la contribution au formalisme mathématique, Rayleigh ([42]), Ritz ([45]) et Galerkin
([21]), qui introduisent entre 1870 et 1915 le concept de méthode de projection, ainsi que
Courant ([17]), qui considére en 1943 des fonctions de base a supports locaux, simplifiant
ainsi considérablement leur construction. Il faut toutefois attendre 1973 pour que Strang
et Fix ([48]) donnent une forme rigoureuse a cette méthode, dont Raviart et Thomas ([41])
proposent en 1983 une analyse tres complete et pratique, détaillant bien des aspects de
la résolution numérique de plusieurs problemes, dont le spectre d’opérateurs elliptiques.
Citons encore Babuska et Osborn ([7]) qui, en 1989, affinent les résultats de convergence
des valeurs et vecteurs propres obtenus par des méthodes d’éléments finis. Notons toutefois
qu’en 1956 déja les ingénieurs Turner, Clough, Martin et Topp ([52]) utilisent les éléments
finis dans I'industrie aéronautique.

Aujourd’hui, les calculs numériques de valeurs propres du Laplacien sur des domaines du
plan, en particulier ceux usant des éléments finis, ne sont pas rares et servent notamment
a conjecturer des résultats théoriques. Une des utilisations les plus récentes de tels algo-
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rithmes est 'optimisation de forme pour les valeurs propres de Dirichlet sous contrainte de
volume. Cette question apparait a la fin du X 7.X* siecle déja, lorsque Rayleigh ([43] et [44])
conjecture que le disque minimise la premieére valeur propre. En 1923 et 1925, Faber ([20])
et Krahn ([30]) démontrent indépendamment cette conjecture a I’aide d’une technique de
réarrangement. Krahn ([31]) et Szegd (cité dans [39]) démontrent ensuite que la réunion
disjointe de deux disques identiques minimise la deuxieme valeur propre.

Les problemes de minimisation se corsent pour les valeurs propres suivantes et les résultats
théoriques se limitent a 'existence d’un domaine optimal pour la troisieme valeur propre
et & sa connexité dans R? et R? (Bucur et Henrot [10]; Wolf et Keller [53]). Tout au plus
dispose-t-on de quelques conjectures pour les valeurs propres suivantes, notamment par les
résultats de Wolf et Keller : la troisieme valeur propre, qui est minimisée localement par le
disque, aurait pour domaine associé¢ un disque en dimensions 2 et 3, et une réunion disjointe
de 3 disques en dimensions supérieures ; la quatrieme valeur propre aurait pour domaine
associé, en dimensions 2 et 3, une réunion disjointe de deux disques dont le rapport des
rayons peut étre calculé. La question naturelle de savoir si les domaines optimaux ne sont
que des réunions disjointes de disques se pose alors, mais Wolf et Keller remarquent par
exemple que la treizieme valeur propre du carré est inférieure a celle de n’importe quelle
réunion disjointe de disques.

Cette situation conduit naturellement au développement d’algorithmes numériques d’op-
timisation de forme, permettant d’approcher des valeurs propres optimales ainsi que les
domaines associés. En 2004, Oudet ([35]) propose ainsi des candidats pour les dix premieres
valeurs propres de Dirichlet du plan, validant les conjectures pour les troisieme et quatrieme
valeurs propres et observant au passage que la cinquieme valeur propre du disque n’est
déja plus minimisée par une réunion disjointe de disques. En 2012, Antunes et Freitas ([5])
améliorent ces résultats, proposant en particulier un septieme domaine optimal différent.
Ils présentent de plus des domaines optimaux pour des conditions de Neumann. A noter
que les calculs d’Antunes et Freitas ont la particularité de ne pas employer de méthode
d’éléments finis, mais une méthode dite MFS (pour Method of Fundamental Solutions), qui
ne nécessite pas de mailler les domaines mais qui, en contrepartie, ne permet de traiter que
des domaines simplement connexes.

Les problemes d’optimisation de forme pour les valeurs propres du Laplacien ne se li-
mitent toutefois pas a la seule contrainte de volume, ni a la seule condition au bord de
Dirichlet. Citons par exemple, en ce qui concerne la premiere valeur propre de Dirichlet, le
cas des polygones, pour lesquels Polya ([40]) a montré que les triangles et les quadrilateres
réguliers sont optimaux, et les domaines contenu dans une boite fixée, pour lesquels But-
tazo et Dal Maso ([12]) ont montré 'existence d'une solution, avant qu'Henrot et Oudet
([27]) ne démontrent que les parties libres du bord du domaine ne peuvent pas consister
en des morceaux de spheres. Citons encore le probleme de la minimisation de la deuxieme
valeur propre de Dirichlet sous contrainte de volume et de convexité dans le plan, pour
lequel Cox et Ross ([18]) ont montré 'existence d’une solution. Suite a des simulations
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numériques, Troesch ([51]) a conjecturé qu'un tel domaine optimal était le stade, c’est-a-
dire 'enveloppe convexe de deux disques tangents de méme rayon, mais Henrot et Oudet
ont montré que ce n’est pas le cas (entre autres propriété du domaine optimal). Oudet
([35]) propose également des simulations numériques pour approcher ce domaine optimal.

Si, comme on le voit, le calcul numérique de valeurs propres dans le plan constitue un
domaine de recherche actif, trés peu travaux portent sur les domaines de surfaces. Citons
Strohmaier et Uski ([49]), qui calculent avec un algorithme basé sur la méthode MPS
(pour Method of Particular Solutions) la premiere valeur propre non triviale de la surface
de Bolza. L’algorithme, quoique donnant un résultat d’une surprenante précision, semble
toutefois devoir se limiter a des surfaces bien particulieres, en l'occurrence les surfaces
hyperboliques. Nous pouvons également citer Maintrot ([33]), qui calcule a I’aide d’une
méthode d’éléments finis géodésiques quelques valeurs propres d’une surface de genre 2,
vue comme recollement de parties du plan hyperbolique.

Le but premier de ce travail est donc de pallier a ’absence d’algorithme général pour
les domaines de surfaces, en proposant une analyse numérique du calcul de telles valeurs
propres, ainsi qu'un algorithme fonctionnel, complet et documenté de résolution numérique.
Par algorithme général, on entend qu’il soit applicable quels que soient la métrique de la
surface, le nombre de cartes nécessaires a sa paramétrisation, leurs recollements ou leurs
formes. Les programmes ainsi développés ont donné pleine satisfaction lors de leur utilisa-
tion pour de nombreux exemples, dont ceux illustrés dans ce travail, et il est évidemment
souhaité qu’ils servent a d’autres recherches a 1’avenir.

Est également présenté un algorithme d’optimisation de forme des valeurs propres de Di-
richlet sous contrainte de volume qui, s’il ne traite actuellement que de domaines du plan,
a été pensé en vue d'une généralisation éventuelle aux domaines d’une surface fixée. Les
résultats obtenus dans le plan ont également ’heureuse propriété de coller aux résultats
actuels de référence dans le domaine.

Nous considérons finalement un autre probleme classique de géométrie spectrale, a savoir
le probleme des domaines a anses fines. En effet, de tels domaines sont particulierement
délicats a étudier numériquement et il parait nécessaire d’identifier le spectre des do-
maines limites, c¢’est-a-dire apres écrasement de I’anse, afin de donner de bonnes estimations
numériques des valeurs propres des domaines a anses fines. En 1987, Anné ([4]) a étudié
ce probléme pour les sous-variétés munies d’anses cylindriques (X x S'), montrant que le
spectre converge vers la réunion de celui de la partie épaisse et de celui, diminué d’une
dimension, de 'anse (X) avec des conditions au bord de Dirichlet. Alors que ce travail ne
concernait que les valeurs propres, Anné a de plus démontré une forme de convergence H*
des fonctions propres lors de communications privées en 2008.

Ayant effectué au méme moment un travail théorique sur les domaines a anses planes,
avec pour objectif d’obtenir de bons résultats numériques sur de tels exemples, je présente
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les résultats obtenus avec des outils essentiellement d’analyse fonctionnelle. Ils montrent
une convergence comparable a la situation traitée par Anné, tant du point de vue des
valeurs que des fonctions propres, avec toutefois une plus grande liberté donnée au niveau
de la géométrie de 'anse et donc des solutions limites générées.

1.2 Plan du travail

Le présent travail peut étre divisé en 4 parties relativement distinctes, comme décrit ci-
dessous. Ce document serait toutefois incomplet sans les programmes joints, contenant
non seulement les procédures de résolution des problemes présentés dans ce travail, mais
également de nombreuses explications sur leur fonctionnement, des commentaires utiles a
un développement futur ou a une utilisation des différentes procédures, ainsi que toute une
série d’exemples modélisés et résolus que I'utilisateur aura loisir d’étudier, d’interpréter et
de modifier.

1.2.1 Spectre du Laplacien (chapitres 2 et 3)

La premiere partie concerne l’analyse numérique et la résolution numérique du spectre
du Laplacien pour les domaines de surfaces, de maniere générale. Elle donne un résultat
théorique justifiant I’algorithme développé dans ce travail, puis en précise la mise en ceuvre.

Analyse numérique

Le chapitre 2 met en place le probleme considéré tout au long de ce travail, a savoir celui
du spectre du Laplacien sur un domaine €2 d’une surface S, dont la formulation classique
est la suivante :

Trouver u : 2 — R et A € R tels que :
—Au = MAu dans ()

(P) u = 0 sur ONP
Gu = 0 sur 90V,

oll A est le Laplacien défini par A = divV et 99 = 9QP 11 9OV est une partition du bord
de €2 en un nombre fini de composantes connexes.

On en dérive la formulation variationnelle du probleme, sur laquelle 'intégralité de ce
travail est basée et dont les solutions u, appelées fonctions (ou vecteurs) propres, forment
une base hilbertienne de V(Q) = {ve H*(Q) : v=20 sur 90} et A, appelées valeurs
propres, forment une suite positive de valeurs tendant vers 'infini :

{ Trouver u € V(Q2) et A € R tels que, pour tout v € V() :

(Pf) a(u,v) = Ab(u,v) ,
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avec

a(u,v) = /Q (Vu, Vo),

b(u,v) = /qu.

Nous introduisons ensuite la méthode des éléments finis pour les domaines du plan, en pas-
sant par la méthode de Galerkin (aussi appelée méthode de projection, soit la restriction
du probleme aux valeurs propres a des sous-espaces de dimensions finies H;, convergeant
vers V(Q)) et la définition des éléments finis de Lagrange (en particulier des n-simplexes
de type k). La finalité de cette présentation détaillée est le résultat classique suivant :

Théoréme 6 Soit (13,) une famille régulicre de triangulations de Q0 associées a un n-
simplere de type k > 1, n < 3, et respectant la partition 0Q = 0QP 11 0ON. Alors, si
u € HTYQ) avec 1 <1 < k, il existe une constante C, telle que

Ju— Hhu”Hl(Q) < Cihf ||UHHZ+1(Q) :

De plus, si H,, C H*(Q) avec 1 <1 < k et H,, l'espace engendré par les m premiéres
solutions de (Py), il eziste des constantes ho et Cy > 0 tels que, pour tout h < hy,

l
0< Adp — A < Cyh sup HUHHHl(Q) .
UEHm,”U”LQ(Q):I

Nous développons finalement une méthode généralisée d’éléments finis permettant de trai-
ter les domaines de surfaces via des triangulations dans des atlas. Nous définissons en
particulier la notion d’inter-compatibilité de telles triangulations, dont la réunion disjointe
forme moralement une triangulation du domaine sur la surface par passage au quotient. Le
résultat suivant atteste de la convergence de cette méthode originale, constituant la base
de travail de cette these :

Théoréme 8 Soit {(Uy, fo)}2, un atlas d’une surface S tel qu’il existe des coques Qg

A
d’intérieurs disjoints vérifiant Qo C fo(Uy) et Q= U Q.. Notons alors, pour tout a,
a=1

D, = f71(Q). Soient (Tho) des familles réguliéres et inter-compatibles en o de triangu-

lations des D, associées a un n-simpleze de type k > 1, n < 3, et respectant les partitions
0D, = ODP 11 ODYN 1 oD° (associées a 02 = ONP W OON ). Alors, siu € HFL(Q) avec
1 <1 <k, il existe une constante C telle que

Ju— Hhu”Hl(Q) < Cihf ||uHHl+1(Q) :

De plus, si H,, C H*Y(Q) avec 1 <1 < k et H,, l’espace engendré par les m premiéres
solutions de (Py), il existe des constantes ho et Cy > 0 tels que, pour tout h < hy,

0 < )\m,h - )\m g 02 hl sup HUHHHI(Q) .

UEHm,”'U”Lz(Q):I



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

A noter que les parties 9D? dans les cartes correspondent aux parties intérieures au do-
maine €2 sur lesquelles le recollement des différentes cartes est effectué.

Résolution numérique

Le chapitre 3 précise la mise en ceuvre numérique de la méthode des éléments finis décrite
dans le chapitre précédent. Deux aspects relativement distincts sont abordés : premierement,
le maillage de domaine et divers traitements de triangulations ; deuxiemement, la résolution
numérique du probleme aux valeurs propres lui-méme, comportant la mise en ceuvre du
calcul matriciel a partir de la triangulation du domaine, soit la construction des matrices
(avec intégration numérique), ainsi que la résolution numérique du probléme matriciel aux
valeurs propres ainsi obtenu.

La présentation des moyens de maillage débute par un mailleur par macro-éléments, c’est-
a-dire par décomposition en sous-domaines. Les macro-éléments considérés ici sont qua-
drilateres avec ou sans faces courbes, mais aussi triangulaires (sans face courbe). A noter
toutefois que les programmes joints n’acceptent qu’une face courbe au maximum, cela ayant
suffit & modéliser tous les exemples considérés.

Nous poursuivons avec des procédures de traitement de triangulation : une renumérotation
relativement élémentaire des nceuds (indispensable pour le traitement de domaines de sur-
faces) et un raffinement local de triangulation (avec controle de la qualité des éléments)
sont détaillés et pallient aux principaux incovénients du mailleur par macro-éléments, mais
aussi de la deuxieme méthode de maillage présentée, inspirée de la méthode de Voronoi-
Delaunay et basée sur 'insertion successive de nceuds dans la triangulation. Cette méthode
comporte deux avantages : premierement elle permet une bonne automatisation puisqu’il
suffit a 'utilisateur de fournir le bord du domaine & mailler (par exemple via une pa-
ramétrisation ou une liste de nceuds); deuxieémement la qualité de la triangulation est
optimale relativement aux noeuds qui la composent, en le sens que la triangulation est de
Delaunay. A noter toutefois que le mailleur de Delaunay n’a été implémenté dans les pro-
grammes joints que pour les domaines du plan. En effet, un tel maillage pour les domaines
de surfaces n’a pas été jugé utile pour la modélisation des exemples considérés. Il s’agirait
cependant d'un développement logique des programmes développés dans ce travail et au-
cun obstacle particulier ne semble empécher une telle implémentation.

La résolution numérique, une fois la triangulation déterminée, nécessite la construction
des matrices de rigidité et de masse du systeme. Cela passe par le choix d’une base de
fonctions admissibles, en I'occurrence les fonctions formes. Une telle fonction est associée
a un noeud de la triangulation et est nulle partout sauf sur les éléments contenant ce
neeud. Les matrices alors obtenues étant symétriques définies positives, on emploie une
décomposition de Cholesky de la matrice de masse pour transformer le probleme matri-
ciel aux valeurs propres généralisé en un probleme matriciel aux valeurs propres usuel. Est
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ensuite présenté le détail de la construction des matrices du systeme par assemblage de ma-
trices locales, calculées successivement sur chaque élément de la triangulation (en prenant
référence sur le 2-simplexe standard). En particulier, I'intégration numérique est discutée
et deux options sont proposées concernant les formules de quadrature a utiliser : 1'une
ayant pour avantage d’étre exacte lorsque la métrique est euclidienne, 'autre de rendre la
matrice de masse diagonale, facilitant ainsi la résolution numérique du probleme matriciel
ainsi obtenu. Cette derniere méthode est assimilée a du mass-lumping et on discute de son
effet sur les solutions du systeme.

Finalement, I’algorithme itératif de Lanczos est brievement présenté. Basé sur les méthodes
de la puissance et de projection, il permet le calcul d’un (petit) nombre de valeurs propres
d’une partie fixée du spectre, ainsi que des vecteurs propres associés.

1.2.2 Applications (chapitres 4 et 5)

La deuxieme partie est constituée de deux applications des algorithmes décrits dans les
chapitres précédents, a savoir le traitement des domaines a anses fines et un algorithme de
résolution numérique du probleme d’optimisation de forme.

Problémes d’anses fines

Dans le chapitre 4, nous nous intéressons aux domaines a anses fines, qui constituent des
exemples a priori peu adaptés au calcul numérique du spectre du Laplacien. Le résultat
original démontré ici, qui concerne essentiellement les domaines du plan, montre une conver-
gence des valeurs propres, mais aussi des fonctions propres d’'un domaine a anse fine vers
les solutions de deux problemes limites indépendants, I'un correspondant au probleme sur
la partie épaisse du domaine, ’autre a un probleme associé a l'anse, essentiellement uni-
dimensionnel mais toutefois non trivial selon la géométrie de I'anse. Le corollaire est un
calcul numérique facilité du spectre de domaines a anses fines, les problemes limites étant
beaucoup plus abordables numériquement. Dans le cas de géométries non triviales de I’anse
(épaisseur variable, embranchements, trous), on entrevoit 'utilité du développement futur
d’un algorithme de résolution numérique du probleme limite sur la partie fine a travers
quelques exemples.

Plus précisément, nous considérons le domaine ()¢ représenté ci-dessous, la partie épaisse
du domaine correspondant a {2; et la partie fine a 5. Cette derniere est obtenue par
écrasement h® d'un domaine initial €2y le long d’'une courbe.
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FIGURE 1.1 — Définition de ’anse.

On considere alors les problemes suivants (pour € > 0 petit) :

Trouver u® € V(Q°) et A° € R tels que, pour tout v® € V() :
(F2) / (Vu®, Vo©) = )\6/ utv®
€ QE

Trouver (uy,ug) € V(1) x Vo(£22) et X € R tels que,
pour tout (vq,ve) € V(1) x V5(€s) :

(9uQ 81}2 /
/Ql< Uy, U1> /91 uvy € /Q2 o1, O o, UgV2

avec les espaces suivants :

(Fo)

V() = {ve HY(Q) : v=0su 90"},
V() = {veH'(Y) : v=0sur anD},

@:Odans Qz},

Vo(©22) = {v € H'(Q) : v=0sur 902 et dans (R™x R) Ny, e
2

les ensembles 90=P, 90P et 0L correspondant aux parties du bord de QF, Q; et Qy res-
pectivement sur lesquelles des conditions de Dirichlet sont imposées. On démontre alors le
résultat suivant :
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Théoréme 10

A) Convergence des valeurs propres : les solutions X\ de (P.) convergent vers les solutions
A de (Fy) lorsque e — 0.

B) Convergence des espaces propres : on peut choisir des bases {u®*}y~o de solutions de
(P.) et {(uf, ub)}r=0 de solutions de (Py) telles que :

a) usklg, — ub dans HY(Qy) lorsque € — 0.

b) 2 (e¥?usk o h) — % dans L*(s) lorsque € — 0.

Oxo
c) e2us* o he — ub dans H'(Qy) lorsque € — 0.

d) En particulier, e'/?u®* o h® — ub dans L*(Qs) lorsque € — 0.

A noter que des expérimentations numériques ont permis d’observer une convergence sem-
blable pour des anses cylindrique, mais que la démonstration proposée n’a pas pu étre
adaptée a cette situation.

Optimisation de forme

Le but du chapitre 5 est la mise en ceuvre d’'un algorithme de minimisation des valeurs
propres de Dirichlet pour les domaines du plan, qui soit éventuellement généralisable aux
domaines de surfaces. L’approche retenue est une méthode de variation du bord du domaine
basée sur la condition d’optimalité au premier ordre d’une fonction-cott J, en 'occurrence
le produit du volume et de la valeur propre considérée. La premiere étape est la définition
d’une dérivée sur 'espace des formes. Cette dérivée, associée a un domaine €2 et & un champ
de déformation V', est définie par

(), V) = lim L) = T ()

t—0 t

b

avec

Q={z+tV(z) : 2 €Q}.
En considérant J(§2) = || - A(2), on trouve ainsi

AT (Q))(Q,V) = /8 <A | (%)) Vondo.

avec A la valeur propre considérée et u la fonction propre associée, [[uf| j2(q) = 1.

On décrit ensuite 'algorithme d’optimisation de forme par variation du bord du domaine,
avant de détailler deux points particuliers, a savoir le calcul numérique de la dérivée nor-
male % d’une fonction propre de Dirichlet u sur le bord d’un domaine et le traitement des
changements topologiques éventuels du domaine en cours d’algorithme.
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Pour déterminer numériquement la dérivée normale, on considere connue une solution
(u, A) du probléme variationnel aux valeurs propres et on identifie la dérivée normale comme
unique solution du probleme variationnel

Trouver w € L*(9N) tel que, pour tout v € H' () :
(Pn) _
a(w,v) = bv) ,

a(w,v) = /mw,
b(v) = /Q<VU,VU>—)\/QUU.

On résoud alors numériquement ce probleme de maniere tres semblable au probleme aux va-
leurs propres dont il est issu : constitution d’une base des fonctions admissibles a l'aide des
fonctions formes, construction de la matrice symétrique définie positive et du membre de
droite du systéme par assemblage de matrices locales (associées a chaque élément frontiere
de la triangulation) et résolution du systeéme linéaire obtenu a 1’aide d’une décomposition
de Cholesky.

Les situations possibles d’auto-intersection de la courbe polygonale définissant le bord
du domaine au fil de ses déformations durant les itérations de I'algorithme d’optimisation
de forme sont finalement listées et un traitement de chacun de ces cas est proposé. Il s’agit
essentiellement de redéfinir la courbe de maniere adéquate lorsque le domaine se recoupe
ou se sépare.

L’algorithme ainsi décrit a permis, non sans difficulté et de maniere expérimentale, de
déterminer les domaines du plan optimaux pour quelques premieres valeurs propres de Di-
richlet (voir plus loin). L’optimisation des domaines d’une surface donnée parait également
envisageable en tant que développement naturel de I'algorithme obtenu, méme s’il faudra
pour cela passer quelques obstacles, comme la variation du volume du domaine au cours
des itérations successives.

1.2.3 Exemples et résultats numériques (chapitre 6)

Une série d’exemples numériques d’utilisation des algorithmes décrits dans les chapitres
précédents et développés pour ce travail, contenant des résultats numériques et de breves
explications sur la modélisation des domaines choisis, constitue ce chapitre. Les valeurs
propres numériques sont listées et comparées aux éventuelles valeurs théoriques. Les fonc-
tions propres associées sont également illustrées, tant sur les surfaces que dans les cartes
paramétriques.



1.2. PLAN DU TRAVAIL 15

Les premiers exemples traités permettent d’illustrer la modélisation de domaines classiques
d’abord tres simples, puis progressivement plus complexes. La premiere famille débute par
le carré, maillé a I’aide d’un seul macro-élément et muni de la métrique euclidienne. Par
quotient, on passe ensuite au cylindre (identification d’'une paire de faces), puis au tore
plat (identification de deux paires de faces). Les résolutions manuelles de ces domaines per-
mettent de comparer les solutions théoriques et numériques. Pour finir cette série, I'ajout
d’une métrique non euclidienne au tore permet de traiter le cas d’'un tore de R?. Dans le
méme ordre d’idée mais avec un maillage initial plus complexe, la deuxieme série d’exemples
débute par le disque, maillé ici avec 5 macro-éléments quadrilateres a faces courbes, et se
termine avec la sphere de R?, vue comme le quotient de deux disques munis de la métrique
provenant de la projection stéréographique. Les valeurs propres théoriques de ces domaines
sont également comparées aux valeurs numériques.

Le calcul numérique de demi-tores et hémispheres permettent également de vérifier 'in-
cidence des symétries sur le spectre. On considere également deux paires de domaines
isospectraux non isométriques, aux maillages plus ou moins complexes (7 et 21 macro-
éléments respectivement). De par la nature de la preuve d’isospectralité de ces domaines
(par transplantation des fonctions propres), on s’attend a ce que les algorithmes développés
se prétent bien a la comparaison des valeurs propres de ces domaines, ce qui est vérifié.

Quelques exemples de domaines a anses raisonnablement fines sont illustrés : de par-
tie épaisse carrée, leurs anses sont tantot planes, tantot cylindriques et leurs raccords
tantot brutes, tantot lisses. Particulierement délicats a mailler, ils ont servi a conjecturer
le théoreme 10 a propos des domaines a anses fines planes et indiquent une généralisation
de ce résultat aux anses cylindriques. La convergence est d’ailleurs particulierement rapide,
tant au niveau des valeurs que des fonctions propres, malgré la largeur modeste des anses.

Finalement, quelques uns des domaines obtenus par 'algorithme d’optimisation de forme
sont présentés, accompagnés de leurs valeurs et fonctions propres. Ces dix premiers do-
maines, illustrés ci-dessous, sont discutés et confrontés (avec satisfaction) aux éventuels
domaines optimaux théoriques (premiere et deuxieme valeurs propres), résultats généraux
théoriques et autres conjectures (troisieme et quatrieme valeurs propres), ainsi qu’aux
résultats numériques d’Oudet ([35]) et du duo Antunes-Freitas ([5]). La septieme valeur
propre optimale, que mon algorithme garantit inférieure a 106.63, est a ce propos par-
ticulierement intéressante, Antunes et Freitas proposant un domaine connexe et Oudet
un domaine non-connexe. Bien que le domaine obtenu dans mon travail soit connexe, il
semble sensiblement différent de celui avancé par Antunes et Freitas, qui semblent détenir
un meilleur candidat.
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FIGURE 1.2 — Domaines optimaux déterminés numériquement.

1.2.4 Manuel d’utilisation (chapitre 7)

Partie majeure de ce travail, les programmes joints a ce document, développés sur la base
des algorithmes décrits dans les chapitres précédents et les concrétisant, ne sont utiles et
surtout utilisables que s’ils sont rendus suffisamment accessibles. C’est dans ce but que
ce chapitre a été écrit. Il consiste en une description relativement détaillée du fonctionne-
ment et de l'utilisation de ces programmes et est essentiellement destiné aux personnes
intéressées par la programmation des algorithmes de modélisation et de résolution ou
par leur utilisation, que ce soit pour traiter des exemples originaux ou dans un but de
développement de nouveaux algorithmes. L’arborescence des fichiers joints y est détaillée,
de méme que les parametres les plus importants des procédures principales. La structure
et le role des fichiers de données et des routines de définition sont expliqués pour per-
mettre a I'utilisateur de créer ses propres exemples. Les différentes options d’exécution des
procédures sont également présentées. De nombreux détails complémentaires se trouvent
naturellement a l'intérieur des programmes eux-mémes et les nombreux exemples joints,
entierement modélisés, peuvent servir de modeles pour le traitement de nouveaux cas.

1.3 Notations et prérequis

Ci-dessous est précisé un certains nombre de notations et conventions adoptées pour ce
travail, ainsi que quelques faits classiques d’analyse fonctionnelle et de géométrie; pour
plus de détails, le lecteur se référera par exemple a [9], [1], [19], ou [15] selon ses besoins. A
noter que la section 7.9 contient quelques rappels élémentaires de géométrie différentielle
au sujet des paramétrisations locales de surfaces et métriques associées (voir aussi [14]).

1.3.1 Domaines et surfaces

Pour toute la durée de ce travail, on considere une surface S réguliere (disons C*) et orien-
table, éventuellement a bord. Le domaine 2 de S désigne un ouvert borné (relativement
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compact), de bord 9 = NP 11 9NN (11 désignant la réunion disjointe) régulier (disons
C! par morceaux sans cusp), avec I0P et 9OV possédant un nombre fini de composantes
connexes, 00 correspondant & des conditions de Dirichlet et 9QY & des conditions de
Neumann.

1.3.2 Espaces de Sobolev

On note L%(Q) 'espace de Hilbert des fonctions de € de carré sommable, muni du produit

scalaire
(U, 0) 20 :/uv,
Q

et H'(Q) I'espace de Hilbert (et dit de Sobolev) des fonctions de L?(Q) dont les dérivées
partielles (au sens des distributions) sont dans L?(2), muni du produit scalaire

(U, V) 10y = (W V) p2(0) + (W, V)1 o

avec
(u,v>1’Q:/<Vu, V)
Q

(V désignant le gradient).

Comme ) est borné, de bord suffisamment régulier, le théoreme de Rellich s’applique
et I'injection canonique de H'(Q) dans L?*(f) est compacte, c’est-a-dire que I'image de
tout borné de H*(Q) est relativement compact pour la norme de L?(€2).

On note encore Hy () le sous-espace de Hilbert de H'(€2) constitué des fonctions nulles
au bord de € au sens de la trace : comme 0f) est suffisamment régulier, il existe une
application trace d’ordre 0 continue

Yo @ HY(Q) — L*(09Q), u+— ulaq -

L’image de H'(2) par 7, est un sous-espace strict de L2(99), noté H'/2(0%).

Comme 2 est borné, I'inégalité de Poincaré s’applique et il existe une constante C' = C'(£2)

telle que
/u2<0/|vu|2,
Q Q

pour tout u € Hj(€2). En corollaire, la semi-norme | |1 o induite par ( , ), o est une norme
sur H}(Q), équivalente a la norme induite par H'(€).

On définit encore, pour tout espace de Hilbert H, la convergence faible d’'une famille
(ue)eso de H vers u € H de la maniére suivante :

Ue = u <= (u—u.,v) — 0, pour tout v € H.
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Cette convergence est, comme son nom l'indique, plus faible que la convergence usuelle de
H, dite forte. Elle possede cependant des propriétés intéressantes, notamment le fait que,
de toute suite bornée de H, on peut extraire une sous-suite faiblement convergente. Cela
implique, grace au théoréme de Rellich, que toute suite faiblement convergente de H' ()
converge fortement dans L?(Q) vers la méme limite.

Citons finalement le fait que toute suite faiblement convergente dont les normes convergent
vers la norme de la limite faible est fortement convergente (toujours vers la méme limite).

1.3.3 Théorie spectrale abstraite

Considérons H et L deux espaces de Hilbert séparables, ¢« : H — L linéaire, injective,
continue et compacte, ainsi que a : H x H — R bilinéaire, continue, symétrique et coercitive
(i.e. telle qu'il existe une constante o > 0 pour laquelle a(v,v) > « ||v||,; pour tout v € H).
Soit alors le probleme

(Py) { Trouver u € H et X € R tels que, pour tout v € H :
!

a(u,v) = Au,v), .

Alors il existe des solutions {(wg, Ax) br=1 de (Pr) telles que les wy,, appelés vecteurs propres,
forment une base hilbertienne de H et les A\, appelés valeurs propres, forment une suite
positive (croissante) tendant vers l'infini.

Le quotient de Rayleigh associé a (Py) est défini par

QR(v) = 40-2)

- Lt
[l

pour tout v € H \ {0}, et permet de caractériser les valeurs propres grace a la propriété
suivante, appelée théoreme du Min-Max (ou principe de Poincaré) :

Ar = mi a R(v),
LSRR, O

ou V; est I’ensemble des sous-espaces de dimension k de H.

1.3.4 Spectre du Laplacien

Considérons le Laplacien A sur €2, défini par la formule de Green

ou
— Auv:/ Vu,Vv) — —.
/Q Q< ) a0 On

Alors le spectre du Laplacien sur €2 est un cas particulier du probleme (Py), avec H = V(2),

L =1%9Q), i:H < L l'injection canonique et a(u,v) = / (Vu, V). Les résultats
Q
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énoncés pour (Py) restent donc vrais pour le Laplacien.

En particulier, le théoreme du Min-Max implique le principe de monotonie suivant pour
les valeurs propres de Dirichlet :

0 CQy = )\k<Ql) = )\k(QQ) .

Il est également facile de voir l'effet d’'une homothétie d'une surface sur le spectre d'un
domaine (et en particulier I'effet d’'une homothétie d’'un domaine de R™ sur son spectre) :

Ml 0) = (),

pour tout [ > 0.

Citons encore le théoreme de Courant sur les domaines nodaux (c’est-a-dire les ensembles
connexes sur lesquels une fonction propre donnée ne change pas de signe) des domaines
connexes : si {(wg, A\g) }x=1 sont des solutions de (Py) dont les wy, forment une base hilber-
tienne de V() et les A\, une suite croissante, alors le nombre de domaines nodaux de wy
est plus petit ou égal a k, pour tout £ > 1. En corollaire, la premiere fonction propre a
un signe constant et la premiere valeur propre est simple. De plus, la deuxieme fonction
propre a exactement deux domaines nodaux.






Chapitre 2

Analyse numérique du spectre du
Laplacien

A partir du probleme classique du spectre du Laplacien sur des domaines de surfaces,
nous allons dériver sa formulation variationnelle. Adaptée a I'approximation numérique,
elle constitue le contexte de ce travail. Des lors, la formulation classique du probleme aux
valeurs propres ne sera plus évoquée; pour plus de détails, notamment au sujet du lien
entre les solutions classiques et variationnelles du probleme aux valeurs propres, le lecteur
se référera a [23].

L’approximation du spectre par la méthode de Galerkin sera ensuite présentée et nous
nous intéresserons plus particulierement a la méthode des éléments finis pour les domaines
du plan; le lecteur est invité a se référer a [16] ou [41] pour plus de détails a propos de
ces méthodes, notamment dans le cas de domaines non polygonaux. A ce propos, il est a
noter que l'ouvrage de Raviart et Thomas ([41]) a consitué 'ouvrage de référence pour la
rédaction de ce chapitre.

Nous développerons finalement une méthode généralisée d’éléments finis permettant de

traiter les domaines de surfaces via des triangulations dans des atlas et démontrerons sa
convergence.

2.1 Formulation variationnelle du probleme au valeurs
propres

Soient S une surface et  un domaine de S, de bord 9Q = QP 11 INY, avec INP et IOV
possédant un nombre fini de composantes connexes. Le but est de résoudre numériquement

21
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le probleme

Trouver u : 0 — R et A € R tels que :
—Au = MAu dans ()
v = 0 sur9oQP

Qu = 0 sur 9OV,
mn

(P)

ou A est le Laplacien défini par A = divV.

Pour cela, nous allons étudier le probleme suivant, dit probleme variationnel associé a
(P) :

(P) { Trouver u € V(Q) et A € R tels que, pour tout v € V(Q) :
b

a(u,v) = Ab(u,v) ,
V(Q) = {v c H'(Q) : v=0 sur GQD} ,
a(u,v) = /Q<Vu, Vo),

b(u,v) = /qu.

La raison est que toute solution de (P) est solution de (Pf). En effet, si u est une solution
de (P) et si v € V(2), alors on a

—/Auv:)\/uv:)\b(u,v).
0 0

Mais, la formule de Green donne

—/QAUUI/Q<VU,VU> — %UI/Q<VU7VU> = a(u,v),

a0 (9n
- p ., Ou N
puisque v = 0 sur 92~ et e 0 sur 02,
n
De plus, si 9 est suffisamment régulier (C! par morceaux sans cusp), alors les solutions
de (Py) appartiennent a H?(f2). Ainsi, dans ce cas, le raisonnement inverse montre que les

solutions de (P) sont les solutions de (Pf) (voir [23] pour plus de détails).

Les solutions u, respectivement A, de (Py) sont appelées fonctions (ou vecteurs) propres,
respectivement valeurs propres, de 2.

Pour la suite, remarquons que, dans le cas o1 9QF est de mesure nulle, il suffit de remplacer
V(Q) par {v e H(Q) : v L up} pour exclure la solution triviale ug = 1, A = 0.
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2.2 Méthode de Galerkin

Considérons H et L deux espaces de Hilbert séparables, ¢ : H — L linéaire, injective,

continue et compacte ainsi que a : H x H — R bilinéaire, continue, symétrique et coercitive.

Soit alors le probleme

(Py) Trouver u € H et X € R tels que, pour tout v € H :
f a(u,v) = A{u,v), .

Remarquons qu’il s’agit d'une généralisation du probleme (Py) de la section précédente,
puisqu’il suffit de prendre H = V(Q2) , L = L*(Q), i: H < L I'injection canonique et

a(u,v) = [ (Vu, Vo) pour retrouver le probleme en question.
Q

Les solutions u, respectivement A, de (Py) sont appelées vecteurs propres, respectivement
valeurs propres, de (Py). Grace a 'analyse fonctionnelle, on montre facilement le résultat
suivant (voir [41]) :

Théoréme 1 [ existe une base hilbertienne {w;};>1 de H formée de vecteurs propres de
(Py), de valeurs propres associées 0 < Ay < Ag < ... — 00.

Notons Hj, C H un sous espace vectoriel de dimension N = N, < 0o, avec h > 0 un indice
(que 'on fera tendre vers 0 et qui controle en quelque sorte la taille de Hj, par rapport a
H). On considere alors le probleme suivant, dit probléme approché associé a (Py) :

(P ) { Trouver u;, € Hy, et A\;, € R tels que, pour tout v, € Hy, :
f.h

a(un, vp) = A <Uh,?)h>L .
On trouve alors, de la méme maniere que le théoreme 1, le résultat suivant :

Théoréme 2 Il existe une base orthonormée {w;,}~., de Hy, formée de vecteurs propres
de (Pyp), de valeurs propres associées 0 < Ay < Agp < ... < Ay

On peut toutefois faire une preuve constructive de ce théoreme, ce qui a 'avantage de
fournir une méthode explicite de résolution du probleme (Pf;) qui sera employée lors de
la résolution numérique.

Preuve constructive
Soit {p;}¥ | une base de Hj.
N

On cherche u;, = ijgoj et A, € R tels que a(up, ;) = A\ (un, i), , pour tout i.

] 1
N
Mais a(uh,gol ny 9037901) et uha@z Zgj 90]7901
7=1

Alnsi, en notant ri; = a(g;,¢i) , My = MM)L ;@)L . R o= () et
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M = (mij)%«zl, on trouve que (Pfy) est équivalent & chercher £ € RY et )\, € R vérifiant

I’équation matricielle
R&E = M\, ME . (2.1)

Remarquons encore que R et M sont des matrices symétriques définies positives. Notons
alors M = N'N la décomposition de Cholesky de M, avec N une matrice triangulaire
supérieure. Ainsi, chercher £ et \;, vérifiant I’équation matricielle (2.1) équivaut a chercher
¢ et \j, vérifiant, en notant (N~ = N1,

N~'R¢ = \,N¢

ou encore, en notant A = NPT RN~! et n = N¢, au probléme matriciel

(Pn)

Trouver n € RY et A\, € R tels que :
An = A .

On remarque alors que A est une matrice symétrique définie positive. Par un résultat
bien connu d’algebre linéaire, on sait qu'il existe alors des solutions {n;}¥; et {\;,}¥; du
probleme (Pp,) telles que An; = Aipni , 0 < Aip <A <o < Avp et (0i,m5), = 6ij,
pour tous 4, J.

Ainsi, les {w;;,}Y | et \;j associés sont solutions de (Py ), par construction.

De plus, on a

N N N
(Win, win), = <Zfik<ﬁk,25ﬂ%> = &ululen i),
k=1 =1 L

k=1

= (M&, &), = (N', N'€;), = (i), = 0 -
O

Il s’agit maintenant de voir que, si Hj, converge vers H (dans un sens a préciser) lorsque h
tend vers 0, alors il en est de méme des solutions de (Py) et (Pyp).

Notons
H, = (wy, ... W),

ol {w;};>1 est une base hilbertienne de L formée des vecteurs propres de (Py), avec w; € H
pour tout 7 et 0 < A\; < Ay < ... — oco0. La bonne notion de convergence de Hj, vers H est
la suivante :

flngcl)uhlggh lv — ||z =0, pour tout v € H,,. (2.2)

En effet, on a le résultat suivant :
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Théoréme 3 Sous la condition (2.2), il existe hg et Cy > 0 tels que, pour tout h < hy,

0<Amp—Am < Co- sup inf ||v—vh||§lﬂ>0.

vEHm,[[vl| =1 rEH
Nous allons faire une esquisse de preuve; pour une preuve compléte, voir [41].

Considérons II, l'opérateur de projection orthogonale de H sur Hj associé au produit
scalaire (.,.), = a(.,.), i.e. Popérateur 1l : H — H) défini par

a(Illpu —u,v) =0, pour tous v € Hy et u € H .

Considérons encore
- [Tpoll,

h

veH,\{0} V]|,

On va utiliser le résultat suivant (sans preuve) :
Lemme 1 Pour tout m < N, il existe C = C(m) > 0 tel que
onp=1—  sup v-— |3
VEHm,||v||;=1

Esquisse de preuve du théoréme 3

1re étape : Par le théoreme du Min-Max, on obtient immédiatement que, pour tout m,
2e étape : Par continuité et coercivité de a, on montre facilement que, pour tout v € H,

v — ||y < C inf v — vl - (2.4)
v EHp,
Ainsi, par la condition (2.2), on trouve que, pour tout v € H,,,
li —1II =0. 2.5
limn [[o — Tyl (2.5)
3e étape : Des que 0,5 > 0 (ce qui est le cas pour h suffisamment petit), on a

>\m,h g 2_)\m . (26)

m,h

En effet, si 0., > 0, alors II,H,, est un sous-espace vectoriel de H de dimension m.
Ainsi, par le théoreme du Min-Max,

11, v. 11
< max QR() = max w
vEH, {0} veHn\{0}  ||[TL,0||7

Or, siv € Hy, \ {0}, a(Ilpv, II,v) < a(v,v), donc

Am

)

2

max —_— = .
S e (0} [Tl vela 0} [Tol3 [lolls  omn
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4e étape : Comme dimH,, = m < oo, alors par (2.5),

sup  |Jv — ywl|%, '2%0.

VEHm,||v]| =1
Il existe donc hy > 0 tel que, pour tout A < hy,

C  sup lv—TI|3 <1/2,

UeHm?HUHLzl

avec C' comme dans le lemme 1. Ainsi, on a pour tout h < hyg,

A\ (2<6) 1 A\ (lemEe 1) 1 A\
mho S ag%h " 1—CsupHv—Hth§{ "

< <1+2(J sup ||U—Hhv||§{> Am s

V€ H, 0] =1

d’otl, en notant Cy = 2C0C\,»,
(2:3)

0 < Apn—An<2C sup l|lv — Hhv“?{ A,
vEHm,||v|| =1

(2:4) : 2 hoQ
< Cy- sup inf [jv—w|z — 0,
vEHp,Jol| =1 UnEHn

par hypothese (2.2).

2.3 Eléments finis

2.3.1 Eléments finis de Lagrange

Considérons K une partie de R" compacte, connexe et d’intérieur non vide, ¥ = {xj}j-vzl
un ensemble fini de points distincts de K, appelés neuds (ou sommets), et P un espace
vectoriel de fonctions de K dans R, de dimension finie.

On dit que ¥ est P-unisolvant lorsque, pour tout (ay,...,ay) € RY donné, il existe un
unique p € P vérifiant, pour tout j, p(x;) = a;. Remarquons qu’une condition nécessaire
pour que Y soit P-unisolvant est

dimP =|X|=N.
Lorsque ¥ est P-unisolvant, (K, P, ) est appelé élément fini de Lagrange.

Pour un élément fini de Lagrange (K, P, ¥) donné, on appelle fonctions formes les p; € P
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(1 < i < N) tels que p;(x;) = d;;. Remarquons que les fonctions formes existent et sont
uniques. De plus, elles forment une base de P.

Pour un élément de Lagrange (K, P,Y) et une base de fonctions formes (p;)¥., donnés,
on définit l'opérateur de P-interpolation de Lagrange de la maniere suivante :

I: RE — P
v o— =N v(z)p:.

L’élément Ilv est appelé le P-interpolé de Lagrange de v sur X. On a en effet, pour tout 7,

i=1

Nous allons a présent voir une méthode qui permet, a partir d’un élément fini de Lagrange,
de générer une famille d’éléments finis de Lagrange.

Soient (_f( , P, f]) un élément fini de Lagrange, K une partie de R", compacte, connexe
et d’'intérieur non vide et F' : K — K une application bijective. Notons F(z) = x. On
définit P = {pERK : poFEp} et E:F(f]). On note enfin p=po F.

Proposition 1 Sous les conditions ci-dessus, (K, P, Y)) est un élément fini de Lagrange.
De plus, si 11 est l'opérateur de P-interpolation sur X et 11 celut de P-interpolation sur X3,
alors on a, pour tout v € RE,

(Ilv)o F=1II(vo F),
c’est-a-dire .
[Tv =11v.

Deux tels éléments finis de Lagrange sont dits équivalents; si de plus F' est affine, ils sont
dits affine-équivalents.

Preuve (tirée de [41])

Il s’agit d’abord de voir que ¥ est P-unisolvant. Soit donc (aq,...,ay) € ; on veut
trouver p € P vérifiant p(x;) = «;, pour tout i. Prenons p € P tel que p(&;) = «; pour
tout i. Alors I’élément p € P défini par p = p o F'~! fait laffaire!

N

De plus, si p,q € P vérifient p(x;) = q(x;) pour tout 4, alors les éléments p et § associés
vérifient

P(2i) = p(xi) = q(z;) = ¢(T)

pour tout 7. Ainsi, par P-unisolvance de f], on trouve p = ¢, i.e. p=gq.
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Soit maintenant & € K. On a

(Ilv) o F(3) = (

2.3.2 Eléments finis simpliciaux

Nous allons a présent construire une famille particuliere d’éléments finis de Lagrange : les
éléments finis simpliciaux.

Soit K un n-simpleze de R™ : il s’agit de 'enveloppe convexe de (n + 1) points donnés

de R™, notés a; = (ay;, ..., an;)", non situés dans un méme hyperplan de R", i.e. tels que
la matrice
a1 e a1,n+1
A=
Qn, 1 s Anon+1
1 e 1

est inversible.
Remarque : pour n = 2, K est un triangle ; pour n = 3, il s’agit d’un tétraedre.

Soit maintenant € R™. On définit, pour tout j € {1,...,n + 1}, ¢; = ¢;(x) comme
la solution du systeme suivant :

n+1

Zaijgoj = x;, pour touti € {1,...,n}
j=1
n+1

Z%‘ = 1,
j=1

NUET 1 ~
c’est-a-dire, en notant ¢ = (cpj)?il et A= (aij)1<i<n,1<j<nt1,

{ Ap = =z
n+1
E :j;rl Y = 1.

Les ¢;(x) sont appelées coordonnées barycentriques de x par rapport aux a;. Les fonctions
w; @ x> pj(x) sont les fonctions affines de R™ dans R.
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On a ainsi
K={reR":0<¢; <1, pourtout j € {l,...,n+1}}.

Notons encore, pour k£ € N donné, P, 'espace vectoriel des polynomes de R"™ dans R
de degrés inférieurs ou égaux a k. On définit finalement le treillis principal d’ordre k du
n-simplexe K, noté X, par

kE—1

Zk:{xER” : goj(x)E{O,...,T,l} pourtoutje{l,...,n—i-l}}

sik>0et

1
Eoz{xERn : goj(x):n+1 pourtoutje{l,...,n—f—l}}.

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 4 Pour tout k € N, (K, Py, X)) ainsi défini est un élément fini de Lagrange,
que 'on appelle n-simplexe de type k. De plus, les n-simplexes de type k sont deux a deuz
affine-équivalents.

Nous n’utiliserons que les n-simplexes de type 1, pour lesquels la preuve est triviale; re-
marquons d’ailleurs que, dans ce cas, les coordonnées barycentriques correspondent aux
fonctions formes. Pour les n-simplexes de types k # 1, voir [41].

Ce résultat montre qu’il suffit d’étudier les n-simplexes dits de référence (ou standard) :
ceux définis par les sommets a; = (d;;)1; pour j < n et a1 = (0, ...,0).

2.3.3 Méthode des éléments finis pour les domaines euclidiens

Le but est d’utiliser les éléments finis pour construire des sous-espaces de dimensions finies
Hy, de H = V(Q) vérifiant la condition de convergence (2.2), que 'on rappelle ici :

]lgr(l)vhlggh lv — ||y =0, pour tout v € H,,,

avec H,, l'espace engendré par les m premieres solutions de (Py).

Supposons, pour éviter les difficultés techniques, que le domaine €2 de R™ est polyédrique
(voir [16] ou [41] pour le cas plus général).

Prenons tout d’abord une triangulation 7, de ), avec h = I[?ax hx et hx le diametre
Sy

de K, ¢’est-a-dire Q = U K, avec

Ker,
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a) K polyedres de R", d’intérieurs non vides.

b) Si K # K5 sont deux éléments de 71, alors K1 N Ky = ¢.

c¢) Toute face de tout K; € 7, est soit une face d'un Ky € 7, (K; # K3), soit une partie
de 09).

FIGURE 2.1 — Cas interdits.

Nous supposerons de plus que cette triangulation respecte la partition 9Q = QP I1 9OV
du bord de 2, ¢’est-a-dire que la troisieme condition est remplacée par

¢’) Toute face de Ky € 75, est soit une face d'un Ky € 7, (K; # Ks), soit une partie de
O0P | soit une partie de 9NV,

Q c IR?

20 N
20

FIGURE 2.2 — Triangulation 73, de Q.

Pour tout K € 7y, considérons encore un élément fini de Lagrange (K, Px,Yk) tel que
Py C HY(K). On définit alors

Hy, ={veC’(Q) : v|x € Pk et v|pgp =0} C H.

La suite consiste a mettre de bonnes conditions de compatibilité et de régularité sur les
éléments finis considérés (les simplexes) afin que la condition de convergence (2.2) soit
vérifiée.
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Introduisons Popérateur II, : C°(Q)) — L2(Q) défini par Iv(z) = Hgv(x), pour tous
veC(Q), Kem et z€ K, ou I est opérateur de Pg-interpolation sur Y.

Pour que H;, =11, ({v € C%Q) : v|gap = 0}), nous avons besoin de deux types de condi-
tions :

Compatibilité : soient K, Ky € 73, adjacents, de face commune I' = K7 N K,. Alors
a) Py, |r = Pg,|r (compatibilité des fonctions).
b) Yk, NT =Xk, NI (compatibilité des points).

Régularité : pour tout K € 73, U'élément fini (K, Py, X ) est de classe C°, i.e
a) PK C CO(K)
b) Pour toute face I' de K, ¥’ = ¥ NI est P'-unisolvant, ou P’ = {p|r : p € P}.

Remarquons que tout élément fini affine-équivalent & un élément fini de classe C° Dest
encore.

Proposition 2 Soit 7, une triangulation de Q construite a l'aide de simplexes. Pour k > 1
donné, on associe a tout K € 13, le simplexe de type k construit sur K. Alors les conditions
ci-dessus sont vérifiées.

Finalement, pour assurer la condition de convergence (2.2) de Hj, vers H, nous exigerons
que la famille de triangulations (75,) de 2 soit réguliere, i.e. qu’elle satisfasse les conditions
suivantes :

a) Tous les éléments finis (K, Py, X ) de toutes les triangulations 7, sont affine-équivalents
A un élément fini de référence (K, P,¥) de classe C°.

b) Pour tout couple (I'y, ') de faces de K et pour toute application F' affine inversible de
R™ — R™ telle que I'y = F(I'1), on a

imm:ﬁ(imrl) ot {p|p2 :ﬁeﬁ}:{ﬁoﬂpl ;ﬁeﬁ};

c¢) Les diametres hx des éléments vérifient lim (max hK) = 0.
h—0 \ Kem,

d) Il existe une constante o > 1 telle que, pour tout h et pour tout K € 7, on a

hi/px <o

avec pg la rondeur de K, c’est-a-dire le maximum des diametres des boules contenues
dans K.



32 CHAPITRE 2. ANALYSE N UMERIQUE DU SPECTRE DU LAPLACIEN

Remarquons que les deux premieres conditions, relatives aux types d’éléments finis utilisés,
assurent les conditions de compatibilités vues précédemment ; les deux conditions suivantes
portent quand a elles sur la géométrie des K € 75,. Cette notion de régularité permet
d’énoncer le résultat de convergence suivant, démontré dans [41].

Théoreme 5 Soient () un ouvert polyédrique de R™, n < 3, et (Tb) une famille régulicre
de triangulations de € associées a un élément fini de référence (K, P,Y) de classe C° et
respectant la partition 0Q = QP 11 OON . Supposons encore qu’il existe k > 1 tel que

P, Cc Pc HY(K).
Alors, siu e H*1(Q), on a

1/2

[u = pull gy < Ca h* Z 10%ul 120 <O Rt [l s @y
|a|=k+1

avec C une constante indépendante de h.

Il s’en suit alors le résultat final suivant :

Théoréme 6 Soit (1) une famille régulicre de triangulations de Q associées a un n-
simpleze de type k > 1, n < 3, et respectant la partition 0Q = 0QP 11 0OQN. Alors, si
u € H*(Q) avec 1 <1 < k, il existe une constante Cy telle que

lu— HhUHHl(Q) <Gt ||U||Hl+1(9) :

De plus, si H,, C H*Y(Q) avec 1 <1 < k et H,, 'espace engendré par les m premiéres
solutions de (Py), il eziste des constantes ho et Cy > 0 tels que, pour tout h < hy,

0 < )\m,h - )\m < C'2 hl sup ||U||Hl+1(Q) .

vEHm, |l 12 (g)=1

I1 est en effet facile de vérifier qu’une telle famille de triangulations vérifie les hypotheses du
théoreme 5, d’ou la premiere inégalité. On a ainsi construit des sous-espaces de dimensions
finies H, de H = V(Q) vérifiant la condition de convergence (2.2) ; la deuxieme inégalité
découle donc immédiatement du théoreme 3.

Remarquons que la condition H,, C H"™(Q) avec | > 1 dépend de la géométrie de €.
Par exemple, si 92 est C' par morceaux sans cusp, alors H,,, C H*(Q) (voir [23]) et [ =1
fait ’affaire.
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2.3.4 Méthode des éléments finis pour les domaines de coques

Nous allons maintenant reprendre la méthode utilisée pour les domaines euclidiens et
l'adapter aux domaines de coques (c’est-a-dire aux surfaces pouvant étre paramétrées
via une seule carte), en travaillant dans une carte. Plus précisément, notons (U, f) une
carte d'une coque S telle que Q C f(U). Il s’agit de travailler sur D = f~(Q)) comme
précédemment, en tenant compte de la métrique G de la surface S, c’est-a-dire de la
premiere forme fondamentale de S associée a (U, f).

Un rapide calcul en coordonnées donne

/ (Vu, Vo) = ) / Vdet G g ‘9“;—“dx
Q

ox;
1,7=1,2
/uv = /\/detGadeX,
Q D

avec g le (i7)¢ coefficient de l'inverse de G, t =wuo fet v =vo f.

R
veH veH
s
‘/\
/
QcS DcR

FI1GURE 2.3 — Méthode des éléments finis pour les domaines de coques.

Ainsi, le probleme (Py) est équivalent au probleme

(Py)

avec

Trouver u € H et \ € R tels que, pour tout o € H :
a(u,v) = Ab(a,0)
H = {o=vof:veH},
a(u,v) = / (Vu, Vv) Z / Vdet G g” Ou ﬁdx
Q

4,j=1,2 ax]

b(ii, ) = /uv:/ Videt Gt dx .
Q D
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Supposons comme précédemment, pour éviter les difficultés techniques, que le domaine
D est polygonal. On considere alors une triangulation 7, de D respectant la partition
0D = 0DP 11 DY associée a la partition de 9Q = 9N 11 9NV et satisfaisant les mémes
critéres que précédemment (compatibilité et régularité) mais pour D. On définit alors

ﬁh:{UGCO(D) : v|k € Pk et v|gpp =0} CH.

Alors, par les théoremes 3 et 6, les solutions du probleme

(Pra) ;

{ Trouver uy, € ﬁh et A\, € R tels que, pour tout v, € f[h :
a(tp, op) = Ap b(Up, Op)

convergent vers celles de (Pf) de la méme maniere que pour les domaines euclidiens.
Remarquons pour terminer que, en définissant
Hh:{UGRQ : vofeﬁh}CH,

alors on trouve également que Hj, converge vers H au sens de (2.2), donc les solutions de
(Pyp) convergent vers celles de (Py), toujours de la méme maniere. En particulier, on peut
énoncer le résultat suivant, pendant du théoreme 6 pour les domaines de coques :

Théoréme 7 Soient (U, f) une carte d’une coque S telle que Q C f(U) et D = f~1().
Soit (13,) une famille réguliére de triangulations de D associées a un n-simpleze de type
k> 1, n <3, et respectant la partition 0D = ODP T1ODYN (associée a 99 = IQP TTOON ).
Alors, siu € HHI(Q) avec 1 <1 < k, il existe une constante Cy telle que

Ju— Hhu“Hl(Q) < Cihf HUHH1+1(§2) :

De plus, si H,, C HT(Q) avec 1 <1 < k et H,, l'espace engendré par les m premicres
solutions de (Py), il existe des constantes hy et Cy > 0 tels que, pour tout h < hy,

l
0< Ah — A < Cyh sup HU||HZ+1(Q) .
UEHm,”’U”LQ(Q):l

Cette méthode est donc une généralisation de la méthode des éléments finis pour les do-
maines du plan. En effet, il suffit de prendre U = R? et f la fonction identité. Dans ce cas,
D = Q et G est la métrique euclidienne.

De plus, comme pour les domaines du plan, la condition H,, C H™(Q) avec | > 1
est satisfaite si par exemple 9 (et donc 9D) est C! par morceaux sans cusp, en prenant
[ =1 (voir [23]).
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2.3.5 Méthode des éléments finis pour les domaines de surfaces

Il s’agit une nouvelle fois de prendre la méthode utilisée précédemment, pour les domaines
euclidiens puis pour les coques, mais en considérant cette fois-ci le domaine €2 comme

une réunion finie de coques (non vides) €2, d’intérieurs disjoints, c’est-a-dire telles que
A

0= Qo , QuNQs = ¢ pour tous a # P et Q, C fo(U,) pour tout «, ou {(Uy, fa A
B a=1
a=1

est un atlas de S. Notons encore D, = f'(£2,), pour tout . On considere alors {2 comme

un ensemble de domaines {€,} (ou {D,}) que 'on identifie le long de leurs bords.
Définissons la relation d’équivalence R suivante sur la réunion disjointe 11D, des D, :
P € D, est en relation avec € Dg, noté PRQ, lorsque f,(P) = f3(Q). Autrement dit,

deux points de I'atlas sont équivalents lorsqu’ils définissent le méme point sur la surface.

Notons encore, pour tout a,

H, = {vlq, :veH},
Hy, = {vaofo vy € Hy} .

FIGURE 2.4 — Méthode des éléments finis pour les domaines de surfaces.

Alors (Py) est équivalent au probleme

(]5 ) { Trouver @ € H et A € R tels que, pour tout & € H et pour tout « :
! da (@D, lp,) = Aba (lp,, Tp,)
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avec
7. {@ e RU= ; 5|, € H, et 5(P) = 5(Q) si PRQ} ,

Qallia,a) = D / Vdet G, gi a““ a““

1,7=1,2

bo(Tia; Ua) = / Vdet Gy liaty dx .

On considere alors des triangulations 7, , des domaines D, = fo1(Q) respectant les parti-

tions 0D, = ODPTTIDNT1OD? associée a la partition de 9Q = 9QP 1NN (9D? dénotant
la partie de 0D, ne correspondant a aucune partie de 0€) et sur laquelle le recollement aux
différentes cartes a lieu) et satisfaisant les critéres usuels de compatibilité et de régularité
pour les D,. On exige de plus une inter-compatibilité en o des différentes triangulations :
pour h fixé, si P est un noeud de D,, alors fﬁ_1 o fo(P) est un nceud de D_ﬁ, pour tout 3
tel que fo(P) € fs(Dg). Autrement dit, chaque point de la classe d’équivalence d’un nceud
est lui-méme un noeud (pour h fixé).

On définit alors

H,, = {UGCD(D_Q) :U\KEPKetU\aDOg:O}Cﬁfa,
H, = {UERHD‘IZMD*GI:IQ’}Z}C[:I,

jSH
\.QI
=

I
M .

Qo u|Da7 /U|Da)

a=1

S
\.:2
=

I

M >

a u|Da7/U‘Doz °

a=1

Alors, a nouveau par les théoremes 3 et 6, les solutions du probleme

(]5 ) { Trouver 1, € f[h et A\, € R tels que, pour tout v, € f[h :
f.h

a(in, On) = An b(iin, On)
convergent vers celles de (f’f) de la méme maniere que précédemment.
Remarquons pour terminer que, en définissant
H, = {UGRQ cvo fq Eﬁa’h pour tout oz} C H,
alors on trouve également que Hj, converge vers H au sens de (2.2), donc les solutions de

(Pf,) convergent vers celles de (P), toujours de la méme maniere. En particulier, on peut
énoncer le résultat suivant, pendant du théoreme 6 pour les domaines de surfaces :
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Théoréme 8 Soit {(U,, fo)}, un atlas d’une surface S tel qu’il existe des coques Qg
A

d’intérieurs disjoints vérifiant Qg C fa(Uy) et 0= U Q.. Notons alors, pour tout a,
a=1

D, = f74(Q0). Soient (Tho) des familles réguliéres et inter-compatibles en « de triangu-
lations des D, associées a un n-simpleze de type k > 1, n < 3, et respectant les partitions
0D, = ODP 11 ODN 11 9D° (associées a 00 = O0P 1L OON ). Alors, siu € HFHQ) avec
1 <1 <k, il existe une constante Cy telle que

Ju— HhU“Hl(Q) < Cihf HU”HZ+1(Q) :

De plus, si H,, C H*Y(Q) avec 1 <1 < k et H,, l’espace engendré par les m premiéres
solutions de (Py), il existe des constantes hy et Cy > 0 tels que, pour tout h < hy,

l
0< Ah — A < Cyh sup HUHHH—I(Q) .
UEHm:”v”LZ(Q):I

Cette méthode est donc une généralisation de la méthode des éléments finis pour les do-
maines de coques et donc pour ceux du plan. En effet, il suffit de prendre A = 1, c’est-a-
dire un atlas formé d’une seule carte, pour se ramener au cas d’'un domaine de coque, puis
U =R? et f la fonction identité pour le cas d’'un domaine du plan.

Et & nouveau, comme pour les domaines du plan, la condition H,, C H™*(Q) avec [ > 1
est satisfaite si par exemple les 9D, sont C' par morceaux sans cusp, en prenant [ = 1
(voir [23]).






Chapitre 3

Résolution numérique

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié un algorithme permettant d’estimer le spectre
du Laplacien. Il s’agit a présent de préciser la mise en ceuvre numérique de la méthode.

Dans un premier temps seront abordées les fagcons de définir numériquement des domaines
ainsi que les procédures de construction de triangulations de domaines, appelés maillages
(et souvent confondus, par abus de langage, avec les triangulations en résultant), via un
mailleur, soit un algorithme numérique plus ou moins automatique de maillage. C’est dans
ce but qu'un mailleur classique, dit par macro-éléments, sera considéré. Le principe de
base de cette méthode est de subdiviser le domaine a mailler en sous-domaines, les macro-
éléments, dont on peut facilement créer une triangulation. Ce mailleur a ’avantage d’étre
rapide, simple et efficace pour des domaines peu complexes. Il peut par contre générer
de grandes largeurs de bande (c’est-a-dire un grand nombre de diagonales non-nulles) des
futures matrices associées au probleme considéré, notamment dans le cas ou on identi-
fie des faces (domaines de surfaces). Or, les largeurs de bande des matrices tiennent un
role important dans la résolution numérique, tant au niveau de la mémoire nécessaire que
dans le temps de calcul effectif; il est donc nécessaire de réduire les largeurs de bande au
maximum. De plus, avec ce mailleur, la grandeur des mailles est difficilement ajustable
localement. Enfin, la découpe manuelle du domaine en macro-éléments peut rendre difficile
certaines automatisations et n’est pas adaptée a certains domaines complexes.

Pour pallier a ces inconvénients, des algorithmes de traitement de triangulation, en 'oc-
currence de renumérotation des nceuds et de raffinement, s’imposent, de méme qu’une
méthode plus flexible de maillage. Nous considérerons dans ce but un mailleur basé sur la
méthode de Voronoi-Delaunay, qui ne demande a l'utilisateur que de fournir le bord du
domaine a mailler (par exemple via une paramétrisation ou une liste de nceuds).

Dans un deuxieme temps sera abordée la résolution numérique du probleme aux valeurs
propre lui-méme, a savoir la mise en ceuvre du calcul matriciel (construction des matrices
et intégration numérique) ainsi que la résolution numérique de problemes matriciels aux
valeurs propres via l’algorithme de Lanczos.

39
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3.1 Maillage par macro-éléments

Le mailleur classique utilisé dans ce travail, dit par macro-éléments, demande au préalable
a l'utilisateur de décomposer manuellement le domaine a mailler en sous-domaines, les
macro-éléments, de types triangle ou quadrilatere, avec éventuellement une face courbe
dans ce dernier cas. Chaque macro-élément est ensuite maillé grace a une grille, adaptée
selon le type de macro-élément. Ces différentes triangulations sont ensuite assemblées pour
constituer une triangulation du domaine complet.

D e

< <2

FI1GURE 3.1 — Exemple de maillage d'un disque par décomposition en 5 macro-éléments.

Concrétement, il s’agit pour l'utilisateur de donner, pour chaque macro-élément, le type
de macro-élément, les coordonnées des sommets, une paramétrisation de 1’éventuelle face
courbe, le nombre de segments de la grille et les éventuelles conditions au bord en vue
de la résolution du probleme. Dans le cas de domaine non euclidien, le numéro de carte
du macro-élément et ses éventuelles fonctions d’identification des faces aux autres macro-
éléments sont nécessaires afin de construire les classes d’équivalence des noeuds.

En retour, le mailleur calculera une liste de noeuds contenant essentiellement leurs co-
ordonnées et leur éventuelle condition au bord. Dans le cas de domaine non euclidien, elle
contiendra également leur numéro de carte ainsi que celui de leur classe d’équivalence. Le
mailleur calculera également une liste des éléments contenant essentiellement les numéros
de leurs sommets et les éventuelles conditions au bords de leurs faces.

3.1.1 Macro-éléments de type quadrilatere

Le maillage d'un quadrilatere consiste essentiellement en une décomposition structurée en
plus petits quadrilateres, eux-méme découpés en triangles. On donne le quadrilatere par
ses sommets P, P, P3 et P, et on indique le nombre n, de subdivisions des segments P P,
et P3Py, ainsi que le nombre n, de subdivisions des segments P P3; et PyP;. Les noeuds
P, ; du macro-éléments sont alors calculés successivement, en faisant varier entre 0 et 1 les
parametres s en n, + 1 valeurs et ¢ en n, + 1 valeurs, de la manicre suivante :

P,=A+s(B —A),
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avec
A= (1—t)P,+tPy et By = (1 —t)P, +tP;.

On trouve ainsi
Poy=(1=38)(1=t)P,+s(1—t)Py+stPs+ (1 — s)tP, = Zfl s,t)P;,

ou les f; sont les fonctions formes aux nceuds P, c¢’est-a-dire les fonctions

fi(s,t) = (1—=s)(1—1),

fo(s,t) = s(1—1),
fs(s,t) = st,
fa(s,t) = (L—s)t.
Pa
P3
Py
4P

FIGURE 3.2 — Maillage d’'un quadrilatere.

Simultanément aux nceuds du macro-élément, on construit ses éléments de la maniere
suivante : pour s et t fixés, on définit les éléments K, et Ky , par leurs sommets

{Ps,ty Ps+1,t7 Ps+1,t+1} et {Ps,t; Ps+1,t+1; Ps,t+1}-

3.1.2 Macro-éléments de type quadrilateres a une face courbe

Considérons a présent un quadrilatere ayant une face courbe et trois faces rectilignes.
Nous pouvons supposer que la face courbe est la deuxieme du quadrilatere, c’est-a-dire
le segment P, P3, et qu’elle est donnée par une courbe paramétrée ~, idéalement par lon-
gueur d’arc, de parametre variant entre a et b. En particulier, on doit avoir y(a) = P, et
v(b) = P3. Pour reprendre les notations précédentes, il s’agit de remplacer 'expression de
B, par v (ta + (1 —t)b).

On trouve ainsi
P, = (1—=s)(1—=t)P 4+ (1 —9s)tPy+ sy(ta+ (1 —1t)b)
= fi(s,t) Py + fa(s,t) Py + sy (ta+ (1 —t)b) .
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P;=y(b) P3=v(b)

P,=Y(a) P,=Y()

FIGURE 3.3 — Maillage d'un quadrilatere ayant une face courbe.

Les éléments sont construits simultanément aux nceuds, de maniere identique au cas des
quadrilateres sans face courbe.

3.1.3 Macro-éléments de type triangle

On donne un triangle par ses sommets P;, P, P3 et on indique le nombre n, de subdivisions
du segment P, P, ainsi que le nombre n, de subdivisions des segments P, P; et P3P, avec
la condition que n, soit inférieur ou égal a n,.

L’idée est de reprendre le maillage de quadrilateres, en faisant correspondre au triangle
le parallélogramme associé de sommets P, P», P| et Py (ou P| est I'image de P, par la
symétrie dont le centre est le point milieu de P, Ps), puis de déplacer les nceuds proches de
l'aréte P, P afin qu'ils se retrouvent dessus (voir figure 3.4).

3 Py’

\ N\

FIGURE 3.4 — Maillage d'un triangle par correspondance avec le parallélogramme associé.
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En détails, on fixe pour chaque valeur du parametre ¢ pris entre 0 et 1 (en n, + 1 valeurs)
un nombre n!, = nl () d’intervalles & la ligne définie par ¢. Autrement dit, pour ¢ donné,
le parametre s prendra n! (t) + 1 valeurs. Ce nombre, variant entre 0 (lorsque t = 1) et n,
(lorsque t = 0), est donné par

ol max {1, [(1 —t)n,]} sit#1
10 sit=1

ou [.] désigne la partie entiere.

Les noeuds Ps; du macro-éléments sont alors calculés successivement, en faisant varier

entre 0 et 1 les parametres ¢ en n, + 1 valeurs et s en n; + 1 valeurs, de la maniere
suivante :

Py, = A+ s(By — Ay,

avec
At:(l—t)Pl—Ftpg et Bt:(l—t)P2+tP3

On trouve ainsi
Poy=1—t)(1—s)Pi+ (1 —t)sPy+tPs = fi(s,t)PL + fa(s,t) Po + tPs,

ol les f; sont les fonctions formes aux sommets P; définis plus haut.

FI1GURE 3.5 — Maillage d'un triangle.

A nouveau, les éléments sont construits simultanément aux noeuds du macro-élément, de
maniere semblable aux quadrilateres.

3.1.4 Généralisation a des macro-éléments ayant plusieurs faces
courbes

Meéme si cela n’a pas été utilisé dans ce travail, il peut étre agréable d’utiliser des macro-
éléments ayant plusieurs faces courbes.
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Pour les quadrilateres, on suppose que les faces courbes sont données par des courbes
paramétrées ; de parametre variant, pour simplifier, entre 0 et 1. En particulier, on doit
avoir v;(0) = P, pour i entre 1 et 4, v;(1) = P,;; pour i entre 1 et 3 ainsi que y4(1) = P;.
On trouve alors, en suivant une logique comparable au cas précédents,

Por = (L=8)7(s) + s72(t) + t73(1 — s) + (1 — s)7a(1 — 1)
—((U= )1 = )P+ (L= )P, + stPy+ (1= 5)tPy ).

Y1
P
2
Py

FI1GURE 3.6 — Maillage d’un quadrilatere a faces courbes.

Il est également possible de trouver une formule équivalente pour les triangles; voir par
exemple [22].

3.2 Traitements de triangulation

Les procédures suivantes de traitement de triangulation, a savoir la renumérotation et le
raffinement, permettent d’adapter une triangulation donnée, indépendamment du mailleur
dont il est issu. La renumérotation des noeuds d’une triangulation est effectuée de maniere
a diminuer la différence de numéros de nceuds voisins, dans le but de réduire la largeur
de bande des futures matrices du probleme considéré. Le raffinement permet quant a lui
d’obtenir une triangulation plus fine qu’initialement, soit localement, soit de maniere glo-
bale. Le but d’une telle procédure est évidemment d’améliorer les solutions du probleme
approché associé a la triangulation et au probleme considéré, par exemple au voisinage
d’une partie sensible du domaine.

3.2.1 Renumérotation

Afin de réduire la largeur de bande des futures matrices associées au probleme considéré, on
renumérote les classes de nceuds de sorte a réduire la différence entre les numéros des classes
des neeuds appartenant a un méme triangle. La raison est que, si (a;;) dénote par exemple la
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matrice de masse de notre probleme, a;; est non nul seulement si supp(p;) N supp(p;) # ¢,
c’est-a-dire seulement si les noeuds des classes C; et C; appartiennent a un méme triangle.

La méthode de renumérotation employée dans ce travail, simple mais non optimale, consiste
a fixer un premier noeud (par exemple au bord du domaine), puis a renuméroter les noeuds
équivalents ainsi que ses voisins a la suite ; une fois tous les voisins renumérotes, on recom-
mence avec les voisins du deuxieme nceud et ainsi de suite.

On remarque que, bien que cette méthode de renumérotation soit relativement facile a
mettre en place et permette de faire des calculs a une vitesse satisfaisante (alors qu’ils
seraient souvent laborieux avec un mailleur classique seul), la bande des matrices obtenues
apres renumérotation s’élargit légerement a mesure qu’on avance sur la diagonale des ma-
trices. Une maniere simple (mais non utilisée dans ce travail) de réduire cet effet consiste a
mailler ou renuméroter séparément des sous domaines puis a les assembler. Des algorithmes
plus évolués permettent également d’obtenir de meilleurs résultats (voir [22]).

3.2.2 Raffinement

Une qualité indispensable d’un bon algorithme de raffinement est de conserver la qualité
de la triangulation, c’est-a-dire la rondeur de ses éléments. L’algorithme suivant permet
un raffinement d’'un domaine ou d’un sous-domaine par itérations successives. A chaque
itération, les mailles sont raffinées d’un facteur 2 a l'intérieur de la partie considérée ainsi
que sur les éléments voisins (c’est-a-dire sur tous les éléments contenant un neeud dans la
partie a raffiner), par découpage des éléments en 4. Les voisins de ces nouveaux éléments
sont alors découpés en 2 (voir 4 si besoin) afin d’obtenir une triangulation correcte. Sur les
éléments découpés en 2, on observe une perte de rondeur a chaque itération; il ne s’agit
toutefois que de quelques éléments (ceux du bord du domaine de raffinement) et, surtout,
il s’agit a chaque itération d’éléments différents : la marge donnée par la sélection élargie
des éléments a couper en 4 permet de garantir une certaine qualité de la triangulation,
indépendamment du nombre d’itérations de raffinement.

R

4
(5)

FI1GURE 3.7 — Raffinements successifs d’un domaine.
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Algorithme de raffinement d’une partie d’'un domaine (ou du domaine complet) :

1. On donne la triangulation du domaine ainsi que la partie que ’on veut raffiner comme
une liste de (classes de) noeuds.

2. On détermine les éléments a couper en 4 : il s’agit de ceux ayant au moins un som-
met dans la partie a raffiner (ou équivalent a un tel).

3. On détermine les nceuds appartenant aux éléments a couper en 4 (ou équivalents a
des tels), l'adhérence de la partie a raffiner.

4. Si un élément a tous ses sommets dans 'adhérence, on le rajoute dans les éléments
a couper en 4.

5. On détermine les éléments a couper en 2 : il s’agit de ceux ayant exactement 2 som-
mets dans ’adhérence. Le noeud extérieur a 1’adhérence sera utilisé pour la partition
de I’élément.

6. On procede finalement a la découpe des éléments, comme illustrée par la figure 3.8.

Considérons pour cela un élément de sommets P;, P, et P;.

— Pour une découpe en 4 éléments, on construit les nceuds Py, P, et Py, définis comme
les points milieu des cotés de I’élément, avec P! sur le coté opposé a P;, puis on
remplace l'ancien élément par les triangles Py PjP;, PoP|P;, P3PyP| et P/ P)P;.

— Pour une découpe en 2 éléments, supposons que Pj soit le noeud extérieur a
I'adhérence des éléments a couper en 4. On construit alors le point milieu P; du
segment P P, puis on remplace 'ancien élément par les triangles P, Py P et PoP3P.

FIGURE 3.8 — Découpe d’éléments en 2 ou 4.

Remarque : dans le cas ou une face de 1’élément est courbe, on peut utiliser la pa-
ramétrisation de la courbe et les valeurs du parametre aux sommets pour ajuster les
nouveaux points sur la courbe.
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FIGURE 3.9 — Triangulation d’un quart de cercle, puis raffinement local sans, puis avec
prise en compte de la paramétrisation du bord.

3.3 Maillage de Delaunay

Considérons a présent un mailleur plus sophistiqué que celui par macro-éléments, basé sur
la méthode de Voronoi-Delaunay (pour une présentation détaillée, voir [22]).

Ce mailleur présente essentiellement deux avantages. Premierement, il permet une grande
automatisation puisqu’il suffit a l'utilisateur de fournir les nceuds du bord du domaine.
Deuxiemement, la triangulation obtenue est optimale par rapport aux nceuds qui la com-
posent, en le sens qu’il s’agit d’une triangulation de Delaunay : le cercle circonscrit a
chaque élément ne contient aucun noeud en dehors des sommets de I'élément. Autrement
dit, chaque paire de triangles adjacents par une aréte est telle que le plus petit des angles
formés par deux cotés conséeutifs est maximal (par rapport aux paires de triangles adja-
cents par une aréte possibles formant le méme quadrilatere ; voir figure 3.10).

F1GURE 3.10 — Deux triangulations d’un quadrilatere. Celle de gauche est de Delaunay.
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Algorithme :

1. On donne le domaine a mailler par son bord en tant que liste de segments orientés,
¢’est-a-dire une liste de paires de noeuds. Idéalement, ces segments sont isométriques.

2. On détermine les nceuds internes au domaine. Pour cela, on crée une (petite) grille re-
couvrant le domaine, dont on garde uniquement les points qui se trouvent a I'intérieur
du domaine, a plus d'une certaine distance (proportionnelle aux longueurs des seg-
ments du bord) des nceuds du bord du domaine (afin d’éviter de créer des éléments
trop plats). Pour déterminer si un point est a 'intérieur au domaine, on calcule son
indice par rapport a la courbe orientée définissant le bord du domaine (voir section

3.3.2).

3. On détermine ensuite une boite, c’est-a-dire quatre noeuds supplémentaires formant
un rectangle, lequel englobe les nceuds du bord du domaine. De préférence, on choisit
une grande boite (proportionnellement au domaine).

4. On maille la boite a ’aide de deux triangles dont les sommets sont ceux de la boite.

5. On insere un a un les points de cette grille et ceux du bord du domaine dans la
triangulation, selon la stratégie suivante, directement inspirée de la méthode de Vo-
ronoi-Delaunay : on détermine puis détruit tous les éléments de la triangulation tels
que le point a insérer est interne aux cercles circonscrits (voir section 3.3.1), puis
on remaille la partie détruite en joignant le nouveau point aux arétes externes de la
réunion des éléments supprimés.

On obtient alors un maillage-boite du domaine, avec noeuds internes. Il s’agit alors de
vérifier que le bord du domaine soit respecté par la triangulation.

6. On vérifie que les segments du bord apparaissent en tant qu’arétes des éléments de la
triangulation. Si un segment n’apparait pas, on insere son point millieu dans la trian-
gulation (avec la méme stratégie que précédemment) et on recommence la vérification
(en remplacant, dans la liste des segments du bord du domaine, le segment non res-
pecté par ses deux moitiés).

Le maillage-boite obtenu respecte alors le bord du domaine. En particulier, chaque élément
de la triangulation est soit interieur, soit extérieur au domaine. Il s’agit alors de supprimer
les éléments et nceuds superflus.

7. On supprime les éléments extérieurs au domaine. Pour déterminer si un élément est
extérieur au domaine, on calcule I'indice d’un point intérieur au triangle (par exemple
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son centre de gravité) par rapport a la courbe orientée définissant le bord du domaine
(voir section 3.3.2).

8. On supprime les sommets de la boite.

On obtient ainsi une triangulation respectant le bord du domaine et dont les éléments sont
tous intérieurs au domaine. Il s’agit donc d'une triangulation de Delaunay du domaine,
avec nceeuds internes.

......

.......

FIGURE 3.11 — Quelques étapes d’un maillage de Delaunay du disque.

Remarquons qu’on aurait aussi pu insérer uniquement les nceuds du bord du domaine,
supprimer la boite et enfin seulement ajouter les noeuds internes au domaine. En effet, I’al-
gorithme d’insertion de points dans une triangulation fonctionne sous I'unique condition
que les points soient internes & la réunion des éléments de la triangulation (ce qui explique
le role de la boite). De méme, la triangulation obtenue est de Delaunay si la triangulation
initiale 'est (ce qui est le cas de toute triangulation d’une boite rectangulaire dont les seuls
neeuds sont ses sommets).

Afin d’illustrer le probleme du respect du bord du domaine par la triangulation, considérons
le domaine polygonal représenté ci-dessous (figure de gauche). Apres un maillage grossier,
on observe que la triangulation ne respecte pas le bord du domaine (deuxieme figure).
Ce probleme est résolu par I'insertion d’un point supplémentaire (troisieme figure) et il est
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alors possible de déterminer et de supprimer les éléments extérieurs au domaine (quatrieme
figure).

FIGURE 3.12 — Domaine initial, triangulation de Delaunay sans, puis avec correction du
bord et triangulation finale.

Parmi les étapes de I'algorithme ci-dessus, deux points techniques méritent qu’on s’attarde
a leur mise en ceuvre : la détermination de I’appartenance d’un point au cercle circonscrit
d’un triangle et le calcul de I'indice d’un point par rapport & une courbe (polygonale).

3.3.1 Appartenance d’un point au cercle circonscrit d’un triangle

Dans R2, soit K un triangle donné par ses sommets Py, P, P3 et soit A un point. Il s’agit
de décider si le point A appartient au cercle circonscrit de K. Pour cela, on détermine le
centre C' du cercle circonscrit et on compare sa distance au point A avec le rayon du cercle,
lui-méme défini comme la distance entre C' et P, (ou P, ou P3).

Le centre C est, par définition, le point équidistant aux points P, P, et P3. Il est donc
obtenu comme point d’intersection de 2 droites médiatrices des arétes de K. Une équation
paramétrique d’une telle droite est donnée par

P+ P
dij(Nij) = 5 L4 N (P — Py)*,

avec i, 7 € {1,2,3} différents.

En intersectant dis et di3, on obtient ’équation linéaire

P,— P
)\13(P1—P3)L+)\12(P1—P2)L:—22 37

qu’il s’agit de résoudre et de remplacer dans une des équations paramétriques afin de
trouver C. En coordonnées, en notant P; = (z;,y;) et, pour simplifier les écritures,

- — P, — P To—T3
a:(Pg—Pl)l:(yQ yl),b:(Pl—Pg)L:(yl y3>702%:(y23y3),

Ty — T2 T3 — I D)
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on obtient I’équation matricielle

(o) ()= (%)
as by 13 Co '

Alinsi, en supposant le triangle K non dégénéré, on trouve

A12 o 1 by —b &1 . 1 baci — bicy
A3 arby —agby \ —a2  aq Co aiby — asby \ aica —ager )7

d’ou finalement pour le centre C' du cercle circonscrit
O — 1 T+ X9 i bica — becy aq .
2 Y1+ Yo a261 — a162 as
3.3.2 Indice d’un point par rapport a une courbe

Dans R?, on utilise I'indice d'un point par rapport & une courbe orientée fermée pour
déterminer §’il appartient au domaine défini par la courbe (lorsque le point n’appartient
pas a cette derniere). Rappelons que I'indice est le nombre de tours effectués par la courbe
autour du point. Ainsi, un point appartient a un domaine si et seulement si son indice
par rapport a la courbe orientée définissant son bord vaut 1 (dans le cas contraire, il vaut
0, éventuellement —1 si le domaine n’est pas compact). Remarquons que cela est valable
méme si le bord du domaine contient plusieurs composantes connexes (données par autant
de courbes orientées fermées).

o

FiGURE 3.13 — Valeurs de l'indice du bord d’un domaine.

Voici deux approches du calcul de l'indice dans le cas d’'un domaine polygonal Q (la
deuxieme ayant été retenue pour la programmation effective du mailleur de Delaunay),
qu’on suppose donné par le polygone connexe de sommets consécutifs Py, ..., P,. Notons
Pn+1 = P1 et

Indo(P) =) _6;
j=1

I'indice de €2 par rapport a un point P avec, pour chaque j, d; la contribution du segment
P;P;1; a l'indice.
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Approche par ’analyse complexe

Le premier calcul est basé sur le célebre résultat d’analyse complexe ci-dessous (voir [2]).

Théoréme 9 Soit v : [a,b] — C une courbe fermée, C' par morceaux et soit zg € C\Im(y).
On définit l'indice Ind.(zy) de zy par rapport a v par

1
Ind,(z) = —j{ dz

2mi J 2 — 2
b
avee § 1z = [ 16 - @

Alors la fonction

Ind, : C\Im(y) — C
20 —  Ind,(z)

est a valeurs dans Z, constante sur chaque composante connexe de C\ Im(y), nulle sur la
composante non bornée. De plus, Ind.,(zy) représente le nombre de tours effectués par la
courbe v autour du point z.

Afin d’utiliser ce résultat, considérons la paramétrisation du bord du domaine

v : [0,n] — C
t = et —t]),

avec |.] la partie entiere et

vi(8) = 8Pys1 + (1 — 5) Py = s(Ppy1 — Pi) + B
la paramétrisation du segment Py Py (s € [0,1]) ou k = j (modn).
Calculons la contribution ¢; du segment P;P;4; a l'indice Ind,(P)

/1 fy}(s) ds:/l P — P i /1 ds
0 Vi(s) =P o $(Pjj1—Pj)+P;—P 0 s+ 5 =

J+1 Pj

P, —P P, —P
Notons pour simplifier a = Re (—j ) et b=1Im (—J ) Ainsi on trouve
P —P; P — P

/1 %) _/
—ds —
o v(s)—P (s +a) —Hb
1
/ s+a _ sta .. —ib/ ds
(s +a)?+b? o (s+a)?2+b2

1 /(1+a )2 4-b2 du ' /1+a dv
= = — — b .
2 Jarpe u o VE4D?
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Par le théoreme, comme Ind,(P) € Z C R, seul le deuxiéme terme est non nul. Si b =0
(i.e. si P; — P est parallele a Py — P;), alors Ind,(P) = 0; sinon on trouve

Im </01 %‘(’f’)%dﬁ = arctan ('}) — arctan <1 Jbr “) .

On obtient ainsi que la contribution ¢; du segment P;P;1; a l'indice Ind,(P) vaut

5 — 0 sib=0

77| & (arctan (%) — arctan (%))  sinon .
Calculons finalement @ et b en fonction de P; = (x;,y;), Pjt1 = (¥j11,yj+1) et P = (z,9),
ie. Pj=uwa;+1iy; , Pj1 =xj41 +iy;;1 et P =2x+14y en notations complexes.

p-r (xj —x) +ily; —y)
Pj1 — P (Tjp1 — 25) +i(Yj01 — Yj)
((zj —2) +ily; — y) (@41 — 75) — i(yj+1 — y5))
(%’H - xj)2 - (Z/j+1 - Z/j)2
(7 — ) (@i —25) + (5 — Y Wit — Y5)
(@1 — 25)% = (Y1 — y5)?
(Tj1 — 2)(y; —y) — (& — ) (Y1 — yy)
(Tjr1 = 25)? = (Yjr1 — ¥5)?

+1

)

c’est-a-dire

o = (zj — 2) (@i —25) + (¥ — Y Wit — Y5)

(Tj41 = 25)% — (Yjr1 — ¥5)?
— (‘rj-H )(yj - y) (CL’J )(y]—H - y])
(@541 — )% = (Yj1 — 5)? '

Approche manuelle

Soit, pour tout j, 6; la mesure dans l'intervalle |—7/4, 77/4] de I'angle de P; par rapport
a P. Autrement dit, 6; est I'unique angle de |—m/4,7m/4] tel qu'il existe r; > 0 avec
P; = P +rj(cosf;,sin ;).

La contribution J; du segment P;P;; a l'indice Indg(P) vaut alors

1
J 27I_( J+ J)’
ou oy = b6 et, une fois a; = 6, (mod ) fixé, on pose a;11 = 6,41 (mod ) avec

aji1 € [oj,a; + [ silorientation du triangle PP;P;.; est positive ou nulle
Qjt1 € Ja; — m, o] sinon .
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j+1T

P —P+rj+1(cosej+1,sin9j+1)

PJ.=P+rj(cosej,sm6j)

FIGURE 3.14 — Contribution ¢; du segment P;P;; a 'indice.

Remarques :

— On calcule 6; en évaluant (par exemple) la fonction § : S' — R donnée ci-dessous au

PP
point ———.
1P = P

arcsin(y)

0z, y) = arccos(z)

T — arcsin(y)

21 — arccos(x)

sily| < |z| et x>0
sily] < |x| et x <0
sily| > |z] ety >0
sily| > |z| ety <O0.

— L’orientation du triangle PP; P}, est donnée par le signe de cos 0; sin 041 —sin 6; cos ;.

cas 2 [6)

cas 3

cas 1

cas 4

FIGURE 3.15 — Définition de la fonction 6.
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3.4 Maillage mixte

Le mailleur de Delaunay présenté précédemment a la particularité que la triangulation ob-
tenue du cceur du domaine (c’est-a-dire la partie constituée des noeuds internes) ressemble
a une triangulation obtenue a l'aide d’un mailleur par macro-éléments. Partant de cette
observation et dans le but d’optimiser le temps de calcul, j’ai élaboré un mailleur mixte,
c’est-a-dire une procédure maillant le cceur du domaine de la méme maniere qu’avec des
macro-éléments (& 1’aide d’une grille) et le reste avec Delaunay.

Algorithme :
1. Comme pour le mailleur de Delaunay, on donne le domaine par son bord.

2. On crée comme avant une (petite) grille recouvrant le domaine, dont on garde non
seulement les points intérieurs au domaine (se trouvant suffisamment loin des nceuds
du bord), mais également les éléments formés par ces points (voir le mailleur par
macro-éléments). Le sous-domaine ainsi maillé est appelé ceur du domaine.

3. On maille ensuite par Delaunay la partie définie par le bord du domaine et le bord de
la partie coeur parcouru en sens inverse (appelé bord interne), sans insérer de point
interne. Le sous-domaine ainsi maillé est appelé frontiére du domaine.

4. Si le maillage de la frontiere a nécessité 'insertion de nceuds supplémentaires sur le
bord interne (afin de le respecter), il s’agit également de les insérer dans la triangu-
lation du coeur du domaine.

5. On assemble ces deux triangulations pour obtenir celle du domaine complet.

La complexité de cet algorithme, les problemes potentiels de non respect du bord interne
par le maillage de la frontiere et, face a cela, le faible gain de temps par rapport au mailleur
de Delaunay pur (pour les exemples traités du moins) font que je n’ai en général pas utilisé
cet algorithme, qui, de ce fait, n’est pas inclu dans les programmes joints a ce document.

3.5 Calcul matriciel

Soient { D, } un ensemble de domaines polygonaux de R? R une relation d’équivalence sur
la réunion disjointe I1D,, des D, et {7} un ensemble de triangulations des D, associées
a un 2-simplexe (K, Px,Yf) de type 1 (Px est 'ensemble des polynomes de R? dans R
de degrés inférieurs ou égaux a 1). On suppose que la relation R et les triangulations 7,
respectent les partitions 9D, = D2 I1ODY 11ODP. Finalement, on suppose que les trian-
gulations 73, , respectent les conditions de compatibilité, régularité et inter-compatibilité.
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Il s’agit de résoudre le probleme

(]5 ) { Trouver 1, € lflh et A\, € R tels que, pour tout v, € ﬁh :
Ik 7

a(tin, o) = Ap b(tn, 0p)
avec i -
Ha,h = {U - CO (Dz) . ’U‘K c PK ct ’U‘aDg = O} ,
H, = {v e R"Pe : ylp-€ ]:Imh} ,

Notons Ny le nombre de classes d’équivalence de noeuds des triangulations, N le nombre
de celles dont les nceuds ne se trouvent pas sur IODP et {C;}X, = {[P]}Y°, les classes
d’équivalence de nceuds des triangulations, avec P; € IIODY si et seulement si i > N.

Considérons alors la base de H » constituée des fonctions formes de {m, o}, c’est-a-dire des
fonctions {¢;}Y | définies sur I1D,, telles que p;(P;) = xc,(P;). Restreintes aux éléments
des triangulations, il s’agit des coordonnées barycentriques (ou fonctions formes). Du point
de vue numérique, 'avantage de cette base est que le support de chacun de ses éléments
est petit : celui de p; est constitué uniquement des triangles contenant les noeuds de la

AN
<R

®i(P;)=0

FIGURE 3.16 — Fonctions formes ¢;(P;) = d;;.

Ainsi, chercher la solution u, de (]Sf’h) revient a chercher les coefficients de 4, dans la base

N
des fonctions formes. Autrement dit, si u, = Z &, on cherche {&}Y | tels que
j=1
N N
> &g o) =M Y Eb(w 1)
j=1 j=1

pour tout i € {1,..., N}.

Ainsi, en notant ri; = a(g;, i) . my = b, @), (&)L, . R = (ry)h— et
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M = (mg;),_, , on trouve que (Pf) est équivalent & chercher € € RN et \j, € R vérifiant

I’équation matricielle
RE = M\ ME. (3.1)

On appelle R matrice de rigidité et M matrice de masse. Remarquons que ces matrices sont
symétriques définies positives. Notons alors M = N'N la décomposition de Cholesky de
M, avec N triangulaire supérieure. Ainsi, chercher & et A, vérifiant I’équation matricielle
(3.1) équivaut a chercher £ et A, vérifiant

NT'R¢ = \,N¢
ou encore, en notant A = N'TRN~! et n = N&, a chercher n et \j, vérifiant
An = Ann.

Notons toutefois que, lors de la résolution numérique du probleme, nous ne calculerons pas
explicitement la matrice A. En effet, I’algorithme de résolution du probleme matriciel aux
valeurs propres utilisé, a savoir 'algorithme de Lanczos, a ’avantage de ne pas modifier
la matrice A du probleme et ne demande a l'utilisateur qu’une procédure de calcul du
produit matriciel v — w = Awv. Il s’agira donc de proposer une procédure de résolution de
I’équation en w

w=NT'RN v,

c’est-a-dire de déterminer wq, wsy et enfin w par résolutions successives des problemes

Nw, = v,
wy = Ruwp,
Nw = ws.

3.5.1 Construction des matrices de rigidité et de masse

Le calcul des matrices de rigidité et de masse du probleme peut se faire triangle apres
triangle, via des matrices locales de taille 3 x 3, assemblées ensuite dans les matrices
globales. En effet,

rij = d(@j,%):Z/D Ga (95]Das il Do)

& Dp; D
=YX ¥ [ Vacagien

a kil=1KeTth
= rij ,
@ KETh,a
avec

2
Dpj O
K E V/det R 2
TZ] /I; € GO& ga a[lfk» 81’[ (3 )

k=1
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De méme,
mg;; = ijﬂpz Z/ @]|Da7¢Z|D )
=y Z/ Vdet Gy 0;0;
a KeTp o
I
a KeTp o
avec

:/ Vdet Gy ;. (3.3)
K

Et comme le support de ¢; contient uniquement les triangles contenant les noeuds de la
classe C, TZ et m - sont non nuls seulement si les classes C; et C; ont un neeud appartenant
a K. Il s’agit donc de calculer, pour chaque triangle K disons de sommets appartenant aux

classes C;,, Cy, et Cy,, les matrices locales RE = (Tszk)j v et ME = (m szk)?,k:I'

3.5.2 Construction des matrices locales

Soit K un triangle donné, de sommets P;,, P, et P;,. Considérons K le 2-simplexe de
référence, c’est-a-dire le triangle de sommets P;(0,0), P5(1,0) et P5(0,1), et Papplication
affine Fy envoyant K sur K, avec Fi(P;) = P, pour j € {1,2,3}.

o>

2 Pi

FIGURE 3.17 — 2-simplexe de référence et application associée.

En notant ¢, (j € {1,2,3}) les coordonnées barycentriques de K, on trouve donc
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avec
So/\l('%h:%Q) - 1_‘%1_‘%27
952(*%17'1'2) = i‘la
G3(21,22) = 2.

Ainsi, lorsque l'on veut calculer les matrices locales R et M* associées & K, dont les

composantes /5, et mf; (j,k € {1,2,3}) sont du type / Y(x) dx, on utilise la formule
K

/bi(x) dr = /K?/)(FK(@)) - Jg(z)dz, (3.4)

avec Ji le déterminant de la jacobienne de Fx. Remarquons que Jx est constant (puisque
3

Fk est affine). En détails, comme DFy = Z P, Dg;(2), on trouve

j=1
Ji = (= Pij1 + Pig1) (= Pio + Piy2) — (= Pij2 + Piga) (= Pij1 + Piy1) -
On est ainsi ramené a des intégrales sur K etil s’agit d’utiliser des techniques d’intégration

numérique afin de calculer les matrices locales, avant de les assembler dans les matrices
globales.

3.5.3 Intégration numérique

Les deux formules suivantes d’intégration numérique d’une fonction n sur un triangle K
sont utilisées dans ce travail ; elles ont toutes deux pour ordre de convergence O(h) (avec h
la taille du triangle), ce qui est cohérent avec la méthode des éléments finis employée. Pour
plus de détails concernant ces formules, voir [50] ou, dans le contexte des éléments finis, [16].

a) Si P; (i € {1,2,3}) désignent les sommets du triangle K, alors

3

/K n(x)dx = éAire(K) Z n(F;). (3.5)

=1

Cette formule est exacte lorsque 7 est un polynome de degré inférieur ou égal a 1.

b) Si Q; (i € {1,2,3}) désignent les points milieux des arétes du triangle K, alors

3

/K n(x)dr = %Aire(K) Z n(Q;) . (3.6)

=1

Cette formule est exacte lorsque 7 est un polynome de degré inférieur ou égal a 2.
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Dans notre cas, K est le 2-simplexe de référence K, qui est d’aire 1/2.

Ainsi, appliquer la deuxieme formule d’intégration (3.6) aux composantes des matrices
locales 7%, (3.2) et mj%; (3.3) donne, avec (3.4),

3 2

1 - Y LN L
a2 G2 D e\ Gul Q) (@) 520 5 @),
1o - . A
i = 23 T\ Jden GalFie(Q0) #1,(Q1) 91, (Q).
=1

orsque la métrique du domaine associé est euclidienne, cette formule d’intégration ap-
L 1 t du d t lid , cette f le d’int t
pliquée aux matrices du systeme a l'avantage d’étre exacte; en particulier, les valeurs
propres du systeme restent supérieures a celles du domaine polygonale associé.

De méme, appliquer la premiere formule d’intégration (3.5) aux composantes de la ma-
trice locale de masse (3.3) donne, avec (3.4),

1< PR | -
mszk = 6 ;JK\/det Ga(FK(Pl)) Sﬁzk(Pl) QOij(Pl) = 6 ijK\/det GQ(FK(P]))

L’application de cette formule d’intégration a la matrice de masse a donc 'avantage de
rendre cette derniere diagonale, ce qui simplifie et donc accélere beaucoup les calculs lors
de la résolution du probleme matriciel aux valeurs propres généralisé (3.1).

Cette procédure, connue sous le nom de mass-lumping, ne permet toutefois plus de ga-
rantir que les valeurs propres associées soient supérieures a celles du domaine polygonal
initial. Armentano et Duran ([6]) ont cependant démontré que les valeurs propres obte-
nues avec mass-lumping sont inférieures a celles obtenues par une intégration exacte. De
plus, lorsque les fonctions propres associées sont singulieres, les valeurs propres obtenues
avec mass-lumping sont supérieures aux valeurs exactes (pour une triangulation suffisam-
ment fine), ce qui fait du mass-lumping un procédé en tout point supérieur a 'intégration
exacte. Lorsque les fonctions propres associées sont régulieres par contre, Armentano et
Duran n’ont pu que conjecturer l'inégalité inverse, a savoir que les valeurs propres obte-
nues avec mass-lumping seraient inférieures aux valeurs exactes (pour une triangulation
suffisamment fine), ce qui permettrait de coincer les valeurs exactes entre celles calculées
avec et sans mass-lumping.

Notons encore que 'utilisation du mass-lumping s’apparente au procédé consistant, une fois
la matrice de masse calculée de maniére exacte, a sommer les éléments d’une méme (demi-)
ligne sur la diagonale dans le but de rendre la matrice diagonale. En effet, si on prend le
cas d’'un probleme de Neumann sur un domaine du plan (i.e. avec métrique euclidienne) et
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qu’on applique la deuxieme formule d’intégration (3.6), on trouve

3 3

1 N L 2 A o4 1

Z/ Pirpi; = 6 Z ((901'1(@16)> + Piy (Qr)Pin (Qr) + SOil(Qk)%g(Qk)) = EJK
j=1 YK k=1

puisque les termes de la somme prennent 4 fois la valeur 1/4 et 5 fois la valeur 0. En assem-

blant les matrices locales dans la matrice de masse, c¢’est-a-dire en sommant sur les triangles

K, on obtient donc le méme résultat qu’en utilisant la premiere formule d’intégration (3.5).

3.6 Résolution du probleme aux valeurs propres ma-
triciel
On se propose de résoudre le probleme

(P) Trouver n € RY et A € R tels que :
" An = A

avec A une matrice symétrique définie positive. Pour ce faire, on utilise I’algorithme itératif
de Lanczos, qui permet le calcul d’un (petit) nombre de valeurs propres d’une partie fixée
du spectre, dans le cas qui nous intéresse les plus petites valeurs propres, ainsi que des
vecteurs propres correspondants. L’algorithme, basé sur les méthodes de la puissance et
de projection, a ’avantage de ne pas modifier la matrice A du probleme et ne demande a
I'utilisateur qu'une procédure de calcul de produit matriciel v — Av. Pour plus de détails
concernant les méthodes et algorithmes présentés dans ce qui suit, le lecteur est invité a
se référer, par exemple, a [46], [38], [13] ou [32].

3.6.1 Meéthode de la puissance

Cette méthode propose d’approcher la plus grande valeur propre A de A ainsi qu’'un vecteur
propre 1 associé.

Algorithme :

1. Fixer ¢ € RY un vecteur initial et poser ¢; = ¢/ ||q]|.

A
2. Jusqu’a la convergence souhaitée, faire qx41 = ||Aqk|| .
4k

Proposition 3 Soit A une matrice diagonalisable possédant une seule valeur propre \;
de valeur absolue mazimale. Alors, si le vecteur initial g n’est pas orthogonal a [’espace

| Age|]
gk

propre associé, la suite { } converge vers |\| et la suite {qx}r>1 converge vers
k=1

un vecteur propre associé.
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Preuve

Soient {v;}_; une famille orthonormée de vecteurs propres de A, {\;}!; les valeurs propres
associés avec [A1] > [Ai],..., [ An] et {ai}Py tel que ¢ = > 0 oy,

On a alors

=

|
=~

)

iU,
q =1
1 n
Ap = —- QAU
lall =
1 1 -
4@ = o0 : QAU
lall - [[Agq|] ;
1 1 -
AQQ = T az)\fuz .
RS
Donc, par induction,
11 1 =\ hq
lall Aq [ Age—1]] ;
1 1 1
En notant C), = . o , on a donc
gl Aq | Agr—1
qr = Ck)\lf_l a1uy + a; | = u; | .
i=2 A
i kot k—o0 k—1 k—o0
Or ~ — 0, donc qp — (CeA] " aq)ug — 0.
1
o0 . . A o0
Finalement, comme ¢ et u; sont normés, alors g o u; et a fortiori 1 4g ] o |A1]

Citons encore les variantes suivantes de ’algorithme :

— Le principe de la méthode de la puissance inverse consiste & itérer A=! au lieu de
A pour obtenir la plus petite valeur propre. Pour une question de cotut, on ne calcule
toutefois pas explicitement I'inverse de A ; on utilisera plutot une décomposition LR de
la matrice (décomposition de Cholesky dans le cas symétrique), avant de résoudre les
systemes linéaires triangulaires associés.
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— Un shift permet d’améliorer la vitesse de convergence et de chercher la valeur propre la
plus éloignée, respectivement la plus proche, de o, en itérant (A — o) plutot que A, res-
pectivement (A — ol)~! plutot que AL, Le shift permet également d’éviter le probleme
de non unicité de la valeur propre de valeur absolue maximale. Cette variante est appelée
méthode de la puissance (inverse) avec shift.

3.6.2 Méthodes de projection

Le principe des méthodes de projection est d’approcher un vecteur propre 7 par un vec-
teur 77 d’un espace K, en imposant A7 — 5\77 1 K pour un certain A. Autrement dit, on
résoud A,y = :\y, avec A,, = Q'AQ, ol  est une matrice dont les colonnes forment une
base orthonormée de I (de dimension m), et 7 = Qy. La matrice A,, représente donc la
projection de Alx sur K dans la base donnée par Q.

Algorithme de Rayleigh-Ritz :
| |

1. Calculer une base orthonormée {q,...,qn} de K. On définit Q = | ¢1 ... @¢m

| |
2. Calculer A,, = Q'AQ.

3. Calculer les valeurs propres de A,, et sélectionner celles désirées, disons Ay A
4. Calculer les vecteurs propres yq, ...,y de A,, associés.
5. Calculer les vecteurs de Ritz, ¢’est-a-dire les vecteurs propres approchés 7y, ..., 7 de

A associés aux y; via la relation 7; = Qy;.

Remarque : si K est invariant par A, les valeurs et vecteurs propres sont exacts.

3.6.3 Méthode des sous-espaces de Krylov

Il s’agit d’un cas particulier des méthodes de projection ou I’on choisit pour K le sous-espace
de Krylov défini par

K = (q, Aq, A%q, ..., A" 'q) = {p(A)q : p pol. de degré < m —1},
ou ¢ est un vecteur initial.

L’algorithme correspondant consiste en 1'algorithme de Rayleigh-Ritz, dans lequel on uti-
lise en premiere étape [’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmaidt pour construire
une base orthonormée de {q, Aq, A%q,..., A" 1q}.
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Algorithme d’Arnoldi :

1. Fixer ¢ € RY un vecteur initial et poser ¢; = ¢/ ||q||.

2. Pour j =1 a m, faire :

hi; = (Ag;,q;), pour tout i € {1,...,5},
J

r=Ag -y hya
=1

R = I,

dj+1 = r/hj-‘rl,j .

En notant Q. = @1 ... ¢m | et A, = (i), on obtient

| |
AQm = QmAm + hm—Q—l,QO—&—lefm y

donc

Ainsi, les valeurs propres approchées 5\, obtenues par projection sur /C,,, sont les valeurs
propres de A, et les vecteurs de Ritz associés sont définis par 1 = @y, avec y vecteur
propre de A,, associé a .

3.6.4 Algorithme de Lanczos

Il s’agit du cas particulier de I'algorithme d’Arnoldi, lorsque A est symétrique : dans ce
cas, les calculs sont simplifiés puisque A,, est tridiagonale symétrique.

L’algorithme d’Arnoldi devient alors, en notant o; = hj; et 3; = h;j_1; :

1. Fixer ¢ € RY un vecteur initial et poser q; = ¢/ ||q]|.
2. Poser 51 =0 et gy = 0.

3. Pour j =1 a m, faire :
r= qu - 5;‘%71 )
Qj = <T7 qj>v
Bj"rl - ||T||a
¢j+1 =1/Bj1 -
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En arithmétique exacte, les vecteurs ¢; forment une base orthogonale et les vecteurs de
Ritz 7 ainsi que les valeurs propres approchées ) sont de bonnes approximations des vec-
teurs et valeurs propres de A. Dans la pratique toutefois, suite aux erreurs d’arrondis
des calculs numériques, 'orthogonalité est rapidement perdue et il n’est pas rare que des
vecteurs ¢; se retrouvent linéairement dépendants. Aussi, tel quel, I'algorithme de Lanc-
zos semble instable et il s’agit donc d’employer des procédures d’orthogonalisation, soit
a chaque itération (avec un cout important), soit de maniere sélective. Toutefois, Paige a
montré dans sa these ([37]) que ce phénomene n’empéchait pas 1'algorithme de Lanczos de
trouver des valeurs et vecteurs propres corrects, les erreurs ne faisant en fait que ralentir
la convergence !

Des variations et améliorations de l’algorithme de Lanczos permettent de résoudre ce
probleme, ainsi que ceux de dépendance au vecteur initial ¢q. Les plus connues sont les
algorithmes block Lanczos (voir [46]), qui utilisent un bloc de plusieurs vecteurs initiaux a
la place d'un seul, et les algorithmes qui redémarrent apres un certain nombre d’itérations,
comme la méthode implicitly restarted Lanczos (voir [13] ou [38]). Ces deux algorithmes
sont d’ailleurs utilisés simultanément dans la librairie ARPACK (voir [32] ou [34]), elle-
méme employée dans ce travail.






Chapitre 4

Problemes d’anses fines

Parmi les domaines bidimensionnels a priori peu adaptés a un calcul numérique du spectre
du Laplacien, on trouve les domaines a anses fines, c¢’est-a-dire ceux dont une partie est
beaucoup plus fine que le reste du domaine, au point que 1’on serait tenté de considérer
I’anse comme un ensemble unidimensionnel. Pour illustrer cela, il suffit de penser a une
riviere qui se déverse dans un océan : sa largeur étant beaucoup plus petite que les dimen-
sions de 'océan, la riviere semble unidimensionnelle a ’échelle du plan d’eau.

FIGURE 4.1 — Domaine a anse fine.

La difficulté principale liée au traitement numérique d’un tel domaine est la qualité de sa
triangulation, puisque le fait de devoir utiliser des mailles tres fines pour trianguler ’anse
(et donc son voisinage) génere un tres grand nombre de nceuds. Et méme un processus de
maillage séparé pour les deux parties du domaine, couplé a des procédures de raffinement
et de recollement de triangulations, ne permet d’apporter une solution relativement satis-
faisante que sur la partie épaisse du domaine (voir figure 4.2). On peut donc se demander
s'il est possible de considérer I’anse comme un domaine (essentiellement) unidimensionnel
et/ou d’effectuer la résolution numérique complete (maillage et calcul du spectre) de ces
deux parties du domaine séparément.

67
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FIGURE 4.2 — Maillage d’'un domaine a anse fine.

Malgré ces difficultés, des expériences numériques ont été effectuées a ’aide des algorithmes
présentés dans ce travail, pour des anses raisonnablement petites par rapport au reste du
domaine (voir la section 6.4), tant pour des domaines de R? que pour des domaines de
surfaces, a anses cylindriques par exemple. Les résultats numériques obtenus sont tres sa-
tisfaisants et rejoignent les résultats théoriques d’Anné pour les sous-variétés ([4]), liant
les spectres des domaines a anses fines, des domaines privés de leurs anses et de domaines
essentiellement unidimensionnels correspondant aux anses.

Le résultat théorique présenté dans ce chapitre concerne essentiellement les domaines du
plan et confirme la convergence observée lors des expériences numériques préliminaires.
L’approche proposée emploie la formulation variationnelle du probleme aux valeurs propres.
La preuve n’a toutefois pas pu étre adapté au cas des anses cylindriques, bien qu’une
convergence similaire ait été observée expérimentalement.

4.1 Enoncé du théoréme

Soient ; un domaine de R?, 2y un point de 9€; et Qs un domaine de R? vérifiant, si II;
dénote la projection canonique de R? sur Oz, et § et L sont deux réels strictement positifs,
I1,(Qy) = [—0, L]. Soit, pour tout € > 0,

wa: QQ — RQ
(x1,29) > (x1,6x9)

’écrasement de Qy sur Ozy. Soit v : [—d, L] — R? une courbe injective, réguliere (C*
par morceaux), paramétrée par longueur d’arc, de courbure bornée, telle que v(0) = xo,
v([=6, L]) N Q1 = ~([-9,0]), et 4/(0) }f 9. Soit

h: [-6,[]xR — R
(1, 22) +—— y(x1) + 220(21)
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avec n = (—74,71), et soit, pour tout £ > 0,

hE:hO@DEZ QZ — R?
(x1,22) — y(x1) + exan(ay)

I'écrasement sur Im(~y). Nous verrons que, pour ¢ petit, h° est un difféomorphisme sur son
image €25.

Notons encore I'* =00, N Q5 , I'= ({0} x R)NQy et QF = UQS.

On considere les décompositions 9Q; = IOP 11 9QY | 90, = 9QP 11 9Q) | ainsi que
905D = 80° 1 (99° UK (90D)) et 005N = 90 N (99 U h#(90L)).

FIGURE 4.3 — Définition de ’anse.

Considérons encore les espaces suivants :
V() = {veHY(PF) : v=0su "},
V(@) = {ve H(Y) : v=0sur 09},

Vo(€r) = {v € H'(Q) : v=0sur 9QF et dans (R™x R) Ny, 887“ = 0 dans Qg}.
2

On considere finalement les problemes suivants (pour £ > 0 petit) :

Trouver u® € V(Q°) et A° € R tels que, pour tout v* € V() :

(F2) / (Vu®, Vo©) :)\8/ utv®
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Trouver (u1,uz) € V(1) x V5(€s) et A € R tels que,
pour tout (vq,ve) € V(1) x V5(€s) :

(Fo) Oug Ov
Vuy, Vo :)\/uv et / —2—2:)\/uv .
/Ql< 1 1) o 101 o, 071 02, o, 2V2

On va voir le résultat suivant :

Théoréme 10

A) Convergence des valeurs propres : les solutions A° de (P:.) convergent vers les solutions
A de (PRy) lorsque € — 0.

B) Convergence des espaces propres : on peut choisir des bases {u®*}y~o de solutions de
(P.) et {(uf,ub)}r=0 de solutions de (Py) telles que :

a) u*|q, — ub dans H*(Q) lorsque ¢ — 0.
b) %(51/2“6’k o hf) — % dans L*(Qy) lorsque € — 0.
c) e2us* o he — ub dans H'(Qy) lorsque € — 0.

d) En particulier, '/?u®F o h® — ub dans L?(Q) lorsque € — 0.

Au dela du théoreme lui-méme, un point intéressant est d’identifier les solutions de (F),
en particulier celles correspondant a ’anse. En effet, bien que les fonctions limites soient
constantes orthogonalement a ’anse, le probleme limite peut étre relativement complexe
selon la géométrie (et la topologie) de 'anse, comme le montrent les quelques exemples
ci-dessous.

Dans le cas ou 2y = [—d, L] x [—[,]] avec [ > 0 et ou les conditions sont de Neumann
sur Qy (i.e. 00 = 0Qy), l'identification est triviale : il s’agit des solutions du probleme

Trouver (u1,uz) € V(1) x Vet A € R tels que,
pour tout (vy,v9) € V(1) x V

L L
/ (Vuy, Vo) = )x/ u v et / vy = )x/ Ugly
Q1 [ 0 0

ou V={ve HY(0,L]) : v(0) =0}.

A noter que des conditions de Dirichlet sur le bord de I'anse ont pour effet de saucis-
sonner complétement le probleme sur I'anse (voir de I’évacuer totalement si des conditions
de Dirichlet apparaissent sur toute la longueur). Considérons par exemple la méme anse
qu’avant, soit Qy = [—6, L] x [—[,1] avec | > 0, mais munie de conditions de Dirichlet sur
les parties 902 de 9, définies par la figure ci-dessous.
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Q D D
2 20, 20,
0
-0 a b C d L

FIGURE 4.4 — Anse munie de conditions mixtes.

On peut alors identifier les solutions limites a celles du probleme

Trouver (uy, ua1, usz) € V(Q1) x H([0,a]) x Ha([b, ]) et A € R tels que,
pour tout (vy,va1,ve2) € V(Q4) x H}([0,a]) x H&

C C
/ /
/ (VU17VU1> = )\/ U1V ,/ U21U21 =A U21V21 / UggUgy = )\/ U222
Q1 1951 0 b b

la fonction limite sur l'anse étant nulle sur ([a, b] U [c, L]) x [, 1].

Dans le cas ou, pour tout z; € [0,L], la coupe Q2 N ({z1} x R) est connexe mais ol
la largeur de 'anse varie le long de I’axe x5 = 0, on voit que I'identification peut se faire de
la méme maniere mais en modifiant la mesure sur [0, L], les parties plus épaisses de 1'anse
ayant plus de poids que les parties plus fines.

Un exemple beaucoup moins trivial apparait lorsque les coupes Qs N ({1} X R) ne sont
plus toutes connexes. Pour illustrer cela, considérons une anse non simplement connexe,
telle que représentée ci-dessous, munie de conditions au bord de Neumann.

Q;A
(e}
) a b L

FIGURE 4.5 — Anse non simplement connexe.
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Les solutions limites sont alors identifiables a celles du probleme

[ Trouver (uy, uay, U, Uszz, Usz) € V(Q1) x V x H([a,b]) x H'([a,b]) x H'(]b, L))
et A € R tels que,

pour tout (vy,var, Uaa1, Uaaz, V23) € V(Q1) x V x H([a,b]) x H'([a,b]) x H'([b, L])
et pour tout ¢ € {1,2} :

4
/ (Vuy, Vuy) = )\/ Uy
Ql Ql
a a b b L L
!/ / !/ / / /
0 0 a a b b

avec u21(a) = UQQZ‘(CL) et u22i(b) = Ugg(b) )

\

ot V = {ve H([0,a]) : v(0) = 0}.

Comme on l'entrevoit, les problemes limites peuvent rapidement atteindre une certaine
complexité ; on laisse d’ailleurs au lecteur motivé 'identification du probleme limite cor-
respondant a 'anse de la figure 4.3 (par exemple sous condition de Neumann), dont les
coupes, de largeur non constante, se séparent en plusieurs endroits! Les problemes d’anses
fines permettent donc de construire une multitude d’exemples de spectres.

Il serait également envisageable de développer un algorithme de résolution numérique
de problemes a anses fines, bien que cela n’ait pas été effectué dans ce travail. On re-
marque d’ailleurs que les problemes d’identification pourraient facilement étre résolu par
des procédés proches de ce qui a été fait dans le cas de surfaces paramétrées par plu-
sieurs cartes; de méme, la prise en compte de différentes mesures ne pose pas davantage
de difficultés que les métriques des surfaces.

4.2 Preuve du théoreme sous hypotheses fortes

Nous allons dans un premier temps démontrer le théoreme dans un cas plus simple, afin de
dissocier les difficultés techniques et les difficultés fondamentales. Aussi, nous considérerons
tout d’abord le cas ou la courbe 7 définit un segment de droite (disons v(t) = (¢,0)) et
est perpendiculaire a 0€);, celui-ci étant rectiligne localement de part et d’autre de xq (i.e.
I'* = h¥(T') C Oxy). Dans ce cas, 'application h est I'injection canonique de €5 dans R? et
1® = h® envoie (1, x2) sur (zq,exs).

Dans un deuxieme temps, nous passerons en revue les incidences sur la preuve qu’im-
plique l'affaiblissement de ces hypotheses (section 4.3) et remarquerons qu'il est possible
d’obtenir un résultat similaire lorsque 2° est muni d’une métrique lisse indépendante de e
(section 4.4).
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Voici de maniere synthétique les étapes de la preuve du théoréeme sous hypotheses fortes :

Convergence d’une sous-suite de valeurs propres.
Convergence faible d'une sous-suite de fonctions propres.
Identification du probleme limite sur €2;.

Convergence forte des fonctions propres sur 2.
Identification du probléeme limite sur 5.

Convergence forte des fonctions propres sur {2s.

Identification des solutions limites.

e B A e

Convergence de la suite entiere de valeurs et fonctions propres.

Adoptons encore les quelques notations supplémentaires suivantes, utiles pour la preuve :

Vi) = {veH' () : v=0sur 0P N o},
ves) = {vem @) o=0swo0s"},
V(Q) = {ve H'(N) : v=0sur 00},

o0F" = e (99R) , 005 == (9Q)), 90T” =ar N AP et INTY =99  NAY .

4.2.1 Convergence d’une sous-suite de valeurs propres

Lemme 2 Pour tout k > 1, la famille de valeurs propres {\*}.~q est bornée.

Preuve

Soient fi,..., fr k premieres fonctions propres de Dirichlet d’'une boule fermée B contenue
dans ; et V} l'espace vectoriel engendré par ces fonctions. Pour toute fonction f € Vi,
notons f6 son prolongement par zéro sur €2°. Alors on a par le théoreme du Min-Max

Ae(Q°) < sup QR(F7) = sup QR(f) = \(B) .
feVk fEVS

Donc la famille {\,(2°)}.., = {)\E’k}s>o est bornée.
U

On peut donc extraire de chaque famille {)\E’k }€>0 une sous-famille convergente. Dans
la suite, nous ne considérerons que cette sous-famille, sans notation supplémentaire ; nous
verrons a la fin du développement qu’en fait toute la famille converge.
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4.2.2 Convergence faible d’une sous-suite de fonctions propres

Notons, pour tout € > 0, {usk} une famille totale de fonctions propres de 2° vérifiant la
relation d’orthonormalisation

ek el _2p
<U y U >L2(Q€) =& 5kl )
ou p sera déterminé ultérieurement. On a donc
ek el _ 2phek
<u , U >1,Qf = P S0 .

Notons encore (uik, u§k> = ¢ (usF), ot
e V(QF) — VE(Qy) x V()
u — (ug,usg)
est définie par u; = u|q, et us = e%u o h® et ou ¢ sera déterminé ultérieurement.
Lemme 3 Pour tout k > 1, la famille {(uik, u‘;k)} est bornée dans H(Qy) x H' ()
e>0
sip>0etp+q > 1/2. Dans ce cas, pour tout 6 > 0 et pour tout k > 1, la famille

{(uik,u‘;k)} appartient ¢ V() x V(Qy), ie. v est nulle sur Q3" et u5* sur
e>4d
00L.

Preuve
Ona ek ek 2 e,k 2 e,k 2
16 =
Hl(Ql)XHl(QQ) Hl(Ql) Hl(ﬂg)
avec
2 2 2
iy = [ ) f o f oy
Hl(Ql) Q1 Q1 Qe €
= @) [’
2 2 2
Hl(QQ) Qo Qg

/A

ous" C ous" i k) 2
2 - 2 £,
/QQ <8x1>+52<8x2> +/Q2<u2>
— €2q71 (/ ’Vue,k‘Q +/ (us,k)2> g €2q71 (/ |vu€,k
Q5 Qf Qe

_ €2q—1 (1 +)\E,k’)/ (ua,k)2 ‘

£

)
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Ainsi, on trouve

2 - € e,k\2 - €
6 < 0 00 [ 097 ) )

qui est borné si p > 0 et p+ ¢ > 1/2, puisque la famille {)\6 k} I’est, par le lemme 2.

O

Proposition 4 Sip > 0 et p+q > 1/2, il existe une sous-famille de {¢ > 0}, toujours

notée {e > 0}, telle que, pour tout k > 1, la famille associée {()\Ek uik, Uy k)} vérifie,
e>0

lorsque ¢ — 0,
NP 5 NP dans R,

(uik,ugk) — (uf,ub) dans H' () x H' ().

Preuve
Cette proposition est un corollaire direct des lemmes 2 et 3 (on procede par extractions

successives).
U

Dans la suite, nous ne considérerons que cette sous-famille, sans notation supplémentaire ;
nous verrons a la fin du développement qu’en fait toute la famille converge. Nous nous
permettrons de plus d’omettre parfois les indices k£ des fonctions et valeurs propres, pour
plus de lisibilité. Dés maintenant, fixons p = 0 et ¢ = 1/2, soit les valeurs minimales de p
et ¢ pour que la proposition 4 assure la convergence. La raison a cela est que, sinon, uik
convergerait vers 0 dans H'(Q1), ce qui ne permettrait pas d’identifier de probleme limite
sur €.

4.2.3 Identification du probleme limite sur (),
Distingons deux cas.

ler cas : il existe € > 0 tel que I'* C 9NP i.e. les conditions au bord de Q; & linterface
sont de Dirichlet, ou encore 9Q5" = 8QN .

Alors on a, pour tout v; € H'(£;)

wvy| = lim ujvr| < lim ujvr| + lim ujvy
GﬂlD e—0 89? e—0 891D\F5 e—0 e
I on] <l eyl [
= lim uSv; im ||u5|] ;- im ||vq]] 2
e—0 e 1 = e—0 HILA(Te) e—0 L2(T=)

N

C i 15 s g i oy = 0,
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puisque [[uf[[ ;1 (q,) est borné (par le lemme 3).

Autrement dit, u; € V(). Ainsi, uy vérifie, pour tout v; € V({),

/ <Vu1,Vv1)—)\/ wv| = |lim (/ (Vui,Vvl)—)\E/ uivl)’
o o =0 \Jo, o)

_ oug
= |lim
=0 Ja0, on
. ous
lim L
e—0 90 1D an

U1

+

N

(%1

_ ouj
lim U1
e—0 90 {\r an

a £

e—0 a0s N on

(%1

donc u; est solution au probleme

Trouver u; € V(€21) et A € R tels que, pour tout v; € V() :

(P) /Q (Vuy, Vy) :A/ uor

951

2e cas : il existe ¢ > 0 tel que I'* C 9OV, i.e. les conditions au bord de ; a I'interface
sont de Neumann, ou encore 9Q5" = 90P.

Alors on a, pour tout v; € V (),

/ <Vu1,Vv1)—)\/ wiv; = lim (/ (Vui,Vvﬁ—)\E/ u‘ivl)
o) o) =0 \Ja, o)

) ous
= —lim Loy
=0 Jo0, on
) ous , ous
= —lim Lyp — lim Ly
e=0 Jaq,\re on e=0 Jpe On
) ous ) ous ) ous
= —lim Lyp — lim Loy — lim Loy
e—0 aap On e—0 905N on e=0 Jpe On
) ou§
= —lim Loy .
e—=0 Jp- On
Voyons que ce dernier terme est nul. Notons
l: V(Ql) — R
) ous
vy — Il(v1) = —lim Lo .
e=0 Jpe On

Par le calcul précédent, [ est bien définie, linéaire et continue. Par Riesz, il existe
w € V(§h) tel que, pour tout vy € V (1), l(v1) = (v1, W)y (q,)-
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Mais alors, par définition de [, on a I(v;) = 0 pour tout v; € V(1) tel qu’il existe
e > 0 avec vy nulle sur B(zg,e) N Q1, Le. (U1, w)yq,) = 0 pour tout v; € V(€2) tel
que Supp(vy) ne contient pas xy. Donc w = 0 presque partout sur 2y, d’ott w = 0 dans
V(£21) et donc I = 0.

Ainsi, u; est solution au méme probleme (P;) que dans le premier cas.

4.2.4 Convergence forte des fonctions propres sur ()

On a vu que u$ converge faiblement dans H'(£2;) vers u;. Ainsi, par Rellich, u$ converge for-
tement dans L?(€) vers u; ; voyons encore que u5 converge fortement dans H'(£2;) vers u;.

On a

ouj
2 2 2 2
[tz = IVUillz2@,y T 1Uillzz@y = 1+ X) uillzz2@,) + /F anlui.

duy . .
Or, o uj — 0 lorsque € — 0, d’out
1—‘6

2 0 2 2
sy = (L4 M)l = luilzn g, -

Ainsi, on a convergence faible ainsi que convergence des normes, ce qui implique la conver-
gence forte.

4.2.5 Identification du probleme limite sur (2

0 ous
Lemme 4 La limite a—u2 dans L?*(2) de 8u2 est la fonction identiquement nulle. En
L2 T2
particulier, uy ne dépend pas de .
Preuve
On a
Ous || ous ||
‘ Uz < liminf Y2
81’2 L2(Q) e—0 o L2(2)

A A
< 1 f 2 2 il 2 — .

Lemme 5 La limite uy|r dans HY?(T) C L*(T') de u§|r est la fonction identiquement
nulle.

g
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Preuve
Le temps de la preuve, notons Q5 = {(z1,22) € Qs : 1 < 0}. On a

ity = [ IVasP+ [ @R =c [ (VigorP e [ fony
o) Q o) Q

* *
2 2

< [ vape [ e
he(923) he (Q3)

Ainsi, on a pour tout gy > 0 fixé
sl gy < Tinmin [0 sy < lim ( [ovaee [
he(Q23) =(923)

lim / |Vu€|2—|—/ (u5)?
HO( po@;) po@p)
:/ |Vu1|2+/ 2,

heo (Q25) heo (923)

—0
car uf — u; dans H'(€2;). Donc

N

[ua| 1 0g) < [Jual| e )

qui est aussi petit qu’on le veut, puisque c’est le cas de h®0(€2).

Ainsi, u5 =3 0 dans H(£23), donc u§ =3 0 dans HY(T') ¢ L*(T).
U

Ces deux lemmes permettent de déterminer le probleme limite. En effet, ils montrent que
ug appartient a Vo(€22). On a de plus, pour tout vy € V5(£22),

Ouy Ovy L ous dvy 1 0uf vy . . B
/QQ axl 8371 A /Qz et = ll_l)% (/Q2 (8ZE1 aZL‘l + 5_26132 0x2 A /92 UgV2 | = 0.

Ainsi, us est solution au probléeme

Trouver uy € V5(€22) et A € R tels que, pour tout vy € Vo(£2s) :
(P2) / <VU2,VU2> = )\/ U2Vy .
Q2

Qo

4.2.6 Convergence forte des fonctions propres sur 2

On a vu que u§ converge faiblement dans H'(£2,) vers uy. Par Rellich, u$ converge fortement
u;

al’g

dans L?(£,) vers uy. De plus, on a vu au lemme 4 que converge fortement dans L*())

(9u2
vers ——

aIEQ )
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4.2.7 Identification des solutions limites

On a vu que les {ua,k}s>0 et les {Aavk}wo convergent vers des solutions du probleme li-
mite. Il s’agit maintenant de voir que toute solution du probleme limite est bien limite des

{u&k }5>0 et {/\E’k }5>0'

Nous allons voir que c’est le cas, en construisant des suites de fonctions test sur °,
(presque) orthonormées et dont leurs quotients de Rayleigh convergent vers tous les A\*. Le
théoreme du Min-Max permet alors de conclure.

Voyons tout d’abord les deux lemmes techniques suivants :

Lemme 6 Soit D un domaine relativement compact de R? et soient, pour tout € > 0 petit,
B = Bla,¢) et B' = B(a,+/2) des boules centrées en a € R%. On considére lapplication
X : R? — [0, 1] définie par

0 siz€B
2
x(z) = —1—(ln|x—a\—ln5) six € B\ B
ne
six & B .

Alors, si f est une fonction-test sur D, f = xf en est aussi une, est nulle sur la boule B
et converge vers f dans HY(D) lorsque € — 0.

Lemme 7 Soit E un espace vectoriel de dimension supérieure a k muni d’un produit
scalaire (.,.) p et d’une norme associée ||.|| 5. Soit encore, pour tout € > 0 petit, un systéme

libre {vy, ..., v} = {v], ..., v;} presque orthonormé, i.e. tel que |(v;,vj), — 05| < €. Alors,
pour tout j < k, |lw; — vl 5 %0, ou {wy, ..., wp} = {wi,...,wi} est le résultat de
Uorthonormalisation de Gram-Schmidt de {vy, ..., vg}.

Preuve lemme 6
Notons M = maxp |f| et N = maxp |V f|. On a

iy = Llr=d[ [ vr-vi
- /B/f—f\2+/3/ vr-vil

- /Bf2+/B/\B‘f—f’2+/B!Vf|2+/B/\B’Vf—vfr

-7

12
< M27TS+N27T€2+/ )Vf—Vf‘ .
B\B
Et on a, pour x € B’ \ B,
0 2 T; — a;

axix<x) =

Ine |z — al?
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pour i € {1,2}, d’ou

: ) 2 f@)
Vi(x)= —E(ln\x—a\ —Ine)Vf(z) — E‘:C_GP(:L'—CL).

Donc

Vi) - Vi@)] < (Vi) ol - o] - eV + | T )

Ine Ine |z — al?
2 2M
< V@) + Oy 2
|Ine| |z — al |Inel |z — a
Ainsi,
~|2 4M? 8 M?
Vf—Vf‘ < / (N2+—):N27r5—|—— Inye—1Ine
/B’\B ’ B\B (ln €|ZZ' — a’)2 (ln 5)2 ( )
2
< Nlre_ A7 M ’
Ine
d’out )
lr=7.. o
HY(D)
Ul
Preuve lemme 7
Par induction sur j > 1.
Ancrage (j=1) : on a
1 e—0
fn =l = i = 1l 0.
o1l

Supposons a présent que ||w; — v;|| =0 pour tout i < j et voyons que ||w; — vj|| =40.

On a
c-=5 e—0
(Vj, i) g = (v, vi) g + (Vi wi —vi) . < (v, 05) g + [Jvsll g lwi —vil| p — 0.

Donc

j—1

Z <Uj, w,>Ew, ﬂ) 0

i=1
et ainsi

0
lw; — vl =

0.
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Distingons a présent deux cas.

ler cas : soit A une valeur propre du probléeme limite provenant de )y, i.e. telle qu’il existe
uyy € V(Q1) \ {0} tel que, pour tout v; € V(€y),

/ <VU17)\, V’U1> = )\/ U A\V1 -
Q1 Ql

Considérons alors u5 : ° — R définie par

0 siz € €25
uj \(r) siz ey,

ou uj , est construite a partir de u; » et nulle sur B(0,¢) N €2; de la méme maniere que
f est construite & partir de f dans le lemme 6. Alors u5 € V(€¥), avec

—0
145l oy = il ey = luiall o, -
( (1)

On a par construction u§|o = uq.y dans V(€2°), et on trouve donc A = lim QR(u5) et
Al ) 250 A

: € 5 _
}:g% <u>\17 u>\2>H1(QE) = 6>\17>\2‘

2e cas : soit A une valeur propre du probleme limite provenant de {25, i.e. telle qu’il existe
ug x € Vo(£22) \ {0} tel que, pour tout vy € V5(€s),

8um 81)2
—_— = = Uz \V2 .
951

Qs 81’1 81’1

Considérons alors u5 : €2* — R définie par

Ut (:L‘) . 0 siz € Ql
AT e Pug (b () six € Q5.

Alors u € V(§°) avec
Huiqu(ns) = HUZA”Hl(QS) :
De plus, A = QR(u5) pour tout € > 0 et lim._,o <uf\1,uf\2>Hl(QE) = 0xy 00

Ainsi, tous les {u5}.>0 construits, quelle que soit A valeur propre du probleme limite,
vérifient \ = ll_r)% QR(uj) et ll_% (u3,, uf\2>Hl(Q€) = 0x -

On construit alors, pour tout A et pour tout ¢ > 0, w§ comme dans le lemme 7 et on
obtient que QR(w5) — A lorsque ¢ — 0. Par le théoreme du Min-Max, cela montre que
toute solution du probleme limite est limite de solutions des problemes sur 2°.
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4.2.8 Convergence de la suite entiere de valeurs et fonctions
propres

On a vu qu’il existe une sous-suite de {u®*}.-o qui converge. Il s’agit maintenant de voir
que toute la suite converge.

Distingons deux cas.

ler cas : soit {u}.~o la suite de H'(Q2°) dont une sous-suite {u};~o converge vers u,
fonction propre associée a une valeur propre simple A sur Q°. Soit alors {u® };~( une sous-
suite de {u®}.~o distincte de la précédente. Alors, en faisant le méme développement que
pour la premiere sous-suite, on trouve que la limite est solution du méme probleme li-
mite, de méme valeur propre (par le théoreme du Min-Max et la section précédente).
Comme X est simple, la limite est donc la méme que pour la premiere suite, donc toute
la suite {u®}.~q converge.

2e cas : soit {(u5,...,uS,)}eso une suite de H'(2°)™ dont la sous-suite {(uy’, ..., um)} >0
converge vers (uq, . .., Uy,), fonctions propres associées a une valeur propre A de multipli-
cité m exactement. En reprenant les arguments du premier cas, on trouve que l'espace
propre engendré par {(u3, ..., us,)}eso converge vers celui associé a .

On trouve donc dans tous les cas que la suite complete {u®}.~o converge, ce qui termine
la preuve du théoreme sous hypotheses fortes.

4.3 Preuve du théoreme sous hypotheses faibles

Nous allons a présent passer en revue les incidences sur les calculs qu’impliquent 1’affai-
blissement des hypotheses faites dans la section précédente afin de terminer la preuve du
théoreme.

1re étape : traitons le cas ou la courbe v ne définit pas un segment de droite, mais sa-
tisfait aux autres hypotheses faites lors de la preuve.

Il s’agit, dans un premier temps, de vérifier que la courbe

he : QQ — R?
(x1,22) > ~y(x1) + exan(zy),

avec n = (—v5,7), est un difffomorphisme sur son image si € > 0 est suffisamment
petit. Voyons l'injectivité de h®. On a

! 1 /
Dhs — / — Y1 T ET27Y9 —E&79 )
(x1,22) = (7 + exan,en) ( Wt em! e
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Donc

S/

det(Dh® (w1, 22)) = e(3 +75°) + *22(1{75 = 1173) = e(1 + ewzh(1)),
avec k la courbure de . Ainsi, si € < 1/|k| (ce qui est possible puisque k est bornée par
hypothese), on trouve que det(Dh*) est toujours non nul. Le théoréeme d’inversion locale
montre l'injectivité locale de h°. Finalement, comme ~ est injective et {25 compact, on

trouve que h® est injective.

Il faut a présent munir €2, de la métrique associée a {25 via h®, soit

1+ exok(x1))? 0 . 1 0
g (x1,15) = < ( (2) (1)) 2 ) au lieu de ( 0 2 ) .
Il s’agit alors d’adapter les calculs la preuve, ce qui se fait sans mal. La remarque suivante

suffit & se convaincre :
1 0 e—0
6 —
9" (1, 72) < 0 2 ) — 0.

2e étape : supposons a présent que y n’est pas nécessairement orthogonale a 0€; (mais
non parallele) et que 0€2; n’est pas nécessairement rectiligne de part et d’autre de z.

FIGURE 4.6 — Chemin non orthogonal a 0€);.

Nous ne pouvons ainsi pas garantir que h*(I') = I'® et la preuve du lemme 5 n’est plus
valable (mais le reste de la preuve reste correct) ; voyons donc les modifications & appor-
ter afin de démontrer le lemme sous ces conditions.

Reprenons les notations adoptées lors de la preuve du lemme et notons encore les parties
Ay = {(z1,22) € VW 29 <0} et Ay = {(21,22) € Q5 : 25 <0}, de sorte que, pour &
petit, h®(A;) C ©; pour ¢ = 1 ou ¢ = 2. Ainsi, pour ce 7, on trouve que u§ converge vers

0 dans H'(A4;).
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[, 2
N J

FIGURE 4.7 — Ttérés de (h®)~1(y7).

5 Jus
2 converge vers 2 _ 0 dans L?(€23), donc us

ox To 6’x2
converge vers 0 dans H'(Q3), ce qui permet de conclure de la méme maniére que sous
hypotheses fortes.

Mais on a de plus, par le lemme 4, que

4.4 Meétrique non euclidienne

Remarquons qu’on peut munir 2° d’une métrique non euclidienne et obtenir un résultat
similaire. Plus précisément, si on munit €2°* d’'une métrique g et qu’on munit 2y de celle

associée a (25 via h®, soit
€
¢ = gu 2912 o he,
€J12 €792

alors on voit facilement que le probleme limite sur €25 correspond a trouver us € Vo(€22) et
A € R tels que, pour tout vy € V5(2),

/ detg<x170>gll(:€170 aU2 8U2 - )\/ \Y detg xla u2,027
Qs 8 81’1 Qs

avec (gij)i,j:m = ((gij)i7j:1,2)717 Le. gt = go2/ det g.



Chapitre 5

Optimisation de forme

Une question classique de géométrie spectrale est de déterminer, a volume fixé, les domaines
d’une variété riemannienne qui rendent une valeur propre donnée optimale. Faber et Krahn
ont par exemple montré que la premiere valeur propre de Dirichlet d’'un domaine du plan
est plus grande ou égale a celle d'un disque de méme aire (voir par exemple [15]). Peu
de résultats existent par contre concernant les valeurs suivantes; aussi une détermination
numérique de domaines optimaux constitue une solution intermédiaire bienvenue.

L’objectif de ce chapitre est de proposer une méthode numérique de minimisation des va-
leurs propres de Dirichlet pour les domaines du plan, qui soit éventuellement généralisable
aux domaines de surfaces. L’approche retenue est inspirée du travail d’Oudet ([35]) : il
s’agit d’'une méthode de variation du bord du domaine basée sur la condition d’optimalité
au premier ordre d'une fonction-cout J. Il est a noter qu’Oudet dit avoir abandonné rapi-
dement la méthode de variation du bord, en dressant une liste de trois inconvénients selon
lui majeurs :

— Le risque d’atteindre un minimum local de la fonction-cott.
— La difficulté de modifier la topologie du domaine.
— La difficulté d’automatiser le remaillage fréquent du domaine.

Si le probleme du minimum local est bien réel, les deux autres points relevés par Oudet
sont contournés ici par des procédures de redéfinition du bord permettant la modification
de la topologie et par l'utilisation de I’algorithme automatisé de maillage de Delaunay
présenté précédemment. L’algorithme d’optimisation de forme ainsi obtenu, conceptuelle-
ment simple, a de plus de bonnes chances d’étre généralisable aux domaines de surfaces.

Les résultats numériques obtenus a 1’aide des algorithmes présentés dans ce chapitre sont
illustrés a la section 6.5. Nous verrons qu’ils sont validés par quelques résultats théoriques
et qu’ils consolident certaines conjectures concernant les domaines optimaux, en étant de
plus compétitifs par rapport aux résultats numériques actuels. En particulier, les résultats
d’Oudet sont améliorés (a partir du sixieme domaine optimal).

85
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5.1 Méthode de variation du bord

Soit £ > 0 un entier fixé; est présentée dans ce qui suit une méthode numérique de
détermination du domaine de R? dont la k¢ valeur propre de Dirichlet est minimale (com-
parativement aux domaines de méme aire).

Le point essentiel de la méthode de variation du bord est la définition d'une dérivée sur
I'espace des formes. La dérivabilité des valeurs propres relativement a la forme du domaine
ne sera toutefois pas traitée ici et nous nous contenterons de donner une preuve formelle
de la formule obtenue; pour plus de détails, voir par exemple [28] ou [47]. Pour cela, on
introduit sur R? un champ de vecteurs V, appelé champ de déformation, et on pose

A(I(Q)) (V) = Tim 288 = ()

t—0 t ’

avec

QG ={x+tV(z) : z€Q}.

Chercher un extremum de la fonction-cout J revient donc & chercher & satisfaire
d(J())(Q,V) =0,

pour tout champ de vecteurs V.

Remarque : Il est facile de montrer que la dérivée d(J(€2))(€2, V) ne dépend que de la
composante normale de V' sur le bord 02 de €2, lorsque €2 est suffisamment lisse.

Théoréme 11 (Hadamard)
Soient Q0 ouvert de classe C* et k > 0 un entier fité. On suppose que \(§) est simple.

Alors
auk

an@n@ ) =- [ (%) Vondo,

ot uy est la k® fonction propre, ||kl j2q) = 1.

Preuve formelle (tirée de [35])
Notons u(t, z) la k¢ fonction propre de ; et A\(€2;) la valeur propre associée. Les conditions
au bord de €2; s’écrivent

u(t,(Id+tV)x) =0,

pour tout x € 9€). En dérivant cette relation en t = 0, on obtient donc

ou dId+tV) , ou
T/ —V.=0. 1
Zaxl =+ g, =0 (5.1)
Or,
. Ju du
V Vu-V=—V-n (5.2)
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puisque u = 0 sur 9€2. En injectant (5.2) dans (5.1), on obtient donc

De plus, on a par définition de u et A(£2;)

——V . (5.3)

Ainsi, on obtient par dérivation
—Au = ANQ) v+ N()-u

On trouve ainsi pour ¢ = 0, en injectant (5.3),

—/QuAu’:/\(Q)/Quu’+)\’(§2)/gu2.

Done, comme [|ul[ 2y = 1,

N(Q) = —/QuAu’—)\(Q)/uu’. (5.4)

Q

Or, par Green,

—/uAu':—/ o’ —u—/ u'Au = —u + A(Q /uu/. (5.5)
Q o0 0 a0 0 a0 0 Q

Ainsi, en injectant (5.5) dans (5.4), on obtient

o 8u ouy,\

g

Pour tenir compte du volume de €, comme A,(l - Q) = FA(Q), pour tout I > 0, on
remarque que

|rél‘1:n1 Ak(2) = min(|Q] - A\e(2)) .

On va donc considérer pour fonction-cotit

J(9) = 9] - A(Q).

Proposition 5 La dérivée de la fonction volume de §2 est donnée par

d(|Q)(Q, V) :/m\/m,da.
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Preuve formelle
Considérons le domaine 2 comme paramétrisation locale de €2, via

p=p: U — U
r — x+tV(x),

avec ) C U C R? et donc Q; C U; € RY. On trouve ainsi, en notant g, la métrique induite

par ¢ sur {2,
o = () - ([ o)

- /Q( det(gw)),dx:/g%- (5.6)

Calculons donc g,. Comme Dy(x) = Id + tDV (z), alors

dp Jy B ov oV
<a—xl,a—x]> = <€Z+tamz(ﬂf),63+tax]($’)>

=gy (D V) p VOV
" 8xj 8% 81‘1 8xj .
ov; oV; ov ov
Ainsi, en notant fij = % + 8,1'j et hij = %%, on trouve
J i hged’

9p(x) = (8ij + tfij () + *hij(2)) ; -
En ¢ = 0, on trouve donc immédiatement y/det(g,) = 1. Ainsi, par (5.6), on trouve en
t=20
1
() = ;5 [ (detlg,))do. (5.7
Q
Il reste donc a calculer (det(g,))" en ¢t = 0. Comme chaque coefficient de g, est un polynome
en t, le déterminant en sera aussi un. Et comme on veut dériver ce dernier et I’évaluer en

t = 0, seuls les termes linéaires en ¢t déterminent le résultat. Le calcul du déterminant
2

montre que les termes linéaires en ¢ de det(g,,) sont ¢ - Z fj;- Ainsi, on trouve
j=1

, (5.7

1
(1€2]) =)5/(det(g¢))’dx:/didex:/ V-ndo,
Q Q o0

par le théoreme de la divergence. O
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Ainsi, en considérant comme fonction-cott J(2) = || - A\g(€2), la dérivée associée est

d(J( ), V) = d(1Q))(Q, V) - A(Q) + Q] - d(Ae(2))(Q2, V)

_ </89V-ndo> et 19 (-/m (%)QV.MU)
/m (Ak—|Q| (%)2>-V-nda.

La fonction-cott J et sa dérivée étant définies, il est a présent possible de donner 'algo-
rithme d’optimisation de forme suivant :

Soit €2 un domaine initial. Faire en boucle :

1. Discrétisation du bord : on sélectionne des points P; du bord 0f2 de €2, appelés points
de controle, idéalement tous équidistants de leurs voisins.

2. Calcul des dérivées de forme : pour chaque point P; sélectionné, on calcule la dérivée
de forme d; définie par

d - .
d; = d(J())(Q, Vi) = aJ(Qi) = H%f’

avec J() = [Q- (), QU ={x+tVi(x) : 2€Q} et Vi(x) = pi(x) n(P) , ou
n(P;) est le vecteur normal extérieur de Q en P; et ¢; est la fonction de C(0€2), affine
sur chaque segment P; Py, de 02 et définie par la relation ¢;(P;) = d;;.

3. Critere de sortie : si le vecteur d = (d;) est petit, I’algorithme stoppe.

4. Variation du bord : les P; sont translatés de a - d; - n(P;), ou a > 0 est un facteur
bien choisi.

5. Evaluation de la fonction-cott : apres avoir controlé que les P; forment toujours un
polygone ne s’auto-intersectant pas (ou apres avoir utilisé un algorithme traitant une
telle situation), on évalue J(£2) et on ajuste éventuellement le facteur a.
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5.2 Dérivée normale d’une fonction propre de Diri-
chlet

Dans le calcul des dérivées de forme intervient, selon le théoreme d’Hadamard, la dérivée
normale d’une fonction propre de Dirichlet, i.e. d'une solution u du probleme

Trouver u € H} () et A € R tels que, pour tout v € Hg(Q) :

/Q<Vu,Vv> :A/qu :

Or, si on considere v € H'(€), on remarque que le couple (u, \) satisfait la relation

ou
Vu,Vu) — —v:)\/uv.
/Q< ) a0 On Q

Ainsi, une fois le couple (u, A) connu, la dérivée normale de u peut étre déterminée comme
unique solution du probleme variationnel

Trouver w € L*(9N) tel que, pour tout v € H' () :
(Pn) _
a(w,v) = b(v)

a(w,v) = /mwv,
b(v) = /Q<VU,VU>—)\/qu.

5.2.1 Calcul matriciel

Soit 7 une triangulation de €2, domaine que 1’on suppose polygonal. Notons N, le nombre
de noeuds de la triangulation, N le nombre de ceux n’appartenant pas a 02 et {Pi}fvzol
les noeuds de la triangulation, avec P; € 0f) si et seulement si i > N. Considérons encore
la base étendue {p;}Y°, des fonctions formes : il s’agit des fonctions de C(Q), affines sur
chaque élément de la triangulation et définies par la relation ¢;(P;) = d;;. Notons de méme
sans distinction ¢; la trace de ces fonctions sur 02 (pour i > N).

La résolution numérique du probleme aux valeurs propres préalablement effectuée a permis
d’écrire la fonction propre u dans la base {@;}X°, disons

N
U= E WiPi
i=1

(le fait que les coefficients de ¢; avec @ > N soient nuls provient des conditions au bord).
I1 s’agit donc de chercher w de la forme

No
W = E WiPi

i=N+1
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(en voyant les ¢; comme des fonctions sur 0f2).

Ainsi, le probleme (P,) est équivalent a trouver {wj}j.v:‘) n41 tel que

No

> wialey, @) = bler)

j=N+1

pour tout i € {1,..., No}.

Autrement dit, en notant a;; = a(e;, i), bi = b(y:), n = (wj)j-VZONH, A = (aij)ivj:NH
et b= (b;)1’y,1, le probleme (P,) est équivalent & chercher n € R¥o~V vérifiant I'équation
matricielle

An=1b. (5.8)
Pour résoudre numériquement cette équation, on remarque que A est symétrique définie
positive. Il s’agit alors d’effectuer une décomposition de Cholesky de A, disons A = N'N,
puis de résoudre successivement les équations N'€ = b et Nnp =& (N et N étant triangu-
laires).

5.2.2 Construction des matrices

La construction des éléments matriciels A et b de I’équation (5.8) suit une logique similaire
a celle des matrices de rigidité et de masse du probleme aux valeurs propres initial (sec-
tion 3.5), c’est-a~dire qu’elles se font progressivement triangle par triangle, respectivement
segment par segment, via des matrices locales. Quelques remarques s’imposent toutefois.

Concernant la matrice A, ses coefficients sont définis par

Q5 :/ PiPy -
a0

pour 4,7 > N. IlIs sont non nuls si et seulement si P; et P; sont soit confondus, soit des
noeuds successifs du bord 0€2 de 2. Un rapide calcul montre que, dans le premier cas, la
contribution d’'un segment P, P, de 0f) au coefficient a; vaut le tiers de la longueur du
segment. Dans le deuxiéme cas, a;; vaut le sixieme de la longueur du segment P;P; de 0f).

Quant au vecteur b, on remarque tout d’abord que ses coefficients peuvent s’écrire
N

by = Zuk (/ (Vor, V;) — A/ @k%‘) ;
st Q Q
pour 5 > N. On y retrouve des éléments similaires a ceux des matrices de masse et de
rigidité du probléme initial, & la différence pres que les noeuds P; associés appartiennent
au bord du domaine €2, alors que les noeuds P, appartiennent a 'intérieur de 2. Ainsi, la
contribution d’un triangle de la triangulation au vecteur b est non nulle seulement si le
triangle contient un sommet sur le bord de 2.
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5.3 Changement de topologie des domaines

Au fil des itérations de I’algorithme d’optimisation de forme et des déformations successives
de la courbe polygonale définissant le bord du domaine, il peut arriver que celle ci s’auto-
intersecte, ne définissant plus alors de domaine. Il s’agit alors de traiter les différentes
situations d’auto-intersections possibles de la courbe, par modification de cette derniere,
de maniere a ce qu’elle définisse a nouveau un domaine. Le corollaire a cette redéfinition
est bien souvent une modification de la topologie du domaine et de son bord.

Pour illustrer les différentes situations possibles, considérons le domaine de la figure 5.1 et
supposons que son bord soit déformé selon une des variantes ci-dessous.

FIGURE 5.1 — Domaine initial.

a) Contact ponctuel du bord du domaine (voir figure 5.2, a gauche).
b) Contact non ponctuel du bord du domaine (voir figure 5.2, a droite).
¢) Recoupement du domaine (voir figure 5.3, & gauche).

d) Séparation du domaine (voir figure 5.3, a droite).

FI1GURE 5.2 — Contacts du bord du domaine.
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FIGURE 5.3 — Recoupement et séparation du domaine.

L’algorithme de traitement de ces situations, consistant essentiellement en la suppression
des parties superflues de la courbe, est le suivant :

1. Suppression des contacts non ponctuels de la courbe (les allés-retours).
2. Création de nceuds doubles aux intersections de la courbe.
3. Ré-aiguillage de la courbe au voisinage des nceuds doubles.

4. Suppression des boucles superflues (ces dernieres étant déterminées par la valeur de
leur indice par rapport a un point millieu d’'un de leurs segments).

5. Ecartement des nceuds doubles restants (élargissement du contact ponctuel de deux
parties du domaine).

Reprenons les illustrations précédentes de situations de mauvaise définition du domaine;
les résultats du traitement de ces courbes sont illustrés ci-dessous.

a) Les contacts ponctuels de bord de domaine sont traités par écartement des points de
contact.

FIGURE 5.4 — Traitement des contacts ponctuels.
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b) Les contacts non ponctuels de bord de domaine sont traités par suppression des allés-
retours.

FIGURE 5.5 — Traitement des contacts non ponctuels.

¢) Les recoupements de domaine sont traités par ré-aiguillage de la courbe au voisinage
des points d’intersections et écartement des points de contact (voir figure 5.6, & gauche),
puis par suppression des boucles superflues (voir figure 5.6, a droite).

(S

FIGURE 5.6 — Traitement des recoupements.

d) Les séparations de domaine sont traités de la méme maniere que les recoupements de do-
maine, c¢’est-a-dire par ré-aiguillage de la courbe au voisinage des points d’intersections
et écartement des points de contact (voir figure 5.7, & gauche), puis par suppression des
boucles superflues (voir figure 5.7, a droite).

(O

FIGURE 5.7 — Traitement des séparations.




Chapitre 6

Exemples et résultats numériques

Dans les pages qui suivent se trouvent des exemples de valeurs et fonctions propres cal-
culées a l'aide des programmes développés pour ce travail et basés sur les algorithmes
décrits précédemment, notamment la méthode des éléments finis pour des domaines de
surfaces, les algorithmes de maillage par macro-éléments et par Delaunay ainsi que 'al-
gorithme de Lanczos pour la résolution de probléemes matriciels aux valeurs propres. Les
illustrations des domaines et fonctions propres ont été réalisés a ’aide du logiciel de visua-
lisation Paraview ((©Sandia Corporation, Kitware Inc.).

Les programmes développés permettront de vérifier numériquement quelques résultats
théoriques bien connus. Nous présenterons de plus quelques modélisations de domaines
a anses fines, particulierement délicates a effectuer mais qui illustrent pourtant avec une
surprenante efficacité (étant données les largeurs modestes des anses) le théoreme 10 du cha-
pitre 4 a propos des domaines a anses planes et en indiquent une apparente généralisation
aux domaines a anses cylindriques. En point d’orgue, quelques domaines obtenus grace a
I’algorithme d’optimisation de forme seront illustrés et discutés.

A noter que le mass-lumping a généralement été utilisé lors de l'intégration numérique,
accélérant ainsi les calculs; en contrepartie, les valeurs propres obtenues ne sont pas
systématiquement supérieures aux valeurs propres exactes. De plus, les erreurs engendrées
par 'algorithme de Lanczos sont négligeables proportionnellement a celles provenant de
la discrétisation du probleme (i.e. de la méthode des éléments finis) et de 'intégration
numérique (en cas de métrique non triviale). Les différences observables entre les résultats
numériques obtenus et les éventuelles solutions théoriques dépendent donc essentiellement
de la résolution des triangulations considérées pour les différents domaines. La taille des
matrices obtenues, mesure de la résolution de la triangulation, sera donc indiquée pour
chaque calcul numérique. La largeur de bande de la matrice de rigidité de chaque systeme,
en lien avec la numérotation des noeuds de la triangulation utilisée, sera également précisée,
de méme que le nombre d’itérations de 'algorithme de résolution du probleme matriciel
aux valeurs propres associé, mesure avec la résolution de la triangulation du temps de calcul
nécessaire a la résolution du probleme. A remarquer toutefois que le nombre d’itérations

95
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dépend beaucoup du nombre de solutions recherchées et qu’il est parfois préférable de
demander davantage de solutions que souhaitées afin d’accélérer I’algorithme. La librairie
ARPACK est par exemple bien plus performante lorsqu’il lui est demandé de déterminer
toutes les multiplicités d’'une méme valeur propre, ou du moins tout un ensemble de valeurs
propres proches, plutot qu’une partie seulement (voir [32] ou [34]).

Concernant 1’échelle de couleurs employée dans ce qui suit pour représenter les fonctions

propres, le vert correspond a une valeur nulle, alors que le bleu et le rouge correspondent a
des valeurs opposées, de valeurs absolues plus grandes a mesure que les couleurs sont plus

vives.

FIGURE 6.1 — Echelle de couleurs employée.

6.1 Premiers exemples

6.1.1 Carré, cylindre et tores

Le carré constitue le premier exemple a traiter. Il possede en effet plusieurs avantages,
dont celui d’étre tres facilement modélisable (via un seul macro-élément) tout en servant
de modele & des domaines progressivement plus complexes, tels le cylindre (vu comme
quotient du carré), le tore plat (idem) et le tore de R? (idem, mais avec une métrique non
triviale). De plus, la résolution manuelle du probléme aux valeurs propres du carré, du
cylindre et du tore plat est aisée et permet de comparer les solutions théoriques avec les
résultats numériques obtenus a partir de maillages plus ou moins fins.

Carré

Pour déterminer manuellement le spectre de Dirichlet du carré [0, 1]2, employons la méthode
de séparation des variables, i.e. supposons que les fonctions propres sont de la forme

u(x) = up(z1) - ug(xs) .
Ainsi, I'équation —Au = Au devient
—u Uy — uruy = Aujus .

En divisant par ujus (les cas ou u; et up sont nuls étant inintéressants), on trouve la

relation ,
U

2

—— =\ + =

Uy U2
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Or, le terme de gauche est indépendant de z5 et celui de droite est indépendant de =z ; ils
sont donc égaux a une constante. On peut de plus affirmer que cette constante est positive,
de par la nature des conditions au bord.

Ainsi, le probleme est équivalent a chercher uy, us, A et ¢ solutions respectives des problemes

Trouver uy : [0,1] = R et ¢ € R tels que :

(F1) —uf = c*u; dans ]0,1]
up = 0 enOetl,

Trouver usy : [0,1] = R et ¢, A € R tels que :

(£2) —uy = (A—c*)uy dans ]0,1]
uy = 0 enOet 1.

La résolution du probléme (P;) donne
U (1) = ¢1 sin(nmay)

avec ¢ =nm, n € N\ {0} et ¢; € R une constante.

La résolution du probleme (P,) donne quant a elle
U (T2) = cosin(mmas),

avec VA — 2 =mm, m € N\ {0} et ¢, € R une constante.

Au total, on trouve les valeurs et fonctions propres
Ao = (0 +m*)n?,
Unm(x) = Csin(nmry)sin(mnrz,),

avec n,m € N\ {0} et C' € R une constante. En particulier, les premieres valeurs propres
sont

1. )\171 = 27T2 3. )\272 = 87T2
2. Ao = MAy1 = 57% (valeur double) 4. A3 = A31 = 107% (valeur double)

La méthode de séparation des variable fonctionne de maniere semblable avec des conditions
de Neumann sur x1 =0, 1 =1, 23 =0 et/ou zy =1 (ainsi que sur des domaines

rectangulaires). On trouve par exemple les valeurs et fonctions propres de Neumann
Ao = (n*+m?)7w?,

Unm(z) = Ccos(nmxy)cos(mmxs),

avec n,m € N et C € R une constante, d’ou en particulier les premieres valeurs propres
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L. Aoo=0 4. Noa = Mg = 4m* (valeur double)
2. Xo1 = Mo =2 (valeur double) 5. A2 = Ag1 = 5m% (valeur double)
3. /\1’1 = 271'2 6. /\2’2 = 871'2

Concernant la résolution numérique du probleme, le maillage du carré ne nécessite qu'un
seul macro-élément. Ci-dessous sont présentées quelques valeurs propres de Dirichlet et de
Neumann obtenues numériquement pour différentes résolutions de triangulations ainsi que
les solutions exactes. Les fonctions propres associées (obtenues avec la plus haute de ces
résolutions) sont également représentées.

Carré Valeurs 1 macro-¢él. | 1 macro-€él. | 1 macro-€él.
(Dirichlet) théoriques 10 x 10 20 x 20 40 x 40
Taille des matrices 81 361 1521
Largeur de bande 11 21 41
Nombre d’itérations 133 432 926
A1 19.74 19.58 19.70 19.73
Ao 49.35 47.99 49.00 49.26
A3 49.35 47.99 49.00 49.26
V! 78.96 76.39 78.31 78.79
As 98.70 92.23 97.04 98.28
A6 98.70 92.23 97.04 98.28
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FIGURE 6.2 — Premieres fonctions propres du carré, conditions de Dirichlet.

Carré Valeurs 1 macro-€l. | 1 macro-€l. | 1 macro-€él.

(Neumann) théoriques 10 x 10 20 x 20 40 x 40

Taille des matrices 121 441 1681
Largeur de bande 13 23 43

Nombre d’itérations 180 541 2829
Ao 0 0.00 0.00 0.00
A 9.87 9.72 9.83 9.86

Ao 9.87 9.85 9.87 9.87

A3 19.74 19.57 19.70 19.73

A 39.48 38.18 39.15 39.40

A5 39.48 38.20 39.15 39.40

A6 49.35 47.32 48.84 49.22
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FIGURE 6.3 — Premieres fonctions propres non triviales du carré, conditions de Neuman.

Cylindre

Plutét que de considérer le cylindre S' x [0, 1], nous voyons ici le cylindre comme [0,1])* /Z,
. : . 2 : p oy
i.e. le quotient du carré [0, 1]” par la relation d’équivalence ~ définie par

x ~y sietseulement si x1 —y; €Z et xo—ys=0.

Autrement dit, on recolle le carré le long de son bord vertical. Ainsi, le probleme au valeurs
propres s’écrit, par exemple si on considere les conditions au bord de Dirichlet,

( Trouver u: [0,1]> = R et A € R tels que :
—Au = Au dans ]0,1[°
ger (02 = r(lay) pourws €01 etk eN
\ u =0 sur [0,1] x {0,1}.

Pour déterminer manuellement le spectre du cylindre, il s’agit alors de reprendre la stratégie
utilisée pour le carré, a savoir la méthode de séparation des variables. On trouve alors, de
maniere semblable au carré, que les solutions u(z) = wuy (1) - ug(z2) vérifient

U (1) = 11 cos(2nmay) + 1 28in(2nmwey) ,
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avec ¢ = 2nm, n € N et ¢;1,c12 € R des constantes, ainsi que
U (T2) = cosin(mmas),

avec VA — 2 =mm, m € N\ {0} et ¢; € R une constante.

Au total, on trouve les valeurs et fonctions propres

Ao = (4n* + m*H)n?

Upm(x) = (Cycos(2nmry) + Cysin(2nmey)) sin(mrz,),

avec n € N, m € N\ {0} et C1,Cy € R des constantes. En particulier, les premieres valeurs
propres sont

/\071 = 7'('2

6. A3 =137* (valeur double)
A2 = 472 7. N4 = 1672
A1 =572 (valeur double) 8. A\yy = 177% (valeur double)
A2 =812 (valeur double) 9. A4 = Ago =207? (valeur quadruple)

Aoz = 9 10. Xos = Aoz = 25672 (valeur quadruple)

AN e

La résolution numérique du probleme est basée sur celle du carré et ne nécessite en sur-
plus que l'identification des faces verticales de 1'unique macro-élément employé pour le
maillage du domaine. Une renumérotation des noeuds des différentes triangulations s’avere
ici nécessaire du fait des recollements effectués. Ci-dessous sont présentées quelques valeurs
propres de Dirichlet obtenues numériquement pour différentes résolutions de triangulations
ainsi que les solutions exactes. Les fonctions propres associées (obtenues avec la plus haute
de ces résolutions) sont également représentées.

Cylindre Valeurs 1 macro-él. | 1 macro-él. | 1 macro-él.
(Dirichlet) théoriques 10 x 10 20 x 20 40 x 40
Taille des matrices 90 380 1560
Largeur de bande 17 32 62
Nombre d’itérations 117 355 1150
A1 9.87 9.79 9.85 9.86
A2 39.48 38.20 39.15 39.40
A3 49.35 47.99 49.00 49.26
A4 49.35 47.99 49.00 49.26
A5 78.96 76.39 78.31 78.79
A6 78.96 76.39 78.31 78.79
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FIGURE 6.4 — Premieres fonctions propres du cylindre, conditions de Dirichlet.

Tore plat

De maniére semblable au cylindre et plutot que de considérer le tore plat S' x S!, nous le
voyons ici comme [0, 1]* /Z2, i.e. le quotient du carré [0, 1]* par la relation d’équivalence ~
définie par

x ~ 9y siet seulement si x; —y; € Z.

Autrement dit, on recolle le carré le long de son bord vertical, puis le long de son bord
horizontal. Ainsi, le probleme au valeurs propres s’écrit

( Trouver u: [0,1]° = R et A € R tels que :
—Au = Au dans 10, 1[*
o o
< 3—;:(0,902) = 6—£(1,x2) pour 75 € [0,1] et k € N
1 1

o o

a_;]:(xlvo) = a—;,f(%, 1) pour z; € [0,1] et k € N.
\ 2 2

On reprend alors a nouveau la méthode de séparation des variables afin de déterminer
manuellement le spectre du tore et on trouve que les solutions u(x) = wui(xy) - us(xs)
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vérifient
Uy (1) = €11 cos(2nmay) + 1 98in(2nmey) ,

avec ¢ = 2nm, n € N et ¢;1,c12 € R des constantes, ainsi que
Ugm (T2) = €21 cOS(2mTay) + co9sin(2mmas) ,

avec VA —c? =2mm, m € N et ¢y, 20 € R des constantes.

Au total, on trouve les valeurs et fonctions propres

Ao = 4(n* +m?)r?,

Unm(z) = (Crcos(2nmxy) + Cosin(2nmay)) - (Cs cos(2mmay) + Cysin(2mnxs)) ,

avec n,m € N et C1,Cy, C5,Cy € R des constantes. En particulier, les premieres valeurs
propres sont

L. Xpo=0 3. A1 =8m? (valeur quadruple)
2. X1 = Mo =4n* (valeur quadruple) 4. Xoa = Aao = 16m* (valeur quadruple)

La résolution numérique du probleme est une fois de plus basée sur celle du carré et
ne nécessite en surplus que l'identification des faces opposées de I'unique macro-élément
employé pour le maillage du domaine. Une renumérotation des nceuds des différentes tri-
angulations s’avere ici nécessaire du fait des recollements effectués. Il s’agit également de
prendre garde a calculer un nombre relativement élevé de valeurs propres a la fois afin de ga-
rantir la validité des premieres valeurs, I’algorithme risquant sinon d’en manquer quelques
unes dans les cas de grande multiplicité (4 en l'occurrence). Ci-dessous sont présentées
quelques valeurs propres obtenues numériquement pour différentes résolutions de triangu-
lations ainsi que les solutions exactes. Les fonctions propres associées (obtenues avec la
plus haute de ces résolutions) sont également représentées.

Tore plat Valeurs 1 macro-€l. | 1 macro-él. | 1 macro-él.
théoriques 10 x 10 20 x 20 40 x 40

Taille des matrices 100 400 1600
Largeur de bande 29 59 119
Nombre d’itérations 110 260 544
Ao 0 0.00 0.00 0.00

A1 39.48 38.20 39.15 39.40

Ao 39.48 38.20 39.15 39.40

A3 39.48 38.20 39.15 39.40

A4 39.48 38.20 39.15 39.40

A5 78.96 76.39 78.31 78.79

A6 78.96 76.39 78.31 78.79
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FIGURE 6.5 — Premieres fonctions propres non triviales du tore plat.

Tore de R?

Le maillage du tore de R? est identique & celui du tore plat. Il s’agit toutefois, pour la

résolution du probleme a proprement parler, de tenir compte de la métrique associée au
tore de R3.

En détails, on considere la fonction

¢: R — RS
(x1,29) > ((r1 — rocos(2mas)) cos(2mxy)
(r1 — rocos(2mxs)) sin(2mxy) ,
o sin(2mxs))

L’image de ¢ est le tore de R? de grand rayon 7, et de petit rayon 5. De plus, ¢ passe au
quotient de R? par Z2.

La métrique a considérer pour la résolution numérique est donc la premiere forme fon-
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damentale associée a ¢, c’est-a-dire

r1 — 1o cos(2mxe))2 0
9(:(:1,:(:2):47r2<(1 20( 2)) r%)'

Ci-dessous sont présentées quelques valeurs propres obtenues numériquement pour diverses
résolutions de triangulations du tore de R? de grand rayon r; = 1 et de petit rayon 7, = 0.5,
ainsi que les fonctions propres associées (obtenues avec la plus haute de ces résolutions),
représentées sur le tore lui-méme ainsi qu’en paramétrisation.

Tore de R? 1 macro-€l. | 1 macro-él. | 1 macro-él.
rr=1,1ry =0.5 8 x 16 16 x 32 32 x 64
Taille des matrices 128 512 2048
Largeur de bande 25 49 97
Nombre d’itérations 430 731 5228
Ao 0.00 0.00 0.00
A1 0.99 1.00 1.00
Ao 0.99 1.00 1.00
A3 3.06 3.15 3.17
A4 3.06 3.15 3.17
A5 3.73 3.86 3.90
A6 4.28 4.44 4.48
A7 4.87 5.01 5.04
g 4.87 5.01 5.04
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FIGURE 6.6 — Premieres fonctions propres non triviales du tore.

6.1.2 Disque et spheres

Le disque débute une deuxieme série d’exemples d’utilisation des programmes développés.
Si son maillage est plus complexe que celui du carré (son bord n’étant pas polygonal), les
résultats numériques obtenus peuvent toutefois étre vérifiés puisque les valeurs propres du
disque sont connues (de maniére approchée), en lien avec les fonctions de Bessel (voir par
exemple [54]). De plus, le disque sert de modele aux spheres plate (vue comme quotient de
la réunion disjointe de deux disques) et ronde (idem, mais avec une métrique non triviale).
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Disque

La détermination manuelle du spectre du disque unité B(0,1) de R? emploie la méthode
de séparation des variables. Toutefois, contrairement au cas du carré (et de ses quotients),
il s’agit de considérer les fonctions propres et I’'équation associée sous formes polaires.

Ecrivons donc
u(r,0) = f(r) - h(0)

et rappelons la forme polaire du Laplacien :
Au = Uy + —Up + Uy,
r r

ou 0*u ou . o*u
— Uy ===, U= — et Upyg= —= .
or’ 7 Or? Y] "0 902
Autrement dit, on peut écrire u, = f'h, wu., = f'h, up = fh' et wpy = fh",
I’équation —Au = Au devenant alors

7“2 (f// + %f/ + )\f) h//

f h

(en évacuant les cas ou f et h sont nuls).

avec u, =

On remarque alors que le terme de gauche est indépendant de 6, alors que celui de droite
est indépendant de r; ils sont donc égaux a une constante positive (de par la nature des
conditions au bord).

Ainsi, le terme de droite conduit au probleme

Trouver h : [0,27] — R et ¢ € R tels que :

—n" = ch dans 0, 27|
R (0) = AW (27) pour k € N,

d’ou
h(6) = c1 cos(nf) + cosin(nd) ,
avec c =n € N et ¢q,co € R des constantes. Le terme de gauche conduit alors a I’équation

2
f”+1f’+(A—”—2)f=o.
r r

En notant z = kr , y,(z) = f(kr) et k*>= X, on retrouve ainsi les fonctions de Bessel,
a savoir les solutions de 1’équation

1 n?
it st (1= 5 ) =0,
xr X
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De plus, si on considere le spectre de Dirichlet, la condition au bord f(1) = 0 se traduit
par y,(k) = 0, i.e. y, (\/X) = 0. Autrement dit, les valeurs propres de Dirichlet sont les
carrés des zéros des fonctions de Bessel. En particulier, les premieres valeurs propres sont

A1 2 5.78 (pour n = 0) 6. \¢ =49.22 (
Ao 2 14.68 (pour n = 1; val. double) 7. A\ 25758 (
A3 = 26.37 (pour n = 2; val. double) 8. A\s = 70.86 (pour n = 2; val. double)
Ay =30.47 (pour n = 0) 9. X\g =74.89 (
A5 2 40.71 (pour n = 3; val. double)  10. A\jg 2 76.94 (pour n = 5; val. double)

pour n = 1; val. double)

pour n = 4; val. double)

pour n = 0)

Ot W =

De méme, si on considere le spectre de Neumann, la condition au bord f’(1) = 0 se traduit
par y. (k) =0, i.e. ¥/, <\/X> = 0. Autrement dit, les valeurs propres de Neumann sont les

carrés des zéros des dérivées des fonctions de Bessel. En particulier, les premieres valeurs
propres sont

1. Ay =0 (pour n=0) 5. A5 = 17.65 (pour n = 3; val. double)
2. Ay =3.39 (pour n =1; val. double) 6. \¢ = 28.28 (pour n =4; val. double)
3. A3 29.33 (pour n = 2; val. double) 7. A7 22842 (pour n = 1; val. double)
4. Ay = 14.68 (pour n = 0) 8. A\s =41.16 (pour n =5; val. double)

Concernant la résolution numérique du probleme, bien qu'un maillage de Delaunay a par-
tir d’une liste des noeuds du bord du domaine soit envisageable, la méthode employée ici
consiste en une décomposition en un macro-élément central carré et quatre macro-éléments
ayant chacun une face courbe. Dans les deux cas, une renumérotation des nceuds de la tri-
angulation s’avere nécessaire. Ci-dessous sont présentées quelques valeurs propres exactes
et numériques, ces dernieres provenant de différentes résolutions de triangulations obte-
nues par maillage par macro-éléments. Les fonctions propres associées (obtenues avec la
plus haute de ces résolutions) sont également représentées.

Disque Valeurs 5 macro-¢él. 5 macro-él. 5 macro-él.
(Dirichlet) théoriques || 6 x6 /3 x6 | 12x 12 /6x6 |24 x24 /12 x 24
Taille des matrices 97 409 1681
Largeur de bande 16 31 61
Nombre d’itérations 148 531 2362
A1 5.78 5.78 5.78 5.78
A2 14.68 14.53 14.64 14.67
A3 14.68 14.62 14.67 14.68
Aq 26.37 25.35 26.12 26.31
As 26.37 26.49 26.41 26.39
A6 30.47 29.29 30.17 30.40
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FIGURE 6.7 — Premieres fonctions propres du disque, conditions de Dirichlet.

Disque Valeurs 5 macro-él. 5 macro-él. 5 macro-él.
(Neumann) théoriques | 6 x6 /3 x6 | 12x12 /6 x6 |24 x24 /12 x 24
Taille des matrices 121 457 1777
Largeur de bande 18 33 63
Nombre d’itérations 233 933 3996
Ao 0 0.00 0.00 0.00
A 3.39 3.38 3.39 3.39
A2 3.39 3.40 3.39 3.39
A3 9.33 9.06 9.26 9.31
A 9.33 9.16 9.29 9.32
As 14.68 14.40 14.61 14.66
A6 17.65 16.62 17.40 17.59
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FIGURE 6.8 — Premieres fonctions propres non triviales du disque, conditions de Neumann.

Sphere plate

La surface considérée ici et nommée sphére plate ne peut pas étre plongée dans R3. 11
s’agit du quotient de la réunion disjointe de deux disques unité Dy, Dy par la relation
d’équivalence ~ définie par

x~y sietseulement si x =youx € D;,y€ D3y, (x1,22) = (y1, —Yy2) -

Autrement dit, on colle le long de leurs bords deux disques superposés (en prenant garde
a lorientation).

La détermination manuelle du spectre de la sphere plate, employant la propriété de symétrie
donnée par la proposition 6 et les valeurs propres du disque, sera détaillée a la section 6.2.2.

La résolution numérique du probleme est basée sur celle du disque, a appliquer a deux
copies disjointes de ce domaine. Il s’agit en surplus d’identifier les bords des disques. Ci-
dessous sont présentées quelques valeurs propres obtenues numériquement pour différentes
résolutions de triangulations ainsi que les solutions exactes, ainsi que les fonctions propres
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associées (obtenues avec la plus haute de ces résolutions).

Sphere plate Valeurs 10 macro-él. 10 macro-él. 10 macro-él.
théoriques || 6 x 6 /3 x6 | 12x 12 /6x6 |24 x24 / 12 x 24
Taille des matrices 218 866 3458
Largeur de bande 32 62 122
Nombre d’itérations 247 1386 5140
Ao 0 0.00 0.00 0.00
A1 3.39 3.39 3.39 3.39
Ao 3.39 3.39 3.39 3.39
A3 5.78 5.78 5.78 5.78
A4 9.33 9.09 9.27 9.31
As 9.33 9.14 9.28 9.32
A6 14.68 14.40 14.61 14.66
A7 14.68 14.57 14.66 14.68
Ag 14.68 14.57 14.66 14.68
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FIGURE 6.9 — Premieres fonctions propres non triviales de la sphere plate.

Sphere ronde

La détermination manuelle du spectre de la sphere ronde S?, mettant & profit les symétries
de cette surface, fait appel a des notions d’algebre comme les groupes de Lie; voir par
exemple [36]. On peut montrer que les valeurs propres sont

A =n(n+1),

avec n € N, de multiplicité 2n + 1. De plus, les fonctions propres associées a \,, appelées
harmoniques sphériques, sont les restrictions des polynomes harmoniques homogenes de
degré n.
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Le maillage de la sphere ronde est identique a celui de la sphere plate. Il s’agit toute-
fois, pour la résolution du probleme a proprement parler, de tenir compte de la métrique
associée a S%.

En détails, on considere pour atlas de la sphere les projections stéréographiques, c’est-a-dire
les paramétrisations locales 1, o définies par

©; R2 — Rg
1

1+ 22 + 22 (2$17 AT (_1)2(35% + x% - 1)) .
1 2

(z1,29)

Comme les images 1(B(0, 1)), respectivement yo(B(0,1)), sont les hémispheres nord, res-
pectivement sud, et que oy (u,v) = po(u, —v) sur S, alors les premieres formes fondamen-
tales associées a @1 et @9 constituent la métrique a considérer pour la résolution numérique ;
il s’agit de

4

g(xl,xg) = ]d
(1422 + 23)°

Lors de la résolution numérique du probleme a proprement parler, il s’agit de prendre
garde a calculer un nombre relativement élevé de valeurs propres a la fois afin de garantir
la validité des premieres valeurs, ’algorithme risquant sinon d’en manquer quelques unes
dans les cas de grande multiplicité. Ci-dessous sont présentées quelques valeurs propres ob-
tenues numériquement pour différentes résolutions de triangulations ainsi que les solutions
exactes. Les fonctions propres associées (obtenues avec la plus haute de ces résolutions)
sont également représentées sur la sphere elle-méme ainsi qu’en paramétrisation.

Sphere ronde Valeurs 10 macro-él. 10 macro-él. 10 macro-él.
théoriques || 6 X6 /3 x6 | 12x 12 /6 x 12 | 24 x 24 / 12 x 24

Taille des matrices 218 866 3458
Largeur de bande 32 62 122
Nombre d’itérations 331 1209 4522
Ao 0 0.00 0.00 0.00

A1 2 1.99 2.00 2.00

Ao 2 2.01 2.00 2.00

A3 2 2.01 2.00 2.00

A4 6 5.88 5.97 5.99

A5 6 5.89 5.97 5.99

A6 6 5.91 5.98 5.99

A7 6 5.91 5.98 5.99

As 6 5.92 5.98 5.99
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FIGURE 6.10 — Premieres fonctions propres non triviales de la sphere.
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6.2 Vérification d’une propriété de symétrie

Dans cette section, nous employerons les programmes développés a la vérification numérique
de la propriété de symétrie donnée par la proposition ci-dessous.

Proposition 6 Soient Qy,Qy des domaines d’une surface S tels que S = Q; U Qy et
0y = 00y = I'. Supposons encore qu’il existe une isométrie ¢p : S — S telle que
Yl =1Id et () = Qs En particulier, les §; sont isométriques, donc isospectrauz.
Alors les spectres vérifient

o(S) =on(2) Uoap(C).

Preuve

Voyons déja que o(S) C on(€;) Uop(€;). Pour cela, considérons f une fonction propre de
S. Soient alors les fonctions fy = f+ foy et fp = f — f o1 : lorsqu’elles ne sont pas
nulles (et elles ne le sont pas toutes les deux), il s’agit encore de fonctions propres de S,
toujours de méme valeur propre. De plus, leurs restrictions fn,; = fnla, et fo: = fpla

. 0 . . .
vérifient on fnvi=0¢et fp;, = 0 sur I'; il s’agit donc de fonctions propres de Neumann,

respectivement de Dirichlet de 2;.

Voyons a présent que o(S) D on(€%) U op(€;). Pour cela, considérons f; une fonction
propre de ;. Soit alors f le prolongement de f; sur S défini par flo, , = fio si f; est
une fonction propre de Neumann et par flg, , = —f; o9 si f; est une fonction propre de
Dirichlet. : il s’agit d’une fonction propre de S, de méme valeur propre.

O

6.2.1 Demi-tores

Les tores et leurs demi-tores constituent des situations auxquelles la proposition 6 s’ap-
plique. Considérons donc, par exemple, le tore de R? défini & la section 6.1.1 et reprenons
la fonction de paramétrisation ¢. Deux types de demi-tores peuvent étre considérés :

1. Les demi-tores difféomorphes a des anneaux, définis comme images par la fonction
¢ de [0,1] x ]0,0.5[ et de [0, 1] x ]0.5, 1[. Il s’agit des surfaces obtenues par coupe du
tore le long des paralléles donnés par x3 = 0 (équateurs). L’isométrie ¢ a considérer
est alors I'inversion de l'axe vertical Oxg : (x1, X9, x3) = (71, T2, —3).

2. Les demi-tores difféomorphes a des cylindres, par exemple définis comme images par
la fonction ¢ de ]0,0.5] x [0,1] et de 0.5, 1[ x [0, 1]. Il s’agit des surfaces obtenues par
coupe du tore le long des méridiens donnés par xo = 0. L’isométrie 1 a considérer
est alors l'inversion de 'axe Oxy : (x1, x9, x3) = (11, —T2, T3).
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Le tableau ci-dessous, résumant les résultats numériques obtenus pour le tore et ses demi-
tores pour une résolution de triangulation raisonnable, met en évidence la propriété de
symétrie donnée par la proposition 6.

Tore de R? Anneau Anneau Cylindre Cylindre
ry =1, 79 = 0.5 || (Dirichlet) | (Neumann) || (Dirichlet) | (Neumann)
32 x 64 16 x 64 16 x 64 32 x 32 32 x 32
0.00 0.00 0.00
1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00
3.17 3.17 3.17
3.17 3.17 3.17
3.90 3.90 3.90
4.48 4.48 4.48
5.04 5.04 5.04
5.04 5.04 5.04

Les illustrations ci-dessous représentent quand a elles les fonctions propres associées aux
différents demi-tores, avec les conditions adéquates. Elles sont & mettre en correspondance
avec les fonctions propres du tore de la section 6.1.1 (voir figure 6.6).
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S @S
Do o
S ©
S O

FIGURE 6.11 — Fonctions propres non triviales des demi-tores correspondant aux premieres
fonctions propres non triviales du tore.

6.2.2 Hémispheres

La proposition 6 s’applique indépendamment aux deux spheres définies a la section 6.1.2 a
savoir aux spheres plate et ronde, ainsi qu’a leurs hémispheres (D et Dy, pour reprendre
les notations employées précédemment). Il s’agit en effet de définir 1) comme la fonction
associant a un point (z1,x9) de D; le point (z1, —x9) de D3_;. Autrement dit et pour re-
prendre la représentation usuelle de la sphere dans R3, 1) est I'inversion de 1'axe Ouxs, i.e.
la fonction associant tout point (1, xe,x3) a (z1,x2, —23).

Remarquons que la propriété de symétrie permet de déterminer le spectre de la sphere
plate a partir des spectres de Dirichlet et de Neumann du disque : conformément au rai-
sonnement exposé a la section 6.1.2, il s’agit des carrés des zéros des fonctions de Bessel et
de leurs dérivées.

Les tableaux ci-dessous, résumant les résultats numériques obtenus pour chacune des
spheres considérées et leurs hémispheres respectives pour une résolution de triangulation
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raisonnable, met en évidence la propriété de symétrie donnée par la proposition 6.

Sphere plate Disque Disque
24 x 24 / 12 x 24 || (Dirichlet) | (Neumann)

0.00 0.00
3.39 3.39
3.39 3.39
5.78 5.78
9.31 9.31
9.32 9.32
14.66 14.66
14.68 14.67
14.68 14.68

Les fonctions propres associées a I’hémisphere plate, c’est-a-dire au disque, sont représentées
dans les figures 6.7 et 6.8; elles sont a mettre en correspondance avec celles de la sphere
plate (figure 6.9).

Sphere ronde Hémisphere | Hémisphere
24 x 24 /12 x 24 || (Dirichlet) | (Neumann)
0.00 0.00
2.00 2.00
2.00 2.00
2.00 2.00
5.99 5.99
5.99 5.99
5.99 5.99
5.99 6.00
5.99 6.00

Il est facile de se représenter les fonctions propres de I’hémisphere a partir de la figure 6.10,
illustrant les premieres fonctions propres non triviales de la sphere; aussi ce travail est-il
laissé au soin du lecteur.

6.3 Domaines isospectraux
Dans cette section sera illustré le calcul numérique des premieres valeurs propres de deux

paires de domaines polygonaux isospectraux (tant pour les conditions de Dirichlet que pour
celles de Neumann) non isométriques. Ces domaines sont dis & Gordon, Webb et Wolpert
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(voir [24]), comme réponse pour les domaines du plan a la question de géométrie spectrale
de Kac (voir [29])

Peut-on entendre la forme d’un tambour ?
a comprendre comme
Le spectre d’un domaine définit-il le domaine, a isométrie pres ?

Pour expliquer la construction des exemples que j’ai choisi de modéliser, reprenons la
stratégie détaillée par Buser, Conway, Doyle et Semmler (voir [11]). Partons de la paire de
domaines isométriques illustrés par la figure 6.12 et déformons les triangles équilatéraux
constituant ces domaines en triangles isoceles rectangles de sorte que chacune de ces briques
puisse étre obtenue comme image de chacune de ses voisines par la symétrie d’axe donné
par leur c6té commun. Les domaines polygonaux (non isométriques) obtenus sont illustrés
par la figure 6.13.

FIGURE 6.12 — Une paire de domaines isométriques servant a la construction de domaines
isospectraux non isométriques.
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Uy g

FIGURE 6.13 — Une premiere paire de domaines isospectraux non isométriques.

Pour la deuxieme paire de domaines isospectraux, il s’agit de déformer les briques jus-
qu’alors triangulaires en le polygone illustré a la figure 6.14, conformément a ce dernier
schéma ; les domaines polygonaux (non isométriques) obtenus sont illustrés par la figure
6.15.

7‘

FIGURE 6.14 — Déformation d’une brique.
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-3+6+7

L445-7

FIGURE 6.15 — Une deuxieme paire de domaines isospectraux non isométriques.

La preuve de l'isospectralité est identique pour chacune de ces paires de domaines. Elle
est basée sur la méthode de transplantation des fonctions propres (voir [11]), que Bérard
applique aux domaines qui nous intéressent de la maniére suivante (voir [8]). Il s’agit de
montrer que, a toute fonction propre sur un des domaines, correspond une et une seule
fonction propre du domaine duel. Soit donc u une fonction propre (de Dirichlet ou de
Neumann) pour le domaine €. Pour tout « = 1,...,7, notons u; les restrictions de u aux
briques constituant €2y, conformément aux figures 6.12, 6.13 ou 6.15 (selon la paire de do-
maines considérés).

On considere alors sur €2y la fonction dont les restrictions aux différentes briques sont
données par —uj+us+uy, u;+uz+us, ..., —uy+us—ur;,conformément aux figures
6.12, 6.13 ou 6.15. Il est alors facile de voir que cette fonction est une fonction propre (de
Dirichlet ou de Neumann, selon la nature de ), et en particulier qu’elle est lisse.

Concernant le calcul numérique des valeurs propres de ces domaines, le maillage de la
premiere paire de domaine ne pose aucune difficulté, les macro-éléments correspondant
exactement aux briques constituant les domaines. Pour la deuxieme paire de domaines, il
s’agit de décomposer chaque brique en 3 macro-éléments, a savoir deux quadrilateres et un
triangle. Il est également utile de procéder a un raffinement des triangulations obtenues au
voisinage des angles rentrants, afin d’améliorer la convergence des valeurs approchées.

Les tableaux ci-dessous résument les résultats numériques obtenus avec des conditions de
Neumann pour chaque paire de domaines isospectraux. Les triangulations, de différentes
tailles, ont chacune été complétées d’une itération de raffinement au voisinage des angles
rentrants. De par la nature de la preuve de I'isospectralité de ces domaines (par transplan-
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tation), nous pouvions prédire une isospectralité numérique tres précise, ce qui a bien été
vérifié. Les illustrations ci-dessous permettent de plus de comparer les fonctions propres
des deux domaines (pour la plus haute des résolutions considérées) ; toutefois, a nouveau
de par la nature de la preuve de l'isospectralité de ces domaines (par transplantation), le
lien entre les fonctions propres des deux domaines n’est pas visuellement évident.

Briques triangulaires || 7 macro-él. 7 macro-€él. 7 macro-él.
(Neumann) 5x5 10 x 10 20 x 20
YRR RN
Taille des matrices 156 156 561 561 | 2121 | 2121
Largeur de bande 34 29 65 95 125 105
Nombre d’itérations 248 257 525 531 1283 | 1475

Ao 0.00 | 0.00 || 0.00 | 0.00 || 0.00 | 0.00
A1 0.85 | 0.85 || 0.85 | 0.85 || 0.85 | 0.8
A2 3.31 | 3.31 || 3.26 | 3.26 | 3.25 | 3.25
A3 421 | 421 | 423 | 423 || 423 | 423
A4 737 | 137 || TA3 | 743 || 744 | 744
A5 9.64 | 964 | 9.83 | 9.83 || 9.86 | 9.86

A6 10.58 | 10.58 || 10.83 | 10.83 || 10.89 | 10.89
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FIGURE 6.16 — Premieres fonctions propres non triviales de la paire de domaines isospec-
traux a base triangulaire, conditions de Neumann.



124 CHAPITRE 6. EXEMPLES ET RESULTATS NUMERIQUES

Briques heptagonales || 21 macro-él. 21 macro-¢él. 21 macro-él.
(Neumann) 6x6/3x61(12x12/12x6 | 24x24 /24 x12
o0 o | o | o Q| o
Taille des matrices 1415 | 1415 4907 4909 18222 18224
Largeur de bande 40 38 72 73 128 146
Nombre d’itérations || 2231 | 2172 7993 8363 36029 34898
Ao 0.00 | 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
A1 0.13 | 0.13 0.13 0.13 0.13 0.13
A2 0.49 | 0.49 0.48 0.48 0.48 0.48
A3 0.67 | 0.67 0.67 0.67 0.66 0.66
A4 1.36 | 1.36 1.35 1.35 1.35 1.35
A5 2.59 | 2.60 2.58 2.58 2.57 2.57
A6 2.87 | 2.87 2.85 2.85 2.84 2.84
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FIGURE 6.17 — Premieres fonctions propres non triviales de la paire de domaines isospec-
traux a base heptagonale, conditions de Neumann.
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6.4 Domaines a anses fines

Dans cette section seront présentées quelques unes des expérimentations numériques ayant
notamment permis de conjecturer le résultat donné par le théoreme 10 du chapitre 4 a
propos des domaines a anses fines. Elles indiquent de plus une possible généralisation de
ce résultat aux anses cylindriques. Bien que des conditions au bord de Dirichlet ou mixtes
alent été considérées, seules les conditions de Neumann seront illustrées ici.

Les domaines présentés consistent en des carrés de coté 1 auxquels sont ajoutées des anses
droites de longueur 1, tantot planes, tantot cylindriques. Dans les deux cas, des raccords
bruts (C°) et lisses (C') sont considérés entre l'anse et la partie épaisse. Les résultats
numériques obtenus sont associés a ceux du carré [0, 1]* et du segment [0, 1] conformément
au théoreme 10, afin de mettre en évidence la convergence des spectres. Ainsi, les conditions
au bord examinées sur le carré sont de Neumann, alors que celles du segment sont mixtes
(conditions de Neumann a l'extrémité correspondant au bout de I'anse et conditions de
Dirichlet & celle correspondant au raccord entre le carré et I'anse).

Rappelons que le calcul manuel du spectre de Neumann du carré [0, 1]2 (voir section 6.1.1)
donne les valeurs et vecteurs propres
Anm = (n2 + m2) 72,
Upm(z) = Ccos(nmxy)cos(mmxs),

avec n,m € N et C' € R une constante. En particulier, les premieres valeurs propres sont

L Ao =0 4. Nog = Mg = 4m? (valeur double)
2. Xog1 = Mo =72 (valeur double) 5. A2 = Ag1 = 5m% (valeur double)
3. /\1’1 = 27T2 6. /\2’2 = 87T2

Un rapide calcul manuel du spectre mixte du segment [0, 1], ¢’est-a-dire la résolution de
I’équation différentielle

Trouver u : [0,1] — R et A € R tels que :

—u” = Au dans ]0,1]
uw(0) = 0
u'(l) = 0,

donne les valeurs et vecteurs propres
1 2
/\n = a 2 )
(347) -
i 1
up(z) = Csin ((5 + n) 7rx> ,

avec n € N et C' € R une constante. En particulier, les premieres valeurs propres sont
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1. A\ =n2/4 3. A3 = 25m2/4
2. Ay = 972/4 4. Ay = 4972 /4

Le traitement numérique d’un domaine a anse fine pose des problemes évidents au ni-
veau du maillage, puisque la taille des mailles dans la partie épaisse doit étre sensiblement
plus grande que dans ’anse. L’approche que j’ai adoptée consiste essentiellement a mailler
indépendamment la partie épaisse et I'anse du domaine, puis a raffiner localement (et
convenablement) la triangulation de la partie épaisse pres du raccord pour permettre ’as-
semblage des deux triangulations ainsi obtenues (la compatibilité de ces derniéres étant le
point essentiel du processus).

6.4.1 Anses planes brutes

La famille de domaines présentée ici consiste en des domaines a anses planes brutes, c¢’est-a-
dire tels que considérés a la section 4.2 (preuve du théoreme de convergence sous hypotheses
fortes) ; il s’agit en 'occurrence d'un carré de coté 1, auquel est ajoutée une anse rectan-
gulaire de longueur 1, plus ou moins fine.

Le tableau qui suit indique quelques valeurs propres obtenues pour diverses largeurs d’anse.
En ce qui concerne les triangulations appliquées a ces domaines, on trouve sur ’anse une
densité de mailles fixe relativement & la largeur de 'anse (9 nceuds) et, sur la partie épaisse,
une taille de triangulation essentiellement fixe (a savoir 16 nceuds sur 16, plus ceux ajoutés
par un raffinement sur un voisinage de I’anse pour raccorder les deux parties du domaine).

. . 2
On observe la convergence du spectre de ces domaines vers ceux du carré [0,1]” et du
segment [0, 1], malgré le maillage relativement grossier de la partie épaisse (qu’il s’agirait
d’affiner pour obtenir une meilleure convergence vers les valeurs propres du carré).
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Valeurs théoriques Domaine a anse
Carré Segment plane brute
(Neumann) | (mixte) (Neumann)
Largeur d’anse 0.13 \ 0.06 \ 0.03
Taille des matrices 1665 | 3328 | 7415
Largeur de bande 34 54 96
Nombre d’itérations 977 | 19262 | 10725
Ao 0 0.00 | 0.00 | 0.00
A 2.47 220 | 2.26 | 2.33
A2 9.87 9.83 | 9.82 | 9.82
A3 9.87 991 | 9.87 | 9.87
A4 19.74 19.38 | 19.72 | 19.70
As 22.21 19.80 | 20.08 | 20.78
A6 39.48 38.97 | 38.97 | 38.97
A7 39.48 39.07 | 39.03 | 39.00
As 49.35 46.78 | 47.49 | 48.03
A9 49.35 48.93 | 48.88 | 48.90

Les représentations suivantes illustrent quant a elles la convergence des fonctions propres,
pour la largeur d’anse intermédiaire (0.06).
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FIGURE 6.18 — Premieres fonctions propres non triviales du domaine a anse fine plane
brute, conditions de Neumann.
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6.4.2 Autres anses

Ci-dessous sont présentés quelques résultats obtenus avec divers types de domaines a anses
fines. Le tableau qui suit permet de comparer leurs spectres avec ceux du carré |0, 1]2 et
du segment [0, 1]. La largeur de I’anse de chacun de ces domaines est fixée a environ 0.03.

Le premier domaine considéré, possedant une anse plane brute, est I’exemple détaillé dans
la section précédente. Le deuxieme est essentiellement identique au premier, avec toutefois
un raccord lisse entre les deux parties du domaine (raccord en arc de cercle, de rayon pro-
portionnel a la largeur de I'anse ; voir figure 6.19) ; les modélisations de ces domaines sont
donc treés proches (voir section précédente).

FIGURE 6.19 — Triangulation du raccord lisse de ’anse plane.

Les deux domaines suivants possedent des anses cylindriques; le raccord entre ’anse et la
partie épaisse du premier est brut, alors que celui du deuxieme est lisse (morceau de tore, de
rayons proportionnels a la largeur de 'anse ; voir figure 6.20). A noter que la modélisation
de ces domaines est plus délicate que celle des domaines a anses planes précédemment
considérés, puisqu’il s’agit de trouer convenablement la partie épaisse (en son centre) afin
de préparer 'insertion de I'anse, de raffiner la triangulation au voisinage de ce trou afin de
préparer ’assemblage des triangulations, puis finalement d’assembler les deux parties du
domaine.
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FI1GURE 6.20 — Triangulation du raccord lisse de ’anse cylindrique.

Valeurs théoriques Domaine a anse
Carré Segment plane cylindrique
(Neumann) | (mixte) || brute | lisse | brute | lisse
Taille des matrices 7415 | 5082 | 5328 5384
Largeur de bande 96 30 66 66
Nombre d’itérations 10725 | 60384 | 941038 | 276540
Ao 0 0.00 | 0.00 0.00 0.00
A 2.47 2.33 | 2.35 2.44 2.43
A2 9.87 9.82 | 9.81 9.86 9.86
A3 9.87 9.87 | 9.87 9.86 9.86
A4 19.74 19.70 | 19.69 | 19.75 | 19.75
As 22.21 20.78 | 2094 | 2141 | 21.33
A6 39.48 38.97 | 38.96 | 39.25 | 39.25
A7 39.48 39.00 | 38.98 | 39.46 | 39.47
As 49.35 48.03 | 48.01 | 49.21 | 49.21
Ao 49.35 48.90 | 48.90 | 49.21 | 49.21

Les représentations suivantes illustrent quant a elles la convergence des fonctions propres
du domaine a anse cylindrique brute, pour une largeur d’anse double de celle considérée
ci-dessus, soit 0.06 (pour raison de lisibilité).
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FIGURE 6.21 — Premieres fonctions propres non triviales du domaine a anse fine cylindrique
brute, conditions de Neumann.
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FIGURE 6.22 — Zoom sur I’anse cylindrique pour les premiere, cinquieme et septieme fonc-
tions propres non triviales du domaine a anse cylindrique brute, conditions de Neumann.

6.5 Domaines optimaux

Les résultats obtenus a l’aide de l'algorithme décrit au chapitre 5 sont présentés dans
cette section. Quelques commentaires s’averent toutefois nécessaires en préambule, afin de
mettre en évidence la principale difficulté rencontrée ainsi que la maniere de la contourner.

Bien que des routines permettant le changement de topologie aient été élaborées, elles
n’ont jamais été mises & contribution par 1’algorithme de variation de bord (en particulier,
elles n’ont pas été mises a l'épreuve du debugging et il est donc possible quune certaine
quantité de bugs subsiste). Il n’est toutefois pas impossible que les routines de change-
ment de topologie développées soient utiles lors du traitement de valeurs propres d’ordres
plus élevés, voir de probléemes connexes. Un ajustement des différents parametres de la
procédure d’optimisation de forme (notamment le facteur de déplacement du bord relati-
vement a la dérivée de la fonction-cout) pourrait également permettre la modification de
la topologie du domaine.

Une variation naturelle de la topologie n’ayant pas été observée au cours de 'algorithme
(alors qu’il est connu que les domaines optimaux ont des topologies variables), il s’agit
donc de considérer des domaines initiaux aux topologies diverses, en particulier au niveau
du nombre de composantes connexes. Il est toutefois a noter que, particulierement en cas
de domaine non connexe, l'algorithme est confronté a la non-différentiabilité de valeurs
propres multiples, obstacle fondamental de la méthode utilisée (pour la multiplicité des
valeurs propres optimales sur les domaines non connexes, voir la preuve du théoreme 12
ci-dessous). Dans la pratique, cela se manifeste par une modification cyclique du bord (la
variation du bord cherchant tour a tour a optimiser 1'une ou 'autre des fonctions propres
correspondant a la multiplicité). Bien que ce phénomene n’ait finalement pas empéché 1’al-
gorithme d’approcher des domaines optimaux non connexes (notamment grace a I’adapta-
tion du facteur de déplacement du bord relativement a la dérivée de la fonction-cott), cela
a passablement ralenti le processus.

Citons encore le résultat suivant, qui permet de déterminer des domaines optimaux ayant
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plusieurs composantes connexes a partir des domaines optimaux précédents. Il nous servira
a vérifier les valeurs numériques correspondant a des domaines non connexes.

Théoréme 12 (Wolf-Keller)
Pour tout j € N\ {0}, notons A} la j¢ valeur propre optimale parmi les domaines de R™
et 05 un domaine associé, de volume 1. Supposons que, pour un certain k € N\ {0}, Qf
soit non connexe. Alors

\F n/2 _ : A\* n/2 AR n/2 )

(A%) 1<j£(1111—11)/2 (( ]) + ( k:—]) )
De plus, si i est un indice de 1 < j < (k —1)/2 vérifiant le minimum ci-dessus, alors il
existe un domaine 2}, associé vérifiant

N AR\ 2 F V2
Qr = (7) Q|11 (i—) Q.
k k

Preuve (tirée de [26])

Notons Qf = Q IT Qy, avec || et |Q3] non nuls, et u} une fonction propre associée.
Supposons sans nuire a la généralité que u; soit non identiquement nulle sur ;. Il s’agit
donc d’une fonction propre de €2y, disons A; = \;(€) (en cas de valeur propre multiple,
considérons ¢ maximal).

Alors on a i < k. En effet, sinon i = k et alors le domaine |Q;|7'/"Q; serait de vo-
lume 1 et de k¢ valeur propre | |>"\f < A%, ce qui contredit la minimalité de A.

En corollaire, on a Ap_;(€22) < Af. Mieux, on a méme A\z_;(€22) = A}, car sinon on pourrait
effectuer une réduction de € (complétée d’'un agrandissement de €y afin de conserver un
volume unitaire) de sorte a diminuer la k¢ valeur propre, ce qui contredit & nouveau la
minimalité de Aj.

On a donc montré que la valeur propre Aj a (au moins) une multiplicité correspondant
a et (au moins) une autre correspondant a o @ A\f = X\i(Q1) = A\p—i(Q2).

Mais A\;(Q1) = |7 X\f, car Q et [/ ont méme volume et A\i = A\;(€;) est mi-

n/2 * n/2
: X s ‘o X,
nimal. Ainsi, || = (A—i . Et on trouve de maniere symétrique || = < Y ) . Or,
k

on a ||+ Q] =92 =1, don
(/\ )n/2 (/\ )n/2 (/\* )n/2

Considérons encore, pour tout 1 < 7 < n — 1, le domaine de volume 1

*\N * n 1/n
&, (A7) /2 o | (ANi—j) /2 -
J (A*)n/2 \* n/2 (/\;f)n/2 + ()\Zij)n/z k—j
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Remarquons qu’on vient de montrer que A () = AL

Comme la j¢ valeur propre de sa premiére composante et la (k — j)¢ valeur propre de
sa deuxieme composante valent

*\ M * n 2/n
((A]) /2 + (An—j) /2) )

alors c’est aussi le cas de A\;(£2;). Autrement dit, on a
(A" = ()2 + (W)™

Or, comme \(€;) < A% et que A\ (Q:) = AL, alors l'indice ¢ vérifie le minimum de Ak (Q5)
et, réciproquement, tout indice minimisant A, (€2;) fournit un domaine €2; optimal.
U

6.5.1 Présentation générale des domaines optimaux

Ci-dessous sont regroupés les domaines et valeurs propres obtenus numériquement a ’aide
de I'algorithme d’optimisation de forme, résultats confortés par théoreme 12 par exemple.
Une illustration des fonctions propres associées ainsi que des commentaires concernant la
résolution numérique des différentes valeurs propres considérées et les résultats obtenus
seront donnés dans la section suivante.

L’ensemble des domaines présentés a été déterminé a partir de domaines initiaux consis-
tant en un ou deux carrés isométriques (selon le nombre de composantes connexes), dont
le bord est constitué de 40 noeuds. La plupart des calculs ont demandé entre 60 et 100
itérations de variation de bord, méme si quelques valeurs propres en ont nécessité davan-
tage. Pour chaque valeur, deux ou trois raffinements de bord ont été effectués a différents
moments de Ialgorithme (selon le nombre de composantes connexes), pour un nombre de
noeuds du bord avoisinant les 300. De plus, dans le but de garantir une certaine qualité
des valeurs propres correspondant aux domaines calculés, deux itérations de raffinement
supplémentaires ont été effectuées une fois le domaine optimal déterminé : la premiere sur
le domaine entier et la deuxieme autour du bord uniquement (pour une résolution finale
du bord avoisinant les 1000 nceuds).

A noter que 'algorithme d’optimisation de forme en lui-méme a été effectué en utilisant le
mass-lumping ; étant données les résolutions de triangulation considérées, les valeurs ainsi
déterminées constituent de bonnes estimations des valeurs propres des domaines présentés.
Toutefois, afin de calculer des bornes supérieures fiables aux valeurs propres des domaines
optimaux obtenus (et donc aux domaines optimaux exacts), le mass-lumping n’a pas été
employé lors des calculs finaux, effectués apres raffinement des triangulations. Sauf indi-
cation contraire, les valeurs propres affichées ci-dessous sont donc garanties supérieures
aux valeurs propres réelles.
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Les résultats obtenus s’averent tres satisfaisants, améliorant toutes les valeurs calculées
par Oudet ([35]) a partir de la sixieme et différant de moins d’un pourcent des valeurs
obtenues par Antunes-Freitas ([5]) et des valeurs théoriques connues. On peut toutefois
donner quelques pistes permettant d’augmenter tres facilement 'efficacité de ’algorithme
tel qu’utilisé ici. Premierement, on remarque en observant les domaines de pres un effet
d’escalier sur leur bord, ce qui doit immanquablement perturber la minimisation des valeurs
propres. Une procédure de lissage du bord constituerait donc un moyen facile de réduire
les valeurs propres. Deuxiemement, 'utilisation de mass-lumping pendant 1’optimisation
de forme, bien pratique pour accélérer les nombreuses résolutions de systemes linéaires au
cours de 'algorithme, n’a pas pour seul effet négatif de modifier les valeurs propres cal-
culées, mais également de perturber les fonctions propres associées et donc la déformation
du bord du domaine. Il serait donc intéressant de réediter ces expériences sans recourir
au mass-lumping, quitte a repartir des domaines obtenus au préalable avec ce procédé.
Finalement, I'algorithme d’optimisation est tres sensible a bon nombre de parametres et il
est indiscutable qu'un réglage fin permettrait d’améliorer ’optimisation.
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(a) Ay = 18.17 (b) Ay = 36.38

(c) A3 = 46.22 (d) Ay = 64.54

(g) A7 = 106.63 (h) As = 119.09

(i) Ao = 132.88 (j) Ao = 143.14

FIGURE 6.23 — Domaines optimaux déterminés numériquement et valeurs propres associées.
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6.5.2 Présentation détaillée des domaines optimaux
Premiere valeur propre

Pour A\, I'algorithme converge sans surprise vers le disque, dont la premiere valeur propre
théorique vaut 18.17 (voir section 6.1.2) et qui constitue le domaine optimal pour la
premiere valeur propre d’apres le théoreme 13 ci-dessous (dont la preuve est par exemple
donnée dans [15]).

FIGURE 6.24 — Domaine optimal pour \; = 18.17 (estimation & 18.17 avec mass-lumping).

Théoreme 13 (Faber-Krahn)
Le domaine de R™ de volume donné pour lequel la premiére valeur propre de Dirichlet est
mainimale est la boule.

Deuxiéme valeur propre

Pour )y, l'algorithme converge, a partir d’'un domaine initial constitué de deux composantes
connexes (deux carrés isométriques en l'occurrence), vers la réunion disjointe de deux
disques de méme rayon, dont les deux premieres valeurs propres théoriques valent 36.34
(conformément au théoreme 12 et a la section 6.1.2) et qui constitue le domaine optimal
pour la deuxieme valeur propre d’apres le théoreme 14 ci-dessous.
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o0 @0

a) A\; = 36.35 b) Ay = 36.38

FIGURE 6.25 — Domaine optimal pour Ay = 36.38 (estimation & 36.36 avec mass-lumping).

Notons que la convergence a partir d'une seule composante connexe n’a malheureusement
pas été observée lors des expérimentations. En effet, bien que ’algorithme semble se diriger
vers une séparation du domaine en deux composantes connexes circulaires, les parametres
utilisés n’ont pas permis d’y parvenir.

FIGURE 6.26 — Domaine obtenu a partir d'un carré, apres 160 itérations (Ay = 36.80 avec
mass-lumping).

Théoréme 14 (Krahn-Szegi)
Le domaine de R™ de volume donné pour lequel la deuziéeme valeur propre de Dirichlet est
minimale est la réunion disjointe de deux boules de méme rayon.

Preuve (tirée de [26])

Soit €2 un domaine de R™. Notons €2, et €2_ les domaines nodaux d'une deuxiéme fonction
propre uy. Alors les restrictions de ug a €2, et a €2 sont des fonctions propres de Dirichlet
de leurs domaines de définition. De plus, comme elles ne changent pas de signe, il s’agit
des premieres fonctions propres :

Mo(Q) = M () = M(Q). (6.1)
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Notons Q% et Q2% les boules de mémes volumes que €1, et €)_ respectivement. D’apres le

théoreme 13,

Considérons alors le domaine €2 défini comme la réunion disjointe de €27 et Q7 :

Q=Q.10Q".
Ainsi, comme Q est non connexe, \y(€) vérifie

6.1)

Ao(©) < masc{ A (), (@)} < max(A (@), (@)} 2 x(0),

ce qui montre que le domaine optimal pour Ay est la réunion disjointe de deux boules.
Mieux, ces boules ont méme rayon ; sinon, on pourrait effectuer une réduction de la plus
petite boule et un agrandissement de la plus grande de maniere a conserver l'aire globale
initiale et a diminuer As.

g

Troisieme valeur propre

Pour A3, l'algorithme converge vers le disque, dont la troisieme valeur propre théorique
vaut 46.12, ce qui va dans le méme sens que la conjecture actuelle (voir [25]).

(a) A = 18.18 (b) Ay = 46.10 (c) A3 = 46.22

FIGURE 6.27 — Domaine optimal pour A3 = 46.22 (estimation a 46.19 avec mass-lumping).

Quatrieme valeur propre

Pour )4, l'algorithme semble converger, a partir d’'un domaine initial constitué de deux
composantes connexes (deux carrés isométriques en 1'occurrence), vers la réunion disjointe
de deux disques dont les rayons sont en rapport (Ai/A3)'/? = 0.63, conformément au
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théoreme 12 et a la conjecture sur A3, pour une quatrieme valeur propre théorique associée
valant 64.29. La convergence est toutefois difficile et on peut regretter que le domaine
illustré reste relativement éloigné de la réunion de disques conjecturée.

a) A\ =25.34 b) Ao = 64.34
c) A3 = 64.42 d) Ay =64.54

FIGURE 6.28 — Domaine optimal pour A\, = 64.54 (estimation a 64.41 avec mass-lumping).

Notons également que la convergence a partir d’une seule composante connexe (a savoir
deux carrés isométriques) ne conduit qu’a un domaine connexe localement optimal, dont
la quatrieme valeur propre vaut 65.11 (calcul effectué avec mass-lumping).
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FIGURE 6.29 — Domaine localement optimal pour Ay = 65.11 (avec mass-lumping).

L’algorithme appliqué a la quatrieme valeur propre s’avere donc doublement décevant,
puisque peu satisfaisant a partir tant d’'un domaine connexe (dont le résultat est un domaine
localement optimal) que de deux composantes connexes (dont la convergence est poussive).

Cinquieme valeur propre

Pour \s, il est a noter que I'algorithme converge vers un domaine ne consistant pas en une
réunion de disques, au contraire des quatre précédents domaines obtenus.
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a) A; = 20.21 b) Ay =41.15 ¢) Az = 59.09
d) Ay = 78.67 e) A5 = 78.70

FIGURE 6.30 — Domaine optimal pour A5 = 78.70 (estimation a 78.63 avec mass-lumping).
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Sixieme valeur propre

a) A\; =19.71 b) Ay =47.49 c) A3 =47.55
d) Ay = 88.36 e) A5 = 88.49 f) A¢ = 88.78

FIGURE 6.31 — Domaine optimal pour A\s = 88.78 (estimation & 88.66 avec mass-lumping).

Septieme valeur propre

Lors de sa découverte, le domaine obtenu pour A; a constitué une surprise, puisqu’il est
différent du domaine avancé par Oudet ([35]), seule référence a ce moment-la. En effet, le
domaine illustré par ce dernier est constitué de deux composantes connexes et est associé a
la valeur Az = 107.47. Or, a partir d'un domaine non connexe (en 'occurrence deux carrés
isométriques), mon algorithme conduit (non sans mal d’ailleurs) au domaine ci-dessous,
bien différent de celui obtenu par Oudet et en désaccord avec le théoreme 12 (I'une des
composantes connexes ne correspondant a aucun domaine optimal précédent).
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FIGURE 6.32 — Domaine obtenu & partir de deux carrés, apres 60 itérations (A7 = 111.92
avec mass-lumping).

Il s’avere que ce domaine non connexe approche probablement un minimum local puisque,
a partir d'un domaine connexe (carré), I'algorithme conduit au résultat ci-dessous, en ac-
cord avec le théoréeme 12 (puisque connexe et de septieme valeur propre meilleure que le
candidat donné par le théoreme). De plus, comme la septieme valeur propre du domaine
obtenu est garantie inférieure a 106.63, on peut avancer que le domaine proposé par Oudet
n’est pas optimal pour A;.

Les récents calculs d’Antunes et Freitas ([5]) confirment la non-optimalité des domaines
non-connexes et en particulier de celui avancé par Oudet. La valeur propre qu’ils ont ob-
tenue s’avere d’ailleurs légerement meilleurs que la mienne et leur domaine sensiblement
différent (il possede en particulier moins de symétries).
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a) A\ = 20.85 b) Ay =47.12 c) A3 = b55.74
d) Ay =72.82 e) A\s = 106.00 f) X¢ = 106.61

(g) Ar = 106.63

FIGURE 6.33 — Domaine optimal pour A\; = 106.63 (estimation a 106.51 avec mass-
lumping).
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Huitieéme valeur propre

(a) Ay = 19.66 (b) Ay = 41.36 (c) As = 58.03

(d) Ay = 73.02 (e) A5 = 87.46 (f) Ag = 118.98

(g) A7 = 119.08 (h) As = 119.09

FIGURE 6.34 — Domaine optimal pour A\g = 119.09 (estimation a 118.89 avec mass-
lumping).
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Neuvieme valeur propre

a) A = 20.93 b) Ay = 43.66 (c) A3 = 57.60
d) Ay =80.17 e) A5 = 83.46 (f) g = 116.10
g) A7 = 132.73 h) As = 132.75 (i) Ao = 132.88

FIGURE 6.35 — Domaine optimal pour A9 = 132.88 (estimation & 132.63 avec mass-
lumping).
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Dixieme valeur propre

(a) Ay = 19.98 (b) Ay = 48.32 (c) A3 = 48.39

(d) Ay = 88.72 (e) A5 = 89.07 (f) A¢ = 89.31

() A7 = 142.33 (h) As = 142.87 (i) Ao = 142.99

() A1o = 143.14

FIGURE 6.36 — Domaine optimal pour A;y = 143.14 (estimation a 142.89 avec mass-
lumping).






Chapitre 7

Manuel d’utilisation

Les programmes présentés ici ont été écrits pour ce travail en Fortran 90. Ils utilisent
fréquemment la librairie LAPACK pour le calcul matriciel comme des produits et des
résolutions d’équations (voir [3] ou [34]). La librairie ARPACK est également employée pour
la résolution du probleme matriciel aux valeurs propres (voir [32] ou [34]). Ces deux librai-
ries doivent donc étre préalablement installées pour permettre I’exécution des programmes
y faisant appel. De maniere générale, la compilation et I'exécution des programmes est sim-
plifiée par la mise a disposition de fichiers makefile (notés mk puis le nom du programme
associé), mais les chemins d’acces doivent étre mis a jour pour correspondre a l’arbores-
cence de I'ordinateur employé.

Concernant la visualisation de triangulations et de résultats, il est a noter que les procédures
dites de wisualisation se contentent de convertir les fichiers de données obtenus sous une
forme reconnue par le logiciel AVS/FEzpress (© Advanced Visual Systems Inc.). La visua-
lisation a proprement parler se fait donc via ce logiciel (ou tout autre logiciel compa-
tible), méme s’il est tout a fait possible d’en employer un autre; dans ce cas, il s’agira
éventuellement d’adapter les routines pour convertir convenablement les fichiers de données.
Dans ce travail, le programme Paraview (©©) Sandia Corporation, Kitware Inc.) a finalement
été préféré a AVS/Express. 11 s’agit d'un logiciel open-source et multi-plateformes qui a
I’avantage d’étre particulierement simple d’acces en plus d’étre compatible avec les fichiers
de données de type AVS/Ezxpress.

L’arborescence, schématisée ci-dessous, débute par trois dossiers principaux, nommés gene-

ral, 2 et surfaces. Ils contiennent respectivement des procédures générales, les procédures
concernant les domaines du plan et celles concernant les domaines de surfaces.
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Maillage par macro-éléments &
traitement de triangulation
(maillage_et_co)

Résolution de probleme
aux valeurs propres
(laplace)
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Maillage par macro-éléments &
traitement de triangulation
(maillage_et_co)

Résolution de probleme
aux valeurs propres
(laplace)

Utilisation Exemples & Exemples & Utilisation
générale utilisation utilisation générale
(utiliser) générale Domaines Domaines générale (utiliser)
(exemples) du plan de surfaces (exemples)
(r2) (surfaces)

Maillage de Delaunay

(maillage_special)

Résolution de probléme de Poisson
(poisson)

Procédures générales
(general)

Calcul de la dérivée au bord
de fonction propre
(der_n_laplace)

Optimisation de forme
(opt_form)

Le dossier general contient quelques routines générales utilisées dans d’autres procédures
(notamment les plus récentes) et permettent essentiellement la lecture et 1'écriture de

données de fichiers types.

Le dossier r2 contient ’ensemble des progr

ammes concernant les domaines de R? :

Des procédures de maillage (maillage_et_co pour le mailleur par macro-éléments et les

traitements de triangulation, maillage_special pour le mailleur de Delaunay).

Des procédures pour la résolution du probleme aux valeurs propres (laplace).

Une série d’exemples de domaines maillés et résolus (exemples). Ce dernier dossier

contient en particulier, dans le sous-dossier wutiliser, une routine permettant a l'utili-
sateur de mailler un domaine (par macro-éléments), de traiter la triangulation obtenue
et de déterminer les solutions du probléeme aux valeurs propres associé sans avoir a trans-
porter les fichiers de données d’un dossier a un autre.

Une routine de résolution du probleme de Poisson (poisson), ayant servi de modele a la

résolution du probleme aux valeurs propres.

de Dirichlet donnée (der_n_laplace).

Des procédures calculant la dérivée normale au bord du domaine dune fonction propre
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— Des procédures d’optimisation de forme (opt_form,).

Le dossier surfaces contient quant a lui les programmes concernant les domaines de sur-
faces, généralisant ceux spécifiques aux domaines de R? :

— Le mailleur par macro-éléments et les traitements de triangulation (maillage_et_co).
— La résolution du probleme aux valeurs propres (laplace).

— Une série d’exemples (ezemples), complétée d’une procédure de maillage (par macro-
éléments), de traitements de triangulation et de résolution du probleme aux valeurs
propres combinés (utiliser).

Il est a noter que ces procédures, spécifiques aux domaines de surfaces, permettent natu-
rellement la prise en compte de domaines de R?, modulo de légeres modifications au niveau
des fichiers de données (indication de la métrique triviale par exemple).

De nombreux exemples de fichiers de données (ainsi que quelques procédures de définition,
par exemple de domaines ou de métriques) accompagnent les programmes, permettant a
I'utilisateur de s’en servir comme modeles. De plus, chaque programme détaille lesquels sont
des fichiers nécessaires a 1’exécution (a fournir par l'utilisateur, tels les fichiers de définition
de domaine) et lesquels sont créés par les procédures, comme fichiers de résultats finaux
(comme celui de résultats du probleme aux valeurs propres) ou intermédiaires (comme le
fichier des nceuds du bord du domaine). A noter que les fichiers .f90 ont été écrits a 'aide
du logiciel Xcode, version 2.4.1 ((©Apple Inc.). La mise en page est donc optimale lorsque
les fichiers sont ouverts avec ce logiciel, alors qu’elle peut différer quelque peu sinon, no-
tamment au niveau de l’alignement.

Chaque fichier de procédures contient de nombreuses explications concernant tant son
utilisation que ses mécanismes. De maniere générale, chaque fichier débute par un titre et
une breve explication de ses fonctions. Les librairies utilisées sont listées, de méme que les
procédures externes et internes au fichier. Les parametres et les fichiers de données d’entrée
et de sortie des procédures sont également expliqués en amont. Vient ensuite, pour chaque
procédure, la déclaration des données, a commencer par les parametres d’entrée et de sortie,
suivie d'une breve explication de chacune d’elles. Vient ensuite la procédure en elle-méme,
précédant ses éventuelles sous-routines (lorsqu’elles sont spécifiques a la procédure en ques-
tion).

Un parametre en particulier est récurrent dans la plupart des procédures et détermine
la quantité d’informations retournées a l'utlisateur a mesure de I’avancement des calculs :
le parametre pdebug. Selon le niveau d’informations choisi, le terminal affiche la procédure
en cours d’exécution, le nom des fichiers crées et/ou la valeur de certains parametres clefs
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(comme le nombre de noeuds crées lors d'un maillage). Le parametre pdebug est a modifier
par l'utilisateur, si besoin, au début de chaque routine. Il accepte généralement les valeurs 0
(aucune information donnée), 1 (information partielle contenant le nom des fichiers créés),
2 (information complete, avec affichage des principaux résultats) et —9 (valeur spéciale, a
utiliser essentiellement a des fins de debugging avancé, permettant ’affichage de nombreux
résultats, telle la liste des nceuds créés). Les différentes valeurs acceptées sont indiquées
au début de chaque routine. A noter qu’il est évidemment possible pour 'utilisateur de
redéfinir les informations a afficher notamment lorsque pdebug vaut —9.

7.1 Procédures générales

(... /general)

Ces routines utilitaires ont été créées dans le but de remplacer certaines procédures répétées
fréquemment dans les autres programmes et effectuées sinon manuellement, telles la lecture
et I'écriture de fichiers types (comme les fichiers de nceuds ou d’éléments). Cela permet
ainsi de remplacer plusieurs lignes de code par un simple appel de procédure, avec un risque
d’erreur réduit. Cela facilite de plus une éventuelle modification future de la structure des
fichiers types, en garantissant la compatibilité de tous les programmes modulo une simple
mise a jour de quelques procédures générales de lecture et d’écriture de fichiers types.

Le second objectif, 1ié a ce probleme de compatibilité, est I’homogénéisation des fichiers
types pour les domaines de R? et de surfaces. En effet, les fichiers tels qu’utilisés ne sont
pas compatibles selon qu’ils correspondent & un domaine de R? ou & une surface. Par
exemple, on ne peut pas lire un fichier de définition d'un domaine de R? avec les procédures
spécifiques aux surfaces. Il est également souhaitable d’autoriser les commentaires (notam-
ment en début de fichier), ce qui n’est pas systématiquement le cas avec les structures
originales des fichiers types utilisés.

Des procédures générales ont ainsi été créées et regroupées ici. De plus, afin de répondre
au deuxieme objectif fixé, une modification de la structure de certains types de fichier a
été effectuée. Toutefois, ces procédures générales ayant été introduites tardivement dans
le développement des programmes, elles ne sont utilisées que ponctuellement et la struc-
ture originale des fichiers a été conservée. Aussi, quelques procédures provisoires ont été
créées afin de gérer les fichiers types d’origine. Dans une perspective de développement des
programmes élaborés dans le cadre de ce travail, il parait toutefois clair qu’une utilisation
généralisée des nouvelles procédures et structures de fichier serait préférable.

La structure des fichiers des données est détaillée avant chaque procédure y faisant appel,
accompagnée de remarques utiles sur les données associées et leur utilisation. La routine
test_general.f90 a pour but de tester les procédures générales, données dans le fichier ge-
neral.f90. Les procédures générales concernent :
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— Le test de parametre de longueur de tableau (qui doit étre positif, afin d’éviter des
probléemes de débordement par exemple).

— L’effacement de fichier (éventuellement avec écriture d’une ligne de texte, pouvant par
exemple tenir le role de fichier de données trivial avec un zéro pour unique contenu).

— La lecture des commentaires en début de fichier.

— La lecture, I'écriture et la copie des fichiers de domaine (indépendamment pour R? et
pour les surfaces), de nceuds (idem), d’éléments, de classes d’équivalence des noeuds, de
conditions au bord, de noeuds sur face courbe, de bord, de domaine de raffinement, de pa-
rametres de probleme aux valeurs propres, de fichiers pour la visualisation et de résultats
de probléme aux valeurs propres (indépendamment pour R? et pour les surfaces). Des
procédures provisoires concernant les fichiers de domaine, de classes d’équivalence des
noeuds et de résultats de probleme aux valeurs propres sont également proposées.

7.2 DMaillage par macro-éléments et traitements de
triangulation

(.../r2/maillage_et_co et ... /surfaces/maillage_et_co)

Les routines de maillage par macro-éléments, complétées de routines d’assemblage de trian-
gulations, de renumérotation des nceuds, de raffinement de triangulation et de préparation
a la visualisation, ont été rassemblées dans le fichier compact.f90. Le fichier use_compact.f90
consiste en un programme d’utilisation des procédures de compact.f90, avec une interface
utilisateur complete. Elle permet I'exécution des différentes étapes de maillage une a une
ou en différents blocs, selon le choix de I'utilisateur. Cette décision est transmise au pro-
gramme soit via les données prédéfinies de la procédure optexec2 du fichier optezxec.f90 (si
le parametre typeezec de la procédure opterecl vaut 0), soit de maniere interactive au fur
et & mesure de I'avancée du programme (si typeexec vaut 1).

Les différentes possibilités offertes a 'utilisateur sont schématisées ci-dessous. 1l s’agit es-
sentiellement de choisir si un fichier de domaine doit étre créé a partir de procédures de
définition de domaine (defdom1 et defdom?2 de defdom.f90), si le maillage & proprement par-
ler, un assemblage de triangulations, une renumérotation, un raffinement et un calcul de la
largeur de bande des futures matrices doivent étre effectués et si un fichier de visualisation
doit étre créé.
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Préparer la visualisation

. i ine?
Renuméroter Oui  du domaine?

les noeuds
du domaine?
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bande des matrices?
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Tout exécuter
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ni assemblage)? Raffiner la

triangulation?
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partir d'une procédure?
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du domaine?
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Construire le fichier de conditions au bord du domaine?
Calculer la future largeur de bande des matrices?
Non  Préparer la visualisation du domaine?

Un fichier domraff.f90 contenant la routine domraff définissant le domaine a raffiner doit
également étre joint, de méme que, dans le cas d’'un domaine de surface, un fichier fct-
colle.f90 contenant la routine fctcolle définissant les fonctions de recollement des différentes
cartes. Finalement, pour visualiser la triangulation directement sur une surface de R? (et
non via des paramétrisations locales), un fichier param.f90 contenant une routine param
définissant I'image dans R? des points des différentes paramétrisations doit étre donné.

7.2.1 Définition du domaine

Un domaine a mailler par macro-éléments peut étre donné de deux manieres différentes :
par des procédures (voir defdom.f90) ou par un fichier de données. La maniere procédurale
est avantageuse dans le cas de domaines symétriques ou, au contraire, relativement com-
plexes. C’est notamment le cas lorsque certaines faces sont courbes, puisqu’il suffit de
donner un algorithme de calcul des neeuds sur face courbe (alors que le fichier de données
correspondant doit comprendre tous les nceuds sur face courbe).

La procédure dom permet le passage d'une définition procédurale du domaine au fichier de
données correspondant (les procédures de maillage développées n’acceptant une définition
du domaine que via un fichier de données). A noter que trois procédures de définition du
domaine sont nécessaires pour la routine dom :

— La premiere, defdom1, détermine le nombre de macro-éléments du domaine (permettant
ainsi au programme d’allouer la mémoire nécessaire aux autres données).

— La deuxieme, defdom?2, retourne les types de macro-éléments en présence, les coordonnées
des sommets, les conditions au bord, le nombre de mailles et, dans le cas de macro-
éléments a face courbe, le domaine de définition des courbes. Dans le cas de domaines
de surfaces, la procédure retourne également les fonctions d’identification des faces des
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macro-éléments, le nombre de cartes utilisées ainsi que, pour chaque macro-élément, la
carte correspondante.

— Les courbes en elles-mémes sont données par la derniere procédure de définition du
domaine, nommée fgamma et opérant comme une fonction retournant les coordonnées
d’un point d’une face courbe (a partir de la valeur de la variable associée).

7.2.2 Maillage par macro-éléments

La procédure de maillage a proprement parler, nommée maill, est notamment constituée
de sous-procédures de lecture du fichier de domaine (lec), de création des nceuds (noeud),
des éléments (elem) et des classes d’équivalence (class) lorsqu’il s’agit d’'un domaine de
surface. La procédure nécessite un parametre de résolution du maillage res : deux points
dont la distance est plus petite que res seront considérés égaux. Il s’agit donc de choisir ce
parametre raisonnablement pour ne pas risquer de créer de noeuds dédoublés, ni, a 1’op-
posé, d’identifier des noeuds réellement distincts !

A noter que les routines lec et noeud pour les domaines du plan acceptent des pseudo
macro-éléments de type segments (éventuellement courbes), afin de pouvoir étre réutilisées
par les procédures de maillage de Delaunay (qui ne nécessitent que la définition du bord
du domaine). Remarquons pour finir que la procédure engendre un fichier de donnée conte-
nant la liste des nceuds sur face courbe et les valeurs des variables associées. Bien que ces
données ne soient pas nécessaires au maillage du domaine en soi, elles pourraient étre utiles
lors d’un éventuel futur raffinement de la triangulation.

7.2.3 Fichier de conditions au bord

La routine bcond se charge de lister dans un fichier les nceuds soumis a des conditions au
bord de Dirichlet et la valeur de ces dernieres. Ce fichier est dispensable pour le probleme
aux valeurs propres, puisque les conditions considérées sont homogenes. Le fichier de condi-
tions au bord est en fait un vestige du probleme ayant servi de modele pour la résolution
du probleme aux valeurs propres, a savoir le probleme de Poisson. Pour ce dernier, les
conditions au bord étaient données par la fonction fctbord et lues par la procédure becond
pour la création d’un fichier de données contenant les noeuds du bord et les valeurs des
conditions au bord associées.

Notons qu’une routine semblable a bcond se trouve dans la procédure de renumérotation
renum (cond).

7.2.4 Assemblage de triangulations

La routine assemblage permet d’assembler les triangulations de deux parties d’intérieurs
disjoints d’'un domaine. Il peut en effet s’avérer utile d’assembler plusieurs triangulations
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apres les avoir traitées indépendamment les unes des autres, par exemple dans le cas de
parties maillées plus finement que d’autres ou lorsqu’on souhaite que la numérotation des
noeuds dépende de la partie du domaine dans lesquels ils se trouvent. Il peut également
étre avantageux de mailler une partie du domaine seulement, puis de définir le reste de la
triangulation comme image de la premiere, par exemple par symétrie, avant d’assembler
les différentes parties obtenues.

Préalablement a 'assemblage de deux triangulations, I'utilisateur doit s’assurer qu’elles
soient compatibles, c’est-a-dire que la triangulation obtenue par identification des noeuds
communs (i.e. ayant les mémes coordonnées et situés dans la méme carte) soit effectivement
une triangulation, au sens de la section 2.3.3. L’assemblage de triangulations multiples se
fait itérativement, en assemblant progressivement chaque sous-triangulations deux a deux.

A noter que les conditions au bord sont mises a jour par la procédure d’assemblage. En
particulier, les conditions sur des parties se retrouvant a l'intérieur de la triangulation
obtenue apres assemblage sont ignorées.

7.2.5 Renumérotation

La procédure renum renumérote les noeuds dans le but de réduire la future largeur de bande
des matrices. L’algorithme de renumérotation débute par le nceud donné par le parametre
pprem s’il est cohérent ; dans le cas contraire, I'algorithme démarre avec le premier nceud
du bord s'il existe, le premier du domaine sinon. La numérotation la plus avantageuse est
sauvée a la place des fichiers originaux et l'autre dans des fichiers de copie (si les fichiers
proposés par l'utilisateur sont différents). Dans le cas ou les largeurs de bande pour les
deux numérotations sont égales, le parametre pbest détermine laquelle des numérotations
est retenue.

Parmi les sous-procédures de renum, notons calcullda qui permet le calcul des futures
largeurs de bande des matrices et qui peut étre utilisée indépendamment de la procédure
de renumérotation. De plus, la routine cond est tirée de la procédure bcond d’écriture des
noeuds du bord sous condition de Dirichlet.

7.2.6 Raffinement

La procédure de raffinement raff permet de raffiner la triangulation d’'un domaine soit
globalement, soit localement autour d’'un domaine de raffinement. Ce sous-domaine peut
étre donné de plusieurs manieres différentes, en fonction de la valeur du parametre mo-
dedom : soit directement dans un fichier de données contenant les nceuds du domaine de
raffinement, soit via une procédure déterminant ces nceuds. Dans le cas de raffinements
successifs, on propose également a l'utilisateur de donner le domaine via une procédure
lors de la premiere itération, puis d’utiliser un fichier de données mis a jour a chaque étape
en fonction du raffinement et du domaine de raffinement précédent lors des itérations sui-
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vantes. Cette derniere option a I’avantage d’éviter une réduction malheureuse de la rondeur
des triangles lors de raffinements successifs ; en contrepartie, le domaine de raffinement ob-
tenu peut différer légerement du domaine théorique, qui sera reproduit plus fidelement via
une procédure de définition a chaque itérations.

La sélection des noeuds du domaine de raffinement est effectuée dans le fichier domraff.f90,
via la procédure domraff. Selon la valeur du parametre modedom et 'itération de raffine-
ment en cours, cette procédure renvoie soit directement a la lecture d’un fichier de données
contenant les nceuds du domaine de raffinement, soit a la procédure dsdom de domraff.f90,
fournie par 'utilisateur et qui doit indiquer, pour tout nceud donné, s’il appartient ou non
au domaine de raffinement.

Le parametre es détermine si la nouvelle triangulation est sauvée dans les fichiers ini-
tiaux (la triangulation initiale étant alors sauvée dans des fichiers de copies) ou dans de
nouveaux fichiers. La procédure raff laisse le choix a I'utilisateur, via le parametre courbd,
de prendre en compte la courbure du domaine (i.e. les courbes éventuelles définissant les
macro-éléments) afin d’épouser parfaitement le bord du domaine théorique initial. Dans
le cas ou l'utilisateur ne souhaite pas en tenir compte, deux options s’offrent encore a lui
(toujours via courb) quant a la mise a jour du fichier contenant les noeuds sur face courbe :
soit il peut effacer le fichier (i.e. remplacer son contenu par un 0), soit le programme met
a jour le fichier en supposant que le raffinement n’a pas créé de nouveau noceud sur une
face courbe. Cette derniere option ne peut donc étre employée que dans des situations bien
particulieres, lorsque l'utilisateur est stur qu’il ne va pas corrompre ces données. A noter
que ce fichier n’est utilisé que pour le raffinement de triangulation (sachant toutefois que
le maillage d’un domaine par la méthode de Delaunay peut nécessiter un raffinement).

Les différentes étapes du raffinement d’un domaine telles que présentées a la section 3.2.2
constituent des sous-procédures de raff. Il s’agit de la détermination des éléments a couper
en 4 (defel}), des noeuds adhérant a ces éléments (defnoadhdom) et des éléments a casser
en 2 (defel2), puis de la découpe des éléments sélectionnés (casse et casse?).

7.2.7 Fichier de visualisation

La routine visu compile les données de plusieurs fichiers concernant la triangulation et (en
option) les résultats du probléme aux valeurs propres en un fichier de données utilisable
par le logiciel AVS/Express (ou compatibles, comme Paraview). Le nombre de fonctions
propres a illustrer est indiqué par le parametre nbfcts; les fonctions a illustrer le sont via
listfcts, contenant les numéros desdites fonctions. Finalement, deux parametres déterminent
le mode de visualisation des domaines (un seul pour les domaines de R?). Le parametre
modev2d détermine le mode de visualisation désiré pour les domaines plans (et les cartes),
i.e. 'espace dans lequel on les plonge, & savoir dans R? ou dans R?. Le paramétre modev
détermine quant a lui ce qui doit étre visualisé dans le cas de domaines de surfaces, a savoir
le domaine de la surface lui-méme ou les domaines correspondants dans I’atlas.
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7.3 Maillage de Delaunay
(... /r2/maillage_special)

La procédure de maillage de Delaunay présentée ici concerne uniquement des domaines
de R? de conditions au bord homogenes (éventuellement mixtes). Bien qu’absent ici, un
tel maillage pour des domaines de surface est toutefois essentiellement semblable, puisqu’il
s’agit de mailler les sous-domaines correspondant aux différentes paramétrisations locales
des coques partitionnant le domaine.

La procédure principale se trouve dans le fichier use_maillspe.f90 et fait appel aux rou-
tines spécifiques au maillage de Delaunay du fichier maillagespe.f90, en plus de certaines
procédures de maillage par macro-éléments et de préparation a la visualisation de com-
pact.f90 (dom, lec, noeud, findnn, bcond, visu). Les routines de defdom.f90 (définition du
domaine) et de domraff.f90 (inutilisées mais indispensable a I'exécution de compact.f90),
déja utilisées pour le maillage par macro-éléments, sont également demandées par la rou-
tine principale.

La structure de la procédure de maillage de Delaunay suit essentiellement la chronolo-
gie de l'algorithme de maillage de Delaunay présentée a la section 3.3 et débute par la
définition du domaine a mailler. Comme pour le maillage par macro-éléments, il est donné
de maniere procédurale via le fichier defdom.f90. Une définition via un fichier de donnée est
également envisageable mais n’a été retenu qu’en tant que moyen de tester des domaines
simples (bord homéomorphe & S!'), la solution donnée par la routine bordauto (bord du
domaine donné par la liste de ses nceuds successifs) se révelant peu satisfaisante en général.

Les procédures de définition du domaine a mailler de defdom.f90 conservent la structure
utilisée pour le maillage par macro-éléments, permettant la définition de macro-éléments
(de types triangulaires et rectangulaires, éventuellement courbes) et de pseudo macro-
éléments linéaires (éventuellement courbes). Ainsi, 'utilisateur a le choix d’utiliser des
macro-éléments lorsqu’il souhaite définir lui-méme la structure interne de la triangulation
et des pseudo macro-éléments définissant le bord de son domaine lorsque la structure interne
lui importe peu ou qu’il ne peut la donner. La routine detmaill, déterminant la méthode
de maillage a employer, a savoir par macro-éléments ou par Delaunay, précede d’ailleurs le
maillage a proprement parler. La méthode dépend en effet de la maniere dont le domaine
a mailler est donné : s’il est donné uniquement par des macro-éléments, il serait inutile
de mailler le domaine avec une méthode de Delaunay, au contraire d’'un domaine donné
par les segments constituant son bord qui ne peut étre traité qu’avec une telle méthode.
A noter toutefois que, ici, la méthode de maillage est forcée pour adopter I'approche de
Delaunay. Il va toutefois de soi qu'un développement naturel de ces procédures de maillage
passerait par une prise en compte des deux possibilités de maillage de domaine, via une
fusion des procédures de compact.f90 et de maillspe.f90.
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La routine constrdata est chargée de créer les fichiers de données a partir du fichier de
définition du domaine. Il s’inspire en partie de la routine maill de compact.f90 et fait
d’ailleurs appel a la sous-routine moeud. Il emploie sa propre sous-routine cbord pour
I’écriture du bord du domaine, avant d’effectuer un test de bonne définition de ce der-
nier via testbord. Cette procédure vérifie que toutes les composantes connexes du bord
déterminent des courbes fermées.

Le maillage de Delaunay a proprement parler commence avec la routine compdom, chargée
de déterminer les nceuds internes au domaine. Cela se fait en deux temps, comme décrit
a la section 3.3, a savoir I’ajout des noeuds d’une petite grille recouvrant le domaine puis
la sélection des nceuds se trouvant a l'intérieur du domaine (suffisamment loin des noeuds
du bord du domaine). La partie cruciale de la routine est la détermination de la taille
des mailles et la largeur de la frontiere du domaine, c’est-a-dire la bande le long du bord
du domaine a l'intérieur de laquelle aucun nouveau nceud ne sera inséré. J’ai choisi pour
le premier parametre le maximum des longueurs des segments du bord du domaine (d’ou
I'importance d’avoir des segments presque isométriques). Quant au second parametre, il
s’agit d'une fraction du premier; j’ai par exemple utilisé le rapport 0.8.

La routine boite crée ensuite la boite nécessaire au maillage de Delaunay ainsi que sa
triangulation. Les coordonnées des noeuds définissant la boite sont déterminés en fonction
de la valeur maximale b des valeurs absolues des coordonnées des nceuds du domaine : il
s’agit de (—b, —b), (b,—b), (b,b) et (—b,b). Pour faciliter la suppression future de la boite,
le parametre b est renvoyé en sortie de routine.

Vient ensuite l'insertion un a un des noeuds du domaines a la triangulation, effectuée
grace a la routine maillboite. Le maillage obtenu est appelé maillage-boite : les noeuds du
bord du domaine ainsi que les noeuds internes appartiennent a la triangulation, mais le
bord du domaine n’est pas forcément respecté. De plus, quatre nceuds supplémentaires
appartiennent a la triangulation : les sommets de la boite.

Il s’agit a présent de tester le respect du bord du domaine et de modifier le maillage-
boite en conséquence, de supprimer les nceuds définissant la boite ainsi que les éléments
superflus. Ces actions sont effectuées successivement par les routines correctbord, suppboite
et suppext. Il est a noter au sujet de la routine correctbord que des raffinements de trian-
gulation peuvent étre nécessaires pour corriger une triangulation ne respectant pas le bord
du domaine (insertion de nouveaux nceuds sur des segments du bord). Ainsi, au méme
titre que lors d’un raffinement de triangulation classique tel qu’effectué par la routine raff,
il s’agit pour 'utilisateur de décider de la prise en compte du parametre courb pour que
le raffinement épouse au mieux le bord théorique du domaine. Hors expérimentation, le
parametre opt doit étre réglé sur la valeur 1; en sortie de routine, il indique le nombre
d’itérations de correction du bord nécessaire. Finalement, le parametre eps, représentant
une valeur considérée nulle et donné comme parametre d’entrée a la routine correctbord
par use_maillspe.f90, doit étre calibré soigneusement.
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Derniere étape du maillage de Delaunay, I’écriture des conditions au bord sur les éléments
ne se fait pas simultanément au maillage a proprement parler, mais en fin d’algorithme via
la routine bcondel par comparaison avec les conditions au bord données initialement par
le fichier de définition du domaine et reportées dans les fichiers de données concernant le
bord du domaine.

7.4 Résolution du probleme de Poisson

(.../r2/poisson)

Une routine de resolution du probleme de Poisson est brievement présentée ici, bien que ce
probleme n’ait pas bénéficié de description théorique dans ce travail. Sa modélisation est
tres proche de celle du probleme aux valeurs propres (et d’ailleurs plus simple).

L’utilisateur de la routine du fichier poisson.f90 est invité a fournir une triangulation du
domaine, c’est-a-dire des fichiers de nceuds, d’éléments et de conditions au bord. De plus, la
fonction source (du fichier poisson.f90) détermine la valeur du second membre de I’équation
en un point donné; il incombe donc a l'utilisateur de définir cette fonction pour qu’elle
corresponde au probleme de Poisson considéré. Les résultats du programme sont sauvés
dans le fichier pot.dat, qui liste les coordonnées des nceuds de la triangulation et les valeurs
de la solution en chacun de ces points.

7.5 Résolution du probleme aux valeurs propres
(.../r2/laplace et ... /surfaces/laplace)

Les procédures de résolution du probleme aux valeurs propres sont principalement ras-
semblées dans le fichier laplace.f90, constitué de la routine laplace et de ses sous-routines.
Une procédure supplémentaire, nommée t3shap, est également requise et se trouve dans le
fichier fekform.f. Ce fichier rassemble une collection de procédures retournant différentes
données sur les fonctions formes (comme les valeurs de ces fonctions ou de leurs dérivées en
un point) pour différents types d’éléments finis. Finalement, un fichier metrique.f90 conte-
nant la routine metr et retournant diverses données sur la métrique de la surface (inverse
de la métrique et racine de son déterminant en un point) est nécessaire a ’exécution de
laplace. A noter que, alors que cette routine est obligatoire pour les surfaces, elle est op-
tionnelle pour les domaines de R? (voir le parametre metrique de la sous-routine ematr).
Aussi, la procédure pour les domaines du plan permet en réalité de résoudre des problemes
aux valeurs propres sur des domaines de coque, c’est-a-dire sur des domaines de surface
paramétrés via une seule carte.
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Le fichier use laplace.f90 permet 1'utilisation de laplace, par appel a la procédure apres
définition de ses parametres d’entrée :

— Les noms des fichiers contenant la triangulation du domaine (i.e. les fichiers de noeuds,
d’éléments et de conditions au bord, ainsi que ceux des classes d’équivalence dans le cas
d’un domaine de surface).

— Le nom du fichier contenant les parametres concernant le probleme matriciel aux valeurs
propres et l'utilisation de la librairie ARPACK (essentiellement le nombre de valeurs
recherchées et le nombre maximal d’itérations).

— Le nom du fichier de sauvegarde des résultats de la procédure.

— Le parametre masslumping, définissant si le procédé de mass-lumping sera utilisé pour
la construction des matrices du probleme.

La structure de la routine laplace est résumée ci-dessous; elle sera détaillée plus bas.

Lecture et définition des parametres, initialisations.

Détermination de la correspondance entre nceuds et équations (routine veccli).
Détermination des largeurs de bandes des matrices (routine strmat).
Construction des matrices (routine rigidmass).

Décomposition de Cholesky de la matrice de masse (routine choles).

A

Résolution du probléme matriciel aux valeurs propres (routine solve), a savoir :

(a) Algorithme itératif de Lanczos (routine resopup), constitué essentiellement du
reverse communication loop (routine dsbandl) et du calcul de la norme résiduelle
pour le critere d’arrét.

(b) Ecriture des solutions.
7. Normalisation des solutions.

8. Sauvegarde des résultats.

Apres définition des parametres liés a I'utilisation de la librairie ARPACK et lecture des
données du probleme (domaine et parametres du probleme aux valeurs propres), la rou-
tine laplace détermine, via la routine veccli, la correspondance entre nceuds du domaine et
équations linéaires générées. Autrement dit, elle détermine les noeuds du domaine engen-
drant, via les fonctions formes correspondantes, des équations linéaires et les numérote. La
routine strmat détermine ensuite la structure des futures matrices du probleme en calculant
leur largeur de bande, avant que les matrices soient construites par intégration numérique,
via la routine rigidmass. 1l est a noter a ce propos que la sous-routine ematr de construction
des matrices élémentaires appelle la routine t3shap du fichier fekform.f ainsi que, dans le
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cas d'un domaine de surface, la routine metr du fichier metrique.f90.

Le probleme matriciel aux valeurs propres généralisé est ainsi entierement modélisé. Tou-
tefois, la routine laplace n’emploie pas directement la librairie ARPACK pour résoudre
le probleme généralisé, mais transite par un probleme matriciel aux valeurs propre usuel,
comme détaillé a la section 3.5, en utilisant notamment une décomposition de Cholesky
de la matrice de masse (via la routine choles, qui consiste essentiellement en un appel de
la routine dpbtrf de la librairie LAPACK). La routine solve délegue ensuite la résolution
du probleme aux valeurs propres usuel a proprement parler a la sous-routine resopuvp, puis
transforme successivement les solutions obtenues en solutions du probleme généralisé (grace
a la routine dtbtrs de la librairie LAPACK), puis en solutions du probléme initial, en tenant
compte de la numérotation initiale de tous les noeuds du domaine.

La routine resopvp utilise ARPACK et sa structure est inspirée des exemples fournis par les
concepteurs de la librairie. Il en est de méme de la sous-routine dsband! (version modifiée de
la routine ARPACK nommée dsband), chargée spécifiquement du reverse communication
loop (pour plus de détails sur les routines ARPACK, voir [32]). Ces deux routines em-
ploient en particulier la procédure prodsym de multiplication d’un vecteur par la matrice
du probleme. En plus d’utiliser dsbandl1, la routine resopvp calcule une norme résiduelle,
qui est utilisée comme critere d’arrét par dsbandl.

Une fois la résolution terminée, laplace effectue encore une normalisation des solutions
via normsol (norme L? ou H' sur le domaine) avant de sauvegarder les résultats complets
de la procédure dans un fichier dédié. Notons finalement que la routine normsol appelle
la routine t3shap du fichier fekform.f ainsi que, dans le cas d’'un domaine de surface, la
routine metr du fichier metrique.f90.

7.6 Procédures d’utilisation générale
(.../r2/exemples/utiliser et ... /surfaces/exemples/utiliser)

Une routine a été créée spécialement pour l'utilisation des procédures de maillage par
macro-éléments (complétées des routines d’assemblage de triangulations, de renumérotation
des noeuds, de raffinement de triangulation et de préparation a la visualisation) et/ou de
résolution du probleme aux valeurs propres, permettant a I'utilisateur de créer des exemples
complets depuis un seul endroit et a partir des fichiers types de son choix. Il s’agit en quelque
sorte d'une généralisation de la procédure de use_compact.f90 d’utilisation de compact.f90,
permettant également 1'utilisation de laplace.f90.

Le fichier principal, intitulé main.f90, consiste en un programme d’utilisation des procédures
de compact.f90 et de laplace.f90, avec une interface utilisateur complete. Elle permet
I'exécution des différentes étapes du traitement d'un exemple indépendamment les unes
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des autres ou en différents blocs, selon le choix de 'utilisateur. En particulier, il est pos-
sible de mailler un domaine sans résoudre le probleme aux valeurs propres associé ou, au
contraire, d’effectuer la résolution a partir d’'un domaine déja maillé. Cette décision est
transmise au programme soit via les données prédéfinies de la procédure optexec2 du fi-
chier opterec.f90 (si le parametre typeezec de la procédure opterec! vaut 0), soit de maniere
interactive au fur et & mesure de 'avancée du programme (si typeezec vaut 1).

Les différentes possibilités offertes a 'utilisateur sont schématisées ci-dessous. Il s’agit es-
sentiellement de choisir si un fichier de domaine doit étre créé a partir de procédures de
définition de domaine (defdoml et defdom?2 de defdom.f90), si le maillage a proprement
parler, un assemblage de triangulations, une renumérotation, un raffinement, le calcul des
largeurs de bande des futures matrices et une résolution du probleme aux valeurs propres
doivent. étre effectnés et si n fichier de visnalisation doit étre créé.

Tout (sans raffinement de la triangulation ni
assemblage de triangulations)

Maillage et préparation a la
visualisation de la triangulation

(sans raffinement de la triangulation
ni assemblage de triangulations)

Assemblage de triangulations et
préparation a la visualisation de la
triangulation

Résoudre le probleme
aux valeurs propres?
Oui  Préparer la visualisation?

Raffinement de la triangulation et
préparation a la visualisation de la
triangulation

Renuméroter
les noeuds
du domaine?

Calculer la future largeur
de bande des matrices?
Résoudre le probleme
aux valeurs propres?
Non  Préparer la visualisation?

Résolution de probléme aux valeurs propres
et visualisation compléte Raffiner la
Qui triangulation?

Préparation a la visualisation du domaine

Résoudre le probleme
aux valeurs propres?
Non  Préparer la visualisation?

Préparation a la visualisation complete

Définir le domaine a
partir d'une procédure?

Que faire?

Résoudre le probleme

Mailler le domaine? Renuméroter
Assembler des les noeuds ~ auxvaleurs propres?
Par étapes triangulations? du domaine? J Oui _ Préparer la visualisation?
Renuméroter
W les noeuds Calculer la future largeur
du domaine? de bande des matrices?

Résoudre le probleme
aux valeurs propres?
Non Préparer la visualisation?

Raffiner la
triangulation?

Non
Construire le fichier de conditions au bord du domaine?
Calculer la future largeur de bande des matrices?
Résoudre le probléme aux valeurs propres?

Non  Préparer la visualisation?

Outre un fichier contenant les parameétres concernant le probleme matriciel aux valeurs
propres et 'utilisation de la libraire ARPACK, un fichier domraff.f90 contenant la routine
domraff et définissant le domaine a raffiner doit également étre joint. Il en est de méme,
dans le cas d'un domaine de surface, des fichiers fctcolle.f90 et metrique.f90, contenant
respectivement les routines fctcolle et metr, définissant les fonctions de recollement des
différentes cartes, respectivement diverses données sur la métrique de la surface. Finale-
ment, pour visualiser la triangulation directement sur une surface de R* (et non via des
paramétrisations locales), un fichier param.f90 contenant une routine param définissant
I'image dans R? des points des différentes paramétrisations doit étre fourni.
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Pour plus de précisions concernant les routines de maillage par macro-éléments et de
résolution du probléme aux valeurs propres (notamment les librairies et sous-routines
nécessaires), voir les sections associées.

7.7 Calcul de la dérivée normale d’une fonction propre
de Dirichlet

(.../r2/der_n_laplace)

Bien que le calcul de la dérivée normale d’une fonction propre de Dirichlet n’ait été uti-
lisé que pour la résolution du probleme d’optimisation des valeurs propres, 'algorithme
bénéficie de procédures distinctes et les routines spécifiques sont rassemblées dans le fichier

der_n_laplace.f90, a commencer par la routine principale der_n_laplace. Plusieurs sous-
routines externes sont toutefois employées :

— Les procédures générales (general.f90) pour la lecture et I’écriture des fichiers de données.

— Les sous-routines ematr (construction des matrices élémentaires) et choles (décomposition

de Cholesky) de laplace.f90.
— La routine t3shap de fekform.f.

— La librairie LAPACK.

Le fichier use_der n_laplace.f90 permet quant a lui I'utilisation de der_n_laplace, par appel
a la procédure apres définition de ses parametres d’entrée :

— Les noms des fichiers contenant la triangulation du domaine (i.e. les fichiers de nceuds
et d’éléments).

— Le nom du fichier contenant les résultats du probleme aux valeurs propres.
— Le nom du fichier dans lequel seront sauvés les résultats de la procédure.
— Le numéro de la fonction propre dont on cherche a calculer la dérivée normale.

— Le parametre masslumping, définissant si le procédé de mass-lumping sera utilisé pour
la construction du second membre du probleme.
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Le fichier teste également I’écriture d’un fichier pour la visualisation de la dérivée normale
(routine wisudn de der_n_laplace), dont la fonction est essentiellement le debugging. Les
structures de la procédure der_n_laplace et de ses sous-routines sont largement inspirées de
laplace (résolution du probléme aux valeurs propres) et de poisson (résolution du probleme
de Poisson).

7.8 Optimisation de forme
(.../r2/opt_form)

La procédure expérimentale d’optimisation de forme est pilotée par use_opt_form.f90 et
utilise certaines des routines de maillage de Delaunay (maillspe.f90), de maillage par
macro-éléments (compact.f90), de résolution du probleme aux valeurs propres (laplace.f90
ainsi que fekform.f), de calcul de la dérivée normale de fonctions propres de Dirichlet
(der_n_lapalce.f90), ainsi que des procédures utilitaires générales (general.f90), notamment
pour la lecture et I’écriture de fichiers types. En corollaire, les librairies LAPACK et AR-
PACK sont également nécessaires. Les routines créées et utilisées spécifiquement pour I'op-
timisation de forme sont quant a elles rassemblées dans le fichier optform.f90.

La structure générale de la procédure est la suivante :

1. Initialisation : lecture des parametres et des données de départ, construction et copies
des fichiers nécessaires.

Début de la boucle principale.

2. Préparation au maillage : lecture du fichier d’avancement de I’algorithme, effacement
des fichiers inutilisés, suppression des nceuds internes au domaine et uniformisation
des conditions au bord (routine usesuppnis), raffinement du bord (via raffbord) si jugé
nécessaire lors de la précédente itération (parametre nraff), test et modification de la
topologie du bord (bdefbord), test et modification de la résolution du bord (resobord).

3. Maillage de Delaunay.

4. Correction de la triangulation obtenue : traitement des éléments fixes (par découpe ou
par suppression) en fonction du parametre elf (elfixnois), renumérotation des nceuds.

5. Résolution du probleme aux valeurs propres et préparation a la visualisation.

6. Détermination du nouveau domaine a l’aide de la fonction-cout et test de sortie de
la boucle via le parametre d’instruction flag (detnewdom).
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Comme pour d’autres procédures, certains fichiers doivent étre joints par l'utilisateur
(méme lorsqu’ils ne seront pas employés par I'algorithme). Il s’agit, concernant les fichiers
contenant des routines, de defdom.f90 pour la définition de domaine, de domraff.f90 pour
le raffinement, et de metrique.f90 pour la prise en compte de la métrique.

Est également a joindre toute une série de fichiers de données qu’il serait fastidieux
d’énumérer ici (d’autant qu’ils dépendent des options choisies par 1'utilisateur) ; des expli-
cations completes se trouvent au début du fichier use_opt_form.f90. Mentionnons toutefois
les différentes familles de fichiers de données utilisés :

— Ceux du domaine en cours de traitement.

— Ceux du domaine précédent (notés ... I).

— Ceux du domaine initial (notés ... 0).

— Ceux du domaine optimal retenu jusqu’alors (notés ... b).

Une derniere famille de fichiers peut encore étre considérée. 1l s’agit de fichiers qui ne seront
pas modifiés par le programme durant toute son exécution (notés ... s). Le parametre dep
définit laquelle de ces familles de fichiers contient le domaine de départ de I’algorithme (qui
peut également étre donné par les routines defdom1 et defdom?2 de defdom.f90).

Tous ces fichiers de données sont de types de ceux utilisés par les différentes procédures
de maillage, résolution de probleme aux valeurs propres et calcul de la dérivée normale
de fonctions propres de Dirichlet, a ’exception des fichiers contenant des informations
spécifiques a 'algorithme d’optimisation (comme nomdp). Les données y figurant sont :

— La valeur propre normalisée du domaine.

— Le maximum d’itérations permises et la tolérance accordée aux solutions lors de la
résolution approchée du probleme aux valeurs propres (pour ARPACK).

— Le facteur de déplacement des noeuds du bord du domaine employé (par rapport a la
dérivée de la fonction-cott).

— La tolérance concernant I’algorithme d’optimisation.
— Le nombre d’itérations et le nombre d’itérations effectives (c’est-a-dire sans compter
celles ayant mené a une reprise d'un domaine précédent et a un ajustement du pa-

rametre de déplacement des noeuds du bord).

Détaillons encore le role de quelques routines importantes du fichier opt_form.f90. Le
nombre de parametres et d’options de 'algorithme étant particulierement élevé, tous ne
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seront pas expliqués ci-dessous. Seront notamment mis de coté les parametres provenant
directement des routines détaillées dans les sections précédentes (maillage, résolution de
probléme aux valeurs propres. .. ). Le fichier use_opt_form.f90 propose toutefois de nom-
breuses explications a propos de chaque parametre et 1'utilisateur s’y reportera si besoin.

La routine bdefbord permet de prendre en considération des domaines dont la topologie
change d’une itération a une autre, par exemple par recoupement de deux parties du do-
maine. Pour ce faire, elle analyse la courbe obtenue comme image du bord du précédent
domaine apres déplacement des nceuds du bord; en l'état, cette courbe ne définit pas
nécessairement un domaine. La routine bdefbord applique donc l'algorithme détaillé a la
section 5.3, consistant essentiellement en la suppression des parties superflues de la courbe.

La routine resobord a pour but de garantir que, lors de chaque itération de l'algorithme,
les segments du bord du domaine soient tous plus ou moins de méme grandeur, afin par
exemple que les valeurs de la fonction-cout ne soient pas trop influencées par la taille
des éléments au bord du domaine. Il s’agit donc, dans un premier temps, de définir une
résolution du bord du domaine (donnée par le parametre resit). Elle est définie par la
moyenne des longueurs des segments du bord de l'itération en cours. Ensuite, la routine
compare chaque segment avec cette résolution : un segment trop long (par exemple plus
grand que % - resit) sera dédoublé; un segment trop court (par exemple plus court que
% - resit) sera supprimé (en remplacant ses extrémités par leur point milieu). Toutefois,
a moins que le segment soit petit au point que d’autres routines ne puissent distinguer
ses deux extrémités (segment plus court que le parametre de résolution global res), un
segment trop court ne sera supprimé qu’a condition que les angles formés par le segment
et ses voisins soient proches de I’angle plat (par exemple entre 37/4 et 57/4), afin de ne
pas perturber la modification progressive de topologie d’'un domaine au fil de I'algorithme.

La routine elfiznois permet de traiter les éléments parasites, ¢’est-a-dire ceux qui ne servent
a rien ou, pire, qui empéchent 'algorithme d’optimisation de fonctionner correctement
(comme des éléments dont les noeuds ne bougent pas, empéchant ainsi le domaine d’appro-
cher un domaine optimal). Les éléments en question, dits éléments fizes, sont ceux dont les
trois noeuds sont fixes. La routine propose les différentes options de traitement suivantes,
déterminées par la valeur du parametre elf :

— Suppression des éléments triviaux : ceux dont les trois arétes sont fixes.

— Suppression des éléments coins : ceux dont deux arétes sont fixes.

Suppression des noeuds isolés (provenant de la suppression d’éléments) : ceux n’appar-
tenant a aucun élément.

Découpe des éléments fixes restants (via une aréte libre) : ceux ayant trois noeuds fixes.
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Pour finir, la routine detnewdom constitue le cceur de I'algorithme d’optimisation de forme.
Ses fonctions, dictées par le parametre flag, sont les suivantes :

— Nouvelle tentative de résolution du probleme aux valeurs propre (via laplace) si la
précédente n’a pas été menée a terme. Les parametres du probleme aux valeurs propres
(nombre maximal d’itération de Lanczos, critere d’arrét. .. ) sont alors mis a jour.

— Reprise du domaine jusqu’alors optimal si le domaine actuel est moins bon (en fonction
du parametre mode).

Calcul de la fonction-cotit et de sa dérivée.

Arrét de l'algorithme si le critere d’arrét est satisfait.

Possibilité pour 'utilisateur de raffiner le bord du domaine (en fonction du parametre
idebug).

— Poursuite de 'algorithme par modification du (bord du) domaine.

Mentionnons encore deux parametres particulierement importants dans le déroulement de
I’algorithme dans sa globalité, mais effectifs dans la routine detnewdom :

— Le parametre mode, si non nul, donne la fréquence a laquelle le programme analyse le
domaine obtenu en regard du domaine jusqu’alors optimal (et sauvé dans des fichiers
dédiés) : si le domaine en cours de traitement est meilleur que le domaine jusqu’alors
optimal, ce dernier est remplacé et ['algorithme suit son cours normalement ; dans le cas
contraire, on recharge le domaine optimal et on ajuste le parametre de déplacement des
nceuds du bord (facteur de la fonction-cout en chaque noeud). On tente ainsi d’éviter de
passer outre un domaine optimal a cause d'un déplacement trop brusque des nceuds du
bord. Il ne faut toutefois pas hésiter a augmenter la valeur de mode pour limiter le risque
de coincer le domaine au voisinage d’un optimal local, méme si la vitesse de convergence
peut alors étre fortement réduite.

— Le parametre idebug donne la fréquence a laquelle I'utilisateur décide de la direction a
donner a ’algorithme, a savoir stopper, continuer sans effectuer de changement ou conti-
nuer en raffinant le bord du domaine. Cette derniere option est particulierement utile
lorsque le domaine ne bouge plus beaucoup mais que le critere d’arrét n’est pas encore
atteint (dérivée de la fonction-cout non négligeable).
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7.9 Quelques remarques géométriques concernant la
métrique

Quelques explications supplémentaires s’imposent probablement, pour les non initiés a la
géométrie différentielle, au sujet de la construction des fichiers de données param.f90 et
surtout metrique.f90. Ces fichiers contiennent en effet la ou les fonctions paramétriques de
la surface, respectivement des informations sur leurs métriques associées. Les quelques rap-
pels élémentaires de géométrie ci-dessous expliquent brievement ces concepts et détaillent
les éléments a inclure dans les fichiers. Pour plus de détails, 'utilisateur se référera a n’im-
porte quel livre de géométrie différentielle, mais par exemple [14].

Considérons une surface S et (f,U) une paramétrisation locale (ou carte) de S. Rappe-
lons que cela signifie que f : U — S est C*, qu’il s’agit d’'un homéomorphisme sur son
image, que la dérivée D f(x) de f en x est injective pour tout x € U et que U est un ouvert

de R2.

S R
U
e

FIGURE 7.1 — Paramétrisation locale (U, f) d’une surface S.

Le fichier param.f90 contient alors I'expression fonctionnelle de f ou, dans le cas ou plu-
sieurs cartes seraient nécessaires a la paramétrisation du domaine de S considéré, de toutes
les fonctions paramétriques associées (on parle alors d'un atlas de S). Rappelons toutefois
que ce fichier n’est nécessaire que pour visualiser le maillage ou les fonctions propres di-
rectement sur la surface et qu’il n’est pas utilisé a des fins calculatoires.

Si S est une surface de R", alors, pour tout p € S, le produit scalaire usuel de R" in-
duit un produit scalaire G(p) = ( , ), sur le plan tangent 7),S de S en p; il s’agit de la
métrique de S (souvent confondue avec la premiére forme fondamentale de S, qui est en
fait la forme quadratique associée). Reprenons alors la carte (U, f). On peut calculer 1'ex-
pression matricielle Gy de G dans la base canonique de R? via la carte (U, f), a partir de
la relation

Gy(@)(m,m2) = (Df(x)m, Df(x)ﬁ2>f(x) )

avec x € U et ny, 1o € R%. Matriciellement, on a

- G(x) -me =nj - (Df(x))" - Df(x)-ns,
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d’ott, en notant G¢(x) = (gé(m)) :
ij=1,2

dha) = et (D) i) = (510) - 5@,

Si S est munie d’une métrique G non triviale (c¢’est-a-dire d’un produit scalaire non usuel),
le méme raisonnement conduit a

G (@) (m,n2) = G(&)(Df (x)nr, Df (x)112) -

Dans ce cas, si GG peut de plus étre donné matriciellement, on obtient sous forme matricielle

o) = (5L @) -Gt 5L @),

Le fichier metrique.f90 contient alors diverses informations sur la métrique G ou, dans le
cas ou plusieurs cartes seraient nécessaires a la paramétrisation du domaine de S considéré,
sur les métriques de toutes les fonctions paramétriques associées. Précisément, I'utilisateur
doit fournir, pour tout z, la valeur des coeflicients (g}] (x))”: 12 de la matrice inverse de

Gy(x), ainsi que la racine /det G(z) du déterminant de G (). Rappelons que ces données
sont utilisées lors de la construction des matrices du systeme.

Remarquons pour finir que, a condition que cela ne préte pas a confusion, on note simple-
ment G au lieu de Gy. Cette notation a d’ailleurs été adoptée dans ce travail.
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