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[- INTRODUCTION

On gait qu'il sxiste, pour intégrer les équations différentiel-
les dont la solution est déterminde par des conditions initiales, une
méthode fondée sur-la ‘tra.nsforma‘tlon de Laplace (1). L'importence de cet—
te transformation est trds grande snesi dans le domaine des équations
aux dérivées partielles. '

Pour résoudrs certains problimes aux limites, IM. G. Daetech
et H. Knisss (2) ont fait usage d'une autre qpération fqncticnnellé,
la transformation (finie) ds Pourter.

Dans le méme ordre d'idées; M. Ch.Blanc a montré que les sé-
rigs de Fourisr se prétsnt parfaitement & la résolution de cos problé-
(3)
mes

Bnfin, dane sa thise (4),-Mma.Roettinger signale gque la trans-
formation '

T{F(x)] = S: F(x)cfkﬂ(x)dx )

(1) Voir, par exempls, [1], [2],-[4], (6] ().

(2) [7} ‘et [12] . Dans sa thdss M.H.Enieass note gu'il n'sexisteit, avant
1935 (abstrsction faite dtun cas spécial), ancune méthode, repa-
sant sur la théorie des transforaations fonctionnelles, propre & la
résdlution dss problémes aux limites.

(3) [1], ». 1822255 |3
(4) [34

(*) Les numéros entre crachets renvoient & ls lista des ouvrages cités
p.. 7L et 72.



ol les “?k sont les fonctions propres du probléme
n
"o+ k2y =0
ayy(0) + a,y'(0) + axy(m) + 8,y' (™)
bly(o) + bzy'(o) * b3y(n) + b4y'(n)

I L]
o ©

peraet d'intégrer ltéquation

L] d?r '
D e SHE = 0t)

: T=a
"lorsque les quantités .
alF(zr-zs-a)(oj . BEF(2r-25—l)(o) + a3r(2r'25“2)(n)

+ a4F(2r'?s'l)(n)
blF(Er—Es-E)(o) . bEF(2I-2s-1)(o) . bsp(zr—as-a)'(.,[)

. b4F(2r—-Es—l)(n)
sont dommées (s =0, 1, ..., r-1); les A, sont des constantes et

les aosfficients B4y bi (i =1, ..., 4) doivent &tre tele que

e Sl B %
bl b2 b3 b4
On remarquera gque cstte transformation n'est pas applicable
quand les coefficients de l'équation proposés dépendent de x ; ds
plus, ells ne convient, dds gue 1l'ordre est supérieur & 2, qu'd dss

problémes dont 1lgs conditions swx limites sont perticulidres.

Je me suis proposé, dzms ce travail, non de prendre pour inoint
de départ une transformation et de détsrminer son champ d'application
relativement & 1a résolution des probldmes gux limites, mais de recber-
cher systématiquement un opérateur adapté 4 la question.

Je donns su chepitre IT une wétbode permettant d'associsr, &
tout problims 1) te2 qus le probliéme homogine correspondant (2)

(1) Pour eutant que le probléme associé admette des valeurs ir apres
(voir [15], p. 291) et que le systime des fonctions propres corres-—
pondantes soit complet. La.méthode a'appliqus égalsment A 4‘'autres
broblimes aux limitss (v. le cbap. VI).

(2} C'est-2~dire le problime gue 1l'on obtient en remplagant tous les
sgconds membres par zéro. '
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(1)
un type de série approprié.

soit self-adjoint une transformation ou, ce qui revient Bu méne,

L : ey

Ia formule de Green {pour les Tanctions d'une variable) joue

un réle fondawental en ces matidres (2); je pars de cette relstion e%

10) je transforme son second memkre de fagon qu'il devienne ume fonc-

" tion connue des gquantités données; j'obtiens ainsi des conditions

aux limites bomogdnss auxquelles doit satisfsire le noyan de 1'o-
pérateur intégral ; ‘

29)- pour achever de définir la transformation, j'adjoins 4 ces condi-
tions wne équation différentielle homogine renfermant un paramé-
tre.

Le choix de 1'éguation n'esat pas srbitreire; il est déterminé -
per les exigences suivantes :

a) lea noysux doivent former une suite de fonections orthogonales;
b) le premier membre de la formule de Green doit &tre une fonetion 1i-
néaire de la transformée.

Jtappelle "probléme assceié” le probléme auguel je suie con-
duit.

Dane les chapitres III et IV, j'étudie en détail les probla-
mes du aecand ordre 3 , en particulier 1'iuportante question du ai-
" gne des valeurs Iropres. ' '

- A1 chapitre IIT, les conditions sont de 58 espece. La résolu-
tion des problémes dans leaquels 1l'équation est & coefficients cons-
tants forme une appliecation importante de 1la méthode; elle fait 1'ob-
jet des paragraphes 7 et 8. Je donme deux exemples d'éguation & coef-
ficients vaeriebles. Ie dernier paragraphe de ce chapitre est consacré
4 un caa singulier. :

Dans le chapitre V, jfenvisage gquelgues problémes du 4® ordre,
puia, & titre dfexemple, un probléme d'élasticité (dquation aux deri-
vées partielles),et je donne une condition nécessaire pour gu'un pro-

(1) Pour la définition, voir p.16.

(2) Voir [13], p. 746.

(3) J'appelle probléme au nt
tion différentielle linéaire du n
aux limites du type de celles de la p. 11,

tme ordre tout probléme conskitué parune équa~
15me ordre @t par n conditions
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bléme du 4%ordre £

Je momtre, dans vn dsrnier chapitre, qus la méthods permst
encore d'obtenir le développement, sn eérie de fonctions propres, ds la

goit sglf-adjoint,

aeolution de probliémes gux limites lindalres pour leaquels le prohlime
homogéne correspondent n'est plue self-adjoint.

(1) Cotta condition ss généralise lmmédiatement aux problimes d'ordre
2n .



.- PROBLEME &1 METHODE de RESOLUTION

t

:l_..—FomuJ.e de Green.-

Rapréeentons par L l1l'opéreteur différentiel linéaire du
niéme ordre qui transforme u(x) ‘en

(k) pou(n) + plu(n"l) + eeo DU

le's-pi sont des fém:'tians Téellas. de x , continues eur ls segment
(s,b); on suppoee, de plue, que les (n-i) premidres dérivées de By

exibtent et somt continuse sm (a,b) et que p, o8t différent da zé-

ro 8ur c¢s segment.

Déaignons par ' ligpératéur qui fait passer de uf{x) &
ltaxpreseion Qifférentislle adjointe de l'expression (%) c'sgi-a-dire
poaona i
* -1 -

e = (12w 4 (P EmE L L

- (Pn_lu)| + Pnu'
On a 1'identité (de Lagrange)

v.In - ul'v = & Bla,v)
B (u,v) étant une forme bilindaire des deux suites de variables :

i
"
’

Su, uty L., m H

Yy V' 4eer ¥
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En intégrant chague membre de 1fidentité de Lagrange de a
& b et en déeignant par (f,g) le prodwit intérieuwr des fonctione
réellee et intégrablee f ot g,

b
(f,g) = S fg dx ,
. a

on obtiemt le formule de Green {pour lee fonctlone d'ume variable) :

b
(I, v) - (u,L'v) = [B(u.v)

a
Soient maintenent :
¥ le vecteur de compoeantes u(al, u'(a), .
a(d), w(d), ..., @), ‘
V¥ e vecteur [v(a), ceey v(n-l)(a) v(b}, cee; v(n-l)(b)]
(U ¥) 1e produit intérieur dee deux vecteurs précédente et
A le metrice & 2n lignee et 2n colormes

L ] u(n_l)(a)’

o

e (~1)%p () \
ee (-1)"ple) 0
e s 0
po(ﬁ) 0 ... 0
—po(e) 0 0 ... 0 _
-1 (0) |
e (1) 2p (b) 0
o) e
.. -po(b) 0 ... o
p,(B) 0 G ... o

Noue n'avone écrit que lee élémente utilae au calcul de le va-
leur du déterminant de A ; lee élémente qui ee itrouvent eu-deeeocue des
diagonaleg eont toue nule.

Qomme
Ba,v) = 0B (p 7)af02(p vy rnaiis (222 Pu(p vy (2)

+ u(n'z)(Plv)—u{n'3)(P1V)'+...+ (~17*"2u(p, v){n-2)



+ oann
+ ut(p, ,v}-ulp, v}’
+ u{py_yv),

la formula de Green s'éerit.:

(Tu,7) ~ (0,I'v) = (T,47) = @7 1)

- Probléms..
Considérons 1'équation différentielle linéaire du nléme ‘ordre

() Iy +ry = 2(x)

et les conditions aux 'limi:tss, supposées linéairement indépendantes,

L(y) = 4Py + «fPyre) + ... v «Bp L)

() afl (
i)_{n- 1)
+altlyo) + o+ Dy D) o )
r et les q(]((i) (1= 1, 2, «e.pm; k=1, 2, .v., 2n) aont des cons-

tantes réelles; L est l'opératenr d&fini dans le paregraphe précédent
et f(x) une fonctian généralement continue sur (a,b), c'egt-a~dire

a) ﬁu'il est possibla de partager (a,b) &n un nombre finl de
gegments partiels & 1'intérieur de chacun desgquela £(x)
sst définie et continue,

.p) quleux extrémitée de ces -segments intérieures & (s,b}), 1a fone-
tion & des discontinuités gui eont toutes de premidre espdce,

t £(x) existent.
c) que x&ﬂoﬂx) 8 xl-f"B‘n—O (x} e aten

Le probléme anx limites constitué par 1'équation (ﬂl} et les
conditions (H 3 (2 n'eat pas toujours possible .

(1) Notation de D. Hilbert; voir [10] , p. 110. ~

{2} I= problime commiste dans la recherche d'ure fonction qui satie—
fasge & 1'égustion (IZ;) et sux conditions ('IIQ); nous dirone
gimplemsnt 1 probléme (II]_ + IIE). Tans les ouvrages anglo-saxons,
n dit : "systémen (II; + IL,).



83 1'équation homogine

(1r3) Iy + Ty = 0
accompagnée dee conditions homogines
(113) L (y) = 0 (1=1, 2, ..., n)

n'admet que la eolution y = 0, le praobléme est déterminéd. En revan-
che, a1 r est égal A4 1tune dge valeurs iropree du prohléme
Iy + fly =0
I'i(Y) =0 ,
il n'y 8 en général aucume aolution (théordme ds 1l'alternative).
Rous supposeraons toujours qus I ne colncide e avec wms
valeur propre. '

Noua nous propesona de trouver, loragque le probléme {II& + IIg)
aat se]i’-ad‘jcoint (1) , une aérie de fanctione orthogonalee gul repréaen-
te, dans l'intervallie ou sur le gegment (a,b) (2), la fonetion y défi-
nie par 1'éguation {IIl) et les conditione (112).

3 .- Méthade.—

Soient y la solution du prohléme (II;+II,), v ume fonetiun
que 1fon va définir et ¥ le vecteur de compoemmtes y(a), ...,y(n'l) (2}
-1
]’(b)i seay y(n )(b}-
(n a la relation (formuls de Green)

(Ty + oy, ¥) - {y, T'v+ v) = A (§,7)
au
(115) (y» T'v + zv) = (£,9) - & (§,7).

Dane lee gqueetione ol 1t'on utiliee la formule de Green, on
cherche d'ordinaire A& déterminer v de menidre que 4 (}ﬁ_) s0it

{1) Pour la définmition , voir p.l6; voir ausei le chap. VI.

{2) Intervalle (a,b}: eneemble des pointe x tels que a<x=<b,.Nous
dirons qutune séris représsnie la fonetion F(x) dame un inter-
valls (eur um pegment) lorsqus cetts série converge et a pour eamw
me F{x) en tout point de l'intervalle {du eegment).
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nul; nous cholelrons au contraire v de fa?on que _cette axpreeaion
aolt wme fonotlon connua dea guuntitéa 0<

Ce ohoix eBt poaaibla.

En offet, transformons d'sbord le eecond membre de la formu-
le de Green par un cha.ngement de varlables.

¥ et N étant deux matricea régulidrean qualconquaa, 4 2n
lignea et 2n colomea, posons

g; W, V= §;
nous eurons alora
(Ig,%) - (y,L v) =4 (Y V) = B(yv’lf) .
Il exista entre lee- matricaa A, B, ¥ et N la reletion
B= @@hynax?l
Bl 1a matrice M eat donnde, nous pouvens cheieir ¥ .de fa-
gon que B eoit la matrice wnité, Noue devrons avolr

E = (1) axt

)

d’ol
¥= (i,

Aprda le changement de varisblea, 1le seoand membre de la for-
male de Green a la forme {dite cancniqua)

[P 2n
BY, ) =;%t;> (A
les yk(y) et lee U (v) dtant raapoctivement lea compopantee dea

vecteura y et ’U’ on a, en déatgnant par m, , las élémenta de la

matrice M

(1) on & A(Y,¥) = Y'4V

n

(m‘ly)rm V=g ) Ly

-1 __1 —
™) AT (G, T
Y' , par exemple, ent le matrice traneposée da Y , matrica & une
colonne . Remarquons que-.la valeur absglue du déterminant de A est
[pc(a)po(b)]n ¢ cette matriée eat done régulidre.

]
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Iy Bp,,.,  M,on
Oy Tpp =rr TWpoop

Dom,1 Pon, 2 Mon,2n

_ (n-1)
yk(y) = mk’ly(a)+. - oMy ¥ (a)+mk’n+1y(b)+. CoHy onY
Juagqu'l présent, la matrice M était gquelcongue (régulidred;

(n—l) (b) \

nous possrens désormais

Xy
Dy, = dz( ) {k=1, 2y +ovy 03
8=1s 2y ssry 211) ]
autrement dit, les n premidres lignss de M seront conatituéas par
les coefficients qui figurent dans les conditions aux limites (112};

noug aurcens

I T x
A, ¥) =3 «{i)?/'i(v) t > yj(y)?fj(v)
J=n+

i=l
Nous prendrons e:_ll outre, pour v, une fonction satisfaisant
gux conditicnas
?/;(v) =0 (.j = n+l., n42, ..., 2n) ;
A(?,?) deviendra une fonetion connue des a((i) (i =2, ..., n).

Nous vanona de démontrar le théoréme suivant :

Théortme : 81 v est une fonetion qui satisfait mux conditions
: 7]3(11')'—‘0 (3 = n+l, ..., 2n) ,

la forms A({¥,7) est égale 2

.anot(i) @;‘{v) .
i=

_1es ?fk(v) (k =1, 2, ..., 2n) sont les compoSantes du vec-
— - - —
teur TV , défini par 1'égalité ) =KV = (M l)‘.ﬂ; M eat une matri-
ce dont les £léments des n promidres lignes sont les coefficients gqui
figurent dans les conditions sux 1limitea (112); les autres éléments som
arbitrairas, sous la seuls réserve que la matrice soit régulidre,

Remarqus ¢ Si le problime est, dans le cag ol n = 2,
{p(x)y")" + alz)y + 2y = £(x),

* y(a) + ' (a)
ﬂ3y(b) + ﬁ{_?'(b)

13

ft

d,
B,
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an peut trouver tris simplement les conditions auxquelles v doit
agtiefaire. '

EERY

En eifet, il éuffit de prendrs une fonetion v, telle gue
‘ - v(a) =het, , v'(a) = ~hety -

v({b} =kp4_ s v'{b) = —k@} ,
h et k étent des constaniss arbitraires, différentes de zéro ;

on voit sans peins que la forme A(Y,V) est égale 3 xp(b)3 - ho(a)=
puisque AV est 1s vecteur (-hp(a)c‘l, -hp(s)ctz, kP(h)ﬁy kp(b)ﬁ4).

~ Ies conditions précddentss peuvent Btre remplacées par les
conditions équivalemntss

a‘lv(s) + °<2v’(s)

f35v(b) + /34v'(b)

que nous obbiendrons, psr lg méthode générale, gu chbapitre ITI.

0,

1}

0

L]

*

Pour achever de déterminer v , reprenons la foraule (IIB)'

Soient ‘101’ ‘Pg!‘ «v. un systéme complet (1) de fanetions orthonor-

mées st

00 %

Zl Ae Py
1s dévelbppement (2) de la fenetion f(x) , second membra de 1*équa-
tion (IIl),. selon ce systéme.

(1) Rous dirona qu'us systdme de fonctions ortbonormées sur (a,b):
Yy “Pz' ..., eat complet si, pour *oute fonction généralement

continge. £ , 1s sulte

n,
. fn,= Ej_—-:]_ (f, \Pi) tPi (n=1, 2, ced)d
converge en moysnme vers I clest-a-dire ai

b
2
%_;['.tgcﬂ(f—fn) =Hn_;°5 (f-fn) dx = O.
* * 8
(2) 81 , A, ; ... sont les composantes de f(x) par rappert au
o0 b
systime ortbonmormé complet L‘Pl’ Lpz, ceny on*appelle développe—
ment ¢ f(x) dans ce systéme ls série EAktfk , que cette sé-
rle couverge ou non-(elle converge en mcyemns veuss fT(x)). ILes
A,I:sont les "goefficients de Fourier" de f(x} eur (a,b) par

rapport su systime considéré.
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lz terme (f, \p,) de la relation (113), dans laguelle on

a remplacé v par Py est égal & ,A;

Reme;rquona gussl que i 1'on avait I'*“Fk = = )\ ¥ Py Dpour

k=1, 2, «e.y les Ak étant des constantes, le premier membre de

(II.), gquand on substitue 4 v, serait au facteur r - A, prés
3 Pr k

le coafficient de (’P'k dens le développement de 1é solution du pro-

bleme (II, + IL,).

Ies considéretione précédentes nous conduisent & définir le
fonetion v par 1'éguastion différentielle

(11,) 'veldlv=0
et les conditions sux limites

(115 ’Uj(v) =0 (3 =n4l, wouy 20) ,

On sait (1) que 1'équation (II4), jointe sux conditions (115) .
détermine précisément ume suite de fonetions crtbogonales si

10 =1

o]

2° 1les /U;(v) sont des coizbinaisons linéaires des I.i(v)

(1 =1, 2, ..., n 3 3 =n+l, n+2, ..., Eﬁ) 3
. n
?/j(v) =g ci;lI‘i(v) s ""131# 0,

o'egt-a-dire gunand ls probléme (114 + II5} est self-adjoint (2).

Or, si le probléme (II?_ + IIIQJ) est self-adjoint, le Iproblé-—

me (II4 + IIS) l'est également (et réeiproquement).

En effet, 1l'équation Iy + ry = & étant self~adjointe, 1'6-
quetion I,*v +Av =0 1'est aussi. De plus, les conditions (IIS)

1) [9], ». 238. .
(2) Ie probléme sdjoint du problime (114 + 115) est ¢
Iu+ Au=9 L (u) = 0.
Os probléme et (114 + II ) sdmettent les mfmes valeurs propres,

chacune avec le m&me ordre de multipliecité; volir [9 p. 213. Pour
tout oe qui concerne les problémes asdjointse, voir [9], p. 210 &
212 ou M. Bbcber, Legons sur les méthodes de Sturm, Gauthier-Vil-
lars, Paris 1917, ou encore [15] o
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sont celles du probldms adjoint:de (II? + IIg} ;s leurs premiers mem- -
membres sont dome, par hypothdse, -des combinaisons linéaires des I.i(v) .

pr:t trensformation fonctiomelle T que nous cherchions est
donc définie per 1'égalité '

T {f(x)}-: 8: f(x).vk(x)dx

dans laguells les Vi sont les fonctions propres du problims
' Iv + Av =0 '

Vim=0

n+l, n+2, ..., 2n)

ot du probléms dquivalent

Iv+ Av=0
Ii(v) =0 (1 =1, 2, very n}.
Nous appsllercns le problime précédent (ou un probléme équi—
valent) "problime associé" du probléme (II, + IIé).

Fousg venons ds montrer que les conditione sux limites gu'il

" faut prendrs pour les problime associé, quand ls probléme homogine
(Iiﬁ + IIh) eat self-adjoint, sont cellss de ce problime (II IIh)
(ou das conchﬂcns “gquivalentasy.

Remarguos.

I) On surait pu envisager une transformation fonciionnelle’
définie par 1'égalité :

. b
= v, (x)y(x)dx {(k=1, 2, +s4)

%y SS k
8% chercher i détdrminer son noyau, vk(x} , en vue de 1ls résclution
du problime (II:L + IIQ).

A'cot offet, sppliguons 1'opérateur & Iy ; mnous obtenons

b . b,
v lydx = A(Y,Vk)+ S yLv ax ,
a a

¥, étant 1 teur @ ' (n-1)
Vi ant le vecteur de composantes v.(a), v (a), <., w5 {a),

v (0), viB), ., W),

I1 s'agit de choleir wv,_ de telle sorte qﬁe le premier ter-

X
‘me du second msmbre scit une fonction connue des “{i‘) et le second

terme une fonetion linéaire de 2z .




;)

On y parvient & 1'aide du problims (IIQ‘- + IIS) :
v=- Av,
%(v)=q. (3 = n+l, ..., 2n).

On obtient, en désignant par )‘k les valeur propres et par
v, les fonctions propres correspondantes,

- b n ;
Sa vwex = 5 A/ACHIE

L'opérateur qu'on vient de définir transformera 1'éguation
différentielle (IIl} sn une dquation al? rigus lindaire dans laguel-
le figureront les guantités connues o©X\1/,

II} On pourrait substituer & (II4) 1téquation
*
Iv + v+ Agy =0 (1" = 1),
g étant une fonetion contihue et positive sur (a,b).

On aurait,par la relation (II ), )‘k étant we valeur propre
et v 1la fonctlon propre corresponda.nte, .

/\xa'k k= (1)?}/“" ) - AKN

Nk = (gvk’vk) [ &KN]( = (Y,gvk) et Aka = (f/gygvk)-

Nous ntutilieerons pas cette équation.



ll.- EQUATION du SECOND ORDRE

CONDITIONS de 3% ESPECE

l.- Problime.- Soit y la fonetion gqui estisfait & 1t'éguation
(111,) (p(x)y")* + alx)y + 7y = 2(x) ()

- et aux conditions

Li(y) = %yy(a) + &y'(a) =
Ly(y) = fzy(b) + By (v} =f

p(x) et q{x) sont dee fonctions continuee emr (=,b) ; f(x) eqt

une fonction généralement continus (2) eur ce eegment et r wune cone-

(111, @ + «2)E + p2) £ 0 ;

tante; on euppose en outre que. p{x)} est positive et gu'elle admet
une dérivée premiire continue (sur (z,b)).

Noue sllone chercher une série de fonctions propres qul re-
présente y.

_ L'opérgteur différentiel L est défini, ici, par 1'égaldité

Iy = Ia*y = (p(x)y' )} + alzx)y »

et
¢] p(a) 0 0
. -p(a) &) o} o]
(1115) A= 0 o 0 -p(b)
o] ¢ p{b) -0

(1) Cn ealt quo l’é%uation gériérale du 2° ordre,’ D
PO I)‘y“ + P]_(I)y‘ + PQ(X}Y = g(1> 3 SP—]‘ dx
prend la forme (III;} guand on la multiplie par 5]-'— e °
©

{2) Pour la définition, veir p. 11.
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Nous pouvons prendré pour M la matrice (réguliére puleque
2 2 2 2
son déterminent vent (dl + 12)( ﬁB +p4) .

of o 0 o
°c 0 By B
HH "y 00
Calculone maintenant lee nmetricee (M'l)' et N; en déeignant

par A le déterminant de M et par M:l.;j le m:'mem(l) relatif & 1'é-
itme 12me

lément eppartenant a la i ligne et & le j colonne, noue
obtenons :
Wy, M, ¥y My
T My Mpp Moy My,
ol My My, My My,
Ygg Yy Mgz My
2 . 2 2
(B3 +3,) °‘2(B§+f94) © 0
e a2 2 2
. 0 0 g6 +2) [§6E +od)
- rer- - B 2 2
@) ()| o + D) - (F5 + ) 0 0
0 0 -f34(d‘]2_ +c¢§) @3(0:?_ +_0<§_)
et
ok, [-"¢
—p(a)-gmg— p(a)z—l-g o 0
arl+e(§ °‘1f°‘2 ,
o 0 p(b)# 'p(b)BT_'_%
- 3+ 3+Py
F= (M)A = o <,
| e el 0 °
S o4t
: 3 By
0 0 p(b)5 25 ()3
Bapy s+,

(1) Mineur: prodult per (-1)3* qu aéterminent que l'on obtient en
suppriment le 1i3®M@ 14me et 1a jitme colonne; certdina an-

teure appellent mineur le déterminant obtenu en biffant la 3ibme
ligne ot la j1¥D® colonme.
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Done ] o o
Vi) = - 555 p(a)v(a) + 525 pla)v'(a) | ,
, ) 041+ °(2 0(1+ 0(2,
U = P s - -;—(33-2- p()v'(b) ,
A+ By B3+ 3,
o o
Viw) = ——5 pla)vla) + 525 p(a)v'(a)
- 0(1-1- 0(2 o+ 0(2 .
Yo = 2 5oet) + fs‘*g 2(b)v' (b) -

ﬁ3 BE {33"' p4
2— Probléme sssocié,— ILe probléme qu'il convient' d'asso-
cier & (IIIl + IIIz) -est done ¢
(IIIl) ‘ (plx)v' )t + g(x)v + Av = O3
dlv(s) + ot (a) = 0,

(1113) . (1)
2 fsv(b) + f,v'(b) = 0. .

Ctagt 1s probléms de Sturm-Iiouville.

1}

It

Ce probleéme est adjoint & lui-méme; ce fait a d'i.;ipoi'tantss
conaéquences

a) 1ls noyeu de 1l'équation intégrale éguivalente est symétri-
gue; les valeurs propres —elles forment un ensemble infini dénombra-

ble 2)_ sont done réelles:

b) les fonctions propres sont orthogonales deux a4 dewx ; el-

les comstituent un systdme complet (2);

¢) il exists des théordmes 4'éguiconvergence.

(n démontre -l'orthogonalité au moyen de la formule de Green.
C'eat mussi gréice & cetts relstion qu'on peut affirmer, sans recourir
34 la fonction de Green et &4 la théorie des équations intégrales, yue
les valeurs propras amt réelles. En effet, on a

_ 4 -
(3% - = S %(y) Vi@
1

¥ représsn‘be la quantité conjuguée de v. Si ¥y et v sont des

(1) Voir p. 14 8% 15 od nous avons déja trouvé ces conditions.
(2) [5] » p. 251.
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fonctions qui setisfont sux conditicns Ll =4, I? =0, donc sussi
sux conditions vV, = 0, Qﬁ‘= 0, ls second membre sst rml. Ie pro-
blime (III; + ITI®) est donc hsrmitien (1)
@l eurs propres sont réelles,

dtol 11 résulte gus sss

Les valsurs propres et lss cosfficisnts ds ltéquatiom st des
conditions aux limites sont réels; on peut done supposer, sans res -
treindre la généralité, que les fonctions propres sont réelles.

Scient vl, \2,... la suite infinie des fonctions propres
du protléme (III + III ) st £(x} une fonction intégrsble.

On donne & ls sérieEZ:Akv » ol l'on 8 posé AN = (£,7v]}

N, = (v ) , 1le nom de développement de f(x) selon le systims
orthogonal complat Vi o gu'il y alt convergence ponctuelle ou non.

Scus certaines hypothéses, le développement précédsnt rapré-

, sur le segment (s,b) ou dems l'intervalle (a,b) , la
fonction dant 11 -est igeu. Il existe &4 ¢e sujst divers théorzmses 3
les hypothises dépendsnt du point de vue sugusl on se place st aussi
dea moyens suxquels ob feit eppel dans is démonsiTation.

.sente (2)

Supposons  p(x} =1

( ¥ous énancercns seulement un théorémes d'équiconvergence dfl
4)

. & Haer et gque nous utiliseraons plus loin :

81 1a fonction q{x} est continue et & varistion bommée sur
(s,b) et si c12[34 #0 , 1le développement d'wme fonetion £(x) ,
définie et intégrable L deme (g,b) , sn série de Fourisr en cosinus
st le développement

f{x)ew Z Akvk
gont uniformément équiconvergents sur le segmernt (a,b) , c'est_a—

dire que la différence des sommes dss n premisrs termes de chacwme
és cas séries (convergentes ou non au eens habitusl du mot) tend uni-

(1) Pour 1a aéfinition, voir [1f, p. 130.
(2) Pour 1a @éfinition, voir p.12,mote (2).

(3) l4] , 259 5 [5] » pe 371 ot 372 3 (8] , p. 5703 [9 . 275 &
278 7 (6] s by 379" 127, 20 12, ] BURE

(4) [29] , p. 254 et 255.
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formément vers zére eur (a,b) quand n— CO.
Ia série de Fourier en cosinue de £(x) est

b B l
1 2 x-a T
—-—SB £(t)at + == 21 oos(kﬂ.’ . Se oo (k‘t )f(t)at ;

b-a b-a

elle correepomd au problime

v"+Av =0
v (a) =0,
v'(b) =0 .

81 les coeffici_exite X, et ﬁ4 ne eont pas toue deux dif-
férente de zére, on s dee théordmse analogues (1).

81 p(x) n'eet pas identique & 1 mais pceedde ume dérivée
geconde continue, le changement de variables i
x ' P ;. .
- 1 - 4
t=%SP%u+ar£=s__Egpidx y 2=yVp
. a .

B

permet d'éerdre . l’équation (III;) gous la forme

2 2 :
\9-2"5+q(t)z+ﬂlz=o
at

a(t) =€2(%) - gg’, P(t) et w(t)

étant reapectivemen‘t \/ et g ol x a été remplacé par ecn ex—
preseion en fonction de 1. )

Lo résultaet dea opératione grithmétiquee eur dee fonctioms A
variation bornée est 3 variation bornée et une fonotion dérivable
eur wn eegment (dérivée bornée) eet A varietion bornde sur.ce seg-
ment (2). Donc, 61 p" et q eont A& variation bomée, Q le eeras
également de sorte que le théorime de Haar e'appliquera.

Dane le parsgraphe 9, noue congidérerons un oss gingulier, le
développement de Fourier-Beseel de le eoclution d'un problime asux 1i-
mitee. I& encore, il exiete un théordme d'équicomvergencs (2)

(1) [19] ;, »p. 255
(2) [18] , p. 74 et 78.

(3) 7}, p. 735 [20] , p.98 ;5 [4] , 1. 259.
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3.- Signe des valeurs proprss.- La question du signe des va-

leurs propres est importante dans certains problémes sux limites, en
particulier dans le suivant :

v+ kv = 0 3
(III4) o(lv(a) + dgv'(a) .
rj3v(b) + (34v'(b) =

]
L)

f
)

En sffet, sl toutes les valeurs propres sont positives, lss
fonctions prdpres gont des coubinaisons linéaires de sinus et cosinus
réels alors que s'il existe des valeurs nropres négatives, les fone-
tions correspondantes sont des exponentlielles; en négligeant, dans ce
dernier cas, les valeurs propres négatives, on cbiiendrait un systd-
me orthogonal incamplsat.

Wous allons démontrer 4 ce sujet les théorémes suivants :.

& . 3 L]
Théoréme I : 8i l'on = o(lcdae;“(), (33 {34;_‘_:;0 et

q{x)=0 , les valeurs propres du probléme (III? + III;) scnt posi-
tives, sauf si o, = ﬁ} =0 etq(x) =0 (eur (s,b)); d&ans ce css,
la plus petite valeur propre est O .

En effet, Ak &tant une valeur propre et Vi 1z fonction
propre correspondante, on a

D
. vk(ka + lkvk)dx =0
ou b

S O R N SRR

Ie premier terme du premier membre s'écrit, compte tenu dse
conditions aux limltes (IIIz) , !

N - p(b)[vk(b)] ;-—: p(a)[vk(s)]z
w007 Bt
% »(0)] )] 2 + % p(a)[vk(a)] é
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on enfin ‘ ﬁ ot ‘
- p(o)[v»)? + = (&) vy(a)] 2.

Come (ai +d§)({3§ +(5§) £0 , 1l'uns su moins de cos ex-
pressions a un sens et, en vertu des hypothdses 0(10(2-:0 . ﬁ} {3430 ’
elle ast inférieure ou égale & z2éro (on a supposéd p(x) positif); le
pramisr mambre de (P) est done négatif ou nul. I1 en résulte que
'Ak est positif ou nul.

81 LR n'est pas constant, vl‘g mn'eat pas nul et le premier
membre ast négatif; lk est positif.

Il ne peut exister de fonction propre constante que ai

o(l = ﬂj =0 ; Adens ce cas, ): 0 est valeur propre & condition que
ls fanction continus g{x) soit identiquement nulle sur {a,b) .

Ie théorime sst Gémontré,

Plagons-noua dans le caa du prohléme (III¢). On peut donner
une autre démonstration.

Suppozons >\<0 .

Introduwiaocns 1a eclution générale de 1'équation de {III4) ,

VX -xV3

v = Clex- + Cze » dans les conditions aux limites; il vient :

(ot e® '.'A + oty -2 eﬂv:i)c1 + (utle_m ~ayl-A e_am) €, =0,

1

([33ehm+ p,,f\ljehm)cl + (133e'bvj- By -% e'bm) c,

0.

En exprimant gue ces équations sont compatibles, nous obte-
nons 1'dcuntien caractéristigue du probléme ¢

(g + oV oV Ty e
D= =0

(B -y Mgy -

ou

L2-a B VOGS - BN
(g - =IUR + AYD

Pour A <0, ls premier membre est supérieur & 1 (bma) ,

(IIIB)
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le second eat inférieur ou égal en valeur absolue au méme nombre (1).
Cetts équation n'a donc, dans les hypothises faitea, aucune racine né-

gative,
A= 0 eat valeur propre si g =(33 =0 et dane ce cas
seulenent, on le voit aiedment.

81 les conditions du théordéme I ne aonit paa remplisae, il
peut y avoir dea wvaleure propres négatives (2)
Exemple : L'équation " + Av=0, accompagndéa dea condi-

tions 2v(o) + vt{o}) = 0

3(5-"Mv(m) + (5+ s TWI(W) =0 (e, base aes lo-

garithmes népériana), admet la valeur propre -9 3 13 solution cor-

respondants est v = 8% 4 50X |
. 121
Iei, oty =2>90 ,r33[34=3(25-e } =<0 .

Théoréme II : Dans le cas de 1'équation v" + =0, =i

ol ot s " . -

l. 2::-0 at ﬁ3 {34 <=0 , il y a au moing une¢ valeur mropra négati
Vel ’

En effet,  l'équation {IIIE) peut s'éerire, en poaant
o,

. 1 -

r =°-‘2- (>0 , par byrpothdse) , r, = 3, (==0), t=\F (A0} :
(t + rl)(t -r

eZ('b—a)t = 2)

(t - rl)(t + r2)

On voit facilement que la courbe repréae(:nta;:ive du second
2(b-a)t
e

mambre coupe au woine ung feia la courhe y =

4.=- Calcul dea “"coefficiente de Fourier" de la aolution du
probl 2me (1114 +'III2) .— Reppelons que la fonction f£(x) qui

(1) foq + oN=A By -BYTX|_,

=1 , 3
o4 - o= By + BY=X

(2) Cea conditions ne sont pes mentionndes dans tous lea ouvrages qui
Bloccupent de cette gueation. Wous ne lea avone trouvées ni dana
Frank et von Miaea {t.I, p. 340, 347, 573), ni dens Hoheieel,
Gewthnliche Differentialgleichungen, collect, GSechan, 1926.
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conetitue le second membre de 1'équation différentielle (IIIl) est,
par hypothdae, une fonction généralemept cohtinue (pour la définition
voir p.1l) .

Nous avons déjh dit que, si T n'est pas égal & une valeur
propre du problime homogdne correspondant, le probléme (IIIl + IIIE)
- est déterminé c'eést-a-dire qu'il existe une fonction, y , admeéttant
une dérivée premidre continue et une dérivée seconde et satisfaisant
& 1'équation (IIIl) et aux conditions (III2). La dérivée y' est
continwe, y eat donc & variation bornée; par suite, y est repré-

gentable, dems l'intervalle (a,b) , par sa série_de Fourier.

()

y eot ausai représentée,_dans {a,b), par son développement & 1l'ai-

I1 a'ensuit, gréice anx théordmes A'équiconvergence que

de des fonctioms vy {on auppose que p(x) et q(x) =satisfont aux
hypothdses de ces tbéorémes) , :

Calculons maintenant les coefficients: &y de ce déﬁelcppe-

mant,
Poauna, comue plus haut ,

- i
N = (vk’vk) et 4, = v, (f,vk)

Partone de 1s relation (113)' pour n=2 , dens laguelle
nous faisons v = vy 5 nous obtenons, en désignant par ?& le vec-
teur de composantes Vk(a), v’k(a), vk(b)' v’k(h),

(y,0my + 7)) = (£,7) - AT

ou,. puisque lea v, sont les fonctions propres du problime (III?+III§}

.

et en vertu du théoréme de la page 14,
¥ = A + ) = gl ~ (U + BY)
Ie premier memhre est égal & (r - lk?(y,vk) ou (I‘—lk)akﬂk :

on a done

(1) 81 ot 4}# 0 , 1a fonction est égale & son développement snr
le segment ({a,b) (théor2ma de Haar) .
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ou, en introdulsant dans cette relation lea exprasaions qu'on a trou-
véea pour lea /b;_(v) 8t sn réaolvant par rapport & =8

k
1 1 1
a = - dp(a)( - v, (8) + 5=—==v. (a))
k =X T {H [ T2k Z 2k
k k o‘l +p(2 a(l +l=’(2
(IIIG)
3 4 ' 3 4
Sotent g(x,A) et h(x,}) deux solutions de 1'équation (III?)
qui constituent un syotéms fondemental et telles que
gtla,A) =0 , h(a,A) = 0 , quel que soit A .
Posona ' !

g{a,A) = c{1) et h'(s,A) = a(A) .
En introduieant 1'intégrale générala, v = Glg(x,l) + Czhtx,R),
dans les conditions aux 1imites (HIS), noua obtanons

dlc(k).cl dzd(/\).cz =0
(ﬁig(b,/\} +'ﬁ4g‘(b,AJ) G, + ([33h(b,1) + p4h-(b,l))cg =0
lea valgura proprea eont ies zéros du déterainant
o c(A) ot,d(h)
L= psem,0) + pye (0,0

F.jh(b,,l) + /;’411"(1),1)

et 1l'on peut prandre pour fonctione propres

vk(x) = o(lc()k) h(x,/lk) - u(zd(lk) g(x,lk} .

L'équation caractérietique D = C atéerit :

o(lc(/l)

a(ed(l)
BzE(®,X) & Byet(d )

pjh(b,]) + p4nr(b,AJ

Désignona par S)k ls valeur ccamune de e¢es rapporis, pour
A= Ak; amplificns le premier rspport par (34h(b,)k) puis par
. -—ﬁ}h'(b,)k) s+ le aecond par - ﬁ4g(b,)k) puia par pjg'(b.lk) et

divisona 1s somme dee numératewra des rapporta ainsi ohbtenus par la scm-
me da leura démominateura ; 11 vient
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qelhy) o¢,d (A )
91-:_= BBg(b"\k) + (:hg'(b,AkT = th(h”‘k) T pdrhr(brxkj

B® ~ Bsmi)
(65 +85) (&' (m,)y) nw,hy) - gld,d) nr(v,0))

. ) Ies fonetions g(x,1) et n{x,A) satisfont & 1'équation
(1113) 5 11 en résulte que
) B (Ph')'g¥(pg‘)'h=0 (as x = v);
1'expression ph'g = pg'h me dépend done pas de x ; elle est égale
~ & pla)n*(a, )gla,d) - pla)gt(a,Mhla,h) clesi-d-dire a e(A}a(M)pla) .

. » b) - (B.vt(b
0n a done . S’k . pév) B4vk( ; vak( )
o e(Ay )a(}, )n(a) B3+ By
En tenant compie de tout ce qui précdde, on met {IIIG) soua
la forme ‘
_ 1| e el )ple) -
(F[II?) % T RT { kak .["“ ?kﬁ] “"k} ;

)‘k : valaurs propres ,

e{A) = g(a,A) , d{A) =1n'(sa,A) :+ g et h sonit deux solu~
tions strictemsnt lindairemant indépendantes de 1'équation (III_.?_) tel-
les que

g'(a,A) = h{a,l) =0
Nk = {vk’vk) ;A-lqu= (flvk) H
S ety _ o,d(Ay)
Sk = THEGKT+ Pra b, = R0, * AR5,

Les fonetions propres sont

vie(x) =oqe(h) nlx,dy) - ak, ) ale,dy)
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5.— Premier exenmple.-~

Soit le problime
1
[xe.v'] + 1y = £(x) ,

yla) = ok, ¥(v) =3 {b=>a=0),.
1e probléme associé sst ;

[Jzzv']l + Av = 0 ’
v{a) =0 , (b)) =0

les valeure propres sont positives -pabeque &y Sy = (35(34 =0 et
*f3 # 0

Rappslons que lee fancticns propres sont réelles.

Ia sclution générals de 1'équation (équation d'Buler} du pro-
bléme associé ast done
v = clx"b coa(—“"g—l 1n x) + . Cex'% sin(l'-é-——l In x) .

On 2 pour équation caractéristique :

cos Eé:’z— 1n a) ain{—-—-—"";_l 1n a)
D= . =0 '
cos(-@ in ‘b) am(———-—“;’l 1n 'b) -
ou ‘
tg{-i—“ ‘;‘1 in b) = tg(E";'l 1n a)
d'ol

4;\]{ 1 xR k=1, 2, ...),
formule qui donne les valeurs propres gt dana 1a‘queile

£ - 2T
n g

Iea fonctionsa propres correspondantea aont

Vzu -1 J4A, -1
vy = x"tlicos(—ek— In a) sin( 2k In x)

43, -1 (\/41 -1
- sin( ?k 1n a) cosg 21: In x”
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\ar,
on 8 vk(a) = 0 N vk(b) =0 » V{c(a) - )'2}\- 3'5' e'l‘T

-1 v
vi(v) = (-1)F -——“;‘ 3

Bubatituons dms 1ls’ formule (fIIG) et résolvons par repport

a & il vient
_1__{*__4“1?1 [efor - (arRetg] - Ak]

By AT 2;vk
_1 D
Nk'zlns
4)k=1+k2f2; f=g-£b
ing

~

Be= Second exemple,-

BEnvisageons le problime
x2
Y- Ty vy = 3(x)
o y(e) +otyt(a) =%
Bsy(1) + Byt (1) = B
Fous lui sssocions 1'équation et les conditions suivantes :
x2
v o-E v u (As )
o v(o) +-°t2-v'(o) =

fav(l) + 3v(1) =

‘L'équation de ce dsrmier problime est connue sous le nom d'é-
quatién' de Weber ; elle admet les deux solutions pariticuliéres liné
airement indépendantes

1]
<
-

o O

- 2 )
g(x,}) = o [1 - -5-\-,- %+ A -2) i:‘? - L—)—-(—-—M‘-Eel""'i x® 4 } '
h(x,/\) ~"=e-}x2 [x—)-'-:"}'—x3+sl\;l%-9—_j—)—— xs.— .]

ora e(d) = glo,)) =1, g'{o, ) =0 ,
"hi{o, My =0, a(Ay =n'{o,)) =1 .

(1) Sériss'..convergentes pour toute valeor de =x.
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Ies valeurs propres sont les racines de 1l'équation

%3 .

Bza(1,A) + B,e'(1, D) Bn(1,) + gni(,))

Enfin les fonctions propras sont :
vk(x) = oﬁ_h(x!lk) - otzg(x!‘lk)

La formule (II]f7) devient ici

o T X, +l§ - ['ﬁl}; ®- 9B) - Ak]

% .~ Equation & coefficients constants. -

Considérons 1l'équation
(IIIi) y"* 4+ ry = £(x)
et 1ss conditions aux limites
Ll(y) = dly(c) +°(2Y'(0) = ot 1

Ly} = [Zylm + By (M) =
Hous supposerona gue les coefficien't:s de I’l et de L2 8-
tisfont aux inégalités ot,o(, <0 , _{33 ﬁ4 >0

(IIIz’}

|
™

Dans ces conditions, nous savons que les valeurs propres du
probldéme associé
v o+ lv.= o ,
Inl(V) =0, I;E(V) =0
ne sont pas négatives.

Pogona W =\)‘/\ ; 1ls solution générale de l'éguation
v o+ lv=0 est (A>0) :

v=20q glx, X)) + Cyp h(x,}) = ¢, coswx + 02 sinwx

et 1'on s

e({A) = g(oA) =1 , d(d} = h'(0,A) = w .

Ies fonetions propres sont
Vi = o(lain(ukx - dzwkcoawkx '

les . étant les racines positives de 1l'équation carsctiristique
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[~

- @co‘s_wﬁ - f:;,rw Hin Wi %aj_nw?r + [34:ucos wr

Cette équation peut a'écrire

' oty
1 2 -0,

ol N o
cotg Wl = __.2._[3_4__. w

+ L i
ootz = o3 Xofts —efyf W

Ia formuls qui permet de caleuler lee coefficienis de la mé-
ris représentant la solution du probléme, dms 1l'intervalle ou sur le

segment (0,T) ,8'obtfent en particularisant la formule (III7) s elle
s8t

‘ 1 [ I
(II1) o % T N,T [ﬁ; (ot - OB - &
ot Pl ol
2 2 2.0 2k 1l .
Nk = (Vk,v_k) = (dl + dzwk)g + T sin Ewkn
: "

2
! -0110(2 ain mkﬂ: .

I_Iappel ons que l'on &8
_ otl _ o(zwk
yk - @g:os w, T - f34wkainwk1': - ﬂjsinwk'rt + 3 Wy CoB Wy T
ot AN = (£,7) - -

(1)

Remarque,— A=0 eat valeqr mropre 8i lea conditions aux
limites (IIIé) B(J_Ilt y'(O) =ot, y'(TC) =ﬁ ' et dm8 ce cas geu-
lement. Alors 'lo =0, v, =1 et

_ 1 el
8 = ?[?ﬁ +Ao]

(1) I1 est utile de remarquer que l'on & vk(n' = ”/34fkwk et
V(W) = R @ Ly -



Bqustion §" + ry - £{x).

Oonditions

Eq. caract.

b
]

_

+ gIoTNoIael 580 gemblend swwD au;aé

(ety #0)

dyy(m) +euy(n) =p

(k = 1,2,...)

0‘18111151 - ﬂzkecs kx

‘Tk ak
y(o) =o; y() =B | tgw® =0 S sin i X2 5 [Zk("‘ ( nkﬁ) Ak] @)
(k=1,2,...) ' i
1 - ié
8y 5[ = 7 * AO]
y'(0) = y'(m) =p| tgwn = 0 ¥ cos kx kzwl_ N - ') + Ak] @
(K=0,1,2,+00s) S
(k # 8)
Y'(o) =l 3 y(ﬂ) ::(3 cotgwrmr = 0 (k - -})2 cOE(k - é‘)x (?:;_)Tl:._r[% (20‘ + (-l)k(ek‘fl)p} + Ak]
[ : = - 2 1 14, k
glo) =o¢ j y‘(ﬂ)—P cotgwr = Of (k - %) #sin{k - #)x m[&" ((Zk—l)d -~ (-1) 2(3) - A'k]
: , (2)
4y(o) +%y' (o) = tgwr = 0 2 1

¥ - r[ o2 ikkqu)ﬂ‘ (oc-f_-i)km')__ Ak] )

(1) Cos formulss ont déji été établiess voir [1] , p. 125 et 126, et {3].

{2) Ies valeurs propres smmt positives (v. 1'équstion IIIS).
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8.- Dérivée de 1s solution du problime (111§ + Hlé) .=

Bupposons X, 3, #£0 .

Bous svons obtenu
v 2
= £Mk("‘ - ¢.A) - A« sinw; X - &, & 0080, X).
AT [ W k Ay floty sin@ X = o) G 008y
I1 résulte immédimtement @u théordme -de 1'équicanvergence
(uniforme) que la série
Zakvk

egt uniformément convergente sur le segment {0,7) .

On peut aussi démontrer la convergence uniforme indépendam-
ment du théordme de l'équiconvergence; 1l suffit de remarqusr que

|opvy | = o(w,?) = o(x™)
(¢, est borné de méme qus {f,vk)/wk) .

Si nous @érivons zakvk terme & terme, nous obte{mns une
gérie de laguelle nous ne pouvons rien dire, du point de vue de la
convergence. Pour obtenir une périe gui représente y' , nous par-
tirons de la dérivie eeconde.

Démontrone d'abord guton a l'identité )
1 - ol 1
2 Fon (- fufmlx) = ["&;“"SZN_I{ (ot - 5’1:(”] . X

'“2["1?}'1: (= P f3) -

Bn effet, si =z(x) est la solution du probidme aux limites
of of zt = o
. 1z(o) + Oz {a)
[352(1'() +f34z'(‘rl) =f (0(2(54 £0),
on a, d'une part, z{x) = z'{0).x + z(o) , )

(1)

(1) si ;= [_15 =0, le probléame n'as en général pas de solution;
dane ce cag, il est aisé de passer de la série gui représeante y

4 celle qui a y pour somme.

%



d'antre part , ) 7
. z(x) ‘=.|Z_akvk =Z N__kj‘-‘-’k __(o( - S’kp) vk(x)
et par conséquent z(o) ='O<EZ!TI£ (X - S7k(3) .

Tirons z'(o) de la premidre des conditions aux limites ;
il vient
o o X 1 .
-z‘{o):—-—-z(o):—-t-ot'é = (o0 - ) .
0(2 0(2 o<2 1 Nk s’kﬁ

En édgalant les deux expressions de z(x) , on obtient
1 o e
PEE srmasl AIOR [;2— +h ﬁ“t(a—fkp)]x— % ) T(*- G s

clest-a~dire 1'identité que 1'on voulait étsblir.

Dormons encore ls série en v, au est égale & 1 en tout .
point du.seguent {(0,f) ; nous 1l'utiliserona plus loin.

1a fanetion z(x) =1 est 1a solution du problime
z" =0, '
c,flz(o) + &,z (o) = oG .

psz(t) + ﬁ‘iz‘(ﬂ) =)33

Z apv = ZT%U}E (o = P Psiv(x) -

1 .
- % z:ff;(“l =~ Sl -
Pour x =T, l ="- ﬁ“_ qT];(dl _'?k%) y CAT Vk(ﬂ:) = 734?1{“'5:

Cherchons maintenant un développement en série de y'; si
la série YA v, converge uniformément sur le seguent (0,7t) - il
est nécesseire pour cela que 1g fonction £(x) soit continue-, én &

y" = £ z Ty = : (Ak - rak)vk(x)

La série preécédente est uniforamdment convergente puisqu'elle

loy 3, £ 0)

Done -

z(x) = 1

Pour x =0, 1

(1)

est la diffdrence de deux telles séries; on obtient en intégrant ter-

{1} Voir p. 33, nese.
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m2 3 terme L -T
y'(x) =y'(o} - 2 % (1) - vk(O))
we

ou, en tenant compte de la formule (III ) et de la premidre des con-
ditions aux limitea,

_— . '
y'(x) _‘.’—.‘.2_ -;2 | o (o) - Z“Nkwk (ot - B) oy, ][ vi(x)- k(ﬂ)]}
ou encore, en remarquent que la série Z N’L {ex — (’&{3) converge (voir
D 37), k

ORI IR Nkl D S | el CEE MU RHC)

Il esat intéressant de. montrer comment on passe de cette sé-
rie & la série y(x) = z a v, et de vérifier que les conditions

aux limites sont satisfaites.

Une intégration terme & terme (la série est wriformément con-~
vergente) donne :

¥(x) = Za,kvk(o) + [o.:‘_z A:,_o(l Z;—k (e - ?kﬂ)]x
U CATRPRVRRES)
gk emnap-) [7

S (o ) |

-otzZ I%c. (ot - S’kp) + E a.kvk(x} (1)

¢'est-a~dire, en vertu de l'identité de la page 35,

x)= 3 _awniz) ,
c¢8 gque l'on voulait établir.
I1 résults de 1A maniére méme dont JIIOUS avons calculé y'{e¢)
que lgs fonctions y et y' satisfont & la premidre des conditions
aux limites. Montrons gue la seconde est vérifide.

" (1) 1es séries convergent (voir p.37).
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On a
By + Byt () = By T ayv ()
of
- LT D EE LR R D EE S T B TR

Maie v (M) = —[34?kwk AUy '_'Fj?kwk {p.33, nete) ; par suite,

cl{i ' oft, ol
psy(®) + Byt (m) = = Z{ﬁﬂﬁ, % (o) ~ifi5) - ::Eg' 'ﬁi (et - ﬁcﬁ})]’
Ies gérias - P4 Z‘g—z (o) ~ ppfis) ot “"2: ‘nl_k(“l'(’kﬁi)

sont convergentes et la 'somme de chacune d'elles, nous 1l'avons monireé,
o8t égale d 1 . Done

(37(0) + By (m) = p

c.gq.f.d.

Fous avons supposé que la série : Lkvk convergealt uni-
formément sur le segment (O,) . 8'il n'en est pas ainsi, il eat tout
de méme légitime d'intégrer terms & terme ls séris ’

:(.Ak - rak)vk(x) (1) 3 on cbtient une Bérie gui représente y' .

9.— Application & un cas singuller,- 8i 1'éguation

2
A % vy + Ty = £(x) (n, nombre naturel)
x
admet une solution y telle que

a) |y| < A, nombre fixe, pour 0 e= Xl ,

b) (333(1) + [34.Y' (l) =p,

nous obtiendrond les coefficierits a, de la fagon suivente :

Prenons pour probléme zsssocié
2

_1
V"'—n—zﬁ'v+)v=0 '
x
O(lv(o)+0(2v'(o) =0 , '
=0

f57(2) + B (1)

(1) On le montre facilement au moyen de 1l'égalite de Parseval.
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Les fonctions propres sont

vy = VF I (wx) (w, =\/Ak) .
les valeurs propres sont les racines de l7éguation
ag,_ (VA x)
n 1 _
ﬂ3Jn(vx) + ﬂd,[ dx L:l 3 F’].;Jn(\a) =0.
I1 existe ici encore, on l'a déja asignaléd, un théorime d'é-
guiconvergence.

La formule (IIIG) domne, si 1'on tisnt compte de 1'éguae-
tion ceractériatique,

de sorte que

L v I e[y e - ) Wt



IV.-" EQUATION du SECOND ORDRE
CONDITIONS GENERALES

1,- Problime.- Considérens 1?équation différentielle

(17,) @)Y + )y + vy = 2@ P
et les condifions aux limites

Li(y) = #y3(a) + o,3"(a) + oGy(b) + X,y' (D) '

Ly (y) B .

Ies hypothésea relstives & p(x) , q(x) st f£(x) sant cel-
1ss du paragraphe 1 du chapitre IIT ; l'opérateur I et la matrice A
aont identiques & ceux du méme chapitre. On suppose qua les formes
I et I? gsont linéedrement indépendantes.

4

)

Pyy(e) + Byy'(a) + fyy(b) + Byy'(b)

Noue nous proposons ds trouver uma séris.ds.fqnotiona artha-
gonales propre & reprépenter la solutien du problims (IV1 + IVE) .

Ies doux premidres lignes ds la matrice M sont formées des
coefficients dss I&'; les éléments des deuxr dermidres peuvent &tre
cheisia arbitrairement & candition, toutefois, que la matrice soit ré-
gulidre.

En désignant comms plus haut per A le déterminant de N
et par Mkc le mineur ds 1'élément m, , , nous avons

(1) Voir note (1), p. 19.
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AN = HP(S)MEE p(B)le P(b)M24 —p(b)m23
) -p(aly,  plaliyy  p(o)My,  -p(b)N,,

de sorte que
A/Z(V) = = B ,p(a)v(a) + M p(s)v'(a) + M, p(D)v(D) - My zp(b)v'(b)

(K=1, ...,4).

Le probliéme associé ast :

(1v3) | W+ Av=o0 ,
(Ivy) Vi =0 - (3=3,4).
Ce problime est self-adjoint si
171 =2 ' °% o ‘
{Iv.) p(b) = p(a)
’ ﬁl ﬁg p} ﬁ4

et réciprogquenment.

En effet, c'est 1a candition nécessaire et suffisante pour que
le problime

(IV]{) Iy +ry =0 ,
(Iv)) L(y) =0 (1=1, 2)
soit adjoint & lui-méms (1) at les problimes (IV:;‘_ + Ivg') et (1"7‘;_1 + Ivg)

sont simultenément self-adjoints ou nan.

Nocus suppoesrons toujoirs dams ce chapitre, que les coefficients
des Iy eatisfont 4 la relation (IV3)- qui s'éerit sussi

(Ell(A-l)lz'z) =0,

?1 et -2‘2 étant respectivement les vecteurs (dl,ofz, 0(5, 0(4) et
((31, (32, [33, ﬁ4} . Le probldms sssocié étant alors self-adjoint, on &
les mfmes conséquences qutau paragraphe 2 du chapitre précédent; en par-
tieulier, si i'on ramplace 1lThypothese o<2 ﬁ4 #0 opar ls condition

(1) [9] , p. 217.
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-3 o

2 . 4
. o, -
ﬁg f34 . .
le théordme de Haar subasiate (1). §i cette condition n'est pas remplie,

11 exiate néanmoins des théordmes d'équiconvergence (1).

Il faut noter toutefoia wne différence entre les valeurs pro-
pres du problime (III; + IIIS') et celles du problime (N? + IVS').
Los premidres sont simples, c'est-d-dire qu'd chacune d'elles correa-
pond, & un facteur constent prés, une seule fonction proprelta.ndia que
les saconden peuvent &tre doubles {toutes ou certaines d'entre ellea):
toutes lass sclutions s'expriment linéairement en fonction de deux d'en-
tre ellea gqu'il est loisible de supposer orthogonales.

2.— Problime assccié.- Posons

di O(J .
i:]: s (B == J).
ﬁi ﬁj

Les conditions aux limites sont linéairement indépendantes ;
i1 en réaulte que 1l'un an meine des 6 déterminants @A 13 est 4if-
férent de zéro. .

Nous pourrions prendre pour M l'a matrice

0(1 0(2 c>~:3 . c:(4
B B, B B
Hy =y -y Xy

.("'2 -1 "ﬁtl ﬁ3

' 2 2 2 2
dont le déterminant eat ¢gal & 2 A12A34 + A13 + Alh + A23 + A24

) ] . 2 2 2
ou, en vertu de la relation (IVB)’ & 2 ots A12 " A13 ¥ Ald
+L\.g3 + A§4 , quantité non nulle. Nous préféromns, afin dlobitenir des

expreggions moine lourdes pou'.r" len ?)i;(v), dietl nguer deux cas.

ler. cas : A12 = 534= 0 .

(1) [19] , ». 272 et 279.
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Ies conditions (Ivg), donc aussi les conditions (Ivg),
aont équivalentes & des conditions de 39 espice; on est ramené aa pro~
bléme considéré dans le chapitre précédsnt.

e . '

2° cas AlE#O(Aﬂ#o).

Faisonse O‘l 042 0(3 o<4

A B B P B |
M= . (A = A12 £ 0).
0 o] 1 0
0 0 0 1

Nous avons

My= B, Bp=-fi M, =0 LM, =0,

Yor =% T2 = Ay My =0 M =0,
Mpy = 8o Hsp = -Byy M5 =8,,, 45, =0,
M., = 4 M

1= By, Myp = Dy 2 Wz =0, M, = By,

et, par suite,

pa)y  2(a)f, 0 0

-plalety  -plaje, 0 o
L= p@ay, wa)a, o sma,l

p()dy, 2(s)4,, BIA, 0 '

Le probldme associé est done
(1v,) v+ dv=0 ,
) Byzp(a)v(z) + Ayp(a)v'(a) . - Ayp(b)vi(p) =0,
i : . .
7T Ay p(a)v(a) + Byp(a)vi(a) + A p(b)v(b) =0,

Remarque.- On obtient directement des expressions plus simplss
pour les fonctione proprees et pour les coefficienta &, A partir dun
probléme (IV4 + IV5) qutavec le probléme éguivalent

v +dv =0,
Iy{v) = 0 (1 =1, 2).



45

3.~ Signe des valewrs propres.—. ..

Théoréme : Si

A >0, ALA,, <0 et qlx)= 0

15814 1392 S

6) = ' } .
ou ai A= 0, 423A24 =0 et  g(x) =<0 ,

(Iv

le probléms (IV4 + IV'5) n'asdmet pas de waleurs propres négati-
ves. (Rappel : p(b)A12 = p(a)A34 : A12 #0).

En affet, Ak ¢tant une valeur propre st vy 1ls fonetion

yropre correspondante, on a

. T
j . vk(INk + )kvk)d.x =0

- pa

: b b, b
2 2 (b 2
(y [PVV'J -—S (pv —qv)d.x:—l vidx .
x. .Kk a a k k k)a k!

A ltaide des conditions aux limites (Iv5) , do la relation

(IV3) et de 1'identité
+ A =
) a,,4,, 1By = A58,
on met le 1°7 terme du premier membre de (§} sous la farme

—p{a) Z 42
[AB AMvi * 2Al3 A24 A +_£\323 A.24vk} .
x

A12 83 - s
2 .
Q
81 858,70 et (8458,))°<A5589,8,54,
ou, en vertu de l'identité qu'on viént d'indiquer , .
si A13A14>0 et .A13A24.._<_:_0 ", 1a forme entre crochete n'est

pas négative ; le 157 terme de (X) est done négatif on nul a:ainsi que
le prenier membre, puisgu'on a supposé q{x) = 0 . Il en résulie que

Ak” n'est pae négatif.

St Ay5=0, A23A2¢>0 - oed a{x)=g0 ,

on volt immédiatenent que le premier membre de (y)' e'st négatif oun
nul; Ak est positif ou nul. Ie théoréme est démontré.
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Remarque : .I) Si A =0 eat valeur propre, la fonetion propre cor-
respondante est conetante (ainon vé ne seralt pas nul et le pre-
mier membre de ( ¥} serait négatif}.

II} Si ni l'une ni 1'auvtre dea conditions (IVS) n'est rem-
plie, il psut y avoir dee valeurs propres négéfives; ainsi, le probléme

vt + Av =0 ,
(e + 2)v(o) + (e — 1)v'(1) =0,
(1 -e)v'(a) + (e + 1)v(1) =0
admet la valeur propre -1 ; 1la fonction propre correspondante est
v=(e + e_l)ex - {1+ ez)ehx

4.- Calcul des "coefficienta da Fourier” de 1a solution du
probléme (IVy + IV, 5 &, #0, p(b)Ag, = p(a)bz,) .-
Ies considérations du début du peragraphe 4 du chapitre préecédent aont

encore valables ici & condition de remplacer le théordme de Haar et les
théoremes mnalogues par les théorimes plus généraux démontrés par Zasnen.

tn a {(p.27)
Ay - Ty, = o @1("1{) + FW2(vk) - Al
et ( p.44, matrice N }
AL, U (v) = Biptalvia) + frpla)v' (a)
A, Vo) = - egple)v(a) - egpla)vi(a)

done

A%

(V) | oy = ,ﬁ_r{-mﬂg— [(«[31 - B v (a) + (ecfiy - ﬁﬁ)vi(a)] - Ak},

5 Eqﬁation 4 coefficients conatants.- Considérona 1'équa-

tion

(IVi} ¥ o+ ry = £(x)

et les conditions aux limites

oy(0) + s,y'{0) + oGy(T) + &y (r)

Fly{o) + f%y‘(u) + ngCW) + /ﬁy'(")

[
2

(Iv)) (815 = Az # 0)

]
-
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Rous aupposerons que l'une des deux hypothéses (IVG) est
vériiiéa; il n'y a-donc pas de valeurs ropres négatives.

Le problime associdé est (voir § 2) :

(xvy) . v +dv =0 ,
(Iv‘}l 413\?(0) + A23V' (D) ' - Alz'v" (M) =0 '
> _A14V(0) + 424v'(0) + Ay v(m) . =0 .

-On 8 pour équation caractéristime (ai A= 0)

A -
13 + A.lzwainwﬂ Azj“" Alzw cog Tt
A-14 + Alz . CogWT A24w + Alz . alnw

8i, pour A= Ay = wf{, le rang ds 1la matrice dont les &1&-
mants aont ceux du déterminamt D eat égal & 1 , la valeur mxopre

A, o8t simple; i 1a rang est zéro, A eat double. Nous distingue-
Xk X 2 ngu
rons done deux cas : :

&) lss valeurs propres sont simplea.
‘On prendra

v, = (A14 + ~.A12°°9 wkn)sinwkx - (A24wk + Ag,8in cukn:)coar..ukx .

En substituant dems la formule (IV7) , on obtient :

1 1
{IV;) g = F[wz-i—z—ﬁ;- [wk(dﬁg -ﬁd2)(Al4 + A12 COBCAJkT[)

—(*fy - By a,,wy + Ay, sin “"k“)J - ‘A'k} 3

b) il y a des valeurs Dropresdoubles.

51 A= '\k = _Lui est une val eur propre double, ia formule (IV,'?)
n'est plua valabls puiague les expressions A14 + 412 cos Wy T

8t A24 &Jk + A12 gin ukn’ gont nulles. On calculera les coeffi-
cients des deux fonections propres orthogonales correspondant & |
A=A x Far la formule (IV7}. Des exemples sont donnés plus loin.

Remarque,.- 8i A =90 est valewr propre, on pourra prendre,

eu égard & la rYemarque I) du § 3 de ce chapifre, 7, =1 et 1l'on aura
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AlE T

ao=%{M+A} .

Fous terminerons ce paragrsphe par deux propesitions sur l'or-
dre de multipiicité des wvaleurs propres.

I) 8i £&24 #£ 0, les valeurs propres du problime (IV& + IV%)

sont simplss A 1'exception peut-8tre de ltune dtelles.

En effet, pour qu'une valeur propre nen nulle {positive ow
négative) soit dovble, il faat et il suffit que, pour cette wvaleur, le
rang de las matrice dont les éléments sont ¢eux de D soit O .

8i A = Lu2 est une valeur propre deoubls, om g donc
Al4 = - Alz coswim , 4‘244.0 = - A12 ginwn
et, par suite,
2 2 .2 _ L2 .
(€) Al4+524w =87, 3

il ne peut donc y evoir plus dfune valeur proprs (non nulle} double.

si A =0, 1'intégrale générale de l'équation (IV&) est
v = Ax + B. Introduiscns cette solution dans les conditions (IV%) ;
il +vient .

\(A23 - A5).A 4 A,5. B =0 ,

(024 + Al2n)‘A+ (AM + 512)'3 =0 .,

Pour que A= 0 soit une valeur propre deuble, il faut et il
suffit gus le rang de 1ls matrice

Aoz~ 83 By
(S)- A, + ATt A+ 4
24 12 14 12
s0it égal & 0. I1 fauy donc que A14 == A 12 * 5i ceci a lieu,

la gsolution de 1'émation .{€) est A= uwf = 0. 11 ne revt donc y a-
voir plus d'une veleur propre double. c.q.f.d,

Qu'il existe, dans certains cas, une valeur propre double,
¢'est ce que montre 1'exemple suivant : ‘
| v+ Av=C
(o) + 2v'{c) - v(mM) + 2v'(n)
v(a) + 2v? (1)

|
o o
-
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la valeur propre double est )c=u.v2 =% ; les fonctions propres

gin % X, cCoB -]z;x ne sont pas orthogonaleg entre elles mais les so-

lutions
1 ) 1 o1 1
sinzx+cos§x, 8in 5 x — cos F x le sont.
Dans 1'exsmpls
v+ Ay =0 ,
v(o} -v(m} + MAv(m) =0 ,
v' (o) ~=vt(y=0 ,
A=10 eat valelur propre dozble ; 1ss fonections propres ortbogona-
‘les. correspondantes somt 1 et x - & , '
. 2

S IT) 8 A24'= 0, 1l faut et il suffit pour qus le probld-
me (IVA + IVé) admette des valeurs mopres doubles que A 13 = 0]
8t que 5145.1 A qp .

Ise valeurs propres sont Ak = (2k—1)2 (k =1, 2, ...} ou

et Aa..

1 sont as

Ak = (2k)2 -{k=0, 1, 2, ...) 'selon que O
néne signe ou non,

12

Toutes les valsurs propres sont doubles, exceptéd, dans le ge-
cond cas, }o=0. . - :

Iz condition est néeessaires. En effed, sl lk = w i £0
88t une valeur propre double, le rang, pour A= Ak y d8 la matrics
dont les éléments sont ceux de D egt O ; donec

L By A finw R=10, als + Alzwkainmkﬂ.——— 0 et
Ay, + Ajsco8w T =0, cequi implique, 4 1, étant différent de

zér¥c et A o4 nul par hyrothase, ain wkn =0 et, par suits,

R=5F 1, A =0 et Al4=:AlE'

coa w 13

k
La condition est suffisante car; si 4O 24 = o, -013 =0

et Alﬂ, =+ A 19 1 il résulte de 1'identité (J) que 423 =3 Alag

1t'équation caracté&istigue D=0 foarnmit alors les valeurs mropres

T s ‘ (o
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Ak = (2]{--1)2 ou t\k = (2]{)2 (k =1, 2, ...) selon que A, et

Fal 14 sont de néme signe ou non. Toutes ces valeurs propres sont dou-
bles,

Si A24 =0, A=0 ne peut &tre valeur propre double pu;i.s-

que 1'4élément A + A

i ]
24 1Tt de la matrice (¥ ) mn'est pas nul.



la £051D Wy = W + 2k
(k =0, 1, «..)

Vo = cosf 2k wp)x -9 | faca= (2%~ :, )2 -rlé[ﬁ

tgt= oy , si'dl'<1
tep=-d

~E<9s<i

silo(ll>l

(3]

Bguation y* + vy = £{x) ?5\-
Conditions Ak = wi v a E,
y(o) - y(m) = « ' 1 i ©
4 T = gin 2kx = == .5 =
y'(o) —y'(n} = (2k)2 % 4k§--r T _ k] ,n?
. — 28 8
oD, cos 2kx ¢, = 4-k2--'-1-[;[ﬁ + ckJ (x £ 0) :
1
% =T [1(::- + co]' E
) {m) =« ‘ 1 2(2k-1 )t g
ylol + yim) = ein{2k-1) = [ - -s] £
y'(0) +y'{n) = 2 i T k) gl k b
(2k-1) (211 4 [2 o ] H
con{2k-1)x = + .
%k T ki) R K
ogy(o) - y(n) =« 2d. ¢ -1 2= .
coswi = —— | Vi = ©0° [(2xr w)x + g]- %2k = e w )2 J?" [-"‘_1 (2kt w)oing + Fcosﬂ
yr (o) ~&yy*(n) =p dj+1 o/ ~ . + Ay

2 {2k~ _wo)sin!f - Pcosqv]

- A2k-—ll

(1) [13) , p. 399.

| BT ep 84USTOTITE0D BEp uotgesidxs,T SUNOP JUBATNS TBITqEE ST

14



V.- PROBLEMES du 4¢ ORDRE

) ‘1.~ Probléme général.- Dans les deux premiers paragraphes de
e8 chapitre, l'opératsur différentiel L sera défini par 1'égalité

Iy = (2 (x)y")" + (py(x)y') + po(x)y
les foqbtionﬂ P, » P, et p, sont continges sur {e,b) par hypo-
theéee; on suppose ds plus que les dérivées P, s pg et pi existent
et sont continues sur ce segument et que p, ne 8'y annule pas.

tn s : L% = Ly
et
| o pp(e} pila) p (2} 0 0 0 0
-p;{8) 0 —pla) 0 0 Q 0 0
-pi(a) 1 (a) 0 0 0 0 o o
-p,(a) 0 0 Q 0 0 0 e
A5 0 o O 0 o py(w) -pi(®) -py() |
0 0 0 0 p (1) 0 p®) O
0 0 0 0 pi(d) -p,{») 0 0
°c . v o o pm 0o 0o 0

80it f£{x) une fonction généralement continue sur (a,b) ;
nous considérerons le problime conatitué par 1'équation :
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(vy) Iy + ry = £(x)
8t les conditions qux limites linéairement indépendantss’
Ii{y) =oqy(a) + ... + d4y"(a) + dsy(b) + e+ oyM(b) = o,
(v,) _
L(y) = d,3(a) + ... + §y¥(a) + Boy(d) + «n + Bgy(v) = J,

Formons, comme on l'a expliqué au chapitre II, une matrice M
8t calculons ¥ ; nous obtsnons, en désignent par A 1§ déterminant
de M st par M ., le minsur relatif & 1'élément m,, ,

AV (3) = =[ypy(a) + Myspi(a) + Mp (a)] ¥(s) + [Myqpy(a)
+ U5 (a) ] v1(a) + [Mklpg(a) - ¥,,p, () ] v*(a) + My p (8)v"(s)
+[iyepy (0) + MRl (E) + Migp (0] ] ¥(B) - [Mgpy(®)
+ Myep (0} ]7 (0) = (Ml (0) = M0 (B) [v"(B) = M cp (b)v™(b),
Le probléme agsocié aat le suivant :
(73) Iv ~Av =0 ,
(v3) V) =0 (3 =5 -..,8) .

2,- Probléme aelf-adjoint.~ Nous sllons donner uns condition
néceasaira pour que la probldéme (V? 4-72) soit self-adjoint.

Théordms : Pour que le problime homogdne du 4® orara

Iv -Av =0 , Wi(v):O (=5, ..., 8) soit adjoint & lui-m@me, 11
faut qus
(Z_I.) ] (k—l)'f:l) =0 1) (p=1, ..., 43
q=1, “uey 4 ) ]

EI étant le vectsur dont leg compoaantes sont les coefficienta de I.i
(1 =1, .ooy 4) .

En sffet, aoient Z, 1a matrice & une colenns dont les é1é-
montg aont caux ds la kiéms ligne ds M , Zi la matrice transposée

ds Zk ’ Ig at T, das matrices A uns colcmne tellsa qus

(1) Cotte condition g généraiiaa immédiatement aux problémee 4!ordre
2n.
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(Ske eet le gymbole de Exrorecker).

Ies matricaa M, (M“l)' et N sgtéerivent alors
4 o 'y,
Zi Xl bl

1
] r 1]
%5 T 3 %
M= y (M) = y F= ()14 =
] ]
Z8 XG Té
31 le problime set self-adjoint, lss Z(’1 sont des combinai--
sons lindalrss des Tj (j = ey B)
2 = o o9
=5
ou
= g
ch ]

Multiplions A droits par 1s matrice A™T 1+ on8

lA"l chq)xl
d'oli, sn prenant le conjugué ds chague membre,

Zq = :c‘d”xj

8t, en multipliant & gauchs par Zi) ’

z) (4™t § c‘vz'x g
Ies produits scalsires du second membre sont toud nuls; done
-1
ZH{A 'Z = O.
P( ) q
Cotte condition nécessaire sst sussi suffisante dane le cas

particulier que nous allons envissger.

3+- Probléms particulier.- Nous nous bornerans dégermais A
1tétude du problame

Iy + ry =y~ + afxdy + ry = 2(x) ;
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I,l(y—) =ol1y(_a) e + 0(43{"'(5)

= o .
Ly(y) = fyy(a) + ... + f3,y"(a) : =,
I‘3(3’) = 55}"(17) LI Xey"'(b) =¥,

L,(y)

35y(h) e +58y"'(b) = 4.

Nous supposercns que leg coefficienta satisfont eux relationa:

Dig = B30 Big= Afy -

ol on & poaé ' ’
of, o .
A= T SR LOE

1J - H ij =
R Py d d
Ce sont 1% des conditions nécessaires (v. le théoréme du pa-

ragraphe‘précédent) pour que le problime sssocié soit self-adjoint; ces
canditiaone sont auvesi auffieantes (1).

Le probléme assoclé étant sdjoint & lui-méme, on peut le Tem-
placer par

Iv - Av= O

Li(V) = 0 (i = l, ey 4)

et on peut faire des remarques gnalogues & celles du § 2 du cbapitre

IIT et de la page 363 il existe notamnent encore un tbéordme d'équicon-
vergence (2).

On prendra,pour matrice N ,

o o, oy o O 0 0 0
B B By PO 0 0 0
°© o 0 o U5 ¥ ¥ U
o o o o &3 & 4
o, —wg Ol =l o o o

,34-[33 pe_{sl 0 0 v 0
o o0 0 o g - dy g - ¥
o o0 0 o 88-87 §; -3

Ls valeur du détermifant de M s’cobtisnt alaément par la

(1) 1], ». 284
(2) {16}, p. 376 ex 377 , [8], p. 456 .
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rigle de Iaplace ; elle ect dgale & o8’ , =i 1'on tient compte des
rolations sntre les cogfficients des I'i 8t que 1'on pose a8 = .42

12
2 2 2 2 " 12 ' ) , 2
+A1.5+A +623+A +A34 et @ —A A57+ AS +A6’?

+ A‘6 + A!?g . La matrics M 88t régulidre puiaqua 8 et 8' sont
différents de zéro, les conditions aux limites étant linéairement indé-
pendantss.

Calculons leg minewrs puis formons 1a metrice K et les ex-
pressions das ?/’i(v) (t =1, ..., 4}; 41 vient

s VLN = [Prgy +Pytyy +Pshsy[v(e) = [Prays +foty, “‘{34 3|7 (&)
+[Bu01p ~PsBry ~Bypdr(8) +[Bydiy Byl +fylgs[vela)
.B vé(v} = '%1523 +u2A24 +c<3A54Jv(a) +E>(1A13 +ol, A -, /_\34:\v (a)
'[0‘1612 —°£5A14 —o<4A24J‘f'(a) -[0(2/.1 +::n’3A:|._3 +o4 A B}V (a)
o Ute) = ‘{‘1\5%7 +dgalgg *57A'73]"(") +[85‘357 +8gap ~Sgar 18)7 ()
{0556 87 a5 ~dgarggv(®) ‘[‘S 6256 +dq85 *55557]"'"“’)
& %) = (Y5 +Hsigg * Y za|7(D) ‘[35A'5'¢_' + Y65 = Ygalrg| 7' (¥)
+[¥sa'5e ~Ypalkg ~ YglggT(0) +[Ygalhg +XYq05q + Yyl [V (D)

Nous obtenens ensuite, par la relstion (II3) et le théoréme
de la page 14,

O + Dol = A [chnp?f( 0+ y Vs + SV

Les coefficients du développement de ia solution du probléme
aux limites sant, par suite,

& = E.:-Jr?{l%_k[d%(vk) * F'@Z(Vk) +  Um) + 57]4("1{)] ' Ak}

ol 1los /D’i(v)r aont donnés par les formules deritea plus haut.

~ Exemples.- Iea exemples choisis correspondent & 1s liste
des problémes homogdnes self-adjoints établie par Kemks, Differential -
gleichungen, Ifsungsmethodsn und L¥sungsn, 2® éd., p. H26.
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Equation ;

Conditions

Vi

y(o)=d; y' (o) =f

(chwkrt - coswkrr)(shwkx- siney x)

ym)=); y*(n) =8 - (Bhwkfr- sine ) (chw, x= cosw, x)
coswhchwr= 1
(w £ 0)
y(e)=a; y'(o) =f (chw, r - cosw, m)(saw x~ sine x)
y(®) =Y g =9 - (shw, 1t = sinw M{chw x~ cosw, X)
tgwm = thwrr
(w #£0)
y(o) =d; y'(0) =f3 cosw, T (chw, X - cosw, x)
yr{m=§; y"(r} =9 + sinw, Tt (shwy x - sinw, x)
tgwn= - thwmr '
(w # 0)
ylo}y=e; y'(0) =f (ohw ) W +cogw, } (shw z-sinw x)
y = §; y(m) =_5 ~(shw, r + sine m)(chw X-cosw, X)
cosSwn chwl ==1
( =d; " =
y(o) y*{o) =3 1k=‘*’ﬁ oA I
v =y; yo(n) =8
’ ! (x =1,2,...,)
y{o)=e; y (o) =p A =(2. k-l.)é oin 2L &
ym) = y; kb2 2

yr(r) =0
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yv+ Ty = £(x)

o

=1 g-‘f—-]i[ofw (chw, T - coat.u ) +{3(shw m - sinw., f)
‘-Ui+r B k k k k k

- Jw, sinw, mehw, & +5(ainwk1r chw, T - cosw, T ah‘wkn)1 - Ak]

a2y oo )
z - [aﬁwk (chwkn— coswkﬂ') +(3u..«k(ahwkrr— s:.n(.uklr)
wk +r k ‘

- Xwi sinawy 7 shw, m - S(l ~ conw T chwkn)] - Ak}

-1 {1 3 2 ;
wl't . rlNk [2dwkw- 2Pwk coswkﬂ' +3’u§(1 + coswkn'chu-knf sinw, n shwktr)

+ 8(coswknchwk1r+ gin wkns}i wy k- 1)] - Ak}

2 2 .
ﬁ; [dwk(chwkrr + coswkﬂ') + pwk(shwkn+ einwkn)

-1 ‘{2
X
wk+r

+ §wy sinwNshw, T + S(coswknshwkn - ainwkrrchukn‘)}— .Ak]

1 (2 [ - ) - ()] n)

11 owe) e - a(2x-1)p - 202k-1)2¢-1)Ky + 8(-1)58 lle l
(Ek_l)“lﬁr{ﬂ[( 7k - a(2x1)p - 2P0 + 8- + 36 4,
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Equation ¢

Conditions

ylo} =a ; y"{c) =f3

y(r) =y 5 ym) = O

tgwn = thwn

ainwkn Ehhlk:t + ahmkrminwkx

y'(0) oty yo) =
yHR) = )3 g(r) =

{k

fl

0,1,...)

co8 kx

y'(o) =ots 7o) =P

y(n) =y ym(m) =9

yr(n) = ¥§; ym(n) =d

cogwil chwr= 1

cos w, Mt ch wkx + chwkﬂ coBw, X
tgwnr = —« thwn
g A (W, #0)
" T
yr{o) =oty y"(e) =f3 Vo, =13 Vo, =% -3

(shw, 7 - sinew, ) (chewy, x + coswk::]

- (chukrr- 'cos'mkr:) tshew, x + sinwkx}
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y* + ry = £(x)

"

ao=?1-{ (B - J+w5)-ﬁ) ;

[

1
w_r—-kl‘ {Nk [dwk(ahwkrc - Einwkﬂf) -pwk(shwkr + sinw. )
k

1
+ a’wk (ainwkirchwkr[, + coswk‘n: shwkn') - QSSinwkﬁshwkn- ] + A’k]

in 2éw, W sh 2w, T
- sn? T_3 PR 2 |m_ 350 Tk
Nk_ sh wkTr [2 ) wk ]- sinwkn [E-% w; ]

=i

[xz (x- -0%) - (p- 0)5) } Ak}l

2 {
k4+r

P

8 7 %{‘Il'l‘ ({3'8) +Aos

=1 1 2 ’ :
Y +r[Nk [dwk(chwkn - cos wkn) - P(chwkn + coswkn’.)
k

+ ka(s_inwkrt chw, W - cosuy It shey T )+ 25coswk1rchwkrrJ - ‘A'k}

sin 2w, 3 sh 2@1{1; J

2 2 . [rr
—_— 4 208 R|= +
vy } wym s+ g @y

)] =chw1t[

#M

k

' Nl::

o
|

o= {3 (ECRTN IS - 2B [pa- cfs+5>’%]uo,}_

1 2 . .
{Nk [o(wk(qhwkn - cos wkrr) + ﬁ(ahwk'rr - smwkﬁ)

T
_wk+r

- jwsinw nshw, n + 5(sinwkn’ chuy M - cosw,n shwkn-)J + Ak)
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5.- Application & un probldme d'élasticitd : vibrations trans-
versales d'une verge.- Considérons, dans un plan verticsl, une verge
AA' de massge svéeifigue conetante ¢ . lee dimensiona de la section
droite, d'aire & , sont supposdes petites par rapport 4 la longueur,
égole &4 T, IL'extrémité A est appuyée alors que A' effectus un
mouvenent harmonique eimple, vertical, d’amplitude conetante C et
de pulsation @ ; le centre 0' de ce mouvenent se trouve dae 1o
plan horizontal passant par A-.

Choisissons pour origine des coordennées le paint A 3 appe-
lane Ox 1'axe A0’ et OY 1ltaxs vertiecal orienté poaitivement vers
ie haut ., On suppose qu'an tewps t = 0 1la verge est au repos le
long de 1’axs des x.

L'équation du mouveient est 1) :

2 '
%+32%=¢(xrt) H

E est 1le module d'Young, I 1le moment d'inertis de la eection
droite par rappo;t &4 la draite nassait par 1l'intersection de la fibre
nentre et de la section,et perpendiculaire ar plan de la verge (voir
Bruhat, Cours de mécanicue phreigue, p. 630, lasson éd., Parie 1934}.

ET
32 = '9-5' ¥
@(x,t) : force extérieure (& un focteur prza).

Ies conditione aux limites sont :

Y(Ort) = 0_ ) Yxx(oyt} =0 ,

Y{m,t} = C sinwt, Yxx{m,t) =0
et les conditione initiaies :

Y(x,0) =0 , Y_tf_x,o) = 0 .

En appligquant la transformation de Laplace, on obtient le pro-
bliEme

+ azy = f(x,8) ,

ml\)
ﬁ‘#l}

{1) voir [4] , Pe 235.
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|
(e

Y(O,S) = 0, Y"(D|S) =

y(m,s) = 20“’2, y"(ny8) =
8+ W

od 1'on a posé y(x,8) = Q{Y(x,t)} et f(x,8) = Bi@(x,t)}
{y"(x,8) désigne la dérivée seconde par rapport & X ).

|
o

On a (avant-dernier cas des pages 58 et 59 )
‘A‘k 8

2k k¥ Cw .
[ k { ~1) } 8 x
y“g k. + (5/3)2{ [ a +ﬁ)2 * 32 o

k4l 20 ol A (s)) .
=Zm{(—l) +. .Tr—. ;-é-"-'-w—wz -+ 32 }3111 kx N

las Ak(a) pont les coefficisnte de la séris de Pourier en

ginue da  f{x,s).
Or

1 1 1 [ 1 1 .
(ak2)2 + 82 824 w? (k)P - wl]sd 4 w? 6 + (ak®)2

done -

1 1 1 . i ] 5
(&2;2+52 . 82+ w2 = (Bkg)g__ w2 [;‘ C{s:mwt} - E C{ain ak t‘]

et

2 c I
= . . at C ek sinwt - wain akzt}
T E e @) Jat i

(ak + 8 8% + w

On obtlent flnalamen‘b

2 . 2
Y(x,4) mE {( kL 29.0 k ok sm:fcz;z wi_ré(ak +)

v L S ein (ekzt).ak(t—‘r)dtl gin x
ak o]

o A0 = L aga)]
Comme f(x,s)t\):&k(s) gin kx et f(x,s) =C{¢(x,t)} .

les Qk(t) _sont les coefficients du développement de @(x,t) en
série de Pourier en sinua,

e
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Rsmarques : Nous avons cholei T pour longusur de la verge
uniguement pour simplifier 1'éecriturs.

31 on.remplace la premidre des conditions initiales par
Y{x,0) = @(x} , 1la réselution du problime ne subit aucune n_mdii‘ica——
tion essentielle.



, Vl.- GENERALISATION

Dane lee chapitree précédente, nous avone auppoeé que le pro-
bldme asesocié étalt self-adjoint. S'il ne l'eet pae, on peut, dane cer-
taine ces et par la méthode dont on e'est aer‘ﬁ jusgu'a présent, obtenir
le développement en eérle de fonctione propres de la solution du pro-
blime non homogine éorreepbndant.

Soient 1'équation

{vzl) Iy + ry = £(x)
et lee conditione aux limites
(VIE) I'i (y) = “(i) {(t=1,2, ..., 0},

L et les I'i étant définie de la mBme fagon que dans le premier cha-
pitre.

Ie probléme egeccié est

(vi}) I'v +lvy= o,
(vr3) : %(v) = 0 (3 = n+l, ..., 2m).
Coneidérons encore le problime adjoint :
(VD) In+ u = 0,
b ‘
VI -
(Viy) L(a) = 0.
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Ies problimes (VIi + V'.[g) et (VI? + V‘Ig) admettent, on
l'a déjA rappelé, les mémes valears propres, chacuns d'elles avec le
méme ordre de multiplicité. Si Ak et Az sont deux valeurs propres
distinctes, on voit 4mmédistement, par la relation de Green, que
(uk,vk) =0,
En affet,
{In +A v)—(I.*v +lv )
SIS Se IS 2t eTe Yy
+#*
= (mkyvg) - (L 2 ’uk) + (Ak - .e)(ukrvf) =0 .
8i 1'on désigne par ub(uk) s b=1,2, ..., 2n, les com-
posantes du vecteur

—n -

Uy =m0, .
ffk étant le vecteur (uk(s), cers ulgn_l)(a), uk(b), ceuy ul({n-l)(b)),
on

2n
(I’uk!vz) - (Il*vt ’uk) = :1 /uh(uk)/vh(vf) =0 H

a

done
(uk:vg) =0.

81 A est une valeur propre d'ordre de multiplicité m ,
on peut lui faire correspondre deux suites de fonotiams propres, ul,
Ups esny Up § Vip Yoy seey Voo telles qua les fonctions d'une méne
suite solent lindairement indépendantes et gque (up,vq) =0, pour
b ?!q (Paga=1, 2y, c0uy m).

Supposona que les valeurs propres constituent un ensemble In-
fini'dénom‘brabgg gt que (uk, vk) # 0, quel gque soit k ; nous dirons
: 1
la séri v} = f atitue le développs-
que la séris 21 Aoy, ob Ay -{—uk,—vk)-( ¥y ) con PPE-,
. ment de la fonction intégreble f(x) selon le systims {uk} .

En reprenant la relation (113) et en tenant compte du théord-
me de la page 14, on obtient les coefficients du développement de ls ao-
lution da probléme (VIl + VIE) selon le aystZme {uk}:

1§12 _ (1
k A -T {l‘w'“ %"‘( )Wi(vk)—‘lkl o M= ()

]
k
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Exempla .~ 30it 18 problime

(V‘IJ") y" 4+ Ty = £(x)
" y(o) + g {0} -y} =ot,
(VL) .

y'(o) + y'(m) = {3 .

Ie probléme
. W +Au= 0 3

w{o) +u'(o) -u{n) =0,
(o) + u'(m)y = 0

admet 1lse veleura propree et les solutions corrsspondentes puivantes. :

)‘O = Q L'lo =1
’\21(2-1' = (2_1:--_1)2 Uy = (2k-1)com{2k-1)x - 2810 2k-1)x
A2k= (21;)2 Uy, = cO8 2kx (k=1, 2, ...).

Nous cholgirona pour ¥ 18 matrice

1 1 -1 0
0 1 0 1
a 0 1 Q )
o G 0 1
Alors

¥ 1 0 0

N = -1 -1 0 o .
0 1 o -1
1 1 1 0

Iesa fonetions propres du probléme mesocié |,

f" +)v=0;
v (o) = v'(n} = 0,
(o) + v' (o) + v'(‘l’f) =0 ,

sont

<
]

2x - (1 +7),

coe(2k-1)x ,

1l

2k-1
k com 2kx ~ gin 2kx .

i

) v2k‘
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Iess ooefficianta 85 aomt derméas par lss formules suivantes

8 = {3 leov )+ a ],

A 20
"2 T pey? r{ T Azk‘l} ’
A {2
,T? (2x-p) + Azk} .

(2k}° ~ r
Il y & encore, dans ce cas, un théordme d'équiconvergence ).
On peut obtenir la dérivée de la solution du problime (Ta'I]'~ + VIé) par
des calculs analogues & ceux du § 8 du chapitre IIT.

Box

(1) voir [16] .



ViIl.- CONCLUSION

Tout probléme sux limites cemplétement non homogine aet Té-
ductibla, on le aait, & un problime semi-homogine. L'intérét des aé-
riea que nous avons cbtenuee réside dana le fait qu'ellea domnent la
aoluticn dés problémes non homoginae gang qu'il goit néceassaire de
faire cette réduction, ni de chercher 1l'intégrale générala de 1'équa-—
tion du problime coneidéré. Ces eériams canviermment parfaitement bien
4 l'intégration dea équstions dont le second membre est ure fonction
généralement continue, Squationa qui ae préeentent fréquemment dans
laa applic:atians. ’

Ia méthode fournit, comme css particuliere, les développsmente
an sériee da Fourier en einus ¢t en cosinus qui figurent dens [1] et
{3] . . _
’ Ies opérateurs aie noue avons définis transfarment les équa-
tiones dqifférentielles sn équatioms algé'briqneé linéairea contenant les
quantitée o-((i), gecons membres des conditions aux limites.

Lea cosfficiante dea oéries qui représentent le second membre
de l'équation gifférentielle psuvent &tre trouvés par des procédés na-
mériquss, graphiquea ou mécaniques; il existe ausgi, pour certaines
transformatione que noue avona rencantrées, des tables de tranaformées.

‘ les exemples co.nstituﬂnt uns illustration de la méthode qui
est augsl epplicable & la résolution des eystémes d'équatione Joints &
des conditions sux limites.
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