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Le su je t de ce t t e thèse m'a é té proposé par 

Monsieur Charles Blanc, Professeur à l ' U n i ­

v e r s i t é de Lausanne. 

Je remercie vivement Monsieur Blanc de ses 

conse i l s e t l u i exprime ma g ra t i tude pour 

l ' i n t é r ê t q u ' i l n ' a cessé de me témoigner 

durant l ' é l a b o r a t i o n de ce t r a v a i l . . 



1.- INTRODUCTION 

On s a i t q u ' i l ex iBte , pour i n t é g r e r l e s équations d i f f é r e n t i e l ­

l e s dont l a so lu t i on e s t déterminée par des condi t ions i n i t i a l e s , une 

méthode fondée s u r - l a t ransformation de Laplace ^ ' . l ' impor tance de cet ­

t e t ransformation e s t t r è s grande auss i dans l e domaine des équations 

aux dér ivées p a r t i e l l e s . 

Pour résoudre c e r t a i n s problèmes aux Timites , MM. G. Doetsch 

e t H. Kniess ^ 2 ' ont f a i t usage d'une autre opérat ion fonc t ionne l l e , 

l a t ransformat i on ( f i n i e ) de Four ie r . 

Dans l e même ordre d ' idées^ M. Ch.Blanc a montré que l e s s é ­

r i e s de Four ier se p r ê t en t parfai tement à l a r é so lu t i on de CGB p rob lè ­

mes ^ ' 

Enfin, dans sa thèse ^4) f .JB116 Roet t inger s ignale que l a t r ans -

formation 

• (1) Voir, par exemple, J l ] , [ 2 ] , . [4-], [6J (*•) -

• (2) [7} e t [12] . Dans s a thèse M.H.Enieas note q u ' i l n ' e x i s t a i t , avant 
1935 (aba t r ac t ion f a i t e d'un cas e p é c i a l ) , aucune méthode, repo­
sant sur l a théor ie des t ransformations fonc t ionne l l e s , propre à l a 
r é s o l u t i o n des problèmes aux l imi tes« 

(3) [ l j , p . 118 à 129 ï [3] . 

(4) [14] . 
(*) Les numéros en t re c rochets renvoient à l a l i s t e des ouvrages c i t é s 

p . . 71 e t 72. 
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où les (ö. sont les fonctions propres du problème 

y» + k2y = 0 

ajyCo) + agy'fo) + ByGr) + a y'(ff) = O 

^y(O) + b2y'(o) + b3y(Tr) + b4y'(îï) = O , 

permet d'intégrer l'équation 

m -¾' Y:** *&••«* 
T=O 

lorsque les quantités 

F(2r-2s-2) (o) + a^"28"1^) + a^"20^^) 

+ v C 2 r - 2 S - l ) ( n ) 

v(2r-2s-2) ( 0 ) + vC2r-2s-l) ( o ) + ^ - 2 3 - 2 ) ^ 

sont données (s = O, 1, ..., r-l); les A2 sont des constantes et 

les coefficients • a. bj (1=1,..., 4) doivent être tels que 

8I 

b-, 

°3 

On remarquera que cette .transformation n'est pas applicable 

quand les coefficients de l'équation proposée dépendent de x ; de 

plus, elle ne convient, dès que l'ordre est supérieur à 2, qu'à des 

problèmes dont les conditions aux limites sont particulières. 

Je me suis proposé, dans ce travail, non de prendre pour point 

de départ une transformation et de déterminer son champ d'application 

relativement à la résolution des problèmes aux limites, mais de recher­

cher systématiquement un opérateur adapté à la question. 

Je donne au chapitre II une méthode permettant d'associer, à 

tout problème tlJ tel que le problème homogène correspondant ^ 

(1) Pour autant que le problème associé admette des valeurs propres 
(voir [15] , p. 291) et que le système des fonctions propres corres­
pondantes soit complet. IA.méthode s'applique également à d'autres 
problèmes aux limites (v. le chap. VI). 

(2) C'est-à-dire le problème que l'on obtient en remplaçant,touB les 
seconds membres par zéro-



soit .self-adjoint ^ ' une transformation ou, ce qui revient au même, 
un type de série approprié. 

La formule de Green (pour les fonctions d'une variable) joue 
(2) un rôle fondamental en ces matières ; je pars de cette relation et 

1°) je transforme Bon second membre de façon qu ' i l devienne une fonc­
tion connue des quantités données; j 'obt iens ainsi des conditions 
aux limites homogènes auxquelles doit sat isfaire le noyau de l ' o ­
pérateur intégral ; 

2. )• pour achever de définir la transformation, j 'adjoins à ces condi­
tions une équation différentielle homogène renfermant un paramè­
t r e . 

lé choix dé l 'équation n 'es t pas arbi t ra i re ; i l est déterminé 
par les exigences suivantes : 

a) les noyaux doivent former une suite de fonctions orthogonales; 
b) le premier m'entre de l a formule de Green doit être une fonction l i ­

néaire de la transformée. 

J'appelle "problème associé" le problème auquel je suis con­
duit. 

Dans les chapitres I I I et IV, j ' é tudie en détail les problè­
mes du second ordre , en part icul ier 1*importante question du s i ­
gne des valeurs propres. 

* Au chapitre I I I , les conditions sont de 5 espèce. La résolu­
tion des problèmes dans lesquels l 'équation est à coefficients cons­
tants forme une application importante de la méthode ; el le fa i t l ' ob­
je t des paragraphes 7 et 8. Je donne deux exemples d'équation à coef­
ficients variables. Le dernier paragraphe de ce chapitre est consacré 
à un cas singulier. 

Dans le chapitre V, j'envisage quelques problèmes du A ordre, 

puis, à t i t r e d'exemple, un problème d 'é las t ic i té (équation aux déri­

vées par t ie l les) , et je donne une condition nécessaire pour_qu'un pro­

t i ) Pour la définition, voir p.16. 
(2) Voir [13], p. 746. 
(3) J 'appelle problème du n1 e ordre tout problème constitué par une èqua-

tion différentielle l inéaire du n " ordre et par n conditions 
aux limites du type de celles de l a p. 11. 
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bleute du 4 e ordre s o i t s e l f - a d j o i n t . 

Je montre, dans un dern ie r c h a p i t r e , que l a méthode permet 

encore d ' ob t en i r l e développement, en s é r i e de fonct ions propres , de l a 

so lu t ion de problèmes aux l i m i t e s l i n é a i r e s pour lesque ls l e problème 

homogène correspondant n ' e s t plus s e l f - a d j o i n t . 

(1) Cette condi t ion se généra l i se Immédiatement aux problèmes d 'ordre 
2n . 



I l - PROBLEME el METHODE de RESOLUTION 

! .-Formule de Green. -

Représentons-pax L l ' o p é r a t e u r d i f f é r e n t i e l l i n é a i r e du 

n ordre qui transforme u(x) en 

(*> P 0 U ( n )
 + P l U ( n - ^ 4 . . . -HpnU J 

l e s - p . sont des fonct ions r é e l l e s de z , continues sur l e segment 

( a , b ) ; on suppose, de p lus , que l e s (n-1) premières dérivées de p . 

e x i s t e n t e t sont continuée sur (a ,o) et que p es t d i f f é ren t de z é ­

r o sur ce segment. 

Désignons par L l ' o p é r a t e u r qui f a i t passer de u(x) à 
l ' e x p r e s s i o n d i f f é r e n t i e l l e adjointe de l ' e x p r e s s i o n («*) c ' e s t - à - d i r e 
posons 

A = (-l)n(p0u)<n> + ( - l ) 1 1 " 1 ^ ) ^ 1 * 

On a l ' i d e n t i t é (de Lagrange) 

v . I u - u.L*v = 4- B(u tv) , 
dx 

B (ù r v) é t an t une forme b i l i n é a i r e des deux s u i t e s de v a r i a b l e s : 

u, u - , . . . , U ^ - 1 * ; 

v , V v ^ . 
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En In t ég ran t chaque membre de l ' i d e n t i t é de Lagrange de a 

à b e t en désignant par ( f , g ) l e produi t i n t é r i e u r des fonct ions 

r é e l l e s et l n t eg rab lßs f e t g , 

: " ? = ï 
'b 

( f , g ) = \ fg ta , 

on ob t ien t l a formule de Green (pour l e s fonct ions d'une v a r i a b l e ) : 

b 
( Iu ,v ) - ( u , l *v ) = I B(u,v) 

J a 
Soient maintenant : 

D" le vecteur de composantes u(a), u'(a), ..., û  " '(a), 

U(D)1 «i'(b), .... ^-1Hb), 

V le vec teur [ v ( a ) , . . . , v C n _ 1 ) ( a ) , v ( b ) , , . . , v f n _ 1 ) ( b ) ] , 

(U,V) l e p rodui t i n t é r i e u r des deux vec teurs précédents e t 

A l a matr ice à 2n l i g n e s e t 2n colonnes 

. . . 

. . . ( 

P 0 (a ) 

- P 0 ( a ) 0 

-Dn 

0 . 

0 . 

-1 
P 

• • 

( - l ) n p 0 ( 

D(a) 0 

0 

0 

a) 

. 

• 

, 

P 

•• 

,. 

>™ 
" P 0 ^ ) 

0 

( -1 )* 

0 . 

0 . 

- 2 P 

. . 

• • 

< - l ) n 

0™ 

- 1 P 0 

0 

0 

0 

( b ) 

Nous n 'avons é c r i t que l e s éléments u t i l e s au c a l c u l de l a va­

l e u r du déterminant de A ; l e s éléments qui se t rouvent au-dessous des 

diagonales sont tous n u l s . 

Oomme 

B(u (v) ~ u ^ p ^ - u ^ f p ^ V + . . . + M f 1 U ( P 0 V ) * 1 1 - 1 * 

+ u f ^ ^ p ^ - u ^ - ' ) « » ^ ) ' + . . . + (-Ir2U(P1V)^-2* 
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+ . . . 

+ u ( P n - l v > . 

l a formule de Green s ' é c r i t . : 

<I,U,v) - ( u , l \ ) = (U1AV) = ACU1V) ( 1 ) . 

2 . - Eroblème.-

Oonsidérons l ' é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e l i n é a i r e du n 1 'ordre 

( 1 I 1 ) I y + ry = f (x ) 

e t l e s condi t ions aux l i m i t e s , supposées l inéairement indépendantes, 

(H 2 ) 
I1Cy) = 41^Ca) + 0(J1V1Ca) + . . . + 4 1 V1^1Va) 

n+l J "" ' " " 2n 

r e t l ea <*£ J ( i = 1, 2 , . . . , n ; k = 1 , 2, .,., 2n) sont des cons­

t a n t e s r é e l l e s ; L e s t l ' o p é r a t e u r dé f in i dans l e paragraphe précédent 

e t f (x ) une fonction généralement continue BUT (a,t>), c ' e s t - à - d i r e 

a ) q u ' i l e s t poss ib le de par tager (a ,b) en un nombre f i n i de 

segments p a r t i e l s à l ' i n t é r i e u r de chacun desquels f (x) 

e s t déf in ie e t cont inue, 

-o) qu'aux extrémités de ces -segmenta I n t é r i e u r e s à ( a , b ) , l a , f o n c -

t i o n a dea d i s c o n t i n u i t é s ,qui sont tou tes de première espèce, 

c ) que lim f ( x ) e t lim f ( x ) e r l a t e n t . 
x-*a+Q x-»b-0 

Le problème aux l i m i t e s - c o n s t i t u é par l ' équa t ion (H,) e t l e s 
(n) X 

condi t ions ( E . ) v ' n ' e s t pas toujours poselble . 

Cl) Notation de D." H i lbe r t ; vo i r f i o ] , p . 110. ' 

(2) Le problème cons i s t e dans l a recherche d'une fonct ion qui s a t i s ­

fasse à l ' é q u a t i o n ( I I , ) e t aux condi t ions ( I I „ ) ; nous dirons 

simplement t problème (II-, + H o ) - Eans l e s ouvrages anglo-saxons, 

on d i t : ' 'système" ( H 1 + H p ) . 
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Sì l'équation homogène 

(IlJ) Iy + ry = 0 

accompagnée des conditions homogènes 

(TI^) \(v) =0 (i - 1, 2, . . . . n) 

n'admet que la solution y = 0, le problème est déterminé. En revan­

che, s i r est égal à l'une des valeurs propres du problème 

Iy + Ay = 0 

I1Cy) = o , 

i l n'y a en général aucune solution (théorème de l 'alternative). 

Nous supposerons toujours que r ne coïncide pas avec une 

valeur propre. 

Nous nous proposons de trouver, lorsque le problème (II? + II?) 
Cl) est self-adjoint v ' , une série de fonctions orthogonales qui représen-

(2) 
te, dans l ' intervalle ou sur le segment (a,b) v , la fonction y défi­
nie par l'équation (II-,) et les conditions ( I I - ) . 

? . - Méthode.-

Soient y la solution du problème ( I I T + I I « ) , V une fonction 

que l 'on va définir et Y le vecteur de composantes y(a), ...,y^n~ ' (a) 

yOO, . . - , y k - ^ O O . 

Om a la relation (formule de Green) 

(¾-.+ ry» "O - (y» l*v + rr) = A (Y,V) 
ou 
(H3) (y, L%+ rv) = (f,v) - A (Y,T) . 

Dans les questions où l'on utilise la formule de Green, on 

cherche d'ordinaire à déterminer v de manière que A (Y1T)1 Sn-OJt 

(1) Pour la définition , voir p.16 ; voir aussi le chap. Tl. 

(2) Intervalle (a,b): ensemble des points x tels que a < x < t . J o u s 
dirons qu'une série représente la fonction F(x) dans un inter­
valle (sur un segment) lorsque cette série converge et a pour som-r 
me P(x) en tout point de l ' intervalle (du segment). 
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n u l ; noua c h o i s i r o n s au c o n t r a i r e y de façon que c e t t e express ion 

s o i t une fonc t ion connue des q u a n t i t é s ^ K 

Ce choix e s t p o s s i b l e . 

En e f f e t , t ransformons d ' abord l e second membre de l a formu­

l e de Green pa r un changement de v a r i a b l e s . 

M e t N é t a n t deux m a t r i c e s r é g u l i è r e s quelconques, à 2n 

l i g n e s e t 2n colonnes , posons 

<U = MT , nX = HV ; 

nous aurons a l o r s 

(Ifr.v) - ( y , I * v ) = A (Y, V) = B ( ^ , - ? ) . 

Il existe entre les matrices A, B, M • et N la relation 

B = (M"1) «AK-1 ( 1 ) . 

Si la matrice M est donnée, nous pouvons choisir N de fa­

çon que B soit la matrice unité. Nous devrons avoir 

E = (M-1)'AK"1 

droù 

N = (M"1)'A . 

Après l e changement de v a r i a b l e s , l e second membre de l a f o r ­

mule de Green a l a forme ( d i t e canonique) 

l e s ^ k ( y ) e t l e s v-Jir) é t a n t respec t ivement l e s composantes des 

v e c t e u r s M e t v ; on a, en désignant par m. , l e s éléments de l a 

m a t r i c e M : 

(1) CEa a A(Y,T) = T'AV = ( M - 1 ^ ) - A K - V = f ( M _ 1 ) ' A K " V 

= ( M - 1 ) ' AH"1 ( y , V-) . 

Y' , par exemple, e s t l a ma t r i ce t r ansposée de Y , ma t r i c e à une 

co lonne . Hemarquons que-.la v a l e u r abso lue du déterminant de A e s t 

[p (a)p ( b ) ] n ï c e t t e mat r ice es t ' donc r é g u l i è r e . 
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M = 

1 I l 

a21 

"12 . . . 

a22 . . . 

•1,211 

m2,2n 

f 
\ m 2 n , l m 2 n , 2 m 2n,2n, 

'k(y) = -^1TU)+.- . V ( a 4 , W ^ i y ( , , , + - \ t f M ( 1 , ) ' 
Jusqu ' à p résen t , l a matr ice M é t a i t quelconque ( r é g u l i è r e ) ; 

noua poserons désormais 

»k / s= 0< (k> (Jc = 1, 2 , . . . , n ; 

£ = 1, 2 , . . . , 2n) , 

autrement d i t , l e s n premières l i g n e s de M seront cons t i tuées par 

l e s c o e f f i c i e n t s qui f iguren t dans l e s condi t ions aux l im i t e s ( H 2 ) ; 

nous aurons 

^ - £ - < » ^ w * ^y1WtT1 Cv) . 

Nous prendrons en outre, pour v, une fonction satisfaisant 

aux conditions 

Î^(T) = 0 (j = n+1, n+2, ..., 2n) ; 

A(Y,V) deviendra une fonct ion connue des °< ( i = 1, . . . , n ) . 

Nous venons de démontrer l e théorème suivant : 

Théorème : 31 v e s t une fonct ion qui s a t i s f a i t aux condit ions 

^ ( v ) = 0 (J = n+1, . . . , 2n) , 

l a forme A(Y1Y) e s t égale à 
n 

:< * )# , 
i = l 

o O - ' CZ1Cv). 

Les ( / , (v) (k = 1, 2 , . . . , 2n) sont l e s composantes du vec­

t e u r If , déf in i par l ' é g a l i t é V* = KT = (M_1)'AV; M es t une m a t r i ­

ce dont l e s éléments des n premières l i gnes sont l e s coe f f i c i en t s qui 

f i g u r e n t dans l e s condi t ions aux l i m i t e s ( H 2 ) ; l e s autreB éléments sont 

a r b i t r a i r e s , sous l a seule réserve que l a matr ice s o i t r é g u l i è r e . 

Remarque : Si l e problème e s t , dans l e cas où n = 2, 

( P ( x ) y ' ) ' + q(x)y 4 ry = f (x ) , 

^1YCa) + < V (a) =<*, 

/33y(b) + /34y'(b) = (3 , 
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on peut t rouver t r è s simplement l e s condit ions auxquelles v do i t 

s a t i s f a i r e . ,• . ; 

• En e f f e t , i l s u f f i t de prendre une fonction v. t e l l e que 

v(a) = ho<2 , v ' ( a ) = - I n 1 , • 

v(b) =kßA , v*(b) = - k / 3 3 ^ . 

h et k .étant des constantes arbitraires, différentes de zéro ; 

on Toit sans peine que la forme A(Y,T) est égale à kp(b')j3- hp(a')<* 

puisque A? est le vecteur (-hpfa)^, -hp(a)<*2, kp(b)ß3, kp(b)/34). 

Les conditions précédentes peuvent être remplacées par les 

conditions équivalentes 

« j v U ) + <*2V(a) * o , . 

^ ( b ) + /34v'(b) * 0 • 

que nous obtiendrons, par la méthode générale, au chapitre I H . 

Pour achever de déterminer v , reprenons la formule (II,). 

Soient a».,, ^o' ••' 1 *̂1 système complet l ' de fonctions orthonor­

mées et 
OO .¾. 

l e développement ^ ' de l a fonct ion f(x) , second membre de l ' é q u a ­

t i o n ( I I - , ) , selon ce système, 

(1) Hous d i rons qu'un système de fonct ions orthonormées sur ( a , b ) : 
tp , \f> f . . . , e s t complet s i , pour toute fonction généralement 

continue, f , l a s u i t e 

• fn = t ( f . f i ) f i (n = 1, 2, . . . ) 
1=1 

converge en moyenne vers f c ' e s t - à - d i r e s i 

'* 2 
lim ÏT(f - f ) = l im \ (f - O dx = 0. 
rj-co ^ n ' n—aO 1 n 

(2) Si A- , A? , ... sont le3 composantes de f(x) par rapport au 

système orthonormé complet (̂ 1, f 2» ..., on appelle développe­

ment de f(x) dans ce système la série ) A. ^^ , que cette sé­

rie converge ou non-(elle converge en mcyenne vers f (x)) . les 

A^ sont les "coefficients de Fourier" de f(x) sur (a,b) par 

rapport au système considéré. 
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Le terme (f, u?, ) de l a r e l a t i o n ( H ^ ) , dans l aque l l e on 

a remplacé v par y>,, e s t égal à A. . 

Remarquons aus s i que s i l ' o n ava i t L \p. = - X . u? v pour 

k = 1, 2, . . . , l e s À, é t an t des cons tantes , l e premier membre de 

( I I , ) , quand on substitue tp. à v, s e r a i t au f ac teu r r - A, près 

l e coef f i c ien t de w, dons l e développement de l a so lu t ion du p r o ­

blème ( H 1 + H 2 ) . 

Les cons idéra t ions précédentes nous conduisent à dé f in i r l a 

fonct ion v par l ' é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e 

( I I J L*v + Àv = 0 
4 

e t l e s condi t ions aux l i m i t e s 

( H 5 ) V3Cv) = 0 ( ; J=n+l , . . . . 2n) . 

On s a i t *• que l ' é q u a t i o n ( I I . ) , jo in te aux condit ions (II ,-) 

détermine précisément une s u i t e de fonct ions orthogonales s i 

o * 
1° L = L 

2 l e s y (v) sont des combina isons ' l inéa i res des L (v) 

( i = 1, 2, . . . , n ; j = n+1, n+2, . . '., 2n) : 

%W ^ c 1 3 L 1 ( V ) , | e i d | ^ 0 . . , 

( 2) O ' e s t - à - d i r e quand l e problème ( I I + I I ) e s t s e l f - a d j o i n t . 

Or, s i l e problème (117 + H p ) e s t se l f -ad j o i n t , l e p rob lè ­

me ( H 4 + I l e ) l ' e s t également (e t réciproquement). 

En e f f e t , l ' é q u a t i o n Ly + ry = O é t an t self-adjointe , l ' é ­

quat ion L v + Av = O l ' e s t a u s s i . De p l u s , l e s condi t ions (II ,-) 

CD [9] , P . 238. 
(2) Le problème adjoint du problème ( I I . + I I ) e s t : 

Lu + A u = O , \(u) = O. 

Oe problème e t ( H 4 + ^1C-) admettent l e s aSmes va leu r s propres , 

chacune avec l e même ordre de m u l t i p l i c i t é ; v o i r [9l . p . 213. Pour 
t o u t oe qui concerne l e s problèmes ad jo in t s , v o i r [9j , p . 210 à 
212 ou M, Bâcher, Leçons sur l e s méthodes de Sturm, Gauth ier -Vi l -
l a r s , Pa r i s 1917, ou encore [15] . 
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sont c e l l e s du problème adjo in t : de ( I I ? + I l o ) ï l eurs premiers mem-

membres sont donc, par hypothèse, des combinaisons l i n é a i r e s deB It, (v) 

La transformation fonc t ionne l le T que nous cherchions e s t 

donc déf in ie par l ' é g a l i t é 

I { f U ) j - = \ f(K).VkU)dX 

dans laquelle les V1, sont les fonctions propres du problème 

I T + A T = 0 . 

ou du problème équivalent 

V 3 C T ) = 0 ( J = n+i ; n+2, . . . , 2n) 

Lv + A v = Q 

L ± ( T ) = 0 ( i = 1, 2 , . . . , n ) . 

Hous appellerons l e problème précédent (ou un problème équ i ­

v a l e n t ) "problème associé" du problème ( U 1 + H , , ) -

Hous venonB de montrer que l e s condit ions aux l imi tée q u ' i l 

faut prendre pour l e problème as soc ié , quand l e problème homogène 

( I l £ + I I p ) e s t se l f -adjoint , : . . sont c e l l e s de ce problème ( I I^+I l£ ) 

(ou des condi t ions èqui Talentes:) . 

Remarques. 

I ) CBi a u r a i t pu envisager une transformation fonct ionnel le ' 

déf in ie par l ' é g a l i t é 

2^ = Y T^(XJy(X)QX (k = 1 , 2 , . . . ) 

e t chercher à déterminer son noyau, 7Ir(3O > e n T u e d e -La r é s o l u t i o n 

du problème ( H , + H p ) -

A'cet e f f e t , appliquons l ' o p é r a t e u r à Ly ; nouB obtenons 

\ vkLydx = A(Y,VkJ+ \ yL%kdx , 

V, é tan t l e vecteur de composantes "vk(a), v ' k ( a ) , . . . , v i n ' ( a ) , 

v k ( b ) , v k ( b ) , . . . , v ^ ^ b ) . • 

Il s'agit de choisir v de telle sorte que le premier ter-

me du second membre soit une fonction connue des o<^x' et le second 

terme une fonction linéaire de z, . 
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Qn y parvient à L'aide du problème (II, + IIC) : 

I v = - Av, 

^ ( V ) = O. (j = n+1, . . . , 2n). 

On obtient, en désignant par A, les valeur propres et par 

v les fonctions propres correspondantes, 
'*- «b 

Ja K i^T X k A 
L'opérateur qu'on vient de définir transformera l'équation 

différentielle (II,) en une équation algébrique linéaire dans laquel­

le figureront les quantités connues <*̂  . 

II) On pourrait substituer à (H4) l'équation 

Lv + rv + Agv = 0 (L = L), 

g étant une fonction continue et positive sur (a,b). 

On aurait,par la relation (H3) , Afc étant une valeur propre 
et v^ la fonction propre correspondante, 

où 

Nous n'utiliserons pas cette équation. 



1-- EQUATION du SECOND ORDRE 

CONDITIONS do 3« ESPECE 

1.- Probleme,- Soit y la fonction qui satisfait à l'équation 

CIII1) (p(x)y')' + *(x)y + ry = f(i) f l ) 

et aux conditions 

CIII2) -1 -1 2 (<*2
 + *§ té + /3^) ^ 0 ; 

2 L2Cy) = ^ y C b ) + ^ y - ( D ) =/9 1 2 f3 ( 4 

p(z) et q(i) sont des fonctions continués sur (a,b) ; f(x) est 

une fonction généralement continue v ' sur ce segment et r une cons-

tante;'on suppose en outre que p(x) est positive et qu'elle admet 

une dérivée première continue (sur (a,b)). 

Nous allons chercher une série de fonctions propres qui re­

présente y. 

L'opérateur différentiel L est défini, ici , par l'égalité 

Ly = L*y = t p ( x ) y ' ) ' + a(;Oy , 

e t 

(HI5) A = 

0 

-P(a) 

0 

0 

PCa) 

0 

O 

Ü 

0 

0 

0 

PCb) 

0 

0 

-P(b) 

0 

(1) OQ sait que l'équation générale du 2 ordre,' ^p 
P0(x)y" + P1CxJy" + P2(x)y = gCx) , ^J= & 

prend la forme (HI1) quand on la multiplie par — e ° 

(2) Pour la définition, voir p. 11. 
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Mous pouvons prendre pour M l a matrice ( r é g u l i è r e puisque 

son déterminant vaut ( ^ 1 + *^)( ßj +( 3 ?) 

* 1 

O 

*2 

°<2 

0 

- * 1 

0 

P5 

0 

0 

h 
0 

' ° -P4- P3 

Calculons maintenant l e s mat r ices (M- ) ' e t N; en désignant 

par A l e déterminant de M e t par M, . l e mineur 
1 J ième 

^1) r e l a t i f à l ' é ­

lément appartenant à l a i 

obtenons : 

ième l igne e t à l a j ' colonne, nouB 

/ M U M12 M13 

CM" 1 ) '= £ 

a14 

"21 «22 M23 M24 
1Sl 1S2

 1S3
 1S4 

\ M 4 1 M42 M43 M 4 4 / 

\ 

K + 1 I )CPs + I^ 

e t 

N= (M - 1) 'A = 

O -p3K+0<2) P4K +°*!* 

\ 

^ + P ? ) -^Pj+I3J) ° 
o -ftK+*i) ft(*ï+^) 

-PCa) 

PCa) 

«1 +<^ 

O 

1 2 

p(a) 

* 1 + 2 

P(D) 
P4 

PW. 
P(a) 

^ 

PCb) 

3'1-4 

i2_ 

0<i 

P(*) 
^ 4 

Cl) Mineur: produi t par ( - I ) 1 + ^ du déterminant que l ' o n ob t i en t en 
supprimant l a iieme 1 ^ 6 e t ia jième colonne; c e r t a i n s au­
t e u r s appe l len t mineur l e déterminant obtenu en b i f f an t l a il&ne 
l igne e t l a jième colonne. 
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Donc Ä 

% v ) = g % p(a)vCa) + - ^ - p(a)v'(a) , 

2'.- Probleme associé,- Le problème qu'il convient' d'asso­

cier à (III, + IH 2) -est donc : 

(III*) (p(x)v')' + q(x)v + Av = 0; 

fi *, v(a) + °t>v'(a) = o, 

(in?) * 2 . (î) 
^ ßv(b) + /34v'(b) = 0. 

C'est l e problème de Sturm-Liouvil le . 

Ce problème est ad jo in t à lui-même; ce f a i t a d ' importantes 

conséquences : 

a) l e noyau de. l ' é q u a t i o n i n t é g r a l e équivalente e s t ' s y m é t r i ­

que : IeB va leurs propres - e l l e s forment un ensemble i n f i n i dénombra-
(2) 

b l e ^ - sont donc r é e l l e s ; 
b) l e s fonct ions propres sont orthogonales deux à deux ; e l ­

l e s c o n s t i t u e n t un système complet ^ ' ; 

c) i l ex i s t e des théorèmes d'équiconvergence. 

On démontre l ' o r t hogona l i t é au moyen de l a formule de Grcon. 

C 'es t auss i grâce à c e t t e r e l a t i o n qu'on peut a f f i r a e r , sens r ecour i r 

à l a fonct ion de Green e t à l a théor ie des équations i n t é g r a l e s , que 

l e s va leurs propres sont r é e l l e s . En e f f e t , on a 

(Ly,v) -<$,-&) = J 2 %(y) ^ i ( ? ) . ; 

v représente la quantité conjuguée de v. Si y et v sont des 

(1) Voir p. 14 et 15 où nous avons déjà trouvé ces conditions. 

(2) [5] , P, 251. 
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fonctions qui satisfont aux conditions L, = 0, L, = 0, donc aussi 
aux conditions v„ = 0, /Z£ = 0, le second membre est nul. Le pro­
blème ( I I I ? + I U ) est donc hermitien ^ ' d'où i l résulte que ses 
valeurs propres sont réel leB. 

Les valeurs propres et les coefficients de l*ég,uatlon et des 
conditions aux limites sont r ée l s ; on peut donc supposer, Bans res -
treindre la générali té, que les fonctions propres sont rée l les . 

Soient v^, v 2 ' * ' * l a BU^^e in^-1^0 des fonctions propres 
du problème ( I I I s + IH^) et f(x) une fonction intégrable. 

.°° 
On donne à l a série l -½7¾;* 0 ^ l 'on a posé K.\ = (f»v t) 

K. = ( ^ » " O . Ie nom de développement de f(x) selon le aystème 
orthogonal complet v, , q u ' i l y a i t convergence ponctuelle ou non. 

Sous certaines hypothèses, l e développement précédent repré­
sente ' , sur le segment (a,b) ou dans lT interval le (a,b) , l a 
fonction dont i l est issu. I l existe à ce sujet divers théorèmes ^ ' ; 
les hypothèses dépendent du point de vue auquel on se place et aussi 
des moyens auxquels on f a i t appel dans l a démonstration. 

Supposons ?(x) ^ 1. 

Nous énoncerons seulement un théorème d'équiconvergence dû 
à Haar ^ ^ et que nous ut i l iserons plus loin : 

Si l a fonction q(x) es t continue et à variation bornée sur 
(a,b) et s i Ä

2 f 3 . ^ 0 , l e développement d'une fonction f(x) , 
définie e t intégrable L dans (a,b) , en aérie de Fourier en cosinus 
et le développement 

sont uniformément équiconvergents sur le segment (a,b) t c ' es t -à -
dire que l a différence des sommes des n premiers termes de chacune 
de ces séries (convergentes ou non au sens habituel 'du mot) tend uni-

(1) Pour la définition, voir [l] , p . 130. 
(2) Pour la définition, voir p. 12, no te (2). 
(3) JiL-' frci

59 '* ^K1 pr 371 et 372 » f 8 l ' *• 570' [9I > *• 275 à 

276 ; [16J , p , 379 ; [17] , p . 12. 

(+) [19] , P. 254 et 255. 
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formément vers zéro sur (a,b) quand n—» oO. 
La série de Fourier en cosinus de f (z) est 

e l l e correspond au problème 

Y" + A T = 0 } 
v*(a) = 0 , 
v ' (b ) = 0 . 

Si l e s coefficients ex _ et ß. ne sont pàa tous deux dif-
* ( l ì ferente de zéro, on a des théorèmes analoguea v ' . 

Si p( i ) n*est pas identique à 1 mais possède une dérivée 
seconde continue, l e ohangement de variables i 

permet d 'écr i re l 'équation ( I I I ? ) sous l a forme 

Is 
.2 

2 2 
^ - f + Q ( t ) z +1 Xz = 0 
d t ' 

avec 

Q(t) =e2y(t) - ^ ^ - , H>(t) e t y ( t ) 

étant respectivement V^p et q où x a été remplacé par son ex­
pression en fonction de t . 

Le résu l ta t des opérations arithmétiques BUT des f anotiona à 
var ia t ion bornée est à̂  var ia t ion bornée e t une fonotion derivable 
sur un aegment (dérivée bornée) eat à var ia t ion bornée sur.ce seg— 

(2) ment v ' . Donc, s i p" et q aont à var ia t ion bornée, Q le sera 
également de aorte que l e théorème de Haar e*appliquera. 

Sana le paragraphe 9» nous considérerons un cas s ingu l i e r , l e 
développement de Fourier-Beseel de l a solution d'un problème aux l i ­
mi tes . Là encore, i l existe un théorème d'équicdnvergence ' ' . 

(1) [19] , p . 255 
(2) [18] , p . 74 et 78 . 

(3) [17] , p . 73 ; [20] , p . 98 Ï [4] , p . 259. • 
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3.- Signe des valeurs propres.- La question du signe des va­
leurs propres est importante dans certains problèmes aux limites, en 
particulier dans le suivant : 

• 

v" + Xv = 0 ; 

(IH4)
 wi v( a) + V'(a) = ° ' 

(33v(b) + fyv'(b) = 0 . 

En effet, Bi toutes les valeurs propree sont positives, les 
fonctions propres sont des combinaisons l inéaires de sinus et cosinus 
réels alors que s ' i l existe des valeurs propres négatives, les fonc­
tions correspondantes sont des exponentielles; en négligeant, dans ce 
dernier cas, les valeurs propres négatives, on obtiendrait an systè­
me orthogonal incomplet. 

Nous allons démontrer à ce sujet les théorèmes suivants :, 

Théorème I : Si l ' on a o< ci g «CO , ß, A > 0 et 

q(x)<0 , les valeurs propres du problème (III-, + HIp) sont posi­
t ives , sauf si o( = fi, = 0 et q(x) = 0 (sur (a ,b)) ; dans ce cas, 
la plus peti te valeur propre est 0 . 

En effet, X, étant une valeur propre et v. l a fonction 
propre correspondante, on a 

faVL Tk+W t o = 0 

Ie premier terme du premier membre s ' éc r i t , compte' tenu des 
a-
2' 

"2 

conditions aux limites ( H I 5 ) , 

ou 

^3 vk(b)| 2 + Ä p(a) V4^ 
" 2 

ou encore 
- J p ( b ) [ v k ( b ) ] £

+ ^ a ) [ v i ( a ) ] 

- j | p(b)[Ti(b)]2
 +^p(a)[vkCa)] 
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ou enfin 
a ^ 

- j£p(b)[vi0>)] 2 +5T P<äj[vi<a)]2. 

Connue (A1 + °*2)(œ + (3f ) ^ 0 , l'une au moins âe ces ex-

preasions a un sens et , en vertu des hypothèses «*., <*.p<0 , ß /3.>0 , 

elle est inférieure ou égale à 2éro (on e. supposé p(x) positif); le 

premier memore de (fl) est donc négatif ou nul. I l en résulte que 

X. est positif ou nul. 

Si v. n'est pas constant, vJ. -n'est pas nul et le premier 

membre est négatif; A. est positif. 

I l ne peut exister de fonction propre constante que si 

oi = fir, = 0 ; dans ce cas, A= 0 est valeur propre à condition que 

la fonction continue q(x) soit identiquement nulle sur (a,b) . 

Le théorème est démontré. 

Plaçons-nous dans le cas du problème (II I , ) . On peut donner 

une autre démonstration. 

Supposons 

Introduisons la solution générale de l'équation de (III .) , 

v = C,e • + C?e ~ , dans les conditions aux limites; i l vient : 

(CX1 e
a ^ + * 2 \Py e a l P X + <«1e- a l C I - *$Z% e " ^ ) C2 = 0 , 

< ^ b ^ + f t \ F T e ^ ) C l + ( f c « " ^ - R ^ T T . " ^ C2 . o . 

En exprimant que ces équations sont compatibles, nous obte­

nons l'équution caractéristique du problème : 

' ( ^ + Of2VTX) e a ^ (OC1 - cifÂ) e - 8 ^ 

(P3 + (If*) ^ <fc - flJR) e-bVrT 

e2 (b- a)>P s ( ^ ^ 2 \ F > ) ( f e -/34V=T) 

(*! - "CjR)(P5 * ft\R> . 

Pour A ^CJ , le premier membre est supérieur à 1 (b>a) , 

D = 

ou 

= O 

(HI 5 ) 
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le second e s t i n f é r i e u r ou égal en va leur absolue au même nombre ^ ' . 

Cette équation n ' a donc, dans l e s hypothèses f a i t e s , aucune racine né ­

g a t i v e . 

A= 0 e s t va leur propre s i e*. = ( 3 = 0 e t dans ce cas 

seulement, on le vo i t aisément. 

Si l e s condi t ions du théorème I ne sont pas rempl ies , i l 
(2) peut y avoi r des va leu r s propres négat ives v ' . 

Exemple : l ' é q u a t i o n v" + Av = 0 , accompagnée des condi­

t i o n s 2v(o) + v ' ( o ) = 0 

3(5-e6 T t)v(it) + ( 5 + e6 7 t)v'(T0 = 0 Ce, base des l o ­

garithmes népé r i ens ) , admet l a valeur propre -9 ï l a so lu t ion cor -

12TT. 

3z — 3 T 
respondents e s t v = e + 5 e 

I c i , « l t x 2 = 2 ^ 0 , p3 ^ 4 = 3(25 - e " ) *=0 

0 ^ 2 

ve! 

Théorème I I 

> 0 et p3/B4 

: Dans 

< 0 , 

l e 

i l v 

;as 

a 

de 

au 

l ' é q u a t i o n v" 

moins une' va leur 

+ Av = 

propre 

0 , s i 

né^atl-r 

En e f f e t , • l ' é q u a t i o n (11I1-) peut s ' é c r i r e , en posant 

1 I = ^ T O O , par hypothèse) , T2 « J^ ( - = . 0 ) , t = V=T ( A O ) 

e 2 ( b - a ) t = <* + r l ) ( t - r2> 

( t - T1Ht + T2) 

On voit facilement que la courbe représentative du second 

membre coupe au moins une fois la courbe y =• e . 

4.- Calcul des "coefficients de Fourier" de la solution du 

problème (IHn + HIp) •- Rappelons que la fonction ffx) qui 

(D <*L + ^2NPX 

<*! - «$r=T 
ï i Ì 

(h'ßj^ 
% + ß^r 

Ä l 

(2) Ces condit ions ne sont pas mentionnées dans tous l e s ouvrages qui 
S'occupent de ce t t e ques t ion . ITous ne l e s avons trouvées n i danB 
Prank e t von Mises ( t . i , p . 540, 347, 573), n i dans Hoheisel , 
Gewfhnltcne Dif ferent ia lg le ichungen, c o l l e c t , Göschen, 1926. 
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cons t i tue le second membre de l ' é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e (III- , ) e s t , 

par hypothèse, une fonction généralement continue (pour l a dé f in i t i on 

vo i r p . 11) . 

Nous avons déjà d i t que, s i r n ' e s t pas égal à une valeur 

propre du problème homogène correspondant, l e problème (III-, + I I I , - ) 

e s t déterminé c ' ë s t - à - d i r e q u ' i l e x i s t e une fonct ion, y , admettant 

une dérivée première continue e t une dérivée seconde e t s a t i s f a i s a n t 

à l ' é q u a t i o n ( I I I , ) e t aux condit ions ( I I I „ ) . La dérivée y ' es t 

cont inue, y ea t donc à v a r i a t i o n bornée; par s u i t e , y es t r e p r é ­

sen tab le , dans l ' i n t e r v a l l e ( a ,b ) , par sa s é r i e , d e Four ier . 

I l s ' e n s u i t , grâce aux théorèmes d'équiconvergence , que 

y e s t auss i représentée , dans ( a f b ) , par son développement à l ' a i ­

de des fonctions vfc (on suppose que p(x) e t q(x) s a t i s f o n t aux 

hypothèses de ces théorèmes) . 

Calculons maintenant l e s coef f ic ien t s - a. de ce développe­

ment. 

Posons, comme plus haut , 

Partons de l a r e l a t i o n ( I I , ) , pour n=2 , dans l aque l l e 

nous fa isons v = v. ; noua obtenons, en désignant par V. l e vec­

t eu r de composantes v f c(a), v ' k ( a ) , v
k ( b ) i v \ ^ ' 

(y,Lvk + r v k ) = (f tv f c) - A ( T , \ ) -

ou,- pui'sçue les v, sont les fonctions propres du problème (IIIa+III?') 

et en vertu du théorème de la page 14 , ' 

<*> - V * + "kî = ¥ . - ( - ^ V + / 3 ¾ ) ) • 
Le premier membre est égal à (r - ̂ k)(y»vk) ou (1"-^¾)3¾¾ > 

on a donc 

(1) Si o<„ /9 d ̂  O t la fonction est égale à son développement sur 

le segment (a,b) (théorème de Haar) . 
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ou, en i n t r o d u i s a n t dans c e t t e r e l a t i o n l e s express ions qu'on a t r o u ­

vées pour l e s U, (v) e t en r é s o l v a n t par r appor t à a , 

( I H 6 ) 

- \ 

Soient g(x,A) e t h(x,A) deux s o l u t i o n s de l ' é q u a t i o n ( I I I a ) 

qui c o n s t i t u e n t un système fondamental e t t e l l e s que 

g ' ( a , A ) = 0 , h(a ,A) = 0 , quel que s o i t À . 

Posons 

g(a,A) = c(A) e t h ' ( a , A ) = d(A) . 

En i n t r o d u i s a n t l ' i n t é g r a l e généra le , v = C,g(x,A) + C ?h(x,A), 

dans l e s cond i t ions aux limi t e s ( H I 2 ) , nous obtenons : 

^ 1 C (A). O1 <*2d(A).c2 = 0 

(/35g(b,A) +-/34g*(b,A)) C 1 + ( p 3 h ( b , A ) + p 4 h - ( b , > ) j c 2 = o ; 

les valeurs propres sont les zéros du déterminant 

^ 1 C(A) cx2d(A) 

/35g(b,A) + ^ 4 g * ( b , A ) /33n(b,A) + ^ 4 h - ( b , A ) 

e t l ' o n peut prendre pour f o n c t i o n s propres 

v k ( x ) = ^ 1 o ( A k ) h (x ,A k ) - ^ 2 d(A k ) g(x ,A k ) . 

L ' équa t ion c a r a c t é r i s t i q u e D = O s ' é c r i t : 

D = 

Of1C(A) *2d(A) 

^3g(b,A) + /34g'(b,A) • /33Mb,A) + /34h'(b,A) 

Désignons par O. l a va leur commune de ces r a p p o r t s , pour 

A = A , ; amplif ions l e premier r appor t par /3.h(b,A. ) puis par 

- Ä ü ' 0 > » A ) , l e seoond par - ß^g(b,Ak) puis par / 3 5 g ' (b ,A k ) e t 

d i v i s o n s l a somme des numérateurs des r appo r t s a i n s i obtenus par l a som­

me de l e u r s dénominateurs ; i l v i e n t 
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" k = ß 5 g ( ^ , A k ) + (34.s'(HfXk)" - ß 3 M b , V + p ^ ' C b , ^ ) 

0*3 + 04> ( « ' ^ » V h(-D,Ak) - g ( b , l k ) h«(D,J k ) ) 

lea fonct ions g(x,A) e t h(x,A) s a t i s fon t à l ' é q u a t i o n 

( U I 1 ) » i l en r é s u l t e que 

( p h ' ) ' g - (Pg')*!! = 0 (a « i « ï ) ; 

l ' e x p r e s s i o n ph 'g = pg'h ne dépend donc pas de x ; e l le , est égale 

à p(a)h ' ' (a f >)g(a ,X) - p(a)g»(a,X)h(à,X) c ' e s t - à - d i r e à c(A)d(X)p(a) . 

P(D) 
On a donc Ci = • 

' . } c(Ak)â(Xk)p(a) 

ß4vk(b) - ß ^ C b ) 

En tenant compte de tout ce qui précède, on met {III,-} sous 

l a forme 

( H I 7 ) 8 ^ ^F 
c(^)d(l)p(a)r - ) 

A. i va leu r s propres , 

c(A) = g(a,A) t d(A) = h ' ( a ,A) : g et h sont deux so lu­

t i o n s s t r ic tement l inéai rement indépendantes de l ' é q u a t i o n ( I I I . . ) t e l ­

l e s que 

g ' (a ,A) = h(a,A) = O . 

\ = ( v V -̂ k= ( f'V s 
°^1c(Ak) °<2^i) 

?k = ß 5 g(b f A k J + ^ 4 g ' ( b , A k J = P3Mb^j +(34
h'(b»V 

Les fonctions propres sont : 

vk(x) =°<i
c(Ak) h(xfAk) - c2d(Ak) g(x,\J 



30 

5 . - Premier exemple.-

Soit le problème 

(x2y'] ' + ry = f ( i ) , 

y(a) = c< , y(o) = ß ( b > a > 0 ) . 

Le problème associé est : 

[x2v*J ' + Av = 0 
v(a) = 0 , v(b) = 0 . 

Les valeurs propres sont positives ^»uàeque ^1
0 4O = ß i ß d = O et 

o<x/33 ^ O . 
Rappelons que les fonctions propres sont rée l les . 

La solution générale de l 'équation (équation d'Euler) du pro 
blême associé est donc 

v = C1X^ C O S ( ^ S S l n XJ + . O2X^ s i n ( ¥ ï p ï m x] 

On a pour équation caractéristique : 

,(VCU1). 

D = 

ou 

d'où 

COS 

COS 

t g 

! 2 

2 

In a 

In b 

In b = 

s i n j ^ S In a 

s i n ( ^ g " 1 In b 

tglMEi m a 

4 > k = 1 + k2^2 (k = 1, 2, . . . } , 

formule qui donne les valeurs propres et dans laquelle 

^ 
2TT 

= O 

IeB fonctions propres correspondantes sont : 

(V**1 flpïp-cos)—~— In al sin( :—^— In x 

- sinl—^ In a | oosj-—~— In x 

= x sin 

) 

^ s 
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on a Tjî(a) = O , vt(b) = O , v£(a) = 2 a" et 

v^b) = C-D k V^=
1
 v- 2 b 2 

Substituons dais la'formule (IH6) et résolvons par rapport 

à a, ; il. vient.. j_ 

*k - ^ • f ^ I ' * - - ^ ^ - ^ -
",=1-1 

^ = I + *2/2; / = ¾ 
toï 

6.-* Second exemple.-

Envisageons l e problème 

y" - ^ - y + ry = f ( i ) ; 

^]_y(o) + 0 ^ ( 0 ) = * , 

^ y ( D +/34y'(D =P • 

Nous l u i associons l ' é q u a t i o n e t l e s condit ions suivantes : 

2 
v« _ ï_ v + (X + i ) v = 0 , 

Ot1V(O) + « ^ ' ( o ) = O , 

J^v(I) +/34v-(D = o . 

L'équation de ce dernier problème est connue sous le nom d'é­

quation' de Weber ; elle admet les deux solutions parti culières liné 

airement indépendantes * -

g(x,l) - e ^ 2 [l - L x2 + M ^ x 4 _ A(A-2)jA-4) ,6 + .„ 

h(x,A) . e - ^ [x - i ^ x5 + U ^ L = S l . x5'_ _ j _ 

On a c(>) = g(o,A) = 1, g'(o,A) = O , 

h(o,» = O , d(A) = h'(o,A) = 1 . 

(1) Sériee-convergentes pour toute- va leur de 
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Les va leu r s propres sont l e s rac ines de l ' é q u a t i o n 

* 1 <*2 

/35g(i,A) + /3 4 g ' ( i ,A) ^ h ( I 1 A ) + ß h ' ( i , A ) 

Enfin les.fonctions propres sont : 

v k (x ) = Ot1Ii(X,>k) - ^ 2 g ( x , A k ) . 

= O 

La formule ( l l ï ? ) devient i c i 

T^TT^ è^ -PkP ' -^c 

*?•- Equation à c o e f f i c i e n t s c o n s t a n t s . -

Considérons l ' é q u a t i o n 

CIII^) y" + ry = f (x ) 

e t l e s condi t ions aux l i m i t e s 

L2(Y) = /%yOO + fty'00 =/3 . 
(11¾) 

Nous suppoBerona que l e s coe f f i c i en t s de L-, e t de Lg sa­

t i s f o n t aux I n é g a l i t é s 0 ^ 1
0 ^ 2

 3^ ° ' ß 5 / 3 4 ^ 0 * 

Dans cee cond i t ions , nous savons que l e s va leurs propres du 

problème assoc ié 

v" + Av = O , 
L1(V) = O , L2(v) = O 

ne sont pas n é g a t i v e s . 

Posons ùJ =V^ î 1& so lu t i on générale de l ' é q u a t i o n 

T" + Av = O * e s t (A>0) : 

V = C 1 g(x,A) + C 2 h(x,A) = C-, costüx +C s in ( Jx 

e t l ' o n a 

c(A) = g( 0,A) = 1 , d(A) = h ' (o ,A) = W . 

LeB fonct ions propres sont 
v k = ^1SInWj1X - o^W^cosw^x , 

l e s to, é t a n t l e s r ac ines p o s i t i v e s de l ' é q u a t i o n c a r a c t é r i s t i q u e 
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D = 
CK. 0C2 to 

ß,cöB(jjK - A(J sinujTT ^Lsinoiré + ßLcucoawff 

Cette équation peut s ' é c r i r e 

= 0 . 

COtgÜJT = 
(h UJ + *lfe 

*#5 - "«lft ^2¾ - ^ 4 to ' 

La formule qui p"ermet de c a l c u l e r l e s c o e f f i c i e n t s de l a s é ­

r i e représen tan t l a so lu t i on du problème, dais l ' i n t e r v a l l e ou sur l e 

segment (0,TT) , s ' o b t i e n t en p a r t i c u l a r i s a n t l a formule ( I H 7 ) ; e l l e 

e s t 

( I H ) ) 

ou 

- * • & J E <<* - fi£> - *k 

2 2 2 

Rappelons que l ' o n a 

"^1°¾ s l n ^ k * * 

Of2 u , k (D ? = ± = 
Jk | 3 ^ o s ü i k i r - / ¾ ^ s i n t e r e ^ s i n u ^ T C + fyu^cosuyr, 

Remarque,- A= O e s t va leur propre s i l e s condi t ions aux 

l i m i t e s (IIIA) Q°nt y ' ( o ) = c< , y ' (Tt) =ß , e t daas ce cas seu­

lement. Alors 1 = 0 ' , v = l e t 

« * « * '*=ß + A 
Tr + Ao 

(1) I l es t u t i l e de remarquer que l ' o n a vk(TT) = - / ¾ (5 <̂•<-> ^ e t 



Equation y" + r y = f (x). 

Conditions |Eq. c a r a c t . * * - « • £ 

y(0) = e« ; J-(TT) = p tgiuîr = o s in kx 
Ck = 1 , 2 , . . . ) 

L-[f 
k 2 - rL 

y ' ( o ) = Ot ; y>(TC) = £ tgtuTt = 0 eoa kz 

f k=0 , l ,2 , . . . J 

^-[f 

y*(o) = <* ; y(tr) «(3 COtgWTT = 0 Ck - i ) 2 cosfk - £)* 3 ^ ^ ^ Ck-i) 

y ( o ) = « ; y'CTr)=|3 cotgwfr = Oi Ck - i ) : 
Sin(k - £)x - ^ - [ 1 

(k-4) 

(-2) 
^ y C o ) +<V2y'(o) =o/ 

< j y ( l ) +(^y'Cîr) =(3 

C^1 * O) 

tgUlTI = O slnkx - o^kcos kx K s i n k x - OLk 
2 

k ' - r L ( ^ + 

( k = 1,2, . . . ) 

(1) Ces formules 

(2) les valeurs 

ont déjà é t é é t a b l i e s ; vo i r [l] , p . 125 e t 126, e t [3] -

propres Gont p o s i t i v e s (v . l ' é q u a t i o n II3L ) . 
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8.- Dérivée de la solution du problème (III-J + HIA) • -

Supposons ot- /3, ^ O . 

Nous avons obtenu 

y = Zvk = 

I l r é s u l t e immédiatement du théorème -de l 'équiconvergence 

(uniforme) que l a sé r i e 

e s t uniformément convergente sur l e segment (0,Tt) . 

On peut auss i démontrer l a convergence uniforme indépendam­

ment du théorème de l ' équiconvergence; i l s u f f i t de remarquer que 

| a k v k | = 0 ( C o k - 2 ) = 0 ( k - 2 ) 

C^k e s t borné de même que (^ ' v i r^ / t u k^ ' 

Si nous dérivons 2~ 8V7Tf terme à terme, nous obtenons une 

s é r i e de l a q u e l l e nous ne pouvons r i e n d i r e , du point de vue de l a 

convergence. Pour ob ten i r une sé r i e qui représen te y ' , nous pa r ­

t i r o n s de l a dérivée sec onde v 

Démontrons d'abord qu 'on a l ' i d e n t i t é 

En e f f e t , s i z(x) e s t l a so lu t i on du problème aux l imi tes^ ' 

Of 1 Z(O) + OLz* ( o ) = <X 
Z " = O 

/^z(TT) +fyz'Cït) = /3 (00,(¾ 4 O) , 

on a, d'une p a r t , z(x) = B 1 ( O ) . X + z(o) , 

(1) Si CX1 = JL =, O , ' l e problème n ' a en général pas de s o l u t i o n ; 

dans ce cas , i l e s t a i s é de passer de l a s é r i e qui représente y ' 

à c e l l e qui a y pour somme. 
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d 'au t re pa r t , 

e t par conséquent z(o) = -cXp^ ^p (cV - <?k(3) . 
K. 

Tirons z'(o) de la première des conditions aux limites ; 

il vient 

^ _!â ci = — ' ' ( " ' - ^ - 4 ^ 0 ' - ¾ * ¾ ! ! ^ ^ - ? ^ • 
En égalant l e s deux expressions de z(x) , on ob t ien t 

c ' e s t - à - d i r e l ' i d e n t i t é que l ' o n vou la i t é t a b l i r . 

Donnons encore l a s é r i e en v k qui e s t égale à 1 en tou t . 

point du. segment (0,Tr) ; nous l ' u t i l i s e r o n s plus l o i n . 

La fonct ion z(x) = 1 e s t l a so lu t ion du problème 

z" = O , 

Qf12(0) + or9z*(o) = oL , 

/33Z(TC) + ^ B ' ( T t ) = ß3 . ^ ' + 

Donc • 

z (X) = 1 = YL*Y?* = H Ï Ç ^ (*I - PkP3)V^) • 

Pour X = O , 1 = - c<2 Y^ ^ - K - ? k f t ) -

Pour x =11, 1 = - P+ ^ ¾ ¾ - ! --fkft) • C a r \ W = - / ¾ ½ C l ) ' 

Cherchons maintenant un développement en s-é"rie de y ' ; s i 

l a s é r i e y A,rvv converge uniformément sur l e segment (0,Tt) - i l 

es t nécessa i re pour ce la que l a fonct ion f (x) s o i t cont inue- , on a 

y« = f _ ry = > (Ak - T^)Vj1(X) . 

La s é r i e précédente e s t uniforalement convergente p u i s q u ' e l l e 

e s t l a différence de deux t e l l e s s é r i e s ; on ob t i en t en in t ég ran t t e r -

f l ) Voir p. 53, no t e . 
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m^ à terme 
y ' U ) = yt(o) - V ^ V 2

T&k (v£(x) - v^(o)) 

k 
ou, en tenant compte de l a formule (ULI) et de l a première des con­
di t ions aux l imi tes , 

y,(x) =f -?Lvk(o) -11(1¾ (*-¾3'-¾!̂ '-̂ °']} 
ou encore, en remarquant que la série \ =?-{<*- £fl) converge (voir 

P. 37), ^ - k 

y.(x) = Ä + ^ ^ i . ( Ä - ^ ) - 2 2 [ s ^ { « -**/*> - ^ ] *i<*> • 

I l est intéressant de-montrer comment on passe de cette sé­
r i e à l a série y(x) » y 0V7-Jr et de vér i f ie r que les conditions 
aux limites sont s a t i s f a i t e s . 

Uns intégrat ion terme à terme (là série est uniformément con­
vergente) donne : 

yW = ;P V (̂O) + [ ^ ^ 1 ^ j L (<*- ^ ] * 

- E f f e ( w - ^ - "*]hw -vo>]} 

c ' e s t - à -d i r e , en vertu de l ' i d e n t i t é de l a page 36, 

y(x) = > " V y d ) » 

ce que l'on voulait établir. 

Il résulte de la manière même dont nous avons calculé y'Co) 

que les fonctions y et y' satisfont à la première des conditions 

aux limites. Montrons que la seconde est vérifiée. 

' (1) Les séries convergent (voir p.37)-
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On a 

Mais vk(ft) = - P 4 P k w k » vk(Tt) =(35?k<*>k ( p . 3 3 , no te ) ; par s u i t e , 

Les aeries - ft Z I j j [ K - fcft ) et ^ ^ ^ - ¾ ) 

sont convergentes e t l a somme de chacune d ' e l l e s , nous l ' avons montré, 

e s t égale à 1 . Donc 

^(-0^.00-¾^-¾-/! 
2 ' <*2 

c . q . f . d . 

Hous avons supposé que l a s é r i e y -*¾-7¾- convergeai t u n i ­

formément sur l e segment (0,ît) . S ' i l n ' en e s t pas a i n s i , i l e s t t o u t 

de même lég i t ime d ' i n t é g r e r terme à terme l a s é r i e 

y (A, - rs».)v, (x) ; on o b t i e n t une s é r i e qui r ep résen te y ' . 

9 . - Appl ica t ion à un cas s i n g u l i e r » - Si l ' é q u a t i o n 

2_ , 
y" - " Ö"* y + r y = f (x ) (n, nombre n a t u r e l ) 

x 

•admet une s o l u t i o n y t e l l e que 

a) Iy I < A , nombre f i x e , pour O ^ x ^ l , 

D) j33y(l) + fty'CD =fi, 
nous obtiendrons l e s c o e f f i c i e n t s a. de l a façon suivante : 

Prenons pour problème assoc ié 

n 2 -J- \ 
v" - —=-*• v + ^v = 0 , 

x 

Ot1VCo) + Ot2V(O) = O , 
/S5T(I) + / 3 4 v ' ( l ) = O . 

(1) On l e montre fac i lement au moyen de l ' é g a l i t é de Pa r seva l . 
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Les fonctions propres sont 

<<"k=V^) •> 
les valeurs propres sont les racines de l 'équation 

TdJ (V^x)I 
/W^ + h [-¾-Jx=I + \ ftJa<VX) - O • . 

I l existe i c i encore, on l ' a déjà signalé, un théorème d'é-
quiconvergence. 

l a formule (ITI,) donne, s i l 'on t ient compte de l 'équa­
tion caractéristique , 

de sorte que 

TL Vk - ZI ri* ^ f 'n<%>-^ VaTJr(Ui1, x) . 
' n v ~k 



I V - EQUATION du SECOND ORDRE 

CONDITIONS GENERALES 

1 , - Problème.- Considérons, l ' é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e 

(D (IV1) r(p(x)y*) ' + q(x)y + ry = f (x ) 

e t l e s condit ions a u x ' l i m i t e s 

(IV2) 
*2<y) = / ^y (a ) + /32y'(a) + /3^(¾,) + /34y'(b) = /3 . 

Lee hypothèses r e l a t i v e s à p(x) , Q(X) e t f (x) sont c e l ­

l e s du paragraphe 1 du chapi t re I I I ; l ' o p é r a t e u r L e t l a matr ice A 

sont iden t iques à ceux du même c h a p i t r e . Qn suppose que l e s formeB 

L, e t I 2 sont l inéai rement indépendantes. 

Hous noua proposons de t rouver une s é r i e de . f emotions o r t h o ­

gonales propre à r ep ré sen t e r l a so lu t ion du problème (IV1 + IV2) . 

Jjes deux premières l ignes de l a matr ice M sont formées des 

coe f f i c i en t s des L,- j l e s éléments des deux dern iè res peuvent ê t r e 

chois i s a rb i t ra i rement à condi t ion , t o u t e f o i s , gué l a matr ice s o i t r é ­

gu l i è r e . 

En désignant comme plus haut par A le déterminant de M 

e t par M. , l e mineur de l ' é lément n u . , noua avons 

(1) Voir note ( 1 ) , p . 19 . 
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AN = 

-P(B)M12 P(E)M11 p(b)M14 -p(b)M ' 

-p(a)M p(a)Mp1 p(b)M„. -p(b)M 
22 

-p(a)M5 2 p(a)M 

t - p ( a ) H 4 2 

31 p(b)M 

24 

34 

13 

"23 
-P(D)M 

33 
p(a)M.. p(b)M.. -P(D)M, 

41 44 43 

de s o r t e que 

A V T ) = - Mj^p faMa) + M^1PCa)V-(a) + Mk 4p(b)v(b) - Mfc5p(b)v*(b) 

Ck= Ir - . . , 4 ) . 

l e problème associé è s t : 

Lv + /Tv = 0 . (ivf) 
( i v | ) 

(IV^) 

V3Cv) = o 

Ce problème e s t s e l f - a d j o i n t s i 

(3 = 3, 4 ) . 

P(b) 
OC1 o^2 

^ l ^ 2 

= P(a) * 3 *4 

/ 3 ^ /3A 

e t réciproquement. 

En e f f e t , c ' e s t l a condi t ion nécessa i re e t su f f i san te pour que 

l e problème 

( r v j ) Ly + r y = O , 

(IY2
1) I1Cy) = 0 ( i = 1, 2) 

s o i t adjoin t à lui-même *• ' e t l e s problèmes (IV1 + IT 2) e t (IT? + IVT) 

sont simultanément s e l f - a d j o i n t s ou'non. 

Nous supposerons tou jours ,dans ce chap i t r e , que l e s coe f f i c i en t s 

des IL s a t i s f o n t à l a r e l a t i o n (IV,)- qui s ' é c r i t au s s i 

' (Z^(A-Vz2) = O , 

Z*, e t z"p é t an t respectivement l e s vec teurs ( c* t ot t o c , o< ) e t 

( ß^t ßo* ß-*.* /34) • I* problème associé é t an t a l o r s s e l f - a d j o i n t , on a 

l e s mômes conséquences qu 'au paragraphe 2 du chapi t re précédent ; en pa r ­

t i c u l i e r , s i l ' o n remplace l ' hypothèse oi ß. j^ O par l a condi t ion 

(1) [9] P . 217. 
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/ O 
* 2 <*4 

^2 /¾ 
le théorème de Haar subsiste ^ ' . Si cette condition n ' e s t pas remplie, 
i l existe néanmoins des théorèmes d'équiconvergence ^ 1 ' . 

I l faut noter toutefois une différence entre les valeurs pro­
pres du problème ( i l l ? + IHp) et celles du problème (IV? + IYa) . 
Les premières sont simples, c 'est-à-dire qu'à chacune d 'el les corres­
pond, à un facteur constant près, une seule fonction propre tandis que 
les secondes peuvent être doubles (toutes ou certaines d'entre e l l e s ) : 
touteB les solutions s'expriment linéairement en fonction de deus d'en­
t re e l les qu ' i l est lois ible de supposer orthogonales. 

2 . - Problème associé.- Posons 

A i J = 
C/ 

i 3 
Pi /3, 

, ( i J)-

Les conditions aux limites sont linéairement indépendantes ; 
i l en résul te que l 'un au moins dea 6 déterminants . A . . est dif-

* J 
férent de zéro. 

Nous pourrions prendre pour M la matrice 

1 •=*, 

ß: 
" < * - . 

c<. 

- Oi1 

A 

[P2 -Pl - ¾ 

/34 

°<3 

dont le déterminant est égal à 2 A ^ A + A^5 + A^- + A 2 - + A^ 

ou/ en vertu de la relation (IV,), à 2 '^1¾- A ^ , + A ^ , + A^ 
3 " " " P(a) ~~12 13 14 

, quantité non nul le . Nous préférons, afin d'obtenir des 

VA expressions moins lourdes pour les ^ . ( v ) , distinguer deux cas 

1er, cas : A 1 2 = A , . = O . 

(1) [19] , P. 272 et 279. 
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Les condi t ions ( IV t ) , donc aussi l e s condit ions ( I T ^ ) , 

sont équivalentes à des condit ions de 3 espèce; on e s t ramené au p ro ­

blème considéré dans l e chapi t re précédent. 

2 cas : 

Faisons 

12 / O ( A 5 4 ^ O ) . 

« x <x2 «3 ^ 

/3I h h h 
\ 

O 1 / 

M = O 
' 13 

1Sl = A 2 5 , M32 = - A 

(A = A 1 2 ^ o ) . 

. M14 = O , 

" 2 1 - 0 ¾ M22= * ! , ¾ = ° - ¾ = 0 • 

13 , M33 = û " ' M^" = ° ' 12 34 

M41 - A 2 4 , 

e t , par s u i t e , 

A 1 2 -N = 

/ P(a)j3 -L 

p ( a ) A 1 3 

, * ( a ) * 1 4 

Le problème 

(IV4) 

M42 = - A 1 4 , M43 = O 

p ( a ) / 3 2 O 

-P<a)o<2 O 

PCa)A 2 3 O 

p ( a ) A 2 4 PCb)A 1 2 

associé e s t donc 

Lv + Xv = O , 

• M44 = A 1 2 

0 Ì 
O 

-P (H)A 1 2 

° I 

( i v c ) 

A 1 5 p(a )v (a ) + A 2 5 p ( a ) v ' ( a ) 

A , . p ( a ) v ( a ) + A 0 , p ( a )v* (a ) + A n Q p(b)v(b) 

- A19PCb)Vt(Ta) = O , 12 

= O . 

Remarque.- On obt ien t directement des expressions plus simples 

pour l e s fonct ions propres e t pour l e s coef f ic ien t s a, à p a r t i r du 

problème (TV. + IVc) qu'avec l e problème équivalent : 

Lv + Xv = O , 

L1(V) = O ( i = 1, 2 ) . 
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3.- Signe deB valeurs propres.-

Théorème : Si 

A 1 3 A 1 4 > 0 ' 4 1 3 A 2 4 < 0 e t n U ) < 0 

o u s i A 1 3 = O, ^ 2 3 A 2 4 5*0 ' e t q(x) < 0 , 

l e problème (IV. + IVe) n'admet pas de va leurs propres n é g a t i ­

ves- (Rappel : p ( b ) A 1 2 = p ( a ) A 3 4 ; A 1 2 ^ O). 

En e f f e t , Av é t an t une valeur propre e t v, l a fonction k 
propre correspondante, on a 

'b 

y V1^k +Vk ) d* = ° 
a 

ou 

IP 
1* P to 2 \ fb 

2 , 

A l ' a i d e des condit ions aux l imi tée (IV1-) * de l a r e l a t i o n 

(IV3) e t de l ' i d e n t i t é 

$> û 1 2 * 3 4 + A 1 4 A 2 3 £ * 1 3 * 2 4 . > 
on met le 1 terme du premier membre de (J) sous la forme 

-Vty U „ A.,v? + Zù.^ A n , V1V' + A .,A^v1 '2 I . 
'12 " 3 4 L ,x = a 

3 1 ^13^14^° 6 t ( A 1 3 A 2 4 ' 2 ^ 1 3 A 1 4 A 2 3 ^ 4 ' 
ou, en ver tu de l ' i d e n t i t é qu'on v ien t d ' indiquer , 
s i A - , , A , 4 > 0 e t A - P 5 A T . / ^ O ' , l'a forme en t re crochète n ' es -

pas négative ; l e 1 e r terme de ( Y ) e s t donc négat i f ou nul a in s i que 

le premier membre, puisqu 'on a supposé q(x) ^ 0 . I l en r é s u l t e que 

^ k " n ' e s t pas néga t i f . 

Si A 1 3 - O , A 2 3 ^ 2 4 S * 0 • e t q ( x ) < 0 , 

on v o i t immédlateLient que l e premier membre de ( Y ) e s t néga t i f ou 

nu l ; A k e s t p o s i t i f ou n u l . Le théorème es t démontré. 
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Remarque : .1) Si A = O es t va leur propre , l a fonct ion propre cor ­

respondante e s t constante (s inon v ' ne s e r a i t pas nu l e t l e p r e ­

mier membre de ( jf) s e r a i t n é g a t i f ) . 

I I ) Si n i l ' u n e n i l ' a u t r e des condit ions (IV,-) n ' e s t rem­

p l i e , i l peut y avo i r des va leu r s propres néga t ives ; a i n s i , l e problème 

v" + Av = 0 , 

(e + l ) v ( o ) + (e - l ) v ' ( l ) = 0 , 

(1 - e)v*(o) + (e + l ) v ( l ) = 0 

admet l a va leur propre -1 ; l a fonction propre correspondante e s t 

v = (e + e _ 1 ) e x - (1 + e 2 ) e ~ x . 

4 . - Calcul des " coe f f i c i en t s de Fourier" de l a so lu t ion du 

Probleme ( IV 1 + IV2 '; A12 ^ G, P ( D ) A 1 2 = PCa)A 5 4 ) . -

Les cons idéra t ions du début du paragraphe 4 du chapi t re précédent sont 

encore va l ab l e s i c i à condi t ion de remplacer l e théorème de Haar et l e s 

théorèmes analogues par l e s théorèmes plus généraux démontrés par Zaanen. 

On a (p .^7) 

s t ( p .44, matr ice N ) 

A 1 2 ^ 1 C v ) = / 3 l P ( a M a ) + / 3 2 p ( a ) V ( a ) 

A 1 2 ^ ( v ) = -Of 1 PCaMa) - <*2p(a)v'(a) ; 

donc 

(IV7) = *^tet [̂ 1 " î)v^a) + ^h - ß^^] - ĵ 

5 . - Equation à coe f f i c i en t s c o n s t a n t s . - Considérons l ' é q u a ­
t i o n 

(XVp y" + ry = f (x ) 

e t l e s condi t ions aux l i m i t e s 

^ y ( o ) + <*2y'(o) + -^y(Tt) + ^ y ' ( T t ) = <* 

^ /^y(O) + ßy» (o ) + /35y(1T) + /34y»(1C) = fi (Al2 = ^ * * 0 > ' 



47 

UouB s u p p o s e r o n s que l ' u n e "des deux h y p o t h è s e s ( I T g ) e s t 

v é r i f i é e } i l n ' y a donc p a s de v a l e u r s p r o p r e s n é g a t i v e s . 

(ITJ) 

( I T p 

Le problème a s s o c i é e s t ( v o i r § 2 ) Î 

v» + Av = 0 , 

- A 1 0 V ' ( T T ) = 0 , 

= 0 . 

Ga a pour é q u a t i o n c a r a c t é r i s t i ç r e ( s i A > 0) 

A 1 5 v ( o ) + ,U2 5V1Co) 

A 1 4 V ( O ) + A 2 4 V ( O ) + A12V(TT) 

l 1 2 ' 

D = 

A + A Cu S i n CuTT 

A T / + A-.« - COSCUTT 

A 2 , U J - A 1 5 U J COSLiJTt 

A 2 4 W + A 1 2 - s inu jT t 
= C . 

S i , p o u r X= ^ ] . = U J , , l e r a n g de l a m a t r i c e dont l e s é l é ­

ments son t ceux du d é t e r m i n a n t D e s t é g a l à 1 , l a v a l e u r p r o p r e 

A^. e s t s i m p l e ; s i l e r a n g e s t z é r o , X, e s t d o u b l e . Nous d i s t i n g u e ­

r o n s donc deux c a s : 

a ) IeB v a l e u r s p r o p r e s s o n t s i m p l e B . 

On p r e n d r a 

Tk = ^ 1 1 + A o c o s OJ1̂ Tr) s in CU1̂ x - (A011 OJ v + A 1 0 s i n co VTC)COSLUVX H " 1 2 l 24 ' 1 2 ' 

En s u b s t i t u a n t dans l a fo rmule ( I V 7 ) , on o b t i e n t : 

(iv; 

- C O C ( J 1 - Z S O C 1 ) ( A 2 4 O J 1 1 + A 1 2 - B I n W k B ) ] - ^ ) ; 

b) i l y a des v a l e u r s p r o p r e s d o u b l e s . 

B i ^ = > = t * ) k e a ^ ̂ 1 0 T a T- e U T ' p r o p r e d o u b l e , l a fo rmule ( I V ' ) 

n ' e s t p l u s v a l a b l e p u i s q u e l e s e x p r e s s i o n s A 1 4 + A 1 2 cos ^ T - T T 

e t A o . OJ . + A , p Bin GJ,- JT s o n t n u l l e s . On c a l c u l e r a l e s c o e f f i ­

c i e n t s des deux f o n c t i o n B p r o p r e s o r t h o g o n a l e s c o r r e s p o n d a n t à 

A = X . p a r l a fo rmule ( I V 7 ) . Des exemples s o n t donnés p l u s l o i n . 

R e m a r q u e . - S i A = O e s t v a l e u r p r o p r e , on p o u r r a p r e n d r e , 

eu é g a r d à l a remarque I ) du § 3 de ce c h a p i t r e , v Q = 1 e t l ' o n a u r a 



4b 

1O r \ A12Tt + AoJ 

ÏÏous terminerons ce paragraphe par deux propos i t ions sur 1*or­

dre de m u l t i p l i c i t é des va leu r s propres . 

I ) Si A p , jt O, l e s va leu r s propres du problème (IV' + IVi) 

sont simples à l ' e x c e p t i o n p e u t - ê t r e de l ' u n e d ' e l l e s . 

En e f f e t , pour qu'une va leur propre non n u l l e (pos i t ive ou 
néga t ive ) s o i t double, i l f au t e t i l s u f f i t que, pour c e t t e va leur , le 
rang de l a roatrice dont l e s éléments sont ceux de D s o i t 0 . 

i 2 
Si A = LU es t une va leur propre double, an a donc 

A 1 4 = - U12 costolT , ^ 2 4 ^ = - A i 2 B±nljjK 

e t , par s u i t e , 

i l ne peut donc y avoi r p lus d'une va leur propre (non nu l l e ) double. 

= 0, l ' i n t é g r a l e générale de l ' é q u a t i o n ( r v ï ) e s t 

v = Ax + B. In t roduisons c e t t e so lu t ion dans l e s condi t ions (IVM ; 

i l v ien t : 

, ( A 2 3 - A12).A+ A 1 3 . B ='0 , 

( A 2 4 + A 1 2 7 T ) . A + ( A 1 4 + A 1 2 ) . B = 0 . 

Pour que A=O s o i t une valeur propre double, i l faut e t i l 

s u f f i t que l e rang de l a matrice 

/ A 2 3 - A 1 2 ^ I 5 \ 
(5) U 2 4 + A12TT A14 + A1J 
s o i t éga l à 0 . I l faut donc que A 1 4 = - A 12 • Si ceci a l i e u , 

l a s o l u t i o n de l ' é q u a t i o n •(£) e s t X = tu = 0. I l ne peut donc y a-

vo i r p lus d'une va leur propre double. c . q . f . d . 

Q u ' i l e x i s t e , dans c e r t a i n s c a s , une valeur propre double, 

c e e t ce que'montre l 'exemple suivant : 

v» + Xv = 0 
v(o) 4 2v ' (o ) - V(TT) + 2v'(Tl) = 0 

v(o) + 2V(TT) = Oj • 
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la valeur propre double est A = eu = £ ; les fonctions propres 

sin- -T x , eoa ̂ x ne sont paa orthogonales entre elles mais les so­

lutions 

le sont. s i n s ì + 

Dans l ' exemple 

v (o) 

v ' ( 

C O S 

o) 

w Xf s in ö~ x ~ cos w x 

v" + Av = O , 

- V(TT) + -TTv'(Tt) = O 

- v ' ( r t ) = O 

A = O e s t v a l e u r propre double ; l e s fonct ions propres orthogona­

lea. correspondantes sont 1 e t x - - . 
2 

me 

• I I ) Si A 2 4 = ü , 

(IV' + IV' ) admette des 

e t que A . . = + A j2 • 

K-
même 

cond 

Les va l eu r s propres 

(2k) 2 - C k = O , 1 , 2 , . 

signe ou non. 

Toutes l e s v a l e u r s 

ca s , A 0 = O . 

i l f a i t e t i l 

va l eu r s propres 

sont A^ = (2k-

. . ) ae lon que 

s u f f i t pour que 

doubles que A 

l ) 2 (k = 1, 2 , 

A 1 2 e t A 1 4 

l e profclè-

1 3 = ° 

. . . ) ou 

sont de 

proDrea sont doublea f excepté , dans l e s e -

~ 

La cond i t i on e s t n é c e s s a i r e . En e f f e t , a i ^ , = c u ^ ^ O 

e s t une va l eu r propre double, l e rang , pour A = A . , de l a matr ice 

dont l e s éléments sont ceux de D ea t O ; donc 

^ 2 4 * ¾ + A 1 2 S I n O ^ n = O , / I 1 5 + A ^ c ^ s i n o ^ T T = O e t 

A-,, + A 1 ? c o s o j k 7 l = O , ce qui implique, A 1 2 é t an t d i f f é r e n t de 

ZeT1O e t A 2 i nu l par hypothèse , s i n W T̂T = O e t , par s u i t e , 

coso>kTT=+ 1 , A 1 5 = O e t A u = t^ 1 2 * 

La condition est suffisante car; si A 2 4 = O , A _ = O 

e t A 1 4 = 1 A 1 2 , i l r é s u l t e de l ' i d e n t i t é ( O ) que A 2 5 = + ^12'' 

l ' é q u a t i o n c a r a c t é r i s t i q u e D = O f o u r n i t a io ra l e s va l eu r s propres 

, • ' r r »- i + \ ''• • 
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Ak = ( 2 k - l ) 2 ou A k = (2k) 2 (Jc = I 1 2, . . . ) selon que A±2 e t 

A l A sont de nêae signe ou non. Toutes ces va leu r s propres sont dou­

b l e s . 

Si A.,* = O , A= O ne peut ê t r e valeur propre double p u i s ­

que l ' é lément &OA + ^ ] ? ^" ^ e ^ a m a t r i c e ( Ç ) n ' e s t pas n u l . 



Equation y" + ry = f ( z ) 

Conditions »* = " £ 
y ( o ) - y(n-) = oc 

y ' ( o ) - y t ( Ä ) = ß 

Ck= O, i , . . . ) 

s i n 2kx 

cos 2kx 

^ = S b 4k 

'O=H 

y(o) + y OO = * 
y ' ( o ) + y ' ( i t ) = p 

( 2 k - i ) ; 

Bin(2k-l)x 

cos(2k- l )x 

( 2 k - ! ) * 

y»(o) - A1J-* (TI) = |3 

2«, 
Cl) 

COSU)TT = 

d l ' + 1 

W2k = % + 2k 

(k = O, 1, . . . ) 

(k = I 1 2 , . . . ) 

u; 

v2k = c o s [t2:k+ w
0 ) x + f] -

v 2 k - l = coar<2k- u>Q)x - <f] 

t g f = C^ , B i U 1 L c I 

tgy = - ^ , Bi IOf1J^i 

( 2 k + Ui 

<r*z % 

•(1) [ll] , p0 399. 



V. - PROBLEMES du 4« ORDRE 

1 , - Problème g é n é r a l . - Dans l e s deux premiers paragraphes de 

ce c h a p i t r e , l ' o p é r a t e u r d i f f é r e n t i e l I sera déf in i par l ' é g a l i t é 

Ly = (P0Mr')" + Cp1OOy')' + p 2U)y Ï 

l e s fonct ions p , p.. e t p ? sont continues sur ( a ,b ) par hypo­

t h è s e ; on suppose de pluB que l e s dér ivées p ' , p' ' e t p.] e x i s t e n t 

e t sont continues sur ce segment e t que p ne s ' y annule pas . 

OQ a 

e t 

7 ° 

A = 

- P 1 U ) 

- P 0 U ) 

- P 0 ( a ) 

0 

0 

0 

I ». 

P 1 (B) 

0 

Po<a> 

0 

0 

0 

0 

Ü 

P 0 U ) 

-P0Ca) 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

L y 

P0Ca) 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

= Ly 

0 

0 

0 

0 

0 

P1Cb) 

P0Cb) 

P0Cb) 

o . 

0 

0 

0 

-P1Cb) 

0 

-P0Cb) 

0 

0 

0 

0 

0 

-P0Cb) 

P0Cb) 

0 

0 

0 

0 

0 

'0 

-P0Cb) 

0 

0 

0 

Soi t f (x ) une fonct ion généralement continue sur ( a ,b ) ; 
nous considérerons l e problème cons t i tué par l ' é q u a t i o n 
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(V1) I y + r y = f ( x ) 

e t l e s c o n d i t i o n s aux l i m i t e s l i n é a i r e m e n t indépendantes 

L 1 (y) = ^ y C a ) + . . . + <K4y»(a) + * 5 y ( b ) + . . . + « ^ " ( b ) = * , 

(V2) 

i4(y) = V C a ) + "• + V ( a ) + V ( i ) ) + *" + Vw ( i° = ̂  • 
Formons, comme on l f a exp l iqué au c h a p i t r e I I , une ma t r i ce M 

e t c a l c u l o n s K ; nous obtenons , en désignant pa r A l e déterminant 

de M e t p a r M ^ l e mineur r e l a t i f à l ' é l é m e n t m ^ t 

û 2 £ ( v ) = - [ M k 2 p l ( a 5 + Vk&'ot*) + M k 4 P 0
( a ) ] v ( a ) + [ M k l p l ( a ) 

+ ^ 3 P 0 < a ) ] T * ( & ) + [MkiPÔC a ) - M k 2 p o ( a ) ] v " ( a ) + M k l P o C a ) v , , , f a ) 

+ [Mk6P1Cb) + * k 7 p i ( b ) + %8 p o< b > ] v ( b ) - [ M k 5 p l ( b ) 

+ M k 7 P 0 ( b ) ] T ' ( b ) - [H]65PiCb) - Mk 6 P^b) ] v » ( b ) - Hk5P0<b)vm(b) . 

Le problème a s s o c i é e s t l e su ivan t : 

(V a ) Lv - Av = 0 , 

(Tf) ^ C v ) - 0 CJ = 5 , - . . , 8 ) . 

2 . r Problème s e l f - a d j o i n t . - Nous a l l o n s donner une c o n d i t i o n 

n é c e s s a i r e pour que l e problème (VJ +V^) s o i t s e l f - a d j o i n t . 

I v --Av = 
f a u t que 

V 
( i = 

étant 
= 1 , -

Théorème : Pour 

0 

l e 

* * » 

, ^ ( v ) = O 

(¾ , (A"1)'" 

v e c t e u r dont 

4) . 

que 

(d 

K1)-

l e s 

l e problème 

= 5, - - . , 8) 

• 0 < l > (P 

q 

composantes 

homogène du 4 e 

s o i t a d j o i n t 

= 1 , . . . 

= 1 , . . . 

sont l e s 

4 i 

4 ) 

o rdre 

à l u i -

c o e f f i c i e n t s 

•nême 

de 

i l 

L i 

En e f f e t , s o i e n t Z1. l a ma t r i c e à une colonne dont l e s é l é -
ième mente son t ceux de l a k l i g n e de M , ZA l a ma t r i c e t r an sposée 

de Z^ , Tg e t T. des ma t r i cea à une colonne t e l l e s que 

(1 ) C e t t e c o n d i t i o n se g é n é r a l i s e Immédiatement aux problèmes d ' o r d r e 
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( O j ^ est le symbole de Kronecker). 

XjA = i ; ( ^ = 1, 2, . . . . 8) 

. -1 l e s mat r ices M, (M ) ' e t S s ' é c r i v e n t a l o r s 

M = 

2 I 

Zê/ 

, (M-1). = 
*2 

/ * . \ 

, N = (Kf1VA = 

T 8 / 

Si l e problème e s t s e l f - a d j o i n t , l e s Zr sont des combinai­

sons l i n é a i r e s des T' (3 = 5, . . . , 8) : 

ou 

q ^ — d j 

-1 Multiplions à droite par la matrice A' 

d'où, en prenant le conjugué de chaque membre, 

on a 

& v\ -YZcfxi 
et, en multipliant à gauche par Z' » 

Les produits scalaires du second membre sont touà nuls; donc 

2 J ( A - 1 J ^ = O. 

Cette condit ion nécessa i re e s t aussi suf f i san te dans l e cas 

p a r t i c u l i e r que nous a l lons envisager . 

5 , - Problème p a r t i c u l i e r , - Nous nous bornerons désormais à 

l ' é t u d e du problème-

I y + r y =' y* + q(x)y + r y = f (x) ; 
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I1Cy) = ° ' 1 y ( a ) + . . . -K*4y'"(a) = <* , 

I2Cy) = fryCa) + . . . + /34y*(a) = / 3 , 

i 3 ( y ) = *5yO>> + . . . + V ' ( b ) = * ' 

L4Cy) = § 5 y(h) + . . . + cS8y«(b) = (5 . 

Nous supposerons que l e s coe f f i c i en t s s a t i s f o n t aux r e l a t i o n s : 

A 1 4 = 4 2 5 , * 5 8 = Hl -

où. on a posé 

A , , = 
3-D 

of. oC_, 
i d 

ft P3 
A i j -

Ce sont l à des condi t ions néces sa i r e s (v . l e théorème du pa ­

ragraphe précédent) pour que l e problème associé s o i t s e l f - a d j o i n t ; ces 

condi t ions sont auss i s u f f i s a n t e s ^ . 

Ie problème associé é tan t adjoint à lui^nême, 'on peut l e rem­

p l a c e r par 

Lv - Av = 0 , 

L1Cv) = 0 ( i = 1, . . . , 4) 

e t on peut f a i r e des remarques analogues à c e l l e s du § 2 du ohap i t re 

I I I e t de l a page 36; i l e x i s t e notaroent encore un théorème d 'équicon-
C2) 

vergence v ' . 
On prendra,pour matrice M , 

°v 
Pl 
0 

0 

<** 

h 
0 

0 

* 2 

h 
0 

0 

" 0 ^ 

-h 
0 

0 

0S 
h 
0 

0 

^ 2 

h 
0 

0 

01A 

Pl 
0 

Q 

-* i 
- ¾ 

0 

0 

0 

0 

h 
h 
0 

0 

*8 

*e 

0 

0 

h 
K 
0 

0 

- h 
- s l 

0 

0 

h 
^ 
0 

0 

»6 

S6 

°\ 
°\ 
M 
^B 

0 

0 

-h 
-V-

La va leur du déterminant de s ' o b t i e n t aisément par l a 

(1) [ i l ] , p . 284 . (1) LlU . P . 284 . 
(2) [l6] , p . 376 et 377 , [s] , p . 456 . 
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règia de Laplace ; elle est égale à sa' , si l'on tient compte des 

relations entre les coefficients des I, et que l'on pose s = A ?_ 

S5
 + A Ï 4 + A 2 3 * A 2 4 + A 5 4 e t 

+ A'Â + Aï 2 

. r 2 • • - A £ + A ^ + ^ g + A2 
67 

»g„ -r *j 'g , La matrice M es t r égu l iè re puisque s e t s1 sont 
d i f f é r en t s de zéro , l e s condi t ions aux l i m i t e s é tant l inéairement indé ­
pendantes . 

Calculons l e s mineurs puis formons l a matr ice U e t l e s ex­

press ions des Z ^ ( T ) ( i = I 1 . . . , 4 ) ; i l v i en t 

s 1T1Cy) = [/I1A25 +/32A24 + P3A34JvCa) -

+ [Mis -ft*14 " ^ 2 4 ^ + 

- [ ^ 1 A 1 2 -OC5A14 -<x4A24jV(a) - [ ^ 2 A 1 2 + C 3A 1 3 +O 4 A 2 3 Jv -

S-^Cv) = -[^5A'6 7 + $6A'6 8 + 5 7 A * 7 8 

-[S5^56 -S7Û58 -V'ee 

P1A13 ^ A 3 4 - f tA 3 4 ]V (a) 
^ 2 A 1 2 +/%A13 +/34A23]v~(a) 

(rf, A n , +OfnA-,. - « , A , 

"(a) 

v(b) +p5A'57 +<56A'58 -4A'7 B]v(b) 

Kb) -p 6A' 5 6 +37A'57+5dA'67]v"(b) 

S'SJCT) = [ ^ 7 +jr6A'68 + ^ J ' O O - [ J 5 A ' 5 7 +y6A'58 -ar8A'78]v(t) 

+ [ * 5 A ' 5 6 - y 7 A ' 5 8 - ^ 6 8 ] V C b ) + [y 6 A- 5 6 +y 7 A' 5 7 + yöA'6 7]v-(b) 

!Tous obtenons ensu i t e , par l a r e l a t i o n ( i l , ) e t l e théorème 

de l a page.14, 

*2£(vk) +^^(vk) + y^( T k ) + 5Z^(vk)] . 

Les coef f ic ien t s du développement de l a so lu t ion du problème 

aux l i m i t e s sont , par s u i t e , 

•k-3CTÌT o^CV + /3¾¾) + J-ZÇ,(vk) + W^)] + A31 

où l e s iZ{v) sont donnés par l e s formules é c r i t e s plus hau t . 

4 . - Exemples,- l e s exemples cho i s i s correspondent à l a l i s t e 

des problèmes homogènes s e l f - a d j o i n t s é t a b l i e par Eamke, Dif ferent ia l . -

gleichungen, Lösungsmethoden und Lösungen, 2 é d . , p . 526. 
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Equation : 

Conditions 

y(o) =<*; y ' ( o ) •= ß 

y ( n ) = tf; y* CtO =S 

y ( o ) = * ; y ' ( o ) =/3 

y(TO = 3f; y«(it) =S 

y(o)=tf ; y ' ( o ) = (3 

y'fTt)=^; y«'(Tr) = $ 

y(o) = * ; y ' ( o ) =p 

y ' W = *! y-(TT) = S 

y ( o ) = * ; y»(o) =(3 

y(TT)=ar; yfrr) = S 

y ( o ) = « ; y«(o) = (3 

y*(rt)= if; y'"(fl) =S 

\ = WÌ 

coswirchw*= 1 

(u> ^ O) 

t g UJTT= thU)1t 

t<" ^ 0 ) 

t g u m = - thüJ"" 

(W ^ 0) 

COStUTtChWJl = - 1 

(k = 1 , 2 , . . . , ) 

(k ,= 1 , 2 , . . . , ) 

Vk 

(chw TC - cosüj^n)(siiai x-aintd. x) 

- (shui.Tt- sinuur) (chio, x - cosui, x) 

(chw, Tt - cosufjjrjtahw^x- sinw. x) 

- (shui, TC - sinwT()(chw. x- coaw^ x) 

C O S U ) T t ( C h O J , X - COS OK x ) ' 

+ s i n UJ. Tt (shcu. x - s i n UA x) 

(chto^TT +C03hirr)(ghut x-sinui, x) 

- ( sh i* i r + s inw rc)(ch(u x-coaw, x) 

s in kx 

4 2 k - l „ sin —— x 



y " + ry = f (x ) 
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% 

^ k + 2 " ' k 

i 2 w k r 
1 "Uf—\otlJJ-i[{àhto-.n~ COSCÜ^T) +(3(shcuk7T- s into ïï) 

- ^ U J slnui-Trahuj. TT + o ( s in uvit chtarr - COSATI ahto^n ) - A J 

te 

i ( 2 u > k r ? 
4 1 " T T - [ 0 ^ I c (011Wj1Tr- coswk îr) +13Uz11(ShWj5.Tr- s inw k i r ) 
, +r L k 

- ftuZ s i . s in eu, Tr shio. TT - ò ( l - eoa to, Trento, JT) -M 

t u 
Ï lìf* 2 c / L Uksinuyi - 2 t̂Oj5. cosLu^ir +/«£(1 + coa^irchtt^rt+ s inuyrshu^Tr) 

+ üfcoatu. jrch WvTT+ s in tOjjrshLu. TE - 1) - A, > 

r-1 

6JJT + r i k 

| - d w k ( o h i « k i r + coatukTT) + ^tü k (shuj k7t + s inu^ t r ) 

+ ^u» k aintUjjiahfUj^Tr + o(coacukTtshu»kn - s inw^chu^i r ) - AjJ 

h { f [**(«.; <^k0 -(P-^)J+ ^) 

- — ^ - — ( ì [ ( 2 , - ! ) ¾ - 4 (2*- l ) / 3 - 2 ( 2 k - l ) 2 ( - l ) * , + 8 ( - 1 ) ¾ ] • 16 ^ ] 
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Equation : 

Conditions 

y(0) =0( ; y"(o) =/3 

y"(ft) = * ; y"'(*) =b 

y ' ( o ) = o(; y"(0) = (3 

y '(it) = * ; 7'"(Tt) = 3 

y ' ( o ) = * , y«(o) = |i 

y" («) = y i y'"(") = ö 

yn(o) = <X; y<»(0) =/3 

y»(Tt) = Ï ; y"(TT) = S 

\ = * K 

t g w n = thwTt 

(k = 0 , 1 , . . . ) 

tgUJTT = - ±hu*TT 

COStttT .chwïT = 1 

Tk 

Y 0 = X 

sinu*,TT shw, x + shu>, nsinu*, x 

cos kx 

T o = 1 

COS UJ, TT Ch t o , X + Oh UJ. 7T COSCu X 

< w k ? < o ) 

7O1 = * ï V* = * " f 

(sh<i>kTr- alntw^nr) (chwkx + cosu, x) 

- ( cha t T- cosc-yt) l,shw, x + s i iw x) 



61 

y" + ry = f (x) 

\ 

k K 

+ ^cu k (Binu<kTrchu>kTt + cosa^TT shu^TT) - 2wain«>krr shiv^n 1 + JL j 

ïïk = sh £ u/ t 7t 2 2 s l n 2 cV 
2 " 4 ^ 

- s in UJ^n ff 5 S h 2 ^ k * 
2 - 4 U^ 

^-(![^(«-(-^-(p-M)^)] -^) 

• - 1 

w k + r 
HkL 

»o-S*<M> +Ao 

otujfc(chtwkTr - cosu>kTt) - J3(cha»kn + coswj^rc) 

4 ^ ^ ' v f 8^"11 XXJkTT C t l t t r V T T ~ COBLU^K 3huj TZ ) + 25COSUAJrClIUATC - A j J 

H k = Ch WkTT 
2 + 4 «^ + cos tcin.n 

B + 1 8 h 2^k* 
2 4 tu,. 

- j — J jf- trfa)k(chcükrr - COSO^TT ) + ^(shfc»k7T - sineu ir ) 

- Jf cubaintu^tt ahui,n + UCsInWj1Tr chLU n - coscu kn shtu, TT) + A J 

•uì 
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5 . - Applicat ion à un problème d ' é l a s t i c i t é : v ib r a t i ons t r a n s ­

v e r s a l e s d'une v e r g e , - Considérons, dans un plan v e r t i c a l , une verge 

AA' de masse spécif ique constante £ . l e s dimensions de l a sec t ion 

d r o i t e , d ' a i r e S , sont supposées p e t i t e s par rappor t à l a longueur, 

égale à TC . l ' ex t r éa i i t é A e s t appuyée a l o r s que A' effectue un 

mouvement harmonique simple, v e r t i c a l , ' d ' a m p l i t u d e constante C e t 

de pu l sa t i on W ; le centre 0 ' de ce mouvement se trouve dans l e 

plan ho r i zon ta l passant par A . 

Choisissons pour or ig ine des coordonnées l e point A ; appe­

lons Os l ' a x e AO' e t OY l ' a x e v e r t i c a l o r i en té positivement vers 

l e haut . On suppose qu'au teaps t = 0 l a verge e s t au repos l e 

long de l ' a x e des x . 

L 'équat ion du mouve;.ient e s t ^ ^ : 

D2Y 2 ^)4T , , . , 

_ + a 5 ? =4>(x , t ) ; 

E e s t l e module d'Young, I l e moment d ' i n e r t i e de l a sec t ion 

d r o i t e par r appor t à l a d r o i t e p a s s a i t par l ' i n t e r s e c t i o n de l a f i b r e 

neut re e t de l a s e c t i o n , e t perpendicula i re au plan de l a verge (voi r 

Bruhat, Cours de mécanique physique, p . 650, Masson éd . , Pa r i s 1934). 

2 EI 
a = ç 3 ' 

Q)(x,t) : force extérieure (à un facteur pris). 

Les conditions aux limites sont ; 

Y(o,t) = 0 , Yxx(ott) = 0 , 

Y{ff,t) = C sin tot, Y23(T,t) = 0 

et les conditions initiales : 

Y(x,o) = 0 , Yt(xto) = 0 . 

En appliquant l a t ransformation de Laplace, on ob t i en t l e p r o ­

blème 

a2 * - J + s 2 y = f ( x , 3 ) , 
dx4 

(1) v o i r [4] , p . 235. 
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y ( o , s ) = O , y" (o , s ) = O , 

yCir.B) = - 5 ^ , y"(T s S ) = o 
S + UT 

o\X l ' o n a posé y ( x , s ) = C { y ( x , t ) j e t f ( x , s ) = J ? ( $ ( x , t ) } 

(y"(^»s) désigne l a dér ivée seconde par rapport à x ) . 

Ctrl a (avant -dern ie r cas dea pages 58 et 59) 

^f: i J f L ^1)*_ç±^ + v£\BinK, 
T t + + ( s / a ) 2 (^r I S^+W2J a2 J ( s / a ) ' 

^ ( 8 ) \ - w -TT- 7 sin kx. ; 
( ak £ ) ' 

V — a 2 (f ^ k + I 2k5 Cw , V S ) \ 
= 2_(ak2)2

 + s 2 r ' *TC * 8 2 + U 2 a2 J 

lôB ^ ( a ) sont les coefficients de la série de Fourier en 

sinus de f(x,s). 

Or 

1 
2^2 . _2 * 2 . , 2 ~ / . , .2 ,2 .2*2 (âk*)* -+s* s* + W^ ( a k ^ T - Ui* l 3e + ai* s11 + ( a k c r . 

d o n c • 

( a k 2 ) 2 + s 2 ' s 2 + w 2 ( a k 2 ) 2 - to2 

e t 

.2 

— C(sint*''tl - -½ CUinak2t\ 

5¾ 5" • O 0 = - 5 7 ô2? O1 v l a k 2 s in wt - UJ s in ak 2 t ( . 
( a k 2 ) 2 + e 2 s 2 + w 2 k 2 [ ( a k 2 ) 2 -">2] < ' 

On obt ient finalement 

k+1 2aC.k ak s i n w t - lu s in(ak t ) 
Y d . * ï ~ 2 U - D - - T r - - , 2 , 2 " 2 

K ( ak^T - w 

- 3 ^ \ s i n ( a k 2 T ) . ö k ( t - r ) d T | s i n kx + 
ak' 

Comme f(x,s)t>o ) ^ ( 5 ) e i n 1 ^ e t f ( x » a ) = v t < t C x i ' t ) t > 

l e s Ct>("t) sont l e s coe f f i c i en t s du développement de <È(x,t) en 

s é r i e de Fourier en s i n u s . 
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Remarques : Nous avonB choisi Tt pour longueur de l a verge 
uniquement pour simplif ier l ' é c r i t u r e . 

Si on. remplace l a première des conditions i n i t i a l e s par 
Y(x ,o) = <f>(x) , l a résolut ion du problème ne suMt aucune modifica-
t ion e s s e n t i e l l e . 



Vl.- GENERALISATION 

Dans l e s chap i t r e s précédents , nous avons supposé que l e p ro ­

blème associé é t a i t s e l f - a d j o i n t . S ' i l ne l ' e s t pas , on peut , dans c e r ­

t a i n s cas e t par l a méthode dont on s ' e s t se rv i jusqu 'à p résen t , ob teni r 

l e développement en s é r i e de fonct ions propres de l a so lu t ion du p ro ­

blème non homogène correspondant . 

Soient l ' é q u a t i o n 

(TSi1) Iy + ry = f (x) 

e t l e s condit ions aux l i m i t e s 

(VI2) L1 (y) = <X(1) ( i = 1 , 2 , . . . , n) , 

L et les L. étant définis de la môme façon que dans le premier cha­

pitre . _ 

le problème associé est 

(VIa) L*v + Av = 0 , 

(VX2
1) ^ ( v ) = 0 (J= n+1, ..., 2n). 

Considérons encore l e problème adjoint : 

(Vl£) Lu + ) u = 0 , 

(VI2) L±(u) = 0 . 
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Les problèmes (V i a + VTa) e t (VI 1 + VIg) admettent, on 

l ' a déjà r appe lé , l e s mêmes va l eu r s propres , chacune d ' e l l e s avec l e 

même ordre de m u l t i p l i c i t é . Si \ , e t A. sont deux va leurs propres 

d i s t i n c t e s , on v o i t immédiatement, par l a r e l a t i o n de Green, que 

(VV = ° * 
En e f f e t , 

Si l ' o n désigne par t-iySs1^ * ^ = ^-' 2» •**' 2 n ' ^ 0 8 c o m ~ 
posantes du vecteur 

¥ k é t an t l e vec teur ( u k ( a ) , . . . . u£n l 5 ( a ) , u k ( b ) , . . . , u ^ ' d O ) , 

on a 2n 

(1^,V,) - C l \ ,uk) = XZ %^)%ir£) = 0 ; 

donc 

(vV =° • 
Si A e s t une va leur propre d 'ordre de m u l t i p l i c i t é m , 

on peut l u i f a i r e correspondre deux s u i t e s de fonct ions p ropres , u - , 

Up, . . . , u ; v, , Vp, . . . , v , t e l l e s que l e s fonct ions d'une même 

s u i t e so ien t l inéa i rement indépendantes e t que (u-n»v
a ) = ^ > pour 

P ^ q ( ? , q = 1 , 2 , . . . , m). 

Supposons que l e s va leu r s propres cons t i t uen t un ensemble i n ­

f i n i ' dénombrable e t que ( u v , v. ) ^ 0 , quel que s o i t Is. ; nous dirons 
OO 

que l a s é r i e y ü ^ . , où A^ = j^—^-r (f , v k ) » cons t i tue l e développa-, 
J* K i t 

ment de l a fonct ion i n t é g r a b l e f (x ) selon l e système | u k | . 

En reprenant l a r e l a t i o n ( I I , ) e t en tenant compte du théorè­

me de l a page 14, on ob t i en t l e s coe f f i c i en t s du développement de l a so­

l u t i o n du problème (Vii + Vip) selon l e système I n J : 

*k • S^r (¾ £=^ 1 '¾¾)-½) . Bi • (¾.¾' 
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Example.- So i t l e problème 

(VXp y" + ry = f (x) Î 

( T I ' ) 
yCo) + y ' ( o ) - y(rr) =o< , 

y ' ( o ) + y ' 0 0 = / 3 . 

Xe problème 

u" + ^u = 0 j 

u(o) + u ' ( o ) - u(Tt) = 0 ; 

u ' ( o ) + U'(TT) = 0 

admet l e s va leu r s propres e t l e s so lu t ions correspondantes suivantes Î 

K = ° ao = 1 

^2k - l = ( 2 ¾ ' 1 ' 2 U 2 ^ 1 = (2fc-l)cos(2k-l)x - 2sxui,21c-l)i 

• A 2 k ' = (2k) 2 U2X = cos 2kx (k = 1, 2 , . . . ) . 

flous chois i rons pour M l a matrice 

1 1 - 1 

0 1 0 

0 0 1 

0 0 0 

sont 

Alors 

H = 

0 0 
0 0 

0 - 1 

1 0 

Les fonctions propres du problème associé , 

v" + Av = 0 ; 

v*(o) - V ' ( T I ) = 0 , 

V(0) + V«(o) + V*(TT) = 0 , 

T0 = 2x - (1 +TC), 

V2J1-1 = cos(2k- l )x , , 

,V-J1.' = k COB 2kx - s in 2kx . 
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Les ooefficlentB ai sont donnés par les formules suivantes 

= § { | [ 2 « + ¢-1))3.] + A 0 ] , 

- 1 i â . 
" 2 ^ 1 ~ ( 2 k - l ) a - p l (Sk-I)It + A 2 k - 1 

*2k 

(1 ) . 

On peut ob ten i r l a dérivée de l a so lu t i on du problème (VI' + VI ' ) par 

I l y a encore, dans ce ca s , un théorème d'équiconvergence 

î b t en i r l a dérivée de l a so lu t i on du problem 

des ca l cu l s analogues à ceux du § 8 du chapi t re I H . 

(1) Voir [l6] . 



VII.- CONCLUSION 

Tout problème aux limites complètement non homogène eßt r é ­
ductible, on le s a i t , à un problème semi-Homogène. L ' intérêt des sé­
r ies que nous avons obtenues réside dans le f a i t qu 'e l les donnent la 
solution des problèmes non homogènes Bans q u ' i l so i t nécessaire de 
faire cette réduction, ni de chercher l ' in tégra le générale de l 'équa­
tion du problème considéré. Ces séries conviennent parfaitement bien ' 
à l ' in tégrat ion des équations dont le second membre est une fonction 
généralement continue, équations qui se présentent fréquemment dans 
les applications. 

Ia méthode fournit, comme cas par t icul iers , l e s développements 
en séries dé Fourier en sinus e t en cosinus qui figurent dans (l) e t 

M • 
les opérateurs qie nous avons définis transforment les équa­

tions différentielles en équations algébriques l inéaires contenant les 
quantités ©< *• , secons membres des conditions aux l imi tes . 

les coefficients des séries qui représentent le second membre 
de l 'équation différentiel le peuvent être trouvés par des procédée nu­
mériques,, graphiques ou mécaniques; i l existe aussi, pour certaines 
transformations que nous avons rencontrées, des tables de transformées. 

Lee exemples constituent une i l lus t ra t ion de l a méthode qui 
est aussi applicable à. la résolution des systèmes d'équations Joints à 
des conditions aux l imites. 
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