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RÉSUMÉ. Nous référons ici des méthodes et des techniques concernant les modèles probabilistes VAL de classification 
basées sur l’Affinité des «vecteurs profil» et sur la Validité de l’Affinité. Des propriétés sur la stabilité, la  robustesse et la 
validation des modèles probabilistes VAL et des modèles empiristes qui leur sont associées seront traitées aussi bien que leur 
extension à l’analyse classificatoire des données complexes ou heterogènes. L’ étude a été partiellement développée dans le 
cadre de nos Programmes de Coopération Franco-Portugaise ou Européenne sur les modèles statistiques pour le data 
mining  ou sur le traitement des «données complexes» . 
MOTS-CLÉS : classification,  validation, similarité, affinité, simulation, fonction cumulative de répartition. 
 
 
 
1. Introduction 
 

La classification ou analyse classificatoire concerne généralement un ensemble de 
méthodes et techniques multivariées pour la recherche de groupements d’unités de données 
(individus, échantillons, sous-ensembles d’une population, …) et/ou de groupements de 
variables, à partir d’un ensemble d’unités de données décrites par des variables. On cherche à 
obtenir des classes homogènes et bien séparées, selon différents critères.  Dans les problèmes 
pratiques qui nous sont usuellement apportés nous sommes très souvent concernés avec la 
classification de variables lorsque nous avons à traiter des données issues des sciences 
humaines – questionnaires de psychologie et des sciences de l’éducation, par exemple – avec 
la classification des unités de données plutôt en biomédecine et biologie, et avec la 
classification simultanée des variables et des unités de données dans les domaines de 
l’économie et des enquêtes de marché.  



D’autre part les ensembles d’éléments à classifier, soit dans le cas de la classification 
d’unités de données, soit lorsque nous cherchons des typologies de variables (ou les deux) 
proviennent de plus en plus des grandes bases de données comprenant des données 
hétérogènes et complexes, d’où nous voulons extraire l’information utile et relevante sous la 
forme de structures de classification.  

Le data mining concerne à son tour un ensemble diversifié de méthodes exploratoires pour 
analyser et découvrir des relations entre les objets ou les variables dans les grandes bases de 
données. Dans ce contexte l’analyse classificatoire peut donc être un outil puissant pour la 
représentation synthétisée des données et la découverte d’information nouvelle.  

Nous avons ainsi eu besoin dans nos projets de recherche statistique appliquée, de 
développer et utiliser des modèles et techniques de classification exploratoires qui soient 
simultanément robustes et flexibles. En plus, nous voulons évaluer la qualité et la validité des 
résultats obtenus. Plus précisément nous cherchons à utiliser des modèles de haute qualité, en 
ce qui concerne non seulement la validité externe et la validité interne, mais aussi leur 
«validité intrinsèque». Les modèles probabilistes VAL, basées sur des mesures de 
ressemblance fonctions des vecteurs profil répondent, par leurs propriétés, à cette exigence de 
qualité et flexibilité. 

 
 

2. Sur les vecteurs profil et les modèles de classification empiriques de base 
 

Dans notre présentation nous nous référerons surtout aux modèles de classification 
hiérarchique pour des données complexes, où les données observées peuvent être représentées 
dans une «matrice généralisée», les lignes décrivant les unités de données, les colonnes 
décrivant les variables, et chaque cellule, croisement d’une ligne avec une colonne, 
comprenant une ou plusieurs valeurs [BAC 02]. 

Un modèle de classification sera ici basé sur un coefficient de similarité fonction des 
vecteurs profil (vecteurs de probabilité décrivant une distribution de probabilité 
conditionnelle, s’il s’agit d’une population) associés aux paires d’éléments - des unités de 
données ou des variables – de l’ensemble à classifier. La fonction utilisée n’est autre que le 
produit interne entre les racines carrées des vecteurs profil, soit le coefficient d’affinité [MAT  
51], [BAC 81], [BAC 02].  
     Dans le cas d’un modèle de classification empirique nous travaillerons donc sur le 
quadrant positif de la sphère de rayon unité et centrée à l’origine, lorsque nos données sont 
décrites par des fréquences ou des valeurs réelles positives, ou sur toute la sphère, si nos 
données sont décrites par des fréquences entières ou des valeurs réelles quelconques, le 
coefficient d’Ochiai étant le cas particulier pour des données binaires. L’extension à la 
classification des données complexes ou des mélanges de données suit alors un schéma 
simple conduisant à la définition d’un coefficient d’affinité pondéré généralisé, dont tous les 
cas précédents apparaîtrent comme des cas particuliers. 
    Nous montrons que le choix des profils et du coefficient d’affinité (simple ou généralisé ou 
pondéré) comme mesure de la similarité, apporte déjà plusieurs propriétés importantes aux 
modèles de classification empiriques y basées, par rapport à d’autres coefficients (le 



Titre de la partie     3 coefficient de corrélation de Pearson ou la distance du qui-deux, par exemple). Rappelons 
aussi que la distance d’Hellinger, associée à l’affinité, avait été utilisée par M. Volle en 1979, 
dans l’analyse factorielle sphérique, présenté comme alternative à l’analyse factorielle des 
correspondances et son extension au traitement des données hétérogènes a été programmée et 
utilisée par L. Bacelar-Nicolau en 2001 [BAC 02], avec de très bons résultats. 
 
 
2. Sur les modèles de classification probabilistes VAL 

 
     Dans le cas des modèles de classification hiérarchique, la première étape d’un modèle 
étant le choix du coefficient de ressemblance entre pairs d’éléments à classifier, la deuxième 
consistera à définir un critère d’agrégation entre classes et la troisième à évaluer la validité 
des résultats obtenus. Cependant, dans beaucoup de situations issues dans la pratique, l’étude 
des grandes bases de données comprise, on dispose d’information a priori sur la structure sous 
jacente aux données non négligeable, dont on devrait tenir compte dans la procédure 
d’extraire de nouvelle information sur leur structure classificatoire. Cette connaissance a 
priori pourra alors prendre le rôle des hypothèses de référence, dans un contexte probabiliste 
plus approprié à la nature du problème à résoudre. 
     Dans un modèle VAL de classification probabiliste nous comptons de même trois étapes: 
dans la première on calcule les valeurs du coefficient d’affinité normalisé ou standardisé 
(exact ou asymptotiquement) sous les hypothèses de référence considérées, dans la deuxième 
on peut déterminer les coefficients de similarité probabiliste associés, à savoir les valeurs 
correspondantes des fonctions de répartition – coefficients mesurés dans une échelle de 
probabilité -  et dans la troisième on sélectionne des critères d’agrégation (empiriques ou 
probabilistes), souvent extraits d’une famille paramétrique de méthodes, ce qui permettra des 
études plus aisées sur la stabilité ou sur la recherche de consensus parmi les membres de la 
famille. Dans les modèles probabilistes le coefficient probabiliste est en fait une mesure de la 
Validité de l’Affinité (le Lien de base) et l’étape concernant l’étude de la validation est donc 
déjà (au moins partiellement) incluse dans la définition du modèle. Il s’agit là d’une «validité 
intrinsèque» au modèle, qui, remarquons le bien, est toujours dans le cadre des modèles 
exploratoires de classification (puisque nous ne faisons pas ici d’inférence statistique).  
 
      Nous référerons en plus des modèles classificatoires probabilistes basés sur le coefficient 
d’affinité pondéré généralisé et leurs applications à la classification des données hétérogènes 
(e.g. [BAC 02], [NIC 99]), d’autres travaux et résultats complémentaires, concernant 
l’application de l’affinité et ses extensions à l’analyse discriminante [SOU 02], à la 
représentation géométrique des données [PIN 00], à l’effet des données manquantes sur la 
classification hiérarchique des variables [SIL 02], aux problèmes de validation et à la vitesse 
de convergence concernant les résultats asymptotiques sur des données simulés [SOU 02]. 
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RÉSUMÉ. Nousétudions dans cette communication une nouvelle approche pour l’étude des classes induites par une dissimilarité.
En consid́erant un sous-ensemble particulier de l’ensemble des classes d’une dissimilarité, nous montrons qu’il est possible de
décrire exhaustivement la dissimilarité d’origine. De plus, les classes considérées sont assez peu nombreuses, représentables
graphiquement et polynomialement calculables.

MOTS-CĹES :dissimilarit́e, classes d’une dissimilarité

1. Introduction

Il y a deux principales approches en classification, l’une c’est de voir les classes comme des intersections de
cliques maximales des graphes seuils d’une dissimilarité (dans la ligńee de Jardine et Sibson 1971, Janowitz 1978
et Bertrand 2000), l’autre est de voir les classes comme des parties connexes d’un graphe (par exemple les classes
d’une pyramide sont des parties connexes d’un chemin). Nous montrerons dans cette communication que l’on peut,
grâce aux ŕealisations de dissimilarités, combiner ces deux approches.

Nous travaillerons sur un ensembleX dont leséléments sont appelésobjetset qui seront au nombre den. Une
dissimilarit́esurX est une fonctiond deX×X dans l’ensemble des réels positifs telle qued(x, y) = d(y, x) pour
x, y ∈ X etd(x, x) = 0 pourx ∈ X. La dissimilarit́ed est diteproprequandd(x, y) = 0⇒ x = y.

On supposera queX est d́ecrit par une dissimilarité propred. Les dissimilarit́esétudíees dans ce travail seront
toutes suppośees propres. Dissimilarité et dissimilarit́e propre devront donĉetre consid́eŕees comme synonyme.

On appellera graphe seuilGh = (X, Eh) d’une dissimilarit́ed pour le seuilh, le graphe ayantX pour ensemble
de sommets et admettant la pairexy comme ar̂ete si et seulement sid(x, y) ≤ h.

On associe ainsìa toute dissimilarit́ed l’ensemble de sesclasses, ces dernìeresétant toutes les intersections non
vides des cliques maximales des graphes seuilsGh ded pourh ∈ R+. On peut́evidemment restreindre les valeurs
prises parh aux valeurs prises pard. Le diam̀etre d’une classeC ded est alors : diam(C) = max{d(x, y)|x, y ∈ C}
et on ad(x, y) = min{diam(C)|x, y ∈ C, c ∈ C} (cf. Batbedat 1988, Bertrand 2000 pour une bijection géńerale
entre les dissimilarit́es et leurs classes).

Nous montrons dans cette communication qu’il n’est pas nécessaire d’étudier toutes les classes d’une dissi-
milarité, mais que l’on peut ne considérer qu’un nombre restreint d’entres elles. Cet ensemble de classes, ap-
peĺe réalisationde la dissimilarit́e poss̀ede, entre autres, la propriét́e d’être calculable en temps polynomial et
“représentable” par un graphe que nous exhiberons. Nous finirons par un exemple montrant une application pra-
tique de ces ŕesultats.



2. Réalisation d’une dissimilarité

Soit d une dissimilarit́e etC l’ensemble de ses classes. On noteδ[d](x, y) (x, y ∈ X) le sous ensemble deX
tel que :

δ[d](x, y) = ∩{C|x, y ∈ C,C ∈ C}

On peut montrer facilement que la fonctionδ[d] deX×X dans2X vérifie les propríet́es suivantes (Barthélemy,
2003) :

[BD1] pour toutx ∈ X, δ[d](x, x) = {x},
[BD2] pour tousx, y ∈ X, δ[d](x, y) = δ(y, x),
[BD3] pour tousx, y ∈ X, {x, y} ⊆ δ[d](x, y).
[BD4] il existeu, v ∈ X tels queX = δ[d](u, v).
[BD5] pour tousx, y ∈ X et tousz, t ∈ δ[d](x, y), δ[d](z, t) ⊆ δ[d](x, y).

De plus, pour tousx, y ∈ X, on aδ[d](x, y) ∈ C et diam(δ[d](x, y)) = d(x, y).

On appelleraréalisation ded l’ensemble∆ ⊆ C de tous lesδ[d](x, y), x, y ∈ X. Cet ensemble suffit, si
l’on associeà chacun de seśelément son diam̀etre, pour retrouver la dissimilarité d. Contrairement aux nombre
exponentiel de classes que peut posséderd, ∆ poss̀ede au plusn(n−1)

2 éléments.

Si l’on définit pour une dissimilarit́e d une boule de centrex ∈ X et de rayonα commeétant l’ensemble
B(x, α) = {y|d(x, y) ≤ α}, la proposition suivante montre, de plus, que∆ peutêtre construit en temps polyno-
mial, rendant possible l’utilisation “pratique” de ce modèle.

Proposition 1 Soitd une dissimilarit́e. On a :

δ[d](x, y) = ∩z∈X{B(z,max{d(x, z), d(y, z), d(x, y)})}

L’exemple ci-dessous montre la réalisation de la dissimilaritéd1 de la table 1.
– δ[d1](x, y) = {x, y}
– δ[d1](y, z) = {y, z}
– δ[d1](x, z) = {x, z}
– δ[d1](t, x) = δ[d1](t, z) = {x, z, t}
– δ[d1](t, y) = {x, y, z, t}

TAB . 1. La dissimilarit́ed1.
x 0
y 1 0

d : z 2 1 0
t 2 3 2 0

x y z t

L’int ér̂et de ŕealiser une dissimilarité est triple. Tout d’abord, il n’est ni nécessaire de fixer le nombre de classes
que l’on veut obtenir (comme pour les “k-means” par exemple) ni nécessaire d’approximer la dissimilarité par
une autre dissimilarité satisfaisant un modèle particulier (comme le modèle híerarchique pour une classification
ascendante hiérarchique, par exemple).

De plus, leśeléments de la ŕealisation d’une dissimilarité sont des classes au sens classique du terme (ie. des
intersections de cliques maximales des graphes seuils assiociésà la dissimilarit́e).

Enfin, les classes sont forméesà partir de couples d’éléments. On peut donc plus facilement choisir de conser-
ver telle ou telle classe, plus pertinante qu’une autre (il n’est pas nécessaire d’étudier la classe de deuxéléments
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deX que l’on sait dissemblable), ou comprendre l’origine de ladite classe (c’est la plus petite classe de la dissimi-
larité contenant les deux́eléments ǵeńerateurs. Ou encore, c’est l’intersection de toutes les cliques maximales des
graphes seuils assiociésà la dissimilarit́e contenant ces deuxéléments).

3. Représentation d’une ŕealisation

Soitd une dissimilarit́e et∆ sa ŕealisation. L’algorithme ci-dessous construit un grapheG∆ = (X, E∆).

Initialisation :
– Soit∆0 ← ∆,
– SoitG0 = (X, E0) un graphe tel queE0 = {φ},
– SoitA0 ← {{x, y}|x 6= y ∈ X}.
On suppose que lesi premìeresétapes ont́et́e effectúees. L’́etapei + 1 consiste alors̀a :
– choisir{xi, yi} ∈ Ai tel queδ[d](xi, yi) soit unélément minimal de∆i pour l’inclusion.
– Si δ[d](xi, yi) est une partie connexe deGi, alorsEi+1 ← Ei. Ei+1 ← Ei ∪ xiyi, sinon.
– On poseAi+1 ← Ai\{xi, yi}.
– On pose∆i+1 ← {δ[d](x, y)|{x, y} ∈ Ai+1.
L’algorithme se termine lorsqueAi est vide (c’est̀a dire enn(n−1)

2 itérations). Chaque itération pouvant̂etre
effectúee enO(n3) opérations, la complexité ǵeńerale de l’algorithme est enO(n5).

La proposition suivante montre le lien entreG∆, les classes et la réalisation ded.

Proposition 2 Soitd une dissimilarit́e. Le grapheG∆ qui lui est assocíe v́erifie que :
– toute les classes ded sont des parties connexe deG∆,
– tous lesδ[d](x, y) (x, y ∈ X) sont des parties connexe deG∆.

De plus, de tous les graphes qui vérifient l’une ou l’autre de ses propriét́es (le graphe complet en est un),G∆ est
minimum en nombres d’arêtes.

De façon ǵeńerale, trouver, pour un sous ensembleC de 2X , un grapheG minimum en nombre d’arêtes tel
que chaquéelément deC soit une partie connexe deG est NP-difficile (Osswald, 2003). On a donc obtenu une
instance polynomiale de ce problème pour le cas particulier des classes d’une dissimilarité (on peut monter que le
résultat s’́etendà tout sous ensemble fermé de2X ).

De plus, l’algorithme ci-dessus permet de se doter d’un moyen simple de représentation de la binarisation d’une
dissimilarit́ed : le grapheG∆. Il donne un moyen de connaı̂tre les liaisons existantes entre données sans regarder
exhaustivement tous leséléments de∆. Un grapheG∆ assocíe à la table 1 est présent́e en figure 1.

x

y

z

t

FIG . 1. G∆ assocíe à la table 1

4. Exemple d’application

Nous reprenons ici un des exemples dévelopṕes dans Barth́elemy et Luong 1998. La matrice de dissimilarité
utilisée est celle des proximité lexicales entre 23 œuvres de Jean Giraudoux. L’indice de connexion lexicale(Muller,
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1977 ; Brunet, 1988), adaptation de l’indice de Jaccart (1908), permet de comparer le lexique entre deux textes en
faisant intervenir lafréquenced’apparition des mots.

Les 23 textes de Jean Giraudoux dont la connexion lexicale sont, dans l’ordre chronologique de leur publica-
tion : Provinciales(Pro),L’ école des indiff́erents(Ind), Simon le Path́etique(Sim), Suzanne et le Pacifique(Suz),
Siegfried et le Limousin(S&L), Juliette au pays des hommes(Jul),Bella (Bel), Églantine(Egl),Siegfried(Sie,Am-
phitrion 38(Amp), Aventures de J́erôme Bardini(Bar),Judith(Jud),Intermezzo(Int), Combat avec l’Ange(Com),
La guerre de Troie n’aura pas lieu(Gue),Electre (Ele), Cantique des Cantiques(Can),Choix desÉlues(Elu),
Ondine(Ond), Apollon de Bellac(Apo), Sodome et Gomorrhe(Sod),La Folle de Chaillot(Fol), Pour Lucr̀ece
(Luc).

Par manque de place, nous ne montrerons ici que le grapheG∆ (figure 2). On peut tout d’abord remarquer la
grande proximit́e des diff́erents types d’œuvres entre elles. En effet, les pièces antiques par exemple sont toutes
des feuilles ducantique des cantiqueset les diff́erentes romans sont groupés par ṕeriodes (̀a part peut̂etre la
deuxìeme ṕeriode,̀a cheval entre la première et la trois̀eme ṕeriode). On peut́egalement remarquer la place centrale
qu’occupe lecantique des cantiques, joignant les pìeces antiques aux pièces modernes, et lien d’icelles vers les
romans.

Pro

Ind

Sim

Suz

S&L

Jul
Bel

Egl

Sie

Amp

Bar

Jud

Int

Com

Gue Ele

Can

Elu

Ond

Apo

Sod

Fol

Luc

pièces 
antiques

pièces
 modernes

romans
1ère période

romans
2ème période

romans
3ème période

FIG . 2. Binarisation des œuvres de Jean Giraudoux

5. Bibliographie
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RÉSUMÉ. Les méthodes de recherche de consensus sont largement employées pour combiner des 
hiérarchies obtenues à partir de plusieurs jeux de données portant sur les mêmes observations. De 
nombreux algorithmes ont été proposés au cours des dernières décennies pour construire des 
hiérarchies consensus, mais la validation du résultat est rarement étudiée. Nous passons en revue 
quelques approches pour en établir la fiabilité et la stabilité. Lorsque celles-ci ne sont pas vérifiées, 
nous proposons une alternative : le consensus multiple. 
MOTS-CLÉS : classification hiérarchique, consensus, validation, consensus multiple 
 
 
 
 
1. Introduction 
 

Une méthode de recherche de consensus peut être décrite comme une fonction qui associe 
à un profil de k hiérarchies P={H1, H2, …, Hk} une hiérarchie Hc représentative (en un certain 
sens) des hiérarchies initiales ([LEC 87] et [LEC 98]). Depuis le premier algorithme proposé 
par Adams [ADA 72], l’utilisation de hiérarchies consensus a largement augmenté et à donné 
naissance à de nombreux algorithmes, certains s’appliquant à des profils de hiérarchies 
indicées ([NEU 83], [STI 84], [FIN 85], [BAR 86] et [LAP 97]). La recherche d’un consensus 



produit toujours une hiérarchie, indépendamment de l’accord ou du désaccord entre les 
hiérarchies initiales, ce qui soulève plusieurs questions. Quelle est la pertinence de cette 
solution ? Quel est l’effet d’une hiérarchie particulière du profil P sur le consensus obtenu ? 
Certains paliers du consensus sont-ils plus stables que d’autres ? Dans cette communication, 
nous abordons ces questions et nous passons en revue quelques approches permettant 
d’évaluer la fiabilité et la stabilité de hiérarchies consensus. Nous proposons également une 
solution alternative au consensus lorsqu’il y a un manque de fiabilité ou de stabilité : le 
consensus multiple. 
 
 
2. Évaluation statistique de la congruence de hiérarchies 

 
Étant donné un indice de congruence entre hiérarchies ([ROB 79], [DAY 83], [DAY 86] et 

[EST 85]), deux hiérarchies seront dites congruentes si elles sont plus semblables entre elles 
que ne le sont la plupart des paires de hiérarchies aléatoires construites sur les mêmes objets.  
Cette évaluation se fait à l’aide d’un test par permutations en trois étapes : 1) la ressemblance 
entre les deux hiérarchies est mesurée par l’indice de congruence, 2) une distribution 
statistique de l’indice de congruence est produite en mesurant la congruence entre des 
hiérarchies aléatoires et 3) une valeur critique est déterminée à partir de la distribution 
obtenue en tenant compte du risque d’erreur. Si la congruence entre les deux hiérarchies 
initiales est plus forte que la valeur critique, on rejette l’hypothèse nulle et on conclut à la 
congruence des deux hiérarchies. 
 
 
3. Évaluation de la pertinence d’un consensus 

 
Une hiérarchie consensus Hc peut être obtenue à partir de n’importe quel profil de 

hiérarchies P, mais elle ne sera utile que si elle résume bien P. Nous définissons un consensus 
comme étant pertinent s’il est plus proche de P que ne le sont la plupart des consensus, 
construits avec la même méthode que Hc, du profil de hiérarchies aléatoires dont chacun 
d’eux dérive. Le test se fait selon trois étapes analogues à celle du paragraphe précédent : 1) la 
distance entre Hc et P est mesurée par la somme des indices de congruence entre Hc et 
chacune des hiérarchies de P, 2) une distribution statistique de distances est produite en 
mesurant la distance entre les hiérarchies consensus dérivées de profils de hiérarchies 
aléatoires et ces profils et 3) une valeur critique est déterminée à partir de la distribution 
obtenue en tenant compte du risque d’erreur. Si la distance entre Hc et P est plus faible que la 
valeur critique, on rejette l’hypothèse nulle et on conclut à la pertinence du consensus. 
 
 
4. Évaluation de l’effet des hiérarchies initiales sur un consensus 

 
Une façon d’évaluer l’effet des hiérarchies initiales est de construire une série de 

consensus à partir de sous-profils de hiérarchies en retirant tour à tour une hiérarchie du 
profil. Cette procédure de type jacknife peut être utilisée pour générer k consensus, un pour 



 chaque sous-profil, comprenant k-1 hiérarchies. La méthode peut être généralisée en retirant 
un nombre plus important de hiérarchies du profil P lors de la création des sous-profils. La 
congruence entre les consensus obtenus peut être extrêmement informative sur l’effet de 
hiérarchies particulières lors de l’obtention du consensus. 
 
 
5. Évaluation de la stabilité des paliers d’un consensus 

 
Dans le prolongement de l’évaluation de l’effet des hiérarchies initiales sur un consensus, 

il est intéressant de vérifier la stabilité des paliers du consensus. Un palier sera d’autant plus 
stable qu’il est présent dans des consensus issus de sous-profils de P. La procédure de type 
jacknife décrite au paragraphe précédent peut être appliquée afin de déterminer pour chacun 
des paliers de la hiérarchie consensus issue de P le nombre de hiérarchies consensus issues 
des sous-profils qui le contiennent. Alternativement, on peut appliquer une procédure de type 
bootstrap en rééchantillonnant avec remplacement les hiérarchies du profil P de manière à 
obtenir des profils P’ de même cardinalité que P. L’évaluation de la stabilité se fait alors 
comme décrit précédemment en substituant les profil P’ aux sous-profils. 
 
 
6. Consensus multiple 

 
Lorsque les hiérarchies du profil initial sont très différentes, un consensus unique n’est pas 

très informatif. Lorsqu’une ou plusieurs méthodes de validation mettent en évidence un 
manque de fiabilité ou de stabilité, un consensus unique n’est pas nécessairement adapté à 
l’analyse des données. Il est par contre possible que plusieurs consensus permettent une 
meilleure représentation de la structure des données. Nous abordons dans ce paragraphe la 
question de la recherche d’un partitionnement du profil P en sous-profils conduisant chacun à 
une hiérarchie consensus.  

 
La recherche d’un consensus multiple consiste à partitionner le profil P en m sous-profils 

(P1, P2, …, Pm) (m<k) dans lesquels les hiérarchies sont « relativement » semblables et à partir 
desquelles on construit m consensus (Hc1, Hc2, …, Hcm) selon le même algorithme. 

La manière la plus simple de partitionner ce profil est de calculer les k(k-1)/2 distances 
entre toutes les paires de hiérarchies. Un algorithme de classification hiérarchique est ensuite 
appliqué à la matrice de distances entre hiérarchies. La coupure de cette hiérarchie permet de 
partitionner P.  
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RÉSUMÉ. Les méthodes de régression inverse ont été intialement introduites pour contourner le fléau de la dimension dans
les problèmes de régression non-paramétrique multivarié. Nous présentons ici une extension de la méthode de régression
inverse par tranche (SIR) à des données de type fonctionnel. Nous proposons plusieurs estimateurs de l’espace exhaustif ainsi
que plusieurs approches pour résoudre des problémes de prédiction dans le cas d’une variable réponse réelle. Les méthodes
de régression inverse apparaissent alors autant comme des techniques de filtrage que comme des techniques de réduction de
dimension. Nous étendons notre propos au cas où la variable réponse est qualitative. Dans ce cadre, notre approche fournit une
réponse originale et pertinente pour traiter de l’affectation d’individus à des groupes, i.e., pour des problèmes de classifications
supervisées. Nous présentons plusieurs exemples d’application.

MOTS-CLÉS : Régression Inverse, Perceptron multi-couches, Courbes, Discrimination, Reconnaissance de formes, Données Fonc-
tionnelles

1. Introduction

Pour contourner le problème du fléau de la dimension en régression non-paramétrique multivariée, de nom-
breuses méthodes ont été proposées. Parmi elles, la régression inverse par tranche, introduite par Li (1991), s’ap-
puie sur un modèle particulièrement intéressant d’un point de vue statistique et présente de surcroı̂t l’avantage de la
simplicité. En effet, le modèle utilisé stipule l’existence d’un sous-espace ”exhaustif” dans le sens où la régression
de la variable réponse, Y , sur la variable explicative X , ne dépend que de la projection de X sur ce sous-espace.
De nombreux travaux ont été menés d’une part pour éviter certains écueils de la régression par tranche conduisant
entre autre aux méthodes SIR II (Li, 1991), pHd (Li, 1992), Save (Cook, 1991) et CME (Cook et Li, 2002), MAVE
(Xia et al., 2002), CKMS (Yin et Cook, 2002) et d’autre part pour estimer la dimension de l’espace exhaustif voir,
par exemple, Schott (1994), Li(1991), Ferré (1998), Villela (1998). Nous présenterons, dans un premier temps, une
extension de la méthode de régression inverse par tranche au cas où la variable X est à valeurs dans un espace
fonctionnel F . Dans cette situation de plus en plus fréquente, les observations sont des courbes et l’importance
de prendre en compte la spécificité de telles données est maintenant bien établie comme l’indiquent, par exemple,
Ramsay et Silverman (1997).

Nous intéresserons ici à des problèmes de prédiction à partir d’une variable fonctionnelle. Ainsi, notre approche
s’apparentera-t-elle à une méthode de filtrage dans la mesure où les données fonctionnelles sont projetées sur
une base obtenue par régression inverse et les coordonnées sur cette base utilisées pour obtenir la prédiction.
Usuellement, sont souvent utilisées soit des bases fixées a priori à partir de la nature des données (ondelettes,

0. Ce travail a été réalisé grâce aux contributions de A.F. Yao du Centre Océanique de Marseille et N. Villa de l’équipe GRIMM
de Toulouse



séries de Fourier,...) mais indépendantes de celles-ci, soit des bases directement liées à la variable explicative et
obtenues par Analyse en Composantes Principales. L’intérêt de la régression inverse est que, contrairement à l’ACP
qui ne prend en compte qu’une information marginale, la régression inverse va permettre de construire des bases
qui reflètent une information conditionnelle, information idoine dans les problèmes de régression. Néanmoins, le
caractère infini dimensionel des données nécessite une étape préalable pour l’estimation de l’espace exhaustif,
étape réalisée par filtrage (utilisation des projections de la variable explicative sur les premiers vecteurs de son
ACP) ou par régularisation (pénalisation d’un opérateur de covariance).

Dans le cas de la prédiction d’une variable réelle, nous montrons comment notre approche peut-être utilisée.
Après estimation de l’espace exhaustif, il est nécessaire d’estimer la fonction de lien entre Y et la projection de
X sur l’espace exhaustif. On s’appuiera donc sur une méthode de régression non-paramétrique après projection
des données. Deux approches seront privilégiées ici : l’une par méthode du noyau qui peut être remplacée par une
méthode de lissage quelconque (splines, ondelettes, polynômes locaux,...), l’autre en utilisant un réseau de neu-
rones supervisé de type perceptron multi-couches. Le couplage régression inverse et réseau de neurones apparaı̂t
alors comme un moyen de réaliser des réseaux de neurones dont les entrées sont fonctionnelles, fournissant une
alternative à l’approche de Conan et Rossi (2002).

Nous nous intéressons ensuite à une variable réponse qualitative. Nous abordons ainsi des problèmes de dis-
crimination et nous montrons que le modèle de régression inverse conduit naturellement à une modélisation des
probabilités d’appartenance aux groupes et que l’ estimation de l’espace exhaustif est identique à celle des espace
discriminants de l’Analyse linéaire discriminante de Fisher dans le cas multivarié et à leurs variantes dans le cas
fonctionnel. Alors que des règles d’affectation géométriques sont le plus souvent retenues, notre approche légitime
l’utilisation des estimations des probabilités d’appartenance aux groupes comme règle de décision.

2. Modèle

Soit (Ω,B, P ) un espace probabilisé. On note Y la variable réponse qui est à valeurs dans (DY ,BY) et X la
variable explicative qui est à valeurs dans (F ,BF). On note V ar(X) = ΓX et V ar(E(X |Y )) = ΓE(X|Y ) et on
suppose que le lien entre Y et X s’écrit selon le modèle :

Y = f(πEX, ε) [1]

où E est un espace de dimension K, f est une fonction de R
K+1 dans R et ε est une variable aléatoire réelle

indépendante de X . Ce modèle traduit bien que l’information apportée par X sur Y est entièrement portée par
πEX , la projection de X sur E qui est l’espace ”exhaustif.” Sous la condition :

Condition 1 Pour tout b de F , il existe un vecteur C de R
K tel que E(< b, X > |B) = C ′B avec B′ = (<

θ1, X >, . . . , < θK , X) >), oú (θk)k=1,...,K est une base de E,

Dauxois et al. (2001) montrent que le sous-espace E contient le sous-espace propre associé aux K valeurs
propres non-nulles de l’opérateur Γ−1

X ΓE(X|Y ) qui, sous des conditions convenables, existe et est compact.

3. Estimation

3.1. Estimation de l’espace exhaustif

La méthode de régression inverse par tranches consiste à estimer ΓE(X|Y ) par Γ̂E(X|Y ) la matrice de cova-
riance empirique des moyennes de X dans des ”classes” obtenues par tranchage de D Y . La matrice de covariance
empirique de X usuelle, Γ̂ est, elle, utilisée pour estimer Γ. Il est alors tentant d’estimer E par les vecteurs propres
associés aux K plus grandes valeurs propres de Γ̂−1

X Γ̂E(X|Y ). Cependant, Γ̂X ne possédant pas d’ inverse borné,
il n’est pas possible de procéder ainsi.

Pour contourner le problème, on peut utiliser :



– une approche de type filtrage en projetant X sur une base par exemple, celle correspondant à l’ACP (ou à la
décomposition de Karunen-Loeve pour parler en termes de processus) de X (Ferré et Yao, 2003) ;

– une approche de type pénalisation (Ferré et Villa, 2003).

Pour cette dernière, nous utilisons le fait que les vecteurs propres de Γ−1
X ΓE(X|Y ) sont aussi les solutions

emboı̂tées et sous contrainte de Γ−1-orthogonalité du problème de minimisation en β ∈ F de :

< ΓE(X|Y )β, β >

< ΓXβ, β >
. [2]

Ainsi, la régularisation s’obtient en considérant le critère pénalisé :

< ΓE(X|Y )β, β >

< ΓXβ, β > +δ < D2β, D2β >
,

où D est l’opérateur de différentiation et δ est le paramètre de régularisation. Cette démarche est à rapprocher de
celle de Leurgan et al. (1992) pour l’Analyse Canonique de courbes.

3.2. Estimation de la fonction f

L’estimation de la fonction f peut dépendre de la valeur de la dimension K de l’espace exhaustif. Ainsi, si
K est raisonnablement petit, il sera possible d’utiliser une méthode non-paramétrique classique. Cependant, si
la réduction de dimension n’est pas suffisante (n’oublions pas que nous sommes a priori en dimension infinie),
ces méthodes peuvent s’avérer désastreuses. Il est alors pertinent de faire appel à des techniques qui ne sont
pas sensibles au fléau de la dimension et dont la dimension de Vapnick-Chesnovski (Vapnick, 2000) est faible.
C’est pourquoi, nous utilisons ici un réseau de neurones de type perceptron multi-couches dont les propriétés
d’approximation universelle sont bien connues.

Notre démarche peut alors se présenter également comme un moyen de réaliser un réseau de neurones dont les
entrées sont fonctionnelles et les cibles réelles :

– tout d’abord, on projette les entrées dans l’espace E,
– puis, on construit un perceptron (réel) dont les entrées sont les coordonnées des projections.

Nous démontrons dans Ferré et Villa (2003) la convergence des poids du réseau vers les poids optimaux ce qui
justifie la méthode globale pour mettre en oeuvre des réseaux à entrées fonctionnelles. Notre approche se résume
par le graphique de la Figure 1.

FIG. 1. Diagramme récapitulatif

Nous illustrons notre propos par un exemple sur des données de spectrométrie qui indique que notre démarche
s’avère supérieure aux méthodes ”classiques” et compétitive par rapport à des modèles sophistiqués et au faible
pouvoir de généralisation comme celles présentées dans Borggaard et Thodberg (1992).



3.3. Cas de la classification supervisée

On considère maintenant que DY = {0, 1}g et que Y = (1IG1 , ..., 1IGg) où (Gj)j=1,...,g définit une partition de
Ω. Soit Z la variable aléatoire correspondant à un codage linéaire et définie par Z =

∑g
j=1 j1IGj . On a alors :

E(Y |X) = (P (Z = 1|X), ..., P (Z = g|X))

et on peut écrire le modèle (1) pour une version multivariée de Y en considérant f comme une fonction de R
K

dans R
g et telle que :

E(Y |X) = f(πX) = (f1(πX), ..., fg(πX)).

Ce modèle vaut également pour le cas où F = R
p et l’espace E est alors un CMS (Central Mean Subspace) au

sens de Cook et Li (2002). En utilisant l’expression (2), on voit que cet espace n’est autre que l’espace discriminant
de l’analyse discriminante linéaire de Fisher. Le problème de l’affectation au groupe s’identifie totalement dans
notre modèle à celui de la prédiction de Y. En suivant la démarche ci-dessus, elle conduit à l’estimation de f , soit
par une méthode à noyau, soit par un réseau de neurones et à affecter l’individu au groupe correspondant au f g

maximal. Ainsi, notre démarche revient à une estimation non-paramétrique des probabilités d’appartenance aux
groupes après projection dans l’espace exhaustif et à la maximisation de la règle de Bayes.

Nous présentons plusieurs exemples pour expliquer la mise en oeuvre pratique de la méthode. La comparaison
sur ces exemples avec d’autres méthodes démontre, là encore, la pertinence de notre approche surtout si on tient
compte du rapport simplicité-performance.
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Que l'on ne s'étonne pas que les sciences humaines, elles aussi, se servent de méthodes 
quantitatives en matière de classification et de typologie! Une des applications les plus 
éloquentes en la matière est fournie par les différentes philologies modernes qui toutes, depuis 
de longues années, disposent d'instruments de recherche appelés "atlas linguistiques". Or, un 
atlas linguistique n'est rien d'autre un ouvrage cartographique en format in-folio qui renseigne, 
pour un réseau plus ou moins équidistant de N localités (souvent de petite taille), comment 
l'on y prononce un certain nombre (p) de concepts préalablement choisis. La manière de 
collecter les données géolinguistiques en question est très simple: il suffit de se rendre sur les 
lieux et d'y poser toujours les mêmes questions ("Comment dites-vous pour l'écureuil?") aux 
dialectophones aussi patients que chevronnés dans l'idiome local.  
 
Or, la structure d'un atlas linguistique ressemble de très près à celle d'une matrice 
bidimensionnelle (N fois p) et permet, de ce fait, tous les calculs respectifs. Malheureusement 
les géolinguistes – en particulier ceux qui pratiquent les études romanes – ont mis près d'un 
siècle à découvrir cette possibilité prometteuse. Que ce soit par anti-mathématisme ou simple 
inadvertance, peu importe. 
 
Ce n'est qu'en 1973 qu'a été mis sur pied, de la part du dialectologue français Jean Séguy, le 
terme (et aussi l'idée) d'une "dialectométrie" (DM). Depuis, la DM a pris un essor 
considérable, surtout à cause de la prise en compte parallèle des apports de la classification 
numérique, de la cartographie statistique et des multiples possibilités visualisatrices qu'offre 
l'informatique moderne. 
 
Le propos central de notre conférence est de présenter les problèmes et méthodes de la DM 
actuelle à l'aide d'un jeu de méthodes-DM standards et d'exemples applicatifs tirés de l'"Atlas 
linguistique de la France" (ALF) qui, lui, constitue le plus grand atlas linguistique du domaine 
roman (N: 638 points d'enquête; p: 1421 cartes d'atlas). Les méthodes-DM illustrées vont de 
la visualisation de vecteurs isolés de la matrice de similarité (N fois N) jusqu'au calcul de 
dendrogrammes et à leur spatialisation concomitante. 
 
Dans notre conférence nous nous servirons de transparents multicolores et aussi, par le biais 
d'un vidéoprojecteur, d'un logiciel-DM très puissant (VDM: "Visual DialectoMetry") qui 
permet non seulement de gérer les données atlantographiques de base et d'effectuer 
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rapidement les différents calculs-DM, mais aussi de visualiser non moins rapidement les 
résultats numériques des calculs-DM respectifs. 
 
Un accent particulier sera mis sur les filiations interdisciplinaires de la DM qui vont de la 
géographie quantitative jusqu'à la génétiques des populations. 
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RESUME: The geometry of correspondence analysis is discussed without considering dimension 
reduction, but nevertheless profiting from a weighted least squares framework. An interpretation is 
given to the profile-to-vertex distances in the barycentric representation of profiles that is 
characteristic for the classic correspondence analysis formulation. A new type of supplementary point, 
called the shadow point, is defined and its properties are discussed. 
 
MOTS-CLES: multinomial distributions, center of gravity, chi-squared distance, inertia, concentration 
index, unfolding, biplot, affine geometry 
___________________________________________________________________________ 
 
 

1. Introduction 
 

There has been some debate about the correct interpretation of distances between row 
elements and column elements in a joint display of a correspondence table. The conventional 
view is that we can scale this joint display in such a way that either the distances between 
rows can be interpreted, or the distances between columns, but never directly the distances 
between rows and columns ([HEI 83]; [GRE 87]). [CAR 86] proposed an alternative scaling 
of the coordinates for which they claimed that both between-set and within-set squared 
distances could be interpreted, but [GRE 89] has shown that this claim is not warranted. This 
paper tries to clarify the issue, and proposes a new data reconstruction method on the basis of 
distances. 
 
2. Four roads to the same formulas 
 

As is well-known, there are several ways to reach the formulas that are characteristic for 
correspondence analysis. Each approach considers a specific type of data, and a specific goal 
of analysis. First, we have the classic French approach, where the data are a set of profiles, 
which can be relative frequencies (multinomial distributions), chemical compositions, time 
budgets or the like, and where the goal is to approximate the within-set distances between 
these profiles. Second, there is the less familiar French approach also known as contiguity 



analysis ([LEB 69], [LEB 01]), which was independently studied in [HEI 81], where the data 
are a similarity relation or a bipartite graph, and the goal is to embed the graph in Euclidean 
space with minimal between-set distances. Third, we have the classic Anglo-Saxon optimal or 
dual scaling approach, where the data are two (or more) categorical variables, and the goal is 
to find quantifications (optimal scalings) as to maximize their homogeneity in terms of the 
canonical correlation. Fourth, and finally, there is a less familiar approach where one studies 
how bivariate distributions can be approximated with sets of orthogonal functions. 

The first two approaches are asymmetric in their treatment of rows and columns, and 
will be studied here; the last two approaches treat rows and columns symmetrically, and for 
them, the issue of how to deal with interest distances has been studied recently by [NIS 03]. 
 
3. Asymmetric treatment of rows and columns: The barycentric representation 
 

Before any dimension reduction, the original asymmetric representation of the data in 
correspondence analysis is a barycentric configuration of profile points with respect to the 
unit profiles, which are hypothetical profiles for which all mass is concentrated in one cell. It 
is shown that a between-set distance interpretation is  possible in any barycentric 
configuration or plot. The data can be reconstructed perfectly with the between-set distance in 
comparison with the distance towards some specific supplementary point, called the shadow 
point. The shadow point of profile i with respect to vertex j is the location of the center of 
gravity for i if column j is not taken into account. The distance involved is not of the chi-
squared type, but simply Euclidean. The result is equally valid in the full-dimensional space 
as in a reduced space obtained by projection, because affine transformations preserve ratios of 
distances.  
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RÉSUMÉ. Etant donnés n objets décrits par p variables, la série des graphes de leurs k plus proches 
voisins ( 0 < k < n), puis les valeurs spectrales des matrices associées à ces graphes, et enfin les 
analyses de contiguïté correspondantes sont autant d’outils permettant d’explorer la configuration des 
n point dans l’espace à p dimensions. Ces approches, intermédiaires entre la classification et 
l’analyse en axes principaux, fournit également des outils de visualisation de partitions ou de familles 
de partitions. 
MOTS-CLÉS : Visualisation de partitions. Spectre Laplacien d’un graphe. Analyse de contiguïté. 
Visualisation de partitions. Graphes des plus proches voisins. 
 
 
 
 
1. Introduction 
 

Pour construire une représentation visuelle d’une partition de n objets décrits par p 
variables, il existe deux approches courantes : 
(A) Construire la partition en s’efforçant d’optimiser un critère, puis, dans un second temps, 

représenter les classes dans un graphique plan. 
(B) Construire simultanément la partition et la représentation, ce qui induit des contraintes sur 

la partition, mais peut conduire à une meilleure représentation. 
La seconde approche est justifiée ou soutenue par les deux arguments suivants :  
Dans beaucoup d’applications, la partition n’est en fait qu’une dissection, c’est-à-dire un 
découpage qui peut isoler des vraies classes, mais qui n’est pas dépourvu d’arbitraire. Si 
plusieurs partitions sont également valides, pourquoi ne pas choisir, parmi celles-ci, celle qui 
donne la meilleure représentation visuelle ? 
Le second argument est voisin du premier, mais plus technique :  puisque dans l’état actuel 
des algorithmes de partitionnement, on n’obtient que des optima locaux, est-on sûr que les 
contraintes supplémentaires (imposées par une représentation plane des classes, par exemple) 
nuisent vraiment à la qualité de la partition ? 



Un exemple caractéristique de la démarche (A) consiste à faire une partition classique (k-
means, nuées dynamiques, ou partitionnement mixte : classification hiérarchique, coupure du 
dendrogramme, optimisation de la coupure par réaffectation du type k-means) puis à 
représenter les classes (par leurs centres, et/ou leurs enveloppes convexes, et/ou des ellipses 
de densité) dans le plan (1, 2) d’une analyse en axes principaux du tableau (n, p), ou dans le 
plan (1, 2) d’une analyse discriminante de la partition. Un exemple caractéristique de la 
démarche (B) est donné par les cartes auto-organisées de Kohonen [KOH 89], [COT 97], 
[THI 97]. La série des graphes des « k plus proches voisins »  (k variant de 1 à n-1)  (de 
même que la série des graphes définis par un seuil de distance croissant) va permettre de 
définir des sous-espaces de représentations permettant de visualiser plusieurs partitions.  

 
2 Variance locale, graphes de contiguïté 

 
Soient n objets décrits par p variables, conduisant à une (n, p) matrice X. Les  n objets sont 

aussi les sommets d'un graphe symétrique  G dont la matrice (n, n)  associée est M   (mii' = 1   
si les sommets  i  et  i'  sont joints par une arête, mii' = 0  sinon). G peut être externe (données 
géographiques), interne (graphe des k plus proches voisins [ppv], ou graphe des couples 
d’éléments situés à une distance d < dk), comme ce sera le cas ici. 

y étant une variable aléatoire prenant ses valeurs sur chaque sommet  i  de  G , ayant  m/2  
arêtes, une première définition de la variance locale  vc(y)   est: 

Notons que si G est un graphe complet, vc(y)  n'est rien d'autre que v(y), la variance 
empirique classique. Quand les observations sont distribuées aléatoirement sur le graphe,  
vc(y) et v(y) estiment tous deux la variance de y.  

Le coefficient de contiguïté c(y), [GEA 54] , s'écrit : c(y) =  vc(y) / v(y) . Une valeur du 
coefficient c(y) << 1 indique une autocorrélation spatiale positive pour la variable y. Une 
modification de la définition du coefficient c(y) ([MOM 88], [ESC 89]) va rendre la variance 
locale compatible avec la variance "intra" (within) quand le graphe décrit une partition des 
observations (i.e. une série de cliques [sous-graphes complets]). 

La variance locale sera redéfinie comme: 

Dans cette dernière formule, la moyenne locale  est définie comme :  

C'est la moyenne des valeurs adjacentes au sommet i. Si  G est régulier :  v*(y)= vc(y). 
 

2. Principaux résultats 
 
On note par N la (n,n) matrice diagonale ayant le degré de chaque sommet i comme 

élément diagonal ni (ni dénote ici nii). y est le vecteur dont  la ième composante est yi.  
Le nouveau c(y) s’écrit alors :    c(y)   =   y'( I - N-1M)’ ( I - N-1M)  y  /  y' y . 

( ) ( )2''2/1)( iiii
c yymmyv −= ∑

∑= kikkii ymnm )/1(*

* 2*( ) (1/ ) ( )i iv y n y m= −∑



Titre de la partie     3  
 
1 – Pour un graphe régulier G donné [LEB 73] : Min [ c(y) ] = (1- √λmax) 2 , où λmax est la plus 
grande valeur propre de l’analyse des correspondances (AC) de la matrice M associée au 
graphe, y étant le vecteur propre associé. Cette propriété qui rend compte du bon pouvoir 
descriptif de l’AC, a été depuis étudiée et utilisée ans un cadre plus général [KOR 02]. 
 
 2 – Plus généralement, que le graphe soit régulier ou non, le spectre de la matrice : N-M 
(matrice Laplacienne du graphe, [MOH 91]) a d’importantes propriétés relatives à la structure 
du graphe, l’ordre de multiplicité de la valeur propre nulle (valeur propre 1 en AC de M) étant 
le nombre de composantes connexes du graphe. Le rapprochement avec l’opérateur de 
Laplace est déjà dans [BEN 73]. Ces propriétés concernent en particulier les nombres 
chromatiques du graphe et de nombreuse inégalités [CHU 97], [MOH 97]. 
 
3 – Généralisation à des observations multivariées sur un graphe  [LEB 69].  
Si X désigne la (n,p) matrice donnant les valeurs de p variables pour chacun des n sommets 
du graphe, décrit par sa matrice associée M, la matrice des covariances locales s'écrit : 

V*  =  (1/n) X'( I - N-1M)’ ( I - N-1M) X 

Soit  u un vecteur définissant une combinaison linéaire u(i) des p variables pour le sommet  i: 
Avec les notations précédentes, la variance locale de la variable u(i) vaut : v*(u)  =   u'  V*  u. 
Le coefficient de contiguïté de cette combinaison linéaire s'écrit : c(u)   
=  u' V* u  / u' V u, où  V est la matrice des covariances classique. La recherche de  u 
qui minimise c(u) donne des fonctions de contiguïté minimale, dont les fonctions 
discriminantes de Fisher constituent un cas particulier lorsque le graphe est formé de plusieurs 
graphes complets. C’est l’Analyse de Contiguïté, qui est aussi un "projection pursuit 
algorithm" [BUR 91], ou une recherche de projection privilégiée dans l’esprit des travaux de 
[ART 82].  
 
4 – Chacun des graphes Gk associé aux k ppv (ou à un seuil de distance dk ) pourra donc, 

d’une part être décrit par ses valeurs spectrales, d’autre part donner lieu à une analyse de 
contiguïté, conduisant à un second spectre qui implique directement la matrice X. 
L’évolution de ces spectres en fonction de k permet de choisir les nombres de ppv ou le seuil 
qui peuvent correspondre à des partitions ou à des espaces de représentation intéressants 
[LEB 00]. 

 
5 – Les plans principaux correspondants fournissent simultanément une visualisation des 

observations, avec d’éventuels dépliages (unfoldings) permis par le caractère non-linéaire de 
l’opération. 

 
6 – On peut ainsi représenter des classes obtenues sans contrainte sur le ou les plans 
principaux de l’analyse de contiguïté (sur de tels plans, chaque point peut être assorti d’une 



zone de confiance bootstrap par exemple). Plusieurs partitions peuvent être représentées sur 
le même fond. 
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RÉSUMÉ. Les graphes d’induction sont d’un usage fort répandu dans le domaine de la fouille de données (Data Mining). Les
mod̀eles les plus utiliśes sont les arbres, car ils présentent de multiples avantages : facilité de mise en œuvre, simplicité dans
l’interpr étation,... Ces avantages ne se perdent pas quand nous faisons appel aux graphes latticiels qui sont plus géńeraux.
Dans cette pŕesentation, je donnerai une formalisation géńerale de la construction d’un graphe d’induction, que le résultat
final, sur un jeu de donńees, soit un graphe arborescent ou non. J’insisterai davantage sur les critères mis en œuvre dans ce
contexte

MOTS-CĹES :Graphes d’induction, arbres de décision, apprentissage, mesures de qualité d’une partition

1. Introduction

Les arbres d’induction et, plus géńeralement, les graphes d’induction [ZIG 00] occupent une place privilégíee
dans le domaine de la fouille de données (Data Mining). Ils sont appŕecíes pour la simplicit́e des algorithmes
qu’ils utilisent, pour la facilit́e d’interpŕetation des ŕesultats qu’ils produisent et pour leur temps de réponse rapide.
Ces ḿethodes permettent la construction d’arbres n-aires avec par exemple ID3 [QUI 86], C4.5 [QUI 93], CHAID
[KAS 80], [MOR 63], Arbogodäı [ZIG 03], d’arbres binaires avec les méthodes telles que CART [BRE 84] ou des
graphes latticiels comme avec SIPINA [ZIG 92].

Toutes les ḿethodes de construction fonctionnent selon le même principe. Elles cherchent, au moyen des va-
riables dites explicatives,X1, . . . , Xj , . . . , Xp, à engendrer une succession de partitionsPk(Ω), k = 0, . . . ,K,
sur l’ensemble d’apprentissageΩ visant à optimiser un crit̀ereI. Ce crit̀ere mesure ǵeńeralement le degré de
séparabilit́e des modalit́es de la variablèa pŕedire. Si cette śeparabit́e est bonne cela signifierait qu’il est possible
de pŕedireY connaissant seulement lesX1, . . . , Xj , . . . , Xp). Dans les graphes d’induction, qu’ils soient arbores-
cents ou latticiels, les heuristiques sont géńeralement descendantes et partent de la partition grossièreΩ. Dans les
méthodes arborescentes, les partitions engendrées sont de plus en plus fines car elles sont construites par segmen-
tation. Dans les graphes latticiels, le passage d’une partitionPk à la suivantePk+1 peut ŕesulter de l’́eclatement
d’un élément dePk ou du regroupement de deux ou plus de seséléments. Ainsi, la partitionPk+1 peutêtre plus
ou moins fine quePk. Le processus s’arrête d̀es qu’il n’y a plus d’aḿelioration du crit̀ere :I(Pk+1) ≤ I(Pk). De
nombreux algorithmes proposent des conditions d’arrêt pas toujours líees au crit̀ereà optimiser. Par exemple, fixer
a priori la taille minimale d’une classe qui devient une condition d’arrêt suppĺementaire.

Dans cet article, nous allons examiner deux aspects fondamentaux :
– Le crit̀ere d’́evaluation d’une partition dans le contexte de l’apprentissage supervisé. Nous ne consid́erons

pas un catalogue des mesures de qualité d’une partition, mais tentons de définir un ensemble de propriét́es
qui nous paraissent importantes pour mesurer la qualité d’une partition. Nous proposons ensuite une famille



de crit̀eres baptiśes crit̀eres d’incertitude que nous mettrons en perspectives par rapport aux mesures classi-
quement propośees dans la litt́erature. Ces mesures sont issues soit de la statistique comme le Khi-Deux ou
bien issues de la théorie de l’information comme les mesures d’entropie.

– Les strat́egies de passage d’une partitionà une autre. En somme, pourquoi serions-nous contraints de procéder
par raffinements successifs en partant de la partition grossière pour construire un arbre ? Nous pourrions tout
aussi bien choisir un autre point de départ qui peut̂etre la partition la plus fine engendrée par l’arbre maximal
issu du croisement de toutes les variables explicatives. Ainsi, nous faisons appelà des strat́egies de recherche
de partitions ascendantes et nous n’excluons pas les structures latticielles.

Dans la section suivante, nous allons introduire quelques définitions et notations préliminaires. Dans la sec-
tion 3, nous proposons une liste de propriét́es pour caractériser une bonne mesure de qualité. Dans la section 4,
nous abordons les stratégies de passage d’une partitionà une autre. Nous tentons ainsi de définir une strat́egie
géńerique qui engloberait l’ensemble des méthodes̀a base de graphes d’induction. Nous examinerons en particu-
lier les strat́egies ascendantes qui sont encore peu exploitées dans ce contexte. Dans la section 5, nous donnons
quelques indications sur des expérimentations encore en cours qui seront exposées ult́erieurement.

2. Définitions et notations

Nous nous plaçons dans un contexte d’apprentissage supervisé. Nous souhaitons, au moyen d’unéchantillon
d’apprentissageΩ dont les individusωi, i = 1, . . . , n sont caract́eriśes par un ensemble de variables explicatives
parfois dites pŕedictives not́eesX1, . . . , Xj , . . . , Xp, construire un mod̀ele θ(X1, . . . , Xj , . . . , Xp; Ω) qui pŕedit
(ou ajuste) au mieux un ensemble de variablesY1, . . . , Yt, . . . , Ym dites à pŕedire. Le cas le plus fréquemment
rencontŕe et celui d’une seule variablèa pŕedire, c’est-̀a-dire m = 1. Pour simplifier les notations, on notera
X = (X1, . . . , Xj , . . . , Xp) et Y = (Y1, . . . , Yt, . . . , Ym). La qualit́e de la pŕediction (ou de l’ajustement) est le
plus souvent́evalúee au moyen d’uńechantillon testΩ′ par une mesure d’écart entre ce qui est prédit par le mod̀ele
induit et ce qui est attendu 1. Le processus de construction des partition est itératif. On noteT le nombre de classes
de partition surΩ obtenuèa l’it érationk.

∆((θ(X; Ω′)), (Y; Ω′)) [1]

PT
k (Ω) désigne la partition enT classes obtenuèa l’it érationk sur l’ensemble d’apprentissageΩ. T = 1 désigne

la partition grossìereΩ.

f(Y/t) désigne la distribution de probabilité deY sur la classet.

3. Mesure de qualit́e sur une partition

Dans ce papier, nous allons considérer le cas classique de la mise en œuvre des méthodes̀a base de graphes
d’induction. Nous supposons que nous avons une seule variableà pŕedire, c’est-̀a-direY = Y . De plus,Y prend ses
valeurs sur un ensemble fini discrety1, . . . , yi, . . . , ym sans structure mathématique particulìere. Nous consid́erons
également que les variablesX = (X1, . . . , Xj , . . . , Xp) sont toutes discrètes prenant leurs valeurs dans des en-
sembles finis.

Xj : Π 7→ {x1
j , . . . xt

j , . . . x
αj

j } [2]

où Π désigne la population concernée, ainsiΩ ⊂ Π et αj désigne le cardinal de l’ensemble des valeurs possibles
pourXj . Pŕecisons d’ores et d́ejà que quels que soient les types des variablesXj , les domaines des valeurs que
nous traitons effectivement en apprentissage supervisé sont toujours finis :

|Xj(Ω)| = αj [3]

et
|Y (Ω)| = m [4]

2



On consid̀ere une partition surΩ en T classesPT
k (Ω) not́eesct avect = 1, . . . , T . Pour alĺeger la notation on

omettra l’indicek s’il n’y a pas d’ambigüıté. On noteran.t l’effectif de la classect de PT (Ω) et nit l’effectif
de la modalit́e yi de la variablèa pŕedireY dans la classect. On d́esignera parni. l’effectif de la modalit́e yi.
Ainsi, à toute partitionPT (Ω) sur l’échantillon d’apprentissage, nous pouvons associer un tableau (voir tableau 1)
qui s’apparentèa une table de contingenceΘ(m,T ) dont lesT colonnes repŕesentent leśeléments de la partition
induite par le graphe d’induction sur l’ensembleΩ, et lesm lignes, la partition induite parY surΩ.

TAB . 1. Table de contingence variablèa prédire× partition
Θ c1 . . . ct . . . cT

y1 n11 . . . n1t . . . n1T n1.

...
...

yi ni1 . . . nit . . . niT ni.

...
...

ym nm1 . . . nmt . . . nmT nm.

n.1 . . . n.t . . . n.T n

La partition grossìere correspondràa un tableau ayant seulement une seule colonne correspondantà la distri-
bution a priori sur les modalités deY .

A tout tableauΘ(m,T ) ; m ≥ 2 ; T ≥ 1 nous souhaitons associer une mesure de qualité positive ou nulle que
nous appelons mesure d’incertitude. Il convient peutêtre de pŕeciser qu’il ne s’agit pas d’une mesure d’entropie
car elle ont souvent́et́e baptiśees mesure d’incertitude :

I : Nm×T 7−→ R+

Θ(m,T ) ∈ Nm×T 7−→ I(Θ(m,T )) ≥ 0

Nous souhaitons que cette mesure nous renseigne sur le degré de d’ind́etermination deY à partir des classes de
la partition. Par exemple, si chaque classe de la partition est associéeà une seule modalité deY alors l’indétermin-
ation est nulle. Cela signifie queP (Y = yi/PT

k (Ω)) = 1 pour toutyi ∈ {y1, . . . , ym}. En revanche, dans le cas
où la connaissance de la classe ne nous apporte aucune connaissance surY , c’est-̀a-direP (Y = yi/PT

k (Ω)) = 1
m

pour toutyi ∈ {y1, . . . , ym} alors l’indétermination est maximale. C’est pour ces raisons que nous retenu le
terme d’incertitude. Dans ce qui suit nous allonsénuḿerer quelques propriét́es qui nous paraissent importantes.
Signalons, que de nombreux auteurs ont proposé des caractérisations analogues mais pas nécessairement avec la
même approche. Parmi eux on peut citer les travaux de [RAF 95] qui ont conduit au critère BIC, [WEH 90] qui a
défini un crit̀ere proche de celui que nous proposons ou [AKA 83].

Minimalit é L’incertitudeI devraêtre minimale si chaque classe de la partition ne comporte que des individus
appartenant̀a la m̂eme modalit́e deY . Autrement dit,I est minimal, si∀t ; t = 1, . . . , T , ∃i ; i ∈ {1, . . . ,m}
tels quenit = n.t. On notera que siI est minimale, cela ne signifie pas queI=0. Cela veut dire que
parmi toutes les distributions possibles sur le tableau, seules celles qui vérifientnit = n.t pour toutt sont
minimales.

Maximalit é L’incertitudeI devraêtre maximale si dans chaque classe de la partition, les effectifs sontéquiŕepartis
sur l’ensemble des modalités. Autrement dit,I est maximale si∀t ; t = 1, . . . , T et ∀(i, j) ; (i, j) ∈
{1, . . . ,m}2 nous avonsnit = njt.

Sensibilité à l’effectif SoitΘ(m,T ) un tableau de contingence dem lignes etT colonnes associé à une partition.
Si les effectifs du tableau sont multipliés par un facteurα > 1 alors la mesure d’incertitudeI devra diminuer.
Autrement dit, pourα > 1, I(α × Θ(m,T )) < I(Θ(m,T )). Cette propríet́e permet de mieux contrôler le
processus de géńeralisation et rend la comparaison inter-partitions possible sur des populations différentes.
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Sensibilité à la complexit́e Nous dirons qu’une partition est plus complexe qu’une autre si le nombre de classes
de la premìere est plus grand que celui de la seconde. Si une partition possède deux ou plusieurs classes
ayant la m̂eme distributions surY , le regroupement de ces classes identiquement distribuées conduit̀a une
nouvelle partition identiquèa la pŕećedente du point de vue des distributions mais de complexité plus faible.
De ce fait, la propríet́e de sensibilit́e à la complexit́e permet de ǵerer la ŕeduction de la complexité. Si
nous ŕeduisons la complexité d’une partition par regroupement de classes identiquement distribuées, la va-
leur de l’incertitude devra diminuer. Formellement, nous pouvons réécrireI(Θ(m,T )) en fonction des co-
lonnesct : I(Θ(m,T )) = I(c1, . . . , ct, . . . , cT ). Cette propríet́e de sensibilit́e à la complexit́e signifie que
si nous consid́eronsck et ct deux classes de la partitionPT (Ω) telles que|ck| = α|ct| où α > 0 alors
I(. . . , ct, . . . , ck, . . .) > I(. . . , ct + ck, . . .). Nous pouvons encore dire qu’à distributionśequivalentes, la
partition de complexit́e plus faible devrâetre meilleure au sens du critère retenu.

Insensibilité à toutes permutations des classes ou des modalités Lorsqu’il n’existe pas d’ordre naturel sur les
classes, c’est-à-dire que toute permutation sur les colonnes est possible on pourra alorsénoncer la propriét́e
qui suit : si nous permutons les lignes et/ou les colonnes en bloc, la valeur du critère devra rester iden-
tique. Si nous reprenons l’écriture du crit̀ere en fonction des colonnes, nous auronsI(c1, . . . , ct, . . . , cT ) =
I(cσ1 , . . . , cσt

, . . . , cσT
) où σ est une permutation sur les colonnes. Identiquement, nous pouvonsécrire la

même expression pour les lignes,I(y1, . . . , yi, . . . , ym) = I(yσ1 , . . . , yσi , . . . , yσm) ouσ est une permuta-
tion sur les lignes.

IndépendanceLors du passage d’une partitionPT
k (Ω) à la partition suivantePU

k+1(Ω), la variation du crit̀ere ne
devra d́ependre que des classeséclat́ees ou regrouṕees.I(. . . , ct, . . . , )−I(. . . , ct0 , ct1 . . .) = f(ct, ct0 , ct1),
où ct0 ; ct1 sont les classes issues de l’éclatement ou bien les classes regroupées. Cette propriét́e est parti-
culièrement utile sur le plan informatique car elle permet de travailler localement de manière ind́ependante
d’une classèa une autre.

Toutes ces propriét́es s’inspirent en partie des propriét́es des mesures d’entropie [ACZ 75].

Nous proposons une famille de mesures vérifiant les propríet́esénonćees. Nous donnons quelques unes de ces
propríet́es sans d́emonstration. Considérons un param̀etreλ > 0.

I(PT (Ω)) = −
T∑

t=1

n.t

n

m∑
i=1

nit + λ

n.t + mλ
log

nit + λ

n.t + mλ
[5]

I(PT (Ω)) =
T∑

t=1

n.t

n

m∑
i=1

nit + λ

n.t + mλ
(1− nit + λ

n.t + mλ
) [6]

On peut noter que siλ = 0 nous retrouvons les mesures d’entropies classiques. Géńeralement nous fixonsλ = 1.
Nous retrouvons ainsi l’estimateur des probabilités de Laplacenit+λ

n.t+mλ . En fait, ce ŕesultat est tr̀es ǵeńeral et dit
que pour toutes les mesures d’entropie, utilisant les estimateurs des probabilités de Laplace au lieu de celui du
maximum de vraisemblance, vérifient les propríet́es requises.

4. Stratégies de recherche de partitions

Le recherche de la meilleure partition sur un ensemble estécart́ee d’office pour les problèmes de complexité
en temps de calcul. Nous ne pouvons considérer que des heuristiques et c’est ce que nous faisons dans ce papier.

Dans un but pŕedictif, nous allons chercher la partition qui minimise la mesure d’incertitude. Considérons
une partition sur l’ensemble d’apprentissagePT (Ω) en T classes. SiT = 1 cela signifie que nous sommes en
présence de la partition grossière qui contientΩ. Si T = α =

∏p
j=1 αj cela signifie que nous sommes en présence

de la partition la plus fine que l’on peut engendrer par segmentation en utilisant toutes les variables prédictives
(X1, . . . , Xp). On rappelle queαj désigne le nombre de valeurs distinctes deXj observ́ees surΩ. A l’ étape
k, la partitionPT

k (Ω) a une incertitudeI(PT
k (Ω)). Pour passer̀a l’it ération(k + 1) nous avons le choix entre

raffiner la partition par segmentation d’une de ses classesct au moyen de l’une des variables prédictivesXj soit
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de ŕeduire sa complexité par regroupement de deuxélémentsct1 et ct2 . Pour passer dePT
k (Ω) à PU

k+1(Ω) il est
nécessaire queI(PU

k+1(Ω)) < I(PT
k (Ω)). L’algorithme va consister̀a rechercher parmi les partitions possibles par

segmentation ou par regroupement, celle qui minimise le critère. Le processus s’arrête d̀es qu’aucune aḿelioration
n’est possible. Cette stratégie aét́e adopt́ee dans l’algorithme SIPINA [ZIG 92] mais de manière exclusivement
descendante. Nous proposons d’explorerégalement les partitions selon un autre parcours qui partirait par exemple
de la partition la plus fine et qui effectuerait des agrégations visant̀a minimiser l’incertitude. Cette approche que
nous avons commencé à exṕerimenter [RIT 03], [MUH 01] donne des résultats int́eressants qui sont en cours de
validation et que nous présenterons ultérieurement.

5. Conclusion et perspectives

Dans ce papier, nous avons voulu résumer nos travaux sur les graphes d’induction en proposonsà la fois des
critères ŕepondant̀a certaines exigences pratiques et en offrant de nouvelles stratégies exploratoires pour construire
ces partitions. Certes, l’approche ascendante risque d’altérer un peu la lisibilit́e que nous avons avec les arbres.
Cependant, les règles induites resteront toujours aiséesà lire puisqu’elles s’exprimerons toujours sous la forme
de r̀egles logiques de la formeSI conditionalors conclusion. Où conditionest une disjonction de conjonction de
prédicats logiques etconclusionest une distribution de probabilités sur les modalités de la variableY à pŕedire. Nos
premiers ŕesultats montrent une certaine stabilité et surtout une meilleure géńeralisation en utilisant des approches
non arborescentes.
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RÉSUMÉ. On s’intéresse ici à la construction d’une méthode de classification non supervisée sous la 
seule hypothèse de connexité des classes. Cette hypothèse est l’une des plus générales qu’on puisse 
faire sur la forme des classes. Après avoir défini une notion de connexité adaptée a des espaces 
discrets on montrera que la classification hiérarchique par la distance minimum mène à l’obtention de 
classes connexes. On définira alors une distance intra classe rendant compte de la connexité afin de 
mettre au point une méthode de choix du nombre de classes. 
MOTS-CLÉS : classification, non-supervisée, connexité 
 
 
1. Algorithme de classification 
 

On dispose d’un ensemble de N  points de P  : { }1,...., NE x x=  que l’on souhaite 
segmenter en classes connexes du point de vue d’une distance d .Etant donnée la nature 
discrète du problème la notion de connexité, capacité à lier deux points d’un ensemble par un 
chemin continu de point de l’ensemble, doit être adaptée aux espaces discrets. 
 
1.1. Notion de connexité et espaces discrets 
 

On définit ici une notion de connexité par seuil comme il suit : E  est connexeδ −  si et 
seulement si on peut lier tous ses couples de points par un chemin constitué de points de E  
deux à deux distants d’au plus δ . 

On montre alors que pour tout δ  il existe une unique partition connexeδ −  minimale (au 
sens ou le nombre de classe est minimal, soit encore que tout regroupement de classes n’est 
pas connexeδ − ). On notera alors ( )p δ  le nombre de classe associé à une telle segmentation. 
La fonction p  qui, à δ , associé ( )p δ  est alors une fonction en escalier, décroissante, à 
valeur dans { }1,...., N  On notera : 

• min ( ) inf{ / ( ) }k borne p kδ δ δ= =  : plus petit seuil pour un nombre de classe donné. 
• max ( ) sup{ / ( ) }k borne p kδ δ δ= =  : plus grand seuil pour un nombre de classe donné. 
Avec min max( ) ( 1)k kδ δ= +  

 
1.2. Classification hiérarchique associée 
 

On montre que la classification hiérarchique par la distance minimum1 entre deux 
ensembles va mener à l’obtention de toutes les classifications connexesδ −  minimales 
possibles. En effet pour passer d’une classification minimale en 1k +  classe à une 
classification minimale en k  classes, on montre que la seule possibilité est le regroupement 
des deux classes les plus proches au sens de la distance minimum. Ce qui correspond à 
l’algorithme de classification de classification hiérarchique par la distance min. 

                                                 
1 Les classifications hiérarchiques ascendantes et descendantes sont équivalentes dans le cas du choix de la 
distance minimum 



2. Distance intra-classe  
 

Une fois l’ensemble des segmentations connexes maximales effectuées on souhaite obtenir 
un indicateur permettant de choisir les segmentations les plus significatives. Pour cela on se 
base sur les méthodes classiques de minimisations de la distance intra classe, mais ici les 
notions de distances intra-classes moyennes de type euclidienne ou, de manière similaire les 
minimisations de variances intra classes, ne sont pas pertinentes.  
 
2.1. Distance entre deux points 
 

Pour tenir compte de la notion de connexité, la distance entre deux points doit faire intervenir 
tous les autres points de l’ensemble. L’exemple ci-contre illustre ce propos : dans les deux cas les 
points A  et B  sont à la même distance (euclidienne) mais, du point de vue de la connexité, les 
situations sont très différentes. 

 
Figure 1. Distance entre deux points compatible avec la notion de connexité 

 
Pour résoudre ce problème on choisira, pour distance entre deux points dans un ensemble 

E  le plus petit des sauts maximums effectués lorsqu’on lie les points par un chemin de points 
de E  : 

( ) ( 1)( , ) 1
( , ) min (max( ( , ))

i j

E
c i j i ichem x x i N

d x x d x xπ ππ +∈ ≤ <
=  

avec { } { }{ }( , ) ,  application de 1,....N  dans 1,....N  avec : (1) , ( )i jchem x x i N jπ π π= = =  
En notant ( )kCl i  la classe de l’élément ix  de E  obtenue lors d’une partition minimale en 

k  classes connexes on a : 
max (arg min{ / ( ) ( )})E

c k kd k Cl i Cl jδ= =  soit le plus petit seuil de connexité pour lequel les points 

ix  et jx  sont agrégés. 
 
2.2. Distance intra classe 
 

Une fois définie cd  on obtient aisément une distance intra-classe pour une segmentation en 

k  classes par : intra

( )

1
( ) ( , )

j k

c i j
i j ik

x C i

D k d x x
N ≠

∈

= ∑ ∑  avec 
( )

1

j k

k
i j i

x C i

N
≠

∈

= ∑ ∑  

On a aussi : 

1

max

1intra

( )

( )

N

k

i k

N

k

i k

N k

N

D k
δ

−

=

−

=

=
∑

∑
  

Avec kN =
max{ ( , ) ( )}

1 1

1 E
c i j

N N

d x x k
i j

δ=
= =

∑∑  soit le nombre de couples distants de max ( )kδ  

Une telle écriture de la distance intra classe permet le calcul de toutes les distances intra 
classes des segmentations successives à l’issue de la classification hiérarchique sans 
augmentation significative du temps de calcul. 

Pour déterminer le nombre de classes optimum on se propose de rechercher la 
segmentation correspondant à la plus grande rupture de distance intra classe 



3. Résultats  
 
3.1. Classes connexes et convexes 
 

Dans les exemples suivants : séparation de gaussiennes, base de Ruspini ou Iris de Fischer, 
les classes sont à la fois connexes et convexes et peuvent, en conséquence, être séparée par 
d’autres méthodes de classification (voir figure 2) 

 
3.2. Classes connexes et non convexes 
 

Dans cet exemple : reconnaissance de classes formées par des cercles imbriqués et bruités 
la seule caractéristique des classes est la connexité, le regroupement autour de barycentres, 
comme dans les K means−  sera inopérante. On voit ici que la classification hiérarchique 
permet de retrouver les classes initiales tant que le bruitage n’est pas trop important et que, de 
plus, le critère du maximum de saut de distance intra est un bon indicateur du nombre de 
classes (voir figure 3) 

 

     
Figure 2.       Figure 3. 

Exemples de résultats sur des classes connexes, pour chaque exemple excepté les Iris de Fisher on lit de haut 
en bas : représentation de la base initiale, diagramme des distances intra et résultats de la classification. Dans 
le cas des Iris de Fischer, la dimension de l’espace étant 4 on ne représente que le diagramme des distances 
intra et le croisement entre les classifications retenues et les « vraies classes » 

 
 

4. Construction d’un test de significativité sur la rupture de distance intra classe dans le 
cas gaussien  
 

Du fait de la complexité de l’expression de la distance intra classe, le taux de significativité 

du saut maximum de distance intra classe : intra intra

{1... / 2}
intra

( 1) ( )
max

( 1)k N

D k D k
saut

D k∈

− −
=

−
2 va être estimé par 

simulation. Dans le cas présent (test d’existence d’une unique classe de forme gaussienne) on 
a effectué, pour des tailles d’échantillon ( )N variant de 5 à 100 individus et pour des 
dimensions ( )P  variant entre 1 et 10, 500 tirages sur lesquels on a estimé la valeur du saut. 

On remarque empiriquement que : 
• Les moyennes et écarts types des sauts diminuent en fonction de N  et P . Des estimations de 

la moyenne et de l’écart type par des fonctions du type : 
( , ) exp[ ( ln( ) (ln( ) ln( ) ln( ) )]x N P a N b P c N P d= − + + +  

donnent de très bons résultats (R2 de 99,8% pour la moyenne et de 98% pour l’écart type, T de 
Student supérieurs à 9 pour la moyenne, à 4,6 pour l’écart type). Voire tableau 1 pour les résultats 
numériques. 
                                                 
2 On prend le maximum sur les premières classifications (de 1 à N/2) pour éviter les problèmes de bords qui 
apparaissent lorsqu’on scinde la base en un nombre trop élevé de classes. 



• La distribution des sauts (centrés normés) semble vite converger en N  et en P  avec. On 
estime alors ces différents quantiles d’ordre α  (voir tableau 2) 

 
 a b c d 

Moyenne 0.21 0.26 0.24 0.42 
Ecart type 0.18 0.31 0.38 1.1  

α  90% 95% 97% 99%
Qα  1.5 2 2.4 3.2 

 

Tableau 1. Estimation de la moyenne et de 
l’écart type du saut 

Tableau 2. Quantiles d’ordre alpha de la 
répartition du saut centré normé en fonction de N et 
P 

 
On construit ainsi un test de rejet de l’hypothèse d’existence d’une unique classe de forme 

gaussienne à %α  si la valeur centrée réduite du saut dépasse le quantile d’ordre α  
 
5. limites de la méthode  
 

Dans le cas où les « vraies » classes iC  vérifieraient des conditions de non séparabilité 
conjointe, c’est à dire que pour isoler une classe on est obligé d’en scinder une autre, soit 
encore que : 

1 2
, 21

/  /  min ( ( , )) max(min( ( , ))
i i j j k kk k

i j k k
x C x C x Cx C

i j k d x x d x x
∈ ∈ ∈∈

∃ ≠ ∃ <  

Alors la classification hiérarchique ne pourra, en aucuns cas, retrouver conjointement les 
bonnes. Dans les meilleurs cas (par exemple les exemples des trois premières séparations de 
gaussiennes, les iris de Fischer ou les premiers cercles concentriques) on isolera les points les 
plus éloignés de leur classe pour obtenir, au final, une classification satisfaisante. Dans le pire 
des cas, si : 

1 2
, 1 2

/  /  min ( ( , )) min(min( ( , ))
i i j j k k k k

i j k k
x C x C x C x C

i j k d x x d x x
∈ ∈ ∈ ∈

∃ ≠ ∃ <  alors les classes i  et j  ne pourront 

être séparées que si la classe k  est scindée en singletons. Ce cas extrême peut arriver dans des 
cas de très grandes disparités 

 
6. Perspectives  
 

Du point de vue de la modélisation d’une liaison du type 1( ,..., )ny f x x=  avec f  continue, 
la connexité de 1( ,...., )nX X  est nécessaire, dans le cas contraire des raccordements seront à 
envisager. De plus la non-connexitéé de l’espace 1( , ,..., )nY X X  mettra en défaut l’existence 
de la fonction unique f  continue. 

 
Figure 4. Exemples pour l’application à la modélisation, dans le premier cas l’espace des X n’est pas 

connexe dans les autres c’est l’espace (X,Y) 
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RÉSUMÉ. Une ḿethode factorielle d’analyse de donnéesévolutives dans un but de discrimination et de classement est présent́ee.
L’Analyse Discriminante Multiple Relationnelle (ADMR) proposée est baśee sur la recherche de moments principaux dans
l’espace des individus muni d’une distance relationnelle. On mesure ainsi, en terme d’inertie, la liaison observée durant une
période partielle ou globale, entre les ensemblesévolutifs de variables explicatives et l’ensemble des variables indicatrices
assocíees aux modalités d’une variablèa expliquer. Il s’agit ici d’un probl̀eme relevant d’une analyse discriminante où la
contrainte consistèa imposer aux facteurs discriminants d’appartenir au sous-espace engendré par l’ensemble des observa-
tions mesuŕees durant la ṕeriode consid́erée. Un exemple sur données ŕeelles est pŕesent́e.

MOTS-CĹES : Analyse discriminante, distance relationnelle, rapport de corrélation, donńeesévolutives.

1. Introduction

Une analyse factorielle discriminante sur donnéesévolutives est proposée. L’Analyse Discriminante Multiple
Relationnelle (ADMR) est basée sur la notion de distance relationnelle, introduite par Y. Schektman, dans l’espace
des individus. L’ADMR est ensuite comparée à une autre analyse proposée, L’Analyse Discriminante Multiple
(ADM) qui est pŕesent́ee comme une extension de l’Analyse Factorielle Multiple (AFM), introduite par B. Esco-
fier et J. Pag̀es, sur tableaux de moyennesévolutives. Ces analyses sont spécialement conçues pourétudier une
population d’individus caractériśes par un certain nombre de groupes de variables, c’est-à-dire de tableaux de
donńeesévolutives. 0n distingue deux, voire plusieurs groupes d’individus définis a priori par une variable nomi-
nale et sur lesquels ontét́e mesuŕees les m̂emes variables continuesà différents instants. L’ojectif est de caractériser
l’ évolution de ces groupes d’individus en fonction de ces mesures réṕet́ees dans le temps. Un exemple d’applica-
tion sur donńeesévolutives ŕeelles issues du domaine de l’agronomie est présent́e.

2. Distances et analyses dans un Modèle Euclidien Relationnel

On utilisera les notations suivantes pour construire la matriceM assocíee à la distance de référence dans
l’espaceE des individus dans le cas de deux sous-espaces.

Et = Ex(t) = IRp étant le sous-espace des individus, associé par dualit́e auxp variables continues centrées
{xj(t); j = 1, p},
Ey = IRq étant le sous-espace des individus, associé par dualit́e aux variables indicatrices centrées des modalités
de la variable nominaley, not́ees{yk; k = 1, q},
Xt est la matrice d’ordre(n, p) des donńees explicatives̀a l’instantt assocíee aux variables{xj(t); j = 1, p},
Y(n,q) est la matrice des données associéeà l’ensemble des variables{yk; k = 1, q},
My [ resp.Mt ] est la matrice de la distance dans l’espaceEy [ resp.Et ], isomorphe du sous-espace de même
nom, via l’injection canonique notéeIny [ resp.Inx(t) ].



On poseMt = tInx(t)MInx(t) et My = tInyMIny, où (Mt,My) est un couple de distances euclidiennes,
M est une distance relationnelle dansE = Et ⊕ Ey, relativement aux variables{xj(t)} et {yk}, et est not́ee
R[Mt,My], si et seulement si :

Mty = tInx(t)MIny = Mt[(VtMt)
1
2 ]+VtyMy[(VyMy)

1
2 ]+ [1]

où, Vx(t) = Vt = tXtDXt , Vy = tY DY et Vty = tXtDY désignent les matrices de variances et covariances,
D = (1/n)In est la matrice diagonale des poids des n individus etIn la matrice unit́e d’ordren.

Pour d́efinir la matrice associéeà la distance dans l’espace des individusE = E1⊕ . . .⊕Et⊕ . . .⊕ET ⊕Ey,
on utilisera aussi les notations suivantes :
X(n,Tp) = [X1, . . . , Xt, . . . , XT ] est la matrice des donnéesévolutives : juxtaposition desT tableauxXt àn indi-
vidus etp variables.X peutêtre partielle [resp. globale] siT est inf́erieur [resp.́egal] au nombre total d’ensembles
de mesures réṕet́ees dans le temps,
Ex = ⊕{Et}{t=1,T} = IRTp étant le sous-espace des individus, associé par dualit́e auxT ensembles de variables
explicatives centŕees{xj(t); j = 1, p}{t=1,T}.

Pour mesurer l’association, en terme d’inertie d’un nuage de points dansE, entre les ensembles de variables,
et comme il s’agit d’analyse discriminante, on choisit des distances de MahalanobisMt = V −

t comme distances
intra dans tous les sous-espaces explicatifsEt, on élimine ainsi les effets variances-corrélationsà l’intérieur de
chaque sous-ensemble de variables, etMy = χ2

y la distance du khi-deux dansEy.

Les deux analyses discriminantes multiples proposées diff̀erent principalement par le choix des distances inter
les sous-espaces explicatifsEt : à effet relationnel pour l’ADMR et̀a effet relationnel nul pour l’ADM.

2.1. Analyse Discriminante Multiple Relationnelle - ADMR

L’ADMR consiste à utiliser l’expression relationnelle [1] entre tous les couples d’ensembles de variables
{xj(t); j = 1, p}t=1,T et{yk; k = 1, q},





Rt = V −
t pour t = 1, T

Rtt′ = R[V −
t , V −

t′ ] = V −
t Vtt′V

−
t′ pour t 6= t′

Rty = R[V −
t , χ2

y] = V −
t Vtyχ2

y

la matriceR = R[V −
1 , . . . , V −

t , . . . , V −
T , χ2

y] = R[Rx, χ2
y] relationnelléequilibŕee d’ordreTp+q , est associée

à la distance dansE = Ex ⊕ Ey.

On notePR
x l’opérateur de projectionR-orthogonale surEx = ⊕{Et}{t=1,T},

NR
g (x/y) = {PR

x (ek(y) ; k = 1, q} ⊂ E est le nuage desq points centres de gravité,

Nx̃ = {x̃i ⊂ Ex ; i = 1, n} est le nuage points-individus actifs associé au tableauX̃ = X Diag[V −
t ]R−x et dont

NR
g (x/y) est le nuage points-centres de gravité dans le sous-espace explicatifEx = ⊕{Et}{t=1,T}.

Définition 1

L’ADMR proposée consistèa effectuer, dans le MER, l’ACP suivante :

ACP [ {PR
x (ek(y)) ; k = 1, q} ; R ; Dy ]. [2]

REMARQUE. — Les repŕesentations simultanées et barycentriques de l’ADMR sont les projections orthogonales,
sur les plans principaux de l’ACP [2], du nuage{PR

x [ek(y)], k = 1, q} ∪ { [ x̃i, 0 ] ⊂ E ; i = 1, n}.
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2.2. Analyse Discriminante Multiple - ADM

Pour l’ADM, la relation [1] est utiliśee uniquement entre lesT couples d’ensembles de variables explicatives
{xj(t); j = 1, p}t=1,T et à expliquer{yk; k = 1, q},





Mt = V −
t pour t = 1, T

Mtt′ = R[V −
t , V −

t′ ] = 0 pour t 6= t′

Mty = R[V −
t , χ2

y] = V −
t Vtyχ2

y

la matriceM = [R(V −
1 , χ2

y), . . . , R(V −
t , χ2

y), . . . , R(V −
T , χ2

y)] = M [Mx, χ2
y] semi-relationnelle d’ordre

Tp + q, est associéeà la distance dans l’espace des individusE = Ex⊕Ey où, la distanceMx = Diag[V −
t ] dans

Ex = ⊕{Et}{t=1,T} està effet relationnel nul.

On appliquant le lemme1 pourt = 1, T , c’est-̀a-dire en projetant le nuageNy sur chacun desT sous-espaces
Et, on obtient ainsi lesT AFD instantańees śepaŕees avec leurśeléments propres{(λr(t) , ur(t))}{t=1,T} : les
moments discriminants non nuls et les vecteurs axiaux correspondants.

On notePM
x l’opérateur de projectionM -orthogonale surEx = ⊕{Et}{t=1,T},

NM
g (x/y) = {PM

x (ek(y)) ; k = 1, q} ⊂ E est le nuage desq centres de gravité, assocíe au tableau de moyennes
évolutives G = [ G1, . . . , Gt, . . . , GT , 0 ] : juxtaposition desT tableauxGt = χ2

yVyt .

Lemme 1

Si M = [R(V −
1 , χ2

y), . . . , R(V −
t , χ2

y), . . . , R(V −
T , χ2

y)] alorsPM
x [ek(y)] = g(x/yk).

Afin d’ équilibrer l’influence des diff́erents groupes de variables du tableauG des centres de gravité, on intro-
duit la pond́eration propośee dans [ESC 88] sur laquelle est basée la ḿethode AFM. Elle consiste icìa donner̀a
chacune des variables d’un même groupe un poidśegalà l’inverse du premier moment ou pouvoir discriminant
de l’AFD instantańee : le poids ou encore le coefficient de pondération des variables̀a l’instantt estégalà1/λ1(t).

Définition 2

L’ADM revient à effectuer l’ACP pond́eŕee suivante :ACP [ {PM
x (ek(y)) ; k = 1, q} ; Mp ; Dy ]. [3]

avec Mp = [ R( V −1
λ1(1)

, χ2
y), . . . , R( V −t

λ1(t)
, χ2

y), . . . , R( V −T
λ1(T ) , χ

2
y) ]

REMARQUE. — Les repŕesentations simultanées et barycentriques de l’ADM sont les projections orthogonales du
nuage{PM

x (ek(y)) ; k = 1, q} ∪ {xi = [ xi(1), . . . , xi(T ), 0 ] ; i = 1, n} sur les plans principaux de l’ACP [3].

NOTE. — L’ADM est équivalenteà l’AFM du tableauG des moyenneśevolutives : centres de gravité dans
Ex = ⊕{Et}{t=1,T} = IRpT . L’ADMR ne nécessite aucune pondération ; la distance relationnelle positionne
les sous-espacesévolutifsEt tel que l’on puisse traduire en terme d’inertie dansE, la structure des corrélations
observ́ees entre les sous-espaces de variables.

REMARQUE. — Dans [2] et [3], les nuages des barycentresNR
g (x/y) et NM

g (x/y) sont dans le m̂eme sous-
espace explicatifEx = ⊕{Et}{t=1,T} = IRpT de l’espace euclidien des individusE = Ex ⊕ Ey. Le critère de
comparaison de ces deux analyses est celui du rapport maximum de l’inertie inter-classe sur l’inertie totale. Pour
l’AMDR, l’inertie inter-classeI[NR

g (x/y)] estégale au rapport de corrélation ǵeńeraliśe.

3. Exemple d’application

Les donńees analyśees proviennent de l’Institut National de la Recherche Agronomique (INRA - Angers).
L’objectif est de caractériser l’́evolution de trois varíet́es de pommes : (Golden, Fuji et Braeburn) en fonction de
deux caract́eristiques : la teneur en sucre (TS) et en acidité (TA) de pommes ŕecolt́ees̀a environ15 jours d’intervalle
avant, pendant et après la date de maturité optimale : (pŕematurit́e, maturit́e et postmaturit́e).
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Les principaux ŕesultats de comparaison des deux analyses multiples partielles : jusqu’à maturit́e, sur variables
centŕees et ŕeduites, sont présent́es en parall̀ele.

TS1 TA1 TS2 TA2 ADMR ← Variét́es→ ADM TS1 TA1 TS2 TA2
1.312 -1.378 -0.876 -1.532 Golden 0.460 -0.265 0.385 -0.454

-0.168 0.136 1.000 1.435 Fuji 0.768 -1.015 0.859 1.331
-1.144 1.241 -0.124 0.097 Braeburn -1.227 1.280 -1.243 -0.877

Tableau
∨

1. Coordonńees des centres de gravité dansEx = E1 ⊕ E2

F1 F2 ADMR ← Facteurs→ ADM F1 F2
0.96 0.70 Pouvoirs discriminants 1.95 0.70

57.85 42.15 Pourcentages 73.52 26.48
F1 F2 ADMR ← Contributions→ ADM F1 F2

0.01 66.66 Golden 0.85 65.81
49.53 17.13 Fuji 43.08 23.59
50.46 16.21 Braeburn 56.07 10.60

Maturité : T = 2 ADMR ADM
B-Inter-classe 1.6564 2.6566
W-Intra-classe 0.3436 0.7082
T-Totale 2.0000 3.3274
Expliquée 82.82% 79.84%

Tableau2. Facteurs - Contributions (%) des points moyens aux facteurs Tableau3. Critère d’inertie

ADMR - Maturité : Représentation simultanée 
et barycentrique sur le plan discriminant
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Figure 1. Repŕesentations graphiques sur le plan discriminant
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RÉSUMÉ. Nous pŕesentons dans ce papier les résultats de diff́erentes classifications non supervisées sur des données biotechno-
logiques. Les ḿethodes utiliśees sont classiques ou innovantes et nous permettent de tirer une première conclusion quant̀a la
classe d’outils de classification réellement pertinents et efficaces pour ce type de données.

MOTS-CĹES :Classifications non supervisées ; fermentation

1. Introduction

L’avanćee consid́erable des recherches biologiques et l’essor des biotechnologies au cours de ces dernières
décennies, offrent de nouveaux champs d’étude et d’applications pour les mathématiques et l’informatique tant
dans leurs domaines classiques qu’innovants. Les données que nouśetudions sont issues de procéd́es biotech-
nologiques industriels réaliśes dans un bioréacteur. Ces biotechnologies ontét́e d́evelopṕees au Laboratoire de
Biotechnologies-Bioproćed́es de Toulouse1. Deux voies sont utiliśees pour optimiser ces bioprocéd́es : la mod́eli-
sation math́ematique non lińeaire et la classification ; l’objectif de ces deux voiesétant de d́etecter leśetats physio-
logiques des micro-organismes utilisées dans le bioréacteur. Bien que la tendance soità la fusion oùa la cooṕeration
de ces deux voies, nous nous interesserons uniquementà la classification. La ḿethode utiliśee pour ces bioprocéd́es
est une ḿethode non supervisée baptiśee LAMDA[MAR 80][VIL 00], d évelopṕee au Laboratoire d’Analyse et
d’Architecture des Systèmes de Toulouse. Cette méthode fournit des résultats satisfaisants, cependant elle n’a pas
réellement́et́e compaŕeeà d’autres ḿethodes non supervisées, plus classiques. Nous présentons dans ce papier une
comparaison empirique de plusieurs classificateurs non supervisées (LAMDA, LVQ, kernel ACP+LVQ) sur ces
donńees biotechnologiques. La section 2 présente plus amplement les donnéesà traiter. Puis nous présentons dans
la section 3 les diff́erentes ḿethodes. Enfin les sections 4 et 5 présentent les résultats et les perspectives.

2. Les donńees biotechnologiques

Les donńees biotechnologiques que nous cherchonsà classifier sont des signaux numériques issus d’un procéd́e
de fermentation alcoolique utilisant la levure Saccharomyces Cerevisiae) . Il s’agit de mesures de paramètres
biochimiques effectúesà des intervalles de temps réguliers. Les param̀etres biochimiques les plus pertinents sont :
le CO2, l’O2, le Ph et la Luminance. Ces données sont représent́ees sous forme de vecteur où chaque composante
d’un vecteur correspond̀a la valeur d’un param̀etre biochimiquèa un instant donńe t. Le nombre de vecteurs qui
dépend du temps total du bioprocéd́e et de la fŕequence de mesure des paramètres, est icíegalà 1012. Les donńees
n’ont subi aucun traitement ni filtrage et aucune hypothèse n’est faite sur la nature du bruitéventuellement présent

1. Nous tenons̀a remercier leśequipes du LBB pour leur aide et leur soutien



au niveau de ces données. Les experts cherchentà identifier 3états physiologiques principaux des levures qui sont
dans l’ordre : la fermentation (état 1), la diauxie (oxidation/redusction)(état 2) et l’oxydation (́etat3). Au niveau
des classifications cesétats correspondentà une classe ou un regroupement de plusieurs classes.

3. Les Classificateurs

Les classificateurs sont les suivants : la méthode LVQ, le classificateur LAMDA, et la ḿethode kernel ACP+LVQ.

3.1. La méthode LVQ

La méthode LVQ (Learning Vector Quantization)[KOH 92] s’inspire de la même d́emarche que les cartes auto
organisatrices sauf qu’ici, il n’y a qu’un seul neurone qui représente le centre de la classe. La méthode LVQ peut
s’utiliser tant en classification supervisée que non supervisée mais nous ne nous intéresserons qu’à la version non
superviśee. L’apprentissage est réaliśe sur un certain nombre d’échantillons. Pour chaqueéchantillonE, on cherche
le neuroneCi le plus proche, puis celui-ci est modifié comme suit :

Ci = Ci + α.(Ci − E) [1]

où α est un ŕeel positif et strictement inférieurà 1 qui d́ecroit au fur et̀a mesure des itérations. Par rapport aux
cartes auto organisatrices cette méthode a l’avantage de simplifier les résultats puisqu’il n’y a pas de notion de
voisinage entre les neurones ni de difficulté d’interpŕetation de l’espace de représentation. Cependant elle reste une
méthode non d́eterministe qui d́epend fortement de l’initialisation des neurones, et deséchantillons choisis.

3.2. La méthode LAMDA

Nous ne ferons qu’une présentation succinte de LAMDA (Learning Algorithm for Multivariate Data Analysis)
car celle ci a d́ejá ét́e pŕesent́ee plus en d́etails dans [WAI 98][NAK 02]. L’originalit́e de LAMDA est de concilier
les avantages de la loi bayesienne avec la structure des methodes neuronales tout en utilisant des mesures floues.
LAMDA repose sur l’aggŕegation d’informations marginales, chaque information marginaleétant calcuĺee gr̂aceà
la géńeralisation floue de la loi bin̂omiale suivante :

ρ
1−α(xi,cj,i)
ji (1− ρji)α(xi,cj,i) [2]

où cj,i repŕesente la composante i du centrecj de la classe J,xi est la composante i de l’élément xà classer,
ρi,j est la probabilit́e qu’un élément appartiennéa la classecj et α(xi, ci,j) repŕesente la distance entrexi et
ci,j .LAMDA traite séquentiellement leśeléments et n’a pas de phase d’apprentissage : LAMDA n’a donc pas
besoin d’́echantillons. La grande particularité de LAMDA est son interactivité avec l’utilisateur : celui-ci peut en
effet regrouper certaines classes (grâceà une visualisation simple et conviviale de la classification), et réitérer
une nouvelle classification pour le reste deséléments. Cette ḿethode se rapproche de la philosophie de certains
travaux[ANK 00, POU 01] mais ici l’intervention de l’utilisateur se fait en aval de la classification et non pendant
celle-ci. Cependant, dans dans notre exemple, nous n’utiliserons pas l’interactivité avec l’expert afin de rester dans
le cadre d’une classification non supervisée. Le principal problème de la classification provient des incertitudes
au niveau des transitions des classes : celles-ci proviennentà la fois du bruit pŕesent et des données elles-m̂emes.
Une ḿethode utilisant la transforḿee en ondelettes áet́e propośee pour ŕesoudre ce problème[NAK 02]. Cette
amélioration consistèa introduire dans la classification les points d’inflexions les plus significatifs des signaux
biochimiques. Ces points sont détect́e gr̂ace au maximum du module de la transformée en ondelettes et sont in-
troduits sous forme de fonction par palier dans la classification. Ce ajout permet non seulement de résoudre le
probl̀eme des incertitudes au niveau des transition entre classes mais aussi de réduire le nombre de classes qui peut
être tres important dans la classification LAMDA ’classique’.
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3.3. La méthode kernel ACP+LVQ

On entend par kernel ACP l’utilisation d’un noyau dans une ACP (Analyse en Composante Principale) clas-
sique. La fonction noyau permet l’immersion des données dans un espace de dimension supérieur et permet ainsi
l’analyse d’́eventuelles d́ependances non linéaires entre ces données[MUL 01]. Cette propriét́e des fonctions noyau
(en fait de noyaux remplissant certaines conditions) sont souvent utilisées dans les SVM (Support Vector Ma-
chines). La fonction noyau que nous utilisons est un noyau polynomial :

(x.y)2 [3]

où x et y sont deux vecteurs représentant les données. Nous ne d́etaillerons pas plus la ḿethode kernel ACP
(voir[MUL 01]), mais le principal avantage par rapportà l’ACP classique est, comme nous venons de le voir la
détection de d́ependances non linéaires. Son principal inconvénient est d’utiliser une matrice carrée de taille n×n
où n d́esigne un nombre d’échantillons alors que l’ACP utilise la matrice de covariance dont la taille est d×d
où d d́esigne la dimension de l’espace des données (ici d=4). La kernel ACP fournit une pré-classification pour la
classification LVQ. Les directions principales de la kernel ACP serventà d́eterminer les centres pour l’initialisation
de la classification LVQ.

4. Résultats Nuḿeriques et comparaisons

Nous donnons dans le tableau suivant le pourcentage de classifications correctes. Il est difficile de définir une
classification correcte car cette notion reste relativement subjective car liéeà l’expert. Nous avons choisi de prendre
comme ŕeférence les ŕesultats de la classification obtenue avec la version de LAMDA améliorée [NAK 02] : on
suppose que la classification est correcte et qu’on a ainsi 100% d’éléments bien classés. En particulier, les frontières
des classes sont parfaitement définies. Pour la classification LVQ et la préclassification kernel ACP, nous avons
choisi d’utiliser le m̂eme jeu d’́echantillons (de 155 données) repŕesentatifs des 3́etats. On utilise 3 centres pour la
classification LVQ qui sont les moyennes des 3états physiologiques fournis par LAMDA améliorée.

Méthodes % Classication

LVQ 58,39%
LAMDA 94,47%
kernel ACP+LVQ 71,83%

La méthode LAMDA fournit les meilleurs résultats cependant le nombre de classes est important (33 classes).
Les ŕesultats de LVQ indiquent que la connaissance statistique et numérique des param̀etres est insuffisante pour
déterminer leśetats physiologiques. La ḿethode kernel ACP montre que l’étude des corrélations entre ces pa-
ramètres biochimiques (corrélations non analysées par LAMDA) permet de differencier (mais pas de facon précise)
les états 1 et 3. L’́etat 2 n’est pas d́etect́e par la kernel ACP. En fait aucune des 3 méthodes ne d́etecte parfaite-
ment l’état 2. Il semble que la détection de l’́etat 2 soit líee aux connaissances de l’expert. Il apparait donc que la
méthode LAMDA dans sa version non supervisée donne les meilleurs résultats.

5. Conclusion

Nous avons pŕesent́e les ŕesulats d’une comparaison empirique de plusieurs classifications non supervisées. Ces
résultats tendentà montrer que les connaissances de l’expert sont indispensables pour une bonne classification. Ces
connaissances de l’expert peuventêtre utiliśees soit de facon totalement implicite grâceà l’interactivit́e (c’est le
cas dans la ḿethode LAMDA) soit de facon explicite par une modélisation interpŕetable de ces connaissances de
l’expert (gr̂aceà des syst̀emes experts ou la logique inductive par exemple). Nos prochains travaux porteront sur
cette dernìere alternative afin de mieux expliciter les connaissances des experts.
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RÉSUMÉ.  Dans le but d'identifier des indicateurs qui peuvent permettre de quantifier l'exposition au 
soleil et les habitudes de protection face au soleil, un questionnaire auto-administré sur les 
connaissances des dangers du soleil, les habitudes d’exposition et de protection solaire a récemment 
été développé dans le cadre de l’étude épidémiologique SU.VI.MAX. Afin de définir une stratégie pour 
l’analyse des données de cette cohorte, une étude pilote a été réalisée sur un échantillon de taille 
restreinte. Le lien entre les variables relatives à l’exposition solaire a été étudié grâce à une analyse 
des correspondances multiples, puis une typologie a été recherchée à partir des composantes 
principales grâce à la méthode de Ward. Quatre comportements d'exposition au soleil ont été 
identifiés. Les résultats de cette étude pilote nous confortent dans l’idée que notre questionnaire est 
approprié pour classer des individus en fonction de leur connaissance des risques et de leurs 
habitudes d’exposition et de protection face au soleil, dans le but de pouvoir identifier et cibler des 
groupes d’individus pour des campagnes d’information de santé publique et/ou pour des études 
d’intervention. L’analyse décrite ci-dessus sera reconduite sur les données du questionnaire collecté 
auprès des 13017 volontaires de la cohorte nationale SU.VI.MAX, indépendamment pour les femmes 
et pour les hommes. 
MOTS-CLÉS : Analyse des correspondances multiples, méthode de Ward, questionnaire auto-administré 
 
 
 
 
1. Introduction 
 

Les rayons ultraviolets sont connus pour jouer un rôle prépondérant dans le développement 
des tumeurs cutanées. Néanmoins, l’augmentation de la durée des vacances, la facilité des 
voyages et la mode du bronzage ont entraîné ces cinquante dernières années une plus grande 
exposition au soleil des populations humaines [ART 95].  Dans le but d'identifier des 
indicateurs permettant de quantifier l'exposition au soleil et les habitudes de protection face au 
soleil un questionnaire auto-administré sur les connaissances des dangers du soleil, les 
comportements d’exposition au soleil et d’utilisation de produits de protection solaire a 
récemment été développé pour l'étude SU.VI.MAX (SUpplémentation en VItamines et 
Minéraux Anti-oXydants), une étude épidémiologique expérimentale d’intervention 
nutritionnelle qui s’intéresse aux grandes pathologies chroniques caractéristiques des pays 
industrialisés [HER 98].  Dans le but de définir une stratégie pour l’analyse des données de 
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cette cohorte, une version adaptée de ce questionnaire a été utilisée sur un échantillon de 
femmes de taille restreinte afin d'explorer le lien entre les connaissances, les habitudes 
d'exposition et d'utilisation de produits de protection solaire. 

 
 

2. Matériel et Méthodes 
 
 

Trois cent vingt femmes caucasiennes d’Ile de France âgées de 19 à 73 ans ayant déclaré 
être utilisatrices de produits de protection solaire ont été incluses dans cette étude.  
 

Une analyse descriptive de l'échantillon a tout d’abord été réalisée.  Pour caractériser 
l’exposition solaire des femmes, une variable de synthèse définissant les habitudes 
d’exposition solaire a été recherchée. Une typologie de variables a d’abord été effectuée pour 
obtenir des groupes de variables homogènes. Une analyse en composantes principales (ACP) 
a ensuite été appliquée sur chaque groupe de variables, afin d’obtenir une variable de synthèse 
appelée score construite à partir de la première composante principale. Le coefficient alpha de 
Cronbach a été calculé afin de mesurer la cohérence interne du score, un coefficient supérieur 
à 0,7 indiquant une cohérence satisfaisante du score. Puis les liens entre les scores construits 
et les autres variables du questionnaire ont été étudiés.  Dans le but de mieux comprendre le 
comportement des femmes face au soleil, une classification des femmes en fonction de leurs 
habitudes d'exposition a également été réalisée en procédant en deux étapes.  Une analyse des 
correspondances multiples (ACM) sur les variables relatives aux habitudes d'exposition au 
soleil a tout d'abord été réalisée dans le but de construire des variables de synthèse résumant 
au mieux l’information. Les liens entre les variables décrivant les habitudes d’exposition 
solaire ont également été étudiés [JOB 92].  Une classification ascendante hiérarchique 
(méthode de Ward) des femmes a été réalisée à partir des composantes principales retenues à 
l’étape précédente  [EVE 93]. La représentation du dendogramme a été réalisée. Afin de 
décrire la typologie obtenue, des tests de comparaison de moyennes et de pourcentages ont été 
effectués.  Afin d'apprécier visuellement le lien entre les connaissances des femmes sur les 
dangers du soleil et les habitudes d’exposition solaire, une ACM a été réalisée avec en 
variables actives les variables relatives aux connaissances des dangers du soleil et en variables 
supplémentaires les classes d'habitude d'exposition au soleil obtenues à l'étape précédente. La 
même analyse a été réalisée en prenant les variables relatives à la protection solaire comme 
variables actives. 

 
 

3. Résultats 
 
 
3.1. Analyse descriptive 
 

Vingt trois pour cent des femmes de l’échantillon connaissent la définition exacte d’un 
coup de soleil, 58% des femmes sont conscientes d’un lien entre l’exposition au soleil et la 
survenue de cancers cutanés, et 29% des femmes évoquent l’existence d’un lien entre 
l’exposition au soleil et le vieillissement prématuré de la peau. Bien que se déclarant 
utilisatrices de produits de protection solaire, uniquement 8% de ces femmes connaissent la 
signification des initiales SPF (Sun Protection Factor). 
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3.2. Caractérisation de l’exposition au soleil 
 

Un score quantifiant l’intensité d’exposition solaire a été obtenu. Plus la personne s’expose 
au soleil, plus le score est élevé. Le score a une distribution avec un pic autour de la valeur 3 
et un autre autour de 6. Sur l’échantillon, le score minimum obtenu est de 0,55 et le score 
maximum est de 10. 

 
 

3.3. Typologie selon les habitudes d'exposition solaire 
 
3.3.1. Recherche de variables de synthèse décrivant les habitudes d’exposition 
 

Les deux premiers axes factoriels restituent 39% de l’information. 
 

Facteur 1 - 25,60%

Facteur 2 - 13,55%

Ne s'est pas exposée
au soleil dans le passé

S'expose 3 h ou
plus par jour

S'expose pendant 1 h
ou moins par jour

S'expose aux heures
les plus chaudes

Pense que lézarder au soleil est peu important

S'est peu exposée au 
soleil au cours de la vie

Ne s'expose pas volontairement au soleil

A arrêté de s'exposer au soleil
Pense que lézarder au soleil n'est pas important

Ne s'expose pas aux heures les plus chaudes
S'expose pendant 2 h

S'est modérément exposée au soleil au cours de la vie

S'expose progressivement
N'a pas arrêté de s'exposer au soleil

Pense que lézarder au soleil
 a beaucoup d'importance

Pense que lézarder au soleil
est extrêmement important

Ne s'expose pas progressivement
S'est beaucoup exposée au soleil au cours de la vie

C1

C2

C3

C4

 
Figure 1. Premier plan factoriel de l’analyse des correspondances multiples sur les habitudes d’exposition 
solaire.  Variables décrivant les habitudes d’exposition solaire,  Typologie de comportement d’exposition au 
soleil, en variable illustrative 
 

La figure 1 montre que la première composante oppose les femmes qui ont déclaré ne pas 
s'exposer à celles qui ont déclaré s'exposer. Le second axe oppose les femmes qui s'exposent 
de façon modérée à celles qui s'exposent de façon intense.  

 
3.3.2. Recherche d’une typologie de comportement d’exposition au soleil 
 

La typologie obtenue a permis d'identifier quatre classes : les femmes qui ne s'exposent pas 
au soleil (C1, N = 69), les femmes qui s'exposent modérément et prudemment (C2, N = 95), 
les femmes qui s'exposent modérément mais pas très prudemment (C3, N = 96) et les femmes 
qui s'exposent de façon intense et imprudente (C4, N = 54). Les femmes qui ne s'exposent pas 
(C1) déclarent plus fréquemment avoir entendu parler de mélanome et utiliser des produits de 
protection solaire avec un fort indice de protection (indice >30) ; de plus elles ne réduisent pas 
l’indice de protection durant la période d’exposition. A l’opposé, les femmes qui s'exposent 
de façon intense et imprudente (C4) déclarent utiliser des produits de protection solaire avec 
un faible indice de protection (indice <10) et n’avoir jamais entendu parler de mélanome. 
Elles sont en moyenne plus jeunes que les autres. Les groupes C2 et C3 présentent des 
comportements intermédiaires. 
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3.4. Liens avec les connaissances des dangers du soleil et la protection solaire 
 

Les femmes des classes C1 et C2 ont la meilleure connaissance de la gravité des risques 
liés à l’exposition de la peau au soleil. Il existe un lien entre la typologie de comportement 
d’exposition solaire et l’utilisation de produits de protection solaire : plus l’indice de 
protection solaire utilisé est faible, plus l’exposition au soleil est intense (C3 et C4). 

 
 

4. Conclusion 
 

L’analyse décrite ci-dessus a été réalisée sur un échantillon restreint de femmes d’Ile de 
France ayant déclaré être utilisatrices de produits de protection solaire. Cette analyse sera 
reconduite sur les données du questionnaire actuellement collecté auprès des 13017 
volontaires de la cohorte nationale SU.VI.MAX, indépendamment pour les femmes et pour 
les hommes. Une première étude sur les comportements d’exposition au soleil et les habitudes 
de protection face au soleil, mais n’investiguant pas les connaissances des dangers du soleil, a 
précédemment été menée au sein de cette cohorte. Elle a permis de constater des différences 
de comportement entre les hommes et les femmes, entre les phototypes, ainsi qu’entre les 
sujets les plus jeunes et les moins jeunes concernant l’intensité d’exposition et l’utilisation de 
moyen de protection face au soleil [GUI 01]. La littérature reporte des différences de 
comportements d’exposition solaire et de connaissances des dangers significatives par sexe en 
Australie : la connaissance des dangers du soleil est plus importante chez les femmes qui ont 
tendance à utiliser plus régulièrement des produits de protection solaire [ART 95]. Grâce aux 
données issues de la cohorte française SU.VI.MAX, nous serons alors en mesure de comparer 
les comportements d’exposition solaire en tenant compte des connaissances des dangers du 
soleil de femmes et d’hommes adultes, et d’étudier l’impact sur l’utilisation de produits de 
protection solaire. 

Les résultats de cette étude pilote nous confortent dans l’idée que notre questionnaire est 
approprié pour classer des individus en fonction de leur connaissance des risques et de leurs 
habitudes d’exposition et de protection face au soleil, dans le but de pouvoir identifier et 
cibler des groupes d’individus pour des campagnes d’information de santé publique et/ou 
pour des études d’intervention. 
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RÉSUMÉ. Plus on avance dans la technologie, plus les bases de données prennent de l’importance au niveau volume. 
L’approche des objets symboliques permet de réduire la taille des données à traiter en transformant les variables initiales 
classiquement utilisées en variables dites symboliques. La structure de ces variables au point de vu algébrique nous impose 
d’adapter des métriques pour pouvoir les étudier. Notre contribution dans cet article consiste à adapter le critère de 
Kolmogorov-Smirnov à ce type de variables mais seulement de type taxonomique.   

 MOTS-CLÉS: Analyse de données symboliques, taxonomies, arbre de décision, parcours d’arbres, critère de Kolmogorov-
Smirnov.  
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1. Introduction 

Dans le domaine de la discrimination par arbre de décision binaire (Breiman et al., 1984), les variables 
explicatives sont de types quantitatives ou qualitatives. Nous proposons dans cet article une adaptation du critère 
de Kolmogorov-Smirnov aux variables symboliques (Diday, 1998 ; Bock et al., 2000) de type taxonomique du 
fait que nous pouvons ordonner ce type de variable et que la relation d’ordre choisie est totale. Cette adaptation 
du critère de Kolmogorov-Smirnov s’applique aussi dans le cas d’un tableau de (p+1) variables symboliques 
taxonomiques : p variables explicatives et une variable à expliquer (variable classe). Mais notre exemple 
illustratif portera seulement sur une seule variable explicative.  

2. Ordre et variable taxonomique 

Une variable taxonomique (Diday, 1998) est une application de l’ensemble des individus dans un ensemble 
de valeurs ordonnées (totalement ou partiellement). Le domaine d’observation a une structure hiérarchique. Une 
variable taxonomique est aussi appelée variable hiérarchique ou structurée.  

Exemples : La couleur est considérée comme étant « claire » si elle est « blanche » ou « jaune ». 

La racine, unique nœud n’ayant pas de père, correspondra ici au nom de la variable taxonomique considérée 
et donc ne sera prise par aucun individu de la population. La description d’un individu sera un nœud de la 
taxonomie. Le problème consiste à ordonner les individus à travers leur description afin d’adapter le critère de 
Kolmogorov-Smirnov. On parlera de taxonomie binaire si chaque nœud a au plus deux fils. Dans le cas où un 
nœud peut avoir plus de deux fils, on parlera de taxonomie n-aire.  

Pour étudier ce problème, nous nous basons sur le principe de parcours d’arbres (parcours en profondeur 
infixe et parcours en largeur) et d’arbre binaire de recherche (Gondran et al, 1985). Un parcours d’arbre est une 
façon d’ordonner les nœuds d’un arbre afin de les parcourir. Dans notre cas, il n’ y aura pas de traitement de la 
racine car, comme indiqué ci-dessus, elle représente la variable et donc n’est pas une valeur (description) à 
traiter. Deux nœuds quelconques admettent toujours un nœud père commun (au moins la racine ). Soient x et y 
deux nœuds de la variable taxonomique. Désignons par xℜy pour dire que le nœud x « est avant » le nœud y. 
Cette relation sera définie différemment selon que l’on ordonne en profondeur (parcours en profondeur infixe) 
ou en largeur (ou parcours par niveau).  

2.1. Ordonner en « profondeur » 

Nous considérons tout d’abord le cas où la taxonomie est binaire. Le parcours de la variable taxonomique, 
dans le but de trouver un ordre croissant des individus à travers leur description, consistera alors à parcourir 
récursivement les sous arbres gauche et droit de la racine (variable) de la façon suivante : 

    − traiter d’abord le sous arbre (ou nœud) gauche ; 



    − traiter la racine de ce sous arbre (ou père de ce nœud) gauche; 
    − et enfin traiter le sous arbre (ou nœud) droit de la même façon. 

Ce traitement se fera en respectant la propriété suivante connue des arbres binaires de recherche : tous les 
nœuds du sous arbre gauche d’un nœud ont un numéro d’ordre inférieur au sien et tous les nœuds du sous arbre 
droit ont un numéro d’ordre supérieur au sien. Le principe de numérotation des nœuds est le suivant : on part de 
la racine (variable) et on continue à suivre la branche gauche jusqu’au dernier nœud n’ayant pas de fils. On le 
numérote et c’est ainsi le premier nœud numéroté. On numérote le nœud père et on passe au fils droit s’il existe 
en appliquant le même principe. Ensuite on remonte au nœud père du nœud père précédent et on applique encore 
le même principe. L’ordre ainsi obtenu est un ordre croissant. Ce principe nous permet de définir la relation ℜ de 
la façon suivante : 

    xℜℜℜℜy ⇔⇔⇔⇔ [ x provient de la branche gauche du nœud père commun avec y ] 

            ou [ y provient de la branche droite du nœud père commun avec x ]  

Dans le cas d’une taxonomie n-aire, le principe consiste à choisir, parmi les m fils d’un nœud (m >2), les p 
premiers à partir de la gauche comme groupe de fils gauche (les (m-p) restants forment alors le groupe de fils 
droit) et d’appliquer le même déroulement que précédemment. Les numéros d’ordre d’un groupe sont 
consécutifs (si un élément du groupe n’a pas d’autres fils). 

On montre sans difficulté majeure que ℜ est une relation d’ordre total (anti-réflexive et transitive). 

2.2. Ordonner  « niveau par niveau » ou en « largeur » 

Nous définissons ici des niveaux de la taxonomie à partir du bas. Le premier niveau (niveau 1) de la 
taxonomie correspond au(x) plus bas nœud(s) n’ayant pas de fils. Ensuite on passe au niveau suivant et ainsi de 
suite jusqu’à la racine. Mais le niveau correspondant à la racine n’est pas numéroté du fait que la racine 
n’intervient pas dans le traitement. Avec ce principe, nous définissons la relation ℜ de la façon suivante :  

− Si les deux nœuds  x et y sont au même niveau, alors : 
    xℜℜℜℜy ⇔⇔⇔⇔ x provient de la branche gauche du nœud père commun avec y  

− Si les deux nœuds  x et y ne sont pas au même niveau, alors :   xℜℜℜℜy ⇔⇔⇔⇔ niveau(x) < niveau(y). 

Ici aussi, on montre sans difficulté majeure que ℜ est une relation d’ordre total. 

L’utilisateur est libre de choisir l’ordre le plus convenable selon ses données. 

3.  Arbre de décision 

Pour construire un arbre de décision, nous avons besoin d’un critère d’évaluation de la coupure d’un nœud en 
deux nœuds fils. Le critère de Kolmogorov-Smirnov (KS) permet de séparer une population en deux sous 
populations plus homogènes en se basant uniquement sur les deux fonctions de répartition induites par le 
regroupement des classes a priori en deux super-classes. La méthode nommée « twing » (Breiman et al., 1984) 
est utilisée pour générer, à partir de m classes, deux super-classes 1C , 2C auxquelles sont associées les deux 
fonctions de répartition 1F , 2F d’une variable aléatoire symbolique X de type taxonomique. Cette méthode 
examine tous les cas possibles pour regrouper m classes en deux classes appelées super-classes. La fonction de 
répartition empirique iF̂  (i=1,2) qui estime iF  est donnée par : 
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Ainsi la distance de Kolmogorov-Smirnov KS sera : 
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C’est une extension naturelle de la distance KS, seulement l’argument sélectionné pour le seuil est un nœud 
de la variable taxonomique considérée et non  un réel comme dans le cas classique. On peut donc utiliser toutes 
les autres étapes pour construire l’arbre de décision qui sont communes à tout type de variable. 

Nous proposons dans la suite un exemple d’application pour illustrer le principe de la construction d’un arbre 
de décision pour une variable Zone de type taxonomique. Le tableau de données ci-dessous (tableau 1) indique 



une première colonne représentant les dix individus, une deuxième colonne donnant la description de chaque 
individu au départ et une troisième colonne répartissant les individus en deux classes a priori. 

 
                                                                       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 P : Pays ; R : Région ; V : Ville ; N : Niveau 

En ordonnant les individus à travers leur description  
par les deux méthodes exposées au § 2, on obtient le 
tableau 2 ci-dessous (la description correspondante de 
l’individu est entre parenthèses). 

                         Tableau 1 
Désignons par Z cette variable taxonomique explicative. Considérons par exemple l’ordre donné par la 

« profondeur » et calculons les valeurs correspondantes du KS pour chaque description. Pour la construction de 
l’arbre de décision binaire, un nœud interne est représenté par une ellipse contenant à gauche l’effectif de la 
classe C1 (classe 1) et à droite celui de la classe C2 (classe 2). Un nœud n’ayant pas de fils (feuille) est 
représenté par un rectangle contenant l'effectif de la classe (la classe origine est précisée entre parenthèses). 

  
     Ordre en Profondeur :                               

   KS(V1)=0.2 ;  KS(R1)=0 ;  KS(V2)=0.2 ; 

   KS(P1)=0.4 ; KS(V3)=0 ; KS(V5)=0.2 ; 

   KS(R3)=0 ; KS(V7)=0.2 ; KS(V8)=0 ;       

   Donc le seuil de coupure pour séparer les 

   deux classes est le nœud x=P1 correspondant  

   à l’individu Ind6.  

 

 
                               
 
 
 
                              

                              Tableau 2 

Pour chacun des deux nœuds ainsi formés, on calcule encore les valeurs des KS de chacune des descriptions.  

Pour le nœud gauche, on a : KS(V1)=1, valeur maximale de ce critère donc x=V1 est le seuil de coupure de 
ce nœud et on obtient ainsi deux feuilles : un individu de C1 à gauche et trois individus de C2 à droite. 

Pour le nœud droit, on a : KS(V3)=0.5 ; KS(V5)=0.75 ; KS(R3)=0.25 ; KS(V7)=0.5 et enfin KS(V8)=0 ; 
donc le seuil de coupure est x=V5 et le fils gauche de cette coupure est une feuille de trois individus de C1 (voir 
figure ci-dessous). Il reste alors à couper le fils droit contenant un individu de C1 (V7) et deux de C2 (R3 et V8). 
Le calcul du KS donne : KS(R3)=0.5 ; KS(V7)=0.5 et KS(V8)=0. Le seuil de coupure est x=R3. Nous obtenons 
une feuille à gauche (R3) et un nœud de deux individus (V7 et V8). Le calcul du KS donne : KS(V7)=1, donc le 
seuil de coupure est x=V7 et nous obtenons deux feuilles contenant chacun un seul individu (figure ci-dessous). 

Individu Description (Zone) Classe a priori 

Ind1          V1        1 

Ind2          V2        2 

Ind3          V3        1 

Ind4          V3        1 

Ind5          R1        2 

Ind6          P1        2 

Ind7          V5        1 

Ind8          R3        2 

Ind9          V7        1 

Ind10          V8        2 

Ordre en profondeur Classe Ordre par niveau Classe 

        Ind1 (V1)      1         Ind1 (V1)      1 

        Ind5 (R1)      2         Ind2 (V2)      2 

        Ind2 (V2)      2         Ind3 (V3)      1 

        Ind6 (P1)      2         Ind4 (V3)      1 

        Ind3 (V3)      1         Ind7 (V5)      1 

        Ind4 (V3)      1         Ind9 (V7)      1 

        Ind7 (V5)      1         Ind10 (V8)      2 

        Ind8 (R3)      2         Ind5 (R1)      2 

        Ind9 (V7)      1         Ind8 (R3)      2 

        Ind10 (V8)      2         Ind6 (P1)      2 

Zone 

P1 P2           N3 

R1             R2          R3        R4        N2    

V1   V2  V3   V4    V5  V6 V7 V8      N1   

C1         C2 

1       3 4      2 

ZℜP1 



  

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

En considérant maintenant l’ordre donné par la largeur et en appliquant le même principe, on obtient l’arbre 
de décision binaire suivant : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Nous remarquons avec ce petit exemple que l’arbre de décision obtenu par l’ordre en « largeur » est moins 
« développé » que celui donné par l’ordre en  « profondeur ». Mais ce constat sur ce petit exemple se vérifie t-il 
sur de gigantesques bases de données ?  
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C1   C2 

ZℜV7 
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C1     C2 
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ZℜP1 

ZℜV1 
3 (C1) 1    2 
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RÉSUMÉ. Nous présentons dans cet article un nouveau modèle pour laclassification hiérarchique inspiré du comportement de
fourmis réelles. Il s’agit de simuler la manière dont les fourmis construisent des assemblages complexes en s’accrochant les
unes aux autres. Motivés à moyen termes par la construction de sites portails pour le Web, nous montrons comment ce com-
portement peut servir à construire un arbre regroupant desdonnées en fonction de leurs similarités. Nous détaillons plusieurs
algorithmes utilisant ce modèle et nous les évaluons sur une vingtaine de bases de données. Nous comparons les résultats
obtenus avec les k-means et la classification ascendante hi´erarchique.

MOTS-CĹES : Classification hiérarchique, arbres, fourmis artificielles, sites portails

1. Introduction

La motivation initiale et le but à moyen terme de cette recherche est la construction automatique de sites
portails pour le Web. Un site portail peut être vu comme une structure classificatoire hiérarchique d’un ensemble
de documents qui diffère cependant d’un dendogramme (des données sont présentes dans les noeuds internes). Un
des problèmes majeurs posé dans ce cadre est celui de la définition automatique de la hiérarchie de documents qui
dans les systèmes actuels est donnée à l’avance par un expert humain [KUM 01]. Si l’on travaille avec un grand
nombre de documents, ou si l’on souhaite que la machine puisse de manière autonome construire un tel site, les
approches existantes sont inopérantes.

Nous proposons une nouvelle approche construisant une classification de données sous la forme d’un arbre. Ce
nouveau modèle se place dans la lignée de nos travaux précédents sur les algorithmes de classification s’inspirant
du comportement des fourmis réelles et plus généralement des systèmes biologiques. Ces algorithmes peuvent
bénéficier de propriétés intéressantes comme l’optimisation locale et globale de la classification, l’absence d’in-
formation sur une classification initiale des données, le parallélisme, etc.

La section 2 décrit d’une part le modèle biologique portant sur la manière dont les fourmis construisent des
structures vivantes en s’accrochant les unes aux autres. etd’autre part comment ce comportement peut être uti-
lisé pour construire des arbres classifiant les données. La section 3 présente les différents choix algorithmiques
possibles où nous évaluons chacune des options sur des bases de données classiques et réelles. Nous présentons
un résumé des résultats expérimentaux obtenus avec notamment une comparaison avec les k-means et CAH. La
section 4 conclut sur les perspectives qui découlent de ce travail.



2. Modèles biologique et informatique

Les capacités des fourmis réelles ont inspirées depuis plus d’une décennie les chercheurs dans la conception de
nouveau algorithmes pour la classification. Le modèle le plus étudié initialement est celui modélisant la manière
dont les fourmis trient le couvain [GOS 91][LUM 94][KUN 99][MON 99].

Nous traitons dans cet article d’un nouveau comportement que l’on observe chez plusieurs espèces de fourmis
que nous décrivons brièvement ici [LIO 01][THE 01] : il s’agit de la manière dont ces insectes s’accrochent les
uns aux autres pour construire des structures vivantes ayant différentes fonctionnalités. Les fourmis peuvent ainsi
construire des ”chaı̂nes de fourmis” leur permettant de passer d’un point à un autre ou de rapprocher des bords
d’une feuille pour y placer leur nid, ou encore des ”gouttes de fourmis” qui semble être une fonctionalitée encore
inexpliqué. Les principes de ce comportement sont les suivants : les fourmis partent d’un point initial (le support)
sur lequel elles s’accrochent. Lorsqu’une fourmi s’est accrochée, elle fait partie de la structure et les autres fourmis
peuvent alors se déplacer sur elle. La structure croı̂t au cours du temps selon les actions locales des fourmis qui se
déplacent pour choisir un emplacement où s’accrocher. Elles sont influencées par la forme locale de la structure et
également par le point à atteindre. Les fourmis accrochées au milieu de la structure ne peuvent se dégager à moins
d’entraı̂ner un éventuel décrochage. On observe donc aussi un phénomène de décroissance de la structure.

A partir de ces éléments, nous définissons les grandes lignes de notre modèle informatique simulant ce com-
portement. Les fourmisf1, ..., fn représentent chacune une des données de la base et sont placées initialement sur
le supportf0. Ensuite, nous simulons successivement une action pour chaque fourmi. Une fourmi peut avoir deux
états : elle est soit libre de se déplacer ou de se connecter, soit assemblée à la structure sans la possibilité de se
déplacer mais seulement de se décrocher. Les fourmis ne perçoivent la structure que localement. Pour une fourmi
fi en déplacement et positionnée sur une fourmifpos assemblée à la structure, le voisinageVpos perceptible parfi

est limité àfpos, à la fourmi mère defpos (du niveau précédent dans l’arbre), aux fourmis filles defpos. La fourmi
fi peut donc percevoir les valeurs de similarité entre la donnée qu’elle représente et les données représentées par
les fourmis deVpos. En fonction de ces valeurs de similarité, elle peut soit seconnecter àfpos, soit se déplacer sur
une des fourmis deVpos. Pour les fourmis accrochées à la structure, il existe unepossibilité de décrochage. Nous
limitons le champ de cette première étude à des algorithmes ne faisant pas de décrochage de manière à bien com-
prendre la croissance de l’arbre (voir la section 4). Ainsi,une fois qu’il n’y a plus de fourmis en déplacement et que
toutes les fourmis se sont accrochées les unes aux autres (ou sur le support), l’algorithme s’arrête. L’arbre résultant
représente une classification des données. Les propriétés visées pour une classification des données représentant
un site portail sont les suivantes : chaque sous-arbreA représente une catégorie composée de toutes les fourmis
deA. Soitf la fourmi qui est à la racine d’un sous-arbreA. Nous souhaitons que 1)f soit représentative de cette
catégorie (les fourmis placées dansA sont le plus similaires possible àf ), 2) les fourmis filles def qui représentent
des sous-catégories soient les plus dissimilaires possible entre elles.

3. Algorithmes et tests

Il faut maintenant trouver des règles de comportement des fourmis artificielles permettant d’obtenir les pro-
priétés mentionnées précédemment. Nous avons étudié plusieurs algorithmes :

– AntTreeDISSIM : chaque fourmifi descend dans l’arbre en suivant le chemin de similarité maximum avec
les données déjà accrochées. Si sur ce cheminfi est à un niveau donné suffisamment dissimilaire aux fourmis
qu’elles rencontrent, elle se connecte pour créer une nouvelle classe. Sifi atteint une feuille, elle se connecte
à celle-ci. Le seuil de dissimilarité nécessaire à la création d’une sous-catégorie est calculé globalement selon
différentes méthodes testées. Il peut être égal à la moyenne des similarités, à la moyenne ”inférieure” des
similarités, etc.

– AntTreeSIM−DISSIM : il s’agit du même algorithme mais utilisant en plus un seuil de similarité.fi ne
suit le chemin de similarité maximale tant qu’elle est suffisamment similaire. Sinon, elle est replacée sur le
support. La terminaison de cet algorithme peut être assur´ee par différentes méthodes.

– AntTreeSIM−DISSIM−GLOBAL : les seuils de similarité et de dissimilarité sont adapt´es au cours du temps
aux données traitées (car il existe des caractéristiques très différentes dans les données testées).



Bases Classes AntTreeSIM−DISSIM−LOCAL CAH
réelles C [σc] P [σP ] Ec [σEc] C P Ec

IRIS 3 3,0 [0,00] 86,40 [0,33] 0,15 [0,00] 2,00 66,67 0,22
WINE 3 9,0 [0,00] 94,44 [0,17] 0,18 [0,00] 3,00 94,94 0,07
GLASS 7 14,6 [1,20] 57,10 [3,73] 0,34 [0,02] 2,00 45,79 0,40
PIMA 2 18,3 [0,64] 70,91 [0,98] 0,51 [0,00] 2,00 65,10 0,48
SOYBEAN 4 4,0 [0,00] 83,19 [6,83] 0,14 [0,05] 4,00 100,00 0,00
THYROID 3 7,0 [0,00] 89,30 [0,00] 0,18 [0,00] 3,00 90,23 0,16
CERIES 6 8,9 [0,83] 65,33 [7,79] 0,19 [0,03] 2,00 46,72 0,33
ZOO 7 5,0 [0,00] 88,51 [0,49] 0,04 [0,01] 4,00 82,18 0,05
HAYES-ROTH 3 4,9 [0,30] 57,58 [2,27] 0,37 [0,00] 2,00 38,64 0,52
LYMPHOGRAPHY 4 7,0 [0,00] 72,50 [0,43] 0,39 [0,00] 2,00 56,08 0,49
HEART 2 8,2 [0,75] 76,19 [2,08] 0,44 [0,01] 2,00 75,56 0,37
SEGMENT 7 10,3 [0,9] 67,02 [2,96] 0,13 [0,01] 2,00 28,57 0,39
VEHICLE 4 5,0 [0,00] 39,29 [1,20] 0,38 [0,00] 2,00 36,76 0,49
TIC-TAC-TOE 2 6,0 [0,00] 65,39 [0,08] 0,52 [0,00] 2,00 65,34 0,50
HOUSE-VOTES-84 2 5,0 [0,00] 91,72 [0,00] 0,23 [0,00] 2,00 81,61 0,30
WAVEFORM1000 3 5,8 [0,75] 58,58 [1,78] 0,33 [0,00] 3,00 68,80 0,29

TAB . 1. Extraits des ŕesultats obtenus. C est le nombre de classe, P la pureté et Ec une mesure d’erreur de classi-
fication fond́ees sur les couples de données.

– AntTreeSIM−DISSIM−LOCAL : les seuils s’adaptent comme précédemment mais sont localisés pour chaque
fourmi qui ajuste ainsi ses seuils en fonction du résultatsde ses actions et de la donnée qu’elle représente.
L’adaptation n’est plus globale pour toutes les données mais locale à chaque donnée.

Par ailleurs, puisque les premières fourmis de la base de données ont tendance à se connecter en premier dans
l’arbre, nous étudions différentes manières de trier les données : aléatoirement, selon l’ordre croissant (respective-
ment décroissant) des valeurs de similarité moyenne.

Nous avons évalué ces algorithmes sur un ensemble de 24 bases de données, représentant des données numériques
et symboliques allant de 47 à 2310 données et sur les données issues du CE.R.I.E.S. [GUI 03]. Les classifications
obtenus sont évaluées à la fois en terme de nombres de classes, de pureté des classes, et d’erreur sur les couples
de données. Les meilleurs résultats sont obtenus pour un tri croissant des données initiales et des seuils calculés
localement par chaque fourmi.

Les temps de calcul pour AntTreeSIM−DISSIM−LOCAL sont de l’ordre de quelques secondes à un minute sur
un PC standard. L’arbre résultant est à la fois engendré sous la forme de pages HTML dans lesquelles l’utilisateur
peut naviguer et ouvrir les documents (ou données) correspondantes. Nous utilisons également un affichage hyper-
bolique et dynamique de l’arbre de manière à laisser l’utilisateur se focaliser interactivement sur une partie précise
sans perdre le contexte de l’ensemble de l’arbre.

Pour les bases de données numériques, nous comparons les résultats obtenus avec les k-means (initialisé à 10
classes). Dans la majorité des bases, nos algorithmes sontnettement meilleurs que les k-means. Pour toutes les
bases, nous comparons les résultats avec la classificationascendante hiérarchique. Les résultats obtenus par notre
approche sont de qualité similaire à ceux de CAH sur 10 bases, inférieurs sur 4 bases et supérieurs sur 10. Les
résultats obtenus sont donc très encourageants (voir extrait des résultats dans la table 1) compte tenu également du
fait que nos algorithmes sont environ 20 fois plus rapides que CAH.



4. Conclusion

Nous avons présenté dans cet article un nouveau modèle inspiré de la biologie pour la classification de données
sous une forme arborescente. Il donne des résultats très positifs notamment en comparaison avec des méthodes clas-
siques. Dans les travaux en cours, nous étudions comment implémenter le décrochage des fourmis. Des sous-parties
de l’arbre peuvent ainsi se détruire et les fourmis correspondantes se retrouvent sur le support. Ce décrochage est
très important du point de vue de l’optimisation car c’est une manière de revenir sur des décisions précédemment
prises par l’algorithme. Il s’agit aussi d’éviter de trierinitialement les données puisque le décrochage doit permettre
d’effectuer seul des choix judicieux pour les données de d´epart. Nous sommes actuellement en train d’appliquer
cet algorithme à un problème réel de construction automatique de site portail.
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RÉSUMÉ. En présence de données manquantes, et dans le cadre de la classification hiérarchique de variables on étudie 
deux méthodes utilisant les matrices obtenues après imputation multiple.   
MOTS-CLÉS :Données Manquantes, Imputation Multiple, Classification Hiérarchique Ascendante 
 
 
1. Introduction 
 
Lorsque certaines valeurs sont manquantes dans un tableau de données, il est souvent 
nécessaire de les estimer avant d’appliquer une méthode statistique. L’imputation multiple 
[RUB 87] permet de restituer la variabilité des données par la substitution de m matrices de 
données complètes à une matrice comportant des données manquantes. Quand on fait ensuite 
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une classification hiérarchique des variables,  on cherche à  obtenir à la fin une seule structure 
(consensus ou résumé) des m structures hiérarchiques obtenues. 
 
2. Imputation Multiple, Matrices de similarité et Algorithmes de Classification 
 

Soit m >1 matrices de données, 1 2, ,..., mX X X , obtenues par application d’une méthode 
d’imputation multiple à une matrice avec données manquantes. Ces matrices ont ceci de 
commun que les n individus et les p variables sont les mêmes, la différence concernant un 
pourcentage i des observations, celles qui correspondent aux données manquantes de la 
matrice initiale. 

Quand on utilise une méthode de classification sur les variables ou les individus, se pose 
alors la question: «Comment faire la combinaison des m matrices de façon à conclure sur la 
structure des données complètes?». On a développé deux méthodes qu’on comparera et 
évaluera en recourant à des matrices de données simulées. 

 
2.1.1..Première Méthode - Combinaison des matrices de similarité 
 

Cette méthode est basée sur la combinaison des matrices de similarité 
Après avoir obtenu les m matrices par une méthode d’imputation multiple on détermine: 

i. pour chaque matrice, 1 2, ,..., mX X X  , la matrice de similarité Sk, k=1,2,..., m,  

ii. la moyenne des matrices de similarité S tel que, ( )1

m
kk

S S m
=

= ∑  

iii. sur S , on utilise la méthode d’agrégation choisie, 
iv. on détermine la structure hiérarchique correspondante, qu’on considérera 

représentative des m structures hiérarchiques correspondantes (associées à chaque 
1 2, ,..., mX X X ). 

 
2.1.2.. Deuxième Méthode - Combinaison des matrices des ultramétriques: «Consensus 

Ordinal IM» 
 

Cette méthode est basée sur la combinaison des structures hiérarchiques, considérant 
l’ordre de l’agrégation, (pas les niveaux d’agrégation), on la considère comme une méthode 
de consensus. 

La procédure est la suivante: 
i. pour chaque matrice, 1 2, ,..., mX X X , on détermine sa matrice de similarité Sk, 

k=1,2,..., m,  
ii. sur chaque matrice de similarité Sk, k=1,2,..., m, on utilise la méthode d’agrégation 

choisie, en obtenant pour chaque Sk une structure hiérarchique , 1,2,...,kH k m=  
3 5m≤ ≤ (représenté par un dendrogramme), 

iii. à chaque , 1,2,...,kH k m= , est associée une matrice ultramétrique , 1,2,...,kU k m= , 
qu’on détermine, 



 iv. on calcule les coefficients de Spearman sr  entre toutes les paires d’ultramétriques. 
On considére les cas où 1sr =  qui correspondent à deux structures identiques. On 
cherche alors la structure ordinale majoritaire   

v. le nombre de structures égales, ni, doit être tel que 

1) ,
2i
mn m⎤ ⎤∈⎥ ⎥⎦ ⎦

  

2) si 1) n’est pas satisfaite on refait l’imputation on considérant m=10, avec le but 
de trouver un ni, satisfaisant 1) si ce n’est pas le cas, on dira qu’il n’y a pas 
d’arbre représentatif (pas de consensus). 

C’est une condition semblable aux méthodes de consensus comme décrites par exemple en 
[GOR 99]. Si on obtient une hiérarchie représentative, on pourra parler d’une règle de 
consensus d’arbres de classification. 

On appellera cette méthode «consensus ordinal IM». 
 

2.2. Application  
 
Comme dans des publications antérieures ([SIL 02] et [SIL 03] ), on utilise des matrices de 

données complètes 1000×5, issues de 5 distributions multinormales correspondant aux 
structures suivantes 

 
 
  Figure 1 : Les 5 dendrogrammes 

 
On enlève ensuite des données selon un modèle MAR - «Missing at Random».  
On effectue ensuite 100 simulations de chaque cas. 
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corrélation de Bravais-Pearson. 
Comme méthodes d’agrégation on utilise les trois critères d’agrégation classiques: 

“average linkage”, “single linkage” et “complete linkage”. 
On efface ensuite 10%, 15% et 20% des données de deux variables. Les données 

manquantes présentent un schéma majoritairement monotone - «A monotone missing data 
pattern occurs when the variables can be ordered, from left to right, such that a variable to 

 
 
 

      
    

 
 

   
 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 



the left is at least as observed as all variables to the right» [STA 01] - avec un petit 
pourcentage de données manquantes représentées par un schéma non monotone. 

On fait l’étude des résultats obtenus en utilisant les deux méthodes décrites, en utilisant la 
méthode d’imputation (m=5) pour toutes les données manquantes et en supprimant les lignes 
qui contiennent des données manquantes qui n’appartiennent pas au schéma monotone.  

Le modèle d’imputation utilisé est basé sur la théorie Bayesienne [STA 01]. D’abord le 
modèle prédictif de régression OLS est estimé a partir des données complètes, comme 
d’habitude. On utilise ce modèle pour en générer d’autres où les valeurs des paramètres sont 
tirées au hasard dans la distribution a posteriori. “The randomly drawn values are used to 
generate imputations, which include random deviations from the model’s predictions” ([STA 
01]). De cette façon on garde plus de variabilité, car les paramètres sont estimés a posteriori. 

Pour comparer les résultats aux structures originelles complètes on utilise le coefficient de 
Spearman entre ultramétriques.  
 
Conclusion 

Nous montrons sur nos simulations que les meilleurs résultats sont obtenus avec la 
première méthode associée au coefficient d’affinité avec les critères d’agrégation “average 
linkage” et “single linkage” et que le coefficient d’affinité est plus robuste que le coefficient 
de corrélation. 
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RÉSUMÉ.  
Nous analysons l’effet des paramètres de l’indice de la vraisemblance des liens dans l’algorithme 
CAHCVR et comparons ses résultats avec ceux obtenus utilisant l’inertie expliquée dans les 
applications liées à la segmentation d’images numériques réelles. Les résultats observés, comme 
l’accélération de l’algorithme due au choix de la stratégie de l’agrégation multiple et d’une nouvelle 
définition de la contiguïté, ainsi que l’absence d’inversion dans l’indice de la vraisemblance des liens, 
se trouvent formellement justifiés. 
MOTS-CLÉS : CAH, inversion, graphe de contiguïté, agrégation multiple, images numériques. 
 
 
 
1. Introduction 
 
CAHCVR est la Classification Ascendante Hiérarchique sous Contrainte de contiguïté et procédant 
par agrégations successives des paires de classes Voisines Réciproques, au sens d’un indice de 
dissimilarité entre classes [BAC94]. Ce travail correspond à l’un des développements les plus récents 
de celui dans [LER01]. Ce développement est de nature méthodologique, mais, directement induit par 
les résultats expérimentaux de traitement de l’ensemble des pixels de différentes images réelles de 
tailles importantes et suffisamment difficiles. La notion de contiguïté qui interviendra dans nos 
expériences est, pour un pixel considéré, relative au voisinage de ce dernier. Cette notion s’étend 
naturellement aux classes connexes de pixels. Plusieurs paramètres sont à prendre en compte dans 
CAHCVR. Le premier est le plus important : il s’agit du choix de l’indice de dissimilarité entre classes 
qui permet de repérer les paires de classes voisines réciproques qu’il y a lieu de fusionner. 
Deux types d’indices ont été étudiés. Le premier est celui classique de l’inertie expliquée et le second, 
est celui de la Vraisemblance du Lien maximal (critère VL). Ce dernier est lui-même paramétré. 
Plus précisément, un des résultats de cette recherche consiste à fixer un type de paramétrage pour VL 
permettant le « meilleur » rendu aux « yeux » de l’expert. 
 
 
2. Agrégation multiple et graphe de contiguïté 
 
Nous avons montré l’efficacité de la stratégie de l’agrégation multiple dans [LER01]. 
Il s’agit de fusionner, dans une même étape, toutes les paires de classes contiguës et voisines 
réciproques et réalisant la dissimilarité minimale. Cela a pour conséquence l’obtention d’un résultat 
unique (le résultat par agrégation binaire n’est pas toujours unique) et surtout accélère la rapidité du 
traitement. Aussi, dans nos différentes expériences nous avons opté systématiquement pour le principe 
de l’agrégation multiple. Nous avons aussi testé deux notions différentes de contiguïté propres au 
contexte de nos données (contexte de l’image planaire). 
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3. Un indice VL dans le cas d’un graphe de contiguïté 
 
Chaque élément de l’ensemble à classifier est un sommet d’un graphe de contiguïté connexe 0G  dont 
une arête traduit la contiguïté entre 2 éléments. 
Pour le critère VL, on construit ([LER91], [NIC96]) des indices probabilistes ),( yxP  ; ici entre 
chaque paire ),( yx  d’éléments contigus au sens de 0G . 
On associe les indices de dissimilarité informationnelle )),((log),( 2 yxPyx −=δ . 
Si ),( BAα  représente le nombre d’arêtes reliant les 2 classes A et B , le nouvel indice de 
dissimilarité entre 2 classes A  et B  s’exprime par : 

{ }),(,),/(),(),(),( 0GyxBAyxyxMinBABA ∈×∈×=Δ δα ε
ε  

Cas particulier : si 0G  est complet, BABA ×=),(α  ; dans ce cas on retrouve l’indice plus 
classique VL. 
 
 
4. Les paramètres ε  et π  
 
ε  est un paramètre réel positif et compris entre 0 et 1. Deux valeurs de ε  peuvent être distinguées : 

1=ε (VL « pure ») et 5.0=ε . Dans le cas ou 0G  est complet la valeur 5.0=ε  correspond à la 

moyenne géométrique entre A  et B . La valeur la plus appropriée pour notre contexte (image) se 
situe, selon l’image, entre 0.35 et 0.5. Un autre paramètre π  s’est avéré fondamental. Il s’agit de la 
valeur de l’indice brut ),( BAp  à partir de laquelle on autorise la possibilité d’une fusion de classes. 
Pour aboutir à une telle stratégie, on posera pour tout couple de contigus 0),( Gyx ∈  : 

π>= ),(),(),( yxPsiyxPyxP  et πη ≤= ),(),( yxPsiyxP  ; η étant une valeur suffisamment 
faible. De cette façon, on imposera de ne plus discriminer pour la classification les valeurs de l’indice 
probabiliste inférieures à π . Dans nos expériences la valeur 45.0=π  s’est avérée très adéquate. 
 
 
5. Les notions de contiguïté « cont1 » et « cont2 » et l’inversion 
 
Dans le plan image deux pixels sont contigus au sens de « cont1 », si et seulement s’il n’y a pas de 
pixel intermédiaire. Ainsi au sens de « cont1 », un pixel (sommet d’un graphe de contiguïté connexe 

0G  dont une arête traduit la contiguïté entre 2 pixels) a au maximum 8 pixels qui lui sont contigus. 
Au sens de « cont2 », deux pixels sont contigus si de plus la distance dite de Hamming (dans le plan 
image) est égale à 1. Ainsi au sens de « cont2 », un pixel a au maximum 4 pixels qui lui sont contigus 
(s’il est au bord de l’image il a 3 pixels contigus ; et s’il est au coin de l’image il a 2 pixels contigus). 
La transmissibilité de « cont2 » est assurée par transitivité. (fig. 11) 
 

Fig. 11  Graphes : « cont1 » et « cont2 » 
 

Fig. 12  Inversion VL et Inertie 
 
L’indice VL de dissimilarité εΔ entre 2 classes, A et B , dépend du nombre d’arêtes reliant les 2 
classes. Il ne dépend pas des masses de ces 2 classes ; contrairement à celui de l’inertie expliquée 
(noté D ). Cela montre que l’indice VL ne produit pas d’inversion (fig. 12). 
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6. Les données traitées, les résultats obtenus et les temps de traitement 
 
Il s’agit de 2 images satellitaires (*) ; l’une « sat3 » (fig. 1) (758x419 pixels) et l’autre « sat2 » (fig. 8) 
(459x686 pixels). L’unique attribut retenu pour la segmentation est la variable luminance du pixel 
(niveau de gris). (CAHCVR, avec εΔ ou D , peut être utilisé pour un nombre quelconque d’attributs 
sur des blocs de pixels.). Les résultats obtenus avec les 2 indices sont tout à fait comparables. Notons 
quelques différences « visuelles » : dans l’image « sat3 » (fig. 1bis), avec 32 classes, la zone 1 est 
mieux définie par εΔ  (fig. 3 et 4) que par D  (fig. 5). L’augmentation du nombre de classes (700 
classes ici) montre un éparpillement plus accentué avec D  (fig. 7) qu’avec εΔ  (fig. 6). Dans l’image 
« sat2 » (fig. 8bis) les zones 3, 4 et 5 sont bien identifiées avec D  (fig. 10) ; les zones 3 et 4 se 
trouvent dans une même classe avec εΔ (fig. 9). En revanche on a une meilleure définition de la zone 
1 avec εΔ  (fig. 9). 
 

 Image Sat2 Image Sat3 
Cont1 113 98 
Cont2 62 57 

Temps de traitement en secondes (NEC 1200Mhz) 
 
7. Conclusion 
 
Formellement la complexité temporelle (temps de traitements) de CAHCVR, avec agrégation binaire, 
est linéaire en nombre d’éléments [BAC 98]. La pratique a déjà confirmé ce résultat. Le choix de 
l’agrégation multiple et le choix du graphe de contiguïté initial ont joué un rôle significatif. 
En effet, l’agrégation multiple donne un « gain » des temps de l’ordre de 50% par rapport à 
l’agrégation binaire ; la contiguïté « cont2 » génère un gain de temps de 77% par rapport à « cont1 ». 
Cette amélioration des temps de traitements est justifiée formellement. La « qualité » des résultats 
s’améliore aussi. Les résultats de nos expériences ont mis en évidence une sensibilité importante liée 
au paramétrage (nombre de classes, les paramètres ε  et π ). 
La comparaison « rigoureuse » des résultats, en terme de « qualité », avec εΔ  et D , n’est pas un 
problème facile car nous n’avons pas de connaissance a priori claire sur les images testées (ces images 
sont « naturelles »). Une telle connaissance a priori pourrait se matérialiser par un étiquetage 
systématique de tous les pixels. C’est ce que nous avons essayé de faire en simulant des images 
simples où cette connaissance a priori est présente ; tous les « objets » définis dans ces images 
« artificielles » sont alors parfaitement identifiés (avec εΔ  et avec D ). 
 
(*) Nous sommes redevables à l’IGN de nous avoir transmis ces données images. 
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Fig. 1 Image « sat3 »  

Fig. 1bis Image « sat3 »  
Fig. 2  3sg432-11-v5045 

 

 
Fig. 3    3sg440-11-v5040  

Fig. 4  3sg432-11-v5050 
 

 
Fig. 5  3sg432-11-i 

 
Fig. 6  3sg4700-11-v5045 

 
Fig. 7  3sgin4700-11-i 

 
 

 
Fig. 8  Image « sat2 » 

 
Fig. 8bis  Image « sat2 » 

 

 
Fig. 9  2sg438-11-v5040  

Fig. 10  2sg432-11-i 

1

4

2

6

3

5

7

8

1 2 

4 

3 

5 
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RÉSUMÉ. Dans cette contribution, nous étudions les systèmes classificatoires où toute classe se laisse engendrer par deux élé-
ments seulement. Nous établissons deux théorèmes de bijection qui conduisent à des caractérisations combinatoires des quasi-
hiérarchies.

MOTS-CLÉS : classifications binaires, quasi-hiérarchies, dissimilarités booléennes, relations ternaires

1. Systèmes de classes.

Soit X un ensemble fini. Un système de classes (SC) sur X est un sous-ensemble K de l’ensemble �X de
l’ensemble de tous les sous-ensembles de X qui vérifie :

(C1) X � K, � �� K et pour tout x � X , fxg � K

Les éléments de K sont appelés les classes de K et l’on dit que l’ensemble X et les singletons sont les classes
triviales. Pour A � X , on désigne par K�A� l’ensemble des classes de K qui contiennent A.

On dit que le SC K est :

fermé lorsque : (F) C�C � � K et C � C � �� � implique C � C � � K (autrement dit K est fermé si et seulement
si pour tout sous-ensemble, non vide, A de X , l’ensembleK�A�, ordonné par inclusion, possède un élément
minimum) ;

binaire lorsque :

(B1) pour toutA � X , avec jAj � �, l’ensembleK�A�, ordonné par inclusion, admet un élément minimum ;

(B2) pour toute classe C de K, il existe A � X , avec jAj � � tel que C soit l’élément minimal de K�A�.

Si K est un SC vérifiant (B1) on note, pour A � fx� yg, par �K�x� y� la classe minimale de K�A� (cette
notation sera justifiée plus loin).

pleinement binaire lorsque, outre (B1), on a :

(PB) pour tout A � X , non réduit à un singleton, il existe u� v � A, tels que �K�u� v� � K�A� ;

séparé lorsqu’il existe u et v tels que fu� vg n’est contenu dans aucune classe non triviale.

Autrement dit “binaire” signifie que toute classe non réduite à un singleton est engendrée par exactement deux
éléments. “Pleinement binaire” signifie que toute classe minimale contenant un sous-ensemble donné (non réduit
à un singleton) est engendrée par deux éléments de celui-ci. Un SC pleinement binaire est binaire et un SC binaire
est séparé. Un SC binaire n’est pas nécessairement fermé (et réciproquement). En revanche, nous verrons qu’un
SC pleinement binaire est toujours fermé. Remarquons qu’un SC binaire possède au plus n�n���

� classes (i.e. au

plus n
�
�n��
� classes non triviales.

Une hiérarchie est un SC K tel que : (H) Pour tout A�B � K, A � B � fA�B� �g.



Une quasi-hiérarchie (Bandelt et Dress, 1989, Diatta et Fichet, 1994) est un SC ferméK tel que : (Q) Pour tout
A�B�C � K, A � B � C � fA � B�A � C�B � Cg. On remarque que toute hiérarchie est une quasi-hiérarchie.
Le résultat ci-dessous étend une observation de Bandelt et Dress (1989).

Proposition 1 Soit K un SC, les deux assertions ci-dessous sont équivalentes :

(i) K est pleinement binaire,

(ii) K est une quasi-hiérarchie.

2. Dissimilarités booléennes

Une dissimilarité booléenne sur X est une fonction � de X �X dans �X telle que :

(DB1) pour tout x � X , ��x� x� = fxg

(DB2) pour tout x� y � X , ��x� y� = ��y� x�

(DB3) pour tout x� y � X , avec x �� y, fx� yg � ��x� y�.

On dit qu’une dissimilarité booléenne � est

séparée lorsque :
(BD4) il existe u� v � X tels que X � ��u� v� ;

convexe lorsque :
(BD5) pour tout x� y� z� t � X , si z� t � ��x� y�, on a ��z� t� � ��x� y�.

Soit K un SC vérifiant la condition (B1), Posons �K�x� x� � fxg. Il est clair que �K est une dissimilarité boo-
léenne convexe. De plus �K est séparée si et seulement si K est séparé. Réciproquement si � est une dissimilarité
booléenne convexe et séparée, l’ensemble K��� = f��x� y� j �x� y� � X �Xg est un SC binaire.

Une dissimilarité booléenne �, convexe et séparée est appelée :

une quasi-ultramétrique booléenne lorsque :
(BD6) pour tout x� y� z � X , ��x� y� � ��x� z� � ��y� z� � fx� y� zg �� � ;

une ultramétrique booléenne lorsque :
(BD7) pour tout x� y� z � X , ��x� y� � ��y� z� � f��x� y�� ��y� z�g.

Il est clair qu’une ultramétrique booléenne est une quasi-ultramétrique booléenne.

On désigne par � l’application qui à tout système de classe binaireK, sur X , associe la dissimilarité booléenne
(convexe et séparée) �K et par � l’application qui à toute dissimilarité booléenne convexe et séparée � associe le
SC binaire K���.

Proposition 2 � est une bijection de l’ensemble de tous les systèmes de classes binaires sur X dans l’ensemble
de toutes les dissimilarités booléennes convexes et séparées sur X . L’application � est l’inverse de �. De plus :

- K est une quasi-hiérarchie si et seulement si ��K� � �K est une quasi-ultramétrique booléenne ;

- K est une hiérarchie si et seulement si ��K� � �K est une ultramétrique booléenne.

3. Quasi-hiérarchies et relations ternaires

Rappelons qu’une relation ternaire surX est un sous-ensemble T deX�X�X . Si T est une relation ternaire,
on écrira T �x� y� z� plutôt que �x� y� z� � T .



On dit qu’une relation ternaire sur X est :

(1,2)-symétrique lorsque pour tout x� y� z � X , T �x� y� z� implique T �y� x� z� ;

3-réflexive lorsque pour tout x� y � X , T �x� y� x� ;

convexe lorsque pour tout x� y� z� t � X , T �x� y� z� et T �x� z� t� implique T �x� y� t� ;

séparée lorsqu’il existe u et v tels que pour tout t � X , T �u� v� t� ;

complète lorsque pour tout x� y� z � X , on a T �x� y� z�, ou T �x� z� y�, ou T �y� z� x� ;

emboı̂tée lorsque, pour tout x� y� z � X , s’il existe t � X vérifiant T �x� y� t� et non T �y� z� t�, on a pour tout
t� � X , T �y� z� t�� implique T �x� y� t�.

On dit qu’une relation ternaire T sur X est :

bi-classifiante lorsqu’elle est (1,2)-symétrique, 3-réflexive, convexe et séparée ;

quasi-hiérarchique lorsqu’elle est bi-classifiante et complète ;

hiérarchique lorsqu’elle est bi-classifiante et emboı̂tée.

Il est trivial – et bien connu – que la donnée d’une relation ternaire sur X est équivalente à la donnée d’une
application de X �X dans �X . Cette équivalence se manifeste, via la bijection � qui associe, pour toute relation
ternaire T , à �x� y� � X �X , l’ensemble des z � X tels que T �x� y� z�.

Proposition 3 L’application � définit une bijection de l’ensemble des relations ternaires bi-classifiantes sur X
vers l’ensemble de tous les systèmes de classes binaires sur X . De plus, pour une relation ternaire T :

- ��T � est une quasi-hiérarchie si et seulement si T est quasi-hiérarchique,

- ��T � est une hiérarchie si et seulement si T est hiérarchique.

La dernière assertion de cette proposition retraduit, à une dualité près, la caractérisation des hiérarchies obtenue
par Colonius et Schulze (1981), la première porte sur la “duale” de la relation de séparation introduite par Bandelt
(1992). Le recours aux dissimilarités booléennes (et aux propositions 1 et 2) permet cependant de grandement
simplifier les démonstrations. L’utilité des classifications binaires et leur application à l’analyse des dissimilarité
est discuté dans Brucker (2003).
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RÉSUMÉ. Une partition floue assignèa chaque objet (parmin objets) une distribution sura cat́egories. Par des ḿethodes
d’algèbre lińeaireélémentaire, on d́efinit etétudie des propríet́es telles que l’emboı̂tement des partitions, leur itération, ou leur
stabilité en relation avec une autre partition. L’introduction de mesures de similarités “naturelles” entre objets, non pondérées
(R) ou pond́erées (T , P ) permet de d́efinir des distances euclidiennes entre objets, mais aussi entre partitions, lesquelles
peuvent alorŝetre repŕesent́ees comme des points dans un espace factoriel de basse dimensionalité par MDS classique. Les
versions pond́eréesT et P diffèrent pour les partitions floues, et engendrent diverses constructions formelles n’ayant pas
d’équivalent au niveau des partitions ordinaires (=déterministes). Ce travail suggère une certaine vue de l’analyse multivariée
de variables cat́egorielles floues, autrement dit de l’analyse des correspondances floues multiples.1.

MOTS-CĹES :Partitions floues, partitions itérées, similarit́es, MDS, visualisation d’objets, visualisation de partitions, matrice de
transition, projection, emboı̂tement, comparaison de partitions.

1. Matrices d’appartenance

Définition 1 Une partitionfloueA den objets ena groupes est d́efinie par une matrice(n × a) d’appartenance
ZA = (zij) telle quezij ≥ 0,

∑a
j=1 zij = 1 (∀i = 1, . . . , n) et nAj :=

∑n
i=1 zAij > 0 (∀j = 1, . . . , a). La

notion d’appartenance en jeu peut s’interpréter commezij = “probabilité que l’objeti appartienne au groupej”.
La partition estdéterministesi zij = 1 ou zij = 0 pour tousi, j, i.e. si z2

ij = zij . La partition estpleinesi
rang(Z) = a, etdéfectivesi rang(Z) < a.1

Une partition d́eterministe est pleine. En géńeral,Z est forḿe dec(A) ≤ a sous-blocs irŕeductibles indićes par
J = 1, . . . , c(A). Chaque composanteJ est constitúee (en lignes) de groupesj tels quezij′ = 0 si zij > 0, pour
j ∈ J et j′ /∈ J ; de m̂eme, chaque composanteJ est constitúee (en colonnes) d’objetsi tels quezij = 0 si j /∈ J .
On d́efinit les matrices(a× a)

B := Z ′Z i.e. bjj′ :=
∑

i

zijzij′ N := diag(1′Z) i.e. njj′ := δjj′ nj [1]

1. Le travail a b́eńeficié de discussions stimulantes avec M. Rajman dans le cadre du projet UNIL-EPFL “Clavis” (2001).
1. voir par exemple MIRKIN, B. (1996) : “Mathematical Classification and Clustering”, Kluwer, pp. 229-246 ou SAPORTA,
G. (1990) : “Probabilit́es, analyse de données et statistique”, Editions Technip, Paris, pp. 210-224 pour l’approche déterministe,
et BEZDEK,J. (1981) “Pattern Recognition with Fuzzy Objective Function Algorithms”. Plenum Press, New York, pour l’ap-
proche floue.



On abjj′ = 0 si j et j′ appartiennent̀a des composantesJ etJ ′ diff érentes. Aussi

c(A) = m ⇔ A est d́eterministe ⇔ B = N
rang(Z) = m ⇔ A est pleine ⇔ B−1 existe

LorsqueA n’est pas d́eterministe,G := N−1B diff ère de l’identit́e et ǵeǹere despartitions iteŕeesd’ordre r

définies commeZ(r) := ZGr−1, avec limitez(∞)
ij = nj I(i ∈ J(j))/nJ(j) (où I(E) est la fonction caractéristique

de l’événementE). La partitionZ(∞) est pleine ssiA est d́eterministe.

Exemple 1 : on consid̀ere la partition floueA den = 5 objets dansa = 4 groupes avec

ZA =

 1 0 0 0
0.2 0.8 0 0

0 1 0 0
0 0 0.6 0.4
0 0 0.2 0.8

 N =

(
1.2 0 0 0

0 1.8 0 0
0 0 0.8 0
0 0 0 1.2

)
B =

(
1.04 0.16 0 0
0.16 1.64 0 0

0 0 0.4 0.4
0 0 0.4 0.8

)

2. Similarit és et distances entre objets

Soit S = (sii′) une matrice ǵeńerale de similarit́es entre objets, définie non ńegative, et telle quesii′ ≥ 0,
sii′ = si′i et sii′ ≤

√
sii si′i′ . Les matricesR := ZZ ′, T := ZN−1Z ′ et (pour une partition pleine)P :=

ZB−1Z ′ constituent trois candidats naturels pourS :

rii′ :=
a∑

j=1

zij zi′j tii′ :=
a∑

j=1

zij zi′j

nj
pii′ :=

a∑
j,j′=1

zij b
(−1)
jj′ zi′j′ [2]

R = (rii′) définit, pour une partition d́eterministe, la relation d’équivalence “i eti′ appartiennent au m̂eme groupe”.
T = (tii′) est une matrice de transition markovienne de distribution stationnaireπi = 1/n, vérifiant

∑
i′ tii′ = 1 ;

P = (pii′) (pour lequelpii′ ≥ 0 peutêtre vioĺe, |pii′ | ≤
√

pii pi′i′ restant valide) est une matrice de projection
vérifiantP 2 = P . On aT = P ssi la partition est d́eterministe. Aussi, les itéŕes deT et P construitsà partir de
Z(r) := Z Gr−1 vérifientT (r) = T 2r−1 etP (r) = P .

Par le th́eor̀eme de Schoenberg2 (MDS classique), les quantitésDS
ii′ := (dS

jj′)2 = sii +si′i′ −2sii′ constituent
des (carŕes de) distances euclidiennes, pour lesquelles une configuration exacte de dimension≤ n − 1 peutêtre
reconstitúee par MDS classique (diagonalisation deS). Explicitement

DR
ii′ =

∑
j

(zij − zi′j)2 DT
ii′ =

∑
j

(zij − zi′j)2

nj
DP

ii′ =
∑
jj′

(zij − zi′j)b
(−1)
jj′ (zij′ − zi′j′) [3]

Ainsi, pour une partition d́eterministe, on a

rii′ = 1 tii′ = pii′ =
1
nj

DR
ii′ = DT

ii′ = DP
ii′ = 0 pouri, i′ ∈ j

rii′ = tii′ = pii′ = 0 DR
ii′ = 2 DT

ii′ = DP
ii′ = 1

nj
+ 1

nj′
pouri ∈ j, i′ ∈ j′ avecj 6= j′

Exemple 1, suite : les matrices de similarité et distancesentre objetsassocíees sont

R =

 1 .2 0 0 0
.2 .68 .8 0 0
0 .8 1 0 0
0 0 0 .52 .44
0 0 0 .44 .68

 T =

 .83 .17 0 0 0
.17 .39 .44 0 0

0 .44 .56 0 0
0 0 0 .58 .42
0 0 0 .42 .58

 P =

 .98 .12 −.10 0 0
.12 .40 .48 0 0

−.10 .48 .62 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


2. SCHOENBERG, I.J. (1935) : “Remarks to Maurice Fréchet’s article “Sur la d́efinition axiomatique d’une classe d’espaces
vectoriels distanćes applicables vectoriellement sur l’espace de Hilbert””Annals of Mathematics, 36, 724-732

2



DR =

(
0 1.28 2 1.52 1.68

1.28 0 .08 1.2 1.36
2 .08 0 1.52 1.68

1.52 1.2 1.52 0 .32
1.68 1.36 1.68 .32 0

)
DT =

(
0 .89 1.39 1.42 1.42

.89 0 .06 .97 .97
1.39 .06 0 1.14 1.14
1.42 .97 1.14 0 .33
1.42 .97 1.14 .33 0

)
DP =

(
0 1.14 1.79 1.98 1.98

1.14 0 .07 1.40 1.40
1.79 .07 0 1.62 1.62
1.98 1.40 1.62 0 2
1.98 1.40 1.62 2 0

)

3. Partitions embôıtées

Définition 2 La partitionB (définie par la matrice(n × b) d’appartenanceZB) estplus grossìereque la partition
A (définie par la matrice(n× a) d’appartenanceZA), i.e.A estplus finequeB, not́eB ≤ A, si ZB = ZA WAB

où WAB = (wABjk ) est une matrice(a× b) avecwABjk ≥ 0 et
∑b

k=1 wABjk = 1.

La relation “B ≤ A” est un ordre partiel, d’élément minimalO (aveczOij ≡ 1 : partition à un groupe) et
d’élément maximalN (aveczNij = δij : partitionàn groupes). Aussi, siB ≤ A (partitions pleines), alorsPAPB =
PBPA = PB. La śequenceA(r) de partitions associéesàZ(r) est d́ecroissante :A(r+1) ≤ A(r).

4. Distances entre partitions

SA = (sAii′) et SB = (sBii′) étant les similarit́es associées aux partitionsA et B, une distance euclidienne
(quadratique) entre ces dernières peut̂etre d́efinie comme

DS
A,B :=

∑
ii′

(sAii′ − sBii′)
2 = Tr(SA − SB)2 = Tr((SA)2) + Tr((SB)2)− 2Tr(SA SB) [4]

Par construction, le MDS classique appliqué à un ensemble de partitions munies de la distanceDS
A,B permet de

visualiser exactement la configuration de façon euclidienne, chaque partitionétant repŕesent́ee par un point (voir
figure 1).

Exemple 2 Soientn = 5 objets. On d́efinit A comme dans l’exemple 1 ;B comme la partition(123; 45) ; C
comme(12; 345) ; D ≡ N comme(1; 2; 3; 4; 5) ; E ≡ O comme(12345), etF ≡ A(∞) comme la partition it́eŕee
limite :

ZB =

(
1 0
1 0
1 0
0 1
0 1

)
ZC =

(
1 0
1 0
0 1
0 1
0 1

)
ZD =

(
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

)
ZE =

(
1
1
1
1
1

)
ZF =

(
0.4 0.6 0 0
0.4 0.6 0 0
0.4 0.6 0 0

0 0 0.4 0.6
0 0 0.4 0.6

)

qui définissent les dissimilaritésentre partitionssuivantes (dans l’ordre alphabétique) :

DT =


0 0.63 1.37 1.74 1.74 0.63

0.63 0 1.11 3 3 0
1.37 1.11 0 3 3 1.11
1.74 3 3 0 0 3
1.74 3 3 0 0 3
0.63 0 1.11 3 3 0

 DP =


0 2 2.63 1 1
2 0 1.11 3 3

2.63 1.11 0 3 3
1 3 3 0 0
1 3 3 0 0



En ǵeńeral, pour des partitions floues et pleines,B ≤ A entrâıneDP
A,B = Tr(PA)− Tr(PB) = a− b, et donc

DP
A,C = DP

A,B + DP
B,C pourC ≤ B ≤ A (ouA ≤ B ≤ C) .

Dans le cas de partitionsA et B déterministes̀a a et b groupes, on aDR
A,B = NA,A + NB,B − 2NA,B

et DT
A,B = DP

A,B = (a − 1) + (b − 1) − 2
n χ2

A,B, où NA,B est le nombre de paires d’objets classés dans
le même groupej deA et k de B, et χ2

A,B est le chi2 usuel associé à la table de contingencenjk (=nombre
d’objets dans le groupej deA et k de B). De plus,DR

A,B =
∑a

j=1 ρBj et DT
A,B = DP

A,B =
∑a

j=1 τBj , où

3



FIG . 1. Visualisation euclidienne des distances entre partitionsDS
A,B, pour les 6 partitions de l’exemple (2), dans

les versionsS = R (gauche),S = T (milieu) andS = P (droite).D andE sont confondues dans les versionsT et
P ; B etF sont confondues dans la versionT . Enfin,F est d́efective et donc non représentable dans la versionP .

ρBj := n2
j − 2

∑
i,i′∈j rBii′ +

∑
i∈j;i′ rBii′ ≥ 0 et τBj := 1 − 2

nj

∑
i,i′∈j pBii′ +

∑
i∈j pBii ≥ 0. Les quantit́esρBj

et τBj s’interpr̀etent comme mesures d’instabilité du groupej deA relativement̀a la partitionB. En particulier,
ρNj = nj (nj−1) etτNj = nj−1, qui souligne l’instabilit́e des grands groupes faceàN ; aussi,ρOj = (n−nj)nj

(groupes moyens instables faceàO) et τOj = n−nj

n (petits groupes instables faceàO).
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RÉSUMÉ. Cet article adresse le problème de détection de transferts latéraux de gènes (TLG) dans une 
phylogénie donnée. Nous décrivons ici une nouvelle méthode permettant la prédiction de probables 
TLG durant l’évolution d’un groupe d’organismes considérés. La méthode proposée procède par 
l’établissement des différences topologiques entre la phylogénie d’espèces et celle du gène en 
question. Elle utilise une procédure d’optimisation basée sur le critère des moindres carrés pour 
tester la possibilité d’un transfert latéral de gène entre tous les couples de branches de l’arbre 
d’espèces. Dans la partie application, nous montrons comment cette méthode permet de prédire 
d’éventuels transferts du gène rubisco rcbL dans une phylogénie incluant des algues, des 
cyanobactéries et des protéobactéries. 
 

MOTS-CLÉS : arbre et réseau phylogénétique, transfert latéral de gènes, critère des moindres carrés 
 
1. Introduction 
 
Le processus d’évolution d’espèces a longtemps été modélisé à l’aide d’arbres phylogénétiques. Dans 
de tels arbres, chaque espèce ne peut être liée qu’avec son ancêtre le plus proche et autres relations 
inter-espèces telles que, par exemple, le transfert latéral de gène ne sont pas permises. Cependant, le 
transfert latéral de gènes joue un rôle clé dans l’évolution des espèces, en particulier des bactéries. En 
effet, de nombreux projets de séquençages de bactéries ont renforcé l’idée que l’analyse 
phylogénétique d’un groupe d’espèces doit tenir compte d’évènements évolutifs tels que la 
convergence, la duplication, la perte et le transfert latéral de gènes. Ces importants mécanismes ne 
peuvent alors être représentés qu’avec un model en réseau. Plusieurs tentatives d’utiliser des modèles 
en réseaux pour représenter le transfert latéral peuvent être trouvées dans la littérature scientifique, 
voir par exemple Hein (1990) ou Page et Charleston (1998). Récemment, un nouveau modèle de 
transfert latéral permettant d’inscrire l’arbre de gènes dans l’arbre d’espèces correspondant a été 
proposé par Hallet et Lagergreen (2001). Dans ce papier nous définissons un autre modèle de 
classification qui permet d’inscrire l’arbre de gènes dans l’arbre d’espèces en utilisant les moindres 
carrés. Nous montrerons comment les différences topologiques entre ces deux arbres peuvent être 
exploitées pour décrire de possibles scénarios du transfert latéral d’un gène considéré survenus au 
cours de l’évolution.  
 
2. Description de la méthode 
 
Dans cette section, nous décrivons une nouvelle méthode pour la détection des transferts latéraux. Elle 
procède par la réconciliation des topologies d’arbres de gènes et d’espèces (ou taxa). Cette méthode 
permet d’incorporer de nouvelles branches orientées qui représenteront les transferts latéraux dans 
l’arbre d’espèces. La méthode consiste en trois étapes principales décrites ci-dessous. 
 Étape 1. Soit T une phylogénie d’espèces dont les feuilles sont étiquetées selon un ensemble X de n 
taxa. L’arbre T peut être inféré à partir de séquences de nucléotides ou de protéines ou d’une matrice 
de distance en utilisant une méthode d’ajustement appropriée. T est un arbre binaire qui comprend 2n-
3 branches et dont les nœuds internes sont de degré 3. Cet arbre doit être explicitement enraciné car la 
position de la racine est importante dans notre modèle. 



 Étape 2. Soit T1 une phylogénie de gène dont les feuilles sont étiquetées selon le même ensemble X 
de n taxa utilisé pour étiqueter l’arbre d’espèces T. T1 peut aussi être inféré à partir de séquences 
biologiques ou de matrice de distance caractérisant ce gène en particulier. Si les topologies de T et de 
T1 sont identiques alors aucun transfert latéral n’est présent. Par contre, si les deux arbres sont 
topologiquement différents, ceci peut être le résultat de transferts latéraux. Dans ce cas, l’arbre T1 peut 
être inscrit dans l’arbre T en ajustant par les moindres carrés les longueurs des branches de T aux 
paires de distances entre les feuilles dans T1.   
 Étape 3. Le but de cette étape est d’obtenir une liste ordonnée L de toutes les connexions possibles 
de TLG entre les pairs de branches de T. Cette liste comprendra (2n-3)(2n-4) entrées ce qui correspond 
au nombre de connexions différentes entre les branches d’un arbre binaire à n feuilles. Chaque entrée 
de L est associée à une valeur de critère des moindres carrés obtenu par l’ajout d’une branche de 
connexion entre un couple de branches considérée dans T. La première entrée de L, celle qui minimise 
le plus le critère des moindres carrés, correspondra au cas le plus probable du transfert latéral, suivie 
par la deuxième connexion la plus probable et ainsi de suite. 

Maintenant, nous montrons comment calculer le coefficient des moindres carrés pour une branche 
de TLG (a,b) ajoutée à T. Dans un arbre phylogénétique, il existe toujours un chemin unique entre une 
paire de sommets. L’ajout d’une nouvelle branche peut créer un autre chemin. Nous avons donc défini 
des règles qui permettent ou interdisent le passage par la nouvelle branche (a,b) lors de l’établissement 
d’un chemin entre deux sommets quelconques de l’arbre. Pour plus de détails sur ces règles, voir Boc 
et Makarenkov (2003). L’estimation du critère des moindres carrés se fait en quatre pas. 
Premièrement, on détermine toutes les paires de taxa telles que le chemin entre eux peut passer par la 
nouvelle branche (a,b). Deuxièmement, on sélectionne dans cet ensemble toutes les paires de taxa dont 
la distance peut diminuer après l’ajout de la branche (a,b). Troisièmement, on calcule une valeur 
optimale de la branche (a,b) selon le critère des moindres carrés. Et finalement, on réévalue au moins 
une fois la longueur de toutes les branches de l’arbre T. Ces calculs sont répétés pour toutes les paires 
de branches dans l’arbre T. Une liste ordonnée de tous les TLG possibles est alors produite. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         (a)  Arbre d’espèces (inféré par NJ)                                       (b) Arbre du gène rbcL (inféré par NJ) 
 
Figure 1.  (a) Phylogénie de 26 organismes construite avec la méthode Neighbour-Joining (Saitou et Nei, 1987) 
à partir des séquences du gène 16S rRNA. (b) Phylogénie du gène rbcL pour les mêmes 26 organismes inférée 
par la méthode NJ. 
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3. Transfert latéral du gène rbcL 
 
La méthode introduite dans cet article a été appliquée à l’analyse des données d’algues marines, de 
cyanobactéries et de protéobactéries considérées également par Delwiche et Palmer (1996). Les 
derniers auteurs ont examiné les différentes hypothèses du transfert latéral du gène rubisco entre ces 
trois groupes espèces. Delwiche et Palmer ont inféré, en utilisant la méthode de maximum de 
parcimonie, une phylogénie du gène rbcL (rubisco) de 48 espèces et ont trouvé que cette classification 
présentait un certain nombre de conflits en comparaison avec la phylogénie d’espèces inférée à partir 
du gène ribosomal 16S rRNA et d’autres évidences. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 2. Arbre d’espèces de la Figure 1a avec 9 flèches représentant les possibles transferts latéraux du gène 
rbcL trouvés par notre méthode. Le numéro sur les flèches indique leur ordre d’apparition (i.e. ordre 
d’importance) dans la liste de tous les TLG obtenus. 
 

Pour appliquer notre méthode, nous avons tout d’abord essayé de reconstruire l’arbre pour les 48 
espèces à partir des séquences ribosomiques disponibles dans la base de données NCBI et dans 
Ribosomal Database Project. Cependant, les séquences recherchées étaient retrouvées pour seulement 
26 des 48 espèces. La Figure 1 montre les phylogénies d’espèces (1a) et du gène rbcL (1b) inférées 
avec la méthode NJ. L’arbre d’espèces étant basé sur le gène ribosomal 16S rRNA. En observant les 
topologies de ces deux arbres, on note d’importantes différences entre elles. Par exemple on peut voir 
un cluster comprenant trois γ-protéobactéries entre lesquelles on trouve une α-protéobactérie, une β-
protéobactérie et une cyanobactérie. Ces contradictions peuvent être expliquées soit par des transferts 

1 : α Proteobacteria β Proteobacteria 5 : γ Proteobacteria α Proteobacteria
2 : α Proteobacteria β Proteobacteria 6 : γ Proteobacteria α Proteobacteria
3 : α Proteobacteria α Proteobacteria 7 : α Proteobacteria       (α,γ) Proteobacteria
4 : γ Proteobacteria β Proteobacteria 8 : Cyanobacteria           (α,γ) Proteobacteria

9 : Cyanobacteria α Proteobacteria
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latéraux de gènes qui auraient pu se produire entre les espèces indiquées, soit par la duplication du 
gène rbcL. Ces deux hypothèses ne sont pas mutuellement exclusive, voir Delwiche et Palmer (1996).  

Notre méthode a été appliquée aux deux phylogénies de la Figure 1(a et b) et a produit une liste de 
transferts latéraux éventuels ordonnée selon leur importance. La solution obtenue est décrite par les 
neuf transferts latéraux de gènes illustrés sur la Figure 2. Le transfert entre Rhodobacter Capsulatus II 
et Thiobacillus Denitrificans I est le plus significatif suivi du transfert entre Rhodopirillum II et 
Thiobacillus Denitrificans I et ainsi de suite. Delwiche et Palmer (1996, figure 4) indiquent quatre 
TLG du gène rubisco entre les cyanobactéries et les γ-protéobactéries, les γ-protéobactéries et les α-
protéobactéries, les γ-protéobactéries et les β-protéobactéries et finalement, entre les α-protéobactéries 
et les algues rouges et brunes. Notre méthode a permit de retrouver tous les transferts latéraux indiqués 
par Delwiche et Palmer (1996) sauf celui des α-protéobactéries vers les algues rouges et brunes.  
 
4. Conclusion 
 
Nous avons développé une nouvelle méthode pour détecter des transferts latéraux de gènes dans une 
phylogénie d’espèces. Cette méthode exploite les différences topologiques entre un arbre d’espèces et 
un arbre de gènes construits pour un même ensemble d’organismes. L’arbre de gènes est d’abord 
inscrit dans l’arbre d’espèces et puis la possibilité du transfert latéral entre chaque paire de branches 
de l’arbre d’espèces est estimée. Notre méthode génère une liste ordonnée de transferts latéraux entre 
les branches de la phylogénie d’espèces. Les éléments de cette liste doivent être analysés avec 
précaution prenant en compte toutes les informations disponibles sur les données traitées. Dans cet 
article, nous avons développé un model basé sur le critère des moindres carrés. Il serait intéressant 
d’étendre et de tester cette procédure dans le cadre des models de maximum de vraisemblance et de 
maximum de parcimonie. La méthode de détection de transferts latéraux de gènes décrite dans ce 
papier sera incluse (dans la version de mai 2003) au package T-Rex de Makarenkov (2001). Ce 
programme, disponible pour les plates-formes Windows et Macintosh, est mise à la disposition des 
chercheurs à l’adresse URL suivante : <http://www.fas.umontreal.ca/biol/casgrain/en/labo/t-rex>. 
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RÉSUMÉ. Ce travail présente une méthode de type nuées dynamiques pour des données symboliques de 
type intervalle. On s’intéresse en particulier le problème de la standardisation; trois méthodes 
distinctes de standardisation, adaptées á ce type de données, sont proposées. La méthode est évaluée 
sur la base d’exemples simulés et de données réelles. 
MOTS-CLÉS : Classification, nuées dynamiques, données intervalles 
 
 
 
 
1. Les données 
 

Dans ce travail, on présente une méthode permettant de construire une partition d’un 
ensemble d’objets décrits par des variables symboliques quantitatives, dont les valeurs 
peuvent être soit des intervalles de R soit des points de R (c’est-à-dire, des intervalles 
degenerés). 

Les données en entrée constituent un tableau de données symboliques, où, pour chaque 
objet ωi en ligne, et chaque variable yj en colonne, on observe soit une valeur de R, comme 
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dans le cas classique, soit un intervalle. En conséquence, dans une même colonne, on peut 
trouver à la fois des valeurs réelles et des intervalles : 
 

 y1 … yj ... yp 
ω1 [a11 , b11] ... [a1j , b1j] ... [a1p , b1p] 
...  ...  ...  ... 
ωi [ai1 , bi1] ... [aij , bij] … [aip , bip] 
… …  …  … 
ωn [an1 , bn1] … [anj , bnj] … [anp , bnp] 

 
où l’on peut avoir aij= bij pour quelques i,j. À chaque ωi est canoniquement associé un objet 
symbolique, [  , avec I]Iy[]Iy ipp1i1 ∈∧∧∈ L ij = [aij,bij], i=1,…,n, j=1,…,p. 
 
2. La Méthode 
 

La méthode proposée est basée sur la méthodologie des nuées dynamiques, c’est-à-dire 
que, ayant définit une méthode de représentation des classes, on construit la partition en 
appliquant itérativement une fonction d’allocation et une fonction de représentation. À la 
convergence, on atteint un optimum local d’un critère qui évalue l’ajustement entre les classes 
obtenues et leurs représentants.  

Les fonctions d’allocation et de représentation sont basées sur une distance dans l’espace 
de description. La méthode utilise une distance de type L2 entre intervalles ou hypercubes 
dans Rp. 

Soit I1 = [a1 , b1] et I2 = [a2 , b2], alors la distance entre des intervalles I1 et I2 s’écrit : 
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On considère pour représentant de chaque classe le vecteur d’intervalles (I1, …, Ip), avec 

Ij= [aj,bj], j=1,…,p, dont les bornes aj et bj sont respectivement la moyenne des bornes 
inférieures et la moyenne des bornes supérieures calculées pour les éléments de la classe. Ce 
choix est en accord avec la métrique choisie, et garantit donc la convergence de la méthode. 
 
2.1. Standardisation 
 

Quand on est en présence de variables quantitatives, les différentes échelles que les 
variables peuvent présenter ont un effet important dans le calcul des distances et donc dans le 
résultat final d’une méthode de classification. Pour faire face à ce problème, trois méthodes 
distinctes de standardisation, adaptées à des données de type intervalle, sont proposées.  

La standardisation doit être effectuée variable par variable, ainsi, la même transformation 
doit être appliquée aux bornes supérieure et inférieure des intervalles.  

Dans les deux premiers cas, on fait la standardisation en centrant les données par rapport à 
la moyenne des centres des intervalles; la première méthode évalue la dispersion par la 



 dispersion de ces centres, alors que la deuxième méthode considère la dispersion des bornes 
des intervalles.  

La troisième méthode proposée effectue une standardisation par rapport au maximum des 
bornes supérieures et au minimum des bornes inférieures. 
 
 
2.2. Les sorties 
 

Pour évaluer et interpréter les résultats de la méthode, on décrit chaque classe de la 
partition obtenue par des objets symboliques: un objet “central” prototype et un objet 
généralisant.  

La qualité et les propriétés de la partition finale sont en outre interprétées en termes 
d’inertie expliquée, contribution des classes à l’inertie globale, et contributions des variables 
aux classes. Ces mesures sont définies comme des extensions au cas de données de type 
intervalle des mesures correspondantes pour des données classiques monovaluées. 

 
Pour évaluer la performance de la méthode proposée, on l’a appliquée à des données 

simulées en 2 dimensions présentant différentes configurations. On illustre également la 
méthode par une application à des données réelles de dimension supérieure. 
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RÉSUMÉ. Le probl̀eme de l’ajustement d’une ultramétrique à une distance donnéeD est trait́e en construisant le plus petit
intervalle de distances qui contienneà la fois D et une ultraḿetrique U . C’est cette ultraḿetrique qui est la solution du
problème d’ajustement. Une application est faiteà des donńees d́ecrites par des variables d’intervalle.

MOTS-CĹES :Ultramétrique, norme infinie, variables d’intervalles

1. Ultramétrique optimale en norme infinie

Un probl̀eme important en classification est l’approximation d’une dissimilarité donńeeD, sur un ensemble
X à n éléments, par une distance ultramétriqueU . La qualit́e de cet ajustement peutêtre mesuŕee selon plusieurs
normes,L1, L2 ouL∞ étant les plus classiques. Pour les deux premières, le probl̀eme de calculer une ultramétrique
optimale est NP-difficile [Krivanek et Moravek, 1986] alors que pour la norme infinie, Farach, Kannan et Warnow
[1995] ont montŕe que, trouver une distance ultramétriqueU telle que‖D − U‖∞ est minimum, est un problème
de complexit́e polyn̂omiale. Chepoi et Fichet [2000] ont grandement simplifié les choses en introduisant la notion
d’ultramétrique sous-dominante dans la construction de Farach et al., qui en ignoraient l’existence. Ils ont montré
que l’ultraḿetrique sous-dominante deD, not́eeUsd(D), augment́ee pour chaque valeur d’une constante

k =
1
2

max
x,y

‖D(x, y)− Usd(D)(x, y)‖,

soitUr
∞(D) = Usd(D) + k, est optimale au sens de la normeL∞.

Dans leurs articles respectifs, ces auteurs se sont principalement attachésà évaluer la complexit́e du calcul, en
O(n2), sans comparer les solutions optimales qui ne sont pas touteséquivalentes. NotonsU∞(D) l’ensemble des
ultramétriques optimales pourD au sens de la norme infinie.

∀U ∈ U∞(D), ‖D − U‖∞est minimum.

Dans la premìere partie, nous d́efinissons une ultraḿetrique particulìere, not́eeU∞(D) qui s’ajuste le mieux̀a
D, toujours au sens de cette même norme. C’est̀a dire que pour toute paire(x, y) d’éléments deX,

∀U ∈ U∞(D), |D(x, y)− U∞(x, y)| ≤ |D(x, y)− U(x, y)|.

Par rapport̀a l’ultramétrique de ŕeférence,Ur
∞(D), ceci revientà d́eterminer non plus une constantek valable

pour toute paire(x, y) deX, mais une śerie de constantesk1, ..kn−1 chacunéetant appropríeeà un sous-arbre du
dendrogramme deUsd(D). Cette śerie de constantes se calcule directementà partir des longueurs des arêtes d’un
arbre minimum deD. Le principe de l’algorithme est de rechercher, pour chaque arête, les deux classes qui sont
réunies dans le dendrogramme et de calculer la constante globale sur ce sous-tableau de distance. L’algorithme
est enO(n2) si toutes les longueurs sont différentes. Dans le cas de deux arêtes adjacentes et de même longueur,
un pŕe-calcul est ńecessaire. On notera que la topologie du dendrogramme associé est la m̂eme que celle du lien
unique.



Exemple

D x y z t u v

y 6
z 7 12
t 5 3 4
u 1 6 3 7
v 3 16 6 9 2
w 4 12 2 11 5 7

Usd x y z t u v

y 4
z 3 4
t 4 3 4
u 1 4 3 4
v 2 4 3 4 2
w 3 4 2 4 3 3

TAB . 1. Une dissimilarit́eD et son ultraḿetrique sous dominanteUsd(D) ; ici k = 6.
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FIG . 1. Dendrogrammes de l’ultraḿetrique infinie deD, à gauche l’ultraḿetriqueUr
∞, à droite le cas ajust́eU∞

2. Ultramétrique entre deux dissimilarités

De façon naturelle, l’ensemble des distances surX est muni d’une relation d’ordre partielle notée�. On a
D � D′ ssi∀(x, y) ∈ X, D(x, y) ≤ D′(x, y). Dans la seconde partie, nous développons un nouveau paradigme
en classification : Etant donné une dissimilarit́e D, plutôt que de chercher̀a approximerD par une ultraḿetrique,
nous construisons deux dissimilaritésDm etDM qui encadrentD. On a doncDm � D � DM . Ces dissimilarit́es
sont choisies de telle manière que cet intervalle de distances soit le plus petit possible et qu’il contienne au moins
une ultraḿetriqueUs ditesandwich:

∃Us telle queDm � Us � DM .

C’est le dendrogramme de cette ultramétrique qui est consid́eŕe comme arbre de classification associé àD. Ceci re-
vientà consid́erer chaque valeurD(x, y) comme une estimation d’une valeur inconnue comprise entreDm(x, y) et
DM (x, y). On notera que cette ultramétrique n’est ǵeńeralement pas unique, même d’un point de vue topologique.

Par d́efinition de l’ultraḿetrique sous-dominante, il existe une ultramétrique sandwich entreDm et DM si et
seulement siDm � Usd(DM ). Etant donńe une distanceD, nous d́eterminons le plus petitβ ∈ R+ tel que,
l’intervalle [(1− β)D, (1 + β)D] contienne une ultraḿetrique.

Proposition

Soit D une distance surX, un ŕeelβ < 1, Dm = (1 − β)D et DM (1 + β)D. La plus petite valeurβ telle que
∃Us ∈ [Dm, DM ] est d́efinie par :

β = ||D − Usd(D)
D + Usd(D)

||∞.
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Démonstration

Pour qu’il existe une ultraḿetrique encadrée par deux distancesDm et DM , il faut et il suffit que l’ultraḿetrique
sous dominante deDM soit suṕerieureàDm. On cherche doncβ tel que :

∀ i, j ∈ X, (1− β)D(i, j) ≤ Usd((1 + β)D(i, j))

⇔ ∀ i, j ∈ X, (1− β)D(i, j) ≤ (1 + β)Usd(D)(i, j)

⇔ ∀ i, j ∈ X,
D(i, j)− Usd(D)(i, j)
D(i, j) + Usd(D)(i, j)

≤ β

Donc si on prend :

β = ||D − Usd(D)
D + Usd(D)

||∞

la condition est ŕealiśee. L’ultraḿetrique sandwich de référence est alors l’ultraḿetrique sous dominante deDM ,
soit :

Ur
s (D) = Usd(DM ) = (1 + β)Usd(D) •

De même que dans l’approximation au sens de la normeL∞ de la premìere partie, cette valeur deβ peutêtre
la même pour toute paire d’éléments deX ou elle peut̂etre ajust́ee, en fonction des sous-arbres du dendrogramme
deUsd(D). On obtient ainsi l’ultraḿetrique sandwich notéeUs(D).

Ici encore, la topologie de l’arbre obtenu est la même que celle du le lien unique (puisqu’elle est donnée par un
arbre minimum). Mais,̀a l’intérieur du sandwich, il existe d’autres topologies, que nous nous proposons d’étudier.

Exemple
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FIG . 2. Dendrogrammes de l’ultraḿetrique sandwich deD, à gaucheUr
s (D), à droite le cas ajust́eUs(D).

A partir d’une distanceD, nous avons d́efini quatre ultraḿetriques ; deux qui sont optimales pour la norme in-
finie et deux qui sont comprises dans un intervalle minimum de distance qui contientD et une ultraḿetrique. Pour
comparer ces approximations, nous avons repris des critères ḿetriques classiques dévelopṕes dans Gúenoche et
Garreta [2000]. Les valeurs affichées dans la table ci-dessous sont ici pour montrer que les ultramétriques ajust́ees
sont meilleures que celles de référence. Ce n’est guère surprenant, compte tenu de la méthode. Il faut souligner que
ce n’est pas au d́etriment de la complexité, puisque les ajustements créent une partition des valeurs de distance, et
que chaque valeur n’intervient que dans un seul ajustement.
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Dissimilarit́eD
U∞ UsUsd Ur

∞ U∞ Ur
s Us

Moyenne des| diff érences| 2.333 2.735 2.03 2.333 2.069
Ecart quadratique moyen 8.333 11.604 7.248 8.333 7.195
Déviation standard 0.463 0.546 0.432 0.463 0.43
Stress 1.922 2.423 1.619 1.922 1.614

TAB . 2. Comparaison des ultraḿetriques obtenues̀a partir de la dissimilarit́e de l’Exemple

3. Application aux données quantitatives et aux variables d’intervalles

Dans la troisìeme partie, nous nous intéressons̀a des donńees dont leśeléments sont d́ecrits par des variables
d’intervalles[Chavent et Lechevallier, 2002]. Plutôt que de calculer la distance de Hausdorff entre leséléments,
nousévaluons un intervalle de distancesà partir de ces données. Pour chaquex ∈ X et pour chaque variable
V i, on connâıt deux valeurs extrêmesV i

m(x) et V i
M (x) qui constituent un encadrement de la valeur hypothétique

V i(x). Dans le cas òu l’on n’aurait qu’une seule valeurV i(x), on peut toujours se ramenerà l’aide d’un param̀etre
αi, à l’intervalle [(1 − αi)V i(x), (1 + αi)V i(x)] ou toute autre formule d’encadrement qui tienne compte de la
distribution deV i.

Pour ces variables d’intervalle,D(x, y) peut être estiḿee par un intervalle[Dm(x, y), DM (x, y)]. Les deux
distances sont obtenues par sommation sur toutes les variables,éventuellement pondéŕees, des diff́erences que l’on
peut observer dans les intervalles[V i

m(x), V i
M (x)] et [V i

m(y), V i
M (y)]. Il faut distinguer deux cas :

– Si les intervalles sont sans intersection, on admettra queV i
m(x) ≤ V i

M (x) < V i
m(y) ≤ V i

M (y). On a alors
δi
m(x, y) = V i

m(y)− V i
M (x) et δi

M (x, y) = V i
M (y)− V i

m(x).
– S’ils ont une intersection non vide,δi

m(x, y) = 0. Pourδi
M (x, y), il faut distinguer le cas òu les intervalles

se chevauchent du cas où ils sont embôıtés ;
– siV i

m(x) ≤ V i
m(y) ≤ V i

M (x) ≤ V i
M (y) on aδi

M (x, y) = V i
M (y)− V i

m(x) (cas du chevauchement),
– siV i

m(y) ≤ V i
m(x) ≤ V i

M (x) ≤ V i
M (y) on aδi

M (x, y) = V i
M (y)− V i

m(y) (cas de l’embôıtement).
Les distances sontévalúees par les formules ci-dessous pour lesquelles on peut utiliser la norme de son choix :

Dm(x, y) = ‖δi
m(x, y)‖ etDM (x, y) = ‖δi

M (x, y)‖.

On est alors ramené au probl̀eme de l’ultraḿetrique sandwich de la deuxième partie. S’il y a une solution, on
cherchèa construire une ultraḿetriqueU centŕee entreDm et DM , sinon, on calcule la moyenneD = 1

2 (Dm +
DM ) et la solution de la première partie,U∞(D). Ici encore, les solutions peuventêtre compaŕees d’un point de
vue ḿetrique ou topologique
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RÉSUMÉ. Les analyses multidimensionnelles permettent l’étude de plusieurs variables en tenant compte de leurs liaisons. Nous
nous int́eressons icìa un type de liaison particulier, qui est l’interaction statistique. A travers le modèle log-lińeaire, nous expo-
sons ce qu’est l’interaction, et les précautions d’interpŕetation des liens entre variables qui en découlent. Puis nous examinons
le formalisme d’extraction automatique de règles d’association, afin de voir si les problèmes d’interpŕetation líesà l’existence
d’interactions se retrouvent, et nécessitent alors une correction du jeu de règles extrait.

MOTS-CĹES :Classification de r̀egles, fouille de donńees, mod̀ele loglińeaire, r̀egles d’association, interaction

1. Introduction

Une des techniques de la fouille de données consistèa extraire un jeu de règles d’association d’une base
de donńees, le plus souvent sous la forme d’une matrice sujets*propriét́es[6]. Puis ces règles d’association sont
clasśees selon divers indices[7], avant d’être rendues aux experts du domaine d’où proviennent les données, pour
interpŕetation[4]. Pouŕeviter l’explosion du nombre de règles, des hypothèses sont souvent faites sur les interac-
tions entre variables, par exemple d’independance locale dans les réseaux baýesiens [9]. De telles hypothèses ne
sont pas faites lors de l’extraction du jeu de règles d’association. Nous nous proposons ici d’explorer les relations
entre leśeléments d’un jeu de règles d’association qui seraient induites par ces interactions. Nous les définissons
en utilisant le formalisme du modèle log-lińeaire des statistiques inférentielles[8]. Dans un premier temps, nous
exposons sur un modèle à deux variables ce qu’est l’interaction et l’effet qu’elle produit sur le jeu des 8 règles
d’association correspondantes, puis nous l’étendons̀a trois variables.

2. Avec 2 variables

On a 2 proprietes A et B, et N sujets numérot́es de 1̀a N pour lesquels on connait l’absence (0) ou la présence
(1) de chacune de ces 2 propriét́es. On dispose d’une matrice booléenne de N lignes et 2 colonnes, c’est-à-dire

Numéro de sujet A B AxB B=0 B=1 total
1 0 0 A=0 a b a+b
2 1 0 A=1 c d c+d
... ... ... total a+c b+d N=a+b+c+d

TAB . 1. matrice booĺeenne de donńees tableau de contingence des 2 variables observées surN sujets

contenant uniquement les valeurs 0 et 1. Par exemple, si A est le sexe masculin, B est la réussitèa l’examen, et les



sujets sont deśetudiants, on voit dans le tableau de gauche de la table 1 que l’étudiant 1 est une fille (A=0) qui a
échoúe (B=0), que l’́etudiant 2 est un garçon (A=1) qui aéchoúe, etc... Le tableau de contingence permettant de
résumer cette matrice de données est le tableau de droite de la table 1, de 2 lignes et 2 colonnes, où figurent les
effectifs des 4 cas possibles de valeurs du couple de variables (A,B), auquel on a rajouté une colonne et une ligne
de totaux, qui sont appelées les marges du tableau. On notera les modalités 0 et 1 de la variable A par A0 et A1, et
pareillement pour B. On se limitera aux tableaux de contingence n’ayant aucune marge nulle, c’est-à-dire que les
variables A et B ont ŕeellement deux modalités chacune.

2.1. Le modele log-lińeaire

Si on notenij le nombre de sujets pour lesquels on aA = i etB = j, où i, j ∈ {0; 1}, et si aucun de ces 4
effectifs n’est nul, on peut́ecrire l’équation suivante :

ln(nij) = α+ βi+ γj + δij avec α = ln(a), β = ln(c/a), γ = ln(b/a), δ = ln(ad/bc) [1]

Dans le cas òu δ = 0, on dira qu’il n’y a pas d’interaction entre A et B, ce qui correspond au cas où a/b = c/d =
(a+ c)/(b+d), c’est-̀a-dire òu les colonnes sont proportionnelles, et où a/c = b/d = (a+ b)/(c+d), c’est-̀a-dire
où les lignes sont proportionnelles1. Dans ce cas d’interaction nulle, on s’interessera aux valeurs deβ et deγ,
qu’on appelera respectivement l’effet de A, et l’effet de B. Siβ est nul, cela signifie que c=a et b=d, donc que
les lignes A0 et A1 sont identiques, donc que l’effet de A est nul, s’il est positif, que la ligne de A1 l’emporte
sur celle de A0, et inversement s’il est négatif. De la m̂eme façon, on examine la valeur deγ en cas d’interaction
nulle, pour tirer des conclusions sur l’effet de B. Quand l’interaction n’est pas nulle, les coefficientsβ et γ ne
sont plus alors interprétables2. En effet, Pour le tableau de droite de la table 2, si A=0, ce qui correspondà i=0,

1 effet principal 2 effets principaux interaction
AxB B=0 B=1 total AxB B=0 B=1 total AxB B=0 B=1 total
A=0 40 460 500 A=0 60 540 600 A=0 790 110 900
A=1 40 460 500 A=1 40 360 400 A=1 10 90 100
total 80 920 1000 total 100 900 1000 total 800 200 1000
ln(nij) = 3.69 + 2.44j ln(nij) = 4.09− 0.41i+ 2.20j ln(nij) = 6.7− 4.4i− 2.0j + 4.2ij

TAB . 2. tableau de contingence de 2 variables A et B sans interaction

l’equation devientln(nij) = 6.7− 2.0j, alors que si A=1, elle devientln(nij) = (6.7− 4.4) + (−2.0 + 4.2)j soit
ln(nij) = 2.3 + 2.2j. Par contre, si on examine l’effet de A pour B=0 et B=1, on n’a pas de contradiction avec le
coefficientβ. Dans le cas òu B=0, ln(nij) = 6.7 − 4.4i, et dans le cas òu B=1, ln(nij) = 4.7 − 0.2i. On obtient
dans les deux cas A0 qui l’emporte sur A1.

2.2. Les r̀egles d’association

En logique formelle, on dit qu’on a la règle ”A0 implique B0”, que l’on note A0→B0, quand il n’y a aucun
élément v́erifiant simultańement A0 et B1 (le nombre b de la table 1 est nul). Par exemple, si A est le sexe masculin,
B est la ŕeussitèa l’examen, la r̀egle A0→B0 se traduit par ”̂etre une fille impliquéechouer̀a l’examen”, et on la
prouve eńetablissant que le nombre de personnes qui sontà la fois de sexe feminin et qui ont réussìa l’examen, est
nul. Les r̀egles d’association de la fouille de données sont des implications approchées, c’est-̀a-dire qu’on accepte
que b soit diff́erent de 0. Leur qualité est mesuŕee par de nombreux indices [7].

1. On parleégalement d’ind́ependance entre les 2 variables A et B
2. Les exemples cités dans cet article ontét́e choisis tels que les interactions non nulles diffèrent significativement de zéro afin
de permettre au lecteur non statisticien de suivre l’exposé sans faire d’inf́erences statistiques, et au lecteur statisticien d’accepter
de le suivre en les ayant faites.
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On dira que la r̀egle A0→B0 est de meilleure qualité que la r̀egle A0→B1 pour un indice donńe ”ind” si l’ex-
pressionE(ind) = ind(A0 → B0) − ind(A0 → B1) est positive. Nous avonśetabli (voir preuves dans[3]) que
les indices se divisent en 2 groupes. Pour le premier groupe, qui contient le support, la fréquence, la confiance
et l’étonnement, cette expression est de même signe queD = a − b, donc que l’effet de B (en fait de B0 par
rapportà B1 not́e γ′ = ln(a/b)), et pour le second, qui contient la différence, l’inter̂et, la satisfaction, la nou-
veaut́e, la conviction et l’implication3, cette expression est de même signe queP = ad− bc, donc que l’interaction
δ = ln(ad/bc) . Quand les indices donnent des informations contradictoires, on peut choisir de rejeter les 2 règles
correspondantes, ou bien de garder celles maximisant la valeur d’un indice spécifiqueà l’expert des donńees. Une
autre façon d’agir assez courante est d’imposer un seuilà la confiance, de façon arbitraire ou sur des bases statis-
tiques [2], puis regarder les valeurs les plusélev́ees de certains autres indices [4]. Si le seuil de confiance dépasse
0.5, comme c’est ǵeńeralement le cas quand il est choisi arbitrairement (le plus souvent 0.8), la seule des deux
règles qui d́epasse ce seuil est gardée. Si ce seuil est plus bas, les deux règles peuvent le d́epasser, et dans ce cas
les autres indices peuvent intervenir dans le choix de la meilleure.

Pour le premier tableau de la table 2, comme il n’y a pas d’interaction, les indices du second groupe sont
identiques. Comme il n’y a pas d’effet principal pour A, les indices sont les mêmes pour les règles 5 et 6 ainsi que
pour les r̀egles 7 et 8, on ne peut pas faire de choix, on les rejette toutes les quatre. Comme B a un effet principal,
on peut faire un choix entre la règle 1 et la r̀egle 2, en choisissant la règle 2, et entre la règle 3 et la r̀egle 4, en
choisissant la r̀egle 3. Ce tableau nous fournit donc un ensemble de 2 règles, qui sont la règle (A=0)→(B=1) et
la règle (A=1)→(B=1). Ces deux r̀egles ont tous leurs indices identiques. Elles ne sont pas contradictoires, mais
l’information qu’elles apportent̀a elles deux n’a gùere de valeur, car l’intervention de A ne change pas le rapport
des chances entre avoir B=0 et B=1. On les supprime donc et le jeu de règles est vide. Pour le deuxième tableau de
la table 2, on peut se retrouver avec une seule règle, la r̀egle 2, deux r̀egles, la r̀egle 2 et sa ŕeciproque la r̀egle 8,
ou aucune r̀egle, selon qu’une petite différence d’indices est négligée ou non. Le tableau de droite de la table 2 a

No Partie Partie Sup Confi Etonn No Partie Partie Sup Confi Etonn
gauche droite port ance ement gauche droite port ance ement

1 A0 → B0 40 0.08 -5.25 5 B0 → A0 40 0.50 0
2 A0 → B1 460 0.92 0.46 6 B0 → A1 40 0.50 0
3 A1 → B1 460 0.92 0.46 7 B1 → A1 460 0.50 0
4 A1 → B0 40 0.08 -5.25 8 B1 → A0 460 0.50 0

TAB . 3. les indices des règles pour A et B sans interaction, et un effet principal de B

une interaction qui contrarie l’effet principal de B, la règle 3 l’emporte maintenant sur la règle 4, alors que dans le
couple de r̀egles (1, 2), c’est la règle 1 qui l’emporte. Pour les 4 règles suivantes, l’interaction n’ayant pas contrarié
l’effet de A, Les indices du premier groupe privilégient les r̀egles 5 et 8. Toutefois, dans la colonne correspondant
à B=0, la diff́erence entre A0 et A1 áet́e accentúee alors que dans la colonne correspondantà B=1, elle aét́e
diminuée. Ce sont les indices du second groupe qui rendent compte de cet effet, et qui privilégient la r̀egle 5à la
règle 8. Pour conclure sur cette interaction contrariante, on peut maintenant extraire un jeu de règles qui a plus de
sens, et qui contient la règle 1, la r̀egle 3 et la r̀egle 5.

3. Avec 3 variables

Pour le mod̀ele log-lińeaire, on notenijk le nombre de sujets pour lesquels on aA = i, B = j etC = k, où
i, j, k ∈ {0; 1}, et si aucun de ces effectifs n’est nul, on peutécrire l’équation suivante.

ln(nijk) = α+ β1i+ β2j + β3k + γ1ij + γ2ik + γ3jk + δijk [2]

avecα = ln(n000), β1 = ln(n100
n000

), β2 = ln(n010
n000

), β3 = ln(n001
n000

), γ1 = ln(n000n110
n010n100

), γ2 = ln(n000n101
n100n001

),
γ3 = ln(n000n011

n001n010
), δ = ln(n001n100n010n111

n000n011n101n110
).

3. Pour l’implication, il faut toutefois que la valeur dead−bc
N

soit assez grande en valeur absolue
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Comme dans l’́equation 1, on a l’effet global,α, l’effet de chaque variable prise sépaŕement,β1 pour A, β2
pour B,β3 pour C, les interactions des variables prises 2à deux,γ1 pour l’interaction A*B,γ2 pour A*C, γ3 pour
B*C, mais on a en plusδ qui correspond̀a l’interaction A*B*C entre les 3 variables. Pour interpréter l’interaction
de 3 variables expriḿee par le coefficientδ, examinons le cas ou elle est nulle, cela donnen000n110

n100n010
= n001n111

n101n011
, ce

qui signifie que l’́ecartà la proportionnalit́e du tableau AxB pour C=0 est le même que celui du tableau AxB pour
la valeur 1 de C4. Nous montrons que si l’interprétation des relations dans le cas d’une interaction non nulle entre
3 variables est difficile, la plus grande simplicité en cas d’interaction A*B*C nulle n’empeche pas que l’apparition
d’une troisieme variable peut contredire la relation trouvée sur 2 variables.

Pour les r̀egles d’association, il en découle que peuvent apparaitre des contradictions sous la forme d’un jeu de
règles contenant par exemple les 3 règles A0 C0→B0, A0 C1→B1, A0→B0. Si on imagine que A0 est ”être de
sexe f́eminin”, B0 est ”́echouer̀a l’examen”, et C0 est ”ne pasêtre redoublant”, on voit que ces règles se traduisent
respectivement ainsi : ”les non redoublanteséchouent̀a l’examen”, ”les redoublantes réussissent l’examen”, ”les
filles échouent̀a l’examen”. La troisìeme r̀egle contredit la deuxième r̀egle. On pŕefère en ǵeńeral l’éliminer afin de
garder un jeu de règles coh́erent sans perdre trop d’information. Nous l’illustrons par un exemple avant de l’établir
par des calculs mathématiques.

4. Conclusion et perspectives

En nous aidant du formalisme du modèle log-lińeaire, nous avons essayé de comprendre les relations entre plu-
sieurs variables binaires et leurs conséquences sur le jeu de règles d’association. Dans le modèleà deux variables,
nous avons remarque la piètre qualit́e du jeu de r̀egles trouv́e en absence d’interaction, ou en cas d’interaction non
”contrariante”. Ce que nous avons retrouvé sous forme de redondance dans le modèleà 3 variables. Dans ce dernier
mod̀ele sont́egalement apparues des contradictions duesà une r̀egle ǵeńerale A0→B0 obtenue par agrégation de
2 règles partielles contradictoires A0 C0→B0 et A0 C1→B1. Il semble int́eressant de nettoyer le jeu de règles de
ces contradictions et de ces redondances avant de le donnerà interpreter aux experts du domaine dont sont issues
les donńees.
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RÉSUMÉ. On complète l’interprétation courante de l’effet Guttman par l’explication de l’épaisseur de 
l’arc. Ceci suggère une méthode de redressement utilisant des coordonnées polaires, qui permet de 
garder toute l’information contenue dans le premier plan factoriel. 
MOTS-CLÉS. Analyse des correspondances, Effet Guttman, Redressement, Coordonnées polaires. 
 
 
 
 
1. Introduction 
 
   L’effet Guttman se présente lors de l’application d’une analyse factorielle à une matrice en 
bandes diagonales.  Selon les différentes techniques utilisées, sur le premier plan factoriel on 
peut trouver une distribution ayant la forme d’un fer à cheval (analyse en composantes princi-
pales) ou d’un arc (analyse des correspondances). Dans les plans factoriels suivants, on trouve 
des distributions autour de courbes plus complexes, ce qui en principe semble empêcher toute 
interprétation ; d’habitude on en déduit que les autres facteurs sont des transformations du 
premier, donc sans intérêt. Dans les applications, on trouve cet effet lorsque les données re-
présentent un échantillon dont la diversité dépend de facteurs (non observés) selon lesquels 
les caractères observés assument des valeur non nulles seulement dans un intervalle, voire ont 
une distribution unimodale. C’est le cas des données saisies dans le cadre des sciences natu-
relles, car la niche écologique, à savoir l’environnement favorable au développement des in-
dividus d’une espèce, est normalement borné à l’intervalle des facteurs écologiques où leur 
vie est possible. Dans cet intervalle, l’existence de conditions optimales justifie l’assomption 
d’une distribution unimodale, qui par simplicité est normalement modélisée par une loi gaus-
sienne, bien que la symétrie ne soit pas justifiée. 

                                                           
1  Pour ce travail, il a été financé par le C.N.R., contrat n° CNRC00D101_001, et par l’Università La Sapienza. 



                            
Figure 1 - Deux caractères décalés le long d'un facteur et leur représentation grafique. 

   L’interprétation de l’effet Guttman comme présence d’un facteur écologique sous-jacent à 
la distribution des espèces et des relevés dans l’étude des communautés végétales, a beaucoup 
intéressé les botanistes, qui ont été frappés par la possibilité de l’analyse indirecte des gra-
dients, à savoir la possibilité de remonter de la composition florale des relevés à leur position 
le long du gradient écologique ainsi identifié. Ce but a conduit les chercheurs à des études 
spécifiques, suivant différentes directions : i) la justification de cet effet ; ii) la recherche de la 
méthode qui le minimise ; iii) la recherche d’une technique de redressement; iv) le dévelop-
pement de méthodes alternatives de traitement, basées sur la distribution gaussienne.  
 
    Dans toutes ces études on a utilisé, comme données simulées, des matrices à bande régu-
lière, qui soumises aux analyses en composantes principales (ACP) produisent un fer à cheval, 

et soumises aux analyses des correspondances 
(AFC) produisent un arc. Ceci a conduit à 
qualifier cet effet de généralisation multidi-
mensionnelle de ce qu’on observe dans la re-
présentation graphique simultanée de deux 
variables gaussiennes décalées (Figure 1), une 
distorsion à éliminer sans regret. Par consé-
quent, Gauch et Hill [GAU 80] ont proposé un 
redressement soit par soustraction des coor-
données des objets sur le second facteur de 
leur moyenne, calculée par intervalles du 
premier facteur (Figure 2), soit par soustrac- 

Figure 2 - Redressement selon Gauch et Hill.        tion de la moyenne estimée par une courbe de 
régression de second degré.  Dans les deux cas, le redressement cause une forte distorsion des 
distances entre objets contigus, à cause de la variation arbitraire des coordonnées sur le se-
cond facteur. De telles techniques ne fournissent pas de grands avantages, car ce redressement 
ne respecte pas l’inflexion des objets disposés aux extrêmes du fer à cheval. Comme autre 
essai, les techniques basées sur un modèle gaussien ([IHM 75], [GOO 80]) se bornent à ran-



ger correctement les objets le long d’un gradient unidimensionnel, au prix de la perte de toute 
autre information contenue dans les données. 
 
    Dans ce travail, on propose une interprétation de l’effet Guttman basée sur des matrices 
ayant plusieurs bandes de différente largeur, ce qui permet d’expliquer l’épaisseur de l’arc 
comme étendue de la distribution des caractères et on présente une méthode de redressement 
des facteurs qui sauvegarde toute l’information contenue dans le premier plan factoriel. 
 

 
2. L’effet Guttman : son interprétation 
 
    L’interprétation de l’effet Guttman est très simple et se base sur la technique courante 
d’interprétation des analyses factorielles : si on suppose de disposer d’une matrice en bande, il 
est normal que les caractères ayant une valeur dans les unités extrêmes soient opposées sur le 
premier axe factoriel. Si l’étendue des caractères est limitée, il arrive que les unités centrales 
soient aussi opposées aux deux extrêmes. Les trois ensembles se situeront alors, dans le pre-
mier plan factoriel, aux sommets d’un triangle. La disposition des unités intermédiaires entre 
centre et extrêmes sera le long d’un arc, mais l’opposition entre elles sera représentée par 
l’opposition sur un troisième axe, orthogonal aux deux précédents, et ainsi de suite. Des 
considérations analogues peuvent se faire pour les caractères. Pour ce qui concerne la position 
des objets dans l’épaisseur de l’arc ainsi obtenu, il faut distinguer entre ACP, où les caractères 
ayant une étendue plus courte sont ramenés vers l’origine des axes, car leur liaison avec les 
autres caractères est plus faible, donc mal représentée, et AFC, où la relation barycentrique 
impose, au contraire, que les caractères moins corrélés soient situés vers l’extérieur de la dis-
tribution. Par conséquent, les unités pauvres en caractères seront ramenées vers le centre par 
l’ACP et loin du centre par l’AFC ; le contraire arrivera pour les unités riches en caractères. Il 
faut encore remarquer qu’en AFC la disposition de caractères de l’autre côté de l’arc par rap-
port à l’origine concerne des caractères présents dans des unités situées aux deux extrêmes de 
la distribution et que la réduction de l’intensité de la liaison entre les caractères aux extrêmes 
de la distribution justifie l’inflexion en ACP et l’ouverture et rétrécissement de l’arc en AFC. 
Toutes ces considérations mènent à la conclusion que, en AFC, la distribution le long de l’arc 
est bornée par une enveloppe convexe représentée par une bande de caractères présents dans 
une seule unité et par une bande d’unités n’ayant qu’un caractère présent.  
 

 
3. Le redressement proposé 
 
    Étant donné que, dans les conditions qu’on a décrites, les 
objets représentés sur le plan factoriel de l’AFC se disposent 
selon un ruban en forme d’arc qui contourne l’origine, on 
propose de considérer les coordonnées polaires des points 
dans le plan par rapport à l’origine (Figure 3). Ainsi, la posi-
tion des points le long du ruban est représentée par un angle         Figure 3 – Coordonnées polaires. 



Figure 4 - Premier plan de l'AFC des données d'Ellenberg et ses redressements. 
 
et leur position dans l’épaisseur du ruban par leur distance au centre. Comme on a vu que 
l’arc est en forme de parabole, on propose d’ajuster les distances des points en calculant leur 
rapport par la distance au centre de l’enveloppe convexe calculée sur le même rayon. Utilisant 
angles et rapports comme deux coordonnées cartésiennes on parvient à une représentation 
dans le plan où les points se disposent le long de l’axe horizontal selon le facteur curvilinéaire 
et le long du vertical selon leur étendue le long de ce facteur. 
 
    Dans la Figure 4 on voit une comparaison des méthodes sur l’AFC des données de végéta-
tion d’Ellenberg [MUL 74] : la transformation des coordonnées polaires (4d) s’avère beau-
coup plus respectueuse des relations entre points que les redressements de [GAU 80] (4b, 4c).  
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RÉSUMÉ. Dans ce travail nous présentons une méthode de classification automatique 
adaptative utilisant la distance de Hausdorff et qui s’appliquera aux tableaux contenant des 
intervalles.  

MOTS-CLÉS : Analyse des Données Symboliques, Nuées Dynamiques, Distances Adaptatives, Distance 
de Hausdorff, vecteur d’intervalles. 
 
 
 
1. Introduction 
 

L’algorithme de Nuées Dynamiques [DID 71] cherche a obtenir simultanément, une 
partition d’un ensemble d’individus en k classes et un ensemble de k prototypes, en optimisant 
un critère mesurant l’adéquation entre chacune des classes de cette partition et son prototype. 
Dans une version adaptative de cet algorithme [GOV 75], à chaque itération la mesure, 
comparant la classe avec sa représentation, est différente. Son principal avantage est sa 
capacité de trouver des classes de formes et de tailles différentes. L’analyse des données 
symboliques [BOCK 00] est un nouveau domaine de l’extraction des connaissances qui fourni 
des extensions appropriées aux méthodes usuelles de classification automatique pour des 
données de type intervalle. En particulier, dans [CHAV 02] les auteurs ont introduit une 
méthode de classification utilisant la distance de Hausdorff dans le cadre des données de type 
intervalles. Ce travail introduit une version adaptative de cette méthode. Plusieurs jeux de 
données simulées contenant des intervalles nous permettent de comparer ces diverses 
approches. 

 
2. Une méthode de classification avec une distance fixée 

 
Soit Ω = {ω1,…, ωn} un ensemble de n individus décrits par p variables de type intervalle. 

Une variable intervalle Y est une correspondance de l’ensemble Ω des objets dans ℜ qui 
vérifie la propriété suivante sur son graphe : pour tout individu Ω∈s  le sous-ensemble 



[a,b]=Y(s) est un intervalle fermé de ℜ. On notera ℑ l’ensemble des intervalles fermés de ℜ. 
Chaque individu ωs de Ω est représenté par un vecteur d’intervalles xs = (xs

1, …, xs
p), où 

[ ]j
s

j
s

j
s bax ,=  ∈ ℑ. Le tableau de données est constitué de n lignes (les individus à classer) et 

de p colonnes (les variables), chaque case de ce tableau contenant un intervalle fermé de ℜ.  
Le problème de classification est de trouver un couple constitué d’une partition P* de Ω en k 
classes non vides et d’un vecteur L* de k prototypes (G1,…,Gi,…,Gk) qui vérifie : 

{ }k
k LPPLPMinLP Λ∈∈Δ=Δ ,  ),(),( **  

où Pk est l’ensemble des partitions de Ω en k classes non vides et où Λ est l’espace de 
représentation des prototypes. Ce critère Δ est défini par : 
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avec  D comme mesure de proximité entre une partie de Ω et un élément de Λ. L’algorithme 
d’optimisation utilisé est de type Nuées Dynamiques et il procède alternativement par une 
étape de représentation suivie d’une étape d’allocation. 

a) étape de représentation : (la partition P est fixée) 
Pour i=1 à k, on recherche le prototype Gi de Λ minimisant ),( ii GCD . 

b) étape d’allocation : (le vecteur des prototypes est fixé) 
Pour s=1 à n, on recherche pour l’individu ωs sa nouvelle classe Cl  d’affectation, avec 

{ } ),(minarg sk1,...,i iGDl ω=
=

 

c) si aucun individu change de classe d’affectation alors on arrête le processus 
d’optimisation autrement on recommence les étapes a et b. 
Comme le critère Δ est additif en fonction des k classes et des n individus de Ω, la recherche 
de la classe d’affectation l de l’objet s dépend uniquement de la fonction de comparaison D. 
Ainsi la décroissance du critère Δ est obtenue sous les conditions suivantes : 

• unicité du choix de la classe d’affectation pour chaque individu de Ω; 
• unicité du prototype G minimisant ),( GCD pour toute classe C de Ω. 

Dans [CHAV 02] l’espace Λ est l’ensemble ℑ des intervalles fermés de ℜ. Donc la mesure de 
proximité D entre un ensemble C de Ω et un élément de Λ est une somme des distances entre 

deux vecteurs d’intervalles. Cette distance est égale à ∑
=

=
p
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La distance étant maintenant choisie, le problème est trouver le prototype Gi de la classe Ci et 
sa représentation yk qui minimise la mesure de proximité ),( ii GCD . Selon [CHAV 02], la 
solution est αi

j = μi
j - θi

j et βi
j = μi

j + θi
j, j = 1, …,p et i = 1, …,k, où μi

j est la médiane de 



 l’ensemble des milieux des intervalles xs
j = [as

j, bs
j], s ∈ Ck, et θi

j est la médiane de 
l’ensemble des demi-longueur des intervalles xs

j. 
 
 
3. Une méthode de classification avec une distance adaptative 

 
Dans le cas précédent la distance entre deux intervalles est définie de manière unique. 

Dans ce paragraphe nous proposons d’utiliser une distance adaptée à chacune des classes de la 
partition recherchée, cette approche se trouve dans une généralisation de l’algorithme des 
distances adaptatives décrite dans [GOV 75]. Dans ce cas le critère Δ  est maintenant défini 
par : 
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La valeur di(xs,yi) mesure la distance entre le vecteur d’intervalles xs (l’objet ωs étant mis dans 
la classe Ci) et le vecteur d’intervalles yi (yi étant la représentation du prototype de la classe 
Ci). Les distances adaptatives di sont paramétrées par le vecteur ( )p

iii λλ=λ ,...,1  de la façon 
suivante : 
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Pour résoudre ce problème, [GOV 75] propose de décomposer l’étape de représentation en 
deux nouvelles étapes : 

a1)  (la partition P et le vecteur des distances di sont fixés) 
Pour i=1 à k, on recherche la représentation yi du prototype Gi de Λ minimisant : 

∑ ∑∑∑∑
= ∈∈ =∈

λ=λ=
p

j Cs

j
i

j
sH

j
i

Cs

p

j

j
i

j
sH

j
i

Cs
isi

iii

yxdyxdd
11

),(),(),( yx  

La solution est identique à la solution de l’étape de représentation de la méthode 
précédente. 

a2)  (la partition P et le vecteur des prototypes sont fixés) 
 Pour i=1 à k, on recherche le vecteur de pondérations ( )p

iii λλ=λ ,...,1  minimisant : 
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),( . Comme, décrit dans [GOV 75] (page 57), ces paramètres sont 

calculés par la méthode des multiplicateurs de Lagrange et on obtient : 
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Comme dans la méthode précédente, les étapes de représentation et d’allocation sont répétées 
itérativement jusqu’à la convergence du critère d’adéquation. L’initialisation, l’étape 
d’allocation et le critère d’arrêt sont identiques. La différence entre ces deux méthodes 
apparaît uniquement lors de l’actualisation des pondérations λi

j.  
 
 
4. Exemple 
 

Pour évaluer l’intérêt de cette nouvelle méthode nous avons construit deux jeux de données 
présentant de différentes degrés de difficultés pour la reconnaissance des classes a priori 
(classes avec formes et tailles différentes, …). Ces deux configurations sont obtenues à partir 
de deux ensembles de points dans R2, la première présente des classes de points bien séparées 
et la seconde des classes empiétantes. Ces ensembles de points sont répartis dans 4 classes de 
formes différentes (2 classes de forme sphérique et 2 classes de forme elliptique). 
L’évaluation de ces méthodes a été réalisée dans le cadre d’une expérience Monte Carlo : 100 
réplications ont été réalisées pour chacune des deux configurations et nous avons calculé la 
moyenne de l’indice de Rand corrigé (RC). Dans chaque réplication la méthode de 
classification est répétée 50 fois et le meilleur résultat obtenu est retenu. 

 Ensemble 1 Ensemble 2 
Méthode non adaptative 0.64 0.40 
Méthode adaptative 0.85 0.69 

Tableau de comparaison avec l’indice RC 
 

La comparaison entre ces deux méthodes a été réalisée par le test des espérances de  Student 
avec un risque de 5%. D’après ce test, l’hypothèse que la performance moyenne de la 
méthode adaptative est supérieure à celle de la méthode non adaptative est acceptable. 
 
5. Conclusions. 
 

Dans cet article, nous avons présenté une nouvelle méthode de Nuées Dynamiques sur un 
tableau d’intervalles utilisant une version adaptative de la distance de Hausdorff. Cette 
méthode a été comparée dans le cadre d’une expérience de Monte Carlo avec la version non 
adaptative introduite par Chavent and Lechevallier (2002) selon la moyenne de l’indice de 
Rand corrigé. Les résultats obtenus montrent l’intérêt de cette nouvelle approche. 
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RÉSUMÉ. Le traitement des données complexes (données symboliques, données semi-structurées, données fonctionnelles) ne peut
être réalisé facilement par les méthodes classiques de classification basées sur le calcul d’un centre de gravité. On propose dans
ce travail une adaptation des cartes topologiques auto-organisatrices aux tableaux de dissimilarités. Cette approche générale
permet le traitement aisé de nombreux types de données.

MOTS-CLÉS : carte topologique auto-organisatrice, nuées dynamiques, classification, tableau de dissimilarités

1. Introduction

Les cartes topologiques auto-organisatrices (SOM : Self Organising Map), introduites par Kohonen [KOH 97],
sont des algorithmes de classification automatique, qui cherchent à projeter des données multidimentionnelles
sur un espace discret de faible dimension, appelé ”carte”. Cette projection permet d’obtenir un partitionnement des
individus en groupements ”similaires”, tout en préservant au mieux la structure topologique des données. Les cartes
topologiques s’intègrent parfaitement dans le formalisme des nuées dynamiques [THI 02], tout en permettant grâce
à la conservation de l’ordre topologique, une meilleure visualisation des données.

En analyse de données, on est souvent amené à traiter des données complexes, comme par exemple les données
symboliques [BOC 99a] (données ayant une structure complexe telles que les intervalles, les distributions, ...), les
données semi-structurées (arbres, XML), ou même les données fonctionnelles (chaque individu est décrit par une
fonction régulière discrétisée en un nombre fini de points d’observation). Dans ce cadre, les méthodes classiques
de classification basées sur le calcul d’un centre de gravité ne peuvent plus être utilisées car chaque individu
ne peut plus être décrit par un simple vecteur de R

n. Afin de résoudre ce problème, plusieurs solutions sont
envisageables selon la nature des données (par exemple l’utilisation de techniques de recodage des descriptions
[REY 02] [REY 03] pour les données symboliques, ou l’utilisation d’un opérateur de projection dans le cas de
données fonctionnelles). Cependant, ces méthodes nécessitent une bonne connaissance a priori des données, et
imposent en général à l’utilisateur de fixer certains meta-paramètres (par exemple, le choix de la base de projection
dans le cas de données fonctionnelles).

Dans ce travail, nous proposons comme solution alternative une adaptation des cartes de Kohonen aux tableaux
de dissimilarités. Cette approche permet un traitement aisé des différents types de données évoqués ci-dessus, car
seule la définition d’une mesure de dissimilarité est nécessaire au déroulement de la méthode (voir [BOC 99b] pour
des dissimilarités sur données symboliques, et [WAN 99] pour des dissimilarités sur données semi-structurées).



2. Carte topologique auto-organisatrice sur tableaux de dissimilarit és

L’algorithme d’auto-organisation cherche à projeter des données appartenant à un espace multidimentionnel
(noté D) sur un espace de faible dimension (généralement de dimension 2). Cette réduction de dimension des
données initiales se fait tout en préservant partiellement la topologie de l’espace des variables. L’objectif de l’op-
timisation du réseau est de reproduire sur une carte de sortie les ”similarités” présentes entre les observations.
La carte, notée L((C, Γ), W ), est constituée d’un ensemble C de neurones interconnectés (de cardinal m). Le
lien entre les neurones se fait par l’intermédiaire d’une structure de graphe non orienté (C, Γ). Cette structure de
graphe induit une distance discrète δ sur la carte : pour tout couple de neurones (c, r) de la carte, δ(c, r) est définie
comme étant la longueur du plus court chemin entre c et r. A chaque neurone c de la carte est associé un point w c

de l’espace des données que l’on appelle vecteur r éférent. W est l’ensemble de tous les vecteurs référents. Après
la phase d’apprentissage, la topologie de l’espace des données est conservée sur la carte : deux neurones c et r
voisins sur la carte auront des vecteurs référents wc et wr proches au sens de la distance d définie sur l’espace des
données.

De manière identique à l’algorithme des nuées dynamiques, la version batch des cartes de Kohonen [KOH 97]
[THI 97] [THI 02] comporte deux phases distinctes : une phase d’affectation et une phase de représentation. Lors
de la phase d’affectation, on définit une fonction d’affectation f de D vers C, qui à tout élément z de D associe
le neurone dont le vecteur référent est le plus proche de z. Cette fonction induit une partition P = {P c; c =
1, ..., m} de l’ensemble des observations (noté Ω) où chaque partie est définie par P c = {zi ∈ Ω; f(zi) = c}.
Lors de la phase de représentation, l’algorithme minimise une fonction de coût convenablement choisie, notée
E(f, L(C, W )). Cette fonction doit tenir compte de l’inertie interne de la partition P comme dans le cas des nuées
dynamiques, tout en assurant la conservation de la topologie. Une manière de réaliser ce double objectif consiste
à généraliser la fonction d’inertie associée à P en introduisant une notion de voisinage entre les neurones. Cette
notion de voisinage, qui est attachée à la carte, est introduite à l’aide d’une fonction noyau positive et symétrique
K . Cette fonction permet d’introduire des zones d’influence autour de chaque neurone : les distances δ(c, r), qui
lient le neurone c aux autres neurones (r) de la carte, permettent de faire varier l’importance relative des différents
neurones ; cette importance est quantifiée par la fonction K(δ(c, r)) [THI 02].

Dans le cas classique, où chaque individu est décrit par un vecteur de R
n, on préfère généralement utiliser la

version stochastique de cet algorithme : les vecteurs référents sont recalculés à chaque présentation d’un individu.

2.1. Principe

Supposons à présent que nous ne disposions que d’un tableau de dissimilarités. On note d la mesure de dis-
similarité de ce tableau. L’espace de représentation Lc du neurone c est l’ensemble des parties de Ω de cardinal
fixé p : chaque neurone c est représenté par ac = {zj1 , ...zjp}, avec zji ∈ Ω. On voit donc que contrairement
à l’algorithme classique, où chaque référent peut librement évoluer dans D tout entier, dans l’approche proposée
ici, chaque neurone n’a qu’un nombre fini de représentations à sa disposition. L’espace L de représentation de la
partition est la carte L(C, a), avec a = {ac; c = 1, ..., m} l’ensemble de tous les individus référents de la carte.

On note dT la distance généralisée de Ω×P (Ω) dans R
+ telle que dT (zi, ac) =

∑

r∈C

KT (δ(c, r))
∑

zj∈ar

d2(zi, zj),

avec KT (δ(c, r)) la fonction noyau qui dépend de la distance entre le neurone c et le neurone r et du paramètre

de température T (par exemple, K T (δ) = e−
δ2

T2 ). Plus le paramètre T est petit, plus le nombre de neurones inclus
dans le voisinage est réduit.

Pendant l’apprentissage, on cherche à minimiser la fonction de coût E suivante en alternant les phases d’affec-
tation et les phases de représentation :

E(f, L(C, a)) =
∑

zi∈Ω

dT (zi, af(zi)) =
∑

zi∈Ω

∑

r∈C

KT (δ(f(zi), r))
∑

zj∈ar

d2(zi, zj) [1]



Cette fonction mesure l’adéquation entre une partition induite par la fonction d’affectation et une carte L(C, a).

Lors de la phase d’affectation, la fonction d’affectation f est celle qui affecte tout individu z i au neurone de la
carte le plus proche au sens de la distance dT :

f(zi) = arg min
c∈C

dT (zi, ac) [2]

On voit donc que la phase d’affectation fait décroitre le critère E.

Lors de la phase de représentation, on cherche le système d’individus référents a ∗ qui représente au mieux
l’ensemble des observations au sens de E. Cette étape d’optimisation combinatoire peut être réalisée de manière
indépendante pour chaque neurone. On minimise en effet m fonctions de la forme :

Er =
∑

zi∈Ω

KT (δ(f(zi), r))
∑

zj∈ar

d2(zi, zj) [3]

Dans la version batch classique, la minimisation de la fonction E est immédiate car la position des vecteurs
référents est donnée comme le centre de gravité du nuage de points pondérés par la fonction K.

2.2. L’algorithme

Initialisation : À k = 0, choisir un système de référents initial a0 et la carte L(C, a0). Fixer T à Tmax et le
nombre total d’itérations à Niter

Itération : À l’itération k, l’ensemble des individus référents ak−1 de l’étape précédente est connu. Calculer la

nouvelle valeur de T = Tmax ∗ ( Tmin

Tmax
)

k
Niter−1 [THI 02]

� Phase d’affectation : mettre à jour la fonction d’affectation f ak associée au système ak−1. On affecte
chaque observation au référent défini à partir de l’équation [2].

� Phase de représentation : déterminer le nouveau système ak∗ qui minimise la fonction E(fak , L(C, a)).
ak∗

c est défini de manière unique à partir de l’équation [3].

Répéter Itération jusqu’à ce que l’on atteigne T = Tmin

L’extension des cartes topologiques aux mesures de dissimilarités a été introduite selon une méthode différente
par Thore Graepel et Klaus Obermayer [GRA 99]. Dans cette extension, les auteurs se sont basés sur la version
stochastique de l’algorithme du SOM. La représentation des neurones est différente de celle présentée dans ce
travail : les auteurs utilisent en effet une fonction d’appartenance pour représenter les neurones.

3. Expérience

Dans cette expérience, on a opté pour une représentation du neurone par un seul individu. On dispose d’un
tableau de dissimilarités de 500 observations. La carte est de taille (9 ∗ 3), l’intervalle de variation de T est
Tmax = 6, Tmin = 0.4. La figure 1 présente l’ensemble des observations ainsi que l’état initial de la carte (les
individus référents ont été choisis aléatoirement parmi les individus). La figure 2 montre la carte finale obtenue
après apprentissage avec l’algorithme proposé. Le résultat est satisfaisant, car on obtient une bonne quantification
de l’espace, tout en conservant la topologie des données.



FIG. 1. Ensemble des observations et état initial de la carte sur le plan ACP
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FIG. 2. Représentation de la carte finale après 100 itérations sur le plan ACP

4. conclusion

Les cartes topologiques permettent de concevoir des modèles de classification pour lesquels la visualisation
des résultats est facilitée par l’ordre élaboré grâce à la carte. L’adaptation des cartes topologiques aux tableaux de
dissimilarités permet de traiter de nombreux types de données complexes de manière aisée. La mise en oeuvre de
cet algorithme sur des données réelles est en cours de réalisation.
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ABSTRACT. In this work, some known techniques of Data Analysis are applied in order to analyse the distinction between different
classes of tumors. The data consist of the expression levels of some thousand genes (variables) in relatively few patients. This is
a challenge for classical data analysis methods, as the number of variables far exceeds the number of observations. In addition
to strategies based on standard statistical tests of hypothesis, some dimension reduction techniques and two clustering methods
are used. These are Principal Component Analysis, Partial Least Squares and Canonical Variates for reducing the input space
dimension ; CHAVL [LER 93] and Supervised Clustering of Genes [DET 02] to group the genes into clusters of similar genes.

KEYWORDS : Microarrays, variable selection, ACP, PLS, canonical variates, clustering

1. Introduction

One of the main objectives of genomics is to understand how the genes function. Some questions made are :
what functional papers play some genes and in which cellular processes do they participate ? how do they interact
between themselves ? how does the expression of a gene changes with diseases or treatments ? The expression of
the genetic information contained in the DNA molecule occurs in two phases. In the first one, the transcription,
a part of the DNA molecule is copied into mRNA, on the basis of the complementarity property. In the second
phase, the translation, mRNA is read to produce a protein. Knowing the transcription abundance of genes, which
are contiguous parts of the DNA, became essential to answer the above questions. The transcription process of a
gene sequence from DNA to a mRNA sequence (that will serve as support for the protein production) is known
as gene expression. Basically, the gene expression level indicates the approximate number of copies of that gene
produced in a cell ; this is believed to be correlated with the amount of corresponding protein produced. The
ability of monitoring the expression of a gene in the transcription phase became possible with the technology
of DNA microarrays ; this technology offers the first great hope for a global vision of the biological processes,
becoming an essential tool in molecular biology and clinical diagnosis. In fact, the application of a specific regimen
of chemotherapy depends on the patient correct diagnostic. With the ability of monitoring simultaneously the
expression of thousand of genes, DNA microarrays represent a great step for cancer classification, that, currently,
needs the intervention of different specialists. However, this technology produces information where the number
of variables (genes) far exceeds the number of observations (samples), making the use of standard statistical tools
difficult. In this sense, it is necessary to implement dimension reduction strategies of the predictor space. Although
the number of genes available is huge (in the thousands), it is assumed that only some gene subsets or gene
components determine the cancer type of a sample. The identification of predictive genes is a central objective
of microarray studies applied to cancer classification. The creation of mechanisms that allow to retain only those
genes or components is essential not only on a statistical level (only with dimension reduction we will be able to
use standard methodologies), but also for biological interpretation (that shouldn’t be disregarded).



The main contribution of our work is to introduce the use of canonical variates and CHAVL (”Classification
Hiérarchique par Analyse de la Vraisemblance des Liens”) [LER 93] in this type of problem and compare these
methods with the methods usually used.

2. Methods Usually Used

2.1. Tests of hypothesis

Usually, microarray information is stored in a high dimension rectangular matrix� � with 2000 to 7000 rows,
corresponding to genes (plus another row containing the class information) and 40 to 100 columns, representing
the samples (tumors from different patients) ; the ��-th cell of the matrix represents the expression level of gene �
in sample �. In a problem of cancer classification, these huge datasets place serious problems in the use of standard
classification tools, due to the high dimension of the predictor space (number of genes). Most of the methods used
in the literature, concerning only a binary classification problem, start by doing a kind of statistical test for the
difference of means [GOL 99, NGU 02] in order to select a prespecified number of genes. Then, other multivariate
techniques are applied.

2.2. Linear combinations

Two of the multivariate techniques usually used are principal components (PCA) and partial least squares
(PLS). These are essentially linear combinations of the original variables that optimize some specific criterion.
PCA tries to find those linear combinations with maximum variance. If � � �� �� ��� � � � � ���

� represents the
observation vector, the �-th principal component solves the problem

�� � ���	��� 
 ������� [1]

subject to ��� � �

��
���
� ���

�
� �� � � � � �

The PLS components are very similar to PCA, but they also account for the variation of the response variable
(tumor class). It has been proved [STO 90] that PLS is equivalent to find sucessive linear combinations of the
original variables with maximum covariance with the response variable. It can also be algebraically represented as
solving the problem

�� � ���	��� ������������
 ������� [2]

subject to ��� � �

��
���
� ���

�
� �� � � � � �

We have also decided to introduce the use of Canonical Variates (CV) in these data, as we have not seen its use
in the literature on microarray studies. The CV components,��

� �� � � �� �� � � � ��� �, are found by maximizing
the criterium

���� �

�
������

�
�

�������
� [3]

where� is a matrix whose columns are the unit vectors� �, �� the between group dispersion matrix and �� the
within group dispersion matrix of the vector � whose observations are stored in a matrix� with � rows (number
of tumors) and �� � columns (� genes and the last column contains the class of each tumor).
Choosing an appropriate component subset we get a projection onto a reduced (optimized) space.



2.3. Clustering

Clustering techniques were probably the first to be used in microarray studies. Grouping genes with similar
expression patterns turned out to be very useful in finding groups of genes with similar functions and a way to
classify poorly characterized or novel genes [EIS 98].
Concerning tumor classification, Dettling et al. [DET 02] proposal consists on a supervised clustering technique
that constructs groups of genes by directly incorporating the response variable (tumor class) into the grouping
process. The process is ruled by a backward/forward mechanism and an empirical objective function that measures
cluster ability for tumor discrimination. Each group � �� � � �� � � � � � is then represented by an expression value
obtained by a simple linear combination ���

� �

����

�
����

���� with �� � ���� ��. Here we note that a
particular gene � can contribute to ���

by its ’sign-flipped’ expression value ��� [DET 02]. Thus, every sample
(tumor) available is only represented by a �-dimensional vector, whose components are the mean values � ��

.

We aim to use CHAVL (“Classification Hiérarchique par Analyse de la Vraisemblance des Liens”)[LER 93]
in the context of gene expression studies. This is a hierarchical clustering method developed by Lerman and co-
authors which has the particularity of assigning a statistic to each level of the hierarchy, allowing thus to identify
the most significant levels ; that is, those corresponding to stable partitions. The main difference between CHAVL
and the usual methods is in the definition of the similarity measure. To evaluate similarities between objects,
CHAVL uses probabilistic measures based on the statistical notion of likelihood [LER 93]. Instead of incorporating
the response value in the clustering procedure, we start by choosing the most important genes using the methods
presented in section 2.1. Then, CHAVL is used in order to cluster these genes. After running CHAVL, we represent
each cluster by an expression value which is obtained by the above linear combination� ��

introduced by Dettling
et al. [DET 02]. Our aim is to compare both methodologies.

3. Some results

3.1. Leukemia dataset

This dataset, which can be obtained in www.genome.wi.mit.edu/MPR, contains the expression levels of � �
�	
� genes in � � 
� patients suffering from acute lymphoblastic leukemia (ALL, 47 cases) and acute myeloid
leukemia (AML, 25). ALL can also be divided in two subtypes : B-cell (ALL-B, 38) and T-cell (ALL-T, 9). This
dataset is divided in training and test subsets. The former comprises 38 samples (19 ALL-B, 8 ALL-T and 11
AML) and the latter comprises 34 samples (19 ALL-B, 1 ALL-T and 14 AML)

Figures 1(a)-1(b) show the projection of the 72 samples of LEUKEMIA dataset (ALL-B/ALL-T/AML distinc-
tion) onto the two first principal components. On the left we have used all the available genes (3571) resulting on
a poor discriminative projection ; on the right, we have pre-selected 50 of the most predictive genes according to
ANOVA (these genes had a test statistic with a �-value less than ����, corresponding to a significance level far
below �� according to a Bonferroni adjustment for multiple comparisons, see section 2.1). Then we applied PCA
and as we can see this improves the discriminative power of the principal components. On the left example, the
variance explained by the first two principal components was about ���, against the 	�� of the right example.
This shows that combining different methodologies can improve the results.

Figures 1(c)-1(d) show the projection of the LEUKEMIA dataset (ALL/AML distinction) onto the two first PLS
components. The procedure was the same as in PCA. The left example uses all genes (3571) ; for the right example
50 genes were pre-selected with t-statistics (see section 2.1). The discrimination between classes is evident, and
shows the potentiality of this method. We can see that PLS components are more robust and not significantly
affected by the inclusion of non-predictive variables (genes).

Nguyen at al. [NGU 02] conducted a study where they compared PCA with PLS applied to the LEUKEMIA

dataset (ALL/AML distinction). Varying the number of pre-selected genes, they constructed 3 components and
used logistic discrimination and quadratic discriminant analysis to classify the samples. As expected, the results
revealed that PLS is in general better than PCA. The latter had a competitive behavior when the number of pre-
selected genes was small. This is obvious because in this case we are already deriving principal components with
highly predictive variables. Their methods had always at least one error (����) in the test set.



We have used canonical variates (CV) to project the LEUKEMIA dataset and then have used these components
together with K-NN to classify. To prevent the singularity of �� (remember that we have more variables than
samples) we pre-select about 30 genes according to ANOVA (the training set has 38 samples) for the three class
case and with t-statistics for the two class case. Figure 1(e) show the projection of the LEUKEMIA (ALL-B/ALL-
T/AML distinction) dataset onto the CV directions. As we can see the discrimination is perfect. To verify the
potential of this method we obtained the discriminant variables from the training set and used 1-nearest neighbor
to predict the test set. The predictor made only one error (2.9%) for the two class distinction ALL/AML (an AML
sample was predicted as ALL). For the three class case ALL-B/ALL-T/AML, one error (2.9%) was also made (an
ALL-B sample was predicted as ALL-T).

We went on to evaluate the capability of CHAVL to group genes with predictive potential for tumor discrimi-
nation (ALL/AML distinction). The clustering of the 48 pre-selected genes can be seen in figure 2. Cutting the
tree at the uppest level it is possible to identify three clusters where one of them comprises only one gene (gene
33). Obtaining the ���

values as above, each sample from the training and test sets are then represented by a
3-dimensional vector. Next, 1-nearest neighbour was applied to predict the test set and the results are promising.
Only one error was made (2.9%). We have also considered the next level of the tree where six clusters can be
identified (two of them with only one gene). Applying the same methods as above the results were identical ; the
same AML sample was incorrectly predicted ALL1. Hence the parsimonious model is preferred. Figure 3 show
the projection of the training and test sets onto the 3-dimensional space ���

Æ ���
Æ ���

. As we can see the
discrimination is nearly perfect.

3.2. SRBCT dataset

This dataset, which can be obtained in www.nhgri.nih.gov/DIR/Microarray, contains the expression levels of
� � ���
 genes from children suffering from small round blue cell tumors divided into four classes : neuroblastoma
(NB, 12), rhabdomyosarcoma (RMS, 20), Burkitt lymphoma (BL, 8) and Ewing sarcoma (EWS, 23). Note that here
we only have the equivalent to the training set reported in the literature. In order to apply canonical variates with
the same methodology as in the LEUKEMIA case we divided the available samples in training (48 cases) and test
(15 cases) subsets trying to keep the distribution of the training set equal to the original. About 40 genes were
pre-selected with ANOVA. Figure 1(f) above show the projection of SRBCT onto the CV directions. Again, we
can see that this method perfectly discriminates the classes. Next, 1-nearest neighbor was used to predict the test
set and no errors were made (as expected from the literature).
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FIG. 1. Upper : projection of the LEUKEMIA dataset onto two principal components ; Middle : projection of the
LEUKEMIA dataset onto two PLS components ; Lower : projection of the LEUKEMIA (left) and SRBCT (right)
datasets onto the canonical variates. More details in the text.



FIG. 2. Hierarchical tree produced by CHAVL showing the most significant levels
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RÉSUMÉ. Nous nous plaçons dans le cadre d’un contexte dit de descriptions ordonnées, où un ensemble fini d’entités est décrit
dans un ensemble ordonné. Il s’ensuit une correspondance de Galois entre l’ensemble des parties de l’ensemble des entités
et l’espace de description des entités, lorsque celui-ci est un inf-demi-treillis. Cette correspondance de Galois induit alors
un opérateur de fermeture dans chacun de ces deux ensembles. Dans cette note, nous nous intéressons particulièrement à
l’opérateur de fermeture induit dans l’ensemble des parties de l’ensemble des entités. Nous montrons que les parties non vides
fermées au sens de cet opérateur coı̈ncident avec les classes faibles associées à des mesures de dissimilarité multivoies d’un
type particulier, qui s’avèrent être quasi-ultramétriques.

MOTS-CLÉS : correspondance de Galois, opérateur de fermeture, contexte formel, description ordonnée, dissimilarité multivoies,
quasi-ultramétrique, classe faible.

1. Introduction

Les méthodes de classification fondées sur les mesures de (dis)similarités produisent des classes dont on peut
mesurer, en quelque sorte, les degrés d’homogénéité et d’isolation. Toutefois, ces classes apparaissent souvent
difficilement interprétables puisqu’elles ne comportent aucune information quant à la description des entités qui
les composent. Par ailleurs, les méthodes fondées sur l’analyse formelle de concepts produisent des classes qui,
étant fermées au sens d’un opérateur de fermeture, ont une description conceptuelle leur permettant de mieux se
prêter à une interprétation. Dans cette note, nous montrons que ces classes fermées au sens d’un opérateur de
fermeture peuvent être intégralement produites par une méthode fondée sur les (dis)similarités. En effet, nous
nous plaçons dans le cadre d’un contexte dit de descriptions ordonnées, c’est-à-dire, un couple

���������
où
�

est un
ensemble fini non vide dont les éléments sont appelés entités, et

�
une application définie sur

�
à valeurs dans un

ensemble ordonné
�
	��
���

. De tels contextes, également rencontrés en analyse de données symboliques [BOC 00],
généralisent les contextes formels introduits en analyse formelles de concepts [GAN 99]. Lorsque

��	������
est un

inf-demi-treillis, l’application
�
, appelée descripteur, induit une correspondance de Galois entre les ensembles

ordonnés
�����������
���

et
��	������

. Cette correspondance de Galois induit alors des opérateurs de fermeture ��� et����� dans
�����������
���

et
�
	��
���

, respectivement. Nous montrons que l’ensemble des parties ��� -fermées non vides
de
�

coı̈ncide avec l’ensemble des classes faibles associées à des mesures de dissimilarité multivoies d’un type
particulier, qui s’avèrent être quasi-ultramétriques [DIA 98, DIA 97].



2. Mesures de dissimilarité multivoies et contextes de descriptions ordonnées

2.1. Mesures de dissimilarité multivoies

Soit
�

un ensemble fini non vide. Soit � un entier supérieur ou égal à � . Pour toute partie non vide � de
�

,� �!#" désignera l’ensemble des parties non vides de � d’au plus � éléments. On appellera mesure de dissimilarité
multivoies sur

�
toute fonction $ à valeurs réelles positives ou nulles définie sur un ensemble de parties non vides

de
�

, telle que $ � � �%� $ ��&'� lorsque � �(&
. Parfois nous considérerons des mesures de dissimilarité dites� -voies, où � est un entier supérieur ou égal à ) , i.e., des mesures de dissimilarité multivoies définies sur

� �!*" . Par
ailleurs, nous écrirons simplement $ ��+�� ou $ ��+,�.-/� pour

+,�.-102�
. Les mesures de dissimilarité classiques ( ) -voies)

correspondent au cas �'34) . On notera que la condition usuelle $ ��+�� 365 n’est pas requise dans la présente note.

Soit � 78) et $ une mesure de dissimilarité � -voies sur
�

. Le $ -diamètre d’une partie non vide � de
�

sera9;:=<?>A@ � � � 36B�C�D�EF$ ��&��HGI&J0 � �!#"?K . Soit � 0A� �!#"MLON et P un nombre réel positif ou nul. La $ -boule de centre
� et de rayon P sera l’ensemble Q @ � � � P � (ou simplement Q � � � P � ) défini par Q � � � P � 38E -�02�RG $ � �TS -/�H�P K , où �US - désigne �WVXE - K . Soit maintenant Y un entier tel que � � Y � � et � 0Z� �!\[ . La

� $ � Y � -boule
engendrée par � sera l’ensemble Q @] défini par Q @] 3^Q � � � $ � � �.� si _ �`_ � �Hab� et Q @] 3 cdfe ] Q � �ga +,� $ � � �h�
sinon, où �ia + désigne �kj�E + K .

Une mesure de dissimilarité � -voies $ sur
�

sera dite quasi-ultramétrique si elle vérifie à la fois la condition
d’inclusion (i.e. pour tout � 0 � �!#" et tout

&l0m� Q @] � � !#" , Q @n � Q @] ) et la condition du diamètre (i.e. pour tout
� 0^� �!*" , 9;:=<o>2@ � Q @] � 3l$ � � � ) [DIA 97]. On notera que toute mesure de dissimilarité ) -voies ultramétrique
(i.e. telle que $ ��+��h-/�p� B�CqD�EM$ ��+���r?��� $ ��-#�hrs� K pour tous

+,�.-#�hr
) est quasi-ultramétrique. Par ailleurs, on montre

qu’une mesure de dissimilarité � -voies $ sur
�

est quasi-ultramétrique si et seulement si elle satisfait l’implication
suivante indépendamment introduite dans [BAN 94] : pour tous � 0t� �!*" , &u0v� �!#"MLON et

rZ0g�
,
r40 Q @]

implique
9;:=<?>2@ � �TV & S rs�w� 9;:=<?>A@ � �TV &x� .

2.2. Contextes de descriptions ordonnées

En analyse formelle de concepts, un contexte formel est un triplet y83 �����hz��h{|� , où
�

et
z

sont des ensembles
et
{

une relation binaire de
�

vers
z

[GAN 99]. La relation
{

induit une correspondance de Galois entre les
ensembles ordonnés

�}�������~�����
et
�}����z����
���

par le biais des applications � G ���� cdfe ] E < 0�zvG*��+�� < ��0 { K et� Gf� �� c�Mef� E +b0b��G\��+,� < �H02{ K , pour � �m� et
���mz

; ainsi, les applications �#� � et � �f� sont des opérateurs de

fermeture dans
�������

et
����z��

, respectivement [BIR 67, BAR 70]. Les points fixes de ces opérateurs de fermetures
seront appelés fermés de Galois. Un concept formel de y est un couple ��3 � � ���?� tel que � � � � 3 � et � ���?� 3^� .
Les parties � et

�
sont respectivement appelées extension et intention de � . Nous étendons les contextes formels

en introduisant les contextes dits de descriptions ordonnées : on appellera contexte de descriptions ordonnées un
couple

���������
, où
�

est un ensemble et
�

une application définie sur
�

à valeurs dans un ensemble ordonné
��	��
���

.
Les éléments de

�
seront appelés entités et

�
descripteur. Lorsque

�
est fini et

�
	��
���
un inf-demi-treillis,

�
induit

une correspondance de Galois entre
�����������
���

et
��	��
���

par le biais des applications � G ��������;�*E �;��+#� G�+�0� K et � G;� ���E +�0���GH�����;��+�� K , pour � ��� et
��0�	

. Les opérateurs de fermeture ��� � et � ��� seront
désignés par � � et � �
� , respectivement. Leurs points fixes seront respectivement dits � � -fermés et � �
� -fermés. Pour� ��� ,

�;� � � désignera l’ensemble des descriptions des entités appartenant à � . Dans tout ce qui suit,
�

désignera
un ensemble fini non vide et

���������
un contexte de descriptions ordonnées où

�
applique

�
dans un inf-demi-treillis�
	��
���

.

Appelons un indice sur un ensemble ordonné
���H�
���

toute application   définie sur
�

à valeurs réelles positives
ou nulles, telle que   ��+����   ��-;� lorsque

+i��-
. Un indice strict sera un indice   tel que

+i¡¢-
implique  ��+#�|¡   ��-/� . Une mesure de dissimilarité multivoies $ sur

�
sera dite inf-compatible s’il existe un indice   sur�
	��
���

avec lequel elle est inf-compatible, i.e., telle que $ � � ��� $ ��&x�¤£p¥   � �¦�;� �;� � �.� 78  � �¦�;� �;��&x�h� . Si  
est strict $ sera dit strictement inf-compatible. Le lecteur observera que lorsque

�
	��
���
est un sup-demi-treillis,

2



on peut définir une notion de compatibilité duale en inversant l’inégalité à droite de l’équivalence ci-dessus et
en remplaçant les bornes inférieures par des bornes supérieures. Rappelons que l’amplitude d’un inf-demi-treillis���H�
���

est le plus petit entier strictement positif � tel que la borne inférieure de
� ��S�� � éléments de

�
est toujours

la borne inférieure de � éléments parmi ces �pS4� . Cela étant, nous dirons qu’une partie � d’un inf-demi-treillis���H�
���
est d’amplitude � si � est le plus petit entier strictement positif tel que pour tout

&¤� � tel que _ & _f34�§Sb� ,
il existe

-¨0b&
tel que �¦�;� ��& a -/����- .

Théorème 2.1
(i) si

�;���x�
est d’amplitude � , alors toute mesure de dissimilarité ) -voies sur

�
strictement inf-compatible est

ultramétrique.
(ii) si

�;�����
est d’amplitude �176) , alors toute mesure de dissimilarité � -voies sur

�
strictement inf-compatible

est quasi-ultramétrique.

3. Caractérisation de classes fermées

Pour tout entier ��7v) , soit $ " une mesure de dissimilarité � -voies sur
�

. Une partie non vide � de
�

sera
appelée classe forte associée à $s© (ou classe $?© -forte) si son indice d’isolation $s© -forte ª

@¬«N � � ��G 3­Bp�¦�d�® ¯Fe ]°o±e ] EM$?©
��+���r?� a

$?© ��+��.-/� K est strictement positif ; elle sera appelée classe faible associée à $ " (ou classe $ " -faible) si son indice
d’isolation $ © -faible ª

@~²" � � ��G 3 B'���n e ]�³´ ²°o±e ]
E¢B'C�Dµ e n ³´ ²¬¶?· $ "

�
¸ S rs� ab$ " ��&x� K est strictement positif [BAN 89]. On notera

que deux classes fortes associées à une mesure de dissimilarité ) -voies sont soit disjointes soit emboı̂tées, alors
que les classes faibles associées à une mesure de dissimilarité � -voies forment une collection hiérarchique � -
faible ; une collection hiérarchique � -faible de parties de

�
est une partie de

�}�������~�����
d’amplitude au plus �

[BAN 94, DIA 97, BER 02].

Proposition 3.1 Pour tout entier � supérieur ou égal ) , soit $ " une mesure de dissimilarité � -voies sur
�

. Soit� un sous-ensemble non vide de
�

. Alors, d’une part, les conditions (a1), (a2) ci-dessous sont équivalentes, et
chacune d’elles implique (a3). D’autre part, les conditions (b1), (b2) sont équivalentes, et chacune d’elles implique
(b3).

(a1) � est une classe forte associée à $ © .
(a2) Q ��+,� $?© ��+��h-/�.�H� � pour tous

+��.-10 � .
(a3) �U3^Q ��+,� $?© ��+,�.-/�.� pour

+��h-�0 � tels que $?© ��+,�.-/� 3 9;:=<o> @¬« � � � .
(b1) � est une classe faible associée à $ " .
(b2) Q

@ ²n � � pour tout
&¤0 ���!*" .

(b3) �U3^Q
@ ²n pour

&¤0 ���!*" tel que
9;:=<o> @~² � � � 3^$ " ��&x� .

Proposition 3.2 Soit $ une mesure de dissimilarité � -voies inf-compatible sur
�

. Alors, pour tout � 0m� �!*" et
tout
&¤0 � �!#"MLON , nous avons :

(i) ��� � � � 3ZQ ��&w� $ � � �.� si et seulement si ���;� �;� Q ��&w� $ � � �.�h� 3^���;� �;� � � .
(ii) ��� � � � 3ZQ @] si et seulement si ���;� �;� Q @] � 36�¦�;� �;� � � .
(iii) �¦�;� �;� Q @] � 36�¦�;� �;� � � implique

9;:=<?> @ � Q @] � 3^$ � � � .
(iv) ���/� �;� Q ��&¹� $ � � �h�.� 3^���/� �;� � �h� implique

9;:=<?> @ � Q ��&¹� $ � � �h�.� 3^$ � � � .
(v) � � � � � 3ZQ ��&w� $ � � �.� implique Q @] 36Q ��&¹� $ � � �h� .

Théorème 3.3 Pour tout entier �17�) , soit $ " une mesure de dissimilarité � -voies sur
�

strictement inf-compatible.
(i) Si

�;�����
est d’amplitude � , alors l’ensemble º�� � des parties ��� -fermées non vides de

�
coı̈ncide avec

l’ensemble des
� $ © � � � -boules.

(ii) Si
�;�����

est d’amplitude �17m) , alors º � � coı̈ncide avec l’ensemble des
� $ " � � � -boules.
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Ce résultat caractérise, en particulier, aussi bien les extensions que les intentions de concepts formels tels que
définis en analyse formelle de concepts [WIL 82, GAN 99]. Il s’ensuit aussi le résultat suivant qui fait clairement
le lien entre l’approche de la classification fondée sur les mesures de (dis)similarité et celle fondée sur l’analyse
formelle de concepts.

Corollaire 3.4 Pour tout entier �17m) , soit $ " une mesure de dissimilarité � -voies sur
�

strictement inf-compatible.
(a) Si

�;�����
est d’amplitude � , alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(a1) � est une partie �#� -fermée non vide de
�

.
(a2) � est une classe forte associée à $?© .

(b) Si
�;�����

est d’amplitude �17�) , alors les conditions suivantes sont équivalentes.
(b1) � est une partie �#� -fermée non vide de

�
.

(b2) � est une classe faible associée à $ " .
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RÉSUMÉ. On considère les ensembles de classes particuliers que sont les systèmes de fermeture (ou
familles de Moore), et leurs opérateurs de fermeture et relations d’implication et d’emboîtement
associés. On rappelle que des résultats forts sont connus dans le cas des hiérarchies. On se base sur
ceux-ci pour définir une procédure d’agrégation et d’ajustement des systèmes de fermeture conduisant
à une hiérarchie.
MOTS-CLÉS : Système de fermeture, famille de Moore, partition, hiérarchie, préordre total,
correspondance de Galois, fermeture, implication, emboîtement, classification ascendante.

1. Introduction

En 1965, Simon Régnier [RÉG 65] proposait d'unifier des variables de types divers par la
prise en considération de leurs seules partitions de relèvement, et commençait l’étude des
partitions centrales. On trouve la même démarche dans Mirkin [MIR 75], avec une autre
approche de la recherche de partitions consensus. Nous proposons ici de généraliser les
partitions par les systèmes de fermeture, susceptibles de retenir plus d'information pertinente,
et bien adaptés aux approches symboliques. Le problème de l'agrégation des partitions se
transmet alors à ces systèmes. L'agrégation des systèmes de fermeture a été abordée par
Raderanirina [RAD 01]) et, de façon moins explicite, dans [LEC 03].



On considère ici une démarche adaptée à la recherche d’une hiérarchie. L’étude des
systèmes de fermeture particuliers associés aux hiérarchies conduit en effet à définir un indice
d’emboîtement ternaire permettant de choisir les éléments à regrouper dans une procédure
ascendante. Cette procédure, présentée dans [DOM 02], s'apparente aux méthodes agrégatives
de scores, comme celles décrites dans [BAG 88] dans le cas des "X-arbres" non enracinés.

2. Systèmes de fermeture et hiérarchies

Un cadre  habituel en classification est de considérer un ensemble de classes F Õ P(S) sur
S fini, tel que les éléments d’une classe F se ressemblent entre eux ou se distinguent par des
propriétés communes. Deux conditions sont alors naturelles :

S est une classe
F, F’ Œ F  fi  F«F’ Œ F (la classe des éléments de S qui sont dans F et dans F’)

Avec ces deux propriétés, F est un système de fermeture (ou famille de Moore) sur S. De
tels systèmes sont naturellement associés à des descriptions d'objets par des variables de
divers types.
Exemple 2.1. Soit C un préordre total (ordre total avec ex-aequos) sur S. L'ensemble {{t Œ S!:
(s, t) Œ C}!: s Œ S} est un système de fermeture sur S. De tels préordres sont induits par des
variables ordinales ou numériques.
Exemple 2.2. Soit π = {S1,…, Sk} une partition de S, par exemple induite par une variable
qualitative. L'ensemble π»{S, ∅} est un système de fermeture sur S.
Exemple 2.3. Soit un ensemble fini S décrit par un ensemble fini V d'attributs binaires. On a
alors une relation R Õ S¥V, où (s, v) Œ R si l'objet s possède l'attribut v. Pour tous A Õ S et T
Õ V, on pose AR = {v Œ V : pour tout s Œ S, (s, v) Œ R} et RT = {s Œ S : pour tout v!Œ V, (s, v)
Œ R}. Soient R = {AR : A Õ S} et C = {RT : T Õ V}. Selon les résultats bien connus sur le
treillis de Galois de R , les ensembles R  et C sont deux systèmes de fermeture, anti-
isomorphes pour l'inclusion par A a AR et T a RT pour tous A Œ C, T Œ R.
Exemple 2.4. Soit H une hiérarchie sur S, c'est-à-dire un ensemble de parties de S vérifiant :
(H1) S Œ H, (H2) pour tout s Œ S, {s} Œ H; et (H3) pour tous H, H’ Œ H, H«H’ Œ {∅, H,
H’}. L'ensemble H»{∅} est un système de fermeture sur S, dit système hiérarchique.

Une application j sur P(S) est une fermeture si elle est isotone (pour tous A, B Õ S, A Õ B
fi  j(A) Õ  j(B)), extensive (pour tout A Õ S, A Õ j(A)), et idempotente (pour tout A Õ S,
j(j(A)) = j(A)). Alors, l'image F = j(P(S)) de P(S) par j constitue un système de fermeture
sur S et, réciproquement, si F est un système de fermeture, une fermeture j sur P(S) est
donnée par j(A) = «{F Œ  F  : A  Õ F}, c'est-à-dire que j(A) est la plus petite classe de F
contenant A, et une telle classe existe toujours.



3. Implications et emboîtements

On considère deux types de relations binaires sur P(S), respectivement les systèmes
implicatifs complets (SIC) et les relation d'emboîtement sur S. Un système implicatif complet
est une relation, notée ici  Æ, sur P(S) satisfaisant les conditions :
(I1) B Õ A  fi  A Æ B,
(I2) pour tous A, B, C Õ S, A Æ B et B Æ C  fi  A Æ C,
(I3) pour tous A, B, C, D Õ S, A Æ B et C Æ D  fi  A»C Æ B»D.

Une relation d'emboîtement est une relation, notée ici †, sur P(S) vérifiant :
(O1) A † B  fi  A Ã B ;
(O2) A Ã B Ã C  fi  [A † C  ‹fi  A † B ou B † C] ;
(O3) A † A»B  fi  A«B † B.

Il y a équivalence entre systèmes (et espaces) de fermeture, SICs et relations
d'emboîtement ; la première des équivalences ci-dessous est due à Armstrong ([ARM 74] ; cf.
l'article de synthèse de Caspard et Monjardet [CAM 03]) ; la seconde est dans [DOL 02] :

A Æ B  ‹fi  B Õ j(A)
A † B  ‹fi  A Ã B et j(A) Ã j(B)

L'interprétation en termes de classification est que A implique B si toute classe contenant A
contient B, tandis que A est emboîté dans B signifie que A est inclus dans B et qu'il y a une
classe contenant A et ne contenant pas B.

Adams [ADA 86] a donné une première caractérisation des emboîtements particuliers
associés aux systèmes hiérarchiques. Une autre caractérisation, pour les emboîtements et pour
les implications, est fournie dans [DOL 02]. A côté d'une condition un peu technique (tout
sous-ensemble "critique" est de cardinal 2 ; cf. [CAM 03] encore pour lesdits ensembles)
vérifiée également par les “hiérarchies faibles”, elle comporte une condition sur les triplets
pouvant prendre plusieurs formes équivalentes. Nous retenons ici la suivante :
(T1) pour tous s, s', t Œ S, ss' † ss't fi st Æ s' et s't Æ s.

La condition (T1) exprime un fait bien connu : si la classe minimum de la hiérarchie H
considérée contenant s et s' est strictement incluse dans celle contenant s, s' et t, alors toute
classe contenant s et t (s' et t) contient aussi s' (s).

4. Un indice ternaire d'emboîtement et son usage

On définit, pour tout système de fermeture F sur S , un indice d'emboîtement ternaire
eF(ss') par : pour tous s, s' Œ S (distincts), eF(ss') = |{t Œ S : ss' † ss't}|.



Cet indice correspond à une similarité entre s et s', mais relative aux autres éléments de S.
Dans le cas d'une hiérarchie, on a la propriété suivante :

Proposition 4.1. Soient H une hiérarchie sur S et deux éléments distincts s, s' de S tels que
eH(ss') est maximal. Alors s et s' appartiennent à une classe de H non triviale minimale pour
l'inclusion. Si de plus, la hiérarchie H est binaire, ss' est une classe de H.

On déduit de cette propriété des procédures agglomératives [Dom02] pour la construction
d'une hiérarchie à partir d'un profil F = (F1, F2, …, Fk) de systèmes de fermeture (e.g. un k-
uple de hiérarchies), On associe à F un indice global eF par eF(ss') = ∑1≤i≤k eF(ss'). Ensuite,
à chaque étape, on réunit les deux éléments s et s' maximisant l'indice eF(ss'), puis on remet à
jour les éléments de F (avec plusieurs façons de le faire). On définit ainsi, en particulier, des
procédures de consensus de hiérarchies apparemment inédites (cf. [LEC 98]).
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RÉSUMÉ. Nous présentons dans cet article des travaux visant à améliorer l’utilisabilité des 
environnements de fouille de données. Partant du constat suivant lequel la prise en main de ces outils 
n’est  pas évidente pour des utilisateurs non spécialistes, nous avons isolé des critères qui nous 
semblent intéressants pour le guider lors des différents choix qu'il aura à effectuer lors du processus 
de traitement. Pour ce faire, nous avons mis en place un système à base de connaissances basé sur des 
tests statistiques pour la prise de décision.Ces mesures ont éte recueillies lors des précédentes 
exécutions des algorithmse de l'environnement et sont mises à jour au fur et à mesure de son 
utilisation. 
MOTS-CLÉS : fouille de données, utilisabilité, système à base de connaissances. 
 
 
1. Introduction 
 

La quantité de données stockées est de plus en plus importante, mais ces données n'ont une 
utilité que si au moins une partie de l'information qu'elles contiennent est utilisée. C'est le but 
de l'extraction de connaissance dans les données et plus particulièrement de la fouille de 
données. De très nombreux algorithmes automatiques de fouille ont été développés. De plus, 
on assiste aujourd’hui à l’avènement de méthodes interactives de fouille de données [Poul 
02]. L'utilisateur de ces dernières techniques anthropocentrées est le spécialiste des données et 
non plus un spécialiste de fouille ou analyse de données. Ce type d'approche présente au 
moins les avantages suivants : 

- on utilise l'expertise du domaine lors de l'ensemble du processus de fouille, 
- la compréhensibilité et la confiance dans le modèle construit sont accrues puisque 

l'utilisateur a participé à sa construction, 
- on bénéficie des capacités humaines en reconnaissance de formes. 
Par contre, l'utilisateur du système n'étant plus un expert en analyse de données, il faut 

guider ses choix lors des différentes étapes du processus de fouille, par exemple pour trouver 
l'algorithme le plus adéquat en fonction de ses données et du problème à traiter. 

A cette fin, nos recherches sont orientées vers l’amélioration de l’utilisabilité des 
environnements de fouille de données. Il s’agit pour nous de trouver des solutions pour que 
l’utilisateur ait non seulement une prise en main facile de l’outil mais aussi que les résultats 
obtenus soient le plus compréhensible possible. Actuellement, l'environnement utilisé est un 
environnement graphique regroupant plusieurs algorithmes automatiques et interactifs de 
classification (supervisée et non supervisée). Nous nous intéressons plus spécifiquement ici à 
un choix particulier qui doit être effectué dans le cas de la classification supervisée : le choix 
d'un algorithme d'induction d'arbres de décision. Pour pouvoir effectuer ce choix, il est 
nécessaire de trouver des critères de qualité de ces algorithmes et d'évaluer l'adéquation avec 
le type et la quantité de données à traiter et le problème que l'on désire résoudre. L’idée ici est 



 

de répertorier un ensemble de connaissances relatives aux caractéristiques de plusieurs 
ensembles de données et aux résultats de l’exécution des algorithmes disponibles dans 
l’environnement sur chacun de ces ensembles de données. La sélection de l’algorithme de 
classification à utiliser pour la résolution d’un problème donné sera un processus multicritères 
permettant de guider l’utilisateur. 

La définition des critères de qualité des algorithmes d'induction d'arbre de décision est 
décrite dans le paragraphe 2, de même que les critères sur les données et la composition de 
ces différents critères pour obtenir finalement un critère d'évaluation de la pertinence de 
l'algorithme. Quelques premiers résultats sont présentés ensuite dans le paragraphe 3 avant la 
conclusion et nos travaux futurs.  

 
2. Critères de choix 

 
Nous abordons dans ce paragraphe le choix des critères à retenir sur les ensembles de 

données et sur les algorithmes de classification supervisée pour pouvoir ensuite fournir à 
l'utilisateur un classement des différents algorithmes disponibles, du plus pertinent au moins 
pertinent en fonction des données qu'il a à traiter. Ces critères sont systématiquement mesurés 
et enregistrés à chaque utilisation de l'environnement de fouille de données. Ceci nous permet 
d'alimenter la base de connaissances au fur et à mesure de l'utilisation du système. 

 
2.1. Critère sur les données 

Les critères retenus sur les données sont aussi bien des critères statistiques, d'analyse 
discriminante ou exploratoire que des mesures issues de la théorie de l'information. Ces 
critères sont les suivants : 
- le nombre d'individus, 
- le nombre de classes, 
- le nombre d'attributs (variables), 
- le nombre d'attributs symboliques, 
- le nombre de valeurs manquantes et leur probabilité relative, 
- la moyenne et l'écart type de chaque variable, 
- le nombre de fonction discriminante, 
- les coefficients de corrélation, d'asymétrie et d'applatissement, 
- l'entropie, l'entropie relative et le rapport signal-bruit. 
Le détail du calcul de ces mesures peut être trouvé dans [MiST 94].  
 
2.2. Critère sur les algorithmes 
 
 Pour l’initialisation de notre système, nous avons retenu les critères suivants qui seront 
calculés et mémorisés à chaque exécution d'un algorithme de l'environnement : 
- la compréhensibilité des modèles fournis par l’algorithme, 
- le temps d’exécution,  
- le taux de précision (avec validation croisée puis un test de Student avec écart-type 
inconnu). 
- la robustesse. 
 
2.3. Fusion des critères 
 
 Un ensemble non exhaustif de bases de données a été répertorié. Pour chaque base de 
données de cet ensemble, les caractéristiques des données décrites dans les paragraphes 
précédents et un classement des algorithmes par efficacité décroissante sont stockés dans la 
base de connaissances. Nous avions le choix entre soit retourner l’algorithme le plus 



 

approprié à la résolution du problème ou retourner un ensemble d’algorithmes d’efficacité 
décroissante. Pour permettre au système de prendre aussi en compte les préférences de 
l'utilisateur, nous avons fait le choix de lui présenter la liste des algorithmes classés dans 
l'ordre du plus performant au moins performant. Pour un nouveau problème soumis en entrée 
de l’environnement, les critères sur les données du problème sont calculés, puis on effectue 
une recherche dans la base de connaissances pour trouver un ensemble de données dont les 
caractéristiques sont statistiquement équivalentes (ou les plus semblables) aux caractéristiques 
des données du problème à résoudre. La liste classée des algorithmes est alors proposée à 
l’utilisateur qui se chargera de lancer l’exécution de l’un des algorithmes. 
 
3. Quelques résultats 
 

Les résultats présentés ci-dessous sont obtenus lors d’exécutions de notre programme. 
L’idée ici est de répertorier un ensemble de connaissances, connaissances relatives aux 
données et aux résultats des exécutions des algorithmes. 

Le tableau 1 représente un sous-ensemble des résultats obtenus sur des ensembles de 
données du "ML Repository" de l'Université de Californie- Irvine [BlMe 98]. 
 
 Segment Satimage Diabetes Australian Shuttle 
Nombre d’observations 2310 6435 768 690 43500 
Nombre d’attributs 19 36 8 14 9 
Nombre de classes 7 6 2 2 7 
Nombre d’attributs continus 19 36 2 6 9 
Nombre d'attributs qualitatifs 0 0 0 8 0 
Rapport signal-bruit 4.0014 1.2970 1.0377 1.2623 1.6067 
Coefficient de corrélation 0.1425 0.5977 0.1439 0.1024 0.3558 
Corrélation canonique 0.9760 0.9366 0.5507 0.7713 0.9668 
Fract 0.3098 0.3586 1.0000 1.0000 0.6252 
Coefficient d’asymétrie 2.9580 0.7316 1.0586 1.9701 4.4371 
Coefficient d’aplatissement 24.4813 4.1737 5.8270 12.5538 160.3108 
Entropie des classes 2.8072 2.4734 0.9331 0.9912 0.9653 
Entropie des attributs 3.0787 5.5759 4.5301 2.3012 3.4271 
Information mutuelle 0.6672 0.9443 0.1120 0.1130 0.3348 

 
Tableau 1. Caractéristiques des ensembles de données utilisés 

 
Le tableau 2 représente un sous-ensemble des résultats (précision et nombre de feuilles des 

arbres) obtenus par exécution des algorithmes C4.5 [Quin 93], PBC [AnEK 00], CIAD [Poul 
01], OC1 [MKSB 93] et CART [BFOS 84] sur les ensembles de données ci-dessus. 
 

 C4.5 PBC CIAD CART OC1 

Australian 84.4 85 82.7 9 86.7 10 96.8 6 85.94 2 
Satimage 85.2 563 83.5 33 85 22 84 19 86 16 
Segment 96.6 77 94.8 94.8 95.1 19 93.58 19 93.9 10 
Diabetes 78.1 20 79 16 79.4 14 78 7 82.16 16 
Shuttle 99.9 57 99.9 8.9 99.9 8 99.9 27 99.9 20 

 
Tableau 2. Précision des algorithmes et nombre de feuilles des arbres de décision 

 
Le tableau 3 représente des résultats du classement des algorithmes en donnant une 

importance égale au taux de précision, à la taille des arbres obtenus et au temps d'exécution 
des algorithmes. Bien sûr, ce mode de calcul ne sert qu'à illustrer notre approche, il est 
possible d’effectuer des calculs beaucoup plus complexes afin d’affiner les résultats. Le temps 



 

de calcul n'est pas pris en compte pour les deux algorithmes de construction interactive 
d'arbres de décision utilisés : CIAD et PBC. 
 

Algorithmes Segment Satimage Diabetes Australian Shuttle 
C4.5 1 2 1 4 2 
PBC 2 5 5 5 3 
CIAD 3 3 3 2 3 
OC1 4 1 4 3 5 
CART 5 4 2 1 1 

 
Tableau 3. Classement des algorithmes 

 
4. Conclusion 
 

Nous avons présenté dans cet article une approche visant à améliorer l’utilisabilité des 
environnements de fouille de données en guidant l'utilisateur dans les choix qu'il doit 
effectuer tout au long du processus de traitement. A titre d'exemple, nous avons illustré notre 
approche pour permettre de donner une réponse à la question : pour un ensemble de données, 
quel est l’algorithme ou quels sont les algorithmes de classification supervisée susceptible(s) 
de fournir les meilleurs résultats ? Pour ce faire, nous sauvegardons un historique de toutes les 
exécutions réalisées sur les ensembles de données avec les algorithmes disponibles dans 
l’environnement de fouille développé. Ces expériences sont stockées dans un système à base 
de connaissances. Le moteur du dit système utilise des tests statistiques pour la prise de 
décision. Nous travaillons actuellement sur l’extension de notre système afin qu’il puisse 
prendre en compte l’ajout de nouveaux algorithmes et qu’il puisse traiter de nouvelles 
données, c'est-à-dire des ensembles de données dont les tests statistiques n’ont pas pu être 
suffisamment rapprochés de ceux obtenus sur les données précédemment utilisées dans 
l’environnement. 
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RÉSUMÉ. Il est bien connu qu'un espace métrique fini ( )dI , est de type 1L  si et seulement si d est 
combinaison conique-convexe de dichotomies, dissimilarités élémentaires associées à des bi-
partitions. Parmi ces combinaisons, existent un nombre fini de décompositions dites minimales. Leur 
connaissance intervient dans la résolution de problèmes de dimensionnalité. Nous exhibons les vingt-
deux décompositions dichotomiques minimales de la distance du simplexe régulier sur cinq points, re-
validant ou validant ainsi sur cinq points des conjectures liées à la dimension de ce simplexe et à son 
analyse en composantes principales en norme 1L .  
MOTS-CLÉS: Distances de type 1L , dichotomies, dimensionnalité, analyse en composantes principales, 
simplexe régulier, polyèdre. 
 
 
 
 
1. Introduction 
 

A l'opposé de la géométrie euclidienne, la géométrie 1L  génère des figures isométriques 
(finies), engendrant des espaces de dimensions distinctes. Cette non-unicité de la dimension 
est source de questions combinatoires de très haute complexité. Par exemple, étant donné un 
espace métrique fini ( )dI , , sur In =  points, de type 1L , quelle est la plus petite dimension 
d'un espace dans lequel peut être plongé isométriquement ( )dI , ? Même pour une distance 
aussi simple que celle du simplexe régulier, la question reste toujours ouverte. On ne dispose 
de résultats que pour de faibles valeurs de n . Semblablement, la représentation du simplexe 
régulier selon des axes fournis par une analyse en composantes principales (A.C.P.),  est aisée 
en géométrie euclidienne, bien qu'il n'y ait pas unicité de la solution. Beaucoup plus 
compliquée s'avère être une représentation donnée par une A.C.P. en norme 1L . Nous n'en 
sommes qu'à des conjectures. 
 

De fait, il existe un lien étroit entre les figures de représentation de ( )dI ,  et ce que l'on 
nomme les décompositions dichotomiques de d . Parmi toutes celles-ci, il en existe certaines, 



dites minimales, en nombre fini. Exhiber toutes les décompositions dichotomiques minimales 
(elles peuvent être en nombre exponentiel !) est un moyen d'aborder (mais non de résoudre !) 
les problèmes sus-évoqués.  

Pour la distance 1d  du simplexe régulier,  il existe une décomposition minimale pour 
3=n , il en existe deux pour 4=n . Nous montrons ici qu'elles sont au nombre de vingt-deux, 

appartenant à cinq familles, pour 5=n . Une analyse précise de ces cinq familles valide, pour 
5=n , une conjecture sur l'A.C.P.  en norme 1L , et permet de retrouver un résultat sur la 

dimensionnalité pour 5=n  et 6, lui-même source d'une conjecture pour n  quelconque. 
 

 
2. Résultats 
 

Rappelons qu'un couple ( )dI ,  constitué d'un ensemble fini I et d'une dissimilarité d , est 
dit de type 1L  si ( )dI , est isométriquement plongeable dans un certain NR  muni de la norme 

1L . Plus formellement, il existe N  et pour tout i  de I , des ikx , Nk ,...1= , tels que : 

ji,∀  I∈ ,  ( )jid ,  = ∑ −
k jkik xx     (1) 

Nécessairement, d  doit être une semi-distance. La  caractérisation des semi-distances de 
type 1L  a été obtenue par différents auteurs, dans différents domaines, et s'exprime en termes 
de dichotomies. Rappelons qu'une dichotomie Jδ  est associée à une bi-partition non trivale 
( )cJJ ,  de I , ou coupe. C'est une dissimilarité telle que ( )jiJ ,δ  égale 1 si Ji∈ , Jj∉ (ou 
vice-versa), et est nulle ailleurs. Alors, voir par exemple les deux articles de Le Calvé et 
Fichet dans Dodge (1987) , ou Critchley et al. (1994), Deza et al. (1997), d  est de type 1L  si 
et seulement si il existe des 0≥Jα  tels que : =d ∑J JJδα (décomposition dichotomique). 
En d'autres termes, dans l'espace des fonctions numériques sur II × , symétriques et à 
diagonale nulle, l'ensemble 1D  des semi-distances de type 1L , forme un cône polyédrique. En 
outre, comme montré par Critchley et al. (1994), les dichotomies engendrent les rayons 
extrêmes de ce cône. Il s'en suit une caractérisation de 1D  en termes de programmation 
linéaire, mais de très haute complexité. 
La  1L -dimensionnalité de d , i.e. le plus petit N  tel que  (1) soit satisfaite, est liée aux 
décompositions dichotomiques. Ces dernières forment un polytope de l'espace dual, les 
sommets étant caractéristiques des décompositions minimales, voir Benayade et al. (1994, 
2002). A tout plongement dans NR , correspond une décomposition dichotomique donnée, où  
chaque axe définit une suite de dichotomies emboîtées, i.e. telles que les ensembles 
caractéristiques soient, à leur complémentaire près, emboîtés. Ainsi, la 1L -dimensionnalité 
peut être recherchée sur les décompositions minimales seules. Pour  plus amples 
développements sur ce sujet, on peut consulter Fichet (1994). Dans le cas général, i.e. si non- 
unicité de la décomposition dichotomique, la recherche de la plus petite dimension est très 
fortement combinatoire. Même pour la distance 1d  du simplexe régulier normalisé, cette 



Titre de la partie     3 dernière reste inconnue. Il est conjecturé que cette dimension est ( )[ ]2/1+n  et qu'elle conduit 
à l'unique figure donnée par l'étoile. Une telle borne a été reconnue comme supérieure pour 
toutes les distances arborées, Hadlock (1978), Fichet (1994). Cette conjecture est vérifiée 
jusqu'à 8=n , Bandelt et al. (1998), Koolen et al. (2000). 

 
Nous exhibons ici les 22 décompositions dichotomiques minimales de 1d  pour 5=n , et 

retrouvons ainsi comme corollaire le résultat de Bandelt et al. (1998), pour 6≤n . 
L'analyse en composantes principales(A.C.P.) en norme 1L , telle que définie par Benayade 

et al. (1994), relève de la même complexité combinatoire. Etant donné 1Dd ∈ ,  l' A.C.P. en  
norme 1L  est définie comme la recherche d'une composante d ′  de d , i.e. 1Dd ∈′ , dd ≤′ ,  
( ) 1Ddd ∈′− , unidimensionnelle et maximisant un critère de type 1L . On itère ensuite axe par 
axe. Les deux critères (linéaires) usuels sont celui de la médiane où l'on maximise ( )∑ ′

i
imd ,   

(où m est l'extension médiane de ( )dI , , voir Benayade et al. (2002)) et celui, dit global, où 
l'on maximise ( )∑ ′

ji
jid

,
, . Dans les deux cas , il suffit de travailler sur les décompositions 

minimales de d . Mais même pour la distance aussi triviale que 1d  du simplexe régulier, le 
résultat reste inconnu pour le critère global (le critère de la médiane conduit à l'étoile). Nous 
conjecturons que l'étoile demeure la solution pour le critère global. Nos résultats ci-dessus 
valident cette conjecture pour 5=n . 
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RÉSUMÉ. Contrairement aux algorithmes EM ou à centres mobiles qui convergent vers un optimum local d’un critère 
global, et ce faisant empêchent toute analyse comparative (ajout/ suppression d’observations ou de descripteurs), notre 
méthode d’Analyse en Composantes Locales converge vers un optimum absolu : l’ensemble de tous les maxima locaux d’un 
critère de densité adaptative. Dans chaque classe, les observations et descripteurs sont caractérisés par un indice de 
centralité (ou facteur local) basé sur la distance distributionnelle. Une application à un corpus documentaire en géologie est 
présentée. 

MOTS-CLÉS : classification automatique, décomposition factorielle oblique, densité adaptative, modes de densité,  voisins 
réciproques, distance distributionnelle. 

 

 

 

 

1. Introduction 

 

La méthode de classification automatique dont nous présentons ici une application en grandeur réelle au 
domaine documentaire a été conçue au confluent de trois ordres de préoccupations, pour viser des résultats sûrs, 

stables et nuancés : 1) opérer dans un espace de données pourvu de la même propriété d’équivalence 

distributionnelle que celui de l’Analyse Factorielle des Correspondances [BEN 81], garante d’une bonne stabilité 

de l’analyse au regard des fusions / éclatements de descripteurs dont les significations sont voisines, 2) 

converger, à finesse d’analyse donnée, vers un optimum absolu d’un indicateur de qualité, comme le font les 

méthodes factorielles utilisant la décomposition en éléments propres d’une matrice, dont les vecteurs propres 

balisent les extréma et les points-selle d’un « paysage d’inertie », 3) ne pas classer en tout ou rien, mais doter 

chaque individu d’un indicateur de centralité dans sa classe propre - tout autant que dans les autres classes, 
voisines ou non. 

 

2. Distance et cosinus distributionnels 

 

Toute méthode d’analyse des données est caractérisée à la base par trois choix : 1) une transformation opérée 
sur les vecteurs-données bruts, 2) une métrique, ou pondération des dimensions dans lesquels ces vecteurs sont 

définis, 3) une pondération de ces vecteurs. Sur le nuage de points ainsi défini, de nombreuses techniques de 

synthèse d’information et réduction des dimensions peuvent être appliquées : classification ascendante ou 

descendante hiérarchique, classification à centres mobiles, décomposition aux valeurs singulières, incluant toutes 



 

les méthodes d’analyse factorielle qui en sont les variantes. Notre méthode des K-means axiales n’échappe pas à 

la règle ; voyons tout d’abord la transformation des données et la métrique choisies, qui définissent notre 

distance : 

Une lignée ancienne de travaux [MAT 55] [ESC 78] [DOM 79] [FIC 85] se sont intéressés à ce que ces 

derniers auteurs appellent distance distributionnelle , qu’on explicitera ici dans notre cadre applicatif d’analyse 

d’un ensemble de textes décrits par les fréquences de leurs mots : la distance distributionnelle entre 2 textes est 

la distance euclidienne, classique (dimensions équipondérées), entre les 2 points t1 et t2, de coordonnées les 

vecteurs zt1 et zt2, situés sur l’hypersphère unité dans l’espace des I mots et représentant chacun une unité 
textuelle, définis par la transformation suivante sur les données : zt1 : {{(xit1/ x.t1) 

½ } ;   zt2 : {(xit2/ x.t2) 
½ } 

(les vecteurs sont en caractères gras ; xit désigne la fréquence du mot i dans le document t, et x.t le nombre 

total de mots du document t ; les accolades désignent un ensemble : de valeurs de ses composantes pour un 

vecteur, de vecteurs pour une matrice)  

Cette distance peut prendre en compte des vecteurs ayant des composantes négatives ; elle est liée à la 

mesure du gain d’information de Renyi d’ordre ½ [REN 66] ; Escofier et Volle ont montré qu’elle satisfaisait à 

la propriété d’équivalence distributionnelle caractéristique de la distance du khi-deux utilisée en AFC. 

 

3. Décomposition aux valeurs singulières dans l’espace distributionnel 
 

Si l’on transforme et pondère le tableau (mots × textes) des fréquences de mots comme suit : 

 

. Coordonnées : des vecteurs-colonnes  xt : { xit }  → yt : {√ xit } 

    des vecteurs-lignes  xi : { xit }  → yi : { √ xit } 
 
les cosinus entre vecteurs-colonnes yt (resp. entre vecteurs-ligne yi) sont liés à la notion de distance 

distributionnelle D par la relation :  D(t1,t2)
 2

  = 2(1-cos(t1,t2))     

(resp.  D(i1,i2)
 2

   = 2(1-cos(i1,i2))    ) 

 

Si on calcule les directions propres U = { u
(k) } (resp W = { w

(k) } ) du nuage des points-colonnes yt (resp, 

des points-lignes yi ), au moyen de la décomposition aux valeurs singulières du tableau des racines carrées (pour 

des données négatives : racine des valeurs absolues, avec le signe des valeurs), on démontre que les cosinus ci-

après se déduisent des directions propres :   Cos(yt, u
(k)) = wt

(k) (λ(k) /x.t)
½  (1) 

Cos(yi, w
(k)) = ui

(k) (λ(k) /xi.)
½  (2) 

 

Ces cosinus peuvent être considérés comme les facteurs d’un cas particulier et simple d’analyse factorielle 

sphérique, pour reprendre la terminologie de M. Volle, dite centrée sur le « tableau nul ». Ils sont liés entre eux 

et avec les wt
(k) et ui

(k) par des formules de transition, en particulier :  Cos(yt, u
(k))  = Σi ui

(k) √(xit / λ(k))

         Cos(yi, w
(k)) = Σt wt

(k) √(xit / λ(k)) 

 
Le principe de notre algorithme d’Analyse en Composantes Locales est de réaliser la partition en classes des 

unités textuelles dans l’espace distributionnel, et d’extraire pour chaque classe les facteurs mots et documents 

définis ci-dessus. Chaque facteur est alors un indicateur de centralité (ou « typicité ») du texte (« document ») ou 

du mot dans sa classe (cf. [PAG 98] pour l’application d’une notion de centralité voisine, basée sur les liens et 

non sur les mots, en tant que mesure de notoriété globale d’une page Web, et utilisée dans le moteur de 

recherche Google). En complément, une représentation cartographique des thèmes est créée à partir d'une 

analyse en composantes principales du nuage des vecteurs-thèmes dans l’espace des mots.  

 

5. Détections des modes d’une fonction densité 
 

La plupart des méthodes de classification non supervisées convergent vers un maximum local d’un critère 

global de qualité de reconstitution des données. Ceci est bien connu en ce qui concerne les algorithmes à centres 

mobiles [DID 79], mais reste vrai pour des méthodes plus récentes de classification floue et recouvrante, qui 

utilisent l’algorithme EM, comme [BUN 02]. Ce qui est gênant pour des utilisateurs qui, au delà de quelques « 

formes fortes » systématiques et souvent triviales s’intéressent à un découpage plus fin de leur sujet d’étude : 



 

selon la valeur de la graine d’initialisation au hasard, pour un même jeu de données, un même algorithme et un 

même nombre  de classes demandées, des classes peuvent apparaître ou disparaître, fusionner ou éclater, et les 

frontières se ré-ajuster. D’où la difficulté pour l’utilisateur qui supprime, ajoute ou fusionne des descripteurs, ou 

introduit des observations recueillies dans une autre tranche de temps, de savoir si les effets visibles après 

classification sont dûs à ses manipulations ou à la variabilité intrinsèque de l'algorithme. Ainsi sur le jeu de 

données documentaires issues de la base Pascal de l’INIST utilisé ici (1400 références bibliographiques 

médicales provenant du programme de coopération scientifique franco-tunisienne et indexées manuellement), 

notre algorithme à centres mobiles K-Means Axiales [LEL 94] a montré qu’un tiers environ des 30 classes 
demandées était sujet à de telles instabilités ; toutefois, toutes les classes créées restent interprétables : tout se 

passe comme si l’algorithme, en plus des « formes fortes » stables, tirait au hasard au sein d’une population de 

« vraies classes » d’effectifs moyens ou faibles, en nombre bien supérieur à quelques dizaines.  

De là l’idée de mettre au jour exhaustivement cette population au moyen d’un algorithme repérant l’ensemble 

des maxima locaux d’un paysage de densité défini sur l’espace des données. En effet, étant donné une fonction 

locale traduisant la densité des vecteurs-données, une information très riche sur la structure des données peut en 

découler, plus riche que des appartenances en tout ou rien à des classes. Par exemple, la recherche des modes de 

cette fonction permet d’identifier des classes, ou plutôt des pôles ; les points-selle traduisent la présence 

d’individus d’appartenance ambivalente, etc. Qui plus est, une fois fixé le paramètre de « granularité », de 
finesse de l’analyse,  le « paysage de densité » est complètement déterminé, et la recherche exhaustive de tous 

ses modes (ou autres caractéristiques), c’est-à-dire l’énumération complète de ses optima locaux, équivaut à la 

découverte d’un optimum global unique pour un critère local. Mais cette fois la configuration de cet optimum 

n’est pas bouleversée si on enlève ou ajoute quelques vecteurs-données, elle ne connaît que des changements 

localisés à une partie seulement du paysage de densité, répondant en cela aux exigences de stabilité que nous 

nous sommes fixés plus haut. 

Pour ce faire, deux principes algorithmiques ont été utilisés à ce jour : 1) des techniques de montée en 

gradient lorsque la fonction densité est partout ou presque partout continue (cf. [ASS 89] pour une revue des 
travaux pionniers en ce domaine), 2) des techniques énumératives, par ex. [TRE 79], quand cette fonction est 

discrète. Dans ces textes, les exemples donnés, souvent à petite échelle, sont séduisants, et le passage à une 

échelle supérieure semble sans problème. 

Nos travaux nous ont conduits à adopter une mesure de densité basée sur un voisinage adaptatif, et non de 

rayon fixe : d’où le choix de la notion de voisinage des K plus proches voisins, adaptative par définition. Nous 

avons défini la densité d’un tel voisinage comme la moyenne des cosinus entre tout point et ses voisins. 

Comme cette fonction est discrète, il n’est pas possible d’utiliser un algorithme de montée en gradient pour la 

maximiser. C’est pourquoi nous nous sommes tournés vers un algorithme de classification 1) utilisant la notion 

de densité, 2) compatible avec des fonctions densité discrètes, à savoir l’algorithme de percolation de 
Trémolières [TRE 79]. Contrairement au cas des algorithmes de montée en gradient sur un paysage de densité 

continu, où les maxima n’ont pas de raison de correspondre à des points du nuage à analyser, l’algorithme de 

percolation caractérise le mode de chaque classe par un point du nuage dont la densité est supérieure à celle de 

ses voisins (ou plusieurs points, si leur densité est égale).  

Cet algorithme se moule d’autant plus dans nos préoccupations qu’il nuance la notion d’appartenance à une 

classe : il dégage des « points-frontière » appartenant à plusieurs classes (que nous avons rebaptisés : points 

ambivalents), et la densité constitue un indice de centralité d’un individu dans sa classe. Dans la publication 

[TRE 94] cet auteur a encore distingué d’autres catégories de nuances d’appartenance. 
Le voisinage défini par les K plus proches voisins n’est pas une notion symétrique : un point peut appartenir 

au voisinage d’un autre sans que la réciproque soit nécessairement vraie. Après avoir réalisé une adaptation de 

l’algorithme de percolation aux voisinages non symétriques [LEL 98], nous avons constaté empiriquement que 

se limiter aux voisinages réciproques, symétriques, améliorait la robustesse et la qualité de l’analyse. 

Le travail de l’INIST / URI a donné le jour à une interface Web de visualisation et navigation dans les 

résultats sans laquelle il était exclu de valider la méthode sur des données réelles, compte tenu du nombre 

important de classes obtenues. 

 

6. Résultats et validation par les experts du domaine 
 

Nos 1397 notices bibliographiques sont décrites par un vocabulaire « brut » de 2629 mots-clés ; après 

élimination des hapax, inutiles par nature dans une analyse multidimensionnelle, et de certains mots-clés trop 



 

génériques, la taille du vocabulaire « validé » s’établit à 935 mots-clés. Le meilleur paramétrage de notre analyse 

en composantes locales s’est avéré avec 3 comme nombre de plus proches voisins réciproques, dans l’espace 

distributionnel décrit plus haut : les valeurs 1 à 5 ne provoquaient pas de grosses variations du nombre de 

thèmes, mais leur contenu était moins clair. Nous avons ainsi obtenu 703 documents isolés et 232 thèmes 

caractérisés chacun par 2 à 5 documents-noyaux, reliés parfois par 1 à 3 documents « passerelles » ambivalents. 

Le 1er facteur d’analyse factorielle sphérique de chaque thème nous a donné d’une part la caractérisation de ce 

thème par ses mots-clés les plus « saillants », d’autre part la projection de tous les documents, isolés ou non, 

noyaux ou non, sur l’axe du thème, permettant d’enrichir l’interprétation de ce thème. Une carte globale obtenue 
par analyse en composantes principales des profils de mots des 232 thèmes, cliquable et re-dimensionnable à 

volonté sur l’interface VISA de l’INIST, rend accessible ces résultats sur Internet. 

 Les deux médecins documentalistes qui ont expertisé les résultats ont estimé que les 232 classes détectées 

étaient homogènes et faisaient sens à leurs yeux ; les nuances entre certaines classes leur échappant parfois, elles 

en ont regroupé certaines, aboutissant à 175 thèmes de libellés distincts. La plupart des spécialités médicales sont 

représentées et elles ont réparti les thèmes en une vingtaine de grandes catégories médicales à partir de leur 

connaissance du domaine (santé publique, bactérioses, cardiologie, neurologie, …). Elles estiment que leur 

disposition sur une carte interactive qui rapproche les thèmes voisins et donne accès à leur contenu permet 

d’examiner, de re-nommer et catégoriser tous les thèmes en une à deux demi-journées de travail. Une carte de 
deuxième niveau peut être obtenue par ACP des profils des regroupements de thèmes, facilitant l’intelligibilité et 

la consultation ultérieure des résultats. 
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RÉSUMÉ. Ce travail pŕesente une ǵeńeralisation de Green et Richardson (1997) au cas des mélanges gaussiens multivariés. Dans
un contexte baýesien, nous pŕesentons l’algorithme MCMC̀a sauts ŕeversibles en explicitant notamment le jacobien du mou-
vement de śeparation/combinaison. De multiples simulations sont effectuées afin d’́evaluer les performances de l’algorithme,
avec une attention toute particulière au nombre de composants détect́es. En outre, nous comparons deux techniques permettant
d’éliminer le ”label switching”.

MOTS-CĹES : statistique baýesienne, ḿelanges gaussiens multivariés, algorithme MCMC̀a sauts ŕeversibles, label switching,
jacobien

1. Introduction

Les mod̀eles de ḿelanges gaussiens sont de plus en plus utilisés en statistique, et notamment en classification.
Une littérature importante est maintenant disponible, dans laquelle on retiendra (MCL 00) contenant uneétude
exhaustive des problèmes intervenants dans les mélanges. Depuis l’av̀enement de l’algorithme EM, l’estimation
des param̀etres d’un ḿelange gaussien est devenue classique. Un problème crucial en classification n’est cependant
toujours pas ŕesolu de manière satisfaisante : la détection du nombre de composants du mélange (autrement dit le
nombre de classes), nécessairèa une bonne estimation des paramètres.

Certains auteurs, comme (GAR 03) ou (LIU 03), ont dévelopṕe des approches basées sur le test du rapport
des maximums de vraisemblance afin de pallier aux faiblesses des critères de type AIC ou BIC. Dans un contexte
baýesien, une ŕeelle avanćee vers une analyse rigoureuse et complète, aét́e obtenue en 1997 avec l’article de
Green et Richardson (RIC 97). Se basant sur l’algorithmeà sauts ŕeversibles d́etaillé dans (GRE 95), ces auteurs
l’appliquent avec succ̀es au cas des ḿelanges gaussiens univariés. Cependant, peu de travaux considèrent le cas
des ḿelanges gaussiens multivariés, pourtant tr̀es utiles pour mod́eliser des images ou des bases de données.

Nous pŕesentons dans cet exposé l’une des premières ǵeńeralisations de l’algorithme MCMC̀a sauts ŕeversibles
au cas des ḿelanges gaussiens multivariés. Notre algorithme est capable d’estimer les paramètres d’un ḿelange
gaussien multivarié, en m̂eme temps que le nombre de composants de celui-ci.



2. Modélisation

On consid̀ere ici l’étude des mod̀eles òu les donńees observ́eesy(n) = (y1, ..., yn) sont consid́eŕees ind́ependantes
et identiquement distribúees selon un ḿelange gaussien multivarié fini àk composants de densité

p (y | π, µ, Σ) = π1Nr (y; µ1, Σ1) + ... + πkNr (y; µk, Σk) ,

où π = (π1, ..., πk) sont les proportions du ḿelange de somme 1,µ = (µ1, ..., µk) et Σ = (Σ1, ..., Σk) les
moyennes et les matrices de covariances, etr la dimension des données. On utilise de plus un modèle à classes
latentes en introduisant des variableszi telles queP [zi = j] = πj et on notez(n) = (z1, ..., zn). On peut consid́erer
qu’à chaquek ∈ {1, 2, ..., kmax} = K , correspond un modèle not́e Mk assocíe au vecteur des paramètres
θ(k) =

(
π, z(n), µ, Σ

) ∈ Rnk (nk ∈ N) . Le mod̀ele baýesien naturel est alors donné par

p
(
k, θ(k), y

)
= p (k) p

(
θ(k) | k

)
p

(
y | k, θ(k)

)
, (1)

où p (k) est la loi a priori sur la ”dimension” du modèle,p
(
θ(k) | k)

est la loi a priori sur le vecteur des paramètres
conditionnellement̀ak, etp

(
y | k, θ(k)

)
est la densit́e de l’observationy. L’inf érence sur les paramètres d’int́er̂ets

k etθ(k) est alors effectúee eńetudiant la loi a posteriori

p
(
k, θ(k) | y

)
∝ p (k) p

(
θ(k) | k

)
p

(
y | k, θ(k)

)
. (2)

L’id ée ǵeńerale de l’algorithme MCMC̀a sauts ŕeversibles est de simuler la loi a posteriorip
(
k, θ(k) | y)

en
utilisant une châıne de Markov se d́eplacant surC = ∪k∈K {k}×Rnk . Une condition de ŕeversibilit́e nous permettra
d’assurer la convergence de la chaı̂ne vers la densité cibĺee,à partir de laquelle nous déduirons l’estimation des
divers param̀etres en utilisant le maximum a posteriori.

3. L’algorithme à sauts ŕeversibles

Les éléments de la chaı̂ne de Markov ǵeńeŕes par l’algorithme sont de la forme
(
k, θ(k)

)
où k repŕesente la

dimension du mod̀ele courant. Dans le cas des mélanges gaussiens, on envisagera 2 types de mouvements : ceux
ne changeant pas la dimension du modèle mais uniquement le paramètreθ(k), et ceux changeant la dimension
(k → k + 1 ou k → k − 1). Pour le premier type de mouvements, on pourra se référer par exemplèa (ROB 96)
décrivant les algorithmes de Gibbs et de Metropolis-Hastings, permettant de géńerer une châıne de Markov de
distribution stationnairep sur un ensemble quelconqueE. La construction d’un noyau de transition d’une telle
châıne est remarquablement simple et peut s’obtenir de la manière suivante :

1. On choisit un noyau auxiliaire de transition quelconqueQ surE ;

2. A partir du point courantξ, on ǵeǹere un pointξ∗ selon un noyauQ (ξ∗, ξ) ;

3. On accepte le pointξ∗ avec une probabilitéρ (ξ, ξ∗) = min
{

1, p(ξ∗)Q(ξ,ξ∗)
p(ξ)Q(ξ∗,ξ)

}
.

On montre alors que le noyauK résultant de ces deux opérations (proposition et acceptation/rejet) vérifie les
équations de réversibilit́e

K (A,B) =
∫ ∫

A×B

p (ξ) Q (ξ∗, ξ) dξdξ∗ =
∫ ∫

B×A

p (ξ∗) Q (ξ, ξ∗) dξ∗dξ = K (B, A) .

Après un temps de chauffage, on peut considérer que les sorties de l’algorithme sont distribuées selonπ.

Lorsque l’ensembleE est constitúe de plusieurs sous espaces de dimensions différentes,E = Rn1 ∪ Rn2 par
exemple, avecn1 < n2, il faut définir un ḿecanisme de saut deRn1 versRn2 , puis deRn2 versRn1 , qui permette
à la châıne d’̂etre irŕeductible. Le ḿecanisme est le suivant :à partir du pointξ deRn1 , on ǵeǹere de façon aléatoire
n2 − n1 composantes qui permettent d’obtenir un point deRn2 . On d́efinit alors une transformation déterministe
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deRn2 dans lui m̂eme qui donneξ∗, et une transformation déterministe deRn2 dansRn1 qui rend le saut deξ∗

versξ possible (irŕeductibilit́e). La proćedure d’acceptation rejet est alors identique au cas préćedent. Le calcul de
la probabilit́e d’acceptation ńecessite celui du jacobien de la transformation qui fait passer deξ à ξ∗.

ρ (ξ, ξ∗) = min
{

1,
p (ξ∗)Q (ξ, ξ∗)
p (ξ)Q (ξ∗, ξ)

|J (ξ, ξ∗)|
}

.

La difficulté essentielle de cet algorithme réside justement dans la définition du diff́eomorphisme d́eterminant les
sauts deξ∗ versξ, et deξ versξ∗. Le jacobien associé peut parfois s’av́erer tr̀es difficile à calculer, en particulier
dans le cas multivarié consid́eŕe dans cet exposé.

4. Description de l’algorithme

Suivant (RIC 97), on rajoute une couche d’hyperparamètres afin d’aḿeliorer la flexibilit́e du mod̀ele. On auto-
rise les lois a priori sur les paramètresµ, Σ, k, π, à d́ependre respectivement des hyperparamètres(ξ, κ, α, β, λ, δ)
avecη = (ξ, κ, α, β). Le sch́ema (1) permet de visualiser les dépendances entre les paramètres et les hyperpa-
ramètres.

y

zµ

k

hg

FIG . 1. Graphe acyclique ordonńe correspondant au modèle baýesien pour les lois de ḿelanges multivaríees

L’ état courant de la chaı̂ne est toujours
(
k, π, z(n), β, µ, Σ

)
. On met successivementà jour les diff́erents com-

posants selon l’ordre suivant : (a) séparer ou combiner deux composants, (b) miseà jour deπ, (c) miseà jour de
(µ, Σ) , (d) miseà jour des allocationsz(n), (e) miseà jour de l’hyperparam̀etreβ, (f) naissance ou mort d’un
composant.

Les mouvements b,c,d et e nécessitent une misèa jour automatique selon les lois conditionnelles car il n’y
a pas de changement de modèle. Les mouvements a et f nécessitent quant̀a eux l’emploi des sauts réversibles.
L’ensemble de ces mouvements (de aà f) est ŕeṕet́e 20 000 fois. A chaque itération on garde en ḿemoire les
param̀etres courants. Lorsque l’on stoppe l’algorithme, les 5000 premières it́erations sont enlevées et on effectue
une analyse a posteriori sur les 15 000éléments de la chaı̂ne restants.

Le mouvement de naissance/mort est presque identique a celui proposé par (RIC 97). L’apport essentiel de
notre travail se situe au niveau du mouvement de séparation/combinaison qui est le coeur de l’algorithme. Nous
devons notamment nous assurer que les matrices de covariances géńeŕees seront toujours définies positives, et
ensuite calculer un jacobien de dimension trèsélev́e. Le mouvement de combinaison sera défini comme l’inverse
du mouvement de séparation, c’est pourquoi nous ne détaillerons que ce dernier.

On choisit de manière aĺeatoire de combiner deux composants (c’est-à-dire ŕeduire la taille du mod̀ele) ou de
séparer deux composants (c’est-à-dire augmenter la taille du modèle). On noteraj1 etj2 les indices des composants
à combiner ou obtenus par séparation, etj∗ l’indice du composant̀a śeparer ou obtenu par combinaison. Afin de
maximiser la probabilit́e d’acceptation du nouvelélément propośe, le difféomorphisme doit v́erifier une condition

3



de conservation des trois premiers moments, appellée ”moment matching condition” par Green. Comme on l’a vu
préćedemment, pour d́efinir le difféomorphisme il devient ńecessaire d’introduire de nouvelles variables, géńeŕees
aléatoirement, correspondants au nombre de degrés de libert́e manquants lorsque l’on passe d’un espaceàk com-
posants̀a un espacèa k + 1 composants. En dimensionr, cela signifie que nous devons géńerer1 + r + r(r+1)

2
nouvelles variables :

u1 ∼ β (2, 2) u2i ∼ β (2, 1) u3ij ∼ β (2, 1)
pouri = 1, ..., r et i 6 j 6 r.

Pour que les matrices géńeŕees soient d́efinies positives, nous avons eu l’idée d’utiliser la d́ecompostion de Cho-
lesky, consistant̀a d́ecomposerΣj sous la formeVjV

′
j où Vj est une matrice triangulaire inférieure. Les param̀etres

des nouveaux composants géńeŕes lors du mouvement de séparation sont donc obtenus de la manière suivante :

πj1 = u1πj∗ µj1 = µj∗ +
√

1−u1
u1 Vj∗

u2√
2r

Σj1 = 1
2u1Vj∗

(
Ir − u2u′2

2r + u3
2r

)
V ′

j∗

πj2 = (1− u1)πj∗ µj2 = µj∗ −
√

u1
1−u1Vj∗

u2√
2r

Σj2 = 1
2(1−u1)Vj∗

(
Ir − u2u′2

2r − u3
2r

)
V ′

j∗ ,

(3)

avecΣj∗ = V ′
j∗Vj∗ . Lorsque l’on effectue un mouvement de séparation on doit :

1. Choisir le composantj∗ à śeparer ;

2. Effectuer la d́ecomposition de CholeskyΣj∗ = V ′
j∗Vj∗ ;

3. Effectuer le diff́eomorphisme (3) ;

4. Calculer la probabilit́e d’acceptatioǹa l’aide du jacobien, et accepter ou non la nouvelle configuration.

Le jacobien d’un tel changement de variable ne peut se calculer qu’en utilisant des logiciels de calcul formel
comme Maple ou Mathematica. Une fois celui-ci obtenu, nous sommes en mesure d’étudier le comportement de
l’algorithme dans un contexte de détection du nombre de composants, et notamment sa sensibilité à la loi a priori.
Comme de nombreux auteurs, nous avons utilisé une loi de Poisson tronquéeà kmax. Nos premìeres simulations
apportent de nombreux résultats encourageants.
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Facultés Universitaires Notre-Dame de la Paix
8 Rempart de la Vierge
B-5000 NAMUR Belgique

andre.hardy@fundp.ac.be

pascale.lallemand@fundp.ac.be

RÉSUMÉ. Nous nous intéressons dans ce travail à la modélisation des données symboliques de type intervalle et au problème
de la détermination du nombre de classes en classification automatique pour ce type de données symboliques. Nous proposons
trois modélisations différentes pour les variables intervalles. Chacune d’entre elles va nous permettre de nous ramener à des
données quantitatives classiques. Nous appliquons alors des méthodes de détermination du nombre de classes aux hiérarchies
de partitions fournies par quatre méthodes de classification hiérarchiques, et aux ensembles de partitions produites par la
méthode de classification symbolique SCLUST. Des ensembles de données artificielles et réelles sont utilisés de manière à
tester et à comparer ces trois approches.

MOTS-CLÉS : classification, validation, détermination du nombre de classes, données symboliques, variable intervalle.

1. Les données de type intervalle

Le problème de classification auquel nous nous intéressons est le suivant.

E = {x1, x2, ..., xn} est un ensemble de n objets sur lesquels on mesure la valeur de p variables Y 1, Y2, ..., Yp.
Nous recherchons une partition P = {C1, C2, ..., Ck} de l’ensemble E des objets en k classes.

Nous nous intéressons, dans cet article, à la détermination du nombre de classes pour des données symboliques
de type intervalle [BOC 00].

La variable intervalle Yj , dont l’espace d’observation Y est R, est définie par

Yj : E → Bj

xk �→ ξkj := Yj(xk) = [α, β] ⊂ R

où Bj est l’ensemble de tous les intervalles fermés et bornés de R.



2. Les méthodes de classification

Avant d’appliquer une méthode de détermination du nombre de classes, il faut disposer, suivant les cas, d’une
hiérarchie de partitions, ou tout simplement d’un ensemble de partitions de l’ensemble des données. Il faut alors
en extraire la ”meilleure” classification. Nous utiliserons tout d’abord une méthode de classification symbolique,
SCLUST [BOC 01], [VER 00]. Cette procédure de classification est une généralisation symbolique de la méthode
des nuées dynamiques classique [CEL 89]. Les prototypes des classes sont ici les hyperrectangles de gravité de
chacune des classes. SCLUST permet de traiter des données symboliques, en utilisant des variables intervalles,
multivaluées et modales. Nous nous intéressons également à quatre méthodes de classification hiérarchiques clas-
siques : les méthodes du lien simple, du lien complet, du centroı̈de et de Ward.

3. Les méthodes de détermination du nombre de classes

Les méthodes choisies sont les meilleures règles d’arrêt analysées dans l’étude de Milligan et Cooper [MIL
85], à savoir la méthode de Caliński et Harabasz, le test de Duda et Hart, l’indice C, l’indice Γ et le test de
Beale. La méthode de Caliński et Harabasz, l’indice C et l’indice Γ sont définis à partir des matrices de dispersion
intraclasse et interclasse de l’ensemble des données. Les deux autres méthodes sont des tests statistiques. Nous
utilisons également le test statistique des Hypervolumes développé à partir de la méthode de classification des
Hypervolumes [HAR 96].

4. Modélisation pour des données symboliques de type intervalle

Dans ce travail, nous utilisons et nous comparons trois modélisations pour des objets symboliques de type
intervalle. Si nous mesurons sur chaque objet la valeur de p variables intervalles, chacun d’entre eux pourra être
représenté par un hyperrectangle dans un espace Euclidien p-dimensionnel.

La première approche [HAR 02] consiste à simuler un processus de Poisson homogène dans chacun des hyper-
rectangles représentant les objets symboliques.

Dans la deuxième modélisation, nous représentons un intervalle par son centre et sa longueur. Chaque objet
symbolique peut alors être représenté par un point dans chacun des espaces bi-dimensionnels associé à chaque
variable intervalle.

Dans la troisième modélisation, un intervalle est synthétisé par ses bornes inférieure et supérieure.

Nous nous ramenons ainsi chaque fois à des données quantitatives classiques.

Les quatre méthodes de classification hiérarchiques (lien simple, lien complet, centroı̈de, Ward) nécessitent le
calcul d’une matrice de distances, ou de dissimilarités, entre les objets, à partir de laquelle les critères agglomératifs
associés à chaque méthode effectuent les regroupements.

Pour la première approche on pourra utiliser la distance euclidienne classique entre les points simulés.

Pour la deuxième approche, si x et y sont deux objets symboliques décrits par p variables intervalles, notons
par

xj = (Mj(x), Lj(x)), xj ∈ R2 (j = 1 . . . , p)

yj = (Mj(y), Lj(y)), yj ∈ R2 (j = 1 . . . , p)

les représentations Milieu-Longueur associées respectivement aux objets x et y pour chacune des p variables in-
tervalles.



Pour la troisième approche, nous aurons

xj = (Minj(x), Maxj(x)), xj ∈ R2 (j = 1 . . . , p)

yj = (Minj(y), Maxj(y)), yj ∈ R2 (j = 1 . . . , p)

les représentations Minimum-Maximum associées respectivement aux objets x et y pour chacune des p variables
intervalles.

Dans les deux derniers cas, la distance entre les objets symboliques x et y, définie par

D(x, y) :=
p∑

j=1

d(xj , yj)

est la somme des p distances entre les représentations Milieu-Longueur (ou Minimum-Maximum) x j et yj (j =
1, . . . , p) des objets x et y. Dans cette expression, d est une distance euclidienne quelconque.

Les hiérarchies de partitions liées à chaque méthode hiérarchique peuvent alors être construites suivant les
différents critères agglomératifs.

Les cinq meilleures méthodes de détermination du nombre de classes de Milligan et Cooper peuvent donc être
appliquées aux hiérarchies ainsi produites.

Le test des Hypervolumes est basé sur le calcul d’enveloppes convexes de points ; il ne requiert pas la connais-
sance d’une matrice de distances, mais seulement de la position des points. Ces positions sont connues dans cha-
cune des p représentations Milieu-Longueur (Minimum-Maximum). Nous prenons parmi les p variables celle qui
contribue le plus à l’inertie de l’ensemble des objets symboliques. Nous retenons le nombre de classes donné par
le test des Hypervolumes associé à cette variable.

La méthode de classification symbolique SCLUST n’est pas une méthode hiérarchique. Parmi les cinq règles
d’arrêt de Milligan et Cooper, seuls la méthode de Caliński et Harabasz, l’index C et l’index Γ sont directement
applicables aux résultats donnés par des méthodes de classification non hiérarchiques.

5. Exemples

Plusieurs exemples de données artificielles et réelles sont présentés, permettant de comparer les trois approches,
et de mettre en évidence les spécificités de chacune d’entre elles.
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RÉSUMÉ. L’algorithme EM est très populaire pour l’estimation de paramètres d’un modèle de mélange. Un inconvénient majeur
de cet algorithme est la lenteur de sa convergence. Afin de pouvoir travailler sur des tableaux binaires de grande taille, nous
allons utilisé et étudié le comportement d’une variante de EM appelée ”Incremental EM” (IEM) qui permet d’accélérer la
convergence.

MOTS-CLÉS : Classification, algorithme EM, algorithme IEM

1. Introduction

L’utilisation des modèles de mélange dans la classification est devenue une approche classique et très puissante
(voir par exemple [BAN 93, CEL 95]). En traitant la classification sous cette approche, l’algorithme EM [DEM 77]
composé de deux étapes : Estimation et Maximisation est devenue quasiment incontournable. Celui-ci est très
populaire pour l’estimation de paramètres. Ainsi, de nombreux logiciels sont basés sur cette approche, comme
Mclust-EMclust [FRA 99] ou EMmix [MCL 98]. Ce succès tient à sa simplicité, à ses propriétés théoriques et
à son bon comportement pratique. De plus, un intérêt grandissant se fait ressentir actuellement pour les données
qualitatives. On peut citer comme exemple le logiciel AutoClass [CHE 96].

Malheureusement, son principal inconvénient réside dans sa lenteur due au nombre élevé d’itérations parfois
nécessaire pour la convergence ce qui rend son utilisation inapproprié pour les données de grande taille. Plusieurs
versions ont été faites pour accélérer cet algorithme et beaucoup d’entres elles agissent sur l’étape maximisation.
Ici nous avons choisi d’étudier une version particulièrement adaptée aux données de grande taille et qui utilise une
étape partielle d’estimation au lieu d’une étape Estimation complète. Cette version semble très efficace pour des
mélanges Gaussiens, nous proposons ici de l’appliquer sur un modèle de mélange de Bernoulli et de discuter son
comportement.

2. Modèle de mélange et algorithme EM

Dans l’approche modèle de mélange, les individus x i, . . . ,xn à classifier sont supposés provenir d’un mélange
de k densités dans des proportions inconnus p1, . . . , pk. Ainsi, chaque objet xi est une réalisation d’une densité de
probabilité (p.d.f.), décrite par :

f(xi, θ) =
s∑

k=1

pkφk(xi; αk)



où φk(xi; αk) représente la densité de xi de paramètre αk. Le vecteur des paramètres à estimer θ est composé
de p = (p1, . . . , pk) et α = (α1, . . . , αk). De ceci, nous en déduisons la log-vraisemblance du vecteur x =
(xi, . . . ,xn), donnée par :

L(x, θ) =
n∑

i=1

log

(
s∑

k=1

pkφk(xi; αk)

)
. [1]

Dans la suite, nous allons aborder le problème de la classification sous l’approche estimation : les paramètres
sont d’abord estimés, puis la partition en est déduite par la méthode du maximum a posteriori (MAP). L’estimation
des paramètres du modèle passe par la maximisation de L(x, θ). Une solution itérative pour la résolution de ce
problème est l’algorithme EM [DEM 77]. Le principe de cet algorithme est de maximiser de manière itérative
l’espérance de la log-vraisemblance complétée conditionnellement aux données x et la valeur du paramètre courant
θ(n) :

Q(θ|θ(n)) =
n∑

i=1

s∑
k=1

t
(n)
ik (log(pk) + log φk(xi, αk))

où t
(n)
ik ∝ p

(n)
k φk(xi, α

(n)
k ) est la probabilité conditionnelle a posteriori. Chaque itération de EM a deux étapes :

– Estimation : On calcule Q(θ|θ(n)), notons que dans le contexte modèle de mélange, cette étape se réduit

aux calculs des t
(n)
ik .

– Maximisation : On cherche la paramètre θ (n+1) qui maximise Q(θ|θ(n)).

3. Accélération de EM : IEM

L’algorithme Incremental EM (IEM) [NEA 98] qui est une variante de EM est destiné à réduire le temps de
calcul en réalisant des étapes Estimation partielles. Soit y = y1, . . . , yB une partition des données en B blocs
disjoints (B est proposé par l’utilisateur). Chaque bloc yb contiendra r = n/B observations si n est un multiple de
B et plus sinon. L’algorithme IEM parcourt tous les blocs de façon cyclique. A chaque itération, on met à jour les
probabilités a posteriori d’un bloc dans l’étape Estimation. Ci-dessous, on décrit plus en détail la nième itération :

– Estimation : Dans cette étape, on retient un bloc yb et on met à jour les probabilités a posteriori t
(n)
ik pour

toutes les observations appartenant aux bloc yb, quant aux autres observations (appartenant aux autres blocs)
nous avons t

(n)
ik = t

(n−1)
ik . L’espérance conditionnelle associée au bloc b notée Q b est mise à jour, quant à

celles associées aux autres blocs elles restent inchangées. Autrement dit la quantité globale qu’on cherchera
à maximiser dans l’étape maximisation peut s’écrire :

Q(θ|θ(n)) = Q(θ|θ(n−1)) − Qb(θ|θ(n−1)) + Qb(θ|θ(n)).

– Maximisation : On cherche comme dans l’algorithme EM classique, le paramètre θ (n+1) qui maximise
Q(θ|θ(n)).

De cette façon, chaque observation xi est visitée après les B étapes d’estimation partielles. Une approximation
de la log-vraisemblance ne décroı̂t pas à chaque itération. La justification théorique de cet algorithme a été faite
par Neal et Hinton [NEA 98]. Notons que lorsque B = 1, IEM se réduit à EM.

4. Illustration sur des données binaires et discussion

Ici, comme nous nous intéressons aux données de type binaire, nous utilisons le modèle de mélange de Ber-
noulli [CEL 91, GOV 90]. Dans ce cas et sous l’hypothèse d’indépendance conditionnelle, la densité de probabilité
d’une observation xi peut s’écrire :



TAB. 1. Temps mis (en secondes) par IEM sur des données simulées, selon le nombre de blocs demandé (1 seul
bloc correspond à EM standard).

5000x5 10000x10 10000x50
B temps L temps L temps L
1 307 -16164 706 -62356 989 -291943
2 227 -16163 619 -62356 1005 -291943
4 172 -16163 564 -62356 1122 -291943
8 50 -16163 672 -62356 1388 -291943
16 29 -16163 599 -62356 2086 -291943
32 13 -16473 187 -62357 3358 -291943
64 17 -16473 52 -65591 5216 -291943
128 23 -16472 69 -65593 10291 -291943
256 40 -16474 97 -65587 12525 -291943

f(xi, θ) =
s∑

k=1

pkφk(xi; αk) =
s∑

k=1

pk

d∏
j=1

(1 − αj
k)1−xj

i (αj
k)xj

i .

En appliquant l’algorithme IEM sur des données simulées, nous avons étudié plusieurs aspects dont le choix
du nombre de blocs et la taille des données. Pour illustrer ces différents aspects, nous avons choisi de présenter
quelques résultats obtenus à partir de 3 tableaux simulés de taille différente (5000 × 5, 10000× 10, 10000× 50).

Dans nos expériences numériques, où l’on a lancé 20 fois chaque algorithme, on initialise les algorithmes EM et
IEM à partir des mêmes paramètres choisis au hasard θ (0) = (p(0)

1 , . . . , p
(0)
s , α

(0)
1 , . . . , α

(0)
s ). A partir des résultats

présentés dans Tab. 1 (temps total pour les 20 essais), nous constatons pour les deux premiers tableaux de données,
qu’un trop petit nombre n’apportera pas forcément une accélération de l’algorithme très importante, alors qu’un
trop grand nombre demandera plus de calculs intermédiaires, et finalement n’accélérera pas l’algorithme. Aussi
nous pouvons relever que IEM accélère nettement l’algorithme, au détriment parfois de la qualité des estimations
obtenues (voir la log-vraisemblance L arrondie). D’où l’intérêt de proposer un nombre approprié de blocs en
fonction de la taille de l’échantillon. Pour le dernier cas, avec n = 10000 et d = 50, où le rapport entre n et d est
égal à 200 alors que dans les cas précédents, le rapport est égal à 1000, IEM apparaı̂t toujours moins rapide que
EM. Ce qui laisse à penser que l’utilisation de IEM n’est profitable que dans certaines situations.

Dans ce travail, à partir des simulations de Monte-Carlo, nous allons étudier ces différents aspects, aussi nous
comparerons cet algorithme avec d’autres variantes de IEM : Lazy EM [THI 01] et Sparse EM [NEA 98]. Ces deux
algorithmes cherchent à minimiser le nombre de calcul des probabilités a posteriori t ik. Le premier algorithme noté
LEM, nous semble le plus performant. Il consiste à identifier les individus présentant une probabilité t ik supérieure
à un seuil. Ces individus sélectionnés n’interviendront plus dans les calculs durant un certain nombre d’itérations.
Les deux aspects : choix du seuil et le nombre d’itérations seront également discutés.
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RÉSUMÉ. Cet article introduit l’utilisation de la ḿethodologie Chaos Game Representation (CGR) pour l’étude des śeries tem-
porelles. Nouśenonçons le principe de construction des CGR et nous présentons unéetude illustrative de śeries temporelles.

MOTS-CĹES : Śeries Temporelles, Chaos Game Representation, Classification, ACP

1. Introduction

La méthodologie du Chaos Game Representation (CGR) est un puissant outil de visualisation de séries discr̀etes.
En effet, le CGR est une technique qui permet de transformer une séquence unidimensionnelle en une forme gra-
phique bidimensionnelle tout en conservant la structure des sous-séquences présentes dans la série. Ainsi, afin
d’obtenir une meilleure représentation et une classification d’un ensemble de séries temporelles, nous avons décid́e
d’appliquer la ḿethodologie du CGR aux séries temporelles.

Dans une première partie, nous allons présenter la ḿethodologie du CGR. Ensuite, nous en décrirons les avan-
tages. Et, dans la dernière partie, nouśetudierons la manière dont nous allons appliquer le CGR aux séries tempo-
relles.

2. La méthodologie du CGR

Jeffrey, [JEF 90], [JEF 92], fut l’un des premiersà utiliser le CGR. Il s’en est servi pourétudier les śequences
d’ADN. Aussi, pour pŕesenter la ḿethodologie du CGR, nous allons l’appliquerà la ǵenomique, [FER 01], [EDW 02].
La méthode du CGR permet la représentation et la recherche de sous-séquences au sein de longues séries de lettres.
Les sous-śequences locales et globales de la série sont mises eńevidence graphiquement et les structures incon-
nues de la śerie sont visuellement révélées. La śerie est visualiśee dans une image carré. Dans cette image, chaque
pixel est associé à une seule et unique sous-séquence. Pour utiliser cette méthode, il est ńecessaire de considérer
un alphabet de N lettres,N ∈ ℵ∗. Dans le cas des séries d’ADN, l’alphabet est de tailleN = 4 et est compośe
des 4 nucĺeotides : C, G, T, A. La śerie est envisaǵee comme une suite de lettres et est lue lettres par lettres. Ainsi,
toutes les sous-séquences présentes dans cette série peuvent̂etre examińees.

L’image est diviśee en 4 quadrants délimités par les ḿedianes du carré. Chaque lettre de l’alphabet est associée
à un quadrant du carré dans lesquels les sous-sequences se terminant par la lettre correspondante sont situées. Le
segment[GA] correspond̀a l’axe des ordonńees et le segment[GT ], à l’axe des abscisses. La longueur du côté du



carŕe repŕesente l’unit́e. Le centre du carré a pour coordonńees(1/2, 1/2). Pour chaque lettre de la séquence, un
déplacement dans la direction de l’angle associé à cette lettre et de longueurégaleà la moitíe de la distance entre
le point pŕećedent et l’angle consid́eŕe est effectúe.

Pour obtenir les sous-séquences de deux lettres, il suffit de subdiviser
chaque quadrant du carré. Pour obtenir les sous-séquences de trois lettres
ou plus il suffit de subdiviser̀a nouveau les sous-quadrants du carré et ainsi
de suite. Chaque sous-quadrant du carré correspond̀a un sous-śequence
particulìere comme nous le montre la figure 1. Dans un sous-quadrant, il y
a tous les sous-séquences finissant par les mêmes lettres. L’absence d’une
sous-śequence dans une série se traduit par le fait que le sous-quadrant
lui correspondant est blanc. Les fréquences des mots sont représent́ees par
l’intensité de chaque pixel : plus le pixel est foncé, plus la fŕequence est
grande. Fig. 1.Visualisation par CGR

Il est, bien ŝur, possible d’utiliser la ḿethodologie du CGR pour des domaines autres que celui de l’analyse des
séquences d’ADN. Pour cela, il suffit que la sérieétudíee soit ou puissêetre transforḿee en une suite de lettres.

3. Application aux śeries temporelles

En premier lieu, il convient de coder les séries temporelles : c’està dire de transformer une série d’́evénements
temporels en une suite d’événements discrets, représent́es par des lettres. Pour notreétude, nous proćedons de
la manìere suivante : après avoir d́efini l’amplitude de la śerie, le nombre de lettres composant l’alphabet est
détermińe. Ainsi, pour un alphabet de N lettres, l’amplitude de la série sera diviśee en N morceaux. L’alphabet
sera construit par l’affectation d’une lettreà chaque intervalle de l’amplitude de la série. Ensuite, chaque observa-
tion de la śerie initiale correspond̀a une lettre. Pour illustrer l’application des CGR, nous utilisons un alphabet de
taille N = 4 et des sous-séquences de longueurP = 3. Ce sont des exemples naı̈fs mais qui nous permettent de
repŕesenter efficacement notre propos. Nous avons expériment́e l’application des CGR sur Synthetic Control Chart
Time Series, [ALC 99]. Nous avons utilisé trois types de śeries : śeries normales (oscillation autour d’un point
fixe), śeries cycliques et séries avec une tendance positive (voir figure 2.). Les séries nuḿerot́ees de 1̀a 9 sont les
séries normales, de 10̀a 18 les śeries cycliques et de 19̀a 27 les śeries avec une tendance positive. Les figures 3, 4,
5 nous montrent les résultats obtenus par l’application du CGR.

Fig. 2.Exemples de śeries utiliśees pour l’exṕerimentation
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Fig. 3.Visualisation CGR type
pour śeries normales

Fig. 4.Visualisation CGR type
pour śeries cycles

Fig. 5.Visualisation CGR type
pour śeries avec tendance positive

4. Apports liésà la méthodologie du CGR

Grâceà sa ḿethode de construction, le CGR possède certaines propriét́es tr̀es int́eressantes lors de son utili-
sation avec les séries temporelles. Les séries temporelles sont des données śequentielles qui sont naturellement
ordonńees par le temps. Or, le CGR permet de conserver l’ordre temporel :à partir des coordonnées d’un point, il
est possible de retrouver l’évolution compl̀ete de la sous-séquence pŕećedent ce point. Cette propriét́e permet de
ne perdre aucune information sur la structure sous-jacente de la série.

Lesétudes líeesà l’extraction et̀a la localisation des motifs séquentiels pŕesents dans les séries chronologiques
est au centre des préoccupations actuelles. Grâce au CGR, il est possible, visuellement, d’appréhender la structure
sous-jacente de la série ainsi que la fŕequence d’apparition des sous-séquences la composant. Le CGR permet
également de classer un ensemble de séries en fonction de leur comportement au cours du temps. En effet, l’étude
visuelle de nos CGR nous permet de retrouver les trois catégories de śeries. Les śeries posśedant une tendance
positive sont caractériśees ici par la pŕesence d’un Z dans le CGR. Les séries normales ne sont caractériśees par
aucune structure particulière. Et, les śeries cycliques se caractérisent par deux barres horizontales : une dans la
partie haute et une dans la partie basse du CGR.

5. Classification superviśee et non superviśee des types de séries temporelles

Afin de classifier les śeries temporelles, nous utilisons une distance Euclidienne qui nous permet d’évaluer la
similarité entre deux CGR. Chaque CGR est considéŕe comme un individu et est associé à un point dans un espace
à NP dimensions (pour notre exemple,P = 3 et N = 4 donc la dimension de l’espace est 256),[DES 99]. Les
variables sont les 256 sous-séquences de 3 lettres possibles. La valeur d’une variable est la fréquence d’apparition
de la sous-śequence associéeà cette variable. Nous obtenons pour notre exemple des données compośees de 27
individus et de 256 variables. Nous utilisons comme méthode de classification une ACP ainsi qu’une classification
ascendante hiérarchique. Ces deux ḿethodes nous permettent de retrouver les trois groupes de séries (normales,
cycliques et pŕesence d’une tendance positive). Pour l’ACP, les groupes sont bien dissociés. L’utilisation de cette
méthodologie est une alternativeà l’utilisation de l’ACP fonctionnelle. La classification ascendante hiérarchique
entrâıne une partition en trois groupes discriminant parfaitement les types de séries. Ceci n’aurait paśet́e le cas si
nous avions appliqúe la classification ascendante hiérarchique sur les données brutes.

Fig. 6.Classification ascendante hiérarchique
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Fig. 7.ACP

Notons qu’il estégalement possible d’utiliser d’autres méthodes de classification (arbre de décision, ŕeseaux
de neurones...).

6. Conclusion

Cette approche est intéressante du point de vue de sa simplicité, de l’information qu’elle nous apporte au sujet
des motifs śequentiels et des résultats líes à la classification. Nous envisageons de poursuivre cetteétude et de
mettre au point des codages de séries plus performants afin de rendre les résultats obtenus plus pertinents. Dans ce
but, nous comptons travailler sur la taille de l’alphabet et des sous-séquenceśetudíees.
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RÉSUMÉ. Ce travail porte sur les liens qui existent entre les m´ethodes de classification automatique crois´ee et les mod`eles
probabilistes lorsque les donn´ees sont quantitatives. Pour ceci, nous d´efinissons la notion de crit`ere métrique et de crit`ere
probabiliste , nous montrons ensuite qu’un crit`ere probabiliste peut toujours ˆetre consid´eré comme un crit`ere métrique et
établissons enfin les conditions pour que la r´eciproque soit vraie. Ces r´esultats sont alors appliqu´esà deux familles de crit`eres
métriques : Les premiers sont d´efinisà partir des distances quadratiques, les seconds `a partir de la distance L1 . Cette approche
permet de pr´eciser en particulier les diff´erences entre la m´ethode des distances adaptatives et la m´ethode de reconnaissance
de mélange dans le cas gaussien et de montrer que les crit`eres utilisant la distance en valeur absolue correspond `a un mélange
de lois exponentielles bilat´erales, de proposer de nouveaux crit`eres pouvant am´eliorer la qualité des résultats.

MOTS-CĹES : Classification automatique crois´ee, mélange de lois de probabilit´e, distance quadratique, distanceL1 .

1. Introduction

L’une des principales difficult´es pour les m´ethodes de classification automatique est le choix du crit`ere et de la
métrique utilisée. Lorsqu’il est possible de trouver un mod`ele de mélange de lois de probabilit´es tel que l’estimation
des param`etres du mod`ele par l’approche classification ([SCO 71], [SCH 74], [CEL 88] , [GOV 90] , [BEN 92]
conduisent `a l’optimisation d’un critère numérique de classification, on obtient un ´eclairage nouveau de ce crit`ere
et de la métrique sous jac¸ente permettant de les justifier ou ´eventuellement de les rejeter. [GOV 89] s’est int´eress´e
aux liens qui existent entre la classification automatique et les mod`eles probabilistes lorsque les donn´ees mettent
en jeu un seul ensemble, nous proposons de le faire ici lorsque les donn´ees mettent en jeu deux ensembles ; c’est
le cas de la classification crois´ee. Dans les deux premiers paragraphes, nous d´efinissons deux types de crit`eres et
nousétudions dans quelles conditions ces crit`eres peuvent ˆetreéquivalents. Dans le troisi`eme paragraphe, on fait
une application des r´esultats obtenus aux paragraphes pr´ecédentà deux types de m´etriques, on ´etudie alors les liens
qui existent entre les lois de Gauss et les distances adaptatives, cette approche permet de pr´eciser en particulier
les différences entre la m´ethode des distances adaptatives et la m´ethode de reconnaissance de m´elange dans le cas
gaussien [GOV 75] .

2. Définition des deux types de crit̀eres

On suppose dans tout ce qui suit que les donn´ees initiales sont fournies sous la forme d’un tableauX de n
lignes etp colonnes contenant les valeurs prises parn individus pourp variables quantitatives. Ces valeurs seront
notéesxj

i ,i = 1, ..., n et j = 1, ..., p.



2.1. Critères métriques

Il s’agit de trouver une partition (P1, ...., PK ) de l’ensembleI des individus enK classes, une partition
(Q1, ..., QM ) de l’ensembleJ des variables enM classes et unK.M -uple (λm

k ) ;k = 1, ..., K et m = 1, ..., M
(un par classe) minimisant le crit`ere suivant :

W (PxQ, L) =
K∑

k=1

M∑
m=1

∑
iεPk

∑
jεQm

D(xj
i , λ

m
k )

Ce critère qui dépend de la mesure de dissimilarit´eD sera appel´e critère métrique et not´eCM(R, L, D).
L = {λm

k , k = 1, ..., K etm = 1, ..., M}.

2.2. Critères métriques équivalents

On dira que deux crit`eres métriques sont ´equivalents si et seulement s’ils sont d´efinis sur les mˆemes ensembles
R etL et s’il existe une bijectionφ deR strictement croissante v´erifiant :

CM(R, L, D1) = φ ◦ CM(R, L, D2)

où D1 etD2 sont les mesures de dissimilarit´e associ´ees aux deux crit`eres.

Proposition 1 :
∀αεR+ et βεR les critèresCM(R, L, D) etCM(R, L, αD + β) sontéquivalents.

2.3. Critère probabiliste

On reprend ici la repr´esentation de [BEN 99]. Il s’agit de rechercher une partition
PxQ={PkxQm,k = 1, ..., K et m = 1, ..., M}, K et M étant suppos´es connus, telle que chaque classePkxQm

soit assimilable `a un sous-´echantillon qui suit une loif(., λm
k ). Il s’agit alors de maximiser le crit`ere de vraisem-

blance classifiante suivant :

V C(PxQ, L) =
K∑

k=1

M∑
m=1

ln R(PkxQm, λm
k )

où L est leK.M -uple (λm
k , k = 1, ..., K et m = 1, ..., M ) et R(PkxQm, λm

k ) est la vraisemblance du sous-
échantillonPkxQm qui suit la loif(., λm

k ).
Ce critère qui dépend de la familleF de fonctions de densit´es définies surR sera appel´e critère probabiliste et not´e
CP (R, F ).

3. Lien entre les deux types de crit̀eres

3.1. Critères métriques associés à un critère probabiliste

Proposition 2 :

CP (R, F ) = −CM(R, L, D)

où L est l’ensemble de d´efinition des param`etres de la familleF etD est définie par :

∀xεR, λεL D(x, λ) = − ln f(x, λ).

Le critère métrique ainsi d´efini est appel´e critère métrique associ´e.



3.2. Conditions pour qu’un critère métrique soit associé à un critère probabiliste

Proposition 3 :

Un critère métrique CM(R, L, D) est associ´e à un critère probabiliste si et seulement si∀λεL la fonction
x � exp (−D(x, λ)) est continue et v´erifie

∫
R

exp (−D(x, λ))dx = 1

3.3. Critères probabiliste équivalent à un critère métrique

En utilisant la proposition 1, on peut obtenir une condition plus faible permettant de montrer qu’un crit`ere
métrique est ´equivalent (et non associ´e) à un critère probabiliste.

Proposition 4 :

Etant donn´e le critère métriqueCM(R, L, D), s’il existe un réelr tel que la quantit´e :
s =

∫
R r(−D(x,λ))dx soit indépendante deλ , alors le critère probabilisteCP (R, F ) où F est défini par les

fonctions de densit´ef : f(x, λ) = 1
sr−D(x,λ) est un critèreéquivalent.

4. Application à deux types de ḿetriques

En utilisant les liens propos´es dans les deux paragraphes pr´ecédents , nous montrons qu’en g´enéral les métriques
quadratiques sont li´ees aux lois gaussiennes et que les m´etriques de typeL 1 sont liées aux lois exponentielles bi-
latérales. De plus nous avons obtenus de nouveaux crit`eres utilisant des distances adaptatives qu’il serait int´eressant
de tester. Les r´esultats obtenus sont r´esumés dans le tableaux ci dessous.

Métrique utilisée Lois de probabilitéséquivalentes
I-Métriques quadratiques

1- D(x, λm
k ) = α(x − λm

k )2 r = e, s =
√

π
α etσ2 = 1

2α

f(x, λm
k ) =

√
π
α exp (−D(x, λm

k )) = 1
σ
√

2π
exp (− (x−λm

k )2

2σ2 )

2- D(x, (am
k , αm

k )) = αm
k (x − am

k )2 s =
√

π
αm

k
quantité dépendante deλm

k . Il n’existe pas de crit`ere

λm
k = (am

k , αm
k ) probabilisteéquivalent.

3- D(x, (am
k , αm

k , βm
k )) = αm

k (x − am
k )2 + βm

k Pours = 1

λm
k = (am

k , αm
k , βm

k ) f(x, (am
k , αm

k )) =
√

αm
k

π exp (−αm
k (x − am

k )2)

II-M étriques de typeL1

1- D(x, λm
k ) = α|x − λm

k | f(x, λm
k ) = α

2 exp (−α|x − λm
k |)

2- D(x, (αm
k , βm

k )) = αm
k |x − βm

k | s = 2
αm

k
dépend deλm

k ; il n’existe pas de crit`ere probabiliste

équivalent

3- D(x, (αm
k , βm

k , γm
k )) = αm

k |x − βm
k | + γm

k si s = 1 f(x, (αm
k , βm

k )) = αm
k

2 exp (−αm
k |x − βm

k |)



5. Conclusion

Nous venons de voir que la comparaison des crit`eres métriques et probabilistes permet d’apporter un ´eclairage
nouveau de certaines m´ethodes de classification, de justifier `a posteriori certaines contraintes impos´ees souvent
pour des raisons techniques d’optimisation et de proposer de nouveaux crit`eres justifiés utilisant des distances
adaptatives, ces derni`eres permettent d’am´eliorer la qualité des résultats obtenus, comme dans le cas de donn´ees
binaires [BEN 02]. Il resterait `a considérer le cas o`u l’ensembleL des noyaux est diff´erent de l’ensemble `a classifier
d’une part, d’autre part d´evelopper et tester les algorithmes de classification crois´ee correspondant aux nouveaux
critères propos´es dans ce papier et de les comparer avec les algorithmes classiques utilisant des distances non
adaptatives.
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RESUME. Les tableaux de données évolutives (n sujets, p variables, T étapes) mènent à la considération des 
trajectoires des n sujets. Le logiciel LVT présenté ici, programmé en Visual Basic, exploite un logiciel de base 
(SPAD, SAS, SPSS) pour obtenir les graphiques individuels de ces trajectoires et s’intéresse à la classification 
automatique de ces trajectoires. En fonction de la partition adoptée, le logiciel présente la trajectoire de chaque 
sujet avec celle de la moyenne de la classe à laquelle il appartient. Un affichage ordonné des trajectoires des 
sujets, regroupés selon les classes de trajectoires, peut également être obtenu. 
 
MOTS-CLES : Données évolutives, trajectoires factorielles, classification des trajectoires. 
 
 

Le logiciel LVT (Logiciel de Visualisation des Trajectoires) dont on présente ici les différentes étapes de 
fonctionnement, s’intéresse aux données évolutives décrites sous forme de tableaux Xt successifs (t=1, 2, …,T). 
Ces tableaux (Fig. 1) de n lignes (sujets) et p colonnes (variables) peuvent être de composition se prêtant à une 
analyse en composantes principales (ACP), analyse factorielle des correspondances (AFC) ou analyse des 
correspondances multiples (ACM). 

 

 
 

Fig. 1 Tableaux Xt successifs 
 
Sur les plans des facteurs F1-F2, F1-F3, F2-F3,… issus de l’analyse factorielle au temps t=1, sont projetés 

en éléments supplémentaires les n sujets aux temps Tttt === ...,,3,2 . La même opération peut être réalisée à 
partir de l’analyse factorielle effectuée sur le tableau moyen où sont projetés en éléments supplémentaires les n 
sujets au temps Tttt === ...,,2,1 . 

A partir du fichier des coordonnées (k)
i,Fα  des n sujets sur les q axes factoriels retenus (α = 1, 2,…,q), 

obtenus via SAS, SPSS ou SPAD, le logiciel LVT saisit automatiquement les données suivantes (Fig. 2) : 
 

 
 

Fig. 2 Tableaux des coordonnées factorielles pour t=1, 2, …, T 
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Sur base de ce fichier, le logiciel fournit pour chaque sujet ou pour une sélection d’entre eux, un 
graphique individualisé (Fig. 3) de sa trajectoire sur les plans F1-F2, F1-F3, F2-F3,… Ces trajectoires peuvent être 
regroupées, selon une même échelle, à la mesure de 12 sur un folio A4. 

 

 
 

Fig. 3 : Trajectoire du sujet 4 sur le plan (F1 – F2) 
 
On s’intéresse ensuite particulièrement à une classification des n trajectoires obtenues. La méthode 

adoptée ici a été proposée par Carlier [CAR 90] et a bénéficié des travaux conduits au GERI1 par Dazi et Le 
Barzic [DAZ 96]. 

Le tableau des données qui sert de base à la classification est établi à partir des coordonnées-positions (t)
i,Fα  

et des coordonnées-évolutions 1)-(t
i,

(t)
i,

(t)
i, FFE ααα −=  pour Tttt === ...,,3,2 . Il s’agit de rechercher une classification 

des trajectoires des sujets prenant en compte les positions et les évolutions de manière équilibrée. 
L’approche utilisée consiste à prendre comme premières coordonnées celles du point de départ de la 

trajectoire, c’est à dire ( )1
i,Fα . Les coordonnées à chaque étape suivante ( Tttt === ...,,3,2 ) sont soit les 

coordonnées-positions soit les coordonnées-évolutions. On note 1=ta  si l’on considère les coordonnées–

positions à l’étape t et 0=ta  si l’on considère les coordonnées–évolutions à l’étape t; on a toujours 11 =a . 

Ainsi ( )12 −T  configurations de données sont envisageables. 
Pour une configuration donnée, l’inertie I du nuage des n sujets décrits par ces coordonnées et dotés des 

poids ip  se décompose en deux termes 1I  et 2I  où 1I  est la part de l’inertie I  due aux coordonnées–

positions et 2I  la part due aux coordonnées–évolutions. 
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Si l’on souhaite que l’influence des coordonnées–positions soit du même ordre d’importance que 
l’influence des coordonnées–évolutions, la configuration recherchée doit être telle qu’elle minimise la valeur 
absolue de la différence entre 1I  et 2I . 

Sur base du tableau des données correspondant à ce compromis, une classification des trajectoires est 
opérée via la méthode de Ward. Elle conduit via SPAD, SAS ou SPSS, à obtenir la représentation arborescente 
qui décrit les classes des trajectoires proposées. 

La partition jugée la meilleure est choisie par l’utilisateur ou automatiquement (par SPAD p. ex.). 
L’homogénéité des classes obtenues est ensuite optimisée par réaffectations (opération de consolidation). Le 
logiciel LVT dispose à ce stade via les résultats de SPAD, SAS ou SPSS, d’un nouveau fichier où, à chaque sujet 
i, est associé le numéro de la classe à laquelle il appartient. 

                                                 
1 Groupe d’Etude et de Réflexion Interrégional – Rue Pasquier, 31 – 75008 Paris. 
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A partir de ce fichier, le logiciel établit les coordonnées de la trajectoire moyenne de chaque classe et en 
présente les graphiques (Fig. 4) 

 

 
 
Fig. 4: Trajectoire moyenne, sur le plan (F1 – F2), pour la classe 2 (partition en 3 groupes) 

 
Le logiciel LVT permet finalement d’obtenir les trajectoires de chaque sujet avec superposition de la 

trajectoire moyenne de la classe de trajectoires à laquelle le sujet appartient (Fig. 5). Il permet d’afficher 
automatiquement la série ordonnée des graphiques relatifs aux sujets de chaque classe, ce qui facilite la 
comparaison et la perception des trajectoires. 
 

 
 
Fig. 5: Trajectoire du sujet 116, sur le plan (F1 – F2), avec la trajectoire moyenne de la classe 3 

 
La succession des opérations effectuées par le logiciel LVT – qui a l’originalité par rapport aux autres 

logiciels de présenter les trajectoires des sujets, non pas superposées sur un même graphique, mais séparément et 
de s’intéresser à la représentation de la classification des trajectoires – est résumée sur le schéma disposé en 
annexe. 

Le logiciel LVT dont on suit ici une version initiale, fera l’objet de dévelopements au niveau de l’interface 
graphique et l’interface de programmation pour obtenir une interaction totalement automatique avec les logiciels 
SAS et SPSS. 
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Annexe La succession des opérations effectuées par le logiciel LVT. 
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RÉSUMÉ Dans ce travail nous présentons une approche classificatoire appliquée aux données 
du Web Usage Mining.. 
MOTS-CLÉS :Classification automatique, classe, Web Usage Mining. 
 
 
1. Introduction 
Le développement du Web a entraîné au cours de ces dernières années une explosion des 
données liées à son activité. Pour analyser ce nouveau type de données, sont apparues de 
nouvelles méthodes d’analyse regroupées sous le terme Web Mining dont les trois axes de 
développement actuels sont les suivants : 

• Web Content Mining : analyse textuelle avancée, intégrant les particularités du Web 
telles que les liens hypertextes et la structure sémantique des pages, 

• Web Structure Mining : analyse de la structure de liens hypertextes de pages Web en 
vue d’une catégorisation des pages et sites Web et/ou une classification de sites Web, 

• Web Usage Mining : analyse des comportements de navigation 
La création de sites de grande taille nécessite de prendre en compte la navigabilité du site du 
point de vue de l’utilisateur. L'étude de parcours à partir des logs issus de fichiers serveurs ou  
de traces propriétaires peut aider le responsable du site Web à repenser la structure et 
l'ergonomie du site pour repérer les problèmes des utilisateurs et améliorer la navigabilité. 
 
2. À nouveau champ, de nouvelles structures de données 
Les données analysées par le Web Usage Mining proviennent aujourd’hui principalement des 
fichiers « log http ». La structure du site (graphe des liens hypertexte) et l’information sur les 
utilisateurs du site (leurs profils) peuvent constituer d’autres sources supplémentaires 
d’information. 
 
 



2.1 Présentation des fichiers log HTTP 
Suivant le protocole client-seveur http, le poste client qui souhaite accéder à une ressource va 
émettre une requête adressée au serveur et contenant l’adresse d’allocation de la ressource : 

GET http://www.inria.fr/accueil.html 
A l’autre bout, le serveur de l’INRIA interprète la requête http, accède à la ressource 
demandée et la retourne au client. Comme dans la plupart des programmes informatiques, 
l’ensemble des opérations effectuées par le serveur sont enregistrées dans des fichiers « log » 
qui permettent de disposer d’une trace détaillée de l’activité du serveur. Nous utilisons le 
format de logs HTTP le plus répandu, l’ECLF (Extended Common Log Format) [LUO 95].  
 
2.2 Pré-traitement des fichiers log HTTP : Nettoyage des données 
Le nettoyage des données pour les fichiers log Web consiste à supprimer les requêtes inutiles 
de fichiers « log ». Ces requêtes concernent souvent les images et les fichiers multimédia. 
L'identification de robots Web et la suppression des requêtes provenant de ces robots sont les 
autres tâches de cette étape. Pour plus de détails concernant l’étape de prétraitement de fichier 
log HTTP le lecteur intéressé peut se rapporter à [TAN 03]. 

 
2.3. Difficultés de construction des sessions 
L’unité d’analyse étant la séquence de pages visualisées et non la simple requête, il est 
préalablement nécessaire de regrouper les requêtes contenues dans les fichiers log pour 
reconstituer les sessions de visites. Bien que cette tâche paraisse à première vue assez aisée, 
l’analyste est confrontée à un certain nombre de problèmes techniques. 
• Identification des utilisateurs : 
Pour regrouper les requêtes, il est nécessaire de savoir quels utilisateurs les ont émises. Si 
l’utilisateur a accepté de s’enregistrer et s’identifie avec un login, alors le repérage est 
immédiat, mais cela ne concerne qu’une très faible minorité des visites. Une autre méthode 
répandue mais nécessitant l’acceptation de l’utilisateur, consiste à écrire dans la mémoire du 
navigateur, c’est-à-dire sur le poste client, un fichier d’identification nommée cookie qui sera 
réutilisé dans chacune des requêtes et permettra au serveur d’en identifier la provenance. En 
fait on ne dispose que de l’adresse IP qui est identique pour tous les utilisateurs partageant un 
même router ou pour ceux accédant à l’Internet via le même serveur proxy. Dans ce cas il est 
difficile de parler d’identification d’utilisateur. 
• Identification  de sessions : 
Dans le cas où l’utilisateur aurait été identifié par une des deux premières méthodes décrites 
plus haut toutes les requêtes qui proviennent de cet utilisateur constitueront sa session. Dans 
les autres cas nous considérons le couple ip/agent pour construire les différentes sessions. 
Le début de session est défini par le fait que la provenance de l’utilisateur (URL enregistrée 
dans le referrer) est extérieure au site. Par contre, aucun signal n’indique la déconnexion du 
site, ce qui pose un problème pour déterminer la fin des sessions. Les critères proposés sont 
en fait des seuils temporels d’inactivité allant de 25-30 minutes à 24 heures. 
 
 
 



 • Reconstitution des parcours : 
Après avoir déterminé le début et la fin de la session et avoir filtré les requêtes auxiliaires, 
reste à reconstituer l’ordre chronologique de visualisation des pages sur le site, c’est-à-dire le 
parcours du visiteur. En effet, si on veut étudier des séquences de pages vues, et non 
simplement leurs associations il faut tenir compte du caractère séquentiel des sessions 
étudiées. Tant que la page de provenance (referrer) correspond à la page précédemment 
visualisée, le tracé du parcours sur le site est aisé. Une confusion peut cependant intervenir du 
fait que les dernières pages visualisées sont stockées dans la mémoire du navigateur et que par 
conséquent, lorsque le visiteur repasse par des pages précédemment visualisées, le poste client 
n’adresse aucune requête au serveur. Dans ce cas fréquent, il est nécessaire de lire entre les 
lignes du fichier « log » pour reconstituer le segment de parcours non enregistré.  
 
3. Classification 
Après les phases de nettoyage et de transformation de données qui permettent de construire un 
tableau de description des sessions nous abordons la phase d’analyse. L’objectif de cette 
phase est de découvrir différents comportements d’utilisateurs ou des catégories de 
comportement de navigation par diverses approches [SÄU 01] : Analyse des séquences 
fréquences, segmentation, modèle prédictifs, réseau neuronal et classification automatique. 

 
3.1. Travaux existants 
Il existe des nombreuses méthodes de classification utilisées dans la fouille de données. 
Cependant, peu de méthodes ont été appliquées aux données du Web : BIRCH dans [FU 99], 
CLIQUE dans [PER 98], EM dans [CAD 00] car il est difficile, voire impossible, d'adapter 
certaines méthodes aux particularités des données Web compte tenu de la taille de ces 
tableaux tant pour les sessions que pour les pages différentes. 
Dans [MOB 02] les auteurs considèrent deux méthodes de classification, mais qui ne prennent 
pas en compte l'ordre des pages dans les sessions. Dans [FU 99] les sessions des utilisateurs 
sont généralisées en utilisant une induction, basée sur les attributs, qui réduit la dimension des 
données. Les pages sont organisées par une structure hiérarchique liée à l’adresse physique de 
la page Web. Les données ainsi généralisées sont classées en utilisant un algorithme efficace 
BIRCH de classification hiérarchique, introduit par [ZHA 96]. Une classification non-
supervisé basée sur un réseau de neurones est utilisée dans [BEN 03] pour grouper les 
sessions similaires (issues d’un site annuaire thématique) en classes. 

 

3.2. Notre approche 
Nous aborderons uniquement l’aspect classification automatique et conceptuel, dans ce cas il 
s’agit de structurer l’ensemble des sessions ou l’ensemble des pages en typologies afin de 
dégager des comportements similaires et de les identifier. Cependant dans le cas où les 
objectifs sont définis par des groupes de pages ( rubriques) nous proposons de modéliser 
chaque objectif par un objet symbolique. Les algorithmes utilisées sont de type Nuées 
Dynamiques [DID 71]. Ils recherchent simultanément une partition P de E en k classes et un 
vecteur L de k prototypes minimisant : 

{ }k
k DLPPLPMinLP ∈∈Δ=Δ ,  ),(),( **  



avec Pk l’ensemble des partitions de E en k classes non vides. Ce critère Δ exprime 
l’adéquation entre la partition P et le vecteur des k prototypes. Il est souvent défini comme la 
somme des distances entre tous les objets s de E et le prototype gi de la classe Ci  la plus 
proche. L’algorithme procède, alternativement par une étape de représentation suivie d’une 
étape d’allocation. 
Classification des sessions 
La phase de classification de l’ensemble des sessions sera suivie par la description des classes 
et leur positionnement sur un plan factoriel. A partir des ces descriptions nous montrerons 
comment les modéliser sous la forme de concepts ou bien mettre en œuvre des arbres de 
décision afin d’obtenir pour chaque classe des règles. 
Classification symbolique 
A partir de la variable « referer » on peut définir par des requêtes des objets symboliques qui 
représentent la description de cette classe qui est identifiée à partir d’une connaissance 
experte. Dans ce cas nous devons utiliser des méthodes de classification, développées dans le 
cadre de l’analyse symbolique qui s’applique sur des variables multivaluées. Le concept de 
prototype est ici un modèle de représentation d’une classe et il servira à la construction 
d’indicateurs d’interprétation de ces classes.  
 
4. Perspectives 
Une des limites de toutes ces techniques de Web Usage Mining est qu’elles sont difficilement 
interprétables du fait qu’elles ne décrivent les parcours qu’en termes de noms de documents 
HTML principalement connus par les concepteurs du site. Un marquage sémantique des 
pages faciliterait donc la lecture des résultats obtenus, et pourrait intervenir dans la conception 
même de ces outils de Data Mining.  
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RÉSUMÉ. Nous présentons une solution du problème de l’identification de clusters denses dans l’analyse de données concernant
les accès à l’internet d’un ensemble d’utilisateurs. L’algorithme utilisé ici est une modification d’un algorithme proposé pour
un problème de même nature concernant les reseaux sociaux.

MOTS-CLÉS : Data Mining, Web Log Mining, Clusters

1. Introduction

Il y a une compétition intense entre les sociétés basés sur l’Internet pour acquérir de nouveaux clients et retenir
les clients existants ; pour cette raison la personnalisation dans le web est devenue une partie indispensable de l’e-
commerce. En particulier la personnalisation basée sur le Web Usage Mining ou le Web Log Mining, développée
pour extraire des modèles intéressants dans les accès sur le Web a plusieurs avantages sur les techniques plus tradi-
tionnelles [SRI 00, MOB 02]. Considérons une série finie d’unités (les adresses I.P. des ordinateurs des utilisateurs)
sur lesquelles deux variables relationelles ont été mesurés (ayant visité au moins M pages en commun ; étant resté
le même intervalle de temps sur la même page) ; ceci forme un réseau N (la série d’unités et de relations associées)
[WAS 94]. Dans le but d’analyser un tel réseau on peut considérer les résultats dérivant de deux théories de réseaux
sociaux classiques : la théorie small-world [KOC 89] et la théorie peer influence [FRI 98]. La première a montré
qu’il y a un haut degré de clustering local dans les réseaux, donc une approche pour étudier la structure de grands
réseaux impliquerait l’identification de clusters locaux et l’analyse des relations à l’intérieur et entre les clusters.
La seconde a prouvé que, en se basant sur un procédé d’influence endogène, les unités proches ont une tendance à
converger sur des attitudes similaires et ainsi les clusters dans un réseau small-world doivent être similaires le long
de multiples dimensions.

Dans ce papier nous présentons une solution au problème d’identification de clusters denses dans l’analyse des
enregistrement d’accès au web, en considérant une modification d’un algorithme connu de l’analyse de réseaux
sociaux [MOO 01]. L’avantage de cette approche est une structure réduite et plus flexible sur laquelle des tech-
niques différentes telles que le blockmodelling [SCH 02] peuvent être utilisées. Nous comparons aussi les résultats
de l’algorithme avec ceux de Batagelj et Mrvar [BAT 02a, BAT 02b] basée sur la méthode k-core.



2. Sur l’identification de clusters denses dans les données de Web Usage Mining

Le point de départ de l’analyse sont les fichiers d’enregitrement d’accès (web access logs) d’utilisateurs du
site web réel, www.girotondo.com, un portail pour les enfants. Dans ce site il y a sept rubriques différentes :
Bacheca (Lanterne), Corso (Cours), Favolando (Fables), Giochi (Jeux), Links (Liens), News (Nouvelles), Percome
(Comment), et il y a 362 pages de jhtml. La période d’observation est du 29/11/2000 au 18/01/2001.

Un tel fichier presente les données dans une forme brute. Dans la Table 1, un extrait est presenté.

Table 1 - Fichiers d’enregistrement d’accès
130.93.25.19 20/DEC/2000 :10 :19 :44+0100 ”GET/mappa/01.jhtml HTTP/1.0” 200 2472 Mozilla/4.0
235.58.54.78 20/DEC/2000 :10 :19 :41+0100 ”GET/news/archivio.jhtml HTTP/1.0” 200 115 Mozilla/4.0
267.12.83.56 20/DEC/2000 :10 :19 :40+0100 ”GET/news/01/01/01.jhtml HTTP/1.0” 200 793 Mozilla/4.0
241.27.83.61 20/DEC/2000 :10 :19 :37+0100 ”GET/favolando/01.jhtml HTTP/1.0” 200 88 Mozilla/4.0

Les fichiers d’enregistrement d’accès de serveur contiennent : le nom du domaine (ou l’adresse I.P.) de la
demande ; la date et le temps de la demande ; la méthode de la demande (GET ou POST) ; l’URL de la page de-
mandée ; le résultat de la demande (le succès, l’échec, l’erreur, etc.) ; la taille des données du fichier ; l’identification
de l’agent client.

Une entrée dans le fichier des accès est automatiquement ajoutée à chaque fois qu’une demande pour une
ressource atteint un serveur. Les enregistrements de fichiers contenant de l’information de n’importe quel objet
(avec extension .gif, .jpeg, etc.) qui n’est pas une adresse internet est annulée pour obtenir ainsi un nouveau fichier.
De cette façon nous avons un fichier indiquant l’adresse d’Internet pour chaque page visitée. Nous avons ensuite
éliminé les pages visitées par moins de cinq adresses I.P. et ainsi 117 pages ont été considérées. Après le pré-
traitement un fichier de 1000 enregistrements a été utilisé. Les données consistent en une série d’adresses I.P. sur
lesquelles deux variables relationelles (ayant visité au moins M = 35 pages en commun, étant resté le même
intervalle de temps sur la même page pour des intervalles de temps fixés à l’avance) ont été mesurées ; pour
chacune de ces deux variables les données sont représententées dans une matrice à deux modes (les adresses I.P.
× pages). Les deux matrices sont changées en une matrice à un mode (I.P. × I.P.) en utilisant le programme
UCINET [BOR 99] ; la matrice qui en résulte, appelée matrice des adiacences, est composée de zéros et de uns.
Les coefficients de la matrice sont 1 si les utilisateurs (assimilés aux adresses I.P.) ont visité au moins 35 pages en
commun et sont resté au moins 30 minutes dans les pages visitées en commun, 0 autrement (voir Table 2).

Table 2 - Matrice des adiacences

138.222.202.11 151.15.169.130 151.2.15.154 ......
138.222.202.11 - 0 1 ...
151.15.169.130 0 - 0 ...
151.2.15.154 1 0 - ...
...... ... ... ...

Maintenant nous introduisons une matrice N × m des influences, Y , où pour chacune des N adresses I.P.
(lignes) corresponds un vecteur à m composantes qui décrit les influences. La matrice Y a autant de lignes que les
adresses I.P. d’utilisateurs et un nombre de colonnes correspondant au nombres d’influences directes auxquelles
chaque individu est sujet. Pour l’exemple qui suit nous avons décidé de utiliser une matrice Y à trois colonnes
(m = 3). Ceci corresponds à assumer que chaque utilisateur peut avoir jusqu’à trois influences, en négligéant
d’ultérieures éventuelles influences.

Pour construire cette matrice nous utilisons une version modifiée de l’algorithme de la moyenne du voisinage
récursif (Recursive Neighbourhood Mean algorithm, RNM) proposé par Moody [MOO 01] et écrit en SAS. La
modification, (Modified Recursive Neighbourhood Mean algorithm, MRNM) consiste dans le calcul pondéré de
la moyenne après un certain nombres d’itérations et generalize l’algorithme RNM. L’algorithme peut être décrit
comme suit :
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1) Assigner à chaque adresse I.P. dans le réseau un nombre aléatoire uniforme entre 0 et 1 pour chacune des
m variables. On obtient ainsi une matrice Y (0) (N × m) de nombres aléatoires.

2) La matrice Y (t+1) est définie par la formule

Y
(t+1)
ik =

∑
j∈Li

Y
(t)
jk Nij

∑
j∈Li

Nij

k = 1, . . . , m, i = 1, . . . , N,

où Li est le sous-ensemble de 1, . . . , N correspondant aux adresses I.P. qui sont en relation avec i, et Nij est le
nombre de pages en commun visitées par i et j.

3) Répéter le pas 2) n fois.

REMARQUE. — Pour Nij = 1 pour tout i, j = 1, . . . , N , l’algorithme ci-dessus corresponds à l’algorithme RNM
classique [MOO 01].

Cette procédure demande dans l’input, la liste des adjacences, c’est-à-dire les paires de points entre lesquels une
relation existe. A ce point l’algorithme RNM modifié est appliqué. Le résultat est la matrice Y .

Dans une situation idéale, Y = limn→∞ Y (n). Toutefois dans notre cas n = 7 a suffit pour obtenir des resultats
tout à fait satisfaisant.

Sur les trois variables de position une ”Ward’s minimum variance cluster analysis” est exécuté. De telle façon
nous obtenons un clustering clair qui révèle une structure de trois clusters entre les unités appartenant au réseau.

Table 3 - Table des résultats

I.P. cluster var1 var2 var3
1 1 0.48816 0.42557 0.53592
2 3 0.48822 0.42593 0.53589
3 1 0.48816 0.42557 0.53592
... ...... ...... ...... ......

Le premier cluster, le plus nombreux est formé par les adresses I.P. qui ont une haute fréquence de relations ;
le second est identifié par les adresses I.P. qui n’ont pas beaucoup de relations tandis que le tiers par les adresses
I.P. qui ont peu de relations. Deux adresses I.P. ne sont classés nulle part, ce qui correspond à ce que l’on s’attendait
car il s’agit des addresses I.P. du webmaster du site.

Pour la visualisation du réseau le programme PAJEK [BAT 02a] a été appliqué

Fig. 1. Partition selon la méthode MRNM.
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Si nous comparons les résultats de l’application de la procédure RNM modifiée avec la liste des adjacences, les
adresses I.P. sont classés correctement.

Les résultats ont été comparés avec la méthode k-core [BAT 02b].

Fig. 2. Partition selon la méthode k-core.

Dans ce cas certains éléments ne sont pas correctement classés, car les deux éléments n’ayant pas de rélations
avec les autres ne sont pas individués.

3. Conclusions

Dans cet article nous avons présenté une solution au problème d’identification de clusters denses dans l’ana-
lyse de fichiers d’enregistrement d’accès, en considérant une modification d’un algorithme connu de l’analyse de
réseaux sociaux. Ainsi nous avons obtenu un outil pour étudier les clients dans les termes de leur comportement et
leur information personnelle. Ceci permet l’accumulation d’éléments utiles pour l’amélioration de sites web et le
développement de systèmes quand les séries de données sont grandes ou même énormes.
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Dissimilarités circulaires et hypercycles
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RÉSUMÉ. Nous présentons une extension à la notion de pyramide (ou pseudo-hiérarchie), en donnant à tous les éléments des rôles
semblables pour l’ordre induit, et en garantissant que la classification peut se représenter de façon planaire. Nous établissons
une bijection entre ce modèle et une famille de dissimilarités. Finalement, nous proposons des algorithmes de reconnaissance
et d’approximation.

MOTS-CLÉS : Classification, dissimilarités, pyramides, hypercycles, rigidité

1. Définitions et notations

Soit X un ensemble fini à n éléments, notés indifféremment x� y� z � � � ou x�� x�� � � � � xn. Une dissimilarité
(propre) d sur X est une application de X � X dans IR vérifiant d�x� y� � � �� x � y ; d�x� y� � d�y� x� ;
d�x� y� � �. Si A � X , son diamètre est diamd�A� � maxx�y�A d�x� y�. Le graphe-seuil G� de d pour un
seuil � admet X comme ensemble de sommets et la paire xy est une arête si et seulement si d�x� y� � �. Nous
appelons classe de d un sous-graphe complet maximal pour l’inclusion d’un de ses graphes-seuil, c’est-à-dire une
clique maximale de ce graphe-seuil. La 2-boule B�x� y� est constituée de tous les sommets z de X vérifiant
d�x� z� � d�x� y� et d�y� z� � d�x� y�.

Les classes d’une dissimilarité d forment l’ensemble Hd. L’ensemble des 2-boules de d est noté �Bd et l’en-
semble de ses boules Bd.

Soit G � �X�E� un graphe d’ensemble de sommets X et d’arêtes E. A � X est rigide sur G si A est un
sous-ensemble connexe de G. Plus généralement,H une famille de parties de X est rigide sur G lorsque chacune
de ses parties est rigide sur G. Un hypercycle est un telle famille, rigide sur un cycle C � �X�E�. Notons qu’un
hypercycle a au plus n�n� �� parties.

Soit A � X . On désigne par �A�G l’ensemble des parties connexes du sous-graphe de G induit par A. Soit H
une famille de parties rigide sur G. �H�G est la famille de partie de X dont les parties sont les parties connexes de
G de toutes les intersections de toutes les parties deH.

Soit f une application de E � �X dans IR�. Une famille de parties H � �X� E� munie d’une application
f est dit indicée si A � B � f�A� � f�B�. Il est dit pré-indicée si A � B � f�A� � f�B�. Il est dit
faiblement indicée si A � B, f�A� � f�B� entraı̂ne que A �

T
A�B B. Il est dit G-faiblement indicée si

A � B, f�A� � f�B� entraı̂ne que A � �
T
A�B B�G.

2. Dissimilarités circulaires et hypercycles

Soit � un ordre total sur X et d une dissimilarité sur X . � est circulairement compatible avec d si et seulement
si les quatre conditions suivantes sont vérifiées pour tous x�y�z�t :

1. d�x� z� � min fmax fd�x� y�� d�z� y�g�max fd�x� t�� d�z� t�gg



2. d�y� t� � min fmax fd�y� x�� d�t� x�g�max fd�y� z�� d�t� z�gg

3. Si d�x� z� � maxfd�x� y�� d�x� t�� d�y� z�� d�y� t�� d�z� t�g alors pour tous u � X , maxfd�x� u��
d�z� u�g � maxfd�x� y�� d�x� t�� d�y� z�� d�y� t�� d�z� t�g

4. Si d�y� t� � maxfd�x� y�� d�x� z�� d�x� t�� d�y� z�� d�z� t�g alors pour tous u � X , maxfd�y� u�� d�t� u�g �
maxfd�x� y�� d�x� z�� d�x� t�� d�y� z�� d�z� t�g

Nous dirons qu’une dissimilarité est circulaire si elle admet un ordre circulairement compatible. Cette définition
diffère quelque peu de celle indiquée par Hubert et al (1998). Nous l’avons choisie car elle assure une bijection
entre les dissimilarités circulaires et les hypercycles C-faiblement indicés.

Notons que la notion de compatibilité ne dépend que de la position des xi sur un cycle. Ainsi, si � est circulai-
rement compatible, son inverse ��� l’est aussi, de même que tous les �i (avec xi�ixi���i � � � �ixn�ix��i � � � xi��).
Le résultat suivant rend compte de cette observation.

Proposition 1 Soit d une dissimilarité sur X . S’il existe un cycle C � �X�E� tel que chaque classe de d soit
rigide sur C, alors il existe un ordre � sur X circulairement compatible avec d.

Proposition 2 Soit d une dissimilarité sur X . Si Hd est un hypercycle, alors �Bd en est un aussi. Si �Bd est un
hypercycle, Bd l’est également.

Démonstration Soit d une dissimilarité telle que ses cliques maximales forment un hypercycle sur un cycle C.
Soient x et y dans X . Pour tout z de B�x� y� il existe une classe A de d telle que fx� y� zg � A et diam�A� �
diam�fx� y� zg�.A étant rigide sur C, il existe un chemin dansG de z à x, et de z à y, dans B�x� y�. Ainsi B�x� y�
est rigide sur C et les 2-boules de d forment un hypercycle sur C. Soit d une dissimilarité telle que ses 2-boules
forment un hypercycle sur un cycle C. Pour tout y dans B�x� ��, B�x� y� � B�x� �� est rigide sur C. Ainsi
B�x� �� est rigide sur C et les boules de d forment un hypercycle sur C.

Notons que les implications réciproques seraient fausses : les 2-boules de d� forment un hypercycle, pas ses
cliques maximales. Les boules de d� forment un hypercycle, pas ses cliques maximales ni ses 2-boules :
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La proposition 3 ci-dessous constitue une réciproque à la proposition 1.

Proposition 3 Soit d une dissimilarité surX . La famille des classes de d admet un cycle sous-jacent si et seulement
s’il existe un ordre linéaire sur X circulairement compatible avec d.



Nous utilisons la famille de parties �H�G pour étendre la notion de fermeture par intersection qui permet de
construire une C-faiblement indicée, rigide sur un cycle C, à partir d’un hypercycle indicé : l’intersection de deux
classes peut ajouter deux classes disjointes au système. En étendant le théorème de bijection générale (Bertrand,
2000), complétant le système de classe rigide sur C par �H�C plutôt que parH, nous obtenons :

Proposition 4 Soit H � �X� E � f� une famille de parties indicée et rigide sur un cycle C. Il existe une unique
dissimilarité circulaire d telle que ��H�C � diamd� � �H� f�, et pour chaque dissimilarité circulaire, il existe un
unique hypergraphe C-faiblement indicé rigide sur ce cycle C, induit par ��Hd�C � diamd�.

3. Algorithmes

Reconnaissance d’un hypercycle

Algorithme 1: Trouver un cycle sous-jacent

S 	 �A�
A�; Z 	 ��� ��;
répéter

A 	 fA � E j A intersecte proprement deux zones g;
si A �� 	 alors Choisir A � A ; Aller en 1;
B 	 fA � E j A intersecte proprement une zone, et ne contient une mais pas toutes les autres zones g;
si B �� 	 alors Choisir A � B ; Aller en 1;
D 	 fA � E j A intersecte proprement une zone, et contient toutes ou aucune des autres zones g;
si D �� 	 alors Choisir A � D tel que jAj maximal;
sinon S ne peut être raffiné : construire le cycle C; Aller en 2;

1 Mettre à jour S et Z en ajoutant la classe A;

jusqu’à A � B � D � 	;
2 Verifier que les classes non utilisées sont compatibles avec C;

L’algorithme 1 permet de trouver un cycle sur lequel toutes les classes d’un hypercycle sont rigides. Nous
construisons, à chaque étape de l’algorithme, une partition de X en zones, S. Cette partition est en relation avec le
cycle de la succession des quartiers, chaque zone correspondant à un ou deux quartiers. Le quartier est identifié
par sa zone, non par les éléments qu’il contient.

Nous appelons ı̂le une classe de D qui soit est incluse dans une zone, soit son complémentaire est inclus dans
une zone. Placer une ı̂le sur le cycle en construction est le seul moyen de séparer une zone en plusieurs quartiers.
Maximiser la taille de l’ı̂le (cardinal de la classe considérée) évite de devoir remettre en cause cette séparation.
Notons qu’il est équivalent de dire que A est rigide sur un cycle C, ou que le complémentaire de A l’est.

La procédure de mise à jour consiste en l’identification des limites de la classe ajoutée, en une ou deux créations
de zones, et en une renumérotation des quartiers. La complexité globale de l’algorithme est en O�n��.

Approximation

Etant NP-difficile (Barthélemy et Brucker, 2000) en norme finie, le problème de l’approximation d’une dis-
similarité quelconque par une dissimilarité circulaire ne peut être résolu de façon satisfaisante. De plus, on peut
constater que les dissimilarités circulaires se comportent mal vis-à-vis des inférieures maximales.

En se restreignant aux dissimilarités circulaires qui sont des quasi-ultramétriques (Bandelt et Dress, 1989 ;
Diatta et Fichet, 1994 ; Diatta, 1996) et en utilisant les résultats de François Brucker (2001) sur les quasi-ultramétri-
ques faiblement sous-dominantes, on peut mettre au point un algorithme permettant d’approcher en temps poly-
nomial une dissimilarité quelconque par une dissimilarité circulaire à cycle fixé. Poue ce faire, nous proposons
un algorithme qui, à cycle fixé, approche une dissimilarité d quelconque par une quasi-ultramétrique circulaire
inférieure.



Nous considérons les d�x� y� dans l’ordre croissant, et étendons un arc de cycle entre les éléments x et y de
façon à construire une quasi-hiérarchie. Le processus s’arête lorsque deux classes couvrent X en ayant une in-
tersection non connexe sur le cycle (violation de l’inégalité des 4 points pour les quasi-ultramétriques) (Diatta
et Fichet, 1994) ou lorsque trois classes couvrent le cycle en ayant deux à deux des intersections non-vides
(violation de la condition dite de Gilmore que A 
 B 
 C �� 	 entraı̂ne qu’il existe D � A 
 B 
 C et
f�D� � maxff�A�� f�B�� f�C�g) (Bertrand, 2000).

Nous avons au maximum O�n�� dissimilarités à considérer, chacune nécessitant un traitement en O�n� plus
un test en O�n�� pour la dernière condition, soit une complexité globale en O�n��.

Approximation lorsqu’aucun cycle n’est fixé

Lorsque la dissimilarité d n’est pas circulairement compatible, l’algorithme 1 conduit à un ordre partiellement
compatible, ie. compatible avec un certain nombre des classes de d (dans notre cas, des 2-boules de d). Nous
utilisons alors le second algorithme, couplé à une mesure de jjd � 
C jj où 
C est la quasi-ultramétrique obtenue
par l’algorithme précédent sur le cycle C, en explorant le voisinage (au sens des transpositions) du cycle utilisé.

4. Exemple

L’application de cette méthode aux données de Henley (Barthélemy et Guénoche, 1988) donne ces résultats :
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La hauteur des classes est proportionnelle au diamètre Seul l’ordre total des diamètres est conservé
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RESUME. Nous présentons dans cet article deux outils graphiques visant à aider l'utilisateur à
comprendre les résultats obtenus par les algorithmes de SVM (Séparateur à Vaste Marge ou "Support
Vector Machine").Ces algortihmes sont de plus en plus souvent utilisés et donnent de bons résultats en
classification, mais ils sont utilisés comme des boîtes noires. Ils cherchent à trouver la meilleure
séparatrice entre les éléments de deux classes. Cette séparatrice est un hyperplan dans le cas le plus
simple et une surface quelconque autrement. Le principal problème auquel on se trouve confronté est
alors de trouver une représentation 2D ou 3D d'une telle frontière n-dimensionnelle sans perdre trop
d'information.
MOTS-CLES : Fouille de données, Classification, SVM, Interprétation de résultats

1. Introduction

Les algorithmes de SVM (Support Vector Machine) font partie des méthodes de noyaux.
Les premières publications [VaCh 64] utilisant ces méthodes datent du milieu des années
1960 dans le domaine de la reconnaissance des formes. Elles connaissent ces dernières années
un fort regain d'intérêt (notamment en fouille / analyse de données). De nombreux logiciels
sont disponibles à l'heure actuelle (cf. la liste disponible sur www.kernel-machines.org). De
nombreuses versions différentes de SVM ont fait l'objet de publications et leur champ
d'application s'élargit de jour en jour. Nous nous intéressons ici à une utilisation particulière
des algorithmes de SVM : la classification supervisée. Dans ce cadre d'utilisation, les
algorithmes de SVM permettent de trouver la meilleure séparatrice entre les éléments de deux
classes. La nature de  cette séparatrice varie avec le choix de la fonction de noyau utilisée, elle
peut être un hyperplan, une fonction polynomiale de degré d ou une fonction sigmoidale, …

Habituellement, les seuls résultats fournis par les algorithmes de SVM sont l'équation de la
séparatrice et le taux de bonne classification obtenu. Ici, nous nous intéressons à essayer
d'expliquer ces résultats. Une première méthode utilisable dans le cas d'une frontière linéaire
va consister à visualiser les projections en 2D de l'hyperplan de séparation. Bien entendu,
l'information obtenue de cette manière est approximative (comme l'est toute projection 2D
d'une primitive graphique de dimension supérieure à 2). Une autre solution (valable pour une
frontière linéaire ou non) est d'afficher la distribution des individus en fonction de leur classe
et de leur distance à la séparatrice calculée.



2. Visualisation des projections de l'hyperplan

Pour effectuer la visualisation de l'hyperplan de séparation, nous allons partir de l'ensemble
des projections 2D suivant toutes les paires possibles d'attributs. Puis nous allons calculer
toutes les intersections de l'hyperplan obtenu par le SVM avec les matrices 2D, c'est à dire
une droite pour chaque matrice. Comme on peut le voir sur le schéma de la partie gauche de
la figure 1, cette information est approximative. Dans le pire des cas, on a affaire à un
hyperplan dont tous les coefficients sont non nuls (c'est à dire que la séparatrice est une
combinaison linéaire de tous les attributs, il n'y a aucun coefficient nul ou proche de zéro).
Les projections de l'hyperplan obtenues sur les matrices 2D ne sépareront pas visuellement les
données des deux classes, bien que l'hyperplan, lui, sépare réellement les données. Dans le cas
le plus favorable, il y aura bien une séparation visuelle des données par la droite projetée.
Dans le cas général, on a un mélange des deux cas précédents, c'est par exemple le cas sur la
partie gauche de la figure 1, où deux projections montrent une droite séparant les deux classes
alors que la troisième montre les deux classes du même côté du plan.

Figure 1. Visualisation de l'hyperplan de séparation des deux classes sur les projections 2D

Ce type de visualisation doit être vu plus comme un moyen de situer approximativement la
position de l'hyperplan de séparation des données, que comme un moyen d'évaluer la qualité
de la séparatrice obtenue. On ne peut aisément évaluer cette qualité puisque des points séparés
par l'hyperplan peuvent apparaître du même côté de la droite après projection, et inversement,
des points non séparés par l'hyperplan peuvent apparaître séparés après la projection. La
partie droite de la figure 1 montre un exemple d'un telle représentation sur le set de données
diabetes de l'UCI [BlMe 98] dans l'environnement graphique de fouille de données que nous
avons développé [Poul 02].
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3. Visualisation de la distribution des individus par rapport à l'hyperplan

Une toute autre méthode va consister à calculer (en même temps que la classification est
effectuée par l'algorithme de SVM) pour chaque individu, sa distance perpendiculairement à
l'hyperplan de séparation. On affiche ensuite la distribution de ces points, sous la forme d'un
histogramme, avec en positif les points bien classés (du bon côté du plan) et en négatif, les
points mal classés. Ceci permet dans un premier temps de voir de manière très intuitive la
qualité de la séparatrice obtenue. Un exemple d'une telle visualisation est donné sur la figure
2 sur les données Segment de l'UCI avec en gris clair la classe 5 et en gris foncé les autres
classes. On remarque immédiatement que les individus de la classe "le reste" sont plutôt bien
classés alors que ceux de la classe 5 sont plutôt très mal classés.

Figure 2. Visualisation de la distribution des données en fonction de leur distance à l'hyperplan

Cette représentation peut aussi servir de base pour aller voir quels sont les individus qui
"posent problème". On peut sélectionner l'une des barres de l'histogramme et les individus
correspondant sont alors mis en évidence dans l'ensemble des matrices 2D. Ceci permet de
localiser les individus pour lesquels la classification ne donne pas des résultats satisfaisants.

Sur l'exemple de la figure 3 on représente le résultat de la classification de la classe 5
contre le reste pour les données Segment de l'UCI et on sélectionne les deux barres les plus
proches de l'hyperplan obtenu, correspondant aux individus mal classés (en dessous de l'axe
horizontal). Les individus en question sont alors représentés en gras sur la matrice 2D. On
peut voir dans ce cas, que l'hyperplan de séparation est presque perpendiculaire à la matrice
2D. Les 6 points en surbrillance les plus à droite correspondent aux individus mal classés des
autres classes (gris clair) et tous les autres points en gras correspondent aux individus mal
classés de la classe 5 (gris foncé). L'hyperplan de séparation des données en deux classes se
situe entre ces deux groupes de points. A l'inverse, on peut tout aussi facilement choisir de
visualiser les individus les plus représentatifs de la classe.

4. Conclusion - Perspectives

Nous avons présenté deux techniques graphiques de visualisation / interprétation des
résultats des algorithmes de SVM. La première est basée sur un ensemble de projections 2D
(selon toutes les paires possibles d'attributs) de l'hyperplan de séparation des données en deux
classes. Bien qu'approximative, cette visualisation permet d'avoir de manière simple une



information sur la position de l'hyperplan. La seconde technique présentée permet quant à elle
d'évaluer la qualité de la frontière obtenue par le biais d'un histogramme représentant la
distribution des individus en fonction de leur distance au plan de séparation. Liée aux
matrices 2D ce système permet de plus de localiser les individus mal classés ou les plus
représentatifs de la classe. Cette dernière représentation peut être naturellement généralisée à
n'importe quelle type de frontière (linéaire ou non).

Figure 3. Visualisation des individus mal classés les plus proches de l'hyperplan
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RÉSUMÉ. Les algorithmes de reconnaissance d’objets procèdent habituellement en comparant l’objet à reconnaı̂tre à une col-
lection d’objets de référence, appelée base d’entraı̂nement. Cette dernière ne comporte qu’un nombre fini d’éléments. Dans
plusieurs applications, telle que la reconnaissance de formules mathématiques, le nombre de situations plausibles est quasi-
ment illimité, vu la structuration propre de ce type d’expression.
Il est important de développer des systèmes dynamiques de reconnaissance qui puissent générer, à la demande, des nouvelles
situations de référence. L’aspect le plus ardu de cette recherche est l’automatisation du choix des nouvelles références que
devra proposer le générateur (optimisation dynamique), en fonction de l’étape où le programme de reconnaissance se trouve.

MOTS-CLÉS : Classification, Reconnaissance de caractères, Discrimination, Analyse d’images

1. Introduction

Dans le domaine de la reconnaissance de documents, celle de formules mathématiques a déjà fait l’objet
de nombreuses études[FAU 00, LAV 00, KAC 01]. L’extraction automatique de formules mathématiques est un
problème plus difficile qu’il n’y paraı̂t à première vue, car la complexité d’une formule peut être très grande.
L’idée préconisée dans cette présentation est de permettre à l’algorithme de reconnaissance de générer, à la de-
mande, de nouveaux objets de référence, afin que la base d’entraı̂nement (les formules de référence) ne soit plus
limitée en taille.

2. Segmentation de la formule

Soit F l’ensemble des formules mathématiques possibles. Cet ensemble est infini. Soit F la formule à re-
connaı̂tre.

La première étape de reconnaissance est classique, mais peut être complexe. Il s’agit de l’étape de segmenta-
tion de l’équation en entités simples. On découpe la formule en symboles atomiques (lettres, opérateur arithmé-
tique). Pour cela, on procède d’abord à une séparation des symboles mathématiques selon l’axe vertical, puis selon
l’axe horizontal, et ainsi de suite jusqu’à l’obtention de zones non séparables ni verticalement, ni horizontalement.
Dans ces zones, on procède à une identification (qui n’est pas encore de la reconnaissance) des symboles ato-
miques par connexité. Une entité est définie comme un ensemble de pixels connexes. Le problème des symboles
non connexes est traité (signe =, lettres i et j). Chaque entité est localisée afin de reconstruire par après l’arbre de
la formule.
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Figure 1. Segmentation des entités mathématiques

3. Reconnaissance des entités

Chaque symbole atomique ainsi identifié est comparé avec les éléments b i d’une base d’entraı̂nement simplifiée,
soit B. Pour cela, il nous faut un générateur de telles entités de référence. Ce générateur est un petit script utilisant
LATEX. Pour que cette reconnaissance soit efficace, il nous faut une distance robuste, peu sensible à la casse ou à la
police de caractère utilisée (italique, gras, police générée par Word ou LATEX).

Après plusieurs tests, la distance retenue est définie comme suit : on génère un grand nombre de droites
aléatoires dans la fenêtre contenant l’entité et on compte la fréquence de droites rencontrant l’entité 0, 1, 2, · · · , n
fois 1. Ensuite on compare (distance euclidienne dans R

n) ce vecteur de fréquences avec ceux trouvés pour les en-
tités bi de référence. Cette mesure est très robuste aux dilatations, translations, rotations. Elle permet de discrimer
entre des symboles très proches. A chaque entité identifiée est associé un élément de B, ou plusieurs, selon le seuil
de discrimination accepté entre les entités de référence.

ex x
Figure 2. Exemple de mesure morphologique.

(f1, f2, f3, f4) où fi est la fréquence des droites rencontrant i fois l’entité.
Pour la figure : (0, 4

8 , 4
8 , 0), (0, 3

8 , 4
8 , 1

8 ) et (1
8 , 2

8 , 3
8 , 2

8 ).

bi 0 1 2 3 4 ‖bi − x‖
− 0,0 1,0 0,0 0,0 0,0 0,6124
+ 0,2834 0,5391 0,1774 0,0 0,0 0,1825
1 0,1264 0,7880 0,0852 0,0 0,0 0,3687
2 0,1255 0,6273 0,2289 0,0182 0,0 0,1571
3 0,1238 0,5751 0,2826 0,0184 0,0 0,0923
5 0,1201 0,5743 0,2933 0,0122 0,0 0,0923
x 0,18 0,4671 0,3081 0,0428 0,0019 0,0355

x 0,1652 0,4970 0,3062 0,0310 0,0004

Figure 3. Comparaison entre x et plusieurs entités de référence b i.

1. on en a généré 20 000 pour la figure 3, mais 2 000 droites donnent déjà une bonne estimation de la probabilité pour une
droite quelconque de rencontrer i fois l’entité. Le nombre n est choisi de telle façon que la fréquence de rencontrer n + 1 fois
l’entité est nulle.



4. Première estimation de la formule

A partir de la localisation des entités lors de l’étape de segmentation, nous construisons, de manière récursive,
un arbre associé à la formule. L’arbre ainsi construit se base sur la grammaire des formules mathématiques. Il est
important que l’arbre soit mathématiquement interprétable, et non pas une suite de symboles atomiques.

Dans un premier essai, nous avions comme résultat un arbre composé de fonctions interprétables par LATEX, ce
qui nous permettait de redessiner la formule. Mais, cela n’est pas suffisant, car il n’y a pas de différence en LATEX
entre 2 5 et 25. De plus, LATEX ne peut manipuler les formules.

C’est pourquoi nous sommes en train de travailler à la construction d’arbres qui soient interprétables mathéma-
tiquement, par exemple, en Matlab. La reconnaissance de la formule est alors quasiment effective, car on peut la
reprendre dans un algorithme de calcul.

Pour cela, nous avons besoin d’une grammaire des opérateurs et des termes. Cette grammaire est également
utilisée pour affiner notre reconnaissance de la formule globale, car les expressions non valides sont éliminées
d’office.

Lorsque le découpage n’est pas clair - par exemple, dans le cas d’exposant ou d’indice -, l’algorithme garde en
mémoire les structurations possibles de la formule étudiée. Par exemple, nous retenons comme choix possibles xy,
xy et xy si l’entité y n’est pas exactement au même niveau que x, à condition que cela ait un sens en arithmétique
(on ne peut avoir +y).

\frac

^ ou nul

x

\sqrt

3 y

+2 ou z

Figure 4. Exemple d’arbre avec mémoire des choix possibles.

5. Reconnaissance dynamique de la formule globale

Il s’agit d’améliorer l’estimation de F . Grâce au script générateur de formules et à l’utilisation de la mesure ex-
posée précédemment, il est aisé de comparer n’importe quelle formule mathématique avec la formule à reconnaı̂tre.

Le problème est de fournir au générateur de formules de bons candidats pour les estimations successives.
Lors de l’étape de reconnaissance des entités, nous avons gardé, par chaque entité, un ou deux candidats dans
l’ensemble B, et nous avons fait de même lors de la création de l’arbre représentant la formule. Nous testons alors
systématiquement toutes les combinaisons apparaissant dans l’arbre de la formule. Ainsi, pour l’exemple de la
figure 1, l’algorithme générera les formules suivantes : x2√

3+y
, x2√

3+y
, xz√

3+y
et xz√

3+y
.

Ce n’est qu’à partir des formules globales générées par l’algorithme que se fera la reconnaissance ultime de
la formule. Là encore, la distance basée sur un ensemble aléatoire de droites est utilisée, vu sa robustesse. Et les
résultats sont vraiment encourageants, que ce soit pour des formules générées en LATEXou en Word.
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RÉSUMÉ. On étudie la ressemblance entre deux partitions sur les mêmes individus à l’aide du 
coefficient de corrélation vectorielle RV et du kappa de Cohen (dans le cas où les partitions ont le 
même nombre de classes). On montre que le RV s’identifie à l’indice J de Janson et Vegelius. On 
étudie la distribution d’échantillonnage de ces indices pour des paires de partitions proches (issues 
d’un modèle de classes latentes) afin de donner des valeurs critiques sous des hypothèses réalistes. 
 
MOTS-CLÉS : kappa de Cohen, corrélation vectorielle, indice de Janson et Vegelius, classification, 
classes latentes.  
 
1. Introduction 

 
Dans des travaux antérieurs [SAP 01, 02, 03], nous avons étudié la distribution du coefficient de 

Rand et d’indices voisins dans le but de comparer deux classifications provenant d’un même ensemble 
de données, afin de répondre aux questions suivantes : lors de deux enquêtes portant sur les mêmes 
individus, comment mesurer l’accord entre les deux classifications? Est-ce que les configurations de 
ces deux classifications se ressemblent ?  

On présente ici les écritures logiques et relationnelles d’un indice obtenu à partir du coefficient de 
corrélation vectorielle RV introduit par P. Robert et Y. Escoufier [ROB 76] qui se révèle identique au 
coefficient J de S. Janson et J. Vegelius [JAN 82] ainsi que leurs distributions d’échantillonnage sous 
une hypothèse nulle d’absence de liaison. 

Le coefficient kappa de Cohen, fournit une autre façon de mesurer l’accord entre deux partitions 
ayant le même nombre de classes, provenant d’un même échantillon. Cet indice, contrairement au 
précédent dépend de la numérotation des classes : on identifie la permutation des classes d’une des 
deux partitions en maximisant la valeur du kappa. 

 
2. Notations 
 

Soient P1 et P 2 deux partitions des mêmes individus (ou deux variables qualitatives) à p et q 
classes. On notera K1 et K2 les tableaux disjonctifs associés et N le tableau de contingence croisant P1 
et P2  de terme général nij.  On a N=K’1K2 

Lorsque l’on croise deux partitions, on s’intéresse également aux paires d’individus qui restent ou 
non dans les mêmes classes. On a en tout  n(n-1)/2 paires d’individus. 
A chaque partition Pk est associé un tableau relationnel Ck, de dimension nxn, dont le terme général 

k
'iic est défini par : 
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3. RV ou J 
 

Le coefficient de corrélation vectorielle RV introduit par P. Robert et Y. Escoufier [ROB 76] 
permet de mesurer la ressemblance entre deux tableaux de données numériques X1 et X2 sur les 
mêmes observations en comparant les produits scalaires inter-individus associés aux deux tableaux .  

Ces matrices de produits scalaires XiX’i notées Wi sont de dimension nxn . Le coefficient RV est 
défini par : 
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Les travaux de A. Lazraq et R.Cleroux [LAZ 01,02] donnent la possibilité de tester des hypothèses 
concernant RV mais pour des données numériques.  

Si on applique ce coefficient à deux tableaux disjonctifs K1 et K2 , on trouve : 
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Si RV est suffisamment grand, les classifications obtenues seront voisines. 
En centrant les c k

'ii on retrouve la forme relationnelle de l’indice J de Janson et Vegelius établi par 
[IDR 00]: 

 
4. Le kappa de Cohen 

 
Introduit par [COH 60], le coefficient kappa est une mesure d’accord entre deux variables 

qualitatives pour des données appariées : pour deux partitions à même nombre de classes, il mesure 
l’écart à la diagonale du tableau de contingence :  
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La concordance observée Po est la proportion d’individus classés dans les cases diagonales de 
concordance du tableau de contingence, soit la somme des effectifs diagonaux divisés par la taille de 
l’échantillon n : 
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La concordance aléatoire Pe est égale à la somme des produits des effectifs marginaux divisés par 

le carré de la taille de l’échantillon 
. .2
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= ∑ . Le kappa exprime la différence relative entre la 

proportion d’accords observés Po et la proportion d’accords aléatoires Pe qui est la valeur espérée, sous 
l’hypothèse nulle d’indépendance des variables, divisée par le complément à un  de l’accord aléatoire. 
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L’identification des classes est nécessaire pour utiliser le coefficient kappa, car quand on a à 
comparer deux partitions des mêmes individus obtenues par des méthodes de classification, la 
numérotation des classes est arbitraire : il est alors logique d’identifier les classes des partitions qui 
conduisent à une valeur maximale de κ . On prend alors la permutation des classes qui maximise le 
kappa d’où leur renumérotation. 
 
5. Distributions d’échantillonnage 
 

On utilise la méthodologie présentée en [SAP 02] pour étudier la distribution d’échantillonnage de 
ces deux indices pour des paires de partitions proches.  

Rappelons ici que le but n’est pas d’étudier si les deux partitions sont indépendantes, mais si elles 
sont concordantes : la difficulté étant de formuler correctement l’hypothèse nulle de concordance.On 
procéde alors comme suit: à partir d’une partition initiale basée sur un modèle de classes latentes, on 
obtient deux partitions par une méthode classique type k-means obtenue en séparant les variables en 
deux blocs. On calcule alors les indices ci-dessus pour les deux partitions : en itérant le procédé on 
obtient par simulation la distribution d’échantillonnage de RV (ou J) et de kappa. 

 
6. Application numérique 
 

On a obtenu deux partitions de 1000 individus P1 et P2 à 4 classes chacune par la méthode des k-
means selon deux groupes de variables 

Le tableau de contingence croisant les deux partitions est :  
 

1 2 3 4 
248    0 0      2 
1 198 27 9 
2 6 43 202 
0 58 192 12 

 
On trouve une valeur de l’indice Kappa égale à 0.335, et une valeur de J (ou RV) égale à 0.648. 

 
On réordonne ensuite les colonnes selon le kappa maximal (il y a 4! permutations) pour pouvoir 

identifier les classes de P2 à celles de P1 : la valeur maximale du kappa est de 0.787 obtenue en 
permutant les deux dernières colonnes d’où le tableau réordonné : 

 
1 2 4         3

248 0 2 0 
1 198 9 27 
2 6 202 43 
0 58 12 192 



     
 

Figure 1 : Distribution des coefficients de Janson et Vegelius et de kappa 
 pour des partitions en 4 classes de 1000 individus avec 1000 itérations.   

 
Par simulation on trouve que le coefficient J varie entre 0.4 et 0.7. La valeur la plus fréquente est 

de 0.63 et la moyenne du coefficient J est égale à 0.617. Le coefficient kappa de Cohen varie entre 0.4 
et 0.875, et est de moyenne 0.82. La bimodalité est due à la présence d’optimums locaux engendrés 
par la méthode des k-means. Dans l’exemple, on en déduit que les deux partitions sont suffisamment 
proches car les deux coefficients prennent des valeurs proches de la moyenne sous l’hypothèse de 
partitions identiques. 
 
7. Conclusion 
 

Nous avons montré l’identité des coefficients RV et J pour des partitions. J et le kappa de Cohen 
(mais ce dernier pour des nombres de classes identiques et après permutation) permettent de tester la 
similitude entre deux partitions en les comparant à leur distribution simulée dans le cas de données 
provenant d’une même partition « mère ». 
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RESUME: Le procès de restructuration et de redéfinition de la fonction d'intermédiaire bancaire a 
entraîné de profonds changements dans le système financier italien. Dans cette situation les banques 
ont essayé une rapide réorganisation de leurs structures dans le but de parvenir à un meilleur 
rangement sur le plan de la rentabilité. L'objectif principal de notre étude consiste à fournir une 
représentation sur les déséquilibres financiers des régions italiennes, en utilisant les techniques 
d'analyse multivariée. L'analyse particulière des «cluster » (cluvar) a permis d'obtenir un tableau sur 
les discordances du système financier des régions italiennes en mettant en évidence les relations entre 
les régions et les variables plus significatives qui ont contribué à la détermination de ces relations 
elles-mêmes.  
MOTS-CLÉS : banques, cluster analisys, PCA, régionalisation.  
 
 
 
 
1. Introduction  
 

Depuis des années le marché financier et monétaire résulte soumis à des transformations 
remarquables qui peuvent être imputées à des raisons différentes. Entre autres on remarque 
une intense «disintermédiation des créances », un processus de restructuration et de 
redéfinition de la fonction d'intermédiation financière des banques, avec la conséquence d'une 
naissance de nouveaux opérateurs financiers non bancaires spécialisés (Gallo G., 1990). 
Parallèlement le débouché progressif des mouvements de capital et la prospective du marché 
unifié européen ont déterminé la plus grande pression de la concurrence à l'intérieur des 
systèmes financiers (Parillo F., 1998). Les banques ont essayé une rapide réorganisation dans 
le but de parvenir à un meilleur rangement sur le plan de la rentabilité (Alessandrini, 1992). 

On en trouve l'épreuve dans le grand nombre d'opérations de fusion et d'incorporation, la 
croissante diversification de l'activité bancaire avec la progressive ouverture aux services 
bancaires, financiers et immobiliers, outre le recours à des modèles de gestion variés. La 
concurrence a encouragé en plus la naissance et une diffusion rapide de nouveaux instruments 
dans l'emploi de l'épargne. Le tout dans le but d'une plus grande efficacité du système 
(Parrillo F., 1955). L'évolution des marchés financiers constitue un deuxième secteur de 



recherche surtout pour ce qui  concerne les relations entre l'économie réelle et l'intermédiation 
financière, entre le crédit et le développement, outre l'articulation du phénomène en relation 
aux différentes réalités du territoire. Ce dernier aspect constitue le sujet de notre recherche  
dont l'objectif est celui de tracer un plan de la diversification du territoire à l'intérieur du 
système financier italien sur la base d'indicateurs spécifiques. C'est ainsi qu'on essayera de 
déterminer les différences ou les ressemblances entre les régions italiennes, de le classer en 
des groupes ayant des caractéristiques homogènes et de constater la présence et la nature 
d'éventuelles différences financières. 
 
 
2. Les indicateurs  
 

Le sectionnement du territoire en des aires homogènes en relation au phénomène étudié 
implique la localisation d'indicateurs spécifiques qui soient à même de synthétiser 
l'information statistique qu'on espère pouvoir obtenir.  

Suivant ce procédé, on a localisé, en relations aux hypothèses, un ensemble exhaustif de 
variables et l'on a construit les macro indicateurs concernant les aspects du phénomène ci-
après mentionnés : économie réelle (7 indicateurs simples) - densité bancaire (5 indicateurs 
simples) - productivité bancaire (5 indicateurs simples) - financement de l'activité de 
production (6 indicateurs simples) -intermédiation du crédit (3 indicateurs simples) - analyse 
dimensionnelle des agences de crédit (4 indicateurs simples) - risque et taux d'intérêts (9 
indicateurs simples) - flux financiers inter-régionaux (4 indicateurs simples) - activités 
financières des ménages (4 indicateurs simples) -  système des règlements (8 indicateurs 
simples).  

 
 

3. Analyse empirique 
 

Dans le but de tâter la répartition du territoire italien en relation à chaque aspect marquant, 
selon les hypothèses qu'on a faites, les différentes typologies du comportement du 
phénomène, nous avons utilisé singulièrement des groupes de variables conformément à ce 
que nous avons indiqué plus haut. La technique que nous avons proposée a pour but le 
repérage des groupes homogènes et des relations entre les unités (parcours) (relations entre 
chaque unité et les cluster tout en identifiant parmi les variables celles qui ont le plus 
contribué aux liens entre les couples d'unités).Dans le détail, étant donné un barème de 
données où xij représente la détermination de la variable Xj étant J=1,...m sur les unités Ui 
étant i=1,... n. Soit Sn,m le correspondant barème des valeurs standardisées et di l'écart plus 
opportun. On établit m matrices des écarts. Dans ce but on a utilisé la technique du 
regroupement « Cluvar » (Skonieczny G, 1995).  

L'utilisation des groupes de variables a permis une analyse thématique du phénomène et de 
ses articulations sur le territoire ne permettant pas, toutefois, une vision d'ensemble considérée 
comme analyse de chaque aspect et des éventualités produites par l'intégration entre celles-ci 
(Torrisi, 2000). 



Souvent l'accumulation de causes concomitantes produit des manifestations et des 
comportements tout à fait écartées des communs barèmes d'interprétation. On a engagé des 
indicateurs composés construits en utilisant des moyennes pondérées à travers les pois 
factoriels des 55 variables (indicateur simples) prises en examen. La cluster analisys a été 
appliquée sur le total des 10 macro indicateurs composés dans le but d'établir un tableau sur la 
diversification territoriale du système économique-financier aussi bien que sur les groupes de 
variables (indicateurs simples) de chaque macro indicateur, le tout dans le but de construire 
les différences régionales relatives aux différents aspects pris en examen par chaque macro 
indicateur : sphère réelle, densité et productivité bancaire, capacité de financement des 
activités de production, intermédiation bancaire, etc.  

 
 

5. Conclusions 
 

L'analyse des cluster (appliquée aux composantes principales obtenues par le moyen de 
l'analyse factorielle conduite sur 10 groupes d'indicateurs régionaux) a permis d'obtenir un 
tableau du système financier national qui met en évidence la divergence entre le Nord et le 
Midi de notre Pays. Les éléments structuraux qu'on a quantifiés dans la phase précédente, 
offrent un tableau de synthèse sur les différents aspects du système financier des régions 
italiennes. Généralement, après avoir fait un premier examens des groupes, il résulte, aussi 
dans la sphère financière, la subdivision traditionnelle du pays en trois aires bien distinguées, 
d'où prévaut un Nord caractérisé par un système de crédit compétitif en train d'augmenter 
sensiblement. La technique de classement appliquée sur le total des indicateurs financiers a 
mis en évidence une Italie à trois vitesses. S'il y a d'un côté un partiel changement des 
groupes, par contre les résultat d'ensemble sont généralement les mêmes : Ce phénomène 
contribue partiellement à confirmer la validité des facteurs déterminants, en tant 
qu'indicateurs synthétiques représentatifs des divergences financières entre les différentes 
régions. Le premier groupe englobe les régions Centre-Nord, caractérisées dans leur ensemble 
par la présence d'un grand nombre de banques très productives. Ce sont les régions du NEC 
qui ont une importance décisive, étant donné les valeurs très élevées du facteur « dimension 
des entreprises de crédit ». L'activité d'intermédiation bancaire résulte être bien élevée parce 
qu'elle consent à la clientèle de choisir à l'intérieur d'une vaste gamme d'instruments 
financiers et de moyens de règlement, même parmi les plus nouveaux et qu'elle garantit une 
seule base pour les nécessités financières des nombreuses entreprises présentes dans l'aire.  

On trouve une situation diamétralement opposée dans les régions regroupées dans le 
deuxième et le troisième cluster prenant en analyse l'aire du Midi. Le système financier de 
cette répartition est caractérisé par un relatif gap entre la structure réelle et le système 
financier. Les entreprises de crédit sont largement dispersées sur le territoire régional. Chaque 
guichet sert en moyenne un nombre considérables de clients et englobe un territoire très 
étendu. Dans l'aire est prédominante l'activité des banques de grandes dimensions, ayant peut-
être leurs sièges dans les centres financiers du Nord. En outre il résulte une faible productivité 
bancaire aussi bien que l'intermédiation des entreprises de crédit. Tout cela peut contribuer à 
expliquer la faible activité de financement de l'économie, particulièrement dangereuse, 



confiée surtout aux grandes entreprises financières du Nord (à remarquer la haute dépendance 
du Midi du crédit extérieur), et à expliquer aussi le fautif recours aux investissements en des 
activités financières (telles que titres de l'Etat) et enfin une insuffisante utilisation des plus 
modernes instruments d'encaissement et de règlement. L'analyse comparée du secteur 
financier a confirmé l'existence d'un persistant écart entre le Nord et le Midi, en mettant en 
évidence un type de classement qui, dans l'ensemble, résulte presque analogue à celui qui a 
été obtenu pour le développement de l'économie.Cette divergence ne manifeste pas des signes 
évidents de changement.  

 
 
Figure 1 – Diagram cluvar cluster 
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ABSTRACT. After sequencing and identification of genes, Biology has entered the post-genomic era. Thanks to the reccent
advances in microarray technology and new developments made in hybridization techniques, the biologists are able to study
the expression patterns of several thousands of genes in a variety of experimental conditions and in different types of cells
simultaneously. The analysis of a huge quantity of data thus produced is useful for providing a general view of the basic
biological processes and to identify genes of interest. Cluster analysis (also called unsupervised classification) is useful in
reducing the complexity of the data and in formulating hypotheses that can be tested.

RÉSUMÉ.Après le séquenc¸age et l’identification du g´enome, la biologie est entr´ee dans l’ère post-g´enomique. Grˆace auxénormes
progrès réalisés récemment dans la technologie des ”puces `a ADN” ou des ”biopuces” et de l’hybridation, les biologistes
peuvent maintenant r´ealiser des exp´erimentations sur plusieurs milliers de g`enes, exprim´es dans diff´erentes cellules, dans des
conditions d’exp´erimentations vari´ees et `a différents instants. L’analyse de la quantit´e impressionnante des donn´ees ainsi
générées doit aider `a comprendre les m´ecanismes de r´egulation des g´enes. La classification, aussi bien des g`enes que des
expériences (conditions), se r´evèle un outil efficace pour ces analyses. Nous faisons dans cet article un ”inventaire” des
différentes m´ethodes utilis´ees par les biologistes ainsi que des outils logiciels disponibles notamment sur le web. Nous insistons
surtout sur les probl`emes liés aux donn´ees elles-mˆemes :erreurs syst´ematiques, donn´ees manquantes.

KEYWORDS: microarray experiments, gene expression, hierarchical classification, data normalisation, missing data

MOTS-CĹES :microarray, biopuces, donn´ees de l’expression, data mining, classification hi´erarchique, normalisation des donn´ees,
données manquantes

1. Introduction

Grâce aux ´enormes progr`es réalisé dans la technologie des biopuces et dans les techniques de l’hybridation il est
possible d’étudier simultan´ement l’expression de plusieurs milliers de g`enes dans des conditions exp´erimentales
diverses ainsi que dans des cellules de types diff´erents. Il est devenu n´ecessaire d’adapter les m´ethodes d’analyse
des donn´ees pour analyser les donn´ees de l’expression en vue de comprendre le fonctionnement et les m´ecanismes
de régulation de g`enes. Les donn´ees sont pr´esentées dans un tableau rectangulaire dont les lignes sont index´ees
par les gènes et les colonnes par les conditions, d’une fac¸on générale. Parmi les objectifs de l’analyse des donn´ees
de l’expression figure celui d’identifier les g`enes co-exprim´es. La classification des g`enes est donc un outil qui se
révèle très efficace car il existe une forte association entre le ”profil d’expression” et la fonction du produit de g`ene
et il est possible de d´eterminer la fonction des g`enes regroup´es par la classification ([BRO 99]). L’application de
la classification des donn´ees de biopuce a ´eté utilisée au d´ebut pour ré-ordonner les lignes et/ou les colonnes de
façon à pouvoir visualiser les associations en coloriant les valeurs de l’expression (ce tableau colori´e est souvent
appelé ”heat map”) ([EIS 98]). Le regroupement des g`enes dans une mˆeme classe permet de faire des hypoth`eses
sur leur fonction commune.



2. Prétraitement des donńees

Compte tenu de la nature des exp´erimentations et des technologies des biopuces, les donn´ees obtenues ne peu-
ventêtre analys´ees directement sans avoir ´eté préalablement ”pr´e-traitées”. Il s’agit de transformation, ”standard-
isation” ou ”normalisation”, correction de biais, filtrage et, ´eventuellement, traitement des donn´ees manquantes.
Au départ, on se contentait de centrer et de r´eduire les donn´ees par rapport `a la moyenne (ou la m´ediane) et l’écart
type d’échantillons (colonnes) et/ou moyennes (ou m´ediane) et ´ecart type des g`enes (lignes). Plusieurs chercheurs
se sont pench´es sur des probl`emes de biais syst´ematique et ont propos´e des m´ethodes de correction (cf [XIA 02],
[QUA 02], [AL 03], et [TRO 01] pour n’en citer que quelques uns). Il faut noter que les donn´ees sont obtenues `a
partir des exp´erimentations utilisant l’une des 2 technologies :

- ”oligo microarrays” générés par la technique de ”photolithographie” et fabriqu´e et commercialis´e par
Affymetrix Inc.;

- ”cDNA arrays” utilisant une technique de ”maillage” m´ecanique o`u chaque ”spot” rec¸oit du matériel
génétique (séquence d’ADN) par un syst`eme de ”jet d’encre”. Les donn´ees sont obtenues sous forme d’intensit´e de
la luminance des diff´erentes couleurs (employ´ees pour ´etiqueter les ´echantillons ”hybridis´es”) par les techniques
d’analyse d’image.

Les données obtenues (rapports de fluorescence de couleurs, typiquement rouge/vert) doivent ˆetre ”standard-
isées” ou ”normalis´ees” différemment en fonction de la technologie biopuce utilis´ee pour les produire. Il semble y
avoir de cofusions quant `a l’emploi des termes ”standardisation” et ”normalisation”. Pour certains, le terme ”nor-
malisation” désigne l’étape de correction d’image avant d’´evaluer l’intensité de fluorescence (ces logiciels sont
fournis par le fabricant de microarrys), et ”standardisation”, celle de transformer les donn´ees de fac¸on à rendre les
échantillons comparables par l’analyses statistique. Pour d’autres, les deux termes sont synonymes de ”standard-
isation”. La première transformation consiste `a utiliser la fonction log (base 2) des rapports (appel´e ”log-ratio”)
afin d’accorder la mˆeme importance aux sur-expressions qu’aux sous-expressions. Ces log-ratios sont fortemen-
t dépendantes de l’intensit´e du signal: la variance des log-ratios augmente avec l’intensit´e du ”spot”. On peut
énumerer quelques sources de biais dans les donn´ees de l’expression : les quantit´es variables d’ARN pr´esentes
dans les ´echantillons de d´epart, les différences d’´etiquetage et d’efficacit´e de détection des couleurs employ´ees,
biais systématiques des mesures, et le biais spatial sur les ”microarrays”. Les biais dus `a l’intensité sont détectés
à l’aide d’un graphique, appel´e ”R-I plot”, et corrigésà l’aide d’un facteur de correction estim´e par la méthode
”lowess” (cf [TWU 01]). Après avoir ”corrigé” les données on doit les standardiser (g`ene par g`ene ouéchantillon
paréchantillon) en vue de les rendre comparables statistiquement. Il s’agit en g´enéral de les centrer par rapport `a
la moyenne (ou la m´ediane) et de r´eduire par rapport `a l’écart type.

Le filtrage des donn´ees a pour but la d´etection et l’élimination des g`enes non exprim´es ou exprim´es de fac¸on
”plates” à travers les ´echantillons (conditions). On utilise la m´ethode classique du test de Student ou d’analyse de
la variance, ou tout simplement en calculant les seuils bas´es sur la variance du niveau d’expression.

Un autre aspect important du pr´e-traitement des donn´ees concerne la gestion des donn´ees manquantes.
Plusieurs strat´egies sont propos´ees :

- filtrer (éliminer) les gènes ayant plus d’un certain pourcentage de donn´ees manquantes (ce n’est pas id´eal) ;

- remplacer les donn´ees manquantes par des z´eros (très dangeureux) ;

- remplacer les donn´ees manquantes par des moyennes (ou des m´edianes) des donn´ees disponbles ;

- estimer les donn´ees manquantes par la m´ethode des voisins les plus proches ;

- estimer les donn´ees manquantes par la m´ethode de la ”d´ecomposition en valeurs singuli`eres” (formule de
reconstitution de donn´eesà partir des facteurs)



3. Les ḿethodes de classification et ressources sur le web

La classification des g`enes est un outil tr`es utile pour obtenir une vue g´enérale des processus biologiques de
base dans une cellule donn´ee ou dans un tissu donn´e. Le regroupement de g`enes dans une mˆeme classe permet aux
biologistes d’identifier les g`enes co-exprim´es et de formuler l’hypoth`ese que ces g`enes ont une fonction similaire.

Les méthodes d’analyse classificatoire utilis´ees pour des donn´ees de l’expression sont nombreuses et vari´ees et
certaines d’entre elles sont tr`es originales. Il existe de nombreux serveurs web qui proposesnt des outils d’analyse.
Il existe des sites web qui proposent d’analyser vos donn´ees apr`es avoir effectu´e le pré-traitement.

Parmi de très nombreux sites proposant soit des serveurs soit des logiciels `a télécharger, on peut citer les
suivants :

- EPCLUST de E.B.I. (http://www.ebi.ac.uk/EP/EPCLUST) ;

- Eisen Lab (http://rana.lbl.gov/EisenSoftware.htm) ;

- C.N.I.O. (http://gepas.bioinfo.cnio.es) ;

- Genesis (http://genome.tugraz.at) (cf [AST 00]) ;

- Engene (http://www.engene.cnb.uam.es) (cf [NAVA 02]) ;

- Stanford Medical informatics (http://smi-web.stanford.edu/projects/helix/pubs/impute) (cf [TRO 01]) ;

- J-Express (http://www.molmine.com/frameset/frmjexpress.htm) ;

- Clusfavor (http://mbcr.bcm.tcm.edu/genepi/) ;

- Clustarray (http://www.cbs.dtu.dk/services/DNAarray/index.html)

La plupart de ces sites proposent des m´ethodes de classification hi´erarchique classiques, utilisant la distance
euclidienne ou celle de la corr´elation et les crit`eres d’agr´egation tels que le lien minimum, le diam`etre, le lien
moyen et le crit`ere de Ward. Certains sites proposent aussi les m´ethodes non-hi´erarchiques (telles que k-means,
k-means floues (propos´ee par [GE 02]), cartes de Kohonen et r´eseaux neuroneaux). Nous avons propos´e une
méthode de classification hi´erarchique originale, AVL (Analyse de la Vraisemblance du Lien), bas´ee sur un indice
de similarité probabiliste refl´etant la ”vraisamblance” de la ressemblance pour analyser les donn´ees de l’expression
(voir [LER 94] pour une pr´esentation de la m´ethode ainsi que le logiciel ”chavl”). Cette m´ethode a ´eté employée
pour la classification des s´equences prot´eiques appartenant aux diverses familles (cf par exemple, [LNTP 94],
[TN 98], [TCA 99]). Les expériences sont en cours sur des donn´ees de l’expression en vue de comparer les
résultats avec d’autres m´ethodes.

4. Conclusion

Nous avons fait un ´etat de l’art dans le traitement et l’analyse des donn´ees issues des exp´eriences biopuces et
nous proposons notre solution, en ce qui concerne la classification bas´ee sur la m´ethode ”AVL” (Analyse de la
Vraisemblance du Lien). Nous avons soulign´e l’importance du pr´e-traitement des donn´ees de l’expression issues
des exp´eriences biopuce. Il est n´ecessaire d’adapter les m´ethodes d’analyse des donn´ees pour tenir compte de la
particularité de la technologie des biopuces produisant ces donn´ees, et qui va continuer d’´evoluer.
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RÉSUMÉ. Cet article propose une nouvelle méthode d’analyse de données symboliques.  Cette méthode 
cherche des sous-ensembles fréquents inter-dimensionnels à partir des données symboliques et permet 
aux utilisateurs de spécifier des seuils de support différents pour certaines dimensions en fonction des 
besoins des applications. Ainsi, elle combine les avantages de l’analyse de données symboliques et de 
la fouille de données. En outre, la méthode assiste l’utilisateur dans le choix des différents seuils de 
support. 
 
MOTS-CLÉS : fouille de données, analyse de données symboliques, sous-ensembles fréquents. 
 
 
1. Introduction 
 

Nouveau paradigme de description de données, les données symboliques permettent de définir des 
structures de données complexes, car elles permettent de capturer les variations internes comme les 
distributions ou les intervalles. En entré, les données symboliques peuvent prendre en compte de 
nombreux types de sources et résumer de grands ensembles de données en données de taille plus petite 
et plus gérable. “L’analyse de données symboliques” [BOC 00] est une extension de l’analyse de 
données standard appliquée aux données symboliques. 

Face à l’explosion récente de sources de données, ce formalisme est bien adapté au support de 
sources complexes et multimédia. Dans ce contexte, nous nous intéressons au problème de recherche 
de motifs fréquents couramment répandue en fouille de données, mais non encore développée pour des 
données symboliques. La seconde extension est l’aspect multi-support. En effet, la recherche de motifs 
fréquents conventionnelle recherche les sous-ensembles fréquents satisfaisant un seuil de support 
uniforme. Cette contrainte d’uniformité pose souvent des problèmes car d’un côté, le choix d’un seuil 
de support trop élevé ne retourne pas certains motifs fréquents intéressants et de l’autre, le choix d’un 
seuil de support trop bas produit une quantité de résultats trop grande à charge de l’utilisateur d’en 
retenir les motifs intéressants. 

 La méthode de recherche de motifs fréquents multi-supports proposée a pour objectifs: 
- de traiter les données symboliques 
- de mieux prendre en compte les besoins utilisateurs en leurs permettant d’affiner le choix des 

seuils de support par variable. 
L’intérêt de l’extension de cette méthode de fouille de données aux données symboliques offre au 

moins deux avantages. Puisque le paradigme des données symboliques permet d’agréger les données 



en une description plus synthétique du fait à analyser en minimisant la perte d’informations, extraire 
des motifs fréquents de ces données  donne un résultat plus significatif pour ces faits que s’ils n’étaient 
pas agrégés. Le second avantage est que la sortie de l’analyse de données symboliques est elle-même 
symbolique et peut donc être prise en entrée d’autres méthodes d’analyses. 
 
1.1. Extraction de sous-ensembles fréquents 

 
L’extraction d’associations introduite dans [AGR 93] permet de retrouver les fréquences de co-

occurrences d’articles dans des listes d’articles. L’application par excellence est l’analyse dite du 
panier de la ménagère où l’on s’intéresse aux règles d’association entre articles achetés dans les 
transactions (ou « paniers »). Elle se base sur la recherche d’ensembles fréquents dans ces listes en 
calculant deux principales mesures : le support donné par la fréquence de l’ensemble rapportée au 
nombre de listes et la confiance mesurée par la fréquence d’un sous-ensemble de l’ensemble d’article 
rapportée à celle de son complément. 

Depuis son introduction, le problème d’extraction de règles d’association dans de grandes bases de 
données et le problème plus général de recherche d’ensembles fréquents a été l’objet de nombreuses 
études. Ces études peuvent être classées en deux familles (cf. [LAK 00]) : 

- visant le passage à l’échelle (scalabilité en anglais) : la question centrale est d’optimiser le coût 
de l’algorithme de recherche des règles d’association pour de gros volumes de données. 

- étendant la fonctionnalité : la question centrale est de savoir quelle sorte de règles calculer en 
étendant la méthode traditionnelle ou en proposant d’autres mesures de pertinences que le 
support et la confiance. 

Généralement le seuil de support est fixe, hormis l’extraction de règles d’association multi- 
niveaux [HAN 95] où l’utilisateur peut spécifier des seuils de supports à différents niveaux d’une 
hiérarchie de concepts prédéfinie. Dans le problème que l’on se pose, l’utilisateur peut donner un seuil 
de support différent par type d’article et non par niveau de concept. En effet, dans les applications 
réelles, il est rare que tous les types d’articles aient des fréquences proches. 
 
2. Extraction de motifs fréquents de données symboliques 
 

Cette méthode traite les données symboliques catégorielles, que ce soit des valeurs simples ou des 
multi-valeurs. Elle comprend trois phases décrites dans la suite. Mais tout d’abord, on définit la notion 
de fréquent multi-supports. 
 
2.1. Fréquent multi-supports 

 
Exemple1 : Soit un sous-ensemble d’articles I={l1, l2, l3} et les supports minimums de chaque article 
appelés min-support ou MIS: MIS(l1) = 10%, MIS(l2) = 20%, MIS(l2) = 30%. I est fréquent multi-
supports ssi support(l1) ≥ 10%, support(l2) ≥ 20%, support(l3) ≥ 30%, support(l1, l2, l3 ) ≥10% et 
support(l2, l3) ≥ 20%. 
 
Définition 1 (fréquent multi-supports) : Un sous-ensemble d’articles I est fréquent multi-supports ssi 
chaque sous-ensemble de I satisfait le plus petit min-support de ses articles. 
 
2.2. Conversion des données symboliques en données transactionnelles 

 
L’extraction de motifs fréquents a largement été étudiée dans les recherches en fouille de données 

donnant lieu à des algorithmes de référence telles que Apriori, FP-growth, TreeProjection, etc. 



 Toutes ces méthodes se basent sur une représentation en base de données transactionnelles1. Afin de 
réutiliser et d’adapter ces algorithmes, une première phase de la méthode proposée consiste à convertir 
les données symboliques en données transactionnelles. 

  
2.3. Extension de la structure de données FP-Tree (eXtended Frequent Pattern : XFP-tree) 

 
Une des méthodes d’extraction des motifs fréquents, FP-growth, consiste à construire d’abord une 

base de données compressée appelée FP-tree [HAN 00] dans laquelle chaque transaction est 
représentée par un chemin dans l’arbre et les comptages de fréquences sont reportés avec les articles 
dans les nœuds. Cette caractéristique est bien adaptée à notre problème car elle distingue le support 
par article.  
Nous construisons d’abord une extension de FP-tree, appelée XFP-tree, dont l’organisation des nœuds 
est définie par un ordre relatif qui nous permet d’optimiser l’exploration des sous-ensembles 
fréquents.  
 
Définition 2 (Ordre relatif) : Un ordre relatif dans un XFP-tree est une organisation ordonnée de ses 
nœuds. Il est établi en plaçant les nœuds (articles) dans l’arbre selon l’ordre ascendant des MIS de ces 
articles; si deux articles ont le même MIS, ils sont alors ordonnés par ordre descendant de leurs 
fréquences. 
 
Exemple 2 : Soit un XFP-tree tel que les  MIS des articles sont : MIS(a1) = MIS(a3) = 40%, MIS(b2) = 
20%, MIS(c1) = 45%, MIS(d1) = 30%. On prend comme ensemble d’articles L = [a1:8, c1:6, b2:5, a3:5, 
d1:5] dans lequel chaque article satisfait son seuil de support. L’ordre relatif des éléments fréquents 
donne : b2>d1>a1>a3>c1. 
 
2.4. Extraction des motifs fréquents à l’aide d’un XFP-tree 
 

La construction d’un XFP-tree comprenant un ordre relatif d’éléments fréquents fait que cette 
structure est moins compacte que celle du FP-tree d’origine. Cependant, elle s’avère très efficace lors 
de l’extraction des motifs fréquents grâce à l’ordre relatif. Afin d’explorer les informations contenues 
dans le XFP-tree lorsque les seuils de supports (MIS) ne sont pas uniformes, nous proposons d’étendre 
l’algorithme FP-growth pour extraire l’ensemble des motifs fréquents. Pour ce faire, nous nous basons 
sur le lemme suivant : 
 
Lemme 1 : Soit a un sous-ensemble fréquent multi-supports, B un ensemble de chemins de l’arbre 
XFP-tree incluant a et soit β un élément de B. Si a est fréquent et le support de β satisfait MIS (β), 
alors l’ensemble d’éléments <a,β> est également fréquent. 
 
Ainsi, à partir d’un sous-ensemble fréquent multi-supports, on génère des sous-ensembles fréquents 
multi-supports plus grands. Pour plus de détail, se référer à l’article complet dans [ref BDA]. 
 
L’exemple ci-dessous illustre la procédure générant tous les sous-ensembles fréquents multi-supports 
comprenant C1 :  
 
 
 

                                                           
1 Une base de données transactionnelles est un ensemble de sous-ensembles d’articles (données catégorielles) 
d’une même transaction. 



 
 
 
 
 
 
 
.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
3. Expérimentation 
 

Cette méthode a été implémentée et testée sur des données symboliques relatives aux accidents 
routiers et dont certaines variables telles que les impliqués ou le voisinage sont multi-valuées. En 
fonction de la variable, la fréquence des valeurs peut varier énormément. Lors d’une première phase, 
l’outil affiche ces fréquences afin d’aider l’utilisateur à estimer les bons supports par variable. Ensuite, 
l’algorithme retourne les seuls fréquents vérifiant les critères de support donnés par l’utilisateur. Le 
temps de réponse est quasi-instantané sur près de 30000 individus. Les résultats des tests ont bien 
validé la méthode d’un point de vue fonctionnel et sur le plan des performances. 
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Figure 5:  une procedure génère tous les sous-ensmebles fréquents multi-supports le nœud C1 
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