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VORWORT 

In dieser Arbeit werden 2^2-TeilchenGbergangsprozesse 
fDr Teilchen mit beliebigem Spin im Rahmen der relativisti­
schen S-Matrixthearie untersucht. Hierbei dient zunächst die 
relativistische Invarianz zur Definition der möglichen kin-
matischen Situationen, Dann muss versucht werden die S-Ha-
trixelemente fur diese Prozesse in einer Form anzugeben, so­
dass Grossen rein dynamischen Ursprungs, z. B. die Helizi-
tStsamplituden im Schwerpunktsystem, auf natürliche Art her­
vortreten. In diesem Rahmen können dann die Konsequenzen von 
UnitaritSt und AnalytizitSt der S-Matrix für dies dynamisch 
bestimmten Grössen formuliert werden« Diese Fragen wurden 
ausführlich im ersten Teil der vollständigen Version dieser 
Dissertation untersucht. Im vorliegenden Text werden die 
entsprechenden Resultats kurz zusammengefasst und hienach 
das Hochenergieverhalten von HelizitHtsamplituden studiert. 
Das Ergebnis ist die Verallgemeinerung von Resultaten Ober 
den spinlosen Fall. Im dargelegten Formalismus können auch 
sämtliche Fragen im Zusammenhang mit der Fortsetzung des 
Drehimpulses zu komplexen Werten in enger Analogie zum spin­
losen Fall diskutiert werden, doch wird in dieser Arbeit 
nicht nSher darauf eingegangen. 

An dieser Stelle möchte ich meines verehrten akademi­
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ich för die Aufnehme eis Mitarbeiter am Physikalischen Insti­
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I. - EINFOHRUNG 

Im ersten Teil der vollstSndigen Version der vorliegen*= 

den Arbeit (im folgenden mit I bezeichnet) wurde gezeigt, dass 

eine weitgehende formale Analogie zwischen der Beschreibung 

der 2-»>2-Teilchen-Reàktionen von Teilchen mit beliebigem Spin 

und jener von epinlosen Teilchen besteht. Im ellgemeinen Fall 

können, die 5-Matrixelemente z, B0 durch die Helizitätsamplitu-

den ŷÊ tVV v»(j,0; JJ,j$) im Schwerpunktsystem sowie, durch Inva­

rianzeigenschaften» explizit bestimmten Funktionen, beschrieben 
2 

werden. Hierbei sind s = ( EnBrgie im Schwerpunkt-System .) , 
9 s Streuwinkel im Schwerpunkt-System, /v',y* 

Vv*"'- Hell2i" 
tatsindices der einlaufenden (auslaufenden) Teilchen, J ( g ) = 

Teilchentypen im Anfangs (End) -Zustand, d.h. Masse, Spin etc. 

(die Teilchen seien eis nicht identisch vorausgesetzt). 

Diese Frage wurde in I in allen Einzelheiten untersucht. 

Im vorliegenden Text sollen hauptsächlich einige ,allgemeine 

resultate über Helizitätsamplitudefv dargelegt werden, welche 

ein vollständiges System von rein dynamisch bestimmten Grössen 

bilden. 

Die DrehimpuIs-Analyse dieser Amplituden ist der Par— 

tialwellenentwicklung für spinlose Teilchen weitgehend analog« 

Die Unitaritat des 5-OpBrators drückt sich in gleicher Weise 

wie fOr die Partialwellenamplituden im spinlosen FsIl aus. 

Auch analytische Eigenschaften lessen sich für die Helizitäts-

amplituden relativ einfach formulieren, indem kinematische 

Singularitäten durch Abspalten von explizit bekannten Faktoren 

separiert werden können, sodass der Einfluss der dynamischen 

Singularitäten direkt untersucht werden kann. 

Die heutigen. Untersuchungen Ober den S-Operatar bestehen 

zu einem grossen Teil in Versuchen, analytische Eigenschaften 

von Funktionen der .Art der hr':'^,.* mit den aus der UnitaritSt 

folgenden Bedingungen zu kombinieren, um daraus Aufschluss Ober 

die expizite s-, 0-Abhängigkeit zu erhalten. Diese Untersuchun­

gen beschränken sich zumeist auf Reaktionen mit spinlosen Teil­

chen oder Teilchen vom Spin 1/2. DBr oben angedeutete SachvBr-
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halt kann als Ausgangspunkt zur Verallgemeinerung solcher Er­

gebnisse dienen. 

Als Beispiel wShlen wir das Verhalten der Amplituden 

"/*'£"/*•'*" CS, 0) bei hohen Energien, d.h. s—r»oo und -<*£ £ s 

cos0Ä-M (der Einfachheit halber wird nur die elastische 

Streuung untersucht und die Symbole 'S ,¾ werden nicht mehr 

angeführt). Im Rahmen allgemeiner Eigenschaftan der S-Matrix 

wurde dieses Problem zuerst von Froissart für spinlose 

Teilchen diskutiert. Als Resultat wurde für die 5treuampli-

tude h(s,9) « K»oo fc, 0} eine Schranke für das Anwachsen bei 

hohen Energien gefunden: 

IhU1O)I < 

« V S - f l o g J f fails O=O oder TT 

C1- (ün6) z • S* (1*3 s)* ,falls o<9<i. 

Zur Herleitung wurde unter anderem Holomarphie der Funktion 

Ii(S1B) in der geschnittenen z-Ebene nach Handelstam be­

nutzt. 

Greenberg und Low -- und Martin (für eine zusammen­

fassende Diskussion vergi. konnten dieselben Schranken für 

h(s,8) herleiten, wobei jedoch nur Holomaphie des absorptiven 

Teiles A(s,e) von h(&,&) in z in einem Gebiet E., * , ACs)= 4+Uföqhi), 

t0>o und unabhängig von s, q = Betrag des Teilchenimpulses im 

Schwerpunkt-System, verwendet wurdB; E. = Gesamtheit der Punkte 

der z-Ebene im Inneren der Ellypse mit den Brennpunkten - 1 und 

der grossen Halbachse b. Physikalisch entsprechen einem solchen 

Analytizititsbereich immer noch Kräfte endlicher Reichweite . 

Weiter wurde gefunden , dass zur Verbesserung der Schranken (1) 

Holomorphie in z in E.. , nicht hinreichend ist 6) Dieselbe 

Methode lSsst sich auch für den feldtheoretisch bewiesenen, el-

lyptischen Holomorphiebereich in z anwenden und ergibt dann 

schwächere Schranken als (1) 
4,6) 

Damit ergab sich nun die Frage, ob durch Betrachtung ei­

nes grüssern Halomorphiebereiches in z die Schranken (1) ver­

bessert werden können. Unter Verwendung von Holomorphieberei-
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chen fQr l"l(s,ö) vom Typus D(s) (= Durchschnitt der geschnittenen 

z-Ebene mit Schnitten A(A)^J^+OO und -OÖ£ a ̂  - Afc) und eines 

ellyptischen Gebietes E. mit von s unabhängiger Halbachse b ~>A 

° 7 B) ° 
fanden Kinoshita, Loeffel und Martin * als Resultat 

|hfs,e)| < C3 -(sine)"
2 (Logs)72

 f S-^00 t (2) 

falls o4. 6 < IT ; für 9«o oder IT ist eine Verbesserung der 

5chranke (1) im Rahmen der dargelegten Voraussetzungen nicht 

möglich* Die s-, 8 -Form dieser Schranke hingt dabei nicht von 

der Grösse der zur Definition von D{s) benotigten s-unabhSngi-

gen Ellypse ab. Die Herleitung dieser 5chranke zeigt nicht, ob 

diese optimalen Charakters ist« Die gleichen Autoren unter- . 

suchten auch die Streuung zweier Teilchen des Spins O und des 
9) Spins 1/2, während in die Streuung zweier Teilchen des Spins 

1/2 diskutiert wurde; in beiden Ffillen ergibt sich im wesentli­

chen das Resultat {2). 

Im folgenden werden entsprechende Resultate für die 

Streuung zweier Teilchen beliebigen Spins, unter Ausnützung der 

eingangs erwähnten formalen Analogien zur Streutheorie spin­

loser Tßilchen hergeleitet, 

II. - DAS HOCHENERGIEVERHALTEN DER FUNKTIONEN h_. _- . „(s,e) BEI 
/* /* /* ^ 

HOLGMORPHIE IN Z IM GEBIET En, .. A(s) 

II.1. Die grundlegenden Annahmen. 

In diesem Abschnitt seien die dem folgenden zugrundelie­

genden Annahmen zusammengefasstï 

a) FOr die HelizitStsamplituden gilt {siehe Anhang I) 

eine "Partialwellenentwicklung" 

, / (3) 
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& °° 
••V/S»" (5' 9^ - -¾" S (2*1* 2/ • *) • h!=>-»' &.*'>• 

reo 

• V' (a) , 

4) 

h* 

C(S^1 Z1 «.)=* (6) 

Hier ist h^i-- <<»(*,«•'•#/£) die Obergangsamplitude bei festem Dreh­

impuls 3» c'y: f -P0-̂
-A'.'/**/') das Jacobi'sche Polynom 1 0' n-ter 

Ordnung vom Typ \f.-j*\t l̂ yil und JL ap.*~ JL * t /*,= /*'-*+'' ,JS.= grössere 

der beiden Zahlen f*. und Jk. f Ji s -1-(u»•£|+)«-Jü|) = grössere der 

beiden Zahlen 1̂1 und l̂ i , &. = U.|*|£| —J" = kleinere der 

beiden Zahlen j»»l und \Z,\ . 

Iv und M, sind als Komponenten des totalen Drehimpulses 

entweder beide ganzzahlig oder beide halbzahlig; dies bedeutet 

Msi JZ/ = ganzzahlig. 

b) Falls S>0n'+rn*) * ist der absorptive Teil Ani-« • »(s,6̂  

van hsüV*»* (&|0) holomorph in z im Gebiet E,, .. Als Folge hie-

von konvergiert die' Entwicklung vom Typ (4) von A r£» .'.• (s,flj in 

Jacob i * sehen Polynomen vom Typ l**»-i| ^M-*h\ i-m Innern von E , , . 

Diese Analytizit3tsannähme geht zwar Ober die feldtheore­

tisch bewiesene Lehmann * sehe Ellypse hinaus, ist aber viel schwä­

cher als Annahme von Mandelstam-AnalytizitHt. Wegen der Positi­

vi tStseigen sc haften von Aityr * (*,ö) » siehe die Ungleichungen 

(8), sowie der Konvergenzeigenschaften von Reihen des Typus* 

(4) folgt unsere Annahme sogar schon aus der Existenz einea be­

liebig kleinen Holomorphiegebietes, welches das Intervall Ae^-C 

A(s) enthält. Physikalisch bedeutet dies den Minimalbereich, 

welcher noch KrSfte endlicher Reichweite garantiert. 

c) Die UnitaritSt3bedingung fEJr den 5-0perator ergibt 

die Ungleichungen 
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f u r b e l i e b i g e ff,/?* 

d) T e m p e r i e r t h e i t der Funkt ionen haJa*^'**" (^1S) : 

l^js>X<M)l < Cs" ; (e) 

wobei A < 2. <. A(s) » S^Si Xm'+jn1') , m' und m" = Hassen der stos-

sendBn Teilchen und s.t N, C unabhängig .von z, s und I^Ä", V1A^
1' 

sind. 

Die Temperiertheitsannahme ist zur Zeit hauptsächlich 

technischer Natur und dient zur Beschränkung der Diskussion 

auf eine ganz bestimmte Funktionenklasse. 

II.2 Abfallen der Funktionen h y a y » " (^.^'tp fur Q"'-» oo . 

Die Untersuchung des Hochenergieverhaltens von ^/S.'£.'M'M.I &|ö) 

zerfällt in zwei Schritte. Zunächst kann auf Grund unserer An­

nahmen eine Aussage über das Abfallen der hfi*=«ta.'».i>(sl<5"'*y£) für ff'-*« 

gemacht werden f woraus sich dann die Hochenergxeschranken er­

geben . 

Zunächst wird nun das Abfeilen mit o"'-»«o von Om ^M'M'M.'»* (t,°" 

bewiesen; mit Hilfe von (7) ObertrSgt sich diese Eigenschaft 

auf hpi&y a (S1S-',^) . Aus (4) folgt für 4<2< A(s) 

A^y-y» (i,8) =-^-2 (2ö"'+ 21/^) -Jm h A » V - (s, «•*) • 
T «k» (9) 

da för. ̂ ,'»V i B « ? ; ^ S «* gilt; es ist **.»*£» |<M und damit 

C(,G*t R jg)=.Jl » sodass mit (5) 

Wegen o,î>4 und der UnitaritStsbedingung (7) besteht die 

Summe (9) aus nichtnegativen Summanden; es gilt demnach 
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fOr -16 m £ A(S) « Die Temperiertheitsbedingung (8) und das Re« 

sultat (A17) aus Anhang II ergeben 

.[IM]'*11 [«•VFTTT*, 

wobBi «i^A'tt), A'ft)*4*i£/2f\e f o<V<t, , «>•*« ,
 c > 0 

und unabhängig von s» Diese Abschätzung ist optimal fGr den 

grBsstmBglichen Wert des Argumentes im letzten Faktor» d.h„ 

z = A*(s) mit t* m8glichst nahe bei t... 
O O 

Durch Anwendung von E+/2*-4 > 4¢̂ 2(6--1) 2>>f kann nun 

{12) umgeformt werden zu 

S>Si , fc>o und unabhängig von s. Mit (ID) und (7) ergibt (13) 

nun allgemein 

Ih^y-^v^)!* * amh^>w.(5psrV) < C1 s
w* W ^ * ' ] 1 (14) 

s>S» (yK'(£V;yft" beliebig. FDr genügend grosse Werte von 3"' 

klingen demnach die Funktionen.' tevs'/»'-»^6*/*) axponBntiell ab. 

II.3 HochenerqqieverhaltBn der Funktionen hjsy^'^g (S|6) ,. « 

a) Vorwärtsstreuungi- z = 1. Aua (4) folgt 

Ï15) 

Aus (5) und Ct!?* 00,^,/5)4 £(?',£,&) £ C(«**ff ,/5,/e) erhalt man 
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!»£•/»»> U 1 O U «•,>£,*)* Ih*.^»' (S1
5-V)I • tifi) 

Falls man noch (A22) und A(24) verwendet, wird aus (15) 

I * 4 ' Ä > X (s, 0) I < Ct JE <a<rt. 2 Ä • *) (<r'+ l/^l) ^ ' . 

(17) 

oo 
fDr Ä>SJ • Die Summe wird nun in zwei Terme aufgeteilt, 2 ™ 

e, '+• Ç , (IB) t wobei im folgenden Gj geeignet gewählt wird. 

Im' ersten Term wird die Schranke th^z»^, »(s,v'^)\^A und im zweiten 

die Schranke (14) verwendet. Mit der Wahl 

«•«»' = (-!•£)-̂  & l°38 . £>° i (19) 

findet man exponentielles Abklingen des zweiten Termes in (18) • 

mit wachsendem s. Der erstB Term ist kleiner, als C3 cj V*"̂ *! . 

es existiert also eine Schranke 

Ih>J*"»-<a.0)l< C* i & togs) 2* 1^ 1 , (20) 

für 5>&3 • Wehrend dies vom Froissart'sehen Resultat (1) ab­

weicht» folgt mit (3) fDr die physikalischen Amplituden für S>Sa 

Ä * / * : ^ » < (S1O)= « , (21a) 

/L../* t lh^>^- (*,D)| < cs ô((ogs) . (2ib) 

b) ROckwSrtsstreuung: z = -1. Unter Benützung von (A23) 

ergibt sich mit (A24) analog zur VorwSrtsstreuung fDr &>Si 

Ih>^ A>- (S,ir)| < C4 (VS" l09*)*\^*
A l . (22) 

FDr die physikal ischen Amplituden f o l g t wiederum fOr S>S$ 

f> + ~f** ^ J B . ^ . (fi,fr) » O } (23a) 

/ü =- / * • : Ihp^ffy^« U1Tl)I < C* S (logs) . (23b) 



e) Streuung für -A<i<t4 „ Hier verwenden wir das Resul­

tat (A32) aus Anhang II. Cas bei der VorwËrtsstreuung angewen­

dete Verfahren ergibt in diesem Fall för s>* 5 

•»fc^X .<*•*' < C* K'^''^^0«-) ** (lo9*)Vl, (24 

För die physikalischen Amplituden folgt 

I^vv»« (s. e> I < cs (one)" s*1 (fa*s) * f (25 

III. - DA5 HÜCHENERGIEVERHALTEN DER FUNKTIONEN h^»^'-» (s, ©) BEI 

HOLOMORPHIE IN 2 IM GEBIET D(s)i 

In diesem Abschnitt wird das Hochenergieverhalten der 

Funktionen 0SJB1V-I (6(8) » <x&<ir ? unter folgenden^ im Vergleich 

zum letzten Abschnitt stärkeren Annahmen untersucht: 

b') Falls SXmVm") , ist h^a-^'^» (t,0) holomorph in z im 

Gebiet D(s). 

d'} Temperiertheit im Gebiet D(s). 

Da die Froissort'sehe Schranke fur Vor- und REhwärts-

streuung schon ira spinlosen Fall nicht verbessert werden konnte, 

beschränken wir uns auf o< © <. V . Das Verfahren besteht darin, 

mit Hilfe einer geeignet gewählten Funktion 9 w v * ' ' s i w ) ^ie 

gewünschten Eigenschaften von ^s.'Js.-^.,^<* (*i *0 herzuleiten. 

III.1 Die Zuordnung, h ^ ^ ' («.9) — ° * J ^ y ^ ' U ^ ) 

Wir definieren h/tu^y» (&t*.™da& ô)is h^i^y, (S1O) • Auf Grund 

der Voraussetzungen a) und b*) sowie der Resultate aus Anhang 

III» g) kann dieser Funktion die Funktion JÏ^»^.*,» (C,wl zuge­

ordnet werden» sodass 

(26Ï 
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30(S) 

Îffî/lff C&,w) ist holomorph für { W; we[Cfl(V) V a C e ^ ^ n DW)] B 

£(S) J » wobei r4(»)a rfc>-€4>4 , £«>o und btrö)! * A(s) . 

Analog zur Darstellung von haj^-t^« (S1*) durch eine Jacobi' 

sehe Entwicklung in E ^ Q ^ } existiert für 9z'£»—•«.• £irW) die 

(A52) entsprechende Entwicklung in Potenzen von w für wfC,^ 

Während nun die Konvergenzellypse £*"£««] dei Jacobi'schen 

Reihe mit wachsender Energie in das Intervall -46 * £*-l degene­

riert, bleibt der Konvergenzkreis endlich und geht gegen den 

Einheitskreis. Dies ist der entscheidende Gewinn beim Übergang 

zur Funktion ^pn^t^m (S1 Ml) -

Mit Hilfe der Unitaritätsschranke in der Form von Vor­

aussetzung c) kann für w £ C1 folgende Abschätzung hergeleitet 

werden 

Schliesslich übertragt sich mit Hilfe der Darstellung (A26,27) 

die Temperiertheitseigenschaft {Voraussetzung d1) auf die Funk-

t i o n Z?F/*Wm (S'W> ' 

wobei w e O W . S ^ X n t ' t m ' ) ^ C , M4 S t unabhängig von w. 

".lit (29) und (30) hat man zwei obere Schranken fur die 

Funktion $zpz*-,i~n ft(W) erhalten. Da 40)*/2" für grosse s, 

ist die erste unabhängig von s; weiter gilt sie für **€ C1 . Des­

halb ergibt sich nun die Frage nach dem Verhalten einer im Ge­

biet D(s) in w holomorphen Funktion g(srw) auf dem Einheits­

kreis » w Ê"9ç,f für die im Innern des Einheitskreises eine Seh ran* 

ke des Typus' (29) gilt, wHhrend im äussern des Einheitskreises 

ein mit (30) verträgliches Anwachsen mit s nach einem Potenz-
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gesetz erlaubt ist. För eine solche Funktion gilt 
B) 

31: 

wobei S^S3 XnV^m
0) 1 , A - Jsinel/Logs < r £ 4 , a< 6 < T • Zur 

Herleitung dieses Resultates ist notwendig, dass D(s) für s = °o 

endlich ist {da W* 4,-i ̂  £(s- (*0 , kann keine Aussage für diese 

Werte von W € 9C-4 gemacht werden). 

III.2. Hochenergieverhalten der Funktionen hay;»»y(S| fl) , O p t i , 

Eine Aussage über das Hochenergieverhalten der Funktionen 

h-r-, , „ ^t, Q) erhält man nun, indem man die Schranken (29) 

und (31) für flt'yB'yHV" C*'w) ™i-^ Hilfe einer Darstellung des Ty-* 

pus' (A57) auswertet, d.h. für -4<l*-*A gilt 

.('/*-Ä IJ/1 V=O, 
! « » • (*.*>-^T 1 ^ K - ' ' - ' - 'U 1W) 6Bla._,_.(«,w>. 

w>>" 
(32) 

f(« 

Für die Abschätzung dieses Integrales verwenden wir für den 

absoluten Betrag der Funktion K(,'***''Ä,',/,*V='>(8, w) für w „ r e t l 0 , 

0&r& A g folgende Schranken; 

a) 

!Ma1W)I > Vä h-7 for\&\ (33) 

b) Für *,^ >o und ganzzahlig gilt längs £(é) : 

Die Integration in (32) längs des Weges ^(e) zerfällt 

in die radialen Teile und in die Integration längs zweier k1ei­
lt d 

ner Kreise um w = 6 . Der von diesen herrührende Beitrag 

verschwindet. Da die Schränken (29) und (31) für ira^i.* (s,w) und 

die Schranken (33) und (34) nicht vom Vorzeichen von 9 abhän-

gen und beim Umlaufen der Verzweigungspunkte w = S die Wur­

zelausdrücke nur das Vorzeichen ändern, erhält man aus (32), 
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f a l l s man noch d ie S u b s t i t u t i o n ^4-r — X a u s f u h r t , d ie Ab­

schätzung 

I h ^ y x (s,0)l< ("-a) <<*•*> UmO) C 4 J d x x * * C j £ J d x j 

(35) 

wobei £ « sin 9/log S , S > Sq > (m' + m 0 ) 1
 0 

Damit erhilt man für »̂£»*,'«««(sl6) die 5chranke 

für S >se >(m'+m") • F
-Or die physikalischen Amplituden ^£%*/^'M.* (*(6) 

folgt mit (3) für S ) S f X m V m ' ) 1 

lly^y^. ft,9)U C, Cfiin©)"2 (togs)*1 (37) 

Damit sind der Schranke (2) für spinlose Teilchen ent­

sprechende Resultate für die Funktionen hp»r«v—• (S1 8) ermit­

telt. 

ANHANG I 

Ziel dieses Anhanges ist den Zusammenhang zwischen den Ma­
s' 

trixelementen à-*»(*) der irreduziblen, unita re n Darstellungen 

dar Drehgruppe R und den eigentlichen Jacobi'achen Palynomen 

zu finden. Damit wird zugleich der BBweis der Aequivalenz der 

Entwicklung (A) mit dar Jacob-Wick* sehen Darstellung für 

^Pf."/*•>•" ('< fl) erbracht. 

AI, 1 Jacobi'sehe Polynome Pn OO für spezielle negative Werte 

von « und ft . 

Im folgenden bezeichnen n, t , € stets ganze Zahlen. 

io; 
a) Nach gilt : 

12 



f K* M. <g> ,-« *./ ̂  w / 

h -¾, o , /V beliebig, 44 C < n . 

b) Behauptung* 

"PT" tx + i) rn_e («) ; 

n > o , o( beliebig, 4{ ̂ n . 

Beweis: Wir benutzen 

n^o , Ä beliebig,4^ t i n . Dies ergibt 

woraus (A3) folgt. 

c) Behauptung: 

<<.«0 

n > o , o < U n , o 4 « U n , « + « ' i n . 

U l ) 

(A2) 

(A3) 

(A4) 

Beweis t 

n>o , ^ i ^ n , 

i>o ^ { ^ n , 4* l'i n p *+«'4 n. 

A5) 
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Nun gilt C ? M ) / ( V ) C ? ) « A , sod ass aus (A5) die 

Behauptung folgt. 

er 

AI.2. Zusammenhang zwischen duy (i) und verallgemeinerten Ja­

cob! 'sehen Polynomen. 
6* H) 

Die explizitB Definition der Funktionen ot-,„t*> und 

jene der rn ' C*) ' ergeben 

^ f lo -« J U/.), U/oi ("-s) <**•> P— ^ (A6) 

mit -fftf̂ ,*» i + e- , Da ff",/*, v entweder alle ganzzahlig oder al­

le halbzahlig sind folgt, dass G"~* , *»-/*• , vti* stets ganze 

Zahlen sindu Gleichung (A6) ergibt Fälle, in welchen verallge­

meinerte Jacobi'sche Polynome mit negativ ganzzahligen obern 
ff 

Indizes vorkommen. Ziel des folgenden ist, beliebige dyw (¾) 

durch eigentliche Jacob!'sehe Polynome auszudrücken, deren 

obere.Indizes grösser als -1 sind und welche sich durch beson­

dere .Eigenschaften auszeichnen. 

Wir bemerken noch, dass trivialerweise stets 

fi> 4 <? , (AT) 

/** = grössere der beiden Zahlen l̂-l und IwI , gilt. 

AI.3. Zusammenhang zwischen tLny (i) und eigentlichen Jacobi' 

sehen Polynomen. 

Um'diesen Zusammenhang herstellen zu können, müssen zunächst 

Fallunterscheidungen nach verschiedenen Indizeswerten defi-• 

niert werden. Anschliessend wird mit Hilfe der Resultate aus 

AI.l der gBWÜnschtB Zusammenhang ermittelt. 

a) Wir unterscheiden folgende 4 FBlIe; 

Ii Falls i>t/t.>o}?-/* ̂ o, ist stets 

^ » IvI «. V . tf-V >o . (A8) 
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I I : F a l l s \)+yK>o.u**fH, i s t s t e t s 

p = lyul s /i*. i (T-v > - 0 > - / O M . (A9) 

I I I : F a l l s v+^i-x, V- /* ïo , i s t s t e t s 

p, » 1̂ 1 s -f» j ff- v > - Cv*/*.) > 4. (AlQ) 

IV: F a l l s ^+/*-<-4, v~/*<-4, i s t s t e t s 

JZ = ivi - - * , < r - n - 2 o - ( ^ / * ) > l (Al l ) 

In den Folien I - IV ist jede Indizeskombination /U-.Y* enthalten 

und die Resultate {A8-11) können leicht verifiziert werden. 

b) Zusammenhang zwischen dLtf (¾) und eigentlichen TJ, ,f(i) 

It v ^ > / « , v-/fc> o * WÏ/* , yto « IwI ™ V . (A12) 

Gleichung (A6) drückt d*v Ca) unmittelbar durch eigentliche 

Jacobi'sche Polynome aus. 

II : v*.^^o ( v-/^4-4 » «</*. ( ^ s 1̂ 1 a /* . (A13a) 

Mit (A9) und (Al) folgt 

Damit wird aus (A6) 

<V»-H) ^/U.liU), ^*> <*»> V <a>" 
(A13b) 

15 



U l i %*+/*. i -A v - / * > o 1> V > / * , /Z « I / * ! « - / « - . (A14a) 

M i t (AIO) und (A2) f o l g t 

Damit w i r d aus (A6) 

*« - «- mm. c-r^-r^e^u,. (A14b) 

I V : M t y u i - H , V-^i-A » *></*- , /S « K»| - - \>. (A15a) 

Mi t ( A l l ) und (A4) f o l g t 

•kv» CÄ) « 2 <-"> ¢"-*) <«*> 1Jr**, <*> • 

Damit w i r d aus (A6) 

(A15b) 

(A12) und (A6), (A13a) und (A13b), (A14a) und (AlAb) sowie 

(AlSa) und.(A15b) zeigen, dass sich in allen vier Fällen und 
. « • 

damit für beliebige uf» fur <*-.,> (¾) folgende Form ergibt 
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f Ä ^ ("2) P-V «> < 

= grössere der beiden Zahlen |y*-|(|v| 

= kleinere der beiden Zahlen !/»»-!,Ivi 

ZL = grössere der beiden Zahlen *«, \>. 

(A16 

ANHANG II 

In diesem Anhang werden einige mathematische Resultate 

ober Jacobi'sche Polynome hergeleitet und zusammengefasst. 

s) Behauptung: 

^"»»ßS <*-«>"' C-^) ' (A17Ï 

>•«/ £=*0,".1. / n - ° , - * , 2 / /**->! -»*,x 

Beweis: Nach Szegö gilt die Rekursionsformel 

?„"•"«> - ^ ( W f fr.»?„<°^M • (hM)-CMft>} • («e: 

Die Nullstellen der Jacobi'schen Polynome Pn 00 n» o ( A12,..-, *>-4t 

ß>-4 * liegen im Innern des Intervalles -4<x4M und es gilt 

1>Kp)(K)>0 % x> * A . Falls X>* ,̂ =-1,2,..., und n» ©,*,..» be­

steht demnach die Summe in (A18) aus positiven Summanden und 
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es folgt die Ungleichung 

?„<•.»> (x>> *im£L (mf4 ?n"^-4iM , (A» ) 

für Xi1 4 . r>- o,*(i, ;^*4, • Dies ergibt 

P„',,P)60 > <*•<•)"* ?« W , (A20) 

wobei P (x) = P ' (x) das Legendre*sehe Polynom des Grades 

n ist. FDr Legendre'sehe Polynome gilt die Ungleichung 

x> A : n= O1A1.... i yx*-7 -*x, x —*.o 

Aus (A2D) und (A21) folgt nun (A17). Ungleichung (A21) ist in 

Ref. mit einem falschen numerischen Faktor angegeben; die 

richtige Form wurde in I ermittelt. 

b) E= gut 1 0 ) 

fff> I*-*)- M , (A22J 

Dabei gilt die Ungleichung 

(V) < <"••)* (A24, 

f ö r n c 0,-4, 0 ^ * 0 / * * ! • Das G l e i c h h e i t s z e i c h e n g i l t f ö r * » o 

c ) S c h r a n k e f ü r I ? n
K ^ 0 0 I » ~4<x<+4: 

Es s e i m i t x = CO* 9 » - * <x < * A , 

U^M = (k* .»00) C P <x) , ( A 2 5 ) 
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wobei 

>,f« (X) - 2 (4-x) (*+*) ( i -x 1 ) . (A26) 

Mit P n ^ - O - r--0n P ^ ( X ) f o l g t 1 0 1 

(A27) 

Wei ter g e l t e M0 » m a x | v n
 r (x) | , f a l l s O jx 44 ; wegen (A27' 

f o l g t dann mi t M^ 'H. max |tfn
KW(x)I , f a l l s - y i a * o , 

: <-.i« M M fAi«) (A28) 

Nun g i l t I D ) 

lim (/7T M ^ } ) 
n-*oo 

A(<oo) M//ÏT , A > Vz 
(A29: 

wobei A>/t • Falls ß ¾ - </l , folgt wegen (A28) die Gültigkeit 

von {A29) auch für Mn'*'^ . 

Definiert man nun M n
 l W als grSsaere der beiden Zahlen 

M < * ^ und A n ^ - M?'"° , so gilt 

•fî i» = max] U ^ M I (A30) 

f ö r - 4 < x ^ > 1 . Für d ie uns i n t e r e s s i e r e n d e n Werte dm o,4,— und 

£ t. O , * ,->* 
folgt aus (A29) 

Um (Vn Hn
W'M)-A (A31) 

f<*.ß) rait A > 4/V5" . Da die folge der Zahlen i/n" Mn
 JPJ für endliche 

Werte von n aus endlichen Gliedern besteht, kann wegen (A31) 

eine endliche Zahl B ( >0 ) so gewählt werden, dass für n = 0, 

1, 2 KVnT MfT'^ ) - A l < B - Dies ergibt nun 
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Mit der Definition (A3G) von M n
 (*'& und mit (A25,26) folgt 

hieraus 

1P„(*,N60| <Ck*»MA//n, (A32) 

für -A<X*.*4 ,X»toSfl. 

ANHANG III 

In diesem Anhang werden Resultate Ober erzeugende 

Funktionen von Jacobi'schen Polynomen und -Funktionen sowie 

über Jacobi'schen Entwicklungen speziell zugeordnete Potenz­

reihen hergeleitet. 

a) DE finitionBn: 

G = Gebiet in der komplexen z-Ebene = offenB Punktmenge in 

der z-Ebene 

36 = Menge der Randpunkte von G 

6 U 3 G o G = abgeschlossenes Gebiet 

A* = KomplementEärmenge der Punktmenge A 

I = f » ; - 4 < S 4 - M } 

C = i W1' lw| < r , w € komplexer w-Ebene J 

t& fil 

b) Die erzeugende Funktion der Jacobi'schen Polynome Pn *"(& 

Da wir P.̂ *'̂  nur für ganzzahlige, nichtnegative Werte von * 

und & benötigen, beschrSnken wir uns auf diesen Fall, um die 

Terminologie zu vereinfachen (die Diskussion kann aber auf be­

liebige * und fi übertragen werden)e 

Die erzeugende Funktion der Pn"(*) ist definiert durch 

Kf *»<«,*)- 1 V ? „ K W 0 . (A 33) 
ris* 
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FDr Jacobi'sche Entwicklungen mit Koeffizienten a gilt 
n 

10) 

Um sup |onl = (b • Vff-4 ) (A34) 

wobei b =• grosse Halbachse der Konvergenzellypse. Dies ergibt 

M = b- J^Ä . 

Dies bedeutet, dass (A33) fDr Wertepaare (w,z) konvergiert mit 

{ w( a / we Cr ; s € E bfr)=*Mr*r-«) ' 

IG: 
Nach SzegB gilt 

ÄTP „-* 

o<r 

-P 

-1 
(A3SJ 

K ^ ( I 1 W ) - a P K~\«,w) (>I-W*K(Ä,V)) (-<•** K(e,w>) , (A36 

K(B1 O) « -1 . 
ÎA37) 

Die Funktion IĈ  '*'(8,W) hat demnach dieselben singulären Stel­

len wie K(z,w). 

Wir definieren nach die Funktion K ' (Ä,U) durch 

Diese Reihe konvergiert für Wertepaare (u„z) mit 

{-1/,¾;- w e c ; , * * £ b £ r ) # 4tr<o*} * 

Aus (A38) und (A33) f o l g t 

( A 3 9 ) 

K** P ( 2 , ü ) - W'4 K/*'P> (¾ , U**) , ( A4Q) 
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wobei das Vorzeichen der Wurzel in den drei von K(z,u ) ab­

hängenden Faktaren von KJ,*(& ,0**) in mit (A36) konsistenter 

Weise gewählt werden muss. Dann ergibt sich mit (A36) 

(A40M 

Dies zeigt unmittelbar, dass K (&,u) dieselben SingularitSts< 

stellen besitzt wie K^'fya,*) . 

c) Die Funktionen K- (B1^) , 1 = 2,, 3t 

K1, (B, w) ist definiert durch 

K^fe-)-S /C'" P*»to , (MD 

k**'^ = P(Qf̂ ) r ( n t ^ M (A42Ï 

Falls et= 0(, ß = 0,1,2, oder ß o 0» A = O9I , gilt 

JCa<*,^> (a,W) « Kj*«W (e,w) . Es braucht also nur der Fall 

^ = 1,2 p ft = 1,2,.«... untersucht zu werden. Da lim kn 

.= 1, folgt wiederum (A35) fOr den Konvergenzbereich von (A41). 

Um den geschlossenen Ausdruck für Kt (8,w) , « = 1*2, 

6 = 1,2,...... zu finden, benQtzen wir ein Resultat von Braf-
12,13) 

man 

K J * W S (m*^>-V C" '«**>(*) 

(A43J 

falls nicht * = (i « G, 
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F(a,b(c;x) ist die Gauss'sche hypergeonietrische Funktion „ 

Mit (A43) ergibt sich die Funktion K2 (î,w) aus K3 '^fE1W) 

durch 

K ^ ( E 1 W ) = ( W ^ *-*+p) K ^ ( A . W ) 1 (A44) 

falls nicht ol = JS = 0. Die hypergeometxischen Funktionen in 

(A43) formen wir mit Hilfe des Gesetzes 

F(o.b;c; O =. (A-x)C~a~6 F(c-a ,c-b;c; A) 

um, wobei a , b, c-a oder c-b c nichtnegative ganze Zahl. Da 

für tu. c 1, .... und ß = 1,.... ( 1-*) und ( 1- p } nichtposi­

tive ganze Zahlen sind, werden aus den in (A43) auf der rech­

ten Seite stehenden hypergeometrischen Funktionen Polynome 

ihres Argumentes. Diese können durch allgemeine Jacobi'sehe 

Polynome ausgedrückt werden und man findet für (A43) 

fr-P) <A45 

• P1./ * (K(*,W)-W) P^ (K<v*) +w) 

wobei ei = 1,2,... und ß = 1,2,... . Mit <A44) und (A45) zeigt 

sich nun, da ss K1'*'*(i,w) , * = 0,1 , £ = 0,1,...., und 

K] (*,v) , ¢(. = 1,2,...,, ß = 1,2,...., dieselben singula-

ren Stellen besitzen wie KA, *«,w). 

d) Die Funktion K^^foW) ; 

Diese Funktion ist definiert durch 

C V - I - •(•-•.<*(.«>»? - " C <tf'W<*> (A46) 

Qfi (8) sind die Jacobi'schen Funktionen 2. Art, welche mit 

den Jacobi'schen Polynomen wie folgt zusammenhangen 
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M 

r-*>w -i ( . ^ w » [^ *-tfW ^ a . (M7) 

Diese Gleichung zeigt explizit, dass Q n (ï) Verzweigungspunk-

te in z = - 1 hat; Qn (ï) ist in I* eindeutig. 

Aus der Theorie der Entwicklungen von regulären Funk­

tionen über Jacobi'schen Funktionen 2. Art, welche den Laurent' 

sehen Reihen analog sind, folgt in derselben Weise wie bei den 

Jacobi'schBn Polynomen {d.h. (A35)) als KonvergenzberBich für 

(A46) 

[ w , a ; W A C V 7 E C 1 ' ^ f T i r } - (A48) 

Setzt man nun die Darstellung (A47) für Qn (a) in {A46) 

ein und vertauscht Integration und Summation, so folgt 

K1^(I w) -^- f du (<•*)*<***)**?**(*'") (A49) 

wobei Jw(a; W A C ^ Ì C E J = £' \ , Mit Hilfe der Darstellung 

(A49) kann K^'^foW) analytisch fortgesetzt werden, falls der 

Integrationsweg geeignet verformt wird. Die genauere Unter­

suchung zeigt, dass K^ *> (*,w) neben dem Schnitt -»4îi A nur 

nach eine Pinch-SingulatitSt in der Form eines Verzweigunga-

punktes an der Stelle z •= b(w) •= (l/2)(w + w" ) hat. 

e) Jacobi'sche Entwicklungen und Potenzreiheni 

Es sei gegeben 

h(»>- S £ ' » P*'*<I> , (A50Ï 

konvergent fDr z e E,, . i\/o\t -i\t r > 1. Wir bilden zu­

nächst formal die Potenzreihe 

3^(W)- 2 oS*,W w° - (ASi) 
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Wiederum gilt wegen der Konvergenz von (A50) 

Um SOp I a * * * I% „ ( b M , /KTT)" , r > , . 
n —* °* 

FOr die Terme in (A5X) folgt demnach 

Um si/p \a?'P wn| » M(b(r ) + /tf(r)-i )" - (A52) 
n—•«• 

Für den Konvergenzradius Ç der Reihe (A51) g i l t a l so nach dem 

W u r z e l k r i t e r i u m 

Ç - b(r) + /SÖT^T - r , r>* . (A53) 

f) Integraldarstellung für h(zj: 

Setzt man in (A50) den aus der Theorie der Potenzreihen fol­

genden Ausdruck durch ein Umlaufintegirel für die Koeffizienten 

an
(*'^ ein, so folgt mit (A3B) 

**>-5T$ dW KKp<a,w> g K ^ M , (AS4) 

wobei {a, sc EW r ) , rA a r - t „ >* , ^ >£>oJ . 

Es sei nun die Funktion 3 'Tw.) holomorph in einem Gebiet 

W und stetig in Wf durch geeignete Verformung des Integrations­

weges kann h(z) mit Hilfe der Darstellung (A54) aus E.. . her­

aus fortgesetzt werden« Das Integral 

h(a)e 4E ê <*«• K K W (*,")l**tp)M (A55) 

existiert fQr (mit a(z) » z + y* z 2- 1) 

[ 2 ; » « E } u ( a / w- a«) fi (cj. n w) - * e « b(c^ n w)} ** 

- fa,- Ee[eWr.ï u b ^ A W>1- « r* a p*£« >4 . £ - > 0 ] * 
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und definiert in diesem Gebiet h{z) als holomorphe Funktion« 

Im folgenden interessiert insbesondere der Fall -4$ i* *4 

Die Singularitäten von K '" (t,w) in w bei festem z liegen 

dann bei 

3 * L ^A-Z1 

Z- 1 ^ 4 - 2 1 

m e 

- to 
= e 

w - V •» • < A 5 6 > 

In {A54} kann dann der Integrationsweg 3Cr_£ ,r-t74(€>$* ohne 

dass sich dabei der Wert des Integrals ändert, in einen Weg 

^•(6) verformt werden,, der die komplexen Vektoren exp[*i 0) 

beliebig nahe uraschliesst,, d.h„ fOr h(z) gilt die Darstellung 

h ( ï ) a 5 ? ï # °*w KKf ,(a.w) g f * ^ ( w ) , {A57Ï 

wobei - 4 < a & + 4 • 

FOr d ie Koef f i z i en ten der J a c o b i ' s c h e n Entwicklung (ASO) g i l t 

g) I n t ë g r o l d a r s t e l l u n g für g ™(w): 

1 

^ r - O (A58Ï 

wobei r>/> 9 r=t>4 , mit O o . Dies in (A51) e i n g e s e t z t e r ­

g i b t mit (A46) 

j**>(w) - 2***(aw fc • * •£*<) 9 ^ - ( w ) , <A59) 

j * 0 W s - i , ^ dt K^fZ1W) h<») , . (A60Ï 
2ÏÏ4 
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wobBi {w; WeCr1 t fA a r - c , >^ , £ « > £ • > © ] . 

Es sei nun die Funktion h(z) holomorph in einem Gebiet 

Z und stetig in Z; durch geeignete Verformung des Integrations­

weges kann ̂  '"(**} mit Hilfe der Darstellung (A60) aus C 

heraus fortgesetzt werden. Des Integral 

1*WM - W* § ** 0 W ( 2 , w ) h(a) (A6i> 
-32 

exis t ier t dann für (mit b(w) = (1/2) (w + w"1)) 

[w,. we Ĉ  } V ( w; ü = b(v) e (E^y., n £ ) « * wc a (E^. , /12)} -

! W J V C [ C 1 J V f l ( E ' ^ / ) 2 ) ] , ^ - - r - € , > 4 , ff.,>o} 

und definiert in diBeem Gebiet q4 (w) und damit g M sis 

holamorphe Funktion. 
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