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VORWORT

In dieeer Arbeit werden 2—2-Teilchenlberganqspxozesee
flir Teilchsn mit beliebigem Spin im Rehmen der reletivisti=-
schen S-Metrixtheorie vntersucht, Hierbei dient runBchst die
relativietische Invarianr zrur Definition der méglichen kin-
matischen Situationen. Dann muse versucht werden die S-Me-
trixelemente fir diese Proresse in einer Form enzugeben, so-
desa Grossen rein dynemischen Ursprungs, r. B. die Helixi-
titsemplituden im Schwerpunkteystem, euf netlrliche Art her-
vortreten, In diesem Rahmen kBnnen dann die Koneequenzen von
Uniteritlt und Anelytiritlt der S-Metrix fiir dies dynamisch
bestimmten GrBssen formuliert werden, Diese Fregqen wurden
ausfOhrlich im ersten Teil der vollstdndigen Version dieser
Dissertation untersucht. Im vorlieqenden Text werden die
entsprechenden Resultats kurz zusammengefasst und hienech
des Hochenergieverhalten von Helirit8tsamplituden studiert.
Das Ergebnis ist die Verallgemeinerung von Resulteten liber
den spinlasen Fell. Im dargeleqten Foxmelismus k@nnen euch
s8mtlicha Fragen im Zusemmenheng mit der Fortsetzung des
‘Drehimpulses zu komplexen Werten in enger Analogie Trum spine
losen Fell diskutiert werden, doch wird in dieser Arbeit
nicht n8her dareuf eingegengen.

An dieser Stells michte ich meines verehrtee akademi-
schen Lehrers, Herrn Pof, Pauli, gedenken, desaen Persinlich-
keit die Einfiihrung in die theoretische Physik flr mich zu
bestimmendem Erlebnis werden liess. Herrn Prof. Enx danke ich
fO0r die wertvolle Zueammenarbeit wl8hrend der letzten Jahre
und insbesondere, dass ich em Physikelischen Institut der
UniversitBt Neuch8tel Gelegenheit rur Arbaeit auf dem Gebiet
der Elementerteilchen~Physik erhielt. Herrn Prof. Wandere
danke ich fir die Zusemmenerbeit, welche eich seit dem letz-
ten Jehr zehr eng gesteltet und fiir zahlreiche Anregungen,
die ich Diskussionen erhalten habe, Herrn Prof, Roesel denke
ich flr die Aufnehme els Miterbeiter em Phyeikalischen Insti-
tut und fir die Unteratitzung in Fregen mencher Art.

Meinen Kollegen em Phyeikalischen Inetitut denka ich
fir freundschaftliche Zueemmenarbeit.

Mein Denk gllt insbeeondere such meiner Frau fior ihre
Hilfe bei dar Bereitstellung des vorliegenden Textee.

Dem Schweizerischen Nationalfonde rur Férderung der
wissenschaftlichen Forschung danke ich flr finanriells Unter=-
atDtzung. ’

Nauchfital, Derembexr 1964
: R. H'



1, = EINFOHRUNG

Im ersten Teil dar vollstB8ndigan Version dar vorliegen=
den Arbeit {im folgenden mit 1 bezaichnet) wurda gezeigt, dass
-eina waitgehande formale Anslogie zwischen dar Beschreibung
der 2-o2-Teilchen-Reaktionen von Teilchen mit beliebigem Spin
und jener von spinlosen Tsilchen beateht. Im sllgemeinen Fall
kbnnen.aie 5-Matrixelemente r. B, durch die Helizit@teamplitu=
dan L h,,-- ';-';"-‘:3533) im Schwerpunktsystee sowia, durch lpva-
rianzeigenschaften, explizit bastimmten Funktionen.-beschrisben
wqrﬂen. Hierbei sind a = { Enargia im Schwarpunkt-System Jz,
8= Streuwinkel im Schwerpunkt=System, va/»”Q;ﬂ"")s Helizji=
tStaindices der sinlaufenden (suslsaufenden) Teilchen, S(ED =
Teilchentypen im Anfangs (End) -Zuatand, d.h. Masse, Spin etc.

{die Teilchan seien als nicht identisch vorauagesetzt),

Diese frage wurde in { in allen Einzelheiten untsraucht.
Im vorliegenden Text sollen hsupteBchlich einige .allgemeine
resultate dber Halizit&tsémplifudaﬁ“dargeiegt Qerden, welcha
ein vollst3ndigea Syateﬁ von rein dynamisch bestimmtan Gridssen

bilden.

fNie Drehimpula-Analyaa dieaer Amplituaan ist der Par-
tialwellenentwicklung flir apinlose Teilchen weitgehend analog.
tie Unitarit8t des S-Dpérators‘drﬂckt sich in gleicher Weiaa
wie flir die Partialwellenamplituden im spinlosen Fall aus.
Auch analytische Eigenschaften lasaen sich fbhr die HelizitBts=-
amplituden reletiv einfech formulieren, indem kinematische
Singularitéteﬁ durch Abapalten von explizit bekannten Faktoren
separiert werdan kBnnan, aodass def Einfluss dar dynamischen

Singulerit8tan direkt untaraucht werdan kann.

Die heutigan. Untarauchungen Ober dan E-Uperatar bestahen
zu einem grosaen Teil in Verauchen, analytischa Eigenachaften
von Funktionen der Art dar hﬁ?ffﬁ»' mit den aua der Uniteritdt
folgenden Bedingungen 'zu kombinieran, um daraua Aufschlusa Ober
die expizite s-, 8 =Abh8ngigkeit zu erhalten. Dieas Untersuchun-
gen beschrB8nken aich zumeist auf Reektionen mitlépinluqen Teil-

chen oder Teilchen vom Spin 1/2. Der oben angedeutete Sachver~



halt kann ele Ausgsngepunkt rur Versllgemeinerung solcher Er-

gebnisse dienen.

Als Beiepiel wEhlen wir des Verhalten der Amplituden
hﬁ',:“r"," (S, 9) bei hohen Energien, d.h, s—eoound ~44 2 =
cos 8444 (der Einfechheit halber wird nur die elestische
Streuung untersucht und die Symbole g,g werden nicht mehr
engeflibrt), Im Aabmen ellgemeiner Eigenscheften der S-Matrix
wurde dieses froblem ruerst von Froissart 2} flir spinlose
Teilchen diekqtlerto Als Resultat wurde fir die Streuempli-
tude h(s,8) = hyopo (5,8) eine Schrenke flir des Anwechsen bei

hohen Energien gsefunden:

Ca-S- ([095)2 ; falls 8=0 oder m.

[his,g)} < (1)

4
2

- 2 3
.- (sing) 5" ([ogs)”-Falls o< 9<E

Zur Herleitung wurde unter anderem Holomorphie der Funktion

hG.B) in der geechnittenen r-Ebene nech Mandelstem 3} be-

ntzt.
4)

Greenberg und Low ' und Mertin s) {fir eine zusammen-

faesende Diskussion vergl. 5) konnten dieselben Schranken fir
h(s,8} herleiten, wobei jedoch nur Holomophie des absorptiven
Teiles Als,0) von h(s,8) in z in sinem Gebiet EA(S)' Als)= 4+ 10/241(5),
t,»0 und unabhlngig von s, g = Betreg dee Teilchenimpulsss im
Schwerpunkt-System, verwendet uurgag Eb = Gesamtheit der Punkte
der r-Ebene im Inneren der Ellypse mit den Brennpunkten Y1 und
der groseen Halbechse b. Physiksliech entsprechen einem eolchen
AnalytizitBtsbereich immer noch Kr8fte endlicher Reichweite 6).
Weiter wurde gefunden, dase zur Verbeeserung der Sehranken (1}

6)

Holomorphie in r in EA{e) nicht hinrelchend iet . Dieselbe

Methode l8est eich auch fir den feldtheoretiech bewliesenen, el-

I8

lyptischen Holomorphiebereich in z enwenden und ergibt denn

schwlchere Schreanken als (1} 4'6).

Demit ergeb sich nun die Frege, ob durech Beitrachiung ei-
nes grBssern Holomorphiebereiches in z die Schranken (1) ver=-

beeeert werden kBnnen., Unter Verwendung von Holomorphieberei=-



chen fOr h(s,8) vom Typus D(s) (= Durchachnitt der geechnittanen
z-Ebana mit Schnitten A(3Y <2 < +p00 und -00g 2 £-Afs) wund eines

allyptischen Gebistes E mit von s unsbhlngiger Halbschee b 34
fanden Kinoshita, Loeffel und Msrtin 7,8) als Resultat

L2 3
lhIS,O)l < Ci -(sineg) (logS)/Z ; S=> 0, (2)

falls a< 8<v ; fir Bso oder r ist eine Verbesserung der
Schranke (1)} im Rahmen der dargelegten Vorausaetzﬁngen nicht
méglich., Die s-, 8 ~Farm dieser Schranke-hﬁngt dabei nicht ven
dar Grisse der zur Definition veon D{s} benBtigten s-unabhBngi-
gen Ellypse ab, Die Herleitung dieser Schranke zeigt nicht, ab
diess optimalen Charakters ist, Die gleichen Autoren unter- .
suchten auch die Streuung zweisr Teilchen des Spins [ und des

Spins 1/2, whhrend in )

‘die Streuung zweiar Tailchen dea Spins
1/2 diskutiert wurde; in beiden FHllen ergibt sich im wesentli-

chan das Resultat (2).

Im folgenden werden entsprechenda Resultate fir die
Streuung zweier Teilchen beliabigen Spina. unter Ausniitzung der
eingangs arw8hntan formalen Analogien zur Streutheorie spin-

loser Teilchen bergeléitet.

I11. - DAS HDCHENERGIEVERHALTEN DER FUNKTIDNEN hF-- a(5,8) BEI
HDLDMDRPHIE IN Z IM GEBIET £ .
Als)

Il.l1. Die grundlegenden Annahmen.

In diesem Abachnitt seien dia dem folgenden zugrundelie=

gendan Annahmen rusammengafasst:

#) FOr die HellzitBtsamplituden gilt (aiehe Anhang 1)

eine "Partialwellenantwicklung®

o pFE imeEl
h;l-t PN = (-4)/“ /“ . 2” . (4"&) 2 - (4"3) '

) . _ {3)



H E o ]
MR (10 = - S (a8 25 4) Magroun (58

(4)
M)
. P

(),

hF'F"/-',»" (5,60 = f €A ) : Rarze o wn {9 &),  (5)

&' . (ev2x)!
(S - - (4 =)

(6)

C(G‘"F’f:)ﬂ

Hier ist ﬁi?ﬂp}ﬂ(%su;) die Obergangsamplitude bei fei;?m Dreh=

impuls Jw &L , ’Pe.,q"'/;'l'f"f") daa Jacobi'sche Polynom n=-ter
Ordnung vom Typ |a-al, Lmyalund FnFl-—F" v s ,.'-/.." ,ﬁ = grbssere
dar beiden Zahlen s und A , /’::%("a#,:]d’a-,:l) = grBssere der
beiden Zahlen Il und AL, g = PRISES _/f/ = kleinere der

beiden Zahlen |r| und IF;I .

w und sind els Komponenten des totalen Drehimpulses
found g

entweder beida ganzzahlig oder beide halbzahlig; dies bedeutet

fvz/;/ = ganzzahlig.

r b) Falls S§»(m's+mf), ist der absorptive Teil A:;;;-ﬁ-ﬂtfs,e)
van hﬁ;;-}-ﬂ.(s,s) holomarph in 2z im Gebiet EA(s)' .Als Folge hie-
von konvergiert die Entwicklung Vom‘Typ (4) von AFF%P?J[&QJ in
Jacobi'schan Polynomen vom Typ V”fFJtL“ﬁFiim Innexn von EA(s)'

Diese Analytizitdtsannahme geht zwar iber die feldtheore-
tisch bewiesene Lehmanntache £llypse hieus, ist aber viel schwB-
char ala Annahma von Mandelstam~Analytizit8t. Wegen der Positi-
vitBtaeigenschaften vonA;;;;-f,rft(sIa) » 8ieha die Ungleichungen
{(8), sowia der Konvergenzeigenschaften von Reihen des Typus!

{4) folgt unsere Annahme sogar schon aus der Existenr einea be-
liebig klainan Holomorphiagebietes, welches das Intervall AZLZ &
A(s) enth8lt, Physikalisch badeutet dies den Minimalbereich,

wzlcher noch KrBfta andlicher Reichweita garantiert.

c) Die Unitarit8tsbedingung fir den S-Operator ergibt

die Ungleichungen



4 i L f] A z e
o< Ih{h’h:#-/“- (3,6'1,&)' £ Idm #;“nf.;ﬁa(s,e'ﬁ,ﬁ)‘ .4 ’ (7)

fiir beliesbige F’Jﬁ".

F
d) Temperiertheit dezr Funktioner! Py L PR (s,8 :

N
Ih;.‘/;u/“-/hl (s.e)l < C-s ) ) (8)

: , 2
wobel A< a< AfS) , S2Sa>mim") , m' und m" = Massen der stos=
sendan Teilchen und s,, N, C unsbhéngig.ven z, a undjiu/aﬂ/uﬂfd'
sind.
Die Temperiertheitsannahme isf zur Zeit haupfsachlich
technischer Natur und dient zur Beschri@nkung der Diskussion

auf eina ganz hestimmte Funktionenklasse.

11.2 Abfallen der Funktionen hgigteres (5,94 28) fir o'— o0,
777

Die Untersuchung des Heochenergieverhaltens wvon hF'F'/‘"ﬁ" {s,®]
zerfdllt in zwei Sehritte. ZunBchst kann ayef Grund unserer An-
B : ’ X R 4 - -
nahmen eine Aussage ber das Abfallen dar_hﬁv;‘-”_,ﬂ_.(s,q'l..ﬁ) flr o'=»e
gemacht werden, woraus sich dann die Hochenergieschranken er-

geben.

ZunBehst wird nun das Abfallen mit &'-49 von Im h,.;,.-’,?-(sra
bewiesen; mit Hilfe von (7) ObertrBgt sich diese Eigenschaft

auf h,;,,;-,.-/.n (s,c%%&) . Aus (4) folgt fur 1<z < Afs)

4 J; o0 ) ' i .
Amrpiae (8,8) = 2 52 (267 2iplea) -Im hacut wimr (5,67) -
% Sho (9)

(e, 2',“-')

'?L' (@) ’ ’

da. fUr.F’-ﬁ'.F'an’,p=fv gilt; as ist j:=’_-;=|fb| und damit

C{a”/}'lk)=4 , sodass mit (5)

hf""f"'f"f‘. {sig) = hl"'l‘?f" (s,d"-l-,a-) . (10)
{o,21m1) c . . ;

Wegan T, (#y?0,234 und der Unitarit&tsbedingung (7) besteht die

Summe (9) aus nichtnegetiven Summandan; es gilt demnach



Vs o,
¢4 Py ( 20"+ 2lpmie 4) 7.

H 1
‘F’u () Im hplﬁﬁﬁiﬁp (éloﬂ) £

' (11)
4 Im hP'P'fe'ﬁ" (5,6) ,
fllr 4¢w{ AS) . Die Temperierthaitsbadingung (8) und das Re-
aultat (Al7) aus Anhang Il ergeban
~%
- - 2
58) ¢ Tem 3 “ ¢ s¥ (20 2Up1s ) {i(zs'lu)]

gz [aaymo 1"

0< Im h:naﬁn’,sﬁn
(12)

wobai 4£24 Alls), A'(s):rl-:ﬁ/i’q'm , Ockist, &35, , €20
und unabh8ngig ven &, Dieese- AbschBitzung ist optimal fir den
grbastmbglichan Wert des Argumentes im letztan Fakter, d.h.

2z = A'{9) mit t; mbglichat nahe bei tb'

Durch Anwendung von 2sygz® -4 PAsf22-0 , 24 kenn nun

{12) umgeformt werden zu
] ’ H k [
[-74 Im h,‘PIFIP,I (5.5") 4 C4 [ exp[-??- 1< ] ] (13]

$»S, s khyo und unabhBngig von 9. Mit (10) und (7) ergibt (13)

nun allgemein

LD

o - K
Ih;.l‘,;"ﬂ-f'(s,vkp)lz § by ea (s64F) < G s e"P[‘ﬁ ], (14)

£5 Sz § R, mt beliebig. FHr geniigend grosse Werte von o
klingan demnach die Funktianean;ﬁﬂu?gaﬁﬂﬂ} axpenentiell ab,

I11.3 Hochenerggieverhaltan der Funktionen hgggagg(suﬁ) .

a) VorwBrteatreuung:; z = 1. Aua {4) felgt
IRz ..(;,ese)u ) (2602 ¢ 4) [hgiany.» (5,69] -
¥ T ot A A2 (1s)
1

-l&--{?'ﬁ"l’m’;n (ren) ] |

Aus (5) und c(G'==0 A, £)$ 6T, F, ) 4 Cl€'=6,4, x) erhilt men-



'h:;'ﬁ“f"f" (;'Sl) 3 de'ﬁ”z)% lhﬁﬁ'p’,“' (‘."‘F)I . (16)
Falls man noch (A22) uﬁd A(24) verwendet, wird aue (15)
o0 R I "y
Wzt (5,0 € Co B (204 25304) (@4 Imp) 7 '
(17}
ARgres (8,842
oo

fir 5>S,; . Die Summe wird nun in zwei Terme euf’geteilt,;z.:'om
.-‘ m

-]
c_’“‘i- G_gzﬂ {18), wobei im folgenden @, geeignet gewBhlt wixd,

Im ersten Term wird die Schrenke Ih,;}‘-.%hv(s,a’mkd und im zweiten
die Schrenke (14) verwendet. Mit der Wahl

s = (4@5)% Vs logs , £%0, (19)

findet man exponentielles Abklingen des zweiten Termee in (18) .
mit wachsendem s, Der erste Term ist kleiner als &y a;’“/‘*'ﬁl ;

es exigtiert also eine Schranke

' 2, -;
e (5,01 < G4 (V5 togs) " V"7 (20)

!

flir S»S3 . WHhrend .diea vom Froissart'schen Resultat (1) eb-

weicht, folgt mit (3) flir die physikelischen Am.plituden flir 5>5p

F#/r : h’g';.u/_l,_l (5,0) = 0 1 {21a)

2
,‘-"-—/“ ' |h;:’-‘l/.r/“t (S'ﬂ)‘ 4 Cs S(log&) . (Zlb)

b) ROckwHrtsstreuwung: 1 = =1. Unter BenGtzung von (A23)
ergibt sich mit (A24) enelog zur Qorw&rtsetreuung filr s>s§,

: 24 [pe ]
Ih:;-/;-’-/..- sml < & (Vs 1033) ‘f. . ' (22)
Flr die physikalischen Amplituden fqlgt wiederum flir 5> S,
LY Negemias (5,7) = 0 (23a)

frm NGzt (5,1} < €3 S (loge)’, (23b)



c) Streuung flr =A< Z< ¢4 Hier verwenden wir das Reaul-
tat (A32) sus Anhang 11. Das bei dar Vorwlrtestreuung angewen-

dete Varfshren ergibt in dieeam Fall flir s>s,

AL e % Y,
[Kzjar e (8,00) < Cg RIFALIAY gy s (log s) ™ (24)

FOr dis physiksliachen Amplituden folgt

- . 34 ‘
Fhaizemms (5,8)] < Cg (sino) s (log s) z' {25)

625y , =44 E & 4,

II1. = DAS HDCHENERGIEVERHALTEN DER FUNKTIONEN Naiza et (s,8) BEL

HOLOMORPHIE IN Z IM GEBIET D(s).

In dieszem Abschnitt wird das Hechanergisverhalten derx
Funkticnen h,;g-,,;,:: {s, @} s, 0c8¢w , unter falgenden, im Vargleich

zum letzten Abschnitt et8rkeran Annahmen untersucht:

b*') Fells 5)(m3nff. ist ﬁ;%ﬂgf;(he) halomorph in I im
Gebiat D{a).

d'}) Temperiertheit im Gebiet D{s).

Da dia fFroisaart'sche Schranke fiir Vor- und REhwlrts-
streuung schon im spinlosen fall nicht verbassert wardan konnte,
beschrfnken wir une auf o< €@ < ¥ , Das Verfahren besteht darin,
mit Hilfa éiner geeignat gaw8hltan Funktion gﬁﬁﬁmvfl‘l”) dié
gewDnachten ELigenschaftan von mq;yqﬁvﬁ.e) herzuleiten.

111.1 Die Zuordnung Maise.ie (5,8) ==t Gurze i e s, W) |

a
Wir definieren gz, (5 2 ds @)= h";rﬁw,,.. (5,9 . Auf Grund

der Voraussatzungen a) und b'}) sowia der Resultate aus Anhang

IIl, g) kann dieser Funktion die Funktion 9zize. . .~ (€, w} zuge-

PF s
ordnet warden, sadass
Naakiua

st (5,W) = 2

3 - - .
£ e "’ﬁ_ t jpaf e 1) g?g';.%?.v (s,¥) '

{26}



4 (R, a2l s '
9.;;;,}.(5,u).mai ) da K (&%) Waztaae (52) . (27)

g‘,;:;%?‘- (s,w) ist holomorph fur {N; VG[CQ(,, Ua(EL(mm nD(s))]n
3 , wobei R ) -€,%4 , £30 und blrey) = Als) .

L ] - :
Analog zur Darstallung von q;Fs_?J(S@) durch eine Jacobi'
sche Entwicklung in Eyqpyy  existiert fir iiygpyd(yw]dle

(A52) entsprechende Entwicklung in Potenzen von w FOr w €Cyg

Iz sy = BT (6030 Wozre ) WS 2
miaearme S W) = TF 3. . yqu VRt (5 W . (28)
Wdhrend nun die Konvargenzellypse Eulrs) der Jacobi'schen
Reihe mit wacheender Energie in das Intervall -4% 2 £ 44 degene=-
riert, bleibt der Konvergenzkreis endlich und geht gegen den

Einheitskreie, Dies ist der entscheidende Gewinn beim Obergang

zur Funktion GaiR" s.w)

Mit Hilfa der Unitaritdtsschranke in der Form van Vor-

aussetzung c) kann fOr w e €, folgende Absch&tzung hergesleitet

werden
_ - 1 2(/“,31).
bqapomat (Wil ¢ g7 S0, &, £)° T 0T (29)

Schliesslich lbertr3gt sich mit Hilfe der Darstellung (A26,2T7)
die Temperiertheitseigenschaft (Voraussetzung d') euf die Funk-

tion 3 w {5,w)

-

N,
Igmmr s (5] < €, $™

(30)

wobei we Bm,su; >(m',m')“ <, N, , Sa unabh8ngig von w.

it (29} und (30) hat man zwei obere Schranken fiir die
SFF'/‘"/"' (s,w)} erhalten. Da q.(s)'vf; fiir grosse s,

ist dia erate unabh#ingig von s; waitar gilt sie fir we g, . Des~

Funktion

halb ergibt sich nun die Frage nach dem Verhalten einer im Ge-
biet D(s) in w holomorphen Funktion gl(s,w) auf dem Einheits-
kreis, we?¢,, Flr die im innern des Einheitskreises eine Schran-
ke des Typus' (29) gilt, wBhrend im Bussern des Einheitskreises

ein mit {30) vert:ﬂglicﬂes Anwachaen mit s nach einem Potenz-

10



gesetz erlaubt dist. FOr eine solche Funktion gilt 8)

m)ﬂu}

«@
wls,w=re )] < c‘(sfna

190 (31)
wobel $35,>(mym?)" , 4- Jsinelflogs < r ¢ 4 , @¢c® <7 . Zur
Herleitung dieses Resultates ist notwendig, dass D(s) fir s = oo
endlich ist {da w-d_-4¢3(5-uo) s, kann keine Aussage fiir diese

Werte von wWe 3C, gemacht werden),

I1I1.2. Hochenergieverhalten der Funktionen herzsw . (S, 8) , 04847,

Eine Aussage {iber das Hochenergieverhalten der Funktionen

haiae
und (31) for g’;a n/“lf_

pus' (AS7) auswertet, d.h. fUr -4<2<¢+4 gilt

{s.8) erh81t man nun, indem man die Schranken (29)

» (8,w) mit Hilfe einer Darstellung des Ty-

. 1 (=i i 21)
) (Sli)“m § dw K

h".}.‘;l’.’ (I,W) gF"f:"f"f'" (Sl\d) . { 32)
(8

Fir die Absch8tzung dieses Integrales verwenden wir fUr den
abspluten Betrag der Funktion K("-’;l'lr.’:l){a,w) flir wa r‘ehe .

0ogrs A , folgende Schranken:

al

Kiz2,w)] 3 VT Ja-r fsinol (33)

b} Fiir &, p 30 und ganzzahlig gilt l8ngs 4Me) :

% B
[{4-w- ll((!..wo)'i (4+W-K(!.W’))g‘ < € (1-2) (a+2) * . (34)

Die Integration in {32) 18ngs des Weges #§(6) zerfallt
in die radialen Teile Qnd in die Integration l3ng® zweier klei-
ner Kreise um w = etle . Der van diesen herrlihrende Beitrag
verschwindet. Da die Schranken (29} und {31) fir %qﬁ$}’(5') und
die Schranken (33) und (34) nicht vom Vorzeichen von 8 abhan-
gen und beim Umlaufen der Verzweigungspunkte w = e:ie die Wur-

‘zelausdrlcke nur das Vorzeichen Bndern, erh&lt man aus (32),

11



falls man noch die Substitution v4-r - X ausfiihrt, die Ab-
sch8tzung

p e
Cde x4 Cx E-z_(d!}
& o 7

Ihzize o0 (5,80 1< (4-2) (4932) (sin )

e ke T
FE {

(35)
wobei £asin 8 flog & » $» S5 > (mMem™)t

!

Damit erh&lt man fOr h;gﬂf?n(&e) die Schranka

- iR

, -eFl ) ¥
Ih;‘};'/":f-' s\ < Cb (1-2) (4#!) e (Siﬂ 9) ? (log 3) ’ (36)

filr !.‘-)s",>{m'+ﬂ-:‘):L « Flir die physikalischen Amplitud.en h/g}:?.;..- (s 8)
folgt mit (3) fUr $>s. > (m'em®)?

[hzeze a (S,a)‘ < G (sin 9)_2 (IogS)% . . £37)

P pem
Damit sind der Schranke (2) flir spinlose Teilchen ent-
sprechende Resultate fir die Funktionen QF?r/O“ {£,8) ermit-
telt.

ANHANG I

Ziél dieses Anhangas ist den Zusammenhang rwischen den Ma-
trixelementen d;n;ﬁ) der irreduziblen, unitHran Darstellungen
dar Drehgruppa R+ und den eigantlichan Jacobi'schen Polynomen
zu finden. Damit wird zugleich der Bsweia der Aequivelenr der
Entwicklung (4) mit dar JacobeWick'achan Darstallung 1) fir
h’-;./;n,“?_- (s,8) erbrecht. ’

' o,
Al.l Jacobi'sche PDlynomE'Fh'F%K)fUr speziells negative Werte

von & und B .

Im folgenden bezeichnen n, €, € atets ganza Zahlen.
10}

a} Nach gilt:

12



(¢, p)

PP e %— 2" w-at P

, (A1)

hyo0, pbeliebig, 448¢n .

b} Behauptung:

?n(..,-e)("h (nf.:) 2% eyt 'P:':) =) , (A2)
Ay o , « beliebig, 4¢ ¢<n.
Bewsis: Wir benb&zen
pEO00e 0" T (o) (A3)
(") e ¢ @

(e,
= (‘4)“ (?) 2 ("‘ "’A) ":l-f. (-x)

nyp , & beliebig,4¢¢<n . Dies ergibt

- th -2 ¢ (o f)
PO . (-4)m'£-f,-')‘ 2% (xs )t Pre ,
@)
woraua (A3} folgt.
c) Behauptung:
L, —(2s €9 {e,e7
?n( c: e)(‘) - g ( (3-4} (Xod)e ?"C-e‘ (‘) ’ (Ad)
njyo , os < N , 0% ¢<n , ¢it's¢n.
Beweis:
-¢ (! -2')
=t -e" ("e -
P, (:)-_s o ¢ k-0t Fa- @) .

nyo, 44 €gn,

(n.e . (n -t ¢)

"(T)" PR s c) (*M) n-¢-¢' (%), (A5)
¢ . . '

nyo Aé€sn 4L lgn 8 gn,

13



Nun gilt (nc-e')(?') /(";‘)(2") = 4 , sodasa aus (AS5) die
Behauptung folgt.

: &
Al.2. Zusammenhang zwischen du.y (3} und versllgemeinerten Ja-

cobi'schen Polynoman.

11)

[
Die explizita Dafinition der Funktionen <%.,(a) und

jene der ﬂ:ﬁﬁk!) lU)-erGeben

e o [EWEN , EPR e v
duy(® = 2 ‘/WF)" (a-1) 7 (ar2) Fv @) (A8

mit -Fémv £ +e , Da 6,4, v entwedar slle ganzzehlig oder al-
le halbzahlig sind folgt, dass &-v |, ¥=s vem stets ganze
Zahlen sind. Gleichung {A6) ergibt F&lle, in welchen versllge-
meinerte Jacobi'sche Polynome mit negativ ganzzahligen obern
Indizes vorkomman. Ziel des folgendan ist, beliebige q;z {2
durch gigentiiche Jacobi'sche Polynome auszudriicken, deren
obere. Indizes érﬁsser als =1 sind und welcha sich durch beson-

dera Eigenschaften auszeichnen,

Wir bemerken noch, dess trivialerweise atets
T, (AT)
/ = grassers der beiden Zehlen lel und IVl, gilt.

-
Al.3. Zusammenhang zwischen duy (2} _und eigentlichen Jacobi'

schen Polynomene.

Um°diasan Zusammenhang herstellen zu kd@nnen, miissen zunBchst
Fallunterscheidungen nach verschiedenen Indizeswerten defi--
niert wardan. Anachliessend wird mit Hilfe der Resultete eus

Al.1 der géwﬁnschta'Zusammenhang ermittelt.

a) Wir untarscheidan folgends 4 FHlle:
I Falla vied0,v-m 30, i8t stets

e ey )y 9=V Yo, . (A8)

14



I11: Falle Vimpo, vemgaq, ist stets

T L et I L O O R {A9)

111; Falls vems-a, v-m Yo, ist stets

foom el m e C-v 3 =(vem) 34, {A1D)

IV: Falls Vo g -4, Vopv g -4, St stets

A o= wEom ey, Seeyo2u5a(is) 34 (ALL)

In den FBllen I - IV ist jede Indizeskombination m,v enthalten
und die Resultate {AB-1l) kénnen leicht verifiziert werden.
. v : T &8
b) Zusammenhang zwischen d,,(2) und eigentliéhen T, Y .
1: Vom0, VMO0 —e VIm, o= Il av. (A12)

-
Gleirhung (A6} drickt duy (2} unmittelbar durch eigentliche

Jacobi'sche Polynome aus.
11 Vipmro , Ve §ot —p VM /\':ﬂr |/h| = M- _(Al3a)

Mit (A9) und (Al) folgt

S ) (e, v,

(V=pr, V4 20) 4a)! (5 | ¥ e
Pu__vf’ ey = %-‘E-’z—' 2 {(-4) (4-2) [ »)

Damit wird aus (A6}

< Vopn g f(ﬁk)!(ﬁ‘-ﬁ)! R ey (o], o)
d,,,, (2= (4) 2 PR {1-2) {4+ 2) ‘Pr_’_ (&) .

(Al3b)

15



111 VM g =4 VopeDO —_— Vi, ;-'.- Il = = g .(3146)

Mit (AlQ) und (A2) folgt

(Vo op) Ep) 1) vape -G (v-p.-tw»n
L D= (6=v)! (G ¥)! ("z) "*r

Damit wird aus (A6)

| - B | twh ol )
o w [N feep). oo
Ay (2 = 2 J T oo (B () [ ® .

(Aldb)
Iv: Vepm g4, Vomsa4 —s VC¢m, m=m Wl -V (AlSa)
Mit (All) und (A4) folgt
(v, Viu) .2 ={v=m) orp) _ (=Ll ~[emd)
,._3“' s -2 " (4 -2) (1w LA @) -

Damit wird sus (A6}
s - o vy [ (e-v) {5+ ¥)} e T e I S PY LS )
d,.v (2) (-4) 2 W {4-2}) {4e) g‘w @)
[AlS5h)

(Al2) und (A6), (Al3la) und {(Al3b}, (Alde) und (Adldb) sowie
{AlS5a) und. (Al5b) zeigan, dass sich in ellen vier F&llen und
. &

demit fUr beliebige « v fir dﬁg(!) folgende Form ergibt

16



b
€ e O F NN PR B (el
Yo BT ED 2T et D0 Rt @
(A16)

~

oz M
foom F(epml s lv=pml)

= grissere der beiden Zahlen imi jvi

fwlslvl = A

= kleinere der beiden Zehlen Iml, iv]

&
"

i

grdssere der beiden Zahlen fo,

ANHANG TI

In diesem Anhang werden einige mathemetische Resultate

fiber Jacobi'sche Polynome hergeleitet und zusammengefasst.

e) Behauptung:

{e p) 2 - -g n
A ORR E ~ S CEO BN € R ) (A17)
X»4. Fa 0,4, 2,; M=o 4 2, .. ; \fx"-—/\ ~H %, X oo,
- 0 . , .
Beweis: Nach Szegd gilt die Rekursionaformel

-Pnlv.P) x) = Q__Q — (4+x)-4 f (M) ?,,(o'ﬁq) (x) + (nM)'Pw'Pq) (x)} © {A18)

"‘P N4

(o
Jie Nullstellen der Jacobi'schen Polyname R,'F%K)Ir1-o,4,zrm,ﬁ>—4,
P>-4 s+ liegen im Innern des Intervslles -4¢x<¢ 44 und es gilt
BEP (x)ve |, xp 4 4 . Falls X34 ,p=42,.. und nno4. be-

steht demnach die Summe in {AlB) sus positiven Summanden und

17



es folat die Ungleichung

AT ;‘“"‘"’ (xsay’ PO P00 (A19)
napet

fir x3 4 ; Nmo,4,2, PP A Diesa ergibt

Pnh'P)(x) v (xu)-P P, (), (A2D)

X4, M=o, 4 - p=az ..

wobei Pn{x) = Pﬁo'o)(x) das lLegendre’sche Polynom des Grades

n ist. Fir Legendre'sche Polynome gilt'die Ungleichung

. 5 n
— 2.
B > ’“(ZW) (x+fx2-a) , (A21)
’ X34;: Nao4,... Jx"—q -X, & —%0

Aus (A20) und (A21) folgt nun (Al7), Ungleichung (A21) ist in

Ref. 3) mit einem falachen numerischen Faktor engegeben; die

richtige Form wurde in [ ermittelt.

k) Es giit 10)

F;l‘“‘F’ (2=4)= (n;’«) , (A22)
pe®) (2=-1) = -4 ('") (A23)

Dabei gilt dia Ungleichung

(n:?“) ?' (n+w)” .— (A24)

fOr nco,,.., @ = 0,4,... . Das Gleichheitszeichen gilt fir «so

¢) Schranka far [BPoyl . ~dcx<ea:

E2 sel mit x=cos O , =ALx s+ 4,

£
U Py = (k“" A (!O) P, (A25)



wobei

(%4 ) N A
et (X) = 2 peatke (4-x)  (4+x)  (4-xY) * (A26)

it PP - ) Pnrp")(x) fa1qt 10)
un“"*’(-x): - un‘P""’ (x) . (A2T)

(p) (=)
Weiter gelte M, nmaxlun P(x)! s falls ogx <4 { wegen [A27)
falgt denn mit A™Pa max (0&Ppol  , falls -acxs o ,

P:ln[“'m - M,f“’“)_ (A28}
Nun gizt 0
. A=Ay | ~d/2 S *< /2
. 8
nl_'bmw(ﬁ Ma ) - Al >t/ |, &> /2 5329)

wobei Pp>4 . Falls P-4z , folgt wegen (A28) die GGltigkeit
van {A29) auch fir ﬁn“'p

Definiert man nun M,T'm als grdsaere dar beidan Zahlen
H,‘:"‘P} und ;‘l'..:d"PL M?“) » 80 gilt

() p)
N8 = max | v, P | {A3D)

fir ~4¢<%x<& 4 . Flr die unsa interegssierendan Werta o= 0,4,-.. und

p= 0,4, folgt aus (A29)
~ (s,
im (¥ #," )= 4 (A31)
n —p oo

mit A ANX . Ds dis Folge der Zahlen ya M, ') fir endliche
Werte van n aus endlichen Gliedern besteht, kann wegen {A3l)
eine endliche Zahl 8 ( »D } so gewdhlt werden, dass fir n = O,
1, 25000 ,(f:;”::'P))-Al < B . Dies exrgibt nun



va n*P casBac.
Mit der Definition (A30) von M, P und mit (A25,26) folgt

hiereue

| R*P x)] < ¢ k™ x Alw ' (A32)

fir -4 <x< 44 ,'xncosa.

ANHANG I11

In diesem Anheng werden HReeultete tber erzeugende
Funktionen von Jecobi'echen Polynomen und -Funktionen sowie
Uber Jacobi'schen Entwicklungen speziell zugeordnete Potenz-

reihen hergeleitet.
e) Definitionen:

G = Gebiet in der komplexen z-Ebene = offene Punkimenge in

der z~Ebene
26 = Henge der Rendpunkte.vun G
6UdG = G = abgeschlosgsenee Gebiet
A' = Komplementiéirmenge der Punktmenge A

I {a,--a-t.au-d}

C.= {w,- wler + W € komplexer w-Ebene}

b) Die erzcugende Funktion der Jecobi'schen Folynome ﬁfhﬁa
De wir Pn(“'p nur flr genzzehlige, nichtnegetive Werte von o
und F ben&tigen, beachrBnken wir unas auf diesen Fell, um.die
Terminologie zu vereinfechen (die Diskussion kenn aber euf be-

liehige & und B Gbertrégen werden) .

Die erzeugende Funktion der qu%h) iet definiert durch

K:“‘P} (2,w) = o§ w" 'Pn(“_'P)(a) . (a3

Nn=o

20



FDr Jscobi'sche Entwicklungen mit Koeffizienten 8, gilt 10)

. ‘In A .
lim sup lan] = (b+ {84 ) {a34)
A=»oc0 1
wobei b = groese Helbechee dar Konvergenzellypse. Diee srgibt
iwl = b- 4

Dies bedeutst, dass (A33) fUr Wertspasre (w,z} konvergiert mit

a<f£4}
{A3S)

fwa;

' By weC,—JﬁéE

biry=Afa(rer=)

Nech Szegd 10) gilt

& 4, - - .
k2P (2 wym 2™ K2 (- we K@) (16w s Kizw) f ;  (A36)

K(2,w) = ¢4-22w+w‘- ,

K(z,0)= 1. $A37)

Die Funktion Kf"P)(?.W) het demnech diesslben gingul3ren Stel-
len wie K{z,w).

Wir definieren noch die Funktion K‘a'ﬂ')(-!.u) durch

oo " .
KPGeye 8 o™t PP (g . (n38)
n=o .

Dieame Reihe konvergisxt flir Wertepeare (u,z) mit

{'ul!;-- ve E,.f , Be Eb(r) , A4 f““} . (A39)

Aue (A3B} und (A33) folgt

KPPz, v )= v KEP (a0, (A4D)
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wobai dae Vorzeichan der Wurzel in den drel von K(z,u-l) ab-
h@ngenden Faktoran von K“"-P)(a.u"‘) in mit {A36) konsietenter
Weisa gewlBhlt werden muss. Dann ergibt sich mit (A36)

K“":P) (a , U) - 2“‘Pu“’P K“(E ,UJ (4'0’# K(-g.u))?“(d +Ve K(i IU))-P

= (2-4) (am) - K™, u)(d -u-=K(®, U)) (H-U K(2 u))
{A4D')

Dies zeigt unmittelber, dass K"P(a v) dieaelben Singularitits
stellen besitzt wie K:"p(e'!l) .

i (*f)
c) Die Funktionen K {(a,wW) ,1=2, 3

} .
“'P(a,w) ist definiert durch

N(E;W) 2 w kmp) F'm'm(z‘) ; (A81)
k’c‘a.ﬁ) . p(m,,)]"(mmpm) ] : (842)

[C(nectea) P{nepea)

Fellad= 0, PH 0,1,2,.-.... oder p s 0,8 = Bol,eeesan, gilt
""'m (2, W) = K‘“'p) (2,w) . Es braucht alao nur der Fall
= 1,2,00cap B = 152p4eaea untersucht zu werden. Da l:.m k‘“’m

= 1, folgt wisderum (A3%3) flir den Konvergenzbersich vnn (AAL).

Um .den geschlossenan Auadruck fUr K“'p)(a,w) s A= 1,2,000,

P=1;24000.p 2zu finden, benlitzen wir ein Resultet von Braf=
n 2,13}

(a.w) 2 (nwwp) w" k () P'“"”(z)

Nzo

f'(dfp] )
L] ——F(MA)P(bM) (4 d"’Pl Ko A - "‘[‘ - K(!.V’]) r(ﬂ l'l‘# P“l‘ [‘*H-(KC!,U)]))
Ad43

falls nicht %= f = 0.
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fla,bjc;x) ist die Gausa'sche hypergeometrische Funktien 14},

P 8
Mit {A43) ergibt sich die Funktion K,_ P(l,u} aus W, 9(§,w)
durch

)

Ka P’(a.w)= (v o ap) Ky (2,w), (A44)

falls nicht & = § = 0. Die hypergeometrischen Funktionen in

4)

(A43) formen wir mit Hilfe des Gesetzes
~b
Flab;c;x) = (A-x) F(c-a,c-b;c;2)

um, wobei a, b, c-2 oder c~b = nichtnegative ganze Zahl, Da
fir &« = L,euc0und B = L,a0ve [ 1=RR) und ( l-P) nichtpeosi=
tive ganze Zahlen sind, werden aus den in (A43) auf der rech~
ten Seite stehenden hypergeometrischen Funktionen Polynome
ihres Argumentes. Diese kdnnen durch allgemeine Jacobi'sche

Polynome ausgedriickt werden und man findet fiir (A43)

“ P)(? W)= —r%%m “p (4-V+K(i,w))-5 (,qun.ur((a.t,\v.r))-p
{A45)

,-P)
o “ Kig,w) -w) P, K{2,w) +w
B4

wobai & = 1,2,40s und B = 1,2,... « Mit {A44) und (A43) zeigt
sich nun, desa K{mp%amd y 2= 01,0000y B =0,1,..0., und
H'F)(i'. w} e k= 1,2,00.., = 1;2,c0--, dieselben singullB-
F

ren Stellen besitzen wie Kfﬁp%mwp
. . {o )
d} Die Funktien K, (2,W) :

Dieae funktion ist definiert durch

n k‘“ 1B) Q(ﬁ )

K‘“‘m(a,wl= '(i-n“(aﬂ)p :i‘: w (&) Y YS!

G
Gn'ﬁni) gind dle Jacobl'schen Funktieonen 2, Art, welche mit

den Jaceobi'schen Peclynomen wie folgt zuasmmenhBngen
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(1v4)P PPy
-y

(AdT)

*4

- S

Qn(a.ﬂ?(e) ai_ (i") ‘(!’4)-P j‘d'j (4 ")
=4

o)
Diese Gleichung reigt explirit, dass Qn' (®» Verzweigungepunk-

+ op)

te in r = = 1 hat; @, '(2) iat in 1 eindautig.

o)

Aus der Theorie 1 der Entwicklungen von reguldren Funk-
tionen Uber Jacobitechen Funktionen 2. Art, welche den Laurent'
schen Reihen analeg sind, folgt in dergelben Weige wia bei den
Jacobitechan Polynomen {d.h. {A35)) ala Konvergenzberaich fiir

{AdG)
fwe, weg , B € E’b(r) ! i_";}' (Ad8)

Setzt men nun die Darstellung {(£47) fOr Grﬁku in {A46)

ein und vertauscht Integration und Summation, so folgt

“ e, By BB
K:“:FJ (z,w) _4?; di] {4-9) (42 W) Ke {51\") (A49)

~ 2~y

wobei fw,2; wel, e E = f'} « Mit Hilfe der Darstellung
{A49) kann Kg“p%g-Oanalytisch fortgesetzt werden, falls der
Integrationsweg geeignet wverformt wird. Die genauere Unter-
suchung zeigt, dass K‘?'P) (¢,w) neben dem Schnitt -4s2< 4 nux
noch ging Pinch=Singulatit¥#t in der Form eines Verzweigungam=

punktes en der Stells r = b{w) = {1/2}{w + w'l) hat.

e) Jacobi'echa Entwicklungen und Potenzreihen:

Ea sei gegebean

= =, &,

h{z) = & a, A Pa B () , (ASD)
nao : .

konvergent flr z & Eb(r} - (l/2){r+r-l)’ r » 1. Wir bilden zu~-

nichat formal die Potenrreihe

m .
tn.p)(m = 3 af:"m w" . " {AS1)
n=eé

9
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Wiedarum gilt wegen der Konvergeng von {(ASD}

. 7 o, 8) , ¥ -4
lim SUP ‘aﬂ‘ WP l n - (b(f]# rﬁ"(r)--i ) "'r)‘i .

n —» od

Filr die Terme in (A51) folgt demnach

0 — =1
Um  svp la P wn "= IWI(b(r)¢JE§(r)-4) . (A52)

N =-—o 0O

FGlr dan Konvergenzradzus ¢ der Reihe (ASI] gilt elso nach dem

wurzalkrlterlum

¢ = B+ J( =4 = T , >4 {A53)

f) Integraldarstellung fhGr h(z):

5et;t man in (A50) den sus der Theoris der Patenrreihen fol-
genden Ausdruck durch ein Umlaufintegoal fUr die Koeffizienten
.anﬁhp) ein, ao folgt mit (A3B)

h(x} = mr P 9v kP 2w g“F ), (AS4)
?Cns

wobei f2; 2€E rys r-g, >4 ’s4>£>°}_

by v
Es sei nun die Funktion 5&MFtﬂ-hulomnrph in einem Gebiet

W und statig in G; durch geaignets Varformung des Integrations-

wagea kann h(r) mit Hilfa der Darstallung {A54) aus Eb(rll har-

aup fortgesetrt warden. Das Integral

hy = - $ dw. K™P (z2,w) g*PFy (A55)
IV

axiatiert fir (mit a(z) = z + J zi- 1)

fe,2e€, .1 v {2, waame(c nW)—vaeb(C}-‘nw}} -

- fz; ae[Ebm V b{(Co AW}, £ o rg, >4, £,>o}
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und definiert in diesem Gebiet h{r) ala holomorphes Funktlon.

Im folgenden intexsasiart insbesondere der Fall <45 14 ¢4
Die S5ingularitBten wvon K("'p (2,w) in w bei festem z liegen
denn bel )

-
e ifa-2t - €
{AS6)
w = -ie
Z~ Lya-32 = . e

In {AS4) kenn denn derxr Integretions;eeg 'Jc,.,‘ ;M-t74{6g ohne
dese eich dabei der Wert dee Integrale Endert, in einen Weg
»f'(e) verformt werden, der die komplexen Vektoren exp(ti a)
beliebig nahe umechlieest, d.h, fUr h{z) gilt dis Darstellung

he) = 22 & aw K*Pw) gF (w) (AST)
Fo

wobei -4 2 €+ 4 .

g) Intégrelderstellung fir gtﬁp(w):

Fiir die Koef;fizienten der Jecobi'echen Entwicklung (A50) gilt 1
a0 7P (dnsanpeny kP A § da (- @enf Qe T b
‘ Xor-n {A58)

wobel r»4 ¢ ME%4 , mit Ev0 . Diee in [AS51) eingesetrt er=-
gibt mlt (A46)

3 OB (w) = g *Plaw 2 carp o) g2 ) , (#59)

‘ ¥ .

3“"“) (w) = QL": § da K, P’{z.w) h(a) , . {A&D)

EEN,__O
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wobei fw; weCp  r,ar-,%4  £,5£%].

Ee sei nun die Funktion h(z) holomorph in einem Gebiet
Z und stetig in E; durch .geeignete Verformung des Integratione-
weges kann gf“F}ﬁq mit Hilfe der Darstellung [A60) sue Crl

hereus fortgesetzt werden, Dees Integrel

$®P o = g $ d2 kP (10) h( (A61)
22
existiert denn fUr (mit b(w) = 1/2) {w + W“l]]

1

h vir)

fw;weCol UV {w 2=bwa(r NE)es wea(Ey e, n)} =

fw;welc, va(e,,  n2)]

bir)

(fe= P=8 >4, E0}

und definiert in diseem Gebiet qf“p%w) und damit g(d'p%h) els

holomorphe Funktion.
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