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FONCTIONS CONDITIONNELLEMENT DE TYPE NEGATIF,
REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES ET PROPRIETE (T)

par Nicolas LOUVET, Yves STALDER et Alain VALETTE

ABSTRACT. This paper is devoted to conditionally negative definite functions on a
locally compact group G, and their relation to representation theory and 1-cohomology.
More precisely, we prove first that a normalized, conditionally negative definite function
¥ on G is indecomposable if and only if the orthogonal representation of G constructed
by GNS-construction is irreducible. Next we define conditionally negative definite
measures on G and we prove that a Radon measure dp absolutely continous with
respect to Haar measure dx is conditionally negative definite if and only if the
Radon-Nikodym derivative %{f is a conditionally negative definite function. We use
this to prove that, on a compactly generated group G, any normalized conditionally
negative definite function is the limit, uniformly on compact subsets of G, of convex
combinations of indecomposable normalized conditionally negative definite functions.
As a consequence, if a compactly generated group has the property that the reduced
1-cohomology is zero for every irreducible representation of G, then the same holds for
every unitary representation of G. This is related to a characterisation, by Y. Shalom
[Sha00], of Property (T) for compactly generated groups.

1. INTRODUCTION

Soit G un groupe topologique. Une fonction continue ?: G — R est
conditionnellement de type négatif si
(i) (g~") =1(g) pour tout g € G et
(i1) pour tout n € N, pour tous ¢g,...,g, € G et pour tous Aj,...,\, € R
tels que > >, A\, =0, on a
n n
DD ANug'g) <0.
i=1 j=I

Une fonction conditionnellement de type négatif v est normalisée si 1(e) =0
(ou e désigne 1’élément neutre de G).
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Pour obtenir des exemples, considérons une représentation orthogonale ,
fortement continue, de G dans un espace de Hilbert réel ‘H,. Une fonction
continue b: G — H, est un l-cocycle par rapport a 7 si

b(gh) = ©(g) b(h) + b(g) pour tous g,n1€ G.

La fonction ¥(g) = ||b(g)||* est alors conditionnellement de type négatif
normalisée. Il est bien connu (voir par exemple [HV89], § 5.b) que cet exemple
est général : en effet, une construction du type Gelfand-Naimark-Segal montre
que, si ¥: G — R est conditionnellement de type négatif normalisée, il existe
un triple (Hy, 7y, by) ol my est une représentation orthogonale, fortement
continue, de G sur I’espace de Hilbert réel H, , ou b, est un l-cocycle par
rapport a 7, tel que by(G) soit total dans H,,, et Y(g) = wa(g)ll2 pour
tout g € G. Le triple (H, my, by) est uniquement déterrnin€, a isomorphisme
orthogonal pres.

Notre premiere contribution consiste & examiner quand la représentation
est irréductible. Remarquons que 1’ensemble des fonctions conditionnellement
de type négatif normalisées sur G forme un cone que I'on note CL(G) (la
notation est due a Vershik et Karpushev [VK84], qui I’appellent “cOne de Lie”).
Nous disons que la fonction conditionnellement de type négatif normalisée
Y est indécomposable si 1 se trouve sur une génératrice extrémale du cOne
CL(G). Notre premier résultat, énoncé sans démonstration par A. Vershik et
S. Karpushev ([VK84], théoreme 1), est

THEOREME 1. (i) Soient v une fonction conditionneliement de type négatif
normalisée sur G et (Hy,my,by) le triple obtenu par construction GNS. Si
Y est indécomposable alors la représentation orthogonale T, est irréductible.

(i1) Soient ™ une représentation orthogonale et ) une fonction condition-
nellement de type négatif normalisée associée a m (c’est-a-dire une fonction
de la forme ) = Hb(.)H2 ot b est un I-cocycle par rapport a 7). Si la
représentation T est irréductible alors la fonction 1 es! indécomposable.

Ce résultat sera démontré a la section 2. Il y a un lien assez étroit
entre fonctions conditionnellement de type négatif et fonctions de type positif
sur G donné par le théoreme de Schonberg: la foncion ¢¥: G — R est
conditionnellement de type négatif si et seulement si la fonction e~'¥ est de
type positif sur G pour tout ¢ > 0 (voir [HV89], chapitre 5, théoréme 16). On
sait que, si G est un groupe localement compact, il existe une caractérisation
intégrale des fonctions de type positif sur G (voir [Dix96], proposition 13.4.4).
Il est intéressant, dans ce contexte, d’introduire la notion de mesure de type
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positif sur G (voir [Dix96], §13.7). A la section 3, nous faisons de méme
dans le cadre des fonctions conditionnellement de type négatif. Rappelons
qu’une mesure de Radon sur un espace localement compact est une mesure
borélienne, finie sur les compacts et intérieurement réguliére.

DEFINITION 1. Soit G un groupe localement compact, de mesure de
Haar (a gauche) dx, et de fonction modulaire A. Notons C.(G) I’espace des
fonctions continues a valeurs réelles et a support compact sur G. Une mesure
de Radon p sur G est conditionnellement de type négatif si

(i) pour tout £ € C(G): / FOdpx) = / FOHAG Y dux) et
G G

(i1) pour tout & € C.(G) avec / h(x)dx =0

G

/ / HOOh(xy) dx dpu(y) < 0.
GJG

Ceci nous permet de démontrer

THEOREME 2. Soit G un groupe localement compact. Soit 1 une mesure
de Radon sur G, absolument continue par rapport a la mesure de Haar dx.

On a les équivalences :

(1) la dérivée de Radon-Nikodym i o presque partout égale (par rapport
dx q D

a dx) a une fonction conditionnellement de type négatif;

(ii) p est une mesure conditionnellement de type négatif.
A la section 4, nous utilisons ce résultat pour démontrer

THEOREME 3. Soit G un groupe localement compact compactement
engendré. Le cone fermé (pour la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts de G) engendré par les fonctions conditionnellement de type
négatif normalisées indécomposables, est le cone CL(G).

Pour expliquer comment nous appliquons ce résultat, nous introduisons
davantage de formalisme cohomologique. Soit 7 une représentation ortho-
gonale ou unitaire du groupe topologique G. On note Z!'(G,7) I’espace des
l-cocycles de G par rapport a . Un cocycle b € Z'(G, ) est un 1-cobord
s’il existe un vecteur £ € H, tel que b(g) = m(g) — £ pour tout g € G. On
note B'(G, ) ’espace des 1-cobords, et
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H'(G,7) =Z"(G,m)/B"(G,m)

le premier groupe de cohomologie de G a coefficients dans . Munissons
ZNG,m) de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de G,
et notons B'(G, ) ’adhérence de B'(G,w) dans Z'(G. ). On note

H'(G, ) = Z/(G,)/BYG, )

le premier groupe de cohomologie réduite de G a coefficients dans 7.
Les sections 5 et 6 sont destinées a montrer

THEOREME 4. Soit G un groupe localement compact et compactement
engendré. Si on a T-I—I(G, ) = O pour toute représentation unitaire irréductible
m du groupe G, alors ﬁ(G, p) = 0 pour toute représentation unitaire p du
groupe G.

Par un argument d’intégrale directe, A. Guichardet a démontré (voir
[Gui72], proposition 4 ou [Gui80], Ch 3, §2) le méme résultat en supposant
G séparable (mais pas nécessairement compactement engendré).

Notre derniére application concerne la propriété (T) de Kazhdan. Le théo-
reme de Delorme-Guichardet (voir [HV89], chapitre 4, théoréme 7) affirme
que, pour un groupe G localement compact o-compact, la propriété¢ (T) est
équivalente 2 1’annulation de H'(G,7) pour toute représentation unitaire 7
de G. Dans [VK84], Vershik et Karpushev ont demandé si, pour un groupe
localement compact compactement engendré, la propriété (T) est équivalente a
I’annulation de H'(G, o) pour toute représentation unitaire irréductible o de
G. (Des exemples simples montrent que I’hypothése de génération compacte
est nécessaire — voir [VK84], exemple 1.5.1.) Y. Shalom a donné une réponse
affirmative a cette question en démontrant (voir [Sha00], théoreme 0.2)

COROLLAIRE 1. Pour G localement compact compactement engendré, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) G a la propriété (T);
(i) HY(G,7) =0 pour toute représentation unitaire irréductible m de G ;
(111) E(G,w) = 0 pour toute représentation unitaire irréductible © de G ;

@iv) f-I—I(G m) = 0 pour toute représentation unitaire v de G.
; 4 P

Dans 1’énoncé original, Y. Shalom suppose le groupe G séparable en plus
de compactement engendré: pour la preuve de (iii) => (iv), il fait en effet
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appel au résultat de Guichardet cité plus haut. Notre théoréme 4 permet de
s'affranchir de 'hypothése de séparabilité dans le résultat de Shalom.

Notons que Vershik et Karpushev [VK84] ont montré que toute
représentation  irréductible tt de G avec N 0 est non-séparée de la
représentation triviale dans le dual G. (Voir l'article [LouOl] du premier
auteur, pour des compléments et des généralisations de ce résultat.)

2. Fonctions conditionnellement de type négatif

Le but de cette section est de démontrer le théoréme 1, mentionné dans
I'introduction.

LEMME 1. Soit 7r une représentation orthogonale irréductible d'espace PL.
Si. A est un opérateur auto-adjoint sur PL, commutant avec ir(g) pour tout
g6 G, alors A A-ldu avec Ac R.

Preuve. Voir le premier pas de la preuve du theoreme 1 dans [SVO02].

Lemme 2. Soit 7t une représentation orthogonale d'espace PL et
b ¢ Z1(G"Mt) un cocycle dimage totale dans PL. Si A est un opérateur
auto-adjoint sur PL, commutant avec ix(g) pour tout g 6 G et tel que
(Ab(g) b(g)) =0 Vg ¢ G, alors A _ 0.

Preuve. Pour tous g, he G

0={Ab(g-Ih)\b(g-Ih)}
(A(n(g~T)b(h) +
Ab ( ){g I)b(h) big'1))
+ (b(g-1) " At C ™YFio-X)b{h)
(Att {gg’}brh)l ‘ Anlg"\bih))

24t
ENYY: o1l
Comme les b(g) (g ¢ G) engendrent un Nwe ac dense dans PL, on en

tire d'abord Ab(h) O pour tout h 6 G, puis A

=+

) Kg'l)








































































