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Résumé

I1 est naturel de représenter le groupe des déplacements du pian dans

l'espace des solutions de 1'équstion

(+) 4 q{.4~ kz ﬁ{‘ =0

s

ou dans certains sous—espaces puisque le laplacien est invariant par

y

rapport a ce groupe.

On peut séparer les variables de 1'équation (+) dans quatre systémes de
coordonnées curvilignes orthogonales [3] + 5% on procéde ainsi, on obtient
des systémes de solutions aux variables séparées quil constituent des

bases dans lec scus-espace des solutions de 1'équation (+) pour une méme
valeur de k. Il est possible de représentsr le groupe des déplaccments

du plan 3 l'aide de transformations définies sur ces vecteurs de base.

Si on applique cette méthode dans les quaire systémes de coordonnées
mentionnés ci-dessus ef qui sont les coordonnédes polaires, elliptigues,
cartésiennes et parabolicues, on peut faire apvaraitre les fonctions de
Hankel, les fonctions de Mathieu, les fonctions exponentieliles et les

fonctions de Weber ainsi que retrouver des formules d'addition classiques.
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l. Introduction

‘1s1 Rapuel historicue

En 1$65, les BEcitions Yauka & loseou pucliaiant un livre de M. I, Vi-
lenkin: " Fenctions gspéeizles et théorie de 1z représentation des groupes ™
{11, ce livre, rapidement traduit en anglais puis en frangais, révélait,

a un puolie plus lerge que jusqu'alors, les résultats de recherches
entreprises depuis guelques années pour découvrir un ordre plus profond
parimni les nombreuses formules et propriétés relatives aux fonctions

spéciales.

Diverses technigues de représentatior des groupes, qui sont maintenant
bien eonnues, permetieni d'obtenir beaucoup de résuliats classiques
de fagon naturelle ou micux motivée, Cevendant, I, V. Heefadyen et

P. ¥internitz oni présenié un nouveau procéds de représeﬁtation dans un
article paru en février 1971 et intitulé " Crossing Symseiric Expansions
of Physical Seatiering Amplitudes; The 0(2,1) Group and Lamé Fonetions "
(2). L'utilisation de cetie méthode permet de justifier le recours &
certaines foncticns scéeinles, dont il ntest pas question dans le livre
de M. I. Vilenkin, pour représenter l¢ groupe des déplacementis du plan

et de retrouver des formules dladditicne.

1.2 Généralités

Comme nous l'avens dit, bacfadyen el Uinternitz [Ej introduiseat une nou-
velle technique de représeniation d*un groupe. Plus préecisément, ces
auteurs rappellent qu'il ne stimpesent nas de réduire un groupe & des
sous~groupes pour le représenter, ccuue cela s'était fait jusque la.
Partant d'un probléme de diffusion de varticules, ces auteurs sont

amenés 3 étudier le groupe 0(2,1), c'est-i-dire le groupe des dévlace-
ments de l'espace de Hinkowski M(Z,1). La représentation se construit
dans lfensemble des foneticns propres dfun opérateur invariant pour le
groupe. Le procédé de séparation des variables permet, dans ce c¢as,

de ramener la question & 4des considérations sur des produits de foneiioans
de Lamé. Ces produits ont un caractiére partieulier de symétrie que nous.

retrouverons pour 4des produits a'autres fonetions spéeiales.

Clest le cas du groupe 11(2) des dépiacements du plan euclidien E2 e

nous allons considérer. Comme on le saii, ie ilaplaclen est un opérateur
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invariant par rappvort au greupe H(2). Dans ces coﬁditions, on peut
prendre, comme espace de reorésentation, l'ensemble des fonctions
prepres de cet opérateur qui sent assocides & une meme valeur propre
(cf. T2] et la littérature qui est indiquée), Autrement dit, cet
espace de représentation est formé des solutions de 1'équation de
Helmhotz

(1.2.1) AY + 'Y =0
peur ung méme valeuvr de X.

Les variables de 1'éguation (1.2.1) sont séparables dans certains systémes
orthogonaux de coordonnées curvilignes. Pans notre cas, ces systémes sont
au nombre de quatre (cf. {3] ). Rechercher les soluticns des éguations

aux variables séparées revient & é&tudier les fonctions propres dtopérateurs
différentiels & une seule variable, Ces fcnctions propres sont des fonctiens
spéciales qui permeitent de construire explicitement une représentation.
Ltétude de ces fonctions se trouve ainsi justifiée cu point de vue de la
théorie de la représentation des groupes. Chaque classe de fonctions
spéciales qui s'introduit de cette maniére apparait clairemeni associée

a un groupe et & un systeme d'opérateurs particuliers. De plus, nous ver-
rons que, lorsqu'on écrit explicitement les éléments des matrices qui
correspondent aux éléments du groupe, on écrit toui naturelliement des

fornules d'additvion.

Les systémes de coordonndes curvilignes s'obtienrent par iransformation
du plan de Gauss. Comme nous désirons ncus limiter aux sysiémes ortho-
gonaux, nous ne retenons gque les fransfcrmations qui conservent les
.angles, c'est-3-dire les transfermations conformes.

S0it donc une transformation conforme

(1.2.2) 2( . TeDcC 0 3 :{(‘g) e C

x et y étant les varisbles du systime de coordonnées cariésiennes.



On a de plus dans {1.2.2)
(1.2.4) T=fS+iv SeDC:t\x ‘c—‘D 'Cﬂ?
VLo o 3 : - 1A .
Poiy ) feDen, ypedy )
ﬁ etX"étant les variables du systéwe de coordonnées curvilignes.
En coordonnées cariésiennes, l'équation f1.2.1) stécrit
Vo L2y _
102-5) A\;’,y -.\,'L' L —I_l/l-((’<!>’} =0

-
{
ou &{Y&y) désigne ure founction propre d» laplacien associde & la

valeur propre -ke.

Donnons-nous maintenznt un systéme de coordonnées curvilignes (Fly) per—
mettant la séparation des variables de l'équation (1.2.1)., Ecrite dans

ce systéme, cette éguziion prend la forine
: 2
’ W, = - W r
(r2.6) By W, K w (®y)

ol ‘dﬁd’ est le laplacien transcrit daus le systéme de coordonnées curvi-

~ lignes (ﬂ}r) et ol Mi(qu) est donné per

(1.2-?) W \ — .
k(FJJ) = Yk(quyq) y(ﬁ,y))
On démontre (cf. {141 ) qu'il existe, avec le laﬁlacien, un deuxiéme
- opérateur Ls du second ordre, caractéristique du systeéme de coordonndes
curvilignes utilisé, invariant par rapport au groupe H(2) qui commute

avec le laplacien. Cn a donec

(1.2.8) l_s W, = - A W, (/JMV} ,

Par comoinaison appropride de (1.2.6) et de (1.,2.8), on obtient les

deux équations

(1.2.9) @{3 W, ==, (kv

ol égp est un ovérateur différentiel gui n'agit gue surJ} et

(1 .2.10) = - [ %
( Oy w, AV, (¥

ol JJX- est un opérateur différentiel qui n'agit que sur.)f .
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(te2.11) W, (g ) - @, () v (y)
il vient

(1.2.12) f)@ U, =-3u, (p)

et

1.2a3) DpY, = => %Y

On donne le nom de constante de séparztion & la constante A . Ces
équations aux valeurs proovres admettent des familles de solutions notées

respectivement

(.2a4) U () = MLJV(_F] s =Y,y

ou 1'indice V est fonction de ) « On doit préciser dans chaque cas la

relation qui lie V et A .

" Selon les éguations {1.2.12) et (1.2.13), likV(F) et \Qv(yﬁ sont
fonctions propres des opérateurs i% et éyy— ;espectivement, pour la
néme valeur de A o Compte tenu de (1.2.11), les fonctions ukJV(P) et
%gv(X) permettent dfécrire une solution aux variables séparées de

(1.2.6) que nous notons

(1.2.15) Wk,u (F,}[) - V‘k\v ((3) V’LN(‘!/‘) , :

Par linéarité, l'équation (1.2.6) posséde des solutions qui ne sont pas

du type (1.2.15) et que 1l'on peut denner par

—
(1.2.16)  Wyo(ay) =2 a U, (g V)

'( PJ&I V;:.‘ L{I\'). l"\“) IJ L’,V 6/
ol H est l'ensemble des valsurs accessibles & W dans le cas considéré

(spectre de \).).

Lorsgue les lignes de coordonnées ne sont sas lais.iées invarisntes gar

(s

Y

des sous-groupes de l(2), les apérateurs ‘u% et =fbr , apvarus dans les

.équations (1.2.12) et (1.2.13), sont identiques & un changement de
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variable yne 19 =tV . 11 stlensuit { ’ 4 i
ariable du type 3 ¥ o Il stensuit que Uy () et Vew' &) s fonctions
propres de J% et oy resp., sont des fonciions spéciales de ia méme

Pl

¢lasse et que les solutions aux varistles sédpardes (1.2.15}) de {1.2.6) pré-

senftent, en @ et en y y 1z symétrie particulidrs dont ont parlé lM2cfadyen

et Uinternitz (27 .

Considérons meintenant un déplacement du plan g € M(2). Cet élément dépend
de trois paramétres fﬂ,‘y et of . foet ¥ sont respe. le module et ltangle
polaire d'une translation,  est l'angle d'une rotation. A ce déplacement
est associé un changement de systéme de coordonnées (ﬁ%- (F,Y) — (Fo))ﬁ;).

Si 2z = x+iy = £{¥) dtapres (1.2.2), on a
.ean  fl1)=p et 4 e-"“{(‘*&) od
(1.2.18) T ﬂ-i-('t}f /- 3’0 = ﬁoq-it}fq ) ﬁ;]’go S DFCIR/ y;al/;e_i DJ’_,CR

{

Ltéquation (1.2.1) stécrit, dans'les coordennées (Fa&%),
{(1.2.19) P\r "‘"k \’V\( [3 Y

Soit une soluticn aux variables séparées de celte éguaticn que nous

notons V/ + Per invariancs du laplacien, la fonction

(1.2.20) W, (p)y} = ‘Wk;vd_ (Po(_p}}{)} Y,,(P,y))

est solution de {(1.2.8).

Les représentations que nous allens considérer sont des sous-représenta-
tions de la représentztion guasi-réguliére M@,|—————9 w, o CE
obtenues par restriction 3 des sous-espaces de solutions aux variables

séparées de (1.2.1).

Pour chaque sysicéme de ordonnées curv111~nes gui permet la séparation

des variables, on associe, & g {2}, la transformation

u&,w (p)Y, V (P e (Be) 4(}’3) :

(1.2.21)
En vertu de (1.2.20), uk‘,ﬁh}%i _(;%} est solution de {1.2.6). Canz les
e ‘v
cas cll des théoriues de développement s'ap.liquent, nous pouvons écrire
1.2.22) YA Y, {6V )
s \ N = A i L) L ¢ i
‘41"4(/3‘*) "kv‘/c}“ f’};‘;’,«ﬁlvfﬁﬂ"" kP! ku(zr"
Comme on le voit, cetie dsrniére expression est une formule daladuition.
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2. BEquation de Helmholiz et Squations sux verisbles séparédes

2.1 Coordonnécs polaires

La transformation conforme qui donne les coordonnées polaires {(of. (1.2.2))

est donnée par

<

(2.1.1) Z=e’ - 2axxiy  Yzlnr+ie
ou
B CRE 7R
(2.1.2) 3 !
' \/:F‘chro

Ltéguation de Helwholiz prend alors la forme

' ¥ 4 )2 14 ) 1 (2
rr s — g e o= - 57
k2-.l.o)) ‘)},z rz )q?l '— ér J\{\lk k VV‘<{F,CJP)
S$i on pose, pour une soluiion aux variadles séparées

= N

(2.1.4) W, (rygd = uy, (i /\{.\f(f')
les varisbles de 1l'équation (2.1.3) se séparent et on obtient

. 2 ? 7
(2.1.5) [-r" 3s-r 'aEF Sk, = oh ey, )

0
¥

7
(2.1.6) _3} V., :n-\ Vle,v((f’)

~ A

2.2 Coordonnées ellintiocues

La transforimation conforme gqui donne les coordonnées elliptiques {ef. (1.2.2))

est qonnée par

™
n
(1)
4
FSY RN

(2.2.1) 2= ce e’ ; ZEXty T=(5e8) +££‘) CeR=fs)

x=cchs et
(2.2.2)

[ y=callsaut
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L'équation de Helmholtz pread alors fa forme

: 2 32T \
—— + S s = Lt
Lcr(hes+eaaal) [ 257 bl _l e = - l< “ (s, t)

(2.2.3)
5% on pose, pour une solution aux varizbles séparées

(2.2.4) W, (5F) = U

kv (§) V. (&)

l(,\) k,U

les variables de 1'équation {2.2.3) se séparent et on obtient

2z A 1 2 N
(2.2.5) *[%;5 -7 K o 25] u“k,,, == A % (s
et

(2.2.6) [ 3 -Gtk cartly, = -hy ()

2.3 Coordonnées cariésiennes

La transformation confcrme (cf. (1.2.2)) est ici 1*identité. L'équation de

Helmholtz a la forme

(2.3.1) [j};?;z 32 ]Y -k Y (x

e #

Si on pose, pour une solution aux variables separées

r ' |
(2.3.2) fk,v (x,y) = U‘k,u {x) V{,,V(y}

les variables de i'équation (2.3.1) se séparent et on obtient
. 32 2
(2-303) [" —_— !( Us = ‘-). (j; /

et

(C 4 4) 2
L] by - ! . ‘f. =
. y¢ | E', jum .\ \/ (>’>
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2.4 Coordonnées wparaboligues

La transformation conforme gui donne lcs coordonnées paraboliques

(et. (1.2.2)) est donndec par

r

(2.4.1) 2= 4%

[N

2=Xtly 8= Sl
.ou
(2.4.2) g x=3(8%-77)

y =

L'équation de Helmholtiz prend alors la forme

_,._' __12 . '
(2.4.%) [— giz , ka =~k Wk(z’ -"i)
si on nose, pour une solution aux variables séparées

(2.4.4) \/Vklv ('g’q?} = uktv(g) VQJV(W”

les variables de l'équation (2.4.3; se séparent et on obtient

(2.4.5) [“55-{2 - tf—ﬁ”].“'kv :—;\’Jk (%)

7

et -

2 [4 . \
(2.4.6) [—)ﬁ- + I '?{Z ] V'K.V = =) 'v’k;‘; (73
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. L'espace de représentalion et ses éiéments

1
Appelons Jﬁl llensemble des solutionms de lféquaticn (1.2.1) pour une valeur

fixée de k.

3.1 Les éléments de :zQ sont exprimés & ltaide des fonctions de Hankel

”

Toute notre discussion se développe pour » fixé. Posons donc kK =1 et

omettons lt'indice k.

Les solutions de (2.1.5) et de (2.1.5) gul nous iniéressent sont celles qui

correspondent aux valeurs réelles positives de A . Posons donc
(3.0.1) A =v° : velk

Pour V fixé, (2.1.6) admet pour solutions lindairement indépendantes
’ P .

t + [(yem
(3.1.2) V\J(?) = 8 e VvV nén enlilr

!

L'équation (2.2.5) avec k = 1 ntest autre que 1l'&guation de Bessel. Pour Y,

fixé, cette équation admet pour solutions linéairement indépendantes

(3.1.3) Uylry = H {2

Ve m

deuxiéne.

[
jul

1) :
ou k{ désigne la premiére fonction de Hankel et ‘4

Ve . Vi
Tous nous intéressons zux solutions aux variables séparées de l'équation

(2.1.3) qui ont la propriété

L2iv
(.¢1¢[\ 4 - |
(5 L) WV.(PJ cf.{-zﬂ) & WV(P/{]&,

Dtaprés (3.1.2) et (3.1.3), cette condition est satisfaite si nous écrivens,
compte tenu de (2.1.4)

(1 " +('(u-{4¢t}(::9 . 1
H , ) J*qz (47)(4-J(2)(z J.

(3.1.5) WU g
Remarouons que les solutions {3.1.3) de (2.1.%) se distingueni par leurs

compotements asymptotigues qui sont aonnés par

ey (2 N> xulr- vi-i)

(3.1.6 . I R .
(2.1.6) (ri oo vy /s ¢ (e (70



Théoréme de dévelopvenent {(ef. [47 ) Seit W ¢ une solution holomorphe de
C

( < jirl

-

<C,. On guppese que W{r, @)
= LI |

a la propriété

(3.1.7)  Wilngt2m) = e’ Wi ¢) | ve L

Alors on a le développement en sédrie

o=
(3.1.8)  w(r, ) = S 2, () p (VP '
Mzooa
Puisque WI(l{f) est deux fois continiiment différeniable en CF y la
série (3.1.3) converre zhsolument et uniforméuent pour f“eﬂDr et
Cq < Jm{F<C2 . D?yf. 2lle est dene différentishle terne 4 ternme par rap-
poert ar, resp. a @ dzns toute partie cerpacte de ﬁa s resp, de D R
autant de fois qu'on veut. En vertu d'un thiordme classique {cf. {47,
EZ%wn(r) est une fonction cylindrique d'indice V+7 holomecrphe dans :Dr ’
ctest-3-dire une solution de (2.1.5).

Pour un exposé plus complet, cf. (4], (61 ,([71 .

3.2 Les 8lineonts de qﬁgksont'c:{:)rimés d 1tazide de fonctions de lethieu

Ltéquation (2.2.6) porte le nom d'équation dc Mathieu el l*équation {2.2.5)
celui d*équation de Mathieu modifiée. Si, dans (2.2.6), on remplace t par
is, on ebtient 1téguation (2.2.5). Cfest un des cas ol la symétrie signalée

par Macfadyen et Winternitz apparait.
On peut remarquer que, dans (2.2.6), y* ne figure pas. Cn a done

(3.2.1) )f)'/v" - y’i = const,

od y et ¥ sont deux solutions de (2.2.6). De plus, l'équation {2.2.6) est

invariante par rapport a la substitution

> € 1T

(3.2.2) £ —=-t j ¢

. . . 2 .
Done, si y(t;A, h2) est solution de (2.2.6), y(~t; A, b") ltest aussi.

On a posé dans (2,2.6)

(3.2.3) o k" =47 L
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AT (t; \A’ h"‘)

Soit maintenant deux solutions de (2.2.03 yI(t; l, h?} et Y11

telles que
Y (o) =1 . ’{'o) =0
(3.2.4) { f . /t
% (0) =0 Y (o) = 1
2

Les solutions y1 et I11 forment un systéme fondamental et, pour,Xet h

fixé, toute solution y de {2.2.6) peut stéerire

Y A71 +B>’11 .

(3.2.5)

Selon (3.2.1) et (3.2.4}, on =z de plus

(3.2.6) XI:XI‘_- yj'yn = 4

Exposant caractéristique et solution de Floguet
Puisque 1'4quation (2.2.6) comporte un coefficient péricdique de période Wi,

Floquet propose de rechercher une solution telle que

(3.2.7) y(.mﬁ) = r:ry(e)

ou telle que

y(n)

(3,2.8)
y’(r:J

o*yfo}
Gy

étre écrite sous la forme (3.2.5). Compte tenu des

ir

La solution y peut
conditions (3.2.8), il vient, pour les coefficients A et B
(- ) Alypm-ay + By m =0
302.9 ¢ q f - -
A Y () + Bym-¢) =0

Le systéme (3.2.9) est linéaire et homogéne par rapport & A et B. Il possadde

une solution non triviale si et seulement si

! —
(3.2.10) g -?.yr(u)—h’} =0

5i on éderit
(3.2.11)
(3.2.10) devient

(3.2.12) Co
. /i
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) x 3 . - y - ) \ 2 s - .

V, solution de (3.2.12) pour A:: et h” Lixés, porle le nom d'exposant
caractéristigue. On peut remarquer qus si P est exposant caractérisiigue,
vt%}

(3.2.12), A\ et h° fixés, il existe une solution de (2.2.6) qui a la pro-

ﬂe[N y» €5t aussi exposant caractéristique. Donc puur V solution de
priété

(3:2.13) Y (£+47T) = otV Y, (t)

On note
(3 7.1 4 Fa - (LF)\ ]2)
. AeZe 4‘) >\J (1,) - ﬂl@\) \-) } n

)@(t) a2insi défini est déisminé 3 une constante multiplicative prés.
En vertu de l'invariance de 1'équation (2.2.6) par rapport au changement

it —» =t, la fonection

(3.2.15) \/v (-F) = me, (-~ L—_,' /\, 'ﬁi) ’
est aussi solution de cetie équatiorn. Ltaprés (3.2.13), )5(-&)est 1iné-~
airement indépendant-de )b(()si Y n'esi pas entier, Notre étude se linite
a4 des solutions de (2.2.6) qui peuvent s'écrire sous forme de combinaiscns
linéaires de solutions de Floquet avec V réel non-entier.. (Solutions dites
stables car elles restent‘bornées en module pour toute valeur de t).

Le facteur multiplicatif laissé libre est déterminé par la condition de

normalisation
72
7 R 1 , {2 -
(3.2.16) ?j_—/mel,(&, WA me, (-t 4 )t =1
vy
0

Salutions de l'écuation madifiée

On obtient une solution de (2.2.5) en remplagant t par is dans (3.2.14)
puisqu'on passe de l'équation (2.2.6) & l'équation (2.2.5) en opérant

ce meme changement de variable. On préfére cependant avair des solutions
de (2.2.5) qui aient un comportement asymptotique donné 3 1l'avance.

On peut remarquer que pour s de. venant arbitrairement grand, une oranche
d'hyperbole de ccordonnées tend ¥ers ur rayen palaire. Cela incite a
exiger des solutions de (2.2.%) dtavoir un comportement asymptotigue
identicue au comportement asympiotique a'une fonction de Hankely de Besuel
cu de Heumann (ces deux dernidres pouvant dtailleurs ctre écrites sous.

forme de combinazisens linéaires des deux premieres).



—LO=
Désignons une de ces solutions de (2,2,3) way h) ol J prend les
valeurs 1, 2, 3, # seion que le comporiemeni asymp ,tlgus de lz soluticn
considérée est identique au comportement asymntetigue d'une fonction de
Bessel, d'une foncti ie N itune premiér it i R i
B . ne rction de Ncumann, d'une pramiére cu d'une deuxidme fonetion

de Hankel respectivement. Ces solutions sont définies var

T
7! Silve21@ , L
(% 0/5123 (k) e-¢V*2¢ ?MPV'H'//?Z) At =

el e 8 115 )

. ' = t7, ;
(jor20  €ao tr 0. ;>o)

(3.2.17)

. g
(3.2.18) () _._,../m@ (¢ l,) ”‘{V”‘g) At
2(’ / ‘
)
F1j (?}L) a2 pour comportement asympiotique
G, NG
(5.2.10) 10 G;R 00 J (2hche)
v

4
ou C) (2}1cgs)désigne une des fonctions cylindriques mentionnées ci-dessus
v

selon la valeur prise par j. (Cf. (8] J.

Une solution aux variables séparées de (2.2.3) stécrit donc , compte tenu

de (2.2.4)
(3.2.20) Wif)ﬁ( §6) = HVW(S/' h)me,  (£;1)

Remarquons qu'en vertu de {(3.2,13), les sclutions aux variables siparées

de ((2.2.3) du type (3.2,20) ont la propriété
' 4 - L‘ﬁ-v I y ‘}me &_'?\
(3.2.21) ﬂ‘}*m(sjlh)'?'ti@v_”h[f*ll)[12):‘.. e l/]\}'*"k (J, I'l u+n( )l’i i.

Théordme de dévelovpement

Toute fonciion f{i) analytique régulidre dans une bande parallele a l'axe

réel qui a la propriété
AR .
(3.2.22) {(HT” = e [(&)

ol V eost guelcongue, eat développable en série univoque

R e ]

(z.2.23) (&) = ) L. me (t h’)

\ 1)+7l
J:- =



gui converge avsolument ef vnifermément dans tout compact. On a pour les
coefficients

b+
. 4 o f
(3.2.24) {j - T/l‘uz)mt.am,.(
' ¢

La valeur de h2 qui figure dans (3.2.23) correspond & la valeur de 1)¢fonno%
selon (3.2.12). (Cf [87 ). '

——

L) dr

3. 3 Les &léments de ?ﬁk sont exprimés 3 1'side de fonctions egoononhellcs

Les solutions de (2.3.3) ot de (2.3.4) qui nous intéressent sont celles

qui correspondent aux valeurs réelles positives de k . Posons
N . —_
(3.3.1) >\:v2 = k Sints ) 0554@!

Les valeurs des constanies k et é gtant fixées, 1l'équation (2.3.4) a les

deux soluticns linéairement indépendantes
. .
(3.3.2) VY gy} = ¢ ey
/
et 1'équations (2.3.3)

+ +ikx cd
(3.3.3) U g (x) =¢€

Les solutions aux variables séparées de (2.3.1) s'éecrivent donc, compte teau

de (2.3.2)

. = 2! 5 ik fnd |
(3.5.4) /H (%) B Y § )N G o () ),

FA I
Par linéarité, toute combinaison linéaire

| 11, 65' : %45'
(3.3.5) %(xy)_ L_a et i.@[‘” /

de solutions du type (3.3.4) est encore solution de (2.3.1).

N
3.4 Les éléments de 4& sont exprimds & lfzide des fonctions de leber

5i, dans (2.4.6), on remplace M par {€ , on ovtient l'équation (2.4.5).

C'est encore un cas ot la symétrie signalée par Macfadyen et Winternitz

1

apnaralt. Pe

(3.4.1) )\ a,:—i.(z\.)—m),, a e

ol

L5 -

e



]l B

On a2 donec

+% , acl

)

(3-402) ‘ V: -
Dans (2.4.5), faisons le changement de variable

(3.4.3) L=Vaik T

" et dans 1téquation (2.4.9)

Les équations (2.4.5) et (2.4.6) prennent respectivement les formes

| ﬂw (t) = uk‘;, (3e)

9, (M= Y, .(qm)

(3.4.5) - 1\("“ .(.(_v 1+~-—-l:2).Fk (t) =

et

2 ) -
i:zj’k'l + (u+- -4 1) 9,, (v =0
-tl‘. t

Ltéquation (3.4.6) porte le nom dtéquation de Webers. (3.4.5) lui est iden-

(3.4.6)

tique & ceci prés que V y est remplacé par -¥V-~1.

Parmi les solutions.de (3.4.6), il en existe une qui a pour comportement
asympiotique

a2
-3 T

(3.4.7) g (r=D,(x) o T
by

Cette fonction porte le nom de fonction de Weber d'indice ) . Selon (3.4.7),

elle n'est déteminde quta un facteur prés. La norme habituelle est fixée par

.o
¥ .2%
i d = eesmr———
(3.4.8) ])v(o) T0-2)
T 2
(e£.[107 ).
Ltéquation (3.4.6) reste invariante si on fait le changemeni de variable
T —> ~T » Donc si I)(t) est solution,fD (~1) 1lfest aussi. De plus, ces

V ntest ras entier,

e

deux solutions sciit lindairement indépendanies s
ce cul est le cas pour nous en vertu de (3.4.2) (cf. (3.4.7)).

Dtaprés 1tidentitéd remarcuée entre les éouztions {3.4,5) ot (3.4.6), les
solutions de (3.4.5) peuvent &tre exwrimées & l'aide de fonctions de .eber

dtindice — V-1 .
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Toute notre discussion se déroule pour i fixé, Posons donc, pour rejoindre

1téeriture habituelle

(3.4.9) k -1

et omettons ltindice k. Une solution aux variables sépardes de (2.4.3)

stécrit donc, d'aprés (2.4.4) et compte tenu de (3.4.3) et de (3.4.4)

: —r N —
W\;é)(‘s’,vg) = D—v-1(’:\’7§}Dv(_h 1)

j=4,2,3,4 C RGNS FICES

(3.4.10)

Théordme de Cherry (cf. {117, [12])
Si £{x) 2st & variation bornde dans un intervalle fini queleccnque de la

variable réelle x et est absclument sommsble dans (- 09}'*°°), alors
P
=2 p0?

2 o jod '
- @ SV 3T /r
"4'”[1(()0:/ i VT G{V‘/ T(‘“) s

O
b 2

(344.11)
AD, (w0, (T + DT D, 4 (e E,

Cette formule est analogue & la formule d'inversion de Fourier.
Ltintégrale qui figure dans (3.4.11) (intégrale intérieure) converge abso-

4
lument si lz fonctiom f(t) déecrolt en module plus vwite que x Zlorsque
q

[x{—> oo, (cf. [11] Egjlaj Yo



4. Foncticns spéciales 2i représentations du groupe des déplacements du plan

Effectuons maintenant le programme exposé au g 1.2 dans les guatre cas

b

explicites gve nous avons & considérer.,

4.1 Représentation du groupe des déplacements du plan et fonctions de Hankel

. Soit g un déplacement du plan. On peut identifier g & un changement de
coordonnées pclaires (q<f)“~¢(i})q%)donné par

-

{(4.1.1) E’\g :\f' ett A Gid e~ ) %= i+ A

On obtient une représentation du groupe des déplacements du plan dans

l'ensenble des solutions de

2 1 32

) ) LA - w
{4.1.2) (-5—;; + —Fi- -S-C-rz F 31 j V/(r)?) - \/V'(r,LF)

qui ont la propriété

i} Lty ) e )
(4.1.3) W (r,pt2F) = e w (o)

’

{cf. é 311 en associant & g la transformation T(g) définie par

. ) t1,2) ¢, c) N )
(4.1.4) WQ(q)_ }4u+n(k)€+(v+m)? ) Ff (r.) ef(v+m q%

(1,2} +V+)
En vertu de ce qui a &té dit au § 1.2, la fomction f4v+¢ 73)8 o
est solution de (4.1.2) et elle possdde la propriété (4.1.3). Selon le

théoréme de développement du % 3.1, on peut donc écrire

o

(112) (\)+')'1 ; (!;Hm} A )
(4’01 05) HVA—’Y[ (ro\} e Z’ (k) et(v' " C'P .
Puigsgu'on a

+ {7

4 Vi) v+ m )P

(443..6) > _{/f_’[ ? et (/w = cg,,,,‘.n
T J
on peut écrire pour les coefficients
7
Zf";?]("" -” {42} . |t Cf Vi ﬂ,f]Vg ~{(V+ M ‘-f’ 0/

(401.7) L"’-"-W 2” / f—' .\)*,}" a/(ﬂ /

Compte tenu de (4.1.1) et du comportement asymptolique des foncticus de

2 : ~ . - LY a2
ef, (3.1.G)), il vient, aprés quelgues calculs {cf.(4] )



—]l -

{42} (V+n i {fm A
(4.1.8) Hv«n () -! inigs o = Lo &mﬂ(ﬁ‘f/“)ﬁ ( )eu(v g
Mz -

Fi-m)  f{penjol-{m-at)Y]
(4.1.9) ":m'n(f’/‘f/id) :(‘1)(} ke et.fh pomj - at) Y j -m (fg) .

On réootient ainsi une formule d'addition classique..

4.2 Revrésentation du grouve des déplacementsdu plan et fonctions de latnieu

Identifions le déplacement du plan g & un changement de coordonnées ellip-—
tiques (5¢;¢) —>(,6,C); Ja fonction c{(P) (P, point du plan) étant donné une

fois pour toutess. Ce chungement peut etre donné par
. (y ' "o .
(44241) CO%(S-H,{') ,-:Ioe_‘/’ -f-(‘o@‘f d(jof.tfo)‘

On obtient une représentation du groupe des déplacementis du plan dans

l'ensenmble des soluiions de

4 )2 )2 1 2
(4.2.2) %C’kl(cﬁzsécofzfj dsr  dtr 4k (5, | k k™~

s

gui ont lz propriété
(4.2.3)  wil(s eam) = 827 wiil (g¢)

en associant & g laz transformaticn T(g) définie par

T(3): .
: () (3 '
(4.2.4) Nvf,ﬁ(sjk) me, (6h) —> Mj:.n(saj h)me

t!

(ty; he) .

Y4

() 12
En vertu e ce qui a été dit au § 1.2, 1z fonction HV+M(S,,} hn)i"‘ﬂewn{{'c; )
est solution de (4.2.2) et posséde la prorriété (4.2.3). Selon le théorene
da dévelop‘pement du§ 3.2, on peut donc écrire

s FILY, 42
(4.2.5) {\T a)m 2 Ecjﬁm (5; n) rﬂ@V»e'm(&/“h ).

et~

Puisqu'on a
i i

(4.2.6) :f» /fmo G Wlme (-t 0% At = 54“.



on peut Zcrire peur les coefficients

(J)(fﬁ

, B [
(4.2.7) CV*"“ h ZH /m\.u'n °) WIMPQ-;T‘{{LD;}" ) €y m( t he. 0”?

Compte tenu de (4.2.1) et du ccmportement asymptotigues des fonctions Mv-m
(cf. § 3.2), il vient, aprés guelques calculs (cf. [3] )

(4.2.8) W L (soho) in vm(eo)-h;) =

+ o

(i R
= Z 607171(]‘91%“)”1;30:1(5)%) mev-\'—fm(b)h ) '
ma.on .
ol
+ g .
— LV A2 p)E [ (et 2 (p-q N Y
[:%m[fi%d, -_/“Z; Z : € |
(4.2.9) ‘ : | _
{(vi-m)+{p-g}] /
(-1) ! (kp)

{im-m) + 2(p- 9] .

On réobtient aussi une formule d'addition classique.

/
4,3 Représentation du groupe des déplacemanis du plan et fonctions

' eaxponentiellies

Identifions le <¢éplacement g du plan i un changement de coordonnées .

. cartésiennes (x)y)F-"7 (Xo,)é)donné par
v .
(43.1) 2 = pe Yy ey,

Cn obtiant une représentation du groupe des déplacemenits du plan dans

ltensemble .des solutions de
¥ I yr 2
4.3.2) [M ;;;;wai{ = -k 1i/k(x,y)

consiruites selon

M ¢ SN E
k){cﬂqa' . IR I(W\UJ
(4.3.3) T(xy a i-et
J =
en associant & g la transformation T(g) définie par
L’,f cS f,'k-/-m-ﬁ + i 4 wﬂj +[(/a»¢nc

é G (S, Sy

(4.3.4) Tffj)

.-
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L;\xtw’a ;k}f/:-wxé

P

En vertu de ca qui a &té dit au é 1.2, la fonction @

est solution de (4.3.2) cui, comptﬁ_tenu de (4.3.1), peut stécrire
_kreend  pkyimim b hpenle-=8) ik sen(usS)  iloyin(ned)
(4.3.5) e @ E e e "</ '

~{4.3.5) est unc expression de 1z forme (4.3. J) réduite 3 un seul terne.

Ctest de plus l'expression qui, ici, joue le role de formule d'addition.

4.4 Représentation du groune des déplacemenis du plan et fonctions de Weber

Identifions enfin le déplacement g du plan & un changement de coordonnées

paraboliques donné par

{(4.4.1) %{2 = fn gt‘q} + @id

POy

‘7:;02) (g,"”)"_'-?(an/’?o)a

On obtient une revrésentation du groupe des déplacenents du plan en asso-

ciant & g la transformation T(g) définie sur lazs sur les fonctions
- ] (dl, -~ - K| f.;.f"? .Qr-_'f

(4.4.2) W, (3,47) z D-v-1 ? v(-h 4?)

sclutions &e

L A a3t kP w ¢
(4:4.3) m T + 3'7 —J (‘{,'7) = | (5

o
o
K

eded) T(Fj) : D'-L’-'I(ivrf) Dv(tvr’?) — ':D-.v-'r r’i-vr"i"’) Dv(t "}Tq;"c) .

La formule de Cherry (%.4.11) permet dtécrire

P
;..'.‘ a2

VS ) y
(4.4.5) D, (#05)D(7T%) = o= / Cf" Vo D7) +

Ao 1Y
ol + C.:‘;}(v%v') -DVI (- W?)) AV’
| (1ev ?’ )
uj‘v 1y - /.
et
bt

' ey [, {(4i7T)D,
(4e4e7) Cr_ (\)) "‘/"""l-’-:! o ¥



La condition de coavergence des intégrales {4.4.6) et (4.4.7) (ef. § 3ad)

n'est pas satisfzitc. En effet, an modile; le comportement asymptetique
(3e4.7) dberolt comme x| pour [X1—— 00, Cependant, Cherry (cf. (121 )
propose une méthode de prolongement anzlytique gui permet d'assurer la
convergence de ces intégrales-pour autant que & , angle ce rotation du

déplacement g, soit différent de zéro cu de .

5¢ Coriclusion

4u gré de la méthode que nous avons présentée au § 1,2, nous avens fait
apparaftre quatre classes de fonctions spéciales en liaison avec le
groupe das déplacementé du plan, Ces guatre clasies sont les fonctions
de Hankel, les fenctiong de Mzthieu, les foneticns exponentielles et
les fonctiions de veber., De plus, dans les trols cas, nous avens pu
reconstruire des formules dladdition classiques a l'aide d'une ropré-
seniation du groupe des déplacements du plan, Dans le gquatiriéme cas,

» T . -~ LY o~ ~
la démarche reste possible grzce & la formule de Cherry [1¢] .
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