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Ré suine 

Il est naturel de représenter le groupe des déplacements du plan dans 

l'espace des solutions de l'équation 

(+) 4 T + k2 Y = o 

ou dans certains sous-espac-es puisque le laplacien est invariant par 

rapport à ce groupe. 

On peut séparer les variables de l'équation (+) dans quatre systèmes de 

coordonnées curvilignes orthogonales [5] * Si on procède ainsi, on obtient 

des systèmes de solutions aux variables séparées qui constituent des 

bases dans le sous-espace des solutions de l'équation (+) pour une même 

valeur de k. Il est possible de représenter le groupe des déplacements 

du plan à l'aide de transformations définies sur ces vecteurs de base. 

Si on applique cette méthode dans les quatre systèmes de coordonnées 

mentionnés ci-dessus et qui sont les coordonnées polaires, elliptiques, 

cartésiennes et paraboliques, on peut faire apparaître les fonctions de 

Hankel, les fonctions de Mathieu, les fonctions exponentielles et les 

fonctions de V/eber ainsi que retrouver des formules d'addition classiques. 
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1. Introduction 

•1.1 Rappel historioue 

En 1965, les Editions Nauka à Moscou publiaiant un livre de IK I. Vi-

lenkin: " Fonctions spéciales et théorie de la représentation des groupes " 

LlJ* Ce livre, rapidement traduit en anglais puis en français, révélait, 

à un public plus large que jusqu'alors, les résultats de recherches 

entreprises depuis quelques années pour découvrir un ordre plus profond 

parmi les nombreuses formules et propriétés relatives aux fonctions 

spéciales-

Diverses techniques de représentation des groupes, qui sont maintenant 

bien connues, permettent d'obtenir beaucoup de résultats classiques 

de façon naturelle ou mieux motivée. Cependant, II. T;.'. Hacfadyen et 

P. V/internitz ont présenté un nouveau procédé de représentation dans un 

article paru en février 1971 et intitulé " Crossing; Symmetry c Expansions 

of Physical Scattering Amplitudes; The 0(2,1) Group and Lamé Fonctions " 

[2). L'utilisation de cette méthode permet de justifier le recours à 

certaines fonctions spéciales, dont il n'est pas question dans le livre 

de H. I. Vilenkin, pour représenter le groupe des déplacements du plan 

et de retrouver des formules d'addition. 

1.2 Généralités 

t 

Comme nous l'avons dit, Macfadyen et -/internits [2] introduisent une nou­

velle technique de représentation d'un groupe* Plus précisément, ces 

auteurs rappellent qu'il ne s'imposent pas de réduire un groupe à des 

sous-groupes pour le représenter, cornue cola s'était fait jusque là, 

Partant d'un problème de diffusion de particules, ces auteurs sont 

amenés à étudier le groupe 0(2,1), c'est-à-dire le groupe des déplace­

ments de l'espace de Minkowski LM (2,1). La représentation se construit 

dans l'ensemble des fonctions propres d'un opérateur invariant pour le 

groupe. Le procédé de séparation des variables permet, dans ce cas, 

de ramener la question à des considérations sur des produits de fonctions 

de Lamé. Ces produits ont un caractère particulier de symétrie que nous. 

retrouverons pour des produits d'autres fonctions spéciales. 

C'est le cas du groupe M(2) des déplacements du plan euclidien E^ que 

nous allons considérer. Comme on le sait, 1« laplacien est un opérateur 
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invariant par rapport au groupe H(2). Dans ces conditions, on peut 

prendre, comme espace de representation, l'ensemble des fonctions 

propres de cet opérateur qui sont associées à une même valeur propre 

(cf. [21 et la littérature qui est indiquée)» Autrement dit, cet 

espace de représentation est formé des solutions de Inéquation de 

Helmhotz 

(1.2a) 4 f + ^ f ^o 

peur une Eieme valeur de k. 

Les variables de l'équation (1.2*1) sont separables dans certains systèmes 

orthogonaux de coordonnées curvilignes. Dans notre cas, ces systèmes sont 

au nombre de quatre (cf. [3] )• Rechercher les solutions des équations 

aux variables séparées revient à étudier les fonctions propres d'opérateurs 

différentiels à une seule variable. Ces fonctions propres sont des fonctions 

spéciales qui permettent de construire explicitement une représentation. 

L'étude de ces fonctions se trouve ainsi justifiée du point de vue de la 

théorie de la représentation des groupes. Chaque classe de fonctions 

spéciales qui s1introduit de cette manière apparaît clairement associée 

à un groupe et à un système d'opérateurs particuliers. De plus, nous ver­

rons que, lorsqu'on écrit explicitement les éléments des matrices qui 

correspondent aux éléments du groupe, on écrit tout naturellement des 

formules d'addition. 

Les systèmes de coordonnées curvilignes s'obtiennent par transformation 

du plan de Gauss« Comme nous désirons nous limiter aux systèmes ortho­

gonaux, nous ne retenons eue les transformations qui conservent les 

•angles, c'est-à-dire les transformations conformes* 

Soit donc une transformation conforme 

(1.2.2) Ç ; T e D C C • > 2 = ^(^) e C 

où 

(1.2.3) 2- x-f [y } ^ y a Jk 

x et y étant les variables du système de coordonnées cartésiennes» 
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On a eie plus dans (1.2c2) 

(1.2.1) ^=P+LjT ; (UlJjCfc ; à ' f I V c î R ; 

K et Y étant les variables du système de coordonnées curvilignes. 

2n coordonnées cartésiennes, l'équation (1.2,1) s'écrit 

(1.2.5) A,,y %+ \<7Y^(<,y) =o 

où Xj (xty) désigne une fonct ion propre d:. l ap l ac i en associée à l a 

va leur propre -k • 

Donnons-nous maintenant un système de coordonnées c u r v i l i g n e s ( R y ) p e r ­

met tant la sépa ra t ion des v a r i a b l e s de l ' é qua t i on ( 1 . 2 . 1 ) . E c r i t e dans 

ce système, c e t t e équat ion prend la forine 

(1.2.6) ÙM Wk x-ï^lfiy) 

où &ü y es^ I e laplacien transcrit dans le système de coordonnées curvi­

lignes (Q1Y') et où ^(pi/? est donné par 

(1 '2*7) W^,f) - TyU(^), y (fry)) . 
On démontre (cf. [14] ) qu'il existe, avec le laplacien, un deuxième 

opérateur L du second ordre, caractéristique du système de coordonnées 

curvilignes utilisé, invariant par rapport au groupe H(2) qui commute 

avec le laplacien. On a donc 

(1.2.8) L, V̂ k s-\wy(ji/y) , 

Par combinaison appropriée de (1.2.6) et de (1.2.8), on obtient les 

deux équations 

(1.2.9) £)p w[ -~ \ wk (ft y) 

où <?Jß est un opérateur différentiel qui n'agit que sur ß et -

(1.2.10) eO- w. = - X V/, (2 V) 

où «Ö.r es t un opérateur d i f f é r e n t i e l qui n ' a g i t que sur.\/~ • 



Si on pose 

(1.2.11) Wv (^f1 - LL^(ji) ^Ly) 

il vient 

(1.2.12) D ( S ^ = - 5ll/v(pJ 

et 

(1.2.13) T>fVv = ~^VV.(ïï • 

On donne le nom de constante de séparation à la constante A • Ces 

équations aux valeurs propres admettent des familles de solutions notées 

respectivement 

(1.2.14) Uk(fi) , U^) ; V1J1) ^^(f) 

où l'indice V est fonction de X .On doit préciser dans chaque cas la 

relation qui lie V et A . 

Selon les équations (1.2.12) et (1.2.13), Wkv(p) et V^fy") sont 

fonctions propres des opérateurs «S» et £)y respectivement, pour la 

même valeur de A • Compte tenu de (1.2.11), les fonctions U^ ̂ (p/ et 

U (y) permettent dTécrire une solution aux variables séparées de 

(1.2.6) que nous notons 

(1.2.15) \jw) = \v(p Vf} • 

Par linéarité, l'équation (1.2,6) possède des solutions qui ne sont pas 

du type (1.2.15) et que l'on peut donner par 

(1.2.16) wV(hp -•r^Vfiyi ') 

où H est l'ensemble des valeurs accessibles à \? dans le cas considéré 

(spectre de \) ). 

Lorsque les lignes de coordonnées ne sont pas laissées invariantes par 

des sous-groupes de 1-1(2), les opérateurs Da et D,,*- , apparus dans les 

équations (1.2.12) et (1.2.13), sont identiques à un changement de 



variable du type Ö ~ - L ) r * Ii s'ensuit que ^, cp̂  et V. ( /) . fonctions 

propres de «c}j st <&y resp., sont des fonctions spéciales de la même 

classe et que les solutions aux variables séparées (1,2.15) de (1,2.6) pré­

sentent, en ß et en y , la symétrie particulière dont ont parlé Kacfadyen 

et "./interni tz [2?j . 

Considérons maintenant un déplacement du plan g € M(2). Cet élément dépend 

de trois paramètres P , ^ et <x . P et 1^ sont resp. le module et l'angle 

polaire d'une translation, c< est l'angle d'une rotation* A ce déplacement 

est associé un changement de système de coordonnées Cp01'- (P] J*") » > (ßo\$) 

Si z = x+iy = f(ï) d'après (1-2.2), on a 

(1.2.17) {(s) = f e ' f + e - ^ f ^O où 

L'équation (1.2.1) s ' écr i t , dans les coordonnées (ßo,Yo)* 

(1.2.19) A w ^ = - k \ v k ( p 0 ) y . ) . 

Soit une solution aux variables séparées de cette équation que nous 

notons W^ v . Par invariance du laplacien. la fonction 

(1.2.20) wv(ftì) = ' w k ; V j f p j P l ì r ) ; / t ^ 

est solution de (1.2.6). 

Les représentations que nous allons considérer sont des sous-représenta­

tions de la représentation quasi-régulière W, I > VV^ Q dp 

obtenues par restriction à des sous-espaces de solutions aux variables 

séparées de (1*2.1). 

Four chaque système de coordonnées curvilignes qui permet la séparation 

des variables, on associe, à g M(2), la transformation 

(1.2.21) " * ' * ( p i W ^ ' — » ttfc.«, fP«> ^.-.cy.) • 
En ve r tu de ( 1 . 2 . 2 0 ) , U1 ,(ß,)V- (?o) e s t s o l u t i o n de ( 1 . 2 . 6 ) . Dans l e s 

cas .où des théorèmes do développement s : ap ,Aiquen t , nous pouvons é c r i r e 

(1.2.22) Uk^(p Vk^(fo) = Z_A(Zl <{>,?,«) «kiJf>\jp. 
Comme on le v o i t , c e t t e dern iè re expression est. urjc formule d 1 a d d i t i o n . 
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2. Equation de Kelraholtz et équations aux variables séparées 

2*1 Coordonnées polaires 

La transformation conforme qui donne les coordonnées polaires (cf. (1.2.2)) 

est donnée par 

(2.1.1) 2 = e • 2*x+iy V= In r **i<f 

ou 

(2.1.2) ] . ' 
( y ~rSi^Cf 

L'équat ion de Tïelmholtz prend a l o r s l a forée 

(2.1.3) L 3p + r* Tf " T T F ^ k s ' k wk ̂ y ) 

Si on pose, pour une solution aux variables séparées 

(2.1.4) W^ Ir1W) .- uhj (T)VJCf) 

les variables de l'équation .(2.1.3) se séparent et on obtient 

2»2 Coordonnées elliptiques 

La transformation conforme qui donne les coordonnées elliptiques (cf. (1.2.2)) 

est donnée par 

ou 

(2.2.2) 

r~ 

l y ^ c/ii%JMx t 
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L'équation de Helaholts prona alors la foras 

4 r \7 -\2 *] 
(2.2.3) y- + s Vl/k - - ' k 7 vv (S^) 

Si on pose, pour une solution aux variables séparées 

(2.2.4) Y/^(s,t) -U^(S) Vk(W ft) 

les variables de l'équation (2.2.5) se séparent et on obtient 

(̂ •5) -[%-5<'k,^»]^w*->%/
5> 

et 

(2.2.6) C§i-^^ 2^Ov k v - K*<e> 

2.3 Coordonnées cartésiennes 

La transformation conforme (cf. (1.2.2)) est ici l'identité. L'équation 

Helmholtz a la forme 

(2 -) [ä'&lV-k'Tfc ày y) 

Si on pose, pour une solution aux variables séparées 

les variables de l'équation (2.3.1) se séparent et on obtient 

(2 

et 

•>•» [ -¾-^ ! V = -> ^v < CX) 

(2.3.4) à 

7 
r ^ = - V V/ /\0 
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2*4- Coordonnées oaraboliques 

La transformation conforme qui donne ics coordonnées paraboliques 

(cf. (1.2,2)) est donnée par 

(2.4.1) ? , d T Î . 2 = x + l / T - \ + C«l 

.OU 

(2.4.2) * V l f ' 

L'équation. de Helmholtz prend alors la ferme 

Si on pose, pour une solution aux variables séparées 

(2-4.3) ^ I Tf? 4 ^ - K ^ V M ) 

(2.4.4) ^ ( ̂ ) = WkiV^) V ^ 1 

les variables de l!équation (2.4.3) se séparent et on obtient 

(2.4.5) [ -§ i -k l T' lu W i V - - À % / 0 

et ' 

(2.4.6) [^j + k V l V - - ^ V M ( T ) • 



3* L'espace de représentation et ses éléments 

Appelons ^o, l'ensemble des solutions de l'éqaaticn (1,2*1) pour une valeur 

fixée de k. 

3*1 Les éléments de X sont exprimés à l'aide des fonctions de Hankel 

Toute notre discussion se développe pour k fixé. Posons donc k = 1 et 

omettons l'indice k. 

Les solutions de (2.1.5) et de (2.1*6) qui nous intéressent sont celles qui 

correspondent aux valeurs réelles positives de A » Posons donc 

(3.1.1) À = v " ) \><e1R . 

Pour V fixé, (2.1.6) admet pour solutions linéairement indépendantes 

(3.1.2) l / / f ) - e , u> / ^ <?»^A , 

L'équation (2*2*5) avec k = 1 n'est autre que l'équation de Sessel* Pour V 

fixé, cette équation admet pour solutions linéairement indépendantes 

(3.1.3) Uf(r) - H££ U) 

où pi désigne la première fonction de Hankel et |i la deuxième. 

îïous nous intéressons aux solutions aux variables séparées de l'équation 

(2.1.3) qui ont la propriété 

C3.1.4) Vi/V {rfcf+2V) - eLl" W (r}(f) 

D'après (3.1.2) et (3.1.3), cette condition est satisfaite si nous écrivons, 

compte tenu de (2.1.4) 

(3.1.5) v/^) =.Hv;; (ri er • • j = w,+,- ^ > , f V ) / ^ A - ) , 

Remarquons"que les solutions (3.1.3) de (2.1*5) se distinguent par leurs 

coiupotements asymptotiques qui sont aonné^ par 

T " / 1'* II \ 
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Théorène de dévelopsenent (of, [ 4 J ) Soi t WtrjCß&ne so lu t i on holomorphe de 

( 2 . 1 . 3 ) dans iu 

a l a p rop r i é t é 

( 2 . 1 . 3 ) dans un domaine r ^D-Of, *ÙJC< Jin <û<C,. On sutmose cue WVfxCp) 

(3*1.7) w(r,<p+2ii) = ert" l / /^-jf) ^ e C 

Alors on a le développement en série 

/«=-^-» 

Puisque W[T)Lf) est doux fois continûment différentable en CP , la 

série (3,1.3) converge absolument et uniformément pour f" £ Uj- et 

C < Jrnip^C * Do-̂ f* "-3-9 e s t clone differentiate terme à terrae par rap­

port à T-, resp. à (O , dans toute partie compacte de i)K , resp. de IU , 

autant de fois qu'on veut* En vertu d'un théorème classique (cf. Q4 1 ), 

2 (V) est une fonction cylindrique d'indice \H?l holomorphe dans IL , 

c*est-à-dire une solution de (2.1.5). 

Pour un exposé plus complet, cf. [4] , L6J , [7] » 

3.2 Les éléments de o»V sont exprimés à l'aide da fonctions de Mathieu 

L'équation (2.2.6) porte le nom d'équation de Mathieu et l'équation (2.2.5) 

celui d'équation de Mathieu modifiée. Si, dans (2.2,6), on remplace t par 

is, on obtient l'équation (2,2.5). C'est un des cas où la symétrie signalée 

par Macfadyen et Wintern itz. apparaît. 

On peut remarquer que, dans (2.2.6), y! ne figure pas. On a donc 

(3.2.1) y y* -y'y - const, 

où y et 7 sont deux solutions de (2.2.6). De plus, l'équation (2.2.6) est 

invariante par rapport à la substitution 

(3.2.2) t — > - t j C 't ITT 

Donc, s i y ( t ;À , h 2 ) e s t so lu t ion de ( 2 . 2 . 6 ) , y (~ t ; X , h ) l ' e s t a u s s i . 

On a posé dans ( 2 . 2 . 6 ) 

(3.2.3) zUX = ic2 k 2 . 



Soit maintenant deux solutions de (2.2.6) yT(t; X, h ) et yTT(t; X, h ) 

telles que 

(5.2.4) j y t ' 0 ) - . 1 X ' * * 0 

Les solutions y, et y forment un système fondamental et. pour /et h 

fixéft toute solution y de (2.2»6) peut s*ecrire 

(3.2.5) y . - ^ + B y , , , 

Selon (3.2.1) et (3*2.4), on a de plus 

(3-2-6) M / . - ^ y 1 1 = i 

Exposant caractéristique et solution de Floquet 

Puisque lféquation (2.2.6) comporte un coefficient périodique de périodeTF, 

Floquet propose de rechercher une solution telle que 

(3,2.7) yttfiï) - ^y (ti 

ou t e l l e que 

( y(TO * ay(o) 
(3.2.3) J ' 

La solution y peut être écrite sous la forme (3.2.5). Compte tenu des 

conditions (3.2.8), il vient, pour les coefficients A et B 

j A (yr(rri-<r) •+ B /n(ïï) - O 

°*2 '9) j A yl<*) + TS(Yf1On-Ir) = 0 
Le système (3.2.9) est linéaire et homogène par rapport à A et B. Il possède 

une solution non triviale si et seulement si 

(3.2.10) 0"* - 2 y_ (U) H- 1 Ä O 

Si on écrit 

(3.2.11) C - <?',ÏÏV 

(3.2.10) devient 

(3.2.12) OerO ÏÏ\) - y t (TTj X, K*) . 
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V, solution de (3.Ü.12) pour/\;.- et h. fixés, porte le noia d'exposant 

caractéristique. Cn. peut remarquer que si V est exposant caractéristique, 

V -'rt , 1K€ [N f est aussi exposant caractéristique* Donc pour V solution de 
\ 2 . 

(3.2.12), y\ et h fixés, il existe une solution de (2«2e6) qui a la pro­
priété 

(3.2.13) yv(t+û) = elïï* y v f t ) 

On. note 

(3.2*14) y^(t) = me„ ( t} \} h1) 

%(tJ ainsi défini est détéminé à une constante multiplicative près, 

En vertu de l'invariance de l'équation (2,2,6) par rapport au changement 

t —i> -t, la fonction 

(3.2.15) y (-h) ^ ir>ev(-
L') \,iï) 

est aussi solution de cette équation. D'après (3.2,13), yv(-t)est liné­

airement indépendant dé yv,U) si V n'est pas entier. Notre étude se limite 

à des solutions de (2.2,6) qui peuvent s'écrire sous forme de combinaisons 

linéaires de solutions de FIoquet avec V réel non-entier*.(Solutions dites 

stables car elles restent bornées en module pour toute valeur de t). 

Le facteur multiplicatif laissé libre est déterminé par la condition de 

normalisation 

îT 

(3.2.16) ifm^(t}\;hV meJ-t}i,l>')Jt---1 ^ 
O 

Solutions de l'équation modifiée 

On obtient une solution de (2.2.5) en remplaçant t par is dans (3*2.14) 

puisqu'on passe de l'équation (2.2.6) à l'équation (2.2.5) en opérant 

ce même changement de variable. On préfère cependant avoir des solutions 

de (2,2.5) qui aient un comportement asymptotique donné à l'avance. 

On peut remarquer que pour s de- venant arbitrairement grand, une branche 

d'hyperbole de coordonnées tend vers un ra:/on polaire. Cela incite à 

exiger des solutions de (2.2.5) d'avoir un comportement asymptotique 

identioue au comportement asymptotique d'une fonction de Hankelj de 3escel 

ou de Neumann (nés deux dernières pouvant d'ailleurs être écrites sous. 

ferme de combinaisons linéaires des deux premières). 
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Designons une de ces solutions de (2r2*3) y.ir HV(^jW où j prend les 

valeurs 1, 'Ix 3» 4 selon que le comportement asycrptotique de la solution 

considérée est identique au comportement asymptctique d'une fonction, de 

Eessel, d'une fonction de Keumann, d'une première ou d'une deuxièae fonction 

de Hankel respectivement. Ces solutions sont définies par 

*•(-»'MhV tf/fyV 

ou 

(3.2.18) cït(iï) =±rJ*eJt}f)z-U^rJlH dt 
o 

pour comportement asymptotique 

(3.2.19) nï'ft;fc) ^ 3 ! > a f i a ? ) 

où \ (z h c^sjdésigne une des fonctions cylindriques mentionnées ci-dessus 

selon la valeur prise par j. (Cf. L8j ). 

Une solution aux variables séparées de (2.2.3) s'écrit donc , compte tenu 

de (2.2.4) 

(3.2.20) WVJSjt)= f%tJS-^W't,l,'). 

Remarquons qu'en vertu de (3.2.13)» les solutions aux variables séparées 

de ((2.2.3) du type (3.2*20) ont la propriété 

Théorème de développement 

Toute fonction f(t) analytique régulière dans une bande parallèle à l'axe 

réel qui a la propriété 

(3.2.22) P + T i ) -- e™ {M 

où V est quelconque, est développable en série univoque 

(3.2.23) fU) = H h ^ ^ 7 . (t^) 
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qui converge absolument et uniformément dans tout compact. On a pour les 

coefficients 

(3.2.24) f. s ^fï'U-)mewj(-t;iS)Jlr 

2 lù 

La valeur de h qui figure dans (3.2.23) correspond à la valeur de V itovi n e ç 
selon (3 .2 .12) , (Cf [87 ) . 

5.3 Les éléments de o»k sont exprimés à l'aide de fonctions exponenlielles 

Les solutions de (2.3.3)' et de (2,3.4) qui nous intéressent sont celles 

qui correspondent aux valeurs réelles positives de A » Posons 

(3.3.1) X= V* = \?AÏnlS / OéS<™ 

Les valeurs des constantes k et o étant fixées, l'équation (2.3.4) a les 

deux solutions linéairement indépendantes 

(3.3.2) vk/h(y) = e 7 

et 1»équations (2.3.3) 

t , î'ikxuni 
(3.3.3) \i(x) - € 

Les solutions aux variables séparées de (2.3.1) s 'écr ivent donc, compte tenu 

de (2.3.2) 

(3.3.4) l k j {*ty) =e -e t • j=if2/3,4.; (+,+ht-,+),*,-)/-*-). 

Par linéarité, toute combinaison linéaire 

** è kxcriò: i je y A ^ S/ 
Ù . r> * * 

de solutions du type (3.3.4) est encore solution de (2.3.1). 

(3.3.5) Yk (*ty) - z_ V t-e 

3.4 Les éléments de ^k sont exprimés à lfaide des fonctions de Vouer 

Si, dans (2.4*6), on remplace n-j par t"Ç , on obtient l'équation (2.4.5). 

Clest encore un cas où la symétrie signalée par Kacfaciyen et V/internitz 

apparaît- Posons 

(3.4.1) \ = - k O. <X = -i(l"J + ̂  , CL e^L . 
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On a donc 

(3.4.2) V = - * + £ \ } a GÎR . 

Dans (2.4.5)» faisons le changement de variable 

(3.4.3) b=]^Tk^ . -T (t) = U, ft«>) 

et dans l'équation (2*4.6) 

(3.4.4) i - VTFT^ , ci (r)= V1. h (T)) , 

Les équations (2.4*5) et (2.4.6) prennent respectivement les formes 

(3.4.5) : £ h ï 4^-V-1 + ̂ f c 2 ) f k / t ) =0 
CA C 

et 

(3.4.6) i^ + (*+£-**') g k v ( t ) * 0 " . 

L'équation (3.4.6) porte le nom d'équation de Weber» (3.4.5) lui est iden­

tique à ceci près que ̂  y est remplacé par -V-1 • 

Parmi les solutions de (3.4.6), il en existe une qui a pour comportement 

asymptotique 

. 4 L (3.4.7) d (T) = X), (T) CO T^ 

Cette fonction porte le nom de fonction de Weber d'indice ̂  • Selon (3.4.7), 

elle n'est déteminée qu'à un facteur près. La norme habituelle est fixée par 

(cf.[io3 ). 
Inéquation (3.4.6) reste invariante s: on fait le changement de variable 

X » — T '• n°nc si Dv(t) est solution, D (~t) lfest aussi. De plus, ces 

deux solutions sont linéairement indépendantes si V n'est pas entier. 

ce qui est IG cas pour nous en vertu de (3.4.2) (cf. (3.4.7)). 

D'après l'identité remarquée entre lc-s équations (3*4.5) et (3.4.6), les 

solutions de (3.4 <~5) peuvent être exprimées à l'aide de fonctions de »eber 

d' indice — \> -1 . 
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Toute notre discussion ne déroule pour k fixé. Posons donc, pour rejoindre 

l'écriture habituelle 

(3.4.9) |<-^| 

et omettons l'indice k» Une solution aux v̂ jriables séparées de (2.4.3) 

s'écrit donc, d'après (2.4°4) et compte tenu de (3.4.3) et de (3.4.4) 

(5.4.10) wp ti«) =T>-v-,(*™»vt
±fr^ 

Théorème de Cherry (cf. [ill , [l2] ) 

Si f(x) est à variation bornée dans un intervalle fini quelconque de la 

variable réelle x et est absolument somaable dans (- <** ; + c^)» alors 

Y &î(v*iWl t f r 
-Wfr = J -Z1ZSZT <** J f<*> • 

(3.4*11) ^'l0n -*> 

Cette formule est analogue à la formule d'inversion de Fourier. 

L'intégrale qui figure dans (3.4.11) (intégrale intérieure) converge abso-

lument si la fonction, f(t) décroît en module plus vite que x zlorsque 

|x[_>«* (cf. [11] ̂  [12] ). 
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4. Fonctions spéciales et représentations du groupe des déplacements du plan 

Effectuons maintenant le programme exposé au A 1*2 dans les quatre cas 

explicites que nous avons à considérer« 

4*1 Représentation du groupe des déplacements du plan et fonctions de Hankel 

Soit g un déplacement du plan. On peut identifier g à un changement de 

coordonnées polaires ( r} Cp)'—^(Fojifo) donné par 

(4.1.1) e T - " " - ^ • " t o , - T o P e T + e e "" } r. = I« rÄ + i 1̂ 

On obtient une représentation du groupe des déplacements du plan dans 

l'ensemble des solutions de 

C4.1.2) [ £ + - ^ r + F i l wfr;f) =-WCr1If) 

qui ont la propriété 

(4.1.3) W<*Hr,<f*z*) - eUl,V wf(.T,(f) 

(cf. Q 3*1) en associant à g la transformation T(g) définie par 

(4 .1.4) I (<3) - H , + , ( H Ô r i—> H ^ C u e • 7 ö . 

En vertu de ce qui a été dit au o 1.2, la fonction r!y+-«('o/€ 

est solution de (4.1.2) et elle possède la propriété (4.1.3). Selon le 

théorème de développement du S 3.1, on peut donc écrire 

:.i.5) H ^ (r.) e " ^ ' = f r r ' % H e'(v^ (4.1.5) Hv+^(r.) e = /z_ A*~>> CJ 

Puisqu'on a 

(4.1.6) js J e1* Y e ' Jf = <w ; 
- J ) 

on peut écrire pour les coefficients 

Compte tenu de (4»1.1) et du comportement asymptotique des fonctions de 

ïlankei (cf. (3.1.G)), il vient, aprèa quelques calculs (cf.£4] ) 



(4.1.8) U™ (r.) < P + ^ = i r t * > ^ H ^ f r ) e 4 ' ^ ^ 

OU 

(4.1.9) ^ ( W i ' M €iL< J^tf) . 

On réobtient ainsi une formule d'addition classique. 

4»2 Représentation du groupe des déplacements du plan et fonctions de Mathieu 

Identifions le déplacement du plan, g à un changement de coordonnées ellip­

tiques (y-'.e) \—->(S,t/Ci)t la fonction c(P) (P1 point du plan) étant donné une 

fois pour toutes* Ce changement peut être donné par 

(4 .2.D ccAcs + it) = f>efy -tc0e
ucA(so + tt*). 

On o b t i e n t une r ep ré sen t a t i on du groupe des déplacements du plan dans 

l 'ensemble des so lu t ions de 

( 4 . 2 . 2 ) - X n - F ^ r + ^ ] w (S,fc)=-fcV,,(5,fc> 

qui ont la propriété 

(4.2.3) W ^ S ^ + I H ) r ^ W ^ ^ f ) 

en associant à g la transformation T(g) définie par 

Kn vertu de ce qui a été dit au ö 1.2, la fonction Hy+^/**; K)m&v+n^"f>t n' ' 

est solution de (4.2.2) et possède la propriété (4.2.3). Selon le théorène 

de développement du £ 3.2, on peut donc écrire 

Puisqu'on a 

(4.2.6) -~ Une ft--ft) me /-/--h7-) Jf = Ô 
2$ J V+7î J 'V-f>n " ì - v j 

C 



on peut é c r i r e pour l e s c o e f f i c i e n t s 

ïit 

(4.2.7) Cf™ lî*V)=i= / / i ï ; ) A ' h ^ P ' ' -•KÌ 'Vyr^ f A-I1
2Vy fc 

Compte tenu de (4*2.1) e t du comportement asymptotiques des fonc t ions I Iy+71 

(cf . Sj 3 -2) , i l v i e n t , après quelques ca l cu l s (cf . [3.] ) 

(4.2.8) n^(S0;U meviJtojhï) = 

7)1 = - c r . 

OÙ 

J- /„ / I - F F 7 „~iW**- + W pU-n-r^K'f-^y , 
A i - « « 

(4 .2 .9 ) ' 

On réobtient aussi une formule dfaddition classique. 

4.3 Représentation du groupe des déplacements du plan et fonctions 

exponentielles \ 

Identifions le déplacement g du plan à un changement de coordonnées 

cartésiennes (*;/)'—^ 6f0/)&)donné par 

(4.3.1) ? = pe^ + ëd I0 

On obtient une représentation du groupe des déplacements du plan dans 

l1ensemble .des solutions de 

(4.3.2) f f c + ^ l X *-VxX(*ty). 
construites selon 

(4.3.3) ï ^ f ^ y ) - Z_ ^j e d • < ? ' 
«M 

en associant à g la transformation T(g) définie par 
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Kn vertu de ce qui a été' dit au £ 1.2, la fonction e ^ * .e
£kY*S™0 

est solution de (4 = 3.2) çui( coopte tenu de (4.3.1), peut s'écrire 

(4.3.5; est une expression de la forme (4.3.5) réduite à un seul terme. 

C'est de plus l'expression qui, ici, joue le role de formule d'addition, 

4.4 Représentation du groupe des déplacements du plan et fonctions de Weber 

Identifions enfin le déplacement g du plaa à un changement de coordonnées 

paraboliques donné par 

(4.4.1) i ç* = r e^ + e<* • \ V . C^1-H) — ' < * » / > ) • 

On obtient une représentation du groupe des déplacements du plan en asso­

ciant à g la transformation T(g) définie sur les sur les fonctions 

(4.4.2) W^ H i n ) - - D ^ 1 (t/T J ) D y (1 (P-I Ì 

solutions de 

v+^ L >r )j 
oar 

C4.4.4) i>j) : B^1(I-ZTf) DJtVT1), —?;j)v_/V^?<))Dv(t,rrlo) , 

La formule de Cherry (3*4.11) permet d'écrire 

~ V ****>„» *\TT; 

(4.4.5) K^^W^^W'/^^i^'^V^ + 

(4.4.6) C j / CvM r y XL v / r /T r^ ) ^ ^ 1 ' / T ^ J Av^ O1Tj) ^f 

e t 

(4,4,7) C77. ̂ \^)S/}ì.^ìfrv^^p2)^J'^v)e/v-
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La condition de convergence des intégrales (4*4,b) et (4.4*7) (cf. & 3,4) 

n'est pas satisfaite- Sn, effet, on moduleF le r.oniportement asymptotique 

C3#4'»7) décroît cornue I X T~l pour 1*1—>oo„ Cependant, Cherry (cf. [l2l ) 

propose une méthode de prolongement analytique qui permet Rassurer la 

convergence de ces intégrales pour autant que o( , angle de rotation du 

déplacement g, soit différent de zéro ou de TT * 

5« Conclusion 

Au gré de la méthode que nous avons présentée au §1*2, nous avons fait 

apparaître quatre classes de fonctions spéciales en liaison avec le 

groupe des déplacements du plan. Ces quatre classes sont les fonctions 

de Hankel, les fonctions1 de Mathieu, les fonctions exponentielles et 

les fonctions de V/eber. De plus, dans les trois cas, nous avons pu 

reconstruire des formules d'addition classiques à l'aide d'une repré­

sentation du groupe des déplacements du plan» Dans le quatrième cas, 

la démarche reste possible grace à la formule de Cherry (_1£J * 
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