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LOGIQUE MULTIVALENTE

Marek BLASZCZYK

Jan Lukasiewicz

Jan Lukasiewicz! nait le 21 décembre 1878 a4 Lwéw? et y
demeure jusqu’en 1915. Passées les années de gymnase, il entre
en 1897 a I’Université de Jan Kazimierz ou il fait des études
d’histoire de la philosophie sous la direction de Kazimierz
Twardowski (disciple de Brentano). Devenu docteur (1902), il
passe trois ans dans I’enseignement privé tout en occupant les
fonctions de bibliothécaire adjoint a I’Université. En 1905, ayant
regu une bourse du gouvernement autonome de Galicie, il com-
plete sa formation philosophique & Berlin, puis & Louvain, ou il
assiste au cours du futur cardinal Mercier. Nommé privatdozent
a Lwow (automne 1906) il assiste au séminaire de Meinong, a
Graz. Il regoit en 1911 le titre de professeur extraordinaire de
philosophie a I’Université de Lwéw, ol il enseigne jusqu’en
1915.

En 1915, il est invité & donner & Varsovie une série de confé-
rences a 1’occasion de la réouverture de I’Université. En 1917, il
est élu pro-recteur de 1’université, apres s’étre occupé du dépar-
tement de 1’enseignement supérieur au ministére polonais de
I’éducation publique, comme ministre dans le cabinet Paderew-
ski (apres la proclamation de ’indépendance polonaise), il est
nommé deux fois recteur en 1922-1923 et en 1931-1932. En
1923, il regoit le titre de grand commandeur de I’ordre polonais
Polonia Restituta, et celui de grand commandeur de 1’ordre

1  La bibliographie d'aprés l'article de B. Soboci «In memoriam J. Lukasiewicz»,
Philosophical Studies, Maymooth, XII 1956, T. VL.

2  Lwoéw (Leopolis, Lemberg) la capitale de 1a province Galicie, alors sous la domination
autrichienne, demeurait profondément polonaise, surtout dans son université. La langue
maternelle de J. Lukasiewicz est le polonais
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hongrois du mérite. En 1926, il abandonne la philosophie pour
la logique mathématique. Il se consacre désormais a celle-ci
d’une fagon exclusive, et fonde avec Stanislaw Lesniewski un
centre de recherches logiques qui devient I’«Ecole de Varso-
vie». En 1932, on lui donne le titre inhabituel de «professeur
ordinaire et honoraire». En 1935, 1a ville de Varsovie lui offre
un prix pour son oeuvre scientifique. En 1937, il entre 4 1’ Aca-
démie polonaise des sciences et des arts de Cracovie; il fait éga-
lement partie des Sociétés des arts et des sciences de Lwéw et
de Varsovie. En 1938, il regoit le titre de docteur honoris causa
de I’Université de Munster («distinction d’ordre purement
scientifique et sans arriére-plan politique»). La guerre inter-
rompt ses travaux jusqu’en 1946. Le 17 juillet 1944, il quitte
Varsovie avec I’espoir de gagner la Suisse, mais il est bloqué en
Allemagne, ot il vit dans la clandestinité jusqu’en 1945, date a
laquelle il gagne Bruxelles, il accepte, en 1946, 1’ offre du gou-
vernement irlandais qui accueille un certain nombre de savants
polonais. Dans la derniére période de sa vie (1946-1956), il vit
hors de Pologne. En 1953, il regoit un prix d’une fondation phi-
losophique anglaise pour I’avancement qu’il a apporté a la logi-
que philosophique, puis, en 1955, Trinity College (Dublin) lui
confere le titre de docteur honoris causa. Lukasiewicz meurt le
13 février 1956 & Dublin.

L’oeuvre de Jan Lukasiewicz

L’oeuvre de Lukasiewicz, comme sa vie, peut étre «partagée»
en trois parties3:

1. Philosophique (Lwéw-Warszawa) jusqu’a 1920.

2. Logique en Pologne (de publication de la logique trivalente
jusqu’a la guerre).

3. Logique a Dublin (1946-1956).

Dans la premiere période, jusqu’en 1920, les publications de
Lukasiewicz sont consacrées aux problémes de la philosophie et
a I’histoire de la philosophie. A la suite de Twardowski, il pense

3 Cette classification est subjective.
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A 1a philosophie «d’un point de vue logique», cela demeura pen-
dant toute sa vie. Autrement dit, il s’agissait d’appliquer a ces
problémes la clarté, la rigueur et la précision de I’analyse logi-
que. Au cours de cette période, Lukasiewicz met au clair sa
conception de la méthode philosophique adéquate, qu’il appelle
«scientifique». Il I'applique 2 trois sujets:

— la notion de cause (Analyse et construction du concept de
cause 1906),

— le principe de contradiction (Sur le principe de contradiction
dans I’oeuvre d’ Aristote 1910),

— T’idée de probabilité (Sur les fondements logiques du calcul
des probabilités 1913).

Mais ces trois sujets n’en font qu’un dans la pensée de Luka-
siewicz et sont tous organisés autour d’une idée unique. Cette
idée n’appartient ni A la logique, ni a la méthodologie, mais bien
A la métaphysique et, plus précisément, 3 une métaphysique que
I’on pourrait appeler «existentielle» puisqu’elle concerne la
liberté de I’homme dans le monde. Cet article écrit en 1927 et
publié pour la premire fois en 1961 sous le titre Sur le déter-
minisme dans ses Oeuvres choisies (direction de Jerzy Slupecki
Z zagadnien Logiki i Filozofii PWN, Warszawa 1961; traduction
anglaise dans [10]). Durant cette période, Lukasiewicz publie
aussi un certain nombre d’articles consacrés a I’histoire de la
logique et surtout 2 la logique d’Aristote ainsi qu’a la logique
stoicienne.

La deuxi¢me période est marquée par I’invention, ou plutdt la
découverte, de la logique multivalente. Cette logique est une
formalisation de ses travaux précédents. Les chefs-d’oeuvre de
cette période sont: Sur la logique trivalente (1920), Unter-
suchungen Uber den Aussagenkalkiil (avec Tarski en 1930),
Philosophische Bemerkungen zu mehrwertigen Systemen des
Aussagenkalkiils (1930). Cette période apporte aussi des travaux
sur I’histoire de la logique; deux publications sur la logique
mono-axiomatique (Remarques sur 'axiome de Nicod, 1931 et
Der Agiuvalenzkalkiil, 1939) sont particulierement intéressantes.
C’est & ce moment-1a que Lukasiewicz axiomatise la syllogis-
tique aristotélicienne, ses réflexions aboutissent & la rédaction
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d’un livre qui parait en 1951 sous le titre Aristotle’s syllogistic
Jrom the standpoint of modern formal logic (traduit en frangais
en 1972 sous le titre: La syllogistique d’Aristote dans la pers-
pective de la logique formelle moderne).

La derniere période, & Dublin, apporte deux importants sys-
temes de logique modale (quadrivalente): A system of modal
logic I-IT (1953) et de logique intuitionniste: On the intui-
tionistic theory of deduction (1952).

Les travaux, que je présente dans cette section, ont été choisis
de maniere totalement subjective. J’ai choisi de mettre en lumie-
re les questions les plus importantes, celles qui mettent en évi-
dence I’oeuvre du maitre dans tous les aspects de sa recherche.
On trouvera en annexe une bibliographie de Lukasiewicz.

Notations de Lukasiewicz

Jan Lukasiewicz crée une notation simplifiant 1’écriture des
propositions symboliques. Cette derniere n’utilise pas de paren-
théses et change la place «traditionnelle» du foncteur.

— Les énoncés: p, q, r...

— Les connecteurs:
négation (non)
conjonction (et)
disjonction (ou inclusif)
implication matérielle (si ... alors)
biconditionnelle (si et seulement si)

mO»>RZ

Reégle générale: tous les connecteurs (foncteurs) sont placés
devant les opérandes ou 1’opérande.

Quelques exemples:

—-p non p Np
pAg petq Kpq
pVvVgq poug Apq

pP—q si p alors q Cpq
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p=q p si et seulement si Epq
[(P—>q Apl—>q CKCpgpq

[(p—>q)A—q]l—>—p CKCpgNgNp

-(pV q) = (—p A Q) ENApgKNpNq

Exemple de preuve:

La preuve du théoréme d’identité «si p alors p» (Bochenski
«Formale Logik» [1956])

Les axiomes:
1. CCpgqCCqrCpr
2. CCNppp
3. CpCNpq

La preuve: Voyons maintenant comment il est possible de
dériver 2 partir des axiomes, et & 1’aide des régles d’inférence,
de nouvelles theses. Nous allons déduire des axiomes 1-3 la loi
d’identité Cpp. Cette déduction requiert deux applications de la
régle de substitution et deux autres de la régle de détachement.
Elle se fait de la fagon suivante:

1. g/CNpq X C3+4
4. CCCNpgqrCpr

4. g/p, r/p X C2-5
5. Cpp.

La premiere ligne s’appelle «ligne de dérivation». Elle est com-
posée de deux parties que sépare le signe X. La premicre partie,
1. g/CNpq signifie qu’il faut substituer CNpq a q dans (1.). Pour
abréger la démonstration, nous ne mentionnons pas la thése qui
résulte de cette substitution. Elle aurait la forme suivante:

la. CCpCNpqCCCNpqrCpr

Quant a la seconde partie, C3-4, elle indique comment est
construite cette thése que nous avons omise, et montre claire-
ment qu’il est permis de lui appliquer la régle de détachement:
la thése (1a.) commence par C; viennent ensuite les axiomes (3.)
comme antécédent, et (4.) comme conséquent. Nous pouvons
donc détacher (4.) A titre de theése nouvelle. La ligne de dériva-
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tion qui se trouve avant (5.) a une explication semblable 2 celle
de (1.). La barre oblique (/) est le signe de la substitution et le
tiret (—) le signe indiquant le détachement,

Logiques multivalentes

Les systémes de logique propositionnelle peuvent étre définis
de plusieurs fagons. Pour rendre les choses plus «claires», je
définis ci-dessous les systéme proposés par Lukasiewicz en
1929 dans ses Eléments de logique mathématique [4].

Systéeme &, ou C-N

Le calcul propositionnel est un systtme déductif. Dans
chaque systtme déductif il y a un certain nombre de termes
indéfinis dits termes primitifs de la théorie. La signification de
ces termes est issue de leurs insertions dans les axiomes. Les
propositions, qu’on appelle les axiomes de la théorie, sont
reconnues sans preuve, mais elles doivent étre évidentes par
elles-mémes. Toutes les propositions acceptées comme axiomes
dans un systéme peuvent étre des théses et devenir prouvables
dans d’autres systémes. Le systéme présenté ici ne contient pas
que des termes primitifs mais aussi des termes définis. Dans les
définitions, le symbole «=» signifie «est» et la définition a la
forme suivante definiendum = definiens. Chaque c6té du signe
«=», c’est-2-dire le definiendum et le definiens, a exactement la
méme signification et peut étre remplacé par I’autre sans aucune
limitation. Les définitions doivent obéir a toutes les régles de
construction de la définition explicite correcte. D’aprés Luka-
siewicz, les définitions ne peuvent pas jouer de role créatif dans
le systcme. Elles servent & abréger certaines expressions appar-
tenant au systéme ou, par 1’introduction d’un terme nouveau,
elles peuvent contribuer & une nouvelle intuition dans la théorie.

Dans le systeme présenté il y a trois régles: une régle de
remplacement sous entendue, signifiant simplement que chaque
forme de definiendum peut étre remplacée par son definiens et
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vice-versa, deux régles d’inférence: régle de substitution et
régle de détachement. La premiére nous permet de déduire des
théses nouvelles a partir d’une assertion du systeme, en substi-
tuant, A une variable, une expression a douée de sens toujours la
méme pour une méme variable. Les expressions douées de sens
sont définies inductivement, de la fagon suivante:

1. Toute variable propositionnelle est une expression douée de
sens;

2. Na est une expression douée de sens si & en est une;

3. Cap est une expression douée de sens si a et f sont des
expressions douées de sens.

La régle de détachement est le modus ponens des stoiciens. Si
I’on fait I’assertion d’une proposition de type Caf} ainsi que de
son antécédent o, on peut également faire celle de son consé-
quent P et le détacher de I’implication a titre de nouvelle these.

Ces deux régles nous permettent de déduire, de notre ensem-
ble d’axiomes, toutes les thé¢ses (propositions vraies) du syst¢me
C-N. Si I’on veut avoir, outre C et N, d’autres foncteurs dans
notre systéme, il faut les introduire par I'intermédiaire de défi-
nitions. Pour la conjonction K par exemple, il y a deux fagons de
le faire. 1) La conjonction «p et g» et «il-n’est-pas-vrai-que (si p
alors non-q)» ont le méme sens, et I’on pourrait exprimer cette
connexion entre Kpq et NCpNq par la formule suivante:

Kpq = NCpNq

nous autorisant & remplacer le definiens par le definiendum et
vice versa. 2) Nous pourrions également exprimer la connexion
existant entre Kpq et NCpNq par deux implications converses:

CKpgNCpNq et CNCpNgKpq.

Il est nécessaire d’€tre familiarisé avec la pratique des
démonstrations si I’on désire déduire & partir des axiomes, par
exemple la loi de simplification CpCqp ou la loi de commu-
tation CCpCqrCqCpr. Une autre méthode plus simple existe,
inventée par le logicien américain Charles S. Peirce vers 1885.
Elle se fonde sur le «principe de bivalence», qui établit que toute
proposition est vraie ou fausse, c’est-a-dire que des deux valeurs
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de vérité possibles — le vrai ou le faux —, elle en choisit une et
uniquement une. Il s’agit de distinguer ce principe de la loi du
tiers-exclu (fertium non datur) selon laquelle de deux proposi-
tions contradictoires 1’une doit nécessairement étre vraie. Cette
loi fut considérée comme la base de la logique par les stoiciens,
en particulier par Chrisippe.

Toutes les fonctions de la théorie de la déduction sont des
fonctions de vérité, c’est-a-dire que leur vérité et leur fausseté ne
dépendent que de la vérité et de la fausseté de leurs arguments.
Créons maintenant une nouvelle constante appelée «proposition
fausse» et désignons-la par (; désignons de fagon analogue par 1
toute proposition vraie. Nous pouvons alors définir la négation
de la maniére suivante:

N1=0etNO=1.

Ces symboles signifient que la négation d’une proposition
fausse a le méme sens qu’une proposition vraie (ou plus briéve-
ment: est vraie), et la négation d’une proposition vraie est
fausse. Pour 'implication, nous avons les quatre définitions que
voici:

C00=1,C01=1,C10=0,Ci1 =1.

Autrement dit, une implication est fausse dans le seul cas oit son
antécédent est vrai et son conséquent faux; dans tous les autres
cas, elle est vraie. Cette définition, la plus ancienne que 1’on ait
de I'implication, est attribuée a Philon de Mégare et a été adop-
tée par les stoiciens.

Or, si nous voulons vérifier, dans la théorie de la déduction,
une expression douée de sens et contenant au moins les deux
foncteurs N, C, il faut substituer, aux variables figurant dans
cette expression, selon toutes les combinaisons possibles, les
symboles 1 et 0, et réduire les formules ainsi obtenues. Si, aprés
réduction, toutes les formules ont 1 comme résultat final,
’expression est vraie: c’est une thése; mais si une quelconque
de ces formules a 0 pour résultat final, ’expression est fausse.
Exemple: la loi de la transposition CCpqCNgNp donne:

Pour p/0, g/0: CCOOCNONO =C1C11 =Cl1 =1,
Pour p/0, g/1: CCO1CNINO =CI1C01 =Cl11 =1,
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Pour p/1, ¢/0: CC10CNON1 = COC10 = C00 =1,
Pour p/1, ¢/1: CC11CN1IN1 =C1C00 =C11 = 1.

On obtient, au terme de toutes les substitutions, le résultat: 1,
la loi de transposition est donc bien une th&se de notre systéme.
Autre exemple: CNCpqgq. 1l suffit ici d’un seul essai de substitu-
tion:

p/1, ¢/0: CNC100 =CNO0 =C10=0.

Le résultat final étant 0, I’expression CNCpqq est fausse.

Les quantificateurs sont désignés par des caractéres grecs
majuscules, le quantificateur universel par I et le quantificateur
particulier ou existentiel par X.

Définition de la logique bivalente

Termes indéfinis:

p,q, I, 8 variables propositionnelles
N, C, négation, implication.
C 0 1 N
0 [ 1 T [ 1
1 | O { O

Termes définis:

Kpgq = NCpNq conjonction
Apq = CNpq alternative (ou inclusive)
Epq = NCCpgNCqp équivalence.
Axiomes: systtme C-N de Lukasiewicz (1929)
L1. CCpqCCqrCpr loi du syllogisme hypothétique
L2. CCNppp loi de Clavius4
L3. CpCNpq loi de Duns Scot

4  L’expression «Si (si non-p alors p), alors p» a été utilisée par Euclide pour la
démonstration du théoréme mathématique suivant: «si le produit de deux entiers, a et b, est
divisible par un nombre premier n, alors si a n’est pas divisible par n, b doit étre divisible
par n».
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Régles d’inférence:
Regle de substitution
Regle de détachement modus ponens.

Une logique bivalente mono-axiome

En 1931, Lukasiewicz a publié¢ dans [7] (traduction anglaise
dans [10]) les résultats de ses recherches sur I’axiome de Nicod
ainsi que son systéme ne contenant qu’un axiome. Le syst®me
de Nicod est un point de départ pour des réflexions plus pro-
fondes sur la déduction généralisée. Nous présentons ce systéme
pour son caractére inhabituel et parce qu’a ’époque il était
vivement discuté par tous les membres de I’ «école polonaise de
logique».

Termes indéfinis:

p,q, 1,8 ... variables propositionnelles
D foncteurd de Sheffer |
D | 0 1
01 1
1 || 1 0

Axiome:

(N.) DDpDqrDDtDttDDsqDDpsDps.
Régles d’inférence:

Regle de substitution
Régle de détachement DaDpy

L’axiome de Nicod n’est pas une proposition évidente.
Lukasiewicz en propose sa version. Il démontre qu’un axiome 2
quatre variables a la méme signification qu’un d’axiome a cing
variables. Voici I’axiome:

(38) DDpDqrDDsDssDDsqDDpsDps.

5 Le créateur du terme «foncteur» est T. Kotarbinski.
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11 pose ensuite I’équivalence de ces deux propositions en mon-
trant que ’axiome T\, est plus général que &, et que I’on peut
déduire I\, a partir de &. Notre attention est attirée par la régle
de détachement appliquée par Nicod. Si la the¢se DaDfy fait
partie du systéme et que la thése o appartient aussi au systéme,
alors on peut ajouter I’expression y comme une theése du syste-
me. Lukasiewicz ajoute également 3 et son raisonnement est le
suivant: on considére que la régle est vraie, c’est-a-dire:

DaDfy =1
on admet que la proposition o est aussi vraie en obtenant
DI1Dfy =1.

Pour simplifier le raisonnement et surtout le rendre plus intuitif,
on substitue au foncteur D sa propre définition congue sur la
conjonction Dpq = NKpq (D/NK), on obtient ainsi:

NK1NKBy = 1.

Pour que la proposition NK1NKBy soit vraie, il faut que la pro-
position KINKPy soit fausse en raison de la négation au début
de la thése. On voit que ce n’est possible que dans le seul cas ou
la proposition KPy est vraie, c’est-a-dire dans le cas ou P et y
sont vraies. On peut alors non seulement ajouter la proposition y
au systtme comme Nicod le souhaite, mais également .

Puis Lukasiewicz présente une version avec le quantificateur
universel pour prouver que son axiome est plus court que celui
de Nicod:

(No) IIp IIq IIr ITs ITt DDpDqrDDtDttDDsqDDpsDps
(Lo) IIp Ilq Ilr IIs DDpDqrDDsDssDDsqDDpsDps.

Cette recherche, confiée 3 M. Wajsberg comme travail de
diplome, a donné un résultat inattendu. En 1927, ce dernier
définit la notion «organique» et 1’attache a 1’axiome. L’axiome
de Nicod et celui de Lukasiewicz ne sont pas «organiques»
parce qu’ils contiennent les parties DtDtt et DsDss qui sont
elles-mémes des théses du systéme. Pour éviter cela, Wajsberg
propose son axiome et montre qu’on peut remplacer le & et le
N, dans le systeme de Nicod:
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(W) DDpDqrDDDsrDDpsDpsDpDpq.

L’intuition de Wajsberg est prophétique car, quelques années
plus tard, S. Lesniewski démontre que, dans la déduction de la
these DtDtt, Nicod a commis une erreur, erreur répétée par
Lukasiewicz qui écrivit un erratum ou il montre qu’il avait
trouvé un axiome ne contenant pas cette thése, axiome différent
de celui de Wajsberg.

(&1) DDpDqrDDpDrpDDpDrpDDsqDDpsDps.

Les travaux sur le syst¢tme de Nicod ont provoqué la nais-
sance de la déduction généralisée et toute une série de systemes
mono-axiomatiques basés sur 1’implication (sans négation) et
aussi, 2 mon avis, le systéme équivalentiel (ou biconditionnel)
[8] de Lukasiewicz.

Logiques multivalentes de Lukasiewicz

Le premier systéme de la logique trivalente est publié par
Lukasiewicz [3] en 1920. Puis, avec tous les membres de
I’«Ecole de Lwéw et Varsovie», il publie plusieurs syst¢mes de
la méme classe de logique a ensemble fini de valeurs &3, &4,
..., &p, ainsi qu'un systéme de logique A ensemble infini (mais
dénombrable) de valeurs & .

Logique trivalente &3

Il s’agit du premier syst¢tme multivalent, créé par Luka-
siewicz en 1920 [3].

Termes indéfinis:

PqQ, LS ... variables propositionnelles
N, C, négation, implication
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C [ 0 [ 17 [N

I
1 1 I [ 1

172 172 I T | 172
1 0 172 T || O

Termes définis:

Apq = CCqpp alternative (ou inclusive)
Kpq = NANpNq conjonction
Epq = KCpqCqp équivalence.
Axiomes: systtme I3 de Lukasiewicz (1920)

L1. CqCpq loi d’affirmation de conséquent
L2. CCpqCCqrCpr loi de syllogisme hypothétique

L3. CCCpNppp
L4. CCNgCNpCpq.

Régles d’inférence:

Régle de substitution
Reégle de détachement modus ponens.

Au début, le systtme &3 n’était pas fonctionnellement com-
plet, au sens ou on ne parvient pas & définir tous les foncteurs
possibles®. En 1936, J. Slupecki [15] propose un foncteur T et
deux axiomes:

p Tp

0 1/2

1/2 1/2

1 1/2
L5. CTpNTp
L6. CNTpTp

6  Systdme 2 trois valeurs a 36! = 27 foncteurs possibles 2 une variable et 33> = 19683 4 deux
variables.
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Suite A ces modifications le syst¢me est devenu complet dans les
deux sens de cette notion.

Au début de ses réflexions, la troisi®me valeur était pour
Lukasiewicz synonyme de «possibilité» ou d’«indéterminé».
Mais, il a abandonné cette premiere signification aprés une
¢tude systématique de la notion «possible» alors déja bien défi-
nie.

Remarques. On peut remarquer que certaines lois qui sont vali-
des en &, ne le sont pas dans &3, par exemple le tertium non
datur ApNp ou principe de contradiction NKpNp. Ceci est
conforme a I’idée de I’auteur. De plus, il y a aussi un certain
nombre de contre tautologies (propositions toujours fausses) en
logique bivalente et vraies en trivalente par exemple EpNp.
Lukasiewicz a défini sa logique en conformité avec sa propre
métaphysique héritée de Brentano, Twardowski et Meinong.

Une autre caractéristique qu’on peut y voir, ¢’est que les pro-
positions dites «indéterminées» dans la conjonction et la dis-
jonction donnent des propositions «indéterminées», ce qui est
conforme a Iintuition.

Trivalence et modalité: la logique modale a toujours intéressé
Lukasiewicz. Il a essayé par deux fois de construire des sys-
temes modaux basés sur la logique multivalente. L’idée était
simple: tenter de définir les foncteurs modaux comme tous les
autres foncteurs du systtme. Le premier systéme créé en 1920
était le suivant:

Il a défini le foncteur «il-est-possible-que» par Mp (voir le
tableau) et le foncteur «il-est-nécessaire-que» par Lp = NMNp.
Lukasiewicz voulait rendre compte de toutes les phrases
«modales» attestées comme vraies par la tradition.

Il a démontré la non-contradiction des propositions suivantes
dans son systéme:

(M1) CNMpNp,
(M2) CpNMNp,
(M3) KMpMNDp pour certains p, ¢’est-a-dire £p KMpMNp,

et proposé les interprétations suivantes:

NM —dil n’est pas possible que»;
NMN - «il est nécessaire que»;
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MN - «il est par hasard que».

En 1921, Tarski propose la définition de M dans le systeme
L3 comme Mp = CNpp, le troisiéme foncteur n’ayant pas de
signification modale Ip = KMpNLp.

0 [ 0
T
T

0
172 0
1 1

ol —| o s!

Lukasiewicz abandonne les travaux sur les systémes modaux en
1953 quand il publie son syst¢tme modal quadrivalent.

Généralisation de 83 en &,

Termes indéfinis:

P>q, 1,8 ... variables propositionnelles
N, C, négation, implication.

Ces logiques utilisent les valeurs 0 et 1 et les nombres ration-
nels. En général, pour la logique a n = (3, 4, ...) valeurs,
I’ensemble des valeurs est le suivant:

1 2 n-2

[} ) 9 soey ,B = 1
n-1 n-2 n—l} S

A=1{0

Cpq = min (1, 1 - p+q)

Np = 1-p.

Termes définis:

Kpgq = NCCNpNgNq = min (p, q) conjonction
Apq = CCpqq = max (p, q) alternative (ou inclusive)

Epq = NCCNCpgNCqgpNCqgp =
min (min (1, 1 — p+q), min (1, 1 — g+p)) équivalence.
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Axiomes: systtme Ln 1 < n < X( de Lukasiewicz (Wajsberg)’

W1. CpCqp

W2, CCpgCCqrCpr
W3. CCNpNqCqp
W4. CCCpNppp.

Régles d’inférence:
Régle de substitution
Régle de détachement modus ponens.

Lukasiewicz a proposé pour la logique n = Rg, By les
axiomes suivants étudiés par ailleurs par Wajsberg:

L1. CCpCqp pour la logique & g
L2. CCpqCCqrCpr

L3. CCCpqqCCqpp

L4. CCCpqCqCqpCqp

L5. CCNpNqCqp.

Logiques de Post

En 1921, indépendamment de Lukasiewicz, Emil L. Post
définit [16] une classe de logiques a n valeurs (n est fini).
Contrairement a Lukasiewicz, Post n’est pas intéressé par les
significations et les interprétations des valeurs «ajoutées», mais
il est fasciné par les relations et liaisons purement formelles
entre ces valeurs. La définition de Post est basée sur les fonc-
teurs des Principia Mathematica [Whitehead, Russell 1910] et
sur la méthode matricielle de Peirce.

Définition de la logique Pk de Post

Termes indéfinis:

P,q, 1,8 ... variables propositionnelles
N, A négation, disjonction.

7T  Les axiomes avec la preuve proposée par Mordchaj Wajsberg 1931 [24].
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Les valeurs de ces logiques sont les nombres naturels. En géné-
ral, pour la logique & n = (3, 4, ...) valeurs I’ensemble des
valeurs est:

A={0,1,2,..,n}B={0,1,2,..,k}

ot k < n. Ce sont les logiques n-valentes (finies) avec 1 <k<n
valeurs distinctes.

Apq = max(p, q) _ ,
Np=p+lpourp<netlpourp=n négation cyclique.

Termes définis:

Kpq = NANpNq

Cpq = ANpq

Epq = KCpqCqp

Axiomes: n’existent pas!

La différence principale, par rapport a la logique de &y,
(exception des termes indéfinis, de I'interprétation sémantique,
de I’axiomatisation, etc.), est que Post traite la négation d’une
autre maniére que Lukasiewicz. Il n’a attaché aucune signifi-
cation 2 la troisidme valeur. Sa négation est «cyclique» c’est-a-
dire qu’il a rejeté la loi de la double négation qui est satisfaite
dans la logique P}. Grice 2 cette négation, le systéme de Post
est complet sans avoir a lui ajouter aucun foncteur nouveau.
Quant 2 la disjonction, elle est restée intuitivement claire et tout
A fait «classique». Notre attention se porte aussi sur le choix des
valeurs distinctes. Dans la logique classique ainsi que dans le
syst®me de Lukasiewicz, I’ensemble des valeurs distinctes est
élémentaire, et la définition de la tautologie est exactement la
méme en logique classique que chez Lukasiewicz. Par contre
chez Post, on a k-valeurs distinctes; ce qui change de la défi-
nition traditionnelle de la notion de tautologie et, par consé-
quent, empéche 1’axiomatisation des logiques de Post (n>2). Ces
logiques sont aisément définies a I’aide du mécanisme des
matrices et de 1’algebre. J’ajouterai que grice au calcul matri-
ciel, on a pu démontrer la complétude des logiques de Post.
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On donne ’exemple des tables de la vérité en présentant le
systtme P2 de Post:

AT 23 INNp K[ I 2 [3ICII T2 [3TE[T 213
TITII[1] 2] [313121 IT12120 31313
2T 22 I3 Bz Bk
3T 2]3 T 222 T I31Z]3

La définition de la négation appliquée par Post, appelée aussi
«rotation» nous permet de redéfinir un certain nombre de lois et
principes dans leurs formes purement multivalentes.

Par exemple la loi tertium non datur ApNp, qui est une tauto-
logie dans la logique bivalente, mais pas dans les systémes de
Lukasiewicz et de Post, peut étre définie dans la logique P}
ainsi:

ApANpNNp

et devenir la tautologie. De méme, la loi de la double négation
peut devenir loi de la n-uple négation dans le systéme P1. Elle
prend la forme:

EpNNNp.

Ces quelques points différencient les systémes de Post des
autres systémes multivalents et rendent cette logique intéres-
sante également pour les sciences humaines — en particulier pour
I’ontologie et I’épistémologie —, car elle leur fournit un outil
pour explorer les autres «mondes» possibles.

Généralisation des systémes finis de Post au systéme infini
Pxo

Emil Post n’a pas donné de définition des systémes infinis,
mais on peut I'imaginer [17] comme I'extension du systéme 2

au systeme Py en changeant quelques éléments.
Les valeurs de la vérité sont définies ainsi:

1, %, % ’ 0--’(%)1(, ceey 0.
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Pour la négation on prend la formule suivante:
Np=1pourp=0et 2 X ppourp=0.

Cette logique Py est trés intéressante parce qu’elle ne contient
aucune tautologie mais seulement des formules bien formées.

On peut conclure que des «manipulations» purement for-
melles, seule motivation de Post, conduisent aux logiques multi-
valentes avec un certain nombre d’idées totalement différentes
de celles de Lukasiewicz. En effet, elles ne sont pas fondées sur
une interprétation sémantique.

Logique de Sobocinski

En 1936, Boleslaw Sobocinski, membre de I’Ecole polonaise
de Lukasiewicz, présente une autre logique intéressante. Cette
logique n-valentes est différente du courant dominant alors a
I’Ecole; elle est basée entre autres sur la négation cyclique.

Définition des logiques de Sobocinski

Termes indéfinis:
pP,q, 1,8 variables propositionnelles
H, C, négation, implication.

Les valeurs de ces logiques sont les nombres naturels. En géné-
ral, I’ensemble des valeurs de vérité, pour la logique & n-valeurs,
est le suivant:

A={1,2,..n} B={2,..,n}.

Il s’agit des logiques n-valentes possédant n-1 valeurs dis-
tinctes.
L’implication et la négation s’écrivent:

Cpq=q,pourp#qetCpg=npourp=q
Hp=p+1lpourp<netHp=1pourp=n.
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I s’agit de formules plus proches de I’idée de Post que de celle
de Lukasiewicz. Pour exemple, on présente les tables de vérité
de la logique S3 ainsi:

;ﬁLyl 2 3 WI£=
T | 3 2 3 | 2

7 1 3 3 | 3

T 1 3 T 1

Les logiques de Sobocinski sont des syst€mes complets et
axiomatisés.

Axiomes de S3:

CCpCpq
CrsCtCCspCrp
CCHqCHHq
HpCHHpCpq
CCHHpHHgHHCpq
. CHHCpqCHHpHHg.

Les différences par rapport 2 Post sont grandes, il suffit d’exa-
miner la définition de I"implication pour s’en rendre compte.

Cette «voix polonaise», dans la ligne de Post, est un exemple
des polémiques et du dynamisme qui régnaient alors. Ces vives
polémiques portaient davantage sur des problémes d’axiomati-
sation, de complétude que sur la notion d’interprétation. Jerzy
Slupecki proposera en 1939 une synthése de ces réflexions (voir
ci-apres).

SN

Logiques de Kleene et Bochvar

En 1938, D.A. Bochvar et S.C. Kleene proposent d’autres
logiques trivalentes. Ces logiques sont a la fois «proches» et
«éloignées» des systémes classiques et servent, selon les inten-
tions des auteurs, a la résolution de probleémes théoriques en
mathématiques. Elles font partie des logiques «non lukasiewic-
ziennes».
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Logique de Kleene

S.C. Kleene, inspiré par la recherche sur les fondements de la
mathématique, construit en 1938 [2] une logique qui permet
d’analyser les prédicats partiellement définis. A titre d’exemple,
citons le prédicat donné par I'équivalence suivante:

P(x) si et seulement sique 1 < L <#32,

on peut remarquer que P(a) est vraie si 1 < a < 1, indéfinie ou
non déterminée si a = 0 et fausse dans les autres cas.

Kleene est intéressé par ce type de propositions dont la valeur
de vérité n’est pas déterminée par des algorithmes ou n’est pas
importante dans I’application examinée.

Termes indéfinis:

Pq- 1, S ... variables propositionnelles
N,K,ACE négation, conjonction, disjonction,

implication et équivalence
T - «vrai»; I - «indéfini», F - «faux».

Foncteurs forts8

Kpa[ T I|FINp|Apgf T I F|Cpaf[T|I]|F EDQJIIL;
THTIFF [TTT]T ITl1]F Tli]F
I fI1]I1]F]| I frl1]1 frlr]r frj1f1
F IFIF|F| T fT|II|F [T]TIT [FI1]T

On voit que le comportement des foncteurs des valeurs «vrai»
(T) et «faux» (F) est le méme que chez Lukasiewicz pour la
négation, la conjonction et la disjonction. La différence réside
dans la méthode d’interprétation de la troisi¢me valeur et dans la
définition de I'implication.

Un trait caractéristique de cette logique est qu’elle est non
tautologique, malgré la valeur distincte (T). Cette situation est
curieuse parce qu’on a I’extension de la logique classique avec
un certain nombre des équivalences classiques, par exemple
ECpgANp ou EApqCNpq mais les expressions telles Cpp et Epp

8  La notion de foncteur fort et faible est donnée par Kleene en 1952 [3].



78 Marek Blaszczyk

n’apparaissent pas comme des tautologies. En 1952, Kleene
dans son Introduction aux Métamathématiques [3] introduit les
notions de foncteurs forts cités ci-dessus et faibles (ci-apres).

Kpg [[TIT |F INp[Apg|[T]1 [FICpa[IT[IJF JEpa][T]1 [F
T JT[1[F[F [Tl [T ITT1 [F [T]1 [F
I 1 [1]1 ]I I[1]I ffx |11 lx ]1 |1
F FII|F]|T T|I |F fT|1]T flFl1|T

Ses motivations sont issues de ’arithmétique. Les nouveaux
foncteurs servent a décrire des fonctions propositionnelles
récursives oll & chaque étape ils doivent étre définis, 1’ indéfi-
nition rend ainsi le calcul indéfini. C’est pour cela que tout fonc-
teur appliqué a «I» donne «I». Il s’agit d’une réflexion de
Bochvar,

Logique de Bochvar

En 1939, Bochvar propose [1] d’interpréter la troisiéme
valeur «I» comme «indécidé». Par conséquent, dans la conjonc-
tion K, tous énoncés «indécidés», composés avec n’importe
quelle valeur, donnent aussi comme résultat «indécidé». Cette
idée est totalement différente de celle de Lukasiewicz. Cette
troisime valeur ne peut pas étre interprétée comme quelque
chose d’«intermédiaire» entre la vérité et la fausseté, mais bien
comme quelque chose de «paradoxale» ou «sans signification».
Bochvar agit ainsi pour tenter de résoudre le paradoxe séman-
tique.

Termes indéfinis:

PqQ, T, S, ... variables propositionnelle
NK négation, conjonction.

Il y a trois valeurs dans le systtme de Bochvar: T — «vrai»,
I - «indécidé», F — «faux».
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Kpg | T I F | N
T T 1 F ” F
I || I I I || I
F || F I F || T
Termes définis:
Apq = NKNpNq
Cpq = NKpNq

Epq = KCpqCqp.

Cette logique se caractérise par ses deux «niveaux». Le pre-
mier est tout 2 fait équiforme 2 la logique faible de Kleene et le
deuxieme métalogique est basé sur 1’assertion externe définie
comme Ap = «il est vrai que p» selon la table suivante:

Assertion interne Assertion externe
_‘L
T T T
I I F
F F F

Suite & cette définition, Bochvar a défini les foncteurs externes
de 1a maniére suivante:

Forme interne | Forme externe
Np Nxp = NAp
Kpq Kxpq = KApAq
Apq Axpq = AApAq
Cpq Cxpq = CApAq
Epq Expq = E ApAq

La négation externe Nyp — «p est faux»; la conjonction
Kxpq — «p est vrai et q est vrai»; ’alternative Axpq — «p est vrai
ou q est vrai» et I'implication Cxpq — «si p est vrai, alors q est
vrai». Les valeurs de vérité sont données ci-dessous.
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Kxpq ||T |I |F|[Nxp|Axpq||T|I |F Cxpq IT|1 [F [Expq]|T |1 [F
T |[T[FIF][ F [T]T][T [T]F[F [T[F[F
I |F|F|Fl F | T|F|F (TIT|T |F|T|T
F JF|F[F| T IT[F|F ITIT|T [FIT|T

Par conséquent, la logique interne ne contient pas de tauto-
logie tout comme celle de Kleene et est une logique classique. Il
existe une version de la logique faible, LY, de Lukasiewicz,
définie A la mani¢re de Bochvar avec I’assertion W 3 la place de
A.

En 1956, le logicien chinois Moh Swah-kwei propose une
interprétation de la troisiéme valeur du systeéme de Bochvar
comme «paradoxal» et I’attribue aux propositions du type «cet
énoncé est faux». Il semble que I'interprétation «sans signifi-
cation» serait plus adéquate. Le systéme de Bochvar a trouvé sa
place dans les travaux concernant les paradoxes sémantiques des
théories.

Logique de Slupecki

La logique multivalente la plus générale est proposée par
Jerzy Slupecki en 1939 [2], qui avait auparavant défini avec
succes le foncteur «T» rendant ainsi complets les systémes de
Lukasiewicz.

Définition des logiques de Slupecki

L’idée de Slupecki est d’introduire des foncteurs généraux
tels C, R, et S. Agissant ainsi, il définit la classe la plus générale
des logiques multivalentes finies. Pour désigner ces logiques, il
a utilisé€ les symboles L.X olin =2, 3, 4, ... et k < n, parce qu’ils
sont caractérisés par deux parametres: le nombre de valeurs (n)
et nombre des valeurs distinctes (k).

Termes indéfinis:

P.qQ, 1,8 ... variables propositionnelles
CR,S,
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Cpq=qpour 1 <p<k,etlpourk+1<p<n
Rp=p+lsip=n,alorsRp=1
Sp=ppour3<p<nSp=1sip=2,Sp=2sip=1.

Pour k valeurs distinctes, le foncteur Cpg prend, comme
résultat d’application, la valeur logique de la proposition g; pour
la suite, ol p > k jusqu’a n, prend la valeur distincte. Ce foncteur
est une sorte d’implication généralisée. Pour le «R», Slupecki
définit une notation postienne et pour le «S», il y a changement
de la position des deux premiéres valeurs, la suite restant égale a
«p»,

Cpq 123...n Rp Sp
1 T23..n 7) >
2k 123...n 3 1
3 123...n 4 3
K* 123...n k+1 K
k+1 111...1 k+2 k+1
n-1 111...1 n n-1
n 111...1 1 n

L’ astérisque signifie que la valeur est distincte.

Ces démarches permettent 2 Slupecki d’inclure dans son
systéme toutes les logiques a n-valeurs possibles, a la condition
que 7 soit un nombre fini et de démontrer que le systeme général
est complet et axiomatisé pour toutes les valeurs n.

Les résultats de Slupecki closent la discussion sur le pro-
bléme de la construction des logiques multivalentes finies, mais
ne donnent malheureusement pas de réponse sur les interpré-
tations et les applications possibles de cette sorte de logique.

Conclusion
L’objectif de cet exposé était de présenter les logiques multi-

valentes dans leur dimension canonique de Lukasiewicz et Post
A Slupecki qui cldt la question de I’axiomatisation et de la com-
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plétude des logiques & un nombre fini de valeurs. Dans ce par-
cours, quelques événements historiques 1i€s 4 la multivalence en
logique ont €t€ esquissés de manieére sommaire. Cet exposé est
destiné avant tout a préparer les étudiants A explorer les travaux
consacrés aux logiques multivalentes. C’est la raison pour
laquelle nous n’avons pas abordé les logiques congues pour des
applications spécifiques: tels les systémes de Reichenbach ser-
vant a analyser des événements de la mécanique quantique, les
systémes probabilistes et possibilistes, utilisés dans le domaine
de I'intelligence artificielle. Pour la méme raison, nous n’avons
pas traité des logiques modales de Lewis ou de la logique floue
de Zadeh. Les problémes de la logique multivalente des prédi-
cats, logique a la fois difficile et intéressante, n’ont également
pas été abordés. Des informations utiles sur ces différentes logi-
ques peuvent étre trouvées dans la monographie de Rescher
[14].

Nous souhaitons que ce qui a été proposé rendra plus facile et
agréable la découverte et la lecture des textes fondateurs.

Département de philosophie
Université de Lausanne
1015 Lausanne
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ANNEXE

Bibliographie complete de Lukasiewicz

(Source: Studia Logica, V, 1951 avec modifications du prof.
A. Korcik).

Abréviations:

P.F. Przeglad Filozoficzny; t dans Polish Logic [12]
R.F. Ruch Filozoficzny; { dans Collected Works [10].

1. Sueszczenie: Vierteljahrschrift fiir wissenschaftliche Philo-
sophie 1899, n° 3-4. P. F. V (1902), 232-236.

O indukciji jako inwersji dedukcji. P. F. VI (1903), 9-24;
138-152.

Recenzja: T. Mianowski: O tzw. pojeciach wrodzonych u
Locke’a i Leibniza. P. F. VII (1904), 94-95.

O stosunkach logicznych. [On logical relations] P. F. VII
(1904), 245.

Teza Husserla o stosunku logiki do psychologii. P. F. VII
(1904), 476-471.

Z psychologii porownywania. P. F. VIII (1905), 290-291.

O dwoéch rodzajach wnioskéw indukcyjnych. P. F. IX
(1906), 83-84.

Fhom h gm e I3
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10.
11.
12.
. Logika a psychologia. P. F. X (1907), 489-491.
14.
15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.

902
23.

24.
25.

Analiza i konstrukcja pojecia przyczyny. [Analyse et
construction du concept de cause] P. F. IX (1906), 105-179.
Tezy Hoflera w sprawie przedstawien i sadéw
geometrycznych. P. F. IX (1906), 451-452.

Co poczac z pojeciem nieskonczonosci? P. F. X (1907),
135-137.

Recenzja: H. Struve. Die polnische Plhilosophie der letzten
zehn. Jahre (1894-1904). To samo w przekladzie polskim
K. Krola. P. F. X (1901), 336-346.

0 wnioskowaniu indukcyjnym. P. F. X (1907), 474-475.

Pragmatyzm, nowa nazwa pewnych starych kierunkéw
myslenia. P. F. XI (1908), 341-342.

Sprawozdanie z dwéch prac Stumpfa. P. F. XI (1908), 342-
343.

Zagajenie pogadanki na temat rozprawy M. Borowskiego:
Krytyka pojecia zwiazku przyczynowego. P. F. XI (1908),
pp.343.

Zadania i znaczenie og6lnej teorii stosunkéw. P. F. XI
(1908), 344-347.

O prawdopodobienstwie wnioskéw indukcyjnych. P. F. XII
(1909), 209-210.
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! Die logischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung. Krakéw (1913), 75.

W sprawie odwracalnosci stosunku racji i nastepstwa. P. F.
XVI (1913), 298-314.

Rozumowanie a rzeczywistosc. R. F. IV (1914), 54.

XV-XXXIX. Przedruk: Lwéw 1934, 1936, 40.

O nauce i filozofii. P. F. XVIII (1915),.190-196.

1 O pojeciu wielkosci [On the concept of magnitude] P. F.
XIX (1916), 1-70.

] Tresc wykladu pozegnalnego wygloszonego w auli

Uniwersytetu Warszawskiego 7 marca 1918. Warszawa
1918.

t O pojeciu mozliwosci. R. F. V (1919/20), 169-170.

17 O logice tréjwartosciowej. [Sur la logique trivalente]
R. F. V (1920), 170-171.
1 Logika dwuwartosciowa. P. F. XXIII (1921), 189-205.

Zagadnienia prawdy. Ksiega pamiatkowa XI Zjazdu
lekarzy i przyrodnikow polskich. 1922,.84-85, 87.



Logiques multivalentes 87

46.
47.
48.
49.
50.
51.

DL
53.
54.
335.
56.
57.
58.
59.
60.
60.

61.

62.

I Interpretacja liczbowa teorii zdan. R. F. VII (1922/23),
92-93.

Recenzja: Jan Sleszynski. O logice tradycyjnej. R. F. VIII
(1923), 107-108.

Kant i filozofia nowozytna. Wiadomosci Literackie I
(1924), 19.

Dlaczego nie zadowala nas logika filozoficzna? R. F. IX
(1925), 25.

O pewnym sposobie pojmowania teorii dedukcji. P. F.
XXVIII (1925), 134-136.

Démonstration de la compatibilité des axiomes de la théorie
de la déduction. Annales de la Société Polonaise de
Mathématique 3 (1925), 149.

Sprawozdanie z dzialalnosci Uniwersytetu Warszawskiego
zar. ak.1922/23. Warszawa 1925.

Z najnowszej niemieckiej literntury logicznej. R. F. X
(1926/27), 197-198.

O logice stoikow. P. F. XXX (1927), 278-279.

O metodzie w filozofii. P. F. XXXI (1928), 3-5.

O pracy Fr. Weidauera: Zur Syllogistik. R. F. XI (1928),
178.

Rola definicji w systemach dedukcyjnych. R. F. XI
(1928/29), 164.

Odefinicjach w teorii dedukcji. R. F. XI (1928/29), 177-
178.

Wrazenia z VI Miedzynarodowego Zjazdu Filozoficznego.
H. F. XI (1928/29), 1-5.

O znaczeniu i potrzebach logiki matematycznej. Nauka
Polska 10 (1929), 604-620.

Elementy logiki matematycznej. Skrypt. 1929 (2 wyd.-
Warszawa 1958, PWN). .

(z A. Tarskim) Untersuclhungen Uber den Aussagenkalkiil.
Comptes-rendus de la Société des Sciences et des Lettres de
Varsovie, Cl. III, 23 (1930), 1-21.

t] Philosophische Bemerkungen zu mehrwertigen
Systemen des Aussagenkalkiils. Comptes-rendus de la
Société des Sciences et des Lettres de Varsovie, C1. 1II, 23
(1930), 51-77.



88

63.

64.

65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.

73.
74.

75

76.
77.
78.

79.

Marek Blaszczyk

] Uwagi o aksjomacie Nicoda i [dedukcji uogolniajacej].
[Remarques sur I'axiome de Nicod] Ksiega pamiatkowa
Polskiego Towarzystwa Filozoficznego. Lwow 1931.

Ein Vollstundigkeitsheweis des zweiwertigen Aussagen-
kalkiils. Comptes-rendus de la Société des Sciences et des
Lettres de Varsovie, C1. III, 24 (1931), 153-183.

Z dziejow logiki starozytnej. R. F. XIII (1932-1936), 46.

1! Z historii logiki zdan. P. F. XXXVII (1934), 417-437.
Znaczenie analizy logicznej dla poznania. P. F. XXXVII
(1934), 369-377.

Zur Geschichte der Aussagenlogik. Erkenntnis 5 (1935-
1935), 111-131.

Zur vollen Aussagenlogik. Erkenntnis 5 (1935-1936), 176.
I Logistyka a filozofia. P. F. XXXIX (1936), 115-131.
Bedeutung der logisehen Analyse fur die Erkenntnis. Actes
du VII Congres International de Philosophie. Prague
(1936), 75-84.

Co dala filozofii wspblczesna logika matematyczna? P. F.
XXXIX (1936), 325-326.

1 W obronie logistyki. Mysl katolicka wobec logiki
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