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AVANT-PROPOS

Grice a la Conférence Universitaire de la Suisse Occidentale,
les Universités de Lausanne et Neuchatel ont pu organiser pen-
dant I’année académique 1996-1997, un 3e cycle romand de log-
ique. Le théme de cette formation postgrade était le suivant: logi-
ques non classiques: limites et enjeux. Celle-ci s’adressait avant
toute chose aux étudiants-chercheurs et aux doctorants intéressés
par I’étude de la logique contemporaine.

Si la théorie de l1a logique des prédicats du premier ordre reste
un élément de référence incontournable par rapport auquel on
situe d’autres théories logiques, elle a toutefois perdu,
aujourd”hui, I’exclusivité de son statut de logique «pure, dure et
authentique». Malgré de fameux mandarins, dont Quine n’est pas
le moindre, qui n’ont eu de cesse de trés clairement expliciter leur
répulsion a I’égard de toute autre forme de logique que celle du
premier ordre, d’autres théories ont émergé, puis marqué et
influencé le développement de la logique contemporaine. Celles-ci
peuvent, globalement, étre classées en deux familles: il y a d’une
part les logiques dites «conservatives» qui, tout en offrant une
expansion de la logique classique, en conserve I’esprit et les
acquis théoriques; il y a d’autre part les logiques dites malheureu-
sement déviantes et qui s’écartent en fonction de la nature de leurs
fondements ou de leurs objectifs, de la logique dite classique.

Dans le cadre de la recherche et de la formation en logique, il
était temps d’organiser, au sein des Hautes Ecoles de la Suisse
occidentale, un cycle de formation postgrade sur ce sujet. Pour ce
faire, les professeurs Marie-Jeanne Borel (Section de philoso-
phie) et Henri Volken (Institut de mathématiques appliquées) de
I’Université de Lausanne ainsi que Denis Miéville (Séminaire de
logique) de I’Université de Neuchatel ont invité diverses person-
nalités scientifiques pour animer différents cours, ateliers de
recherche et travaux pratiques sur le theme des logiques non
classiques. Ces présentations ont rencontré un tel succes qu’il
nous a semblé pertinents de les mettre & la disposition d’un plus
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grand nombre de chercheurs et d’étudiants avancés, intéressés par
la problématique traitée. Grace a I’amitié et a la générosité des dif-
férents auteurs, il est possible de les offrir aujourd’hui dans ce
onziéme fascicule des Travaux de logique du Centre de Recher-
ches Sémiologiques de 1’Université de Neuchitel. Que chaque
auteur soit, ici, encore une fois, chaleureusement remercié.

Denis Miéville
Séminaire de logique
Université de Neuchdtel



LES LOGIQUES NON CLASSIQUES
SONT-ELLES DES LOGIQUES?
DANS QUELLE MESURE SONT-ELLES
NON CLASSIQUES?

Frédéric NEF

Préambule

Dans les pages qui vont suivre, nous présenterons les
propriétés qui caractérisent une logique non classique.

1. Qu’est-ce qu’une logique?

On distingue habituellement des criteres de démarcation exter-
nes et des critéres de démarcation internes. Les premiers séparent
la logique des autres sciences, alors que les seconds distinguent, &
I'intérieur des logiques existantes, celles qui ont droit au titre de
logique par excellence. Par exemple, la logique des propositions
peut étre considérée comme la seule logique.

P. Engel identifie ce probléme de la démarcation et le fait de
savoir ce qu’est une constante logique. Trois choses sont donc
équivalentes:

— donner un critére de démarcation,
— délimiter la classe des constantes logiques,
— fixer la signification des constantes logiques.

Le critere de démarcation externe met en avant des propriétés
qui distinguent la logique, ou les vérités logiques, qui sont:

— formelles,
— analytiques,

Travaux de logique, 11, 1997.



2 Frédéric Nef

- non descriptives,
— normatives,
— évidentes,

Dans la définition d’une logique non classique (LNC), deux
questions se poseront alors:
1) Les constantes logiques des LNC ont-elles une signification
correctement fixée?
2) Les vérités logiques des LNC sont-elles formelles, analyti-
ques etc.?

2. Qu’est-ce qu’une LNC?

Pour continuer d'€tre une logique, une LNC doit conserver les
propriétés de démarcation externe, mais elle peut modifier, révi-
ser, enrichir les constantes logiques de la logique du premier
ordre (LPO), ou en introduire de nouvelles.

Une constante logique est soit un connecteur (—, —, A, V),
soit un quantificateur (3, V). A chaque constante est attachée une
sémantique qui détermine les régles d’inférence. Dans une LNC,
la sémantique d’une constante logique d’une LPO peut étre modi-
fie.

Exemples: - dans lalogique intuitionniste;
3 dans la quantification meinongienne.

De nouvelles constantes logiques peuvent tre introduites:

Exemple: L (pour «nécessaire») en logique modale.

A coté de ces modifications ou innovations touchant les cons-
tantes logiques, les LNC peuvent différer de LPO uniquement par
la déviation vis-a-vis de principes logiques.

Exemples: ——p n’est pas équivalent & p en logique
intuitionniste;
p V —p n’est pas valide en logique para-
consistante.
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En utilisant un vocabulaire éprouvé, on pourrait appeler schis-
matiques les LNC du premier type (celles qui se contentent
d’introduire ou de modifier des constantes logiques) et hérétiques
les autres (celles qui violent des principes).

Cette division des LNC schismatiques et hérétiques recoupe la
classification implicite de I’encyclopédie des LNC qui fait auto-
rité, c’est-d-dire 1’ouvrage de D. Gabbay et F. Guenthner
Handbook of Philosophical Logic. En effet, ceux-ci distinguent
entre alternatives 3 LPO (Handbook, t. III) et extensions de LPO
(Handbook, t. II).

On rangera dans les LNC schismatiques les constantes logi-
ques concernées entre parenthéses:

logique modale (L,M), logique temporelle (F,P,G,H), logi-
que intensionnelle (*), logique conditionnelle (=), logique
déontique (O, P), logique érotétique (?)

On rangera dans les LNC hérétiques le principe violé entre
parenthéses:

logique multivalente (principe de bivalence), logique para-
consistante (principe de contradiction), logique libre (prin-
cipe de dénotation), logique non monotone (principe de
monotonie de la relation de conséquence logique), ...

Cette division, dont I’introduction met un peu d’ordre dans le
maquis ou la jungle des LNC, ne s’applique pas parfaitement
pour certaines LNC, comme la logique de la pertinence ou la logi-
que dynamique. Dans ces deux derniers cas, on pourrait discuter
de leur distance par rapport a 1’orthodoxie des LPO.

Au lieu de distinguer deux niveaux de déviation, on pourrait en
distinguer trois, en discernant des déviations a I'intérieur méme
des deux classes de constantes logiques:

— modification des opérateurs logiques;

— modification de la quantification. Par exemple Quine considére
dans la Philosophie de la logique les logiques a quantification
substitutionnelle comme des LNC;

— violation des principes, comme ceux du tiers exclu ou de la
contradiction.



4 Frédéric Nef

On peut se demander ou situer la logique intensionnelle géné-
rale dans cette carte des déviations. En effet, cette logique
n’introduit pas de constante logique a proprement parler —A” étant
en fait plus un artifice notationnel pour marquer le sens d’une
expression (exemple: ‘A p’ désigne le sens de p) et elle ne viole
pas de principe logique & proprement parler — en général, elle est
bivalente, respecte le principe de contradiction, etc. Est-ce que le
non-respect du principe d’extensionnalité¢ la rejette du coté de
I’hérésie logique? Rien n’est moins slir. En tout cas, toutes les
LNC ne sont pas intensionnelles (exemple: la logique multiva-
lente, la logique non monotone, ...) et la logique intensionnelle
n’est donc pas de maniere certaine une LNC au sens le plus fort
que nous venons de définir,

3. Architecture des LNC

Pour un novice, la prolifération des LNC apparait comme
dénuée de plan. On peut cependant décrire I’architecture des LNC
de deux fagons au moins.

A. Situation de fait;

logique philosophique A
logique modale

logique temporellg

logique informatique logique conditionnelle

Logique philosophique et logique informatique sont séparées;
dans les LNC, c’est la logique modale qui occupe un rdle central
dans les applications, suivie par la logique temporelle et 1a logique
conditionnelle (tout ceci étant trés simplifié).
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B. Par rapport a une relation interne de structuration du contenu
théorique:

logique intensionnelle

On a indiqué les cadres des trois logiques mentionnées ci-des-
sus:

— <W, R> pour la logique modale, W étant ’ensemble des
mondes possibles et R 1a relation d’accessibilité entre mondes.

- <T, < > pour la logique temporelle, T étant 1’ensemble des
instants, et < la relation d’antériorité sur les instants.

— <W, C> pour la logique conditionnelle, W étant comme ci-
dessus et C une relation de condition.

Dans cette optique, on peut apercevoir une similarité de struc-
ture des cadres qu’ils soient modal, temporel ou conditionnel.
C’est cette parenté de structure que va exploiter la théorie de la
correspondance de Van Benthem.

On a indiqué de plus des relations entre une logique intension-
nelle générale et ces logiques intensionnelles spéciales.

4. Théorie de la correspondance de Van Benthem
La théorie de la correspondance (TC) a pour fonction

d’explorer les correspondances formelles entre les différentes
LNC schismatiques. L’enjeu est grand par rapport 4 la question
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posée au départ. Si les différentes LNC se laissent ordonner par la
TC, alors nous devrons poser la question & partir de cette mise en
ordre. Epistémologiquement la situation est similaire a celle de
I’axiomatisation des géométries. C’est & partir de celle-ci, qui
dévoile les connexions entre les différentes géométries comme des
structures abstraites, que I’on peut poser la question de la nature
géométrique de tel ou tel formalisme —en dehors de cette
démarche, la question n’a tout simplement pas de sens.

La TC a donc pour fonction de donner de la substance a la
logique intensionnelle en opérant une mise en ordre sur les LNC:

LNC 1

logique

intensionnelle LNC 2
TC

.......

TC agit & un niveau syntaxique en montrant des parallélismes
dans I’usage des constantes logiques (exemple: le parallélisme de
‘R’ et de ‘<’) et dans la quantification. On peut en effet concevoir
par exemple la logique modale comme une quantification sur les
mondes possibles. Elle agit également & un niveau sémantique en
établissant des parallélismes entre les modeles d’interprétation.

La correspondance syntaxique établit donc une relation entre M
etd,LetV,F, Pet3, GetHetV, et donc des relations entre
FPetMetGHetL:

M L
3 v
F,P G,H

N.B. On rappelle que M = possible que, L = nécessaire que,
F =il sera le cas au moins une fois, P = il a ét le cas au
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moins une fois, G = il sera toujours le cas que, H =il a
toujours €t€ le cas que.
Par exemple, la correspondance sémantique de la logique
modale (LM) et de la logique temporelle (LT) a I’allure suivante:

Soit le modele pour LT: <T,<,V>.

Soit le modele pour LM: <W, R, V>.

V est la fonction d’évaluation.

Correspondances: T et W, < et R, et également entre cadres
<T,<> et <W,R>.

Cette correspondance sémantique fonde les ressemblances des
propriétés de LT et LM, en permettant de comparer les propriétés
de < et de R, afin de distinguer des classes de logiques.

Exemple: la transitivité de < caractérise une classe de logi-
que temporelle, tout comme la transitivité de R caractérise
un calcul modal (S4).

D’autres correspondances peuvent &re mises en lumilre.
Citons-en deux. Tout d’abord, a un niveau axiomatique, on peut
mettre en correspondance les systemes minimaux de LM et de LT:

Exemples (on note # la correspondance):
Fp <> —G—p # Mp & —L—p
(interdéfinition des opérateurs).
G(p = q) = (Gp = Gg) # (L(p = q)) = (Lp = Lq)
(distribution des opérateurs).
p/Gp # p/Lp
(absolutisation).
Ensuite pour certaines formules, comme celles de Barcan:

F Vx Ax = Vx F Ax #LVx Ax -oVx L Ax,
VxFAx - FVx Ax#VxL Ax =- L Vx Ax.

La TC peut étre appliquée aussi pour comparer LT et LM a la
logique conditionnelle. Cependant la relation C, définie ainsi:

C (x,y,z) =, y est plus semblable & x que z ne I’est,

est une relation ternaire, 2 la différence de < et R; cette propriété
est irréflexive et transitive.
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La TC permet donc de commencer a répondre a la question
posée initialement. Si une LNC est une extension conservatrice de
la logique classique, alors il existe une correspondance avec les
autres LNC. La structure commune qui assure cette correspon-
dance est un noyau quantificationnel. Les LNC qui sont des
extensions conservatrices ont en commun la doctrine de la quanti-
fication, qui précisément assure la correspondance et sur la base
de cette structure commune quantifie, mais selon les régles habi-
tuelles, sur des mondes, des instants, ce qui installe la quantifica-
tion dans des contextes opaques, au sens de Quine, ol le principe
d’extensionnalité ne vaut plus. La réponse est donc: elles sont des
logiques, parce qu’elles sont des extensions conservatrices des
appareils quantificationnels, et elles sont non classiques, car elles
sont intensionnelles. C’est dans ce sens que les logiques, dont
nous avons parlé (LT, LM et la logique conditionnelle), sont con-
servatrices: elles préservent la bivalence, le principe de contradic-
tion, les régles habituelles de la quantification et de la déduction
dans des contextes qui n’autorisent pas la substitution des identi-
ques.

En ce qui concerne la démarcation interne, la TC montre-t-lle
que la logique modale est le noyau des LNC conservatrices? En
effet, on peut hésiter entre deux représentations des relations entre
les LNC conservatrice, hiérarchique et modulaire:

Hiérarchique Modulaire
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Il existe des arguments pour montrer que LT n’est qu’'un
décalque de LM (ce qui a motivé d’ailleurs ’abandon d’une LT
fondée sur des instants, stricts analogues des mondes possibles,
au profit d’une logique des événements, plus émancipée, mais
que ’on int2gre dans 1’ensemble par des théorémes de correspon-
dance sur 1’équivalence des structures d’instants et d’événements.

5. Quelques tendances en LNC conservatrice

On peut mentionner rapidement trois grandes tendances:

1) Une évolution de la théorie des modeles pour LM en termes
de mondes possibles vers une sémantique des modeles partiels
(situations: Barwise et Perry, représentations discursives: Kamp,
etc.).

2) Un passage d’une ontologie pour LT en termes d’instants et
d’intervalles 3 une logique des événements (Kamp). Il existe plu-
sieurs types de motivations pour ce passage:

Motivation d’ordre sémantique: La sémantique du langage
naturel réclame que I’on prenne en compte des intervalles, dans la
mesure ou 1'idéalisation consistant & se limiter & des structures
ponctuelles d’instants est trop forte. L’introduction des événe-
ments est justifiée par la description des aspects et des temps des
langues naturelles.

Motivation d’ordre ontologique: Il est plus raisonnable de
considérer les structures ponctuelles comme des limites des
structures d’intervalles et, dans une ontologie qui admet des évé-
nements comme primitifs, de les considérer comme étendus sur
des intervalles.

Motivation d’ordre psychologique: Beaucoup de faits mili-
tent pour une dualité du temps privé constitué d’intervalles (la
durée bergsonienne) et d’un temps public constitué a partir de
structures d’instants.

Les structures d’instants sont des cadres temporels composés
de deux éléments:

<T, <>
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un ensemble d’instants T et une relation temporelle <.
Les structures d’intervalles sont des triplets composés d'ensem-
bles d’intervalles I et de deux relations < et <:

<I < c >

Les structures d’événements sont des triplets composés d'ensem-
bles d’événements, E, et de deux relations, O (recouvrement) et
<

<E, <, O>

Cette logique des événements provient de Russell.

3) Une modification de la théorie syntaxique de la logique con-
ditionnelle vers une théorie de la révision (Gérdenfors).

On peut comprendre cette modification a partir de deux inter-
prétations du test de Ramsey.

D’apreés Ramsey, A = B (ol = est la relation conditionnelle)
est vrai  un ensemble de croyances X si A = B passe le test sui-
vant:

Ajouter A 3 X. Si le résultat devient inconsistant,
réaliser la révision minimale pour que A n’introduise
pas d’inconsistance. Vérifier alors que B découle de X.

Ce test de Ramsey devient dans la version syntaxique de la logi-
que conditionnelle:

Un ensemble X valide A = B, si pour chaque ensemble T’
maximal relativement 2 la propriété «X - T'etT" + A est
consistant», I' + A |- B.

Dans la version de Gérdenfors (1985) ce test devient:

Accepter une phrase de la forme A = B dans un état de
croyances K, ssi le changement minimal de K nécessaire
pour accepter A exige aussi d’accepter B.

A noter qu’on peut combiner le test de Ramsey et la théorie bayé-
sienne de la croyance conditionnelle rationnelle. Par exemple,
Stalnaker a montré que:

P(A=B)=P(A|B)
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ol P(A = B) =, degré de croyance de I’agent dans A = B et
P (A |B) =, degré de croyance conditionnelle en B étant donné A.

Ce qui est commun a (1), (2) et (3), c’est la mise en avant
d’aspects dynamiques et partiels qui aglssem sur la logique épis-
témique et la sémantique du discours et s’intégrent parfaitement
dans une conception cognitive de la LNC. On entend par 1a une
conception ou la LNC sert de manicre privilégiée a modéliser le
raisonnement et les croyances rationnelles.

6. Conclusion

Comme on 1'a vu, le domaine de la LNC peut &tre abordé de
plusieurs mani¢res: philosophique, informatique, sémantique et
linguistique, cognitive. De chacun de ces points de vue, on
privilégiera des aspects de LNC:

— Philosophiquement, la LNC est une partie de ce que I'on
nomme «logique philosophique», avec quoi la «philosophie de la
logique» n’a pas de frontiere nettement tranchée. De ce point de
vue, on privilégie les motivations ontologiques.

Exemple: les structures d’événements dont on préfere
dériver les structures d’instants, plutdt que I'inverse.

— Informatiquement, surtout avec LT et LM, la LNC fournit des
modeles de logique de la computation et on privilégie de ce point
de vue les aspects calculatoires et syntaxiques.

— Sémantiquement, la LNC fournit des modgles pour une inter-
prétation de phénomeénes de la langue naturelle. De ce point de
vue, et contrairement a ce qui précéde, on peut privilégier la logi-
que comme langage plut6t que la logique comme calcul. Associée
a un A-calcul et & une grammaire catégorielle, la logique inten-
sionnelle est un bon outil pour la sémantique des langues naturel-
les.

— Cognitivement, la LNC peut étre envisagée comme une modéli-
sation de cartes cognitives sous-jacentes aux comportements
intelligents (inférences, croyance, perception,...). Dans cette
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perspective, on sera tenté de chercher une vue de la LNC ou
soient mis en avant les aspects dynamiques.

Université de Rennes 1
Institut de philosophie

261, Av. du Général Leclerc
F 35042 RENNES
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LES LOGIQUES MODALES

Pierre JORAY

Ainsi pourrait-on définir simplement le sens du
possible comme la faculté de penser tout ce qui
pourrait &tre “aussi bien”, et de ne pas accorder
plus d’importance & ce qui est qu’a ce qui n’est
pas. On voit que les conséquences de cette dis-
position créatrice peuvent €tre remarquables;
malheureusement, il n’est pas rare qu’elles fas-
sent apparaitre faux ce que les hommes admirent
et licite ce qu’ils interdisent, ou indifférents 1'un
et I'autre...

R. Musil, L’homme sans qualités.

Introduction

Les raisons des modifications que 1’on peut apporter 2 la
logique classique sont de plusieurs ordres. Si les motivations
liées aux développements de logiques rivales sont généralement
associées au rejet de tel ou tel principe fondateur de la logique
classique, le projet de construire une logique des modalités
s’appuie sur un constat plus ordinaire: la logique classique reste
inadaptée pour rendre compte de certaines inférences du raison-
nement non formel, inférences qui portent cependant une vali-
dité qui nous apparait intuitivement incontestable.

On admet généralement que, parmi la diversité de ces raison-
nements, certains possédent un caractére privilégié au regard de
la logique congue comme science de 1’inférence. Autrement dit,
certains s’averent s’articuler sur des notions dont une telle
science ne peut envisager de se passer. Ainsi, au-dela de la
volonté générale de couvrir le domaine le plus large des infé-

Travaux de logique, 11, 1997.
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rences jugées valides, le projet d’intégrer les modalités dans la
logique reléve de visées plus spécifiques. 11 s’agit principale-
ment de tenter de donner a 1'idée de nécessité logique un
contour formel précis.

Sans vouloir entrer dans la problématique du sens qu’il faut
attribuer & I’énoncé d’un locuteur affirmant qu’un objet posséde
une propri€té de manitre nécessaire ou seulement contingente,
on constate simplement que certaines entités de la logique sem-
blent intimement li¢es aux modalités dites classiques'. 11 s’ agit
principalement du cas des tautologies, dont on dit non seule-
ment qu’elles sont vraies, mais qu’elles possédent ce caractére
de vérité d’une maniére nécessaire. Parallélement, les proposi-
tions inconsistantes relévent de 1I'impossibilité.

En outre, plusieurs des concepts centraux de la logique
comme science de la déduction ne peuvent se définir sans un
appel explicite & des notions modales: je pense en particulier au
concept de validité associé aux arguments. On dit qu’un argu-
ment est valide si et seulement si il est logiquement impossible
que toutes ses prémisses soient vraies et sa conclusion fausse. Je
releve encore la notion d’inconsistance d’un ensemble de pro-
positions, qu’on définit comme 1’impossibilité logique que la
conjonction de toutes les propositions de cet ensemble soit
vraie.

Nécessité et impossibilité apparaissent ici, dans le cadre
classique, comme des notions clairement métalinguistiques; on
est en présence de deux niveaux distincts car ce que disent ces
modalités se rapporte & des éléments d’un langage dont elles ne
font pas partie — en I’occurrence les propositions.

Cependant, le besoin peut se faire sentir d’amener ces
notions hors du domaine exclusif de la pratique intuitive et d’en
fixer I'usage en y associant des régles formelles précises. Et
bien que parler de propositions modales semble relever d’une
confusion de niveaux linguistiques, la construction d’une logi-
que modale passe précisément par 1’idée de ramener les modali-
tés dans le langage objet de la logique, faisant de ces modifica-
teurs de propositions de véritables opérateurs. L’idée est d’aug-

1 Ces modalités, que 1’on nomme aussi aléthiques ou parfois méme ontiques, sont
principalement la nécessité, la possibilité, la contingence.
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menter le vocabulaire de la logique classique en y adjoignant, a
coté de la négation ~, de nouveaux symboles d’opérateurs
unaires: L et M, respectivement les symboles de la nécessité et
de la possibilité logiques.

Cela dit, la construction d’un langage logique a partir d’un
vocabulaire élargi reléve d’une liberté presque totale. Mais si le
but poursuivi par une telle entreprise est de circonscrire formel-
lement la perception intuitive des modalités qui ont ét¢ évo-
quées, il parait raisonnable de fixer certaines conditions élémen-
taires:

1. Une logique modale sera une expansion conservative de la
logique classique C. Elle devra, autrement dit, contenir C mais
ne pas ajouter a celle-ci des théorémes dans lesquels ne figure-
raient aucun des nouveaux symboles.

2. Elle devra disposer d’une correspondance entre les deux
nouveaux opérateurs, telle que I’un puisse s’exprimer a 1’aide de
I’autre. Dans la pratique, on ajoutera au vocabulaire un seul des
symboles — généralement L —, le second étant défini ensuite de
la maniere suivante:

MP =df ~L~P
3. L’expression suivante y sera une theése:

— LPDOP

4. Une logique modale devra satisfaire au principe de néces-
sitation suivant: toute thése du systéme — et en particulier, selon
la condition 1, toute theése du calcul classique — sera encore une
these lorsqu’elle est précédée du symbole L de nécessité, offrant
ainsi la garantie que toute tautologie sera nécessaire.

Si — P alors — LP

Ces conditions générales laissent cependant encore la voie
ouverte a de nombreuses réalisations axiomatiques ou des sys-
ttmes de régles d’inférences forts différents. Je me contenterai
dans les pages qui suivent d’en présenter un petit nombre parmi
les plus significatifs, en particulier les syst¢mes connus sous les
étiquettes de T, S4 et S5.
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D’un point de vue historique cependant, le cheminement par-
couru jusqu’a I’élaboration de ceux-ci est passablement diffé-
rent de celui que j’ai rapidement esquissé ici. Si, comme je
I’évoquerai dans la suite, on rencontre dés les premiéres systé-
matisations de la logique dans I’ Antiquité des tentatives de trai-
tement des modalités, c’est principalement & C. I. Lewis que
I'on doit leur entrée dans le champ de la logique moderne.
L’idée développée par Lewis fut de proposer comme alternative
a I'implication matérielle des Principia Mathematica de
Whitehead et Russell un concept d’implication dit implication
stricte, qui inclut explicitement une notion modale et dont le but
était d’éviter ce qu’on a nommé les «paradoxes de I’implication
matérielle».

Certes les développements les plus récents, attachés principa-
lement & une approche sémantique des modalités, ont pratique-
ment rendu 2 la logique modale son autonomie par rapport a
cette problématique de I’implication?. Il m’a cependant paru
opportun de lui donner dans mon propos la place qui lui revient
lorsqu’on privilégie, comme je le ferai ici, une approche a
dominante syntaxique.

Par ailleurs, on ne saurait parler de logique modale sans
mentionner la grande famille des logiques dites intensionnelles.
Leur apparentement aux logiques modales se fonde sur une
maniére analogue de traiter d’autres opérateurs de type modal.
On trouve ainsi des logiques déontiques, des logiques épisté-
miques, des logiques temporelles ou encore des logiques de la
causalité. Toutes ces tentatives de formalisation constituent des
outils importants tant dans le domaine de la logique philoso-
phique que pour I’étude des arguments du discours ordinaire3.
Je ne ferai cependant ici que les nommer, la présentation qui
suit étant exclusivement consacrée aux modalités classiques.

Bien entendu, de par sa brigveté, le présent travail ne peut
prétendre proposer une vue large sur une discipline qui reste
aujourd’hui en plein essor. Il s’agit ici plus modestement de
mettre I’accent sur certains aspects fondamentaux propres a
éclairer les problémes syntaxiques ainsi que la démarche

2 Les principaux développements issus spécifiquement de la problématique de Lewis sont
connus sous le nom de logique de la pertinence (ou relevant logic). Cf. Read 1988.
3 Cf. Van Benthem 1988, Zalta 1988 et Gardies 1979.
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sémantique, désormais dominante. Pour le reste, je me contente-
rai de renvoyer aux traités que 1’on trouve dans une abondante
littérature?.

1. Les modalités dans la logique traditionnelle

Comme souvent en logique, le poids de la tradition aristoté-
licienne parait tout a fait déterminant. Non seulement les tra-
vaux d’ Aristote constituent la premilre attestation d’une logique
des modalités3, mais on peut faire remonter au Stagirite la pré-
dominance accordée aux modalités dites classiques, ainsi que
dans une large mesure 1’usage dominant des termes nécessaire,
impossible, possible et contingent; c’est ce dernier point que
j’aborderai principalement ici.

L’hésitation d’ Aristote entre plusieurs fagons d’organiser les
modalités est bien connue. Mais la concurrence d’acceptions
différentes pour certaines modalités semble &tre une consé-
quence de sa philosophie essentialiste. La distinction entre deux
sortes de puissance entraine en effet deux interprétations des
notions de possibilité et de contingence. D’une part, lorsqu’il
s’agit de la puissance rapportée aux étres éternels, loin de
s’opposer au caractére constamment nécessaire des propri€tés
essentielles, la possibilité y est impliquée par la nécessité. Elle
est ainsi comprise comme la négation contradictoire de
I’impossibilité. Cette premiere acception, dite unilatérale,
conduit Aristote & une organisation des modalités que 1I’on
représente par un carré des oppositions tout a fait analogue a
celui des propositions catégoriques:

4 Onretiendra particuliérement Konyndyk 1986, Chellas 1980, ainsi que I'excellent Hughes
& Cresswell 1996.

5 La théorie des propositions modales est développée dans le De Interpretatione et les
Premiers Analytiques, ce dernier incluant une théorie des syllogismes modaux.
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I1 est nécessaire 11 est impossible
quep que p

11 est possible/contingent I1 est possible
que p que non p

Jouant sur les deux manieres d’appliquer la négation aux
propositions modales — soit sur la modalité elle-méme, soit sur
son dictum —, Aristote montre que toutes les modalités peuvent
y étre définies sur la base d’une seule, par exemple la nécessitéo,
Bien que cette figure reprenne toutes les oppositions du tradi-
tionnel carré et présente une grande cohérence, on y remarque
un certain manque d’équilibre dii & un usage constamment
concurrent de la possibilité et de la contingence’. Et surtout, il
manque encore 4 Aristote un terme simple pour exprimer la
négation contradictoire de la nécessité.

Cependant Aristote accorde dans sa syllogistique une grande
importance A une autre sorte de puissance que 1’on trouve dans
sa métaphysique. Il s’agit de la puissance que I’on rapporte aux
étres qui connaissent des propriétés accidentelles et pour les-
quels la possibilité ou la contingence s’opposent d’un bloc au
caractere nécessaire de la présence ou de I’absence de propriétés
essentielles. L opposition centrale entre des propositions apo-
dictiques (nécessaires ou impossibles) et des propositions pro-
blématigues (possibles/contingentes) amene Aristote A proposer
dans son étude des syllogismes modaux une organisation

6 Ony trouve en particulier les fameuses équivalences:
Il est possible que p > 11 n'est pas nécessaire que non p
Il est impossible que p <> 11 est nécessaire que non p.

7 Quelle qu'en soi!.[“intcrp:étalion. Aristote semble pratiquement toujours utiliser possibilité
et contingence comme des synonymes.
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concurrente des modalités qui, cette fois, peut &tre présentée
sous la figure d’un triangle dont les sommets sont des contraires
pris deux a deux:

11 est nécessaire Il est impossible
que p que p

Propositions
apodictiques

Propositions
problématiques

Il est possible/contingent
quep

Mais, choisissant d’opposer le possible aux deux autres
modalités, Aristote fait de facto reposer I’ensemble sur des
bases qui manquent d"homogénéité; ce que le jeu de la négation
va une fois de plus mettre en évidence. La modalité caractéris-
tique des propositions problématiques — nommée possible ou
contingent bilatéral — s’avere en effet étre une modalité compo-
sée. Comme le remarquera Aristote lui-méme, nier le dictum
d’une proposition problématique c’est revenir a cette méme
proposition3, alors que la négation de la modalité conduit
facheusement A une disjonction. La négation du pos-
sible/contingent ¢’est ce qui est nécessaire ou impossible. Le
possible/contingent est bien une conjonction de modalités: ce
qui 2 la fois n’est pas nécessaire et n’est pas impossible.

Bien qu’en un sens la figure triangulaire soit plus conforme a
la distinction entre propriétés essentielles et accidentelles, ses
conséquences logiques négatives, en particulier I'absence de la
relation fondamentale de contradiction, ont permis a la concep-
tion bilatérale de prendre historiquement le dessus. Aujourd’hui
encore, ¢’est cette version d’un possible impliqué par le néces-

8  En effet, il est contingent que p ssi il est contingent que non p.
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saire qui prévaut. Seul persiste un flottement dans I’usage du
terme contingent. Tantot il désigne la simple négation du néces-
saire, tantot la modalité bilatérale d’ Aristote. Si bien que I’orga-
nisation qui nous est restée de la tradition peut étre représentée
par un schéma reprenant toutes les modalités mises en évidence
par Aristote:

Nécessaire Np Impossible N~p
Possible Contingent unilatéral
~N~p ~Np
Contingent bilatéral
~N~pA~Np

Cette organisation traditionnelle des modalités, et en particu-
lier 1a considération des propositions apodictiques et probléma-
tiques, reste cependant le produit direct du systéme aristotéli-
cien. Or le projet méme d’une syllogistique modale, comme le
relevent Kneale et Kneale, semble manquer de 1égitimité. Car il
tombe dans un dilemme relatif aux deux maniéres d’attribuer la
modalité: la maniére externe ou de dicto, que ’on trouve dans la
version du carré et la manigre interne ou de re, plus conforme 2
la philosophie essentialiste, et qui prévaut dans I’organisation
triangulaire des Premiers analytiques. Le dilemme se pose en
ces termes:

If modal words modify predicates [interprétation de re], there is no
need for a special theory of modal syllogisms. For these are only ordi-
nary assertoric syllogisms of which the premisses have peculiar predi-
cates. On the other hand, if modal words modify the whole statements
to which they are attached [interprétation de dicto), there is no need
for a special modal syllogistic, since the rules determining the logical
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relations between modal statements are independant of the character
of the propositions governed by the modal words (Kneale and Kneale
1962: 91).

Le reproche fait ainsi aux modalités de re releve de leur
caractére éminemment intensionnel, peu conforme au projet
d’une syllogistique formelle, dont un des buts est précisément
de faire abstraction des contenus. Les modalités de dicto sem-
blent, elles, entachées d’une confusion entre le niveau de
I’assertion modale et celui du dictum, objet de cette assertion.
Selon Kneale et Kneale, ce qui manque au projet d’Aristote
pour échapper a ce probleme, c’est précisément la base sur
laquelle les mégaro-stoiciens vont construire leur logique moda-
le: une logique des propositions inanalysées.

Comme on le sait, les mégariques et les stoiciens rejetaient
trés clairement I’essentialisme d’ Aristote. Ils ne pouvaient ainsi
s’accommoder de modalités fondées sur une distinction qu’ils
refusaient entre des propriétés essentielles et des propriétés
accidentelles. La plus grande originalité dans leur tentative
d’intégrer les notions modales a leur logique est sans doute d’en
avoir donné une interprétation temporelle®.

Diodore Cronos donnait ainsi les définitions suivantes, qui
sont restées parmi les plus célebres:

Le possible est ce qui est vrai ou sera vrai,
I’impossible ce qui étant faux ne sera pas vrai,

le nécessaire ce qui étant vrai ne sera pas faux, et
le non nécessaire ce qui est faux ou sera faux.

Il ressort de ces définitions que les modalités ne portent pas
sur les états de choses décrits par les énoncés, mais sur les énon-
cés eux-mémes. On ne saurait cependant dire s’il s’agit de véri-
tables propositions du fait de la présence d’indices temporels!O.
Il faut ici se souvenir que Diodore admettait dans sa logique que
les énoncés puissent changer de valeur de vérité. Le fameux «Il
fait jour» est vrai a tel instant, alors qu’il est faux quelques

9  On trouvera une description des sources, ainsi qu'un certain nombre de textes en traduction
anglaise dans Mates 1961.

10  Sur les maniéres de représenter les indices temporels des propositions des stoiciens,
Cf. Mignucci 1978: 336-337.



24 Pierre Joray

heures plus tard. Les modalités apparaissent ainsi comme des
sortes de quantifications portant sur les indices temporels, le
nécessaire et le possible jouant alors le role respectivement
d’universelle et de particuli¢re temporelles. Et, de méme qu’ils
peuvent changer de valeur de vérité, les énoncés peuvent aussi
changer de modalités, ce qui montre que Diodore entend par
nécessité ou possibilité non pas des termes absolus mais des
termes relatifs a4 un instant. En outre, les changements de
modalités ne se font pas sans régles: les énoncés possibles ou
non nécessaires pourront passer a toute autre modalité, mais une
fois devenu nécessaire ou impossible aucun énoncé ne pourra
plus changer, ni sa modalité, ni méme sa valeur de vérité.

Une telle réduction des modalités au temporel comporte iné-
vitablement certains défauts. En bien des points c¢’est notre
intuition des modalités qui est mise 2 mal. Par exemple, com-
ment accepler que tout ce qui est possible est ou sera vrai au
moins une fois. Ne doit on pas admettre qu’il est possible que je
sois un assassin, méme dans le cas ol jamais je ne tuerai per-
sonne, et qu'il nous faut pour exprimer cela une modalité spéci-
fique? Mais il ne faudrait pas pour autant négliger les qualités
de I’entreprise, qui ne vont pas, pour certaines, sans se rappro-
cher de préoccupations modernes. Et comme le releéve
J.-L. Gardies:

L’originalit¢ de I’analyse mégaro-stoicienne des modalités ontiques
tient A ce qu’elle réussit a dépouiller les représentations ordinaires de
ces modalités de ce qu’elles pouvaient apparemment comporter de
rigoureusement intensionnel. Dans une telle transcription, 1a modalité
s’ analyse, au méme titre que la simple universalité, en strictes valeurs
de vérité et de fausseté (1979: 39).

En effet, pour montrer par exemple qu’une proposition
comme «Il est possible que je sois & Corinthe» est vraie, les
mégaro-stoiciens disposent d’une méthode «quasi extension-
nelle»: exhiber un moment de la chaine du temps ol la proposi-
tion «Je suis 3 Corinthe» est vraie. D"une telle possibilité, qui ne
va pas sans rappeler les évaluations des sémantiques modernes,
la logique aristotélicienne n’en dispose pas; elle doit, dans un
cas comme celui-ci, inévitablement passer par une analyse du
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contenu de la proposition!!, Mais voyons maintenant par quel
biais la logique moderne est revenue a la question des modali-
@s.

2. C. L. Lewis et le probléme de I’implication

Si la logique peut €tre congue comme un langage capable de
mettre en évidence I’ensemble des tautologies ou des formules
valides d’un calcul vérifonctionnel, elle peut aussi 1I’€tre d’une
maniére plus large comme science de I'inférence. Pris en ce
second sens, 1’objet central de son étude est 1a notion de validité
des arguments, et plus précisément elle a pour but la mise en
évidence des conditions sous lesquelles il est possible d’inférer
une conclusion 2 partir d’une prémisse ou d’un ensemble de
prémisses. La relation qui existe alors entre la (les) prémisse(s)
et la conclusion est la relation que 1’on nomme relation d’impli-
cation. Cette relation, a partir de laquelle on définit une relation
d’équivalence propositionnelle, joue un role tout a fait central
dans tout systtme d’inférence, car elle permet d’organiser I’en-
semble de ses expressions selon des classes d’équivalence
ordonnées!2, Dans la logique classique, on définit comme suit la
relation — dite d’implication vérifonctionnelle, a partir de
I’opérateur O de conditionnelle:

P—Q=df l—PDQ

Autrement dit, P implique vérifonctionnellement Q si et seu-
lement si P O Q est une tautologie ou, ce qui revient ici au
méme, un théoréme du systeme.

Le probléme soulevé par Lewis consiste & se demander si une
telle relation est adéquate pour recouvrir 1’usage ordinaire de
I'implication dans la pratique déductive!3. Apporter une réponse
a cette question releve inévitablement de la gageure dans la

11  Sur les modalités chez Aristote, Kneale & Kneale, 1962: 81-96, Blanché 1970: 67-77,
Gardies 1979: 11-28 et pour une étude plus précise, Patterson 1995. Concernant les
stoiciens, cf. Mates 1961, Mignucci 1978, Kneale & Kneale 1962: 117-128.

12 Cf. Grize 1971: 13-18.

13 La présentation qui suit s'éloigne passablement de celle de Lewis, le but poursuivi étant de
rendre plus explicite la distinction des différents niveaux linguistiques. On trouvera un
exposé de Lewis lui-méme dans Lewis & Langford 1959, en particulier, chap. VIIIL.
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mesure ol une définition générale de la notion d’implication fait
défaut. Cependant, on peut reconnaitre pour toute relation
d’implication certaines conditions minimales.

D’un point de vue sémantique, une telle relation doit préser-
ver la vérité dans le passage des prémisses a la conclusion. Elle
doit ainsi empécher tout passage du vrai au faux. Cette condi-
tion découle tout naturellement de la définition de la validité des
arguments!4, De part sa définition, — satisfait i cette condition.
On peut aisément le vérifier & I’aide de la table de vérité de la
conditionnelle; exiger que P O Q soit une tautologie, ¢’est pré-
cisément exclure le cas ou P est vraie et Q fausse:

P Q |PDQ

1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

D’un point de vue syntaxique, si P implique Q, il faut que Q
soit déductible de P. Cette condition est elle aussi satisfaite par
—. Car (si on prend le cas de la déduction naturelle), montrer
que P O Q est un théoréme consiste justement, comme 1’exige
la'régle d’introduction de la conditionnelle, A exhiber une sous-
déduction dans laquelle Q est déduite de P.

m| [P
n| |Q
PDQ m-n, O intro

Cela dit, ces conditions restent minimales. Notons que la
relation d’implication vérifonctionnelle — s’appuie sur la
notion de tautologie. Cela signifie que ne sont pas prises en
compte les valeurs effectives des propositions en jeu, mais seu-
lement ’ensemble des valeurs qu’elles sont susceptibles de
prendre. Dans la pratique déductive cependant, cette généralité

14 Voir ici méme, p. 16.
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est rarement visée. La relation d’implication intervient le plus
souvent entre des énoncés auxquels, a tord ou 2 raison, on attri-
bue des valeurs de vérité déterminées. On rencontre en effet des
exemples comme:

Jean est un homme implique Jean a un coeur.
I1 fait jour implique 11 fait clair.
11 pleut implique Un parapluie est utile.

Comme la relation — ne porte jamais entre des propositions
atomiques, elle ne peut convenir & aucun de ces exemples.
Désignons les propositions atomiques en jeu par les symboles p
et q. Soutenir les implications qui précédent revient en fait, non
pas & admettre que — p D q (ce qui n’est jamais le cas avec p
et q atomiques), mais simplement que val (p 2 q) = vrai.

On définit ainsi une relation plus faible qui ne fait pas appel a
la notion de tautologie, et que I’on nommera, pour la distinguer
de —, la relation d’implication de fait:

PIQ =df val (P D Q) = vrai

Celle-ci semble en effet plus adéquate pour représenter les
relations présentes dans les exemples ci-dessus. Cependant,
comme le fait remarquer Lewis, il ne faut pas entendre par une
telle relation plus que ce qu’elle signifie effectivement et que la
table de vérité de la conditionnelle peut nous montrer: PIQ
signifie uniquement que le cas ou val (P) = vrai et val (Q) =
faux est exclu. La relation d’implication de fait revét ainsi un
caractére peu intuitif qui est pourtant une conséquence immé-
diate des propriétés de la conditionnelle.

On trouve en effet dans la logique classique certains théo-
rémes liés A la conditionnelle qui peuvent, une fois interprétés,
étre ressentis comme peu en accord avec l’idée intuitive
d’implication:

(1) — PD.QDP
@2)l— ~PD.PDQ

Lewis illustre ces expressions, connues sous le nom de
«paradoxes de I’implication matérielle», par un exemple devenu
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fameux. Prenons une paire de propositions atomiques
(indépendantes) p et g, telles que:

p =df «Le vinaigre est acide»,
q =df «Ily ades hommes barbus».

On sait, de par notre expérience des faits, qu’il s’agit de deux
propositions vraies. Ainsi, bien que p © q n’exprime pas une
tautologie, val (p D q) = vrai. On dispose donc d’une implica-
tion de fait pIq. Autrement dit, «Le vinaigre est acide» implique
(de fait) «Il y a des hommes barbus». Le caractére paradoxal
d’un tel exemple tient clairement au fait que les deux proposi-
tions n’entretiennent aucun lien sémantique.

Comme I’expriment (1) et (2), il suffit pour qu’une condi-
tionnelle soit vraie que son conséquent le soit, ou encore que
son antécédent soit faux. La relation I peut porter entre des pro-
positions qui n’entretiennent aucun lien de pertinence. En parti-
culier, assumer une relation comme PIQ ne signifie aucunement
étre en mesure, d’une maniére générale, de déduire Q de P.

Comme le releve Lewis, la différence entre les deux relations
— et I tient au fait que, 1a ot P — Q signifie que Q est déduc-
tible de P, PIQ signifie seulement que la vérité de Q peut étre
déduite de la vérité supposée de P. Ce n’est pas une vérité abs-
traite et nécessaire que 1’on puisse déduire Jean a un coeur de
Jean est un homme, mais il y a un univers qui nous est familier -
le nbtre - dans lequel cette implication exprime une relation
effective. On peut dire formellement la chose de la maniére sui-
vante:

(3) [val (P) = vrai et PIQ] — val (Q) = vrai

Selon Lewis, 1’obscurité qui entoure les notions de déducti-
bilité et d’implication est due a une confusion entre les deux
sortes de relations:

Inability to distinguish between (1) “If p is true and p > ¢ holds, then
q is true” and (2) “When p > ¢ holds, ¢ is deducible from p” is res-
ponsible for most of the confusion about material implication and
deducibility (Lewis and Langford 1959: 246).
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La distinction entre les deux types d’implication reste cepen-
dant difficile car la discussion porte sans cesse sur des niveaux
linguistiques différents. Si la conditionnelle est bien un élément
du langage objet, tout ce que nous pouvons dire a ’aide de |—,
— et I demeure métalinguistique.

Le projet de Lewis consiste précisément a ramener tous les
éléments du probléme au niveau de la langue objet, en construi-
sant un langage logique capable de représenter les différents
types de liens que nous avons rencontrés.

S’interrogeant sur la relation —, Lewis constate qu’elle
échappe pratiquement au caractére paradoxal de I. La tautologie
apporte effectivement la garantie d’un lien de pertinence mini-
mal. Car, lorsqu’on a |— P > Q, I'une au moins des trois
conditions suivantes est satisfaite:

i. P estinconsistante

ii. Q est tautologique

iii. P et Q possédent au moins une proposition atomique
en communl3,

Si un certain caractere paradoxal demeure avec les conditions
i. et ii., cela ne peut étre que dans une moindre mesure. Quoi de
surprenant dans le fait qu’une proposition inconsistante impli-
que toute proposition puisqu’elle enferme une contradiction, de
méme que dans celui que la tautologie, qui ne peut pas &tre
fausse, soit déduite de n’importe quel ensemble de prémisses?
Quant 2 la condition iii., elle garantit justement le lien de perti-
nence qui manquait parfois a I’implication de fait.

15 Pour i et ii la chose étant triviale, il reste & se convaincre que si aucune de ces deux
conditions n'est satisfaite P et Q possédent au moins une proposition atomique en commun
(par exemple: |— p 2. p V q). La démonstration consiste & voir que sous I'hypothése
gu‘aucune des trois conditions n’est satisfaite, il est impossible que [— P 5 Q.

ar hypothese, P n'est pas inconsistante; parmi les 2™ familles d'interprétations possibles
des m propositions atomiques de P, I'une au moins I est telle que valj(P)=1. Comme P et Q
ne possédent aucune proposition atomique en commun, les 2" ramilles d'interprétations
possibles des n propositions atomiques de Q sont indépendantes des familles associées A P.
Caleuler les valeurs possibles de P o Q consiste ainsi & examiner, pour chacune des
valeurs possibles de P, foutes les valeurs possibles de Q. Or, parmi ces 2" familles
d'interprétations associées A Q, une au moins J est telle que val(Q) = 0, car Q, par
hypothése, n'est pas tautologique. Par conséquent, il existe au moins une famille
d’interprétation K des m+n propositions atomiques de P 5 Q (K étant une sous-famille 4 la
fois de I et de J) telle que valg(P) = 1 et valg(Q) = 0. Donc P> Q n'est pas une tautologie
etonapasl— P> Q.
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La logique des propositions S (the Survey system) que Lewis
va proposer se construit naturellement a partir de variables et
d’opérateurs propositionnels. Mais I'idée de Lewis sera d’ajou-
ter aux opérateurs vérifonctionnels classiques un opérateur sus-
ceptible de rendre compte de I'idée de tautologie et qui permette
d’échapper au caractere paradoxal 1ié a la simple vérifonction-
nalité des opérateurs classiques.

La tautologie, comme nous 1’avons vu, est intimement asso-
ciée a I'idée de nécessité logique. La démarche consistera ainsi
a introduire dans S un opérateur modal L, que 1’on interprétera
de la manié¢re suivante:

LP: «P est nécessaire», «P est tautologique».

L’utilisation métalinguistique de P — Q peut alors étre rem-
placée par celle, dans S, de I’expression L(P D Q). Sur cette
base, Lewis va poser la définition d’un nouvel opérateur de
conditionnelle dont les propriétés différent passablement de
celles de D. Il s’agit de I'implication stricte'S:

P—oQ =df L(P DO Q)

Comme tous les syst®mes qui suivront!7, ce premier systéme
moderne de logique modale ne peut disposer de I’extensionna-
lité qui caractérise la logique classique. Car L et —) ne sont pas
des opérateurs vérifonctionnels; il est bien entendu impensable
de les définir a I’aide des opérateurs classiques, qui couvrent
toute la combinatoire des valeurs de vérité.

Avant de passer & une présentation plus systématique
d’exemples de logiques modales, proposons encore pour termi-
ner trois théorémes caractéristiques du systéme S. Ils constituent
en effet le pendant «stricte» de nos expressions (1), (2) et (3) et
illustrent ainsi la maniere dont les problémes que nous avons
évoqués peuvent désormais étre formellement représentés.

1) l—P—H.QDP

16 Nous en conservons ici le nom attribué par Lewis bien que conditionnelle stricte serait plus
adéquat puisqu’il s’agit d’un opérateur et non d’une relation.

17  Précisons pour la conformité historique que Lewis propose une série de systémes. Le
premier, S1, est construit & partir de I'ensemble d’opérateurs {~,A,M}. On y définit les
opérateurs que nous avons utilisés comme suit:

LP =df ~M~P et P—)Q =df ~M (~P A Q). Cf. Lewis 1918,
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) l—~PH.POQ
(B F=PAPDQ —HQ

Il apparait ainsi que, dans le langage de S, «what is
tautological is distinguishable from what is merely true, whereas
this difference does not ordinarily appear in the symbols of
[classical] truth-value system» (Lewis and Langford 1959:
247)18, 11 est temps désormais d’aborder la construction effec-
tive de quelques systémes.

3. Quelques systemes modaux

Comme je I’ai déja indiqué, proposer un syst¢me de logique
modale reléve d’une grande liberté. En effet, méme en se res-
treignant 3 une famille de syste¢mes dits standard, on peut enco-
re concevoir de nombreuses logiques différentes. Ces systémes
sont ceux qui satisfont aux conditions que nous avons déja ren-
contrées en introduction et que je rappelle ici:

Soit S, un systeme standard de logique modale,

1. S est une expansion conservative de C,
2. MP se définit dans S comme ~L~P,

3. Sinclut le théoréme |—g LP DO P,
4.8i 1—g P alors |—g LP.

Non seulement, il existe plusieurs maniéres d’accéder aux
systemes, par des axiomatiques différentes ou des ensembles
différents de régles, mais on rencontre bien entendu des sys-
ttmes qui déterminent des ensembles différents de théorémes, et
donc qui différent par les inférences modales qu’ils valident.

Notons tout d’abord que les premiers S1 & S3 de Lewis, aux-
quels nous venons de faire allusion, ne sont pas standard au sens
ci-dessus. Ils ne satisfont pas, en particulier, au principe de
nécessitation de la condition 4. Le premier syst¢me que nous
allons voir est dii 2 Feys (1937). Connu sous 1’étiquette de T, ce
systéme, qui est un peu plus fort que les systemes S1 et S2 de

18 On trouvera une description axiomatique simple des premiers systtmes de Lewis dans
Hughes & Cresswell 1996: 193-209.
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Lewis, s’impose ici par son caractére intuitif et élémentaire
comme une base minimale pour la construction des systémes
standard. On en trouvera dans ce qui suit une présentation par
des régles de déduction naturelle. Pour des raisons de clarté, il
sera aussi fait appel ponctuellement & des considérations qui
relévent de la présentation axiomatique .

Mais rappelons tout d’abord la situation de départ. Confor-
mément a la premicre des conditions, T est une expansion de C,
la logique classique des propositions. On y admettra ainsi
comme base le vocabulaire ainsi que toutes les régles de C,
auxquels on ajoutera pour commencer, 1’unique symbole L
— compris comme «il est nécessaire que...». On introduira aussi
M — «il est possible que...» — mais ceci sans en faire un symbole
primitif, grice a la définition conventionnelle suivante:

M-déf.: MP =df ~L~P

Cette maniere de procéder, au demeurant conforme 2 la
condition 2, nous dispense de donner une caractérisation de
chacune des modalités, puisqu’il suffit alors de donner des
régles relatives a I’unique opérateur primitif nouveau: 1,20,

La condition 3, associée a 1’élimination de la conditionnelle,
indique trés clairement la forme que prendra la régle d’élimina-
tion de L. On pose simplement:

Regle Le n |LP

P n, Le

La regle d’introduction, quant 2 elle, s’appuie sur le principe
de nécessitation de la condition 4. Sa conception demande
cependant un certain détour. Selon le principe de nécessitation,
si I’on dispose d’une preuve de P, on est en droit d’introduire
une expression comme LP. Par exemple, pour montrer que
L(P > P) est un théoreme de T, il suffit de disposer d’une
preuve de P O P, autrement dit de la déduction suivante:

19 La présentation qui suit n’est pas celle de Feys. La notation et les régles utilisées pour la
logique C sont celles que 1'on trouve dans Grize 1969.

20 Il n’est évidemment pas exclu en pratique de donner des régles pour M, mais celles-ci
auront le statut de régles dérivées.
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L. | LP hyp.
2. ||P 1, rep
3. |popP 1-2, Di

Afin de condenser cette démarche sous la forme d’un schéma
de regle de déduction naturelle, I'idée consiste & présenter la
preuve attendue sous la forme d’une sous-déduction assortie de
deux conditions:

i. elle ne dépendra d’aucune hypothese,
ii. toute réitération y sera interdite.

Ces conditions visent a assurer un caractére de preuve a la
sous-déduction. On parle alors de sous-déduction stricte et notre
exemple devient:

1. P hyp.

2. p 1, rep
3.1[pop 1-2, i
4. Lo P) 1-3,Li

Si la démarche semble satisfaisante, un schéma générale de
régle congu sur ce modele s’avere cependant trop faible. Un
systéme qui serait ainsi construit ne donnerait en effet acces
qu’a des instances substitutionnelles de théorémes de C, avec
pour seule différence qu’on pourrait les faire précéder de sym-
boles de nécessité. Par exemple 1’expression suivante, dont la
validité parait tout a fait intuitive, n’y serait pas démontrable:

LPDO Q) D (LP > LQ).

Pour accéder a de telles expressions, il faudrait encore se
donner les moyens d’utiliser dans la sous-déduction stricte une
partie au moins des informations qui peuvent la précéder dans la
démarche déductive. Il s’agit en somme d’affaiblir I’interdiction
de réitération. Bien que le caractere de preuve de la sous-déduc-
tion est alors compromis, ce ne peut étre que dans une moindre
mesure, car la réitération reste assortie d’une condition forte. On
ne réitérera que des expressions dont le caractere de nécessité
aura été, sinon démontré, du moins explicitement pris en charge.
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Dans ce dernier cas, bien entendu, le résultat de la sous-déduc-
tion stricte restera conditionné par la supposition faite.

Cette maniere de faire revient 2 admettre de maniére impli-
cite un principe trés généralement associé A la nécessité logique:
ce qui s’ensuit logiquement de ce qui est nécessaire est égale-
ment nécessaire. Dans la pratique, on passera par une nouvelle
régle de réitération, qui sera la seule autorisée dans une sous-
déduction stricte?!.

Regle T-réit. n |LP
L

P n, T-réit.

On peut désormais proposer le schéma de régle suivant pour
I'introduction de L, ot 'indication L placée au départ de la
sous-déduction en rappelle les conditions particuliéres:

Regle Li m|L Sans hypothése et
réitération unique-
ment avec T-réit.

n P
LP m-n, Li
Voyons maintenant quelques exemples de preuves dans T:
l.l—T PO MP
1 P hyp.
2 - hyp.
3 P 1, reit
4 ~P 2,Le
5 ~L~P 2,3, 4, ~i
6 MP S, M-déf
7 |pD>MP 1-6, Di

21  Laregle habituelle reste bien entendu valable dans toute autre sous-déduction.
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2.—T L(PD Q) D (LPDO LQ)

00 NN b W —

CRONANARWN— W

LP>D Q)
LP

PDQ

P
Q
LQ

LPD LQ

hyp.
hyp.
1, T-réit
2, T-réit.
3,4, De
3-5,Li
2-6, Di

L(PD Q) D (LPD LQ)

—r L(PD Q) D (MP D MQ)

L~P

~L~P

~L~Q

MQ

MP D MQ

L(PD Q> MPD MQ)

1-7, 2i

hyp.
hyp.

2, M-déf
hyp.
hyp.
1, T-réit.
5,6, D¢
4, T-réit
57,8, ~i
5-9, Li
3, réit.

4,10, 11, ~

12, M-déf
2-13, i
1-14, Oi

35
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4. |—1 MLL(LP D P)

1 |L]|L LP hyp.

2 P 1,Le

3 LPD P 122, Di

4 L(LP D P) 1-3, Li

5 |LL@p D P) 1-4, Li

6 |LL(LPD P)D MLL(LPD P) Th.1, P/LL(LPDOP)
7 |MLL(LP D'P) 5,6, De

Ce dernier exemple montre de quelle maniere, lorsqu’on part
d’une expression qui est un théoréme du systdme - ici
LP 5 P - on peut toujours la faire précéder d’un L. dominant
(grace a la régle Li), ou alors d’'un M dominant (grice au
schéma de théoréme 1). Remarquons encore que rien ne nous
empéche de faire ces introductions successivement, puisqu’a
chaque étape le résultat est encore un théoréme. Il n’y a ainsi
aucun doute qu’une expression comme

LMMLMLMLL(LP O P)

est bien un théoréme de T.

Ce phénomene, touchant les théorémes de T, n’est en fait
qu’une manifestation d’un probléme plus général concernant
Pinterprétation que 1’on peut donner des expressions du sys-
teme. Si notre intuition des modalités peut nous guider tant qu’il
s’agit de manipuler des formules contenant au plus des modali-
tés simples — celles correspondant en fait & I’expression des
modalités classiques: LP, MP, ~LP, ~MP -, elle n’est que d’un
faible secours dés que les expressions comprennent des chaines
de modalités22. Si I’on peut encore concevoir une nuance entre
LP et MLP, que pouvons nous dire de la distinction entre LMP
et LLMP? L’approche «naive» qui préside a 1’élaboration d’un
systeéme comme T conduit & une richesse expressive qui dépasse
treés largement ce qui était visé.

Il parait ainsi souhaitable d’examiner si les expressions
contenant des chaines de modalités ne sont pas susceptibles

22 Onparle de chaine de modalités dans une expression lorsqu’au moins un de ses opérateurs
modaux porte sur une partie d’expression dont 1'opérateur dominant est soit une modalité,
soit une modalité précédée d'un ou plusieurs symboles de négation. On reconnaft par
exemple une telle chaine dans p O L~Mq, alors que L(p D ~Mq) n'en posséde pas.
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d’étre réduites A des expressions équivalentes n’en comportant
aucune. Si tel était le cas, elles ne constitueraient plus que des
variantes notationnelles pour des significations modales iden-
tiques et le probléme de leur lecture tomberait ipso facto.

Tout schéma d’équivalence permettant une telle réduction est
connu sous le nom de loi de réduction, et I’on voit clairement
qu’il serait utile de disposer des deux suivants:

R1:LP & LLP
R2: MP & MMP

Malheureusement, T ne posseéde aucune de ces deux lois, car
si les expressions a et b suivantes y sont bien des théorémes, ce
n’est en revanche pas le cas de leurs converses a’ et b’:

a:l—t LLP DO LP a’:l—r LP D LLP
b: l—7 MP D5 MMP b’: —t MMP O MP.

11 est donc impossible dans T de réduire les chaines de L suc-
cessifs ainsi que celles de M. En fait, T ne comporte aucune loi
de réduction et si, en un sens large, on nomme modalité toute
suite formée des symboles L, M et ~, on dira que T comporte
une infinité de modalités irréductibles.

Pour mener 2 bien la formalisation des modalités, il serait
pourtant intéressant de disposer d’un systéme dont le pouvoir
expressif soit limité A un nombre fini de modalités différentes.
C’est la principale motivation de la construction du systéme S4.
L’enjeu consiste & renforcer T de mani¢re & obtenir un systéme
ol I’expression a’ soit un théoréme. On se convaincra dans la
suite que dans un tel systéme b’ est aussi dérivable, ce qui
garantit I’acces aux deux lois R1 et R2.

L’expression a’ est connue généralement comme la formule
caractéristique de S4 (désormais FC[S4]). Pour construire S4,
on modifie T en y ajoutant FC[S4] comme un axiome, ce qu’on
note:

S4 =T + FC[S4]

S4 étant une expansion de T, tous les théoremes de T sont a
fortiori des théorémes de S4. En revanche, le nouvel axiome
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permet de déduire des expressions qui n’étaient pas théorémes
de T. On obtient un systéme parfaitement équivalent, mais par
le biais de la déduction naturelle, en modifiant uniquement la
regle spéciale de réitération T-réit pour en faire la régle sui-
vante:

Reégle S4-réit n|{LP
L
LP n, S4-réit

Par cette régle, la seule réitération autorisée dans une sous-
déduction stricte est celle de propositions nécessaires, mais cette
fois sans modification, autrement dit sans Oter le symbole de
nécessité23. Voyons maintenant quelques schémas de théorémes
spécifiques de S4 (certaines démonstrations étant laissées au
lecteur):

5. (FC[S4]) |—s4 LP D LLP

6. l—s4 MMP D MP

1 | MMP hyp.

2 L~P hyp.

3 MMP 1, reit

4 L MP hyp

5 ~~P 4, M-déf
6 L~P 2, S4-réit
7 ~MP 4,5,6, ~i
8 L~MP 4-7, Li

9 ~L~MP 3, M-déf
10 ~L~P 2,8,9, ~i
11 MP 10, M-déf
12 | MMP © MP 1-11,D1

7. 1—s4 LP O LMLP (utiliser le th. 1)

23 Bien que restant valable, la régle T-réit est désormais superflue puisqu'elle est aisément
dérivable de S4-réit et Le.
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8. —s4 MLMP D MP

1 MLMP
2 | [ lL~P

3 MLMP

4 L| [LMP
5 P

6 ~L~P
7 L~P

8 ~LMP

9 L~LMP

10 ~L~LMP

11| |~L~P

12| |mpP

13 | MLMP D MP

9. |—g4 LMLMP D LMP

39

2, S4-réit
4,6,7, ~1
4-8, Li

3, M-déf
2,9,10, ~i
11, M-déf
1-12, 2i

Les deux lois R1 et R2 de S4 autorisent un grand nombre de
réductions. Clairement, toute succession d’un méme opérateur
modal peut étre réduite & une seule occurrence de cet opérateur.
Mais plus encore, toute chalne composée d’un mélange des
deux opérateurs peut Etre réduite & une suite de trois, voire de
deux, de ces opérateurs. Si bien que seules demeurent irréduc-
tibles les chaines de trois et deux opérateurs sans répétition.
Comme S4 ne contient aucune loi de réduction plus forte, on y
dénombre les quatorze modalités irréductibles suivantes
(I’absence d’opérateur modal étant comprise comme une moda-
lité au sens large du terme)24:

24 Grice aux équivalences que le jeu de la négation permet entre L, et M, on peut se
convaincre que toutes les chaines se réduisent 3 une modalité irréductible négative
lorsqu'elles comprennent un nombre impair de négation et 3 une modalité affirmative

sinon.



Modalités irréductibles de S4:

Affirmatives Négatives
P ~P
LP ~LP
MP ~MP
LMP ~LMP
MLP ~MLP
LMLP ~LMLP
MLMP ~MLMP

Pierre Joray

Si Iinterprétation des expressions modales en chaine reste
intuitivement difficile, le systtme S4 offre une organisation fort
intéressante, qui trouve par ailleurs des applications dans des
domaines non modaux?3, On peut représenter cette organisation
par le diagramme relationnel suivant, oi — représente la rela-
tion d’implication, les lignes passant par le centre ¢ des relaions
de contradiction et les lignes horizontales, soit des relations de
contrariété, lorsqu’elles sont situées en dessus de c, soit de sub-
contrariété, lorsqu’elles sont en dessous:

25  Sur la possibilité d’interprétations temporelles de S4, cf. Prior 1967: 20-31, Hughes &
Cresswell 1996: 127 ss., ainsi que 225-230 pour des versions probabilistes et algébiques
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LML MIRP

— — — — w— —

~LP

Diagramme A

Quatre chaines de modalités ainsi que leurs négations demeu-
rent cependant irréductibles. Le systtme S5, que nous allons
aborder maintenant, est congu pour permettre leur réduction a
des modalités simples. Il devra, pour ce faire, disposer des deux
lois de réduction suivantes:

R3: MP < LMP
R4: LP & MLP

Comme R1 et R2, ces deux lois ne sont pas indépendantes, et
I’on se convaincra assez aisément qu’il suffit pour en disposer
d’avoir comme théoréme I’expression suivante, dite formule
caractéristique de S5, formule qui reste indémontrable dans les
systémes précédents:

FC[S5]: MP © LMP

Un syst¢me muni des quatre lois de réduction R1-R4 permet
de réduire toute chaine de modalité & des modalités simples.
D’une maniére pratique, toute chaine se réduira a son dernier
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opérateur, précédé ou non d’un symbole de négation. Par
exemple:

~LMMLMP & ~MP

Comme S4, S5 est congu comme une expansion du systéme
précédent. Il est construit par 1’ajout 3 S4, comme nouvel
axiome, de la formule FC[S5]26:

S5 =S4 + FC[S5]

Avec S5, on obtient un syst¢me ol seules six modalités res-
tent irréductibles (en fait, les modalités de la tradition). On peut
représenter leur organisation par un diagramme, plus simple que
celui de S4, ou I’on retrouve les oppositions du carré tradition-
nel:

Diagramme B

Par le biais de l1a déduction naturelle, on obtient le méme
résultat en modifiant une fois encore les conditions de réitéra-
tion dans les sous-déductions strictes. Dans S4, la formule
caractéristique peut se lire: si une proposition est nécessaire,
alors sa nécessité est nécessaire, et ceci s’est traduit en déduc-
tion naturelle par la régle S4-réit, autorisant la réitération de
toute expression nécessaire, sans lui enlever son symbole de
nécessité. Mais qu’en est-il de FC[5]? On peut la lire de la
manilre suivante: si une proposition est possible, alors sa pos-
sibilité est nécessaire. En somme, possibilité et nécessité dans
S5 sont toujours elles-mémes nécessaires. La nouvelle régle de

26  On obtient aussi S5 en ajoutant directement FC[S5] A T, FC[S4] étant alors dérivable.
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réitération autorisera ainsi également la réitération de proposi-
tions possibles. En voici le schéma:

Regle S5-réit n | MP
L

MP n, S5-réit

La regle S4-réit reste bien entendu valable, on est donc auto-
risé dans S5 2 réitérer dans une sous-déduction stricte toute
expression modalisée. Le lecteur pourra s’en convaincre en
démontrant les deux reégles dérivées suivantes, qui facilitent
d’ailleurs grandement la déduction dans SS5:

Reégle S5-réit* n |.Lp

L
~LP n, S5-réit*
Reégle S5-réit** n | ~Mp
L
~MP n, S5-réit**

Mais voyons encore quelques exemples de schémas de théo-
rémes:

10. (FC[S5]) l—ss MP D LMP
11. l—g5s LIMP D Q) D L(PD LQ)
12.1—g5 MLP D LP

1 MLP hyp.

2 ~LP hyp.

3 MLP 1, réit

4 L |~LP 2, S5-réit*
5 L~LP 4-4, Li

6 ~L~LP 3, M-déf
7 ~~LP 2,5,6, ~i
8 LP T,~~e

9 IMLPDLP 1-8, Di
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Le systéme S5 apparait, du point de vue de I’expression des
modalités, comme une limite. Toute addition d’un axiome sup-
plémentaire qui donnerait acces a des lois de réduction plus
fortes que R3 ou R4 rendrait le systtme inadéquat pour une
formalisation des modalités. En effet, une expansion congue de
cette manieére menerait soit a un systéme inconsistant, soit & une
logique n’exprimant rien d’autre que la logique des propositions
classique. Pour se convaincre de ce fait, il suffit de partir du
diagramme B des modalités irréductibles de S5. Toute nouvelle
équivalence entre deux expression du diagramme qui sont en
relation d’opposition (contraires, subcontraires ou contradic-
toires) meénerait évidemment & une contradiction. Reste donc la
possibilité de nouvelles équivalences entre des expressions dont
I’une implique I’autre. Une tentative de ce genre reviendrait a
réduire toute modalité & 1’une des deux expressions P et ~P.

On trouve un tel exemple, sous le nom de systéme Triv, dans
Hughes et Cresswell (1996, 64-68). Ce systéme est obtenu par
I’ajout 2 S5 d’un nouvel axiome:

Triv=S5+P 2O LP

Ce systéme est consistant et admet les deux lois de réduction
suivantes:

R5: P& LP
R6: P < MP

Ces lois montrent que les deux opérateurs modaux, non seu-
lement ne sont plus distincts, mais que leur nature modale est
compromise. Ils peuvent désormais recevoir une interprétation
vérifonctionnelle, la m&me en fait que celle de 1’opérateur
unaire connu sous le nom de Verum. Triv est donc une version
redondante de la logique classique C; toute expression conte-
nant des opérateurs modaux peut y étre réduite & une expression
équivalente construite par simple effacement de ces opérateurs.

Si ce systtme est assurément inapte a formaliser une quel-
conque intuition des modalités, il présente cependant un intérét
métathéorique. Triv constitue en effet une borne pour les sys-
temes standard, car tout autre systtme standard y est contenu.
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C’est aussi un systtme maximal, en ce sens que, comme C, tout
ajout d’un nouvel axiome indépendant le rendrait inconsistant?’.
Ainsi, dans la visée proposée ici, tout systtme de logique moda-
le devra étre contenu dans Triv, tout en étant plus faible que ce
dernier.

4. Ou il est question de sémantique

Nous avons esquissé jusqu’ici une série de systemes dont
chacun se construit sur la base des précédents et dont I’ensem-
ble s’organise en une chaine allant du systeme le plus faible au
systeme le plus fort. Bien qu’il s’agisse de constructions au
caractére purement syntaxique, il faut remarquer que les diffé-
rents choix qui ont prévalu a leur développement n’ont pu se
faire que sur la base de motivations sémantiques fortes. De la
mise en évidence des conditions élémentaires des systeémes
standard 2 la problématique de la réduction des modalités, le
seul guide disponible dans le travail syntaxique est celui du sens
que ’on envisage d’attribuer aux expressions modales. Pour
Lewis, le but des syst¢tmes modaux consistait & approcher au
mieux le sens qu’il attendait pour sa conditionnelle stricte
P —) Q: «Q est déductible de P». Le ndtre a été, dans les pages
qui précedent, de suivre notre intuition de la nécessité logique,
en s’appuyant au départ sur la notion de tautologie.

Cette approche, que I’on peut qualifier de présémantique, est
certainement indispensable a I’élaboration d’une syntaxe. Elle
ne va pas cependant sans soulever certaines questions. Des le
début, avec Lewis, ce n’est pas un seul systtme qui est proposé
mais une série de systemes qui diffeérent par les théorémes mis
en évidence et donc par le sens des opérateurs qu’ils tentent de
représenter. La question se pose ainsi de savoir comment préci-
ser le sens visé et surtout comment déterminer lequel des sys-
temes peut €tre adéquat pour le capturer. Si une certaine lecture
des opérateurs peut servir a soutenir I’intuition, elle se révele

27  On parle généralement de complétude syntaxique, et on voit aisément qu'aucun des
sytémes plus faibles que Triv que nous avons vu ne peut posséder cette propriété. On peut
en effet donner de chacun d'eux une expansion consistante par 1'ajout d'un axiome
indépendant.
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souvent inadéquate par la suite. La lecture de L comme un opé-
rateur de tautologie par exemple s’avere inadéquate dans T des
qu’on fait usage du principe de nécessitation. On peut bien com-
prendre I’expression LP D P comme «si P est une tautologie,
alors P est vraie». Cette interprétation m&ne cependant a 1’inco-
hérence avec une expression comme L(LP O P), car le dictum
du premier L ne peut &tre compris comme une tautologie.

es exemples montrent pourquoi il s’est agi de dépasser le
stade de I’intuition pour aller a la recherche d’une sémantique
précise pour les systeémes modaux. Les premiers essais dans
cette direction ont consisté a proposer pour chaque systéme une
lecture différente du symbole de nécessité. C’est ainsi qu’a été
élaboré par exemple, sur le modele des tables de vérité, un cal-
cul sémantique des propositions modales & quatre valeurs?8.
Malheureusement, les expressions validées par de telles séman-
tiques ne correspondent pas systématiquement aux théoré¢mes de
la syntaxe. Si les tables & quatre valeurs constituent une bonne
méthode pour montrer qu’une expression est indémontrable,
elles ne sont malheureusement pas fiables pour la mise en €vi-
dence des théorémes. En termes plus précis, on dit que les sys-
ttmes sont fondés sous une telle interprétation, car tout théo-
réeme de la syntaxe est valide dans la sémantique, mais qu’il leur
manque encore la propriété de complétude sémantique. On n’est
en effet pas assuré que toute expression valide de la sémantique
soit bien un théoré¢me de la syntaxe.

Pour disposer d’une sémantique parfaitement adéquate, ren-
dant les syst¢émes fondés et complets, il faudra attendre la fin
des années cinquante, avec principalement Kripke (1959 et
1963), et plusieurs preuves de complétude dont le point com-
mun est de s’appuyer sur une sémantique dite des mondes pos-
sibles.

Il n’est pas question, dans une présentation comme celle-ci,
d’exposer formellement une telle sémantique. Je me contenterai
dans ce qui suit d’en décrire ’esprit. On reprend dans ce type de
sémantique une idée qui remonte a Leibniz et qui consiste a
définir les notions modales en termes de mondes possibles. Les

28  On trouve dans Purtill 1971: 243-251 un tel calcul dit des "quasi truth tables” pour les
sytémes S3, S4 et S5 de Lewis.
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mondes possibles sont congus comme des alternatives non réali-
sées du monde réel. On peut les décrire d’une maniere relative-
ment précise comme des états de faits concevables et complets.
On dit d’un état de fait E qu’il est complet lorsque pour tout
autre état de faits, soit il est inclus dans E, soit il est exclu par E.
Les mondes possibles sont des entités parfaitement abstraites
qui, d’une maniere effective, apparaissent dans la sémantique
comme des ensembles consistants de propositions décrivant des
états de faits complets. Ces ensembles sont ainsi infinis; toute
proposition envisageable soit y figurera, soit y sera explicite-
ment niée.

Cependant, lorsqu’il s’agira d’évaluer des propositions
modales, on ne considérera des états de faits que les parties
concernant effectivement ces propositions. Ceci revét une cer-
taine importance pratique, car en travaillant ainsi il suffit de
considérer des familles d’états de faits. Par ce biais, on se donne
la possibilité d’envisager ’ensemble des états de faits a travers
une combinatoire finie qui suffit & montrer la validité ou la non-
validité d’une expression donnée.

Dans une telle sémantique, 1’interprétation d’une expression
E consiste en la donnée d’un certain nombre de mondes pos-
sibles dans lesquels on attribue des valeurs de vérité différentes
aux propositions atomiques de E. Chacun des mondes de
’interprétation peut €tre reli€ ou non a d’autres mondes par une
relation R que ’on nomme relation d’accessibilité?®. On dira
que P'expression E est valide dans une interprétation i si et seu-
lement si E est vraie dans tous les mondes de i.

Pour déterminer, dans chaque monde, la valeur des proposi-
tions composées - celles des propositions atomiques étant don-
nées —, on agira comme dans la logique classique pour les opé-
rateurs non modaux, et on appliquera les clauses suivantes pour
LetM:

(a) LP est vraie dans le monde m, ssi P est vraie dans tous
les mondes accessibles & m.

(b) MP est vraie dans le monde m, ssi P est vraie dans au
moins un des mondes accessibles & m.

29  Cette relation binaire est au moins réflexive, tout monde est accessible i lui-méme.
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Le diagramme 1 représente une interprétation qui falsifie
I’expression FC[S4] Lp © LLp. Chacun des trois mondes
considérés y est représenté par un rectangle ou figurent, i
gauche, les propositions vraies, a droite, les fausses. Les fleéches
représentent les relations d’accessibilité.

\4 F \% F
Ml Myl
Lp Lp
—_—
LLp LLp
\' F
M3 p
Lp
LLp
LpSLLp
Diagramme 1

A la premiére ligne, figure dans chacun des mondes la valeur
attribuée a p, la seule proposition atomique. Les lignes suivantes
représentent respectivement les valeurs calculées — en particu-
lier avec la clause (a) — des expressions Lp, LLp et Lp D LLp.
Le fait de voir figurer dans un des mondes 1’expression
Lp © LLp dans la colonne des propositions fausses suffit a
montrer que cette expression n’est pas valide dans cette inter-
prétation.

Bien entendu, le résultat de 1I’évaluation dans les différents
mondes dépend de la maniére de distribuer la relation R entre
ces mondes. On verra plus loin qu’en modifiant I’ interprétation
par I’ajout d’une troisi€éme fleéche allant de M; & M3, I’expres-
sion considérée y est alors valide.

Remarquons simplement que, 1a plus grande généralité étant
recherchée, une seule interprétation falsifiant une expression
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suffit & montrer qu’elle n’est pas logiquement valide. On pose
en effet la définition suivante:

L’expression E est logiquement valide ssi elle est valide
dans toute interprétation.

Par ’exemple ci-dessus, nous avons donc montré que
I’expression Lp D LLp n’est pas logiquement valide, et ceci
n’est pas surprenant puisque la sémantique que nous avons
décrite est une sémantique adéquate pour le systeme T. Pour
obtenir des sémantiques de S4 et S5, il suffit en fait d’ajouter
des conditions sur la relation R d’accessibilité. La seule condi-
tion pesant sur R dans T est la réflexivité; on obtient une
sémantique pour S4 en ajoutant la transitivité et une sémantique
pour S5 en ajoutant encore la symétrie. Mais examinons
quelques exemples:

\Y F \Y% F
M
Ml P 2 P
Lp Lp
—_—
LLp LLp
LpSLLp LpDLLp
A% F
M3 p
Lp
LLp
LpDLLp
Diagramme 2

En modifiant le diagramme 1 par I’ajout de la condition de
transitivité de la relation R, on obtient le diagramme 2. Cette
interprétation est désormais adéquate pour S4 et la formule
FC[S4] y est valide. L’exemple suivant représente une interpré-
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tation qui falsifie FC[SS5], c’est-a-dire

Pierre Joray

I’expression

Mp © LMp:
\J F \% F
M p Myl P
Mp Mp
S
LMp LMp
Mp2LMp Mp2LMp
\' F
M3y P
Mp
LMp
Mp2LMp
Diagramme 3

Lorsqu’on compléte cette interprétation en vue d’une relation
R, non seulement réflexive, mais aussi transitive et symétrique,
on obtient une interprétation adéquate pour S5, qui valide

FC[S5}:
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v F \' F
M M
1 p 2l p
Mp —_— Mp
LMp < LMp
Mp3LMp LpDLMp
\% F
Mj P
Mp
LMp
Mp>OLMp
Diagramme 4

Les trois sémantiques auxquelles nous avons fait allusion
constituent respectivement des sémantiques pour T, S4 et S530.
Celles-ci se distinguent par le type de liens que I’on peut établir
entre les mondes d’une interprétation. D’un point de vue formel,
il ne faut pas comprendre par ces liens autre chose qu’une rela-
tion binaire R qui détermine un certain nombre de couples 2
I’intérieur de I’ensemble des mondes d’une interprétation.

Il est cependant utile pour la compréhension de s’aider d’une
image intuitive de R. On dira par exemple qu’a partir d’un état
de faits, il est possible de «concevoir» ou «d’envisager» un cer-
tain nombre d’états de faits différents, de méme que dans le
monde réel, un sujet peut raisonner sur des situations décrivant
le monde tel qu’il aurait pu étre. Avec cette analogie, on dispose
d’un moyen de comprendre intuitivement ce qui distingue les
sytemes. Les différentes conditions qui pesent sur R peuvent
ainsi étre comprises comme relevant de capacités plus ou moins
fortes de «concevoir», dans une certaine situation, des états de
faits différents.

30 On trouvera des démonstrations du caractére fondé et sémantiquement complet des
systémes examinés, dans Hughes & Cresswell 1996: passim.
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Avec S5, il n’y a aucune limite, c’est I’ensemble des autres
situations qui est toujours accessible a partir de n’importe
laquelle d’entre elles. Toute situation «concevable», dans ce
systeme, I’est indépendamment d’un quelconque monde de réfé-
rence. S5 représente au mieux la nécessité logique en son sens
le plus large. Avec T et S4, on a affaire & des sens plus faibles
de la nécessité car la validit€ y dépend des limites imposées par
I’accessibilité entre mondes. Dans T, 1’'unique situation qui est
toujours accessible est le monde de référence lui-méme. Les
autres peuvent I’€tre ou non. Dans S4 par contre, 1’accessibilité
est plus forte, dans la mesure ol «concevoir» une situation ¢’est
non seulement accéder & un autre monde, mais aussi a toutes les
situations «concevables» a partir de cet autre monde. La logique
modale apparait comme un cas exemplaire d’investigation logi-
que, dans la mesure ou elle propose au philosophe un outil pré-
cis pour mesurer les écarts qui séparent les différents usages
souvent entremélés d’une méme notion.

Pour conclure

Au terme d’une bréve présentation comme celle-ci, on est
bien loin de pouvoir conclure avec 1’assurance d’avoir dit
I’essentiel. Le domaine des logiques modales — certainement le
plus classique parmi ceux des logiques non classiques — a pris
aujourd’hui une telle ampleur qu’il serait impensable, méme
dans un vaste traité, de vouloir en dresser un tableau exhaustif.
J aimerais cependant pour terminer dire quelques mots sur un
sujet que je n’ai pas abordé et qui mériterait pourtant un long
développement: il s’agit des logiques modales des prédicats.

Le traitement logique des modalités ne s’arréte pas au niveau
d’une logique des propositions. Sur la base de ce qui précede,
on peut en effet construire, avec une relative facilité, un systeme
modal des prédicats. Il suffit pour ce faire de procéder aux
expansions modales, non pas a partir de la logique proposition-
nelle C, mais sur la base de la logique classique des prédicats
C*. Ces expansions se font d’une maniére tout a fait similaire a
ce que nous avons vu pour T, S4 et S5. On obtient par exemple
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le systéme S5* des prédicats, en ajoutant ’ensemble suivant de
régles & la logique C*:

S§5* = C* + {Le, Li, S4-réit, S5-réit}.

Si la construction en est aisée, le syst¢tme obtenu ne va pas
sans poser un certain nombre de problemes difficiles, dés qu’il
s’agit d’en donner une interprétation. Je ne rel¢verai ici qu’un
seul exemple parmi ces problemes, peut-€tre le plus connu.
Examinons deux expressions bien formées de S5*:

1. L(**x)(ax D bx)
2. (¥ x)L(ax D bx).

Si dans la premicre le symbole de nécessité porte sur une
proposition, on constate que dans la seconde il porte sur une
fonction propositionnelle. Avec I’'unique symbole L, on est donc
en mesure dans S5* d’exprimer deux sortes de modalités diffé-
rentes. Dans un cas, la nécessité qui est en cause est celle d’une
proposition ou d’un dictum. Ce qui est qualifié de nécessaire,
comme dans les syt€émes propositionnels, est la vérité de la pro-
position. On parle alors, en suivant en cela la tradition, de
modalité de dicto. Dans ’autre cas, la modalité est forcément
d’une nature différente puisqu’elle porte sur une entité qui n’a
pas de valeur de vérité. Ce qui est qualifié de nécessaire dans
I’expression 2, c’est le lien qu’entretiennent les prédicats a et b.
On dira ici que la modalité est de re.

Ces deux modalités, comme 1’ont abondamment montré les
logiciens médiévaux, sont fort différentes. Et c’est une question
difficile et débattue que de savoir si I’une peut étre ramenée a
I’autre.

Sans vouloir entrer dans plus de détails, relevons simplement
que, par la considération de plusieurs sytemes, on est capable de
représenter, d’une manitre précise, les différentes solutions qui
peuvent étre apportées a un tel probléme, ainsi que les consé-
quences qui en découlent. La formalisation logique, une fois de
plus, constitue dans le domaine des modalités un instrument
privilégié. Et I’on peut méme dire qu’avec les systémes quanti-
fiés, elle a permis d’élargir considérablement un des champs
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d’investigation les plus fructueux de la philosophie contempo-
ine3l
raine’l,
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LOGIQUE MULTIVALENTE

Marek BLASZCZYK

Jan Lukasiewicz

Jan Lukasiewicz! nait le 21 décembre 1878 a4 Lwéw? et y
demeure jusqu’en 1915. Passées les années de gymnase, il entre
en 1897 a I’Université de Jan Kazimierz ou il fait des études
d’histoire de la philosophie sous la direction de Kazimierz
Twardowski (disciple de Brentano). Devenu docteur (1902), il
passe trois ans dans I’enseignement privé tout en occupant les
fonctions de bibliothécaire adjoint a I’Université. En 1905, ayant
regu une bourse du gouvernement autonome de Galicie, il com-
plete sa formation philosophique & Berlin, puis & Louvain, ou il
assiste au cours du futur cardinal Mercier. Nommé privatdozent
a Lwow (automne 1906) il assiste au séminaire de Meinong, a
Graz. Il regoit en 1911 le titre de professeur extraordinaire de
philosophie a I’Université de Lwéw, ol il enseigne jusqu’en
1915.

En 1915, il est invité & donner & Varsovie une série de confé-
rences a 1’occasion de la réouverture de I’Université. En 1917, il
est élu pro-recteur de 1’université, apres s’étre occupé du dépar-
tement de 1’enseignement supérieur au ministére polonais de
I’éducation publique, comme ministre dans le cabinet Paderew-
ski (apres la proclamation de ’indépendance polonaise), il est
nommé deux fois recteur en 1922-1923 et en 1931-1932. En
1923, il regoit le titre de grand commandeur de I’ordre polonais
Polonia Restituta, et celui de grand commandeur de 1’ordre

1  La bibliographie d'aprés l'article de B. Soboci «In memoriam J. Lukasiewicz»,
Philosophical Studies, Maymooth, XII 1956, T. VL.

2  Lwoéw (Leopolis, Lemberg) la capitale de 1a province Galicie, alors sous la domination
autrichienne, demeurait profondément polonaise, surtout dans son université. La langue
maternelle de J. Lukasiewicz est le polonais

Travaux de logique, 11, 1997.
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hongrois du mérite. En 1926, il abandonne la philosophie pour
la logique mathématique. Il se consacre désormais a celle-ci
d’une fagon exclusive, et fonde avec Stanislaw Lesniewski un
centre de recherches logiques qui devient I’«Ecole de Varso-
vie». En 1932, on lui donne le titre inhabituel de «professeur
ordinaire et honoraire». En 1935, 1a ville de Varsovie lui offre
un prix pour son oeuvre scientifique. En 1937, il entre 4 1’ Aca-
démie polonaise des sciences et des arts de Cracovie; il fait éga-
lement partie des Sociétés des arts et des sciences de Lwéw et
de Varsovie. En 1938, il regoit le titre de docteur honoris causa
de I’Université de Munster («distinction d’ordre purement
scientifique et sans arriére-plan politique»). La guerre inter-
rompt ses travaux jusqu’en 1946. Le 17 juillet 1944, il quitte
Varsovie avec I’espoir de gagner la Suisse, mais il est bloqué en
Allemagne, ot il vit dans la clandestinité jusqu’en 1945, date a
laquelle il gagne Bruxelles, il accepte, en 1946, 1’ offre du gou-
vernement irlandais qui accueille un certain nombre de savants
polonais. Dans la derniére période de sa vie (1946-1956), il vit
hors de Pologne. En 1953, il regoit un prix d’une fondation phi-
losophique anglaise pour I’avancement qu’il a apporté a la logi-
que philosophique, puis, en 1955, Trinity College (Dublin) lui
confere le titre de docteur honoris causa. Lukasiewicz meurt le
13 février 1956 & Dublin.

L’oeuvre de Jan Lukasiewicz

L’oeuvre de Lukasiewicz, comme sa vie, peut étre «partagée»
en trois parties3:

1. Philosophique (Lwéw-Warszawa) jusqu’a 1920.

2. Logique en Pologne (de publication de la logique trivalente
jusqu’a la guerre).

3. Logique a Dublin (1946-1956).

Dans la premiere période, jusqu’en 1920, les publications de
Lukasiewicz sont consacrées aux problémes de la philosophie et
a I’histoire de la philosophie. A la suite de Twardowski, il pense

3 Cette classification est subjective.
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A 1a philosophie «d’un point de vue logique», cela demeura pen-
dant toute sa vie. Autrement dit, il s’agissait d’appliquer a ces
problémes la clarté, la rigueur et la précision de I’analyse logi-
que. Au cours de cette période, Lukasiewicz met au clair sa
conception de la méthode philosophique adéquate, qu’il appelle
«scientifique». Il I'applique 2 trois sujets:

— la notion de cause (Analyse et construction du concept de
cause 1906),

— le principe de contradiction (Sur le principe de contradiction
dans I’oeuvre d’ Aristote 1910),

— T’idée de probabilité (Sur les fondements logiques du calcul
des probabilités 1913).

Mais ces trois sujets n’en font qu’un dans la pensée de Luka-
siewicz et sont tous organisés autour d’une idée unique. Cette
idée n’appartient ni A la logique, ni a la méthodologie, mais bien
A la métaphysique et, plus précisément, 3 une métaphysique que
I’on pourrait appeler «existentielle» puisqu’elle concerne la
liberté de I’homme dans le monde. Cet article écrit en 1927 et
publié pour la premire fois en 1961 sous le titre Sur le déter-
minisme dans ses Oeuvres choisies (direction de Jerzy Slupecki
Z zagadnien Logiki i Filozofii PWN, Warszawa 1961; traduction
anglaise dans [10]). Durant cette période, Lukasiewicz publie
aussi un certain nombre d’articles consacrés a I’histoire de la
logique et surtout 2 la logique d’Aristote ainsi qu’a la logique
stoicienne.

La deuxi¢me période est marquée par I’invention, ou plutdt la
découverte, de la logique multivalente. Cette logique est une
formalisation de ses travaux précédents. Les chefs-d’oeuvre de
cette période sont: Sur la logique trivalente (1920), Unter-
suchungen Uber den Aussagenkalkiil (avec Tarski en 1930),
Philosophische Bemerkungen zu mehrwertigen Systemen des
Aussagenkalkiils (1930). Cette période apporte aussi des travaux
sur I’histoire de la logique; deux publications sur la logique
mono-axiomatique (Remarques sur 'axiome de Nicod, 1931 et
Der Agiuvalenzkalkiil, 1939) sont particulierement intéressantes.
C’est & ce moment-1a que Lukasiewicz axiomatise la syllogis-
tique aristotélicienne, ses réflexions aboutissent & la rédaction
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d’un livre qui parait en 1951 sous le titre Aristotle’s syllogistic
Jrom the standpoint of modern formal logic (traduit en frangais
en 1972 sous le titre: La syllogistique d’Aristote dans la pers-
pective de la logique formelle moderne).

La derniere période, & Dublin, apporte deux importants sys-
temes de logique modale (quadrivalente): A system of modal
logic I-IT (1953) et de logique intuitionniste: On the intui-
tionistic theory of deduction (1952).

Les travaux, que je présente dans cette section, ont été choisis
de maniere totalement subjective. J’ai choisi de mettre en lumie-
re les questions les plus importantes, celles qui mettent en évi-
dence I’oeuvre du maitre dans tous les aspects de sa recherche.
On trouvera en annexe une bibliographie de Lukasiewicz.

Notations de Lukasiewicz

Jan Lukasiewicz crée une notation simplifiant 1’écriture des
propositions symboliques. Cette derniere n’utilise pas de paren-
théses et change la place «traditionnelle» du foncteur.

— Les énoncés: p, q, r...

— Les connecteurs:
négation (non)
conjonction (et)
disjonction (ou inclusif)
implication matérielle (si ... alors)
biconditionnelle (si et seulement si)

mO»>RZ

Reégle générale: tous les connecteurs (foncteurs) sont placés
devant les opérandes ou 1’opérande.

Quelques exemples:

—-p non p Np
pAg petq Kpq
pVvVgq poug Apq

pP—q si p alors q Cpq



Logiques multivalentes 61

p=q p si et seulement si Epq
[(P—>q Apl—>q CKCpgpq

[(p—>q)A—q]l—>—p CKCpgNgNp

-(pV q) = (—p A Q) ENApgKNpNq

Exemple de preuve:

La preuve du théoréme d’identité «si p alors p» (Bochenski
«Formale Logik» [1956])

Les axiomes:
1. CCpgqCCqrCpr
2. CCNppp
3. CpCNpq

La preuve: Voyons maintenant comment il est possible de
dériver 2 partir des axiomes, et & 1’aide des régles d’inférence,
de nouvelles theses. Nous allons déduire des axiomes 1-3 la loi
d’identité Cpp. Cette déduction requiert deux applications de la
régle de substitution et deux autres de la régle de détachement.
Elle se fait de la fagon suivante:

1. g/CNpq X C3+4
4. CCCNpgqrCpr

4. g/p, r/p X C2-5
5. Cpp.

La premiere ligne s’appelle «ligne de dérivation». Elle est com-
posée de deux parties que sépare le signe X. La premicre partie,
1. g/CNpq signifie qu’il faut substituer CNpq a q dans (1.). Pour
abréger la démonstration, nous ne mentionnons pas la thése qui
résulte de cette substitution. Elle aurait la forme suivante:

la. CCpCNpqCCCNpqrCpr

Quant a la seconde partie, C3-4, elle indique comment est
construite cette thése que nous avons omise, et montre claire-
ment qu’il est permis de lui appliquer la régle de détachement:
la thése (1a.) commence par C; viennent ensuite les axiomes (3.)
comme antécédent, et (4.) comme conséquent. Nous pouvons
donc détacher (4.) A titre de theése nouvelle. La ligne de dériva-
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tion qui se trouve avant (5.) a une explication semblable 2 celle
de (1.). La barre oblique (/) est le signe de la substitution et le
tiret (—) le signe indiquant le détachement,

Logiques multivalentes

Les systémes de logique propositionnelle peuvent étre définis
de plusieurs fagons. Pour rendre les choses plus «claires», je
définis ci-dessous les systéme proposés par Lukasiewicz en
1929 dans ses Eléments de logique mathématique [4].

Systéeme &, ou C-N

Le calcul propositionnel est un systtme déductif. Dans
chaque systtme déductif il y a un certain nombre de termes
indéfinis dits termes primitifs de la théorie. La signification de
ces termes est issue de leurs insertions dans les axiomes. Les
propositions, qu’on appelle les axiomes de la théorie, sont
reconnues sans preuve, mais elles doivent étre évidentes par
elles-mémes. Toutes les propositions acceptées comme axiomes
dans un systéme peuvent étre des théses et devenir prouvables
dans d’autres systémes. Le systéme présenté ici ne contient pas
que des termes primitifs mais aussi des termes définis. Dans les
définitions, le symbole «=» signifie «est» et la définition a la
forme suivante definiendum = definiens. Chaque c6té du signe
«=», c’est-2-dire le definiendum et le definiens, a exactement la
méme signification et peut étre remplacé par I’autre sans aucune
limitation. Les définitions doivent obéir a toutes les régles de
construction de la définition explicite correcte. D’aprés Luka-
siewicz, les définitions ne peuvent pas jouer de role créatif dans
le systcme. Elles servent & abréger certaines expressions appar-
tenant au systéme ou, par 1’introduction d’un terme nouveau,
elles peuvent contribuer & une nouvelle intuition dans la théorie.

Dans le systeme présenté il y a trois régles: une régle de
remplacement sous entendue, signifiant simplement que chaque
forme de definiendum peut étre remplacée par son definiens et
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vice-versa, deux régles d’inférence: régle de substitution et
régle de détachement. La premiére nous permet de déduire des
théses nouvelles a partir d’une assertion du systeme, en substi-
tuant, A une variable, une expression a douée de sens toujours la
méme pour une méme variable. Les expressions douées de sens
sont définies inductivement, de la fagon suivante:

1. Toute variable propositionnelle est une expression douée de
sens;

2. Na est une expression douée de sens si & en est une;

3. Cap est une expression douée de sens si a et f sont des
expressions douées de sens.

La régle de détachement est le modus ponens des stoiciens. Si
I’on fait I’assertion d’une proposition de type Caf} ainsi que de
son antécédent o, on peut également faire celle de son consé-
quent P et le détacher de I’implication a titre de nouvelle these.

Ces deux régles nous permettent de déduire, de notre ensem-
ble d’axiomes, toutes les thé¢ses (propositions vraies) du syst¢me
C-N. Si I’on veut avoir, outre C et N, d’autres foncteurs dans
notre systéme, il faut les introduire par I'intermédiaire de défi-
nitions. Pour la conjonction K par exemple, il y a deux fagons de
le faire. 1) La conjonction «p et g» et «il-n’est-pas-vrai-que (si p
alors non-q)» ont le méme sens, et I’on pourrait exprimer cette
connexion entre Kpq et NCpNq par la formule suivante:

Kpq = NCpNq

nous autorisant & remplacer le definiens par le definiendum et
vice versa. 2) Nous pourrions également exprimer la connexion
existant entre Kpq et NCpNq par deux implications converses:

CKpgNCpNq et CNCpNgKpq.

Il est nécessaire d’€tre familiarisé avec la pratique des
démonstrations si I’on désire déduire & partir des axiomes, par
exemple la loi de simplification CpCqp ou la loi de commu-
tation CCpCqrCqCpr. Une autre méthode plus simple existe,
inventée par le logicien américain Charles S. Peirce vers 1885.
Elle se fonde sur le «principe de bivalence», qui établit que toute
proposition est vraie ou fausse, c’est-a-dire que des deux valeurs
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de vérité possibles — le vrai ou le faux —, elle en choisit une et
uniquement une. Il s’agit de distinguer ce principe de la loi du
tiers-exclu (fertium non datur) selon laquelle de deux proposi-
tions contradictoires 1’une doit nécessairement étre vraie. Cette
loi fut considérée comme la base de la logique par les stoiciens,
en particulier par Chrisippe.

Toutes les fonctions de la théorie de la déduction sont des
fonctions de vérité, c’est-a-dire que leur vérité et leur fausseté ne
dépendent que de la vérité et de la fausseté de leurs arguments.
Créons maintenant une nouvelle constante appelée «proposition
fausse» et désignons-la par (; désignons de fagon analogue par 1
toute proposition vraie. Nous pouvons alors définir la négation
de la maniére suivante:

N1=0etNO=1.

Ces symboles signifient que la négation d’une proposition
fausse a le méme sens qu’une proposition vraie (ou plus briéve-
ment: est vraie), et la négation d’une proposition vraie est
fausse. Pour 'implication, nous avons les quatre définitions que
voici:

C00=1,C01=1,C10=0,Ci1 =1.

Autrement dit, une implication est fausse dans le seul cas oit son
antécédent est vrai et son conséquent faux; dans tous les autres
cas, elle est vraie. Cette définition, la plus ancienne que 1’on ait
de I'implication, est attribuée a Philon de Mégare et a été adop-
tée par les stoiciens.

Or, si nous voulons vérifier, dans la théorie de la déduction,
une expression douée de sens et contenant au moins les deux
foncteurs N, C, il faut substituer, aux variables figurant dans
cette expression, selon toutes les combinaisons possibles, les
symboles 1 et 0, et réduire les formules ainsi obtenues. Si, aprés
réduction, toutes les formules ont 1 comme résultat final,
’expression est vraie: c’est une thése; mais si une quelconque
de ces formules a 0 pour résultat final, ’expression est fausse.
Exemple: la loi de la transposition CCpqCNgNp donne:

Pour p/0, g/0: CCOOCNONO =C1C11 =Cl1 =1,
Pour p/0, g/1: CCO1CNINO =CI1C01 =Cl11 =1,
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Pour p/1, ¢/0: CC10CNON1 = COC10 = C00 =1,
Pour p/1, ¢/1: CC11CN1IN1 =C1C00 =C11 = 1.

On obtient, au terme de toutes les substitutions, le résultat: 1,
la loi de transposition est donc bien une th&se de notre systéme.
Autre exemple: CNCpqgq. 1l suffit ici d’un seul essai de substitu-
tion:

p/1, ¢/0: CNC100 =CNO0 =C10=0.

Le résultat final étant 0, I’expression CNCpqq est fausse.

Les quantificateurs sont désignés par des caractéres grecs
majuscules, le quantificateur universel par I et le quantificateur
particulier ou existentiel par X.

Définition de la logique bivalente

Termes indéfinis:

p,q, I, 8 variables propositionnelles
N, C, négation, implication.
C 0 1 N
0 [ 1 T [ 1
1 | O { O

Termes définis:

Kpgq = NCpNq conjonction
Apq = CNpq alternative (ou inclusive)
Epq = NCCpgNCqp équivalence.
Axiomes: systtme C-N de Lukasiewicz (1929)
L1. CCpqCCqrCpr loi du syllogisme hypothétique
L2. CCNppp loi de Clavius4
L3. CpCNpq loi de Duns Scot

4  L’expression «Si (si non-p alors p), alors p» a été utilisée par Euclide pour la
démonstration du théoréme mathématique suivant: «si le produit de deux entiers, a et b, est
divisible par un nombre premier n, alors si a n’est pas divisible par n, b doit étre divisible
par n».
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Régles d’inférence:
Regle de substitution
Regle de détachement modus ponens.

Une logique bivalente mono-axiome

En 1931, Lukasiewicz a publié¢ dans [7] (traduction anglaise
dans [10]) les résultats de ses recherches sur I’axiome de Nicod
ainsi que son systéme ne contenant qu’un axiome. Le syst®me
de Nicod est un point de départ pour des réflexions plus pro-
fondes sur la déduction généralisée. Nous présentons ce systéme
pour son caractére inhabituel et parce qu’a ’époque il était
vivement discuté par tous les membres de I’ «école polonaise de
logique».

Termes indéfinis:

p,q, 1,8 ... variables propositionnelles
D foncteurd de Sheffer |
D | 0 1
01 1
1 || 1 0

Axiome:

(N.) DDpDqrDDtDttDDsqDDpsDps.
Régles d’inférence:

Regle de substitution
Régle de détachement DaDpy

L’axiome de Nicod n’est pas une proposition évidente.
Lukasiewicz en propose sa version. Il démontre qu’un axiome 2
quatre variables a la méme signification qu’un d’axiome a cing
variables. Voici I’axiome:

(38) DDpDqrDDsDssDDsqDDpsDps.

5 Le créateur du terme «foncteur» est T. Kotarbinski.
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11 pose ensuite I’équivalence de ces deux propositions en mon-
trant que ’axiome T\, est plus général que &, et que I’on peut
déduire I\, a partir de &. Notre attention est attirée par la régle
de détachement appliquée par Nicod. Si la the¢se DaDfy fait
partie du systéme et que la thése o appartient aussi au systéme,
alors on peut ajouter I’expression y comme une theése du syste-
me. Lukasiewicz ajoute également 3 et son raisonnement est le
suivant: on considére que la régle est vraie, c’est-a-dire:

DaDfy =1
on admet que la proposition o est aussi vraie en obtenant
DI1Dfy =1.

Pour simplifier le raisonnement et surtout le rendre plus intuitif,
on substitue au foncteur D sa propre définition congue sur la
conjonction Dpq = NKpq (D/NK), on obtient ainsi:

NK1NKBy = 1.

Pour que la proposition NK1NKBy soit vraie, il faut que la pro-
position KINKPy soit fausse en raison de la négation au début
de la thése. On voit que ce n’est possible que dans le seul cas ou
la proposition KPy est vraie, c’est-a-dire dans le cas ou P et y
sont vraies. On peut alors non seulement ajouter la proposition y
au systtme comme Nicod le souhaite, mais également .

Puis Lukasiewicz présente une version avec le quantificateur
universel pour prouver que son axiome est plus court que celui
de Nicod:

(No) IIp IIq IIr ITs ITt DDpDqrDDtDttDDsqDDpsDps
(Lo) IIp Ilq Ilr IIs DDpDqrDDsDssDDsqDDpsDps.

Cette recherche, confiée 3 M. Wajsberg comme travail de
diplome, a donné un résultat inattendu. En 1927, ce dernier
définit la notion «organique» et 1’attache a 1’axiome. L’axiome
de Nicod et celui de Lukasiewicz ne sont pas «organiques»
parce qu’ils contiennent les parties DtDtt et DsDss qui sont
elles-mémes des théses du systéme. Pour éviter cela, Wajsberg
propose son axiome et montre qu’on peut remplacer le & et le
N, dans le systeme de Nicod:
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(W) DDpDqrDDDsrDDpsDpsDpDpq.

L’intuition de Wajsberg est prophétique car, quelques années
plus tard, S. Lesniewski démontre que, dans la déduction de la
these DtDtt, Nicod a commis une erreur, erreur répétée par
Lukasiewicz qui écrivit un erratum ou il montre qu’il avait
trouvé un axiome ne contenant pas cette thése, axiome différent
de celui de Wajsberg.

(&1) DDpDqrDDpDrpDDpDrpDDsqDDpsDps.

Les travaux sur le syst¢tme de Nicod ont provoqué la nais-
sance de la déduction généralisée et toute une série de systemes
mono-axiomatiques basés sur 1’implication (sans négation) et
aussi, 2 mon avis, le systéme équivalentiel (ou biconditionnel)
[8] de Lukasiewicz.

Logiques multivalentes de Lukasiewicz

Le premier systéme de la logique trivalente est publié par
Lukasiewicz [3] en 1920. Puis, avec tous les membres de
I’«Ecole de Lwéw et Varsovie», il publie plusieurs syst¢mes de
la méme classe de logique a ensemble fini de valeurs &3, &4,
..., &p, ainsi qu'un systéme de logique A ensemble infini (mais
dénombrable) de valeurs & .

Logique trivalente &3

Il s’agit du premier syst¢tme multivalent, créé par Luka-
siewicz en 1920 [3].

Termes indéfinis:

PqQ, LS ... variables propositionnelles
N, C, négation, implication
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C [ 0 [ 17 [N

I
1 1 I [ 1

172 172 I T | 172
1 0 172 T || O

Termes définis:

Apq = CCqpp alternative (ou inclusive)
Kpq = NANpNq conjonction
Epq = KCpqCqp équivalence.
Axiomes: systtme I3 de Lukasiewicz (1920)

L1. CqCpq loi d’affirmation de conséquent
L2. CCpqCCqrCpr loi de syllogisme hypothétique

L3. CCCpNppp
L4. CCNgCNpCpq.

Régles d’inférence:

Régle de substitution
Reégle de détachement modus ponens.

Au début, le systtme &3 n’était pas fonctionnellement com-
plet, au sens ou on ne parvient pas & définir tous les foncteurs
possibles®. En 1936, J. Slupecki [15] propose un foncteur T et
deux axiomes:

p Tp

0 1/2

1/2 1/2

1 1/2
L5. CTpNTp
L6. CNTpTp

6  Systdme 2 trois valeurs a 36! = 27 foncteurs possibles 2 une variable et 33> = 19683 4 deux
variables.
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Suite A ces modifications le syst¢me est devenu complet dans les
deux sens de cette notion.

Au début de ses réflexions, la troisi®me valeur était pour
Lukasiewicz synonyme de «possibilité» ou d’«indéterminé».
Mais, il a abandonné cette premiere signification aprés une
¢tude systématique de la notion «possible» alors déja bien défi-
nie.

Remarques. On peut remarquer que certaines lois qui sont vali-
des en &, ne le sont pas dans &3, par exemple le tertium non
datur ApNp ou principe de contradiction NKpNp. Ceci est
conforme a I’idée de I’auteur. De plus, il y a aussi un certain
nombre de contre tautologies (propositions toujours fausses) en
logique bivalente et vraies en trivalente par exemple EpNp.
Lukasiewicz a défini sa logique en conformité avec sa propre
métaphysique héritée de Brentano, Twardowski et Meinong.

Une autre caractéristique qu’on peut y voir, ¢’est que les pro-
positions dites «indéterminées» dans la conjonction et la dis-
jonction donnent des propositions «indéterminées», ce qui est
conforme a Iintuition.

Trivalence et modalité: la logique modale a toujours intéressé
Lukasiewicz. Il a essayé par deux fois de construire des sys-
temes modaux basés sur la logique multivalente. L’idée était
simple: tenter de définir les foncteurs modaux comme tous les
autres foncteurs du systtme. Le premier systéme créé en 1920
était le suivant:

Il a défini le foncteur «il-est-possible-que» par Mp (voir le
tableau) et le foncteur «il-est-nécessaire-que» par Lp = NMNp.
Lukasiewicz voulait rendre compte de toutes les phrases
«modales» attestées comme vraies par la tradition.

Il a démontré la non-contradiction des propositions suivantes
dans son systéme:

(M1) CNMpNp,
(M2) CpNMNp,
(M3) KMpMNDp pour certains p, ¢’est-a-dire £p KMpMNp,

et proposé les interprétations suivantes:

NM —dil n’est pas possible que»;
NMN - «il est nécessaire que»;
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MN - «il est par hasard que».

En 1921, Tarski propose la définition de M dans le systeme
L3 comme Mp = CNpp, le troisiéme foncteur n’ayant pas de
signification modale Ip = KMpNLp.

0 [ 0
T
T

0
172 0
1 1

ol —| o s!

Lukasiewicz abandonne les travaux sur les systémes modaux en
1953 quand il publie son syst¢tme modal quadrivalent.

Généralisation de 83 en &,

Termes indéfinis:

P>q, 1,8 ... variables propositionnelles
N, C, négation, implication.

Ces logiques utilisent les valeurs 0 et 1 et les nombres ration-
nels. En général, pour la logique a n = (3, 4, ...) valeurs,
I’ensemble des valeurs est le suivant:

1 2 n-2

[} ) 9 soey ,B = 1
n-1 n-2 n—l} S

A=1{0

Cpq = min (1, 1 - p+q)

Np = 1-p.

Termes définis:

Kpgq = NCCNpNgNq = min (p, q) conjonction
Apq = CCpqq = max (p, q) alternative (ou inclusive)

Epq = NCCNCpgNCqgpNCqgp =
min (min (1, 1 — p+q), min (1, 1 — g+p)) équivalence.



72 Marek Blaszczyk

Axiomes: systtme Ln 1 < n < X( de Lukasiewicz (Wajsberg)’

W1. CpCqp

W2, CCpgCCqrCpr
W3. CCNpNqCqp
W4. CCCpNppp.

Régles d’inférence:
Régle de substitution
Régle de détachement modus ponens.

Lukasiewicz a proposé pour la logique n = Rg, By les
axiomes suivants étudiés par ailleurs par Wajsberg:

L1. CCpCqp pour la logique & g
L2. CCpqCCqrCpr

L3. CCCpqqCCqpp

L4. CCCpqCqCqpCqp

L5. CCNpNqCqp.

Logiques de Post

En 1921, indépendamment de Lukasiewicz, Emil L. Post
définit [16] une classe de logiques a n valeurs (n est fini).
Contrairement a Lukasiewicz, Post n’est pas intéressé par les
significations et les interprétations des valeurs «ajoutées», mais
il est fasciné par les relations et liaisons purement formelles
entre ces valeurs. La définition de Post est basée sur les fonc-
teurs des Principia Mathematica [Whitehead, Russell 1910] et
sur la méthode matricielle de Peirce.

Définition de la logique Pk de Post

Termes indéfinis:

P,q, 1,8 ... variables propositionnelles
N, A négation, disjonction.

7T  Les axiomes avec la preuve proposée par Mordchaj Wajsberg 1931 [24].
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Les valeurs de ces logiques sont les nombres naturels. En géné-
ral, pour la logique & n = (3, 4, ...) valeurs I’ensemble des
valeurs est:

A={0,1,2,..,n}B={0,1,2,..,k}

ot k < n. Ce sont les logiques n-valentes (finies) avec 1 <k<n
valeurs distinctes.

Apq = max(p, q) _ ,
Np=p+lpourp<netlpourp=n négation cyclique.

Termes définis:

Kpq = NANpNq

Cpq = ANpq

Epq = KCpqCqp

Axiomes: n’existent pas!

La différence principale, par rapport a la logique de &y,
(exception des termes indéfinis, de I'interprétation sémantique,
de I’axiomatisation, etc.), est que Post traite la négation d’une
autre maniére que Lukasiewicz. Il n’a attaché aucune signifi-
cation 2 la troisidme valeur. Sa négation est «cyclique» c’est-a-
dire qu’il a rejeté la loi de la double négation qui est satisfaite
dans la logique P}. Grice 2 cette négation, le systéme de Post
est complet sans avoir a lui ajouter aucun foncteur nouveau.
Quant 2 la disjonction, elle est restée intuitivement claire et tout
A fait «classique». Notre attention se porte aussi sur le choix des
valeurs distinctes. Dans la logique classique ainsi que dans le
syst®me de Lukasiewicz, I’ensemble des valeurs distinctes est
élémentaire, et la définition de la tautologie est exactement la
méme en logique classique que chez Lukasiewicz. Par contre
chez Post, on a k-valeurs distinctes; ce qui change de la défi-
nition traditionnelle de la notion de tautologie et, par consé-
quent, empéche 1’axiomatisation des logiques de Post (n>2). Ces
logiques sont aisément définies a I’aide du mécanisme des
matrices et de 1’algebre. J’ajouterai que grice au calcul matri-
ciel, on a pu démontrer la complétude des logiques de Post.
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On donne ’exemple des tables de la vérité en présentant le
systtme P2 de Post:

AT 23 INNp K[ I 2 [3ICII T2 [3TE[T 213
TITII[1] 2] [313121 IT12120 31313
2T 22 I3 Bz Bk
3T 2]3 T 222 T I31Z]3

La définition de la négation appliquée par Post, appelée aussi
«rotation» nous permet de redéfinir un certain nombre de lois et
principes dans leurs formes purement multivalentes.

Par exemple la loi tertium non datur ApNp, qui est une tauto-
logie dans la logique bivalente, mais pas dans les systémes de
Lukasiewicz et de Post, peut étre définie dans la logique P}
ainsi:

ApANpNNp

et devenir la tautologie. De méme, la loi de la double négation
peut devenir loi de la n-uple négation dans le systéme P1. Elle
prend la forme:

EpNNNp.

Ces quelques points différencient les systémes de Post des
autres systémes multivalents et rendent cette logique intéres-
sante également pour les sciences humaines — en particulier pour
I’ontologie et I’épistémologie —, car elle leur fournit un outil
pour explorer les autres «mondes» possibles.

Généralisation des systémes finis de Post au systéme infini
Pxo

Emil Post n’a pas donné de définition des systémes infinis,
mais on peut I'imaginer [17] comme I'extension du systéme 2

au systeme Py en changeant quelques éléments.
Les valeurs de la vérité sont définies ainsi:

1, %, % ’ 0--’(%)1(, ceey 0.
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Pour la négation on prend la formule suivante:
Np=1pourp=0et 2 X ppourp=0.

Cette logique Py est trés intéressante parce qu’elle ne contient
aucune tautologie mais seulement des formules bien formées.

On peut conclure que des «manipulations» purement for-
melles, seule motivation de Post, conduisent aux logiques multi-
valentes avec un certain nombre d’idées totalement différentes
de celles de Lukasiewicz. En effet, elles ne sont pas fondées sur
une interprétation sémantique.

Logique de Sobocinski

En 1936, Boleslaw Sobocinski, membre de I’Ecole polonaise
de Lukasiewicz, présente une autre logique intéressante. Cette
logique n-valentes est différente du courant dominant alors a
I’Ecole; elle est basée entre autres sur la négation cyclique.

Définition des logiques de Sobocinski

Termes indéfinis:
pP,q, 1,8 variables propositionnelles
H, C, négation, implication.

Les valeurs de ces logiques sont les nombres naturels. En géné-
ral, I’ensemble des valeurs de vérité, pour la logique & n-valeurs,
est le suivant:

A={1,2,..n} B={2,..,n}.

Il s’agit des logiques n-valentes possédant n-1 valeurs dis-
tinctes.
L’implication et la négation s’écrivent:

Cpq=q,pourp#qetCpg=npourp=q
Hp=p+1lpourp<netHp=1pourp=n.
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I s’agit de formules plus proches de I’idée de Post que de celle
de Lukasiewicz. Pour exemple, on présente les tables de vérité
de la logique S3 ainsi:

;ﬁLyl 2 3 WI£=
T | 3 2 3 | 2

7 1 3 3 | 3

T 1 3 T 1

Les logiques de Sobocinski sont des syst€mes complets et
axiomatisés.

Axiomes de S3:

CCpCpq
CrsCtCCspCrp
CCHqCHHq
HpCHHpCpq
CCHHpHHgHHCpq
. CHHCpqCHHpHHg.

Les différences par rapport 2 Post sont grandes, il suffit d’exa-
miner la définition de I"implication pour s’en rendre compte.

Cette «voix polonaise», dans la ligne de Post, est un exemple
des polémiques et du dynamisme qui régnaient alors. Ces vives
polémiques portaient davantage sur des problémes d’axiomati-
sation, de complétude que sur la notion d’interprétation. Jerzy
Slupecki proposera en 1939 une synthése de ces réflexions (voir
ci-apres).

SN

Logiques de Kleene et Bochvar

En 1938, D.A. Bochvar et S.C. Kleene proposent d’autres
logiques trivalentes. Ces logiques sont a la fois «proches» et
«éloignées» des systémes classiques et servent, selon les inten-
tions des auteurs, a la résolution de probleémes théoriques en
mathématiques. Elles font partie des logiques «non lukasiewic-
ziennes».
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Logique de Kleene

S.C. Kleene, inspiré par la recherche sur les fondements de la
mathématique, construit en 1938 [2] une logique qui permet
d’analyser les prédicats partiellement définis. A titre d’exemple,
citons le prédicat donné par I'équivalence suivante:

P(x) si et seulement sique 1 < L <#32,

on peut remarquer que P(a) est vraie si 1 < a < 1, indéfinie ou
non déterminée si a = 0 et fausse dans les autres cas.

Kleene est intéressé par ce type de propositions dont la valeur
de vérité n’est pas déterminée par des algorithmes ou n’est pas
importante dans I’application examinée.

Termes indéfinis:

Pq- 1, S ... variables propositionnelles
N,K,ACE négation, conjonction, disjonction,

implication et équivalence
T - «vrai»; I - «indéfini», F - «faux».

Foncteurs forts8

Kpa[ T I|FINp|Apgf T I F|Cpaf[T|I]|F EDQJIIL;
THTIFF [TTT]T ITl1]F Tli]F
I fI1]I1]F]| I frl1]1 frlr]r frj1f1
F IFIF|F| T fT|II|F [T]TIT [FI1]T

On voit que le comportement des foncteurs des valeurs «vrai»
(T) et «faux» (F) est le méme que chez Lukasiewicz pour la
négation, la conjonction et la disjonction. La différence réside
dans la méthode d’interprétation de la troisi¢me valeur et dans la
définition de I'implication.

Un trait caractéristique de cette logique est qu’elle est non
tautologique, malgré la valeur distincte (T). Cette situation est
curieuse parce qu’on a I’extension de la logique classique avec
un certain nombre des équivalences classiques, par exemple
ECpgANp ou EApqCNpq mais les expressions telles Cpp et Epp

8  La notion de foncteur fort et faible est donnée par Kleene en 1952 [3].
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n’apparaissent pas comme des tautologies. En 1952, Kleene
dans son Introduction aux Métamathématiques [3] introduit les
notions de foncteurs forts cités ci-dessus et faibles (ci-apres).

Kpg [[TIT |F INp[Apg|[T]1 [FICpa[IT[IJF JEpa][T]1 [F
T JT[1[F[F [Tl [T ITT1 [F [T]1 [F
I 1 [1]1 ]I I[1]I ffx |11 lx ]1 |1
F FII|F]|T T|I |F fT|1]T flFl1|T

Ses motivations sont issues de ’arithmétique. Les nouveaux
foncteurs servent a décrire des fonctions propositionnelles
récursives oll & chaque étape ils doivent étre définis, 1’ indéfi-
nition rend ainsi le calcul indéfini. C’est pour cela que tout fonc-
teur appliqué a «I» donne «I». Il s’agit d’une réflexion de
Bochvar,

Logique de Bochvar

En 1939, Bochvar propose [1] d’interpréter la troisiéme
valeur «I» comme «indécidé». Par conséquent, dans la conjonc-
tion K, tous énoncés «indécidés», composés avec n’importe
quelle valeur, donnent aussi comme résultat «indécidé». Cette
idée est totalement différente de celle de Lukasiewicz. Cette
troisime valeur ne peut pas étre interprétée comme quelque
chose d’«intermédiaire» entre la vérité et la fausseté, mais bien
comme quelque chose de «paradoxale» ou «sans signification».
Bochvar agit ainsi pour tenter de résoudre le paradoxe séman-
tique.

Termes indéfinis:

PqQ, T, S, ... variables propositionnelle
NK négation, conjonction.

Il y a trois valeurs dans le systtme de Bochvar: T — «vrai»,
I - «indécidé», F — «faux».
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Kpg | T I F | N
T T 1 F ” F
I || I I I || I
F || F I F || T
Termes définis:
Apq = NKNpNq
Cpq = NKpNq

Epq = KCpqCqp.

Cette logique se caractérise par ses deux «niveaux». Le pre-
mier est tout 2 fait équiforme 2 la logique faible de Kleene et le
deuxieme métalogique est basé sur 1’assertion externe définie
comme Ap = «il est vrai que p» selon la table suivante:

Assertion interne Assertion externe
_‘L
T T T
I I F
F F F

Suite & cette définition, Bochvar a défini les foncteurs externes
de 1a maniére suivante:

Forme interne | Forme externe
Np Nxp = NAp
Kpq Kxpq = KApAq
Apq Axpq = AApAq
Cpq Cxpq = CApAq
Epq Expq = E ApAq

La négation externe Nyp — «p est faux»; la conjonction
Kxpq — «p est vrai et q est vrai»; ’alternative Axpq — «p est vrai
ou q est vrai» et I'implication Cxpq — «si p est vrai, alors q est
vrai». Les valeurs de vérité sont données ci-dessous.
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Kxpq ||T |I |F|[Nxp|Axpq||T|I |F Cxpq IT|1 [F [Expq]|T |1 [F
T |[T[FIF][ F [T]T][T [T]F[F [T[F[F
I |F|F|Fl F | T|F|F (TIT|T |F|T|T
F JF|F[F| T IT[F|F ITIT|T [FIT|T

Par conséquent, la logique interne ne contient pas de tauto-
logie tout comme celle de Kleene et est une logique classique. Il
existe une version de la logique faible, LY, de Lukasiewicz,
définie A la mani¢re de Bochvar avec I’assertion W 3 la place de
A.

En 1956, le logicien chinois Moh Swah-kwei propose une
interprétation de la troisiéme valeur du systeéme de Bochvar
comme «paradoxal» et I’attribue aux propositions du type «cet
énoncé est faux». Il semble que I'interprétation «sans signifi-
cation» serait plus adéquate. Le systéme de Bochvar a trouvé sa
place dans les travaux concernant les paradoxes sémantiques des
théories.

Logique de Slupecki

La logique multivalente la plus générale est proposée par
Jerzy Slupecki en 1939 [2], qui avait auparavant défini avec
succes le foncteur «T» rendant ainsi complets les systémes de
Lukasiewicz.

Définition des logiques de Slupecki

L’idée de Slupecki est d’introduire des foncteurs généraux
tels C, R, et S. Agissant ainsi, il définit la classe la plus générale
des logiques multivalentes finies. Pour désigner ces logiques, il
a utilisé€ les symboles L.X olin =2, 3, 4, ... et k < n, parce qu’ils
sont caractérisés par deux parametres: le nombre de valeurs (n)
et nombre des valeurs distinctes (k).

Termes indéfinis:

P.qQ, 1,8 ... variables propositionnelles
CR,S,
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Cpq=qpour 1 <p<k,etlpourk+1<p<n
Rp=p+lsip=n,alorsRp=1
Sp=ppour3<p<nSp=1sip=2,Sp=2sip=1.

Pour k valeurs distinctes, le foncteur Cpg prend, comme
résultat d’application, la valeur logique de la proposition g; pour
la suite, ol p > k jusqu’a n, prend la valeur distincte. Ce foncteur
est une sorte d’implication généralisée. Pour le «R», Slupecki
définit une notation postienne et pour le «S», il y a changement
de la position des deux premiéres valeurs, la suite restant égale a
«p»,

Cpq 123...n Rp Sp
1 T23..n 7) >
2k 123...n 3 1
3 123...n 4 3
K* 123...n k+1 K
k+1 111...1 k+2 k+1
n-1 111...1 n n-1
n 111...1 1 n

L’ astérisque signifie que la valeur est distincte.

Ces démarches permettent 2 Slupecki d’inclure dans son
systéme toutes les logiques a n-valeurs possibles, a la condition
que 7 soit un nombre fini et de démontrer que le systeme général
est complet et axiomatisé pour toutes les valeurs n.

Les résultats de Slupecki closent la discussion sur le pro-
bléme de la construction des logiques multivalentes finies, mais
ne donnent malheureusement pas de réponse sur les interpré-
tations et les applications possibles de cette sorte de logique.

Conclusion
L’objectif de cet exposé était de présenter les logiques multi-

valentes dans leur dimension canonique de Lukasiewicz et Post
A Slupecki qui cldt la question de I’axiomatisation et de la com-
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plétude des logiques & un nombre fini de valeurs. Dans ce par-
cours, quelques événements historiques 1i€s 4 la multivalence en
logique ont €t€ esquissés de manieére sommaire. Cet exposé est
destiné avant tout a préparer les étudiants A explorer les travaux
consacrés aux logiques multivalentes. C’est la raison pour
laquelle nous n’avons pas abordé les logiques congues pour des
applications spécifiques: tels les systémes de Reichenbach ser-
vant a analyser des événements de la mécanique quantique, les
systémes probabilistes et possibilistes, utilisés dans le domaine
de I'intelligence artificielle. Pour la méme raison, nous n’avons
pas traité des logiques modales de Lewis ou de la logique floue
de Zadeh. Les problémes de la logique multivalente des prédi-
cats, logique a la fois difficile et intéressante, n’ont également
pas été abordés. Des informations utiles sur ces différentes logi-
ques peuvent étre trouvées dans la monographie de Rescher
[14].

Nous souhaitons que ce qui a été proposé rendra plus facile et
agréable la découverte et la lecture des textes fondateurs.

Département de philosophie
Université de Lausanne
1015 Lausanne
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ANNEXE

Bibliographie complete de Lukasiewicz

(Source: Studia Logica, V, 1951 avec modifications du prof.
A. Korcik).

Abréviations:

P.F. Przeglad Filozoficzny; t dans Polish Logic [12]
R.F. Ruch Filozoficzny; { dans Collected Works [10].

1. Sueszczenie: Vierteljahrschrift fiir wissenschaftliche Philo-
sophie 1899, n° 3-4. P. F. V (1902), 232-236.

O indukciji jako inwersji dedukcji. P. F. VI (1903), 9-24;
138-152.

Recenzja: T. Mianowski: O tzw. pojeciach wrodzonych u
Locke’a i Leibniza. P. F. VII (1904), 94-95.

O stosunkach logicznych. [On logical relations] P. F. VII
(1904), 245.

Teza Husserla o stosunku logiki do psychologii. P. F. VII
(1904), 476-471.

Z psychologii porownywania. P. F. VIII (1905), 290-291.

O dwoéch rodzajach wnioskéw indukcyjnych. P. F. IX
(1906), 83-84.

Fhom h gm e I3
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10.
11.
12.
. Logika a psychologia. P. F. X (1907), 489-491.
14.
15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.

902
23.

24.
25.

Analiza i konstrukcja pojecia przyczyny. [Analyse et
construction du concept de cause] P. F. IX (1906), 105-179.
Tezy Hoflera w sprawie przedstawien i sadéw
geometrycznych. P. F. IX (1906), 451-452.

Co poczac z pojeciem nieskonczonosci? P. F. X (1907),
135-137.

Recenzja: H. Struve. Die polnische Plhilosophie der letzten
zehn. Jahre (1894-1904). To samo w przekladzie polskim
K. Krola. P. F. X (1901), 336-346.

0 wnioskowaniu indukcyjnym. P. F. X (1907), 474-475.

Pragmatyzm, nowa nazwa pewnych starych kierunkéw
myslenia. P. F. XI (1908), 341-342.

Sprawozdanie z dwéch prac Stumpfa. P. F. XI (1908), 342-
343.

Zagajenie pogadanki na temat rozprawy M. Borowskiego:
Krytyka pojecia zwiazku przyczynowego. P. F. XI (1908),
pp.343.

Zadania i znaczenie og6lnej teorii stosunkéw. P. F. XI
(1908), 344-347.

O prawdopodobienstwie wnioskéw indukcyjnych. P. F. XII
(1909), 209-210.

O pogladach filozoficznych Meinonga. P. F. XII (1909),
559.

O zasadzie wylcaczonego srodka. P. F. XIII (1910), 372-
373.

Uber den Satz von Widerspruch bei Aristoteles. Bulletin
international de 1’Académie des Sciences de Cracovie,
Classe de Philosophie (1910), 15-38.

O zasadzie sprzecznosci u Arystotelesa. Studium krytyczne.
[Sur le principe de contradiction dans 1’oeuvre d’ Aristote]
Krakow (1910).

Recenzja: W1, Tatarkiewicz. Die Disposition der aristo-
telischen Prinzipien. R. F. I (1911), 20-21.

O wartosciach logicznych. R. F. [ (1911), 52.

O rodzajach rozumowania. Wstep do teorii stosunkéw.
R. F.I(1911), 78.
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26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.

34.
35.

36.
. O nauce. Poradnik dla samoukéw. Wyd. nowe, T. 1.1915,

38.
39.

40.

41

42.

43.
. O przedmiocie logiki. R. F. VI (1921), 26.
45.
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Recenzja: P. Natorp. Die logischen Grundlagen der exakten
Wissenschaften. R. F. 1(1911), 101-112.

Recenzja: H. Struve. Historia logiki jako teorii poznania w
Polsce. Wyd. drugie. R. F. I (1911), 115-117.

O potrzebie zalozenia instytutu metodologicznego. R. F. II
(1912), 17-19.

Recenzja: WI. Bieganski. Czym jest logika? R. F. II (1912),
145.

1 O tworczosci w nauce. Ksiega pamiatkowa ku uczczeniu
250 rocznicy zalozenia Uniwersytetu Lwowskiego. Lwéw
1912, 1-15.

Nowa teoria prawdopodobienstwa. R. F. 111 (1913), p. 22.
Recenzja: J. Kleiner. Zygmunt Krasinski. Dzieje mysli. R.
F. IIT (1913), 109-111. .
Logiczne podstawy rachunku prawdopodobienstwa. [Sur
les fondements logiques du calcul des probablités]
Sprawozdania PAU, 1913, 5-7.

! Die logischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung. Krakéw (1913), 75.

W sprawie odwracalnosci stosunku racji i nastepstwa. P. F.
XVI (1913), 298-314.

Rozumowanie a rzeczywistosc. R. F. IV (1914), 54.

XV-XXXIX. Przedruk: Lwéw 1934, 1936, 40.

O nauce i filozofii. P. F. XVIII (1915),.190-196.

1 O pojeciu wielkosci [On the concept of magnitude] P. F.
XIX (1916), 1-70.

] Tresc wykladu pozegnalnego wygloszonego w auli

Uniwersytetu Warszawskiego 7 marca 1918. Warszawa
1918.

t O pojeciu mozliwosci. R. F. V (1919/20), 169-170.

17 O logice tréjwartosciowej. [Sur la logique trivalente]
R. F. V (1920), 170-171.
1 Logika dwuwartosciowa. P. F. XXIII (1921), 189-205.

Zagadnienia prawdy. Ksiega pamiatkowa XI Zjazdu
lekarzy i przyrodnikow polskich. 1922,.84-85, 87.
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46.
47.
48.
49.
50.
51.

DL
53.
54.
335.
56.
57.
58.
59.
60.
60.

61.

62.

I Interpretacja liczbowa teorii zdan. R. F. VII (1922/23),
92-93.

Recenzja: Jan Sleszynski. O logice tradycyjnej. R. F. VIII
(1923), 107-108.

Kant i filozofia nowozytna. Wiadomosci Literackie I
(1924), 19.

Dlaczego nie zadowala nas logika filozoficzna? R. F. IX
(1925), 25.

O pewnym sposobie pojmowania teorii dedukcji. P. F.
XXVIII (1925), 134-136.

Démonstration de la compatibilité des axiomes de la théorie
de la déduction. Annales de la Société Polonaise de
Mathématique 3 (1925), 149.

Sprawozdanie z dzialalnosci Uniwersytetu Warszawskiego
zar. ak.1922/23. Warszawa 1925.

Z najnowszej niemieckiej literntury logicznej. R. F. X
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LOGIQUE COMBINATOIRE, TYPES, PREUVES ET
LANGAGE NATUREL

Jean-Pierre DESCLES

Notre compréhension intime de la logique combinatoire de
Curry nous la fait penser comme une logique des processus opé-
ratoires abstraits, ces processus opératoires étant, par ailleurs,
éventuellement implantables sur les supports physiques d’une
machine informatique et exécutables par les organes de calcul
de cette machine. La logique combinatoire thématise les modes
intrinséques de composition et de transformation des opérateurs,
analysés comme des opérateurs abstraits, appelés combinateurs.
Ces modes de composition et de transformation sont définis
indépendamment de toute interprétation et donc indépendam-
ment des domaines d’interprétation comme par exemple
I’arithmétique, la logique des propositions et des prédicats, la
construction de programmes, la linguistique, la psychologie ou
... la philosophie. Par son grand pouvoir d’abstraction et
d’expressivité, la logique combinatoire tend a acquérir un role
unificateur puisqu’elle nous permet de jeter des ponts assez so-
lides entre des domaines qui sont a priori aussi €loignés I'un de
’autre que les fonctions récursives, I’analyse des paradoxes, les
types intuitionnistes de Martin-Lof, la programmation fonction-
nelle, la théorie des preuves, la logique linéaire de Girard, les
domaines réflexifs de Scott, la théorie des catégories carté-
siennes fermées et des T[Z]-algébres, la théorie des topoi géo-
métriques ... ou les théories des opérateurs linguistiques de
Z.S. Harris ou de S.K. Shaumyan. A propos des sciences du lan-
gage, nous pouvons donc légitimement nous poser les questions
suivantes: les langues naturelles, en tant que systémes de repré-
sentations symboliques entretiennent-elles quelque rapport
sémiotique avec d’autres systémes sémiotiques que sont certains

Travaux de logique, 11, 1997.
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langages logiques et certains langages de programmation? Les
analyses linguistiques, en particulier les analyses syntaxiques et
les constructions des interprélations sémantiques des énoncés,
ont-elles quelque chose a voir avec les preuves pensées comme
des objets d’étude? Les structurations internes des langues natu-
relles ont-elles quelque rapport avec des structurations logiques
et géométriques (théorie des topoi par exemple)?

Historiquement, la logique combinatoire a pris naissance
avec les travaux de M. Schonfinkel! (1924) qui cherchait a
construire une logique de la quantification (ou logique du pre-
mier ordre) fondée sur la seule notion primitive de fonction. La
logique combinatoire a été développée essentiellement sous
forme d’une «prélogique» par H. B. Curry (1930, 1958, 1972)
qui cherchait d’une part, 2 formaliser ’effectivité opératoirc
sous forme de régles analogues A «modus ponens» et d’autre
part, a étudier, par des procédés logiques, I’émergence des para-
doxes du genre de celui de Russell. Rappelons que la régle de
«modus ponens» correspond, dans la «déduction naturelle» de
Gentzen, & la régle d’élimination du symbole d’implication
«=>»

A->B, A
[e->]
B

Cette régle signifie que des deux prémisses «A->B» et «Av,
on peut en inférer la conclusion «B». Ce genre de régle d’infé-
rence sert de modele aux régles formelles. Un autre régle rela-
tive & la fleche «->» correspond 2 la régle d’introduction qui se
présente comme suit:

[A]

B
[i->] _—
A->B

I Voir la traduction en frangais avec commentaires dans Mathématiques, Informatique et
Sciences Humaines 112, 1990, 5-26.
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Cette régle signifie que si d’une hypothése A on peut déduire B,
alors on peut se «libérer de I’hypothése A» en introduisant, mais
A un niveau hiérarchique supérieur, I'expression «A->B». Cette
régle permet de relier la relation métalinguistique de déduction
entre A et B A I'expression linguistique «A->B» interne au lan-
gage; ¢’est une version du théoréme «classique» de la déduction.

M. Schonfinkel et H.B. Curry ont introduit des opérateurs
abstraits, appelés «combinateurs», qui construisent dynamique-
ment des opérateurs complexes 2 partir d’opérateurs plus €lé-
mentaires. Indépendamment, A. Church (1944) est I'inventeur
d’un calcul, le A—calcul, formé d’expressions symboliques qui
représentent les mécanismes opératoires de procédures associées
a des opérateurs ou 2 des fonctions appliquées a des opérandes.
La logique combinatoire tout comme le A-calcul sont des sys-
t2mes applicatifs car fondés sur I’opération d’application, consi-
dérée comme une opération primitive qui construit un résultat a
partir d’un opérateur et d’un opérande. D’autres langages appli-
catifs existent. Mentionnons, par exemple, les différents lan-
gages de programmation fonctionnelle comme ML. Dans 1'ap-
plication d’un opérateur 2 un opérande, I’opérateur peut &tre
dans certains cas interprété comme une fonction ensembliste,
’opérande étant I’argument de la fonction et le résultat I'image
de cette fonction. Cependant, il y a une différence de point de
vue. Dans la conceptualisation ensembliste, opérateur — ou
fonction —, opérande — ou argument —, résultat — ou image — sont
co-existentiels, ils sont situés hors du temps, ils sont donc atem-
porels; de plus, étant donné une fonction ensembliste, on peut
asserter ’existence d’une image a partir d’un argument sans que
nécessairement on puisse toujours savoir construire effective-
ment cette image. Dans la conceptualisation applicative, 1’ opéra-
teur et I’opérande doivent étre d’abord construits avant de pou-
voir appliquer 1’un 2 1’autre pour en déduire la construction ef-
fective du résultat; de plus, I’application est congue comme une
opération dynamique qui implique une asymétrie temporelle
entre opérateur, opérande d’une part et résultat, d’autre part. Un
systéme applicatif, fondé sur I’application, est ainsi un systeme
A la fois effectif, puisque les objets manipulés sont tous
constructibles, et dynamique, puisque 1’application est une opé-
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ration qui s’exécute dans une certaine temporalité. Aucune res-
triction n’est posée a priori sur I’opération d’application. En
particulier, on peut appliquer un opérateur & lui-méme sans sor-
tir pour autant des systemes applicatifs. Cependant, on peut res-
treindre I’expressivité du formalisme applicatif en ne considé-
rant que différents types d’entités manipulées; dans ce cas, les
systemes deviennent typés et alors les opérateurs typés ne peu-
vent s’appliquer qu’a certains types d’opérandes. Dans un lan-
gage Lypé, un opérateur quelconque ne peut généralement pas
s’appliquer 2 lui-mé&me sans violer certaines contraintes sur les
types. Cependant, on peut étudier les mécanismes d’auto-appli-
cation et faire apparaitre les raisons profondes qui conduisent &
une situation paradoxale.

Enumérons quelques caractéristiques de
la logique combinatoire

1) La logique combinatoire est une logique «sans variables»
(lices). Or, comme on sait, la notion de «variable» est complexe,
délicate 2 manier et ambigué. Historiquement, Schonfinkel et
Curry ont du reste cherché a construire une logique «sans
variables» pour rendre plus effectifs les syst®mes formels. Bien
que le A-calcul de Church et la logique combinatoire de Curry
soient extensionnellement équivalents, les expressions de la
logique combinatoire, en dépit des difficultés apparentes et
superficielles, sont plus simples & manipuler que les expressions
du A-calcul qui doit faire 'exacte gestion des variables lides
pour éviter, entre autres problémes, les «télescopages des
variables» (comme dans le calcul des prédicats) et les «effets de
bord» (en programmation).

2) La logique combinatoire permet de ramener toutes les
manipulations a des régles effectives et explicites aussi simples,
dans leurs formes, que les régles de «modus ponens»
(€élimination de I’implication dans le calcul propositionnel) et
d’abstraction (introduction de I’implication dans le calcul pro-
positionnel). Toutes les «constantes logiques» (d’un coté, les
combinateurs et d’un autre coté, les opérateurs illatifs de
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connexion propositionnelle et de quantification des prédicats par
exemple) sont introduites ou éliminées par des régles dont la
forme est trés exactement analogue aux régles d’introduction et
d’élimination de la fleéche «->». On obtient ainsi des présenta-
tions «dans le style de Gentzen» de la logique combinatoire
(voir, entre autres, le livre de Fitch). Ce genre de présentation
permet une discussion sur la nature des régles de la logique,
aboutissant aux généralisations obtenues dans la logique linéaire
de J.Y Girard.

3) La logique combinatoire est puissante puisqu’elle permet
d’exprimer, entre autres, les opérations de I’arithmétique €élé-
mentaire et la définition des fonctions récursives; elle permet
donc une conceptualisation de ’effectif et du calculable, selon la
theése de Church. Les théorémes de Godel trouvent également
une expression dans ce cadre applicatif.

4) La logique combinatoire a un pouvoir fondationnel, puis-
gu’elle permet une analyse logique des paradoxes, aussi bien du
paradoxe de Russell, que celui du Menteur ou de la construction
impossible de la surjection de Cantor entre un ensemble et I'en-
semble de ses parties. Du reste, Curry a construit son systéme
pour «analyser logiquement» les conditions qui faisaient émer-
ger les paradoxes; il a ainsi montré que la plupart des paradoxes
apparaissaient en construisant un opérateur particulier (le
«combinateur paradoxal») qui met en jeu l'itération d’une
«diagonalisation». Par ailleurs, la logique combinatoire est un
langage interprétatif pour les programmes informatiques (dans
la sémantique dénotationnelle de Strachey-Scott). Par son mode-
le topologique du A-calcul, D. Scott a également montré quelle
était I'importance du A-calcul et des opérateurs constructeurs de
point fixe dans les études sémantiques des langages de pro-
grammation de haut niveau, ou certaines fonctions sont définies
récursivement par des équations.

5) La logique combinatoire a un pouvoir expressif d’analyse
sémiotique des écritures symboliques, en particulier, elle permet
de passer de la notion extrinseque d’opération a celle intrinséque
d’opérateur (Desclés 1980). Plusieurs exemples d’analyses sé-
mantiques de concepts peuvent €tre donnés; citons par exemple
le prédicat complexe «de qui rien de plus grand ne peut &tre
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pensé» qu’utilise Anselme de Canterbury (X¢ siécle) dans son
fameux «unum argumentum» du Proslogion (Desclés 1991).

6) La logique combinatoire se trouve a un carrefour de disci-
plines formelles comme les mathématiques (théorie du point
fixe, catégories cartésiennes fermées et topologies de Grothen-
dieck), la logique (théorie de la calculabilité effective, théorie
des démonstrations; théorie des fondements); philosophie des
systemes formels; approche intuitionniste des mathématiques;
informatique fondamentale (programmation fonctionnelle; sé-
mantique des langages de programmation).

7) La logique combinatoire et le A—calcul ont trouvé et trou-
vent des terrains d'application dans des disciplines qui s’ap-
puient sur des données empiriques. Ces applications sont certes
encore timides mais cependant bien réelles dans certains sec-
teurs des sciences humaines: psychologie cognitive (par
exemple: analyse par L. Frey d’opérations cognitives du grou-
pement de Piaget); philosophie (analyse de concepts philoso-
phiques), musicologie (analyse de partitions, comme celle du
Clavier bien tempéré de Bach); économie (travaux de Dupuy).
Depuis les premiers travaux sur les Grammaires Catégorielles, A
la suite des réflexions logico-philosophiques de Husserl et de
S. Lesniewski, et surtout depuis les recherches menées par
S.K. Shaumyan sur la Grammaire Applicative (1965), puis de
Gealch, de Montague, de Dowty, de Moortgat, de Steedman, ...,
les formalismes applicatifs de la logique combinatoire et du
A-calcul (avec types) ont été explicitement mis en oeuvre, de fa-
¢on significative, dans plusieurs théories linguistiques: Gram-
maires Catégorielles étendues (avec des systémes inférentiels de
types fonctionnels de Lambek et une interprétation sémantique
dans le A-calcul par Moortgat, Steedman), syntaxe catégorielle
et sémantique dénotative de la Grammaire Universelle de Mon-
tague, Grammaire des opérateurs et opérandes de Z. Harris
(1983), Grammaire Applicative Universelle de S.K. Shaumyan
(1977, 1987), Grammaire Applicative et Cognitive (Desclés
1990), ... Dautres linguistes, par exemple: A. Culioli ont éga-
lement entrevu I'importance de la logique combinatoire pour la
linguistique:
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On ramenera toutes les opérations unaires de prédication (4 I'exclu-
sion des transformations de composition de lexis) A une application
(...) on ira jusqu’au bout de I’analyse, en y adjoignant {en en dérivant]
une théorie des prédicats. (...) le linguiste aura parfois des concepts-
clés A portée de main, parfois 1’élaboration sera lente (ainsi en est-il de
I’utilisation de la topologie en linguistique ou encore de la logique
combinatoire) ...

Les questions qui nous préoccupent depuis quelques années
peuvent se formuler de la fagon suivante:

®

(ii)

(iii)

(iv)
(v)

(vi)

(vii

Les langues naturelles étant des systemes sémiotiques par-
ticuliers, peuvent-elles étre pensées et organisées comme
des langages applicatifs?

Est-il licite a priori de faire appel, pour une analyse lin-
guistique, aux formalismes applicatifs de préférence a
d’autres formalismes (certains étant mieux connus et plus
utilisés comme les systémes fondés sur la concaténation et
sur les mécanismes d’unification de traits ou ceux qui, de-
puis quelques années, relévent des réseaux connexion-
nistes)?

Les principales opérations linguistiques dégagées par les
linguistes (comme les opérations de prédication, de
détermination, de thématisation, d’énonciation, ...) peu-
vent-elles prendre une forme opératoire effective dans un
langage applicatif?

Quelles sont les limites des formalismes applicatifs pour
la description adéquate et fine des mécanismes langagiers?

Quelles sont les relations entre la construction de la signi-
fication encodée par un énoncé et la théorie de la démons-
tration puisque certains travaux actuels explorent, depuis
quelques années avec profit semble-t-il, cette voie?

Quelles conséquences peut-on déduire de I’analyse appli-
cative des langues pour un traitement informatique des
langues (par la programmation fonctionnelle, de nature
applicative), a la fois sur le plan théorique et pratique?

Les langages applicatifs sont-ils utilisables pour représen-
ter plus adéquatement que les systtmes actuels — par
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exemple, les réseaux sémantiques ou les graphes concep-
tuels de Sowa ou encore les modeles de Kamp — les
connaissances et les représentations cognitives?

(viii) Les langages applicatifs sont-ils utilisables pour une for-
malisation, au moins partielle, des conceptualisations éla-
borées par les Grammaires Cognitives?

(ix) Quelles propriétés des formalismes applicatifs font pro-
gresser notre connaissance sur le fonctionnement du lan-
gage?

(x) Comment les langages applicatifs peuvent-ils nous aider a
appréhender, représenter et manipuler des représentations
cognitives hypothétiques qui sont non directement obser-
vables et par conséquent (re-)constructibles seulement par
des processus abductifs explicites?

Quelques points de vue sur les langues peuvent justifier a
priori I'utilisation du A-calcul et de 1a logique combinatoire:

1. L’opération de base qui est constitutive des expressions lin-
guistiques est 'application et non la concaténation.

2. Les unités des langues sont des unités opératives (ou fonc-
tionnelles).

3. Les unités linguistiques sont des opérateurs de différents
types.

4. La «currification» des opérateurs a une interprétation lin-
guistique ainsi que, peut-étre ’analogie de Curry-Howard.

5. Laconstruction de I’interprétation fonctionnelle des énoncés
peut €tre effectuée a partir, d’une part, une spécification sous
forme d’une formule de types syntaxiques et, d’autre part, de
preuves que cette formule est «cohérente», ¢’est-a-dire que
cette formule est un théoréme d’un systeme inférentiel sur
les types.

6. L’introduction des opérateurs illatifs devrait permettre une
meilleure analyse de la quantification dans les langues natu-
relles.
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7. Les «prédicats complexes» sont construits & I’aide des com-
binateurs, ils sont essentiels pour 1’analyse et la représenta-
tion sémantique d’un grand nombre d’énoncés.

Apres avoir introduit quelques notations utiles, nous exami-
nerons donc successivement chacun de ces différents points qui
touchent au statut sémiotique des langues naturelles. Dés lors
qu’elles sont comprises et acceptées aprés discussion, ces affir-
mations justifieraient, au moins A nos yeux, qu’un programme
de recherche sur le langage puisse utiliser a bon escient la logi-
que combinatoire en tant que systtme métalinguistique d’ana-
lyse des langues.

0. Notations

0.1. Application. L’application d’une expression Y, considé-
rée comme un opérateur par rapport 4 une autre expression X,
considérée comme un opérande de Y, construit un résultat Z.
Nous désignons par «App(X, Y)» I’opération d’application. La
relation entre cette opération «a exécuter» et le résultat Z obtenu
«aprés exécution» est une réduction, notée: App(Y,X) B->Z.

0.2. Présentation sémiotique de I’application. Le résultat
de ’application de Y a X pourra &étre désigné par la simple jux-
taposition «YX» de I’opérateur et de 1’opérande. L’opération
d’application est alors représentable par un arbre, dit «arbre ap-
plicatif»:

Y X
[App]

YX
0.3. Expressions applicatives. L’ensemble des expressions
applicatives est construit récursivement a 1’aide de la regle:

si Y et X sont des expressions applicatives, alors (YX) est
une expression applicative.
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Lorsqu’il n’y aura pas ambiguité, les parenthéses externes seront
omises. Il est clair que les deux expressions applicatives
«X(YZ)» et «(XY)Z» (qui est égale 3 «XYZ») n’ont pas la
méme signification.

0.4. A-expressions. Les A-expressions sont des expressions
applicatives particuliéres obtenues par un processus d’abstrac-
tion. L’ensemble des A-expressions est défini comme suit;

(i) si X et Y sont des A-expressions, alors (YX) est une
A-expression;

(i) si X et Y sont des A-expressions, et si x est une variable
libre qui présente des occurrences dans Y, alors AX.Y est
une A-expression.

La A-expression «Ax.Y» est un opérateur qui a été obtenue par
abstraction de «x» a partir de «Y». L application de 1’opérateur
Ax.Y 2 un opérande Z construit le résultat, noté «Y[x :=Z]»,
obtenu en substituant Z A toutes les occurrences libres de x dans
Y, ce que nous désignons par la B-réduction:

((Ax.Y) (Z) B-> Y[x :=Z].
Une présentation rigoureuse des A-expressions et du A—calcul
associé consisterait 3 prendre certaines précautions sur la
«gestion des abstractions» pour éviter les télescopages.

0.5. Expressions typées. Dans un sysi¢me applicatif typé, les
opérateurs, les opérandes et les résultats sont typés. Une entité X
a laquelle est assigné un type o (soit par assignation initiale, soit
par inférence) sera notée, en suivant la littérature actuelle:
[X :0]2. Désignons par la notation infixée «o->B» le type fonc-
tionnel «de o, vers B»3. L’opération d’application, dans un sys-
teme applicatif typé, est représentée par I'arbre applicatif typé:

2 Une notation plus appropriée serait [0 : X] ou: ‘00X’ notation de Curry qui considére le
type comme un opérafeur externe ou internalisable dans le systéme.

3 La notion préfixée ‘Fof’ de Curry est beaucoup plus commode mais 1a littérature actuelle
ne I'a pas suivi sur ce point,
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[Y :a->f] [X :ar]
[Appt]

[YX:B]

Un opérande absolu qui ne peut jamais étre opérateur sera
considéré comme un opérateur zéro-aire. Toutes les entités
(typées ou non) d’un systeme applicatif sont donc des opéra-
teurs. Chaque opérateur agit successivement sur éventuellement
plusieurs opérandes pour construire un résultat (par exemple en
linguistique un énoncé). Lorsqu’un, deux, ... n opérandes sont
nécessaires pour qu’'un opérateur construise une unité du sys-
teme, on dit que I’opérateur est unaire, binaire, ... n aire.

Une A-expression typée est construite comme suit: $oit X une
variable libre de type o et Y une expression de type [, la
A-expression Ax.Y que I’on peut construire a partir de x et de Y
est de type o->f3, d’ol I’abstraction:

[Y :B], [x :a]
[Abst] (avec x une variable
[Ax.Y : a->f] qui a des occurrences dans Y)

Soient 0.y, ...0, des types. Le type produit cartésien sera noté:
01 X ...X O Si’on assigne les types a; & chaque expression Y;
(i=1, ...n), alors nous avons la régle d’assignation du type
«produit cartésien» au n-uple <Yy, ...,Y, >:

[Cart,]

[<Y41, ... Y > 100 X ...X Olp]

Remarque: Les notations choisies font apparaitre explicitement
les analogies entre d’une part ’application et I’élimination de
‘->‘ et d’autre part, entre I'abstraction et I'introduction de “->*.
L.’ abstraction peut étre exprimée, en logique combinatoire par
’introduction d’un combinateur. Cette analogie formelle est
hautement significative, elle est & la base de I’isomorphisme de
Curry-Howard, dont nous allons reparler, entre types et propo-
sitions, A-expressions et preuves, spécifications et programmes.
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1. Opération d’application en linguistique

Dans une analyse formelle des langues, deux points de vue se
dégagent: (a) le point de vue strictement concaténationnel et (b)
le point de vue applicatif. Selon le premier point de vue, les uni-
tés linguistiques sont des morph&émes et des mots qui sont juxta-
posés a gauche ou a droite a d’autres unités linguistiques. Le lin-
guiste doit alors définir les régles (c’est-a-dire la grammaire) qui
engendrent, analysent et représentent tous, et rien que, les énon-
cés empiriques d’une langue. Dans ce cas, le linguiste travaille
dans un monoide libre engendré par I’opération de concaténa-
tion & partir des unités linguistiques de base. Selon cette
conception, la grammaire devient un ensemble de régles de ré-
écriture qui opérent sur des suites du monoide afin de caractéri-
ser exactement un langage formel comme une certaine partie
d’un monoide libre, ce langage correspond exactement aux
suites finies qui sont en correspondance avec les phrases empi-
riques de la langue décrite. Les grammaires formelles syntag-
matiques de N. Chomsky se sont constituées en adoptant expli-
citement ce point de vue. Les arbres syntagmatiques# sont direc-
tement associés a des classes d’unités linguistiques équivalentes
(syntagmes nominaux, syntagmes verbaux, parties du discours,
...) organisées entre elles par des relations hiérarchiques d’em-
boitement: telle classe (par exemple une phrase) est décomposée
en une concaténation de classes plus fines (par exemple un syn-
tagme nominal suivi d’un syntagme verbal). Les grammaires
transformationnelles de Chomsky ne rompent pas avec la
concaténation puisqu’elles continuent a opérer avec des suites
concaténées de catégories et d’unités linguistiques minimales.
Les modeles post-chomskyens (GPSG, HPSG, TAG) ne sem-
blent pas avoir rompu non plus avec le point de vue concaténa-
tionnel. Ces derniers modeles ajoutent a I’opération fondamen-
tale de concaténation, I’opération informatique d’unification.

Selon le second point de vue, les unités linguistiques sont des
opérateurs ou des opérandes qui sont organisés dans un énoncé,

4 La structure d’arbre, en linguistique ou en informatique, est une structure que nous avons
appelée dendron; deux ordres sont sous-jacents: un ordre hiérachique entre une catégorie et
une sous-catégorie, un ordre concaténationnel entre sous-catégories et unités linguistiques
minimales.
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plus généralement dans un discours, par I’opération d’applica-
tion. Le linguiste doit alors définir comment les unités s’organi-
sent par I’application en précisant les contraintes sur I’applica-
tion et éventuellement sur les types des unités linguistiques.
L’application étant 1’opération de base, elle est constitutive de
toutes les expressions linguistiques représentées par des expres-
sions applicatives qui sont alors encodées et présentées sous
forme d’expressions linéaires en juxtaposant, selon des régles
précises d’encodage, opérateurs et opérandes. La structure
linéaire des énoncés est une structure non seulement super-
ficielle> mais aussi apparente, elle ne correspond donc pas a une
organisation significative des unités linguistiques. Selon cette
approche non concaténationnelle, 1’énoncé, plus généralement le
discours, est une configuration organisée essentiellement par
I’application (d’opérateurs a des opérandes), d’autres opérations
pouvant venir s’ajouter aux opérations applicatives de base®. La
juxtaposition des expressions linguistiques qui aboutit 3 une sé-
quence apparente de symboles («la chaine parlée») est simple-
ment une présentation d’une organisation applicative sous-ja-
cente que la grammaire, elle, doit révéler et analyser. De fait,
cette présentation linéaire est imposée par le canal phonique
qu’utilise le code oral. Quant aux langues des signes, qui ne font
pas appel au méme canal, ont, elles aussi, une structure applica-
tive sous-jacente, elles différent simplement des langues parlées
par les modes de présentation imposées par les canaux utilisés
mais les opérations constitutives des énoncés restent de méme
nature.

2. Unités opératives dans les langues
En adoptant le point de vue que les unités des langues sont

des unités opératives (ou fonctionnelles), les unités linguistiques
(selon le détail de ’analyse: des morphé¢mes, des mots, des

5 ... qui s’opposerait 3 une structure profonde; dans les premiers modéles chomskyens, la
structure profonde a, elle aussi, une structure concaténationnelle.

6  Les opérations prosodiques, dans les langues parlées, viennent se superposer aux autres
organisations analysables par 1'opération d'application. Cependant, il n’est pas exclu que
les opérations prosodiques elles-mémes puissent &tre analysées dans des termes applicatifs.
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lexies — au sens de B. Pottier —, des syntagmes, des propositions,
des phrases, des énoncés, des discours, ...) sont des opérateurs
ou des opérandes: un opérateur s’applique & un opérande pour
former une expression qui fonctionnera ou bien comme un opé-
rande par rapport 4 un autre opérateur ou bien comme un opéra-
teur par rapport a un autre opérande. Cette prise de position par
rapport au langage n’est pas neutre puisqu’elle modélise toutes
les unités linguistiques, non comme des symboles amorphes qui
sont juxtaposés avec d’autres symboles amorphes, la significa-
tion ne surgissant que par I’assemblage final, mais comme des
symboles opératoires qui agissent les uns sur les autres pour
construire une signification qui est, elle-méme, représentable en
termes d’opérateurs et d’opérandes. Les mots ne sont donc pas
de simples séquences juxtaposées de morph&émes grammaticaux
et lexicaux mais des constructions décomposables en opérateurs
et opérandes; les énoncés ne sont pas des séquences de mots
juxtaposés mais des configurations dynamiques analysables en
opérateurs et opérandes et représentables par des organisations
géométriques (les arbres applicatifs).

Prenons un exemple trés simple. Considérons le mot
«endort»; il est décomposable en une organisation applicative
représentable par I’arbre:

en- -dor-

-t en-(-dor-) = endor-

(-t)(endor-) = endort

Prenons un deuxieme exemple. Soit la phrase: Tout gargon aime
le football. La décomposition applicative est donnée comme suit
par I’arbre applicatif suivant:



La logique combinatoire, types, preuves et langage naturel 105

le football

tout gargon aime le football

tout gargon aime (le football)

(tout gargon) (aime (le football))

De nombreuses théories linguistiques, tant en morphologie
qu’en syntaxe, ont adopté, quelquefois implicitement, ce point
de vue: les unités linguistiques des langues sont des symboles
opératoires. Dans la Grammaire de Harris (dans ses différentes
versions, depuis 1968), les unités linguistiques sont des opéra-
teurs ou des opérandes, la décomposition d’une unité discursive
(un discours) en opérateur ou opérande est essentielle dans la
théorie. La Grammaire Applicative de S.K. Shaumyan (14 aussi,
dans ses différentes versions depuis 1963) considere explicite-
ment les unités linguistiques (les sémions) comme des opéra-
teurs ou des opérandes organisés par I’opération d’application
d’ou le nom de «Grammaire Applicative». La syntaxe structu-
rale de Tesniére repose implicitement et en partie seulement sur
cette notion applicative. En effet, dans cette approche, le verbe,
unité centrale de la phrase, peut étre considéré comme un opéra-
teur qui s’applique (globalement) aux opérandes que sont les ac-
tants mais la notion de dépendance (par exemple, «!’article dé-
pend du nom») n’exploite pas & fond la décomposition entre
opérateur et opérande.

3. Grammaires catégorielles classiques

Les unités linguistiques ne sont pas homogenes, ni dans leurs
morphologies, ni dans leurs fonctionnements. I1 y a donc diffé-
rents types d’unités linguistiques. Prenons le frangais par
exemple. Une analyse, méme trés sommaire, fait reconnaitre une
différence entre les verbes et les noms, entre les noms et les ad-
jectifs, entre les adjectifs et les adverbes, entre les prépositions
et les conjonctions. Une des premieres tdches du grammairien
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revient donc 2 identifier les types des unités linguistiques mani-
pulées: les types morphologiques, les types syntaxiques, les
types sémantiques et, dans une approche cognitive du langage,
les types cognitifs, ... Dans un certain nombre de cas, les types
sont identifiées clairement par des classes d’unités linguistiques
homogenes car ayant les mémes propriétés formelles et un
méme fonctionnement dans les énoncés. Pour certaines unités
cependant, la notion de type n’est pas toujours identifiable 4 une
classe homogene d’unités, aussi n’assimilerons-nous pas a
priori types et classes, la notion de type se prétant A des abstrac-
tions opérationnelles et & des généralisations que n’autoriserait
pas la notion de classe. Par exemple, la notion de type permet la
construction de types, au moyen d’opérations précises — les
constructeurs de types — a partir de types de base, puis d’établir
des relations génétiques entre les types et parfois d’envisager un
calcul inférentiel sur les types. Une entité typée est une entité A
laquelle on a assigné un type; cela signifie que 1’on connait
exactement: (i) quelles sont les opérations explicites que 1’on
peut faire sur cette entité; (ii) comment cetie entité peut étre re-
présentée, dans certains cas méme comment elle peut étre phy-
siquement implantée sur des supports matériels; (iii) comment
cetlte entité peut étre reliée a d’autres entités de type différent
puisque connaissant son type, on connait les relations génétiques
que ce type entretient avec les autres types. Par exemple, le type
nat des entiers naturels a un mode particulier d’implantation
physique dans une machine informatique et ce mode différe du
type réel des réels. Si une entité est du type bool des entités
booléennes, les opérateurs qui s’appliqueront i cette entité se-
ront les opérateurs de négation, de conjonction, de disjonction,
d’implication mais pas la soustraction arithmétique. Pour
prendre une analogie, le type assigné correspond aux
«dimensions» d’une expression du langage de la physique. Par
exemple, dans I’expression linguistique du principe fondamental
de la mécanique F = ma, les deux cOtés du signe ‘=* doivent &tre
de mé&me type (principe d’isotypicalité), autrement dit la compo-
sition par multiplication d’une masse ‘m’ avec une accélération
‘a’ doit représenter une entité de méme type qu’une force. En
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prenant pour types de base: L (longueur), T (temps) et M
(masse), le type d’une force est donc: M x (L/T2).

En linguistique, les notions de type sémantique et syntaxique
ont pris un sens technique et intuitif avec les Grammaires Caté-
gorielles entrevues par Husserl. Ce formalisme a été ensuite dé-
veloppé en sémantique par Lesniewski, puis, en syntaxe, par
Adjukiewicz, Curry, Bar Hillel pour étre réexaminé et étendu
par Lambek, Geatch, van Bethem, Bach et Partee, Morgaat,
Steedman, ... Les types syntaxiques assignés aux unités et aux
expressions linguistiques sont tous dérivés de types syntaxiques
de base. Ces types syntaxiques (types de base et dérivés) repreé-
sentent des catégories syntaxiques d’expressions linguistiques:
noms, verbes intransitifs, verbes transitifs, adjectifs, ... Toutes
les catégories syntaxiques en étant représentées par des types
syntaxiques, sont analysées comme décomposables en caté-
gories de base. On peut prendre selon les versions des Gram-
maires catégorielles, soit les deux catégories de base, «<nom» et
«phrase» ou soit les trois catégories de base, «syntagme nomi-
nal», «<nom commun» et «phrase». Désignons ces derniéres
catégories de base par respectivement: ‘N°, ‘NC” et ‘P’. Les
catégories dérivées sont construites & partir de deux construc-
teurs de types, les «divisions a droite et & gauche», désignées
respectivement par ‘/’ et ‘. On ajoute en général une autre
constructeur, le «produit cartésien», désigné par ‘x

L’ensemble TYPEgy,, de tous les types syntaxlques dérivés
d’un ensemble de types qynl.ax1ques de base TYPEgyn est défini
récursivement comme Suit:

(i) Les types de base de TYPEsy,o sont des types de
TYPEsynt;

(i) Si: ovet B sont des types de TYPEgypy
alors: ‘a/f3’, ‘0\B’, ‘o x B’ sont des types de TYPEgyy;.

Les types ‘o/f’, ‘o\B’ et ‘o0 x B’ se lisent respectivement «f3 sur
O, «P sous O et «o produ1t cartésien P».
A ‘opération d’application [App¢] sur les unités typées cor-

respondent deux régles applicatives’ [AB>] et [AB<]:

7  [AB] pour rappeler Adjukiewicz-Bar Hillel.
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[X:B/a] [Y:a] [Y :a] [X :B\a]
[AB>] S [<AB] <
[X-Y :B] [Y-X :p]

Dans la prémisse, les deux expressions X et Y ont des types as-
signés; dans la conclusion les expressions sont obtenues en jux-
taposant, par I’opération notée ‘-’, respectivement: 1’ opérateur X
et 'opérande Y a sa droite® au moyen de la régle [AB>] et
I’opérateur X et I’opérande Y 2 sa gauche au moyen de la régle
[AB<]. Ces régles font apparaitre I’interprétation fonctionnelle
des types B/o. et f\o.

Nous nous donnons également la régle d’assignation d’un
type «produit» & un couple d’unités typées

[X:a], [Y :B]

[x¢]

[<X,Y> :a x B]

Cette régle nous invite a interpréter le type ‘o, x B’ comme un
«produit cartésien fini».

Prenons, 2 titre d’exemple, ’ensemble TYPE( = {N, NC, P}
comme types de base; nous en déduisons des types dérivés qui
représentent les catégories syntaxiques les plus classiques:

8  Les deux expressions en conclusion de la régle ne sont pas des expressions applicatives
mais des expressions concaténées; on a désigné par ‘-’ le symbole de concaténation.
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Catégories syntaxiques Types syntaxiques
nom propre N

phrase P

nom commun NC

verbe intransitif P\N

verbe transitif (P\N)/N

adjectif NC/NC

article N/NC

adverbe (P\N)\(P\N)
quantificateur (P/(P\N))/NC

Assignons des types aux unités linguistiques de base. Nous pou-
vons reprendre I’analyse applicative de la phrase rout garcon
aime le football, en assignant maintenant des types a chaque
unité linguistique (ici, dans I’exemple, des mots lexicaux), nous
obtenons, en utilisant les régles [AB>] et [AB<], I’arbre suivant:

[tout: (P/(P\N))/NC [gar¢on: NC] [le: N/NC] [football: NC]
> >

[tout garcon: P/(P\N) [aime: (P\N)/N [le football: N]
>

faime le football: P\N}

[tout gargon aime le football: P]

Les deux régles [AB>] et [AB<] sont analogues aux simplifica-
tions formelles du calcul sur les fractions ou encore aux simpli-
fications formelles dans une vérification des «dimensions»
d’une formule de physique. En se restreignant aux seuls types,
les deux régles se raménent formellement aux simplifications (a
droite et & gauche) suivantes:
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o o
—XB=(X BX —
p p

Cette remarque a conduit J. Lambek 2 introduire un préordre de
réduction entre les types, notés ‘=>‘, pour structurer le systéme
des types TYPE engendré & partir des types de base TYPEq par
les constructeurs de types /, \, x et en faire un systéme inférentiel
(par la relation => entre types):

<TYPEy, /,\, x, =>>.

Le Calcul de Lambek est un syst¢tme de déduction sur les
types ol I’on se donne des schémas d’axiome et des schémas de
regles qui permettent de déduire un ensemble de relations signi-
ficatives entre types (les théorémes du systéme de Lambek). En
particulier, en se donnant, entre autres, comme schéma
d’axiome et schéma de régle de déduction:

o =>0
o=>0B=>y

o=
on en déduit, en tant que théorémes de déduction sur les types,
les analogues des régles applicatives [AB>] et [AB<]:

(a/B) xB=>a

B x (0\B) => o
D’autres théorémes sont également déduits comme, par
exemple:

V(o x B) <=>y/(a/B)

V(o x B) <=>v/(B /)

qui ont 'interprétation donnée par le principe de «currification»
(voir plus loin). Ces nouvelles relations entre types étendent le
calcul initial de Adjukiewicz et Bar-Hillel sur les types (dit sys-
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tdme AB) associé directement aux Grammaires Catégorielles
classiques. Le Calcul de Lambek est donc plus riche que celui
des catégories dans les Grammaires Catégorielles classiques.

Lorsque des types sont assignés aux unités linguistiques mi-
nimales, les Grammaires Catégorielles classiques substituent un
calcul inférentiel sur les types & un calcul direct sur les unit€s
linguistiques, de fagon A vérifier que la formule de type qui spé-
cifie I’énoncé est réductible au type caractéristique des énoncés:
la formule du type de 1’énoncé correspond au type P. A 1’ana-
lyse catégorielle de la phrase tout gargon aime une fille, corres-
pond donc une succession de réductions sur les types:

((P/(P\N))/NC) x NCx (P\N)/N) x N/NC)x NC  =>

((P/(P\N)) x (P\N)/N) x (N/NC) x NC =>
(P/(P\N)) x (P\N)/N) x N =>
(P/(P\N)) x (P\N) =>
P.

Nous en déduisons le théoréme: «le type initial est réductible au
type P»:

((P/(P\N))/NC) x NC x ((P\N)/N) x (N/NC) x NC =>P.

En inversant la relation de réduction sur les types, on obtient a
partir du type de phrase P (et de I’axiome canoniquement asso-
cié: P => P), par expansions successives des types, une formule
de type qui spécifie I’analyse syntaxique de toutes les phrases de
méme type. Ainsi, on obtient:

P=>P
P => (P/(P\N)) x (P\N)
P => (P/(P\N)) x ((P\N)/N) x N)
P => (P/(P\N)) x ((PAN)/N) x (N/NC) x NC)
P => (((P/(P\N))/NC) x NC) x (((P\N)/N) x (N/NC) x NC).
Le type:
((P/(PAN))/NC) x NC x ((P\N)/N) x (N/NC) x NC

apparait comme une spécification syntaxique d’une famille de
phrases de méme type c’est-a-dire organisées syntaxiquement de
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la méme fagon: ces phrases sont toutes des instances du type
donné.

Les notions d’application et de type permettent le déploie-
ment des Grammaires Catégorielles. Le calcul inférentiel sur les
types établit un lien entre 'analyse syntaxique applicative et la
théorie de la preuve. En effet, effectuer une analyse applicative
d’un énoncé, c¢’est construire explicitement, A partir d’une for-
mule de type qui résulte d’une assignation de types aux unités
minimales de I’énoncé, un arbre applicatif dont la racine est P,
mais c’est aussi exhiber une preuve que la formule de type se
réduit par la relation => au type P. Or, de I'arbre applicatif, on
extrait une déduction sur les types et, réciproquement, d’une dé-
duction sur les types on peut construire un arbre applicatif. Les
présentations usuelles de ces Grammaires ne se sont cependant
pas complétement dégagées de la conception concaténation-
nelle. Pour intégrer complétement la conception applicative avec
celle des types, il faut étendre les Grammaires Catégorielles en
exploitant la signification profonde des types fonctionnels. C’est
ce que nous avons entrepris avec les Grammaires Catégorielles
Combinatoires et Applicatives. '

4. Analogie de Curry-Howard

4.1. Currification

Les Grammaires Catégorielles classiques ou étendues (dans
le Calcul de Lambek) substituent, comme nous venons de le
voir, un calcul inférentiel sur les types syntaxiques i un calcul
direct sur les unités linguistiques agencées dans une phrase ou
dans un énoncé. Lorsqu’on effectue un calcul sur les unités lin-
guistiques en se laissant guider par les réductions de types, on
construit progressivement 1I’énoncé en juxtaposant les expres-
sions linguistiques & chaque fois qu’on opére une réduction sur
les types selon les régles [AB>] ou [AB<] ou des régles plus
complexes du Calcul de Lambek. Remarquons bien que si ’ex-
pression obtenue est une expression présentée par la juxtaposi-
tion linéaire des unités linguistiques, ceite expression est
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construite suivant une structure applicative qui décrit «I”histoire
de sa construction». Les régles applicatives [AB>], [AB<] nous
amenent directement 2 interpréter les opérateurs ‘/* et *\" comme
des constructeurs de types fonctionnels et a interpréter 1I’opéra-
teur ‘x” comme un constructeur d’un type »produit cartésien».
Ainsi, les types construis par les diviseurs ont une signification
fonctionnelle: le type noté B/ow exprime le type d'un opérateur
qui construit A partir d’un opérande de type o une expression de
type B; il en est de méme du type P\a. En «oubliant» maintenant
les positions A droite ou 2 gauche de I’opérande par rapport a
I’opérateur, il apparait que les types syntaxiques de la forme o/f3
et o)\B sont des types fonctionnels dont les instances sont néces-
sairement des opérateurs, avec la correspondance suivante:

type fonctionnel diviseur a gauche diviseur a droite
o->B B/a B\t
Définissons directement les types fonctionnels et les types
«produit cartésien» de la méme fagon que nous avions défini les
types syntaxiques de TYPEyy, (voir 3.). Soit TYPE( un ensem-
ble de types de base. Les types fonctionnels et les types «produit
cartésien» sont construits au moyen des régles suivantes:
(i) Les types de base de TYPE sont des types de TYPE;

(i) Si o et P sont des types de TYPE alors: ‘a—>f’ est un type
de TYPE;

(iii) Si o et B sont des types de TYPE alors ‘o. x B est un type
de TYPE.

On peut considérer des opérateurs unaires, binaires, ... n-aires
qui construisent des expressions de type [B; ces opérateurs sont
caractérisés par les types suivants:

type d’opérateurs unaires o->f
type d’opérateurs binaires o ->(0p->fP)

type d’opérateurs n-aires oty ->(0ig->(...(0p->P)...))
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Puisque I'on peut former le produit cartésien de types ‘otj x 0p
X...X O, le type d’un opérateur n-aire doit tre également de la
forme ‘ot) x o x...x 0y->f’. Un tel opérateur, disons X,
construit une expression de type B A partir de la donnée d’un n-
uple d’opérandes de types respectifs oy, ..., 0. Plus précisé-
ment, nous avons en généralisant la régle d’application [Appl]
au produit cartésien:

[Xn : 0 X 0 X...x 0p->P] [<YL..Y% : o x 02 x..X 0]

[App¢nl
Xnp(YL...Y?) :B]

Quels sont les rapports entre les deux types d’un opérateur
n-aire, ¢’est-a-dire entre d’une part, le type suivant: o X 0l X...x
o->P et d’autre part, le type: ot->(0i->(...(0ty->B)...))? Sont-ils
identiques, bien que construits différemment? Le principe de
«currification» (ou de «curriage») répond a cette question en
établissant une bijection entre ces deux types:

[CUR¢] 0 X 02 X...X Op->B = 01 ->(0t2->(...(0y->P)...)).

L’opération de «currification» d’un opérateur n-aire X, de type:
0l X 02 X...X Qip->f3, revient & lui associer biunivoquement 1I’opé-
rateur unaire X;’ = Curr(X,), de type o->y, ol y est le type
fonctionnel oi2->(...(0y->f)...). Le principe [CUR,] de currifica-
tion indique que 1’on peut considérer des opérateurs n-aires
comme des opérateurs unaires et que le type produit cartésien
O] X 0 X... Oy n’est plus nécessaire pour différencier le type des
différents opérateurs unaires, binaires, ..., n-aires.

Quelles sont les raisons mathématiques du principe de curri-
fication [CUR;]? Remarquons que ce principe, dans le cas n=2,
est un théoréme du systéme de Lambek puisque nous avons
(voir précédemment) la déduction entre types:

0 X 0g->f <=> 0i->(01p->P).

Lorsque I’on considere un type de base comme une sorte d’en-
semble, les types fonctionnels représentent des ensembles de
fonctions entre ensembles. Dans le cas de la Catégorie des
ensembles Ens, A, A; et B étant des ensembles et Ens(X,Y)
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désignant ’ensemble de toutes les fonctions de X dans Y, nous
avons la bijection suivante:

Ens(A; x Ay, B) = Ens(A;, Ens(A;, B))

qui 2 toute fonction fy du produit cartésien d’ensembles A; x A
dans B associe canoniquement la fonction f;” de A; dans I’en-
semble Ens(A;, B) des fonctions de A; dans B, c’est-2-dire que
I’on a, dans I’ensemble B, 1’égalité suivante:

fa(ag,a2) = (1(a;))a)  pour chaque couple <aj,ap>de A1 x Ag .

Cette propriété des ensembles se généralise aux produits finis
cartésiens d’ensembles, elle est caractéristique des ensembles et
plus généralement de toutes les Catégories cartésiennes fermées.

Du point de vue linguistique, 1’opération de currification est
importante puisqu’elle permet de ne considérer que des opéra-
teurs unaires de type o->f et des opérateurs zéro-aires considé-
rés comme des opérandes absolues. Ainsi, en admettant la théo-
rie de la valence, des verbes bivalent ou trivalent sont considérés
comme des opérateurs unaires qui a partir d’un opérande
construisent des opérateurs unaires ou binaires. Le type d’un
opérateur donne donc toutes les informations sur son arité. En
associant des types fonctionnels aux unités linguistiques a partir
des catégories d’une Grammaire Catégorielle classique, nous
pouvons considérer que les trois arbres applicatifs (Ax) (Ap) et
(A,) suivants construisent une expression applicative de type p:

[admire :n x n ->p] [<Pierre, Marie> :n xn]

[admire (Pierre, Marie): p]
Arbre applicatif (Ayx)
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[admire :n->(n ->p)] [Pierre :n) [admire :n->(n ->p)] [Marie :n]

[admire Pierre :n ->p] [Marie :n] [admire Pierre :n ->p] [Pierre :n)
[admire Marie Pierre : p] [admire Marie Pierre : p]
Arbre applicatif (A1) Arbre applicatif (A)

Les résultats, qui sont de méme type p, sont équivalents, c’est-
a-dire:

admire (Pierre, Marie) = (admire Marie) Pierre.

Cependant, ces résultats ne sont pas construits de la méme
fagon, ils n’ont pas la méme histoire constitutive. Dans ’arbre
applicatif (Ay), le prédicat verbal bivalent est appliqué globale-
ment au couple des arguments <Pierre, Marie>, comme dans le
calcul des prédicats classique. Dans I’histoire constitutive de
"arbre (A ), il apparait que le prédicat verbal, considéré comme
un opérateur binaire, est appliqué dans un premier temps au
terme qui fonctionne syntaxiquement comme «sujet», puis le
résultat, considéré comme un opérateur unaire, est appliqué 2
son tour au terme qui fonctionne comme un «complément
d’objet». Dans la constitution de 1’arbre (A;), la construction est
effectuée en appliquant dans un premier temps le prédicat verbal
au terme «objet» puis le résultat au terme «sujet», qui est ainsi
caractérisé comme étant le dernier terme qui entre dans une
relation prédicative, cette propriété servant i caractériser le
terme «sujet». En explicitant 1’histoire constitutive des résultats
construits et en utilisant 1a A-notation, nous avons:

(A<uy,uz>.admire; (uy,uy)) (<Pierre, Marie>) =
admire (Pierre, Marie);

((Ax.(Ay. admire’ (x,y))) (Pierre)) (Marie) =
admire Marie Pierre;

((AMy.(Ax. admire’ (x,y))) (Marie)) (Pierre) =
admire Marie Pierre.
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Divers arguments linguistiques montreraient que la construc-
tion (A») est celle qui doit &tre retenue dans une théorie linguis-
tique des opérations de prédication. En effet, entre autres argu-
ments, on pourrait montrer qu’il y a une relation «plus serrée»
entre le prédicat verbal et le terme «objet» qu’entre le prédicat
verbal et le terme «sujet»: la construction (Aj) reflete parfaite-
ment cette hiérarchisation des arguments qui entrent successi-
vement dans la construction applicative d’une relation prédica-
tive, hiérarchisation qui n’est absolument pas exprimée par le
formalisme du calcul des prédicats.

4.2. Analogie de Curry-Howard entre types et propositions

H. B. Curry (1958) a remarqué que les types engendrés par
des types de base & 1'aide du constructeur des types fonctionnels
étaient en bijection avec les propositions de la logique positive
des propositions dont le seul connecteur est 1'opérateur d’impli-
cation, désigné ici par ‘->‘: toute formule du Calcul sur les types
qui est un théoreme peut ainsi étre traduite immédiatement par
un théordme du Calcul positif des propositions et récipro-
quement. Curry a également remarqué que tous les types des
combinateurs de la logique combinatoire, dont nous reparlerons
au paragraphe suivant, sont des formules qui sont analogues a
des théorémes du calcul propositionnel intuitionniste. En effet, il
suffit d’interpréter le constructeur de fonctionnalité par le
connecteur d’implication et d’interpréter les types comme des
propositions. Ainsi, les formules comme:

(B->C)->((A->B)->(A->C))
(A->(B->0)) -> ((A->B)->(A->(C))

s’interprétent aussi bien comme des types que comme des pro-
positions; lorsque ce sont des types, la fleche ‘->‘ est le
constructeur de fonctionnalité entre types; lorsque ce sont des
propositions, la fléche ‘->* signifie I’'implication entre propo-
sitions. Ces formules sont des théorémes du Calcul proposi-
tionnel intuitionnisme et des théorémes du Calcul sur les types.
Dans une présentation par déduction naturelle dans le style de
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Gentzen, on peut en donner des démonstrations en se servant
des seules regles d’élimination et d’introduction de la fléche ->:

o->f o [o]
[e->]

B

[i->]

o->p

La preuve que (B->C)->((A->B)->(A->C)) est un théoréme est
donnée comme suit en «déduction naturellex:

1. B->C hyp.

2. A->B hyp.

3. A hyp.

4. A->B rappel 2.

5. B [e->], 3., 4.

6. B->C rappel 1.

7. C [e->], 5., 6.

8. A->C [i->], 3.-7.

9. (A->B)->(A->C [i->], 2.-8
10. | (B->C)->((A->B)->(A->C)) [i->], 1.-9.

La preuve que (A->(B->C)) -> ((A->B)->(A->C)) est un théo-
réme est donnée ci-dessous en «déduction naturelles:

1. A->(B->C) hyp.

2. A->B hyp.

3. A hyp.

4. A->(B->C) rappel 1.

3 B->C [e->], 3., 4.

6. A->B rappel 2.

7. B [e->], 3., 6.

8. C [e->], 5., 7.

9, A->C [i->], 3.-8.
10. (A->B)->(A->C) [i->], 2.-9.
11 [ (A->(B->C))->((A->B)->(A->C)) [i->], 1.-10.
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A titre d’exercice, montrons que le type syntaxique:
((P/(PAN))/NC) x NC x ((P\N)/N) x (N/NC) x NC

(ou son analogue propositionnel) est bien une expression de type
P. Pour simplifier les notations, remplagons les symboles qui
représentent des catégories élémentaires P, N et NC par les
symboles abstraits respectifs A, B et C interprétés comme des
types ou comme des propositions. Substituons la fleche *->* aux
constructeurs de division / ou \ et interprétons le produit ‘x’ soit
par le produit cartésien des types, soit par la conjonction de pro-
positions. Le produit ‘x’, tout comme la conjonction proposi-
tionnelle, est gouvernée par les deux régles d’élimination
(associées aux projections) et d’introduction suivantes:

AxB AxB A B

[e1-x] [ex-x] [i-x]

AxB
Apres ces changements, le type syntaxique précédent devient:
(C->((B->A)->A) x C x (B->(B->A)) x (C->B) x C

Donnons la preuve que cette formule (type ou proposition) est
une expression bien formée de type A.

1. (C->(B->A)->A) x Cx (B->(B->A)) x (C->B)xC hyp.
2. (C>({(B->A)>A)xC [ex], 1.
3. (B->B->A))x(C>B)xC [ex], 1.
4, (C->(B->A)>A)xC rappel 2.
5. (C->((B->A)->A) [e-x1, 4.
6. C [e-x], 4.
7. (B->A)->A) [e->], 5., 6.
8. (B->B->A))x(C->B)xC rappel 3.
9. (B->(B->A)) [e-x], 8.
10. (C->B) [e-x], 8.
11. C [ex], 8.
12. B [e->], 10., 11.
13. B->A [e->], 9., 12,
14. A [e->], 5., 13.
On en déduit que:

(C->(B->A)->A)x Cx (B->(B->A)) x (C->B)xC=> A
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est bien un théoréme puisque A => A est un schéma d’axiome
(dans le Calcul sur les types ou, par isomorphisme, dans le Cal-
cul propositionnel).

Le Calcul sur les types et le Calcul positif sur les propositions
étant isomorphes, toute démonstration de théorémes du Calcul
des propositions se transporte immédiatement dans le Calcul sur
les types. En particulier, comme 1I’a montré J. Lambek, le théo-
reme de Gentzen d’élimination de la coupure (Cut), qui donne
une méthode effective pour démontrer des théorémes dans le
Calcul des propositions, est applicable au Calcul sur les types.

4.3. Interprétation fonctionnelle guidée par la syntaxe

Les preuves de théorémes donnent la possibilité de construire
directement une interprétation sémantique fonctionnelle dans le
A-calcul. Aux régles d’élimination [e->] et d’introduction [i->]
du symbole ‘->‘ du Calcul des types sont canoniquement asso-
ciées des régles de construction des expressions applicatives
typées. Plus précisément, nous avons les deux régles de
construction par application [e’->] et par abstraction [i’=>] sui-
vantes:

X:o->B Y o [X :0]
[e’->]
XY :B .
Y:B
[i’->]
AXY :o->B

La premiere régle exprime que si un opérateur X de type o->f
est appliqué a un opérande Y de type o alors le résultat XY est
de type B. La seconde régle exprime que, avec I’hypothése que
X soit de type o, de I’expression Y de type B (dans laquelle
apparait une ou plusieurs occurrences de X), on peut abstraire
une A-expression AX.Y, c’est-2-dire un opérateur, de type o->P.



La logique combinatoire, types, preuves et langage naturel 121

Reprenons les exemples précédents. Les preuves qui ont €t€
données permettent de construire des expressions applicatives
(des A-expressions) typées. Nous avons ainsi:

1. X :B->C hyp.

2. Y :A>B hyp.

3. Z:A hyp.

4. Y :A->B rappel 2.

5. YZ B [e’->],3.,4.

6. X:B->C rappel 1.

7. X(YZ2):C [e’->], 5., 6.

8. AM.X(YZ) :A->C [i’->], 3.-7.

9. AY AZ.X(YZ) :(A->B)->(A->C) [i’->],2.-8.
10. | AXAYAZ X(YZ) :(B->C)->((A->B)->(A->C)) [i’->], 1.-9.

Nous venons de construire 1’expression applicative (la

A-expression) AX.AY.Az.X(YZ) de type:
(B->C)->((A->B)->(A->C))

avec les variables abstraites X, Y et z de types respectifs: B->C,

A->B, A. Cette expression applicative code directement la

preuve que le type (B->C)->((A->B)->(A->C)) est un théoreme.

De la méme fagon nous construisons 1’expression applicative
AXAY.AZ.XZ(YZ) A partir de la preuve que son type
((A->(B->C))->((A->B)->(A->C)) est un théoreme.

1. X :A->(B->C) hyp.

28 Y :A->B hyp.

3 Z:A hyp.

4, X :A->(B->C) rappel 1.

Sl X7 :B->C [e’->], 3., 4.

6. Y :A->B rappel 2.

7. YZ B [e’->], 3., 6.

8. XZ(YZ) :C [e'->], 5., 7.

9, A XZ(YZ) :A->C: [i’->], 3.-8.
10. AYAZXZ(YZ) :(A->B)->(A->C) i’->], 2.-9.
11. | AXAYAZXZ(YZ) :((A->(B->C))->((A->B)->(A->C)) [i’->],1.-10.

Toujours 2 titre d’exercice, reprenons la preuve de:
(C->((B->A)->A) x Cx (B->(B->A)) x (C->B)x C=> A
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Supposons que nous ayons 1’assignation suivante des types 2 des
expressions applicatives X, Y, Z, T et U:
(X (C->((B->A)->A)]; [Y :C}; [Z: B->(B->A))]; [T :(C->B)]; [U :C]

Nous en déduisons la construction de I’expression applicative
“((XY) (Z(TU)))* a partir de la preuve que son type
Y(C->((B->A)->A) x C x (B->(B->A)) x (C->B) x C’ est réduc-
tible 2 A.

L [X«(C->((B->A)->A)] [Y :Clx [Z: (B->(B->A))] x

[T :(C->B)Ix [U:C] hyp.

2. [X«(C->({(B->A)->A)] x[Y:C] [e-x], 1.

3. [Z: (B->B->A)] x [T (C->B)] x [U:C] [ex], 1.

4. [X (C->((B->A)->A)x[Y:C rappel 2.

5. [X(C->((B->A)->A)] [e-x], 4.

6. {Y:C] [e-x], 4.

7. [XY :(B->A)->A] [e’->], 5., 6.

8. [Z: (B->(B->A))] x [T :(C->B)] x [U :C] rappel 3.

9. [Z: (B->(B->A))] [e-x], 8.
10. [T :(C->B)] [e-x], 8.
11. [U:C] [e-x], 8.
12, [TU:B] [e’->], 10., 11.
13. [Z(TU):B->A] [e’->], 9., 12.
14, [(XY) Z(TU))): A] [e’->], 5., 13.

En revenant aux substitutions [A :=P], [B :=N] et [C := NC] et
en considérant que les expressions applicatives X, Y Z, Tet U
sont respectivement tout’, gargon’, aime’, le’, football’, la
preuve sur les types nous permet de construire directement
I’expression applicative:

((tout’ gargon’) (aime’ (le’ football’)))

qui est sous-jacente 2 la phrase: tout gargon aime le football. Le
type ‘(NC->((N->P)->P) x NC x (N-> (N->P)) x (NC->N) x P’
est une spécification syntaxique de cette phrase. La spécification
syntaxique est insuffisante pour construire 1’expression applica-
tive sous-jacente, c’est-a-dire I'interprétation fonctionnelle de la
phrase: il faut posséder une preuve que la spécification syn-
taxique est cohérente et réductible au type P des phrases. A par-
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tir de cette preuve, on peut construire la représentation applica-
tive sous-jacente a 1’énoncé.

4.4. Théorie des types de Martin-Lof

L’analogie de Curry-Howard justifie les bases de 1"approche
intnitionniste de Martin-Lof qui identifie les types et les propo-
sitions: pour Martin-L6f, une proposition n’est pas le nom d’une
«valeur de vérité» mais une proposition est un type dont les
instances sont les preuves de cette proposition. Dans cette
acceptation, une proposition A est vraie si et seulement si on
peut exhiber une preuve de cette proposition A, autrement dit
lorsque 1’ensemble des preuves de la proposition A n’est pas
vide. L’analogie entre types et propositions permet de donner
également une signification fonctionnelle & I'implication propo-
sitionnelle. En effet, dans 1’approche constructiviste de Martin-
Lo6f, I'implication entre propositions, que nous avons désignée
par: A->B’, s’interpréte comme suit: la signification de la pro-
position ‘A->B’ est donnée par une procédure fonctionnelle qui
doit construire une preuve de la proposition B a partir d’une
preuve de la proposition A. La théorie de Martin-Lof développe
donc¢ I'analogie de Curry-Howard en I’étendant aux autres
connecteurs logiques (‘& et ‘V’), & la négation (interprétée,
comme dans I"approche intuitionniste de Heyting par 1’absur-
dité) et aux quantificateurs d’existence et d’universalité. Les
types sont des spécifications de programmes. A un type donné
peut correspondre aucun programme (lorsque la spécification
n’est pas correcte) ou un ou plusieurs programmes qui sont
«équivalents en extension», puisqu’ils construisent le résultat ce
qui est spécifié par le type, mais qui différent «en intension»
puisqu’ils construisent le résultat par des chemins différents. Les
preuves que ces types sont des théorémes du calcul inférentiel
sur les types sont des instances de ces types; ces instances sont
alors représentables par des A-expressions, construites directe-
ment & partir de ces preuves; ces A-expressions codent donc les
preuves associées a un type, elles décrivent également les pro-
grammes dont le type est une spécification.
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5. Composition des unités linguistiques

Les unités linguistiques, étant des opérateurs, sont compo-
sables entre elles. Les unités linguistiques étant, au moins pour
certaines d’entre elles, des opérateurs typés, elles sont éventuel-
lement composables entre elles, tout comme deux fonctions X et
Y sont composables entre elles lorsque 'image de 1’une est dans
le domaine de définition de I’autre. Les combinateurs de la logi-
que combinatoire étant des opérateurs abstraits, dont 1’action
intrinseque est indépendante de tout domaine d’interprétation,
ils servent & déterminer des modes de composition qui générali-
sent la composition entre fonctions. Un combinateur permet
ainsi de construire des opérateurs complexes A partir d’opéra-
teurs plus élémentaires. Chaque combinateur peut étre repré-
senté par une A-expression close (c’est-2-dire sans variables
libres) du A-calcul de Church. Chaque combinateur peut aussi
étre inséré directement dans le systeme applicatif de la logique
combinatoire de Curry au moyen de régles qui spécifient exac-
tement son action sur les opérandes sur lesquelles il porte.
Comme toutes les constantes logiques (fléche ou produit carté-
sien), la signification d’un combinateur est précisée par des
régles d’élimination et d’introduction. Donnons quelques
exemples de combinateurs.

5.1. Combinateurs élémentaires

Notation: Dans ce qui suit, les symboles X, Y, Z, ..., x, Yy, Z, ..
désignent des expressions applicatives quelconques qui repré-
sentent des opérateurs. Comme un combinateur construit un
opérateur complexe A partir d’autres opérateurs, les symboles X,
Y, Z désignent les opérateurs qui sont constitutifs de I’ opérateur
complexe construit par un combinateur et les symboles
X, ¥, Z, ... désignent les opérandes de 1I’opérateur complexe.
Chaque combinateur est défini soit par une A—expression
close soit par une régle d’élimination et une régle d’introduc-
tion. Nous donnons pour les combinateurs élémentaires les
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A-expressions associées et les régles d’élimination et d’intro-
duction.

Combinateur I Le plus simple des combinateurs est le combi-
nateur d’identité I.

I =ger AX.AX. XX
IX)x Xx
[e-I] [i-1]
Xx (IX)x

L’opérateur IX est construit & partir de I’opérateur X; ’action de
IX sur un opérande x est la méme que celle de X.

Combinateur B. Le combinateur B exprime un mode de com-
position qui s’interpréte comme la simple composition de fonc-
tions lorsque les opérateurs sont interprétés par des fonctions
ensemblistes.

B =4 AX.AY . Ax.f(gX).

(BXY)x X(Yx)
[e-B] —— [i-B]
X(Yx) (BXY)x

L’opérateur BXY est un opérateur complexe obtenu en compo-
sant les deux opérateurs X et Y entre eux. L action de cet opéra-
teur complexe BXY sur un opérande x est précisée par les regles
d’élimination et d’introduction. Lorsque les opérateurs X et Y
sont interprétés comme des fonctions ensemblistes, le combina-
teur B représente exactement la composition des fonctions,
d’ou: XoY = BXY.

Combinateur S. Le combinateur S est une généralisation de B,
il compose deux opérateurs X et Y, d’olt I’opérateur complexe
SXY:
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S =ges AXAY. AXx. Xx(Yx)

(SXY)x Xx(Yx)
[i-S]
Xx(Yx) (SXY)x

L’opérateur complexe SXY, lorsqu’il a pour opérande x, donne
le méme résultat que I’action de X sur I’argument x et sur le
résultat de ’opérateur Y sur x.

[e-S]

Combinateur W. Le combinateur de diagonalisation W du-
plique I’argument d’un opérateur binaire X.

W =def AX.Ax. Xxx

(WX)x Xxx
[i-W]
Xxx (WX)x

L’opérateur WX est un opérateur complexe construit 3 partir de
I'opérateur X; ’action de W consiste 2 dupliquer un méme
argument x de X (processus de diagonalisation).

(e-W]

Combinateur C. Le combinateur C de conversion est défini
comme suit:

C =ger XX Ax.Ay. Xyx

(CX)xy Xyx
[-C]

Xyx (CX)xy

L’opérateur (CX) est un opérateur complexe (le converse de
I"opérateur X); 'action de CX est précisée par les régles: si X
opere sur les opérandes x puis y dans cet ordre applicatif, alors
I’opérateur (CX) opére sur les opérandes y puis x dans cet ordre
applicatif, autrement dit (CX) opere sur les arguments permutés
de X.

[e-C]
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Combinateur C#. Le combinateur C# (dit de “lifting”) est défi-
ni comme suit:

C# =gt AY.AX.YX
(C*X)Y YX
[e-C¥] ——— [i-C*]
YX (C*X)Y
L’ opérateur (C*X) est un opérateur complexe construit 2 partir
de X; son rdle opératoire est tel que si X était opérande par rap-

port & I’opérateur Y alors I’opérateur Y devient opérande de
I’ opérateur (C*X).

Combinateur K. Le combinateur K (création d’argument fictif)
est défini par:

K =def AX Ax.X
(KX)x X
[e-K] [i-K]
X (KX)x

Combinateur ®. Le combinateur ® (intrication d’opérateurs
agissant en parallele) est défini par:

D =4et AXAY.AZ.Au. X(Yu)(Zu)

dXYZu X(Yu)(Zu)
[e-®] —M— [i-®]
X(Yu)(Zu) dXYZu

Chaque combinateur introduit une relation f3-réduction élé-
mentaire (et sa converse une f3-expansion) entre I’expression du
programme de combinaison spécifié par le combinateur et le
résultat de I’exéeution du programme, autrement dit entre I’ex-
pression avec combinateur et le résultat de 1’action du combina-
teur sans ce combinateur. Nous avons par exemple, les B-réduc-
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tions (B-expansions) élémentaires suivantes, associées aux com-
binateurs élémentaires précédents:

IX pf=>X X <=f IX
BXYz B=> X(Yz) X(Yz) <=B BXYz
WXy B=> Xyy Xyy <=B WXy
CXyz B=> Xzy Xzy <=B CXyz
C+XY B=>YX YX <=p C+XY
SXYz B=> Xz(Yz) Xz(Yz) <= SXYz

OXYZu  B=>X(Yu)(Zu) X(Yu)(Zu) <=p ®XYZu

La fermeture réflexive et transitive de la relation engendrée par
les B-réductions (respectivement B-expansions) élémentaires
constitue la relation de P-réduction (respectivement de
B-expansion). Cette relation de B-réduction (et de [-expansion)
structure I’ensemble des expressions applicatives avec combina-
teurs.

5.2. Propriétés des combinateurs

Les combinateurs ne sont pas tous indépendants. Par
exemple, on a: [I = BCC]. Cette identité entre combinateurs
signifie que «le converse du converse est la méme chose que
I'identité». En effet:

1. BCCXyx hyp.

2. C(CX)yx [e-B], 1.
3. CXxy [e-C], 2.
4. Xyx [e-C], 3.
5. IXyx [i-1], 4.

Il existe une infinité dénombrable de combinateurs puisqu’il
est possible de les faire agir les uns sur les autres par I’applica-
tion et donc de construire des combinateurs dérivés. Par
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exemple, on peut définir par récurrence les combinateurs B2,
plus généralement B™, comme suit [B? =gef BBB], [B? =ger
BBB®-1]. On démontre que les actions de ces combinateurs
sont définies par les réductions:

BXYZ, =>X(YZ;)
B2XYZZ, =>X(YZ,Z,)
B"XYZ\Z; ... Zy =>X(YZZ; ... Zy)

On démontre qu’il est possible de définir tous les combinateurs
a partir de combinateurs de base. On peut prendre pour combi-
nateurs de base les combinateurs S et K, les autres combinateurs
&tant tous définissables en termes de S et K. Ainsi, nous avons
la définition de I: [I =4, SKK]. En effet:

1. SKKx hyp.

2. Kx(Kx) [e-S], 1.
3. x [e-K], 2.
4. Ix [i-1], 3.

L’utilisation des combinateurs permet de définir des proprié-
tés intrinséques d’opérateurs particuliers sans faire appel a des
variables. Ainsi, lorsque X est un opérateur binaire, exprimer
qu’il est intrinséquement commutatif, ¢’est affirmer que les
actions de X et de son converse CX conduisent a des résultats
qui ont méme signification, en posant, sans faire appel a des
yariables, I’égalité intrinséque relative & X: [CX =g¢r X]. Don-
nons, a titre d’exemple, les formulations intrinséques de la
commutativité et de I’associativité de I’opérateur binaire, noté
“+*. défini aussi bien sur le domaine des entiers naturels que sur
celui des nombres réels, en laissant au lecteur le soin d’en véri-
fier I’exactitude:

[C+=+4]
[BC(BCW(BB2C))+ = WB2+]

Les combinateurs étant des opérateurs, ils sont typés non par des
types constants mais par des schémas de type. Dans un contexte
donné, le combinateur acquiert un type déterminé qui dépend
directement du type assigné aux opérandes.
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5.3. Schémas de type des combinateurs
Calculons par exemple le schéma de type du combinateur B.

Avec les trois hypothéses: [X(Yzx) : Y1, [Yz :B] et [z :a], dont
on peut s’ abstraire, nous avons les deux arbres suivants:

[Y :0->f] [z:0] (hyp. 3)

[X :p->1] [Yz :B] (hyp. 2)

[X(Yz) : 7] (hyp. 1)
def

=def [BXYz: %]

[BXY : a->y] [z :0]

[BX :(a->B)->(a->Y)] [Y :a->P]

[B :(B->1)->((a->B)->(0->y)]  [X :B->7]
d’ou le schéma de type assigné au combinateur B:

[B :(B->Y)->((0->)->(0->Y))]

L’algorithme consiste 2 analyser la construction de I’expression
qui définit I’action du combinateur, 3 savoir X(Yz), en décom-
posant, du sommet vers les feuilles, cette expression en faisant
apparaitre I’opérateur et I’opérande (arbre du haut). On assigne
un type (en utilisant la régle [App¢]) A partir de types assignés
par hypothése a certaines expressions. On analyse ensuite la
construction du programme de construction défini par le combi-
nateur, a savoir BXY, en assignant un type par abstraction, ce
qui revient a se libérer progressivement des hypothéses intro-
duites (arbre du bas).
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Par la méme méthode, calculons le schéma de type du com-
binateur S.

[X:0->B->Y] [z:0] hyp.3) [Y:0->B] [z:a] (hyp.3)

[Xz :p->1] [Yz :B] (hyp. 2)

[Xz(Yx) :v] (hyp. 1)
def
[SXYz:v]

[SXY :0->v] [z :0]

[SX :(0->B)->(o->Y)] [Y :a->B]

[S :(0->(B->V)->(@->P)->(0->Y)]  [X :0->(B->7)]
Le schéma de type du combinateur S est donc:

[S :(a->(B->7))->((0->B)->(o->Y))]

D’aprés I’isomorphisme de currification [CUR¢], nous avons
I’équivalence entre les schémas de type pour respectivement le
combinateur B et pour S:

(B->Y) x (0t->B))->(@->Y) = (B->P)->((0t->B)->(a->Y))
(o x B->y)x(a->P))->(0->7)) = (0->(B->7))->((ot->B)->(at->))

La lecture de ces schémas de type et des €quivalences donne des
informations sur la syntaxe des combinateur B et S. Le combi-
nateur B est un opérateur binaire qui compose entre eux deux
opérateurs de types respectifs B->y et a->P de fagon a construire
un opérateur complexe de type o->y. Le combinateur S est un
opérateur qui compose entre eux deux opérateurs, le premier est
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binaire o x B->v, le second est unaire de type a->B; le résultat
est un opérateur complexe de type o->.

Lorsqu’on interpréte les types par des propositions, on
remarque que les schémas de type de B et de S correspondent
aux deux théorémes, dont on a donné plus haut une démonstra-
tion, du Calcul propositionnel:

(B->C)->((A->B)->(A->(C))
(A->(B->C))->((A->B)->(A->C))

On démontre que tout schéma de type assigné A un combinateur
de la logique combinatoire est 1’analogue d’un théoréme du Cal-
cul propositionnel.

5.4. Grammaire Catégorielle Combinatoire Applicative
(GCCA)

Les combinateurs nous permettent de construire I'interpréta-
tion fonctionnelle d’un énoncé sous forme d’une représentation
applicative normalisée sous-jacente a cet énoncé. En effet, les
unités linguistiques étant des opérateurs, ils se voient assignés
des types fonctionnels qui sont éventuellement composables
entre eux puisque certains opérateurs, comme les fonctions, sont
composables. Une extension des Grammaires Catégorielles
classiques (avec le Calcul de Lambek notamment) a consisté 3
introduire des transformations sur les types (par exemple, I’opé-
ration de «type raising» (comme: ¢, => 8}'({3\0&)) et des composi-
tions entre types fonctionnels composables (comme: (Y/B) x
(B/or) =>7/o). Ces compositions entre les types d’unités linguis-
tiques et les transformations de types sont justifiées lorsqu’on
remarque que ces unités typées sont composées ou transformées
en tant qu’opérateurs. La Grammaire Catégorielle Combinatoire
et Applicative (GCCA) étend les Grammaires Catégorielles
classiques en: 1°) exploitant systématiquement cette remarque
ce qui revient 2 effectuer parallelement des opérations sur les
types qui guident les opérations sur les unités linguistiques;
2°) en donnant une stratégie heuristique, sous forme de méta-
régles, qui permettent de trouver une preuve de réduction du
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type syntaxique au type des phrases. En effet, nous avons vu que
des que ’on avait obtenu une preuve de ce que le type de la
suite, avec types assignés, était réductible au type des phrases
(vérification de la correction syntaxique ou de la cohérence de la
spécification syntaxique), on pouvait en déduire immédiatement
la construction de 1'expression applicative associée a la suite
analysée. Cependant, I’obtention de la preuve n’est pas immé-
diate: quelle doit étre la procédure que I’on doit suivre pour
trouver cette preuve? Les métarégles de la GCCA (thése de
I. Biskri) donnent des éléments de réponse A cette question. Par
ailleurs, lorsqu’on proceéde a 1’analyse d’un énoncé, on doit pas-
ser progressivement d’une expression concaténée typée, ¢’est-a-
dire & la présentation «en surface» de 1’énoncé, & une expression
applicative typée, c’est-a-dire I'interprétation fonctionnelle de
1I’énoncé. Pour cela, on introduit «localement» dans un premier
temps des combinateurs qui correspondent & des compositions
de types ou 2 des transformations de types nécessaires pour que
I’analyse syntaxique puisse conclure. Ensuite, dans un second
temps, la «normalisation» de I’expression applicative ainsi
construite conduit, par une succession d’élimination des combi-
nateurs introduits «localement», & construire, par des B-réduc-
tions, une représentation applicative normalisée, appelée forme
normale de I’énoncé analysé. On sait que, d’apres le théor¢me
de Church-Rosser, cette forme normale est unique et, d’apres le
théoréme de normalisation, qu’elle existe: toute expression
applicative bien typée a une forme normale.

Pour résumer, on peut dire que les régles d’inférence sur les
types, les introductions «locales» de combinateurs et les f-
réductions entre expressions applicatives constituent un «univers
de calcul sur les expressions applicatives typées» dans lequel
sont situées les preuves de réduction (réduction entre types;
normalisation) que 1’on cherche. Les métarégles sont utilisées
pour trouver et construire, dans un certain nombre de cas, une
preuve particuli¢re de réduction sur les types, cette preuve est
codée par une expression applicative que I’on normalisera ensui-
te pour y trouver la forme normale.

Pour illustrer notre propos, donnons un échantillon de regles
extraites de la GCCA (voir la totalité des reégles dans: Biskri,
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Desclés, Biskri 1996). Aux régles de vérification syntaxique de
la Grammaire Catégorielle Combinatoire (GCC) de
M. Steedman, on associe canoniquement, dans la GCCA, des
régles de construction sémantique qui introduisent «localement»
des combinateurs.

regle de vérification syn- -régle de construction sémanti-
taxique (GCC: Steedman) que (GCCA: Desclés-Biskri)

PB/o) x o [X: (B/o] x [Y : o]

>{>] >[>]
B XY : B]
(o/B) x BhY) [X: (/B x [Y : B)]

>[B] >[B]

oy [BXY : o/v]
o [X:a]
—[T] >[Cx*]
B/(B\a) [C*X: B/(B\v)]

Les prémisses dans les régles de construction syntaxique sont
des conjonctions d’expressions typées en relation biunivoque
avec une juxtaposition d’expressions linguistiques (donc non
applicatives) mais les conclusions sont des expressions applica-
tives typées et «locales».

Nous allons présenter un exemple d’analyse d’un énoncé
dans le cadre des GCCA. en reprenant I’analyse syntaxique et
sémantique de 1’énoncé:

Tout gargon aime le football

que I’on comparera 2 ’analyse du méme énoncé effectuée dans
un précédent paragraphe (voir § 4). En assignant des types syn-
taxiques aux unités linguistiques élémentaires de cet énoncé,
comme nous I’avons déja effectué, nous avons obtenu une
expression concaténée (ec) sous forme d’une juxtaposition
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d’unités linguistiques (ici des mots) avec types assignés, 1’opé-
ration de juxtaposition étant désignée par ‘x’:

(ec) [tout :((P/(P\N))/NC)] x [gar¢on :NC] x [aime :((P\N)/N):] x
[le :(N/NC)] x {football :NC]

Les types assignés dans (ec) sont les types constitutifs du type T
de (ec):

() 1t =(P/(P\N))/NC) x NC x ((P\N)/N) x (N/NC) x NC

Le calcul inférentiel sur les seuls types syntaxiques, avec les
regles précédentes (inférence (I)), conduit a vérifier que
I’expression est syntaxiquement «bien formée» puisque de type
P:

((P/(PAN))/NC) x NC x ((P\N)/N) x (N/NC) x NC
>[>]

P/(P\N)
>[B]

P/N
>[B]

P/NC

>[>]
P

Ce calcul est la preuve que relation (R):
(R) ((P/(P\N))/NC) x NC x ((PAN)/N) x (N/NC) x NC=>P

est un théoréme du systtme inférentiel des types. Des méta-
régles (que nous ne donnons pas ici) ont pour but de déclencher
des changements de types a certains endroits et de composer les
types & d’autres endroits. Ces métarégles nous conduisent a
construire, parmi toutes les preuves possibles, une preuve parti-
culiere en adoptant une stratégie «quasi-incrémentale», c’est-
a-dire en procédant, autant que faire se peut, 4 une analyse de la
suite textuelle «de gauche a droite». Comme on peut le voir, la
preuve proposée est différente de celle qui a été donnée dans un
précédent paragraphe, cette derni¢re procédant par un balayage
entier de la suite textuelle avec retour en arriére (c’est-a-dire



136 Jean-Pierre Desclés

avec «backtracking»). A cette inférence sur les types, les régles
de construction sémantique de la GCCA associent canonique-
ment un calcul sur les unités linguistiques typées: a la régle
d’application [>] correspond une simple application d’un opéra-
teur & un opérande, a Iutilisation inférentielle de la régle [B] sur
les types correspond une composition fonctionnelle des unités
linguistiques, considérées comme des opérateurs, ce qui conduit
a I’introduction «locale» du combinateur B: le combinateur note
dans le calcul lui-méme la composition fonctionnelle des unités
linguistiques. Ce calcul, de méme structure que le calcul infé-
rentiel sur les types, est effectué a I’aide des régles de construc-
tion sémantique. Nous avons:

1. [tout :(P/(PAN))/NC] x [gargon :NC] x [aime :(PAN)/N):] x

[le :N/NC] x [NC :football) hyp.
2. [(tout garcon): P/(P\N)] x [aime :(PAN)/N)] x

[le : (N/NC) : le] x [football : NC] [>], 1.
3. [B(tout gar¢on) (aime)] x [le : N/NC] x [football ; NC] [B], 2.
4. [B(B(tout garcon) (aime)) (le) : N/NC] x [football : NC] [B], 3.
5. [B(B(tout garcon) (aime)) (le) (football): P] [>], 4.

Ce processus de calcul (C) construit progressivement une
expression applicative globale (ea) de type P a partir de I'ex-
pression concaténée typée (ec) de type T, en introduisant
«localement» des combinateurs et en composant «localement»
les unités par 1’opération d’application:

(ea) B(B(tout gargon) (aime)) (le) (football)

Toute I’information pour construire I’expression (ea) est entie-
rement déterminée par: (i) I’assignation de types aux unités lin-
guistiques élémentaires de (ec) et donc par le type T, et par
(ii) I'inférence (I) du type T au type P. Comme I’expression
typée (ec) encode a la fois les informations données par (i), la
construction (C) de (ea) a partir de (ec) a été effectuée, au
moyen des reégles de la GCCA, en se laissant enti¢rement guider
par I'inférence (I) sur les types.

L’information syntaxique sur 1’énoncé est entieérement four-
nie par le type T. Ce type T code les contraintes d’agencement
syntaxique des unités linguistiques avec des types assignés. Si le
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type T constitue une spécification syntaxique de I’expression
applicative (ea), sa seule connaissance n’est pas suffisante pour
fournir la méthode de construction de 1’expression applicative
(ea) associée. Dans le cadre de la GCC de Steedman, avec les
seules régles syntaxiques comme [>], [B] et [T], la construction
de ’expression applicative sous-jacente 2 1'énoncé doit €tre
effectuée dans un second temps en s¢ donnant des reégles
d’interprétation dans le A-calcul et des principes d’unification.
En revanche, les régles constructives de la GCCA nous permet-
tent de vérifier, par inférence, d’une part que le type T est «bien
formé» et réductible au type P des phrases, autrement dit, de
vérifier que les contraintes d’agencement syntaxique codées par
T sont cohérentes et, si tel est le cas, d’autre part d’en déduire
ensuite la construction de I’expression applicative (ea), qui
donne I'interprétation fonctionnelle de 1’énoncé. La construction
(C) est entierement guidée par la structure de I'inférence (I). II
apparait alors que 1’expression applicative (ea) est une certaine
instance du type P, instance dont la construction effective est
entierement déterminée par (i) la spécification syntaxique Tet
(ii) une certaine preuve que la relation inférentielle (R) *t => P’
est bien un théoréme du systdme inférentiel sur les types.
D’autres instances de type P avec une spécification syntaxique
de type T seraient construites de la méme fagon. Par exemple, les
expressions applicatives:

(ea’)  B(B(toute fille) (aime)) (la) (cuisine)
(ea”)  B(B(tout surveillant) (respecte)) (la) (réglementation)

sont des instances du type P avec une spécification syntaxique
de type 1: les constructions de ces expressions sont analogues,
seules les unités linguistiques avec une méme assignation des
types constitutifs de T, changent.

Alors que ’expression (ec) n’est pas une expression applica-
tive mais une expression concaténée typée —de type T —,
I’expression (ea) est une expression applicative typée - du type
P obtenue par inférence a partir de la spécification syntaxique
fournie par le type T. Or, I'analyse de la structure applicative
(ea) montre que cette expression applicative exprime directe-
ment son propre mode de construction, ce qui n’était pas le cas
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de I’expression concaténée (ec). Ainsi, la seule connaissance de
la structure applicative d’une expression applicative de type P
indique comment cette expression est construite. Une telle
expression applicative code donc biunivoquement sa propre
construction.

Maintenant, étant donnée une expression applicative de type
P avec des types syntaxiques assignés aux unités linguistiques
qui la composent, on peut chercher A vérifier que la relation
inférentielle entre le type syntaxique T, déterminé par les seuls
types assignés aux unités élémentaires, et le type P, est bien un
théoréme du systéme inférentiel sur les types; pour cela, on pro-
cede aux inférences €lémentaires associées A chacune des étapes
de la construction de 'expression applicative. Pour I’expression
applicative (ea) qui nous sert d’exemple conducteur, nous
avons:

1. [B(B(tout garcon) (aime)) (Ie) (football) :P] hyp.
2. [B(B(tout gar¢on) (aime)) (le) :P/NC] x [football :NC] [>], 1.
3. [B(tout gargon) (aime):P/N] x [le:N/NC] x [football:NC] [B], 2.
4.  [(tout gargon):P/(P\N)] x [aime:(P\N)/N)] x [1e:N/NC] x

[football :NC] [B], 3.
5. [tout :(P/(P\N))/NC] x [gargon :NC] x

[aime :(P\N)/N)} x [le:N/NC]x[football :NC)] [>], 4.

Nous en déduisons le théoréme sur les types: P <= 1. L’expres-
sion applicative (ea) de type P peut donc bien étre également
considérée comme une instance de type T. On remarquera, au
passage, que les schémas de types des occurrences du combina-
teur B seraient instanciés en tenant compte des types des opéra-
teurs sur lesquels il agit.

Revenons maintenant 4 1’expression applicative (ea):
(ea) B(B(tout gargon) (aime)) (le) (football)

Cette expression contient des combinateurs que 1’on peut cher-
cher a éliminer. Nous en déduisons la B-réduction (considérée
comme un processus de normalisation) suivante entre expres-
sions applicatives de méme type:
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Processus de normalisation:

1. [B(B(tout gargon) (aime)) (le) (football): P] hyp.
2. [(B(tout gargon) (aime)) (le football) : P] [e-B], 1.
3. [(tout gar¢on) (aime (le football)) : P] [e-B], 2.

Le dernier pas est I’expression applicative:
(fn) (tout gargon) (aime (le football))

constitue de ce fait une «forme normale» (au sens technique de
la logique combinatoire) de I’expression applicative (ea) car elle
ne peut plus étre réduite. Cette expression est aussi la forme
normale sous-jacente & 1’énoncé analysé tout garcon aime le
football.

Remarquons que, pour les mémes types assignés aux mémes
unités linguistiques élémentaires, la forme normale (fn) décrit
un mode d’agencement applicatif différent de celui qui est
exprimé par (ea); cette forme normale code donc un autre mode
de construction applicative que celui qui est codé par (ea). Il
s’ensuit que la forme normale (fn) correspond a une autre infé-
rence entre les types; cette inférence est directement déduite de
la construction applicative (fn). Nous avons:

((P/(P\N))/NC) x NC x (P\AN)/N) x (N/NC) x NC

>

N

>
P\N

P/(P\N)

>
p

On voit donc que les expressions applicatives (ea) et (fn) peu-
vent, toujours pour les mémes assignations de types aux unités
linguistiques élémentaires, étre considérées comme deux ins-
tances différentes du méme type . Elles expriment deux pro-
grammes applicatifs distincts de méme spécification syntaxique
7. Cependant, ces deux programmes applicatifs ne sont pas



140 Jean-Pierre Desclés

indépendants puisque le programme (ea) est réductible au pro-
gramme (fn):

[B(B(tout gar¢on) (aime)) (le) (football): P}
B=> [(tout gargon) (aime (le football)): P].

Le programme (fn) exprime la construction applicative
«normale» sous-jacente & 1’énoncé (ec). Il a été obtenu au
moyen d’un «processus de normalisation» portant sur (ea). Les
deux expressions applicatives (ea) et (fn) représentent deux
interprétations fonctionnelles du méme énoncé tout gargon aime
le football. Puisque ces deux interprétations sont intereliées par
une B-réduction, elles expriment une signification commune
dont un représentant canonique est justement la forme normale
(fn). Ces programmes diffeérent uniquement par des modes de
construction différents des mémes unités linguistiques agencées.
L’expression (ea) est un programme construit par une «stratégie
incrémentale» & partir des informations contenues dans le type T,
c’est-a-dire en allant «de gauche 2 droite» et en composant le
syntagme quantifi€ (tout gargon), considéré comme un opéra-
teur, avec le verbe (aime) puis le résultat est de nouveau com-
posé avec ’article (le), lui aussi opérateur, et expression ainsi
obtenue est un opérateur qui est appliqué finalement a 1’opé-
rande nominal (football). Bien que U'expression (fn) soit de
méme type, elle exprime un programme de construction qui
coincide directement avec son interprétation fonctionnelle: dans
un premier lemps, un premier syntagme nominal (le football) est
construit par application, puis ensuite le syntagme verbal (aime
(le football)) est construit en appliquant le prédicat (aime) sur le
syntagme nominal déja construit (le football); le syntagme
quantifié (fout garcon) est ensuite appliqué au syntagme verbal.
Par conséquent, ces deux programmes applicatifs (ea) et (fn)
construisent, par des moyens différents, une méme signification.
On dira que ces programmes constructifs différent en intension.
mais que leurs extensions sont équivalentes.

La construction sémantique de ’énoncé tout gargon aime le
Jfootball est obtenue en «recollant» le processus de normalisation
(pas 52 7) a la construction (pas 1 2 5) directement calquée sur
I'inférence entre types: T => P:
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1. [tout :(P/(P\N))/NC] x [gar¢on :NC} x {aime :(PAN)/N):] x

[le :N/NC] x [NC :football] hyp.
2. [(tout gargon): P/(P\N)] x [aime : (PAN)/N)] x

[le : (N/NC) : le] x [football : NC] [>], 1.
3. [B(tout gargon) (aime)] x [le : N/NC] x [football : NC] [B], 2.
4. [B(B(tout gargon) (aime)) (le) : N/NC] x [football : NC] [B], 3.
5. [B(B(tout gargon) (aime)) (le) (football): P] >, 4.
5. [B(B(tout gargon) (aime)) (le) (football): P] >, 4.
6. [(B(tout gar¢on) (aime)) (le football) : P] [e-B], 5.
7. [(tout gargon) (aime (le football)): P] [e-B], 6.

6. Opérateurs illatifs

Nous allons passer A une représentation en «logique illative»
(branche de la logique combinatoire obtenue en adjoignant aux
combinateurs des opérateurs qui jouent le role inférentiel des
quantificateurs et des connecteurs dans la logique classique du
premier ordre). Introduisons les opérateurs de quantification
universelle non restreinte et restreinte [Ty et TT;.

Soient deux expressions applicatives X et Y représentant
deux opérateurs unaires, I’expression Iy X (lire: «tout est X») et
I, XY (lire: «tout X est Y» ou «tout ce qui est X est Y») sont
deux expressions applicatives propositionnelles obtenues en
appliquant respectivement le quantificateur Iy sur X ou le
quantificateur Iz sur X, puis le résultat sur Y. L’opérateur E
indiquant I’existence (dans un univers spécifié¢ d’entités) d’opé-
randes de I’opérateur X sur lequel E porte (ce qui signifie que le
domaine de définition de X n’est pas vide), les régles d’élimina-
tion des deux quantificateurs sont données comme suit:

I, X, EX I[L,XY, Xx
[e-I]}]] ——M8M8 [e-I12]
Xx Yx

La premiere régle signifie que si X est un prédicat (unaire) et si
x est un élément (quelconque) qui existe dans le domaine
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(univers de discours) de définition de X, ce que 1’on représente
par EX, alors le prédicat X s’applique A x. La seconde régle
signifie que si I’on a la proposition [1,XY et si I’opérateur X
s’applique 2 x, alors I’opérateur Y s’applique également 2 x.

Désignons par ‘p’ le type particulier des expressions proposi-
tionnelles. Supposons que X et Y soient des opérateurs de type
fonctionnel 1->p ou 1 est le type des entités individuelles. Ces
opérateurs sont donc des constructeurs de propositions. Les
types de I et de [, sont définis comme suit

II3: (->p)->p
I13: (->p)->((t->p)->p).

Le quantificateur I1; est un opérateur qui s’ appliquant & un pré-
dicat de type t->p construit une proposition de type p. Le quan-
tificateur Iy est un opérateur qui en s appliquant a un prédicat
de type 1->p construit un autre opérateur de type (i->p)->p.
Puisque, d’apres le principe de currification, nous avons 1I’équi-
valence de types:

(1->p) X (1->p)->p = (1->p)->((1->p)->p)

nous pouvons dire que le quantificateur I1; s’applique 3 un
couple de prédicats pour construire une proposition.

L’expression applicative obtenue précédemment 3 partir de
I’énoncé rout garcon aime le football:

(tout gargon) (aime (le football))

est représentée maintenant par une autre expression applicative
en utilisant le quantificateur restreint ITy:

I1; (gargon) (aime (le football)).

Nous en déduisons I’inférence suivante entre expressions
applicatives de méme type P:

IT; (gargon) (aime (le football)), gargon (Julien)

aime (le football) (Julien)
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En effet, nous avons:

1. TI, (gargon) (aime (le football)) hyp.

2. 2.1. garcon (Julien) hyp.

3. 2.2. Il (gargon) (aime (le football)) rep. 1.

4. 2.3. (aime (le football)) (Julien) [e-I1,], 3., 2.

En francgais I’inférence:

«si tout gargon aime le football et si Julien est un gargon,
alors Julien aime le football»

exprime directement I’inférence précédente.

Etant donné un énoncé, dont la spécification syntaxique est
exprimée par un type syntaxique T. Nous avons un parallélisme
étroit entre d’une part le choix d’une preuve syntaxique que le
type T se réduit au type P des phrases et d’autre part la construc-
tion de I’interprétation fonctionnelle qui est directement guidée
par la preuve choisie choisies. A propos de I'exemple traité tout
garcon aime le football, trouver une preuve de la relation entre
types:

((P/(P\N))/NC) x NC x (P\N)/N) x (N/NC) x NC=>P

conduit directement 3 trouver une construction d’une expression
applicative qui peut elle-méme &tre réduite a sa forme normale.
Cette forme normale rend possible le remplacement des quanti-
ficateurs linguistiques par des quantificateurs illatifs. Nous
avons ainsi:

[tout: ((P/(P\N))/NC)]x[gar¢on :NC]x[aime :(P\N)/N]x [(N/NC) :1e]x[NC :football]
-> [B(B (tout garcon) aime) (le football) : P]
p=> [(tout gargon) (aime (le football)) :P]

= [IT, (gargon) (aime (le football)) :P].

Nous avons des régles analogues aux régles relatives aux quanti-
ficateurs universels pour les quantificateurs existentiels X; et 2.
Soient X et Y deux prédicats unaires. Donnons les régles d’éli-
mination:
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X, Xx=>7Z XY, Xx=>Z,Yx=>7Z

[e-Z4] [e-X5]
Z Z

ol ‘x’ est un élément non spécifié du domaine de définition de
X (ou d’un sous domaine commun de définition de X et de Y).

Les reégles d’introduction sont:
Xx &(Xx)(Yx)
(-Z;] — [i-Z7]
%X XY
Nous utiliserons plus tard ces régles.

Donnons un autre exemple d’énoncé: Marie admire un cer-
tain gar¢on. Nous avons I'assignation suivante de types syn-
taxiques:

[Marie :N] x [admire :(P\N)/N):] x [un:(P/(P\N))/NC] x [garcon :NC].
Nous en déduisons la construction de la forme normale avec un
quantificateur existentiel:

[Marie :N] x [admire :(PAN)/N):] x [un.:(P\(P\N))/NC] x [gargon :NC]
[CxMarie: P/(P\N)] x [admire :(P\N)/N):] x [un :(P\(P\N))/NC] x [gargon :NC]
[B(C#Marie)(admire) :P/N] x [un.:(P\(P\N))/NC] x [gargon :NJ
[B(C«Marie)(admire) :P/N] x [un gargon :(P\(P\N))]

[(un gar¢on) (B(CxMarie)(admire)) :P]

[(Z7 gargon) (B(C+Marie)(admire)) :P]

S S o

7. Prédicat complexe

En linguistique, les combinateurs sont les opérateurs qui
permettent de construire des «prédicats complexes» a partir de
prédicats plus élémentaires.
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7.1. Prédicat réflexif

Cette notion de prédicat complexe a ét€ entrevue par
G. Geatch pour rendre compte, entre autres, des €noncés avec
réflexifs. En effet, prenons I’exemple suivant:

Satan s’aime.

Quel est le role sémantique du réflexif se? Ce clitique a-t-il un
simple role anaphorique avec une fonction syntaxique de
«complément d’objet» ou bien assume-t-il un autre role? Lors-
qu’on substitue (a la position prés) Satan au clitique se, on
obtient bien la paraphrase:

Satan s’aime -> Satan; aime Satan;,

On pourrait par conséquent penser que se est la trace, en posi-
tion d’objet, d’une anaphore du sujet syntaxique. Or, deux diffi-
cultés surgissent: premi¢rement, on peut avoir I’anaphorique lui-
méme en position d’objet avec la co-présence de se:

Satan s’aime lui-méme

ensuite, avec une quantification universelle, le réflexif se
n’assume pas la fonction anaphorique de renvoi au sujet syn-
taxique puisque 1’on a pas la paraphrase:

Chacun s’aime # chacun aime chacun.

La solution entrevue par Geatch, & la suite de recherches
logiques menées au moyen dge, consiste A construire le prédicat
complexe «aimer soi-méme» qui s’applique alors directement au
terme sujet. Geatch ne propose pas une formalisation adéquate
de cette notion de prédicat complexe. Selon nous, la logique
combinatoire est un cadre formel tout désigné pour formaliser
cette notion. Le prédicat «aimer soi-méme» est construit A partir
du prédicat plus élémentaire «aimer» a 1'aide du combinateur
W. Nous le définissons comme suit:

[«aimer-soi-méme» =g W aimer].
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La phrase Satan s’aime est analysée par I’application du prédi-
cat complexe «aimer-soi-méme» au terme Satan, d’ou la repré-
sentation applicative préfixée (I’opérateur précéde 1’opérande):

(«aimer-soi-méme») (Satan).

La définition du prédicat complexe permet de résoudre les diffi-
cultés signalées. En effet:

1. («aimer-soi-méme») (Satan) hyp.

2. [«aimer-soi-méme» =4o¢ W aimer] def

3. (W aimer) (Satan) rempl. 2., 3.
4. aimer (Satan) (Satan) [e-W]

d’ou la paraphrase (techniquement, c’est une B-réduction entre
expressions applicatives):

(«aime-soi-méme») (Satan) B => aime Satan Satan

qui correspond 2 I’inférence suivante: de Satan s’aime on peut
déduire que Satan aime Satan, les deux occurrences de Satan
ayant pour référence le méme individu /Satan/.

Le passage de I’expression concaténée a la forme normale
s’effectue comme suit:

1. [Satan :N] x [se :(P\N)\N)/((P\N)/N)] x [aime :(P\N)/N]  hyp.
2. [C= Satan :(P/N)/((P\N)WN)] x [se :((PAN)\N)/((PAN)/N)]

X [aime :(P\N)/N] [Cx]
3. [B(C= Satan)(se) : (P/N)/((P\N)/N)] x [aime :(P\N)/N] [B]
4. [B(Cx* Satan)(se) (aime) :P] [>]
5. [(Cx Satan) (se aime) :P] [e-B]
6. [(se aime)(Satan) :P] [e-Cx]
7. [se aime =4,; W aime] def
8. (W aime) (Satan) rempl., 7., 6.
9. aime Satan Satan [e-W]

Prenons maintenant la quantification universelle:
Chacun s’aime.

Cette phrase est analysée a I’aide de I’opérateur illatif ITy; cet
opérateur s’applique au prédicat complexe «aimer-soi-méme»
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pour construire une proposition, d’ol les représentations appli-
catives équivalentes suivantes:

(chacun) (se aime) = I1{(W (aimer))

Nous avons en effet le passage de la présentation de 1’énoncé
sous forme d’une expression concaténée typée a sa forme nor-
male:

1. [chacun : P/(P\N)] x [[se :((P\N)/((PAN)/N)] x [aime :(P\N)/N]

2. [B(chacun)(se) : (P/((P\N)/N)] x [aime :(P\N)/N] [B], 1.

3. [B(chacun)(se) (aime) :P} [>1, 2.

4. [chacun =def ITy] def. de chacun

4, [BII1] (se) (aime) :P] rempl. 4., 3.

5. [T (se aime) :P] [e-B], 4.

6. [(se)(aime) =def W aime] def. se aime

7. TI1 (W aimer) rempl. 6., 5.

8. E(W aimer) hyp.

9. (W aime) (Satan) [e-I11], 7., 8.
10. aime (Satan) (Satan) [e-W], 9.

ce qui correspond 2 la relation d’inférence en frangais:

si chacun s’aime, étant donné Satan, alors Satan s’aime et
donc Satan aime Satan.

On voit que, dans le contexte de I’énoncé analysé, la trace lin-
guistique du combinateur W de réflexivité est se et celle de cha-
cun est le quantificateur I1;. Dans une quantification restreinte
nous avons le méme genre d’analyse. Prenons I’énoncé suivant:

Chaque homme s’aime
dont la représentation applicative construite est:

I1; (homme) (W aimer).

ot «homme» et «W aimer» sont deux prédicats unaires. Nous
avons comme dans le calcul précédent:
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1. [chaque: (P/(P\N)/NC] x [homme: NC] x [se :((PANJ\N)/((P\N)/N)]
x [aime :(PAN)/N]
2. [chaque homme :(P/(P\N)]x[se :((P\N)/((P\N)/N)] x [aime :(P\N)/N]

[chaque homme =g¢f [Ty (homme)] def.

Rl

4. [se aime =gor W aime] def.

5. Tl (homme) (W aimer)

6. homme (Satan) hyp.

7. (W aimer) (Satan) [e-TT7]
8. aimer (Satan) (Satan) [e-W]

ce qui correspond & I’inférence:

si chaque homme s’aime et si Satan est un homme alors
Satan s’aime et donc Satan aime Satan.

Avec la notion de prédicat complexe, on peut analyser des
énoncés tels que:

Satan a pitié de lui-méme
(a-pitié-de-soi)(Satan).
Seul Satan a pitié de lui-méme
(est-le-seul-a-avoir-pitié-de-soi) (Satan).
Satan n’a pitié que de lui-méme
(n’a-pitié-que-de) (Satan).
Seul, Satan n’a pitié¢ que de lui-méme
(est-le-seul-a-n’avoir-pitié-que-de-soi) (Satan).
Chacun n’a pitié que de soi-méme
(Chacun)(n’a-pitié-que-de-soi).

Nous n’indiquons pas ici comment on construit les prédicats

complexes mais les techniques de représentation a 1’aide des
combinateurs sont les mémes que dans les exemples précédents.
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7.2, Prédicat avec ellipse
On peut, par la méme méthode, rendre ainsi compte de la
signification de:
Pierre aime sa femme. Jacques aussi
qui est ambigué. Cette suite textuelle peut signifier:

soit: Pierre aime sa propre femme et Jacques aime sa propre
femme,
soit: Pierre aime sa femme et Jacques aime la femme de Pierre.

Dans la premiére interprétation, il faut analyser et représenter le
prédicat complexe «aimer-sa-propre-femme» et le combinateur
W intervient de nouveau dans sa construction. Montrons com-
ment traiter la relation paraphrastique:

1 Jean aime sa (propre) femme p=> Jean; aime (la femme de Jean;)

Soit t le type des termes et p le type des propositions. Exprimons
dans un premier temps I’opérateur unaire «la-mere-de» de type:
t->t. Nous avons la B-réduction suivante:

(est-la-mere-de T) x f=> la-mere-de T.
En effet, avec les assignations de types:

type (a-pour-mere) = t->(t->p)
type(la-mere-de) = t->t
type(K(la -mere-de)) = t->(t->p)

nous avons le calcul suivant;

1. I(est-la-mere-de T) x hyp.

2. Bl(est-la-mére-de) T x [i-B], 1.

3. C(BI(est-la-mere-de)) x T [i-C], 2.

4. [a-pour-mére =4¢ C(BI(est-la-mere-de))] def.

5. a-pour-mere x T rempl. 4., 3.
6. [a-pour-mere =4 K(la -mére-de)] def.

6. K(la-meére-de) x T rempl. 6., 5.
7. la-mere-de T [e-K], 6.
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Montrons maintenant comment on peut construire le prédicat
complexe «aimer-sa-(propre)-meére». En procédant par
B-expansions successives (c’est-a-dire par introduction succes-

sives de combinateurs), nous obtenons:

aime (la-mere-de Jean) Jean

B aime (Ia-mere-de) Jean Jean

W(B aime (la-mére-de)) Jean

BW(B aime) (la-mere-de) Jean

B(BW)B aime (1a-mere-de)

[REFL =gdef B(BW)B]

REFL, aime (la-mére-de) Jean

[aime-sa-(propre)-mere =g4of REFLy aime (Ia-mere-de)]
aime-sa-(propre)-mere Jean

XN R W

Nous pouvons analyser maintenant:
Chaque homme aime sa (propre) mére.
En effet, nous avons:

1. (chaque homme)(aime-sa-mere)
2. II, (homme) (aime-sa-m2re)
3. 3.1. (homme)(Jean)
3.2. I (homme) (aime-sa-mere)
3.3. (aime-sa-mere)(Jean)
3.4. [aime-sa-mere =4 REFL; aime (la-mére-de)]
3.5. REFL; aime (la-mere-de)(Jean)
3.6. [REFLj =4.f BBBW)B]
3.7. B(BW)B aime (Ia-mere-de) Jean
3.8. aime (la-mere-de Jean) Jean

c’est-a-dire que nous avons le raisonnement:

hyp.

[i-B], 1.

[i-W], 2.

[i-B], 3.

[i-B], 4.

def de REFL,
rempl,, 5., 6.
def. du prédicat
rempl., 7., 8.

hyp.

représent. de 1.
hyp.

rappel, 2.
[e-I13], 3.1, 3.2.
def. du prédicat
rempl., 3.4.,3.3.
def de REFL,
rempl., 3.6., 3.5.
[e-B(BW)B]

Si chaque homme aime sa (propre) mére et si Jean est un
homme alors Jean aime sa (propre) mére et donc Jean

aime la mére de Jean.
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7.3. Prédicat avec anaphore

Donnons un autre exemple ol la représentation de la signifi-
cation peut étre traitée par un prédicat complexe. Prenons
I’énoncé:

J’ai téléphoné a un électricien, il viendra demain.

L’occurrence de 1’anaphorique il n’est pas mise pour un électri-
cien (selon la théorie du pronom paresseux) puisque en rempla-
¢ant le pronom il par I’antécédent un électricien, nous n’obte-
nons pas un énoncé de méme signification:

J'ai téléphoné a un électricien, un électricien viendra
demain.

La signification de I’énoncé avec 1’anaphorique il peut étre révé-
Iée par la paraphrase suivante:

J’ai téléphoné a un électricien et cet électricien auquel
J ai téléphoné viendra demain

ce que ’on peut également exprimer dans la logique des prédi-
cats du premier ordre par une quantification existentielle d’une
variable d’individu x:

[3 x)[(électricien (x) & ((ai-téléphoné-a (je,x)) & vient-demain (x))].

Nous donnons une solution applicative en considérant le prédi-
cat complexe unaire:

«ai-téléphoné-a-qui-vient-demain»

auquel s’applique I’opérateur qui correspond au syntagme quan-
tifi€ existentiellement.

X, (électricien) («ai-téléphoné-a-qui-vient-demain»(je)).

Nous en déduisons, d’apres la régle d’élimination du quantifica-
teur existentiel 2:

1. X, (électricien) («ai-téléphoné-a-qui-vient-demain» (je))
2. &((électricien)(x)) («ai-téléphoné-a-qui-vient-demain» (je)) (x)) [e-Z2]

c’est-a-dire;
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il existe un certain électricien et c’est & lui que j’ai télé-
phoné et ce dernier viendra demain.

7.4. Probléeme des «donkey sentences»

Les «donkey sentences» posent des problémes de composi-
tion des unités linguistiques. En effet, les représentations d’un
syntagme nominal avec article indéfini un ne sont pas identiques
sclon les contextes dans lesquelles ce syntagme s’insére. Pour
nous en rendre compte, considérons 1’énoncé:

(a) Pedro posséde un dne
dont la représentation classique dans le calcul des prédicats est:

(@’) (Ix) [ane(x) & possede (Pedro,x)].

Le syntagme quantifi€ un dne se voit représenter a 1’aide d’un
quantificateur existentiel. Considérons maintenant 1’énoncé sui-
vant:

(b) Si Pedro posséde un dne, alors il [= Pedro] est heu-
reux.

Le connecteur si ... alors est étroitement associé, comme on le
sait, 2 une quantification universelle restreinte. La représentation
de cet énoncé dans le calcul des prédicats est donc exprimée par
une quantification universelle restreinte:

(b’) (Vx)[4ne (x) & possede (Pedro,x) -> est heureux (Pedro)].

Cependant, dans le calcul des prédicats, nous avons 1’équiva-
lence entre cette représentation (b’), avec quantificateur univer-
sel, et la représentation suivante (b”’), avec quantificateur exis-
tentiel:

(b”) {@x)[4ane (x) & possede (Pedro, x)]} -> est heureux (Pedro)

la portée des opérateurs de quantification étant différente dans
(b’) et (b”). On voit donc que la composition des significations
dans la représentation sémantique est conservée puisque le syn-
tagme nominal un dne est toujours représenté (a une équivalence
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d’écritures pres) a I’aide d’une quantification existentielle dans
les deux énoncés (a) et (b). Prenons maintenant un autre
contexte avec I’énoncé:

(¢) Si Pedro posséde un ane, alors il le [= cet dne] bat.

Remarquons immédiatement que la «théorie du pronom pares-
seux» ne fonctionne pas ici puisque si on remplace 1’anapho-
rique le par son antécédent un dne, on obtient alors un énoncé
(d) qui ne conserve plus la signification initiale:

(d) Si Pedro posséde un dne, alors il bat un dne.

La signification de I’énoncé analysé Si Pedro posséde un dne
alors il le bat est rendue transparente par la glose suivante:

(¢’) Si Pedro posséde un ane il bat I’ane que Pedro pos-
sede

que nous pouvons représenter dans le calcul des prédicats par
une quantification universelle restreinte:

(€”) (Vx)[ane (x) & possede (Pedro,x) -> bat (Pedro,x)].

Cette représentation n’est cependant plus équivalente a la repré-
sentation avec quantification existentielle et changement de
portée de la quantification:

(&) {(3@x)[ane (x) & possede (Pedro,x)]} -> bat (Pedro,y).

En effet, I’occurrence de y est libre et n’est pas liée par la quan-
tification existentielle, cette derniére représentation n’exprime
donc plus la signification de (c).

Ces trois énoncés (a) Pedro posséde un édne; (b) Si Pedro
posseéde un dne, il est heureux et (c) Si Pedro posséde un édne, il
le bat font apparaitre des représentations différentes pour le syn-
tagme nominal un dne selon les contextes ol ce syntagme appa-
rait; ce dernier est tantdt représenté par une quantification exis-
tentielle, tantdt représenté par une quantification universelle. 11
s’ensuit que ou bien les langues ne sont pas compositionnelles
au sens suivant: la syntaxe doit guider directement la construc-
tion sémantique, ou bien que la composition est étroitement
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dépendante du formalisme utilisé. Dans ce dernier cas, le calcul
des prédicats n’est pas un formalisme qui laisse transparaitre la
composition du frangais.

Plusieurs théories tentent d’apporter une solution a ce pro-
bléme avec plus ou moins d’élégance.. Citons par exemple les
tentatives dans le cadre de la DRT de Kamp ou dans I’interpré-
tation dynamique qui prolonge les analyses linguistiques de 1a
Grammaire Universelle de R. Montague. Une solution formelle
élégante a &€ apportée par A. Ranta (1994) qui fait appel 2 la
théorie intuitionniste des types de Martin-Lof. La logique com-
binatoire illative permet de donner une autre solution formelle
en construisant, & ’aide de combinateurs et du quantificateur
universel illatif I, le prédicat complexe:

«des-que-on;-posseéde-ane-on;-le-bat».

Pour construire ce prédicat complexe, nous allons analyser
auparavant I’énoncé suivant:

(f)  Si Pedro posséde un dne alors Juan le vend.

Nous partons de la forme normale glosée et représentée dans le
formalisme applicatif par respectivement:

«si x est un ane et si Pedro posséde cet x alors Juan vend
ce méme x»

-> (& (@ne x) (posse¢de x Pedro)) (vend x Juan).

Par des B-expansions successives qui introduisent des combina-
teurs et le quantificateur I, nous construisons le prédicat com-
plexe «des-que-onj-posseéde-un-ane-(quelconque)-ons-le-vend»
de fagon a avoir une représentation applicative «sans variables
liées». Nous avons:
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1. -> (& (ane x) (possede x Pedro)) (vend x Juan) hyp.

2. -> (& (ane x) (Cpossede Pedro x)) (Cvend Juan x) [i-C], 1.

3. -> (D& ane (Cpossede Pedro) x) (Cvend Juan x) [i-d], 2.

4. @-> (P& ane (Cpossede Pedro)) (Cvend Juan) x [i-®], 3.

5. TIp (®& ane (Cpossede Pedro))(Cvend Juan) i-ITr], 4.

6. IIp (B(®& ane) (Cpossede) Pedro)(Cvend Juan) [i-B], 5.

7. BII; (B(®& ane) (Cpossede)) Pedro (Cvend Juan) [i-B], 6.

8. C(BIIp (B(®& ane) (Cpossede))) (Cvend Juan) Pedro [i-C], 7.

9. B(C®BII; (B(®& ane) (Cpossede)))) (Cvend) Juan Pedro  [i-B], 8.

10. 10.1. B(C(BII, (B(®& 4ne) (Cpossede)))) SOus expression
10.2. BBC(BII; (B(®& ane) (Cpossede))) [i-B], 10.1
10.3. B(BBC)(BII2)(B(®& éne) (Cpossede)) [i-B], 10.2

10.4. B2(B(BBC)(BITp)) B (®& ane) (Cpossdde) [i-B2], 10.3
11. B2(B(BBC)(BII;)) B (P& 4ne) (Cposside)

(Cvend) Juan Pedro rempl., 10.3, 9.
12. [tout-Ane-que-1'on{-possede, ony-le-vend =gef

B2(B(BBC)(BI1p)) B (®& 4ne) (Cpossede) (Cvend)]  def.
13. (tout-Ane-que-1’ony -possede, ony-le-vend)

(Juan) (Pedro) rempl. 12, 11.

Le prédicat complexe «d&s-que-on;-posseéde-ane-on,-le-vend»
est donc défini par une expression applicative de la logique
combinatoire illative:

deés-que-1’on;-possede-un-ane-(quelconque), on;-le-vend

= tout-ane-que-1’on;-posséde, ony-le-vend

=4ef B2 (B(BBC)(BI1,)) B (®& ine) (Cpossede) (Cvend).

Par la méme méthode, exprimons maintenant le prédicat com-
plexe:

«deés-que-1’on;-posse¢de-ane, on-le-bat».
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Nous avons:
1. -> (& (4ne x) (possede x Pedro)) (bat x Pedro) hyp.
2. ®-> (P& ane (Cpossede Pedro)) (Cbat Pedro) x [i-®], 1.
3. ®-> (B (& ane) (Cpossede) Pedro) (Cbat Pedro) x [i-B], 2.
4. TIp (B (P& dne) (Cpossede) Pedro) (Cbat Pedro) [i-IT], 3.
5. Iy (B (P& ane) (Cpossede)) (Cbat) Pedro [i-®], 4.
6. [des-que-oni-possede-ane-oni-le-bat =def def.
PI1s (B (@& 4ne) (Cpossede)) (Cbat)]
7. (des-que-onj-posseéde-ane-on1 -le-bat) (Pedro) rempl., 6,. 5.

Le prédicat complexe «des-que-on;-posséde-ane-on;-le-bat» est
donc défini par une expression applicative de la logique combi-
natoire illative:

tout-ane-que-1’on;-posséde, on;-le-bat =ges
DI, (B(®& ane) (Cpossede)) (Cbat).

Nous avons donc représenté 1’énoncé Si Pedro posséde un dne
alors il le bat par 1'application du prédicat complexe «d&s-que-
ony-posséde-ane-oni-le-bat» au terme «Pedro» sans faire appel a
des variables liées:

(des-que-I’on;-posséde-ane, ong-le-bat)(Pedro).

8. Conclusion

Nous avons montré comment le type syntaxique d'un énoncé
spécifie 'organisation syntaxique de I’expression (énoncé). A
I’énoncé correspond un programme applicatif dont la spécifica-
tion syntaxique est donnée par son type; ce programme décrit
comment les unités linguistiques agissent en tant qu’opérateurs
sur les autres pour construire dynamiquement une signification.
Cependant, plusieurs programmes applicatifs peuvent corres-
pondre a un méme énoncé, la construction d’un programme
particulier dépendant étroitement (d’aprés I’isomorphisme de
Curry-Howard) de la réduction inférentielle du type syntaxique,
c’est-a-dire de la stratégie adoptée pour réduire le type syn-
taxique au type des phrases. Le programme normalisé, que I’on
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déduit du programme applicatif particulier construit a partir de
la réduction inférentielle du type syntaxique, décrit la représen-
tation applicative sous-jacente a 1’énoncé. Il existe une stratégie
(donnée par les métarégles de la Grammaire Catégorielle Com-
binatoire Applicative) pour: 1° construire un programme appli-
catif correspondant a I’énoncé examiné 2 partir de type syn-
taxique de cet énoncé (utilisation de régles inférentielles sur les
types, guidées par des métarégles); 2° en déduire le programme
applicatif normal sous-jacent a I’énoncé, en normalisant, par des
B-réductions, le programme déja construit; ce programme nor-
mal représente 1’interprétation sémantique fonctionnelle de
I’énoncé analysé.

La discussion sur la composition (ou la non composition) des
significations associées aux unités linguistiques dans les langues
doit &tre reprise dans le nouveau cadre formel plus large de la
logique combinatoire. Plus généralement, c’est la quantification
des termes nominaux dans les langues naturelles qui doit étre
«revisitée», notamment en intégrant aux opérations de quantifi-
cation, de détermination et de prédication les problémes relatifs
aux représentants objectaux, plus ou moins typiques et aty-
piques, d’un concept; la logique classique des prédicats est inca-
pable de prendre en compte ces problémes et donc de les forma-
liser alors que la psychologie et la linguistique cognitives en ont
reconnu la pertinence dans chaque processus de catégorisation.
Il apparaitrait alors que le cadre post-frégéen, bien que trés é1é-
gant et relativement adéquat a la description de la plupart des
énoncés mathématiques, reste trop étroit et trés insuffisant pour
P’expression formelle des significations entre des énoncés qui
sont paraphrastiquement trés proches mais que la linguistique
cherche a différencier explicitement pour mieux étudier les opé-
rations langagiéres qui sont constitutives des énoncés. Les ana-
lyses, effectuées par Aristote, Ockham et les Messieurs de Port-
Royal sont sans doute plus respectueuses des structures linguis-
tiques que les analyses post-frégéennes de Montague et de
Dowty, comme en témoigne le débat ouvert par Fred Sommers.
Elles devraient étre réexaminées, sans doute avec fruit, 3 I’aide
du formalisme applicatif «sans variables» de la logique combi-
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natoire typée de Curry (inconnu, bien entendu, des auteurs an-
ciens).
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LA LOGIQUE DEVELOPPEMENTALE
Denis MIEVILLE

Je vous écris du bout du monde. Vous n’imaginez
pas tout ce qu’il y a dans le ciel, il faut I'avoir vu
pour le croire. Ainsi, tenez, les ... mais je ne vais
pas vous dire leur nom tout de suite.

Henri Michaux

Préambule

Notre intérét va vers I’étude d’une logique développementale,
une logique avec laquelle il est possible de marquer les étapes
du développement cognitif. Il s’agit donc d’une logique qui,
bien que ne contenant pas de foncteurs de vérité liés a la tempo-
ralité, est 3 méme de révéler la chronologie de son développe-
ment. Cette logique peut étre caractérisée globalement de la
maniére suivante:

1) elle est une logique vérifonctionnelle et extensionnelle;

2) elle se distingue des logiques classiques par ’ensemble par-
ticulierement important des foncteurs logiques qu’elle peut
contenir;

3) elle est congue de manicre a €tre progressivement étendue
pour donner accés & de nouveaux foncteurs.

Cette caractérisation doit étre affinée et justifiée. Dans un
premier temps, nous nous y emploierons en proposant un en-
semble de considérations qui sont de nature a éclairer cette pers-
pective développementale. Ensuite nous exposerons les fonde-
ments d’une telle logique. Enfin, nous en évoquerons quelques
conséquences.

Travaux de logique, 11, 1997.
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Quelques considérations a propos de
la logique développementale

Premiére considération:

La logique classique du premier ordre n’est pas le tout de
la logique extensionnelle. Il s’agit, certes d’une banalité,
mais une banalité qu’il est nécessaire parfois de rappeler.
En effet, la logique classique du premier ordre est avant
toute chose la logique mathématique. Elle a été élaborée
en fonction d’un dessein bien particulier, trés explicite-
ment li€ 4 la construction des fondements de 1’arithmé-
tique. Elle a donc été développée de maniere a disposer
des objets conceptuels indispensables A sa finalité. Une
conséquence de cette démarche est que la logique qui en
résulte contient un nombre relativement modeste de caté-
gories syntaxico-sémantiques et, par voie de conséquence,
elle fait usage d’un nombre restreint d’opérations logiques.

Deuxiéme considération:

Pour aborder logiquement les démarches raisonnées des
sciences déductives, et cela dans leur dimension exten-
sionnelle et vérifonctionnelle, les catégories syntaxico-
sémantiques des noms [N] et des propositions [S] s’impo-
sent comme les catégories fondamentales. La catégorie des
propositions est indispensable pour aborder ce qui releve
des valeurs de vérité, et la catégorie des noms est indisso-
ciablement liée aux objets qui peuplent les univers sur les-
quels les raisonnements logiques sont appliqués.

Troisiéme considération:

Toute catégorie syntaxico-sémantique différente des caté-
gories S et N nécessaires a I’édifice logique est définis-
sable en termes des deux catégories de base. Ainsi, dans la



La logique développementale 163

logique classique des propositions, en plus des deux caté-
gories fondamentales S et N, deux autres catégories sont
nécessaires. Il y a d’une part la catégorie des foncteurs for-
mateurs de propositions & un opérande propositionnel
[S/S], a laquelle appartient I’opération de négation. Il y a
d’autre part la catégorie des foncteurs formateurs de pro-
positions & deux opérandes propositionnels [S/SS], dont la
conjonction et la disjonction font notamment partie.

Suite aux considérations qui préceédent, il est dés lors légitime
de se poser la question du nombre des catégories syntaxico-
sémantiques que la logique doit contenir, et donc du nombre des
foncteurs qui leur sont associés, pour remplir son rdle par rap-
port & I’ensemble du savoir déductif. Cette question n’est pas
nouvelle et en 1931, Tarski se la posait déja.

Le langage d’un systtme complet de logique devrait contenir en tant
que tel — en acte ou en puissance — toutes les catégories sémantiques
possibles apparaissant dans le langage des sciences déductives. Cette
circonstance confere justement a ce langage un caractere universel
dans un certain sens et est I’un des facteurs auxquels la logique doit
son importance fondamentale pour I’ensemble du savoir déductif. La
variété des catégories sémantiques dans tels ou tels systemes fragmen-
taires de logique ou dans d’autres sciences déductives peut &tre consi-
dérablement limitée — tant au point de vue de leur nombre que de leur
ordre (Tarski 1974, vol. 1: 219, 1&re éd. 1931).

Comme I’évoque Tarski, la variété des catégories séman-
tiques peut &tre limitée dans certains systémes — fragmentaires,
ajoute-t-il — de logique. Le plus bel exemple de cette limitation
est encore la logique classique du premier ordre qui ne connait
que les variétés suivantes: N, S, S/S, S/SS, et la famille des
quantificateurs qui op&rent sur des fonctions propositionnelles a
arguments nominaux pour former des expressions de la catégo-
rie des propositions, S/fonction propositionnelle.

I1 est donc admis qu'il existe plusieurs langages liés a divers
systémes de logique; Tarski offre méme une classification de
ceux-ci:
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...nous pouvons distinguer quatre espéces de langages: (1) les lan-
gages dont toutes les variables appartiennent & une méme catégorie
sémantique; (2) les langages o le nombre de catégories contenant des
variables est plus grand que un mais fini; (3) les langages ot les va-
riables appartiennent 2 un nombre infini de catégories différentes,
I’ordre de celles-ci ne dépassant cependant pas un nombre naturel n
déterminé 2 I'avance; enfin (4) les langages contenant des variables
d’un ordre quelconque si élevé qu’il soit (Tarski 1974, vol. 1: 219-
220).

Considérant que le langage d’un systéme complet de la logi-
que doit contenir des variables d’un ordre quelconque, si élevé
qu’il soit, il est indispensable de s’interroger sur la forme que
prendrait la manifestation d'un tel projet. Avant d’avancer
quelques éléments de réponse, nous poserons ce qui suit:

Quatrieme considération:

Le nombre des catégories syntaxico-sémantiques d’un sys-
teme complet de logique est infini. En effet, la pensée est
capable de concevoir une infinité dénombrable de catégo-
ries a partir de celles de base que sont les catégories des
noms et des propositions. La définition inductive suivante
est de nature & révéler progressivement toutes ces catégo-
ries:

i. NetS sont des catégories.

ii. Si C, Cq, C3, ..., C, sont des catégories, alors
C/C(C;... C, est une catégorie. Il s’agit de la catégorie
des foncteurs formateurs d’expressions de la catégorie
C a n arguments dont le premier est de la catégorie
Ci, ..., le n®me de la catégorie C,,.

iii. Rien n’est une catégorie sinon par ce qui précéde.

Cinquiéme considération:

S’il est concevable d’envisager, potenticllement parlant,
toutes les possibilités issues des deux catégories de base,
le nombre effectif des opérations logiques connues, et
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donc des catégories qui leur correspondent dans le langage
des sciences déductives est 2 un moment donné fini.

Dans I’impossibilité de disposer d’une théorie logique conte-
nant en acte la totalité des opérations logiques, il faut concevoir
un systtme logique qui soit en mesure d’étre progressivement
enrichi de nouvelles catégories et de nouveaux foncteurs. Les
considérations précédentes nous engagent alors a aborder les
questions suivantes:

Si I’ensemble des opérations logiques liées au langage des
sciences déductives n’est pas connu de maniere exhaustive, une
fois pour toutes, mais seulement de maniére progressive, en
fonction des objets problématiques que la logique parvient a
résoudre:

1 — De quelle maniére inscrire progressivement la signification
de nouveaux foncteurs?

2 — A partir de quelie base en termes de significations primitives
fonder de nouveaux foncteurs?

3 — De quel type de systeme faut-il disposer pour qu’il puisse
effectivement étre fagonné de maniére progressive?

4 — Quelles sont les conséquences liées & une telle manicre de
faire?

5 — Une sémantique purement distributive est-elle encore adé-
quate pour représenter des opérations logiques d’une complexité
croissante?

Nous répondrons tout d’abord 2 la troisi¢me question. Dispo-
ser d’un systéme logique capable d’intégrer progressivement des
idées nouvelles nous engage a réfléchir d’une part sur le choix
de la base axiomatique sur laquelle fonder 1’édifice logique en
devenir et d’autre part, sur la nature d’une procédure rendant
effective une telle progression d’idées logiques nouvelles. 11 est
donc nécessaire, dans un premier temps, de justifier un choix
possible de significations primitives initiales & partir desquelles
on peut accéder & de nouvelles significations. Construire des
significations nouvelles 2 partir d’autres significations préala-
blement inscrites présuppose une activité définitoire. Il est dés
lors intéressant de s’intéresser aux conditions qui réglent toute
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bonne définition explicite. Celles-ci sont connues depuis fort
longtemps et nous ne nous y attarderons guére (2 ce sujet, cf.
Miéville 1994). Pour notre propos, nous ne retiendrons pour
I'instant qu’une condition: une bonne définition établit une rela-
tion d’équivalence entre une expression propositionnelle A qui
contient le terme constant nouveau ou le foncteur nouveau 2
définir, et une autre expression propositionnelle B, qui présente
dans son organisation ce qui sert 2 définir. Or, deux entités pro-
positionnelles ont entre elles une relation d’équivalence si et
seulement si, en leur appliquant I’opération de biconditionnelle,
on obtient une expression logiquement valide:

A < B sietseulementsi — A =B.

Cette information est importante & deux niveaux: d’une part
elle fournit un candidat particulierement intéressant, la bicondi-
tionnelle, pour remplir le réle d’une des significations primitives
a inscrire dans la base axiomatique du systéme en devenir et
d’autre part, elle offre une indication fondamentale quant a la
nature des définitions dans le cadre d’un systéme qui est enrichi
progressivement d’idées logiques nouvelles. Traditionnellement,
toute définition explicite n’est qu'une commodité linguistique.
En effet, bien que subjectivement parlant on lui accorde une
finalité cognitive, elle n’apparait formellement que comme une
abréviation. Et c’est bien sa fonction effective dans les systémes
classiques, qui introduisent toute définition a 1’aide d’un signe
métalinguistique,

A =df. B.

N’accorder qu’un statut abréviatif a la définition n’est guére
satisfaisant intellectuellement parlant et surtout inutile par rap-
port au projet de I’élaboration d’un systéme qui devrait toujours
pouvoir s’enrichir d’idées logiques nouvelles. Russell, déja, a
I’aube de notre siécle, en était conscient.

it is a curious paradox, puzzling to the symbolic mind, that definitions,
theoretically, are nothing but statements of symbolic abbreviations,
irrelevant to the reasoning and inserted only for practical convenience,
while yet in the development of a subject, they always require a very
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large amount of thought, and often embody some of the greatest
achievements of analysis (Russell 1956: 63, 1ere éd. 1903).

Afin de briser le caractére pratique li€ 2 la dimension abrévia-
tive de la définition et lui substituer le rdle quasi créatif qui doit
lui revenir, il est indispensable de penser 1’activité définitoire
comme une régle d’inférence qui introduit des expressions-
définitions comme des théorémes du systeme. A ce prix-13, il y
aurait rupture avec le rdle purement et effectivement abréviatif
des définitions. Une telle régle devra étre congue de maniére a
déterminer les critéres d’admission d’expressions-définitions
nouvelles en fonction des significations préalablement inscrites
dans le systéme. Ces expressions-définitions apparaitraient dans
le systeme sous la forme d’expressions biconditionnelles ayant
statut de théoréme:

[— A=B.

Sur la base de ces remarques liées a la réalisation d’une logi-
que développementale, il convient donc d’une part de détermi-
ner les axiomes nécessaires afin de fonder au moins la significa-
tion de 1’opération de biconditionnelle et d’autre part, d’explici-
ter les conditions inférentielles permettant d’introduire dans le
systtme en devenir de nouvelles expressions biconditionnelles
porteuses de concepts logiques nouveaux, expressions ayant le
statut de théoréme. Mais avant d’aborder cet aspect des choses,
il est nécessaire de franchir un obstacle important. En effet, cette
maniére d’envisager le développement d’une théorie logique ne
présuppose en aucune maniére un ordre d’accés aux catégories
et aux opérations logiques, ni une limite exhaustive visant a les
circonscrire. A cette indétermination sémantique lie a
I’ensemble des opérations logiques effectivement connues cor-
respond une indétermination syntaxique. Ne connaissant pas a
I’avance ce que I’on va définir, il n’est tout simplement pas pos-
sible de proposer une liste de symboles préalablement fixés en
fonction d’un projet sémantique catégoriellement et fonctionnel-
lement fermé. Un systeme développemental ne saurait donc pos-
séder une des caractéristiques essentielles de tout systéme for-
mel au sens classique du terme: celui d’€tre «donné tout entier,
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en une seule fois» (Chazal 1995: 73). Au temps initial d’une
logique développementale, seules les significations initiales
indispensables sont présentes; toute autre signification est 1’ob-
jet d’une définition interne au systéme, définition qui ne soutient
aucun lien avec un objet syntaxique préalablement inscrit. Hor-
mis ce qui est proposé dans la base axiomatique, nul autre sym-
bole n’est explicité a priori. La sélection de nouveaux symboles
supportant de nouvelles significations, et leur reconnaissance
catégorielle et fonctionnelle, doivent donc passer par une procé-
dure d’identification qui s’appuie sur d’autres critéres que ceux
d’une forme qui renvoie univoquement & une signification. La
solution passe par une détermination contextuelle des symboles.

Une détermination contextuelle n’est pas une nouveauté. Qui-
conque s’est interrogé sur la catégorie grammaticale de la
marque conjonctive en frangais, par exemple, a forcément été
sensible au fait que, prise isolément, cette conjonction n’appar-
tient pas & une catégorie univoquement déterminée. Pour attri-
buer 2 telle ou telle conjonction «et» sa catégorie, il est néces-
saire d’étudier la nature des objets linguistiques sur lesquels elle
porte. Ainsi, dans la proposition «Pierre lit le journal et Jean rit»
la conjonction est de la catégorie des foncteurs formateurs de
propositions 2 deux arguments propositionnels parce que cette
conjonction-1a porte sur deux entités propositionnelles: «Pierre
lit le journal» d’une part, et «Jean rit» de 1’autre. Alors que dans
I’exemple suivant, «Le drapeau suisse est rouge et blanc», la
conjonction est de la catégorie des foncteurs formateurs de noms
a deux arguments nominaux parce que cette conjonction-ci porte
sur deux entités nominales: «rouge» d’une part, et «blanc» de
I’autre. Ainsi, pour obvier & I'indétermination sémantique, et
donc syntaxique, propre aux logiques développementales, la
maniere choisie est justement cette détermination contextuelle
dont on esquissera ici le principe. Nous poserons dorénavant que
tout foncteur (constant ou variable) d’une quelconque catégorie
précédera une paire de parenthéses symétriques — pour I'instant,
peu importe sa forme —, parenthéses qui enserrent un nombre
fini d’arguments. Ainsi, dans les inscriptions suivantes:

*(ay%) et +[xcvj]
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* et + sont deux foncteurs. Le premier agit sur trois arguments,
le deuxieéme sur quatre. Ainsi, et nous le préciserons un peu plus
loin, la catégorie d’un foncteur est déterminable en fonction de
la forme des parenthéses et du nombre des arguments qui lui
sont associés.

Mais comment réaliser si soit «*», soit «+» a le statut de
variable ou de constante? La question se pose tout naturellement
dans la mesure ol nous ne disposons pas ici de listes préalables
de symboles, indiquant s’ils fonctionneront comme variables ou
comme constantes. La réponse passe encore une fois par un
mode de détermination contextuelle. Précisons les choses en
imposant ce qui suit:

1) Toute expression bien formée du systéme en devenir doit
&tre une expression quantifiée.

2) Une expression quantifiée est une expression complexe
composée de deux sous-parties concaténées; la premilre est
une expression parenthésée, non vide dont les parenthéses
sont équiformes aux parenthéses suivantes: L et J, et la
deuxiéme, non vide également, dont les parenthéses sont
équiformes aux parenthéses suivantes: [ et 1. On appelle
généralement la premiére partie un quantificateur, et la
deuxi¢me, un sous-quantificateur.

Dans ces conditions, une expression bien formée a la forme glo-
bale suivante:

L... epo ... IT... avped ..., peu importe pour le moment
la signification et la forme des éléments que cette expres-
sion contient,

Il est des lors possible de définir, dans une expression, quels
symboles ont statut de variable ou statut de constante:

3) Un symbole dans un sous-quantificateur posséde le statut de
variable si et seulement si

— il n’est pas une parenthése symétrique,

— il est différent des symboles choisis pour définir la partie
quantification et la partie sous-quantification d’une
expression bien formée,
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— il posseéde un symbole équiforme dans le quantificateur.

Ainsi, sans disposer d’une liste de symboles préalablement

déterminés sémantiquement parlant, il est possible de déterminer
le statut de chaque symbole de maniére contextuelle.
Nous pouvons donc ainsi attribuer aux symboles e et o dans
[... avped ...]le statut de variable parce qu’ils possédent I’un et
"autre un signe équiforme dans le quantificateur correspondant
au sous-quantificateur dans lequel ils sont inscrits: ... eBfox ... ]

Les symboles v, Let 4 dans [ ... avped... 1 ont le statut de
constante parce qu’ils ne sont pas des parenthéses symétriques,
ils ne sont pas des symboles équiformes aux parenthéses utili-
sées pour les quantificateurs et les sous-quantificateurs, et parce
qu’ils n’ont pas de signes équiformes dans le quantificateur
L...eBov...] qui correspondent au sous-quantificateur dans
lequel ils sont inscrits.

Nous sommes en présence d’un certain nombre d’éléments
déterminants pour nous diriger vers le projet qui nous intéresse:

— nous savons distinguer ce qui peut avoir statut de constante
ou de variable,

~ nous savons reconnaitre ce qui peut jouer le role de foncteur
et la forme globale d’une expression de type fonctionnel,

— par ailleurs nous savons que le mode de reconnaissance de la
catégorie d’un symbole de foncteur passera par la forme des
parenthéses symétriques de I’expression parenthésée qui le
suit, ainsi que du nombre des arguments que cette expression
contient,

— enfin, la procédure définitoire permettant de donner acces a
de nouvelles significations, voire catégories, est directement
congue sur I’existence de I’opération logique de bicondition-
nelle.

Il est des lors possible de faire un pas de plus en proposant
les significations primitives et les contextes primitifs qui seront
a la base de notre systéme en devenir. La signification primitive
sera celle de la biconditionnelle, inscrite dans une base axioma-
tique et qui fixe, par décision initiale, le premier contexte. Cette
décision initiale est d’autant plus importante qu’elle donne le
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code de détermination de la catégorie syntaxique de la premiere
signification du systéme, celle qu’il posséde a 1’état initial. A ce
temps-1a du systéme, rien d’autre, syntaxiquement parlant,
n’existe.

Par décision, nous imposerons dorénavant que tout symbole,
différent d’un symbole de parenthese ou différent d’un symbole
de délimitateur de quantification ou de sous-quantification, sera
de la catégorie des foncteurs formateurs de propositions & deux
arguments propositionnels [S/SS] si et seulement si il précéde
une paire de parentheses symétriques équiformes 2 (, respecti-
vement ), et que cette expression parenthésée contient exacte-
ment deux arguments.

Ainsi, dans I’expression suivante, L... foc ... ... (v w) ...],
je reconnais que le o est un foncteur variable de la catégorie des
foncteurs formateurs de propositions & deux arguments proposi-
tionnels, non pas parce qu’il est inscrit avec la forme o, mais
parce qu’il précéde une expression parenthésée dont les paren-
théses symétriques sont équiformes a (--) et que cette expression
posséde deux arguments. Il s’ensuit, et ¢’est un corollaire, que
toute entité inscrite dans une expression parenthésée, dont les
parenthéses sont équiformes a (--), et qui contient deux unités,
est une expression de la catégorie des propositions. Sur la base
de cette réalité ainsi décrite, et en nous basant sur le fait que
nous voulons disposer de la signification de la biconditionnelle
comme premilre signification primitive, il est indispensable
d’inscrire une base axiomatique pour fixer les choses. Nous
emprunterons celle que propose S. Lesniewski, qui fut le pre-
mier, 4 I’aube de ce siécle, & formuler les bases d’une logique
développementale. Les axiomes sont exprimés dans le cadre
d’un systeme d’écriture préfixée, parenthésée, et & détermination
de type contextuel:

Al: lpgrll=E (= (pr) = (gp)) = (1)1

A2 lpgrll= = (p=(@r)=(=(pg) )l

A3:  Lpgil=(LfIl= (g(pp) = e [= (f(rr)g(pp))]
Lell= (f(m)gE (pLallqD) p))D)1LalTe@a) DI
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En regard de cette écriture rigoureuse qui respecte les condi-
tions strictes liées au projet d’une logique développementale,
présentons une transcription batarde, mais plus conforme 3 notre
maniére habituelle de procéder:

Al:  (Vpgn(((p=nN=(@=p)=(r=q)

A2: (VpaX(p=(@=n)=((p=q) =1)

A3 (Vpg) [(VYD(gpp)=((VD)(f(r)=g(pp))=(Vr){(rr)=g((p=(Vq)(q))p))))=
Vo) (gpa)]

Au temps initial de I’existence de notre systéme, il n’existe
que trois expressions logiques, les trois axiomes, et ceux-ci en
constituent donc les trois premieres théses. A 1’état initial, le
systeme dispose donc de deux catégories syntaxiques: celle des
propositions, S, présente a travers l’inscription de symboles
variables et celle des foncteurs formateurs de propositions a
deux arguments propositionnels, S/SS, catégorie inscrite i tra-
vers le symbole du foncteur constant =, et de variables. Le sys-
teme proposé est donc un systtme d’ordre supérieur. Rappelons
que la détermination de la catégorie du symbole = est de la caté-
gorie S/SS non parce qu’il a cette forme précise, mais parce
qu’il apparait dans un contexte particulier dans lequel il est un
signe qui précede 1’expression parenthésée (pq), et pour aucune
autre raison formelle. Les axiomes 1 et 2 expriment certaines
des propriétés essentielles qui caractérisent la biconditionnelle;
le troisi¢me contient d’une part le principe de bivalence pour la
biconditionnelle et les foncteurs variables de la catégorie S/SS et
d’autre part, quelques formes du principe d’extensionnalité pour
les l£>r0p0siti0ns.

’avenir de ce systéme est d’une certaine maniere entiére-
ment indéterminé dans la mesure ol son expansion progressive
peut prendre de multiples chemins. Cette liberté, liée A 1’en-
semble infini des possibilités de développement, entraine une
indétermination syntaxique. Nous montrerons de quelle maniére,
grice a la régle d’inférence définitoire, il est possible de déve-
lopper dans le temps et 1’espace le cheminement logique que
I’on veut concevoir, en marquant le temps de la progression
cognitive qui lui est liée.
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Ou il est question de la définition

Une reégle inférentielle de définition doit, pour remplir le
contrat d’une logique développementale, permettre d’inscrire
des théorémes dans le systeme. Il s’agit de théorémes particu-
liers dans la mesure ou une expression définitoire doit étre de
préférence une expression biconditionnelle; nous avons précé-
demment expliqué les raisons de ce choix. Ainsi, la régle de
définition permettra d’introduire des expressions complexes de
la forme trés schématique suivante:

Lviva ... vll= @viva .. vip Bypop vy) |
dont I’expression batarde correspondante est la suivante:

(Vpar)(f<viva ... vp> = Eyqvy . vy)

dans laquelle le symbole f représente un symbole de foncteur
constant nouveau par rapport a la catégorie a laquelle il appar-
tient, foncteur portant sur n variables; ’expression f«v{vy...vp>
est le definiendum de la définition, et ’expression Ey v, ...v,, l&
definiens. Cette derniere expression doit étre formée avec ce que
le systeme a préalablement construit et contenir les variables
V1, V2, ..., Vn. On peut remarquer que, conformément a ce qui
avait été annoncé, le definiendum et le definiens sont bien ins-
crits dans une expression biconditionnelle:

= (f<V1V2 V2 E V1V2...Vn)

Dans I’explicitation de la mise en oeuvre de la régle inféren-
tielle définitoire il sera nécessaire de spécifier que:

i) Si le nouveau foncteur constant £, destiné 3 étre introduit, est
d’une catégorie syntaxico-sémantique précédemment intro-
duite, il est nécessaire de respecter formellement le contexte
qui caractérise cette catégorie préalablement introduite.
Ainsi, si I’on désire introduire une nouvelle constante de la
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catégorie S/SS, il est indispensable de respecter le contexte
préalablement choisi, a savoir (--).

ii) Si le nouveau foncteur constant f, destiné a étre introduit, est
d’une catégorie que le systéme ne connait pas encore, il est
nécessaire de choisir un contexte qui lui attribue une nou-
velle identité catégorielle et cela, en prenant la précaution de
choisir un parenthésage qui évite toute confusion. A titre
d’exemple, prenons la situation ot il est nécessaire d’intro-
duire un foncteur constant binaire, formateur de propositions
a deux arguments de la catégorie des foncteurs formateurs
de propositions 4 deux arguments propositionnels,
S/(S/SS)(S/SS). Dans ce cas, il est exclu de faire usage des
parentheses équiformes a ( et ). En effet, ce nouveau fonc-
teur étant binaire lui aussi, le choix des parenthéses ( et )
rendrait totalement ambigué la catégorie du nouveau fonc-
teur puisque cette paire de parenth¢ses a été préalablement
utilisée pour identifier dans un autre contexte binaire, une
autre catégorie. A part ce cas, toute autre paire de paren-
theses différentes de (et ) et d’autres paires de parentheses
liées & des contextes catégoriels binaires préalablement ins-
crits peut €tre choisie.

Par ailleurs, I’expression de la thése-définition doit respecter
entre le definiens et le definiendum les conditions fondamentales
liées a toute définition explicite. Nous les rappelons ici:

1. Etablir une relation d’équivalence entre un definiendum (ce
qui porte le défini), et un definiens (ce qui permet de défi-
nir).

2. Construire le definiens sur ce qui a été préalablement posé,
voire défini.

3. Inscrire un terme constant nouveau unique dans le definien-
dum. Celui-ci ne doit étre équiforme a aucun autre terme
préalablement posé ou défini de la mé€me catégorie
syntaxico-sémantique.

4. Prendre garde a ce que toute variable du definiens possede
une occurrence dans le definiendum. Ne pas respecter cette
condition conduit 2 la possibilité de constructions contradic-
toires.
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5. Prendre garde 2 ce que toute variable du definiendum pos-
séde une occurrence dans le definiens. 1l s’agit d’une condi-
tion de pure esthétique!

6. Veiller a ce qu’aucun signe du definiendum ne soit répété.
Une infraction A cette condition peut poser des problémes
dans la mise en oeuvre de la régle de substitution.

La procédure définitoire proposée par S. Lesniewski, se fondant
sur la constante logique de biconditionnelle, respecte ces condi-
tions.

Nous avons beaucoup insisté, dans 1’esprit tout au moins, sur
la régle d’inférence définitoire proposée par Lesniewski. Celle-
ci permet, a partir d’une base syntaxico-sémantique modeste, de
développer progressivement 1I’ensemble des catégories logiques
— et donc des constantes qui lui correspondent — concevables a
partir de la catégorie initiale et primitive des propositions, S.
Cependant un logicien ne saurait se contenter d’enrichir progres-
sivement la bibliothéque potentiellement infinie des opérations
logiques propositionnelles. I1 doit encore étre capable de les
mettre en oeuvre, afin d’atteindre 1’ensemble des théorémes
logiques de son systeme, quel qu’en soit I’état de développe-
ment. Une logique développementale doit donc disposer de
régles d’inférence supplémentaires: les régles de détachement de
la biconditionnelle, de substitution et d’extensionnalité, pour ne
citer que les plus importantes. La logique esquissée ici les pos-
sede bien entendu, mais notre propos est d’insister avant tout sur
la définition temporelle liée au développement syntaxico-
sémantique d’une telle logique. Nous ne ferons ainsi qu’évoquer
I’existence de ces autres reégles d’inférence. En exposant les
bases de cette logique des propositions élargie, la protothétique,
S. Lesniewski offre une méthodologie permettant un accés a une
logique issue de la catégorie des propositions la plus généreuse
qui soit.

Pour caractériser I’esprit d’une logique développementale
dans laquelle la progression temporelle est dominante, nous
avons antérieurement consacré notre propos a la conception
purement propositionnelle de la logique. Elle n’est enfin qu’un
aspect, certes fondamental, mais incomplet de 1’édifice logique.
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Si nous avons procédé de cette maniére ¢’est pour insister sur ce
qui nous importe ici: la dynamique liée au temps. Mais ce qui
releve des activités liées aux valeurs de vérité est aussi détermi-
nant; il s’agit de ce qui participe au discours logique portant sur
les problémes de la référence et des structures relationnelles.
Dans cette perspective, la catégorie syntaxico-sémantique des
noms est fondamentale et, ajoutée 2 celle des propositions, elle
permet, par combinatoire, d’épuiser I’ensemble des catégories
syntaxico-sémantiques qu’une logique compléte et idéale devrait
posséder. Ici encore, nous empruntons a Lesniewski un systéme
¢largi des prédicats d’ordre supérieur, habité du dynamisme
développemental qui marque la temporalité. Ce systéme, que
nous allons maintenant aborder, porte le nom d’ontologie.

Un apercu de I’ontologie de Lesniewski

Proposons une approche présémantique pour aborder 1’onto-
logie de Lesniewski qui constitue un calcul d’ordre supérieur
des termes nominaux. Une telle approche est constituée par une
appréhension naive et naturelle que nous avons du monde et de
notre maniere d’en parler. Nous croyons 2 I’existence matérielle
ou non matérielle de choses; Socrate, cette page, la Lune appar-
tiennent a notre réalité€. Nous savons raisonner avec de tels ob-
jets et, pour le faire, nous leur associons des noms. Ces noms
sont considérés comme des noms individuels, des noms qui
dénotent des choses considérées comme des entités. Mais on sait
qu’il existe des noms d’une autre nature; il y a des noms géné-
raux, Nicolas Bourbaki — ce mathématicien polycéphale — est
I'un d’entre eux. Il existe également un autre type de noms; les
logiciens le savent bien, eux qui n’ont eu de cesse de raisonner
sur le théme de Pégase, de I’actuel roi de France, et autre cercle-
carré. Il s’agit des noms vides, c’est-a-dire, de noms qui ne
dénotent aucun objet. Enfin, il existe des objets sans nom et,
pour cette raison, nous ne saurions en parler. Lesniewski va
admettre cette variété sous la catégorie des noms.

Lorsque nous parlons, lorsque nous raisonnons, nous ne ces-
sons d’utiliser — dans les langues indo-européennes en tous les
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cas — la copule est. Cette copule joue un rdle logique considé-
rable, méme si elle n’apparait pas explicitement dans le calcul
logique des prédicats, ou elle se voit amalgamée d’une certaine
maniére aux propriétés et aux prédicats. Lesniewski s’y inté-
resse directement, et ceci pour des raisons d’évidence toute pra-
tique. En effet, lorsqu’il développe les linéaments de sa théorie
des ensembles collectifs, il les expose dans une langue naturelle.
Axiomes et théorémes apparaissent comme des propositions
particulieres dans lesquelles la copule jest — I’équivalent polo-
nais du est — abonde. Cette copule est associée aux noms qu’il
utilise pour organiser les objets de sa théorie. Il s’ intéresse donc
a la signification de cette copule lorsqu’elle articule des noms.
Cet intérét aboutit a I’explicitation d’une théorie des termes
capable de représenter un calcul des noms.

Le génie de Lesniewski est associé€ a une exigence de rigueur
peu commune, ainsi qu’a la conscience qu’une langue formelle
doit hériter, dans la mesure de ce qui est possible, de toutes les
richesses que nous offre la pensée en discours, et notamment de
son pouvoir de créativité. Cette attitude explique en partie son
refus de travailler avec les systémes de la tradition russellienne.
11 va donc offrir un systéme logique qui fixe de maniére axioma-
tique une signification de la copule. Celui-ci, & I’image de tous
les systemes de Lesniewski, est d’une nature conceptuelle et
développementale. Il peut donc étre également développé de
maniere progressive, sur la base de ce qui a été préalablement
posé ou défini. Cette dynamique est conduite par une directive
de définition a caractére ontologique qui permet d’introduire des
théses-définition internes au systéme. Une telle liberté défini-
toire permet de représenter progressivement des idées nouvelles
dans le systtme. Elle est rendue possible, rappelons-le, par le
fait que toute catégorie syntaxico-sémantique est déterminée de
mani¢re contextuelle, autrement dit qu’elle ne dépend pas d’un
ensemble prédéterminé de symboles.

Sur la base de ces idées, Lesniewski établira de maniére uni-
voque la signification de la copule qu’il utilise dans les discours
qui réglent ses déductions logiques. Il en présentera une pre-
miere version formelle en 1930 sous la forme d’un unique
axiome contenant un seul terme primitif, I’epsilon €. Il ne s’agit



178 Denis Miéville

en aucun cas du symbole d’appartenance de la théorie classique
des ensembles. Ce terme apparait dans des propositions dites
singuliéres dont la forme est la suivante a € b, et qui peut se lire
de la maniére présémantique suivante:

a € b: aestle (ou un des) b.

Les termes a et b représentent des objets formels de la catégorie
syntaxico-sémantique des noms. L’epsilon € est donc un fonc-
teur formateur de propositions a partir de deux arguments de la
catégorie des noms, ce que nous désignerons par I’équation for-
melle suivante: S/NN.

L’évaluation d’une proposition singuliere de la forme a € b
est le vrai si et seulement si toutes les conditions suivantes sont
réalisées:

1) Le terme a ne représente pas un nom sans dénotation;

2) le terme a représente un nom individuel. Ce nom ne peut pas
dénoter plus d’un individu;

3) siun terme est associé a un nom qui posseéde la méme déno-
tation que celui associé a a, alors il est en correspondance
avec les objets — ou I’objet — dont le nom est associé au
terme b.

Cette formulation n’est pas trés élégante. La premiére clause
stipule I’existence de a, la deuxi®me inscrit 1’unicité de a et
enfin la troisiéme clause explicite un principe de convergence:
tout ce qui pourrait €tre a est aussi un des b.

Cette signification de ’epsilon de Lesniewski s’exprime au
travers de la réalisation formelle suivante dans laquelle La|peut
étre lu «quel que soit a » et|3bl, «il y ab».

Axiome:

labl[aeb=3cl[ceala (existence)
ldc)[ceandea)yodecia (unicité)
Lel[ceaocebl (convergence)

En utilisant cette signification de la copule et en choisissant
comme domaine sémantique celui des connaissances naives
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communément partagées, il est possible des lors d’évaluer les
propositions suivantes:

Aristote est un philosophe de I’Antiquité — comme une proposi-
tion vraie.

Jean-Paul II est un mathématicien célébre— comme une proposi-
tion fausse. En effet, bien que Jean-Paul II existe et soit unique,
il n’est pas le cas qu’il soit un mathématicien.

Pégase est un cheval ailé — comme une proposition fausse,
parce que Pégase n’existe pas, Pégase ne dénote aucun objet.

L’homme est mortel — comme une proposition fausse, parce que
I’homme dans ce contexte est un nom général, il dénote plus
d’un objet. En fait, il s’agit de la forme contractée d’une univer-
selle affirmative qui peut s’écrire ainsi:

lc)[ceaodceb]

et qui serait vraie.

Nous avons choisi de représenter la quantification d’une autre
manicre que celle généralement utilisée. Il ne s’agit pas d’une
coquetterie, mais d’une nécessité dans la mesure ou dans les
théories de Lesniewski la quantification ne posse¢de pas le carac-
tere existentiel implicite des logiques classiques, ni celui expli-
cite des logiques libres standard. Dans la perspective d’une
interprétation sur un domaine sémantique, elle ne saurait donc
étre objectuelle. Répétons-le, dans cette théorie, existence et
quantification restent deux notions distinctes.

Comme la protothétique, 1’ontologie de Lesniewski est une
théorie logique et, comme telle, elle contient des directives infé-
rentielles. Elles sont au nombre de sept: une directive de déta-
chement, une de substitution, une directive opérant sur la quanti-
fication, deux directives d’extensionnalité et deux directives de
définition. Pour des raisons déja évoquées, nous avons insisté ici
uniquement sur les directives de définition.

Sur la base de ces directives et en utilisant les informations
que contient 1’axiome, a savoir les quatre catégories syntaxico-
sémantiques primitives (S, N, S/NN, S/SS), ainsi que les
constantes associées a certaines d’entre elles (g, =, A, D), il est
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possible d’inscrire progressivement de nouvelles constantes
quelle qu’en soit la catégorie syntaxico-sémantique.

Nous nous sommes intéressés a définir une négation nomi-
nale de la catégorie N/N (Miéville 1991), une opération logique
de subordination de la catégorie N/SN, ainsi que quelques opé-
rations d’ordre supérieur (Miéville 1993).

Cette générosité syntaxico-sémantique a une conséquence
particuli¢rement riche. En effet, elle fait reculer les limites é1¢-
mentaires des descriptions extensionnelles classiques. Le fait de
disposer de constantes des catégories syntaxiques suivantes, par
exemple, N/N ou N/S, incite a nous inquiéter de la subtilité de la
description du modele sémantique. Et dans cette perspective, la
volonté de disposer d’une sémantique capable de représenter
I’organisation des diverses relations que soutiennent les parties
au tout s’impose de maniére quasi naturelle. Une fois encore,
nous avons emprunté a S. Lesniewski la définition de la classe
collective pour 'interpréter (Lesniewski 1916; Miéville 1984).
En effet, cette acception collective de la notion de classe permet
de rendre compte de I’aspect pluridimensionnel des objets. Elle
offre la possibilité de réunir en un tout, une entité des plus com-
plexes sans pour autant admettre n’importe quoi comme ingré-
dient. On comprendra donc notre intérét pour ce modele. De
plus, on peut parler du méme objet de discours sous des aspects
différents, et 1a encore le recours au modele collectif élaboré par
Lesniewski se révéle d’une grande utilit€. Explicitons-en main-
tenant les propriétés fondatrices.
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La classe collective

Dans un premier temps, illustrons notre propos afin de mieux
rendre compte de 1’interprétation collective. Abordons la classe
des carrés de la figure 1. De maniére distributive, cette classe est
constituée de six et seulement six éléments: les carrés ACEG,
BDFH, ABIH, HIFG, BCDI, IDEF.

A H G

B F

C D E
Figure [

Tous les éléments qui la composent sont de méme nature: ils
tombent tous sous la propriété caractéristique de la classe,
autrement dit sous le concept qui I’engendre: étre un carré de
cette figure géométrique.

La lecture collective de cette classe comportera également
ces six éléments, mais bien d’autres choses encore, en effet, les
éléments suivants en font notamment partie:

— Les triangles ABH, BIH, HIF, HFG, BCD, BDI, IDF, DEF,
BFH, BDF, BDH et HDF.

— Le polygone ABIDEG, entre autres polygones.

— Les segments AB, AC, BC, tout segment contenu dans AC,
les points A, B, C, D, tout point contenu dans CD, toute com-
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position imaginable de points et (ou) de segments, et (ou)
d’autres éléments qui y sont inscrits, appartiennent encore a
la classe collective des carrés de la figure 1.

— La cardinalité de la classe distributive des carrés de la figure
I est de six, celle de la classe collective posséde la puissance
du continu.

— Par ailleurs, la classe collective des carrés de la figure I est le
méme objet que la classe des triangles de la figure I. On a
donc acces aux mémes éléments par des modes d’acces
conceptuellement tres différents.

Lesniewski a défini le concept de classe collective dans le
cadre d’une théorie axiomatique du rapport des parties au tout.
La relation d’ingrédience qu’il propose est une relation réflexi-
ve, antisymétrique et transitive. Le modéle qui domine sa
construction, bien que pluriextensionnel, reste extensionnel. Il
est probable que sa perception de 1’espace géométrique ait guidé
ses réflexions. Mais il n’est pas inutile de présenter la définition
de la classe collective de maniere plus précise. Nous allons nous
y employer.

Lorsque Lesniewski s’interroge sur la notion de classe, il
refuse d’accepter qu’elle ne soit considérée qu’a 1’image d’une
commodité linguistique ou symbolique. Il refuse donc 1’accep-
tion qu’en donne Russell (Whitehead & Russell 1910, I: 75):

The symbols for classes like those for descriptions, are, in our system,
incomplete symbols: their “uses” are defined, but they themselves are
not assumed to mean anything at all. That is to say, the uses of such
symbols are defined such that, when “definiens” is substituted for the
“definiendum”, there no longer remains any symbol which could be
supposed to represent a class. Thus classes, so far as we introduce
them, are merely symbolic or linguistic conveniences, not genuine
objects as their members are if they are individuals.

Pour Lesniewski, bien au contraire, une classe est une
«chose». De maniére intuitive, il trouve naturel de considérer
qu’un tas de sable existe de maniere analogue avec les grains de
sable qui le composent. Ses réflexions le conduisent tout a la
fois a donner une acception collective au terme de «classe» et
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exposer une théorie générale des ensembles dans laquelle la
classe collective est définie: la méréologie (Lesniewski 1916).

C’est la base axiomatique de cette théorie que j’exposerai
maintenant.

Axiome I

Quel que soit A, quel que soit B, si A est part de B, alors B n’est
pas part de A.

Axiome 11

Quel que soit A, quel que soit B, quel que soit C, si A est part de
B et B part de C, alors A est part de C.

Définition I

Quel que soit A, quel que soit B, A est ingrédient de B si et seu-
lement si, A existe et (A est identique 2 B ou A est part de B).
Définition IT

Quel que soit A, quel que soit a, A est la classe des a si et seule-
ment si,

*A existe

*il existe un B, B est un des a

*quel que soit B, si B est un des a alors B est un ingrédient de A
*quel que soit B, si B est un ingrédient de A alors il existe C et D
tels que: C est un des a, D est 1ngrédlent de Cet D est ingrédient
de B. \

Axiome II1 .

Quel que soit A, quel que soit B et quel que soit a, si A est la
classe des a et B la classe des a, alors A est identique a B.
Axiome IV

Quel que soit A, quel que soit a, si A est un des a alors il existe
B, B est la classe des a.

Ce qui précede appelle quelques remarques:

— Le seul terme primitif de cette base axiomatique est part de.
La signification de ce terme est une relation d’ordre irré-
flexive, asymétrique et transitive.
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— Le terme défini, ingrédient de, établit une relation d’ordre
partiel.

— Si A est une classe de a, alors A est ingrédient de lui-méme.

— Une méme classe collective A peut €tre engendrée par des
éléments générateurs a et b différents, sans pour autant qu’il
y ait un rapport de I’ordre du méme entre eux, et cette faculté
d’offrir une multiplicité de révélateurs des ingrédients d’une
méme classe collective nous importe directement.

— Dans la perspective collective, la classe vide n’existe pas.

— La méréologie ne propose pas seulement les significations
primitives nécessaires a la définition du concept de la classe
collective. Cette théorie s’ouvre également sur la définition
de tout un ensemble d’opérations possibles, opérations qui
permettent un calcul avec et sur les entités collectives.

Epilogue

Dans les pages précédentes, nous avons exposé les éléments
fondamentaux caractérisant une logique développementale qui
conserve les principes de bivalence et d’extensionnalité. Nous
avons également présenté les significations primitives permet-
tant de fonder une telle logique. De plus, nous avons décrit les
moyens inférentiels autorisant toute expansion en termes de
constantes nouvelles et donc de catégories nouvelles.

Dans la forme comme dans le fond, nous ne sommes pas en
présence d’une théorie logique unique qui aurait la propriété
d’étre développée progressivement. En fait, nous disposons
d’une base axiomatique modeste en termes de significations
primitives a partir de laquelle une multitude de systémes logi-
ques peuvent étre élaborés. Cette trés grande ouverture entraine
incontestablement au moins deux conséquences épistémolo-
giques importantes: la premiere est liée, et on 1’a largement
éprouvée comme telle, 4 une nouvelle manire de concevoir la
formalisation. La liberté expansive du syst¢me implique une in-
détermination de la syntaxe qui entraine, & son tour, une déter-
mination contextuelle de la signification des inscriptions d’une
expression. La deuxiéme conséquence est li€e au mouvement
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progressif dans I’espace et le temps qui participe a 1’élaboration
de tout systtme. Ce temps est celui de ’expansion de la
connaissance opératoire du systeme en développement. Il
marque les étapes des modifications fortes du systeme; celles
qui s’inscrivent par le biais de définitions créatives. Une défini-
tion est qalifiées de créative lorsqu’elle donne acces a des théo-
rémes qui ne contiennent pas le terme nouveau défini, mais que
I’on ne saurait déduire sans cette signification nouvelle.

L’expression du temps que ces systémes fixent n’est pas celle
liée aux opérations de vérité. Il s’agit davantage de I’expression
du temps associée a I’idée d’expansion et de croissance; cette
croissance est celle qui rattache les compétences nouvelles a
celles des stades antérieurs. Ce mouvement génétique est a
méme de pouvoir représenter une filiation de structures. Ainsi,
une exploitation possible d’un syst¢me développemental est la
possibilité de mettre en oeuvre la directive de définition de
manieére 3 marquer 1’acces progressif au groupe des quatre trans-
formations INRC, groupe qui spécifie le stade des opérations
hypothético-déductives tel que Piaget et son école 1’ont révélé
(Piaget 1949). Des travaux sont en cours dans cette perspective.

Ainsi, un engagement dans la logique développementale
ouvre sur de nouvelles aventures intellectuelles; il s’agit d’aven-
tures ol le temps lié au développement de la connaissance logi-
que prédomine. Elles nous entrainent & enrichir constamment
I’édifice des opérations logiques. Elles nous conduisent égale-
ment 2 investiguer toujours davantage la structure de la séman-
tique formelle.

Séminaire de logique
Université de Neuchdtel
Espace Louis-Agassiz 1
2000 NEUCHATEL
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PARADOXICAL SIMPLIFICATION

Helmut LINNEWEBER-LAMMERSKITTEN

In the following paper! I will construct a family of alternative
propositional modal systems in which the paradoxical "from
contradictories" formulas of simplification

p&~p—p and
p&~p—~p

are not derivable. I will start with a short characterisation of
what in my opinion are the main points in alternative logics in
general (Section 1) and sketch a pragmatic point of view
concerning inferential situations (Section 2) that is important as
a background for the reconstruction of the pretheoretic notion of
inferential validity. In Section 3 I will explain, why from this
point of view the "from contradictories" formulas of
simplification and, as a consequence, the general formulas of
simplification should be avoided. In Section 4 I will formulate
the requirements an alternative system without general
principles of simplification ("WGPS-system") should fulfil.
Section 5 to 9 contain the construction and description of a
family ("SIM1") of such systems: starting with a weak
axiomatic system SIM1, (Section 5), which satisfies all of the
requirements of Section 4, the members of the family are
obtained by a stepwise addition of axioms and thus form a
sequence ordered by inclusion (of the sets of theses). The
system MS1.0 (Section 10) determined by a system of 4-valued
matrices can be regarded as an upper bound and thus provides a
guideline for the construction of the SIM1 systems.

1 The paper summarises some results of my Habilschrift "Systems without general principles
of simplification", which will appear in 1998,
Travaux de logique, 11, 1997.
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1. Alternative logics

There are three different striking points in which some
alternative logicians like C. I. Lewis, W. Ackermann, A. R.
Anderson and N. B. Belnap e.a. are dissatisfied with the
conception and the results of the classical propositional calculus
of the Principia Mathematica? and the best way to mark these
points is by making a distinction between the pretheoretic
understanding of our propositions and inferences on the one
hand and the formal reconstruction of these propositions and
inferences by a logical theory on the other hand3. The first point
concerns the reconstruction of hypothetical propositions as
expressed by indicative "if p, then q" statements for instance "If
Peter will marry Jacqueline, then he will have a lot of trouble
with his father". For the pretheoretic truth conditions for such
propositions are more rigorous than those of the corresponding
reconstruction by means of the material implication connective,
i.e. there are hypotheticals that are false in a pretheoretic sense,
while the corresponding theoretical reconstruction is true. The
second point concerns certain inferences containing "if p, then
q" structures within the premises or the conclusion. The
difference of the truth conditions between statements in which
the pretheoretic "if p, then q" structure is used and their
reconstruction by means of material implication has
consequences with respect to the validity of such inferences. For
inferences that are pretheoretically invalid may be valid
according to the reconstruction, if the replacement of the "if p,
then q" statement by material implication results in a weakening
of the conclusion or in a strengthening of the premises;
inferences, on the other hand, that are pretheoretically valid,
may become theoretically invalid, if the replacement has the

2 I e. the propositional calculus developed in the first volume of the Principia Mathematica
(cf. Whitehead and Russell 1927).

3 For more details and a presentation of alternative logics that differs in some respects from
my own presentation, cf, Haack 1996, Routley and Plumwood and Meyer and Brady 1982
(with a critique of Haack's clasgification of alternative logics 57ff.), Read 1988, Anderson
and Belnap 1990, Anderson and Belnap and Dunn 1992,
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effect of a strengthening with respect to the conclusion or of a
weakening with respect to the premises?. The third point
concerns the reconstruction of the pretheoretic notions of
inference and/or inferential validity themselves. Again, the
pretheoretic notions are more rigorous than the corresponding
theoretic ones, i.e. there are inferential structures that are invalid
in a pretheoretic sense (or rejected as not representing an
inference in a proper sense), while the corresponding theoretic
reconstruction of the pretheoretic notions of inference and
inferential validity classes them as valid.

Ad 1: Though there may be some ordinary "if p, then q"
statements in the pretheoretic sphere whose truth conditions
coincide exactly with the truth conditions of material
implication —i.e. "if p, then q" statements that are true, if the
antecedent p is false or the consequent q is true, and that are
false only, if the antecedent p is true and the consequent is
false — this does not hold generally. For while the contradictory
of such an "if p, then q" statement is the conjunction of the
antecedent and the negation of the consequent: "p and not q",
there are other "if p, then q" statements where the relation to the
"p and not q" statement is only a relation of contrariety and not
of contradiction, i.e. it is possible that both statements are false.
Even if the truth conditions of this second type of "if p, then q"
statements are not sufficiently clear, the difference in the
relation to the corresponding conjunction statements shows at
least, that statements of this kind cannot be satisfyinglyably
reconstructed by material implication.

Ad 2: The most famous examples of such inferences are the
so called "paradoxes of material implication":

~p "ex falso quodlibet" paradox

P—q

4  For some examples of inferences that are pretheoretically valid, but invalid according to
the classical reconstruction, cf. McCall (1966). In the following I will concentrate on
alternative reconstructions that lead to "regular” systems (cf, Defimtion 3), i.e. systems that
do not allow inferences which would be invalid in the classical reconstruction.
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q "quodlibet ad verum" paradox

p—q
but there are also other puzzling examples (due to the fact, that
the negation of a material implication statement provides a
stronger premise than the negation of the pretheoretic "if p, then
q" statement):

~(p2q)
T
~(p2q)
pomg
~(p>q)

g=p
Ad 3: According to the classical reconstruction of validity, an
inference is valid just in case it is impossible for its premises to
be true and its conclusion false. But this notion has two strange
"limit cases"3: first, if it is already impossible for the premises to
be true together, then an inference composed of these premises
and an arbitrary conclusion is valid. Hence for instance

~p

q
as well as

5 ‘Provided the term "impossible” is used in such a way that the condition "it is impossible for
its premises to be true and its conclusion false" is already satisfied if only one of the
conditions "it is impossible for its premises to be true” or "it is impossible for its
conclusion to be false” holds.
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p

~p

~q
is valid according to the classical theory. But according to our
pretheoretic understanding such constellations of propositions
do not count as valid inferences®: it would be a bad idea to start
with a contradictory pair of premises in order to get a new
insight q, (since, beside other things, the 'expected insight' q is
annihilated by ~q), and it would be a bad idea as well to refer to
a contradictory pair of premises in order to give a reason for a
proposition q, (since, beside other things, the same reason could
be given for the contradictory ~q). Secondly if it is already
impossible for the conclusion to be false, then an inference
composed of this conclusion and some arbitrary premises is
valid. Thus according to the classical theory the following pair

p
~(q&~q)

and
~p

~(q&~q)

is valid. But again: according to our pretheoretic understanding
such constellations of propositions do not count as valid
inferences (at least not by themselves): it would neither be a
good idea to start with an arbitrary premise p in order to derive
the tautological statement ~(q&~q) as a new insight, nor would
it be a good idea to refer to an arbitrary premise p in order to
give a reason for a tautological statement.

There are three extreme strategies to settle the conflict
between the pretheoretic understanding and the reconstruction
given by the classical theory. Either we try a) to keep the
classical theory as well as the pretheoretic understanding

6  Though they may, for other reasons, be tolerated as limit cases.
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untouched — then we have to modify the relation between these
spheres, i.e. we have to give a reinterpretation of what is
reconstructed by the reconstruction. Or we try b) to keep the
classical theory as well as the aims of the reconstruction without
any restriction — then we have to modify our pretheoretic
understanding. Or c¢) we try to keep our pretheoretic
understanding and the aims of the construction — then we have
to modify the classical theory.

Classical logicians typically use strategy a) to solve the truth
condition problem of "if p, then q" statements (problem 1): the
connective of material implication is no longer interpreted as an
adequate reconstruction of ordinary "if p, then q" statements in
general, but as a reconstruction of a special type of such
statements, namely of "if p, then q" statements that are (in a
pretheoretic sense) equivalent to "not (p and not-q)" statements.
Concerning the validity problem (problem 3) they typically use
strategy b): a pretheoretic understanding of validity that is in
trouble with the just mentioned inferences has to be mistaken,
since it is thought that the only logical condition that has to be
satisfied by a valid inference is that it is impossible for its
premises to be true and its conclusion false. Concerning the
problem of the "paradoxes of material implication" and other (at
least prima facie) strange inferences they typically apply a
combination of strategy a) and b): since, on the one hand, the
reconstruction is restricted to a special subclass of "if p, then q"
statements, namely those that satisfy the truth conditions of
material implication, and, on the other hand, the classical
reconstruction of the notion of inferential validity is regarded as
adequate, these inferences are not paradoxical at all: the validity
of these inferences can be proved and the putative paradox or
strangeness is thought of as resulting by a misunderstanding due
either to the neglect of the intended restriction or to a mistaken
idea of what "inferential validity" means (or to a combination of
both).

Alternative logicians on the other hand would argue, that by
restricting the notion of material implication to the
reconstruction of negated conjunction statements (problem 1)
the classical theory fails to give an adequate reconstruction of
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ordinary "if p, then q" statements, though they will willingly
admit, that the notion of material implication provides an
adequate reconstruction of statements that are (in a pretheoretic
sense) equivalent to negated conjunction statements. An
adequate reconstruction of ordinary "if p, then q" statements,
however, would require a notion of implication that is stronger
than that of material implication, so, for instance, C. I. Lewis
proposed "strict implication” (Lewis 1959), Ackermann "strong
implication" (Ackermann 1956), Anderson, Belnap e. a.
different sorts of "entailment" (Anderson 1990), McCall
"connexive implication" (McCall 1966) etc.

Concerning the notion of inferential validity (problem 3)
C. I Lewis and W. Ackermann (and other contemporary
alternative logicians) did not hold the same opinion, though both
rejected material implication as inadequate for the
reconstruction of "if p, then q" statements as well as for the
definition of inferential validity. While Lewis was convinced
and tried to prove that the "from contradictories” inferences
must be part of every logical calculus (what he in fact showed
was that the formulas corresponding to these inferences must be
theorems in every logical calculus in which certain other
principles are derivable”), Ackermann rejected these inferences
as invalid, though, of course, he would have conceded that they
satisfy the classical criterion of validity. That means, that
according to Ackermann the classical criterion formulates only a
necessary, but not a sufficient condition, i.e. that we need not
only a stronger notion of implication for the reconstruction of "if
p, then q" statements, but also a stronger notion of inferential
validity for the reconstruction of our pretheoretic understanding
of inferential validity.

Since alternative logicians regard material implication as
inadequate for the reconstruction of "if p, then q" statements,
they reject inferences like the paradoxes of material implication
and similar inferences (problem 2) as invalid, if the material
implication is replaced by a stronger implicative connective.
Moreover, from the point of view of an alternative logician "if p,
then q" statements have to be reconstructed and the notion of

7 Cf. below footnote 22.
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implication has to be determined in such a way that these
inferences turn out to be invalid. Typically, the determination of
valid inferences (and the determination of invalid inferences) in
alternative logics is not intended as the result of applying
previously defined truth conditions and a previously defined
notion of inferential validity, but as the first step in the direction
of such definitions: the truth conditions for "if p, then q"
statements and the notion of inferential validity has to be
defined in such a way that the inferential requirements are
fulfilled.

The problem of the paradoxes of material implication
(problem 2) requires a solution either by a change with regard to
the reconstruction of "if p, then q" statements (problem 1) or
with regard to the reconstruction of the notion of inferential
validity (problem 3) or by a change of both reconstructions.
Indeed, it is sufficient for the solution of problem 2 to solve only
one of the other two problems, i.e. it is sufficient either to
replace the classical reconstruction of "if p, then q" statements
or that of the notion of inferential validity. Thus, for instance, in
modal systems like K, D, S4, S58 etc. a notion of strict
implication can be introduced by the definition: p—>q :=
~M(p>q), which avoids the unwanted parts of the truth
conditions (problem 1) as well as the paradoxes (problem 2),
while it leaves the notion of inferential validity untouched
(problem 3). On the other hand, one can keep the reconstruction
of the "if p, then q" statements by material implication (problem
1) and solve problem 2 and 3 by imposing some restrictions on
the classical reconstruction of inferential validity®.

But though it is possible to solve problem 1 and problem 3
separately, it is not only aesthetically more elegant but also
philosophically preferable to solve both problems at once,
namely by choosing an alternative kind of implication that is a)
stronger than material implication and that b) can, at the same
time, be used for the reconstruction of "If p, then q" statements
and as main part within the reconstruction of the notion of

8  Cf. Hughes & Cresswell 1996, 51 et seq.
9  For instance, restrictions similar to those formulated by the von Wright/Geach/Smiley
condition (cf. Anderson & Belnap 1990, 215 et seq.).
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inferential validity. For though classical propositional logic fails
in both cases, its main idea — to reconstruct the notion of
inferential validity as a special case of material implication — is
philosophically most interesting. Let us briefly re-examine how
this idea works. The minimal requirements for the pretheoretic
truth of "if p, then q" statements (that it is not the case that p is
true and q false) and the minimal requirements for the
pretheoretic notion of inferential validity (that it is for logical
reasons not the case that the premises are true and the
conclusion false) differ only with respect to the addition "for
logical reasons". The classical approach, which reduces the truth
conditions and the notion of validity exactly to these minimal
requirements, is able to use material implication for the
reconstruction of the notion of inferential validity by means of
the so called law of conditionalization:

Law of conditionalization (classical version)!?: An
inference from premises X, ..., X, to a conclusion y is
valid, iff the corresponding!! wff x;& ... &x,Dy is a thesis
in K. (where K, is the classical calculus of propositional
logic and the implication symbol "D>" means material
implication.)

If we keep the formal connection expressed by the law of
conditionalization, but replace the classical propositional
calculus by some alternative propositional calculus and the
connective of material implication by a stronger kind of
implicational connective, we arrive at the following:

Law of conditionalization (alternative version): An
inference from premises Xy, ..., X, t0 a conclusion y is

10 ‘Though the term "conditionalization” and a law similar to the principle formulated here are
often used in the context of the so-called "deduction theorem” my main point here is, that it
functions as a bridge principle between the sphere of inferential situations (cf. 12) and the
sphere of propositional logic and not between two different formal techniques within the
second sphere (cf. also Linneweber-Lammerskitten 1997).

11 Note that there are a lot of problems involved in connection with the formalization of
inferences expressed in ordinary language. Some of these problems belong to logic
especially the question of what is meant by "form", others belong to the semantics of the
ordinary language, in which the inference is formulated, In the following text I silently
presuppose that these problems can be solved in an ordinary inferential situation, i.e. that a
speaker who claims that he infers something from something (else) is able to give a formal
reconstruction of his inference in terms of the formal language.
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valid, iff the corresponding wff x;& ... &x,—y is a thesis
in K, (where K, is an alternative calculus of propositional
logic and the implication symbol "—" means an
alternative type of implication.)

It is essential to distinguish between the different calculi as
such and the different versions of the laws of conditionalization.
The replacement of the classical calculus by some alternative
calculus does not by itself lead to an alternative notion of
inference. It is the law of conditionalization that determines
whether the notion of inferential validity is alternative or
classical.

In its classical version the law of conditionalization reduces
the notion of inferential validity to a special case of material
implication and it is thus understandable that classical logicians
tend to use strategy b) with respect to problem 3. The alternative
version of the law of conditionalization in contrast cannot be
used for such a reduction, since the truth conditions of an
alternative kind of implication are not truth-functional. We can
in a first step only give a sufficient condition for the falsehood
and a necessary (but negative) condition for the truth of such
statements. But we can use the law of conditionalization in the
other direction and formulate in a second step restrictions to
possible truth conditions: if, for instance, the transitivity formula

*1 (p—=>9&(g—r)—(p—1)

is a thesis of an alternative calculus K (where "—" stands for the
alternative implicative connective of K), then the truth
conditions for a simple implication statement p—q must be such
that (*1) is a true proposition whatever propositions we choose
for the symbols p, q and r. But though it is true that, if (*1) is a
thesis of K, this indicates via the law of conditionalization that
the corresponding inference is valid according to K, the relation
that is more important goes in the other direction: because the
inference allowing the transition from implicative premises p—q
and g—r to an implicative conclusion p—r is regarded as valid
(whatever the exact reconstruction of "if p, then q" statements
by the implication "p—q" may be), K has been constructed in
such a way, that (*1) becomes a thesis of K and this in turn
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restricts the possible reconstructions of the "if p, then q"
statements.

If we compare the different usage that is made of the law of
conditionalization in the classical and in the alternative case, we
can say, that classical logic starts with the reconstruction of "if
p, then q" statements and uses the law to reconstruct the notion
of inferential validity, while alternative logic, typically, starts
with the reconstruction of the notion of inferential validity (by
singling out certain inferences of the classical approach as
invalid and others as fundamental) and uses the law to single out
certain complex implicative propositions as formally true and
others as not formally true, and thereby determines the formal
truth conditions of the simple implicative statements.

2. Non-classical aspects of inference

The classical reconstruction of the notion of inferential
validity abstracts from most of the pretheoretic aspects of an
inferential situation and concentrates on one single point: that
inference is a transition from a set of premises to a conclusion
and that the transition is valid iff the logical form of the
propositions does not admit inferences from true premises to a
false conclusion. However, this point is only one of many other
aspects relevant for ordinary inferential situations, or for special
subgroups of such situations!2, Many of these other aspects are
logically irrelevant, but there are some non-logical aspects that
depend on logical principles and there are also some logical
aspects beyond the requirement of truth preservation. The most
important of the last group, in my opinion, is (premise-
yrelevance: (at least one) of the premises should be relevant for
the conclusion, i.e. there should be a logical connection between
the (structure of the) premises and the (structure of the)
conclusion. How ever this may be interpreted in detail, a
necessary condition in the case of propositional logic is surely

12 By (the "idealtypus" of) an inferential situation I mean, roughly speaking, a situation, in
which some rational beings with different beliefs mutually try to give reasons for their own
position and mutually try to understand, what exactly the position of the others consists in
and how it is grounded.
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that (in the formalization of the inference) the premises and the
conclusion must have at least one propositional variable in
common, for otherwise this connection could not be expressed
by means of propositional logic.

Though many of my considerations have been influenced by
works on relevant logic (esp. Anderson 1990 and 1992) there is
a non-logical aspect which, in my opinion, deserves some
interest, namely that the theoretical question of inferential
validity has practical imports concerning rationality and
obligation in inferential situations. Thus for instance we would
say that it is rational for someone who accepts some premises
X1, ... , Xy t0 pass to the conclusion y, provided the inference is
valid; or we might ask "Am I obliged to pass from the premises
Xy, ... » Xp, Which I granted for the sake of argument, to a certain
conclusion y, or not?", "Am I allowed to pass from the premises
X1, ... , Xp, Which express my belief at ty, to the conclusion y, or
not?"13, etc. Though inferential validity is a theoretical matter it
takes its importance from the fact, that it is relevant for our
intellectual actions, for what we do in conversation with others
as well as for what we do in silent reflection; in turn the
practical validity of these actions (in concreto) is dependent on
the theoretical validity of the inferences at stake.

In an inferential situation we may be obliged to accept "for
the sake of argument" premises to which we normally would not
assent — but we are not obliged to accept such premises beyond
necessity. We can ask for what kind of inference the premises
are needed — and if we do not accept these inferences as valid,
we are not obliged to accept the premises, since there is no
(accepted) argument for the sake of which the acceptance of the
premises could be demanded. If we do not accept certain
inferences, we are not allowed to use them and we are not
obliged to accept their use by others (we are not obliged to
accept the conclusion temporarily, since we are not obliged to
accept the premises).

13 Obligation in inferential situation was an important subject in the logic of the fourteenth
and fifteenth century (cf. for instance Paul of Venice 1988; there are also treatises on
obligation by Walter Burley, Roger Swyneshed, Albert of Saxony (1360-1390) and others)
— though it seems that the interest in obligation was less directed to moral duty than to
strategies for disputation.
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Though the question what kind of obligation and what kind
of rights one has in an inferential situation is not a logical
question, its answer presupposes some logical investigation,
since for the reconstruction of these obligations and rights in
detail a logical reconstruction of the notion of inferential
validity is needed. Of course, the latter can only be expected to
succeed with respect to the non-logical aim, if it takes non-
classical aspects of inferential situations serious. But this does
not mean that the reconstruction thereby becomes a non-logical
(psychological, sociological etc.) enterprise, for it is not the
pretheoretic notion of persuasion, of reasoning as psychological
act, of arguing as a social event etc. that is at stake here, but it is
the pretheoretic notion of inferential validity, that is to be
reconstructed.

3. What is wrong with simplification?

In Principia Mathematica B. Russell and A. N Whitehead
refer to the following three formulas as "principles of
simplification"14 which are theorems of the PM calculus:

*¥2 g (p—q)
*3  (p&q)—p
*4  (p&q)—q

The first expresses one of the well-known paradoxes of
material implication that corresponds to the "verum sequitur ad
quodlibet"-rule of the scholastic logicians!s, the other two

14 In the notation used by Russell and Whitehead these formulas read (cf. Whitehead and

Russell 1927, XI):
*202.1-:q.0.p>q Pp.["Simp"]
*326.1-:p.q.>.p Pp.["Simp"]

*3-27.)1-:p.q.D.q Pp.["Simp"]

15 It should be noted that this rule formulated for instance in Buridanus' De consequentiis: "Et
est notandum quod (...) omnis vera ad omnem aliam sequitur etiam consequentia ut nunc."
(Buridanus 1976, 32) is part of a logical theory that differs in some respect from the
theories we are accustomed with today. Buridan's rule does not mean, that we can pass
from a true premise q to a true conclusion p—q. It is not the rule corresponding to the
syllogistic scheme:
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formulas are sometimes called formulas of Petrus Hispanus!6 - I
will use the name "paradox of material implication" for (*2) and
reserve the expression "simplification" for expressions of the
conjunctive form (*3) and (*4) - the latter will be called
"general formulas of simplification", if contrasted with its
substitution instances for instance with the "from contradictories
formulas of simplification"

*5  p&~p—p and
*6  p&~p—~p

Since the paradox concerning formula (*2) has been one of the
main reasons for the development of the systems of strict
implication and has got a detailed discussion by C. L. Lewis and
his school, I will concentrate on the other two formulas!? (*3)
and (*4).

Prima facie there is nothing paradoxical with the general
formulas of simplification (*3) and (*4)18. But they have
paradoxical consequences in the sense that they can be used
together with other theses and rules in order to derive
paradoxical formulas like the paradox of material implication
(*2). But before I can give a short survey of such hidden traps of
paradoxes I must first make precise what is meant by the phrase

q
P—q | L
rather it corresponds to the syllogistic scheme:

p
2z

q
which is not valid with respect to every proposition in every situation, but only with respect
to a situation in which the sentence q is actually true. Thus for instance the inference
Socrates runs

A white (pale) man runs
1s valid in all sitvations in which a white man runs.

16  This is not quite correct, since they are not mentioned by Petrus Hispanus himself, but
appear in a later commentary by a certain Versorius.

17 Despite the fact that formula (*2) is paradoxical in itself, the arguments for the
renunciation of (*3) and (*4) will provide another reason for the rejection of (*2). For as
long as the importation formula
P—(q-1) = (p&q)—r)
is a thesis, (*3) could be derived from (*2).

18  Nelson (1930) held a more radical view.
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"formula x has certain (paradoxical) consequences y (as long as
certain other rules and theses hold)", for a paradoxical import of
a formula depends on the system in which it is a thesis.

Definition 1: An axiomatic system of propositional logic
(based on a language L) is a DCSE-system, iff the rules of
detachment, conjunction, substitution and the equivalence
rule!® hold (i.e. if these rules are part of the axiom-basis or
introducible).

Definition 2: Let x, y, z4, ... , Z, be formulas of a language
L. A formula x has the consequence vy, if z,, ... , z, are
theses, iff y is a thesis in every DCSE-system (based on
the language L) in which z,...z, are theses.

Using these definitions we can give some examples of the
paradoxical import resulting from the general formulas of
simplification:

Theorem 1: The general formula of simplification (*3) has
the paradoxical consequence

*T  p—(q—=p)
("verum sequitur ad quodlibet" paradox), if the formula of
exportation

*8  ((p&qg)—1) = (p—(g—1))
is a thesis20,
Theorem 2: The general formula of simplification (*3) has
the paradoxical consequence

*9  (p&~p)—q
("from contradictories" paradox), if the formula of
antilogism

*10 ((p&q)—r)—((p&~r)—~q) and the equivalence

formula

19  For an explicit formulation of these rules cf. Section 5.
20 Proof:  a)((p&q)—p) - (p—(¢—p)) (*8) [p/]
b) (p&q)—p) (*2)
¢) p—(g—>p) (a) (b) X modus ponens
q.e.d.
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*11 ~~gq e q
are theses2!.

Theorem 3: The general formulas of simplification (*3)
and (*4) have the paradoxical consequence

*12 (p&~p)—q
("from contradictories" paradox), if the following formulas

*13 p—(pvq)
*14  (p—q&(g—1) = (p—1)
*15  ((p—~>&(p—r)) = (p—(g&r))

*16  ((pvq)&~p) = ¢
are theses?2.

These paradoxical consequences are not "absolute
consequences”, but consequences under the condition that other
formulas are theses. This means that the paradoxes can be
avoided by renouncing one of the additional theses. Thus Lewis
and Langford in their systems of strict implication renounce the
formula of exportation, but accept the "from contradictories"
paradox; Ackermann in his system of strong implication

21 Prooft ) ((p&~q)—}m—>{(p&~p)—>~~q) (*10) [~q/q p/r]
b) ((p&~q)—p) (*2) [~g/q]
¢) (p&~p) = ~~q (a) (b) X modus ponens
d) (p&~p) - q () (*11) X equivalence 4
ed.

22 'The ideas of the following proof are due to Lewis and ?Angfwcl (1959, 250f.) — The main
ideas of the proof were already formulated by Buridanus in the 14th century (cf. Buridanus
1976, 37,169-181).

Praof:
a) (p&~p) - p (‘2) [~p/a]
b)p = (pvg) (*13) o
©) ((pde~p)—p)&(p—(pvq)) (a) (b) X conjunction
d) ((pde~p)—p)&(p—(pva)) — (&~p)—(pve) (*14) [(p&~p)/p p/q (pva)/]
e) (p&~p) - (p v q) (c) (d) X modus ponens
) (p&~p) — ~p (*4) [~plq o
8) ((p&~p)—(pva)) & ((p&~p)—-p) (e) (f) X conjunction
b) (((p&-p)—=(pva))&((p&~p)—=-p)) = (p&~p) = (Pva)&~p))
 (*15) [(p&-~p)/p (pvg)/q ~p/r]
1) (p&~p) — ((pvq)&-~p) (g) (h) X modus ponens
D Upva)d-p) — q (*16) o o
K) (p&~p)—>((pva)&-~p)) & (((pvq)é&~p)—q) () G) X conjunction
D) ((p&~p)=>((pva)&e-p)&(((pva)d~p)—q)) = (P& ~p)—q)
(*14) [(p&-p)p ((pvg)&-p)/q 9/r]
m) (p&~p) = q (k) (1) X modus ponens
q.e.d.



Paradoxical simplification 205

renounces the formula of antilogism, the formula of disjunctive
syllogism etc.23,

But beside these paradoxical consequences conditional on
some other theses, the formulas (*3) and (*4) have also
immediate consequences, which are in a certain sense
paradoxical:

*17  (p&~p)—p
*18  (p&~p)—~p

Since these formulas are substitution instances of the general
formulas, they can only be avoided by renouncing the general
formulas of simplification themselves?4.

In which sense are (*17) and (*18) paradoxical? Obviously
they are not only substitution instances of the general formulas
of simplification, but also substitution instances of the "from
contradictories" paradox

*19 (p&~p)—q

This is not by itself a sufficient argument, since substitution
instances of a paradoxical formula need not be paradoxical
themselves, for instance

*20 (p&~p)—(p&-~p)

is a non-paradoxical substitution instance of (*19). But it may
be helpful to have a look at (*19) in order to get a better
understanding of (*17) and (*18). I think there are three main
points in which our pretheoretic notion of inference collides?>
with (*19): The first point is "missing relevance": we expect that

23 For a detailed survey ef. Linneweber-Lammerskitten 1994,

24 There is still another alternative, namely to give up the caleulus rule of substitution: by
giving up this rule we could keep (*3) and (*4) as theses and could get rid of (*17) and
(*18). But disregarding the technical problems, this solution would undermine the idea that
the theses in a logical calculus should not only guarantee the validity of their "material”
substitution instances outside the calculus (i.e. the concrete inferences used in everyday life
reasoning), but should also guarantee the theoremhood of their “formal" substitution
instances within the calculus.

25  Of course; no thesis of the propositional calculus of PM is by itself a paradox: the sort of
paradoxes [ want to discuss here arise, since by the acceptance of PM as a reasonable
systematisation of our intuitions concerning inferences, we are forced to accept inferences
that contradict our previous intuitions or some of their consequences.
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the conclusions of our inferences have something to do with the
premises they are drawn from, but (*19) generates a host of
examples of inferences in which the premises have nothing to do
with the conclusion. The second point is that we expect that
whenever there is a valid inference from premises x to a
conclusion y then there cannot be also a valid inference from x
to the negation of y, but by accepting (*19) we also accept its
substitution instance

*21 (p&~p)—-~q

hence a formula whose consequent term is the negation of that
in (*19). The third point is, that we expect — quite contrary to
the school tradition of scholastic logic — that from a plain
contradiction "as little as possible" follows26.

Among these three points of paradox concerning the formula
(*19), the first vanishes if we pass from (*19) to its substitution
instances (*17) or (*18). For p or ~p indeed have something to
do with the premise p&~p: the former are constituents of the
latter; (*17) and (*18) seem to be expressions of an ordinary
analysis with respect to a complex proposition. I will criticise
this view later, but I agree that the first objection against (*19) is
not an objection against (*17) or (*18). The second and the third
argument against (*19), however, can be applied to (*17) and
(*18).

According to the second, the two formulas provide an
example of inferences that lead from the very same premises to
contradicting conclusions. Notice that this does not mean that
the conclusions themselves are contradictories — p and ~p may
well be contingent propositions — the point is that (*17) and
(*18) as principles of inference give rise to two different
patterns of inference with the same premise-structure, but with
conclusions that cannot be true together. Why do we normally
not want to have inference patterns with that property? I think it
is because the first thing we expect from inferences is
progression — progression concerning our own knowledge or

26  Of course we cannot avoid that the position of a contradiction (cf. *20) follows from itself
(at least as long as we accept the identity formula of implication p—p as a thesis). Another
formula we cannot avoid (if we keep p—>Mp) is p&~p—>M(p&~p).
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progression concerning the understanding of others or their
understanding of us. But the acceptance of inference patterns
that lead to contradicting conclusions frustrates the hope for
such progress, since a) one such conclusion can at once be
abolished by the second pattern and b) a complex proposition x
cannot be used as an account for an opinion q, if it could also be
used as an account for the opposite opinion. Now it may be
objected, that — granted that we normally do not want to have
such inference pattern — in this special case we should have
them as instrument to detect and abolish contradictions, i.e. we
should have them since otherwise we could not have a reductio
ad absurdum instrament. But this is not true: the systems I want
to propose provide the necessary reductio ad absurdum
facilities.

The third argument aims at the point, that in discourse we
should not be forced beyond necessity to accept (provisionally,
for the sake of argument) a plain contradiction ("Imagine p&~p"
— this is rather hard to imagine). But if we agree to (*17) and
(*18) as principles for inferences in discourse, we are obliged to
accept premises like "It does and it does not rain", whenever
someone wants us to accept it, provided his underlying intention
is to pass to one of its contingent parts. I think it would be
reasonable to restrict such an obligation to accept (and the
corresponding authorisation to demand the acceptance of) a
plain contradiction like q&~q beyond necessity. A first step was
made by W. Ackermann in abolishing the general formula of
"from contradictories" paradox (*19) a second should be made
by abolishing its substitution instances (*17) and (*18), the
general formulas of "from contradictories" simplification.

So much to the formulas (*¥17) and (*18) as substitution
instances of the paradoxical formula (*19). The defender of
(*17) and (*18) will probably prefer the view that they are
(admittedly odd) substitution instances of the general formulas
of simplification (*3) and (*4) and thus principles of inference
since the general formulas are. Now first of all it is true that if
the general formulas of simplification are principles of inference
then (according to our general ideas concerning inference)
indeed the formulas (*17) and (*18) are also principles of
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inference (but on the other hand: if we say that we do not accept
the formulas (*17) and (*18) as principles of inference then the
general formulas cannot be principles either). Is there an
independent reason (concerning our normal understanding of
inferences) for saying that the general formulas (and hence all of
their formal substitution instances) are principles of inference? [
think the most tempting reason is to say that all sorts of formulas
of simplification are (in a very special sense of the word)
"analytical” principles, since they allow us to pass from a
complex whole to each of its parts. But should it be allowed?
And is it really the case that "It rains" is part of that what
someone means who is apt to hold "It rains and it does not rain".
I am not sure whether this is so, but even if it were, the normal
reaction to someone performing such an assertion on a rainy
day, in my opinion, is to wonder what he is aiming at and not to
analyse this assertion in the usual polite way: "I agree with you
to the extent that it rains but I cannot see how you could come to
the opinion that it does not" for he, being asked, might answer:
"For the very same reason: it is a simple consequence of my
more general view that it rains and it does not rain.” I think that
the information the discourse partner gets from someone who
asserts "p&~p", (and also the information the latter gets about
his beliefs) is in a certain respect greater than the usual
information in an assertion of the form x&y. The surplus of
information concerns the discovery that there is something
seriously wrong with the set of beliefs oneself or the other has,
since it contains a contradiction. This discovery is far more
important than the "content” of such a complex proposition — its
analysis would rather cloud this insight, than focus it. Note that
in a normal discourse the discovery of a plain contradiction will
cause an interruption and close that part of discussion in order to
provide some basis for a reductio ad absurdum argumentation,
revisions, reflections etc.

If we look at these two roots, the "from contradictories"
paradox (*19) on the one hand and the general formulas of
simplification (*3) and (*4) on the other hand, the first root
exhibits that something is wrong with the "from contradictories"
formulas of simplification (*17) and (*18), since it is (like every
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principle of inference with a contradiction as premise) useless in
the sense that it cannot be used to pass from true premises to a
true conclusion, and, for that and the other reasons indicated, is
in conflict with our pretheoretic notion of inference. At first, the
second root drives us in the opposite direction: it seems that
these formulas, since they can be understood as special cases of
the general principles of simplification, content special
principles of "analysis" that are tolerable. My point is that if we
arrive at p&~p it is not analysis that is needed, but a new
beginning, and that therefore the second root does not really
give a reason in favour of these principles — the conflict with our
pretheoretic notion of inference remains.

This is the reason why I think it worthwhile to study systems
that try to give up (*17) and (*18). But in doing so, we should
be modest and should not postulate that every substitution
instance of (*17) and (*18) is not a thesis, for this, probably,
would lead us to very weak systems. I think it is already an
advance to construct and analyse systems in which the general
formulas of "from contradictories" simplification are not
derivable?’.

The family of systems I want to propose are neither the only
nor the first systems in which the general formulas of
simplification and some of their substitution instances are
rejected?®, but they are motivated by different reasons and thus
lead to different results.

4. Minimal requirements for a system without general
principles of simplification

In order to determine which properties an alternative
propositional system without general principles of simplification
(short: "WGPS-system"), in my opinion, should at least have, it

27 In the family of SIM1 systems I found the following substitution instances of the general
"from contradictories" formulas of simplification:
Mpé&~Mp—Mp but not: Mpé&~Mp—~Mp
p&~Lp—~Lp but not: Lp&~Lp—Lp
(p&~p)&~(p&~p)—(p&~p) but not: (p&~p)é~(p&~p)—~~(p&~p)

28 Systems in which the general principles of simplification are not derivable have been
proposed for instance by Nelson 1930, McCall 1966, Angell 1962, Cheng 199), et al.
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is essential to distinguish by definition two different relations of
inclusion that may or may not hold between the classical and the
alternative WGPS-system:

Definition 3: Let S be an alternative WGPS-system with
conjunction, negation, implication and necessity as
primitives and T be a reformulation of the PM-calculus
with conjunction, negation and material implication as
primitives. Let

¢: WFF(S) —— > WFF(T) be a mapping such that
o(p) = p for every atomic formula p
o(~x) =~0(x)
d(x&y) = 6(x)&0(y)
d(x—y) = o(x)20(y)
oLx) =0(x)

then Sisa re§ular system iff for every thesis x of S ¢(x) is
a thesis of T2,

In a certain sense a regular WGPS-system is included in the
PM-calculus, namely if the necessity operator is ignored and the
implication operator is identified with material implication. In
quite another sense the PM-calculus is included in a WGPS-
system, if the PM-calculus is a subsystem of a WGPS-system
(cf. Definition 4), namely in the sense that every formula of the
PM-calculus can also be derived in the alternative system (but
with an important difference concerning the law of
conditionalization: a material implication thesis in a WGPS-
system does not count as a principle of inference.

Definition 4: Let S be a WGPS-system with conjunction,
negation, implication and necessity as primitives and let T
be a reformulation of the PM-calculus with conjunction
and negation as primitives. Let

y: WFF(T) ——— WFF(S) be a mapping such that
y(p)  =p for every atomic formula p

29  Cf. Hughes and Cresswell 1990, 267.
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Y(~x)  =~y(x)

Y(x&y) =y(x)&y(y)
then PM is a subsystem of S (or °S is a supersystem of
PM") iff for every thesis x of T, y(x) is a thesis of S.

The following definition concerning weakest and strongest
formulas generalises the idea expressed by the paradoxical
formulas (*30) and (*31).

Definition 5: A wff x of a propositional system S is
called a weakest formula, iff it is implied by every other
term; x is called a strongest formula, iff it implies every
other term,30

By using these definitions we can formulate the following
requirements:

(i) None of the above mentioned paradoxes should be derivable,
i.e. a WGPS-system should not have the "from contradictories”
formulas of simplification

*22 p&~p—p and *23 p&~p—~p
as theses and therefore cannot have the general formulas of
simplification

*24 (p&q)—p *25 (p&q)—q
Also, it should not have any of the paradoxes of material or
strict implication,

*26 ~p—(p—q) *27 g—=>(p—9)

*28 ~Mp—(p—q) *29 Lg—(p—q)
nor the "from contradictories" paradox or its conversion

*30 (p&~p)—q *31 p—@Qv~q)

(ii)) A WGPS-system should not contain any weakest or
strongest formula, for in the pretheoretic sense there is no
premise from which every arbitrarily chosen proposition follows
as its conclusion, and no conclusion that can be drawn from
every arbitrarily chosen premise.

30 These definitions have been introduced by T. Sugihara 1955.
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(iii) It should be a regular system, for it should not lead to
inferences that must be regarded as invalid from a classical point
of view, i.e. it should, concerning the notion of inferential
validity, be more restrictive than, but still compatible with the
classical system.

(iv) It should be a supersystem of the PM-calculus, for it should
respect the truth functional relations between the truth-
functional connectives.

(v) It should guarantee the following equivalences as theses:
*32 pep *33 pe~(~p)
*34  (p&q)e>(q&p) *35 (pv@)e>(qvp)
*36  (p&(q&er))>((p&q)&r)
*37  (pv(gvr))e>((pvq)vr)

*38 (p&p)e>p *39 (pvp)p
*40  (p—>~q)(q—>~p) *41 (p—>q)>(~q—~p)
*42 Mpe~L~p *43 Lpe>~M~p

*44  (p—q)>L(p—q)
(vi) It should guarantee the following implications as theses:
*45 ((p—>9)&(g—1))—(p—r)
*46 ((q—1)&(p—q))—>(p—r1)
*47 ((p—9)&(p—1))—>(p—(g&r))
*48 ((p—1)&(q—1))—>((pvqg)—r)
*49 ((p—9)&p)—q
*50 ((p—@)&~q)—>~p
*51 (p—(q—1)—>((p&q)—r)
*52 (p—q)—>~(p&~q)
*53 (p—o~p)—>~p
*54 ((p—9&(p—~q))—>~p
*S55 p—>Mp *56 Lp—op
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*57 ~Lp—>M-~p *58 Mp—~L~p
*59 ((p—>9)&~Mq)—>~Mp

*60 ((p—q)&Lp)—Lg

*61 (p—>q)—>~M(p&~q) *62 Mp—~(p—~p)

5. The minimal system SIM1,

The system SIM1, is based on the following axioms31:

Ax1) (p&q)—(q&p)

Ax2) (p&(q&r))—((p&q)&r)
Ax3) p—P

Ax4) (p—q)&(q—1)—>(p—1)
Ax5) (p—9&(p—1r)—(p—>(q&r))
Ax6) (p—(@—1)—>((p&q)—r)
AxT) (p—~q)—=>(q—~p)

Ax8) (~p—>9)—>(~q—p)

Ax9) p—Mp

Ax10)  (p—q)—->~M(p&~q)
Ax11)  (p&p)—p

Ax12) M(p&q)—Mp&Mq
Ax13) Mp&Mq—Mp3?

31

32

It can be shown, that the axioms Ax1, Ax2, Ax4, Ax5, Ax6, Ax7, Ax8, Ax9, Ax10, Ax13,

AJ&4 and Ax16 (taken separately) are independent of all the other axioms and rules of
SIM1,.

'Ihougnh (Ax13) is not only a substitution instance of, but also has much resemblance with

the general formula of simplification (and thus could be called “"general formula of

Foss:biljty simplification") it should be noted that there are no "from contradictories"
ormulas of simplification that could be obtained from it by mere substitution. For the rule
of substitution allows only formulas like

Mp&M~p—>Mp  and Mp&M~p—oM-~p

On the other hand (Ax13) together with (Ax16) (and some other axioms) indeed leads to a

paradoxical formula of simplification (cf. footnote 27).
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Ax14)  (p—q)>~M~(~q—~p)

Ax15)  ((p—q)&~Mg)—~Mp

Ax16) MMp—-Mp

Ax17)  ~M(~(p&~q)&((p&r)&~(q&r)))

together with the following definitions for "&", "v", "L" and
"D" (material implication) and calculus rules:

DEF."&" :poq = (p—q)&(g—p)
DEF."v" :pvq :=~(~p&~q)
DEF."L" :Lp :=~M~p

DEF.">" :p>q :=~(p&~q)

Rule of substitution 1: If x is a thesis and y differs from x only
in so far as all occurrences of a propositional variable of x are
replaced in y by a certain term z, then y is a thesis.

Rule of substitution 2 ("equivalence rule"): If x is a thesis and y
differs from x only in so far as some or all occurrences of a
certain term z of x are replaced in y by a certain term z', then y
is a thesis, provided that z¢>z' is a thesis.

Rule of detachment for implication33 ("modus ponens rule"): If
x—>y is a thesis and x is a thesis, then y is a thesis.

Rule of detachment for material implication: If x>y is a thesis
and x is a thesis, then y is a thesis34.

33  The rule of detachment for implication can be introduced by means of the rule of
detachment for material implication as soon as it is shown that (p—q) D (p2q) is a thesis,
for instead of using the rule of detachment for implication with respect to some theses x—y
and x we could proceed in the following way:
a)  (p—q) 2 (p>q) thesis of SIMI
b) (x-y)>xdy) @X [x/py/q]
c¢) (x—y) condition for the application of the rule
d) (x2y) (b) (¢) X detachment for material implication
e) x condition for the application of the rule
f)  y (d) (e) X detachment for material implication
but in order to show that (a) indeed is a thesis of SIM1 the stronger rule of detachment for
implication is needed.

34 This rule is (with respect to the SIM1 systems) interchangeable with the Rule of disjunctive
syllogism: "If x and ~xvy are theses, then y is a thesis", which is known as "Ackermann's
Y- rule", since it is used in (Ackermann 1956, 119),
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Rule of conjunction: If x is a thesis and y is a thesis, then x&y is
a thesis.

That SIM1, fulfils the "positive" requirements (iv), (v) and
(vi) can be shown by straight forward derivations - the
fulfilment of (ii) by a finite adaptation of the Sugihara
matrices33, for (i) and (iii) cf. the last section.

6. The system SIM1,

The system SIM1, is designed for the connectives "&", "~",
"—" and "M", and does not contain distribution formulas which
could establish a connection between the basic operators of
SIM1, and the operators "v" and "L" defined in the usual way.
To get a system with distributive properties concerning these
connectives, i.e. a system, in which

*63 L(p&q)e>Lp&Lq

*64 M(pvq)e>MpvMq

*65  ((pvn&(gvr))e>((p&q)vr)

*66  ((p&r)v(g&r))e>((pvg)&r)
can be derived, some additional axioms must be chosen, for
instance,

Ax18) (~M~p&~M~q)—>~M~(p&q)

Ax19) ~M~(p&q)—>~M-~p

Ax20) (~(~p&~1)&~(~q&~1)}>~(~(p&q)&-1)

Ax21) ~(~(p&Q&~1)>(~(~1&~p)&~(~1&~q))
which together with the axioms, definitions and rules of SIM1,
constitute the system SIM1,.

It should be noticed, that though (*65) and (*66) are theses in

SIM1 the following formula, which has some similarities with
distribution and is derivable in the system E) is not a thesis of

35 Cf. for instance Linneweber-Lammerskitten 1988, 278.
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SIM1, (or any other member of the SIM1 family) since it does
not satisfy the set of matrices SM1.0:

*67 (p&(qvn)—>((p&q)vr)

Since the idea of distribution concerning conjunction and
disjunction is fully expressed by the formulas (*65) and (*66),
there must be something else beyond distribution hidden in
(*67), but up to now I have no good idea what it is.

7. The system SIM1,

It is widely agreed among modal logicians that our
pretheoretic notions of necessity, possibility and conjunction are
such, that a relation of distribution holds between necessity and
conjunction, but not between possibility and conjunction, i.e.
that (*68) should be a thesis, while (*69) should not,

*68 L(p&q)<>(Lp&Lq)
*69 M(p&q)<>(Mp&Mq)

The reason for rejecting (*69) is that for two contingent
propositions p and q (for instance for a contingent proposition p
and its negation ~p) the corresponding possibility statements Mp
and Mq are both true, while the statement M(p&q) might be
false (as in the example M(p&~p)), thus the formula

*70  (Mp&Mq)—>M(p&q)

in most of the modal systems3® is not a thesis. The same
argument can be used for the rejection of (*71) — in both cases
the second part of the conjunction in the antecedent is too weak.

*71  (Mp&q)—M(p&q)

If, however, this second part is replaced by Lq, the
antecedent should be strong enough to imply M(p&q), thus by
adding

36 A different position was held by Lukasiewicz in his paper A system of modal logic, 1952.
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Ax22) Mp&~M~q)—>M(p&q)
to SIM1, we get a system ("SIM1,") in which the formula

*72  (Mp&Lq)—>M(p&q)

is a thesis, which cannot be derived in SIM1,. In SIM1, the rule
of necessitation ("If x is a thesis, Lx is a thesis") is introducible
and it can be shown, that it is a normal modal system, i.e. that

(i) every theorem of the PM—calculus (based on and
"&") is a thesis

(ii))  L(pog)>(LpoLq) is a thesis.

(iii) it 1s closed under the rule of material detachment.

(iv)  itis closed under the rule of necessitation.

8. The system SIM1;

One of the disadvantages the system SIM1; still has, is that
only restricted versions of the following rules37

(i) Becker's rule I1: If x—y is a thesis then also Lx—Ly is

a thesis.

(ii) Becker's rule 2: If x—y is a thesis then also Mx—>My
is a thesis.

(iii) Becker's rule 3: If x>y is a thesis then also
LMx—LMy is a thesis.

(iv) Becker's rule 4. If x>y is a thesis then also
MLx—MLy is a thesis.

are introducible3® and that it contains a lot of hidden
modalities39, e.g. conjunctions such as (Lp&p), which cannot be
reduced. By adding the following axioms

37  This rule was originally formulated by O. Becker (cf. Hughes 1996, 200).

38 Le. the rules can only be applied, if in addition to x—y also the corresponding
simplification formula x&y—x is a thesis.

39  We can interpret any first degree modal function of a single variable i.e. a wif that contains
(several occurrences of) a single variable and one or more modal operators, such that none
of these modal operators is in the scope of any other, as a hidden modality. It has been
shown that even a system like S4 has infinitely many distinct modal functions of a single
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Ax23)  (p—(p&q))—((p&q)—p)

Ax24) (p—q)—=>((p&q)—q)

to SIM1, we arrive at the system SIM13,, in which Becker's rules
above are introducible. SIM1; has 14 different modalities,
namely p, Mp, Lp, MLp, LMp, MLMp, LMLp and their
negations. Most of the hidden modalities built up by conjunction
(e.g. Lp&p etc.) can be reduced using Becker's rules.

9. The matrix based system MS1.0

By means of the following set of matrices SM1.0, one can
show that the requirements (i) and (iii) are fulfilled40 by SIM1,:

K * 1234 C 2444 N 4 M1
* 2234 1244 3 1
3334 2424 2 3
4444 1212 1 4

(designated values 1 and 2):

But this set of matrices SM1.0 can also be useful in another
respect: it can be regarded as defining a limit case for the
construction of a family of systems, where each member is an
extension of the SIMI1, system satisfying all of the WGPS-
requirements and allowing some additional plausible inferences.
For the set of matrices SM1.0 together with appropriate
definitions for the matrices of equivalence, disjunction,
necessity etc. determines a matrix based system MS1.0 in the

variable (cf. Hughes and Cresswell 1990, 57). With respect to SIM1 conjunctive formulas
are, of course, of main interest and 1 confine myself Lo these,

40 One has to show a) that the axioms and rules of SIM 1, satisfy this set of matrices, i.e. that
the axioms take only designated values and that the application of the calculus rules
preserves this property, b) that the paradoxical formulas under (i) take at least one
undesignated value, ¢) that SIMI , satisfies the 2-valued characteristic set of matrices of the
PM-ca?culus extended by identity matrices for the modal notions and matrices for SIM1,
implication (equivalence) that are congruent with that for material implication
(equivalence). SIMI, satisfies the 2-valued characteristic set of matrices of the PM-
calculus extended by identity matrices for the modal notions and matrices for SIMI,
implication (cquivalence) that are congruent with that for material implication
(equivalence). This can be seen at once by replacing the designated values 1 and 2 in the
set of malrices above by the truth-value t and the undesignated values 3 and 4 by the truth-
value f.
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canonical way: a wff x is a thesis of MSL.0, iff x takes a
designated value under SM1.0. The matrix based system MS1.0
is a limit case for a sequence (or in general for a net) of systems
satisfying the SM1.0 matrices and containing SIM1,.

As MS1.0 is stronger than each member of the SIM1 family and
has the advantage of being decidable, it may appear to be
preferable. But though it satisfies all of the positive (iv)-(vi) and
the negative requirements (i) and (iii), it contains some weakest
(e.g. M(p—p)) and some strongest formulas (e.g. ~M(p—p)).
Like all the systems based on a finite valued set of matrices
MS1.0 has the additional disadvantage that it allows unwanted
equivalences, Thus for instance

*13  (p—p)e((q&(r&s))—((q&r)&s))

is a thesis, though its constituents (p—p) and
((qQ&(r&s))—>((q&r)&s)) have a different number of (different)
propositional variables.

Institut fiir Philosophie der Universitit Bern
Unitobler

Linggass Strasse 49

CH 3009 BERN
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SPECIFICITE ET POTENTIALITES DE
LA LOGIQUE FLOUE

Bernadette BOUCHON-MEUNIER

1. Pourquoi la logique floue?

Le terme «logique floue» a deux acceptions: la premiere, la
plus stricte, la définit comme une extension de la logique classi-
que destinée 2 raisonner sur des connaissances imparfaites. La
seconde, trds répandue actuellement, fait référence a tous les
développements concernant les théories des sous-ensembles
flous et des possibilités. Nous nous intéressons ici a la premiére
acception.

La théorie des sous-ensembles flous a été introduite en 1965
par Lotfi A. Zadeh, professeur & I’'Université de Californie a
Berkeley, internationalement reconnu pour $es travaux en auto-
matique et théorie des systémes, qui a éprouvé le besoin de for-
maliser la représentation et le traitement de connaissances
imprécises ou approximatives, afin de pouvoir traiter des sys-
témes d’une grande complexité dans lesquels sont, par exemple,
présents des facteurs humains. Elle a pour but d’assouplir la
théorie des ensembles classique, en autorisant un élément d’un
univers A appartenir partiellement a une classe donnée de cet
univers.

Le concept de sous-ensemble flou a été introduit pour €viter
les passages brusques d’une classe 3 une autre (de la classe
«bon» 2 la classe «mauvais» par exemple) et autoriser des élé-
ments A n’appartenir complétement ni a I'une ni a I"autre (a étre
«médiocres», par exemple), ou encore a appartenir partiellement
A chacune (avec un fort degré A la classe «bon» et un faible
degré A la classe «mauvais»). La définition d’un sous-ensemble
flou répond au besoin de représenter des connaissances impré-

Travaux de logique, 11, 1997.
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cises (une note d’«environ 15/20» ou un éleéve «relativement
bon»). Le caractére graduel des sous-ensembles flous corres-
pond a I’idée que, plus on se rapproche de la caractérisation
typique d’une classe, plus 1’appartenance a cette classe est forte
(il est stir qu’avec 19/20, un éleéve est bon, avec 1/20, il est mau-
vais, mais a partir de quelle note passe-t-il d’une classe 2 1’autre
et un centieme de point d’écart entre deux étudiants peut-il les
faire appartenir 3 deux classes différentes?). Rappelons qu’un
sous-ensemble flou A de I'univers X est défini par une fonction
d’appartenance f,:X — [0,7]. Si celle-ci prend la valeur 1 en au
moins un point de X, elle est dite normalisée.

Ainsi, la théorie des sous-ensembles flous conduit-elle A une
méthode de représentation des connaissances imparfaites sur un
systéme ou une situation, ¢’est-a-dire des connaissances sou-
mises A des imprécisions, a I’utilisation de critéres qualitatifs,
approximatifs, reflétant une absence de rigueur des observateurs
ou une flexibilité inhérente au systeme.

Au dela de la représentation des connaissances, il est néces-
saire de mettre au point des méthodes d’exploitation de ces
connaissances. Certaines méthodes peuvent étre directement
déduites de la théorie des sous-ensembles flous. C’est le cas, par
exemple, de méthodes de classification, de traitement d’images,
de gestion de requétes imprécises adressées a des bases de don-
nées, de calcul sur des quantités floues... Cependant, bien des
méthodes d’exploitation de connaissances nécessitent un raison-
nement, I’établissement d’une conclusion A partir de données
décrivant une situation. C’est le cas, par exemple, pour les sys-
temes d’aide au diagnostic, les systémes experts. Raisonner sur
des connaissances imparfaites a été I’'un des objectifs affichés
trés tot par L.A. Zadeh, avec la volonté de proposer un mode de
raisonnement qui soit proche du raisonnement humain, puisque
les humains sont aptes a fournir des conclusions précises et per-
tinentes a partir de descriptions approximatives, mal connues,
imprécises.

Pour raisonner a partir de connaissances imprécises, il faut
aussi &tre capable de traiter des incertitudes exprimant des
doutes non probabilistes, & caractére subjectif, ce que ne permet
pas la théorie des sous-ensembles flous. Imaginons la régle pré-
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cise «si I’éléve a au moins 10, il est admis», et cherchons une
conclusion sur ’admission d’un éléve qui a «a peu pres 10»
(connaissance imprécise), nous ne pouvons faire mieux
qu’énoncer un diagnostic incertain tel que «I’éleve est peut-Etre
admis». L.A. Zadeh a donc introduit en 1978 la théorie de pos-
sibilités qui complete la théorie des sous-ensembles flous, en
proposant une représentation de connaissances incertaines com-
patible avec celle-ci afin de parvenir & un raisonnement
approximatif. Notons qu’imprécision et incertitude sont étroite-
ment lides, «a peu prés 10» (imprécis) entrainant par exemple
«peut-étre plus de 10, peut-8tre moins de 10» (incertain), et que
la compatibilité entre représentation des imprécisions (sous-
ensembles flous) et représentation des incertitudes (possibilités)
est donc nécessaire.

La théorie des possibilités introduit une double pondération
de tout sous-ensemble d’un univers de définition X d’une
variable (par exemple la note d’un éleve, définie sur [0, 20]) par
une mesure de possibilité IT et une mesure de nécessité N indi-
quant respectivement & quel point il est possible que la valeur
(inconnue) de la variable appartienne & ce sous-ensemble et a
quel point ceci est certain. On démontre que, si la connaissance
sur la valeur de la variable est imprécise, et donc représentée par
un sous-ensemble flou A de X, alors f,(x) indique a quel point
il est possible que x soit la vraie valeur de la variable, étant
donné la connaissance de A supposé normalisé, ¢’est-a-dire que
1({x}) vaut alors f,(x). C’est ce passage entre flou et possibili-
tés qui établit la compatibilité entre les deux théories.

éories des sous-ensembles flous et des possibilités sont les
deux piliers sur lesquels repose le raisonnement approximatif en
logique floue.

2. Comment est introduite la logique floue?

La logique floue a été introduite par Goguen (1969) a partir
de la définition d’une grammaire formelle de concepts inexacts,
qu’il construit en s’appuyant sur la notion de sous-ensemble
flou. Elle a ensuite été présentée par L.A. Zadeh (1983) comme
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un moyen de raisonner «i la maniére des humains», donc en
utilisant des connaissances admettant I’imprécision inhérente 2
la plupart des €léments d’information que les humains manipu-
lent pour raisonner et c’est cette approche qui prévaut actuelle-
ment.

Les besoins sous-jacents & I’introduction de logique floue
sont li€s 2 la nécessité de raisonner sur des connaissances impar-
faites.

— Puisqu’on s’autorise a traiter de I’imprécision, il est nécessaire
de manipuler des connaissances vagues, imprécises, approxima-
tives, exprimées avec des mots du langage naturel; remarquons
néanmoins que la logique floue n’a pas la prétention de traiter
toute la richesse du langage naturel, mais qu’elle prend en
compte des granules de connaissances issus d’expressions en
langage naturel.

— II est également nécessaire d’accepter que la vérité soit elle-
méme modulable: une proposition peut étre tout a fait vraie,
fausse, relativement vraie, ...

— Le raisonnement humain est capable d’éviter les ruptures
brusques entre les situations strictement compatibles avec une
egle de déduction et les autres situations: par exemple, un ser-
vice de recrutement qui exige «15/20 en économie» A un exa-
men acceptera vraisemblablement un candidat avec un excellent
dossier qui aura seulement 14,98. De méme, un systéme de rai-
sonnement en logique floue doit exploiter des connaissances
«voisines» de celles attendues en prémisse d’une régle de
déduction, pour fournir une conclusion éventuellement soumise
a une incertitude ou 2 une faible spécificité si la relation de
«voisinage» n’est pas tres forte, mais pour fournir une conclu-
sion tout de méme, ce que ne ferait pas un systéme en logique
ordinaire.

— Les quantificateurs universel et existentiel sont également
insuffisants pour représenter les quantificateurs que 1’humain
manipule. Par exemple, des expressions comme «dans presque
tous les cas» ou «dans la majorité des cas» sont trés naturelles et
doivent pouvoir &tre prises en compte dans un systéme de rai-
sonnement en logique floue.
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Ces raisons, parmi les principales pour montrer I’impossibi-
lité de se servir de la logique classique afin de raisonner sur des
connaissances imparfaites, conduisent a la logique floue, exten-
sion de la logique classique. Des logiques multivaluées ont €t¢
introduites et largement développées, a partir des recherches de
Lukasiewicz en 1928, pour assouplir la notion de degré de véri-
té. Mais ces travaux ne s’intéressent pas a I’expression et a la
représentation des connaissances imprécises, ils n’ont pas pour
vocation de traiter des termes issus du langage naturel et, s’ils ne
sont pas étrangers 2 la logique floue, ils ne sont pas suffisants
pour répondre 2 tous les besoins exprimés plus haut.

3. Qu’est-ce que le raisonnement en logique floue?

Les propositions sont des propositions floues définies a partir
d’un ensemble L de variables linguistiques (V, X, Ty), ou V est
une variable (la qualité, I'dge...), X son univers de définition,
Ty un ensemble de caractérisations linguistiques représentées
par des sous-ensembles flous de X, et d’un ensemble M de
modificateurs linguistiques (transformations de fonctions
d’appartenance représentant des adverbes tels que «trés»,
«relativement»...). Reprenant I’exemple précédent, on pourra
avoir pour le résultat & un examen V, I'univers X = [0, 20], et
choisir Ty = {mauvais, médiocre, bon}, ou un ensemble plus
finement décrit en ajoutant «nul» et «excellent». On impose
généralement que, pour tout x de X, il existe une caractérisation
A de Ty telle que f,(x) #0.

Les propositions floues élémentaires sont de la forme «V est
A», ol A est dans Ty ou construit 2 partir d’un élément de Ty a
1’aide d’un modificateur (par exemple A = «trés B», avec B dans
Ty), ou bien A est une valeur précise de X.

La valeur de vérité des propositions appartient a tout I’inter-
valle [0, 1] et elle est fournie par la fonction d’appartenance de
la caractérisation floue utilisée dans la proposition floue. Une
valeur de vérité égale 2 1 (respectivement a 0) correspond a une
proposition absolument vraie (respectivement absolument
fausse).
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Des quantificateurs flous peuvent é&tre utilisés, qui sont des
sous-ensembles flous de I’univers [0, 1].

Dans le cas particulier ol toutes les propositions floues sont
booléennes, c’est-a-dire qu’elles sont soit absolument vraies,
soit absolument fausses, la logique floue est identique a la logi-
que classique. Les sous-ensembles classiques étant des cas par-
ticuliers de sous-ensembles flous, cette identité est naturelle: des
connaissances précises, correspondant au fait que la variable V
prend la valeur précise x, de I'univers X (par exemple «la note
est de 11/20», ou encore «la décision est d’accepter»), sont
associées A des sous-ensembles flous particuliers de X, de fonc-
tion d’appartenance égale 1 en x, et 4 0 ailleurs.

Des opérateurs logiques sont définis 2 partir de normes trian-
gulaires pour la conjonction et de conormes triangulaires pour la
disjonction (Schweizer, Sklar 1963). Par exemple, la valeur de
vérité associée a la conjonction de propositions «V est A et W
est B» est T( f4(x),fg(y)), en tout x de I'univers X de V et y de
'univers Y de W, pour une norme triangulaire T telle que le
minimum. De méme la valeur de vérité associée 2 la disjonction
de propositions «V est A ou W est B» est L(f, (x),fp(y)), en tout
x de X ety de Y, pour une conorme triangulaire L telle que le
maximum. La valeur de vérité de la négation de «V est A» est
définie a partir d’un opérateur monotone décroissant de f,(x),
généralement 1- f, (x). Opérateurs de conjonction et de dis-
jonction sont choisis en liaison I'un avec 1’autre pour préserver
le maximum des propriétés habituelles en logique classique.
C’est le cas par exemple pour min et max, pour T(a,b) = ab et
L(a,b) = a+b-ab, pour T(a,b) = max(a+b-1, 0) et L(a,b) =
min(a+b, 1), ces paires vérifiant les lois de De Morgan pour la
négation définie plus haut.

L’implication floue entre deux propositions floues élémen-
taires «V est A» et «W est B» est une proposition floue concer-
nant le couple de variables (V, W), dont la valeur de vérité est
donnée par la fonction d’appartenance fg d’une relation floue R
entre X et Y définie, pour tout (x, y) de X x Y par:

fR(x, y) = o(fa(x), f5(y)),
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pour une fonction @ de [0, 1]x[0, 1] — [0, 1]. De nombreuses
formes de @ ont été introduites, & partir d’extensions de I’impli-
cation en logique classique. Citons par exemple

fr(x, y) = max(1 - fo(x), f8(y)),

qui représente — V est A v W est B, ou encore I’'implication
floue de Lukasiewicz

fr(x, y) = min(1 - fo(x) + fa(y), D).

L’intérét d’utiliser de telles implications apparait dans la
définition du modus ponens généralisé. Considérons une régle
floue de la forme «si V est A alors W est B» et une proposition
floue «V est A’», avec A’ plus ou moins différent de A. Une
extension du modus ponens classique doit préserver celui-ci,
c’est-a-dire correspondre a 1’obtention d’une conclusion «W est
B’ » telle que B’ soit identique 2 B deés que A’ est identique a A.
On définit B’ par sa fonction d’appartenance:

VyeY fp(y) = supxex F(fa (x), fr(x,y)),

pour une norme triangulaire F compatible avec I’implication
floue R relativement a la préservation du modus ponens. On
peut ainsi utiliser F(a,b) = max(a+b-1, 0) avec les deux implica-
tions floues données en exemple.

Ainsi, avec une régle floue telle que «si le résultat de I’exa-
men est bon, alors 1a candidature est acceptable», et une propo-
sition floue «le résultat de I’examen est relativement bon», ou
«relativement» est représenté par un modificateur linguistique,
le modus ponens généralisé fournira une conclusion «la candida-
ture est B’», ou B’ pourra s’interpréter par «a peu pres accep-
table», forme moins spécifique que «acceptable», ou encore
«peut-€tre acceptable, mais ce n’est pas absolument certain»,
selon I’'implication floue utilisée.

Le schéma du modus ponens généralisé est encore valable
lorsque prémisse et conclusion de la régle floue sont la conjonc-
tion ou la disjonction de propositions floues élémentaires.

Un tel schéma est le plus répandu dans les systtmes de
déduction dans le cadre d’une représentation des connaissances
par des ensembles flous.
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4. Quelles sont les autres possibilités de raisonner dans
un environnement flou?

Dans le cas ou I’on ne manipule que des incertitudes non
probabilistes, indiquant une absence de fiabilité dans la source
d’information, on peut se placer dans un cadre possibiliste sans
utiliser de sous-ensemble flou. La logique possibiliste, reposant
sur la théorie des possibilités, permet alors de raisonner sur de
telles connaissances, en utilisant les degrés avec lesquels il est
possible et il est certain que les différentes propositions soient
vraies. (Dubois, Prade 1984; 1987). Des liens ont été établis
entre logique possibiliste et logique modale et la logique pos-
sibiliste a des développements en démonstration de théorémes.

Le cadre de la théorie des sous-ensembles flous et de la théo-
rie des possibilités permet de généraliser A des connaissances
imparfaites d’autres formes de raisonnement, telles que:

— le raisonnement par défaut, pour lequel il est possible d’avoir
une approche possibiliste, par exemple (Yager 1987),

— le raisonnement temporel, avec une approche basée sur des
intervalles flous du temps (Dubois, Prade 1989),

— le raisonnement syllogistique (Zadeh 1985) o I’on combine
des regles floues pondérées par des quantificateurs flous, tels
que «pour Q1 des individus, si V est A alors W est B», «pour
Q: des individus, si W est B alors S est C», pour quel Q peut-
on dire que «pour Q des individus, si V est A alors S est C?»,
avec par exemple des quantificateurs flous tels que Q; = «une
majorité», Q; = «la presque totalité»...

D’autres types de raisonnement, que I’on rencontre en intelli-
gence artificielle par exemple, peuvent étre étendus 2 des
connaissances imparfaites. C’est le cas des méthodes de généra-
lisation, par exemple, qui sont issues du fonctionnement naturel
des étres humains pour obtenir une conclusion sur une situation
donnée, étant donné les connaissances déja acquises et I’expé-
rience passée. On suppose donné un ensemble d’objets ou de
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situations connus décrits 4 1’aide d’attributs (un ensemble de
candidats, décrits par leur age, leur note a I’examen, le nombre
de langues parlées...) et affectés d’une classe ou d’une décision
(candidature acceptable, candidature inacceptable, par exemple)
dans le passé. Cet ensemble constitue une base d’apprentissage,
dont on se sert pour identifier la classe ou la décision a prendre
en présence d’un nouveau cas (nouveau candidat, par exemple,
dont on connait les valeurs des attributs.

Les notions de ressemblance, d’analogie, de similitude entre
situations, sous-jacentes a la généralisation des résultats connus
sur la base d’apprentissage a tout nouveau cas, conduisent a
penser qu’une représentation floue des connaissances peut &tre
intéressante. De plus, lorsqu’on a a faire avec des connaissances
numériques, il est toujours délicat de faire une différence entre
deux situations dont les descriptions sont «voisines» et d’établir
des seuils brutaux au-deld desquels une décision a prendre doit
changer. La difficulté est encore accrue lorsque toutes les situa-
tions ne sont pas décrites avec des valeurs d’attribut du méme
type, par exemple lorsque certaines notes sont indiquées comme
«bonnes» et d’autres avec des valeurs précises. Pour toutes ces
raisons, on est amené 2 utiliser une représentation des connais-
sances floues dans différents schémas de généralisation.

Le premier mode de raisonnement par généralisation, le rai-
sonnement inductif, ou apprentissage a partir d’exemples,
recherche les attributs les plus significatifs relativement a la
prise de décision souhaitée et les ordonne par ordre d’impor-
tance décroissante dans un arbre de décision. Chaque nceud de
I’arbre est ainsi associé A un test sur un attribut, chaque arc issu
de ce nceud étant associé a une valeur du test. Par exemple, pour
un nceud associé i la note & I’examen, chaque branche pourra
etre associe respectivement a «approximativement supéricure a
14», «approximativement inférieure a 14», représentés par des
sous-ensembles flous de [0, 20]. Les sommets terminaux de
I’arbre correspondent a une décision identifiée. Pour chaque
nouveau cas, on compare la valeur de I’attribut aux nceuds suc-
cessifs de I’arbre avec celle indiquée dans le test. Le résultat est
un degré de compatibilité entre O et 1, propagé jusqu’aux som-
mets terminaux de fagon a déterminer avec quel degré de satis-
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fiabilit€ une décision peut é&tre prise (Bouchon-Meunier, Mar-
sala, Ramdani 1996).

Le deuxieme de ces modes est le raisonnement & partir de cas
ou le raisonnement par analogie, proches I'un de I’autre. On
cherche dans la base d’apprentissage la situation qui ressemble
le plus 2 la nouvelle situation a traiter et I’on propose une déci-
sion a partir de la décision qui a été prise pour cette situation
antérieure. Pour déterminer & quel point deux situations se res-
semblent, on utilise des relations floues de ressemblance
(Bouchon-Meunier, Valverde 1993) ou des mesures de compa-
raison de valeurs floues (Bouchon-Meunier, Rifgi, Bothorel
1996).

Un autre mode de généralisation est le raisonnement 2 partir
de prototypes. On cherche dans la base d’apprentissage des
familles de situations se ressemblant, on en détermine un proto-
type et la nouvelle situation sera rapprochée du prototype auquel
elle ressemble le plus. Ici encore, la comparaison de valeurs
floues d’attributs s’impose et la tiche de recherche de prototype
peut tre envisagée dans un environnement flou, une candida-
ture retenue étant par exemple caractérisée par «plutdt jeune,
avec une bonne note générale, et une excellente note en écono-
mie» (Rifqi 1996).

5. Conclusion

Il convient d’utiliser la logique floue lorsque des imperfec-
tions entachent la connaissance dont nous disposons pour rai-
sonner. Elle est aussi intéressante toutes les fois que des infor-
mations numériques et des informations qualitatives, symbo-
liques, linguistiques, doivent étre traitées simultanément. C’est
méme le seul cadre formel dans lequel un tel traitement est pos-
sible. C’est également le seul cadre dans lequel puissent étre
traitées des imprécisions et des incertitudes, et il autorise égale-
ment le traitement d’incomplétudes dans les connaissances.

Raisonner en logique floue peut avoir plusieurs facettes. La
plus communément répandue est la déduction par modus ponens
généralisé dans une extension de la logique classique. Mais le
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fait de rechercher un raisonnement proche du raisonnement
humain conduit & d’autres facettes, dans lesquelles I'imprécis,
I’approximatif, sont pris en compte au méme titre que la res-
semblance, 1’analogie. La richesse de la théorie des ensembles
flous, d’une part, de la théorie des possibilités, d’autre part,
conduit & bien des formes de raisonnement, dont toutes n’ont
pas encore été explorées profondément, et dont nous avons tenté
de donner un panorama aussi général que possible, bien que non
exhaustif.
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LOGIQUES NON MONOTONES

Gérard CHAZAL

Introduction

Définition de la monotonie

Dans le cadre de la logique classique, le calcul des prédicats
du premier ordre par exemple, si ’on se donne un ensemble D
de formules cohérentes entre elles, on peut, en appliquant les
régles d’inférence habituelles, obtenir un nouvel ensemble de
formules que 1’on notera Th(A) avec A < Th(A). Si I’on ajoute
une formule a4 A cohérente avec I’ensemble des formules de A,
de maniere 2 obtenir un ensemble A' toujours cohérent, Th(A")
comportera au moins autant de formules que Th(A).

ette propriété de la logique classique est appelée la mono-
tonie. On pourrait la formuler plus simplement de la maniére
suivante: si [’on ajoute a un ensemble de prémisses une nouvelle
prémisse de telle sorte que la cohérence soit maintenue, le
nombre de conclusions ne peut que croitre.

On peut donner une définition plus formelle de cette pro-
priété:

SiAj, Ay, ..., Ay —Balors Ay, Ay, ..., Ap, Ay —B
Problémes conduisant a adopter des logiques non monotones

1 - raisonner en absence d’information compléte

Cette propriété de la logique classique qui, dans le cadre de la
déduction, la rend trés robuste, présente cependant quelques
inconvénients lorsqu’il s’agit de modéliser certaines formes de
raisonnement, soit que I’on veuille rendre compte de comporte-

Travaux de logique, 11, 1997.
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ments humains, soit que 1’on souhaite les reproduire avec une
machine.

Prenons un exemple simple. Pour venir de Dijon & Neuchatel,
deux routes s’offraient 2 moi et évidemment je souhaitais
prendre I’itinéraire le plus rapide. L’un de ces itinéraires em-
prunte des routes nationales et départementales, traverse beau-
coup de villages, I’autre se fait par autoroute. Les connaissances
que j’ai des routes, des autoroutes, des limitations de vitesse en
vigueur, etc. me permettent de conclure que I'itinéraire par
"autoroute est plus rapide. Cependant, si j"apprends avant de
partir qu’il y a d’importants travaux sur 'autoroute ou un grave
accident provoquant d’énormes bouchons, je conclurai que 1’iti-
néraire par les routes nationales et départementales est plus
rapide. On peut considérer le probléme de deux maniéres. Pre-
mi¢rement je peux, avant de partir me renseigner sur 1’état des
routes et autoroutes que je suis susceptible d’emprunter. Dans le
cas ol j’apprendrais I’existence de travaux ou d’un accident, je
serai obligé de retirer ma premiére conclusion «le trajet autorou-
tier est le plus rapide» pour la remplacer par la conclusion «le
trajet par la route est plus rapide». Nous sommes dans un cas ty-
pique de non-monotonie puisque 1’ajout d’une prémisse
(concernant I'état des routes) m’oblige a retirer une conclusion.
Deuxi¢émement, je peux ne pas avoir les moyens de connaitre
I’état des routes. Dans ce cas j’en resterai 4 ma premiére
conclusion et, bien que devant raisonner avec un état de
connaissance incomplet, je partirai, quitte & réviser ma décision
si cet état de connaissance est modifié. Le raisonnement non
monotone va intervenir chaque fois que 1’on devra raisonner ou
faire «raisonner» une machine avec une base de connaissances
incompléte.

De telles situations sont nombreuses dans la vie. Nous tenons
" fréquemment des raisonnements et aboutissons 3 des conclu-
sions qui nous servent pour agir alors que nos connaissances
sont insuffisantes pour obtenir ces conclusions de maniére ferme
et définitive avec les regles d’inférence habituelles de la logique
classique. On rencontre aussi ce probleéme dans 1’élaboration de
la succession des tiches dans un processus industriel, ce qu’on
appelle parfois les gammes de montage. La gamme la plus logi-
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quement déduite peut &tre remise en cause par de nouvelles
informations (état des stocks, événements sociaux, rupture chez
un fournisseur, etc.).

2 - utiliser des régles avec exceptions

Les systémes experts mis au point par les techniques d’intel-
ligence artificielle utilisent le plus souvent le modus ponens
avec des régles de la forme Si A alors B, or A, donc B. L’élabo-
ration d’un systeme expert suppose donc que I’on traduise les
connaissances de 1’expert auquel on veut substituer un ordina-
teur sous forme de régles conditionnelles. Or, lorsqu’il s’agit de
traduire ainsi des connaissances empiriques, on s’apergoit que
beaucoup de régles, comme dans la grammaire frangaise par
exemple, comportent des exceptions. Si les exceptions sont peu
nombreuses, on peut pallier au probléme de maniére simple en
ajoutant des conditions 2 la régle. Par exemple la régle si x est
un nom singulier et si x se termine par «ou» alors au pluriel on
écrira x+s deviendra si x est un nom singulier et si x se termine
par «ou» et si( x<> «caillou» et x<>«chou», et....) alors au
pluriel on écrira x+s. Cependant une telle technique devient
inutilisable si le nombre d’exceptions est trés grand (lourdeur et
longueur des régles) ou si les exceptions ne sont pas connues a
I’avance. Dans ce cas 13, il sera préférable d’utiliser le forma-
lisme d’une logique non monotone.

Nous serons donc amener a utiliser une logique non mono-
tone chaque fois que nous voudrons formaliser un raisonnement
conjectural ou devant s’effectuer avec des informations incom-
plétes, incertaines, évolutives.

1. Caractéres généraux des logiques non monotones

La pluriextensionalité

Si nous considérons un ensemble A de connaissances sur les
caracteres des routes et des autoroutes reliant Dijon & Neuchitel
nous pourrons déduire de cet ensemble deux conclusions incom-
patibles: prendre les routes nationales et départementales et
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prendre I’autoroute. Le choix entre 1’une et I’autre se fera en
fonction de I’ajout & A d’une information concernant 1’état des
routes. D’une manitre générale, dans le cadre d’une logique non
monotone, & partir d’un ensemble de prémisses données, plu-
sieurs ensembles incompatibles de conclusions possibles peu-
vent étre obtenues.

ic, ey, ¥el " 1 cy

Cela entraine un certain nombre de conséquences:

¢ Pour une formule A, la non-monotonie demande la définition
d’une conséquence sémantique permettant d’obtenir des
conclusions qui ne sont pas vérifiées pour tous les modeles
de A (en prenant «modele» au sens habituel de la séman-
tique).

® Des conclusions pourront étre consistantes avec les prémisses
mais non valides au sens que la logique classique donne 2 ce
terme. D’ ot une distinction entre la validité au sens classique
du terme (une formule est valide si elle se déduit des axiomes
et des prémisses) et la simple consistance.

¢ L’ensemble des conclusions inférées, parmi les ensembles
possibles dépendra le plus souvent de I’ordre dans lequel se-
ront effectuées les inférences. (Cf. L’exemple ci-dessous).

¢ Enfin, il faudra évidemment éviter d’inférer conjointement
des conclusions non consistantes entre elles.

Remarque. Pour éviter 'existence de plusieurs ensembles in-
compatibles de conclusions possibles, on peut utiliser 1a mono-
tonie restreinte avec un systéme logique classique. Cette mono-
tonie restreinte correspond 2 la régle d’inférence suivante:

Si(Al,...,An)|—Bet
si (Al, ..., An) —C, alors (Al, ..., An, B) — C
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Cependant cela s’avere le plus souvent insuffisant pour formali-
ser des formes de raisonnement du type de ceux que nous
venons de voir.

Quelques définitions.

Un certain nombre de notions de la logique classique devront
prendre une définition un peu différente de celle que I’on a cou-
tume d’en donner.

Tout d’abord on définira la notion de point fixe de la maniére
suivante:

Un point fixe est un ensemble stable de formules (de connais-
sances ou de croyances) pour lequel aucune nouvelle formule ne
peut étre inférée de maniere consistante.

Un théoréme sera une formule présente dans toutes les exten-
sions pouvant étre inférées.

Une démonstration d’une formule A visera a établir 1’existence
d’un point fixe pour des prémisses données, qui contienne A

Les regles d’inférence non monotones.

Une logique non monotone suppose donc 1’existence, sous
une forme ou sous une autre, de régles d’inférence prenant en
compte le caractere partiel des connaissances exprimées par les
prémisses ou I'existence d’exceptions & une régle générale. Ce
seront des régles révisables. Transposées dans un code informa-
tique, un systéme expert par exemple, le caractere révisable de
ces reégles supposent qu’elles puissent étre bloquées ou inhibées
en cours de déduction (par apparition d’une nouvelle connais-
sance) ou bien qu’elles comportent des conditions d’application
dont la vérification puisse évoluer.

Dans I’exemple des trajets routes ou autoroutes, la régle clas-
sique serait:

Si x est un trajet autoroutier de A 3 B alors x est le trajet le
plus rapide de A a B.
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Avec condition de consistance nous aurions:

Si x est un trajet autoroutier de A a B et s’il est consistant
(avec ce qui est déja connu) que x soit le trajet le plus
rapide de A 2 B, alors x est le trajet le plus rapide de A a
B.

Avec condition de non-inférabilité d’une assertion:

Si x est un trajet autoroutier de A a B et si ’on ne peut pas
inférer qu’il existe un trajet plus rapide que x de A i B,
alors x est le trajet le plus rapide de A 3 B.

2. Quelques exemples de logiques non monotones

De maniere a rendre plus clair ces quelques notions, nous
allons présenter rapidement deux exemples de logiques non
monotones. Nous verrons apreés quelles conséquences épistémo-
logiques nous pouvons en tirer.

La logique avec défauts de Reiter.

Définitions.
Reiter (1980, 1987a et b) propose d’ajouter a la logique clas-

sique des régles d’inférence d’un type particulier appelées
défauts. Un défaut se présente ainsi:

o:MB
Y

Si o est connu (est une prémisse ou a ét€ déduit des prémisses)
et si B est consistant avec tout ce qui est connu, alors on peut
inférer .

On peut remplacer connu par cru suivant que 1’on se place dans
une logique de la connaissance ou dans une logique de la
croyance.

o, 3, ysont des énoncés prédicatifs implicitement quantifiés uni-
versellement.
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On aura donc des régles de défaut (ou des défauts) de la
forme

_a(X): MBI(X1), .., MBn(Xn)
' Y(Y)

o(X), Bi(Xi), y(Y) sont des énoncés bien formés du langage
formel utilisé, X, Xi et Y sont des ensembles de variables pris
dans I’ensemble des variables du langage.

o.(X) est le prérequis du défaut d.

Bi(Xi) est la justification du défaut.

Y(Y) est le conséquent du défaut.

:M appartient au métalangage.

d

Exemple.
Voici un exemple de défauts emprunté a Reiter:

Une personne habite généralement avec son conjoint
Conjoint(x,y) A Habite(y,z) :M Habite(x ,z)
Habite(x,z)

Si x est le conjoint de y et si y habite avec z et s’il est consistant
avec ce qui est déja connu de dire que x habite avec z alors x
habite avec z

dl

Une personne habite généralement dans la ville de son
employeur

Employeur (x,y) A Ville (y,z) :M Habite(x ,z)
Habite(x, z)

Si x a pour employeur y et si la ville de y est z et s’il est consis-
tant avec ce qui est déja connu de dire que x habite z alors x
habite z

SiI’époux de Joséphine habite Neuchitel et si son employeur
est installé a Paris,

(1) Habite(Joséphine,Neuchatel) et
(2) Habite(Joséphine,Paris)

d2
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sont des formules appartenant & deux extensions incompatibles
de la théorie possédant les défauts d1 et d2. Si I’on a, par ail-
leurs, les prémisses suivantes:

Conjoint(Joséphine,Pierre),
Habite(Pierre,Neuchatel),
Employeur(Joséphine,IBM) et
Ville(IBM,Paris)

Si I'on applique d’abord le défaut d;, on déduira I’énoncé (1) et
le défaut d, sera bloqué. Si I’on applique d’abord le défaut d;, on
déduira I'énoncé (2) et le défaut d, sera bloqué. On a donc deux
extensions:

Conjoint(Joséphine,Pierre), Habite(Pierre,Neuchétel), Employeur(Joséphine,JBM)
Ville(IBM,Paris) et Habite(Joséphine,Neuchétel)

Conjoint(Joséphine,Pierre), Habite(Pierre,Neuchatel), Employeur(Joséphine, IBM)
Ville(IBM,Paris) et Habite(Joséphine,Paris)

Théories normales.

On peut n’utiliser que des défauts dont le conséquent est
formé du méme énoncé que la justification

& 200: MB(Xn)
B(Xn)

Dans ce cas on parlera de théories normales. Reiter a montré
que de telles théories possédaient les propriétés suivantes:
— elles admettent toujours au moins une extension;
—elles sont semi-monotones, ¢’est-3-dire que si on ajoute A une
théorie normale un défaut, en conservant la normalité, alors la
nouvelle théorie ainsi obtenue, toujours normale, admet une
extension qui inclut une extension de la théorie de départ.

Quelques problémes

On se heurte cependant a des problémes.

1) Soit A une théorie normale et f une formule du langage
formel utilisé; comment savoir si A posséde une extension E
telle que f € E? Autrement dit, existe-t-il une théorie de la
preuve pour les théories normales?
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Reiter propose une solution. Soit A = (D,F), une théorie nor-
male, avec D ensemble des défauts et F ensemble des formules
de la théorie.

Une séquence finie Dy, ..., Dy ol chaque D; est un sous-
ensemble fini de D, est une preuve de f si et seulement si:

1. FuU{CSQDy}Il—f
2. Fu{CSQ®D;} I —PRQ(D; ) pouridelak
3. D=

4. Fu {CSQ(D;)}/0<1i<kestconsistant.

CSQ(Di): conjonction des conséquents des Di.

PRQ(Di): conjonction des prérequis des Di.

Or pour la construction d’une preuve de f, on partira de Dy = &,
puis on construira successivement Dy.y, ..., Do, mais il n’existe
pas d’algorithme permettant de passer de D; a D; ;. La théorie de
la preuve dans le cadre de cette logique demeure donc un peu
faible.

2) Par ailleurs, on sera parfois amené a utiliser des défauts
dont le conséquent n’est qu’une partie de la justification. On
aura alors affaire 2 des théories semi-normales. Cependant les
théories semi-normales perdent les propriétés des théories nor-
males (existence d’au moins une extension et semi-monotonie)
ce qui rend leur usage plus délicat.

Conclusion

La logique de Reiter fournit donc un formalisme assez proche
de ce qui se passe lors d’une raisonnement humain en 1’absence
d’une connaissance exhaustive ou avec des régles comportant
des exceptions. Cependant ce formalisme présente des faiblesses
particulierement s’il doit étre utilisé pour des représentations en
machine. La sécurité exige des théories normales et celles-ci
sont souvent insuffisantes par rapport aux besoins des logiciels
envisagés.
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Les logiques modales de la connaissance et de la croyance

Généralités

Un autre moyen de formaliser le raisonnement non monotone
est d’utiliser le formalisme fourni par les logiques modales en
réinterprétant les opérateurs modaux L et M.
LA qui signifiait «il est nécessaire que A» signifiera «A est
connu (ou cru)».
MA qui signifiait «il est possible que A» signifiera «non-A n’est
pas connu (ou cru)» (donc A est possible et M conserve, d’une
certaine maniére sa signification initiale).

Les axiomes de la logique modale trouvent aussi une nou-
velle interprétation:

Le schéma d’axiome de distribution (axiome K) reste valide:
L(A>B)> (LADLB)

Si A D B est connu alors la connaissance de A implique la
connaissance de B.

L’axiome T devient le schéma d’axiome de la connaissance:
LADA

Si A est connue alors A est vraie, ¢’est-a-dire une connaissance
est une information vraie.

Le schéma d’axiome 4 devient celui de I’introspection positive:
LADSLLA

Si A est connu alors on sait que A est connu, autrement dit, on
sait ce qu’on sait.

Le schéma d’axiome 5 devient celui de I’introspection négative
MA > LMA

Si je ne connais pas non-A alors je sais que je ne connais pas
non-A, autrement dit je sais ce que j’ignore.
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Ce dernier axiome suppose, si on utilise un syst¢tme qui le
retient, une parfaite connaissance des limites de la connaissance
par un agent parfaitement rationnel.

On gardera la régle d’inférence modale de nécessitation
A —LA (Si A est valide alors je sais que A).

La sémantique des mondes possibles utilisée avec les logi-
ques modales reste valable dans le cadre de cette interprétation.

Logiques de McDermott et autoépistémique

Des exemples d’utilisation d’une telle interprétation de la
logique modale ont été donnés, par exemple, par McDermott et
par Moore, par ce dernier sous le nom de logique autoépisté-
mique.

McDermott recherche un syst¢éme axiomatique universel
indépendant des domaines d’application possibles. Le but n’est
pas de déterminer telle ou telle extension d’une théorie, mais
plutdt de s’intéresser A I’ensemble des formules communes a
toutes les extensions possibles.

Comme dans les syst¢mes modaux habituels ont peut batir
des axiomatiques retenant tout ou partie seulement des axiomes
modaux (K, T, 4, 5).

McDermott ajoute une régle d’inférence non monotone sous
la forme:

«On ne peut inférer non-A» — MA.

Cette regle permet:

e D’inférer qu’une assertion est possible, c’est-2-dire consis-
tante d’un point de vue logique avec ce qui est déja connu.

e D’adopter comme vrai un énoncé simplement consistant avec
ce qui est connu, en ajoutant ’axiome MA D A et en appli-
quant le modus ponens.

¢ De conférer au systtme axiomatique un caractére non mono-
tone puisque, si on a inféré MA, puis B A partir de MA, et si
on ajoute une prémisse permettant de déduire non-A, alors on
devra rétracter B.

La logique autoépistémique de Moore utilise aussi la logique
modale en interprétant LA par «A est cru» et MA par «non-A
n’est pas cru».
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Comparaison entre la logique de McDermott et la logique auto-
épistémique de Moore.

McDermott définit la notion de point fixe de la maniére sui-
vante. Soient un systtme axiomatique modale utilisant tout ou
partic des axiomes modaux (Stx ou Stgs ou Stgs) et un
ensemble de prémisses A.

I" est un point fixe pour A si et seulement si I est I’ensemble des
conséquences modales par Stg ou Stgs ou Stgs de

AU {—Lf |fe T}

La logique autoépistémique définit la notion d’expansion
stable (comme équivalent de celle de point fixe) de la manidre
suivante:

I" est une expansion stable pour A si et seulement si I” est I’en-
semble des conséquenges modales par Stx ou Stgs Ou Stks de
AU {—Lf |fe TULS T fe T'}.

Quelques problémes

Premierement les difficultés que la logique modale connait
lorsqu’il s’agit de passer du calcul des propositions 2 celui des
prédicats se retrouvent nécessairement dans le cas d’une utilisa-
tion de ces logiques pour des logiques non monotones.

Deuxiémement, on s’apergoit que si ’on utilise un systéme
axiomatique possédant I’axiome 5 MA > LMA et si A |— f
selon la logique de McDermott alors A |— f selon la simple
logique modale c’est-a-dire sans la régle d’inférence non mono-
tone. Autrement dit il n’y a pas de théoréme non monotone si
I’on adopte I’axiome 5. McDermott choisit donc un systéme
axiomatique ne comportant que les axiomes T, K et 4.

Troisiemement la notion de point fixe chez McDermott
conduit a la remarque suivante de Moore: Un agent de la logi-
que non monotone de McDermott est omniscient a propos de
tout ce qu’il ne croit pas, mais peut tout ignorer de ce qu’il
croit. En fait il manque 2 la logique de McDermott le
{Lf | fe T'} qu’ajoute la notion d’expansion stable de Moore.

Quatriémement, I’axiome T (LA > A) ne pose pas de pro-
bleme si LA signifie A est connu. En revanche, si LA signifie A
est cru, cet axiome revient 3 dire que toute proposition crue par
un agent est valide donc que tout ce qui est cru est vrai. Or la



Logiques non monotones 247

non-monotonie exclut la notion de validité ou de vérité au sens
de la logique classique puisqu’elle suppose la révisabilité des
croyances. Or avec cet axiome rien chez McDermott ne permet
de différencier le valide du simplement consistant avec des pré-
misses. C’est pourquoi Moore propose de rejeter I’axiome T et
non I’axiome 5.

3. Enjeux épistémologiques

Nous venons d’avoir un apergu rapide des formalismes utili-
sables pour une logique non monotone. J’ai parfaitement
conscience du caractére trés incomplet de cet apergu, d’une part
quant  I’exposition des logiques de Reiter, de McDermott ou de
Moore et, d’autre part du fait que nous avons ignoré beaucoup
d’autres travaux. Il aurait probablement fallu parler des techni-
ques dites «de minimisation» telles que 1’hypothése du monde
clos, la complétion de prédicats ou la circonscription qui, cha-
cune 2 leur mani@re, introduisent la non-monotonie. Cependant,
j’espere en avoir suffisamment dit pour pouvoir clairement abor-
der quelques enjeux épistémologiques de la non-monotonie.

Le vrai et le consistant

11 est tout d’abord intéressant de comparer la conception de la
vérité qui ressort de 1'usage de logiques non monotones a celle
qui est habituellement associée A la sémantique de la logique
classique. Nous pouvons partir de la définition que donne Tarski
[TAR 44]

X est vrai si et seulement si p

ot X est le nom de la proposition «p» dont I’exemple canonique
est:

La proposition «la neige est blanche» est vrai si et seule-
ment si la neige est blanche.

Ainsi, selon Tarski, reprenant explicitement une conception
d’ Aristote, la vérité d’une proposition consiste en son accord (ou
sa correspondance) avec la réalité.
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Or, toute la logique depuis Aristote, consiste A établir les
régles qui permettent de faire passer le caractere vrai d’un
énoncé 2 un autre. Les notions de déduction, d’inférence trou-
vent implicitement leur définition dans cette conception. En
effet dire qu'un énoncé B se déduit d’un énoncé A, c’est dire
que A étant vrai, B le sera aussi s’il existe une régle d’inférence
reconnue permettant de passer de A & B. Dans le cadre de la
logique classique, des énoncés pris comme prémisses étant
vrais, soit parce qu’ils consistent en énoncés observationnels
intersubjectivement reconnus, soit parce qu’ils ont été déduits
selon des régles d’inférence valides d’énoncés observationnels,
soit enfin parce qu’ils ont un caract@re tautologique, les conclu-
sions qui s’ensuivent selon encore des régles d’inférence
valides, sont aussi vraies.

Dans la conception de Tarski, la vérité coule donc de deux
sources: I’observation de ce qui est (les énoncés observation-
nels) et la tautologie, et son cours parcourt le discours correcte-
ment dans la mesure ou il est guidé par des régles d’inférence
admises et éprouvées. Nous sommes donc placés dans une pers-
pective empiriste. Il suffirait d’ajouter que seuls les énoncés
ainsi caractérisés sont scientifiques et pourvus de sens pour
retrouver la position de Carnap (tout du moins dans ses premiers
écrits).

Or il en va assez différemment dans le cadre des logiques non
monotones. En effet, un ensemble de prémisses peut-étre com-
posé d’énoncés vrais au sens ol nous venons de le définir mais
le fait qu’il puisse s’en déduire plusieurs extensions mutuelle-
ment incompatibles, nous oblige & dissocier la notion de vérité
de la notion de consistance ou de non contradiction. Ces deux
notions vont de pair dans le cadre de la logique classique
puisque les reégles de déduction assurent qu’il n’y aura pas de
contradiction entre les conclusions et les prémisses d’une part, et
entre les conclusions entre elles d’autre part. Tout le probléme
de la consistance réside donc dans les prémisses ou dans le sys-
teme d’axiomes adopté dans le cas d’une axiomatisation. Dans
un systéme non monotone la consistance doit demeurer entre les
prémisses et les conclusions mais non entre les conclusions.



Logiques non monotones 249

On peut encore dire les choses d’une autre maniere. En logi-
que classique si une déduction est valide, les conclusions pour-
ront &tre dites aussi valides, et les prémisses étant vraies, la
validité des conclusions entraine nécessairement leur vérité. Il
n’en est plus de méme en logique non monotone. Accordons
encore que les prémisses soient vraies, les conclusions valides
ne sont plus nécessairement vraies au sens que Tarski donne au
mot.

Limites de D’empirisme et logique de la découverte
scientifique

La position empiriste, dans sa forme la plus radicale, celle du
premier Carnap par exemple, souléve un certain nombre de pro-
blémes bien connus. Les logiques non monotones, sans apporter
une solution définitive et complete peuvent cependant ouvrir
quelques voies 2 la réflexion.

Dans le cadre d’une recherche scientifique, le savant émet
des hypotheses, ensemble d’énoncés constituant une théorie au
sens logique du terme. Les énoncés de cette théorie ne sont
généralement ni des énoncés observationnels, ni des tautologies.
Un strict empirisme qualifierait donc de tels énoncés de méta-
physiques. Ces hypothéses pourront &tre confrontées a des pro-
cédés expérimentaux donc & des énoncés observationnels, et si
ce n’est ces hypothe¢ses elles-m&mes ce seront des énoncés
déduits de ces hypotheses selon les regles de la logique. Les
énoncés déduits d’hypotheses, comme les hypothéses elles-
mémes, avant toute confrontation a des expériences validantes
ou invalidantes (position vérificationniste ou falsificationniste),
ne releévent pas de la catégorie du vrai (seuls en rel¢vent les
énoncés observationnels ou les tautologies), mais d’une simple
consistance sur I’ensemble des énoncés considérés (hypotheses,
énoncés déduits et éventuellement énoncés constituant le corpus
de la science en question). A une hypotheése donnée peut donc
correspondre plusieurs extensions au sens des logiques non
monotones. Une expérience peut alors permettre d’obtenir un
énoncé observationnel qui n’invalidera pas I’hypothése mais
permettra de choisir entre ’'une ou I’autre des extensions pos-
sibles. Dans le cadre de la logique classique une hypothese pou-
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vait €tre, suite & une expérience, soit corroborée, confortée
(vérifiée ou non falsifiée) soit rejetée. Dans le cadre des logiques
non monotones, I’expérimentation peut aussi viser A rejeter une
hypothese, mais tout autant & déterminer quelle extension parmi
celles qui sont possibles, correspond 2 la réalité.

On voit donc, que les logiques non monotones peuvent offrir
un cadre formel pour une logique de la découverte scientifique.
Bien sir, le formalisme proposé par la logique des défauts de
Reiter ou la logique de McDermott ou la logique auto-€pisté-
mique, ne peuvent prétendre épuiser la question de la logique de
la découverte scientifique. Cependant, la philosophie des
sciences qui s’intéresse a I’élaboration et A la construction des
théories scientifiques en lien avec les procés expérimentaux, ne
peut pas ignorer de tels formalismes et les services qu’ils peu-
vent rendre. Nous venons de donner les principes généraux de
tels services, il resterait maintenant A les confronter a la pratique
scientifique elle-méme, sur des cas concrets.

Le sujet de la connaissance

Il y a une derni¢re conséquence des logiques non monotones
qu’il faut maintenant aborder: c’est le rapport qu’entretient la
connaissance avec le sujet qui la porte. Pour la logique clas-
sique, la vérité ou la fausseté d’un énoncé ne dépend en aucune
fagon du sujet qui I'émet. Peu importe qui dit que «2+2 = 4» ou
que «la neige est blanche». Ces énoncés possédent une vérité
qui peut étre a priori, innée, le fait d’une réminiscence de type
platonicien ou s’établir sur la base d’une observation ou d’une
expérience, elle ne dépend cependant absolument pas de I’esprit
auquel ils sont innés, ni de celui qui les reconnait, ni méme de
I"observateur ou de I'expérimentateur. On peut appeler cela le
caractére objectif du vrai et du faux dans le cadre de la logique
classique.

En revanche, les logiques non monotones raménent brutale-
ment le sujet de la connaissance au coeur méme de celle-ci.
Dans la mesure ou elles se prétent 4 la formalisation d’une
connaissance incomplete ou 2 celle de la simple croyance, elles
se réferent nécessairement a 1’état cognitif d’un sujet 4 un
moment donné, qu’il s’agisse d’un sujet humain ou de ce qu’on
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pourrait appeler d’un «sujet artificiel» dans le cas ou elles inter-
viennent dans des systémes informatiques de gestion de bases de
connaissances. On peut montrer cet aspect particulier des logi-
ques non monotones aussi bien avec le formalisme des défauts
de Reiter qu’avec les logiques modales de McDermott ou auto-
épistémiques.

Dans le cas de la logique des défauts de Reiter, le surgisse-
ment du sujet est directement 1ié 2 1a pluri-extensionnalité. Les
régles de déduction appliquées a une théorie comportant des
défauts conduisent & I’'une ou I’autre des extensions possibles en
fonction de I’ordre dans lequel sont appliqués les défauts. Nous
venons d’en voir un exemple. Or cet ordre n’est absolument pas
déterminé par les différents éléments de la théorie (formules ou
défauts). Il renvoie 3 un élément extérieur a la théorie, a celui
qui effectue la déduction et donc en fin de compte a un sujet.
Evidemment cela ne signifie pas que I’ordre d’utilisation des
défauts soit complétement laissé au hasard. Le sujet déduisant
peut obéir & des régles. Par exemple, nous pouvons utiliser I’une
ou I'autre des régles suivantes: a) Utiliser les défauts dans
U'ordre de leur écriture; ou b) Utiliser prioritairement les
défauts qui, statistiquement, ont donné le plus de réussite; ou
encore ¢) Elaborer un classement des défauts sur une base
expérimentale; etc. Peu importe, dans tous les cas cela revient a
introduire des métarégles. Cependant de telles métaregles
conduisent, si elles sont correctement formulées et appliquées, a
effectuer, pour une théorie donnée, un choix parmi les exten-
sions, qui sera toujours le méme, la déduction étant répétée
autant de fois que I'on voudra. L’introduction de telles méta-
regles reviendrait donc a éliminer la non-monotonie, ou plutdt a
la déplacer & une autre niveau, celui du choix de la métaregle
utilisée. Il ne s’agit pas de s’engager dans une régression a I'in-
fini en créant des métathéories non monotones qui elles-mémes
appelleraient des méta-métarégles et ainsi de suite. Simplement,
on est bien obligé de remarquer que, a quelque niveau que I’on
se place, il faut faire intervenir a ce niveau-la une procédure de
choix (choix d’un ordre d’application des défauts, choix d’une
métarégle, ou d’une méta-métarégle...) et que tout choix ren-
voie inévitablement 2 celui d’un sujet qui I'effectue.
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Dans le cas des logiques non monotones utilisant le forma-
lisme de la logique modale, la référence au sujet se fait de
maniere peut-étre plus formelle, 3 la fois plus subtilement et
plus explicitement. En effet tout se joue autour de trois axiomes
que nous avons rapidement abordés mais qui méritent un exa-
men plus attentif.

L’axiome T de la logique modale qui devient I’axiome de la
connaissance LA D A, peut se lire «Si A est connu alors A est
vrai». Bien sr I'interprétation classique de ’implication don-
nent trois possibilités de vérité de cette formule, si 1’on en fait
un axiome. D’abord LA est vraie (A est connu) et A est vrai.
Ensuite LA est faux (A n’est pas connu) mais A est vrai. Enfin
LA est faux (A n’est pas connu) et A est faux. Le deuxi®éme cas
ménage la possibilité qu’un énoncé soit vrai et pourtant non
connu comme tel, et par 1a il semble séparer la question de la
vérité d’un énoncé de celui du sujet qui énonce cette vérité. En
effet, comment peut-on dire en méme temps qu’un énoncé A est
vrai et qu’il n’est pas connu? Cela ne peut raisonnablement se
faire que si LA signifie en fait «A est connu comme vrai». Alors
effectivement il peut se faire que quelqu’un ne connaisse pas A
comme vrai (c’est-A-dire le croit faux ou méme 1'ignore comple-
tement) et qu’en méme temps A soit vrai. Mais cette interpréta-
tion oblige & introduire un «quelqu’un», ¢’est-a-dire un sujet de
la connaissance. Le premier cas lie explicitement la vérité d’un
énoncé A une connaissance correspondante de sorte qu’une
connaissance est un énoncé vrai. Enfin, dans le troisiéme cas, la
fausseté de A est impliquée par le fait que A ne soit pas connu.
On a donc trivialement un renvoi a un sujet, celui de la connais-
sance. En résumé, le fait, dans cet axiome d’avoir dans I’antécé-
dent un énoncé soumis a la modalité «&tre connu» et dans la
conclusion le méme énoncé nu de toute modalité, établit un lien
entre la vérité et le sujet qui a acces A cette vérité.

L’axiome 4 et I’axiome 5, respectivement d’introspection
positive et d’introspection négative qui supposent que I’on sait
ce que I'on sait et que I'on sait ce que I’on ne sait pas, semblent,
a leur fagon, dégager la connaissance de son sujet. Cependant 2
y regarder de plus prés ce n’est pas si simple. Tout d’abord cela
peut bien étre admis pour I’axiome 5 puisque, comme 1’a montré
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McDermott, un systeéme doté de cet axiome, malgré la régle
d’inférence non monotone, ne posséde pas de théoréme non
monotone. Autrement dit, si 1’axiome 5, comme nous venons de
le dire déconnecte la notion de vérité de celle du sujet d’un
énoncé, il fait perdre aussi la non-monotonie. C’est la raison
~ pour laquelle McDermott proposera d’adopter un systéme axio-
matique ne possédant que les axiomes T, K et 4, A I’exclusion du
5. Cependant, comme nous I’avons vu, une des conséquences de
la logique de McDermott est, pour reprendre les termes de la
critique de Moore, qu'un agent de la logique non monotone de
McDermott est omniscient a propos de tout ce qu'il ne croit pas,
mais peut tout ignorer de ce qu’il croit. Ce qui revient a dire que
I’agent de la connaissance est déterminé ou caractérisé par le
systéme d’axiomes choisi. La solution de Moore qui consiste a
conserver 1’axiome 5 mais 2 rejeter I’axiome T maintient toute-
fois la référence A un sujet par le biais de celui de I’introspection
positive (axiome 4).

En résumé, la logique non monotone lie la notion de vérité a
un moment, un lieu puisqu’elle permet de prendre en compte un
ensemble évolutif de connaissances et & un agent. Ce dernier
étant tout aussi bien un sujet humain qu’un systéme artificiel.

Conclusion

Ce treés bref exposé est loin de faire le tour des enjeux épisté-
mologiques des logiques non monotones. Une étude beaucoup
plus détaillée des techniques de la non-monotonie permettrait
d’approfondir les questions qui viennent d’étre soulevées et en
ferait certainement surgir bien d’autres. Cependant, j’espére
avoir montré deux choses. Premi¢rement les logiques non
monotones présentent un intérét pratique non négligeable pour
modéliser certaines formes de raisonnement qui échappent a la
logique classique et s’avérent commodes pour certaines
réalisations informatiques relevant de 1’intelligence artificielle.
Deuxiémement, elles permettent de poser de maniére renouvelée
des questions épistémologiques relatives a la possibilité d’une
logique de la découverte scientifique au sens ou 1’entendait, par
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exemple, Hanson et relatives a la théorie de la connaissance. Si
cet exposé est loin d’€tre exhaustif, j’espére qu’il peut montrer
Pexistence possible d’un débat 2 la fois technique et philoso-
phique.
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LE STATUT LOGIQUE DE LA CONTRADICTION:
L’APPROCHE PARACONSISTANTE

Henri VOLKEN

Nous entrons et nous n’entrons pas dans les
mémes fleuves; nous sommes et nous ne
sommes pas. Héraclite

1. Le principe «ex contradictione quodlibet»

Les premiéres considérations systématiques sur la contradic-
tion remontent, dans notre culture occidentale du moins, aux
Eléates. Elles ont permis, selon toute vraisemblance, 3 Parmé-
nide et A ses disciples de développer le style du raisonnement
indirect si caractéristique de la pensée mathématique et scienti-
fique. Ce raisonnement est appelé aussi raisonnement par
I'absurde, par référence au statut négatif qu’il fait jouer 2 la
contradiction. En effet, la premiere apparition d’une contradic-
tion permet de rebrousser chemin et de nier ’hypothése qui se
trouve au départ. Une contradiction signale donc une impossi-
bilité, une absurdité, un désaccord définitif avec le monde dans
lequel et A propos duquel se déroule le raisonnement. Ce monde
lui-mé&me est supposé étre consistant!.

Tout A ’opposé on trouve Héraclite pour qui la contradiction
est un révélateur de la réalité qui rend celle-ci compréhensible:
une chose ne s’explique que par rapport & son contraire. Le de-
venir est le principe du monde. Le devenir lui-méme s’explique
par I’opposition et la contradiction. Le monde pour Héraclite est
contradictoire.

1  Nous utiliserons le terme de consistant pour une théorie ne comportant pas de contradiction
et le terme absolument consistant pour une théorie non triviale.
Travaux de logique, 11, 1997.
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On trouve plus tard chez Aristote une formulation de plu-
sieurs principes réglant le sort de la contradiction, du moins en
ce qui concerne son statut logique. 11 s’agit notamment du prin-
cipe de la non-contradiction et du principe du tiers-exclu. Le
premier stipule que @ et —@ ne peuvent pas &tre vrais simulta-
nément, alors que le second demande que I’un des deux au
moins soit vrai. Par la suite, ces principes ont été généralement
admis sans réserve par les logiciens et mathématiciens. Héraclite
est resté I’obscur — comme il avait été surnommé — et son in-
fluence se limite au courant dialectique, représenté plus prés de
nous notamment par Hegel.

Les premiers signes d’une attitude plus critique en ce qui
concerne la place de la contradiction dans le raisonnement sont
apparus au début du vingtieme siecle et plus précisément autour
des années 1910. Divers paradoxes sémantiques ont alors
ébranlé les «fondements» récents de la logique et des mathéma-
tiques, dont le plus célebre est celui que Russell décrivit dans
une lettre & Frege en 1902 et qui porte son nom aujourd’hui.
D’autre part & cetie époque les discussions autour de la géomé-
trie non euclidienne ne sont pas éteintes. Ces discussions portent
en particulier sur le statut des axiomes mais aussi sur 1’existence
de modeles non standards.

En ce qui concerne la contradiction, trois événements témoi-
gnent d’une réaction sérieuse contre les principes aristotéliciens.
Ces événements ont eu licu presque en méme temps.

Tout d’abord Lukasiewicz (1971) discute le principe de la
non-contradiction dans un article ot il envisage une logique qui
pourrait se passer de ce principe. Il y montre méme que la théo-
rie des syllogismes d’ Aristote ne nécessite pas ce principe. Ce
travail ouvre la voie a de nouvelles formes de logique, en parti-
culier des logiques multivalentes.

Autour de la méme date, une discussion animée s’est engagée
autour des théses de Meinong et de sa théorie des objets qui per-
met la description et 1'utilisation d’objets non existants. Les
objets peuvent avoir, selon cette théorie, des qualités contradic-
toires. Cette théorie préfigure déja la sémantique des mondes
possibles de Kripke.
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De son cdté, le logicien russe Vassiliév introduisit une
«logique imaginaire» qui ne supposait pas le principe de non-
contradiction, en tout cas pour la partie de sa logique qui tou-
chait le «jugement sur des concepts», par opposition a la partie
qui traitait des «jugements sur des faits». LA encore, la démarche
imite un peu celle de la géométrie non euclidienne en ce sens
que des principes jusque-1a admis comme évident, étaient remis
en question.

Mais le principe logique fatal & toute tentative de tolérance
envers la contradiction est le principe connu sous le nom de «ex
contradictione quodlibet». Il peut étre formalisé ainsi:

¢,—¢Fy (ECQ

et signifie que d’une contradiction on peut déduire n’importe
quelle formule. Toute théorie comportant une contradiction ex-
plose donc littéralement dans le sens déductif. Une logique dans
laquelle le principe (ECQ) est valide est appelée logique explo-
sive. Une logique paraconsistante est simplement une logique
non explosive.

Le principe (ECQ) n’est pas un principe premier de la logi-
que classique ou intuitionniste, mais il est la conséquence de
plusieurs principes plus ¢lémentaires. Pour le voir il suffit de
regarder les détails de la démonstration classique de Lewis.
(Cette démonstration a une valeur emblématique dans tous les
textes d’introduction aux logiques paraconsistantes). Voici une
version de cette démonstration:

1 e hypothese

2 -e hypothese

3) —(pAr—y) expansion de (2)

@ oA—=(pA—Yy) adjonction de (1) et (3)
S v syllogisme disjonctif (4)

La preuve est basée sur quatre principes logiques: les trois
qui figurent explicitement dans la démonstration, expansion,
adjonction et syllogisme disjonctif, et la transitivité de la rela-
tion de conséquence.

Pour qu’une logique soit paraconsistante, il faut donc, d’apres
la définition que nous en avons donnée, qu’elle remette en ques-
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tion I’'un au moins de ces principes. Nous allons bri¢vement
décrire quelques grandes catégories de logiques paraconsistantes
en les classant selon les principes évoqués plus haut. Ensuite
nous verrons plus en détail deux exemples importants, la logique
relevante et la logique des paradoxes.

2. Quelques logiques non explosives

Les logiques qui mettent en cause la régle de 1’ expansion exi-
gent que:

=@ (@ AY)
Mais par contre dans ces logiques, la contraposée
pAY

reste souhaitée.

C’est donc essentiellement 1’opération de contraposition qui
est mise en question. C’est le chemin choisi par da Costa (1974).
Il permet de définir une hiérarchie de logiques C;j a I’aide de
conditions sémantiques indépendantes pour @ et pour —¢,
ainsi que des conditions supplémentaires. Contraposition et
(ECQ) sont invalides dans ces logiques.

Les logiques non adjonctives, celles qui attaquent le principe
de I’ adjonction, sont caractérisées par la condition

AN

L’intuition cachée derriere cette approche est I’idée qu’un dis-
cours, ou une base de données, sont I’oeuvre de plusieurs prota-
gonistes, qui pris séparément, sont consistants, mais qui peuvent
introduire des contradictions entre eux. La logique discursive de
Jaskowski (1969) est de ce type: ni adjonction, ni (ECQ) ne sont
valides.

On peut mettre en doute également la transitivité de la rela-
tion de conséquence. Une tentative dans ce sens a été proposée
par Smiley en 1959, dans le sens d’une restriction de la relation
de conséquence 2 partir des inférences classiques:



Le statut logique de la contradiction: I’approche paraconsistante 261

@ ssi elle est classiquement valide et si F(@, )

La condition F, Ie filtre, peut prendre des formes diverses. Par
exemple

F(@,y) ssi @ n'est pas une contradiction,
et ¥ pas une tautologie.

Dans ce cas on constate que toutes les étapes de (ECQ) sont va-
lides mais que (ECQ) lui-méme ne I’est pas. La conséquence
n’est donc pas transitive. Les logiques de ce type sont appelées
filtrées.

Dans la recherche d’une logique non explosive, on peut enfin
vouloir éliminer la propriété du syllogisme disjonctif . On peut
caractériser les logiques dans lesquelles ce principe n’est pas va-
lide, par leur sémantique basée sur la notion de treillis de de
Morgan. Il s’agit d’un treillis distributif muni d’un opérateur
unaire involutif et anti-monotone, qui fixera le comportement de
la négation. La relation de conséquence est définie par:

@ E y ssi pour toute interprétation v, v(@) < v(y)

Les logiques de de Morgan sont le plus souvent des logiques
relevantes, bien qu’il existe des exemples intéressants pour les-
quels ce ne soit pas le cas.

Nous allons voir un peu plus en détail deux exemples de logi-
ques paraconsistantes qui ont une importance particuliére pour
la suite.

2.1. La logique relevante RQ

Cette logique est due & Anderson et Belnap (1975). Elle est
née de la préoccupation de définir une opération conditionnelle
qui ne présente pas les défauts de la conditionnelle classique. Il
est exigé notamment que 1’antécédent et le conséquent posse-
dent en commun au moins une variable propositionnelle, ce qui
donne une certaine pertinence («relevance» en anglais) a la
conditionnelle.
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Nous allons en donner une description syntaxique qui montre
le mécanisme de la conditionnelle qui n’est plus vérifonction-
nelle, c’est-2-dire qui ne peut plus étre définie a 1’aide de la né-
gation et de la disjonction. Il est possible de définir la condition-
nelle classique, I’implication matérielle, par ¢ D yssi =@ v .
Mais la régle du modus ponens n’est plus valide pour cette der-
ni¢re opération. Voici les axiomes de RQ:

Rl ¢—>9¢

R2 (¢p-v)=>(y—>0)->(p—>0)

R3 o->p-v)-y)

R4 (pArw)—0

R5 (pary)—oy

R6 (9= y)A(p—>0) > (9> (v Ab)
R7 o—->(pvy)

R8 yv—(pvy)

RO (92> NA(y = 0)—>(pvy)— )

R10 (pA(yvO)—=>{(pAy)v(pAaB))
R1l —@p—>9¢

R12 (p—>—=@)—> -0
On obtient la logique RM en rajoutant I’axiome R13:
RI3 ¢o—>(p—9)

Ceci forme la partie propositionnelle de la logique RQ. Les
axiomes concernant les quantificateurs sont:

R14 Vx(px — ot) (t est un terme quelconque)
R15 Vx(p— y)—> (Vxp - Vxy)

R16 ¢ — Vx¢ (x pas libre dans @)
R17 Vx(pvy)—> (pv Vxy) (x pas libre dans ¢)

RI18 (Vxo AVxy)— Vx(p A y)
Les deux régles de dérivation sont:

I Si ¢ et y sont des théorémes, alors @ A ¥ 1’est aussi.
I. Si ¢ et ¢ — y sont des théorémes, alors y 1’est aussi.
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La sémantique correspondante est du type RM3. II s’agit
d’une logique 2 trois valeurs,{f, p, v}, ces valeurs étant ordon-
nées alphabétiquement, p et v étant les valeurs désignées:
{p,v}=V. On définit une interprétation I en imposant les
conditions

I1  Pour chaque formule atomique &, I(@) € {f,p,v}
2  I(—@)=v,p,f ssi I(=@)=f,p,v
3 I(¢Ay)=min{l(9),1(y)}
14 I(pv y)=max{I(g),I(y)}
s o> w)=1I(-pvy) si g)<I(y)
et I(—m@Ay) sinon
16  I(Vxe@x)=min{a:pour un certain t, /(¢t) = a}
7 I(Axpx) = max{a: pour un certain t, I(¢t) = a}

Validité et conséquence sont définies par
'@ ssiiln'yapasdeltelquel(¢)=f
alors que pour tout y e I, I(y) e V
et

E@ ssi pourtoutl, I(p)eV

2.2. Lalogique des paradoxes

La logique des paradoxes, LP, est un autre exemple de logi-
que paraconsistante. Nous allons en donner une présentation
sémantique. Le 0 et le 1 symboliseront le vrai et le faux. Les
trois valeurs logiques seront définies a partir de 1a. {0} sera la
valeur faux, {1} la valeur vrai et {0,1} la valeur paradoxale vrai-
et-faux.

Une interprétation est donnée par le couple <D,I>, ou D est
un domaine non vide et I une fonction qui attribue a chaque
symbole non logique une dénotation: a chaque constante c, un
¢élément I(c) dans D, A chaque symbole de fonction n-aire f, une
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fonction n-aire I(f) sur D, et & chaque symbole de prédicat P
n-aire, un couple de sous-ensembles de D", appelés extension et
anti-extension de P, qui ensemble forment un recouvrement de
D. On notera I(P) = <I*(P),I-(P)>. L’extension du prédicat ‘=
sera toujours la diagonale de D, mais son anti-extension peut re-
couvrir la diagonale partiellement.

Les conditions de vérité dans cette interprétation sont définies
ainsi: ( v est la fonction sémantique associée 2 I’interprétation I)

e lev(Pt..t) ssi <I(t),..,I(t)>el'(P)

Oev(Pt..t.) ssi <I(t),... I(t)>el (P)
o lev(—gp) ssi Oev(p)

Oev(—p) ssi lev(p)
° lev(ipay) ssi lev(p)etle v(y)

ODevipay) ssi Oev(p)ouOle v(y)
e lev(Vxp) ssi le v(gp[x/d]) pourtouslesd e D

Oev(Vxp) ssi O0ev(g[x/d]) pourunde D au moins

La disjonction et la quantification existentielle sont définies de
maniére standard.

La vérit€ est définie de maniere suivante: ¢ est vrai dans
I'interprétation I ssi 1€ v(@) et @ est faux ssi 0 v(¢). Une
formule ¢ est une vérité logique ssi elle est vraie dans toute in-
terprétation I. On a les résultats importants:

Fr@ ssi E40
et
Si Tk, alors T, @

Dans le cas de la conséquence logique, la réciproque n’est pas
vraie. (ECQ) est un contre-exemple, comme on peut le vérifier
facilement. I1 suffit en effet de considérer une interprétation I
dont la fonction sémantique v attribue les valeurs 0 2
@, @ et v, ainsi que la valeur 1 3 @ et —@.
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3. Arithmétiques inconsistantes

La base logique des arithmétiques que nous allons considérer
est donnée par RQ, la logique relevante donnée plus haut et plus
particulierement la sémantique RM3 utilisant trois valeurs de
vérité. Les axiomes arithmétiques sont les suivants. Il s’agit
essentiellement des axiomes de Peano.

Al VaVy(x=y->x'=y)

A2, VxWyWz(x=y—>(x=z2—>y=2))
A3  Vx(—x'=0)

A4 Vx(x+0=1x)

AS VaVy(x+y=(x+y))

A6  Vx(xx0=0)

A7 VaxVy(x Xy =(xXy)+x)

11 faut rajouter la régle d’induction

R1 Si @0 et Vx(¢px — ox') sont des théorémes, alors Vx¢x
I’est aussi.

La différence entre I’arithmétique R# ainsi définie et I’arith-
métique de Peano réside dans la logique sous-jacente. Ici il
s’agit de R, une logique dans laquelle la conditionnelle n’est pas
I’'implication matérielle.

Nous allons définir une structure pour cette arithmétique qui
permettra de montrer la consistance absolue, c’est-a-dire la non-
trivialité, de R# par des moyens finis.

Un modele de type RM3! est un couple <Di,I> ol le domaine
est celui des entiers modulo i, et I associe aux symboles d’opéra-
tion les opérations correspondantes modulo i. Aux formules
atomiques t; = ty, I attribue la valeur p si I(t;)=I(t;) et la valeur f
sinon. Pour les formules composées, ce sont les régles de RM3
qui s’appliquent. .

Nous appellerons arithmétique RM3' 1’ensemble des formules
vraies dans cette structure. Une telle arithmétique possede les
propriétés suivantes: elle est inconsistante, non triviale, com-
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plete, décidable et constitue une extension de R# pour n’importe
quelle valeur de i.

De plus, RM3! est axiomatisable de la manilre suivante: aux
axiomes de RM# on rajoute les formules 0 =i et pour chaque j
tel que 0<j<i, les formules 0= J€0=1. Les théorémes de
cette nouvelle arithmétique RM3™ sont exactement les vérités
logiques de RM31,

L’utilisation d’une logique paraconsistante permet de démon-
trer par des moyens trés simples la consistance absolue de R#,
contrairement a I’arithmétique de Peano basée sur la logique
classique. En effet I(0=1)=f, mais tous les théorémes de R#
obtiennent une valeur désignée.

Dans la logique RM3? par exemple on peut montrer que la
forme suivante du théoréme de Fermat n’est pas vraie:

Fermat
VaVyVzVn(x"+y"=2" > (x=0vx=1vy=0vy=1v
z=0vz=1vn=0vn=1vn=2))

Pour le voir il suffit de prendre les valeurs x=y=z=n=3. L anté-
cédent de la conditionnelle prend la valeur p, alors que le consé-
quent prend la valeur f. Par conséquent la formule quantifiée
prend la valeur f. Dans I’arithmétique RM3? le théoréme de
Fermat, dans la forme citée, n’est donc pas valide.

4. Applications et résultats

Le paradoxe de Russell est 4 1’origine de nombreuses tenta-
tives de formaliser la théorie des ensembles de maniére consis-
tante. Ces tentatives impliquent en particulier I’abandon de
I’axiome de compréhension non restreint:

IVx(xey o @)

Celui-ci est pourtant souhaité, si ’on veut utiliser cette théorie
pour décrire la pratique scientifique courante. Il garantit en par-
ticulier que tout prédicat définissable dans la théorie posséde
une extension.
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Les restrictions proposées de 1’axiome de compréhension
semblent artificielles et souvent ad hoc. Ni la théorie des types,
qui restreint le langage de maniére peu naturelle, ni I"axiomati-
sation de Zermelo qui limite 1’application de cet axiome & des
ensembles déja existants ne sont trés satisfaisants du point de
vue de la pertinence de la théorie résultante. L’approche de
Godel-Bernays-von Neumann quant a elle introduit une distinc-
tion peu intuitive entre classe et ensemble. La consistance d’au-
cune de ces théories restreintes des ensembles n'a pu étre éta-
blie.

L’approche paraconsistante, qui consiste & trouver une logi-
que sous-jacente, capable de résister 4 certains paradoxes,
constitue une démarche intéressante. Bien sir, 13 aussi il y a un
prix a payer. La logique qui en résulte, n’a pas toujours des
contours familiers, comme nous I’avons vu. Par contre elle per-
met de retrouver ’axiome de compréhension dans sa forme
générale. Dans un travail récent, Brady (1989) a en effet montré
la non-trivialité, ou la consistance absolue, de ce qu’il appelle
une théorie dialectale des ensembles. Cette théorie est basée sur
une logique paraconsistante et posséde un axiome de
compréhension sans restrictions en plus de I’axiome
d’extensionnalité. La logique sur laquelle s’appuie cette théorie
est la logique DSQ, une logique relevante de type RM avec des
opérateurs modaux. Brady a démontré la non-trivialit¢ de sa
théorie en construisant un modele extensionnel complexe MD.
Ce modele est construit A I’aide de suites transfinies de modeles
du type RM3. Dans ce modele, les axiomes de DSQ ainsi que
I’axiome de compréhension sont vérifiés, alors que d’autres
formules ne le sont pas.

Une autre application importante de la logique paraconsis-
tante se situe dans le domaine de la sémantique naive. En effet,
une théorie dans laquelle on veut exprimer la notion de vérité
par un prédicat appartenant & son langage, est inconsistante.
Appelons V le prédicat qui représente la vérité dans la théorie et
supposons que ce prédicat satisfagse le schéma de Tarski:
@ & V@ pour toute formule fermée?. 11 est possible de définir

2 @ est la représentation du nombre de Godel de @.
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ensuite une formule ayant la propriété 0<—>(Vé—> V) en
appliquant le théoréme du point fixe. Une telle théorie est
triviale comme le montre le paradoxe de Curry:

(1) Voo (VO y) Tarski

2) VOV y)

3) V6 - v absorption

@4 veé modus ponens
S v modus ponens

Les principes logiques en cause ici sont I’absorption et le modus
ponens, tous deux principes valides de la logique classique. Une
sémantique naive doit donc étre basée sur une logique diffé-
rente.

Il existe effectivement un modele non trivial de sémantique
naive, construit sur une logique paraconsistante. Dowden le
décrit dans un article de 1984. La démarche de Dowden est inté-
ressante, parce qu’elle combine des idées de la logique LP, pré-
sentée plus haut, avec le point de vue de Kripke [Kr] sur le trai-
tement des paradoxes.

On peut définir le paradoxe du menteur par la formule

W Ax(Cx A =Vx)

dans laquelle C est le prédicat qui s’applique uniquement au
nombre de Godel de u . L’existence de cette formule est garan-
tie par le théoréme du point fixe. Le modéle de Dowden, qu’il
appelle J, est construit a partir du modele K de Kripke en don-
nant I’extension et 1’anti-extension du prédicat V.

V' = {$ 1K b —)
V=9 1K k g}
Dans ce modele J, on peut montrer les résultats suivants:

e Pourtout g, ouJ k= @, ouJ kg
e JEu, etJE-U
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Si dans le modele K de Kripke, la vérité est sous-déterminée,
—le menteur n’est ni vrai ni faux —, dans le modele J de
Dowden, la vérité est sur-déterminée pour les formules para-
doxales comme dans I’exemple du menteur, . Dans ce dernier
modele, Dowden a pu prouver le résultat important: dans J,
aucune formule classique, c’est-2-dire ne comprenant pas le
prédicat V, n’est 2 la fois vraie et fausse. Ceci montre d’une part
sa non-trivialité, mais aussi, d’autre part, qu’il s’agit bien ici
d’une extension de la situation classique.

4. Conclusion

Les logiques classique et intuitionniste traitent le probléme
des contradictions par le moyen radical du principe (ECQ).
Celui-ci fait simplement exploser toute théorie inconsistante,
avec le désavantage qu’il ne permet plus de faire la différence
entre consistance et consistance absolue (non-trivialité). Or nous
avons donné des exemples de théories situées précisément dans
cette zone entre inconsistance et trivialité. Il existe des modeles
de I’arithmétique inconsistants, pour lesquels il existe des
preuves finies de consistance absolue! Cela oblige a jeter un
regard nouveau sur les théorémes d’incomplétude de Godel. Les
limitations de la formalisation paraissent moins dramatiques si
I’on considére que des théories inconsistantes peuvent étre d’un
certain intérét, A condition bien siir qu’elles ne soient pas tri-
viales. Et certaines de ces théories présentent un intérét mathé-
matique évident, ce qui n’est pas le moindre des arguments pour
en faire I’étude.

Il y a aussi de bonnes raisons pratiques pour ne pas vouloir
éliminer toute contradiction de nos considérations logiques. Les
bases de données fournissent un bon exemple de situation ou le
principe «ex contradictione quodlibet» ne devrait pas s’appli-
quer. I1 se peut en effet que des informations soient introduites
dont le caractére contradictoire n’est pas immédiatement appa-
rent, mais ne se révéle que plus tard a la lumiere de nouvelles
données. Cela ne doit avoir pour conséquence que toute affir-
mation figure désormais dans la base: celle-ci ne doit pas explo-
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ser. Cela implique que le mécanisme déductif sous-jacent doit
étre non explosif, c’est-a-dire paraconsistant.

En ce qui concerne la théorie des ensembles, il est établi que
I’on peut en construire une version possédant 1'axiome de com-
préhension sans restrictions. Il existe méme des preuves finies
de la non-trivialité d’une telle théorie. Il en va de méme pour
une autre théorie qu’on aimerait conserver pour sa simplicité: la
sémantique naive. LA encore il existe une, et méme plusieurs
versions absolument consistantes. Le prix A payer en adoptant
une telle théorie est celui de I’abandon de certains principes lo-
giques habituels, le modus ponens, ou le syllogisme disjonctif
par exemple selon les cas. Mais la théorie des types et les ver-
sions axiomatisées de la théorie des ensembles de Zermelo,
Fraenkel et Godel, Bernays, von Neumann, qui sont des théories
construites pour éliminer le paradoxe de Russell, ne nous obli-
gent-elles pas & abandonner une part de notre intuition pour des
limitations souvent ad hoc? Une autre possibilité est celle d’op-
ter pour une conditionnelle non extensionnelle, c’est-a-dire qui
ne peut pas étre définie dans le langage de la négation et de la
disjonction. Un tel exemple est proposé par la logique relevante
R.

Il est temps de songer & donner un statut logique nouveau i la
contradiction. Son réle de détonateur dans le cadre d’une logi-
que explosive, classique ou intuitionniste, ne semble plus adé-
quat, pour toutes les raisons indiquées dans ce bref exposé, et
bien d’autres qu’on trouvera dans la littérature (cf. Priest 1989).
Ce statut nouveau, ce sont les différentes logiques paraconsis-
tantes qui permettent de le lui attribuer. Et si ces logiques déran-
gent nos habitudes, elles engendrent des théories qui, dans la
plupart des cas, vont au-dela des théories existantes dont elles
constituent des généralisations. Et en plus de leur intérét intrin-
seque elles nous ouvrent d’autres horizons, aussi bien épistémo-
logiques que mathématiques.

Institut de mathématiques appliquées
BFSH 2
1015 LAUSANNE
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QUELQUES ASPECTS EPISTEMOLOGIQUES DE LA
THEORIE CONSTRUCTIVE DES TYPES

Giovanni SOMMARUGA-ROSOLEMOS

Frege, le premier Wittgenstein et aprés eux toute 1’approche
métamathématique de la logique ont banni toute odeur
épistémologique de la logique. A peu prés 100 ans aprés Frege
nous trouvons de nouveau des concepts épistémologiques en
logique, & savoir dans la théorie constructive des types. Le but
de mon exposé est de rendre attentif au fait qu’aux temps de
Frege et du premier Wittgenstein, il y avait déja une approche
philosophique a la logique qui, bien que partageant
I’antipsychologisme de ses deux logiciens, n’a pas supprimé le
coté épistémologique de la logique; et que cette approche a
influencé subrepticement !’émergence des concepts
épistémiques en théorie constructive des types. Plus
concrétement, cet exposé traitera des points suivants:

(1) de quelques concepts épistémiques et non €pistémiques
fondamentaux de la théorie constructive des types (ou de sa
métathéoric);

(2) de la bilatéralité de la logique selon Husserl (dans Formale
und transzendentale Logik);

(3) de la réfutation du psychologisme par Husserl (dans
Formale und transzendentale Logik)

(4) d’une approche théorique possible des concepts épisté-
miques fondamentaux de la théorie constructive des types
de Martin-Lof: la psychologie pure ou descriptive de
Husserl,;

(5) d’une tentative d’interprétation phénoménologique (ou
psychologique pure) des concepts fondamentaux de la
théorie constructive des types mentionnés au point (1).

Travaux de logique, 11, 1997.
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1. Dans une conférence intitulée «Truth and Knowability: On
the Principles C and K of Michael Dummett» que Martin-Lof a
donné en septembre 1995 en Sicile, il part de 1’observation
d’une certaine étrangeté du principe K de Dummett et se pro-
pose de I’améliorer de telle fagon qu’il devienne acceptable. Le
clou de cette amélioration est la distinction entre le concept de
vérité d’une proposition et le concept de correction (ou vérité)
d’un jugement. En ce qui concerne cette distinction, je suivrai
Pexposé de Martin-Lof.

Il est presque impossible d’expliquer ces deux concepts de
vérité d’une proposition et de correction d’un jugement isolé-
ment: ce sont deux concepts qui s’insérent dans un certain sys-
teme conceptuel de la théorie des types constructive. Si on veut
les clarifier, on est obligé de présenter ce systeme conceptuel et
de voir, comment ces différentes pieces s’adaptent 1’une i
I’autre et quels roles ils jouent & I'intérieur de ce systéme.

Les éléments de base de ce systéme conceptuel sont donnés
dans le tableau suivant:

concepts non épistémiques concepts épistémiques

proposition jugement

(objet de) preuve d’une pro- | démonstration (preuve) d’un

position jugement
vérité d’une proposition correction (vérité) d’un juge-
ment

La distinction la plus fondamentale qui est & la base de ce
systtme conceptuel est celle entre proposition et jugement.
Avant de répondre aux questions: Qu’est-ce qu’une proposition?
Qu’est-ce qu’un jugement?, je ferai quelques remarques préli-
minaires sur ces deux concepts.

Les propositions sont des choses qui sont considérées parfois
comme vraies, et parfois comme fausses. Ce sont aussi des
choses sur lesquelles les opérateurs logiques opérent: les
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connecteurs opérent sur les propositions et les quantificateurs
sur les fonctions propositionnelles.

Les jugements sont des choses que nous démontrons: &
chaque pas d’une chaine de raisonnement ou de démonstration,
nous procédons de jugements démontrés préalablement a un
nouveau jugement qui est évident en raison des jugements pré-
cédents. Les formes de jugement différent totalement des opéra-
tions logiques. Il y a par exemple la forme de jugement affir-
mative «A est vraie» oll A est une proposition, la forme de
jugement négative «A est fausse» oti A est une proposition; il y a
les formes «A est une proposition», et a:A, c¢’est-A-dire «a est
une preuve de la proposition A», etc. De méme qu’on ne peut
pas limiter par avance les opérations logiques, on ne peut pas
limiter par avance les formes de jugement non plus: de fait, en
théorie constructive des types il y a des formes de jugement qui
disent que quelque chose est un type, ou que quelque chose est
un objet d’un certain type, ou encore que deux objets d’un cer-
tain type sont identiques par définition, etc.

Mais revenons 2 la question: Qu’est-ce qu'un jugement?
Martin-Lf donne la réponse suivante: un jugement est défini en
déterminant ce qu’on doit connaitre pour avoir le droit de le
faire (ou plus bridvement: un jugement est défini par la connais-
sance qu’on revendique d’avoir quand on fait ce jugement).

Le concept de démonstration est défini en disant qu’une
démonstration est ce qui rend un jugement connu ou évident.
Dire qu’un jugement est évident, signifie que le jugement a été
démontré. Une démonstration d’un jugement est un acte de
compréhension, de saisie, d’appréhension d’un jugement. Le
concept de correction (vérité) d’un jugement est finalement
défini comme suit: Un jugement est correct s'il peut étre connu
ou évident. C’est-2-dire un jugement est correct, §'il peut étre
démontré.

Remarquons que évidence et correction se comportent 1’un
envers ’autre comme 1’actualité envers la potentialité. Et donc
I’évidence d’un jugement implique sa correction. C’est tout pour
ce qui concerne le coté droit du tableau.

Passons maintenant i 1’autre question: Qu’est-ce qu’une pro-
position? Dans une théorie constructive ou vérificationniste de
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la signification une proposition est définie par ses conditions de
preuve ou par ses conditions de vérification. Ces conditions &éta-
blissent & quoi ressemble une preuve (un objet de preuve) ou
une vérification de la proposition.

En ce qui concerne le concept de preuve (ou objet de preuve)
d’une proposition, on doit distinguer d’un coté les preuves ou
vérifications de formes telles qu’elles entrent dans les explica-
tions de la signification des différents opérateurs logiques, appe-
lées des preuves canoniques, et de I’autre les preuves ou vérifi-
cations arbitraires qui peuvent étre calculées en des preuves
canoniques et qui sont appelées des preuves non canoniques.
Les preuves canoniques sont données par les explications bien
connues de la signification des opérateurs logiques, les explica-
tions dites de Brouwer-Heyting-Kolmogorov. Finalement, A est
vraie, ol A est une proposition, est défini par: il existe une
preuve de A, ou par, une preuve de A peut étre donnée, ou
encore, A peut étre prouvée.

II ne peut étre question d’un jugement évident en lui-méme,
c’est-a-dire indépendamment de 1’activité cognitive de quel-
qu’un. Parler de jugements évidents en eux-mémes est aussi
absurde que de parler de jugements connus de personne, mais
qui sont connus en eux-mémes. «Etre évident» est une expres-
sion aussi relationnelle que «étre connu», et ces expressions
doivent étre comprises comme «&tre évident pour quelqu’un» et
«€tre connu par quelqu’un». Bri¢vement, il n’y a pas d’évidence
hors de I’expérience de cette évidence par quelqu’un. C’est un
principe de I’intuitionnisme exprimé par Brouwer qui emploie
«vérité» plutdt que «jugement évident» comme suit: Il n’y a pas
de vérités non expérimentées en mathématiques.

Or, un jugement n’est rien d’autre qu’une revendication de
connaissance, et une revendication de connaissance est toujours
une revendication de connaissance faite par quelqu’un. Une
démonstration d’un jugement n’est rien d’autre qu'un acte de
production d’évidence en vue de cette revendication de connais-
sance, qui de cette maniére rend évidente la connaissance reven-
diquée, c’est-a-dire le jugement. Il va de soi qu’il ne s’agit pas
d’un acte en lui-méme, mais de I’acte de quelqu’un. Et la correc-
tion d’un jugement signifie que 1’évidence peut étre fournie pour
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une revendication de connaissance, que cette revendication de
connaissance peut étre démontrée ou justifiée par quelqu’un.

Est-ce que la théorie constructive des types provoque avec
cela le fantdme du psychologisme? Notons que I’intuitionnisme
de Brouwer posséde bien un penchant psychologiste ou au
moins, il ne s’est jamais défendu clairement contre tout malen-
tendu psychologiste. Mais la méme chose ne vaut pas pour la
théorie constructive des types de Martin-Lof.

2. La bilatéralité de la logique par rapport 2 la théorie
constructive des types a déja été remarquée par Husserl en 1929
dans Formale und transzendentale Logik. 11 observe que la logi-
que traite des effectuations de la raison dans les deux sens: pre-
miérement au sens des activités et des habitus effectuantes, et
deuxiémement au sens des résultats effectués et dés lors perma-
nents.

Au deuxiéme sens, le thdme de la logique est les formes
variées de formations du jugement et de la connaissance issues
des activités pensantes d’une personne occupée A connaitre
quelque chose. Ce qui sort de ces activités pensantes n’est pas
sorti par hasard, mais est intenté par I'acte de penser. La per-
sonne pensante s’est dirigée spécialement sur cela et elle I'a
objectivement devant soi. Des formes plus complexes de forma-
tion du jugement et de la connaissance qui dépassent de loin
leurs spheres respectives de présence de conscience, restent
néanmoins des formations pratiques auxquelles on peut toujours
retourner et avec lesquelles on peut former maintes fois des
nouvelles formations, c¢’est-a-dire de nouveaux concepts, juge-
ments, inférences, démonstrations, théories.

Ces formations objectives n’ont pas seulement 1’existence
passagére de formations momentanées qui apparaissent dans et
disparaissent d’un champ thématique. Elles ont aussi le sens
d’une validité objective dans un sens particulier: elles restent
identiques dans les répétitions, elles sont toujours & nouveau
reconnues i la manire d’existants permanents et elles ont dans
la forme documentaire une existence objective. Dans leur durée
objective, elles peuvent étre trouvées par tout le monde, elles
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peuvent Etre identifiées intersubjectivement et elles existent
méme si personne ne pense A elles.

Selon le premier sens, le theme de la logique est d’une natu-
re subjective. Il s’agit des formes subjectives par lesquelles la
raison théorique produit ces formations. Ce qui est en discussion
ici, c’est I'intentionnalité en tant que proces vivant d’ol pro-
viennent les formations objectives. Tant que 1’intentionnalité
dans son procés vivant produit ces formations, elle est
«inconsciente», c’est-a-dire elle thématise ses formations, mais
elle n’est pas elle-méme un théme. Tant qu’elle n’est pas révélée
par la réflexion, elle est cachée. La réflexion sur cette intention-
nalit€ en proces la rend thématique, et la constitue comme objet
théorique d’une recherche logique de I’orientation subjective. A
chaque forme de formation logique objective correspond un
systéme d’intentionnalité effectuante qui pourrait étre appelé sa
forme subjective. Mais tout cela n’est qu’un aspect d’une
recherche logique d’orientation subjective.

Un autre aspect est constitué par 1’effectuation subjective
particuliére qui fait que les formations du jugement et de la
connaissance deviennent effectivement conscientes comme
quelque chose d’objectif, comme quelque chose de valable
d’une maniére durable pour la subjectivité, et qu’elles assument
le sens d’une objectivité idéale pour une communauté de per-
sonnes engagées A connaitre.

Husserl conclut que cette bilatéralité de la logique a abouti A
des difficultés extraordinaires. Presque tout ce qui concerne la
signification de base de la logique, sa problématique et sa
méthode ont été contaminés par les obscurités et confusions
dues a cette objectivité a partir de 1’effectuation subjective qui
n’a jamais ét€ comprise ni méme mise en question de fagon cor-
recte. Nous voild toujours occupés & comprendre et clarifier
cette double face de la logique.

3. Ces deux aspects du premier coté de la logique ont été
I’objet de critiques.

Au premier aspect du premier c6té de la logique, on objecte
une confusion de la logique avec la psychologie. La critique est
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la suivante: Ce qui vaut pour toutes les sciences objectives est
particulierement évident dans le cas des sciences naturelles.
Jamais personne ne considérerait les vécus de I’expérience de la
nature et ceux de la pensée sur la nature comme constituant le
domaine des sciences naturelles plutdt que la nature elle-méme.
La logique étant une science objective, la méme chose vaut
pour elle. Les vécus de 1'expérience de la logique et ceux de la
pensée sur la logique appartiennent évidemment a la psycho-
logie.

Husserl répond que ce qui est normalement considéré comme
le domaine d’une science objective n’est que sa premiére sphere
thématique. Mais il y a une deuxidme sphére thématique qui
s’occupe elle de ce cdté subjectif psychique de la recherche
scientifique de cette science. Je cite Husserl:

La logique traditionnelle dans sa positivité naive, avec sa maniere de
concevoir des vérités évidentes dans une immeédiateté naive, se mani-
feste comme une sorte d’enfantillage philosophique. ... Le caractére
non philosophique de cette positivité ne consiste en rien d’autre qu’en
ceci: les sciences, par non-compréhension de leurs propres effectua-
tions en tant qu’effectuations d'une intentionnalité effectuante qui
reste pour elles non thématique, sont incapables de clarifier le sens-
d’étre authentique de leur domaine et des concepts qui les expriment.

Au deuxiéme aspect du premier cdté de la logique, on a fait
I’objection du psychologisme.

Husserl caractérise le psychologisme en général et le psycho-
logisme logique en particulier comme suit. Le psychologisme
(logique) consiste dans la psychologisation des formations
irréelles de la signification (du genre logique). Que ces forma-
tions irréelles sont psychologisées signifie que leur sens d’une
espece d’objets avec une essence spécifique est nié en faveur
des vécus subjectifs, c’est-a-dire en faveur de data dans la tem-
poralité psychologique. En d’autres termes, les formations
irréelles de la signification (du genre logique) sont identifiées
avec des phénomenes de I’expérience interne. Ainsi les
concepts, jugements, vérités, démonstrations, théories etc. sont
des événements psychiques, ¢’est-a-dire véritablement des évé-
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nements psychiques de jugement, des événements d’évidence ou
des démonstrations subjectives-psychiques.

La motivation pour le psychologisme (logique) est la sui-
vante. Le psychologisme (logique) est motivé par 1’apparition
interne des formations irréelles (du genre logique) des actes de
la raison dans la conscience méme de ces actes; ces formations
se présentent dans la conscience comme quelque chose 2 I’inté-
rieur d’elles. Par exemple, les formations de composantes de
jugements et les formations de jugements entiers se présentent 2
Uintérieur de I'activité psychique qui se déploie comme des
vécus de la conscience. Ces formations irréelles d’actes de la
raison ne se présentent évidemment pas dans la conscience
comme quelque chose a 'extérieur d’elle, puisqu’elles ne sont
pas réelles, elles ne sont pas des objets dans I’espace.

Husserl propose une étude des évidences du réel et des évi-
dences de I’irréel qui clarifierait I’uniformité générale des
objectités en tant qu’objectités indépendamment du fait si elles
sont réelles ou irréelles. Il commence avec 1’observation que
I’évidence des objets irréels est, en ce qui concerne leur effec-
tuation, totalement analogue a 1’évidence de 1’expérience ordi-
naire dite externe ou interne. Mais c’est seulement 2 cette évi-
dence de I’expérience ordinaire qu’on attribue, a cause de préju-
gés, I'effectuation de I’objectivation originale.

Or, I’évidence au sens phénoménologique réfere A I’effectua-
tion intentionnelle de la donation des choses elles-mémes. Elle
est une forme distincte de I’intentionnalité (c’est-a-dire de la
conscience de quelque chose) dans laquelle I’objectité qui est
consciente, est consciente dans la maniére d’étre saisie en elle-
méme, d’étre vu en tant que telle. L’évidence dans ce sens peut
aussi étre appelée la conscience originale.

L’intentionnalité en général et I’évidence, c’est-a-dire I’inten-
tionnalité de la donation des choses elles-mémes, sont deux
concepts €troitement liés I’un a I’autre. Ceci est indiqué aussi
par les deux propositions suivantes.

— La premiére appelée par Husserl 1égalité fondamentale de
I’intentionnalité: toute conscience de quelque chose
(intentionnalité) appartient a priori A une multiplicité ouverte et
illimitée de modes possibles de conscience qui dans la forme



Quelques aspects épistémologiques de la théorie constructive des types 281

unitaire de la co-validité peuvent toujours &tre reli€s en une
conscience unique en tant que conscience de la méme chose. A
cette multiplicité appartiennent également et essentiellement les
modes d’une conscience multiple d’évidence.

— La deuxi@me proposition concerne une propriété essentielle de
toutes les évidences en général: dans la répétition des vécus sub-
jectifs, dans la succession et la synthése de différentes expé-
riences de la méme chose, les évidences rendent manifeste
quelque chose qui est numériquement identique et non pas sim-
plement semblable, elles rendent manifeste 1’objet qui est saisi
maintes fois dans le domaine de la conscience. (Plus spécifique-
ment: les processus de pensée respectifs A la formation de
concepts, de jugements, d’inférences, etc. sont temporellement
extérieurs les uns aux autres, ils sont individuellement différents
et séparés, tandis que les concepts, les jugements, les inférences,
etc. ne sont pas temporellement extérieurs les uns aux autres,
mais ils sont atemporels, ils ne sont pas individuellement diffé-
rents, mais généralement identiques, et non pas séparés, mais
numériquement identiques. Et tout cela est révél€ par les évi-
dences des formations irréelles du genre logique).

Si on veut comprendre 1’effectuation de la conscience et en
particulier celle de I’évidence, il faut faire beaucoup de choses:
il faut expliquer comment dans I’'immanence des multiplicités
du vécu se constituent leur se-diriger-vers et ce vers quoi ces
multiplicités se dirigent; et il faut expliquer en quoi consiste,
dans la sphere intuitive de I’expérience synthétique elle-méme,
I’objet transcendant. Ou par objet transcendant est entendu le
pole d’identité immanent aux vécus particuliers, pole qui dans
son identité surpasse ces vécus particuliers.

Ces deux propositions concernant d’une part une 1égalité fon-
damentale de I’intentionnalité et d’autre part une propriété
essentielle de toutes les évidences en général rendent suffisam-
ment clair pourquoi le psychologisme (logique) est tout simple-
ment faux:

Il n’y a aucun objet qui peut étre identifi€é avec un certain
nombre fini de modes donnés de conscience de cet objet ou avec
un certain nombre fini de processus vécus de 1’expérience, car,
selon la 1égalité fondamentale de ’intentionnalité, la conscience
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d’un tel objet appartient & une multiplicité ouverte et illimitée
donc infinie de modes possibles de conscience. (11 est superflu
de dire que I’objet est toutefois fondé ou partiellement constitué
dans la donation actuelle et évidente des choses elles-mémes.)

De plus, selon la propriété essentielle des évidences, il est
évident que les objets formés dans les mémes actes ou dans les
actes semblables de conscience sont non seulement les mémes
ou semblables, mais ils sont des objets numériquement iden-
tiques. Ils sont un, contrairement 2 leurs apparences variées dans
la conscience.

Husserl conclue contre le psychologisme (logique) que non
seulement I’objet idéal n’est rien de réel, mais que 1’objet réel
est intrinséquement idéal. Il raisonne comme suit. Dans le sens
de tout objet saisissable par I’expérience, il y a une certaine
idéalité, & savoir I’idéalité générale de toutes les unités inten-
tionnelles & I’opposé des multiplicités d’expériences qui les
constituent. Dans cette idéalité consiste la transcendance de
toute sorte d’objets par rapport a la conscience de ces objets. Et
méme la transcendance du réel en tant que réel n’est qu’une
formation particuli¢re de 1’idéalité, ou plutdt de ce que Husserl
appelle I'irréalité psychique, c’est-a-dire de quelque chose qui se
présente dans la sphére purement phénoménologique de la
conscience.

4. Une approche théorique possible des concepts logiques
épistémiques de Martin-Lof est donnée par la psychologie pure
ou descriptive de Husserl.

La psychologie pure ou descriptive est ’étude de 1’essence
du psychique a la différence du physique. Et elle différe de la
psychologie empirique ou expérimentale en ce qu’elle n’est pas
une science des faits, mais une science des essences. L’objet
principal de la psychologie pure est sans aucun doute 1’inten-
tionnalité comme trait fondamental et essentiel de toute vie psy-
chique. La connaissance en psychologie pure est acquise 2 tra-
vers I’évidence de 1’expérience interne de la réflexion. Bref, la
psychologie pure peut étre caractérisée comme analyse pure-
ment réflexive des intentionnalités variées de la conscience aussi
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bien que de ses implications et ses corrélatifs. I faut souligner
que la psychologie pure étudie le psychique toujours dans 1"atti-
tude naturelle et considére le psychique comme étant une
couche d’étre dépendante des hommes et des animaux.

La suggestion de traiter les concepts logiques épistémiques
de la théorie constructive des types en psychologie pure ou des-
criptive (et pas en psychologie empirique ou expérimentale) a
déja éié faite par Martin-Lof, et elle rejoint bien les idées de
Husserl a ce propos: selon Husserl, la critique de la connais-
sance logique au sens subjectif — appelée la critique analytique
de la connaissance logique par Husserl — s’occupe du premier
aspect du premier coté de la logique et appartient nettement a la
psychologie pure ou descriptive.

On peut noter encore que la critique de la connaissance logi-
que au sens subjectif a un autre c6t€ — appelé la critique trans-
cendantale de la connaissance logique par Husserl — qui
s’occupe de la subjectivité qui constitue, au sens phénoméno-
logique du terme, le domaine de la logique ainsi que toute effec-
tuation scientifique traitant de ce domaine, ¢’est-a-dire qui s’ oc-
cupe du deuxiéme aspect du premier coté de la logique. Cette
deuxi®me critique de la connaissance logique dépasse la psycho-
logie pure ou descriptive et appartient & la phénoménologie
transcendantale.

5. Dans son article de 1931 Die intuitionistische
Grundlegung der Mathematik Heyting explique et défend le
point de vue intuitionniste en proposant de considérer les pro-
positions mathématiques comme expressions d’intentions au
sens de la théoric de 'intentionnalité de Husserl. Ensuite il
identifie les preuves comme constructions mentales, avec les
remplissements d’intentions et il continue A décrire en ces
termes la signification des constantes logiques du calcul propo-
sitionnel intuitionniste. Dans son cours de 1983 On the
Meanings of the Logical Constants and the Justifications of the
Logical Laws Martin-Lof remarque que Heyting n’a pas sim-
plement emprunté ces termes 2 Husserl, mais qu’il les a appli-
qué adéquatement. Puisque Martin-Lof reprend lui-méme, par
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exemple dans son livre Intuitionistic Type Theory, Iinterpréta-
tion de Heyting, une tentative sera faite ci-dessous de voir jus-
qu’a quel point un tout petit fragment de la théorie constructive
des types pourra étre interprété dans la théorie de I'intention-
nalité de Husserl ou dans la phénoménologie tout court. Il s’agit
de la forme du jugement a:A, ot A est une proposition et a une
preuve (un objet de preuve) de A.

Nous commengons par quelques distinctions et définitions
préliminaires de la théorie de I’intentionnalité de Husserl:

(a) La premiere distinction est celle entre intention de et inten-
tion que, ol I'intention de est une intention d’objets et
I'intention que est I’intention que quelque chose est le cas!.

(b) La seconde distinction est celle entre les intentions simples
et les intentions complexes ou catégoriques. Les intentions
simples ont une mati¢re & un membre tandis que les inten-
tions complexes ou catégoriques ont une matiére i plu-
sieurs membres. C’est-a-dire les intentions catégoriques
sont des intentions qui rapportent des intentions multiples 2
une unité synthétique.

(Notons que selon Husserl toutes les intentions catégo-
riques sont en derniere analyse fondées dans les intentions
simples.)

(c) La prochaine distinction concerne l’intention vide et
I'intention remplissante. L'intention vide n’est qu’une
affirmation gratuite ou une présomption par rapport a
I'objet intenté, et I’intention remplissante est une présen-
tation pleine et intuitive de 1’objet intenté.

(d) Une intuition est une intention remplissante.

(¢) L’intention catégorique intuitive se distingue de I’intention
catégorique signitive en ceci qu’elle est une intention caté-
gorique remplissante, tandis que dans I'intention catégo-
rique signitive, I’objet intenté n’est représenté que par des
signes. Parmi les intentions catégoriques signitives, on peut
distinguer entre les intentions de signification vides (c’est-

1 Ce n'est pas une distinction de Husserl, mais plutdt une distinction américaine de Charles
Parsons et Mark Steiner, reprise par Richard Tieszen. Chez Husserl il n'y a que l'intention
d'objets, ol les objels peuvent étre de différents types. Husserl considére les états de choses
aussi comme étant des objets,
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a-dire les intentions vides des significations d’énoncés) qui
peuvent étre remplies intuitivement, et les opérations de
calcul mathématique qui ne peuvent pas &étre remplies
intuitivement.

(f) Une intuition catégorique est une intention catégorique
remplissante ou intuitive.

(g) La dernitre distinction concerne 1’intuition catégorique et

I’intention de signification remplissante catégorique. Une
intuition catégorique correspond & une intention catégo-
rique vide, tandis qu’une intention de signification remplis-
sante catégorique correspond 2 une intention catégorique
signitive.
(Notons que selon Husserl les intuitions catégoriques et les
intentions de signification remplissantes catégoriques sont
paralleles, mais pas identiques; les premiers étant pré-
linguistiques tandis que les derniers sont évidemment lin-
guistiques.)

Husser] caractérise le rapport entre vérité, énoncé, signifi-
cation et intuition approximativement comme suit. La vérité
d’un énoncé est dérivée de I’effectuation d’une intention de
signification remplissante correspondante comme suit:
1) L’intention catégorique signitive correspond dans I’intention
de signification remplie catégorique de maniere univoque 2
I’intention de signification remplissante catégorique correspon-
dante; et 2) ’énoncé est une expression linguistique univoque de
I’intention catégorique signitive correspondante.

Les intentions vides, remplissantes ou remplies, et catégo-
riques sont celles qui intéresseront le plus par la suite. Nous
allons essayer maintenant d’interpréter phénoménologiquement
le jugement a:A, ses composantes et quelques concepts li€s a ce
jugement particulier et aux jugements de la théorie constructive
des types en général. Suivant Heyting et Martin-Lof, une propo-
sition est toujours interprétée comme intention, et suivant
Martin-Lof un objet de preuve est interprété¢ comme méthode de
remplissement d’une intention, mais plus précisément comme
suit:

proposition = intention de signification vide catégorique de
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objet de preuve = méthode de remplissement d’une intention de
signification vide catégorique de
vérité = existence d’une méthode de remplissement d’une
intention de signification vide catégorique de
jugement = intention de signification vide catégorique que
(c’est une intention de niveau supérieur par rap-
port a I'intention qui interpréte une proposition)
démonstration = acte d’intention de signification remplie caté-
gorique que
théoreme = produit d’un acte d’intention de signification rem-
plie catégorique que (théoréme = jugement
démontré)
évidence = expérience effective d’un acte d’intention de signi-
fication remplie catégorique que
correction = existence (et possibilité) d’ (un acte d’) une inten-
tion de signification remplie catégorique que

J’aimerais terminer cette tentative de redonner 1’intuition
(C’est-2-dire I'intention de signification remplie) & 1’intuition-
nisme (comme Tieszen a appelé une de ces tentatives) et en
méme temps cet exposé avec quelques remarques et observa-
tions:

i) Dans Dintuitionnisme de Heyting et dans la théorie
constructive des types de Martin-Lo[ apparait une nouvelle
espece d’entités (nouvelle par rapport 2 la phénoméno-
logie), c’est-a-dire 1'objet de preuve. Mais il y a aussi une
espece d’intention en phénoménologie qui disparait dans
I’intuitionnisme, c’est-2-dire 1’intention remplissante.
L’idée de I'intuitionnisme est que 1’exécution de la méthode
de remplissement d’une intention de signification vide
catégorique donne une intention de signification remplie
catégorique. On voit donc que I'intention remplissante est
dans quelque maniére contenue dans I’interprétation de
I’objet de preuve.

ii) Dans la théorie constructive des types, la correction et 1’évi-
dence sont attribuées aux jugements, tandis que, selon cette
interprétation-ci, elles sont d’abord attribuées aux démons-
trations et seulement secondairement aux jugements. En
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1ii)

vi)

plus, la correction semble coincider essentiellement avec la
vérité au sens phénoménologique du terme (ou plus précisé-
ment: avec la vérité dans un des sens phénoménologiques
du terme).

L’identification de la démonstration avec I'acte d’intention
de signification remplie catégorique telle que je viens de la
proposer n’apparait, au sens strict, pas appropriée: elle ne
vaut réellement que pour la démonstration directe, mais pas
pour la démonstration indirecte ou la justification. Il y a
donc nécessité d'une différentiation ultérieure, dans
laquelle des concepts tels que inférence ou validité jouent
un réle important.

11 est possible que d’autres formes de jugements de la théo-
rie constructive des types liées a la forme de jugement que
je viens d’interpréter, ne sont pas faciles A interpréter
phénoménologiquement: par exemple les formes A:prop,
A=B:prop ou a=b:A.

Ainsi nous revenons au début de cet exposé, c’est-a-dire au
tableau des concepts logiques épistémiques et non €pisté-
miques de Martin-Lof. Il semble bien que I'interprétation
phénoménologique de ces concepts fondamentaux de la
théorie constructive des types annule la distinction de
Martin-Lof entre les concepts épistémiques et ceux non
épistémiques. Si nous adoptons une telle interprétation phé-
noménologique, alors tous ces concepts fondamentaux
deviennent épistémiques.

Si cette interprétation phénoménologique tient la route,
alors elle ne sert qu’en tant que squelette qui doit encore
étre complétée par la chaire phénoménologique.

Philosophisches Seminar I
Albert-Ludwigs-Universitit
Freiburg im Breisgau (D)
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cherches Sémiologiques au prix de Fr.s 10.-. Ds le n° 59 Fr.s. 15.-
(TVA comprise).
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Travaux de logique
Liste des numéros parus

Denis Miéville: Introduction A la théorie des systtmes formels.
Premigre partie. Septembre 1985 (épuisé).

Denis Miéville: Introduction A la théorie des systtmes formels.
Deuxieme partie. Janvier 1987 (épuis€).

James Gasser: La syllogistique d’ Aristote 2 nos jours. Juin 1987.
Denis Miéville: Introduction & la théorie des systtmes formels.
Premiere partie. Avril 1991 (réédition du n” 1; épuis€).

Denis Miéville Introduction & la théorie des systemes formels.
Deuxieme partie. Avril 1991 (réédition du n° 2; épuisé).

Denis Miéville: La négation, une étude logique. Mai 1991 (épuisé).
Denis Miéville (6d.): Kurt Godel. Actes du colloque, Neuchatel, 13 et
14 juin 1991. Septembre 1992.

James Gasser: Introduction 2 la logique des relations de C.S. Peirce.
Novembre 1993.

D. Miéville, P. Joray, D. Stauffer, N. Gessler: Etudes logiques. Port-
Royal: une logique des idées. L’avenement de la théorie sémantique
de la vérité de Tarski. George Boole et I’algebre de la logique.
Décembre 1994.

D. Bourquin, P. Joray, N. Gessler, D. Miéville: Analyse catégorielle
et logique. Octobre 1996.

Ces publications peuvent &tre obtenues aupres du Centre de Recherches
Sémiologiques au prix de Fr.s. 10.- ; d&s le n° 7 Fr.s. 15.- (TVA
COIPrise).






Couverture: Atelier Seth, Peseux
Impression: Zentralstelle der Studentenschaft der Universitit Ziirich



bl
1
i










	1
	2
	3
	4

