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Version abrégée

L’objet de cette thése est I’approximation du point de vue mathématique et numérique des équations
de Navier-Stokes anisotropiques dans une jonction fleuve/océan, et des lois de conservation scalaires
en espace-temps pour des applications & I’environnement cotier.

Dans la premiére partie, les méthodes de décomposition de domaines sont appliquées & un modéle de
viscosité turbulente 3-D afin d’améliorer I’hypothése hydrostatique dans une jonction entre deux bassins
peu-profonds dont 'un est mince (e.g fleuve/océan). Des résultats théoriques sont prouvés pour donner
un sens mathématique au modéle asymptotique obtenu. Ce modéle est ensuite réduit & un probléme
asymptotique 2-D de type Saint-Venant. En utilisant le schéma de différentiation rétrograde d’ordre 2,
les modéles stationnaires obtenus sont formulés en des équations d’interface (dites de Steklov-Poincaré),
qui sont résolues par des schémas itératifs entre sous-domaines. Finalement des résultats numériques
sont donnés pour illustrer I'influence des quantités physiques (viscosité, termes surfaciques du vent)
sur la stabilité des différents algorithmes.

Dans la deuxiéme partie, ’équation de Steklov-Poincaré est analysée en espace-temps pour les lois de
conservation scalaires en appliquant la méthode STILS (Space-Time Integrated Least-Square method).
Un schéma itératif entre sous-domaines est alors proposé pour la résolution de cette équation avec
des approximations marche-en-temps de STILS [70]. Des résultats numériques sont alors donnés pour
lexemple de Hansbo [54] et celui de Smolarkiewicz [81 83]. On prouve enfin que cette méthode de
décomposition de domaine sans recouvrement peut étre interprétée comme une extension en espace-
temps du schéma itératif d-ADN (damped and Adaptive Dirichlet-Neumann Method) [49] pour un
probléme de diffusion défini par un tenseur de rang 1.






11

Abstract

The purpose of this thesis is to investigate, from both mathematical and numerical view point the ani-
sotropic Navier-Stokes equations in a river/ocean junction and scalar conservation laws in space-time,
with particular concern on environmental applications.

In the first part, domain decomposition methods are applied to set up effective interface conditions
for asymptotic approximations of a turbulent viscosity model. This asymptotic analysis performs the
hydrostatic hypothesis in a junction between two shallow domains when one has the property to be thin
(e.g estuaries). Assuming the junction with a rigid-lid flow, existence results are proved for different
asymptotic models. In the free-surface flow case, the conditions are reduced to couple 2-D shallow water
equations. Then these equations are formulated in Steklov-Poincaré equations. Iteration schemes are
proposed to perform the interface equations. Some numerical results are given to illustrate the influence
of the physical quantities on the stability of the domain decomposition schemes.

In the second part, the Steklov-Poincaré equation is analyzed in space-time frame for scalar conservation
laws in using the STILS (Space-Time Integrated Least-Square) method. An iteration scheme is proposed
to solve this equation with time-marching approximations of STILS [70]. Some numerical results are
given to test the performance of the method for examples providing in [54] 8], [83]. Finally, we prove that
our method can be seen as a generalization of the classical d-ADN (damped and Adaptive Dirichlet-
Neumann) method [49] in space-time framework.
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CHAPITRE 1

Introduction Générale

Mots clés : Equations de Navier-Stokes (ENS); Viscosité dynamique turbulente; Viscosité cinéma-
tique turbulente; Tenseur des contraintes de Cauchy; Approximation hydrostatique; Opérateur de
Steklov-Poincaré ; Schéma de Richardson ; Lois de conservation scalaires ; Méthode des moindres carrés
intégrés en espace-temps ; Approche marche-en-temps ; Méthode de décomposition de domaine (MDD).

Keywords : Navier-Stokes equations ; Dynamical turbulent viscosity ; Kinematical turbulent viscosity ;
Cauchy stress tensor ; Hydrostatic approximation ; Steklov-Poincaré operator, Richardson scheme ; Sca-
lar conservation laws ; Space-time integrated least-squares (STILS) method ; Time-Marching approach ;
Domain decomposition method (DDM).

1.1 Courants, vagues, marées, vents et anisotropie

Dans l'estuaire ou 'embouchure d’un fleuve, comme en toute zone cotiére, les mouvements de ’eau
peuvent étre classés en deux catégories, les courants, qui sont les mouvements d’ensemble de 1’eau
sur des distances de plusieurs dizaines de meétres, et les vagues qui se manifestent par mouvements
oscillants de courtes durées.

A ces deux catégories, on peut ajouter les mouvements turbulents qui sont des déplacements désordon-
nés de petites échelles. Ces turbulences se produisent fréquemment dans la nature et ce d’autant plus
que les mouvements moyens sont importants.

Le détail de ces turbulences est trés complexe en raison de son extréme variabilité. Par contre, il est
important de souligner qu’elles résultent de mécanismes de forcages externes, qui sont essentiellement
la marée et le vent, et de forcages internes a la masse de ’eau, principalement constituées des diffé-
rences de densité. Ces derniéres sont particuliérement importantes du fait de la rencontre entre les eaux
douces apportées par le fleuve et les eaux marines.

Les marées provoquées par les attractions de la lune et du soleil, se traduisent par une variation de la
surface libre, qui se propage a travers 'océan et s’amplifie prés des cotes.

Le vent intervient dans 'hydrodynamique cotiére de deux fagons : d’une part, il exerce a la surface
de I'’eau une poussée qui a tendance & entrainer la masse de ’eau dans sa direction, ce qui induit des
recirculations, d’autre part il génére les vagues qui se propagent ensuite jusqu’a la cote.

Pour mieux comprendre l'influence de ces mécanismes hydrodynamiques & la circulation cétiére, on
ne peut négliger une de leurs caractéristiques principales, ’anisotropie. L’isotropie parfaite n’est pas
un élément naturel de notre environnement. Au contraire, pour la plupart des fluides géophysiques, la
variation de I’écoulement en fonction de la direction est une régle quasi générale, mais souvent négligée

17



18 CHAPITRE 1 : Introduction Générale

en raison de la complexité qu’elle introduit dans la résolution des équations primitives des fluides géo-
physiques [42], [57] 80, 61]. Cette variation est principalement liée aux différences de dimensions entre
les directions caractéristiques de 1’écoulement.

Il n’y a pas deux estuaires ou deux embouchures identiques, mais comme la plupart des domaines géo-
physiques ce sont des bassins peu profonds [(3, 62, 7], i.e le rapport "profondeur/étendue horizontale
" est trés inférieur & 1%. Cette particularité de faible profondeur a permis de donner une justification
mathématique a I’hypothése hydrostatique comme modéle asymptotique des fluides géophysiques a
partir des équations de Navier-Stokes stationnaires [I7] (O. Besson, M. R. Laydi, R. Touzani, 1990),
[18] (O. Besson, M. R. Laydi, 1992) et celles instationnaires [12] (P. Azerad, 1996), [14] (P. Azerad, F.
Guillen, 2001). Par ailleurs, 'approximation hydrostatique est aussi utilisée pour la modélisation des
mouvements de masses d’air [28, 29] [30]. Le calcul des courants en trois dimensions pour le lac de Neu-
chatel et le lac Léman présenté dans [I9] (O. Besson, 2002) prouve que cette hypothése asymptotique
traduit la prédominance des mouvements horizontaux de I’écoulement tridimensionnel dans un bassin
peu profond.

Une autre remarque importante liée aux rapports d’aspect est celle de la largeur du fleuve trés petite
comparée a sa longueur caractéristique (par exemple le fleuve Sénégal, mesurant environ 1750 km de
long, s’étend en période des hautes eaux sur 300m de large et 10m de profondeur). Ce deuxiéme quo-
tient réduit 'impact de la rotation terrestre (force de Coriolis), des tractions surfaciques (vent) sur
I’écoulement, et en conséquence les courants transversaux sont négligeables devant ceux longitudinaux.

Ainsi nous présentons un modéle mathématique tridimensionnel améliorant 1’hypothése de pression
hydrostatique dans une jonction fleuve/océan.

Un autre aspect important dans ’hydrodynamique de la jonction fleuve/océan concerne le caractére
inhomogene de la densité (le mélange des eaux douces du fleuve a celles salées apportées par 'océan).
L’idéal étant de prendre en compte la densité variable dans la modélisation d’une telle zone coétiére,
nous introduisons une analyse mathématique et numérique pour les lois de conservation scalaires dans
un cadre spatio-temporel.

Le but de cette thése composée de deux parties est donc consacré & l'approximation hydrostatique
des équations de Navier-Stokes dans une jonction fleuve/océan, et des lois de conservation scalaires en
espace-temps par décomposition de domaine.

Dans la premiére partie, nous considérerons les équations de Navier-Stokes avec viscosité anisotropique
(voir [I7, (8, [T} (12} [14])

0
p(a—:+(voV)v+2wxv)—Anv+Vp = pg

Vv = 0

soumises & I'hypothése de Boussinesq [23], et & la force de Coriolis dans un couplage fleuve/océan
dépendant des deux quotients d’aspects définis ci-dessus .

En appliquant la méthode de décomposition de domaine sans recouvrement (MDD) des équa-
tions de Navier-Stokes [70] [45], [44], le but est d’une part de pouvoir améliorer I'hypothése hydrostatique
en s’appuyant sur les éléments anisotropiques propres & chaque bassin, et d’autre part d’obtenir des
conditions de transmission adéquates pour un couplage de modéles asymptotiques 3-D traduisant la
continuité d’un écoulement essentiellement 1-D dans un domaine (fleuve), et 2-D dans lautre (océan).
Cette approche permet aussi de donner une justification mathématique du passage du modéle tridi-
mensionnel global au modéle asymptotique dans le domaine avec toit rigide. Pour le cas avec surface
libre, la MDD sans recouvrement permet de résoudre le modéle dans un cadre simplifié.

Dans la deuxiéme partie, nous proposerons une nouvelle approche en espace-temps de la MDD hyper-
bolique [47, 48] pour les lois de conservation scalaires

ap

5 TV o(v) = f
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FIGURE 1.1 — Jonction fleuve-sénégal/océan-atlantique

© waanay hellic ningen fr

FIGURE 1.2 — Jonction fleuve-sénégal/océan-atlantique (période des hautes eaux dans le fleuve)
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en appliquant la méthode STILS (Space-Time Integrated Least-Squares) [13} 12} 20, 21]. On considérera
le cas de deux sous-domaines en introduisant les opérateurs de Steklov-Poincaré, et un schéma itératif
entre les sous-domaines. La méthode est ensuite généralisée dans un cadre multi-domaines par une
approche marche en temps de STILS [12] 22 [70]. Enfin le potentiel du schéma itératif est testé avec
des exemples classiques de I’équation de transport provenant de [54] 8T, [83].

1.2 Méthode de décomposition de domaine

1.2.1 Principes généraux

Les calculateurs paralléles ont connu une grande évolution en puissance et en capacité de stockage
au cours des derniéres décennies. Les simulations de problémes physiques de 'ordre de la dizaine de
millions de degrés de liberté sont désormais chose courante et la vitesse d’exécution des codes scienti-
fiques s’exprime aujourd’hui en centaines de Mégaflops (millions d’opérations flottantes par seconde)
ou méme en Teraflops (1Mflop= 10°Flop, 1Tflop= 10*2Flop). Développer des algorithmes bien adaptés
a de telles architectures paralléles est donc devenu un nouveau champ de recherche. Les méthodes de
décomposition de domaines ont une implication évidente dans le développement de tels algorithmes.

Elles fournissent de bons schémas faciles & implémenter sur les machines paralléles et ont une base
mathématique trés riche.

Par ailleurs, il faut noter que I'expression " décomposition de domaine" posséde différentes significations
dans le domaine des équations aux dérivées partielles :

En Calcul paralléle, la décomposition de domaine se référe aux techniques pour décomposer les données
et cela peut ne pas dépendre des méthodes numériques utilisées. Dans ce cas, le but est de créer des
méthodes moins cofiteuses que les méthodes directes et plus robustes que les méthodes itératives.

En Analyse asymptotique, décomposer le domaine veut dire diviser le domaine physique en des do-
maines modélisés par des équations aux dérivées partielles différentes en y ajoutant des conditions bien
appropriées sur les interfaces entre les sous-domaines.

Pour les méthodes de préconditionnement, la décomposition se fait au niveau des systémes linéaires
qui résultent de la discrétisation des équations aux dérivées partielles. Par conséquent, les méthodes
de décompositon de domaines deviennent plus un outil pour construire de bons préconditionneurs que
la décomposition elle méme.

1.2.2 Motivations

L’objectif principal des méthodes de décomposition de domaines est de retrouver des solutions aux
problémes issus des équations aux dérivées partielles définies sur des géométries compliquées ou de
grandes tailles. En effet, la résolution directe du probléme dans le domaine global engendre des sys-
témes linéaires de grandes tailles difficiles & résoudre par des solveurs directs ou méthodes itératives
classiques, d’autant plus que de tels systémes sont souvent mal conditionnés, d’ou 1'utilité des méthodes
de décomposition de domaines. Le principe est assez simple : on transforme un probléme de grande
taille en une suite de sous-problémes découplés, de tailles plus petites, qui peuvent étre résolus en
paralléle. Elles facilitent I'utilisation des schémas numériques (éléments finis, différences finies,...) pour
chaque sous-probléme et peuvent étre combinées avec d’autres méthodes telles que le rafinement local
du maillage. L’efficacité des méthodes décomposition de domaines est telle que méme sur un calculateur
en série le gain de temps est considérable.

Dans un autre sens pour obtenir des résultats réalistes de certains phénoménes physiques comme des
interactions fluide-fluide ou fluide-structure [38} [39, [40, 66}, 67, [75], il est intéressant d’utiliser un modéle
différent selon la région physique. Dans ce cas, les méthodes de couplage peuvent s’inspirer des méthodes
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de décomposition de domaines en simplifiant par exemple le modéle dans une partie du domaine.

La littérature sur les méthodes de décomposition de domaines est abodante pour étre citée ici de
maniére exhaustive. Une conférence annuelle sur les méthodes de décomposition de domaine se tient
pour présenter les nouveaux résultats et les diverses appréciations qui sont recueillis par la suite dans
des " Proceedings" peuvent étre télé-chargés gratuitement depuis

http ://www.DDM.org.

Quant aux diverses et importantes raisons qui ont conduit & la popularité de ces méthodes, cela peut
étre résumé dans le fait qu’en plus d’étre bien adaptées aux machines paralléles, elles possédent un
intérét mathématique intrinséque, peuvent s’appliquer & des problémes sur des géométries complexes,
possédent une base théorique simple, et facilitent 'utilisation de schémas numériques différents pour
chaque sous-probléme, par exemple, éléments finis, différences finies, méthodes spectrales...

1.2.3 Historique

La premiére méthode de décomposition de domaine a été développée a la fin du XIXe siécle par le ma-
thématicien H. A. Schwarz dans le but de résoudre le probléme de Poisson dans un domaine complexe
donné par 'union d’un rectangle et d’un disque.

La méthode de Schwarz nécessite un recouvrement entre les sous domaines [79]. La convergence a été
étudiée par H.A. Schwarz, puis Lions [64]. L’inconvénient de ce type de découpage est la compléxité de
sa mise en oeuvre numérique, surtout dans le cas de problémes 3-D, en outre il est difficile de définir
les zones de recouvrement pour des géométries trés complexes. De plus, la convergence de la méthode
est trés lente.

FIGURE 1.3 — K. H. A. Schwarz 1843-1921

Vue la complexité de la premiére méthode, une autre a été introduite : la méthode de décomposition de
domaine sans recouvrement des sous domaines. Dans ce cas, on doit choisir des opérateurs d’interface
spécifiques pour que la méthode converge. Une extension de la méthode de Schwarz dans le cas sans
recouvrement a été introduite dans [65] (P.L. Lions, 1989), puis [37] (B. Després, 1991), [32] (F. Nataf,
F. Rogier et P. Charton, 1991), [3I] (C. Carlenzoli et A.Quarteroni, 1995).

Dans une variété de situations, I’étude globale du probléme par la MDD sans recouvrement est réduite
a celle des opérateurs d’interface. Pour certains cas I'interface est entiérement un objet mathématique.
C’est 'exemple des équations a coefficients constants (comme ’équation de Poisson, les équations de
Stokes a viscosité constante) dans un domaine assez régulier. Dans d’autres situations, au contraire,
des interfaces existent réellement et elles sont dues soit a la géométrie du domaine ou & la physique du
probléme. Ce dernier cas peut étre des interfaces séparant des régions avec des écoulements de régimes
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différents (visqueux et non-visqueux), ou avec des conductivités thermiques différentes (des équations
d’advection-diffusion ou simplement des équations d’advection), des couplages fluide-structure [38, 39,
40]. Il existent beaucoup d’exemples de ce type en mécanique des fluides, en aérodynamique et en
thermodynamique [76].

1.3 Introduction de la premiére partie

Pour 0 < €, < 1 fixés et t > 0, on considére les équations de Navier-Stokes anisotropiques [17, [I8], 1T,
12| [14] dans un domaine W (e, §)(t). Ce domaine est formé par deux sous-domaines W; (e, 0)(t), i = 1, 2,
non vides, disjoints, et séparés par une interface G(t). Wiy (e, d)(t) et Wa(e, d)(¢) modélisent respective-
ment les portions fleuve et océan de la jonction W (e, §)(t).

Au chapitre [2| On donne une nouvelle formulation de ces équations avec le tenseur de Cauchy défini
par une viscosité diagonale anisotrope (voir [41])

o’ (v,p) = —pl +Vv-v+v -V

avec v = diag(v1, ve,v3). Le modéle prend en compte la force de Coriolis, ’hypothése de Boussinessq
et les tractions surfaciques du vent.

Un modeéle asymptotique fleuve/océan sous ’hypothése hydrostatique est dérivé pour la jonction avec
toit rigide, puis avec surface libre suivant un processus de simplifications :

— On prend en compte le fait que certains termes sont négligeables ou prépondérants.

Pour cela, analyse asymptotique consiste & écrire le domaine W (e, §)(¢) indépendamment des poids e, d,
et de résoudre le probléme dans un domaine équivalent 2(¢) formé par les sous-domaines Q;(t), i = 1,2,
séparés par I'(t). En négligeant les paramétres e et § portés sur les variables physiques du modéle, on
obtient un modéle asymptotique d’équations de Navier-Stokes en fleuve/océan de viscosités turbulentes

pt = diag(p, b, py), i =1,2

Oul 1
i+ W Vul —V-of(ul%pl) =0
Lopt _
(flewve) § pp Oy
1opt _
po Ox3
V-ul=0
ot

2 1
V)t Vot W) 3 = 0

2 2
(océan) % + (u? - Vyuy =V -0y (u?, %PQ) +fui=0
1 op*
po Oz
V-u?=0

C’est un probléme singulier puisque les termes visqueux, advectifs et inertiels n’apparaissent plus dans
certaines équations. L’étude mathématique survenant dans ce cas est I’analyse de nouvelles équations
dont la structure est différente de celle initiale, avec des inconnues trés peu réguliéres.

Les chapitres [3] et [4sont consacrés au cas des équations avec frontiére rigide. Des résultats d’existence
et de convergence sont prouvés pour les équations de Navier-Stokes, et les multi-modéles Oseen/Oseen et
Oseen/Navier-Stokes. Ces résultats permettent de donner un sens mathématique aux conditions d’inter-

1
face admises pour I’étude du modéle stationnaire en utilisant les propriétés de I’espace de trace H,(I')
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_1
( dont le dual topologique est noté par Hyo2 ('), I’ étant 'interface entre les deux sous-domaines). Pour

A1
I’étude des équations instationnaires, on introduit un espace de trace Hg,(I") caractérisant les fonctions
a divergence nulle.

— On procéde ensuite & la réduction du probléme asymptotique ci-dessus & une dimension inférieure,
c’est a dire I'obtention d’un modéle bidimensionnel (ou un probléme multi-physiques 1D/2D) pour
un phénomeéne physique tridimensionnel.

— Enfin, on montre comment découpler les équations afin de résoudre des équations plus simples pour
le calcul des grandeurs physiques.

Ainsi au chapitre [5] on suppose le domaine avec frontiére libre, des conditions de transmission admis-
sibles sont imposées pour ’étude d’un probléme asymptotique 2-D de type Saint-Venant en fleuve /océan

2 (Ul + V(U @ UD — MUY + 90 2 <0
ot 1 1 put 1 g 83717
(fleuve) gi::()
1
%—FV-(ClUl):O
8 2772 2772 2 2772 2842 C 2772
5 (CUR V- (CU 0 UF) - A,a (*UD) + 965 — FOCUF = 0
2
(océan) 3 £(G2U3)+ V(U2 ©.U3) = A,a (CUF) + 96> 5 + JOCUE =0
2
o¢ +V-(¢*U*) =0

ot
Ce modeéle asymptotique des eaux peu-profondes fleuve/océan est ensuite discrétisé par le schéma de dif-
férentiation rétrograde d’odre 2, permettant de calculer les inconnues vitesse et hauteur respectivement
par des problémes de diffusion et de transport. En ce sens, les méthodes itératives de décomposition
de domaine sans recouvrement (voir par exemple [48, 47| [76]) sont appliquées pour la résolution des
différents couplages. L’idée générale de ces méthodes est détaillée comme suit :

e Le probléme est formulé en une équation d’interface équivalent
Sur = x

I'inconnue ur est définie sur I'interface I' entre les sous-domaines, et x est une fonctionnelle définie sur
I'. S est composé de deux sous-opérateurs S;, i = 1,2 (.5; est appelé opérateur de Steklov-Poincaré).
Ainsi on écrit S = 57 + S, o chaque S; est associé & un probléme local défini sur le sous-domaine 1.
L’appelation d’opérateur de Steklov-Poincaré (du nom de deux grands mathématiciens : Vladimir An-
dreievitch Steklov et Henri Poincaré) est introduite dans les travaux de Aghoskov-Lebedev dans les
années 1981 — 1983 [3L 4, B [6] en introduisant des méthodes itératives et des opérateurs locaux inverses
S, !, i=1,2 (opérateurs de Poincaré-Steklov) pour équation d’interface ci-dessus.

e [’équation d’interface est ensuite résolue par une méthode de type Krylov comme le schéma
préconditionné de Richardson. Ce schéma peut étre vu comme une interprétation des méthodes ité-
ratives entre sous-domaines (voir [76] pour les problémes elliptiques, et [48] [47] pour les problémes
hyperboliques).

On présentera enfin des résultats numeériques pour illustrer I'influence de la viscosité sur la convergence
des schémas itératifs entre sous-domaines.
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FIGURE 1.4 — V. A. Steklov 1864 — 1926 FIGURE 1.5 — H. Poincaré 1854 — 1912

1.4 Introduction de la deuxiéme partie

La deuxiéme partie de la thése est consacrée & la méthode de décomposition de domaine en espace-temps
pour les lois de conservation scalaires

Oc+ V- (uc)=f dansQ x (0,7)
c(x,0) = co(x) dans Q
c(x,t) = c1(z,t) sur 90~ x (0,7)

Les méthodes de décomposition classiques s’appliquent généralement & des problémes stationnaires :
pour résoudre des problémes en temps, on discrétise la dimension temporelle, on obtient alors une suite
de problémes stationnaires a résoudre, et c¢’est chacun de ces problémes qui est résolu par une méthode
de décomposition classique. Cette fagon de faire oblige souvent 'utilisateur d’avoir le méme pas de
temps pour tous les sous-domaines. Des méthodes récentes proposent alors une alternative aux mé-
thodes classiques en appliquant la décomposition de domaine directement au probléme en temps, afin
de résoudre numériquement les sous-problémes différemment. La plus citée est la méthode de relaxation
d’ondes connue sous 'abréviation SWR (Schwarz Waveform Relazation). Cette nouvelle procédure uti-
lise une décomposition avec recouvrement en espace comme ’algorithme classique de Schwarz pour les
problémes stationnaires voir [79] (H.A. Schwarz, 1870), mais ici le schéma résout des problémes d’évo-
lution et converge en une itération. On peut se référer par exemple a [46] (M.J. Gander, C. Rohde,
2005) pour son application aux lois de conservation avec flux non linéaire.

Nous étudierons dans cette partie une décomposition de domaine sans recouvrement en espace-temps
pour les lois de conservation scalaires en utilisant la formulation STILS [13] 12} 20} 2T].

L’intérét de la méthode STILS pour les lois de conservation scalaires réside au niveau de leur réso-
lution par la méthode des éléments finis. Les solutions numériques des lois de conservation scalaires
ou l’équation de tansport advectif obtenues par les méthodes classiques d’éléments finis (Galerkin,
Streamline Diffusion, etc...) peuvent souvent laisser apparaitre des problémes de stabilité, d’oscilla-
tions et de diffusions numériques. On applique alors les méthodes des moindres carrés [52 [16] qui sont
un moyen plus ou moins efficace de réduction de ces inconvénients. Elles permettent de convexifier des
problémes non coercifs en ajoutant un résidu quadratique aux termes advectifs. Dans [56], elles ont
permis d’améliorer la méthode SUPG (Stream Upwind Petrov Galerkin) en la méthode GLS (Galerkin
Least Square). Dans [58, [59], la méthode de Streamline Diffusion et celle de Galerkin discontinue ont
muté pour donner la méthode CSD (Characteristic Streamline Diffusion) [54]. De son c6té la méthode
STILS a pu donner de meilleurs résultats numériques comparés aux méthodes classiques d’éléments

finis sans ajout de termes diffusifs [22] [70].
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On décompose d’abord le domaine 2 :

et on pose

De maniére générale, le but est donc de résoudre les équations hyperboliques ci-dessus dans le cas ol
I > 2 en utilisant la méthode des moindres carrés intégrés en espace-temps.

Au chapitre [6] on formulera d’abord les équations ci-dessus en espace-temps

V(i) = f dansQ=Qx(0,7)

ouu = (1,u)t, V= (0, V).

Cette équation spatio-temporelle est ensuite écrite sous-forme 2—domaines (I = 2) avec la méthode
STILS. Des résultats théoriques illustrant l'existence et I'unicité de solution du probléme 2—domaines
sont prouvés. L’idée est de montrer que le probléme 2—domaines est équivalent & une équation d’in-
terface de la forme : trouver A defini sur I' et vérifiant

SA=%

S est Popérateur de Steklov-Poincaré, X est la fonctionnelle définie par les données du probléme. Ces
résultats sont ensuite généralisés a la formulation STILS pour I > 2 de maniére récurrente. Enfin un
schéma itératif entre sous-domaines est proposé pour résoudre cette équation d’interface.

Cette analyse est ensuite étendue a la version marche en temps de STILS avec la décomposition suivante
Q= @ Q=2 x (tm-1,tm), 0T =tg=0<t; <--- <ty =T

Au chapitre [7] une discrétisation de Galerkin en espace et en temps basée sur des méthodes d’élé-
ments finis dans les deux dimensions est appliquée pour la résolution du probléme marche en temps.
Dans ce cas, les résultats d’existence et d’unicité du probléme 2—domaines, puis de convergence du
schéma itératif entre les sous-domaines sont établis. Par ailleurs, on notera que cette analyse discréte
du schéma itératif séparant les dimensions espace et temps, permet a 'utilisateur de pouvoir choisir
des fonctions de base différentes en espace et en temps dans les deux sous-domaines. Enfin on présente
des résultats numériques comparant les méthode STILS globale et STILS 2—domaines = STILS-DDM
pour l'exemple du cylindre fendu [54], et 'expérience du céne absorbé par 6 tourbillons [T, [54] 83].

Au chapitre [§] I'équation d’interface est interprétée en remplacant I'opérateur d’advection par un
opérateur de diffusion dégénéré de rang 1

V- (@®@u)Ve) = V-(fu) inQ.

On retrouve les résultats du chapitre [f] en étudiant la décomposition de domaine de ce probléme
parabolique avec des conditions de transmission adaptatives du type Dirichlet-Neumann.

Les codes numériques développés dans ce travail ont été effectués sur un Macbook pro sous Mac os X
(Version 10.6.8, Processeur 2 GHz Intel Core Duo) , et les simulations ont été visualisées a ’aide des
logiciels Scilab, AVS/Express (Advanced Visualization Systems) et Paraview (Parallel Visualization
Application).






Premiére partie

METHODE DE DECOMPOSITION DE DOMAINE EN FLEUVE/OCEAN

27






CHAPITRE 2

Modele de viscosité turbulente fleuve/océan

Dans ce chapitre, nous dérivons & partir des équations générales des fluides incompressibles [{2, [57, (80,
61)] un modéle de viscosité turbulente pour la description du mouvement anisotropique de l’écoulement
dans une jonction de deux domaines peu-profonds dont l'un est mince (e.g couplage fleuve/océan). Ce
modele est soumis & Uhypothése de Boussinesq [23] (J. Boussinesq, 1903), a la force de Coriolis et a
lattraction de la terre.

2.1 Equations des fluides incompressibles

Pour étudier un phénomeéne physique comme 1’écoulement de fluides incompressibles dans une jonc-
tion entre deux bassins, il convient d’abord d’établir les lois qui le régissent. Cette section a pour but
d’introduire les équations qui seront & la base de la suite de ce travail, les équations de Navier-Stokes.
L’objectif n’est pas de commencer a traiter le probléme, mais il s’agit de la dérivation des équations
minimales représentant un fluide mathématiquement et physiquement idéalisé, avec quelques compo-
santes de modélisations supplémentaires qui sont destinées & satisfaire I’anisotropie d’un écoulement
géophysique dans un couplage fleuve/océan.

2.1.1 Milieux continus

D’une maniére générale, la construction de la mécanique des milieux continus repose sur la supposition
qu’un systéme physique est modélisable mathématiquement par un continuumf]

On considére donc des milieux continus, définis dans ’espace Euclidien £ = R? muni d’un systéme de
coordonnées (O, z,y, z) = (O,y1,y2,y3). On suppose connues les définitions des opérateurs différentiels
usuels. Dans le cas contraire, le lecteur peut se reporter a I’annexe [A] qui expose ces définitions et
présente quelques identités utiles pour les développements ultérieurs.

2.1.2 Modes de représentations

Pour présenter les équations gouvernant la mécanique des milieux continus, on introduit les deux modes
de représentations possibles du systéme modélisé.

Description Lagrangienne Elle correspond & des mesures liées au milieu en mouvement. On consi-
dére un domaine matériel 2,; composé d'un continuum matériel en mouvement, et on repére la

.#. Les diverses quantités nécessaires a sa représentation peuvent étre manipulées comme des fonctions a valeurs scalaires,
vectorielles ou tensorielles différentiables presque partout.

29
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configuration initiale £2; de ce volume. Cette configuration permet d’identifier toutes les particules de
matiére w € 7 et on peut par suite, considérer leurs positions au temps ¢ au travers de la fonction

U(w,t), (w,t) € Qyx[0,00[.

Cette représentation est la représentation Lagrangienne, ot sont données toutes les trajectoires de
toutes les particules composant le milieu étudié, celles-ci étant repérées par rapport a une configura-
tion de reférence ;.

Description Eulérienne A linverse, la représentation Eulérienne consiste a faire des mesures fixes
dans I’espace. En effet, on considére un domaine géométrique fixe Q¢ au travers duquel évolue un milieu
matériel continu en mouvement, ce qui définit des points d’observation = € €2 du milieu mobile fixe
au cours du temps. La représentation Eulérienne du mouvement consiste alors en la donnée des vitesses
du milieu mobile en ces points d’observation, & tout moment, c’est a dire & la donnée de la fonction

U(y7t)7 (yvt) € QG X [0,00[
décrivant la vitesse du milieu au point y a I'instant .

Méme si la représentation Lagrangienne est la plus simple & appréhender en premiére intention, la re-
présentation Eulérienne est préférée dans le cadre des fluides, puisqu’il n’est généralement pas possible
de suivre individuellement les différentes particules composant le fluide au cours du temps, lors de ses
mouvements complexes. par ailleurs, la notion de mouvement stationnaire est beaucoup plus aisée a
appréhender dans le cadre de la description Eulérienne.

2.1.3 Notions de contraintes

On montre maintenant comment définir les efforts internes au matériel présent dans un domaine €.
Pour les considérer en un point p, on rend p extérieur comme suit : on définit un sous-domaine arbitraire
Q, C Q dont la frontiére 0€2, passe par p en représentant une normale unitaire extérieure n.

Les actions de contact de 2o = 2\ 2, définies sur la surface 9€2, sont définies comme suit : elles
forment un champ de forces surfaciques, appelé champ des vecteurs contraintes. Comme ces actions
modélisent des forces de contact, purement locales, elles ne dépendent en fait pas de la forme générale
de Q,, mais uniquement de n en chaque point p. En chaque point p, il existe donc & priori une infinité
de vecteurs contraintes, dépendant de n (linéairement dépendant de n). Ce qui permet de définir en
chaque point un tenseur des contraintes de Cauchy, qui décrit localement 1’état des contraintes internes
au matériau. C’est un tenseur du second ordre o = (0y;); j=1,2,3. Le vecteur des contraintes dans une
direction n est alors donné par o - n. Ce tenseur ¢ étant défini en un point du domaine, il existe un
champ de tenseur de rang deux décrivant l’etat des contraintes internes du matériau.

Sur la frontiére, les contraintes exercées par le milieu ambiant i.e. les forces extérieures de surface f;,
doivent étre en équilibre avec les contraintes locales, c’est & dire que

o-n=fs sur 0N (2.1)

2.1.4 Théoréme de transport de Reynolds.

On rappelle que v : £ x [0, co[— R3 représente le champ de vitesse Eulérien.

Le théoréme de transport de Reynolds est souvent utilisé pour établir les lois de conservation. Il permet
d’exprimer les variations d’une quantité sur un domaine mobile au cours du temps.

Soit @ C © un sous-domaine de l’espace initial et O(t) sa forme a linstant ¢ :

O@t) = {¥(w, 1) |w € O}.
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Alors, pour tout champ différentiable f : © x [0,00[— R, il est possible d’exprimer la variation de
cette quantité dans le domaine

d

0
rn f(yat)dy:/ i(y,t)dy+/ fv~nds,
dt Jow o Ot 20(t)

ot 0O(t) représente la surface fermée bordant le volume O(t) munie d’un élément de surface ds, de
normale unitaire extérieure n. Il devient alors plus clair que la variation globale de la quantité f sur O
est égale a la variation de f dans le domaine lui-méme, additionnée au flux traversant la surface.

2.1.5 Lois de conservation

On va maintenant rappeler les principes de conservation de masse et de quantité de mouvement qui
prennent part a la modélisation de la mécanique des milieux continus.

Conservation de la masse Cette loi est celle transcrivant le principe de conservation de la masse, qui
postule que la matiére ne disparait ni n’apparait arbitrairement. Ceci équivaut a poser que la variation
de la masse est nulle.

Donc, en considérant p(y,t) la masse volumique on a

i
- ply,t)dy = 0.

Ce qui, en employant le théoréme de transport, se transcrit en
dp
(57 (w,t) + V- (pv)(y, 1)) dy = 0.

Cette derniére relation étant vraie quel que soit le domaine O(t), elle est vraie partout, ce qui améne
a pouvoir formuler I’expression locale du principe de conservation de la masse
Ip

N + V- (pv) =0 sur Q x [0, 00][. (2.2)

Cette équation est également dénommée équation de continuité.

Conservation de la quantité de mouvement Dans un référentiel Galiléen, le torseur dynamique est
égal a la somme des torseurs des actions extérieures au systéme (principe fondamental de la mécanique).
On aboutit alors & deux relations, 'une sur les moments et l'autre sur les résultantes. La premiére
permet d’établir la symétrie du tenseur des contraintes. La deuxiéme exprime que les forces s’appliquant
sur un domaine engendrent une variation de sa quantité de mouvement :

a
dt o(t)

pu(y,t) dy = /

pf(y,t)der/ o-nds.
o(t)

0(t)

Par application du théoréme de Gauss, on peut réécrire cette relation uniquement sur le volume, en
transformant le terme de surface

d

Lo 08 = [ of0.0d+ 9 o)y

o()

En considérant le théoréme de transport, on reformule la variation de la quantité de mouvement, pour

obtenir
d

dt o)

v ay= [ EE )+ 7 Gr o)
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ou v = (v;v;); j=1,2,3 représente le tenseur de rang 2, obtenu par produit tensoriel de deux vecteurs.
Finalement on obtient la forme intégrale de la conservation de la quantité de mouvement

°m o)

Comme la conservation de la masse, on en déduit I’expression totale du principe de conservation de la
quantité de mouvement

9(pv)
ot

+V-(prev)=pfly,t)+ V-0 sur Q x[0,00] (2.3)

2.1.6 Loi de comportement du fluide incompressible

Loi de comportement : Un fluide, ne comportant pas de configuration de référence, n’admet pas de
mesure de déformation directe. En revanche, la vitesse de déformation est mesurable par le tenseur des
taux de déformation e = %(V’U + V). La loi de comportement d’un fluide établit donc une relation
entre les contraintes internes au fluide représentées par le tenseur de contraintes o, et e.

Dans le cas d’un fluide Newtonien, la relation ente contraintes et déformations est affine, ce qui implique
une loi de comportement de la forme

o = 2ne+ (n'Tr(e) — p)I, (2.4)

ol I représente le tenseur identité, Tr la trace, et p la pression absolue, normalement dépendante de
I’état thermodynamique local. Les deux coefficients i et 7’ sont les premier et deuxiéme coefficients de
viscosité caractéristique du fluide. i est la viscosité dynamique, mesurée en Poiseuille, et de dimension
physique kg.m~1.s71

Fluide incompressible : On prend maintenant en compte les fluides Newtoniens incompressibles

)
qui nous intéressent particuliérement parce qu’ils modélisent bien les écoulements d’eau. Dans ce cas
précis, tout sous-domaine du fluide conserve son volume au cours du temps

/ dy:/ dy, t€[0,00]
o) 0(0)

Ce qui implique que les variations du volume du fluide sont nulles au cours du temps

d

— dy =0, te0,00].
dt o(t)

Cette relation peut alors étre réexprimée grace au théoréme de transport

— dy=0= V-vdy, te0, o0
dt Jo o)

Cette propriété étant vraie pour tout sous-domaine du fluide, on peut exprimer le principe d’incom-
pressibilité localement par

V-v=0 (2.5)
En rappelant que V - v = T'r(e), la loi de comportement des fluides incompressibles s’écrit donc

o=2ne—pl (2.6)
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2.1.7 Equations de Navier-Stokes incompressibles

On supposera que le milieu est homogéne, c’est a dire que la méme loi de comportement s’applique &
I'intégralité du domaine €.

En insérant la loi de comportement (2.4) dans les équations générales de la mécanique des milieux
continus (2.3)), on obtient la relation suivante

0
W) Y (wev) = of + V- 20+ (Tr(e) ~ )]
= pf+n[V -Vo+V -V +V-[(nV-v)I] -V -[pl]
= pf+nAv+nVV-v+1nVV-v—Vp
= pf+nAv+(n+n)VV-v—Vp
Or,
d(pv) ~ 10p ov
5 + V- (pv®v) 7U{E+V-(pv)} +p{§+(v~V)v}
qui peut étre simplifiée en considérant ’équation de continuité
d(pv) _[Ov
o +V-(pv®v)—p[a+(v~V)v}.

Finalement les équations de Navier-Stokes compressibles sur © X [0, co[ sont données par

p[% + (v- V)U:| =nAv+ (n+n)VV-v—Vp+pf.
Dans le cas incompressible on a :
v
p[g (0 V)o)| = nAo—Vp+pf.
Nous arrivons ainsi & ’écriture des équations de Navier-Stokes incompressibles en coordonnées carté-
siennes

p<% + (’U . V)U) = 77AU —Vp+ pf sur 2 x (0, OO) (2~7)
V-v=0 sur © x (0, c0) (2.8)
% +V-(pv)=0 sur ©2 x (0, 00) (2.9)

ot v = (v1,v2,v3), p, et f désignent respectivement le champ de vitesse, la pression hydrodynamique,
et les forces extérieures, p est la densité du fluide, et 7 est la viscosité dynamique du fluide.

2.2 Quotients d’aspects

La complexité des équations de Navier-Stokes — (en trois dimensions) a poussé les physiciens
et les mathématiciens a fabriquer de nouveaux modéles plus simples, qui sont des approximations
satisfaisantes des équations de Navier-Stokes dans certaines conditions, en particulier pour certaines
géométries. C’est le cas pour les domaines anisotropes, ot les dimensions sont trés inégales. Différents
modéles plus simples sont alors obtenus en fonction des ordres de grandeur, des paramétres caractéris-
tiques du probléme, et des paramétres choisis comme négligeables ou prépondérants.

La plus citée est 'approximation hydrostatique, basée sur la loi selon laquelle la pression p croit linéai-
rement avec la profondeur (ou ce qui revient au méme, décroit linéairement avec laltitude). Cette loi
est rigoureusement exacte dans les fluides au repos, car I’équation d’Euler s’écrit alors Vp = pg. La
raison selon laquelle elle est aussi vraie dans des domaines tels que les fleuves, les océans, la galaxie
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tient au fait que ces domaines géophysiques vérifient la loi des flaques : la profondeur h est beaucoup
plus petite que 1’étendue horizontale L, i.e le quotient e = h/L << 1.

Dans certains bassins comme les fleuves, les courants transversaux sont négligeables devant ceux lon-
gitudinaux. Ceci s’explique par un deuxiéme quotient § = I/L << 1, [ étant la largeur caractéristique
du domaine.

En ce sens les embouchures ou les estuaires peuvent étre vus comme des jonctions entre deux domaines
peu profonds dont 'un est plutdt mince.

Ces différences d’échelles induisent des turbulences différentes dans les trois directions. Pour cette
raison, un modéle de viscosité turbulente peut étre utilisé dans de telles jonctions. Ainsi les équations de
Navier-Stokes ([2.7)-(2.9) s’écrivent maintenant avec un vecteur de viscosité turbulente n = (11,72, 73) :

ov

p(a +(@w-V)v) = Ayw—Vp+pf sur Q x (0, 00) (2.10)
Vv = 0 sur ©2 x (0,00) (2.11)
% +V-(pv) = 0 sur 2 x (0, 00) (2.12)

ouV = (6%17 6%27 aiys) = (01, 02, 03) désigne le gradient pour les coordonnées spatiales,

(v-V)v=((v-Vuvr),(v- V), (v-Vus))*

et
3

AUU =V an - (Anvla An”?a AT]U3)t’ Anvi =V ani = an

Jj=1

(92%‘
2
8yj

Vi = (mor, n202,1303)

Le terme —A,v traduit les effets de viscosité. Le terme non linéaire (v - V)v exprime 'advection du
fluide. Le champ de force f agissant sur le fluide regroupe la force de Coriolis (due a la rotation de la
terre) et le champ de gravitation g = (0,0, —g), g > 0 étant 'accélération de la pesanteur.

2.3 Tenseur de Cauchy anisotrope

La persistence observée sur plusieurs jours des grandes vagues dans I’atmosphére, au niveau des océans,
et dans les zones cotiéres renforcent I'impression que les forces de friction sont faibles presque partout
quand on les compare & ’accélération de Coriolis et au gradient de pression. Elles influencent rarement
le mouvement, cependant les forces de pression et la dissipation de 1’énergie qu’elles engendrent ne
peuvent étre ignorées pour des raisons simples et fondamentales. En effet pour la circulation de ’atmo-
spheére et des océans, les mouvements du fluide réagissent a une variété de forces extérieures rigides. Les
forces de tractions doivent étre elles mémes frictionnelles comme dans le cas des tractions tangentielles
du vent sur la circulation océanique.

Méme si la friction est faible, comparée aux autres forces, sa nature dissipative qualitativement distincte
de la nature conservative des forces d’inertie impose sa considération s’il est question d’étudier des écou-
lements entre cours d’eau. A ce jour il n’y a pas de théories de la turbulence qui donne une description
pratique et évidente des forces de friction effectives. Néanmoins si on veut formuler un processus ma-
thématique qui décrit le dynamisme des écoulements entre deux bassins tel un couplage fleuve/océan, il
nous faut prendre en compte les forces de friction liées aux contraintes a I'interface exprimées par .

Dans le cas d’une viscosité turbulente n = diag(ni,n2,73), on introduit ’équivalent anisotrope du
tenseur des contraintes de Cauchy (2.6 (voir [41])

o"(v,p) = —pl + Vv -n+n-Viv=—pl+e(v) (2.13)
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I étant la matrice unité d’ordre 3. " coincide ici avec le tenseur des contraintes de Reynolds

njajv,; +7h‘aivj i,j = 132?37

On obtient finalement (voir Annexe
=V 0o"(v,p) = Vp— Ay
et le systéme ([2.10)-(2.12)) devient donc

PG+ @ P) = Veolwp) kol swr@x (0,00) (214)
Vv = 0 sur €2 x (0, 00) (2.15)
% +V-(w) = 0  surQx(0,00) (2.16)

Remarque 1. Dans les prochains chapitres on observera toute la portée mathématique de ce nouveau
tenseur de Cauchy puisqu’il permet de donner plus de régularité aux différents modéles asymptotiques.

2.4 Hypothéses d’approximation

Pour mener a bien 'approximation des équations de Navier-Stokes ci-dessus dans un domaine aniso-
trope fleuve/océan avec toit rigide ou surface libre, on considérera le potentiel gravitationnel. D’ou la
nécessité de tenir compte de la force de Coriolis, et de 'approximation de Boussinesq.

2.4.1 Force de Coriolis

La terre et les planétes connues sont en rotation autour d’un axe fixe. Cette rotation a un impact
non-négligeable lors de la modélisation de phénoménes qui se produisent sur de vastes étendues telles
I’atmosphére et les océans.

Un observateur extérieur a la terre voit celle-ci comme un systéme de référence inertiel. Les effets de
la rotation de la terre s’expliquent simplement par les conditions aux limites : le fluide est entrainé par
la rotation.

Coriolis, dans son article Sur les équations du mouvement relatif des systémes de corps (1835), décrivit
mathématiquement la force qui devait porter son nom. Dans cet article, la force de Coriolis apparait
comme une composante supplémentaire & la force centrifuge, ressentie par un corps en mouvement
relativement a un référentiel en rotation. L’argumentation de Coriolis était basée sur une analyse du
travail et de ’énergie potentielle et cinétique dans les systémes en rotation. De nos jours, la démonstra-
tion la plus utilisée pour enseigner la force de Coriolis utilise les outils de la cinématique. Ce n’est qu’a
la fin du XIXe siécle que cette force fit son apparition dans la littérature météorologique et océanogra-
phique. Pour la plupart des applications en géophysique, il est naturel de considérer la terre comme fixe.

Considérons le repére fixe ¥ = (O’ e, e, e3) avec 'origine O’ au centre de la terre et es suivant 'axe
de rotation de la terre dirigé vers le nord. Dans ce repére, la vitesse angulaire de la terre est le vecteur
w = (0,0,ws3), avec ws = 27/(24 - 3600) (en radian par seconde). Soit « la latitude de l'origine O du
sytéme de référence. La force de Coriolis sous une forme pratique est donnée par

2w A v = —2ws(ve sin a — v3 €os o, —v1 Sin @, V1 COS )

Du fait de la faible profondeur des domaines géophysiques, la composante verticale de la vitesse vs est
trés faible
v3 L vy, v3 K U2,
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et I'expression ci dessus peut étre exprimée par
2w A v & —2ws(ve sin a, —v7 sin «, 0).
Le systéme des équations de Navier-Stokes anisotropiques — s’écrit maintenant par
ov

p(a + - Vv+2wxv) = V-o"(v,p)+pg sur © x (0, 00) (2.17)
Vv = 0 sur © x (0, 00) (2.18)
% +V-(pv) = 0 sur © x (0, 00) (2.19)

g = (0,0, —g) étant le vecteur de gravitation.

2.4.2 Hypothése de Boussinesq

J. V. Boussinesq bouleversa la mécanique des solides, la thermodynamique et surtout la mécanique des
fluides [23] (J. Boussinesq, 1903). Dans ce livre, il formula une hypothése, 'approximation de Boussi-
nesq, qui s’énonce de la maniére suivante : il faut savoir que dans la plupart des mouvements provoqués
par la chaleur sur nos fluides pesants, les volumes ou les densités se conservent trés peu, quoique la
variation correspondante du poids de 'unité de volume soit justement la cause des phénomeénes qu’il
s’agit d’analyser. De la résulte la possibilité de négliger les variations de la densité, la ou elles ne sont
pas multipliées par la gravité g, tout en conservant, dans les calculs, leurs produit par celli-ci.

Les équations qui régissent 1’état de I’atmosphére telles que nous les connaissons aujourd’hui sont no-
tamment diies & la persévérance de Joseph Valentin Boussinesq. Mais la théorie de Boussinesq n’est
pas valable dans tous les mouvements provoqués par la chaleur; d’ou la limite de ’approximation
de Boussinesq. Il est approprié de représenter la densité comme la somme d’une valeur de référence
constante py et d’'une petite perturbation en temps et en espace p. On a :

p(l‘,y,Z) = Po + ﬁ(xayazat)'

L’approximation de Boussinesq consiste alors & remplacer p par pg partout excepté dans les termes
contenant le champ de gravité g. Les équations ([2.17))-(2.19)) deviennent

po(@ +w-Viv+2wxv) = V-0"v,p)+pg  surQ x(0,00) (2.20)

ot
Vv = 0 sur ©2 x (0, 00) (2.21)

2.5 Jonction anisotrope fleuve/océan

L’anisotropie des fluides incompressibles dans un couplage fleuve/océan s’explique entre autres par les
différences de grandeur entre les dimensions caractéristiques i.e.

hi d} h?
6= 2K, /=31, e=-=kK1,
Ley Ley L
ot hl,,dl., L. (resp. h2.,d?,L?), exprime la profondeur, la largeur, et la longueur caracteristique du

fleuve (resp. de Pocéan). Pour des raisons de notation on suppose que € = €1 = €a, et k € {1,2} est un
indicateur des sous-domaines.

On considére le systéme de Navier-Stokes ([2.20)-(2.21)) dans le domaine avec surface libre W (e, 0)(t), t €
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(0, 00), formé par les sous-domaines

Wile, 0)(t) = {(y1,y2,y3) eER*:0<y <1,-8l" (1) < y2 <6l (y1),
—ebl(yl, %—2) <ys < esl(yl, %z,t)} (2.22)
Wa(e,8)(t) = {(yl,ymys) eER’: —1 <y <0,—1(1) <y < P(1),

7€b2(y13y2) <ys < 652(y17y27t)}'

représentant respectivement des parties du fleuve et de I'océan séparées par une interface verticale

Y Y
G(t) = { (0,92 90): —01(0) < g2 < 211 (0), —eb(0, %) <y < es(0, %2, 1)) }.
Les fonctions ¥, b*, s* traduisent respectivement les bords latéraux, le fond, et la surface libre de la
jonction. Dans le cas ol la fonction s est identiquement égale & zéro, on parlera de jonction avec surface

rigide W (e, 8) = W1 (e,6) N Wa(e,8), G = OWi(e,8) N OWa(e, 6)(fig.

W1 ( 5,5) fleuve

W2( 8,‘5) ocean

FIGURE 2.1 — Dessin schématique d’une jonction entre deux bassins peu profonds

En posant v, = ’U|Wk(€)(t), D = p|Wk(€)(t)7 et en notant par nk = (n’f,ng,ng) le vecteur de visco-

sité dynamique associé au sous-domaine Wy(e,8)(t), le systéme global (2.20)-(2.21]) est transcrit sur
Wi (e, 0)(t) par

p) k )
PO(% + (0% - V)k 2w x k) = V- J”k(vk,pk) = pg (2.23)

vk =0 (2.24)

L’interaction entre deux milieux continus telle une jonction fleuve /océan est traduite par ’équilibre des
forces et la continuité de I’écoulement. Ainsi il est naturel de considérer les conditions de transmission
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essentielles et naturelles décrites respectivement par la continuité de la vitesse et celle des contraintes
normales (exprimées par (2.1))) sur U'interface G(t)

vl =2 (2.25)

1

o (v!,pt) n =0 (v%,p?) - n (2.26)

Dans le cas ot les termes de diffusion sont exprimés par —A,, les conditions de transmission (2.25))-
(2.26) deviennent

vl =02 (2.27)
—p'n+ Vvl n=—p’n+ V20" n (2.28)
N = =Ny, (e,6)(t) = MWa(e,s)(t) ¢tant le vecteur unité normal extérieur a Wy (e, §)(t) dirigé vers I'intérieur

de Wi (e, 8)(1).

les chapitres suivant sont consacrés a l'analyse asymptotique du modéle ([2.23))-(2.26). Pour cela nous
adoptons quelques changements sur les variables et les inconnues.

2.5.1 Changements d’échelle

Afin d’écrire le sous-domaine Wy(e,d)(¢) indépendamment de € et de 0, considérons les changements
d’échelle suivants :

(21,72, 23) := (y1,0" 2ya, € y3). (2.29)

Les sous-domaines équivalents sont donnés par :

Qq(t) = {(xl,xg,xg) ER?:0<z <1,—1(z)) <22 < ll(xl),
—b (z1,20) < 13 < sl(xl,xg,t)} (2.30)
Qo(t) = {(1‘1,])2,333) cR?: 1<z <0,-1%(21) < 29 < I*(11),

—b*(x1,20) < w3 < 82($1,$27t)}.

On définit de méme les sous-domaines avec surface rigide en prenant s = 0 dans les ensembles ci-dessus.
C’est a dire

0 = {(ml,fﬂg,iﬂg) € R?: O0<a <1, 7l1(1'1) < x9 < ll($1)7
—bl(xl,xz) <zr3 < O} (231)
Qs = {(:Ul,xg,xg) ER?: —1 <z <0,-1%(21) < 20 < (1),

71)2(561,.%2) <x3 < O}

Notons au passage que le vecteur normal extérieur ny, s au point (y1,y2,y3) de 0Wi(e,6), et le
vecteur ng, au point correspondant (x1,z2,73) = (y1,0% 2y2, € ly3) de 9Ly, via la renormalisation
ci-dessus satisfont a la relation :

(nw, (€,0)); = CirBi(na, )i, i =1,2,3
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ou

1
2

; (617ﬁ2753) = (176k_2a6_1)'

Cy = (23: ﬁf(nﬂk)%))

Enfin on adopte les renormalisations suivantes de la vitesse :

(u’f,ug,u’g) = (vf,ék_zvg,e_lvg). (2.32)

2.5.2 Viscosité avec quotient d’aspect

Le tenseur de viscosité cinématique turbulente v* = diag(vf, v5, %) se déduit du tenseur de viscosité

dynamique turbulente n* = diag(n¥,n5,7%) par la relation vF = nFpy! (cette relation introduit une
deuxiéme mesure de la viscosité, la viscosité cinématique mesurée en Stokes, de dimension m? - s71).
De plus ses différentes composantes sont écrites en fonction des rapports d’aspect voir [I8], [14].

En effet, la viscosité étant une grandeur caractéristique de la loi de comportement des fluides reliant les
contraintes aux taux de déformation, elle doit étre rigoureusement isotrope. Cependant les équations
de Navier-Stokes modélisent 1’écoulement réel du fluide y compris ses échelles les plus petites. Or les
écoulements géophysiques sont par nature turbulents, alors pour mieux les étudier, il est nécessaire
de prendre des viscosités plus grosses que la viscosité cinématique de 1’eau. Ces viscosités turbulentes
étant liées a la taille des tourbillons, ne peuvent donc pas étre isotropes puisque les dimensions des
tourbillons dans les trois directions sont inégales (rapport d’aspect).

Nous faisons donc les hypothéses suplémentaires suivantes|]

vy /vi = 0(8%), v /v = O(€?)

et
vi/vi =vi/vi = O(e).

De maniére générale la viscosité cinématique dans la direction ¢ d’un bassin est sensiblement égale
au quotient du carré de la dimension caractéristique dans cette direction sur le temps caractéristique.

Prenons par exemple, le sous-domaine Wy (e, 8)(t) : comme 15~ §27kLE = hE ~ €L | on trouve
bien
vh ~ §227R Rk 2k,
Ainsi dans la suite on pose (voir [41])
vb = b, vk = 2@k k ok — 2k (2.33)

ou uf, i =1,2,3 sont des constantes.

= O(ag) signifie que ﬁ% reste borné lorsque a tend vers 0







CHAPITRE 3

Approximation des équations avec toit rigide

Dans toute la suite, la jonction avec surface rigide est exprimée par W (e, §), un domaine de R® (ouvert
connexe), de fronticre OW (¢,8) = G5 U G4 U Gy continue, lipschitzienne. G4 désigne la surface du
bassin, représentée par le plan de référence y3 = 0, Gy est le fond du domaine, et G4 est la partie de la
frontiére ot une condition de Dirichlet est imposée. On y étudie l'analyse asymptotique des équations
de Navier-Stokes avec une décomposition de domaine sans recouvrement. Un résultat d’existence et de
convergence est prouvé pour le modéle asymptotique lorsqu’on fait tendre (e,8) vers zéro. Les résultats
de ce chapitre son publiés dans [{1).

3.1 Décomposition de domaine homogéne des ENS

En supposant la fonction s identiquement nulle dans les ensembles précités dans (2.22)), on note que
le domaine W (e, ) est recouvert par deux sous-domaines Wi(e, d) et Wo (6,5) , supposés non vides,
disjoints, et de frontiéres lipschitziennes tels que

W(E,é) :Wl(G,(S)UWQ(G,(S), W1(6,5) ﬁW2(€,(S) = @,
(3.1)
OW1(e,8) NOWa(e,0) = G, Wi(e,8) =GFUGEUGEUG

G* = G, NnOW,(e,6), r = s,b,d

avec
G; - {(ylay270); 0< Y1 < 17 _6l1(y1) < Y2 < 6l1(y1)}’
Gi = {(y1»y270); —1 <y <0, —l2(y1) <Yz < 12(y1)}.

De plus l'interface G séparant les deux sous-régions est supposée vertivale et est donnée par

G = {(o,yz,yg); —6110) <y < 811(0), —eb*(0, %’") <ys < o}.

.%. représentant respectivement les portion fleuve et océan de I’embouchure

41
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W2( 515) ocean

FIGURE 3.1 — Jonction W (e, d) = Wi(e, §) U Wa(e, )

3.1.1 Equations globales

Pour v = diag(v,va,v3), v; = n;/po, on s’intéresse aux équations de Navier-Stokes anisotropiques
suivantes

v-Vou+ 2w x U—V'O'D(U,E) = ﬁg dans W(e,d) (3.2)
Po Po
V-v = 0 dans Wi(e,0) (3.3)
(a”(v,pg)-n)-rizﬁi, =0y,1=1,2, v-n = 0 sur G (3.4)
0
(a¥ (v, £) n)-1,=0,i=1,2, v-n = 0 sur Gy (3.5)
Po
v = 0 sur Gy (3.6)

n est le vecteur unité normal sur OW (e, d) extérieur & W(e,d), les deux vecteurs tangents sur G, C
OW (e, ) sont exprimés par 71 = (1,0, —01b) et 72 = (0,1, —09b). Sur la surface de référence G5 C
OW (e€,0), on am = (1,0,0) et 72 = (0,1,0).

0;, i = 1,2 traduisent les tractions surfaciques du vent. Elles sont généralement calculées a partir des
vitesses horizontales 01, 02 des vents en surface par une formule du type

0; = Cy- (02 +0)Y?% 4y, 0= 1,2,

et .

C étant un coefficient de trainée estimé expérimentalement |73, 27].

Les conditions limites cinématiques (3.4)-(3.6|) portant sur les champs de vitesse et le champ de tenseur

sont naturelles car elles se déduisent directement de la formule faible des équations, formulation faible
qui traduit le principe variationnel dit "des vitesses virtuelles".
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3.1.2 Equations 2—domaines

Le probléme global (3.2)-(3.6)) peut maintenant s’écrire sous forme 2—domaines en utilisant la décom-
position (3.1)) du domaine W (e, §). Le probléme revient a chercher (v, p?), i = 1,2 vérifiant les systémes
d’équations de Navier-Stokes suivants

1
vt Vol 2w x 0! =V U”l(vl, IZ;—O) = pﬁg dans W (e, d) (3.7)
0
V-vl = 0 dans Wi(e,d) (3.8)
vl ovd
vy =0, V‘%(‘TB; =01, V%a—xz = 63 sur G! (3.9)
1
(U”l(vl,%)-n)-nzo, i=1,2 vl-n=0 = 0 sur G} (3.10)
0
vt = 0 sur G} (3.11)
2
v? - Vo2 + 2w x v? —V-J”z(v27i—o) = p—pog dans Ws(e, 0) (3.12)
V-2 = 0 dans Wa(e,0) (3.13)
ov? ov3
v3 =0, §a—x; =67, uga—xz = 02 sur G? (3.14)
2
(0”2(02,%)~n)-n:0, i=1,2, v -n=0 = 0 sur G (3.15)
v = 0 sur G? (3.16)

avec les conditions de transmission Dirichlet-Neumann suivantes sur G

[v]g =0 (3.17)

(@ 2)n)| —o (3.18)

[ga]G = Pl ~ Plwyce.s) €St le saut de ¢ a travers G. Pour simplifier les notations, le vecteur unité
sur OWy(€,0) est aussi noté par n = nw, (c5), et = Nyw,(c,5) = —Nw,(e,5) = (1,0,0) est le vecteur
unité normal & G extérieur & Wa(e, d) (dirigé vers Uintérieur de Wi (e, 9)).

On peut se référer a [76] pour la preuve de 1’équivalence entre (3.2))-(3.6) et (3.7)-(3.18].

Dans la suite on s’intéressera a ’approximation d’une solution du modeéle (3.7))-(3.18) lorsque (e, d)
tend vers zéro.

3.2 Notations et rappels préliminaires

Dans cette section © est un ouvert de R?, (d = 2,3), et ¥ C JO une partie de mesure non nulle
(mesure de surface).

Espaces indéfiniment dérivables. D(0) designe l'espace des fonctions indéfiniment dérivables a
support compact contenu dans ©. On note par D’(0) son dual topologique, appelé aussi espace des
distributions sur ©. On note aussi que :

D,.(©) est I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables s’annulant sur X,

Dx(0) = {p € C*(RY), ¢, = 0}.
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D(O) est I'ensemble des restrictions 4 © des fonctions de D(R?),
D(®) = {¢;5 : v € DR’}

Espace LP. On considére dans © la mesure de Lebesgue dx, et ’ensemble des fonctions mesurables ¢
définies sur O avec la relation d’équivalence

© = 1 si et seulement si mes({z € © : p(z) #P(x)}) =0.

Ainsi pour 1 < p < o0, on définit LP(0), comme P'ensemble des classes d’équivalence des fonctions
mesurables vérifiant

/ lo(x)|P dr < 00, 1 <p < 0.
e

C’est un espace de Banach muni de la norme

1/p
Ielre = ([ @) " de, 1<p <o

Si p =2, on a un espace de Hilbert, induit par le produit scalaire

(. )1) = [ pla)ola) da.
Sip=o00, pe€ L>®O)si
inf{M >0 : |¢(z)| < M p.psur O} < 00
et sa norme est définie par
¢l Lo (@) = nf{M >0 : [p(x)] < M p.psur O} < co.

Rappelons aussi que, dans 1'espace de Hilbert L?(0), I'inégalité de Cauchy-Schwartz est donnée par

[0, ) L20)| < llellL2e) ¥l L2 (o)

Espace de Sobolev. W#P?(0) est I'ensemble des fonctions ¢ € LP(0) telles que les dérivées au sens
des distributions jusqu’a 'ordre k sont des fonctions de LP(©)

Nous utiliserons les notations suivantes (voir par exemple [2]).

Si ¢ est une fonction ou un vecteur défini presque partout sur ©, nous définissons
lellwrr@) = {p € LP(©) : D € LP(0), ¥ a multi — indice, & > 0 |a| < k}

muni de la norme

lellwrrey = > 1D*llzr(o)
lal<k

ou
0%p
- aq Qg
O - 05

Par ailleurs on note par Wol’p(@) la fermeture de D(0) dans W?(©)

Do‘gp 041+Oé2+"'+04d:‘04|~

wir() = @) e,

et par
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le dual topologique de W, *(©) muni de la norme du dual

(P, @) -1 (©),W1.r(0)

[®llyw -1 @)= sup , YO e WhP(O).

PeEWLP(O) lllwe o)

Dans le cas ot k = 1, p = 2, I'espace de Sobolev est noté par H*(0),
H*(©)={p e L*(©) : D € L*(©) Y a multi — indice, a > 0, |a| < k}
H*(©) est un espace de Hilbert muni de la norme

1/2

lelarey = | D IDl320
la|<k

de la semi-norme
1/2

[l v (e) = Z 1D @720
la|=k

et du produit scalaire

(0. = Y (D%, DY) 12(e).-
lal<k

D(O) et Dx(O) étant des sous-espaces de H(O) on définit
H§(©) =D(©) "™, HE(©) =Dx() ",
i.e HE(O), et HE(O) sont respectivement les fermetures de D(O) et Ds(©) dans H*(O).
On note aussi par H~!(0) le dual topologique de I'espace de Sobolev H{(0),
H'(0) = [Hy(©)]"
C’est un espace de Hilbert muni de la norme opérateur

) _
< 7‘P>H 1(@),H1(®)’ V@eH‘l(G)).

|®llg-10) = sup
P HL(O) el (o)

Espaces de Sobolev anisotropes. Dans ’analyse asymptotique qui va suivre tout au long de cette
partie, nous utiliserons des espaces de fonctions beaucoup moins réguliéres. Ainsi nous introduisons
Pespace suivant [77] :

H(div, ©) = {p € (LA@)": V- € [X(O)},

qui est clairement un espace de Hilbert pour la norme

1/2
el aiv.0) = (H<P|\(2L2(e))d +V- <P||2L2(e))

induite par le produit scalaire
() f(aiv,0) = (@) 2@yt + (V- 9, V- ¥) 12(6).
Par ailleurs D(©) et Dx(0©) étant des sous-espaces de H(div,®), on définit

-l caiv, 0

H(div,0,00) = Ho(div,®) = D(©)2 " H(div,0,%) = Dg(O)
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Dans la méme logique on introduit aussi un autre espace anisotrope [85]
H(0;, ©) ={p e L*©) | dipc L*(©)}.
C’est aussi un espace de Hilbert pour la norme

el Heo,0) = (||<PH?L2(@)) + Haz'¢||2L2(e))1/2-

De plus on pose

H(0:,0.00) = Ho(0,,0) = D(®) """, H(5,,0,5) = Dx(®) ",

Rappelons maintenant quelques propriétés des fonctions appartenant aux espaces de Sobolev.

3.2.1 Trace sur les espaces de Sobolev

En supposant © avec une frontiére 9O continue et lipschitzienne, on peut définir une trace ¢, 50 Pour

toute fonction ¢ € H'(O). A cet effet, on définit une mesure de surface do induite par la mesure
de Lebesgue dx, et on note par L?(90) 'espace des fonctions do—mesurables 3 : 900 — R de carré
intégrable pour la mesure do, induite par la norme :

181l L2 00) = </ae Ch d0>%~

Ainsi puisque D(0) est dense dans H'(0©), I'application

P Ploe

définit sur D(O) peut étre prolongée de maniére unique en une application linéaire et continue de
HY(©) sur L2(90) . On note par Hz (90) I'espace de traces des fonctions de H'(O) :

HZ(90) = {f € L*(90) : Ip € H'(O) tel que |, = 5} .
Rappelons que H?2 (0O) est un espace de Hilbert pour la norme
181113 ooy = mE {llell o) = ¢ € HY(O), B =915},
et qu’il s’injecte continuement dans L2(90) : il existe C > 0 tel que

V5 € H(00), [1BllL2(00) < ClIBll 1 e

Finalement on a le résultat de trace suivant.

Théoréme 1. (Trace sur H'(0))[306]
Soit © un domaine ouvert borné de R? de frontiére continue, lipschitzienne.
1— 1l existe une unique application linéaire, continue, et surjective

v HY(©) = H?(00) / v(p) Ve H'(©)Nnco(®).

= Plae’
2— 1l existe un opérateur d’extension linéaire, continu, et injectif
R:H?(00) — HY(©)/ voR(n) =n, Vn € H?(9O).

Des résultats analogues sont vérifiés, si on considére la trace sur un sous ensemble 3 de 0O, de mesure
non nulle, continue et lipschitzienne, et dans ce cas on notera les applications restreintes par ., et R.
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Ces opérateurs de trace permettent de caractériser (voir [77, 36]) les espaces H}(©) et HyL(©) par
H3(©) ={p e H'(8): 7(p) =0}, Hy(©)={pe H'(O): 7(p)y=0}.

1
Ainsi on note par HZ (X) Pespace de traces des fonctions H, é@\z [36, 63] :

1

Hb(E) {0 €100 3p < B, =),
qui est un espace de Hilbert pour la norme

lgll 3 . =inf{[lellme) : ¢ € Hye\u(O), ¢y =g}
HOO(E)

Finalement nous introduisons H~2 (%), le dual de HO%O(Z) equipé de la norme duale

<¢7@>H_%(E),HO%U(E) _1
H<I>||H,%(Z) = sup T , Vo e H 2 (%).
WGHOQO(E) H(;ZO(Z)

1
Rappelons aussi que Hg,(X) est dense dans L2(%), et que L?(X) peut étre identifié & un sous-espace
de H™2(%).

1
Enfin en utilisant I’inégalité de la trace, alors par définition, toute fonction ¢ € HZ,(X) a la propriété
que son extension par 0 sur 90 \ ¥ donne une fonction @ € Hz (90) telle que

b <C .
12113 o0y < Nl

Des propriétés de la trace pour les fonctions WP (©) peuvent étre consulter par exemple dans [Q]E

Un deuxiéme résultat de trace concerne les fonctions appartenant aux espaces de Sobolev anisotropes.

Théoréme 2. (Trace sur H(div;©))[77, [51] Si l'owvert © est suffisamment régulier, (D(©))* est
dense dans H(div,©) et Uapplication linéaire vy, : D(©))¢ — L*(00), v — (v - n),, se prolonge par
continuité en une application encore notée 7, de H(div,0) dans H_%(GG).

En supposant que © soit suffisamment régulier, nous avons (voir [51]) une autre caractérisation de
lespace Hy(div,®) donnée par

Ho(div;©) = { € H(div;©) : 7() = (), =0} = Kery,

Théoréme 3. (Trace sur H(9;;0))[85] Si l'ouvert © est suffisamment régulier, D(©) est dense dans
H(0;,0) et Uapplication linéaire v,, : D(O©) — L*(00), v (vni),, se prolonge par continuité en

une application encore notée v,, de H(0;,0) dans H*%(ae). De plus l’image de v, est donnée par
H~2(00).

Si © est suffisamment régulier, Hy(9;,©) est caractérisé par
Ho(0:50) = {p € H(D::0) : 7m,(9) = (¢mi)) o = 0} = Ker,.

Un autre résultat important que nous utiliserons dans nos preuves est I'inégalité de Poincaré.

k-1 p/%
JF On y définit 'espace WS”’(@) ={p e WEP(O) : ¢ = 0surd®} et W~ 7’ v (X) Vespace des traces des fonctions de
Wk’p(G) muni de la norme

Bl o1 s = sup Il
w P () {chWk’P(Q)telquegp‘anzﬁ}
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3.2.2 Inégalité de Poincaré Friedrichs

Théoréme 4. (Inégalité de Poincaré sur H'(0)) [77] Soit © un ouvert borné conneze de RY, et
3 un sous-ensemble non vide, continu, et lipschitzien de la frontiére 0©. Il existe une constante C' > 0
telle que :

/ ) <C / V() dz, Vo € HL(O).
© ©

Ce résultat permet d’établir I'équivalence entre la norme || - ||z @) et la semi-norme | - |gx(g). Enfin
nous avous le résultat bien connu :

Théoréme 5. (Formule de Green)[77, [63] Si l'ouvert © est suffisamment régulier, alors pour tout

¢, e H'(O)
&pwdx=—/ @
o Ox; S

ot n est le vecteur normal unité sortant de ©, do est ’élément de surface de 0O
(et [o p¥nido = [46v(¢)v(¥)n;do).

/ ¢¢nida7 1 S'Lgdv
00

3.3 Propriétés du tenseur des déformations
Enongons maintenant deux propriétés du tenseur anisotropique des déformations.

Proposition 1. (Propriété d’additivité) Le tenseur anisotrope des déformations e vérifie

k k
Z /VW;c 65) ]w Z 21/ /W Z] (w ) (319)

i,7=1 i,7=1 keé

V (9", 0F) € H' (Wi(e,0))* x H' (Wi(e, 9))?

Démonstration. Soient ¢*, ¢ € [H'(Wy(e,0))]3, en désignant par :: le produit de contraction, et en

utilisant la convention de sommation suivant les indices répétés, et du fait que ev" (.) est symétrique on a

k

e’ () Wk = Yk ok vk 40k ViR s TP

= Tr(W*VieP V) + Tr(Vehvhvyk)

Donc

Vk‘, ]_ Vk Vk
€ij (Sﬁk)aﬂbf = ﬁeij (‘Pk)ez‘j wk)-
J

O
Ce tenseur vérifie aussi I'inégalité de Korn :
Proposition 2. (Inégalité de Korn)[71] Il existe une constante C* = C*(Wy(e,d)) > 0 telle que :
1
1" | 111 (W (es87) < CFlle”" (") 2 (Wi(e,8))° = [ Z ||% 22w e, 5))] i (3.20)

7,7=1

Démonstration. Voir Annexe [Al O
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3.4 Probléme renormalisé

On suppose d’abord que p est constante, et que les termes de tractions surfaciques sont proportionnels
aux rapports d’aspect €, § avec

0F = e0%F . 01 = 663", 62 = 632
9?’k, 1 = 1,2 étant des fonctions indépendantes de € et de 6.

Remarque 2. Cette derniére hypothése peut étre motivée par l'analyse dimensionnelle suivante : on
k . .
dérive que le terme de traction (a¥ (v*, P¥)-n) -1 = vE0svf = 0F a la méme dimension que

(h&)? 1 L& _ ke Le _ (Le

C

T wh T T T 712

Dans la méme logique on a

1\2 1 1 1 1 Ll 2
hcr) lcizhlci_€6( cr) :O(€5>

vl 1 pl _pl _ .1 1 (
(@ WL P ) 1o =0 =00, ~ T g = SO

R2)? 1 2 h2 12 L2
( C’I") . cr cTr . _cr =€ Cr-Ccr :O(e).

v 2 p2 _p2_ 2 2
(¥ (v°,P%) -n) -1 =05 = v;05v5 ~ T 'hET T= 7 T ¢ 2

On pose
1
PO (a,t) = o (p(y, t) + pgys)-

En utilisant (2.29), (2.32), (2.33)), le modéle 2—domaines (3.7))-(3.18) est transcrit dans € par

LI vAVISL LI v et (uk’e’é) - 52_kfcuk’€’6 + Pk = (Odans (3.21)
1 1 2 01, = k .
, )
§HER) (yhoed L gyled " (yRied)) 4 g2k Oyl 5p = Odans (3.22)
To
. apk,e,é
(w0 vub? —v. eg‘k(uk’e"s)) +3 = 0dans Q (3.23)
T3
V-uhe® = 0dans Q (3.24)
ub® = Osur IF (3.25)
auk,e,é auk,e,é
5 3;:3 = tof, (52_’“//5%% = ¢k surTk (3.26)
(o (uFeS PRedy . p) ) =0 i=1,2, v n = 0 sur I'F (3.27)
ub? = 0 sur TK (3.28)
o c Bk Booky BT ky et kyye
f© = 2ws, etefl (u”) = (e (u”), ely (u”), el (u”))', i=1,2,3
n = ng, est le vecteur unité extérieur sur 08, et n = (1,0,0) = ng, = —ng, exprime le vecteur unité

sur I' extérieur a Qo (dirigé vers l'intérieur de 7).
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Les conditions de transmission ([3.17)-(3.18)) définies sur G deviennent

("), . =0, (3.29)
e[u§’5]|F =0 (3.30)
5u%’6’5‘r = ug’“‘;‘r (3.31)
[P + eﬁ‘l(ué’é)]‘r =0 (3.32)
elefy (u)] . =0, (3.33)
e () | = e () | (3.34)

avec (voir fig. [3.2)) -
Q=QUQy, 00=T,UL;UTLy, Q1 NQy =0,

Q= {(33‘1,!E2,(E3) S R3; (yl,yg,yg) S Wk(e,é)}, oy, = FI; UFZ Ul—‘lg ur,
r= {(o,xz,xg); —1(0) < @3 < 11(0), —b'(0,22) < @3 < o} = 90, N AN,
rl= {(xl,xg,O); 0<mz <1, —l'z) <22 < ll(xl)}

r? = {(:rl,xg,O); —l<z; <0, —1*(z1) <23 < 12(:01)}.

Dans la suite (u, P) = (u®°, P*?) désigne la solution du probléme renormalisé defini sur {2

QZ ocean

FIGURE 3.2 — Dessin schématique de la jonction Q@ = Q1 U Q2
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3.5 Probléme limite

Faisons tendre les paramétres €, d en facteur dans (3.21))-(3.28) vers zéro, pour obtenir formellement

W Vel - Voot (W, PY = 0 dans (3.35)
op!
i 0 dans O (3.36)
Pl
273 = 0 dans (3.37)
V-u! = 0 dans Q (3.38)
uy=0, 6'-n)-nn = 60" sur I'! (3.39)
ut-n=(G"n)-n = 0 sur I} (3.40)
uj = (udng +uinz) = 0 sur T} (3.41)
u? - Vui — V- a’fz (u?, P?) — fu2 = 0 dans € (3.42)
u? - Vui — V- 052 (u? P?) 4+ fu? = 0 dans (3.43)
oP?
Fr 0 dans £ (3.44)
V-u? = 0 dans (3.45)
u=0, (6%>-n)-1n=60Y% (6%-n)-m = 69 sur I (3.46)
u*-n=(@G*n)m,i=12 = 0 sur '} (3.47)
u? =i =uiny = 0 sur I'2 (3.48)
avec
k k t
ol (PR = (PR el (uF) el (u"), ey (u"))
(61 -n) = (ofl (ut, PY) - n, —P'n,, 7P1’n,3)
p 2 P2y — B2 02Y. — P2 4 e (u2). e (u2 k
oy (u”, P7) = (e5 (u), + €55 (u”), €55 (u”)
¢
(62-n) = (Ufz (u?, P?) -n, 052 (u?, P?) -n, —P2n3)

Finalement en passant & la limite dans (3.29))-(3.34]), les conditions d’interface pour le probléme limite
Navier-Stokes/Navier-Stokes (3.35)-(3.48) sont données par

[ur]; . =0 (3.49)
“glr =0 (3.50)
[P + efy (w)] . =0 (3.51)

3.6 Formulations faibles

Dans toute la suite, les symboles —, —, et — expriment respectivement la convergence pour la topologie
forte, la topologie faible, et celle faible .
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3.6.1 Espaces fonctionnels

Considérons les espaces de Hilbert suivants munis de leurs normes produits

Wt = (H%é(ﬂl)xLQ(Ql) xLQ(Ql))mH(div,Ql,r;ur;urg)
w? = H%i(Qg) xH%i(QQ) x H (93,09, T2UT?)

V= (b 00 (00 X H ey (@), (6 )iy =0)

Vo = {SﬁkekaﬂF:OvZ*Z?’}v V(])CO*{QO EV(])C\%\F:O}’
v o= {e="e) eV Vo, =lpl, = 0. Sk = @iie |
Vo = {o=("e)eVixVlled, =0}V

3.6.2 Formes bilinéaires

On pose
m(ukvvzk’(pi’c) = _(Uf’uk : V@?)Ovﬂk = _/ Uf(uk ) V(Pf) dz
Qp
FEomkgh pb) = fO0F, d%)oq, = fc/Q preFda, i=1,2
k
> ok
Ai(v*, %) = / ——dz
(U 380 ) ; zj ]gpz OQk Z Q 8.’Ej
a k
Ei(vk,gok) = f(uf,atvf)g,gk:—/ uf Yi dz, 1=1,2,3
' o ot
k Kk k Kk (%
bi(vi ,q ) = _(811]7, ,q )O,Qk - - = 9 de 1= 17273
. 0T
0,k k 0,k k .
l](”f) = (9] ,U;—E)pr.l: = /1"k 6] U;? d.’E, J= 172
Puis on définit aussi les formes bilinéaires suivantes
2
E(v,p) = ZEI vF, ") + P Ba(v', ') + Ba(v?, %) + €Y Es(vF, oF)
k=1
2
Av,p) = ZAl 790 +52A2( L0 )+ Az (v7, 97) g A3(vk’50k)
k=1
2 3
M(u,v,¢) = ZM uF 0%, M), Bu,g) =) bi(vf,q")
k=1 1i=1
FCOT(’U,QD) _ 6Fcor 1(1) L ) Fcor2(,v 7()02)

2

L) = Y L) +d(l2(v))) + l2(v3)
k=1
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avec
MR, o) = m(u® of, o) + 2T m(u, vf, o) + Em(u®, ol o)
Fcor,k(,uk7 <pk) = _Flcm’,k(lec’ @lf) + FQCOTJC(U]le 4,0]26)
En supposant 0‘1”“, 03”“ € 1170%0(115)7 et en se reférant a [51], le probléme renormalisé l)ll admet
au moins une solution (u®?, P¢%) € V x L?(Q) telle que
M(u,u?, ) + A, ) + Blo, %)+ F"(u ) = L(y) (352)
Bu,q) = 0 (3.53)
Vo=(e¢%) €V, g€ L}Q).

La section suivante est consacrée a I’étude de la convergence d’une solution (u®®, P%) € V x L?(Q) de

(35 (B53) lorsque (e, 6) — 0.

3.7 Résultat d’existence et de convergence

3.7.1 Inégalité de Poincaré courbe

Soit © un ouvert borné de frontiére suffisamment réguliére. Soit a :— R? un champ de vecteur C'.

On définit 'espace fonctionnel
H(a,0) = {p € L*(©)|a-Vy € L*(0)}
muni de la norme .
ol o) = (||<P||2L2(@) +la- V@H%Z(e))E

On définit aussi
H(a,0,007) = {p e H(a,0) |y, =0}

avec

00 ={recdO|a-n<0}

Si I'écoulement ou flot associé au champ a est ©—remplissant (c’est a les trajectoires issues de 90~
remplissent © en une durée finie), alors l'inégalité de Poincaré courbe

3C>0telqueVp e H(a,0,007), [¢llr2e) <Clla- Vol e)

est vérifiée (voir [12]).
En supposant que le flot est ©—remplissant dans les cas suivants

©=Q;, a=(-1,0,0)
©=0;, a=(0,0,-1)
©=Q;, a=(0,0,-1)
on obtient 'inégalité de Poincaré usuelle dans les directions horizontale et verticale.

Proposition 3.
1.(Inégalité de Poincaré horizontale) : 3C > 0 tel que V @' € H(8y,Q;,T))

o' L2y < Cllore |22y
2. (Inégalité de Poincaré verticale) : 3 C > 0 tel que V¥ ¢* € H(03, %, T'F)

\|<Pk||L2(Qk) < CHassﬁka(Qk)
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3.7.2 Estimation des termes de vitesse

Dans toute la suite C est une constante positive, indépendante de (e, ), et est flottante au gré des
courants.

Estmations des termes visqueuses

Posons ¢ = u% dans la formulation faible (3.52)-(3.53). On obtient
A(u€’57u6’5) _ L(u676)
Effectuons successivement les opérations suivantes :

— Sur le premier membre A(u®®,uc%) :

on considére les changements d’échelle et de renormalisation (2.29)), (2.32)), et (2.33) pour se ramener
sur Wi (e, 6)

A =YYt [ty vl

k=1 i=1 Wi (e,6)

Jy étant le jacobien de la transformation (y1,y2,y3) € Wi(e,8) — (y1, 5 2ya, e Ly3) € Q4.

Puis on prend en compte la propriété d’additivité (3.19))

2 3
A(uﬁ’é,ue’é) — Z Z J,;l /W ( 5) Z Z J 1||e’bj HLQ(WIc(E 8)-
1 & (e,

k=114,5=1

En appliquant I'inégalité de Korn (3.20)), on obtient

2 3
€ € 1 . — vk
Au 0 ’6) > B min(C, 1) Z Iy, 1( Z Heij (Uk)”QLQ(Wk(e,é)) + Hka%ﬂ(Wk(e,é)P)'
k=1 i,j=1

On se raméne encore sur () grace aux changements ([2.29), (2.32), et (2.33) sur les variables et les
données physiques :

2
8 5 é
A, uf C Y (Nl @Ml + 02l (w5l 120
k=1
k ke,8
+ellel (BN ) + 6kl ou) + 02 1ub o)

+ 6\\U§76’5||H1(szk))

— Pour le second membre L(u®®), on a d’abord

0.k ke, 0,k k,e,6
A X A N amvaes

En appliquant P'inégalité de la trace (théoréme [3) et celle de Poincaré verticale (proposition [3|) on
obtient

0,k k,e,b 0,k k,e,6 .
| [ ottt < oy 1o o i = 1.2
s 00 s
Finalement avec l'inégalité classique de Young

ajas <

2
(aza% + a> ,a1,a2 € R, a >0,

N —
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on a )
0,k k €,0 k,e, 012 .
< : k e, _
’/rk 0; ’ C( iy . + 2||33% ”L?(Qk))v =12
On démontre ainsi le résultat d’estimation suivant.

Lemme 1. (Estimation des termes visqueuz) On a
K L K k .
(l) He/fj (uk7676)HL2(Qk) + 52 k“el;j (uk7676)HL2(Qk) + GHBg‘J (uk7e,5)||L2(Qk) <C, ji=123

b) [[uF <0 gy + 027K [ub ) g qpy + €lluF 0 g1, < C.

Comme

ut (ul,e,é)

1 l,e,0 __ 1 1,€,6
pr101uy " = eqy — pa0auy

est borné dans L?(Q1), alors en appliquant I'inégalité de Poincaré horizontale (proposition |3 on a

luy ™|l 200 < C
De maniére similaire on a pfd,ub >’ = eﬁ”; (uFe0) — pEdgul ™ Aot ul? est borné dans L2(€). Ainsi
on a prouvé le résultat suivant.
Lemme 2. (Estimation dans L*(Q,))
1,e,6 1,e,6 ©
[ g2y + 145 |20, < C.

Utilisons maintenant 'inégalité de Gagliardo [72]
k)3
194125 ., < Hnw o200
En y posant 1% = (<pk)4, alors par l'inégalité de Cauchy-Schwartz on en déduit que
3 1
6 Izo@n < CTT 106 1

=1

En utilisant les estimations des termes visqueux (lemmes|l} et [2) on obtient des estimations de vitesse
dans LS.

Lemme 3. (Estimations dans L%(Q))

a) [lur ™[5 (@) + 0%/%uy 7|

ILG(QI) + 62/3||u LS(Qy) <C

2,€,8 2,€,8 2,6,6
b) lur N s (an) + 14z Lo (n) + l[uz Lo,y < C-

En appliquant I’'inégalité d’interpolation

1/2

PR T N e

on déduit des lemmes et [3| les estimations de vitesse dans L3().
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Lemme 4. (Estimations dans L3())

1,6,0

a) [Jur®llpson) + 62/ luy | L) + €/3|luy | s,y < C

2,6,0

2,€,0 5€5
b) luy s (q) + [Jug )+ 1u3 | Lo, < C.

On peut s’intéresser maintenant aux termes non linéaires afin d’obtenir des estimations dans H 1 ()
et W13 ().

Estmations des termes de convection dans H ()

En tenant compte de ’équation de continuité on a

J€, ,€,0 66 €,0
(" - Vur )| g1, = IIZa u; w1 ay)

L’application dérivée 9; : L%(Q1) — H () vérifiant l'inégaliteé
10,0 | sr-1 01y < Il L2(01),

on déduit I'inégalité suivante

3

2”8 1_66 166)HH L) < ZHU16§ 1,6,0

J=1

Finalement en utilisant les lemmes [3l et [ on obtient

w

56 6,0 6,0 2
Z P P szl)<z:||u1 Izsgnlluy sy < CL+075 +€75).

j=1 Jj=1
En procédant de méme pour les autres composantes on a le résultat suivant.

Lemme 5. (Estimations dans H~'(Q)

a) [[ub 0 - Vuy® || goagqy) + 68 [ut et - Vuh | g+

€3 ube? - Vuy | g,y < C(1+e 5 +06735).

5 5 € 16,0
b) ||u2 €90 VU2 € ||H*1(QQ) + ||U €90 VU2 © ||H*1(QQ) + ||u2’ o VU; € ||H*1(QQ) S C

Estmations des termes de convection dans W13 (Q;)

En appliquant successivement 'inégalité
3
195 pr.3 ) < 1910, 3,0 ¥ 0 € LHE),

et les lemmes on obtient des estimations de (u24% - Va9 dans (W12 (€))? :

5 L,e,6 €6, 1,,6
||(u1’6’ 'Vule )”V[/*L%(Ql):”v'(ul6 ule )HW*L%(Ql) < C

,0 1,e,0 _ €68, 1,66 _2
[ VY g g = IV G0N, g < Co7E.

s 1,66 ,6,6, 1,60 -2
@ T g o = 9 @ )< e,
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D’autre part en utilisant Iinjection continue et dense de H1(€) dans W13 () on a

16,0 16,0
[C [N

Ainsi on prouve le résultat suivant.

Lemme 6. (Estimations dans W13 (Q;,)

1) 1,e,6 5 1,e,6
b Tub g g O TV
2 5 1,€,8 5 26,6
63||u16 - Vug | —lé(Q)HUQ’E’ -Vuy || wdant
2,€,0 2,6,0
||u26(S vu © || *1y%(9)+||u266 VU/ o ‘Wﬁl’%(QQ) SC

3.7.3 Estimation des termes de pression

Considérons maintenant les équations renormalisées (3.21)-(3.23)) pour déduire des estimations des
termes de pression. Soit par exemple ’équation (3.21)), pour £k =1 on a

1,e,6 e, 1,6,6
gy = bV = Vel (uh) = 6 fCuy | gy

a0 Vb £V b ()| s ) + 6l fCuy

o

A

[-1(0)

En utilisant les lemmes et[5] et le fait que L?(Q1) s’injecte continuement dans H~!(€;), on obtient

[ 01

iy SCE2+0+675 +e78)
En exploitant de la méme maniére les équations (3.22)-(3.23)), on obtient respectivement

10222 -1

IN

€ 1 € ,€E,
0% |[ut® - Vuy®® + V- e (uh?) | -0 + 61 FCus -1 (0)
< C(65(140 5+ 3)+8(5+1))

105 P10 | -1

IN

16,0 Lol
Ellut? - Vuy® |l g1y + IV - €5 (@) -1y

< Cle5(1+40 3 +e3)+6)

En adoptant la méme démarche pour les équations (3.21)-(3.23) avec k = 2, on a

H8 P2€5||H 1(Qs) < C =1, 2 H83P2’€’5||H71(92) < C€2.

Comme on peut le constater, les estimations dans H~!(Q;) ne nous permettent pas d’obtenir une
compacité de la pression P1¢? lorsque (¢, ) — 0. Pour pallier & ce manquement, on estime les termes
de potentiel dans W12 (€,).

Ainsi pour k =1, (3.21) devient

s 6,8 1,e,6 Lo 1,e6 c 1 s

PR g = S b Ve (o) sy
1

< ||u17€’5'Vu}’6’6—V~6/f (u176,5)”W + 8[| feu 165”

-3 @) w13 ()

En utilisant les lemmes @ et I'injection continue de L2 (Q;) dans W12 (€;), on déduit inégalité
suivante

|6y P12 C(1+9).

1.3 <
W=z (Qy)
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En suivant la méme logique, on détermine les estimations des autres composantes de VP9 dans
W3 (Q))

C(5% +6(1+46)), |o5Pe 2|

4
“Li(a) = < C(es 4 €%)

(€1)
Finalement en se reférant a [7] on a le résultat suivant.

Proposition 4. La pression P& = (PY49 P2:<9) est bornée dans L3 (1) x L2(Qs) uniformément en
(e,9). De plus lorsque (e,6) — 0 on a

H83P2"’5||H71(92) — 0, [|8.P%9 — 0, ||83P1’€’5||W, 3 — 0.

w3 () L3 ()

3.7.4 Passage a la limite

Considérons les espaces fonctionnels suivants :

Vo= e ew! e e L), =23}
Vo= {902€W2|613 H e LA (), i=1,2, (<p2~n)‘F§=O}
y = {w eV x V2 [, 0}, yo:{w:(¢1,¢2)€y|¢§|F:0}
Xl o= {goleHlll ) x H(8,Q1,T%) x H(d5,Q,,TLUT) |
(" m)ipy =0, Vo' € L), Dol Dol € L()}
x? = {902 € Hpa (Q2) x Hys (Q2) x H(05,Q2, T2 UTE) | (0 '”)|F§ = 0}
X = {w:(wl,sOQ)GXlXXQI[le]\F:O}

Le but de cette section est de prouver que le probléme limite (3.35)-(3.51)) admet au moins une solution
donnée par (u, P) € Vo X (L%(Ql) X LQ(QQ)) vérifiant :

2

Z{m(ukvulfv Salf) + Al(uk» Sak)} + m(ui’u%7 @g) + Ag(u27 902)"_
k=1

Feor2(u?, o?) + B, P) = (3 h(eh) + 12(¢3))  (3.54)
k=1

Vo= (o) ex
Pour cela on prouve le principal résultat de ce chapitre.

1
Théoréme 6. (Résultat d’existence) Etant donnée 9?7’“ € H3(T*), i = 1,2, le probleme limite
— est équivalent a M, et admet une solution faible (u, P) € Yo x (L2 (1) x L2(Q))

telle que
_1
[P + el (u)] =0 dans H,*(T).
Démonstration. A partir des estimations obtenues dans les lemmes [I] ‘ l, et la pr0p0s1t10n El, on en

déduit que la solution (u®?, P<9) € V x L2(Q) est bornée dans (V! x V2) x (L2 () x L2(€)). On
peut donc en déduire que lorsque (e,0) tend vers O :

€,0

u® —u dans Y' x Y%, P~ P dans L%(Ql) x L2(Qy)
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et on peut supposer que
(up®’, ub? ud ) = (ul,u?,ud) dans LA(Q)) x (L*(Q))

Ces résultats de compacité sont suffisants pour passer la limite dans la formulation faible (3.52))-(3.53))
du probléme renormalisé (3.21)-(3.34]).

Montrons que la limite ((u*,u?2), (P!, P2)) € Yo x (L2 () x L2(€y)) vérifie le modeéle limite (3.35)-
B.51)

e Conditions d’interface ([3.49)), (3.50) :

Par la continuité de I’application trace v (théoréme [1]) on a

[ €,0

ug =0 — [u1]j, = 0 lorsque(e, d) — 0.

]|F

D’ou la condition ([3.49) est vérifiée.

D’autre part, considérons la condition (3.31])

5 l,e,0 _  2,€,0
uy”’ =uy"’.

En appliquant la continuité de I'application trace v, = (théoréme|3) on a

2,€,0 2,€,6
20, g, < O3

1 ) < C(sllug,gé |H(31,Q1) < C(S’

H™2(

et en passant a la limite on obtient

ud =0
2lr )

Ainsi (3.50]) est obtenue.

En procédant de méme on déduit les conditions de Dirichlet sur I'y, U T's U 'y, et donc la limite
(u, P) € Yo x (L% (Q) x L2(2)).

e Equations du mouvement (3.35))-(3.37)), (3.42))-(3.44]) :

Soit maintenant ¢} € D(£);), on choisit ¢; € V obtenu du prolongement par 0 de i sur Q. Po-
sons ¢ = (p1,0,0) dans . En passant a la limite, et aprés application de la formule de Green
(théoréme [5]) on déduit I’équation au sens des distributions. Les autres équations ,
se déduisent de la méme fagon.

Les équations (3.36)), (3.37)), (3.44) sont obtenues & partir de la proposition

e Condition d’interface (3.51)) :

Pour établir la condition d’interface limite [P + ef (u)]|. = 0, on considére ¢ € D(Q2), et on pose
© = (1,0,0) € Vy dans (3.52)), alors en passant a la limite on obtient

2
S [k, ub, o) + Tk, o 4 b (e, P = Sl (eh).
k=1 k=1

Par la formule de Green on en déduit

[t P ntyon = [ (ot ) nen

r
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1
Du fait de la densité de Dyq, \r (2x) dans Héﬂk\r(ﬁk), cette égalité est vérifiée pour tout 1 € H)(T') C

Hz(T), et on en conclut que

1
“P' e (uh) = —P? ey (i) dans Hg (D).

On peut établir de méme les autres conditions du type Neumann sur I'* U F’g avec

(6'-n) -1 =0%" dans H&J% (rl).

G2-n)-m=6"2 i=1,2 dans Hyg®(I?)
F.n=0 dans (Ho_o% (TF))?

Ainsi la limite (u, P) € Yo % (L2 (Qy) x L%(Qy)) vérifie le probléme asymptotique (3.35)-(3.51), dont
une formulation faible est donnée par (3.54)). O

Remarque 3. Le passage a la limite dans (3.29)- aboutit auzr équations suivantes

[ua] =0 (3.55)
ug‘r =0 (3.56)
ey (u?). =0 (3.57)
(=P + efy (w)]; . =0 (3.58)

Ainsi a la place des conditions (3.49)- , On pouvait aussi considérer

[ua]). = 0 (3.59)
ek (u?) . =0 (3.60)
[P + efy (w)], . =0 (3.61)

et analyse mathématique ci-dessus du probléme limite reste valable sous réserve d’adapter les espaces
fonctionnels utilisés aux nouvelles conditions d’interface.



CHAPITRE 4

Approximation des couplages Oseen/Oseen et Oseen/Navier-Stokes

Dans ce chapitre, on considére la méthode de décomposition de domaine hétérogéne (c’est a dire que
les opérateurs définissants les sous problemes sont différents) pour ’étude asymptotique des couplages
Osen/Oseen et Oseen/Navier-Stokes. Des résultats d’existence et de convergence sont prouvés

4.1 Décomposition de domaine hétérogéne des ENS

On cherche v = v(y,t), et p = p(y, t) satisfaisant les équations de Navier-Stokes suivantes

WVt xv—V-o" 0, L) = Lg dans W(e,0) x (0,T) (4.1)
ot Po Po

V-v = 0 dans W(e,é) x (0,T) (4.2)

L’idée est de considérer la décomposition sans recouvrement (3.1)) de W (e, ), et de coupler les équations
de Navier-Stokes (4.1)-(4.2) restreintes au sous-domaine Ws(e, d) avec les équations de Oseen suivantes

v + (Ua - V)v+ 2w x v =V - 0" (v, £) = ﬁg dans Wi(e, d) x (0,7) (4.3)
ot Po Po
V-v = 0 dans Wi(e ) x (0,7). (4.4)

Cette méthode de couplage a été introduite dans [45] 44]. Comme dans le chapitre le but est d’obtenir
des conditions d’interface admissibles pour ce couplage lorsque (e,d) tend vers 0.

On considére un champ de vecteur uy, : W(e,d) — R, ul i = 1,2 tel que

- ub|Wi(€75)’ !

U’Z% = ua‘Wl(e,é)’ ,U’IQJ = U\W2(675)7 [(ub : n)]‘G =0. (45)

61
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Ainsi on résout le probléme global suivant :

0
—U+(ub~V)v—|—2w X U—V'O'D(U,ﬂ) = ﬁg dans W (e, 0) x (0,7T) (4.6)
ot Po Po
V-v = 0 dans W(ed) x (0,7) (4.7
(U”(v,pﬁ)-n)-n =0;,,i=1,2 v-n = 0 surGsx(0,T) (4.8)
0
(o¥ (v, £) n)-1,=0,i=1,2, v-n = 0 dansG, x (0,7T) (4.9)
Po
v = 0 dansGq x (0,T) (4.10)
v(,t=0) = 0 dansW(e,0) (4.11)
Les conditions d’interface suivantes
vt =v? sur G x (0,7) (4.12)
1 pl 2 p2
o/ (v, =) n=0""(v*,)-n sur G x (0,T), (4.13)
Po Po

sont requises afin d’écrire ce probléme instationnaire sous forme 2—domaines.
Si léquation (4.1)) est linéaire alors ce probléme 2—domaines est indiqué par Oseen/Oseen, sinon par
Oseen/Navier-Stokes.

4.2 Multi-modéles renormalisés

En procédant de la méme maniére qu’a la section [3.4] on dérive le modéle renormalisé suivant sur

Qk X (0, T)

0 kye,0 ; 8Pk,e,6
(- VuE = Ve ) — e S 0 ()
auk,e,é . b . apk:,e,ﬁ
PO (D (u - V)uy™ = Vo e (@) + 082 fCuy ™ e = 0 (415)
)
dus° : gpkes
2 3 k . k,€,5 _ . H k,e,& — 0 416
(T (uh - VP = Ve (o)) 4 T (4.16)
V.ouket = 0 (4.17)
Avec les conditions initiale et au bord :
ub® = 0 surT% x (0,7) (4.18)
8uk7€75 auk,676
s 3;:3 = 1ok, 52_]“;/;8#% = 08 surT* x (0,7) (4.19)
(o (uFe PReO) n) =0, i=1,2, uP%.n = 0 suwlFx(0,7) (4.20)
ub = 0 surT% x (0,7) (4.21)
(Lt =0)=02FubC (Lt =0)=eub°(,t=0) = 0 dansQy (4.22)
Les conditions de tranmissions (4.12)-(4.13)) sur I deviennent
[u$°] =0, duy®® =u2®®, eu§®]=0 surl x (0,7) (4.23)
[P ek (u)] = elely (ue®)] =0, surT x (0,7) (4.24)

56511 (%) = 6512 (u?%%) surT x (0,T). (4.25)
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En outre on suppose que le vecteur de vitesse advective vérifie

u’lf € L*0,T; HIE,; (%)% x HY

TEUTk (Qk))’ (ullf : n)‘rlg =0, et [ub : n] =0sur I’ x (OvT) (426)

4.3 Multi-modéles asymptotiques

Le probléme limite est obtenu en négligeant les poids ¢, et § en facteur dans (4.14))-(4.25)).

Ainsi sur ©4, on a les équations limites suivantes

o 1
% + (up - V)u; — V- 0’1‘1 (u',PY) = 0 dansQ; x (0,T) (4.27)
oP?
871'2 = 0 dans Ql X (O,T) (428)
oP?
Fr 0 dans €4 x(0,7) (4.29)
V-u' = 0 dans ©; x (0,7) (4.30)
ui=0, (G -n)-n = 0" sur T'!x(0,7) (4.31)
ut-n=0, (' n)-m = 0 sur T} x(0,7T) (4.32)
uj = (ugng +ugnz) = 0 sur T'Yx (0,7) (4.33)
ui(,t=0) = 0 dans Qi x(0,7) (4.34)
Sur s, le modeéle est réduit au probléme limite suivant
37“% 2 2 o w2 p2y _ fC.2
5 + (up - Vu; = V-of (u*,P°)— fYu; = 0 dans Q9 x (0,7 (4.35)
o 2
% 2 V2 - Vo (W2 P+ fC2 = 0 dans Q% (0,T) (4.36)
opr?
— = 0 dans Q9 x(0,7) (4.37)
31‘3
V-u? = 0 dans Qpx (0,7) (4.38)
uz=0, (6%2-n)-m =6 (62-n)- 7 = 69° sur I'2x(0,7T) (4.39)
w?-n=0,(G*n)1,i=12 = 0 sur I'7x(0,7) (4.40)
u?=ui=uing = 0 sur T'%x(0,7T) (4.41)
ul(,t=0)=u3(,t=0) = 0 dans Q x (0,7) (4.42)
Enfin les conditions d’interface asymptotiques sont exprimées par
[ua] =0 sur I'x(0,7) (4.43)
ui=0 sur I'x(0,T) (4.44)
[P+efi(uw)] =0 sur T x(0,7) (4.45)

4.4 L’espace HZ, (%)

Soit © une partie de R?, d = 2,3, et ¥ C 0O une partie de mesure non nulle, continue et lipschitzienne.
Soit I'espace des fonctions a divergence nulle suivante

V=0 = {SO € (Hé@\g(@))?’ :Vov= O} .
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1 1
En notant HE,(3) = (HZ(X))?, on définit espace de trace suivant qui caractérise particuliérement
les fonctions & divergence nulle[f]

f3o(%) = {5 e ()5 [ (90nao =0}

1
C’est un espace de Hilbert pour la norme de HZ,(X). On prouve maintenant le résultat suivant.

Théoréme 7. Il existe un opérateur linéaire continu injectif

A1
Rdw . 02 (Z) SN de 0, B — Rdw(ﬁ) Rdw Rdw _ 6

(?egwrlz{stmtzon Soit 8 € é (%), on note par (R§™", RY) € (Hjen5(0©))* x L?(©) solution du probleme
e Stokes :

/@VR%”~V¢—/@RZV-¢ = 0 Vee(H)(0)? (4.46)
/qu%tg” = 0 VqgelL?*©) (4.47)
€]

Rg“’ = [ sur X (4.48)
RY" = 0 sur 00\3% (4.49)

On introduit aussi 'opérateur harmonique H : I:I(%O(E) (Hée\E(G))S, H(5) = Hp tel que

/ VH; Vo = 0Vpe (HLO))? (4.50)
e
H; = fsurX (4.51)
Hz = 0Osurdo\X. (4.52)

Par comparaison avec 'opérateur Rd“’ introduit dans , on voit que pour tout 8 € HOO(E)
la fonction vectorielle

Z(B) = Rgi” —Hpg
satisfait Z(3) = 0 sur ¥; ainsi Z(8) € (H}(©))?. En prenant ¢ = Z(3) dans (4.46) , on obtient

<R 20 g (71 (0))s

R VZ(B)‘ - \ [ mam;

On considére maintenant la fonction Rf € L?(©). Par la condition inf-sup Brezzi-Babuska [51], il existe

¥ € (Hg(©))%, ¢ #0, tel que
KOHRgHm(e)WH(Hl(e))S < */@RZVW),

ot K% > 0 est la constante inf-sup indépendante de 3. Puisque ¢ € (Hg(©))3, on peut utiliser (4.46)),
et on obtient

KO RE |2 o) ¥l (mnoyys < ’/@Vng ' Vl/" < IREY Il oyy2 1% 1 o2

Ainsi )
IRG220) < 75 \|Rdlw||H1(0)3 VB € Hiy(%).

L1 L1
.#. Dans la suite HOO2 (3) dénote le dual topologique de Hozo(E), Y étant une partie de mesure non nulle, lipschitzienne de la
frontiére 80 d’un domaine © C R?
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En utilisant maintenant I'inégalité de Poincaré (théoréme [4)) et les relations ci-dessus, on obtient
IRS ey < (1+Co) [ VRE". VRS

= (1+C@){/®v3giv.VZ(ﬂ)+/@VRgiv.vH5

IN

(1+Ce) {HRIEHL?(@)||H,6‘||(H1(@))3 + IIRZZ'”Hm@m HHB||H1(®))3}
1 0
< (1+Ce)(1+ F)IIR% Nz o)z IHg | (21 (0))2

Ainsi

IN

< a"(1+Co)(1 + ﬁnwn(ﬁw
La derniére inégalité se déduit du fait que Hg est une extension harmonique de 3; donc il existe une
constante positive a* > 0 indépendante de § telle que (voir [63])

(@) < " [[Hg e el

AT

(HE (D) (H2 ()3

1
Comme HZ () C Hz(X) avec injection continue on obtient que

R¥| < Ca*(1+C 1+—
[R5 ( o)( )IIﬁII(HZ(Z))J

4.5 Espaces de fonctions a divergence nulle

Introduisons maintenant les espaces de fonctions & divergence nulle que nous utiliserons pour I'analyse
asymptotique des multi-modéles.

Vi, = {¢ eV Vgt =0}

Voo = {so’fevdwn% 0, =23}, Vo= {¢* € Vholel, =0}
Vi = {0= ("% € Vi x Vi | ], = o], =0, 0hp = ¢r |
Vino = {0 =(0"9%) € Vo x Vil e, =0 f v,

Vho = {e' €IV =0}, Vi, ={¢* €IV ¢ =0}

Viw = {0=(¢"¢") € Vhy x Vi | lea], =0}

Yiivo = {#=(0"¢") € Vaww |0}, =0}

4.6 Approximation de la solution faible

Dans la suite <., > indique la dualité entre W et son dual topologique W”’.
w
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4.6.1 Formulations faibles

Supposons 9?’k, HOk € L*0,T; H2 alors en utilisant [84], il existe ul € L2(0,T; Vain) N
L>(0,T; L?(2)3) solutlon falble de - donnée par

T T
| B e [ M o
0 0
T T T
/A(ue"s,go)dtf/ Fcor(ue"s,ga)dt:f/ L(p)dt (4.53)
0 0 0

Vo= (¢ %) € HY(0,T;Vaiv), @(T) = 0. Les formes faibles E, M, A et F°" sont définies dans la
section

Une formulation faible en espace-temps du probléme limite (4.27)-(4.45)) est : trouver u € L?(0,T; Vaiv,0) tel que

2 T T
S [ Batdiehiars [ miaub e
0 0

k=1

T T T T
| iy + [ Batud e+ / miud D) [ As(u )it
0 0
2
/02 u?, %) Z / Lt dt+/ l2<p2dt (4.54)
k=1

v Y= (Qol,SDQ) € Hl(oaT;vdiv,O)a @(T) =0.

4.6.2 Estimations a priori

Choisissons des fonctions test du type ¢(t)p(z), ¢ € D(0,T), ¢ € Vv, alors (4.53) devient : trouver
u$? € L2(0,T; Vair) tel que

2
d . B
Z {CT( k 57901) +52(2 k)(ungg)o,ﬂk +62(u§v(p§)0,ﬂk )+
k=1

(s, uf - Vo, + 07 b - Viehlon, + 2 uf - Vikloo, ) -
k X _ k k .
((eh" (@h), Vo, = 23R el (u*), Viehlo, — (e (uh), Vehoay ) +

5271@ ( + fk(uga SDIf)O,Qk - fk(ullcv <p’2€)0,52k) }

2
=Y @ hors + 0 EF, o, b dans D'(0,T)  (4.55)
k=1

Vo op= (o' ¢?) eV

En posant ¢ = u*?, puis en procédant comme a la section pour les termes visqueux, on obtient la
relation suivante
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k,e,8 k,e,d k,e,8
(b3 @) + 62D I3, + €l 11

Q.‘g‘

> {

k=1

<mﬂ+

k,e,0

k,€e,0 — k,€e,0
(I sy + 6D s )+ € P ) +

k o k . k .
(Ilet; (<) 22 + 622D lel; (05N 3 (q) + ey (@) e,y )|
2
Z‘em keé ore| +
k=1

Ce qui donne aprés application de la continuité de la trace (théoréme ' les inégalités de Poincaré
horizontale et verticale (proposition [3) ' et I'inégalité classique de Young au second membre de ( ,
les estimations suivantes.

0,T%

5|t

} j=1,2,3. (4.56)

Proposition 5. On a :

a) (ufe? 52 kybed eu’?f %) est bomé dans L®(0,T; L?(Q%)?), et dans L*(0,T; H*(Qx)3).
b) (ef ( kie0) 52—k “ ( kied), eel; ( ke0)), j=1,2,3 est borné dans L?(0,T; L*(Q4)?)
¢) (uh® uy® e 6) est borné dans L?(0,T; L2(21)% x L?(Qy)).

4.6.3 Estimations pour les termes non linéaires

Pour prendre la limite du terme de convection non linéaire, on aura besoin d’une convergence au sens
fort des vitesses horizontales dans la partie Q5. Pour cela on applique le théoréme de compacité par
perturbation prouvé par P. Azerad et F. Guillén [14].

Considérons les espaces de Hilbert

28 = {oh € GO X O () X Offursor () : Vot =0, (o )y, =0}
Z(]f = {@kezk5¢]f|p:07 V"pkzoa ((pk.n)‘r‘k :0}'
b
(1?7 — _(HY)? ————(H?)?
BH = 7)72-122 WH = 7372{22 yH = ,P72-LZZ

ol 7772_[ est la projection horizontale
Pyt (z1,22,73) € R® = (21, 79) € R%
Par le théoréme de plongement de Sobolev-Rellich on déduit
Vi s W3 s B2, = B2 s Wi < V3, (4.57)

ot tous les plongements sont d’image dense et compacte. Notons u?<%(t + ) par 7u>“(t), on a le
résultat suivant dans 2.

Proposition 6. On a l’estimation

6,0 265

Hnu2 ||L°° 0.7—1,32) < C(Z4 +e+9).

Démonstration. Considérons la formulation faible (4.53) pour le couplage Oseen/Navier-Stokes donnée
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par : u® € L2(0,T;V) N L>=(0,T; L?(2)3) tel que

2
S (2 (4 o, + #9965 B, + 405 s, )
k=1

+ (up up - Veol)oa, + 62 (uy™, uh - Volloa, + € (uy™, up - ¢3)o.a,

+ (u?,e,(;’ u2,e,§ : V@%)O,QQ + (ug © 63 2e,0 VCPQ)O Q, T € ( 3 6,6 2’676 ' VSO%)O,QQ

2
ke k
> (= e @), Tk, — 622D (el (w0 ), Voo,
k=1
k

€, k,e,0 k,e,0
— (e (h), Vighlog, — 8 F (= (Wb o, + O eh)oa,))

2
--3 ( (00", o)o.rn + 6~ k>(9°’€,¢2)ork) dans D'(0,T) (4.58)
k=1

V oo=(p'¢*) eV

d ,€,0 €,0 €,0
rn ( (ui 7901)0 Q2 +( 5 7()02)0 Qo +62( y a(P3)O Qz)

+ (WP uP - Vel )oq, + (uy ut - Ved)oq, + € (uy 0 u - Vigd)o 0, —

3

5 8 6
> { (e 29%), 060,60, + (e (wP), B508) 0.0, + €2(el; (%), D600, |
j=1

+ fc (u§7675’ 90%)0,92 - fc(u%’E)év 90%)0,92)
—(9(1)’2#?)0,113 - (93’27¢§)0,F§ dans D'(0,T) (4.59)

Vo? eV
Pour tout ¢, = (¢, p3) € V3, il existe une extension a divergence nulle 2= (p3,, ¥3) € FQUr (9) x
p2up(Q2) F2ur2ur(83792), wz-n‘rg =0, V- ¢? (voir [14]) telle que
13117t (20) + 1103231 11 (02) < CliFillyz - (4.60)
Choisissons ¢?= (3, p3) comme fonction test dans , et intégrons sur (¢,t+1) :
(ry (£) = w3 (0. 3o, + (mus (1) = w5 (1), 3o 0 o
.61

t+l o9
L g0 (s)ds

ou
S 5
g2,6,6( ) (uie U 266 VSDH)O 0, € ( 2€, 2’6’6'VQ0§)07Q2
—Z{ 61] u?%), ;0% )0.0, + (egj (u™°), 0503 )0.0, + € (e} (U“‘s) 9j03)0.0, }

+fc( 2663@%)0,92 fc( 266,@%)0,92)+(9 7901)0 r2 +(0 a‘pQ)O r2.

Estimons maintenant chacun des termes contenus dans g2



4.7 Sens de la condition de Dirichlet a I'interface 69

Par 'inégalité de Cauchy-Schwartz le terme linéaire vérifie

2
(el (™), 0;07)0.0, < ||€Z( u? )| L2193 i (a)s 1= 1,25 5 = 1,2,3;

e(eegg (uz’iﬁ) ]¢3)0 Qo < E||€e ’(U’27€)6)HL2(92 ||%03||H1(Qz) 17273
2.¢,0 2,¢,0
O™ 0hoa, < Clluy™ |2l @)
C /. 2,60 2,€,0
O 03)o0, < Clluy® 2oy l¥dl 22 (02
0,2 0,2 .
6 Dors < 1000,y o 6y gy 7= 1.2

Par la proposition [5] ces termes sont bornés dans L?(0,7).

Pour le terme non linéaire on a

2,66 266 2.6, s
(w3, u 0 - Vi )o.0, < lugy™ Il zs ) 14”20l vz -

En utilisant I’équation d’incompressibilité, on obtient
u 20 2,6,8
(- Vi, u3)o0, < Cllew? L3 [V (€u3 ™) | (o) |07l yz -

Par la proposition |5 et par interpolation entre L>(0,T; L%(Q2)) et L2(0,7T;L5(Q2)) on a uf_f % est
borné dans L*(0,T; L3(€2)). Par ailleurs comme u*? est borné dans L?(0,7T; L?(23)) on obtient les
estimations suivantes

2,6, 2,€,0
(3%, w? " - Voioaull 4 gy < C
5 2,6,
€2 (@* - Vg uz ™ ol 4 .y < C
Ainsi en utilisant (4.60)), et les majorations précédentes, on obtient
||g v L%(O,T) < CHQP?H”J)%? (462)

Aprés avoir appliqué I'inégalité de Holder a (4.62)), on a

t+1 s
€ 1/4 2
| o< ey,

D’autre part,
2,6,6 2,¢,6 2,6,6 2,¢,6
|€(ruy @ () — uz * (), v3)] < e{llmi(eus ™) (O)llz2 + luz™* ()l L2 (0 HI3 ] 2(02)

< eClleFllyz,-

Finalement la proposition [5] permet de conclure, car

2,6,0 255
HTlu ||L‘X’(OT ly2' < C(l4 +E+5)

4.7 Sens de la condition de Dirichlet a I’interface

Dans cette partie on démontre le résultat d’existence et de convergence suivant qui permet de donner
un sens mathématique aux conditions (4.43)), (4.43)) :
[u1) =us =0 sur T x(0,7)
Théoréme 8. (Résultat d’existence et de convergence)
. 00k 0,k 2 1 k N S I .

Etant donné 0,",05" € L*(0,T; HZ(T'?)), le probleme limite -(4-49) admet au moins une so-
lution faible u = (u u?) € L*(0,T; V;,) x L*(0,T5 Y5, ), avee [w] . = u3, . = 0 donnée par :
elle est obtenue comme limite lorsque (€,8) — 0 de la solution u®°® € L?(0,T; Vi) N L>(0,T; L*(Q)?)

exprimée par .
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4.7.1 Preuve du théoréme pour le cas Oseen/Oseen

Par la proposition 5} on peut supposer qu’il existe une sous-suite encore notée (u!¢?, u?<9) telle que
pour (¢,0) =0
(u% €9 (Su;’6 9 eué ' 6) (ui 0 ﬂé 0 ﬂzl)) 0) dans L>(0,T; L*(94)?)
(4.63)
(w7 0y euy ™) = (up”, uy”, i5°) dans L0, T; L2 (22)°)
(uy®, duy® euy™®) — (ul,ad, ad) dans L2(0,T; H}, 1 (Q0)? % H o (1))
1 2 3 1) %25 Y3 F1UF1
(4.64)
(u? -0 ug -0 ug © 5) (u?,u3,w3) dans L2(0, T} le (22)% x Hlléurg (92))
up©® — ul dans L2(0,T; L3(1)), i = 2,3
(4.65)
u2® — uZ dans L2(0, T; L2()).
En utilisant (4.63) et (4.64) :
e’l‘; (ube9) — e’f; (u'), dans L2(0,T; L*(Q1)) j=2,3
(4.66)
2 2
el (u<%) — el (u?), dans L2(0,T; L*(€)) i=1,2; j =1,2,3.
Comme L?(0,T; H'(Q)) € L*(0,T; L*(Q%)) on a
(ur® iy i5") = (ui, @3, @3) € L2(0,T; His (91)° X Hipa (1))
(ui 0’ ug 07 ﬂ‘g O) (ui ug? ﬂ‘3) € L2(Oa T; H%i (QQ) X Hrl‘fiul“g (QQ))
De plus par (4.63) et (4.64)), 'équation de continuité V - u*<% = 0 devient V - u*F = 0.
Pour prendre la limite des conditions [u$°]p = 0, w2 = dus™® | et (uF<9.n) 0, il suffit
1 2 Ir 2 Ir ‘F’;ur’gurg

d’appliquer la propriété de continuité de la trace (théoréme [1)), et de la trace normale (théoréme [2)).

On obtient ainsi [u1]r = u3), = 0 = (u* n)|r@ur’gur§' Finalement u = (u',u?) € L*(0,T; Y4iv0). La

proposition 5| donne également %3 = i} = 43 = 0.

Dans (4.53), choisissons maintenant ¢ = (o', p?) € H(0,T; Vaiv,0) avec o(T) = 0 comme fonction
test, et faisons tendre (¢, d) vers 0

Par (4.63)

T T 2
/ E(u®®, p)dt — ZEl ul, ok dt+/ By (u3, p3)d
0 0 =1

T T
/ C(us®, p)dt — / C?(u?, p*)dt
0 0

T 2 T T
/ A(ue,é’ <p)dt SN Z/ A1(u’f7 (p’f)dt +/ AQ(U27 <p2)dt
0 =170 0

Pour le terme advectif linéaire, (4.26)) montre que u¥ - V¥ € L1(0,T; L*(Q4)), et par (4.63) on en
déduit que :

Par (.66)

T 2 T T
/ M (ugq,u®’, )dt — Z/ m(ug,ut, @f)dt +/ m(ug,u3, 5)dt
0 = /o 0
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Le second membre de (4.53]) devient :

T 2 T T
/0 Kt — 3 / (k) + / (3t

Finalement la limite u = (u',u?) € L*(0,T; Vaiv,0) est solution de (4.54).

4.7.2 Preuve du théoréme pour le cas Oseen/Navier-Stokes

Pour ce cas, la preuve du théoréme|8]s’inspire de [14]. En effet, la majoration établie dans la proposition
[6] permet de mieux controler les termes d’advection non linéaires sur 5 en appliquant le critére de
compacité par perturbation | 14]|ﬂ

€0 (ul,e,é 2,6,6)

Comme dans le cas précédent, les propositions I et |§| montrent que u© est borné dans
L2(0,T; o), et u?f 9 est borné dans L>(0,T;B3,). Donc il existe une sous-suite, encore notée u? telle

que

, U

u? = (uh0 uP%) = u = (u',u?) dans L2(0,T,))
uz® B3, dans  L(0,T,B%)

Cette convergence faible nous permet de prendre la limite dans tous les termes linéaires de

T T T
| B o [ anhat s e [ daies e, g
0 0 0
T

T T
7/ A(us"s,v)dtJr/ Feor (u0 p)dt = 7/ L(p)dt (4.67)
0 0 0

v Y= (<)013§02) S HI(O,T’ Vdiv,0)7 CP(T =0
Examinons le terme non linéaire de (4.67) : comme »? € H(0,T; H'(Q2)) C C(O,T;Hl(Qg))ﬂ par
I'inégalité de Cauchy Schwartz on obtient

T
62/ / 2’5’6 2’6’681@3 dzdt < C(e+0) i =1,2
Qo

/ / u2 P ud? 9502 dadt < C(e+ 6)
Q2

et tous ces termes tendent vers 0 lorsque (¢, 0) tend vers zéro.

Les termes fo Jo, v .60 266@@1 dxdt, fo Jo, v 29020 0502) dxdt, i = 1,2, j = 1,2 sont estimés

comime suit : en utlhsant les proposmonslet @ on peut maintenant appliquer le theoreme de compacité
compact

par perturbation [14] (theorem 5.1, pour p = 2, et les espaces W3,

B2, < V3,). 1l existe alors
une sous-suite, encore notée u?0 telle que

W a3, dans L2(0,T; L2 (Q)%) = L2((0,T) x Q2)2.

Par la proposition [5 I, Uy % est borné dans L>(0,T; L2(Q5)?) N L2(0, T; L%(£2,)?), et par interpolation
u3°° est borné dans L10/3(0; T; L'9/3(Qy)?).
Encore par interpolation, on a pour tout ¢ :2 < ¢ < 10/3 il existe a: 0 < o <1 tel que

||u2,5,5 2,€,0 2,€,0

- UH”L‘Z(Qz) < HU - UH”L?(QQ)HU UH”Lm/g(QQ)

JF Ce résultat est une amélioration du critére classique de compacité par translation de Riesz-Fréchet-Kolmogorov [2]
i D’une maniére générale : Soit V' un espace de Banach, p un réel, 1 < p < oo, pour tout f € LZ(O,T; V) tel que % €
L?(0,T; V), alors f admet un représentant continu sur [0, 7] ou encore f appartient a C(0,T; V).

Pour plus de détails sur cette inclusion on peut consulter 'ouvrage de R. E. Edwards [43].
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Ainsi

u2® — w3, dans L9(0, T, L9(Qs)) Vg : 2 < ¢ < 10/3. (4.68)
En utilisant I'inégalité de Holder et (4.68])
ug’e"sui’s"S — ufu? dans L"(0, T, L"(Q)) Vr: 1 <r <5/3,i=1,2; j=1,2

?

Par interpolation entre L™ (0, T; L%(3)) et L2(0, T; LS(€2)), u>*’ et u?’e’é sont bornés dans L8/3(0, T, L*(Q3)),
et donc uf’e"su?’e’é est borné dans L*/3(0, T, L?(£s)), ﬁnalement

u2’6’6u§’66 — uu} dans LY3(0,T, L3 (), i=1,2; j=1,2

K2

Comme ¢? € C(0,T; H*(Q2)), i = 1,2, on a

(9]'()0? € Loo(oaTv L2(Q2)) - L4(OaTa LQ(QQ)) = L4/3(05T7 L2(02))/7 J=12

/ / DOOuT 00,07 dxdt—>/ / uiug, 0507 dedt, i=1,2; j=1,2.
Q0 22

Pour le dernier terme fo Jo, u uZ U2 9302 dadt, on a d'une part

et

u2® — u? dans L?(0, T; L*(Qy).
Par 'inégalité de Holder et (4.68)
uZ0u2 " —~ w23 dans L*(0,T, L* (), Vs : 1 <s<5/4,i=1,2

D’autre part, u>“°us’ est borné dans L¥7(0, T, L*/3(Qy)), donc

u2’6’5u§’6’5 — u?u? dans L8/7(0,T, L4/3(Qz)), 1=1,2,

(2

T T
/ / uZ U2 00502 dadt — / / uiu3, 037 dadt, i=1,2
0o Ja, 0o Ja,
1

Ainsi u = (u',u?) € L*(0,T; Vaiv,0) est une solution faible du probléme limite Oseen/Navier-Stokes

(27)- (-45) exprimée par (L.51).

et

4.8 Sens de la condition de Neumann a l’interface

Dans cette partie, on s’intéresse a la convergence des termes de pression pour déduire la condition
d’interface de type Neumann

(0" (u, P) ~n)} =0

En apliquant le lemme de de Rham [78, B4] a la formulation (4.53)), les termes de potentiel définis
dans (4.14)-(4.16) sont pris au sens des distributions avec P*¢% ¢ W=1(0,T; L?(Qy,)), VP*® ¢
W=120(0, T H-H(Q)?), et

ul e 4 ul  Vub? —v.e (uwS — §fCule

02 (Bpuy® +ul - Vuy®® — V- z(ul’f‘s))—k&fc Led | = —vphes (4.69)
1
2(Dpuy®® +ul - Vure® — V. el (uhe9))
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dans H=1(0,T; H-'(2)?), et

2
atu?eﬁ 4 y2ed . VU?’676 L v elltz (u2,e,6) _ fcug,e,é
BuZ? 4 u2ed V2 — Vel (u2e) 4 fOuBS | = —VPEe? (4.70)
€2(0; u2 €0 4 260 Vu2 vy, egz (u?9))

dans H~1(0,T; H=(0s)3).

Soit (u',u?) € L?(0,T; Vaiv,0) une solution du probléme limite (4.27)-(4.45) donnée par (4.54)), on a le

résultat de convergence suivant.

Théoréme 9. (Résultat de convergence) Il existe (P!, P?2) € W=1°(0,T; L?(Q) x L*()) véri-
fiant ([4.27)- . De plus VP*4% ~ Y P* dans H=1(0,T; H=1(,)3) pour le modéle Oseen/Oseen,
et VPLO ~ VP dans H=1(0,T; H'()3), VP20 X VP2 dans H—(0,T; W13 (Q3)3)) pour le
modele Oseen/Navier-Stokes.

Démonstration.
¢ Existence de P* :

Soit ©* € D(0,T; H (2)?) tel que V - o* = 0, et soit ¢ I'extension de ¥ par 0 sur Q. Alors ¢ € D
(0,T; Vaiv0), et (4.54) donne respectivement sur €y et g :

T T T T
/Emﬁﬁw +/"m@ﬁwmﬂ— /Tmﬁww - —/zmmw<un
0 0

0 0
et

T T T
| mtddiars [ adad g [ it e
0 0 0

T T T
+/ E2(U§,s0§)dt+/ do(u2, u3, 3)d / To(u
0 0 0
T T T
+/Cﬂfw /‘h%m+/bw%a<mm
0 0 0

Choisissons maintenant dans (4.71)) et (4.72)) les fonctions tests pF = ¢(t)* (), avec ©* € (H} ()3,
V" =0,et ¢ €D (0,T); on obtient

3
d
dt((uh%"l)o ,)+(ui, ug-Veoi)o Ko Z el] j<P1)O o
(91 7‘,01)0 rl dans D' (]O7TD (473)
et
d 3
%((U%, @%)O,Qz) + (u%’ Ui ’ V@?)O,Qz - Z(elfg (’LLQ), BJ'()D%)O,Qz

1

j
d 3

+ a((“g,sﬁ’%)oﬂz) + (u3, ul - V3o, — Z ez; ,0595)0.9,
Jj=1

+ f(u 266#?)0 a, — fOuy 6,902)092
(91 ,901)0 rz — (02 a@Z)O,Fg dans D/(]OvTD (474)
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En appliquant maintenant dans (4.73)), (4.74)), la version du lemme de de Rham [78] [84] prouvée par
J. Simon [82] , on déduit que les termes de potentiel de P* € D’(]0, T[; L%(Q)) sont donnés par

Out +ul - Vui —V- e’fl(ul)

0 = VP, (4.75)
0

o +uZ-Vui —V- 6‘1‘2 (u?) — fCu3
2
Ol +u2 Vud — Vet (u?) + fCu? | = -VP? (4.76)
0
e Régularité de P* :
Montrons que VP¥ € W=1°°(0,T; H~1(Q4)).

x  Estimation des termes d’inertiels

comme
ul € L°°(0,T; L*(Qy)) € L°°(0,T; H()),
et
ui € L=(0,T; L(Qs)) € L0, Ts H™H(Q)) i = 1,2,
on a

(u1,0puy) € (LY(0,T; H-H () € Wh(0,T; H™H(21))?
(u?,0pu?) € (LY0,T; H 1 ()2 c W0, T; H 1 ()% i = 1,2.

x  Fstimation des termes de visqueux

Comme ) )
1055 (W)l -1() < lled; ()2, 5 =1,2,3, u' € L*(0,T; ")

2 2 3 .
195et; (W)l a-1(0) < llef; (u*)lL2(0n) i = 1,2 5 =1,2,3, v € L*(0,T;Y?),
on obtient donc pourt=1,2; j =1,2,3
dset (u') € L0, T; H (), yels (u?) € L0, T H™'(22))
By (uh) € WL (0,13 H-H (), 9ely (u?) € W1(0,T; H™1(Q)).
Finalement
V-el(ut) e W20, T; H 1)), Vel (u?) € W10, T; H 1)), i = 1,2.

x  Estimation des termes advectifs

Examinons maintenant les termes advectifs

ut - Vui = V- (ujul), u2-Vui =V - (uiul), i =1,2.
Par les théorémes d’injection de Sobolev on a

uj € L*(0,T; L5(Q1)), u? € L*(0,T; L%(5)), i = 1,2
En utilisant ’hypothése (4.26)), on a

ujuy ; € L'0,T; L7 (1)) j = 1,2,3; wjul ; € L'0,T; L (), i =1,2; j =1,2,3.
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Finalement

V- (ujul) € YO, T; HH(Qy)) € W20, T; H ()

V- (uiu?) € LNO,T; H 1 Q) € W00, T; H (), i

En conséquence on obtient
VPE e w=be(0,T; H1())

et donc par [82] on a
PF e W=12(0,T; L* ().

e Convergence de VP*e9 .

=1,2.

En utilisant les résultats de convergence donnés dans la preuve du théoréme [§ nous obtenons les

relations de convergence suivantes

x  Pour le modeéle Oseen/Oseen :

O PL —~ 9, Pt dans H™H(0,T; H~1(Qy)), 8;P%% — §;P? dans H1(0,T; H 1 (Q)) i = 1,2.

et
102 P10 =1 (0.1 0r-1 (01)) < €O, 05P*° || sr=1 (0,7 1-1.(21)

Donc
VPFed ~ Pk dans H7Y0,T; H 1 (Q)?).

x  Pour le modeéle Oseen/Navier-Stokes :

De maniére similaire, pour le modéle Oseen/Navier-Stokes, on a

< Ce.

9PV — 9, P! dans H1(0,T; H™'(Q1)), 8;P>% 2 9,P% dans H (0, T; W13 (Qy)) i = 1,2

et

102P" | -1 (0,mi-1@0)) < €, 105P*° | 10,711 (00)) < Ce

Finalement on conclut que
vPhed ~ VP dans H™Y0,T; H1())?)

VP28 5 yp? dans HN0,T; W13 (Q)3).

O

Nous sommes maintenant en mesure de donner un sens mathématique a la condition d’interface de
~ 1 A 1
Neumann. Pour cela si f; € A(T) = {ﬁl € H3y(D) : [p frdo = 0}, on a f = ($1,0,0) € HZ(T), et

comme dans le théoréme |7} il existe une extension & divergence nulle RE € Hll
RIEIF = =(61,0,0). En posant (¢!, %) = (R, R}) dans 1) on obtient

2
d k
E (% (ullc’ Rllc,ﬁ)oygk + (ullvvulaC ) VRllc,ﬁ)Oyﬂk - (eTj (uh)?alelc,ﬁ)O,Qk)
k=1 J

d 2
(U3, RS 5)o.0, + (u3,ug - VRS o, — (¢ (u®),0; R 4)

dt
2,6,6 26,0
+ fc<u2 ‘ ’(P%)()?Qz - fc(ul ‘ ?@5)0792
2

-

1

k k k
kurkurk

0,022

(%) U Hg (),

= (D (00", Ri pos + (0% B3 p)o.n,)  dans D'(J0, TY).

k=1
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En utilisant la formule de Green (théoréme [5)) et les résultats précédents de VP* (4.75),(4.76)), on a
< — Pln, + e‘fl(ul) . n,ﬁl>A = < — P?ny + e‘llz(u2) -n,51>ﬁ dans D'(]0,T]), Vp1 € A(T)
A A

Donc
[U‘f(u,P)~n}=0 dans  D'(]0, T[; [AD)]).

Ainsi le résultat suivant est démontré.

Corollaire 1. La solution limite ((u', P'), (u?, P?)) vérifie la condition d’interface
[af(wp) n] =0 dans D'(J0,T;[AD)]).

Conditions de traction sur I'*

On pose
A(TF) = {33 € HZy(TF) / Bado = 0}
Tt

1
Soit B3 € A(T}), on a B = (0,0,83) € Hgy(T}). Soit R € Hfy (1) U Hy(Q1)? une extension de
d b

B. On considére Rg un prolongement par 0 sur 23 de Ré. Posons ¢ = Rg dans 1D

2 3
d
> (a (u}, BE 5o, + (uf,uf - VRY 5)o0, — > _( 61J ), 05 R 5)o, Qk)
k=1 j=1

d
%(U;Rg B)O Q. t (u%,ug ’ VRg B)O Qy — (62]( ) 9; R2 6)0 Qo
+fc( ,<P1)0 Q, — fC(u 265#’2)0,92
2
= (Z(GO * Rl B)O QT (98,27}33,5)0,92) dans D/(]O7TD
k=1

En utilisant la formule de Green (théoréme [5]) on a

< — Plpy + ¢t (ub) -n,ﬁl>A =0 dans D'(]0,T]), VB, € A(IY)

Ty

= (0,0,1) étant la normale unité extérieure sur la surface de référence I'}, on déduit que
=0 dans D'(J0, T[; [A(T})])
3

On procéde de la méme maniére pour établir les égalités suivantes

§ =0 dans D'(J0,T[; [A(T})]),

8 2
:u3ax

=0 dans D'(J0, T[;[A(T2)]), i = 1,2

)
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Conditions de traction sur I'}

A L1 . c 1a
Soit 8 = (b1, B2, B3) € HE,(TF), et R["é € Hllgurfgur(gi)d’ V. Rg =0, REW’; = (. On considére Rg un
prolongement par 0 sur €\ € de Rj. Ainsi (4.54)devient

2 3
Z (& U17R1,5)0 o + (uf,ul VRLB 0, — Z 61] ), 0; R} 8)o, Qk)
=1

k=1
d
%(ug, R; 8o, + (u3, us - VR; )00 — (ezj (u?),8;R3 0.9,

€,0 €,0
+ fc( > aSD%)O,Q'z fc( P 7902)0792
2

= —(Q (07" RY g)os + (05 B3 5)o,)  dans D'(0,T)
k=1

En utilisant la formule d’intégration de Green (théoréme , on obtient

(" P¥) 0 =0 dans D'()0, T[; o ? (TF)).






CHAPITRE

Approximation des équations avec surface libre

Dans ce chapitre, nous analysons les équations de Navier-Stokes avec surface libre. Le systéme limite
est intégré entre le fond et la surface libre de la jonction pour obtenir une formulation hauteur-vitesse
(équations des eaux peu-profondes). On applique ensuite des méthodes itératives de décomposition de
domaine pour une approrimation du modéle obtenu.

5.1 Modéle asymptotique

On considére le systéme des équations de Navier-Stokes (2.23)-(2.24]) dans le sous-domaine Wi(e, §)(t)
en tenant compte de 'opérateur de diffusion —A,,

ok , . OpF

pol 5 + ok Vol — fOuk) — AN 0 =0 (5.1)
ovk op*

p0(87t2+vk~Vv§+fcv’f)fAnkv’;Jra—i =0 (5.2)
ovk op*

Po(aitg +0P - Vog) — Ajeos + o M (5.3)

vk o= 0. (5.4)

Pour cette formulation, les conditions Dirichlet-Neumann (2.27))-(2.28]) sont maintenant considérées sur
Iinterface, et on a

[v]‘G(t) =0 (55)
1
[-—pn+ Vyv-n] =0. (5.6)
Po G(t)
Par ailleurs on suppose que p est constante, et on pose

_ - p
g=ge p=—
Po

Pour simplifier les notations on suppose aussi que pf = u§ = pk = pk > 0.

79
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CHAPITRE 5 : Approximation des équations avec surface libre

En utilisant les changements d’échelle (2.29)) et de renormalisation ([2.32]), (2.33]), le modéle 2—domaines

(5.1)-(5.6) est transcrit sur (t) par

k,e,8 k,e,0
6 1 op™e
8u5t ks gy ed _ kAyRed g2k pCyked | P gx - 0 (5.7)
0 1
8uk:,e,6 1 apk7e,5
52(2—k) 2 k76,5'v kA k,e,0 (52_k C, k L = 0 5.8
( at +u u HoRUy ) + f Uy + 00 8.132 ( )
1 apk,e,(? p
+ uk,e,g . vuk,e,5 _ kAUk’E’é 4+ = - _= 5.9
3 fo Aug ") 00 O3 pog (5.9)
Vbt =0 (5.10)
[ui’é = 0 (5.11)
@)
1,e,6 _ 2,€,0
U™ ipy = % iy 612)
e[u§’6 = 0 (5.13)
@
aueﬁ
€,0 1
S = 0 5.14
[ i + 05 (5.14)
NG
6u§’6
= 0 5.15
Ho O ( )
NG
1,€6,6 2,¢,0
5#6822 = M%agg (5.16)
1 pe 1 pg)
X3 AUs X2 u,
S(XrXart)
X1
u'I
Q,(t)
’ r(t) Q\(t)
/\/_b(xvxz)

FIGURE 5.1 — Section de la jonction avec surface libre Q(t).

En négligeant les rapports d’aspect €, o dans (5.7)-(5.16)), on dérive le modéle asymptotique dans le
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domaine avec surface libre Q(t)

oul 1 opt

Tt ovel — At =22 = dans Qq (¢ 1
5 T Vui — p u1+p08x1 0 dans €(t) (5.17)
1 opt
— 2z = d Qq(t Nl
P 0 dans €(t) (5.18)
1
27};3 = —pg dans Q(¢) (5.19)
V-u! = 0 dans Q(¢t) (5.20)
Ou2 1 0p?
%MQ-W%—/LSAU%%TI;—J”%Z = 0 dans (1) (5.21)
Ou2 1 0p?
%HQ-WE—%A@*%TQH%? = 0 dans (1) (5.22)
2
2753 = —pg dans Qy(¢) (5.23)
V-u? = 0 dans Q(¢) (5.24)
[ulhI‘(t) = 0 (5.25)
“glp(t) = 0 (5.26)
1
LN B (527
61‘1 |
r(t)

Remarque 4. Le modéle — peut aussi étre considéré avec les conditions d’interface limites
survantes

Ou? 1 Oouq
I = [p + Mo} =0 (5.28)
|F(t) ( 8x1)|r(t) Lo 8331 ‘l"(t)

et analyse mathématique suivante du probléme limite reste valable.

5.2 Moyennes des équations

Les équations asymptotiques (5.17)-(5.27) vont maintenant étre moyennées sur la verticale entre le
fond d’équation x3 = —b(x1,x2) et la surface libre de cote x3 = s(x1,x2,t) (voir fig. [5.1]). Ainsi trois
nouvelles variables vont alors apparaitre :

CF(xy,20,t) = sF(xy,20,t) + 0% (21, 22) (5.29)

1 (:El}CEQJ)
UF(z1,20,t) = s / uk das (5.30)

C 7bk(l’1,£132)

1 (Il,ZQ,t)
Uy (21, 20,t) = s / ub das (5.31)

C 7bk(d71,132)

Dans la suite on suppose que la variable hauteur est continue sur 'interface, i.e

[C]\F(t) =0 (5.32)

5.2.1 Conditions limites

On tiendra compte des conditions suivantes aux frontiéres de Q(t).
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o A la surface libre 23 = s*(zy, 72,1) :

das _9sh oask

1. kighy = =258 _95s , 95 ky | 957 k
us(s") dt 'wa=sk(z1,20,8) ot * 0z up(sh) + 8x2u2(s ),
2. p = p, (pression atmospherique),
ouk ou?
3. Mgaixi’(sk) = 1k,s7 /1'(2)87172(82) = 22,5
e Au fond z3 = —bF (21, 20) :
Obk bk
1. k_bk __ k_bk: v k_bk
uS( ) axl ul( ) 81‘2’“2( )
ouk ou?
2. Mlgaﬁm;(—bk) = Flk,ba Hgaixi(—bQ) = F22,b

Remarque 5. Il n’est pas facile de déterminer la force de friction liée au vent & partir des observations
de celui-ci. Mise a part la connaissance imparfaite de son influence sur la circulation océanique, la
relation entre le vent et la force de friction est une question difficile. Habituellement on a la formule
empirique de Chézy

F,ZTS = CFpaui,a||Ua|

0l pg €t Uy = (U1,4,U2,q) expriment respectivement la densité et la vitesse de lair & 10m de la surface
libre. Cr est un coefficient empirique de Uordre de 2.103, mais comme tous les coefficients empiriques,
il varie avec la vitesse du vent.

De lautre coté, la friction du fond est modélisée par la formule de Manning-Chézy

gpouy ||u”||

E _
F‘b_ 02

/L)

uF = (ul,u) étant la vitesse horizontale de l'eau sur le fond du domaine, et C. exprime le coefficient
de Chézy.

5.2.2 Rappel de la régle de Leibnitz

La formule de Leibnitz est alors appliquée pour intervertir les opérateurs différentiels et d’intégration.
Cette régle stipule que la dérivée d’une intégrale aux bornes variables fait apparaitre une dérivée a
Iintérieur de I'intégrale et des termes de flux suivant la formule

B2 () 8f _ 0 B2(c) 861(0[) 852(0()
/m &wdm:’"aa/m Jdws + f(Br(@) —g= = f(Bal)) =50

5.2.3 Moyenne des équations de continuité
L’intégration des équations de continuité ([5.20)), (5.24) sur la profondeur totale donne :
¥ (z1,m2,t) sF (z1,m2,t) ouk sF (z1,22,t) ouk uk
/ V-t doy = / S B P +/ (25 1 20 gy = 0 (5.33)
—bF(z1,22) —b*(z1,22) I3 —bk (z1,22) Ory Oy

En utilisant la régle de Leibnitz dans (5.33)), puis en tenant compte des conditions aux frontiéres, on
obtient

s*(z1,32,t) 2 9 ask 8bk
k kyrk
utdrz =) — N+ =+ = .34
/,,k(wz) Vv -ut dry ;6%@ U+ 50 o (5-34)

Finalement les équations de continuité sont transcrites dans leur formulation hauteur-vitesse

ack B
StV (CFUR) = 0. (5.35)
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5.2.4 Moyennes des équations de quantité de mouvement

La moyenne suivant la verticale des équations de quantité de mouvement (5.17)-(5.18), (5.21)-(5.22),
se fait en appliquant I’hypothése de pression hydrostatique (5.19)), (5.23]). Nous ne donnons en exemple
qu’un des développements, les autres s’effectuent de la méme fagon. Donc I’équation intégrée sur
la profondeur donne

st(zy1,@a,t) 8“1 st (x1,x2,t) 6p1
/ (Gt + (@ Dubydes = | (uhasut = fOul+ 22 )z (5.36)
—bl(z1,z2) 815 —bl(z1,z2) 8£E1
Comme
ot _
31'3 - pg7
on a

pl(JCl,Iz,Is,t) = Pa + pg(Cl(zl,xQ,t) — x3).

En utilisant la régle de Leibnitz et en tenant compte de conditions aux limites, on évalue chacun des
termes de (5.36]), et on obtient les approximations suivantes :

st (z1,22,1) Opt 8 a 1 st (z1,22,t)
14 pa C dug 2772
L e | L dr, U
/—bl(ml,m2) alL’l C C —bl(z1,x2) 8t t(c 1)
sl(xl,mz,t) . . 2 11
/ poAuy dzg Z o2 JrFlb+F1s
—bl(z1,22) — J H—’

Py

st(xq,20,t) 2 8(C1U1U1) st (x1,22,t)
/ (u' - V)ujdos = #a / fCugdas = fOCTU,
J

—bl(z1,72) j=1

Ainsi les équations (5.17] - ) deviennent

—bl (:El,LEQ)

0 Opa 1, - .10¢
HCUD+ T (U O UD — AU + P g e = B (5
81
T; -0 (5.38)

En procédant de méme pour les équations ((5.21)), (5.22) on arrive aux formulations suivantes

5pa 2 C

- fectus = It (5.39)

0
a(CQUf)ﬂLV'(CQUQ@Uf) T7A\(s U1)+* C +09¢5

3pagz n ~~C2 C +fCC U? = (5.40)

5(CUD + V(U7 0 U) — AU +

5.2.5 Moyennes des conditions d’interface

Les conditions d’interface (5.25 - ) du probléme hmlte sont facilement intégrées sur I'(¢) en tenant
compte de la continuité de la hauteur ¢* (relation (5 ) et de la formule d’intégration de Leibnitz.
Ainsi on obtient respectivement les approximations suivantes

52(0,22,1) s1(0,22,t)
/ [ui] dos = / u? das —/ uj dez =0 =Ul¢ — UEC?
T'(t) —b2(0,z2) —b(0,x2)
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52(0,22,t)
/ ugdxgz/ uldas = 0 = C?UZ
r'(t)

—b2(0,z2)
1 0 1 0
/ [p+ﬂom] dzz = / [pﬂLﬂom] dzs
r@) L Po Oxq r@ Lopo Oxq
< (% < a(¢'Uy)
0 (a2 2 AT 1 i
= 0= (=pgC + po—75 ) = (=p5C + o =75 =)
Ainsi en moyenne verticale (en tenant compte de (5.32))), les conditions ([5.25)-(5.27) vérifient
(U} = Uz (5.41)
CUz=0 (5.42)
a(¢'Ut) a(¢*U?)
1 1 2 i
= .4
0 8.T1 Ho 6.131 (5 3)

Remarque 6. De méme, la moyenne verticale des conditions d’interface limites est donnée par
les équations suivantes

Ut = Ut (5.44)

(S

87551 =0 (5.45)
o(¢tU} O(C2U?

5.3 Formulation hauteur-vitesse

Au terme de l'intégration verticale du probléme limite ([5.17))-(5.27)), nous considérons maintenant
une forme simplifée de la formulation hauteur-vitesse (5.37)- (5.43)) : (la pression atmosphérique est

supposée constante, et on néglige les forces de friction surfacique et celles du fond) :

1
S QUN YU @ U~ AU +paC o = 0 (5.47)
1
oct B
9o, = O (5.48)
1
%+V'(C1U1) = 0 (5.49)
9 2772 2772 2 2 2772 ~ 28C2 C 2772
&(C Up) + V- (U@ UT) — mipA(CTUL) + pac aTcl—f ¢U; =0 (5.50)
2
S (CUB)+ V(U 0 U) — AU + A5+ [OCUE = 0 (551)
aCZ 2772
S TVA(EUY) = 0 (5.52)
avec les conditions d’interface suivantes
(=[] = 0 (5.53)
Uz =0 (5.54)
oty
[#0 o ] =0 (5.55)
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En développant les trois premiers termes des équations (5.47)), (5.50), (5.51f), et en divisant ces derniéres

par ¢*, (5.47)-(5.53) devient

P act

8tU1 (Ut WU} — iy AUL + 5 ~ga o 0 (5.56)
oct
87302 =0 (5.57)
oct 1rrly
—-i—V ¢y =0 (5.58)
[ 2 2 2 2 ~~8C2 Crr2
0 2 a C
8tU2 (U?-V)U3 — ugAUS +Pga o +1°UF = 0 (5.60)
2
o +V-(C*U?* = 0 (5.61)
ot
avec les conditions d’interface suivantes
(] = [U4] 0 (5.62
U3 0 (5.63)
oU;
—1 =0 5.64
[Ho 3:1:1] ( )

5.4 Discrétisation en temps

Dans cette section, on procéde a la discrétisation en temps de la formulation hauteur-vitesse (|5.56])-
(15.64)

Notons UF(t) = UF(.,t) et ¢*(t) = ¢¥(.,t). Fixons un pas de temps 7 > 0, et posons t,, = m7 pour
m > 0. Le but est de calculer des approximations Uik’m de UF(t) et ¢*™ de ¢*(t).

ko ook
Les dérivées 290 2" sont approchées par la formule de différentiation rétrograde d’ordre 2. Les

at ot

autres termes sont évalués implicitement ou en explicite. Les approximations (U11 ’mH,U Zmtl) et
(¢tmHL (2mF1) sont ensuite calculées séparément par deux étapes. La premiére étape est un probléme
de diffusion définissant les termes de vitesse, et la deuxiéme est un probléme de transport advectif

(dont le flot est donné par (U™, 0), U%™*1)) pour le calcul des termes de hauteur.

5.4.1 Schéma de différentiation rétrograde

Le schéma de différentiation rétrograde d’ordre ¢ consiste & donner d’abord une approximation des
termes de dérivée en temps. Pour Iéquation (5.56)), la dérivée en temps de la vitesse Ui est exprimée
par

ot (m)

1 1,m 1,m—j

7.(BOU1 "‘]ZlﬁjU ) (5.65)
Avec un choix convenable des ; l'erreur est d’ordre 79, et la formule est appelée formule de
différenciation rétrograde (& q pas) (backward differentiation formula (with q steps) en anglais). Ces
formules sont données dans [35], 53, [69]. De plus elles sont stables pour 1 < ¢ < 6, mais instables pour
q>6.

Déterminons les coefficients 3; pour ¢ = 2. En supposant U 1 suffisament réguliére, nous avons

ouU; (27)2 02U}

Tw(tm) SRR (tm) + o(T%) (5.66)

Ui (tm-2) = Uy (tm) —
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1 T 2 92771
U (tm—1) = U} (tm) — Taai;(tm) + %aatU; (tm) + o(7%) (5.67)

En multipliant (5.67)) par 4 puis en soustrayant ([5.66)), nous obtenons

ouU}
AU (t—1) — Ui (tm—z) = 3UL (ty,) — 278—; + o(73)
c’est & dire
oUi 1,3 1
T;(tm) =7 (§U11 (tm) = 20 (tm—1) + §U11 (tm—l)) +o(r?) (5.68)
et les coefficients de la formule (5.67) avec ¢ = 2 sont
3 1
= — = -2 = —.
ﬁo 27 61 P 62 9

Nous utilisons le cas d’ordre 2 pour discrétiser en temps le probléme ((5.56)-(5.64)).

Ainsi pour (U117m7U27m)a (Cl,m’<2,m)7 m = —1,0 ﬁXéS, et pour m > 1 on cherche (U117maU2"m) et
(¢™, (™) vérifiant les équations suivantes :

3 1,m 1 1,m __ l,mflaUll’mil ~~8C17m_1 1,m—1 1 1,m—2
§U1 — T AU = —1U; Fra TPg P +2U, - §U1 (5.69)
3. o(U; ™) Lm—1_ L 1m—2
Zrim —9cbm—-1_ Zr1lm .
2§ +7 0z ¢ 2{ (5.70)
3 1
§U2,m o T,U%AUQ’m —_ 77_(U2,m71 . VUQ,mfl) o Tﬁgvglmfl + 2U2,m71 o 5U2,m72 (571)

3 _ 1 5
SC TV (UBTCh) = ot = ST (5.72)

Les solutions (U11 UMY et (CM™,¢3™) peuvent maintenant étre calculées en découplant le systéme

(5.69)-(5.72) en deux problémes stationnaires.

5.4.2 Etapes de résolution

Etant donné (Ull’m7 Uzm), (¢bm (™), m = —1,0, fixés, et pour m > 1 on note

AT U _oupmt a¢tm=1
£1 _ 2U1,m 1 7U1,m 2 Ul,m 1 1 = ,
1 oY1 TV, 73331 Tpgiaxl

1
£2 — 2U2,m71 o §U2,m72 o T(Ulm71 . V)U27m71 o Tﬁgvgz’m,fl’

Nl _ 2(1,m—1 _ %Cl,rn—Q7 NQ — 2(2,m—1 _ %C2,m—2’

et on résout successivement les équations aux dérivées partielles suivantes dans un domaine Q C R? de
frontiére continue et lipschitzienne 92 (voir fig. )
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FIGURE 5.2 — Une décomposition de domaine 2-D, Q@ = Q; U Qs

T=0,U0,, N =0 T =00 No,.
1. Etape de diffusion : trouver (U}, U2, U2) = (U™, UP™, U2™) vérifiant

gUll — Tul AU = £* dans (5.73)
% =0 sur 9 \T (5.74)
gUQ — TuiAU? = L2 dans Qs (5.75)
U?=0 sur O \ T (5.76)
Uiy = U3y = {“Oggﬁk =0 (17

2. Etape de transport : trouver (¢*,¢?) = (¢, (?™) vérifiant

gcl + T%(Uﬁ(l) =N dans (5.78)
1

t=0 sur 097 (5.79)

gc2 +7V - (U2<2) = N2 dans € (5-80)

=0 sur 095 (5.81)

=0 (5.82)

Chacune des deux étapes est résolue par une méthode de décomposition de domaine sans recouvrement.
En ce sens, on suppose que U* est suffisamment réguliére de sorte que les notations suivantes pour la
résolution de 1’étape de transport aient un sens

00, ={x €U NI : (U"-n*) <0}, 09 ={z € 0% NIQ : (U* n*) >0}

n = n* désigne la normale unité extérieure a 9€2),. On note aussi que (voir fig. |5.2) n = (1,0) = n? =
—nl! est le vecteur normal unité sur I, dirigé de Qy a4 Q. Par ailleurs comme [Ul]\r = 0, on note par
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U la valeur commune aux fonctions Ul et U? sur linterface. Ainsi les parties entrantes et sortantes
1 1
sur [' sont notées par

I~ ={zel:Uy(z) <0} =TF =T;, Tt={zel:U(x)>0}=T7 =T}

Remarque 7. La condition d’adhérence du fluide (5.76) sur les parois de Qo peut étre remplacée par
une condition de glissement. Dans ce cas ’étape de diffuion est formulée par

3

§U11 — Tug AU} = £ dans (5.83)
oU}
zTnl =0 sur 9 \T (5.84)
gUQ — TuEAU? = L2 dans (5.85)
U?-n=(VU?-n)-7=0 sur I \T (5.86)
U,
_72 _ oY1 _
(U], =Us) . = {Mo e, ] ; 0 (5.87)

T étant la tangente sur 0Ss.

5.5 MDD pour I’étape de diffusion

5.5.1 Formulation faible

Considérons les espaces de Sobolev suivants

Vi = H'()
V% = Héﬂz\F(QQ)
Vi = Hj()
th) = Héﬂl\F(Ql)
Vi = [Hy(2))?
V. = Hy(Q)

et posons
Vi=V], V’=VIxVj

Considérons les formes bilinéaires suivantes sur V¥ x V¥ :

3
ahulelol) = [ Jeluldotmi [ Vel vulds
0 2 o
byir(01) = i L orda
1
3
a%it(¢2aw2) = /Q 55027,/12dz+7'u(2) A V? - Vip? da
2 2
b%it(@Q) = c? 902 dz
Qo

En multipliant (5.73) par ¢} € Vi, (5.75) par ¢? € V2, et (5.77) par 5%, et en intégrant par parties

, nous obtenons une formulation faibe des équations (5.73)-(5.77) donnée par : trouver (U{,U?) €
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V1 x V2 vérifiant

ay (UL, 01) = by (1) (5.88)

Ui, = Ui, (5.89)

a%it(UQ ) b?}zt( ) (5.90)
ale vit a[]1 vit

1 == 1 . 1

< ’B >H50(r) < ’ﬁ > HZ,(T) (5:91)

, 1
pour tout (p1,¢?, B¥1) € Vi x V2 x HZ)(T). Pour prouver 'existence et I'unicité de ce probléme faible,
on établit ’équation d’interface équivalente.

5.5.2 Equation de Steklov-Poincaré

Nous introduisons ’équation d’interface pour la seule variable définie sur I'. L’existence de la solution
de cette équation d’interface permet d’obtenir les fonctions inconnues (Ui, U?) € V! x V2 en résolvant
des sous-problémes indépendants.

. 1 vit vi
Pour AV € HZ (T'), on introduit les opérateurs d’extension Ul1 A et UM définis par

vit
° Ull’)‘ € V1 vérifiant :

al (U 01) = 0 pour tout o} € V3 (5.92)
U= (5.93)
o UM € V2 vérifiant
a,, (U% AT ©%) =0 pour tout p* € V32 (5.94)
U= (5.95)

Les extensions Dirichlet-homogénes définies par les données du probléme sont exprimées par :

° Ull’* € V! vérifiant :

ayi (UL, 01) = bl (1) pour tout of € Vg (5.96)
U™ . =0 (5.97)
o U?* € V2 vérifiant :
ayy (U, 0%) = 03, (¢”) pour tout * € V§ (5.98)
Ut =0 (5.99)

Par le lemme de Lax-Milgram, on montre facilement que ces sous-problémes admettent chacun une
i . . k /\UM . P ., oy

unique solution. Par ailleurs, comme U;” Ip = A% alors en utilisant I’inégalité de la trace, et des

estimations & priori on obtient la proposition suivante.
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4 1
Proposition 7. Pour tout A" € HZ (L), ||Uf’)‘ v est équivalent a ||)\”t|| 5 oy’ , i.e
00

1. 1l eziste deux constantes Cy 1, Caq > 0 dépendant des paramétres u} et T telles que

Cral x| < o Hvl < ConlIA 4

HU%O(F) - H; 2 o ()
2. De méme il existe deux constantes positives C o, Ca 2 dépendant de u?) et T telles que

Cral Ay < 10U v < Coal Ny
00( ) HE(T)
Démonstration. Notons par cfr ret crelv r respectivement les constantes de continuité des applications
de la trace et de relévement restreintes a I' (théoréme 1)), c’est a dire

k k k
e (@03 ) < conrllelivy
00

IRe ()bt < huole®l 3

pour tout ©F € VF. Alors par des estimations & priori, on établit les deux relations de la proposition,

avec
max(2,

Cik = (Cfr,f‘)_lv Co = clrcelv r
min(2,

O

Remarque 8. Fn utilisant la proposition ci-dessus, on obtient qu’il existe c1 ), > 0, ca 1 > 0 dépendant
des constantes uf et T tels que

vit vit vit
e a|UPA e < U v < conl[UA v (5.100)

vit vit vit
calUr™ fve S U vz < eop| U v (5.101)

Ces inégalités sont utilisées dans la suite pour établir les propriétés des opérateurs d’interface.

Supposons maintenant que (Ui, U?) € V1 x V2 est solution de . alors Ul = U} A4
UD*, U2 = U2 4 U2 on \Vit = Uk - Réciproquement (U Uk U2 AL U2%) e VI x V2

) 1
est solution de (|5.88))-(5.91)) si et seulement si A\** € Hozo(r) satisfait I’équation de Steklov-Poincaré
equation

'vait)\vit7 ’Uit> 1 — < ’L" U1t> 5.102
< a Hoéo(F) s HOQO(F) ( :

. 1 1 o
L’opérateur d’interface SV : HZ (') — [Hg)]' est tel que SV = St + 83 et pour tout (AU, 3V €
1 1
Hio (') x Hgo(I'), on a

vit \ vt v )\u“ vit
<Sl tA ta/B t>H(§)(F) = Uzt(Ul Ul ” )7

Svit)\vit’ vit> _ U2 Avit U2 BUit
< 2 B Ho%o(F) mt( )

. 1 . 1
De méme la fonctionnelle xV* = x4 + x5 € [HE (I')]’, avec pour pout tout V" € HZ ()

vit Quit 1 ,BUit 1,8v% 1,%
/3 = b U U
<X1 ’ >H0%0(F) vzt( ) mt( 1 )

. vit vit *
(s, 57 ) B (U2") = a2 (U2 U

Hy (T)
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Proposition 8. Les opérateurs de Steklov-Poincaré vérifient les propriétés suivantes :

. , 1 , 1
1. 8y, et S§™ sont des opérateurs linéaires continus sur H(T) (i.e., SY"B € Hi(T)')
2. 8V et SY* sont symétriques et coercitifs.

Démonstration. Les propriétés de symétrie des opérateurs d’interface SY%, i = 1,2 découlent directe-
ment de celles des formes bilinéaires a!,,, ¢« = 1,2. En utilisant les inégalités de la proposition |7| et de
la remarque [8| on déduit qu’ils sont continus et coercitifs. De plus on a

. ) ’ 3 ’ .
Smtﬁvzt’amt> N < 02 1 max(=, T 1 ﬁmt 1 amt 1
(si b oy S Coamax(Gra) 18y el
Msfit

<Svitﬁvit avit> . < ngmax(§ 7_“2) H,BMtH N ”avitH .
A7 Y1 B 2’ 0 HEm' g )
Msénit,

szt mt7 mt> N > (4 1 min =7 1 vit||2
(1,87 ) a1y = Cuamin(Grd) 1802y
msin’,t

vit Quit vit : 3 vt
(58757 s > Cramin(G ) 1812

a0 N , Hg (D)
msgit
O
Par conséquent I'opérateur global SU% est aussi bilinéaire, continu et coercitif avec
Svit vit avit> 1 < (Mevit + Meovit vit 1 avit 1
(87870t} g S My + Mg ) 187y ™)y
Mgoit
et
Svitﬁvit7 vit> 1 > min(m vit, Mguit vit |2
(S50 ) 3 g = minlmspe moye) 82y
mgoit
Finalement par le lemme de Lax-Milgram, on a le résultat d’existence et d’unicité suivant.
, 1
Théoréme 10. L’équation variationnelle admet une unique solution \*"* € H)(T).
La forme différentielle de 1’équation de Steklov-Poincaré ((5.102)) s’écrit par
2 i, AVt 2 3%
Lo LoUy . oU; , _1
SUIEAVI = uf)ali = Mf)ail = x""" dans Hy,? (T) (5.103)
i=1 T1 i=1 T1

, 1 _1
Dans ce cas, en appliquant la proposition on prouve que l'opérateur SV : HZ (T) :— Hy,?(T) et

. it
i\ vi ;Ui .. ) . NP .
ses composants Sy = i 30— ¢ = 1,2 sont auto-adjoints, bornés et coercitifs. Ainsi I’équation

. 1
de Steklov-Poincaré (5.103) admet une unique solution A" € HZ (L), et la solution du probléme
différentiel (5.73))-(5.77) est construite en posant

1 vit 1 vit
Ul =u? v+ ult, vt =0 4 U

En tenant compte de ces différentes propriétés des opérateurs de Steklov-Poincaré, on peut appliquer
une méthode itérative du type Krylov pour résoudre 1'équation d’interface en utilisant soit S} ou S5
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comme préconditionneur. En particulier la méthode de Richardson [76] permettant de résoudre (5.103)

est donnée par : soit Ay € HO%O(I‘) fixé, pour j > 0,
v Vi vit\~ 1/ vi v v v
)\]_il - )\] ¢ + 0(52 t) (X t - (S2 ¢ + Sl t))\] t), (5104)

ot 6 > 0 est un paramétre de relaxation convenable.
La convergence de cette méthode itérative est prouvée en utilisant le résultat abstrait suivant prouvé
dans [76].

Théoréme 11. Soit X un espace de Hilbert réel et X' son dual. On considére un opérateur linéaire
continu et inversible Q : X — X' tel que Q = Q1 + Qo, Q1 et Qo sont des opérateurs linéaires. Etant
donné Z € X', soit x € X la solution de l’équation

OQr =2
et pour cette solution, la méthode de Richardson préconditionnée
Qy(a?*! —a?) =0(Z2 - Qa), j=0, 0>0

On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Qg est symétrique, continu et coercitif de constantes Bg, et ag,, respectivement ;
2. 9y est continu de constante g, ;

3. Q est coercitif de constante ag.

Donc pour tout z° € X et pour tout 0 < 6 < 0,42, avec

9 _ 204904222
Bq.(Bq, + Bq,)?

la suite ‘ ‘ .
=g 4 Gle(Z — Qa?)
converge dans X wvers la solution du probléeme Qx = Z.

2
ZmS,U“ msé”'f

1
snal — 2 __ Quit __ Quzt __ Quit _
Ainsi en posant X = HZ([), @ = SV, Q1 = S7", Qp = 53", et Opax = Mgt Mg Mggis)?

pour un choix convenable de 6, la suite /\3” générée par (5.104) converge vers I'unique solution AV de
(5.103)).

alors

Dans la partie suivante, on prouve que cette méthode itérative de Richardson correspond au schéma
itératif Dirichlet-Neumann consistant & résoudre pour chaque étape le sous-probléme posé sur 2, avec
la condition de Dirichlet et celui sur €25 avec la condition de Neumann.

5.5.3 Procédure itérative

On propose une procédure itérative Dirichlet-Neumann avec relaxation notée (D;N3) pour résoudre le

probléme faible (5.88 )— : pour \§¥ € HO%O(F) fixé, et pour j > 0:

i) trouver Ul , € V':

aiit(Ull,jJrh @%) = biit(‘ﬁ%) pour tout 80} € Vé (5.105)
UinlF =AY (5.106)
i) trouver U?,, € V?:
a?)it(UjZ-l—lv ©*) = bz, (¢%) pour tout ¢* € V§ (5.107)
2 aU127.7'-|r1 1 8Ull,j—s-l

1
5oy L tout 8 € Hg,(T 5.108
<Mo By >5>H0§0(F) <Mo B ’ﬂ>1ﬂ(r) pour tout 3 € Hg,(T) ( )

00
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i) calculer AV, :
AVl = 9Uﬁj+1‘r + (-0, 6>0 (5.109)

Proposition 9. L’algorithme (D1N3) - est équivalent o la procédure préconditionnée de
Richardson (5.104)).

, 1
Démonstration. Pour tout 8V € HZ(T') on a

vityr2 vit B - y
<82 Ul,j—HlF’B >Hé)(F) B <S2 U17j+1|1‘ 1 Irvﬂ > é)(l“)
= Uzt(U UQ,* U2’5Mt)
= bllmﬁ(Ul B ) mt(Uz [3“ )

mt(Ul J+17U16 ) mt(Ul * U 1,8v )

, 1
Par ailleurs pour tout 8" € H3)(T) on a

1,

1 1,8 Ulstn) =00y goie 1 prlx pr1,8vi
am’t(Ul,j+17 Uy ) = mt(Ul Uy )+ ay (U™, Uy )
. vit
— Svit)\mt, mt> Ul * Ul B )
< 1 7 B HO%O(F) ( 1 )

D’ou

Svitp2 7ﬂm't> L = < m't’l@vit> L <Svit>\pit’ﬁvit> L
< 2 TLitlp mhm W HE,(T) 1 HE,(T)
Clest a dire

SYUUT ) = X = 8P dans H (T,

et
1

U12,j+1‘ (szt) ( vit sztszt)

Finalement

1

)\;)3:1 _ 9U12,j+1‘r ( 0))\1)” (Smt) ( vit szt)\mt) + (1 _ 0))\;}1:‘,

Alinsi on obtient le résultat de convergence de la méthode itérative (D1 Na) 5.105—5.109

. 1
Corollaire 2. Pout tout 0 < 6 < Omax, et pour tout N\g* € Hgo(T) firé, la suite (U} ;,U?) € VI x V?
converge vers la solution 2—domaines (UL, U?) € V! x V2,

5.6 MDD pour I’étape de transport

5.6.1 Formulation faible

Posons les espaces de Sobolev anisotropes suivants

(Uit

1 _ 1 2 . 1 2 1 _

Q = {30 €L (Ql)v o, €L (Ql)v ¥ |391_ = O}
Q" = {p?e L) V- (U%P) € L2(), ¢f,, =0}

.%. On peut aussi résoudre le probléme faible l)lb avec l'algorithme (D2 N7p) consistant a résoudre le sous-probléme
défini sur 25 avec une condition de Dirichlet et celui sur 27 avec une condition de Neumann. Dans ce cas le schéma de Richardson
est donnée par

)\;zl )\;N + G(Sfit)*l(xvit _ (S;it + Sf”))\;}”),
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munis respectivement des normes du graphe
9 1/2
elar = |16 e + Il @i e |

1/2
Ieflae = [1e* 130 + IV - (026D (0

On introduit aussi les sous-espaces suivantes
Q = {sol €Qh ¢l = 0} cQ', Q= {<p2 €Q% of = 0} cqQ’

Considérons aussi les formes bilinéaires suivantes

3 13}
Gau@' ) = [ Get+ 5Ol ds
Q4 T1
b}Laut(wl) = lel dz
Q
3
Gt (97, 0°) = /Q (59 + V- (U%%)y? do
b%Laut (1/12) = N21/)2 dz
Q2
Une formulation faible du probléme (5.78)-(5.82) est de trouver (¢*,¢?) € Q! x Q? tel que
aillaut(<17 (pl) = bllmut((pl) pour tout 901 € Q(lJ (511())
e = (5.111)
a}QLaut(<27 (pg) = bfzmut((pz) pOllI‘ tout 502 S Q(Q) (5112>

5.6.2 Formulation de Steklov-Poincaré

Dans cette partie, on considére une formulation différente pour le probléme faible (5.110))-(5.112)). Pré-
cisément, on introduit encore une équation de la seule variable de I'interface. L’obtention de la solution
de cette équation d’interface permet d’obtenir les inconnues (*, ¢ = 1, 2.

. . , . _ . . , . . yhaut
Soit A"eut yne fonction définie sur I'~ UT*, on introduit les opérateurs d’extension ¢»**"", i = 1,2
comme suit :

o (WM € @ verifiant :

Ahaut

Ut (CPV 9" =0 Vo' € Qg (5.113)

Ci’)‘ha“tll_‘., _ )\haut (5114)

De méme on définit les extensions Dirichlet-homogénes ¢**, i = 1,2 comme suit :
o (b* € Q' vérifiant :

Tt (€%, 0") = Bhaur (') V' € Qg (5.115)
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Posons 'espace de Hilbert suivant [76] 48], 47]

Ly (D7 UT) = {<p r-urt —R| |3, 7/ +(U1)2112<oo}

et son dual topologique

1
LA (T~ urlh) .= {g@ r- UF+*>R|||U||2 */ ()02 <oo}
r-ur+ U1

U1
L’équation de Steklov-Poincaré correspondant au couplage (5.110)-(5.112]) s’écrit par
Ghaut \haut . r (LAY pp (22N el 020 = yhat g T UT (5.117)

Une analyse théorique de 'opérateur St : L%J — L% est bien détaillé dans [47]. Ainsi suivant les
1 /U1

résultats de ce papier on peut voir que 'opérateur S"*"! est borné, positif, et bijectif de L?Jl (r-ur)
dans son dual L2 (I~ UTT). Ce qui prouve que I’équation d’interface (5.117) admet une unique

solution, et on dedult ainsi 'unicité de solution du couplage ((5.110[)-(5.112)) donné par

¢= M =12

5.6.3 Schéma itératif entre sous-domaines

Pour résoudre le probléme faible (| ¢ on propose la procédure itérative suivante (voir aussi
aut

dans [48] [47, [0, [76]) : étant donné € L2 ,pour j >0
i) trouver (j,, € Q' vérifiant :
ailLaut(C;Jrl? (»01> = bilmut(@l) V 901 € Q(l) (5118)
gm‘ . = \hout (5.119)
i) trouver (7,, € Q7 vérifiant :
ahaut(é?—i—lv @2) = biaut(wz) v @2 € Qg (5120)
<32+1‘F_ = C}Jrl (5.121)
ii) calculer AJ¢yt
At = gj’ﬂm (5.122)

Pour chaque A" € L% (I~ UTT), on note par A"H~ et Ah@“hF ses restrictions sur I'™ et I'F
respectivement, et on introduit les opérateurs Jp*ut : L% (I'V) — L (™) et Jyout : LE (T7) —
Lz (T'F) comme suit

haut,+ _ haut,—
Jhaut/\haut + (gl A )‘Fi’ Jézaut)\haut, — (<2,)\ )|F+'
opérateur d’itération associé a (5. -(5. est donnée par , et dans il est prouvé
L’opérateur d’itérati i¢ & (5.118)-(5.122) est donnée par Jy*“t.Jeut et dans [47, 48] il est prouvé
que c’est une contraction dans L2 (F*‘) Ainsi I'itéré )\?““t du schéma (|5.118))-(5.122) est convergent
dans L7, (I'M), et la limite A% = Cl h““t| = (Zhaut o (¢Lhaut (Zhauty ¢ QL x Q2 est la solution

\ r+ Ir+
de (5.110))-(5.112]).
Dans [47 Palgorithme (5.119] m est interprété en une méthode préconditionnée de Richardson

sans relaxation (i.e = 1) apphquee al opérateur d’interface 5" avec Q' = ((1/Uy)S"*(1/Uy)) !
comme préconditionneur.
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5.7 Approximation de Galerkin

Soit {Pp ()} une triangulation assez réguliére et uniforme de §2, avec

h= max h
TEPL(Q) 7

hy étant le diamétre de 1’élément 7. L’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & s > 0
restreintes au triangle 7 € Py () est noté par P(T).

Les triangulations P15 (21) et Pap(2) induitent sur les sous-domaines §2; et Qs sont compatibles sur
T, c’est a dire qu’elles y admetent les mémes sommets et cotés. Par ailleurs on suppose que I' = |J ¥,
de sortes que ¥; est un coté d’un triangle 7 € P, et ona ¥ € I'" ou ¥; € I't, ou &, € IO,

5.7.1 Etape de diffusion

On définit les espaces discrets suivants

vyt = {@]f’h € CO() N VT " € Py(ar,20), VT € th(Qk)}

vyt = {Sﬁgﬁ € C°(Q2) N V3; w%’h\T € Py(x1,22), VT € ch(Qz)}

puis on pose

vih  — Vi,h

v = v < vt

Vot o= vitnvy

Vil = vZhave

Vo= (VI x VPNV

AR = B = s ot € V)

L’approximation de Galerkin du schéma (5.105])-(5.109)) est donnée par : pour )\git’h € AV fixé, et pour
j=>0

i) trouver Ull’]’-l_|r1 € VI vérifiant :

it (U1 1 01") = bia(1™) pour tout o1 € Vo' (5.123)
Uiy, = A" (5.124)
1) trouver Uirh1 € V2 yerifiant :
ai (U, ™) = b2 (") pour tout o> € V" (5.125)
2,h 1,h
<M8 8U51;1+1 75Uit,h>/\z’” _ <M(1) 3Ua1;'1+1 ,Bmt,h>/\z“ pour tout BV € ALl (5.126)
1i1) calculer /\;.}f:’lh :
AN = (=N oUT L, 0> 0 (5.127)
Comme dans le cas continu, ce schéma peut étre interprété par un algortithme du type Richardson
)\})ﬁ‘rt,lh _ )\})it,h n G(S;;it,h)_l(xm't,h _ (Sgit,h I Sfit,h))\;n't,h) (5.128)
définis par les opérateurs d’interface discrets S; it’h, ¢ =1,2. En appliquant le résultat de convergence

du théoréme [I1] on a le résultat suivant.
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Théoréme 12. Soit
Qmsmt msé;it

emax =

Etant donné )\git’h EAV et 0 <0 < Opaz, la suite (/\;-’it’h)jzo induite par converge dans Ay
vers NV solution de ’équation d’interface discréte

Svit,hAvit,h _ Xm't,h (5129)
Autrement dit la suite (Ull”jh,UjQ’h) € VLh x V2! induite par - converge faiblement

dans VI x V21 yers (Ull’h, U%hy € VEh x V2P yérifiant la formulation 2—domaines équivalente a

léquation d’interface .

5.7.2 Etape de transport

La méthode des éléments finis que nous adoptons pour ’étape de transport est la méthode de Petrov-
Galerkine connue sous le nom de Streamline Diffusion ou encore l’abréviation SUPG (Streamline Up-
wind Petrov Galerkin). L’idée principale consiste & utiliser des fonctions tests définies par la somme
d’un élément arbitraire d’un espace d’éléments finis continus et une dérivation convenable de cette
fonction (voir [25] (A. N. Hughes et T. J. Brooks (1982)), [55] (Hughes (1987)), [568] (Johnson (1987))
et leurs différentes références). Cette méthode d’ajout de la diffusion artificielle contribue a réduire les
oscillations numériques indésirées jusqu’a les supprimer. Mais plus on ajoute, plus on fausse le probléme
de base qui est convectif et tout sauf diffusif. Il vaudrait donc bien filtrer la diffusion transversale aux
lignes de courant pour éviter de détruire les lignes voisines avec des valeurs incorrectes. On considére
les espaces discrets

QM ={p"" e C%(Q) N Q" | ™" €Pi(x1,32) VT € Pun}.

On considére aussi une approximation de L? .- Pour X une union quelconque de cotés de la triangulation
situés sur I', on introduit I’espace discret

NM(E) = {¢" € LE, (D) | ¢f, € Ps(I) VI € Py(D)}.

Ainsi pour /\gam’h € /\Z““t(l") donné, la forme discréte du schéma itératif (5.118))-(5.122f) est donnée
par :

1) trouver CJlJrhl e Qbh:

0 0
a}zaut(g;:}-hlv 90}7}1 + 1987:1;1(U119011h)) = b}mut(@}yh + 19873:1(U119011h)) (5130)
1,h __ yhaut,h
G, =N (5.131)
it) trouver Q?_]_hl € Q>
aut (G0, 0"+ IV - (UG") = B (97" + 0V - (UP0™")) (5.132)
2h Ak
Gty =G (5.133)
i17) calculer )\?f{t’h :
haut,h  __ 2,h
Aji = Cj+1‘r+ (5.134)

pour tout (gp}’h, p*h) € Qé’h X Qg’h. La convergence de cet algorithme est prouvée dans [48] [50] suivant

le procédé du cas continu.
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5.8 Résultats numériques

5.8.1 Choix de la viscosité

Comme il a pu étre détaillé tout au long de cette partie, le choix de la viscosité pour traduire I'aniso-
tropie d’un écoulement est purement expérimental car dépendant du domaine d’étude.

Méme si la viscosité cinématique de Ieau qui est de l'ordre de 10~%[m?/s] exprime mieux l'aspect
moléculaire de ’écoulement de I’eau, elle est moins adaptée pour traduire les effets de turbulence de
son mouvement. Expérimentalement, pour prendre en compte cet aspect géophysique, I'idée technique
consiste a calibrer cette viscosité cinématique en fonction des dimensions caractéristiques du domaine
d’étude afin d’obtenir la viscosité turbulente. Généralement elle est déterminée par le nombre de Rey-
nolds qui modélise le rapport des termes non linéaires sur les termes visqueuses.

Cette méthode est trés courante dans les simulations d’équations d’écoulement. Parfois elle est utilisée
pour éliminer les oscillations numériques.

On présente dans cette section quelques résultats numériques pour illustrer I'influence de la viscosité
et des conditions aux bords sur la stabilité des algorithmes et la qualité de la solution numérique (hau-
teur).

Une premiére remarque découle du théoreme [I2] On observe que les constantes physiques sont déter-
minantes dans l’estimation théorique de la borne supérieure 6, des paramétres de relaxation. En
particulier, lorsque les termes de viscosité pf et 7 décroient, il est nécessaire de considérer de petites
valeurs pour 6 afin de garantir la convergence. Malheureusement dans certains cas, 6 peut étre petit
mais qu’en pratique la convergence n’est pas assurée. Ainsi, le choix d’une viscosité turbulente reste
préférable puisqu’il offre plus de possibilté de convergence du schéma itératif de I’étape de diffusion.

Dans la suite le domaine de calcul €2 tel que
O =10,3] x [-1,1], Q2 =1[-3,0] x[-3,3], ' ={0} x [-1,1]
est présenté, et le temps final est fixé & T' = 1s. Les constantes physiques suivantes sont utilisées :
o uy=p3 =10"1 [m?/s] (cas d'une viscosité turbulente)
o uy=p3=10"% [m?/s] (cas d'une viscosité cinématique).
e =0.53, g =9.81.

e Les conditions initiales sont données par

_J 03 pour =z <275
¢(z,0) _{ 0 ailleurs.

_f (0.1,0) pour =< -2.75
u(z,0) _{ 0 ailleurs.

e Pour les deux schémas itératifs la tolérance est fixée a tol = 107"
Cette expérience simule le passage d’une vague océanique sur l'interface avant de s’écraser dans le fleuve.

Les matrices issues des sous-problémes de diffusion sont symétriques, définies positives, alors que celles
des sous-problémes de transport sont asymétriques. Par ailleurs la plupart des composantes de ces
matrices sont nulles. Pour ces raisons, elles sont stockées en format creux, et la résolution se fait par la
méthode du gradient conjugué pour les systémes de ’étape de diffusion, et par la méthode du gradient
bi-conjugué pour ceux de l'étape de transport (une description du gradient conjugué et du gradient
bi-conjugué avec préconditionnement dans le cadre général des méthodes de projection de Krylov est
détaillée dans ’annexe |B| ).
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En considérant h = 1072, § = 0.4, et 7 = 1073, on présente sur la figure (5.3) la hauteur dans la
jonction a t = 1.s, calculée avec la viscosité cinématique de I'eau.

hauteur
0.485

FIGURE 5.3 — Hauteur a ¢t = 1.s avec viscosité cinématique et conditions d’adhérence
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On observe une présence d’oscillations numériques sévéres causées par l'absence de diffusion numé-
rique[} Plus important encore le mouvement de I’écoulement n’est pas bien déterminé par les contours
de la hauteur (normalement orienté de Q9 vers 7).

Plusieurs constantes physiques peuvent étre mis en question, notamment le paramétre de diffusion ¢
défini dans I’étape de transport et la viscosité du probléme de diffusion.

Pour avoir une idée, on analyse maintenant le schéma itératif Dirichlet-Neumann avec 6 = 0.4 et pour
différentes valeurs de h et 7. Puisque les termes de viscosité sont les plus aptes & assurer ellipticité du
probléme de diffusion, on peut s’attendre qu’ils puissent influer dans la convergence du schéma itératif.
Dans la table (resp. table nous reportons le nombre maximum d’itérations sur tous les pas

T h=0.15| h=0.04 | h=0.035 | h =0.0125 | h =0.0087 | h = 0.0053
1/40 7 9 6 13 11 5
1/150 9 9 12 19 11 7
1/300 10 9 15 22 16 19
1/500 12 13 17 22 25 21
1/1000 15 18 17 25 27 33
1,/2000 16 19 19 30 33 34

TABLE 5.1 — Itération maximale de ’algorithme Dirichlet-Neumann avec la viscosité turbulente

- h=015| h=004 | h=0.035 | h=0.0125 | h = 0.0087 | h = 0.0053
1/40 17 9 9 9 11 27
1/150 31 4 13 159 4 4
1/300 40 5 4 12 16 4
1/500 112 123 117 175 108 §
1/1000 4 18 17 9 11 §
1/2000 § # i i i §

TABLE 5.2 — Itération maximale de 1’algorithme Dirichlet-Neumann avec la viscosité cinématique

de temps pour obtenir la convergence de ’algorithme Dirichlet-Neumann dans le cas de la viscosité
turbulente (resp. cinématique) suivant les constantes de discrétisation 7 et h. Le symbole £ indique que
le schéma ne converge pas avant maxit = 190 itérations. On constate que dans le cas cinématique, le
schéma rencontre des difficultés de convergence pour certaines valeurs de 7. En fait, dans de tels cas la
méthode converge aprés un nombre important d’itérations dépendant de h. A I'opposé, on remarque
une bonne tenue de la viscosité turbulente par rapport a la convergence du schéma itératif Dirichlet-
Neumann.

Ces résultats influent en conséquence sur la stabilité du schéma itératif de ’étape de transport, comme
le montre les figures et représentant respectivement les iso-contours de la hauteur sur 'interface
pour 7 = 0.1 et 7 = 1073,

.1. On peut définir la diffusion numérique par l’accumulation d’erreurs et D’effet d’approximations au cours des pas de temps
qui font ressembler la solution numérique a celle d’une équation ayant un terme de diffusion.
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040 040
0.35-] 0.35-]
0.30 0.30
0.25- 0.25-

i v 1
0.20

0.154 0.154

010 010

0.05- 0.05

wt—or—-mr—m———rr—r—r——"——"—"7 wt+—r——r—rr—Frr"—"—"—"—7+

-1.0 -0.6 -0.6 -04 -02 0.0 0.z 04 06 0.6 10 -1.0 -08 -0.6 -04 -02 o 0.2 04 06 08 10
Interface I’ Interface I’

FIGURE 5.4 — Coupes de la hauteur sur I' & ¢ = 0.5s cas cinématique (gauche), cas turbulent (droite)

040 040

0.35] 0.35]
0.30 0.30
0.25] 0.25]

0.20 0.20

0.15-] 0.15-]

0.10 0.10

0.05 0.05]

77777 T+ w5777 7T

S0 -08 -6 -04 -02 00 0.2 0.4 0.6 [IX 1.0 S0 -08 <06 04 02 00 0.2 04 0.6 0.3 1.0
Interface T Interface T

FIGURE 5.5 — Coupes de la hauteur sur I" a ¢t = 1.s cas cinématique (gauche), cas turbulent (droite)
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hauteur
2

hauteur

i.2

FIGURE 5.6 — Hauteur a t = .5s, 1s avec viscosité turbulente et conditions d’adhérence
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hauteur

hauteur

FIGURE 5.7 — Hauteur & ¢ = .5s, 1s avec viscosité turbulente et conditions de glissement
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On observe que le cas cinématique montre plus d’oscillations, et est instable suivant 7, contrairement au
cas turbulent ou les formes des deux courbes sont trés proches en ¢t = 0.5s et 1.s. Finalement on déduit
que le schéma Dirichlet-Neumann proposé n’étant effectif que lorsque le produit &7 est suffisamment
grand (ce qui permet de garantir Pellipticité des sous-problémes), est en partie a la base des difficultés
de la solution avec viscosité cinématique.

Pour ces raisons le choix de la viscosité turbulente garantit mieux la stabilité des algorithmes de dé-
composition de domaine, et en conséquence la qualité de la solution numérique est plus représentative
comme nous le montrent les figures présentant la solution hauteur de ’étape de transport aux
temps t = 0.5, 1s. On constate que la continuité de 1’écoulement sur 'interface se passe remarqua-
blement bien. Mieux encore I’écoulement se dirige vers I'interface de maniére convergente. Cependant
on peut noter que la direction prise par I’écoulement n’est pas seulement liée au choix de la viscosité.
Pour s’en convaincre on simule le probléme en considérant I'étape de diffusion avec des conditions de

glissement, i.e les équations (5.83))-(5.87)).

Les valeurs de la hauteur aux pas de temps ¢t = 0.5s et ¢ = 1s sont présentées respectivement sur les
figures . A Dopposé des conditions d’adhérence, les nouvelles conditions de glissement permettent
aux courants de se diriger vers l'interface de maniére perpenduculaire sans devier de leurs trajectoires,
ce qui induit des effets d’overshootings sur les bords de (5.

5.8.2 Courants de vitesse

L’évolution des courants de vitesse dans une jonction fleuve/océan comme dans toute zone cotiére est
largement influencée par les directions prises par les vents qui y soufflent. On étudie une expérience
simple permettant d’illustrer cette influence.

Considérons le domaine d’étude ) définie par

O =10,3] x [-1,1], Q2=1[-3,0] x[-3,3], ' ={0} x [-1,1]
Les constantes physiques suivantes sont utilisées :
o uy=p3 =10"1 [m?/s] (cas d'une viscosité turbulente)
ey =053, g=9.81,7=10"3% h =102

e On pose
Ie ={-3} x(-3,3), I's = {1} x (-1,1)

avec les conditions limites suivantes
u(z,t) = 1.0, ¢(z,t)=0.3 pour ze€Tl UT,

et

u(z,0) = ((x,0) = 0.0
e Pour les deux schémas itératifs la tolérance est fixée a tol = 1077,
On simule les courants de vitesse sortant de 'océan et entrant dans le fleuve ( ou dans la direction Ouest-
Est pour la bréche du fleuve sénégal sur Pocéan atlantique). On suppose que ces courants rencontrent
une perturbation liée au vent, qui soufle dans la direction Nord-Sud i.e

Fsl = (F11,57F21,s) = (070)7 Fs2 = (F12,55F22,s) = (07 _0'1)

Les figures (5.8)-(5.11) présentent les courants de vitesses et le niveau de la hauteur d’eau dans la
jonction pour les deux conditions aux bords (adhérence ou glissement du fluide sur les bords).
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vitesse
800
0.750
0,500
-—m l0250
0.00

I\

= —— L
§

"I

|

FIGURE 5.8 — Lignes de courant dans la jonction avec des conditions d’adhérence aux bords

hauteur

FIGURE 5.9 — Niveau de ’eau dans la jonction avec des conditions d’adhérence aux bords
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vitesse
% EBOO
\ |
\ - 0.600
~_ 0.400
s e—
— =
s \t — 0.200
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FIGURE 5.10 — Lignes de courant dans la jonction avec des conditions de glissement aux bords

hauteur
?.150

'0.120
0.080

0.040

0.000

FIGURE 5.11 — Niveau de I’eau dans la jonction avec des conditions de glissement aux bords

On suppose maintenant que le vent est dans la direction opposée (i.e Sud-Nord) dans 1'océan, et on
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présente sur les figures ([5.12)-([5.15) les lignes de courant et la hauteur de ’eau pour chaque cas.

vitesse
800
0.750

- 0.500

0.250

0.00

&

< X

i

FIGURE 5.12 — Lignes de courant dans la jonction avec des conditions d’adhérence aux bords

hauteur
.150

'0.120

0.080

0.040

0.000

FIGURE 5.13 — Niveau de I’eau dans la jonction avec des conditions d’adhérence aux bords
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% Fo\éi’resse
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FIGURE 5.14 — Lignes de courant dans la jonction avec des conditions de glissement aux bords

hauteur
?.150

0120
0.080

0.040

0.000

FIGURE 5.15 — Niveau de I’eau dans la jonction avec des conditions de glissement aux bords
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Les résultats obtenus montrent bien 'influence du vent sur 'orientation des courants et la génération
de seiches de surfaces dans I’embouchure ou l'estuaire. Dans les deux cas de conditions aux bords, on
observe que les courants océaniques se dirigent vers le fleuve en se détournant de leurs trajectoires
premiéres avant de passer sur l'interface. Néanmoins 'orientation des lignes différe selon qu’on impose
des conditions d’adhérence ou de glissement sur les bords de €25. Enfin on remarque que les seiches de
surface sont beaucoup plus visibles avec les conditions de glissement (voir fig. , ) que dans

le cas des conditions d’adhérence (voir fig. (5.9), (5.13)).
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CHAPITRE O

Lois de conservation scalaires

On introduit une nouvelle méthode de décomposition de domaine des lois de conservation scalaires en
appliquant la méthode STILS [13, [12, 20, [21)]. Le probléme est d’abord formulé en dimension spatio-
temporel, puis en une équation pour la seule variable définie sur l'interface. Un schéma itératif entre
sous-domaines est ensuite proposé pour la résolution de cette équation d’interface.

6.1 Description du probléme

Soit 2 C R? un domaine de frontiére lipschitzienne 9 vérifiant la propriété du cone [2], et soit 7' > 0.
On se donne un champ de vecteur advectif u : 2x]0, T[— R? et un terme source f € L?*(Q2x]0,TY).
Dans la suite (.|.) est le produit scalaire usuel.

Le probléme consiste a trouver une fonction ¢ : Qx]0, T[— R vérifiant ’équation aux dérivées partielles

% +div(cu) = f (6.1)

et les conditions initiale et au bord
c(x,0) = c¢o(x) pour x dans (6.2)
e(xz,t) = coo(x,t) pour (x,t) sur 9N~ x (0,7T) (6.3)

ou 9N~ = {z € 90 : (u(z,t)|n(z)) < 0}, n(z) est la normale externe sur I au point z. Pour simplifier,
on supposera que J€)~ ne dépend pas de t.

La fonction ¢ peut représenter par exemple une concentration chimique dans un liquide, transportée
par le flot w dans 2. Dans ce cas la vitesse u peut étre une solution des équations de Navier-Stokes.
Elle peut aussi étre dérivée d’un potentiel. Par exemple dans le contexte d’un milieu poreux, elle est
définie par la vitesse de Darcy.

On partitionne Q en deux sous-domaines €21 et {25 sans recouvrement, de frontiéres lipschitziennes 92

et 0Qs. L’interface commune 9 N 95 est notée par I'; le vecteur normal unité sur I" pointant vers
5 sera noté n.

Q=0 UQy, T'=00N00, 00 =00 N, i=1,2. (6.4)

113
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Le probléme initial (6.1)-(6.3) est maintenant transcrit dans les deux sous-domaines.

Ainsi pour ¢ = 1,2 on a

aé)ct +div(c'u) = f
avec
c(2,0) = co(x) pour z dans Q;

Q
~
—~~

&
~

I

coo(x,t) pour (z,t)sur 9Q; x (0,T)

et la condition d’interface

= ¢ pour (z,t) surT x (0,7).

(6.8)

L’équivalence entre ces deux poblémes est étudiée notamment dans [48] [47] dans le cas stationnaire.

L’originalité de la méthode STILS est de résoudre I’équation (6.1)) en espace-temps et au sens L?. Dans
ce chapitre nous rappellerons les principes de la méthode STILS [13], 12, 20} 2], 22] pour les équations

(6-1)-(6.3), et justifierons sa forme pour le probléeme (6.5)-(6.8). La nouvelle formulation est ensuite

généralisée dans le cadre d’une marche en temps de STILS.

6.2 Cadre spatio-temporel

En espace-temps, le temps est simplement considéré comme la (d + 1)-éme dimension spatiale.

Posons
Q= 0x]0,T]

de frontiére
(0010, THU QL x {TH U (2 x{0}).

La normale externe n est donnée par
(n,0) sur  90x]0, T
n=1< (0,-1) sur Qx{0}
(0,1) sur Q x {T}.
La vitesse spatio-temporelle est & = (ug, ..., uq, 1)t. La frontiére spatio-temporelle éclairée est
0Q~ = {(z,t) € 0Q, (u|n) < 0} = (8Q_><]O,TD U (©2 x {0}).
Avec ces notations, les conditions initiale et au bord deviennent

co(z) si (x,t) € Qx {0}
op(x,t) =
coo(z,t) si (x,t) € 002~ x (0,T).

Pour une fonction ¢ suffisamment réguliére, le gradient spatio-temporel est noté par

oo (09 e Op Op
L 8x1’8m2’ ’8xd’ ot

et on a

- Do 9
V- (pu) = Fn + ; 2, (ui).
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Avec ces notations, le probléme (6.1)-(6.3) devient

Vo(w) = f (6.9)
¢ = ¢ pour (z,t) sur 0Q". (6.10)

Pour les deux sous-domaines, le probléme 1) devient

V-(cta) = f (6.11)
¢! = ¢ pour (z,t) sur QT (6.12)
¢ = & pour(z,t) sur ' (6.13)
V-(Pu) = f (6.14)
? = ¢y pour (z,t) sur IQ, (6.15)
t \
Q] QZ
X2
X1
FIGURE 6.1 — Exemple de decomposition de @ en espace-temps
ou - _ _ _ _
Q=0Q,UQy,, I'=00Q:1NdQs=T"UT'TUTy, 09Q; =90Q NIQ;, i=1,2.
r- = {(x,t) eT: (e, b)lz, b)) < o} —T7 =T}
r = {(x,t) eT: iz, bz, b)) > o} =T, =T}
o = {(w,t) eT: Uz, )iz, 1) = o}
Dans la suite on suppose que la vitesse u vérifie la condition de régularité
e L®(Q)", V-ie LYQ). (6.16)

Le théoréme suivant est démontré dans [33].

Théoréme 13. Sous les hypothéses la trace normale de @, (u|n) est dans L>=°(0Q).
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6.3 Formulation STILS globale

Pour ¢ € D(Q), considérons la norme
1
2

ol = (Ilwlliz@) V- @) o + | . |<a|ﬁ>|¢2d&)

voir [21I]. Considérons aussi 'espace de Sobolev anisotrope H (u, Q) qui est 'adhérence de D(Q) pour

cette norme
———H(u,Q)
H(u,Q) =D(Q) .

Sous les hypothéses (6.16)), il existe un opérateur trace, linéaire et continu [2T]
v H(uQ) —  L*(0Q7,|(uln)|ds)
o = () =P

Finalement considérons I'espace

Ho(u,Q:0Q7) = {p€Hw.Q), ¢pq- =0}
et posons
Ve = {pe Hw Q) v (9) = ¢y € L20Q™,|(R)|45) |
G- = (V7).
Le théoréme suivant est démontré dans [20, 21]

Théoréme 14. (Inégalité de Poincaré courbe)
Siue L=®(Q)M! et V-u € L>®(Q), la semi-norme sur H(u,Q) définie par

[0l F(u,Q) = (/Q(ﬁ - (uy))? da:dt+/

[(@li)l¢dz )
0Q~

est une norme équivalente & la norme sur H(u, Q).

Une solution de (6.1)) dans L? est un minimum dans {¢ € H(u,Q); v~ () —cp, = 0} de la fonctionnelle
H(u,@Q)-coercitive

J(e) = % (/Q (- ie) - f)2 dadt — /aQ c2(ﬂ|ﬁ)d&) . (6.17)

La dérivée au sens de Gateaux de J est
DJ = [ (V@)= f) V- (up) dadt — a|n)da. .
(1)) = [ (V-0 1) ¥ o) dot — | | col@maz (6.18)

Ainsi une condition suffisante pour avoir une solution au sens des moindres carrés de (6.1))-(6.3)) est la
formulation faible suivante : si ¢, € G, trouver ¢ € H(u, Q) tel que

/ V- (10)V - () dadt = / £ () dudt Ve € Holu, Q,0Q7) (6.19)
Q Q

v () = ¢ (6.20)
Les résultats suivants sont démontrés dans [21]

Théoréme 15. (Principe du mazimum) On suppose 2 borné et f = 0 dans . Soit ¢, € G™ N
L>®(0Q7), si V-u =0 la solution ¢ de (6.19)-(6.20) vérifie

infc, < c<supgy
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Théoréme 16. (Solution faible) Pour f € L™(Q) et u € L=(Q)¢ N L*(0,T; BV (2)?) avec V -u =0,
soit ¢ € Hy(u,Q;0Q7) la solution de

/ V- (@e)V - (up) dedt = / IV - (@p) dadt Ve € Ho(u, Q;0Q7),
Q Q
alors elle est une solution faible, c’est a dire :
/ V - (e)p dzdt = / feodadt Vo€ L*(Q).
Q Q

Pour ¢, € G, soit Cy € H(u, Q) tel que v~ (Cy) = ¢p. Alors p = ¢ — Cy, € Hyp(u, Q;0Q ™) est 'unique
solution (inégalité de Poincaré courbe et lemme de Lax-Milgram) de

/ V- (up)V - (i) dadt = / IV - () dzdt — / V- (@Cy)V - (i) dadt (6.21)
Q Q Q

Vip € Ho(u, Q;0Q7).

Posons

W(w,Q) ={¢ € 1%(Q), V- (@p) € L2(Q), ¢y, € L2(0Q",|(7)|d5) } .
Si u est suffisamment régulier, e.g. u € L2(0,T; H} (2)%), on peut voir que [21]

H(U, Q)N L¥(Q) =W(U,Q) N L*(Q).

Dans la suite on supposera que ¢, € L>(0Q~) NG~ tel que ¢, =y~ (C}) avec Cp, € WH*(Q). Donc si
f =0 dans (6.1)) la solution au sens des moindres carrés ¢ € L>(Q).

6.4 Formulation STILS 2—domaines (STILS-DDM)

Dans cette partie le probléme (6.11)-(6.15)) est reformulé au sens des moindres carrés.

6.4.1 Espaces de Sobolev anisotropes
Considérons la norme

1
2

leill i (u.@i) = <||<Pi||%2(Qi) + IV - (@)l 220, + /(9Q _ |(ﬂ|ﬁ)|%2d5> ,
et soit H (u,Q;) I'adhérence de D(Q,) pour cette norme
= H(u,Q:) S S - P
Hw,Q)=D@) s Ho(w,Qi:%) = {i € H(u,Qi); v, =0}, £ 0Qy UTT.

De plus si & est un ouvert de dQ;” UT; ou Q; UT;, posons
P \amias) = {o: € - & [ [@imlsas <o
s
c’est un espace de Hilbert pour la norme

. _ 1/2
Il i = ([, @105
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induite par le produit scalaire
(‘Pia wi)i(am) == /N(ﬂlﬁ)w/lid& X C ani U in-
b
Pour i = 1,2, considérons 'espace de Hilbert

H(div, Qi) = {1 € L2Q)™": V- 1 € L(Qn)}

muni de la norme du graphe

- 1/2
10t v 0 = (193022 g0an + IV - @illizign]
La définition est identique pour H (&R/, Q).

Le théoréme des traces pour H (u, Q) peut maintenant étre appliqué a H(u, @Q;) par le résultat suivant
Proposition 10. Sous l’hypothése il existe un opérateur trace linéaire continu

Vit H(u,Qi) — L*(0Q, |(aln)|do)
2% — Pilaq,
qui peut étre localisé B
vt H(u, Q) — L*0QF UTT,|(uln)|ds)

i (pllaQii Ufii

Démonstration. Le détail de la preuve peut étre trouvé dans [21] :

On introduit d’abord lopérateur trace usuel v, (théoréme défini de H (&R/,Qi) a valeur dans
H~2(0Q;) (voir [511, 24])

pour tout v; € H(d:;/, Qi)

Vi > (ﬁ|U¢)|aQi s

avec formule de Green associée on a

[ (70w @iFe) dndt = (). i) Vi € (@),

H™2(0Q);H? (0Q;)

Si v; = up; la formule précédente donne

/Qi (6 - (upi )Y + (ﬂﬁiﬁi)m) dzdt = Pz‘<(ﬂ|ﬁ)7¢i>

En considérant la forme bilinéaire L; : D(Q;) x D(Q;) C H(u,Q;) x H(u,Q;) — R définie pour tout

@i, i € D(Q;) par

1 1 P V 7 € Hl 7).
H™2(0Qi);H2(9Qi) : @)

Li(pi, i) :/ (6 (Upi)i + (m%%)%‘) dxdt—i—/ _|@[n)lpipida,

Qi oQ; Ul

alors par le théoréme [I3 on a
|Li(ei, vi)l NIV - @pi) | 2@ IWill 2 (@uy + IV - (@) = V - (@)bill L2 il 2 (00)
+H90i||aqg;uf;,(ﬂm)HU’iHaQ;uf;,(ﬂm)'
Finalement on obtient I’inégalité suivantes
1Li(pi, i) < (L4 IV - ull @) leill m w.i 1¥ill 100 -

Comme L;(p;, @;) = ”%”?)Q+uf+ (@i’ le résultat désiré est obtenu par extension continue de la forme
bilinéaire L; & H(u, Q;) X .Ff(u,bl) O
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L’inégalité de Poincaré courbe pour les fonctions de H(u, @Q;) est donné par

Théoréme 17. [20, [21)] Sous U’hypothése la semi-norme sur H(u,Q;) définie par

|<Pi|H(u,Qi) = </
Q

est une norme, équivalente a la norme définie sur H(u,@;).

2

(% - (ug;))? dadt + / B
8Q; UT;

i

|@lm)l d5>

La preuve est similaire & celle établie dans [20] 21], et dans le cas d’un flot & divergence nulle, elle est
obtenue par l'inégalité @il z2(0,) < C(T)|@i|m(u,0.), o0 C(T) = y/max(4T2,2T).

Considérons maintenant la formulation au sens des moindres carrés du probléme (6.11)-(6.15]) : trouver
(ct,c?) € H(u,Q1) x H(u,Q2) tels que

V- (@c)V - (") dzdt = FV - (") dadt (6.22)
v = c::l sur 0Q7 (6.23)
V- (@) - (ip?) dzdt = IV - (Tip?) dadt (6.24)
” = cf: sur 0Q5 (6.25)
(Cl\f— - cz\f—7ﬂ)f—,(a\ﬁ) = _(C2|f+ - Cl|f+’u)f+,(ﬂ|ﬁ) 6.26)

pour tout (!, p?) € Ho(u, Q1;0Q7 Uff) x Ho(u, Q2;0Q5 U fg), et

per={pendvreHwQ), V- (@) e Lx(Q), v,  =ppnL=TulH).
ou

A= L*T~ UTH, |(aln)|ds)
Montrons que (6.22)-(6.26) peut étre interprété comme une formulation en deux sous-domaines du
probléme STILS (6.19])-(6.20)).

Si le flot a une direction constante a U'interface des deux sous-domaines, par exemple (@|n) est toujours

positif (1:* = (), le probléeme 1}1} posséde une unique solution. En effet, les équations (/6.22))-
(6.23) peuvent étre résolues indépendamment et admettent une solution ¢! € H(u, Q1) (théoréme [14]).

Ensuite on résout (6.24)-(6.26) avec cz‘ﬂ = cl|f+.

Considérons la situation I'~ # (), T' £ 0. .
En utilisant le théoréme |5| sur la formule de Green pour ¢; € H(div,Q;) et tout v; € H'(Q;) (voir
aussi [63]) on a :

GV ) dadt + / (F|¢) dadt = / (il 7
Qi i 0Q;

Soit ¢; un élément de H (&R/, Q:),i = 1,2, et soit ¢ la fonction sur @) dont la restriction a @; coincide

avec (;. Alors ¢ appartient & H(div, @) si et seulement si
() = (Galf) dans Hogh ().
Comme la solution STILS c est dans H(u,Q), on a uc € H(&R,Q) et ¢ € L2(T). De plus
(@elii) € LAT~ UTH), (ac'|i) = (@c?|fi) dans Hoy? (0~ UT).
Finalement, comme Ho%o(l:* UDt) ¢ L3I~ UT) avec injection dense et continue, on a

(uc' —uc?|n) =0 sur I~ UL
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et (6.26)) est satisfait.
Sic € H(u,Q) est la solution de (6.19)-(6.20), en utilisant les définitions de H(u,Q) et H(u,Q;) on a
o, € H(u,Q;). Sous les hypotheses du théoréme ¢ € H(u,Q) est aussi une solution faible. Ainsi

V- (ic) — f =0 dans L*(Q).

Soit ¢; € Ho(u, Qi,0Q; Uf;), on a
’/ (i), ) = f)V - (i) dwdt’ <V (@e) = fllez@ IV - @) 2@ = 0.

Finalement (C‘Ql,qu) est une solution de - On a donc la

Proposition 11. Si u € L=(Q)* N L*(0,T; BV (%) avec V- = 0 et f € L>®(Q), la formula-
tion STILS — fournit la formulation STILS pour deuz sous-domaines (6.22)-(6.26) ; i.e si

¢ € H(u,Q) est la solution de — alors (C‘QI,C‘QQ) € H(u,Q1) x H(u,Q2) vérifie 46’,2@_
6.26).

Pour établir la réciproque, il suffit de démontrer que I’équation d’interface associée a (6.26]) admet une
unique solution.

6.4.2 Equation d’interface

Soit n € A, et soit ¢ € Ho(u,Q;;0Q; ) son extension STILS-homogéne dans Q;, i = 1,2, définie
comme la solution du sous probléme suivant

/%.(aciv")ﬁ(a@i) dzdt = 0 Y € Ho(u,Qi;0Q; UTY) (6.27)

W@, = (6.28)

T

i

Soit aussi ¢** € Hy(u, Q;; T ;) Vextension de Dirichlet homogéne vérifiant

7

/ V- (@)Y - (i) dadt = /Q Y (@) dadt (6.29)

— (%

7 (¢ = Co- (6.30)

loo

i

pour tout ¢ € Ho(u, Q;;0Q; U f;) Le lemme de Lax-Milgram et 1'inégalité de Poincaré courbe four-
nissent I'existence et 'unicité de ces solutions.

Soit (¢!, c?) une solution du probleme - Si A =g g = Apopy € A alors ¢ =
A 4 c“* Réciproquement, (¢ + ¢b*, +c**) € H(u,Q1) x H(u,Qs) est une solution de la
formulation pour 2— domalnes si et seulement si elle Verlﬁe (16.26))

2, 2, % _ 1, 1,% _ _ x
AN=c""—¢ ’M)F’7(77m) +A—c""—c )/J/)F+7(1‘;|ﬁ) =0, Yu e A.
Ainsi pour obtenir une solution de 1)1) telle que Cilffuﬁ € A, i = 1,2 il suffit de trouver

\ € A vérifiant ’équation de Steklov-Poincaré

<§)\,,u>x = <§,,u>7\ YueA (6.31)
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avec S = 51 + §2 et X = X1 + X2 tels que
S;iAv > = >‘, T~ () — i))\a T+ (ala
(Six - A W5 @my — (€7 WFE @m)

v — 1% -
<X’La/j/>x = (C 7M)ri+7(am)-
Soit £ € D(Q;) et ¢* une fonction suffisamment réguliére, on a I’égalité suivante

V- (@€' dadt = /

0Q;

@gca= [ @mecdss [ (e,
Q; 2Q; UT; 2QFurf

En appliquant la formule d’intégration de Green, on a

[ awgca=— [ @igcar+ [ (@ @+ @Tee) o
oQ;furf aQ

iUi, k3

et

/  @mEcids = — /  @meicids+ / (- @+ (V- @ — (¥ - n)eic
oQfur aQ; UL, Qi

Donc par densité, si V-4 =0 on a la

Proposition 12. Soit ¢' € H(u,Q;) tel que V - (') = 0 dans L*(Q;), alors

/  (@)etide = — /  (@R)yi’da.
aQfurf aQ; ur;

Siue L®(Q)% N LY0,T; BV(Q)?), V- & = 0, la solution ¢ du probléme (6.27)-(6.28) est aussi une
solution faible (théoréme . Donc

V- (@) =0 dans L*(Q;).
La proposition ci-dessus montre que S = §1 + §2 (A — A telle que §m = 15— — ci’"‘ﬁ est continue
(ie Sipe A).
Soit € A, on a
<S¢77777>K = (1, 1)

i

Galmy — € MEs G-

De plus

1., i 1 i 1
5”0 ’n”%j-,(m:ﬁ) - (C ’nan)fj,(ﬂm) - 5”77 —C ’n”%j-’(mﬁ) - §||n||%j-)(mﬁ) (632)

Finalement en appliquant la relation (6.32]) et la proposition (12| & <§m, 77>~, on a
A

Proposition 13. Pouri=1,2 on a

~ 1 . . ~
. — 257 2 % — b 2 — %
<SZ77777>K 2 2(”0 ||6Q:r7(a|ﬁ) + ||77Hp;7(am) + ”77 c HF?,(HW) ||77HF,L-+,(77|5))’ v ne A.
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Ainsi pour tout n € A on obtient
g 1 2 2,
<S7’777> 5(”6 HaQiﬂ(mﬁ) + ”C ||6Q+ (T|m) + ”77 ||F+ J(@)w) + ”7’ —C ||F+ u|n))

Soit maintenant € A tel que Sp = 0. Posons ¢ sur Q tel que CU‘QV = ci’". Alors 77 (¢") = 0 et

V- (uc”) = 0 dans L?(Q). Le théoréme appliqué au probléme (6 avec u suffisamment
régulier donne ¢" € Hy(u, @Q; 0Q7), et c’est la solution au sens des momdres carrés de . - avec

f =0et ¢, = 0. Par le théoréme [14{on a ¢" = 0 dans L%(Q), n = 0 € L'~ UL, |(@|n)|d5), donc S
est définie positive. On a démontré la proposition suivante.

Proposition 14. Siu € L>(Q)* N L(0,T; H} (Q)%), V -4 = 0 Uopérateur de Steklov-Poincaré S est
un isomorphisme entre A et S(N).

Pour f=0,onacz_ 7 € Aetx € §(7\) Donc I’équation d’interface admet une unique solution.

On a donc démontré le

Théoréme 18. Siu € LOO(Q) NL2(0,T; HY(Q)4), V-u=0 et f =0 dans (ﬂ) léquation d interface
0.31]) associée a (W admet une unique solution. Donc sic € H(u, Q est la solution de

6.20), alors (C‘Q1 c|Q2) ( (u, Q1) X H(u,Q2)) N L>®(Q) vérifie 2 -
Réciproquement si (¢, c®) € (H(u, Q1) x H(u,Q2)) N L>=(Q) vérifie (6.2 2 - alors ¢ défini sur Q

par ¢, = ¢t est la solution de - . Ainsi les deux formulations sont equwalentes

Remarque 9. L’analyse ci-dessus peut étre généralisée au cas d’une décomposition en plusieurs sous-
domaines

I I
Q= 2nQ; =0, Q=@ 0Q:ndQ; =T, Qi = x (0,T).
i=1 i=1

Dans ce cas on prouve que ¢ 6 H(u Q) est la solution de (6.19)- si et seulement si
(C|Q1,C|Q2, e ’C‘Qz) (ct,c? chell- 1.1 H(u, Q;) est la solution I—domaines, i.e

/ V- (@c)V - (up?) dzdt = / IV (up') dedt i=1,--- 1
i Qi

= oy sur 0Q);
¢ = sur fij7£®,j:17...7[_

pour tout @; € Ho(u,Q;;0Q; U fz_J)

6.4.3 Schéma itératif entre sous-domaines

Dans cette partie, on propose un algorithme itératif pour résoudre la formulation STILS 2—domaines
(6.22)-(6.26). Dans la suite M est indépendante de j. Pour i = 1,2, soit

Vi ={' € Ho(w,Qi:0Q7) - V- (@) € L¥(Q0), v (o) € LTS |(@)|d7) }

G = (Vi)
Pour j > 0, soit (¢"7_ ,¢*7|__) € G5 x G, on cherche ¢'7*! et ¢>7*! solution au sens des moindres
carrés de
V. @ty = (6.33)
I = pour (z,t) sur 0Q; (6.34)
It = 2 pour (z,t) sur '™ (6.35)
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et
% . (aCQ,j-‘rl) — f‘ (636)
AL = g, pour (z,t) sur 0Q5 (6.37)
it — oL pour (z,t) sur r+. (6.38)

Au sens des moindres carrés, ces problémes admettent chacun une unique solution. Pour étudier la
convergence de cet algorithme, remarquons que le sous-probléme (6.33)-(6.35) se décompose en des
parties STILS-homogéne et Dirichlet-homogéne

ChiHL = LIHLAS ol AT e
ou la partie STILS-homogéne LIHIAL ¢ Hy(u,Q1;0Q7) est définie comme la solution au sens des
moindres carrés de

V. (@A) = (6.39)
TN, pour (x,t) sur Q7 (6.40)
Cl,j+1,>\% = 2J pour (z,t) sur I (6.41)

et la partie Dirichlet-homogéne c** € Hg(u, Q1;T ) est la solution au sens des moindres carrés de

V- (uct*) = f (6.42)
o= ey pour (x,t) sur 0Q7 (6.43)
=0 pour (z,t) sur . (6.44)

Siue LY0,T; BV(Q)4), V-i=0,onaV-(ici+22) = 0 dans L*(Q;), et donc

~ . . j . j .
[V - (“Cl’J+1’A2)||2L2(Q1) n ||cl7]+1,)\2H_2Fv77(ﬁm) < HCQ’]”%:(am)'

En utilisant Pestimation de la trace (proposition , 'inégalité de Poincaré courbe (théoréme et
la proposition [I2} on a

2 M= 1min(C(T)»l)

=, (uln)’ 4

1,5+1,2% 2 1,541,022 —11.2,0
”C ! 2”f+7(g|ﬁ) + HC ! 2||H(u,Q1) <M ”C
De la méme maniére, il existe une unique solution au sens des moindres carrés de ((6.36))-(6.38)) donnée
par

2,j+1 2,j+1,)\ j 1,
I = M Lo € H(u, Qo) N = eV,

telle que
2,54+1,M] 12
T

. j o
lle TN g,y MR, Gn

—,(uln)

)
On obtient donc 'estimation suivante.

Proposition 15. [l existe une constante M > 0 dépendante de T telle que

Hci’jﬂﬂ%ﬁmﬁ) + Hci’j"’lH}Qq(u’Qi) <M, i=1,2 pour tout j > 0.

Ainsi il existe une sous-suite de ¢!/ (encore notée par le méme symbole) qui converge vers ¢! faiblement
dans H(u,Q1). Le méme argument est appliqué a la suite 7. Ainsi la suite de solutions (¢!, c¢?7)

converge, lorsque j — oo vers la solution de ((6.22))-(6.26)).

On a démontré le

Théoréme 19. Sous les hypothéses de la proposition la suite (c'9,c*7) définie par lalgorithme
— admet une sous-suite qui converge faiblement dans H(u, Q1) x H(u, Q) vers (ct,c?) qui
satisfait (6.22 —.

SiT~ =0 ouIt =0, le schéma itératif (6.33)-(6.38) converge en une itération.




124 CHAPITRE 6 : Lois de conservation scalaires

6.5 Approche marche en temps pour STILS

Pour simplifier les notations, on suppose que cog = 0, le cas général étant obtenu par superposition.
Décomposons d’abord Uintervalle (0,7) en M parties

to=0<t; <------ <ty =T

et posons

S

Q= @ka Q" = Q x (te—1,tx)
1

k

De par sa composante temporelle 1, la vitesse u transporte les valeurs de la concentration vers I’avant.
Il est donc raisonnable de résoudre & chaque pas de temps localement les problémes — et
—, ou la condition initiale est I’état au pas de temps courant et I'inconnu est 1’état au pas
de temps suivant.

6.5.1 STILS globale

Comme le flot en espace-temps a une direction constante sur linterface 9Q*1 N AQ* = Q x {tx_1},
sous les hypothéses de la proposition on peut voir que ¢ € H(u, Q) est la solution de (6.19)-(6.20)

si et seulement si pour k=1,--- , M, ¢ = Clor € H(u, Q") est I'unique solution de
/ V(@)Y - (igy) dadt = [ FV - (igy) dudt (6.45)
QF QF
ck(x,tg—1) = cp—1 pour x sur 2 (6.46)

pour ¢y, € Ho(u, Q%;0Q% ).

6.5.2 STILS-DDM

De méme sous les conditions de la proposition on obtient que (c!,c?) € H(u, Q') x H(u,Q?) est
la solution de (6.22))-(6.26) si et seulement si pour k = 1,--- , M, (ct,c2) = ( ) € H(u,Q¥) x

1 2
C C
Lor ™1 Qs

H(u, Q%) est I'unique solution de

V- (Ue})V - (up}) dedt = IV - (iph) dadt (6.47)
Q¥ QY

ch(x,ty—1) = ch_, pourzsur (6.48)

clquk = ci‘fk 6.49)

V- (@)V - (up}) dedt = fV - (up}) dedt (6.50)
Qb Q%

ci(x,tp_1) = ci_, pour zsur (6.51)

pour tout (go,lg,goZ) € Hy(u, Q’f;@Ql’f U fk’) X HO(U,Q§;8Q2’7 u f’“*), ol

—k =k —k —k , ~

Q =Q UQ,, Q; = x (t_1,tp), i=1,2, et T" = 9QF N 9Q%
En appliquant les arguments utilisés dans la preuve du théoréme [I8 qui exprime 1'équivalence entre les
deux formes STILS, on déduit bien I’équivalence entre leurs formulations pour 'approche marche en
temps. Enfin pour chaque sous-domaines (tx—1,%;), k=1, -+, M la formulation 2—domaines (6.47])-

(6.51) est résolue par le schéma itératif STILS-DDM (6.33)-(6.38]).



CHAPITRE [

Discrétisation par éléments finis en espace et en temps

On présente une analyse discréte du probléme de décomposition de domaine avec l’approche marche en
temps de STILS [22]. Des résultats numériques sont aussi donnés pour illustrer le potentiel de cette
méthode de décomposition de domaine.

7.1 Discrétisations spatiale et temporelle

On considére la situation simplifiée V=V u= 0, f =0, et on pose aussi les notations suivantes

A1) = /Q (Vola)(Tula) dedt, ¥ 6, v € H(u,Q)

A1) = [ (Fo)(To ) dodt, Vo', v € H(w, Qo) i=1,2

i

Ainsi la formulation STILS globale est donnée par : trouver ¢ € H(u, @) solution de

Alc,p) = 0 (7.1)

c(xz,0) = ¢p pour z sur ) (7.2)

pour tout ¢ € Hy(u, Q; 0Q7).

De méme la formulation STILS 2—domaines devient : trouver (c!,c?) € H(u, Q1) x H(u,Q2)

A, o) = 0 (7.3)
ct(x,0) = ¢} pourxsurQ (7.4)
Cl ‘f S C2|f (75)
A, 9% = 0 (7.6)
(x,0) = ¢ pour x sur Qy (7.7)

pour tout (!, ¢?) € Ho(u,Q1;0Q7 U f‘) x Ho(u, Q2;0Q5 U f"’)

Une discrétisation complétement en dimension spatio-temporelle peut mener a des matrices de grandes
tailles et mal conditionnées. Pour éviter ce probléme on utilise une méthode de marche en temps.

Pour la dimension espace, on considére {P,(£2)}, une triangulation réguliére, uniforme, et compatible
sur Uinterface (c’est & dire les triangulations Pij, et P induites sur les sous-domaines 21 et Qg y

125
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admettent les mémes sommets et cotés) .

On choisit ensuite {11 - - - ¥)n } une famille libre de H(u, Q). Notons que la fonction de base v; interpole
polynomialement sur chaque élément du maillage, les couples
(21,0), (22,0),---,(xj,1),---,(xzn,0), o0t z1,--- ,zn sont les noeuds du maillage. Soit maintenant
Vi C H(u,Q), 'espace de fonctions engendré par {i1 - -y }.

Pour la dimension temps, on subdivise I'intervalle [0,T] en M sous-intervalles
[t0, 1], [t4,¢2], -, [tM 71 ¢M] comme suit

0=t"<tl<. ... <M1 M1

Sur chaque sous-domaine [tk_l, tk], on définit les noeuds temporels

Ly Mo
{tk—1+ T }
1=0

et une famille de fonctions polynomiales de degré (My + 1)

Mo
{trep @}

1ol
ou la fonction a;_y, 1_(t) interpole le noeud temporel VAR
0

On note par Cjy, le sous-espace de dimension (My+1) de C[t* 1, t¥] engendré par la famille {ak—l—&-M# (t) ;Vi%
0

Enfin on pose
QU =axI* QI =, xI*, i=1,2.

7.1.1 Equations discrétes

Une approximation du probléme (7.1)-(7.2) consiste donc a trouver ¢, = ¢ € H" = (V" @ Cpy,) N
H(u, Qlk) tel que

A(cn,on) = 0 (7.8)
ch(x,tk_l) = «¢,_1 pour z sur §) (7.9)

pour tout gy € H™® = (V' @ Cagy) N Ho(u, Q;0Q" 7).

Soit {W’, Sy 1(\1,)1} la base canonique associée aux noeuds du maillage P;;, de €2, i = 1,2, et VI le
sous-espace vectoriel de H (u, @;) engendré par cette base.
Alors Papproximation du probléme (7.3)-(7.7) est : trouver (c},c?) = (ct,c}) € H x Hy = (V] ®

Cip) N H(u, Q1)) x (V5 ® Cagg) N H(u, QF)) tel que

A(ch 1) = 0 (7.10)
ch(x,t*71) = ¢l pour zsur O (7.11)

c}blfk = c,%‘fw (7.12)
A%(ch k) = 0 (7.13)
Az, t*1) = & | pourzsur Qy (7.14)

pour tout (o}, ¢7) € B0 x HE®, HI = (V)@ Cang) 0 Holw, Q110! ~ UTS"™)).

"= et T'Y "t sont respectivement la frontiére entrante et sortante de r! g
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Remarque 10. On note que I' = |J, %y, tel que ¥; est un coté d'un triangle K € Py. Par ailleurs
~ ~ 71k ~ 71k ~ 71k
lek =%, x I*¥ est soit égale & sa partie entrante ElI " ou sa partie sortante ElI "+ ou encore le 0,
Ainsi T~ resp. T1"F coincide avec la réunion des cotés de Uinterface ot (w(z,t)|n(z,t)) < 0 resp.
la réunion des cotés de Uinterface ou (u(z,t)|n(z,t)) > 0.

Posons
AT = L2 T |(afm) |do)
Fn={u" e N 30" € HY V- @) e L@, uf = ptpare@ T ult),
rI%,+urI®, —

L’équation discréte de Steklov-Poincaré correspondant a ((7.10])-(7.14) s’écrit par
<§h)\h,uh>~ = <)Zh7uh> Vo e A (7.15)
Ah

An

avecgh:§f+§§‘:ﬂh—>ﬂlh et%h:%}f+f§€/~\2telque

Shyh . h L h  h (A h
<S")‘ M >xh = AN are - iy — (e )
h  h o ih h
<Xia,“ >Kh = (c y 1 )I:fk’+’(ﬂ\ﬁ)'
¢\ et ¢t gtant les extensions discrétes définies par les sous-problémes STILS-homogénes et Dirichlet-

homogénes.

On prouve comme dans le cas continu que cette équation d’interface discréte (7.15) admet une unique

solution, et les problémes discrets (7.8)-(7.9) et (7.10)-(7.14) sont équivalents au sens du résultat

suivant.
Théoréme 20. Sicy, € H" est la solution de — on a (CthIlc,Ch‘Qlk) € (HM x HY) vérifie
2

- . Réciproquement si (c},c) € HI x H} vérifie - alors ¢y, défini sur Q{k par
Chlgrt = c;, est la solution de —.

7.1.2 Schéma d’itération entre sous-domaines

Pour résoudre le probléme discret (7.10))-(7.14)), on applique ’équivalent discret de 1’algorithme STILS-
DDM (6:33)-(635).
LIt ci’jﬂ € H et C%’jﬂ =

Ainsi le probléme consiste pour j > 0 jusqu’a convergence de trouver c;,
/T e HY tels que

Al (et ply = 0, pour tout ¢f € H"° (7.16)
o @t = o, (7.17)

1,j+1 2,j
et e = fond (7.18)

et

AT p2) =0, pour tout @7 € H}P (7.19)
T @ty = (7.20)

2,j+1 _ 1
¢’ PR o (7.21)
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En utilisant les mémes idées que pour le cas cntinu on obtient les estimations

HC + ||ChJ|| < M(T)’ i1=1,2,

H(u,QT")

- tkq

avec M dépendant de 7 = t* , et le résultat de convergence discret s’énonce par

Théoréme 21. Sous les hypothéses de la pmposition la suite (ch’j,ch ) définie dans ’algorithme

7.160)-(7.21) admet une sous-suite qui converge faiblement dans H}' x H} vers (c}“ch) qui satisfait

7.10)-(7.17).

Remarque 11. Les deux discrétisations en espace et en temps sont bien indépendantes. De plus cette
maniére de faire donne différentes possibilités de choix des fonctions de base en temps et en espace
pour les deuzx sous-problémes du schéma itératif.

Dans la section suivante on donne des résultats numériques pour tester le potentiel du schéma itératif
STILS-DDM & résoudre le probléme de décomposition de domaine en espace-temps. Pour celd nous
comparons les solutions numeériques de la méthode STILS-DDM (STILS 2—domaines) a celles obtenues
par la méthode STILS sur le domaine global.

7.2 Reésultats numériques

En temps nous analysons d’abord le cas des fonctions de base affines puis quadratiques.

7.2.1 Schéma TMQ1

Ce schéma est défini par les fonctions de base affines définies par

e (t) = %(t’“—t),
awlt) = (1)

pour t € t*F" L t*] C [0,T), T=tF —tF"1 k> 1

Intégration temporelle [70]

Pour résoudre — par une méthode de marche en temps, on prend ¢ indépendant de ag_1.
Donc ¢y, s’annule en ¢ = t*~1. Ceci est motivée par la considération du probléme local dans le domaine
Q" = Q x (t*=1,t*), avec une condition initiale (7.9) sur Q x {t*=!}. En raison de I'inhomogénéité du
probléme en temps (le vecteur k=1 = (c’f_l, e ,CN_l)t contient I’état connu au temps ¢ = t*~1), on
pose

N
= Zwl (@) (¢ a1 (1) + cfar(1)).
=1

Ensuite pour les fonctions tests de (7.8), on considére ¢, = tha,(t) € HM®, i=1,..,N, et z; & 0QL" .
Le systéme linéaire correspondant au probléme (7.8]) est écrit par

ZA (Yiar, Yiar).cf = ZA (Vrap—1, Piar).c) "

=1 =1

Aprés intégration en temps [70] on obtient

ch [ 570 (k) + 5Tl + 5Vl + 2o da (722

Q

N _ 1 1 1
;Cfl/ﬂ [%(Vqﬁﬂu)(vwﬂu) - §(V¢l|u)¢z‘ + §(V¢i\u)¢l + ;lewz}dx
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pour tout ¢ dans {1,---, N}.
Le systéme matriciel correspondant est donné par

Ack = B!

avec
ay; = A(ag, Yiag), by = —A(Wag—1,v;ax)

Pour l'algorithme ([7.16))-(7.21)), on choisit ¢}, m = 1,2 indépendant de ax—_1, et de la méme maniére
on pose

N™
Cm ]+1 Zw(m) m]+1 k— 1ak_1(t) + C'l'nvj“rl,kak(t)), m = 1’2’ j 2 O,

et on considére les fonctions tests du type
o = p™ag(t) € HEO i =1, \N™, 2, ¢ 0QL ~ UTT " m =1,2.

Alors ([7.16)-(7.18[) et (7.19))-(7.21) deviennent

N™ N
S A ar, M ag).of = =" A a1, 0 ar).cf
=1 =1

Par intégration en temps on a

-
St [ [T ) + (T el + (7.23)
=1 m

N™

ST ™ 4 Lyl w’"}dx—zcm”” ' / [ (T ) (™) -

Qm

1
SOV g™+ S (T9 ™ + Sy |dz, m=1,2, i € {1, N}, j 20

Matriciellement on obtient
Am m,j+1,k Bm m,j+1,k—1

avec

aft = A" (D M ag, ™M ag), b = — A" a1, 0™ a)

Explorons maintenant les conditions non triviales de Dirichlet sur les frontiéres r! k*’, et T1"+. Elles
sont traitées par superposition des fonctions C™*, m = 1,2 qui s’annulent partout sauf sur les fron-
tiéres précipitées. Le systéme s’écrit donc

Amcm,j+1,k _ ch,jJrl,kfl . Amcm,k +Bmcm,k:

Comme les formes bilinéaires A et A™ sont symétriques continues et coercives, on conclut que les
matrices correspondantes A et A™ sont symétriques et définies positives. Par ailleurs, la plupart de
leurs composantes étant nulles, ces matrices sont stockées en format creux, et les différents systémes
linéaires sont résolus par une méthode préconditionnée du gradient conjugué. Pour plus de détails sur
cette méthode, le lecteur intéressé peut se reférer a [9) 26l [I5] ou se reporter a Pannexe
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L’exemple du cylindre fendu

On considére ici 'exemple de Hansbo d’un cylindre fendu [54]. Le domaine est le carré
Q=]—1,17
La condition initiale est

1si(Jz| >0.050uy >0.7) et R<3
0 sinon

c(a.3.0) = {

avec R = +/z2 + (y — 0.5)2.

Le champ de vitesse a la forme

(7y7 1‘),

u(z,y,t)

et le temps final est T = 27.
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FIGURE 7.1 — Champ de vitesse avec maillage grossier

Au temps final, i.e. aprés une rotation compléte, la solution exacte coincide avec la condition initiale.

Le domaine est décomposé en deux sous-domaines

Q1 =]~ 1,0[x ] —1,1[, Q=]0,1[ x]—1,1]

[ ={0}x]—1,1]

On considére un maillage de Q2 formé de 100 x 100 éléments de type @1 (les éléments finis du domaine
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spatiale peuvent étre de type ()2). Comme dans la remarque [11| les deux sous-domaines peuvent étre
discrétiser de fagon indépendante.

On présente ci-dessous les résultats obtenus pour 1'équation (6.1) avec la méthode STILS d’une part
et la méthode itérative STILS-DDM d’autre part (avec une tolérance tol = 10~8).

Les figures et montrent respectivement les deux solutions numériques au pas de temps
1507, 4007, 5007 et 8007 (h = 2.1072, 7 = 27/800). La rotation du cylindre est parfaite. De plus
leurs formes sont similaires et sont préservées et comparables & la solution initiale. Ceci justifie que
I’approche marche en temps pour la méthode STILS-DDM donne de trés bons résultats.

STILS STILS — DDM

FIGURE 7.2 — Solutions numériques au 150éme pas de temps

STILS STILS — DDM

FIGURE 7.3 — Solutions numériques au 400éme pas de temps
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STILS STILS — DDM

FIGURE 7.4 — Solutions numériques au 600éme pas de temps

STILS STILS — DDM

FIGURE 7.5 — Solutions numériques au 800éme pas de temps
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Ces petites oscillations sont fortement liées aux différentes discrétisations spatiales et temporelles.
Etudions ’évolution de la conservativité en fonction de la taille de la maille (k) et du pas de temps (7)
pour illustrer 'influence des paramétres de discrétisation sur les algorithmes.

o Influence du paramétre T :

T Nb. d’iters (min,max) (min,max) | variat relat. | variat relat.
< STILS-DDM STILS | STILS-DDM STILS
27 /50 2 (-0.33, 0.91) | (-0.35, 0.92) | 3.14-107? 2.65-10~2
27 /100 3 (-0.39, 1.06) | (—0.41, 1.07) | 1.60-10"2 | 3.98-1073
27 /200 3 (-0.28, 1.25) | (—0.23, 1.25) | 4.98-1073 | 8.70-10~*
27 /400 4 (—0.28, 1.28) | (—0.19, 1.28) | 1.97-10=3 | 3.59-10~*
27 /800 4 (=023, 1.21) | (-0.19, 1.20) | 7.44-10"* | 1.44-1074

TABLE 7.1 — Variations numeériques pour différentes valeur de 7 avec h = 2 - 1072

La variation relative est la variation maximale de l'intégrale de la concentration entre deux pas de
temps, divisée par la valeur minimale de la concentration.

() STILS DDM
1 A sTiLs 9)

relative — variation

FIGURE 7.6 — Conservativité globale en fonction de 7 avec h = 2- 1072

Idéalement cette grandeur vaut O[] car la solution ne comporte ni entrée, ni sortie et la solution est
simplement une rotation de la condition initiale.

K. % (fQ cdw) = fQ %cdz = — fQ div(cu)dz = — faQ c(uln)do =0
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I
<

STILS — DDM, 7 = 27 /400 STILS — DDM, 7=

/200

STILS — DDM, 7 =27 /100 STILS — DDM, 7 =27/50

™~

FIGURE 7.7 — Conservativité locale pour STILS-DDM suivant 7 avec h = 2 - 1072
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Comme le montre la table et la figure pour une valeur fixée de h = 2/100 la conservativité
totale pour chaque schéma se dégrade (la variation relative croit) lorsque 7 croit, avec un léger avantage
pour STILS. Pour le cas STILS-DDM, ceci est illustré localement par une détérioration de la forme du

cylindre (voir la figure .

Notons que pour le cas STILS I’évolution de la conservativité globale en fonction de 7 peut avoir
une autre allure pour certaines valeurs fixes de h [70]. aprés vérification on observe exactement le
méme phénomeéne pour STILS-DDM : on fixe h = 2/104, et on donne les valeurs suivantes a 7,
7 = 0.00392, 0.00551, 0.00785, 0.0112, 0.0157, on remarque un effet surprenant de la conservativité
globale qui s’améliore quand 7 grossit. En revanche la dégradation de la conservativité locale de la
forme du cylindre au temps final T = 1s causée par des effets de diffusion numérique est trés visible
quand 7 croit, contrairement & la conservativité globale qui s’améliore. Ce dernier constat s’explique
par la diffusion numérique qui peut avoir pour effet de diminuer les fluctuations de la concentration
intégrale approchée au cours de la simulation. En effet, celle-ci est calculée par intégration de la solution
numérique ¢, sur un maillage qui reste fixe alors que la solution effectue une rotation en fonction de
tk.

e Influence du parameétre h :

La méme remarque s’observe lorsque h prend de grandes valeurs et 7 = 27/800, avec une dégradation
de la conservativité globale mesurée par la variation relative (voir les tables et la figure [7.8)

Nombre Nombre de | Nb. d’itérations (min,max) | variation relative
d’éléments | noeuds < STILS-DDM STILS-DDM
1600 1681 3 (—0.25,1.20) 121072
2500 2601 3 (—0.20,1.30) 0.89 103
3600 3721 4 (—0.18,1.26) 1.17 1073
10000 10201 4 (—0.23,1.21) 7.44 1074
40000 40401 5 (—0.19,1.23) 4.06 1075

TABLE 7.2 — Résultats numériques pour STILS-DDM par rapport a h avec 7 = 27/800

Nombre Nombre de | (min,max) | relative variation
d’éléments | noeuds STILS STILS
1600 1681 (—0.33, 1.21) 92.76 102
2500 2601 (—0.17,1.28) 5.99 1073
3600 3721 (—0.21,1.27) 0.98 1074
10000 10201 (—0.19,1.20) 1.44 1074
40000 40401 (—0.15,1.20) 1.87107°

TABLE 7.3 — Résultats numériques pour STILS par rapport a h avec 7 = 27/800
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FIGURE 7.8 — Conservativité globale par rapport a h avec 7 = 27/800

Finalement sur les tableaux et (7.2)), on remarque que les deux schémas (STILS et STILS-DDM)
produisent des oscillations (overshooting et undershooting en anglais) du méme ordre. Elles sont dues
au fait que le schéma TMQ1 n’est pas conservatif ni méme TVD (Total Variation Diminishing). On
remarque également que le nombre d’itérations de ’algorithme paralléle pour obtenir la convergence
varie peu en fonction de 7 ou h (voir les tables et [7.2).

Les valeurs du parameétre de maille A et du pas de temps 7 doivent donc étre bien choisies pour diminuer
la diffusion artificielle source de la dégradation de la forme du cylindre et en conséquence de certains
résultats abérants de la conservativité globale. Ainsi la condition de stabilité au sens expérimentale
observée pour le cas STILS dans [70] est aussi vérifiée dans le cas décomposition de domaine de STILS.

Remarque 12. Ezperimentallement il faut que 7 < % pour avoir une bonne qualité de la solution. Ceci
ressemble & une condition de stabilité, alors que le schéma numérique TMQ1 est inconditionnellement
stable [T0] .

Lorsque 7 > % il y a un phénomene qui ressemble & une diffusion numérique.

Cone absorbé par 6 tourbillons

Cet exemple introduit dans P. Smolarkiewicz [81] est une expérience classique connue sous le nom "flot
déformant". Sa particularité est de déformer la masse de concentration initiale, disposée en un cone,
par un champ de vecteurs simple a formuler, qui 'absorbe dans des tourbillons de sens opposés[]
Le domaine est le rectangle

2 =]25,75[ x ]12.5,87.5],

discretisé grossiérement en 50 x 75 éléments de type Q1. La condition initiale forme un céne centré
en (50, 50).

.i. On peut également consulter [83][54]
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1-R/15siR<15

c(z,y,0) =
0 ailleurs
ott R =/(x —50)2 + (y — 50)2.
Le temps final est T' = 263.76,
le champs de vitesse u est
8T (™) sin(™Y), cos(™%) cos( ™Y
u(z,y,t) = 5% (sin( 5% ) sin( 25),008( 25)005( 95 )
B A N TS S
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FIGURE 7.9 — Visualisation du champ de vitesse

On peut voir sur la figure ci-dessus que le champ de vitesse qui est & divergence nulle est formé par 6

tourbillons.

Le domaine est décomposé en deux sous-domaines

Q; =]25,50[ x ]12.5,87.5

[, Q=]50,75] x ]12.5,87.5],

I = {50} x]12.5,87.5(

L’intervalle temps est partitionné en 800 sous-intervalles, donc 7 = 263.76/800 = 0.3297.
Les résultats du schéma itératif STILS-DDM sont obtenus avec une tolérance tol = 1073,
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Les figures [7.10} [7.11] [7-12] et [7-13] donnent un apergu des solutions numériques aux pas de temps
207, 1507, 4407, et 8007 (7 = 263.76/800 = 0.3297). Les deux simulations se manifestent de la méme
maniére a chaque pas de temps : aprés un certain pas de temps, les bandes issues du codne initial
deviennent de plus en plus minces & mesure qu’elles sont enroulées par les tourbillons. Pour les deux
cas, la concentration intégrale est trés bien conservée. Notons que de petites oscillations illustrent tout
de méme des différences entre les deux cas, en particulier prés de 'interface (pas de temps 207). Mais
globalement les deux images sont remarquablement semblables.

On note également les mémes observations quant aux différentes influences des paramétres de discré-
tisations sur les deux méthodes comme le montre les résultas suivants.

T Nb. d’itér (min,max) (min,max) | variat relat. | variat relat.
< STILS-DDM STILS | STILS-DDM STILS
263.76,/50 2 (-0.12, 1.17) | (-0.13, 1.12) | 2.30-10"1 2.65-1071
263.76,/100 2 (-0.23, 1.21) | (—0.30, 1.24) | 1.35-107% | 1.98-107!
263.76,/200 2 (—0.18, 1.24) | (-0.16, 1.31) | 1.98-107% | 1.80-1073
263.76,/400 2 (—=0.33, 1.13) | (-0.24, 1.17) | 1.70-107> | 0.19-1075
263.76,/800 3 (-0.14, 1.05) | (—0.15, 1.13) | 1.48-107% | 1.04-107°

TABLE 7.4 — Variations numériques suivant 7 pour un maillage 50 x 75 éléments

Nombre Nombre de | Nb. d’itérations (min,max) | variation relative
d’éléments | noeuds < STILS-DDM STILS-DDM
1250 1326 3 (—0.12,1.17) 2.40-1073
3750 3876 3 (—0.14,1.05) 1.48-107°
7500 7696 3 (—0.45,1.31) 1.07-10710
12500 12726 5 (—0.21,1.17) 0.14-10710
45000 45426 5 (—0.39,1.34) 3.26 - 10~

TABLE 7.5 — Résultats pour STILS-DDM par rapport a h avec 7 = 263.76/800

Nombre Nombre de | (min,max) | variation relative
d’éléments | noeuds STILS STILS
1250 1326 (—0.13,1.12) 2.65 1071
3750 3876 (—0.15,1.13) 1.04107?
7500 7696 (—0.24,1.17) 0.35107°
12500 12726 (—0.90, 1.24) 1.04 10710
45000 45426 (—0.22,1.13) 0.37 1010

TABLE 7.6 — Résultats numeériques pour STILS par rapport a h avec 7 = 263.76/800
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STILS — TMQ1 STILS — DDM -~ TMQ1

A A

FIGURE 7.10 — Solutions numériques au 20éme pas de temps

STILS — TMQ1 STILS — DDM -~ TMQ1

¢

FIGURE 7.11 — Solutions numériques au 150éme pas de temps
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STILS — TMQ1 STILS — DDM -~ TMQ1

FIGURE 7.12 — Solutions numériques au 440éme pas de temps

STILS — TMQ1 STILS — DDM — TMQ1

FIGURE 7.13 — Solutions numériques au 800éme pas de temps
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Commentaire pour le schéma TMQ1 de STILS : En résumé la version TMQ1 de STILS pour ces
deux exemples confirme bien d’une part 1’équivalence entre la résolution globale et celle 2—domaines du
probléme de transport linéaire, et d’autre part la bonne tenue du schéma itératif entre sous-domaines
pour résoudre le probléme 2—domaines. Mais il faut noter que des imperfections existent bien, c’est le
cas des oscillations numeériques autour de l'interface, et de 'influence des parameétres de maillage h et
7 sur la conservativité des schémas numériques.

Pour réduire les effets d’oscillations induites par la méthode STILS-DDM, une maniére convenante est
de considérer des procédures marche en temps de degrés élevés (TMQ2, TMQ3, etc...). Mais on notera
que la convergence est beaucoup plus lente et le temps de calcul plus long.

7.2.2 Schéma TMQ2

Ce schéma est donné par les fonctions de base quadratiques en temps définies sur (0, 7) par

(-5t -7
a/k—l(t) = (0 — %)(0 — 7_)’
o (t=0)(t—-7
w1l = oG
=0
O e

Ces trois fonctions engendrent un sous-espace Cy de C([tF~1 ¢*]). L’espace discret H" (resp. HI*, i =
1,2) est engendré par les produits de aj_1, aj_1 Ou, aj avec les fonctions de base spatiales v (resp.
Les approximations de STILS et STILS-DDM sont ainsi déterminées par (7.8)-(7.9) et (7.10)-(7.14]).
La solution STILS approchée s’écrit

Xﬂn ) (cF ana () + e Py () + cfar(t))

Selon le méme principe que dans le cas TMQL, les fonctions ¢, doivent s’annuler en t*~!. En tenant
compte du critére d’indépendance et de génération de la base spatio-temporelle, il suffit de vérifier
. . . 1
I’équation 1) avec des fonctions de bases aux N noeuds du maillage et aux pas de temps t*~2 et t*.
. . . . . -1 N
Ainsi on obtient un systéme linéaire de 2NV équations & 2N inconnues que sont {c;€ 2 cf} —1-

Dans le cas ou @), = wi.ak_%(t) dans 1' alors aprés intégration en temps [70] on a

N

. 2 2 8
0 = ;cf 1/Q[%(V¢l|u)(v¢i|u)+g(vqﬁﬂu)@/}ifg(v¢i|u)¢17§¢l¢i}dx (7.24)

k—

> : / [ (Vohulu) (Vi ) + Wz]dﬁzcl / (V) (Ve |0)

n
Mz

[\)

2Tyt 2 (il — ] da

w
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et pour pp = ;ax(t), on obtient

0 = Zc U (5 (T (V) + - (Tl + 5 (P + s de - (7.25)

N

1 ) -8
+ ch /{ (Vb |u)(Vaps|u) + (V¢l|u)¢i+?(vwilu)¢z+ngwi}dm

oy [ [Tl (Tud) + 5Tl + 5 (Tl + s |d
lzlcl A 5 1|u iU D) W)W, B i | W)WPr 37 1Y | dx

De la méme maniére, 'approximation TMQ2 de 'algorithme STILS-DDM est exprimée par les fonctions
tests qui sont indépendantes de ax_1. De plus la solution approchée s’inscrivant par

m]+1 Z¢(m) (mJ—Hk 1, () + ¢ m,j+1,k— ak ()+Cm]+1k k(t))
=1,2, >0, alors si ¢ w(m)ak 1(t), on obtient le systéme linéaire suivant
0 - Zc””“ o / [ (™) (V™ )+ 2 (T s (7.26)
- 2 - w§m>w(m>]dx+z S A D

16 (m)  (m) mgtik [ [T ig,,m) (m) 2 iy (M1, ()
+ Y }dx+2cl | (G5l (o™ ) = S0 ™ +

=1
m 8 m m
£ ™ = g™ de,
et pourgp z/;(m x(t) on a
m -7 m m -1 m m
0 = Z e | [%wwf ) (Ve >|u>+?<w§ g™ (r2m

2 m m -2 m m m m

+ (VU™ )y >+—(wi Ju)f +—w§ ol >}dx
3 3 3T
N

27' m m 1 m m m
30 [ RO T6 ) + ST 0™ + (Ve
=1
T pm)
+ 3. ), }dm

Les conditions nonhomogénes de Dirichlet sur les frontiéres "% sont exploitées par superposition
comme dans le cas TMQL1.
On teste la convergence du schéma itératif STILS-DDM avec une tolérance tol = 1078,
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STILS — TMQ2 STILS — DDM — TMQ2

A A

FIGURE 7.14 — Solutions numériques au 20éme pas de temps

STILS — TMQ2 STILS — DDM — TMQ2

("

AY

FIGURE 7.15 — Solutions numériques au 150éme pas de temps
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STILS — TMQ2 STILS — DDM — TMQ2

FIGURE 7.16 — Solutions numériques au 400éme pas de temps

STILS — TMQ2 STILS — DDM — TMQ2

FIGURE 7.17 — Solutions numériques au 800éme pas de temps
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Les figures [7.14] [7-15}, [7-16] [7.17] montrent les solutions numériques données par les formes STILS et
STILS-DDM aux 20éme, 150éme, 400éme, 800éme pas de temps. Pour chaque étape la similitude entre
les deux images est remarquable.

Enfin Les tableaux ci-dessous illustrent l'influence des maillages sur la conservativité ( mesurée par la
variation relative), et les effets d’overshooting et undershooting.

T Nb. d’iters (min,max) (min,max) | variat relat. | variat relat.
< STILS-DDM STILS | STILS-DDM STILS
263.76/50 4 (=0.15, 1.73) | (=0.35, 0.92) | 3.04-107! 1.15-1071
263.76/100 5 (—0.11, 1.13) | (=0.41, 1.07) | 1.10-103 | 1.18-10"2
263.76,/200 5) (—0.18, 1.15) | (—0.28, 1.25) 1.98-1073 0.75- 1073
263.76 /400 7 (—0.22, 1.08) | (~0.19, 1.28) | 1.17-10° | 3.09-1077
263.76,/300 7 (—0.14, 1.31) | (—0.19, 1.20) | 0.74-10~7 | 1.03-1076

TABLE 7.7 — Variations numériques suivant 7 avec un maillage 50 x 75 éléments

Nombre Nombre de | Nb. d’itérations (min,max) | variation relative
d’éléments | noeuds < STILS-DDM STILS-DDM
1250 1326 5 (—0.05,1.13) 1.21072
3750 3876 7 (—0.14,1.31) 0.74 1077
7500 7696 7 (—0.11,1.10) 1171077
12500 12726 7 (—0.15,1.21) 7.44107°
45000 45426 8 (—0.09,1.31) 4.06 1079

TABLE 7.8 — Résultats numériques pour STILS-DDM par rapport a h avec 7 = 263.76/800

Nombre Nombre de | (min,max) | relative variation
d’éléments | noeuds STILS STILS
1250 1326 (—0.25,1.21) 2.76 1072
3750 3876 (—0.19,1.20) 1.03 1076
7500 7696 (—0.18,1.27) 0.98 106
12500 12726 (—0.13,1.10) 1441077
45000 45426 (—0.10,1.03) 1.87107°

TABLE 7.9 — Résultats numeériques pour STILS par rapport a h avec 7 = 263.76/800

Commentaire pour le schéma TMQ2 de STILS :

Dans ce cas les solutions obtenues soit la

méthode STILS usuelle soit par la méthode STILS avec 2 domaines sont trés proches. On note 'influence
des paramétres de mailles 7 et h sur la conservativité globale du schéma. Enfin en comparaison au
schéma TMQ1, on observe que le schéma itératif entre sous-domaines converge plus lentement avec la
version TMQ2 de STILS, mais les oscillations numériques autour de 'interface sont moins visibles, bref
la qualité de la solution est meilleure (comparer fig. et fig. [7.17).



146 CHAPITRE 7 : Discrétisation par éléments finis en espace et en temps

Conclusion sur la méthode STILS-DDM

FIGURE 7.18 — Erreur entre STILS et STILS-DDM au 150éme pas de temps (exemple de Hansbo)

FIGURE 7.19 — Erreur entre STILS et STILS-DDM au 400éme pas de temps (exemple de Hansbo)
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FIGURE 7.20 — Erreur entre STILS et STILS-DDM au 150éme pas de temps (exemple de Smolarkiewicz)

FIGURE 7.21 — Erreur entre STILS et STILS-DDM au 400¢éme pas de temps (exemple de Smolarkiewicz)
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Les résultats numériques établis dans ce chapitre montrent que la version marche en temps de STILS-
DDM est une bonne approximation de la méthode STILS. Pour chacune des deux simulations (I’exemple
de Hansbo et ’exemple de Smolarkiewicz), on constate que les deux solutions sont trés proches. Néan-
moins on peut noter quelques oscillations qui n’apparaissent pas sur la solution STILS (voir fig. . Ces
oscillations numériques sont induites d’une part par les différentes itérations entre les sous-problémes
avant de pouvoir vérifier la condition d’interface synonyme de convergence, et d’autre part par l'in-
fluence des paramétres de discrétisation. Mais, elles ne sont pas trés représentatives pour illustrer une
différence réelle entre les deux méthodes. Les figures — resp. — (pour mieux re-
présenter 'erreur, on ’a multipliée par 100 sur les figures ) affichent cette différence pour ’exemple de
Hansbo resp. 'expérience du flux déformant. On observe que la trace existe bien, mais elle est presque
nulle, ce qui traduit la ressemblance des deux solutions numériques.



CHAPITRE 8

Interprétation de la méthode

Dans [12, [7])], il est établi que sous certaines conditions la formulation STILS de I’équation d’advec-
tion est équivalente & un probléme de diffusion dégénéré. Nous développons une nouvelle méthode de
décomposition de domaine du probléme STILS en tenant compte de cette interprétation. Dans cette
situation, deux conditions d’interface sont & considérer.

8.1 De ’advection a la diffusion

Soit © € R? un domaine borné ayant un bord C' par morceaux, et 7 > 0. Le probléme consiste a
trouver une fonction ¢ :  x (0,7) — R qui satisfait ’équation aux dérivées partielles suivante dite
d’advection introduite au chapitre [ :

% +div(cu) = f (8.1)

et les conditions initiale et au bord
c(x,0) = c¢o(x) pour x dans (8.2)
e(xz,t) = coo(x,t) pour (x,t) sur 9N~ x (0,7T) (8.3)

u: 2 — R? est un champ de vecteur de classe C* et f: Q x (0,7) — R? de carré intégrable.

En partant d’une situation simplifiée d’un flot a divergence nulle (V-u = 0), et en utilisant les notations
du chapitre [6] on a la formulation spatio-temporelle suivante

(Veu) = f surQ (8.4)
c = ¢ surd@Q” (8.5)

Au sens STILS (chapitre @, une solution de (8.4)-(8.5)) correspond au minimum de la fonctionnelle

1

Je) = ( /Q ((Velm) - f)2 dadt — /(9 N 02(17|ﬁ)d5). (8.6)

La dérivée au sens de Gateaux de J est

[DJ(0)] () = /Q (G@%e) — £) @¥e) dadt - / cop(illi) 5. (8.7)

o0Q~

149
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En appliquant l'identité algébrique
(alb)(ale) = (([a ® a]b)|c), a,b,c € R4T!
a (8.7, ona
[DJ()](¢) = /Q«m%) — )(@V) dadt
- / (@2 @)Ve— fii | Vo) dadt Ve € Holu,Q;0Q) (8.8)
Q
Par la formule d’intégration de Green (théoréme , on a

DI =0= [

oQ
Vo € Ho(u,Q;0Q7). Un minimum de (8.8) est donc obtenu si

((maﬁc—fmﬁ)wdg—/Q%-((maﬁc—fa)@dxdt

V- (@@u)Ve) = V-(fu) dansQ (8.9)
c = o sur 0Q~ (8.10)
(@@ u)Ve—fu|ln) = 0 sur 0Q+ (8.11)

Remarque 13. [12, [7]] En supposant f =0, la condition peut étre exprimée par
(@@ w)Ve| n) = (@n)(@Ve) = 0
En particulier (Ve|tl) = 0 sur 0Q" et aussi sur 0Q ™.

La formulation STILS n’est autre qu'une formulation faible d’un probléme de diffusion dégénéré expri-
mée en espace-temps, avec (4 ® u) comme tenseur de diffusion dégénére.

Soit ¢; une fonction assez réguliére a support compact dans @;, et ¢ le prolongement par 0 de ¢; sur

Q. Alors en appliquant 'intégration de Green, || donne

V- (@e@)Ve,) = V-(fi) dansQ; (8.12)
Cg, = Cbi sur 0Q); (8.13)
(@@ @)Vey, - fuln) = 0 sur 0Q; (8.14)

ol 1} et li sont respectivement obtenus dans D'(Q;) et H _%(BQT).

8.2 Condition d’interface Dirichlet-Neumann

Le but de ce paragraphe est de reformuler 1D pour une méthode de décomposition de domaine
a 2 domaines, et d’obtenir des conditions d’interface.

Commengons par établir la continuité de la dérivée conormale de ¢ sur T. Pour i = 1,2, 0n a

(T aﬁ%i - fam)lf e H =(T).

1~
En effet pour tout n € Hg (I'), il existe R € HéQ,i\f(Qi) tel que R?IF =net |R|m(q,) < HnHHO%O(f)

Soit I; la forme linéaire définie sur HO%O(F) par

Li(n) = /Q ‘(ﬂ|€c‘ o) @V R])dzdt + /Q | f@|VRY) dadt,

i
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alors 1; € Hoy* (T)) et I; = (@ @) Ve, — filf)

I&

Soit R" € Hy(u,Q;0Q~) tel que R} = R!. Multiplions par R, et intégrons par parties. On a

JoX
/ (¥ e ) @[V RY) dadt + / (@)@ VRN dedt = [ f@VRdedt + [ f(@VRD)dedt.
1 Q2 Q1 Q2
En utilisant la formule d’intégration de Green, on a

[(@®a)Ve— falf)] =0 dans Hog? (L) (8.15)

Ainsi en posant ¢! = Clo, le probléme global — est reformulé comme suit
V- (aeou)Vve) = V-(fu) dans Q; (8.16)
= o sur 0Q7 (8.17)
(@eu)Ve' — fu|n) = 0 sur 0QF (8.18)
= sur I (8.19)
(@eu)Ve' — fujn) = ((@eu)Vdé — fujn) surl (8.20)
V- (ae@u)Ve) = V-(fu) dans Q, (8.21)
= cpo sur 0Q5 (8.22)
(@eu)Ve —fu|n) = 0 sur 0QF (8.23)

C’est la formulation Dirichlet-Neumann (DN).

8.3 Formulation faible 2—domaines

Dans cette section, on démontre ’équivalence au sens faible entre les deux problémes 1D et

B.16)-(-23)-

Posons _
A= {ne LT, |@R)d5); 3v" € Holu,Q:0Q7), n=v" }

un espace de trace inclus dans L2(T) et contenant Hoéo(f).
Une formulation faible de (8.9)-(8.11)) est : trouver
/ @Ve)@|Ve) dedt = / F(@|Vy) dzdt Ve € Ho(u, Q;0Q7) (8.24)
Q Q

7 () = o (8.25)
Une formulation faible de 1}1' est : trouver (¢!, ¢?) € H(u, Q1) x H(u,Q2), [c]z =0, ci|an =

cp,i tel que

/ (V) @]V drdt F@Vo") dedt (8.26)
1 Q1

/ @V (V) dadt = /Q 2 F(@|V?) dadt (8.27)

2

/ @]V )@V 7) dadt F@TY) dedt + [ @IS dedt —
1 Q1 Q2

/ @V @ Vyldzdt (8.28)

2

pour tout ¢' € Ho(u, Qi;0Q; UT), i=1,2etneA
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Théoréme 22. Les formulations (8.24)-(8.29) et (8.20)-(8.28) sont équivalentes au sens suivant Sz'
c € H(u,Q) est la solution de (8.24))- I alors (C|Q 1€, ) € H(u Q1) x H(u,Q>2) satzsfa,zt
2

. Reciproquement si (', c¢*) € H(u, Q1) x H(u,Q2), [c]z =0, ¢ log- = Cbi satisfait 8
alors l'extension c¢ definit sur Q telle que Clg, = Ci est dans W(u, Q) et est solution W)

Démonstration. Si ¢ € H(u,Q) satisfait 8.24—8.25 alors sa restriction ¢! = Clo, € H(u,Q;). Dans

I’équation (8 , en posant go comme la prolongee sur @ d’une fonction ¢; € Hy(u, Qi; 0Q; Uf) par 0,
on obtient les equatlons et ( - Pour il suffit de prendre 1" comme fonction test dans
(8.24) ou 1/}"@» =)

Reciproquement si (¢!, ¢?) € H(u,Q1) x H(u,Q2) tel que [c]z = 0 satisfait - et si ¢ est
défini sur @ tel que o, = ¢t alors ¢ € W(u,Q). Soit ¢ € Hy(u,Q;0Q~ ), on an =gz € A et

— 7 € Ho(u,Q;;0Q; UT). Ainsi

2

[ TeETe) drdt =3[ [ (@F)@T (010, v + @T)ET)) o]

= i UQ F@V (21, = 47) dzdt+/Q F@ver) dxdt}

= / F(@| V) dzdt
Q

Comme conséquence on a

Corollaire 3. Si f = 0 dans et siu € L>(Q)% N L2(0,T; H()?), la formulation pour 2—
domaines (8.26)- admet une unique solution (ct,c®) € (H(u, Q1) x H(u,Q2)) N L>=(Q).

La condition d’interface Dirichlet-Neumann (8.19)-(8.20)) introduite dans (8.16)-(8.23]) peut étre rem-
placée par d’autres conditions de transmission au sens de la proposition suivante

Proposition 16. Soit V' un espace normé tel que V C Lz(f) avec injection continue et dense. Soit
w1, wa, 1,2, des fonctions données, avec wy,ws € L3(T), 91,12 € V', 5 € L°°( ). Si lensemble
{z €T :5(z) = 0} est négligeable, alors toute paire parmi les trois conditions

Y1 —Jw; = g —Jwg sur V' (8.29)
Y1 = Yy surV’ (8.30)
wp = wy p.p sur T (8.31)

implique la troisiéme.

Démonstration. Si est vérifié, alors yws = Jw; sur L2 (f) Par hypothese sur V, cette relation
peut etre restrelnte a V ainsi Yws = Ywy dans V', et donc (|8 et (| sont équivalentes. D’autre part
si et (| sont satisfaites, alors yws = Jw; dans V et par hypothese sur V, ces fonctionnelles
s’étendent de maniére unique a LQ(F), ainsi Ywg = Jw; p.p sur F et est une conséquance des
hypothéses. O

1 ~ . ~ .
Choisissons V = H3)(T'), w; = ¢ et ¢, = (u®@u)V' — fuln) et ¥ = (u|n). Les conditions de couplage
suivantes sont équivalentes

la condition Robin-Dirichlet :

(@ n)Ve— filf) - ()] - [ -0

r
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la condition y— Robin-Neumann :

(@eDve—sum 5| = [(@e e fan] =0

v € Loo(f) est une fonction donnée non nulle presque partout. Du fait que I'C est négligeable nous
pouvons choisir 7 = (u|n) et on obtient la condition Robin-Neumann équivalente :

[((ﬂ ® U)Ve — fiilf) — (acm)} = [((a ®W)Ve — fam)} =0
r

Les conditions d’interface ci-dessus ont été introduites et discutées dans [49, [76] pour l’équation
d’advection-diffusion. Bien qu’elles soient équivalentes au sens de la proposition [I6] il est important
de remarquer qu’elles impliquent des formes différentes de schémas d’itération entre les sous-domaines
Q1 et Q2. La raison de choisir un ensemble spécifique de conditions parmi les autres dépend princi-
palement des données sur l'interface I'. Dans le cas du probléme d’advection-diffusion, il est prouvé
dans [49] [76] que quand la diffusion domine I’advection, le choix de la condition Robin-Dirichlet ou
Dirichlet-Neumann est plus adapté. Dans le cas contraire (’'advection dominant la diffusion) la condi-
tion Y—Robin-Neumann ou Robin-Neumann reste préférable.

8.4 Conditions d’interface adaptatives

Dans cette section, les conditions d’interface Dirichlet-Neumann (8.19)),(8.20]) sont adaptées au flot sur
I'interface. Pour chaque sous-domaine, le saut de la solution c et celui de sa dérivée conormale sont
nulles sur I’ _

[c] o = 0 [w®u)Ve- fu|n)]|iJr =0

i

Comme pour le probléme global, la condition sur la dérivée conormale fj peut étre réduite a
(W@ W)V — fuln) =0 sur I
Le probléme Dirichlet-Neumann (8.16[)-(8.23)) est maintenant formulé par :

V- (@eou)Ve) = V-(fu)  dans Qy (8.32)
= ey sur 0Q7 (8.33)

(@@u)Ve' — fu|n) = 0 sur 0QF UT (8.34)
= & sur T (8.35)

V- (@@u)Ve®) = V-(fi)  dansQ, (8.36)
= o sur 0Q5 (8.37)

(@eu)Ve —fu|n) = 0 sur 0QF UTS (8.38)

Cette formulation est connue sous le nom de probléme d-ADN (damped and adaptative Dirichlet-
Neumann) [49).

Multiplions (8.32) par ¢1 € Ho(u,Q1;0Q7), et (8.36) par w2 € Ho(u,Q2;0Q5 ). En intégrant, on
obtient une formulation faible du probleme d-ADN (8.32)-(8.38) : trouver (c',¢®) € H(u,Q1) X
H(u,Q2), 155 = b

F@|Veh) dedt (8.39)

/ @ Veh) (@) V) dadt
1 Q1

/ @V @V dadt = [ f@[Ve?) dadt (8.40)
2 Q2

1 2 2 1
(C l5- -¢ ‘ff’u)f*,(mﬁ) = _(C [F+ —C |1:+a,u)f+7(mﬁ) (841)
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pour tout (!, %) € Ho(u,Q1;0Q7 U fl_) x Ho(u, Q2;0Q5 U f;), et pour tout p € A.

On retrouve ainsi la formulation STILS pour 2 domaines ((6.22)-(6.26])

8.5 Algorithme itératif

Etant donné ¢! € G, ¢®J € Gy, pour j > 0, on

V- ((@u)Veith)
JREVE S S

(@) Ve I+ — fi)m)

JREVER

(@ u)Ve it — fa)n) =

et
V- (@@u)Veitl) =
PRIVE S S
(@ @) Ve * — fu)m)
2t

(T W)Vt — fa)n) =

résout successivement

V- (fu) dans Q1
b1 sur 00
0 sur 0Q7
eI sur '™

(@@ u)Ve* — fa)|n) sur

V- (f) dans Q-
Ch2 sur 005
0 sur 0Q7
et sur '

(@@u)Ve — fa)|n) sur I~

Les conditions (8.46) et (8.51) peuvent étre respectivement réduites a

(@@ u)Ve ' — fan) =0 sur I'F

et

(@@uV T — fun) =0 sur I~

On obtient ainsi 'algorithme d-ADN :

trouver ¢t vérifiant

V- ((a@u)Veith)
i+l

(@@ u)Ve It — fun)
JREVER

(@ u)Ve It — fuln)

et trouver ¢t vérifiant

V- (i@ u)Veith)
i+l

(@ u) Vet — fauln)
2+l

(@ )Vt — fuln)

= V-(fa) dansQ

= Cp1 sur 0Q
0 sur 0QT
I sur '~
=0 sur T+

= V-(fu) dansQ,

= G2 sur 005
=0 sur 9Q3F
= W sur 't
=0 sur [~

La raison principale de 'introduction de la forme d-ADN est que cette nouvelle procédure affaiblit le
couplage ente ¢!/ et ¢®7 sur l'interface pour traduire la dominance de I’advection sur la diffusion. Par
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ailleurs il permet d’étudier des cas particuliers. Ains si (@(x,t)|7i(z,t)) > 0 pour tout (z,t) € I' donc
' =T't, et lalgorithme d-ADN produit

V- (@@u)Ve it = V.(fu) dans @
Ittt = Ch,1 sur 0Q;
(@@u) Vet — fafn) = 0 sur 0QF
(@@u)Ve it — faln) = 0 sur I
et
V- (@@u)Veth) = V. (fa) dans Q,
It = Ch,2 sur 0Q5
(@@u)Vet — fuln) = 0 sur 0QF
02’j+1 = Cl’j-’_1 SU.I‘f

Rappelons que des résultats de convergence de 1’algorithme d-ADN pour ’équation d’advection-diffusion
sont établis dans [49, [70]

8.5.1 Etude des sous-problémes

On suppose que les trois ensembles fﬂ f*, 0 sont connectés.
Les structures des deux EDPs (8.52))-(8.56|) et (8.57))-(8.61)) sont symétriques. Pour cette raison nous

considérons la formulation commune suivante :

V- (@ou)Ve) = V-(fu) dans Qo (8.62)

&L = sur 00, (8.63)

(@@ u)V — fu)|ig) = 0 sur 0Q7 (8.64)
L =g sur 'y (8.65)

(w@u)VE - fulng) = h sur I'f (8.66)

ol

QT = 0Q*T N dQ,, Qo =0QF UAQ; UT, T =T; UTF UTY
On suppose que g € L2(Ty, |(@7o)|d) tel quil existe 40 € Ho(u,Qo, dQy ), ¢0‘~ =g, et h €

LA(TE, |(@lmo)| 1da) L2(3, |(a]mo)| 1do) est le dual de LQ(E |(@|ng)|de), et traduit l’espace des classes
de fonctions w : & — R tel que |(@[fig)| " 2w est dans L*(¥) muni de la norme

|| ||Z(u\n0) 1 = /|u|n0 2dO':|

Notons que L2(3, |(@ffig)~!|d5) C L2(2) avec injection continue [49, [76].

Proposition 17. L’équation variationnelle : trouver c® € Ho(u,Qo), c?f_ =g, C|08Q_ = cp tel que
0 0
pour tout v € Ho(u, Qo; 0Q UTy)
/ @Y @) dedt = [ f@So)dedt+ [ hods (8.67)
0 Qo Ty
admet une unique solution. Cette solution résout aussi le probleme auz limites (8.62) — (8.66) ou les

1 ~ /
égalités (8.64) et (8.66]) sont prises dans [H(fo(ﬁQSr U F(J{)} . Dans ce sens, (8.67) et (8.69)-(8.66

sont equivalents. Finalement la dérivée conormale de c® sur (?QS' UTO est un élément de L2(8Q8' U

Iy, |(@n)|~'do).



156 CHAPITRE 8 : Interprétation de la méthode

Démonstration. Par I'inégalité de Poincaré courbe et le lemme de Lax-Milgram, le probléme variationel

(8.67) admet une unique solution c°.

Il est clair que c? vérifie (8.62)-(8.66]). En effet I'équation différentielle (8.62)) est obtenue en choisissant
toute fonction assez réguliére ¢ a support compact dans . Ainsi il sen suit que ((u®@u)Vc® — fa|ng)

fod 1 ~ ~
a un sens dans Q7 U T} comme un élément de Hy,? (0QF UTY). Soit ¢ € Hy(u, Qo; 0Qy UTy) une
fonction arbitraire, on a :

<(u ®u)Ve — fulfio, (‘0>H()%()(6Q0+Uf(:r) - <h’ (‘0>H0%0 T

Chloisissons @ tel qule (i‘ 0Qr = 0, Plrr = 0, alors donne et au sens de ll’espace (iual
H)(0QF) [resp., Hiy(T'¢)]. La dérivée conormale de ¢ sur Q¢ UT'Y est un élément de Hy,? (0Q7 UTY)
dont la restriction a Qg [resp., T'f| coincide dans le sens de H&)% (0QF) (resp., H&)% (TF)), avec une
fonction appartenant a L2(0Q¢, |(u|ng)|~1da) [resp., L*(Td, |(u|ng)|~*dd)|. Ainsi la dérivée conor-
male de ¢, ((u ® ﬂ)@co — fu|ng) coincide dans HO_O%((?QS' U fg‘) avec une fonction appartenant &

L2(0QF UTE, |(wo)|~1da) et (8.64), (8.66) sont satisfaits presque partout .

Réciproquement, soit ® € Hy(u,Qq) résolvant (8.62))-(8.66). Comme avant, la dérivée conormale c”
~ 1 ~
sur 0QF UT{ est un élément de Hy,? (0Q¢ UTH) : Si (8.64) et (8.66) sont considérées dans le sens

spécifié, donc on montre facilement li En effet soit ¢ € Ho(u, Qo; 0@, U fo_ ). On multiplie 1'
par ¢ : en utilisant la formule de Green on obtient

/ (@ V) (| Vo) dadt — / (@ea)VE - fulng)w ds = [ f(@|Vo)dedt
Qo aQyury Qo

Dans la seconde intégrale la dérivée conormale (7 ® @)Vc® — fui|fig) est définie dans le sens de la
dualité de HO%0 (0QF UTY), mais Pargument ci-dessus montre que la dérivée conormale de (7@ @) Ve —
fii|fi) est égale a une fonction de L2(0QF UT, |(@[fg)|~1d5). Pour cela elle est exprimée comme une
intégrale sur Q7 U fg‘ . Cette intégrale peut étre écrite en deux parties (deux intégrales sur 9Qg et

far respectivement) et en rappelant 18.64: et 1' (qui sont vérifiés presque partout) (8.67) s’en suit
facilement. O

8.5.2 Résultat de convergence

La proposition précédente établit ’existence et I'unicité de solution des sous-problémes (8.52))-(8.56))
et (8.57)-(8.61)). Par ailleurs la solution c*/*! peut étre écrite par

Cl,j+l — cl,* —|—Cl’>\2, 82,j+1 _ 62,* —|—CQ’)\1, 7)\% — C| ,jf_’ Ajl _ C‘ 2J

T+
ot ¢»* satisfait
V- (@®u)Vc™*) = V- (fu) dansQ; (8.68)
A= oy sur 0Q); (8.69)
(W@ u)Ve™* — fuln) = 0 sur 0Q; (8.70)
o= sur I} (8.71)
(W@ u)Ve* — fuln) = 0 sur I'f (8.72)
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Y Y . . .
et ¢LITLA2 ¢20+LA gont respectivement les solutions faibles de

V(@@ 0)Veiti23) = 0 dans Q (8.73)
AR S 0Q7 (8.74)
TRV T ) = sur .
(@e@)Ve,” ™™ — fili) = 0 suwroQf (8.75)
AL = M sur DT (8.76)
(TR W)VHEY — (7)) = 0 surlT (8.77)
et
V(@@ 0)VetA) = 0 dans Qs (8.78)
cg’jﬂ’)\{ = 0 surd@y (8.79)
(@ @)V M — faa) = 0 surdQF (8.80)
cg’jﬂ’)\{ = Y oswrT* (8.81)
(TRWVEITIM — f4R) = 0 swrl- (8.82)
Comme dans la sous-section [6.4.3] on établit les estimations suivantes :
: J ; J ~ —~— = ; J ~|~
”cLJJrl’)\2 H%‘F’(ﬂlﬁ) + ”CLJJFD\ZH?{(u,Ql) + ”((u & u)vcl’j+1’>\2 - fu‘n)||§QTUf+’(a|ﬁ)f1 § ’Cl
212 o @M o + (@@ DTN — fli) 20r 5 s < K

avec

_ _ 1.

]Cl =M 1“32’0”12:77(5‘5)a ’C2 =M 1||Cl’0||%+’(ﬂ|ﬁ)7 M = Zmln(C(T)a 1)
On obtient donc la proposition suivante

Proposition 18. Il existe une constante M > 0 dependant de T telle que pour tout j > 0,

2

1912 iy + 1€ By + (@ © T — fai)

2 .
loqrurt -+ < Mi=12

Ainsi il existe une sous-suite de (c!/,c*7) (encore notée par ce symbole ) convergeante vers (c!,c?)
faiblement dans H(u, Q1) x H(u,Qs) et telle que (T ® @)Veéhd — fuln), i = 1,2 converge vers 0
faiblement dans L2(0Q; U fj, |(@|)|~1d&). Puisque ((7 ® @)Ved — fuln), i = 1,2 converge vers
(@ @)V — filf), i = 1,2 dans Hyg? (9QF UTT).

Ainsi le résultat de convergence suivant est démontré.

Théoréme 23. Les itérés (ct7,c?7) donnés par le schéma d-ADN — convergent faiblement
dans H(u,Q1) x H(u,Q2) vers (c1,c2) qui vérifie la formulation d-ADN = STILS pour 2 domaines

E39-55).






CHAPITRE 9

Conclusion générale

Les résultats obtenus dans ce travail nous laissent entrevoir quelques pistes de recherche. De nombreuses
questions peuvent étre posées.

MDD pour 'approximation des ENS dans une jonction fleuve/océan

Tout d’abord au sujet du modéle asymptotique 3D fleuve/océan et des résultats d’existence et de
convergence obtenus. Peut-on étendre ces résultats & des situations plus générales?

Si Pexistence de solution a pu étre prouvée pour le modéle stationnaire Navier-Stokes/Navier-Stokes
et les multi-modéles Oseen/Oseen et Oseen/Navier-Stokes, nous n’avons pas pu prouver celle du cas
instationnaire Navier-Stokes/Navier-Stokes.

1 1
% + (@' Vul =V -al (u',P')=0 dansQ; x (0,T)
oP!
. =0 dans ©Q; x (0,7)
1
g% =0 dans € x(0,7)

V-u!'=0 dans 9 x (0,7)

uy =0, (61 -n)-m =60 sur T!x(0,7)
ut-n=0,(G"n)-m1=0 sur T} x(0,7T)
ui = (udng +ujnz) =0 sur Thx (0,7)
ui(,t=0)=0 dans € x(0,7)

[u1]=0 sur T x (0,7)

u3 =0 sur I'x (0,7)

[P +efj(u)]=0 sur I'x(0,7)

159
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2 2
L (2 Vit~V b (w2, P~ fCuE =0 dans 9% (0,7)
2 2
8(91;2 + (uf - Vuz = V-ob (u®, P?) + fCuf =0 dans Qy x (0,7)
2
gi =0 dans Q5 x (0,7)
3

V-u?=0 dans Qy x (0,7

w2 =0, (62-n) -1 =6 (62-n) -7 =097 sur T2x(0,7)
u?-n=0,(6%n)-1=(G%n) =0 sur I} x(0,7)
ul =ui=uiny =0 sur TZ%x(0,7)

ul(,t=0)=ui(,t=0)=0 dans ; x (0,7)

Ni le lemme d’Aubin-Lions [2], ni le critére de compacité par translation Riesz-Fréchet-Kolmogorov [2],
ni méme le critére de compacité par perturbation [I4] ne nous a permis de controler les termes non
linéaires du coté fleuve. Donc 'amélioration de ces résultats d’existence et de convergence peuvent étre
des projets de travaux ultérieurs.

Dans le cas avec surface libre, le modéle asymptotique 3-D ci-dessus est réduit & un probléme asymp-
totique 2-D du type Saint-Venant en formulation hauteur-vitesse

8 1771 1771 1 1 1771 1641
&(C Up)+ V- (CU @Ui) — npA(CUy) + 9¢ 87;101:0
act
e =0
1
%-ﬁ-V-(ClUl):O
8 2772 2772 2 2 2772 28C2 C 2772
5(( UD) + V- (CUZ @ Ur) — igA(CTUT) + g¢ 6‘7_f ¢U; =0
1
2
S CU+V (U UF) — iBAUR) + 9¢ 5o + U = 0
2
%+V-(C2U2):O
[(J=[Cth]=0
UZ=0
o(CUL) ]
[Mo o, ]—0

étudié par des algorithmes de décomposition de domaines. Il est possible de réduire encore ce modéle
en un probléme multi-physiques du type Saint-Venant 1D /2D suivant

94, 0QL
W+W—O$€(ao,bo),t>0
91 9 (@) L ol Q)

_— A — — 1 = b t
ot Tarta, )ty T =0 (a0 k), t>0

o 1
E(@UQ) + V- (CUPRU?) — A, (¢PU%) + p—gQVpa + 9?3V =0 2€0, t>0
0

acQ 2772\ __
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FIGURE 9.1 — Un domaine multi-physiques 1D /2D

olt A; est I'aire de la section (supposée rectangulaire) défini en un point z et au temps ¢, Qi (x,t) est
le débit de I’écoulement & travers cette section, (!(x,t) est la hauteur de I’eau & partir du point le plus

bas.

Les conditions d’interface résultantes de cette intégration sont données par

(ap) = 3%/,

Ull(ao) = Ui(ao)

¢*(ag) = € (ag) <= As(ag) = Ay(ag) = 2LC" (ap)

=2

Q(a0) = Q1(ap) = Ui (ao) (ao)

oUt oU?
1 1 — 2 1
Ho axl (a’o) Ho axl (GO)

e, —2 1 [t
U*(ao,y)dy, ¢ (ao) = %),

Lorsque pf = 0, i = 1,2, on dérive le modéle multi-physiques non visqueux suivant

0A; Q!

W+W20$€(ao,bo),t>0
Q1 , 9 (@) a¢ct
ot ax( A, )+gA1 O =0 xE(ao,bo), t>0

a¢? 2772y _
E‘FV(CU)—O Tz €, t>0

Clao,u)dy = 52 @ (ag) = AT o)

d 1
a(CQUQ) + V- (CCU?U?) + p—g?vpa + 93V =020y, t>0
0
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sous les conditions d’interface
—2
Ul (ao) = U (ao)

¢Mao) = € (ao) & As(ag) = Ay (ao) = 2L (ao)

Q(ao) = Q1 (ao)

Une méthode itérative entre sous-domaines pour ce modéle non visqueux est détaillée dans [68] (E.
Miglio, S. Perorro, F. Saleri, 2005). Mais le cas visqueux reste un probléme ouvert.

MDD pour les lois de conservations scalaires en espace temps

Les résultats obtenus dans la deuxiéme partie de cette thése peuvent s’étendre a 1’étude des équations
de Navier-Stokes a densité variable par une décomposition de domaine sans recouvrement

9(pu)
ot

+V-(pu®u)— pAu+ Vp=pf dans Q x (0,7)
V-u=0 dans Q x (0,7)

I(pu)
ot

+ V- (pu) =0 dans Q x (0,7)
p(,,0) =0 dans Q

u(.,0) =0 dans Q

u(z,t) =0 sur 02
ﬁzﬁl UQQ, I'=00:N900, QN0 =0
Pour cela on se donne u® € L2(0,T; HE (2)3) N L>°(0,T; L2(2)3) et pour j > 0

a) Si (u'?,u?7) est donné, on détermine (ptIt1 p2IiT) € L°°(Q1) x L>(Q2) solution au sens des
moindres carrés du probléme

dplitl

e + V- (p" ) =0 dans Q

pHI(,0) =0 dans

dp2it
ot

+ V- (p* T u?7) =0 dans Qo

p>ITH,0) =0 dans Qo

[P =0 sur T x(0,7)

en appliquant le schéma STILS-DDM.
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b) Pour (p'711, p27+1) ainsi déterminé, on peut chercher (uhI3+1 phitl) et (w2311 p2Jd+l) solution
AR
faible du probléme

A(phitiyli+t)

o + div(p" et @ ut T — pAutI T 4 vptItt = 0 dans @

V.ut =0 dans Q
ut T (2, 1) = 0 sur 9Q x (0,7T)

B(p2It1y2d+1)

— 4 div(pP I @) - pAuit 4 pPitt = 0 dans Qs

div (u*7T1) =0 dans Q-
It (z,t) =0 sur 9N x (0,7T)
[/t =0 sur T x (0,7)

Jj+1 .
M[agn +p ] =0 sur T' x (0,7)

ie
Oulitt

ot

p17j+1(

+ a7 vutI ) — g Attt £ vplitt = 0 dans @
div (u"*1) =0 dans Q
ut It (2, t) = 0 sur 9Q x (0,T)

Qui+1

ot

p* It +u?d - VuPI T — p Ayt 4 VptIth = 0 dans Qo
V- u?tt =0 dans Qs

u?I T (z,t) =0 sur 99 x (0,7T)

[w/ T =0 sur T x (0,7)

j+1 .
N[% +p 0] =0 sur T x (0,7)

par une méthode de Krylov (e.g le schéma préconditionné de Richardson) [76].

L’algorithme proposé pour la résolution de la formulation STILS est une méthode du point fixe. Il
est donc important d’étudier le probléme avec les méthodes de Krylov ou du type Robin-Robin [8] [].
D’autre part des restrictions ont été faites sur la vitesse d’advection pour obtenir la convergence de
lalgorithme. Ainsi il est important d’analyser le cas ou V-4 # 0, et éventuellement étendre la méthode
pour I'étude de problémes non-linéaires comme 1’équation de Burgers.






ANNEXE A

Notations et rappels mathématiques

Sont rappelées ci-dessous quelques notations concernant des champs définis dans l'espace Fuclidien
E = R3, ayant plus particuliérement trait aux opérateurs différentiels classiques agissant sur euz. On
donne également le développement de quelques identités et résultats utilisés dans ce travail.

A.1 Définitions des opérateurs différentiels

Les champs étudiés sont supposés étre suffisamment différentiables pour qu’un sens puisse étre donné
aux quantités définies. Ils sont exprimés dans un systéme de coordonnées Cartésien (O,z,y,2) =
(O,x1,x2,x3). Il convient de rappeler que les définitions données ici ne sont d’ailleurs valables que
dans le cas de coordonnées Cartésiennes : dans le cas de systémes de coordonnées plus complexes, tel
le systéme curviligne, les définitions des opérateurs sont plus compliquées.

Gradient Etant donné un champ scalaire f : E — R, 'opérateur gradient V est défini comme

of
Vf= [Vf]i:1,2,3 = [aif]i:1,2,3 =| Of
O3f

Le gradient d’un champ scalaire est donc un champ vectoriel.

Etant donné un champ de vectoriel u = [Ui]i=1,2,3 : E — R3, on définit également un opérateur de
gradient comme le gradient de chaque composante :

Orur Orug  Oh us
Oour O 32163
63u1 8311,2 (93U3

On définit également I'opérateur V! par :

Vtu = [V’U,]t = [Bjui]i7j:1,273

Divergence Etant donné un champ vectoriel u = [uy,u, us]’ : E — R3, I'opérateur de divergence

V- est défini comme : .
V-u= Z 8iui
i=1
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Un champ u dont la divergence est nulle V - u = 0 est appelé un champ solénoidal.
Etant donné un champ de tenseurs du second ordre 7 = [75]; j=123 : E — R® @ R3, 'opérateur de
divergence V- est défini comme :

[Ti1)i=1,2,3
[Tioli=1,2,3
V - [Tisli=1,2,3

V -
Veor =03 0mjlimes=| V-

la divergence d’un champ de tenseurs du second ordre est donc un champ de vecteurs.

Laplacien Pour finir, 'opérateur Laplacien A d’un champ scalaire f : E — R est défini comme :

3
Af=V-Vf=Y 0f

i=1

De méme il est possible de définir un Laplacien pour un champ vectoriel u = [uy,us, u3]t : B — R3
comme :

Au = [Auy, Aug, Aus)*

A.2 Interprétation des opérateurs

On va maintenant chercher & donner une interprétation physique, plus intuitive, des différents opéra-
teurs précédemment définis.

Pour un champ scalaire f, le gradient V f représente le champ des variations de f. La direction engen-
drée par V f est celle de plus grande variation du champ, toujours perpenduculaire aux isocontours de
f,la norme V f indiquant I'intensité de cette variation.

Pour un champ vectoriel u, la divergence V - u est une mesure de ’expansion ou de la contraction locale
du champ. La divergence peut en effet étre également définie comme l'intégrale du flux traversant la
frontiére d’un volume infinitésimal €2 :

1
V-u=lim — u - nds
Q—0 |Q‘ o0

De ces deux interprétations il est possible d’appréhender le Laplacien A f d’un champ scalaire f comme
un indicateur de la variation de V f, sans tenir compte de son orientation. Cette liaison est matérialisée
dans une formule exprimant la courbure

\Y

VS

Dans le cas ou f représente une fonction de distance, la courbure est donc égale au Laplacien.

A.3 Identités et propriétés utiles

On présente maintenant quelques identités employées dans la dérivation des équations de la mécanique
continue pour un systéme Cartésien.

Soit u un champ vectoriel, p et p des champs scalaires, I le tenseur identité de rang deux, et § le symbole
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de Kroneker, et ® le produit tensoriel.

V- (pI)

V- (pu) = Z[p&-uﬂruﬁip]

p Z Oiu; + Z u;0;p

pV-u+ (u-V)p

Vo(uou = V-louu]

[Zai«pui)u»}j:m

{Z@ pui)u; + (pu;)0; uJL:Lz.s

{uj zzj 0i(pusi) + Pzi:maiujL_Lm

uV - (pu) + p(u - V)u

|

[

103 (p05) + > 0i(pdi5) |
Jj#i

- [ Lm

j=1,2,3

A.4 Formulation en terme du tenseur anisotrope

On considére le cas simple de I’équation de Stokes anisotrope

Par hypothése

—Ayu+Vp = f dans Q
V-u = 0 dans

82
Vu = Zﬂi@

Op
Vp = [VPL‘:LZS = [aip]i:I,Q,B = | Oap
Os3p
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Posons
o™ (u,p) = —pI + (Vu- p+ p-V'u), p=diag(p, 2, p3),
avec 5 5
U; U
(Vu-p)iy = M G et (u-V'u)iy = /”87?
alors on a

. € 8
(div o (u,p)); = Z%UZ(%P)

- 8u1 _8uj
- 8@ Za Higes TR,

ﬁul 0 Ou;
- Z i ui;axiﬁ

=0cardivu=0

Ip
= —87:1;1 + Altul'
Ainsi ’équation de Stokes anisotrope sécrit
—dive*(u,p) = f dans

V-u = 0 dans

A.5 [Inégalité de Korn pour le tenseur anisotrope

Dans cette partie on établit 'inégalité de Korn pour le tenseur de Cauchy avec viscosité anisotrope :

o’ (v,p) = —pl +v-Vv+ V- v, v=diag(v,vs,v3)
oii(v,p) = —pdij + ef;(v,p), ef;(v,p) = v;0;v; + v;0iv;
On établit d’abord le résultat suivant

Lemme 7. Soit v € H'(Q)? vérifiant ef;(v) =0, i,j=1,2,3.

Si Q est connexe alors ils eszistent ¢, b, w € R3 tels que w(x) = c + b Az, avec w;i(z) = vi(z)/v;.

Démonstration.
Comme v € H'(Q)? C (D'(22))3, on a la relation

0? 0?
=i j=1,2,3,

Ox;0x;  Ox;0x;

Par un simple calcul de dérivation, on peut voir que
0%v; oeY, e’ (v oe¥, (v
Vi V; =y 62k(v) +u Zj( ) —y jk( ) _
Oz 0z, Ox; oxy, o0x;

et donc Ba?:g;k =0 V4,4, k. Ainsi v; est un polynome de degré 1 :

3 ¢; et B;j tel que v;(x) =¢ + ZBijx]’



A.5 Inégalité de Korn pour le tenseur anisotrope 169

dv; ov; _ _ - . . .
Comme v; ry + Vige = 0, on a donc v;B;; = —v;B;; et B;; = 0. Ainsi on peut choisir
0 (67751 Bl/l
B = avy 0 Vs
—Prs —yvs 0

c1 vy
- V1 v

D’oil on en posant b = B |, e=| 2 |,etwi=| 32 | onen déduit le résultat. O
—a c3 v3
V3 vs

Corollaire 4. Soit I'g une partie de mesure non nulle de 992, on a
{ve H%O(Q)3 : e”(v) =0} ={0}

Lemme 8. Soit Q un ouvert borné, il existe une constante C' > 0 dépendant de ) telle que
| @@ s @e)+ [ 0= Cloll oy

Démonstration. on pose E = {v € (L*(Q))* : e¥;(v) € L*(2), 4,7 € {1,2,3}} muni de la norme

3 1/2
lolle = (IvlZe@ + D2 e @)

ij=1
E est un espace de Banach. En effet :

Soit (v,) C E une suite de Cauchy. Alors (v,,€};(v,)) est de Cauchy dans L*(€2)® x L*(£2). Donc il

existe (v, ;) € L*(Q)* x L*() tel que (vn, e;(vn)) = (v, ;) et aij = e¥;(v). Ainsi v, — v dans E.

Voyons aussi que E C (H(£2))% : soit v € F, on a

P o), del) 0 (0)

ViVl =V k =
J 8£Ej893k J an 8xk ! 895,-

Donc g—;’; € L3(Q)) ¢ H~1(Q) (voir [84], proposition 1.2, pp 14), et E C (H(Q2))3.
On considére linjection i : (H*(Q))?> — (E, | - ||g), v—v
li()llz = llvlle < Cllola @)

Par application du théoréme de Banach on a i=!: (E,| - ||g) — (H())? est continue. Donc

i )z @z = loll @) < Cllvlle

Théoréme 24. (Inégalité de Korn) Pour tout v € Hp () on a

[e” ()22 @y = Cllvll (1))

Démonstration. Par 'absurde, supposons que pour tout n € N il existe v,, € H%O (Q) tel que

v 1
" (vn)llL2() < ﬁ””nH(Hl(Q))S-

Un,

Posons V,, = ol o s On
nll (i)

IVall(m (e))s = 1 (A.5)
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et
v 1
lle” (Vo) lzzqaye < o (A.6)

Par (A.5) il existe une sous suite V,,, € (H*(Q))? et V € (H1(Q))?:
Vo =V (HNQ))?, et Vi =V (L(Q))°

Par (A.6) on en déduit que e”(V) = 0, et en utilisant le corollaire [4] on obtient V' = 0. Finalement on
a

Ve — 0 (L2(Q))3, et e (Vy,) — 0 (L*(Q))°.

k

Ainsi par le lemme [§on a
Vol (z1(2))s = 0

ceci contredit le fait que
||Vnk||(H1(Q))3 =1.

Ainsi on prouve l'inégalité de Korn. O

A.6 Dérivée directionnelle

Si la variation d’'un champ f, selon les axes du systéme de coordonnées dans lequel il est exprimé, est
directement déductble des composantes de V f, on peut chercher & exprimer cette variation selon une
direction n unitaire quelconque.

Par définition :
of _ . flethn)— [()

%_h—m h

ce qui en posant F'(h) = f(z + hn) se réduit a
of . F(h)—F(o) dF
e [ (L7 7 il
on o0 h dh
d
= %f(:chnzh,ernyh,ernzh)

Ouf - On(x +ngh) + Oy f - Op(y + nyh) + 0. f - On(z + n2h)
= 0y Ng+0y -ny+0, n,
= n-Vf

Par conséquent, n -V f représente la dérivée de f dans la direction n, que ’on trouve parfois notée %.

Le gradient est ainsi une description compléte de la tangence au champ dans n’importe quelle direction.
Exemple : application a la formulation STILS
La solution STILS de I’équation

V-(ue) = f dans@ (A7)
c = ¢ surd@Q” (A.8)

correspond & un zéro de la fonctionnelle convexe

J(c) = % ( /Q (9 - Gie) - f)2 dadt — /8 N 02(a|ﬁ)d5>



A.6 Dérivée directionnelle 171

L’approche STILS revient a chercher un minimum de J. Notons [DJ(c)] : H(u,Q) — R la deérivée
directionnelle de la fonctionnelle J en la fonction ¢, définie par

1
[DJ(e)](v) = lim —{J(c+ hv) — J(c)}
h—0 h
la fonction v est vue comme une direction de dérivation. On a

(DJ()(v) = }{%%{% (/Q (¥ (e + ho)) - f)2 dadt — AQ(c+ hv)Q(mﬁ)da)

_% (/Q (6. ) —f)zd:cdtJr/aQ c2(aﬁ)da)}

~ lim %{% (/Q 2T - (@) + 20% - (@)% - (i) —2fh%-(m)>
+ /a . 202 (i1]71)d5 + /8 . QhCU(am)da}

= /Q%.('ac)%-(av) dxdt—/Qf%.(av) dxdt+/aQ_ co(uln) da

Donc [DJ(c)](v) = 0 si et seulement si

/Q% (We)V - (tw) dzdt — /8Q cv(ulndo = /Qf% - (wv) dedt






ANNEXE B

Méthodes de projection de Krylov, Matrices creuses

On cherche a résoudre le systéme
Axr=b

ot A € R"™ ™ est une matrice inversible et b € R™ est le second membre.

Le lecteur peut aussi consulter [9] [15]

B.1 Meéthode de projection

B.1.1 Définition d’une méthode de projection

Le résultat suivant donne une premiére raison fondamentale de rechercher des approximations polyno-
miales pour la résolution d’un systéme.

Proposition 19. Il eziste un polynéme p de degré au plus n — 1 tel que A~! = p(A).

Démonstration. D’aprés le théoréme de Caley-Hamilton, le polyndéme caractéristique ¢ est de degré
n et vérifie ¢(A) = 0, ¢(0) = det(A) est le déterminant de A. Soit ¢(x) = det(A) + xq1(z) alors

Aqi(A) = —det(A)I. Puisque A est inversible, det(A4) # 0 et fmAql(A) = I. Soit p le polynéme

définie par p(z) = —mql (x), alors A~! = p(A). O
Soit xy une approximation initiale et ro = b — Axq. Alors la solution x* vérifie
¥ =204+ A7 rg = 20 + p(A)rg
L’objectif des méthodes polynomiales est d’approcher ce polynoéme p(x).
Definition 1. Les méthodes polynomiales sont définies par des itérations
T = xo + Sp—1(A)ro, (B.1)

ol Sip_1 est un polynome de degré au plus k — 1.
Le sous espace Ki(A,19) = Vect{ro,Aro,Ak_lro} est appelé espace de Krylov associé a A et ryg. Une
méthode itérative est polynomiale si et seulement si elle vérifie la condition de sous-espace

z € xo + Ki(A,ro),

173
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ou, de facon équivalente
Tpt1 € T + Kir1(A, o). (B.2)
C’est une méthode de sous-espace liée auz espaces de Krylov.
Proposition 20. Dans une méthode polynomiale, le Tésidu ry et l'erreur ey vérifient
e = qe(A)ro, er = qr(A)eo, (B.3)
ot qr(x) =1 — zsp_1(x) est un polyndme de degré au plus k qui vérifie i (0) = 1.
Definition 2. L’ensemble des polynémes résiduels de degré k est défini par
Py = {q est un polynome de degre k et q(0) = 1}.
On aboutit donc & deux directions pour définir une méthode polynomiale :

e La premiére, la moins courante, consiste & définir explicitement le polynéme, et s’applique
au cas ou la matrice est symétrique est définie positive.

e La deuxiéme maniére de considérer une méthode polynomiale est de travailler avec les es-
paces de Krylov. Dans ce cas, le polynéme résiduel n’est pas explicitement connu. C’est cette approche
que suivent les méthodes actuelles du gradient conjugué et du gradient bi-conjugué.

Proposition 21. La suite des sous-espaces de Krylov Kp(A,rg) est une suite croissante de sous-
espaces, et donc stationaire & partir d’un rang p ; pour k < p, la dimension de K (A,ro) est égale a k,
et le systeme {ro, Arg,--- , A¥71rg} est une base de Ky (A, 10).

Le sous-espace KCp(A, o) est un sous-espace invariant de A ; Uéquation Ay = ro a une solution dans
cet epace.

B.1.2 Meéthode polynomiale de projection

Definition 3. Une méthode de projection de Krylov est une méthode polynomiale définie par une
matrice B et deux conditions : la condition de sous-espace et la condition dite de Petrov-Galerkin :

(Begp)'u =0, Yu € Kip(A,rg). (B.4)

le choizx de B dicte la construction de la méthode de projection. Lorsque la matrice B définit un produit
scalaire, on obtient la propriété de minimisation souhaitée :

Proposition 22. Sila matrice B est une matrice symétrique définie positive alors, pour xy, satisfaisant
la condition de sous-espace, la condition de Petrov-Galerkin est équivalente a minimiser l'erreur :

lexlls = mingex, (a.r0)lle0 — yllB (B.5)

otey=x—xp =2 — (xg+y) =eg—y. Dans ce cas xj, est déterminé de maniére unique

B.1.3 Préconditionnement d’une méthode polynomiale

La vitesse de convergence des méthodes itératives polynomiales dépend de certaines propriétés de la
matrice A. Une fagon d’accélérer la convergence est de transformer le probléme en le préconditionnant
a I’aide d’une matrice connue. Le nouveau systéme & résoudre est équivalent mais I’objectif est que la
méthode polynomiale converge plus rapidement.

Definition 4. Un préconditionnement est défini par une matrice inversible C € R™™. Un précondi-
tionnement a gauche résout le sytéme équivalent

CAx =Cbh
tandis qu’un préconditionnement & droite résout le sytéme équivalent

AC(C™'z) = Cb
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Dans un systéme préconditionné a gauche, la matrice est donc C'A, de sorte que le produit v = Au est
remplacé par la séquenece des deux produits w = Au, v = Cw.

Si C = A7, alors CA = I de sorte que le systéme préconditionné est trivial. Le précondionnement C
est souvent choisi pour approcher A~1 .

Proposition 23. Une méthode polynomiale préconditionnée a gauche est caractérisée par
T € To + ’Ck(CA, CT())
et une méthode polynomiale préconditionnée a droite est caractérisée par

T € Tog + C/Ck(AC, 7‘0)

B.2 Méthode du Gradient Conjugué (GC)

La méthode du gradient conjugué (GC) est la méthode polynomiale de choix dans le cas ou A est symé-
trique définie positive. On peut citer [I5] pour description détaillée de cette méthode. Nous abordons
cette méthode dans le cadre des méthodes de projection de Krylov.

Definition 5. La méthode du gradient conjugué (GC) est la méthode de projection de Krylov dans
laquelle B = A et A est syméltrique définie positive.

La proposition [22| se traduit immédiatement par

Proposition 24. Les itérés x du gradient conjugué sont bien définis pour tout k > 0 a partir des
conditions d’espace et de Petrov-Galerkin. Ils sont tels qu’ils minimisent l'erreur ||z — z||a en norme
A, quantité égale au résidu ||b — Axg||a-1 en norme A7, En au plus n étapes, la solution eracte est
trowvée (c.a.d x = xy,).

Definition 6. D’aprés la condition d’espace, il existe a € R et pr, € Ki11(A4,710) tels que
Thi1 = Tk + kP (B.6)
Le vecteur py, est appelé direction descente.
Proposition 25. La condition de Galerkin est équivalente a
Tk 1 ICk(A, 7’0) (B7)
Démonstration. Evidente O
Théoréme 25. Tant que les résidus Ty, sont non nuls, la méthode GC vérifie
ro = b— Al’o,
Th+1 = Tk + %Dk
Tht1 = Tk — apApy,
Vect{ro,r1, -+ ,mx} = Vect{po,p1, - ,pr} C Kry1(4,70),
rgrj =0, j#k,
pipi =0, j#k,
et les conditions de descente peuvent étre choisies pour vérifier la récurrence (& une constante preés)
Po =T0, Pk+1 = Thk+1 + BkPk- (B.8)

Remarque 14. L’hypothése que A est symétrique permet de montrer la récurrence courte sur les
directions de descente qui relie pypy1 G seulement py, et non auzx p;.

Il reste a carctériser «ay, et By pour définir complétement la méthode.

Théoréme 26. On considére le systeme Ax = b, ot A est une matrice symétrique définie positive. La
méthode du gradient conjugué est définie par lalgorithme [B.1]
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Algorithm B.1 GC

Initialisation :

Choisir zg ;
ro =b— Azo, po=T0
Iteration :

pour k£ =0,1--- jusqu’a convergence
T;‘:rk

Pi Aprs

Th41 = T + QPk

Th+1 =Tk — k. Apk;

o =

6 _ ”’g+17’k+1 .
k+1 — ’I‘kT’l‘k )
Pkl = Th1 + BrPk

fin k

B.2.1 Convergence de GC

Nous avons vu la construction de la méthode du gradient conjugué. Nous allons maintenant étudier les
propriétés de convergence.

Proposition 26. Les coefficients By et oy existent et sont uniques tant que Ty # 0.

Remarque 15. L’hypothése que A est définie positive guarantit [’existence et 'unicité de ay

B.2.2 Gradient Conjugué préconditionné (GCP)
Soit A une matrice sdp et C' = LLT sa factorisation de Cholesky. Un moyen de préserver la symétrie
est de considérer le systéme préconditionné

LTAL(L 'z) = L™,
qui s’écrit

By =,

avec B = LTAL et y = L'z, ¢ = LTb. La matrice B est sdp donc il est possible d’appliquer la
méthode GC au sytéme By = c.

Maintenant, par un changement de variable, il est facile d’écrire I’algorithme du GC appliqué & By = ¢
sous la forme suivante La méthode du GC est définie par la condition de Galerkin liée au produit

Algorithm B.2 GCP

Initialisation :
Choisir zg ;
ro =b— Azo, 20=Cro, po= 20
Iteration :
pour £ =0,1--- jusqu’a convergence
ngk
P} Ap;
Th+1 = Th + QP :
Tkl = Tk — QpApy;

o =

zg+1 = Crg;
B _ 7'{+1Zk+1,
k TZ:Zk )
Pk+1 = Zk+1 + BrDk

fin k

scalaire euclidien. Mais il est également possible de définir la méme condition en utilisant un autre
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produit scalaire.
Puisque la matrice C' est sdp, elle définit le produit scalaire

<xay>C = $T0y (Bg)

Maintenant, la matrice AC est auto-adjointe, définie positive pour le produit scalaire . Donc il est
possible d’appliquer I’algorithme du GC avec le produit scalaire au systéme AC(C~1z) = b.
Des hypothéses plus générales sur le préconditionnement C' sont étudiées dans [9] 26]

B.3 Méthode du gradient bi-Conjugué (GBIC)

La méthode du gradient bi-conjugué (GBIC) est une des méthodes de projection de Krylov utilisées
pour les systémes linéaires dont la matrice est non symétrique

B.3.1 Construction de GBIC

La méthode du gradient bi-conjugué résout le systéme augmenté

(2 2)()-(1)

par la méthode de projection de Krylov ol la matrice B est choisie égale a

(3%)

L’algorithme GBIC est construit de la fagon suivante.

Algorithm B.3 GBIC

Initialisation :

Zo, l;et i’o; B
ro =b— Axg, To=0b— AZg, po=ro, Do =To
Iteration :

for £k =0,1--- jusqu’a convergence
FkTrk.

ap = =
k= 5T Apy;
Th+1 = Tk + QP :
Thel = Tk — QR ADL;
S T .
The1 = Tk — QA" i s
~T
5 _ Te+1Tk41
k+1 - 7;17% ’
Dk4+1 = Tht1 + Br+1Pk 5
Dkt+1 = Tht1 + Br+1Pk 5
fin k

Les résidus et les directions de descente vérifient les conditions d’orthogonalité suivantes :

TkTkar =0, Angrlﬁk = pfﬂATﬁk =0.

B.3.2 Convergence de GBIC

La méthode GBIC présente 'avantage de posséder une récurrence courte. Par contre, elle requiert a
chaque itération deux produits matrice-vecteur, par A et A”. La preuve de cette algorithme est détaillée

dans [15]
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B.4 Matrices creuses

Dans de nombreuses simulations numériques, la discrétisation du probléme aboutit & manipuler une
matrice de trés grande taille (d’ordre pouvant aller jusqu’a 10®) mais dont la plupart des coefficients
sont nuls. Dans ce cas, on considére un stockage creux (par abus, on parle d’une matrice creuse) qui
permet de ne pas stocker une grande partie des coefficients nuls et de réduire considérablement la
complexité des résolutions de systémes.

B.4.1 Stockage des matrices creuses

Les codes développés dans ce travail utilisent le stockage compact par lignes (CSR) : dans un
tableau a une dimension on range tous les éléments non nuls par ligne, une ligne aprés 'autre. Les
indices de colonnes et les limites de lignes sont retenus dans deux tableaux d’entiers.

Il existe encore d’autres stockages tels que le stockage bande, le stockage profil, le stockage par coor-
données (COO), le stockage compact par colonnes (CSC).

La bibliothéque LAPACK permet le stockage bande. Beaucoup de solveurs directs ou itératifs utilisent
un stockage compact par ligne ou par colonnes.

B.4.2 Produit matrice-vecteur

Dans les méthodes itératives de résolution, les deux opérations les plus cofiteuses sont le produit
matrice-vecteur et le préconditionnement. Les stockages creux permettent de réduire la complexité du
produit matrice-vecteur. Dans ce qui suit, on considére un stockage compact par lignes.

On suppose que la matrice A d’ordre n a nz(A) éléments non nuls que l'on a rangés dans le tableau
a(l : nz) en les numérant par lignes. Dans le tableau ja(l : nz) on range les indices de colonnes de
ces éléments dans le méme ordre et dans le tableau ia(l : n 4+ 1) on indique la liste des indices des
démarrages de lignes de la matrice A stockée dans a avec par convention la valeur nz+1 dans ia(n+1).
Etant donné deux vecteurs x, y € R™, 'opération

y:=y+ Az
s’exprime par 'algorithme suivant :

pourt=1,n
pour k: =ia(i), ta(i+1) —
y(i) = y(i) + a(k )*x(Ja(k))
fin k
fin i

B.5 Fichiers de modules des codes numériques

Les différents codes numériques développés dans ce travail sont composés en modules contenant diffé-
rents fichiers pour le maillage des domaines de calcul, la résolution des problémes, et la résolution des
systémes linéaires.

Maillage des sous domaines

nmac : nombre de macro-éléments

a,b : borne des variables des courbes

(rex,rey) : coordonnées des sommets des macro-8léments

icode : vecteur de conditions aux bords

nx,ny : nombre d’intervalles "horizontaux /verticaux", = 3 au minimum
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genre : définit les types de macro-éléments

res : résolution pour une bonne définition du domaine
nom : nom du fichier de sortie

icode : codes au bord des arretes

¢r : numero du fichier des données

r : indice comptant quel macro-élément est en construction
nnmax : nombre maximum de noeuds

nnoeud : nombre de noeuds

znoeud(k), ynoeud(k) : coordonnées du noeud k
neubor : vecteur indiquant le code des noeuds au bord
nemax : nombre maximum d’éléments

nbelem : nombre d’éléments

ielem : matrice de définition des éléments

nomnoeu : nom du fichier contenant les noeuds
nombcond : nom du fichier des conditions au bord

x, Yy : coordonnées des noeuds

u : fonction définissant la condition initiale

e DefDom : subroutines de définition du domaine a mailler

— DEFDOMI(nmac) : détermination du nombre de macro-éléments
— DEFDOM2(nmac, a, b, rex, rey, icode, nx, ny, genre) :
définit les macro-éléments du domaine (triangle, rectangle, rectangle avec face courbe, etc...)

e MaillageDomaine : subroutines pour le maillage du domaine

— DOM(res, nom) : procédure d’écriture du fichier de définition du domaine
— LEC(icode, rex, rey, nx, ny, ir,r, string) : procédure de lecture des données du domaine
— NOEUD(icode, rex, rey, nx, ny, res, nnmaz, nnoeud, xrnoeud, ynoeud, neubor) :
procédure de construction des noeuds
— ELEM(icode, rex, rey, nz, ny, res, nnmax, nnoeud, xnoeud, ynoeud, neubor,
nemax, nbelem, ielem) : procédure de construction des macro-éléments
— FINDNN(z, y, nn, nnoeud, xnoeud, ynoeud, res) :
recherche d’un noeud nn de coordonnées (z, y)
— BCOND (nomnoeu, nombcond) : écriture d’un fichier contenant les conditions au bord.

o F'ctInitiales : fonction source et condition initiale

— SOURCE(x,y) : fonction source définissant le second membre de 'EDP
— UNIT(coor, u,nneu) : fonction définissant la condition initiale

Résolution des problémes locaux

shae : fonctions de forme

dl : dérivées locales

stif f : matrice de rigidité élémentaire
gauss : points d’interpolation

dg : dérivées globales

be : second membre élémentaire

Im : noeuds fixes sur la frontiére

ndf : nombre de degré de liberté par éément
x, y : coordonnées des noeuds de lélément
fl : force aux noeuds

dt : pas de temps



180 CHAPITRE B : Méthodes de projection de Krylov, Matrices creuses

t : temps

a : matrice de rigidité globale

b : second membre global

na : nombre de coeeficients non nuls dans la matrice a
idj : indice de colonne pour la matrice a

idt : indicice de ligne pour la matrice a

neq : nombre d’équations

nn, nb : nombre de noeuds, de noeuds fixes
nbel : nombre d’éléments

nofix : numéro des noeuds fixes

bcond : vecteur des valeurs des cond. aux limites
1a : vecteur des conditions aux limites

e Fekform : procédures de définition des fonctions de forme

— T3SHAPE(z,y, gauss(il), gauss(i2), ndf, shae, dl, dg, det, —3, eps, ierr) :
fonctions de forme linéaires sur un triangle

— T6SHAPE(x, y, gauss(il), gauss(i2), ndf, shae, dl, dg, det, —3, eps, ierr) :
fonctions de forme quadratiques sur un triangle

— Q4SHAPE(z,y, gauss(il), gauss(i2), ndf, shae, dl, dg, det, —3, eps, ierr) :

fonctions de forme linéaires sur un rectangle
e MatRigid : subouroutines pour le calcul de la matrice de rigidité

— EMATR(key, stif f,be,lm,ndf,x,y, fl,dt,t) :
construction de la matrice élémentaire et du second membre élémentaire
— ASSMA((na, idj, idi, neq, a, stif f,lm, ndf,ierr) : assemble la matrice de rigidité locale dans
la matrice globale
— ASSSM(neq, b, be,lm, iel) : assemble le second membre d'un élément dans le vecteur global

e SolSousPbles : calcul de la solution du sous-probléme

— DONNEEPARA (nn, nbfiz, nbel) :
lecture des nombres de noeuds, de noeuds fixes, et d’éléments du maillage.
— DONNEES(nn, nofix,bcond, nbel, ielem, f,dt, tmazx) :
lecture des numéros des noeuds fixes et des noeuds libres, de la topologie des éléments
— VECCLI(nn,nbfix,nofix,bcond,ia,neq) :
vecteur des conditions aux limites et numérotation des équations.
— STRMAT (nneu, neq, nel, ndf, ielem, ia, na, namazx, idj, idi) :
détermination de la structure de la matrice
— RIGID(z, nn, neq,ielem, nel, a, sm, na, idi, idj, ia, dt) : calcul de la matrice de rigidité
— SECMEM(nel, neq, nneu, z,ielem, f, sm,idi, idj, na, nbfix,nofizx,bcond,ia,b,dt,t) :

mise & jour du second membre et prise en compte des conditions aux limites fixes

Résolution des systémes linéaires

a : matrice du systéme mémorisée sous forme creuse
b : second membre du systéme

na : nombre de coeficients non nuls dans la matrice a
idj : indice de colonne pour la matrice a

idi : indice de ligne pour la matrice a

neq : nombre d’équations

nneu : nombre de noeuds

 : solution du probléme
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prec, idjp, idip : matrice de préconditionnement

iprec : type de préconditionneur

ite : nombre d’itérations

npr : nombre de coefficients non nuls de la matrice prec
itmaz : nombre maximum d’itérations

nite : nombre d’itérations effectuées

e GradSystMater : Méthodes GC et GBIC pour le systéme linéaire ax = b avec matrice creuse.

— MAVE(na,idj,idi, a,u,v,w,nn) : calcul du produit d’une matrice creuse et d’un vecteur

— GC(na,idj,idi, a, prec,idjp, idip, np, b, u, neq, iprec, ite) :
méthode du gradient conjugué préconditionné pour le systéme linéaire ax = b

— BICGSTAB(na, jndz, ipnt, a, npr, jndxpr, ipntpr, precl, b, u, neq, iprec, itmazx, nite) :
méthode du gradient bi-conjugué préconditionné pour le systéme linéaire ax = b.

e ResolSystMatcr : résolution du systéme linéaire axz = b avec matrice creuse a
— SOLVE(na, idj, idi, a, neq, b, nneu, u, bcond, nbor, ia, iprec, prec, idjp, idip, np, ite) :

résolution du systéme ax = b par la méthode GC avec préconditionnement
puis prise en compte des conditions aux limites.

11 0 0 14 15
0 22 0 0 O
a= 0 0 3 0 O
41 0 0 44 45
51 0 0 54 55

est représentée sous forme symetrique

a(x) =
idj (*)
idi(x) =

[11,14,15,22,33,44, 45, 55]
=[1,4,5 23455]
[747 7 9]

implicit none

integer i, int, neq, nneu, nbor

real*8 tt

integer iprec

real*8 a(na)

real*8 b(neq), u(nnew), beond(nbor)
integer ia(nneu), idj(na), idi(neq + 1)
real*8 prec(na)

integer idjp(na), idip(neq + 1)

real*8 work(neq)

doi=1, nneu
1f (ta(i).gt.0) then
work(ia(i)) = u(?)
end if
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end do

call GC(na, idj, idi, a, na, idi, a, na, idjp, idip, prec, b, work, neq, iprec, nq, ite)
if ite.le.0 then

print*,’erreur dans bicgstab’, ite
end if

do i = 1,neq (Pour éviter les oscillations (overshooting et undershooting))
tt = work(i)
tt = min(1.d0, tt)
tt = maxz(0.d0, tt)

work(i) = tt
end do
do i = 1,neq

b(i) = work(i)
end do

do i = 1,nneu
int = ia(7)
if (int.gt.0) then
u(i) = work(int)
else if (int.eq.0) then
u(i) = 0.0
else if (int.lt.0) then
u(i) = bcond(-int)
end if
end do
end

— SOLVE(na, idj, idi, a, neq, b, nneu, u, bcond, nbor, ia, iprec, prec, idjp, idip, np, ite) :

résolution du systéme ax = b par la méthode GBIC avec préconditionnement
puis prise en compte des conditions aux limites.

11 0 0 14 15
0 22 0 0 O
0 0 33 0 O
41 0 0 44 45
51 0 0 54 55

est representée sous forme non symetrique par

a

a(x) = [11,14, 15,22, 33,41, 44,45, 51, 54, 55
idj(+) = [1,4,5,2,3,1,4,5,1,4,5]
idi(*) = [1,4,5,6,9,12]

implicit none
integer %, int, neq, nneu, nbor
real*8 tt
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interger iprec

real*8 a(na)

real*8 b(neq), u(nneu), bcond(nbor)
interger ia(nneuw), idj(na), idi(neq + 1)
real*8 prec(na)

integer idjp(na), idip(neq + 1)

real*8 work(neq)

doi=1, nneu
if (¢a(%).gt.0) then
work(ia(i)) = u(i)
end if
end do

call BICGSTAB(na, idj, idi, a, na, idi, a, na, idjp, idip, prec, b, work, neq, iprec, nq, ite)
if ¢te.le.0 then

print*,’erreur dans bicgstab’, ite
end if

do i = 1,neq (Pour éviter les oscillations (overshooting et undershooting))
tt = work(i)
tt = min(1.d0, tt)
tt = max(0.d0, tt)

work(i) = tt
end do
do i = 1,neq

b(i) = work(i)
end do

do i = 1,nneu
int = ia(i)
if (int.gt.0) then
u(i) = work(int)
else if (int.eq.0) then
u(i) = 0.0
else if (int.lt.0) then
u(i) = bcond(-int)
end if
end do
end
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La théorie, c’est quand on sait tout et que rien ne fonctionne.
La pratique, c’est quand tout fonctionne et que personne ne sait pourquoi.
Ici, nous avons réuni théorie et pratique : rien ne fonctionne et personne ne sait pourquoi. !

ALBERT EINSTEIN
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