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APPLICATION OU FORMALISME BOOLEEM ALGEBRIQUE A
LA SYNTMESE OE SYSTEMES LOGIQUES; COMBINATOIRES

Régumé

Un ensemble de moyens a été développd dans le cadre de 1'algdbre
de Boole pour effectuer la deseription, & Ll'aide d'une fonetion
booldéenne, d'une table de vérité, d'une relation d'ordre entre deux
fonctions booléennes, ou d'un ensemble de fonetions ¢ iraiter
atmultanément. L'application de ces moyens & la synthése classique
dez eyetémes combinatoires sur dewr niveauxr permet ta Justification
théorique compléte de ce procédé; les méthodes présentdes se prétenmt
également au développement théorique de procédés de synthése

nouvedair,



I, INTROOUCTION

1. Oefinitions

Un systéme logique combinatoire est un bloc fonctionnel sans mémoire
interne admettant |N| signaux binaires d'entrée et produisant 3] sig-
naux binaires de sortie; une table de vérité définit le fonctionnement
que 1'on attend de ce systeme, en spécifiant les valeurs que doivent
prendre les signaux de sortie pour un certain nombre |I| de configura-
tions distinctes des signaux d'entrée (fig. 1.1).

N entrées Jd sort.ies

N signaux d'entrée X 000D X 1 X
1100 00 X

I I I I 00X 0 X 1 X

- 1010 101

systéme - 01 10 0 0 X
Togique %’, 1110 110

- 100 1 0 0 X

combinataire — X 10 1 1 X X

' b0 1t ¢ 0 X

l ] 1 i 011 1 1 0

' 001 X 1 1 X X

J signaux de sortie f 1 11 0 1 1

Fig. 1.1 : systéme Jogique combinatoire et table de vérité,




Lorsqu'il existe une ou des configurations des signaux d'entrée qui
ne sont pas spécifides dans la table de vérité, ces configurations
constituent des états indéfinis implicites du systéme; lorsque pour
1'une gu 'autre des configurations d'entrée mentionnées dans 1a table
de vérité, 1'un des signaux de sortie n'a pas de valeur asgignée {“X",
ou "dan't care"), on parte alors d'une indéfinition explicite. Les
procédés de synthése tirent parti de 1a réalisaticon indifférente des
états indéfinis implicites et explicites pour cbtenir une simplification
accrue des systadmes & optimaliser.

Un “X* (cu “don't care"} qui apparait dans la partie d'entrée de
la table de vérité signifie que plusieurs configurations d'entrée sont
résumées en une seule ligne; dans ce cas, la table doit remplir une
condition dite de cohérence, qui impose un état de sortie identique
peur toutes les lignes de 14 table dont les états d'entrée ont une
intersection non nulle. Lorsque la table de vérité ne contient pas de
"X" dans sa partie d'entrée, elle est dite canonique; une table cano-
nique est naturellement cohérente.

Lta table de vérité est completement Jdéfinie lorsque toutes les
configurations possibles des signaux d’entrée y apparaissent, et que,
pour chacune d'elles, tous les signaux de sortie ont une valeur
assignée.

2. Notion de synthése

Les systimes logiques combinatoires sont réalisés au moyen d'opéra-
teurs booiéens élémentaires (AND, OR, NOT}, cu de blocs de base
réunissant un ou plusieurs opérateurs €lémentaires {(NAND, NOR, EX-OR,
Majority, Threshold, etc.).



La méthode de réalisation systématique la plus immédiate fait
intervenir Yes deux opérateurs de base AKD et OR disposés en deux
niveaux logiques {si 1'on ne dispose pas des variables d'enyrée niées,
un troisiéme niveau compasé d'inverseurs est nécessaire paur les
engendrer); le premier niveau isole les diverses configurations des
signaux d'entrée spécifides dans la table de vérité; le second niveau
synthétise chagque signal de sortie en réunissant tes configurations
d'entrée pour lesquelles ce signal doit &tre actif.

Cependant, i) existe souvent plusieurs réalisations sur deux niveaux
"d'un systéme donné, meme dans le cas d'une table comq\étement définie;
ces rédalisations sont identiques du peint de vue de leur fonctignnement
statique, mais différent quant au nombre d'cpérateurs de base qui Tes
camposent. Les réalisateurs de systémes logiques combinatoires ont alors
cherché un moyen d'obtenir de facon systématique 7'implantation la moins
colteuse des tables de vérité, '

Bien que le critére de colt d'une réalisation varie d'une technologie
a 1'autre, il est toujours 1ié au nombre d'opérateurs nécessaires, que
ce soit directement (relais, portes) ou indirectement, & cause de la
place requise et de la consommation (VLSI).

Le profil des problémes soumis 2 la synthése s'est madifié au cours
du temps : & 1'époque i les gpérateurs de base dtaient réalisés avec
des composants discrets (relais, tubes, diodes, composants logiques SSI,
etc. ), les systémes 3 optimaliser étajent en général de faible taille,
et leurs tables étaient fortement définies; Ta synthése autamatique de
systémes logiques combinatoires était algrs source d'éconemies appré-
ciables.

Plus tard, les mémaires mortes sont apparues sur le marché, avec des
capacités toujours plus vastes et des colts toujours meindres; Jes sys-
témes logiques fortement définis, eux aussi de taille grandissante, ont



pu &tre avantageusement implantés sur de tels compesants, sans néces-
siter de synthése.

Parallziement a cette évolution, le développement de 1'intégration
de ¢ircuits & une &chelle toujours plus grande {LSI, puis VLSI) a fait
apparaitre 1a notion de PLA ("pregrammed logic array"), permettant
1'implantation en une géumétrie réguligre de systémes logigues combina~-
toires. Ainsi la synthése automatigue de ces circuits a conquis actuel-
Tement sa place dans Ta conception assistée par ordinateur (CAQ) de
circuits binaires intégrés a grande échelle, dans le cadre de laquelle
elle effectue la synthése en PLA de blocs fonctionnels réunissant de la
logigue combinatoire; les problémes a optimaliser dans ce contexte ont
en général un nombre de variables élevé et sont faiblement définis;
c¢'est alors l1a surface occupée par la PLA dans le circuit qui constitue
un critere de minimalisation, plutdt que le nomdre des €léments gui la
composent,

La synthise automatigue de systémes logiques redevient donc d'actua-
1ité pour la réalisation de PLA simplifides, destinées & occuper une
surface minimale dans les circuits intégrés dans lesquels elles doivent
8tre implantées.

3. Procédés de synthise

Les méthodes de synthése peuvent 2tre classées selon la structure
des résultats qu'elles produisent : ainsi, on distingue les méthodes
de synthZse sur deux niveaux d'opérateurs (ANO-OR, etc.) et leurs essais
de géngralisation [40] - [44], 1a synthese d'arbres de décision binaires,
qui donne Tieu aux réalisations en multiplexeurs ou en décodeurs [45] -
[49], ainsi que les autres approches de synthzse multi-niveaux [501 - [53]
et les méthodes utilisant les propriétés d'une technolegie donnée (en
particulier le technologie C-MOS) [§4].



La plupart des méthodes de synthése sur deux niveaux procddent en
deux phases : 1° calcul de tous tes impliquants premiers ocu commns d'un
systeme, 2° extraction d'un sous-enserble irrédondant minimal de ceux-ci;
comme ces méthodes sont de loin celles qui ont fait 1'objet du plus
grand nombre de contributions dans le domaine de la synthiése de systémes
Togiques combinatoires, il est 1égitime de les appeler méthodes classi-
ques dé synthése.

1T existe d'autres méthodes de synthise sur deux niveaux qui procddent
en une seule phase, en construisant les impliquants premiers ou communs
nécessaires autour des éléments de la donnée, jusqu'd la réalisation
compléte du systéme [37] - [39]; ces méthodes sont heuristiques par
nature, alors que Seuie la derniére phase des méthodes classiques (réso-
Tution du tableav de couverture) est en général effectuée de facon
heuristique.

Citons également la méthode graphique de M. Karnaugh [18), qui est
encare universellement employée de nos jours pour la réalisation & la
main de trés petits systdmes; strictement appliquée, c'est une méthode
exhaustive (classique), mais elle est souvent utilisfe & la mani2re des

méthodes heuristiques.

L'utilisation de 1'algdbre de Boole pour la description des systdmes
Togiques combinatoires a déja été proposée par C. E. Shannon [6] en
1938; la représentation d'un systeme & sortie muitiple au moyen d'une
fonction booléenne unique est due 3 B. E. Muller [7], et a &té reprise
par quelques auteurs [8] - [11]); une dérivation formelie de cette fonc-
tion unigue caractéristique d'un syst2me 3 sortie multiple est présentée
dans le chapitre III ci-dessous.

Toutefeis, la plupart des contributions qui traitent de la synthise
simultande de systémes 3 sortie multiple utilisent un équivalent numé-
rique de la représentation de Muller : les tableaux de connexion (en
anglais : "connexion arrays") (21, {141 - (171, [3&]. qui sont au nombre



de trois : le tableau de connexion directe ("ON-array"), le tableau de
non-connexion ("OFF-array") et le tableau de connexion indifférente
("DC-array"}, 1'un d'entre eux pouvant toujours &tre déduit des deux
autres [2].

Les méthodes de synthése classique de systémes logiques ont toujours
été développées et présentées sous leur aspect algorithmique : elles
décrivent un ensemble de procédés qui fournissent la résultat voulu par
Teur application systématique (itérative ou récursive) sur Tes données
3 disposition.

Ainsi 1'opération de consensus, définie par A. Biake [5] et généra-
lisée par J. P. Roth [14], appliquée de facon systématique sur les
tableaux réunis de cannexion directe et indifférente, permet d'abtenir
tous les impliquants premiers ouv communs d'un systéme donné [2], [8] -
o1, [19) - [22].

Une autre méthode, le déccupage (en anglais "sharp"}, aboutit au
méme résultat en retirant de 1'impliquant universel tous les éléments
du tableau de non-connexicn [23, [16], [31], [32], [34], [55].

Une fois 1'ensemble des impliquants premiers ou communs obtenus, les
méthodes classiques procddent & 1a recherche d'un scus-ensemble jrrédon-
dant de ceux-ci correspondant & une réalisation de colt minimal; cette
opération est effectuée par la formation d'un tableau de couverture [12],
[137, [23], suivie de sa résolution; certains auteurs se sont consacrés
au développement d'aigorithmes efficaces pour la réduction de ces
tableaux [27] - [29]. La recherche d'un sous-ensemble irrédondant
d'impliquants peut également étre effectuée par un calcul de consensus
[111, [121, [25], [26].



4, But du présent travail

Cette contribution a pour but de montrer que les méthodes de synthése,
présentées ordinairement sous forme algorithmique, peuvent également
gtre décrites A 1'aide d'opérateurs algébriques.

A cette fin, un ensemble d'outils issus de 1'algébre de Boole a été
développé dans un cadre général, ¢'est-3-dire hors du contexte spécifi-
que de la synthése de systémes logiques {chap. II et IV ci-dessous};
1'application de ces outils au probléme de Ta synth2se classique permet
de retrouver les algorithmes existants en tant que cas particuliers
{chap. V). Le caractére général des procédés algébriques dévelappés ici
permet de Tes utiliser & d'autres fins; en guise d'illustration, leur
application au développement de deux nouvelles méthodes de synthése est
mentionnée au chapitre V1.

Le formalisme algébrique n'apporte pas d'amélioration de nature
algorithmique aux procédés classiques de synthése en ce qui concerne la
taille des problémes que ) ‘on peut traiter et la rapidité de ce calcul,
car de npombreux travaux ont déja donné un grand développement 3 cet
aspect de la question; par cantre, i1 permet d'ume part_de clarifier,
dans un but didactique, fe mécanisme qui est 3 la base de ces mSthodes,
et d'autre part de fournir des eoutils théoriques utilisables pour de
nouvelles investigétions dans le domaine de la synthése.

Le formalisme algébrique trouve égaltement une application dans une
méthode de représentation numérique des expressions booléennes qui con-
serve la farme 1itiérale de celles-c¢i {cf. app. C}, ce qui autorise
leur traitement par ordinateur tout en préservant 1a généralité inhérente
au caractere algébrique de ces expressions.



11. DESCRIPTION ET CALCUL D'UNE RELATION D'ORDRE

Ltes variables et les fonctions que nous utiliserons dans le cadre
du présent travail appartiennent 3 1'algdbre de Boole et obéissent 2
ses lois. Les conventions de notation uiilisées sont présentées dans
1'appendice A; 1'appendice B mentionne les définitions de base et les
axiomes de 1'algdbre de Boole, ainsi que gquelques propriétés générales
supposées bien connues. '

1. Définitions

Soient deux fonctions booléennes A{x) et B(x} dont les arguments
communs sont les variables booléennes indépendantes x = {xi|i€1} H
nous nous intéressons 3 1'existence d'une relation d'ordre 51{A(5),B(5)}
entre ces deux fonctions.

Il est possible de formuler une fonction booléenne R(x) dite
caractéristique de 1a relation 9, dont les arguments sont les memes
variables x; la fonction R{x} est définie comme suit :

Définition 2.1
R(g) = 1 <==b (R‘{A(;},B{_g_)} est vérifide

pour toute valeur E qgue 1'on peut attribuer aux varjables x.




Exemples :

a) cas de 1'6égalité entre A{x) et B{x); on obtient la fanction R(x)
en utilisant un théoreme de base de 1'algbre de Boole (cf. app. B, § 4,
propriétés n° 34 et 29} :

RIAX) = B(x)} <=> R{x) = AX)-Blx) + Alx)-B{x)

b} cas de 1'implication :

RIAx) s B(x)} <= R(x) = A + B(x)

Exprimons la fonction R{x) sous forme disjonctive :

R(x) = 2 P(x)
k€K

chaque impligquant Pkfl‘.) S R(x} décrit un ensemble suffisant de condi-
tions que les variables x doivent remplir pour que la relation 92 entre
les deux fonctions booléennes A(x) et B(x) soit vérifiée :

PLE) = 1 = R est verifice.

Eremple : X = {X3, Xz, Xi, X}, RX) = XXy + XpX3X,
T'impliquant xyx, £ R(x] signifie que Ta relation d’ordre entre A(x)
et B{x} décrite par R(x) est satisfaite pour tout vecteur constant
£ = {E1, £, £3, Eu} répondant aux conditions &; = 1 et &£, = 0.
L'ensemble de ces deux conditions est suffisant; cependant, i1 n'est
pas nécessaire, dans la mesure ol 1'impliquant de R{x) qui Te décrit
n'est pas le seul (comme c'est le cas dans cet exemple).



Un impliquant premier de R{x) décrit un ensemble irrédondant de
conditions suffisant & la vérification de la relation; ceci signifie
qu'aucun sous-ensemble strict de conditions ne conserve la propriété
d'gtre suffisant.

Chaque impliquant de R(x) décrit une partie du domaine de validité
de la relation parmi 1'ensemble des valeurs £ que 1'on peut attribuer
aux varjables x; la fonction R(x) décrit le domaine entier.

Dans le cas ob R{x} est identique & 1, le domaine de validité de 1a
relation s'étend & toutes les valeurs £ que peuvent prendre les varia-
bles x. Ainsi, it est possible de démontrer 1'existence d'une relation
d'ordre en formulant sa fonction caractéristique et en vérifiant son
identité a 1.

Exenple : soit & démontrer 1'identité :

ab + a¢ = ab + ac + be

on forme la fonction caractéristique de 1'égalité :

R{a,b,c} = {ab + ac)-{ab + ac + be¢} +
+ (ab .+ ac)-(ab + ac + bc)

= {a +B)-(a+T)-(a +0By-(a+<l.(B+7T) +
+ {ab + ac)-(ab + ac + bc)

1 cqfd,

a-(c + e} + a«(b+b) + ...



Remarque : pour éviter le calcul d'une expression compliquée, on
remplace souvent la démonstration d'une égalité par celle de 1'impli-
cation appliquée successivement dans les deux sens :

RIAx) = B(x)} <=  R(x) = A +B(XJ + A(x)+B(x)

[Ax) + B{x) 3.0 Alx) + B{X) 1

Rs(i) . Ra(i}

2. Exemples d'utilisation

Citons deux utilisations courantes de la fonction caractéristique
d'une relation d'ordre : 1'extraction d'une forme disjonctive irrédon-
dante de la forme compléte d'une fonction bopoléenne, et 1a démonsiration
de théorémes.

Recherche d'une forme irrédondante

Soit une fonction booléenne F(x) exprimée sous sa forme compléte
(forme disjonctive comprenant tous les impliquants premiers, et
seulement les impliquants premiers; cf. app. B, § 5) :

Flx) = 2 Px)
keK

Probleme : trouver un spus-ensemble irrédondant K' d'impliquants,
c'est-a-dire un sous-ensemble K' d'impliquants qui suffit & exprimer
Je fonction, mais tel gu'aucun sous-ensemble strict de K' ne conserve
cette propriété de suffisance :

Flo = 30 P et AR ek ta P = T2 P
kEK' KEK"
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M. Jd. Ghazah [12] a présenté une méthode récursive mpitié
algébrigue et moitié algorithmigue pour résoudre ce probleme; un
procédé entigrement algébrique peut &tre proposé sur la base du
calcul d'une relation d'ordre : & cet effet, on formule un moddle
paramétré de 1'expression cherchée, en fajsant intervenir un nouveau
Jeu de variables booléennes indépendantes y = {yklkek}

MF(xy) = 2 P(X)ey,
kEK

Pour chague valeur constante v gque 1'on attribue aux variables y,
le modele MF{x,u} devient une somme d'un sous-ensemble particulier
d'impliquants :

MF(x,0) = } . P {x) avec K'o= {kly =1} =K
keK:
On impose & ce modéle d'Btre égal & l1a fonction donnée; dans ce cas,
par construction, une seule implication est & vérifier -

REFlx) 5 Hy)) <= Rlxy) = FIT + W(xy)

Exprimée sous forme complate, 1a fonction R{x,y) contient, parmi
d'autres, des impliquants qui ne sont formés que des variables y
{leur existence est justifiée par la propriété R(x,1) = 1, par cons-
truction, les variables Yk qui les composent ne sont pas niées);
chacun d'eux décrit une expression disjonctive de F{x)

Théoréme 2.2

T Y S Rlxy) <e=>  Flx) = ¥ P(x
KEK' KEK!




Démonstration : a) implication dans le sens = :

Hyp. : TT v & Rlxy) = F{x] + T P ix) oy,

kek' k€K
Posons : u = 1. ke et y = 0. kEK'
= FIx] + 25 Plx) =1
kEK'
= F(x) = Z Pk(i)
kek’
=ty F(x) = Z Pkti) puisque par construction :

kEK's

Fix) 2 3, P (x)
kEK®

b) implication dans le sens «= : voir ci-dessous "démonstration de

théordmes".

$i 1'impliquant l'iyk s Rti-l) est premier, le sous-ensemble K'
d'impliquants qu'il décrit est irrédondant, car dans le cas contraire,
i1 existe un autre impliquant Iiyk incluant le premier, donc composé
d'un sous-ensemble de ses variables et décrivant par conséquent un
sous-ensemble K" <K' d'impliquants Pk(ij suffisant & la réalisation
de F(x) .

Ddmonstration de théorémes

Soient deux propositions g, et 3% dont i1 faut démontrer 1*impli-
cation g, = 3 ; s'il est possible de former deux fonctions
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booléennes G{x) et H(x) vérifiant respectivement :

G(x)

<D 1a proposition C:} est vérifide

Hix} = 1 a—  la proposition 4 est vérifige
la démonstration voulue se réduit alors 2 celle de 1'implication
booléenne 6(x) s H{x); dans ce but, on formule la fonction carac-

téristique W(x} de cette implication, et on vérifie son identité a 1.

Ezxemple : démonstrationm de 1'implication b} du théorzme 2.2;
saient les deux propositions :

q, : 5 P ix) est une expression disjonctive de F{x)
kEK'
P : le terme TT Y est un impliquant de R(E’i)
kEK'

On établit Tes correspondances :

FxT + EPk(i) = 1 o= C‘}est vérifige
keK'

q Y, + Rixy) =1 == & est vérifide
keK'

La fonction caractéristique F(x] + ZPk(l) est suffisante dans ce
cas pour décrire 1'égalité F(x) = Pk(i) , car par construction
F{x) 2 LP{x). On calcule alors 1'expression W(x,y) = G(x] + H{x,y) :



L}

F(E).'ﬂ" Pklif + Z ;k + —F—(B— + Z Pk(i}'yk
ke K kEK' keK

W{x,y)

TV R + oo+ TS PMX) = 1 cofd.
keEK:! keK'

L'identité W(x,y) = 1 démontre 1'implication G{x) = H(x,y) et,

par le jeu des équivalences G(x) <=o g} et H(x,y} <=> 3L, 1'im-
plication Q} = .

3. Application & la synthese d'un systeéme simple

Un syst2me logique 3 sortie unique dont la table de vérité est
incomplatement définie est ¢éterminé par deux fonctions booléennes :
12 borne inférieure de ce systime et sa borne supérieure (fig. 2.1).

La borne inférieure A(a) du syst2me est la fonction beooléenne qui
réunit toutes les configurations des variables d'entrée pour lesquelles
le signal de sortie est assigné a 1.

fa fonction B(g), formée par la réunion des configurations des
variables d'entrée pour Tesquelles le signal de sortie est assigné a 0O,
est 1'inverse de la borne supérieure.

Toute fonction booléenne F(g] satisfaisant la double implication
A(a) s F(a) s B(a) est solution du systdme 3 synthétiser [1], [21, [551;
te but consiste & rechercher une fonction compeosée d'un minimum d'opéra-
teurs; lors d'une réalisation sur deux niveaux, une telle fonction est
conposée d'un nombre minimal d'impliquants premiers {sauf dans quelgues
cas trés particuliers [36]).

La méthode de synthése classique fait intervenir la recherche de
tous les impliguants premiers du systéme, suivie du calcul de tous les



19

ap ap ay o | ¢ ay a2
X 0 0 0 0
01 0 0 1 0j0f(X]1
0 X 1 00 o ol T o
1 X 1 0 1
0 0 0 1|1 X|xjojo
X 1 1 1 0 Oy 11X XX
Ala) = @y,3,338, + 2,853, + 313,333,
B(E] = 5-2;3;5 + 5‘1 ag-a-l. + dAd44d,

Fig. 2.1 : table de vérité, représentation graphique de Karnaugh
et fonctions descriptives d'un systéme & synthétiser.

sous-ensembles irrédondants de ceux-ci suffisant 3 la couverture de sa .
borne inférieure A(a}, pour ne retenir finalement qué celut d'entre
eux dont Te cardinal est le plus petit (ou 1'un de ceux-ci lorsqu'ils
sont plusieurs & posséder le méme cardinal minimal).

Recherche dee impliquants premiers du syctéme

Les impliquants premiers du systéme sont les produits du plus petit
nombre de variables a ., niées ou non nices, dont 1'intersection avec la

fonction B{a) est nulle.

Pour tes calculer, on forme un modzle MFB(E) comprenant tous les
impliquants possibles; la somme de tous ces impliquants est absorbée
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par Te plus grand d’entre eux, 1 : MFo{a) = 1. Ce modele est affine
en interdisant son intersection avec 1a fanction B(a) qui rassemble
les 26ras du systdme :

REmBa) B2y WP(a)+Bla) = O
—=> /%) = wa)-Bla) - Bl@J

Naus disposens de Bla) sous farme disjonctive {cf. chap. I11); en
exprime alors son inverse sous forme conjonctive en appliquant la régle
de Morgan; en effectuant les produits, on obtient alors, aprés élimina-
tion des termes inclus, la forme complite de RB(g_) {cf. app. B,
corollaire B.3).

B(E) = 52335.. + E’lagih + dsdydy
R ) 3 T+ 3y 4 a
(a) = Bla) = (3, + ay+ aw)-(ay + a3 + a.) - (3, + 33 + a,)

= 3233 + E:ag + §3a.. + alagzq + 613233 +
+ 28,83,

L'expression générale de 1a fonction caractéristique Ra(g) que nous
avons abtenue en inversant Ta fonction B(g} est la suivante :

Rla) = Y e ta)
kEK

Chaque impliquant premier Pk(E) est un produit d'un nombre minimal
de variables a, nifes qu non, satisfaisant la condition imposée :

P fa)-B(a) = 0

lLes impliguants premiers de RB(g) sont donc les impliguants premiers
du systéme, qui sont aussi ceux de sa borne supérieure Bfgi .



et

Recherche d'une couverture minimale

La recherche d'une couverture minimale du systeéme se fait par le
calcul de toutes tes couvertures jrrédondantes de Ja borne inférieure
A(a) , dont on ne retient que 1'une de celles qui sont composées d'un
nembre minimal d'impliquants ou, dans le cas d'une synth@se avec colts,
1'une de celles qui dennent Tieu & une réalisation de colt minimal.

Une couverture irrédondante est un sous-ensemble d'impliquants
premiers du systdme dont la somme couvre la borne inférieure A(g) de
celui-ci, et dont chaque terme est nécessaire pour garantir cette pro-
priété de couverture (dans ce contexte, "couvrir" signifie "&tre
impliqué par") :

Aa) s Yo Pl et fx =k ta. AR s 2 R(a)
kEK! : ke

A nouveau, la facon de procéder consiste a formrler un modéle
paramétré de couverture MFA(g,z) comprenant les impliquants premiers
obtenus et un nouveau jeu de variables booléennes indépendantes
1=ty“kem

MFA(g,l) = E Pely) -y
kEK
MFA(g.l) = 2,83¥y + 222, ¥; + Bz8u¥; + 31884 Yy *

+ A18pd3¥s *t A3 d3a, ¥

On impose & ce modele de couvrir la borne inférieure Ala} du
systéme :

RAaca) M@y AGa) s MFaLy)

== RA(g,,\_r) = Alay + MFA(E,_)_’)
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Exprimée sous forme compléte, la fonction caractéristique RA(g,l}
fait apparaitre, entre autres, des impliquants qui ne sont composés que
des variables y (leur existence est due a la propriété RA(g,l) =1,
liée a la condition A(a) s @ ; par construction, les variables Yy
qui composent ces impliquants ne sont pas niées); chacun d'eux décrit
une couverture de la borne inférieure :

Théardéme 2.3

g8 Y $ ay) <= a@) s 5 P (2)
kEX' KEX'

La démonstration de ce théor&me est analogue a celle du théor&me 2.2.
A nouveau, si 1'impliquant r[yk est premier, la couverture qu'il décrit
est irrédondante.

La forme compléte de RA{g,x) contient tous les impliquants de la
forme cherchée; on peut 1'obtenir par double inversion :

R'(a,y) = 212;333,¥1 *+ 31232233, ¥2¥3 + 213388 Yy ¥s¥s *
+ 2122233, Y4 ¥s *+ 81338534 ¥s ¥e

A

R(E_;X_) = Yi¥Yz¥Ye ¥ Yi¥a¥e * YiYa¥al¥s *t YiYa¥u¥s *+

+ AuYr + BuYs + B8, + 1Y + 218y *+

Lorsque 1'on gbtient plusieurs couvertures irrédondantes (et c'est en
général le cas), il ¥ a lieu de ne retenir que 1'une de celles qui sont
composées du plus petit nombre d'impliquants et qui correspondent aux
impliquants de RA(E_,X) composés du plus petit nombre de variables y.
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Dans 1'exemple cité, posons v; = u, = ug = 1 et

Uy = U, = Vs = 0; grdce & 1'impliquant ¥i¥»¥s S RA(E,__\L) , On a
A _ A - - -
Ra,u) = 1 et MF(a,u) = @,8; + 8,8, + 8p873,

qui est 1'une des formes minimales cherchées.

Les impliquants mixtes de RA(E,Z) s c'est-a-dire ceux qui sont
compos€s de variables a et de variables y (ou seutement de variables
2 ) décrivent des couvertures conditionnelles; ils ne sont pas intéres-
sants dans le cas de cette méthode de synth2se & deux niveaux et sont,
par conséquent, a &liminer avant la deuxi®me inversion en omettant toutes
Tes variables a dans 1'expression RA(g,y_); cette omission permet
d'éviter un travail considérable, car ltes impliquants mixtes sont en
général trés nombreux : dans 1'exemple ¢ité, qui est pourtant de taille
trés modeste, la forme compl2te de RA(E,x) compte 43 impliquants
premiers, dont 4 seulement ne sont composés que de variables Y.

A
R (E,l} = yp e {ya 4 ya) o lya ¢ yed o lys + ye) + ...
Im: fﬂm I«s’
lﬂ:lm «; rG, «t:!N lﬂ:\N rom
a I-\? l; - ruH o
-a-]_ azggsn, X
515233 gy 1 X
a;ds a;a X X
ay3;2,a, X X

Fig. 2.2 : fonction et tableau de Petrick.



24

La fonction obtenue apres 1'amputation des variables a dans la
fonction m est connue sous le nom de fonction de Petrick
(103 - [13], (237, (27] - [29]1; on la trouve aussi représentée sous
forme de tableau (fig. 2.2).



111, DESCRIPTION ALGEBRIQUE D'UNE TABLE DE VERITE

La table de vérité d'un systdéme logique combinatoire décrit un
ensemble de configurations possibles des signaux d'entrée et spécifie
pour chacune d'eltes une configuration des signaux de sertie (voir
fig. 3.1). D. E. Muller [7] a montré qu'un systéme 2 sortie multiple
peut en fait Btre décrit au moyen d'une fonction booléenne unique a
1'aide de variables auxiliaires; le § 1 de ce chapitre présente une
dérivation formelle de cette fonction.

1. Fonction de vérité

A chacun des |[N| signaux d'entrée, nous associons une variable
booléenne indépendante 2, nEN. La partie d'entrée de la table de
vérité est composée d'un tableau de valeurs bimaires ("bits"), dont
chaque &1é&ment peut Etre désigné par le couple d’indices (i,n),

i étant 1'indice de 1'une des {1| lignes de ia table; 3 chaque bit
{i,n) on associe une fonction boaldenne Ein{a“) de ta variable

indépendante correspondante, définie comme suit :

Définition 3.1

accord avec le bit  (i,n) de

le signal d'entrée a_ est en
1 L
la partie d'entrée de la table

Les fonctions Ein(an) s'obtiennent directement de la table de
varité
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si le bit (i,n) de 1a

Einlay) = table de vérits vaut

2
1
%n

Pour chaque ligne de Ta table de vérité, on définit alars une
fonction E.(a) comme suit :

Définition 3.2

Ya configuration o des signaux
Efe) = 1 <= d'entrée réalise 1a Vigne i de
1a partie d'entrée de la table

La fonction Ei(g_) s'obtient par le produit des |N| fonctions

Ein(an) :

@ -« TT g (a)
nEN

Dn procéde de facon identigue pour la partie de sortie de la table
de vérité : 2 chacun des 1J| signaux de sortie est associde une
variable booléenne indépendante f., jEJ; on deéfinit alors les
fonctions de bit Sij(fj) et de configuration Si(ﬁ

Définition 3.3

le signal de sortie ¢, est en
Si.(¢.) = 1 G==> accord avec le bit J (1,3) de
3 1a partie de sortie de la table
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Définition 3.4

la configuration ¢ des signaux
S.i(;ﬂ = 1 <= de sortie réalise la ligne i de
1a partie de sortie de la table
f. 1
s.(F) = 41 si le bit (i,j) de 1a
it _ table de vérité vaut
f. 0
J
s =TT st
JEJ

On définit alors la fonction V(a,f) , dite caractéristique de la
table de vérité (de facon abrégée : fonction de vérité), comme suit :

Définition 3,5

les configurations d'entrée a et de
V(e,g) = 1 <= sortie ¢ réalisent 1'une des lignes
spécifiées dans la table de vérité

On forme simplement cette fonction au moyen des états d'entrée Ei(g)

et de sortie Si(-f)

V(a.f) = ) Ej(a)-Si(f)
i€l

Nous disposons maintenant d'une fonction booléenne qui posséde le

méme contenu en information que Ta table de vérité, et que nous pouvons

utiliser au gré de nos besoins 3 1'aide d*opérateurs algébriques.
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I J
ap az Oy o $1 d2 by
1 ¥ 00 Q0 X 1 X
2 1 100 g 0 X
3 04 X9 X 1 X
4 10 v 0 101
5 01 v 0 a0 X
6 11 10 1 10
7 10 01 00X
B ¥ 1 01 1 X X
g 0011 00 X
10 1 0 19 110
11 01 x 1 X X
12 11 11 a1 1

V(a.f) =} _E,(3)-5.(f)

= aajza,f, +
+ ay8,2y8,F1F, 4
+ 23,8, f, +
+ ay8,a;8,FyTaf;y +
+ 183233, F; +
+ ajaa8,f L, +
+ 23,838, T, +
+ ajaza,f, +
LR PEPE P PRI P +
+oB1a,258, FifyFy ¢
+ ay35a,f, +

+ Br2,858, 7,5,

Fig. 3.1 : table et fonction de vérité,

En plus de son intérét théorique, la description algébrique d'une
table de vérité au moyen d¢'une fonction booléenne est 3 la base d'une

méthode de codage numérique pour le traitement par ordinateur des
problemes de synthése {cf. app. C); cette représentation algébrique
convient d'ailleurs particulidrement aux tables de vérité faiblement

définies gui possddent un grand nombre de signaux d'entrée et de sartie,

typiques des syst®mes qu'il est intéressant, actuellement, de soumettre

a la synthese.
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2. Condition de cohérence

Nous avans vu {chap. I, § 1) qu'une table de vérité peut étre
canonigue agu nan; une table de vérité est canonique Ssi chacune de ses
lignes ne décrit qu'une seule configuration des signaux d'entrée;
autrement dit, si la partie d'entrée de la table ne contient pas de

valeurs indéfinies ("X", ou "don't care").

Dans le cas ol la table n'est pas canonique, i1 faut veiller a ce
qu'elle soit cohérente. La condition de cohérence s'énonce : si une
configuration o des signaux d'entrée peut réaliser simultanément deux
lignes de la table, la partie de sartie de ces deux lignes doit Btre
identique [mémes 1", mémes "X" et mémes "0"}; exemple : lignes n° 1t
et 3 de la table présentée 3 ta figure 3.1.

Une table canonique est naturellement cchérente, puisque dans ce
cas, toutes les configurations d'entrée sont distinctes. L'énoncé
algébrique de la condition de cohérence est le suivant :

E,(@-E () = 0 = 5. =5 () Yi,9,e1
1 12 — 1) 12

On formule alters la fonction caractéristique de cette impiication
en vue d'en obtenir une équation a1g¢brique :

g: E, ()€ (&) = 0 <=>  6(a) E. {a)y-E. {a)
1 12 T L

H: s, 0 =50
1 2

4= H{f) = S, (f}-S. (f) + S. (f)-5, {f)
= L T2 — Ty = 17—

L'expression voulue est alors fournie par 1'équation caractéristique
de 1'implication g; = 4f , appliquée a toutes les paires d'indices :

S 6a)-m(f) = 0
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2. g e @[S0 s 0 s 005D ] - o
iy, 1,€ 1
Par un regroupement de termes, on ¢btient une autre formulation :

[Z Ei(i) 'S.-l(i) ]'[ E E"I(E}'S'i{-t)] = 0

i€l i€l

Dans le cas d'une table de vérité canonigue, on a Ei (a} -Eiz(a} =0
2 L}
pour toute paire d'indices distincts, ce qui constitue une condition
suffisante pour annuler les deux expressions ci-dessus.

3. Transformations de la table de vérité

La fonction V{a,f) cont{ent, sous une forme algébrique condensée,
toute 1'information spécifiée dans la table de vérité. Cependant, selon
1'utilisation que 1'on désire faire de cette information, i1 peut étre
nécessaire de transformer cette fonction; ainsi, i1 est possible d'en
~ extraire les bornes inférieure et supérieure d'un sous-systéme indivi-
duel donné; d'autre part, iors de Ta synth2se classique sur deux niveaux
d'un systeme complexe (cf. chap. V), nous utiliserons deux fonctions
partielles VA(E,E) et VB(E,f) dérivées de Ta fonction de vérité qui
s'apparentent, par leur contenu, & la généralisation pour un systime
complexe de la borne inférieure A{a) et de 1'inverse de la borme
supérieure B(a) d'un systeme simple.

Bornea d'un sous-systéme individugl

I1 est possible d'extraire de la fonction de vérité V(a,f) Tes
fonctions Aj(i) {borne inférieure) et Bj(g) {inverse de 1a borne
supérieure) du sous-systeme individuel formé du seul signal de sortie

¢j 3 ces deux fonctions s'expriment par la réunion de sous-ensembles
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spécifiques (I?, resp. I?) d*états d'entrée Ei{g)

- A
Ajta) = Z £ (a) avec Iy o= Uls,(f =1
1€]
- B _ .
Bj{ﬂ) = EE(B] avec IJ. = {1|S1J(fJ} f}
i

Exemple : cas du systdme défini sur Ia figure 3.1 (p. 28) :

A]_{E) = 61;23.3;4 + a]_azaa;h + 32533., + al_a—gaaal, + E]_aaau
A{a) = 2838y + 37828y + 185338, + 8,8,8;8, + 318,838,
Ay(a) = 8182838, + 182338,
31(2) = 818,838, + 818;8,8, + 8193898y + @38p838y +

+ ayd,a;a,
Bo{a) = a18583d4 + A185838, + 838,333, + 818,828, +

+ Elgz dzdy
Ba(i) = aya8;a38, + 818334

Borme inférieure d’un systéme

La généralisation pour un systeéme de la borne inférieure est une
fonction Vp‘(g_,f_) que 1'on construit sur le moddle de la fonction de
vérité, mais en considérant comme des “0" les indéfinitions explicites

{"X", ou "don't care") de la partie de sortie de la table de vérité :

£, 1
Agy - ?J si le bit (i,j) de la

iitit oo 3 table de vérité vaut

f, 0

S
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A A A
Mo - se) et Vap = ) E@ D

i€d jel

Dans ta pratique (cf. chap. V, § 2}, nous utiliserans une version
]
modifice V" (a,f) de Ta fenction VA(g,f) dans laquelle n'apparaissent
que les variables f. niées :

i
Wan = Efa) - T [:si*}(fj) + %)
i€ jed

'
La formstion de la fonction V" {a,f) & partir de la fonction de
vérité V(a,f) est immédiate (cf. exemple, fig. 3.2) :

a) on remplace dans chaque terme de la fonction de vérité toute
variable fj manquante par une variable fj niée, et

b) on omet les variables fj non mées restantes.

Borne supérieureg d'un syatéme

La généralisation bour un systéme de la borne supérieure est une
fonction VB(g,j) gue 1'on construit sur le mod2le de la fonction de
vérité, mais en censidérant come des "1" les indéfinitions explicites
de Ta partie de sortie de Ta table de vérité :

f. 1
8 ~ J si le bit (i,5) de 1a
S‘ij(fj) h _f_j table de vérité vaut X
f. 0
J
B _ B B _ B
Jey il

Dans la pratique (cf. chap. V, & 1), nous utiliserons une version
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v(a,f) = aasa,f, + aja,a,a,f f, 4
+ ayapa,f, + ajapaa, fyffy +
+ aya,aza,f f, + aja,a,a,f,fFy +
+ @,83838,F, F, + azaza, f, +
+ Bya8;8, T, T, + 28,858, F; F27;5 +
* 33,3, f, o+ aya,a;a,f,f:f,

Wah - 55,557 v oaya, T Tt Ty ¢
+ @38, 1, T, . a,3;a; 8, T, +
+ By8,8,8, T, F,Ty + aya,8,2, T, +
v a8, a,8, 7 T, fy + 22,8, f, 1, .ot
+ ma,8,a4,F,F,F, + a,a,a8;a, 7, +
+ ;33,1 1, + 22,353, T,

B - = - =

v {a,f) = a;8a3a,f,f, + ayaa,a,f; +
+ 318,88, F, F, + alazaagq?s +

== —_ - —_—

* ay8zd98, Fify + aya,aza. f1fy +

+ a,azasza,f, + Aayagaga, fy

Fig. 3.2 : 1la fonction de vérité et ses versions modifiées,

modifice V2 (a,f) de 1a fonction VE(a,f) faisant intervenir une
modification de 1a partie en f de chaque terme :

¥lan = 9 Efa)s TT |:s,1J £ - 7,
i€l jed

]
La formation de 1a fonction VB (E’i) a partir de la fonction de
vérité ¥{a,f) est inmédiate (cf. exemple, fig. 3.2} :

a) on omet Jes variables f:i non niées de chaque terme, et
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b) on inverse par un jeu de notation {c'est-a-dire sans effectuer
1'opération) 1a partie en f de chacun des termes obtenus.

Remarque : lorsque la table de vérité ne mentionne has d'indéfini-
tions explicites, on a :

Wah = Bl = ve,n



1V. TRAITEMENT SIMULTANE DE FONCTIONS BOOLEENNES

Dans ce chapitre, ncus allons développer un outil destiné & traiter
simultanément un ensemble de foncticns baoléennes possédant des

arguments communs.

Ltutilisation d'un tel outil rend possible 1a recherche de solutiaons
communes & un ensemble de relations d'ordre qui doivent étre satisfaites
simultanément, solutions matérialisées par les impliquants communs de

leurs fonctions caractéristiques.

1. Définitions

Seit un ensemble de fonctions bogléennes {Rj(i)]j(-:d} ; on utilise
un jeu de variables booléennes indépendantes z = {zjleJ} pour com-
poser cet ensemble en une fenction unique. La composition peut étre
conjonctive ou disjonctive : ’

Définition 4.1

R“(_)_e_,é} = ﬂ'[ RJ-(E} + Ejj
jE€J

Définition 4.2

Yx2) = T Ry(x) « 2,
i€d
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L*introduction des variables z permet de conserver 1'information
propre 3 chaque fonction individuelle Rj(i) lors du mélange; en effet,
toute fonction individuelle ijﬁ) peut &tre extraite de 1'une ou de
t'autre fonction composée en donnant une valeur particulidre [ aux
variables 2z :

Propriété 4.3

0,3 = J

['n]
L]

11 y a quatre possibilités de former upe fonction composée au moyen
d'un ensemble de fonctions individuelles, en tenant compte de la compo-
sition en somme ou en produit d'une part, sous forme directe ou sous
forme inverse de 1'autre; quel est 1'intérét de cette multiplicité ?

En fait, comme nous le verrons au § 2 de ce chapitre, seule la fonc-
tion composée en produit sous forme directe mentionne explicitement,
dans son expression disjonctive, les impliquants communs aux fonctions
individuelles Rjtg).

Cependant, lorsque dans la pratique cette technique de composition
est requise pour abarder ua probl2me donné, i1 peut arriver, selon la
farme sous laquelle se trouvent les données & disposition, que 1’une
des trois autres fonctions composées soit plus facile 3 construire que
la forme directe de la fonction-produit {le cas se renconire notamment
lors de la recherche de 1a couverture globale d'un systime,
cf. chap. V, § 2).

Ainsi, aprés avoir démontré les propriétés des impliquants de la
fonction composée en produit (5 2 ci-dessous), nous développerons un
alggrithme qui permet le passage direct (¢'est-2-dire sans recours 3
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une décompasition en fonctions individuelles) entre les fonctions-
produit et somme, ainsi qu'entre leurs inverses (§ 3 de ce chapitre;
cf. fig. 4.1).

2. Obtentian des selutions communes

Impliquants de la fonction-produit

En partant de la définition de Ta fonction composée en produit, on
peut obtenir une forme disjonctive en effectuant les produits; les
impliguants obtenus sont alars composés d'un produit Pk(i) de variables
X niges ou non, provenant des fonctions individuelles RJ.Q(_) , et d'un
produit de variables z. Par construction, les impliquants premiers de
la fanctign-produit ne contiennent que des variables zj niées; afin de
faciliter 1'interprétation de ces impliguants, nous désignerons par ‘]k
le sous-ensemble spécifique {c'est-2-dire propre & chague impliquant)
des variables zJ. nies qui n'y figurent pas :

R(x,2) = TT [Rix) + 5] = & pio- T]’;J_
J€d kEK jeﬁk
L v ’ N ~ rl
définition forme disjonctive

Théorame 4.4 |

Pelx) - TT'z"j s R'(x,z2) <=> P(x} s 'TT’RJ.(g)

JET, j€d,

La partie en x d'un impliguant de ta fonction compesée en produit
est un impliquant commun & toutes les fonctions individuelles RJ-(}_}
dant les variables caractéristiques Ej ne composent pas sa partie en z.
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Démonstration : a) implication dans le sens =

Hyp. : Pk(£)° T Ij s W[RJ.(E) + Ej]

jeﬁk JEV
Posons : Cj =1, JEJk et cJ. =0, jedk
=D P lx} s T Rj(ﬁ) cqgfd.
jEJk

b} implication dans le seps <= : formons les deux fonctions :

6(x) = FI@ + TT Ry(x)
jEJk

Haz) = P TTZ, o TTLR + 7 ]

jejk j€d

évaluons alors 1'expression W(x,z) = Gi_x_i + H{x,z}

W(x,z) = P(x) s TT RG) « BIT + D25 + TTLR{X) + 7]
i€y, J€Y, J€d
- /]_er(i) s TT R0 =
jed, J€J,

ce qui entratne G(x) s H(x,z) et démontre 1'implication.
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Propriété 4.5

Si1impliguant P (x) TT Z, s R'(x,2) est prenier,
: i€y,

a} ﬂP"((f_) = P lx) 1q. Px) 5 Pulx) s T Rj‘i)
jGJk

b o ot 9 o et Plx) s TT Ry
.jEJI

Si P (x}- nEj est un impliquant premier de R'(x,z), i1 n'existe
pas d'impliquant P;{(i) in¢luant strictement Pk(i) qui soit commun au
meme sous-ensemble J, de fonctions Rj(i) décrites par les variables
zJ. : c'est la primauté en x; d'autre part, il n'existe pas non plus
de sous-ensemble J', incluant strictement J, , de fonctions Ri(i)
desquelles Pk(_)g) soit un impligquant commun : c'est la primavté en z.

Autrement dit, chaque impliquant premier de a fanction-produit est
un compromis optimal entre la taille de 1'impliguant commun qu'il décrit
et le nombre de fonctions individuelles auxquelles 11 est commun.

La forme compléte de R"(x,2) mentionne ainsi sous forme explicite
tous les meilleurs compromis entre les divers impliguants communs et la
taille des sous-ensembles de fonctions auxquelles ces impliguants sont

cammuns.

Impliquants de la fonction—somme

La forme générale des impliguants de la fonction-somme comprend un
praduit Pk(g_) de variables 2 niées ou non, ainsi. qu'un produit de
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variables z. Par construction, les impliguants premiers de la fonction-
somme ne contiennent que des variables z‘i non niées; désignons par ‘]k
le sous-ensemble de ces variables z.i particulier 3 chaque impliguant :

Rix.2) = ¥ P lx) - TT z

kEK jedk

Théorzme 4.6

Pk(g)-'rr z; s Rz(i,g) b Px} s 2 Rj(y
jes, i€y,

{Oémonstration analogue & celle du théor2me 4.4),

Contrairement au cas du produit, 1'impliquant d'uvne somme n'a pas la
propriété d'étre impliquant de chacun de ses termes; ainsi, Ta signifi-
cation des jmpliquants de 1a fonction composée en somme n'est pas aussi
explicite que dans le cas de 1a fonction-produit.

Cependant, 1a fonction-somme, exprimée sous forme disjonctive,
possdde par construction les propriétés suivantes :

a) tout impliquant de la fonction-somme posséde au moins une
variable zJ. non niée,

b} tout impliquant premier {et a fortiori non premier) de la
fonction-somme possédant plus d'une variable zj est inclus dans la
samme des impliquants qui ne sont composés que d'une seule variable
zJ. non niée.

Ainsi, par construction, il est possible d'exprimer la fonction-
somme au moyen d'une somme de termes composés d'un produit Pk(i) de
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variables x niées ou non et d'une somme d'un sous-ensemble spécifique

‘]k de variables zj non nides :

Rz = [P0 T 2]

kEK ey,

Les termes P (x) X z; ne sont pas des impliquants au sens strict;
il est cependant possible de les interpréter :

Thégreme 4.7

LACIRID I A R¥(x,2)  <=> P (x) 5 'I‘I’Rj(i)

i€y, i€y,

La partie en x d'un tel terme est un impliquant commun 2 toutes les
fonctions individuelles Rj(i) dont les variables caractéristiques 2
composent sa partie en z.

Démpnstration : a) implication dans le sens =b

Hyp. *

Posons :

PRI )z s ) Rylx) « 2,

i€, j€2
z. =1 et =0, §o=
jo = ;J * J Jc
Pelx) 5 Rs (%) Yi.eq,
P (2} s ’]—er(ﬁ) cqfd.
jEJ

k




42

b) démonstration dans le sens <= : formons Jes deux fonctions :

jEJk

Hx2) = P {x) - Ez + YR ez

JGJ J€Jd

évaluons alors 1'expression W(x,z) = 615? + H(gt_,g} :

Wxz) = P () TT RGO « BTO « TTZ + R0 -z
jEdk :jGJk jed
= TURx + o+ TT R0 = 1
j€9, i€y,

on en déduit : G(x) s H{x,2}, ce qui démontre la deuxidme implication
du théoreme 4.7,

Corollaire 4.8

Pk(ﬁ)'z 7y & RMx,z) <=t P (x) z. s R'(x.2)
i€d, jedk

Les termes composés d'une somme de variables 2z, qui forment la
fonction-somme sont équivalents aux impliquants de la fonction-produit.

C'est sur la base de cette dquivalence qu'un algorithme sera
développé pour effectuer le passage direct entre les fonctions-produit
et somme.
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3. Regles de transformation

Montrons qu'il est possible d'obtenir la fonction-somme par trans-
formation terme 3 terme, selon le corollaire 4.8, d'une expression
disjonctive de la fonction-praduit :

Thégréme 4.9

Rez) = R TT 7, = Rz = L[R2 2]

kEK i€3, KEX J€ I

La transformation n'est valable que dans le sens fonction-produit —
fonction-somme, car dans ce sens Ta transformation d'un impliquant
inclus dans une somme d'auvtres impliquants fournit un terme lui-aussi
inclus (lemme 4.11), alors que cetie propriété n'est pas valable dans
{e sens iaverse.

Lemme 4.10

A

3 Pol) s TTZ; ¢ 32 R0 TTE, ot K =X
€7, kEK' J€J,

L'

alors Palx} T Ej . P (x) - T EJ-

j€Y, kEK" je'Jk

avec K" = {kIJOEJk} = k'

Si un impliquant P,{(x) - I[?J. est inclus dans 1a somme d'un ensemble
K' d'autres impliquants, alors i1 est inclus dans Ta somme du sous-ensemble
K" de ceux-¢i qui ne contiennent pas d'autres variab]es ?J. que Tui.
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Démongtration :
Hyp. : Polx) - TT 7, s L Rl 7 z
j€d, kEK' jeﬁk
Posons : g5 = 1, i€, et & = 0, jE€7,
= Polx) s 3 P(x)
keKll
- Polxd - TT 35 s 12 Pla) - TT 7
367, KEK" FET,
= Po(x) - T Ej s ¥ Pk(i} T Ej cqfd.
i€T, kEK" €3,
Lemme 4.11

$1 Pl TT 23 5 15 Plo) - TT 7

i€3, kEK! J€T,
slors  Po{0) . oz 5 3o [P0 1 2]
i€d, kEK! i€y,

La transformation selon le corollaire 4.8 d'un impliquant inclus
de la fonction-produit fournit un terme inclus de 1a fonction-somme.

Démonatration : par le lemme 4.10, on a la propriété :

Polx) « '[—[?j s 30 Pl 'r[fj avec K" = ko= 9}
j€7, KE K" 3€73,
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Posons z. = 1, J€J, et z. = 0, 3€3,

K] J
= Pox) = 3 P x)
ke K"

=2 SR Yz s LR 1 2]

J€d, kEX" " i€,
= Polx) e 3 s < Y [Pk(ﬁ) . E zJ.:]

i€d, KeK" 369,
= Polx) s 3 z s Y[ Pk{iJ 5 zj:[ cqfd.

JEJ, keK! j(—ZJk
Lla contraposée du lemme 4.11 s'énonce : towt terme nécessaire (non

inctus} de 1a fonction-somme provient d'un impliquant nécessaire de la
fonction-produit; ceci démontre le théorzme 4.9.

Diggramme de transformation

Le théoréme 4.9 définit un nouvel opérateur qui agit terme a terme
sur une expression disjonctive, de facon sélective (sur les variables
z seulement), par triple inversion :

a} des variables : 7. + 2

b} de 1'opérateur : '|_r - ¥

¢) du sous-ensembie : Jk >

nous appelierons translation ce nouvel opérateur.
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L'inverse de la fonction composée en produit s'écrit :

R"(ﬁ'l) = : Rjzi)'zj
JE

cette fonction posséde la forme et, par conséquent, les propriétés
d'une fonction composée en somme; réciproquement, 1'inverse de la
fonction-somme s'écrit :

R = TTIRE + 7]
JEJ

cette fonction possdde la forme et les propriétés d'ume fonction
composée en produit.

Ainsi, 1'opérateur de translation permet d'obtenir la fonction-somme
a partir de 1a fonction-produit exprimée sous forme disjonctive, ainsi
que 1'inverse de la fonction-produit & partir de 1'inverse de la fanctien-
somme, également exprimée sous forme disjonctive (cf. fig. 4.1).

@1.5) TILR 0 + ?J-D'@*@ (x,2)

o ® .

® Z[Rj(i) ) zj])'g G(i’_z_)

DI - 2))

IR + 5,

=
™1
—
I>
-
I~
—
e

Fig. 4.1 : fonctions composées et régles de transformation;
(:) : opérateur de translation,
() : opérateur d'inversion.
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Parmi ces quatre formwlations, celle qu*i) faut chercher 3 obtenir
est 1a fonction-produit sous forme disjonctive directe, dant i1 est
possible d'interpréter immédiatement les impligquants premiers.

Cependant, lorsque 1'on envisage d'utiliser cette méthode pour
traiter un probléme donné, i1 peut arriver que ta fanction-produit
sait plus difficile a formuler que 1'une des autres fonctions, a
partir des daonnées & disposition; dans ce cas, 1'utilisation des
régles de passage permet d'aboutir au résultat voulu sans avoir recours
a une décampasition en fanctions individuelles.

4. Aspect algorithmigue

Lorsque 1'appiication de 1'opérateur de translation (:) ast suivie
de T'inversion (:), ce qui est le cas Torsque 1'on recherche ia forme
compigte de la fonction-produit (cf. fig. 4.1}, i1 faut éviter d'effec-
tuer 1’expansion en somme du produit des variables z de chaque terme,
afin de réduire le nombre des opérations qui sergnt a effectuer lors
de 1'inversion :

RE(x,2) = §_ P (x) - Eﬁ (forme disjenctive)
kEK jeik
© = &) - T R&-TT 7 ;
kEK i€
k
O = & = TTRE + T77%]
KEK jed,

En effectuant alors Tes praduits de 1'expression ci-dessus, on
abtient la forme compléte de la fonction composée cherchée,
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Exemple : d o= {1,2,3,4,5)

R (3‘_.2) = 31;3 Xy 2225 + -’_‘1*2‘2_1-2_2?4
T - = - ==
RU(x,2) = XaXyX4ZyZ3Z, + X1Xp232s
R(x,z) = (Xy + X3+ Xy + Z3Z3Z) (X + X + 2,25)

= NyXp + XyZgZy + XyX3 + Xa¥Xy + Xy23Zgs + Ny K +
+ XpX, + XyZyZg +t Xy ZyZ32¢ + XgZyZqZy +

+ 2722232, 1%g

Le nombre de produits a effectuer pour obtenir la forme disjonctive
cherchée se trouve considérablement augmenté lorsque 1'expansion des
sommes de variables z a eulieu :

m — - — -

R7(x,2) = Xy¥ady21 + XaXgXy2Zy + X1X3Xa2, + X1XpZy +
+ ¥ydpZg

T - - - — - -

RUx,2) = (Xp + X3+ Xy + Zy) = (X3 + X3+ ¥ + 24) -

(X + Kg+ Ky v Zydolxg + Xg + Zy) o (%1 + Xa + 25)

Dans 1a pratique, les opérateurs de translation @ et d'inversion G)
se cantractent en une seule apération :

RE(E,E) = 3 P (x) T Ej (farme disjonctive}
kEK jeﬁk
R(x2) = TTLRIE + TT 7] (produit a effectuer).

k€K jGJk



V. APPLICATION A LA SYNTHESE CLASSIQUE SUR DEUX NIVEAUX

D'UN SYSTEME LOGIQUE COMBINATOIRE A SORTIE MULTIPLE

Soit un systéme logique combinatoire donné par sa fonction de

vérité (fig. 5.1).

N entrées J sorties
v(a,f) = Ay 83 &4 f,
+ ay 8, 85 8¢ | T1 T2
+ 3y a» a, £,
+ a; 8, a8 ay fy T, Fy
+ @y 8, a3 @y, | Fi T2
§ + a, a, @, a, fi £, T,
2 + ay @, 83 8y | T1 T,
- -
— + a4 @3 A, fy
+ a8, 8,8, | 1 T,
+ a; a; a3 a, fy . T,
+ ) a, f, -
+ Ay d; @ ay Ty o £y

Fig. §.1 : fonction de vérité d'un

dispesfe en tableau.

systeéme a synthétiser,

Lors de la synthése sur deux niveaux de syst2mes logiques a sortie

multiple, on prockde de la méme maniZre que pour un systme a sortie
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unique {cf. chap. II, § 3}; cependant, au lieu de calculer individuel-
lement les fonctions caractéristiques R?(g) et R?{g,x) de chacun des
jdj sous-systemes particuliers constitué par chacune des sorties prise
isolément, on fait intervenir les procédés de composition décrits au
chapitre IV de facon & obtenir des solutions communes.

1. Recherche des impliguants premiers du systéme

Un impliquant du systeme est un produit élémentaire Pk(g) possédant
la propriété d'avoir une intersection nulle avec les zéros d'un sous-
ensemble ']k de spus-systemes individuels; par impliquant premier du
systéme, on désigne un terme qui offre un compromis optimal entre sa
taille {c'est-a-dire son pouvoir de couverture, qui augmente lorsque
e nombre des variables qui Je composent diminue) et le nombre de sous-
systémes pour la réalisation desquels il est susceptible de convenir.

Les fonctions Bj{g) rasseméﬂent, pour chaque sous-systéme individuel,
le sous-ensemble spécifique IJ. des états d'entrée Ei(g) pour lesquels
le signal de sortie correspondant ¢J. est assigné a "0" dans la table
de vérité {cf. chap. III, § 3) :

B.la) = E E.(a) avec 8. (3]s, . (f.)=T,1

= g '° J ijtittd
i€l

J

Bl(f‘) = alaz-a—ag., + E] 323333, + 315233 a, + 3152636.. +
+ B8;dp;aja,

Bo{a) = a,8,8;8, + 83,858, + 818838, + 8;3;3384 +
+ ayay3;3a,

53{2) = alagagz‘. + algzaaa.,
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Nous avons vu (chap. Il, § 3) que 1'cbtention des impliquants
premiers de chaque sous-systeme pris individuellement peut se faire
par la formulation d'un maod2le MFE(_@) réunissant tous les impliguants
possibles (absorbés par le plus grand d'entre eux, 1), auquel on im-
pase une intersection nulle avec la fonction carrespandante Bj(g)

B, B _ B,y . .
Q,j{MFj(g),BJ(g}} : MFi(a) -B(a) = 0

——
<= R?(a) = MFS(a)-B.(a) = B.(a)
= }— J = J -
Dans le but d'effectuer un calcul simultané, on réunit ces fonciions
R?(g) en une fonction compasée unique; dans le cas présent, il est
possible de former directement la fonction-praduit :

®Man = TTLR@ « /] - TTLTTE@ ¢« 7]

iy j€d 1'elj

11 serait alors possible de calculer cette expressign en effectuant
le double produit; cependant, la formation de 1'expression ci-dessus,
ainsi présentée, est malaisée, car elle fait intervenir la décampasition
de ta fanction de vérité en sous-ensembles spécifiques l? d'états
d'entrée E.(a).

Formation directe de la fonetion composée

C'est a ce stade qu'une utilisation judicieuse des fonctions SiBj(fJ.) .

définies au chapitre I1II (§ 3). permet d'étendre les sous-ensembles

spécifiques l? 3 tout 1'ensemble I ; et c'est d'ailleurs dans ce but

que 1'on a utilis€ les mémes variables f pour décrire Tes |J| signaux
i de sortie de la table de vérité et pour composer les |J| fonctians

B X,

"= individuelles R?(g).
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.~ B
SB - fJ, i€l
LI B
fj, 1EIJ
Ban = TTLTTIER « sitep) « 7]
JEJ el

La validité de Ta transformation effectuée est évidente si 1'on
considére 1'inverse de 1'expression entre crochets. Quelques manipula-
tions de la fonction ainsi formulée nous permettent alors de la
rapprocher considérablement de la fonction de vérité (qui constitue
la donnée du prebléme) :

e = 1T TTLE® + sitep + 7, ]

J€J H€l

= 77 TT[E(a)+S(fJ)+f:]

i€l jEI

= TILE® + TV (sity + 7,)]

i€l JE
= \'B'(g,i)

Rappelons que la fonction VBI(g,j) s'obtient simplement de la
fonction de vérité V(a,f) en omettant dans cette dernitre toutes Tes
variahles fj non niées, puis en inversant, par un jeu de notation
{c'est-2-dire sans effectuer 1'opération), 1a partie en f de chaque
terme obteny (cf. chap, III, § 3).

Par rapport & la formulation initiale de RB"{E,i) , on note la
disparition du double produit, ainsi que celle des sous-ensembles spé-
cifiques ] 3 i1 en résulte notanment une réduction du nombre des opé-

rations & effectuer pour exprimer R (a f) sous forme disjonctive.



53

Exemple :

B’ S == o =

V' (a,f) = a,3,8,7 + a;a,8,a, T, 7, + 2;8,a,71 +
4 8139838, T2 + By 8,858, F10g + 878,838, F5 +
+ a1§235a.,z1e-1_:r:2 + 8,853, 1 + 8;88;8,f;7; +
+ aaizasa-u?a + @183, 1 + 3;8,a853, 1,

Bn - R _

RMa,f) = (38,4 3, + 83+ ay + F1F,) o (31 + az+ 3, + a, + o)
-(a1+52+3'3+a..+?1?1)-(51+32+€a+a..+'f3)-
{8y + a4 ay+ a + FiF)e{ar + 2, + 35 ¢ 3, 4 F.F.) -
vy + g+ 83+ 3y + Ta)v(ay + 2, + Ty + 3, + Tq)

8 - - - - - -

RMa,f) = FiF T, ¢ 2,3, + 3,8, 1,7, + 0,1, 7, + a3 T, +
+ 3,a,F, + @a,F; + 838, + 88,34 +
+ oa18;8, ;T + a,3,8,7,7, + 3,2,3,F,T; +

4 2,8,838,T5 + 3,3,8, + 8,338, + 338853, 7Ty

La partie en f des impliquants obtenus (p. ex. T, ¥, dans a; 8,857, F;)
décrit 1'ensemble des sous-systémes pour la réalisation desquels 1'impli-
quant Pk(i) représenté par la partie en a (ici a;asa,) ne peut pas étre
requis; dans ce cas, ajapa, est un impliquant du sous-syst2me n° 2. La
figure 5.2 présente une interprétation de ce type pour tous les impliquants
de RB“(_g_,j) obtenus.

Interprétation du résultat

Les impliquants premiers qui canstituent 1a forme complate de la
fonction composée RB“(g,j) possédent une partie P {a) formée d'un
produit de variables a niées ou nen, et un produit de variables f qui
sont, par construction, toutes niées; désignons par ‘]k 1'ensemble des
variables 'Fj qui n'apparaissent pas dans 1'impliquani d'indice k

a8 = 1D e TT 7,

KEK jeJ,
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L'interprétation de ces impliquants est fournie par le théordme

suivant :

Théoréme 5.1

Pl TT 7y s RB7(a,f) <=0 Pla)-Bila) = 0 VYjey,

JEJR

Démonstration : immédiate, par la construction de la fonction RB"(E,_f_} >
1'application du théoréme 4.4, ainsi que 1'équivalence :

P(a)-Bs(a) = 0 Yies, o= P(2) s T]‘;‘;'J‘@

jGJk
sous-systémes impligquants du systéme partie en f
1 2 3 T13s  328y3,  By3,3 {
a8, 2 Ea a,

2 3 a5 2, f

f 3 a, a, ¥,
1 2 a;a,a;3, ay8,338, T,

3 N 2, . f,

2 3,3, 8, a;a,a, . T,

1 a; 3,2, 2, 843, 7T,

aucuns 1 ST

Fig. 5.2 : signification des impliquants de RC"(a,f) .



55

De plus, la propriété 4.5 garantit, pour chaque impliquant, un com-

promis optimal entre la taille de sa partie Pk(g) et le nombre ]Jk|

de sous-systémes 2 la construction desquels i1 est autorisé & participer;

en effet :
P TT 7 s K0
jeik
a) Beiay = P )t
et
b) }gd' = tq.

premier, implique :

P la) s Pula)

Pela) -Bi(a) = 0 Yjeq

Pla) -By(a) = Niea

Ainsi, la fonction RB“(g,j) contient, sous forme explicite, tous

les meilleurs éléments de construction parmi lesquels seront choisis

ceux qui réaliseront le systéme 2 moindres frais.

Remarque : 13 facon de procéder décrite ci-dessus remplace en

1'améliorant la méthode connue qui consiste 2 chercher les impliquants

premiers de toutes les intersections des bornes supérieures du systdme :

dans le cas présent, seules sont retenues Tes intersections qui contien-

nent des impliquants premiers n'appartenant pas 2 )'intersection d'un

ensemble plus grand de fonctions; par exemple, les sept sorties du

systéme qui réalise la conversion du code BCD ("binary coded decimal™)

en un affichage 3 7 segments possédent 120 intersections, alors que ce

systéme ne compte que 25 impliquants premiers :

V(a,f

)

= E}. -a_z ;3 'a',. Fyfa fafy fsfy ?7
+ @ragasayFyfaFef, fsTefy
+ Ayapaza, Ty, fafy Tsfyfy
+ arazaza, Fyfafyfu fsfo fy
+ By1azdsay fyfafyf, fefefy

+

a2yt fs fy
+ ayazaza, fyfafyf,Fs i fy
+ 218,838, F T, 3 f, Fs e fy
+ar ey, f R T T

+ 81838,8, F F, F3 T, s Fy

+

+

+



56

T FuTaTey ¢ a.,?qu v T T Ty +
+ A58, + By F1 FsTyfsTgfy + 8,8, + Bp8yT3F5Tg +
+ T T, f Fsfefy + a, CF! FuT, T, Fs + -3_2-3- T T §fr +

+ oAy T T Ty + 2ya, T fuTsTefy +
+ 31-3_3?1? ?5?6?7 + alaz-f—.;?s?. -f—--’ + 8132-3—3?5?5 +

RB(a.)

+ a,az?’szEfa + B,a,8,F,F, + a1a2a3f3T5 +
+ EIEZ?ITH?S?T + El-a_zaa-f_]?~?5 + 515253?7

2. Recherche des couvertures irrédondantes globales

Le probléme consiste & rechercher un sgus-ensemble K's= K d'impli-
quants P (a) qui suffit 3 couvrir 1a borne inférieure Aj(g) de chacun
des sous-syst2mes individuels, en tenant compte des restrictions indi-
quées par 1a partie en f qui accompagne chaque impliquant P (a] dans
1'expression disjonctive de R "(a,f) précédemment obtenue.

Individuellenent, on réaliserait cette recherche par la formulation
d'un mod2le paramétré de couverture comprerant, parmi les impliquants
premiers du syst&éme, ceux qui sont compatibles avec un sous-systéme
danné; on utilise un jeu de variables indépendantes y = {yklkel(}
pour fabriquer ce modile.

A partir de : RB"(E,_ﬁ) = 3. P la)- TT?J-
KEK j€3,

an forme : MF';(E'.!] < 3 P la) ey,
kGKj

avec * KJ. = {k|j€Jk} = K

On impase alors & ce moddle de couvrir la borne inférieure correspon-

A

dante Aj(g) , qui s'exprime par le sous-ensemble spécifique Iy des
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états d'entrée Ei(g) pour lesquels le signal de sortie ¢j doit prendre

la valeur 1 :

A .
A. = E. I. = Af. =1
J{E) Zl:A NEY avec ; {1|S1J(J} J}
.
R
Ay(a) = 8,9,853, + 8,8,859, + A,858, + 838,338, +

+ 3,828,

Ra(8) = 38,2334 + 318,84 + 3182858y + Bp8z838y +
+ Ay dpdg by
Aa(i) = ﬂlgzagzh + Q87448

Rhng) Wiy 0 A s WGy
o=  fay = Al + whlay)
3= i= i=

Dans le but d'effectuer un caleul simultané de ces |J| fonctions
caractéristiques, il faut les réunir en une fonction composée; parmi
Tes quatre possibilités 3 disposition, i1 faut choisir celie qu'il est
possible de formuler sans décompasition & partir des données dont nous
disposons, & savoir la fonction de vérité V(a,f) et la fonction Reﬁ(g,ﬁ) H
pour cette raison, nous formulerons 1'inverse de Ta fonct'il;n composée

en some R E[g,,\_r,f)

TRy + 7]

j€d

RA:(,a_,_s_r,_f)

L

TTOAfe) Wiy + 7]
JjEJ

T, 6@)-TT (@ « %) + 7]

Jj€y €1} kEK,
J J



On note 1a présence des sous-ensembles spécifiques l? et KJ. s qui
rendrajent 12 formulation telle quelle de cette expression extr&mement
ardue. Par une succession de transformations, nous allens en rechercher
une forme qui peut se déduire simplement des données & .dispesition;
c'est d'ailleurs dans ce but que nous avans & nouveau utilisé les mimes
variables f pour composer les |J| fonctions caractéristiques R?(g,l).

Pormation directe de la fonclion composée

Comme dans le cas de 1a recherche des impliquants premiers, il est
judicieux de faire intervenir & ce stade les fenctions S%(fj) , défi-
nies au chapitre IIT {5 3}, ainsi que des fonctions Skj(fj} , définies
de facon analague :

.| .

. £, €
SA(f) fj’ '|€IJ . i) i J Jk
1 7., iel W ¥, j€3
i’ 3 i k

L*'introduction des fonctions S%(fj) et Skj(fj) ‘permet d'étindre
aux enserbles complets I et K les scus-ensembles spécifiques IJ. et
Kj (voir développement, fig. 5.3 ci-contre).

La fonction VA'(E,_f_) se dérive de la fonction de vérité V(a,f} en
remplacant dans chague terme de celle-ci les variables fj manguantes
par des variables fj niées, puis en omettant les variables f non
niées restantes; la fonction MFA(g,x,j) s'obtient par translation de
la fonction RB"(E,_\’_) suivie de 1'indexation de chacun des termes
obtenus par une variable indépendante Y

mha,y.f) = S Pla) -y, - T ¥
KEK jed,
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Ezemple :
VAI{asi) = azaja4 f3 13 + 212,858, T, F,Fy +

+ 2,853, T3 s + 2,823, T, +

v oa18;0;8, T, T, Fy + 212,858, 1y +

+ ay8,838, F1 12Ty + 8;8,8,T5 1 +

+ 2,87838,F1T2F, + 2,3;2;8, Ty +

+ dyd,8, Ty 1y + By 8,858, 1
MFA(E,Z,_E) = 5'1533‘111""2F3 + ay8,8,y,F; + 513’3?3 +

+ 7, u?s + -a—zsu)'s?x?s * azauYs?z_?s +

+ ayayany, T f, Ty + 213,38, ¥g 1Tz fy + asasan.h?z +
+ alszanym?:. + alaasth?x + alazasg-.hz?!_fz +
+ ;1323-.5'13?1?2“ + az-a'aao.hu?l?zia + alna_zas\aqhs?:-?z

La formation de RAz{g,l,ﬁ) avec VA'(_a_,i) et MFA(_a_,Z,i) peut ainsi
se faire sans nécessiter de décomposition des données & disposition; de
plus, on note la disparition des opérations doubles NZ et NN, ce qui
réduit le nombre des opérations & effectuer pour cobtenir RAz(g,x,f)

sous forme disjonctive.

RAE(Q_;X{) a;asas T f2Ts + a8, T, F; +
+ a13za8,F, F, T + 818,838, T, 1,73 +

+ 81878385 F1F5Fy + @1228585F1 Fafy + 213,838,717, 75 +

+ ap858,T; TaTy + 218,858, T T2T3 + 8,8z8.a,T,f,F35 +

+ 81828, 11 F2 T3 + 218,858, T1F2Ty + 218,838,951, 7, +

+ 182838, ¥ F1 Ty + 21828384 Y7 7173 + 818,852, ¥aT1 13

+ 3,338, -!71 ¥1¥e Fa :Fs + By18,8yY1¥7Y¥afaTs +

+ 818,834,¥;¥s Y9 T2 + 8,3;23;8,¥s oYtz +

+ 8187833, ¥nYualals + 212,240,y; 2T Ty +

+ 2122238, Yi3f2 Ta + 818,838, ¥2¥n¥12Ts +

+ ayaa3d,yutfats + 8,8,8;38,¥9Y1sT1 s +

+ 830, Y1 YuYuts s + 38723, Y1Yaa¥aul2 s +

+ 8182838, Y1eYisT2 T + 8,8;353, Y9 ¥10¥1sTs
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Obtention du résultat

Ecrivons te résultat du calcul de RAE(E,X,i) sous forme disjonctive

(cf. exempie, p. ci-contre) :

Play.f) = T2 K2 TT 3, - TT 7
LelL k€K£ jedl
I s'agit maintenant de transformer cette expression de facon & ob-
tenir la forme compléte de la fonction composée en produit, en vue de
faire apparaitre'exp1icitement les conditions de couverture. A cette
fin, il ¥ a lieu d'appliquer successivement les opérateurs de transia-
tion (:) et d'inversion (:) 4 la fonction-somme inverse R E(g,x,ﬁ)

Ba,y.D) = 2 Hya) - TT 5 T i

LEL kEKl JGJE

ey = TTLH@ + oy + TT 71

REL kEKk Jedk

11 reste alors & effectuer les produits de cette dernigre expression

pour obtenir Ta forme compléte cherchée.

Fig. 5.4 : rappel du diagramme de transformation.
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Interprétation du résultat

Considérons un impliquant de RA"(E,x,E} qui ne soit formé que des
variables y et f; par construction, si cet impiiquant est premier,
les variables y qui y figurent sont toutes directes (non niées), alors
que ses variables f sont toutes nides.

Théoréme 5.2

TT v TTF, s ey, f) o= Afa) = 3 pda)
kEK! jed kGK'ﬂKJ.

Yies

Démonstrution : par les théorémes 2.3 et 4.4.

Si 1'impiiquant en question est premier, la couverture composée des
impliquants {Pk(g)[kEK’] est irrédondante, et elle ne peut suffire 2
couvrir aucun ensemble J" de sous-systémes individuels incluant stric-
tement le sous-ensemble &' .

Dans le cas ol 1'impliquant de RA“(_a_,_!,_t) n'est composé que de
variables y, 1a couverture K' décrite est valable pour le systéme
entier (J° = J); si un tel impliquant est premier, 1a couverture glo-
bale qui Jui est associée est irrédondante.

L'existence d'impliquants de RA"(_a_,x,D qui ne sont compasés que
de variables y est assez simple 3 démontrer; elle se base sur 1'hypo-
thise Aj(g) g B_j-@_) YieJ, qui est évidemment vérifide par la
définition méme de ces fonctions. Afin d'obtenir ces impliquants sans
travail inutile, on élimine Jes variables a et f dans 1'expression

R "(i:}bf) avant d'effectuer son inversion.
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Ry, ) = TT{HG@ + 22y + TT 5]
j€V
RMa,y.f) = TIL T v ]+

Yo Yer Yoo Yoo (yy + y2 ¢ yad - {y1 + ¥s ¢ Yol
clyz+ ¥+ Yobo(ys + Yo+ ¥yul-{ys + yi2) -
cfyar+ yaz) o{ya + yu+ ¥Yi2d myisc Yans (¥a * Yia+ yuud e
s{yr + Yis* Yud o (¥a + Yash o {yso+ Yis) = {¥s + Yo * ¥as) +

LI}

RA“(Q 2Yaf)

La fonction partielle ainsi obtenue est connue sous le nom de fonc-
tion de Petrick; on la trouve aussi représentée sous forme de tableau
[10] - [13], [23], [273 - [29] (cf. fig. 5.5).

= Smpli- 1< a
=] - - - -
s w S, quants P g 18 @ @l 8 od & @
= [ . P T O T T S
= 1w = lm o jJm o o @ & @ o |u |«
o - - - - - - ~ - - - - - - - ~ -
2 z Ja & dm lg la < % 14 & & 9 @ lg & «
2,0; 8,2, x x X
218,88, x X
) TETEIE S x X x
By 833,08, M
-
TR TS x x
Fia:0,2, x
EETEIL % x %
B; 38,8, x
B, 3,0, 0, x
2 142 ’_-
TR x x
B, T by by 3 %
BylyByhg x 2 x
3 2,828, 8, x
A8y, 8, x

Fig. 5.5 : tableau de couverture de Petrick.
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Dans notre exemple, la fenction RA"(E’X’i) sous forme complte se
compose de 339 impliquants premiers, dont 31 ne contiennent que des
variables y et f, parmi lesquels 4 ne sont formés que de variables y :

A

Rﬁ(ia!,i) = YsYs¥rYeYu¥is¥YuYis + Ys¥e¥Yr¥s Yo Yo ¥12¥13Y s
oY YsYeYrYeYo¥io¥YuuYua¥u * Yz ¥sYe¥rYe¥uYia¥uYis
+ ¥s¥eTifa v YYuYuYuTafs + Ya¥iYeYeTiTs

+ hhhoh:haynfz + + Aaynfa +

Ainsi, huit impliquants premiers sont nécessaires au minimum pour
réaliser ce systéme sur deux niveaux {voir réalisations em portes et en
PLA, fig. 6.4 et 6.5) :

FI(E) = dpd, *+ a]_azag;h + E] dz a, *+ azggah + 315233 Ay
Fz(i) = 3,8, + Ez-a-sgh + 31858, + 838, a;g.. + 818383,
Fa(é_) = aa, + azdy

Les impliquants en y et f décrivent des couvertures partielles :
¥s¥e Y0¥ ¥Yia¥w T2 indique que 1'ensemble des 6 impliquants correspon-
dants est suffisant pour couvrir les sous-systémes n® 1 et 3; on trouve
parmi eux des couvertures individuelles (Yw¥n¥13¥1ss Y2 ¥7YaYas Ys¥e
resp. pour les sous-systdmes n° 1, 2 et 3}.

Les impliquants en 2, y et f se trouvent en général en trzs grand
nembre dans RAﬂ(E-i»i) ; 113 décrivent des couvertures conditionnelles.
Ainsi, 8yynTs signifie que 1'impliquant Py(a) est suffisant pour
réaliser les systémes n® 1 et 3 pour toutes les configurations d'entrée
vérifiant a, = 0.

.'indication de 1'attribution aux différents sous-systémes des impli-
quants décrits par une couverture globale est fournie par la partie en
f qui accompagne ceux-ci dans la fonction RB"(_a_.ﬁ) ; toutefois, cette
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indication ne concerne que les incompatibilités : elle menticnne les
sous-systeémes pour lesquels un impliguant donné Pk(g) ne peut pas &tre
pris. Cependant, chaque impliquant ne doit pas forcément entrer dans la
composition de tous les sous-systémes avec lesquels i1 est compatible,
Résoudre exactement une couverture, c'est-3-dire rechercher pour chague
sous-systeme individuel, & partir d'une couverture globale donnée, le
sous-ensemble des impliquants de cette couverture qui sont compatibles
avec lui et qui sont nécessaires a sa réalisation, implique le calcul
supplémentaire suivant, a effectuer (individuellement, cette fois) pour
chacun des sous-systémes :

A partir de : RB”(_a_,_f) =y P la)- T ?J'
kex jeﬁk
et de 1‘F Y, S RAﬂ(g,l,i) (couverture sélectionnée)
kEX'
an forme : MF‘; {a,y) = Z Pk(i) <Yy
€x.
k KJ
avec : X o= K-ﬂxj = {k|kEK' et J€J,}
Al A'
et on résoui : RJ-(E-Z) = Ajfi) + MFj(g,x}

-

Toutefois, selon le genre de synthése que 1'on doit effectuer, cette
dernitre opération n'est pas toujours nécessaire; ainsi, dans le cas de
la synthzse de PLA {"programmed logic array®), seul compte le nombre
- d'impliquants de la couverture globale, alors que le nombre de sous-
systemes pour la réalisation desquels ils peuvent ou doivent intervenir
n'a aucune importance. Au contraire, dans le cas de la synthése d'un
systéme 2 réaliser avec des éléments discrets (portes 551, etc.), cette
&tape supplémentaire permet de réduire au minimum le nombre des opéra-
teurs du niveau de sortie. La durée de ce calcul additionnel est de
toute fagon tris nettement inférieure & celui qui le préctde directement
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{inversion de 1a foncticn RA"(E,X,j), soit résolution du tableau de
Petrick).

Le nombre de couvertures irrddondantes que 1'on abtient est en
général considérable; pour un probl2me de taille moyenne ouv grande, le
calcul de toutes ces couvertures est impossible 3 réaliser en un temps
raisonnable. I1 est alors important de disposer d'un algorithme possé-
dant certains criteres de sélection permettant de restreindre le calcul
a quelques impliquants premiers de la fonction de Petrick dont on sait,
grice aux critdres implantés, qu'ils correspondent 3 des couvertures
quasi-minimales.

Un algorithme heuristique de ce type a &té notamment dévelappé par
R. M. Bowman et al. [29].

3. Remarques

A) Pour synthétiser un systime sur deux niveaux, trois applications
de 1'algorithme d'inversion ont &té nécessaires; ces trais opérations
correspondent 3 treis phases connues de la synthdse classique :

1) obtention des impliquants premiers :

2) formation du tableau de couverture :
Rl(a,y, ) = VA (a.f) MLy 6)
3) résolution du tableau de couverture :

ey ) = TTIE v ] + -
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11 faut souligner que 1'inversion d'une expression est la seule
apération qui nécessite un calcul et qui, par conséquent, prend du
temps {formation des produits de variables, tests d'inclusion pour
éliminer les impliquants non premiers); les autres apérations {forma-
tion de VAI(E,i) et VB'(g,j), translations) ne sont en fait que des
manipulations de variables, effectuées immédiatement.

B) Les opérations d'inversion que nécessite la synthdse classique
sont chacune précédée par une translation de la donnée (ou par une
opération similaire, dans le cas de la premidre d'entre elles) :

1) ¥Wa,f) = 3 Ej(a) - s.(f)
1

N@ Bl(

2 B, - Te@ TIT
J

MFA(g,y_.f_) = 2P fla)ey - Tr?j
K Jk

+ + indexation

N ey o DM@ -TT R TTT,

L K, JE

®

ey f) = I Ha) =TTy, - TT 7,
L K1 JE
Cette propriété a permis & J.-J. Monbaron [55] de réunir en un seul
algarithme la translation et 1'inversion, et de réaliser ainsi les trois
phases de la synth2se classique par la mise en osuvre d'un algorithme
unique, faverisant ainsi 1'implantation de cette méthade sur des petites
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machines, Une autre approche consiste 3 écrire trois versions du méme
algorithme, en veillant 3 adapter chague version 3 la phase qu'elle doit
traiter, en vue d'éliminer de chaque phase toutes les opérations super-
flues: la troisidme phase, notamment, doit pouvoir &tre exécutéde de
facon approchée (heuristique), pour qu'il soit possible d'obtenir une
couverture quasi-minimale en un temps raisannable, dans le cas da
systémes 3 synthétiser de taille mayennz 3 grande; cette facan de
procéder, destinée & de plus grands grdinateurs, fournit des algorithmes
rapides et puissants.

Un ensemble de programmes d'grdinateur pour effectuer la synthise de
grands systémwes non canoniques faiblement définis a &té développé sur la
base des méthodes présentées dans ce chapitre [56].



VI. AUTRES APPLICATIONS DU FORMAEISME ALGEBRIQUE

Nous avans cité en exemple 1'application du formalisme algébrique
3 la synthdse classique de systémes logiques combinatoires sur deux
niveaux,

Ce formalisme peut &galement s'appliquer 2 des méthodes de synth2se
plus générales. Qans ce chapitre, nous aborderons la générailisation de
1a notion d'impliquant premier en composant premier, puis en compasant
mixte; .nous mentionnerons ensuite deux méthodes nouvelles de synthase
qui utilisent ces composants : la synthese approchée et la synthese a
quatre niveaux des systémes.

1. Composants premiers

La synth2se classique d'un systeme fait intervenir la recherche de
ses impliquants premiers; ceux-ci sont en fait les éléments de base qui
servent 3 sa construction. Un impliquant premier d'um sous-systeme
donné est un élément de ce sous-systéme qui a la propriété d'étre le
plus grand pessible, sans toutefois avair une intersection avec 1'un
des’ zéros de ce seus-systéme. -

En abandonnant cette derni&re restriction, on aboutit & 1a netion
de compgsant premier : ces composants sont les plus grands éléments
d'un sous-systeme qui ont une intersection avec un minimum de ses zéros;
lorsque ce minimum est nul, le composant premier redevient un simple
impliquant premier du sous-systéme en question. Un composant est premier
si tout composant qui 1'inclut couvre plus de zéros que lui. L'obtention
des composants premiers d'un systkme est assez semblable 3 celie de ses
impliquants premiers; en effet, un impliquant premier est un terme Pk(g)
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justifiant d'une intersection nulle avec une fonction Bj(g_) qui décrit
les zéros d'un sous-systéme :

P la) <Bs(a) = 0

On calcule alors 1a fonction caractéristique simultande :

In composant premier Pk(g) est un terme qui posséde une intersection
nulle avec un certain nombre de zérags Zij(i) du systame :

Pk(g) '2ij(5) = 0 avec Zij(g) =
0 autrement,

a8 =TT [ 5@+ 7y ]
igl, j€ud

Caleul ¢ partir de la table de wérité

Pour composer les |I| x |J]| fonctions caractéristiques, on a recours
& un jeu de variables booléennes 4 deux indices f = {fij]iEI, JjEJ.
I1 est possible d'exprimer la nouvelle fonction RZ“(Q,j) directement 2
partir de 1a fonction de vérité V{a,f)

a0 = TILE® » TT skt ]
i€l jed
1 f.
sIif ) = {1 o osg) = 4T
avec ‘ij ij = $1 'IJ .] =

~h|
—+|
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Evemple : [table de vérité, voir fig. 5.1; comparer avec 1'exemple
cité en p. 53).

RZ"(Q:_{) = {8+ 3; ¢ a3+ 3y ¢+ Fauy Fauad -
s {3y + @y + A3 + Ay + Tyuy) e
vfa; + @, +
v {3y + ay 4+
s(ay + ap + ag + Ay ¢+ T F00p)
cfag + a; + a8, + a3, ¢+ Fau1 Fora) *
«(@y + az + a3 + dy + Fio.q) v

s{ay + @y + 33 + 8y + Fiaay)

Rz,n(g,ﬁ = ?2.1?2.2?3.2?5.1?5.2?5.3?7.1?7.2?5.1?9.2?15.3?12.1 +
+ a~?7-1?1-2?9-1?9-2?1u-a?12-1 + gaah?h:??-z +

+ ;u?2-1?2»2?:.-2?5-1?5-2?5-3 ’ + sagk?z-ltf'z-z +

+ aa?n.z?s.]?5.2?5.3?94?5-2?10-3?12o: + 3255?2-1?2-2 +

+ al?z-lﬂoz?n-zFs-aﬂq?v-z?m-aﬂzq + 3132?5-1?5-2 +

+ aaau?s-l?e-zﬂu-s?n-: + aaEuFuoz?s-l?ﬁ-z?ﬁ-a +

+ 32?2-1?2'2?5-1FS-Z?an?lz'l * 32_53?5-1?5-2?5-3?12-1 +

+ azgq?z.l?zcz?g.l?s.z?e.g + 323333?5.1?5.2?5.3 +
+ E2?n-2?7-1:"77»z?9-1F5-z.1?1n-5t + Ezaaau?sol?s-z?w»a +
+ 3pay FreaFrrp Fuea Tovz F1oas + 3338y Tr.1 a0z s +
+ Bza3fu.2¥se1Toe2 frges + axazaa;uFeoa + apasfraafre +
+ 313-«7;7-1?7-2?10-3?12-1 + A18,838u f1o.3 + E132?9-1F9-2 +

+ azayfaraafaeafu.zfees + djazayfygesfraer ayay fger fe2 +

+ 3333T4.afeegfio-afrzer + 2318283F6.aF1z2.0 + 2134 fsenfsee +

+ ay8;fyafaey foonfizar + 18z83F.2F1003 + @284 F1202 +
+ apapfy.afriafrozfaoes + Mazasfu.afses + azayfuez +
+ ajazay fz.1F2.2F1p.9 + Ayfa.yfeaafranfqez + dzdzd, *

+ E;?s.j?s.zfg.].?g.g + 5153 + Eg?ggu + Elaza., + E'laza..

Les impliquants de RZ'"(E,j) obtenus sont composés d'une partie Pk(g)
exprimée au moyen des variables d'entrée a (c'est Te composant premier),

et d'un produit de variables fij riges; chacune de ces variables fij


f7.if7.2J
aja2aitf7.1f7.2f10-
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décrit un z6ro Zij(_a_) {celui du sous-systeme j spécifié & la ligne i
de 1a table de vérité} avec lequel le composant Pk(g) a une intersec-
tion (interprétation par le théorzme 4.4).

Ezemple : dzay f12.1 S RZ"{E,Q indique que le composant
asa, posséde une intersection avec un zéro : celui du sous-systéme n® 1
décrit 2 1a ligne n® 12 de la table de vérité; ce composant est donc un
yrai impliquant pour les sous-systémes n® 2 et 3 (i) correspond 2
T'impliquant a,a, f1 de la fonction RBﬂ(g_,f) ).

8183 FyenTges F1ge3 121 & Rz"(g,i) indique que le composant
a1 as posséde une intersection avec 4 zéros du systéme; de plus, il
n'est un vrai impliquant d'aucun sous-systéme, puisqu'il a une inter-
section avec au moins un zéro de chacun d'eux {an n'en trouve d'ailleurs
pas trace dans la fonction RB"(E,_fJ ).

Lo primauté de 1'impliquant de RZ™(a,f) garantit le caractere

optimal du compromis entre la taille du composant et le nombre de
zéros englobés (cf. propriété 4.5, p. 39).

2. Synthése approchée de systdmes

La synthise approchée de systdmes toldre un certain nombre d'erreurs
de réalisation et en tire parti pour obtenir une réduction plus substan-
tielle des circuits & réaliser; un tel procédé n'est bien sir applicable
que dans le cas ol une réa]%sation exacte du systéme n'est pas absolu-
ment nécessaire.

Fonetion de couverture généralisée

La synth2se approchée s'effectue en indexant les |K| composants
premiers obtenus avec un jeu de variables y = {yklkEK} s puis en
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formant une équation de Petrick modifiée avec ces variables d'indice.
Cette fonction RY“(,[{) est un produit d'expressions disjonctives qui
décrivent chacune 1a couverture d'un "1" du systéme.

" = TT R

Considérans le "1" du sous-systéme j décrit & Ta ligne i de la
table de vérité; la fanction Riv_j(i-f) gui le décrit posséde trois
sortes ¢'impliguants :

a) les variables Yk assocides aux composants Pk(i) qui n'ant pas
d'intersection avec les zéros zi'j(i) du sous-systeéme j aunyue) appar-
tient le "1" & couvrir {ces composants sont donc les vrais impliguants
de ce sous-systéme);

b) une var1ab1e indépendante f non niée qui, par sa présence dans
Ta fonction R (l,f) . permet 1' om1ss1on du "1" concerné lars de la
recherche d' une cauverture globale, et

¢) des termes Ye -n?’i.j composés d'une variable Yy décrivant un
compgsant premier Pk(g) ayant une intersection non nulle avec un ou
plusieurs zéros Zi.j(g) du sous-systéme individuel Jj, accompagnée
d'une variable fi'j niée par "0" de ce sous-systéme avec lequel ce
composant posséde une intersectign nan nulle.

Remarque : dans le cas de la synth&se classique, chaque produit de
la fonction de Petrick ordinaire est composé des variables décrites sous
a); la fonction de Petrick modifiée ci-dessus est donc une généralisa-
tion de la fonction utilisée dans la méthode classique.

Ezemple : la fonctian R..Yl(l,f) associée au "1" dv sous-systéme
n® 1 décrit & la ligne n° 4 de la table de vérité se compose des termes
suivants (les indices des variables Yy correspondent & 1'ordre dans
Tequel appara1ssent les impliguants de R (a f} dans 1'exemple p. 71) :
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a)  ¥as3 + Y¥Yie + ¥Yi7, trois variables qui correspondent aux trois
vrais impliquants du syst&me n® 1 et qui couvrent le "1" n° 4.1,

b) f,.1, variable caractéristique de "1" n® 4.1 & couvrir;

¢ )’1?2-1?5-1?7-1?5-1?12-1 + Y faaTo

+ YeTserFaerfazer + YeTouafraafray + Yirfsen +

+ YigFreafeer * Yaofeer + Yagfaey + Yz f12e1 #

+ ¥Yysfy.1 ,  termes décrivant chacun un composant dant
1'acceptation pour 12 réalisation du "{" en question entrainerait des
erreurs, signalées par la présence des variables ?'i'j respectives;
ainsi y,y f5., décrit le composant asa, qui couvre le "0" du sous-
systéme n® 1 décrit & Ta ligne n° 5 de la table de vérité.

Le systéme dont nous ess;yons de faire la synthése apprachée compte
14 fonctions partielles R (_vq,f) qu'il faut formuier selon le madéle
ci-dessus (les "1% du systéme qui ont une intersection avec un compo-
sant sans &tre couverts par lui deivent &tre décomposés).

Interprétation des impliquanis obtenus

En effectuant les prodmts T R (x,f) » on obtient la forme
compTéte de la fonctien R (x,f) 3 ses impliquants premiers sent
composés d'un produit de variables ¥ qui, par construction, ne sont
pas niées, d'un produit de variables fij non niées, et d'un produit
de variables fij niées :

TTv T, TT 7y s Rt
Ces trois parties de chague impiiquant décrivent respectivement :

a) TT Yy représente une pseudo-couverture, c'est-d-dire un
ensemble de composants Pk(g) qui suffisent a synthétiser le systéme


y1T2.iT5.if7.jf3.ifi2
ysT5.iT9.1Ti2
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avec un certain nombre d'erreurs de réalisation;

by TT fij décrit 1’ensemble des ™" du systéme que la pseudo-
couverture mentionnée sous a) oublie de couvrir (erreurs commises par
defaut);

e TT ?ij décrit 1'ensemble des "0" du systéme que la pseudo-
couverture mentionnée sous 3} couvre indiment (erreurs commises par |

exces).

Remarque : les impliquants de RY"(g}i) qui ne contiennent pas de
variabies fi,j non niées décrivent des pseudo-couvertures qui ne Yc:m-
mettent que des erreurs par excés; de méme, les impligquants de R (l.f)
qui e contiennent pas de variables fij niées décrivent des pseudo-
couvertures qui ne commettent que des erreurs par défaut; finalement,
les impliguants de Rvn(l,i) qui ne contiennent que des variables y
décrivent des couvertures du systeéme au vrai sens du terme.

Dans 1'exemple cité, on obtient entre autres 1'impliquant :
= I ¥n
Yas ¥3u ¥37 Frecafuez 8 R{Y,T)
qui décrit un ensemble de trois composants permettant la réalisation du
systéme entier avec deux erreurs seulement (alors que 8 impliquants sont

nécessaires au minimum pour réaliser ce systéme sur deux niveaux, sans

erreurs) :

Fi{a) = axay, + aza, {couvre ajaya,a,)
Fafa) = 2,34 + apa, (couvre a;a,2;3,)
Fs{a) = a,a, + aza, (exact)

(exemple de réalisation en PLA : voir fig. 6.5, p. 88).
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Réduction du nombre de solutions obtenues

Le nombre des impliquants de RY“(Z,Q est considérable, déjh pour
des systdmes de faible taille; aussi, i1 est impensable de les calculer
tous. Par ailleurs, seule une faible proportion de ces impliquants
décrit des solutions vraiment intéressantes pour la réalisation appro-
chée d'un systéme; 1'algorithme chargé de calculer les impliguants de
cette fonction doit donc &tre capable d'&liminer en cours de processus
tout impliquant fournissant une soiution inintéressante,

Deux méthodes peuvent étre utilisées A cette fin : 1'une agit au
mveau de Ta formation des produits R (y_.f} qui composent la fonction

(x,f) dans son expression 1mt1ale. 1'autre agit au cours du calcul
de cette expression sous forme disjonctive.

A) Lors de la formation de chaque fonction Riyj(x,i) . on &limine
d'emblée Tes variables Ye qui décrivent des composants dont 1'accepta-
tion entrainerait un nombre de fautes excessif; deux limites peuvent
&tre fixfes concurremment :

- le nombre de fautes n (représenté par le nombre de var1ab1es f
niées qui accompagnent 1a variable ' dans la fonction R (Z.-f] } dmt
Btre inférieur & un nombre fixé N, (critire absolu);

- e nombre de fautes n doit &tre inférieur 3 un nombre Nk qui
dépend de 1a taille du composant Pk(g_) {critére relatif).

B) Lors du calcul de RY"{x.i} . on élimine de chague résultat inter-
médiaire tous les impliguants qui contiennent un nombre de variables
fij supérieur 3 un nombre fix& & 1'avance, correspondant au nombre
d'erreurs qui est tolérable pour la réalisation de ce systéme; ce cri-
tére peut d'ailleurs &tre appligué séparément pour les deux polarités
des variables fij ; on élimine également de chaque r'ésul'lta‘l: partiel tout

impliquant dont le nombre de variables y, est supérieur ou égal & celui
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de la meilleure couverture exacte (que 1'on a préalablement calculée
avec ta méthode classique}.

3. Synthése multi-niveaux

I existe plusieurs approches de la synth2se de systémes sur plus de
deux niveaux de portes [11, [2], [40], [41], (441, (501 - [533; la plu-
part des travaux sur ce sujet préconisent les essais systématiques de
factorisation des impliquants premiers. Toutefois, Te formalisme algé-
brique nous cuvre une voie originale que nous allons esquisser dans ce
paragraphe,

Cette méthode fait intervemir la.recherche simultanée des composantk
premiers d'un systéme et de ceux du systéme inverse ("1" et "0" permu-
tés); on synthétise alors le systéme direct avec les composants directs,
en tolérant des erreurs par exces seulement, puis on utilise les compo-
sants du systéme inverse pour fabriquer des fonctions de masque qui

corrigent les erreurs commises.

Recherche des composanis mixtes

La recherche simultanée des composants premiers directs et inverses
ne differe que peu de celle des composants premiers, exposée au & 1 de
ce chapitre.

Un composant du systeéme direct est un terme Pk(i) qui posséde une
intersection non nulle avec un certain nombre de zéros Zij(ﬁ) du sys-
téme; un composant du systéme inverse est un terme qui posséde une
intersection non nulle avec un certain nombre de "1" du systéme. Comme
Tes ensembles de "{" et de "6" sont disjoints, i? est possible de
calculer er une seule passe tous les éléments Pk{g) qui justifient
d'une intersection nulle avec un certain nombre d'éléments Zik(i} du
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systéme, Eléments qui appartiennent aux ensembles réunis des "i7 et

des "0" du systeme :
Ei(E) , Sij(fj) = fj au fj
Pl2) - Z (a) = 0 oir 7..(a) =

ijt=
0 autrement,

On forme alors la fonction caractéristique simultanée :

RZlﬂ(i'i) = ﬂ E Zilj(ﬁj + Sfé(fij)j

iel, j&d

Pour composer les |I| x [J]| fonctions caractéristiques, an utilise
un jeu de variables baoléennes & deux indices f = {fij|ie 1, JEJY; de
plus, on utilise une polarité différente de ces variables si 1'é1ément
ziﬁ(i) décrit est un “1" ou un "0" {cette distinction n'est pas indis-

pensable; elle a seulement pour but de rendre Te résultat plus simple &

interpréter} :
f.. T,
IRED N s ey = AT
( =4 si it = !
‘. f.
1] J

] -
{a fonction Rz “(g)f} peut se forter directement & partir de la

table de vérité :

RMa8) = TTLER + TT sity]

i€l Jjgd

Les impliquants prem1ers de 1a fanctian R (a f) ont 12 forme

suivante {cf. exemple, p. ci-contre) :

) TT £, - TT Ty 5 R Ma,p)
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Eremple : (table de vérité : voir fig. 5.1; comparer avec les
exemples cités aux pp. 53 et 71).

RE™a,6) = (B4 By ¢ B b o)
(ag + ay + @y + @, + Ty Faug)
(a, + a; + @, + f,.5)
{a, + a, + a, + Ay + Fuo1fuez Faua)
(ay + a; + a, + @, + Fgu1Fse2)
(ay + a, + ay + a, + fgoyfg.pfg.q)
(ay + 3, + a3 + a, + Ty.1F7.2)
(a; + a; + a, + fgu1)}
(3, + @, + a5 + a, + TguyTguz)
(ay + @3 + a3 + a, + fyouyfroes Troe3)
(3, + a, + a, + fyy.1}

(a, + a, + a; + a, + f;z-; fize2 f:z-a)

RZ’ﬂ(ﬂsf) = @y faerfrren Frzen Frzez Fraey +

+ 8283Fs.1Fs.oFe.afoonFeoa Fanes Fazex Frzez Fazeg +
+ B33 FropFaua Fuuy Fuuz Funa +
+ azasfa.afuia Fuez fues Fauy ooz Froa Frouz Faoes +
+ @18, T7.1F7.2Fgux Froer Froez Taaes Fazer Frzez Fazes +
+ @ydy Froafzor Frez fua Fuuz fuus foua foun Fioug +

+ 838, f-.'-1?u-zft-3 fﬁ'l f6'2?6°3 f‘1(1!'1 f10'2?10°3T12°1 f12'2f12'3

+ masfrafiafafraffea + a1aza, @y Faze1 Fazez Fizea

+ 818838y Tge1 Fouz Fees / + B1Ezaaaa.f1o-1f:u-z?1o-3
+ 81828385 F0ey Tuez Fuus + B383F3.2Fs.1 Fsenfaea ToezFr1ea
+ a18y froafaz fsun Fsuz + A, fe e Tapfria +
+ EZESfl-Zfa-Z?T-l?'}-Z + azgand?z-zfa-:fn-l +
+ e

r
(1a fonction RZ "{a,f) compte 75 impliquants premiers).

]
Chaque impliquant premier de RZ “{g,_[) décrit un composant mixte
Pk(g) qui posséde une intersection avec les "1" du sysitme signalés

+
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par les variables fij nen niées qui le composent, ainsi qu'avec les
"0" indiqués par ses variables f,..j niées.

Si un composant mixte Pk(i) n'est accompagné d'aucune variable
f-ij' niée telle que j' = j,, ce composant est un impliquant au sens
vrai du sous-systeme individuel j,; si un composant mixte Pk(g) n'est
accompagné d'aucune variabte fij' non niée telle que j' = j,, ce
composant est un impliquant de 1'inverse du systéme individuel j. .

Synthdse & quatre niveauxr avee les composants mixtes

Les composants mixtes peuvent Btre utilisés pour synthétiser un
systéme sur quatre niveaux; la synthese s'effectue par la farmation
d'une fonction de Petrick modifiée, comme dans le cas de 1a synthese
approchée,

Dans ce cas, les composants requis pour la construction du systéme
sant indexés par un jeu de variables baoléennes indépendantes & deux
indices y = {ykEEkeK, 2€LY, ol K représente 1'ensemble des compe-
cants mixtes Pk(g) et £ 1'indice de la version de chaque composant;
en effet, lorsqu'un composant est requis pour la synthése d'un sous-
systéme donné et qu'il n'est pas un vrai impliquant de ce sous-systéme,
i1 doit atre restreint par une fonction de masque; plusieurs versions
distinctes de ce compasant sont alers nécessaires lorsqu'il doit inter-
venir plusieurs fois avec des farctions de masque incompatibles.

La fonction de Petrick modifiée RY “(1) se compose d'un produit de
]
fonctions partielles RYE {y} qui décrivent chacune la couverture d'un
""" du systeme.

1
La fonction partieile R‘;a (v} assaciée au ™1" {i,,j.) est composée
d'une scmme de termes y, , -Ym(g) dans lesquels y, . est la variable
associée & la version 2 d'un composant Pk(g) qui cauvre Te "1" {i,4J0)
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en question, et Ykﬂ(y_) est une fonction des mémes variables y, définie
ci-dessous {i1 s'agit en fait de Ta fonction de couverture d'une fonec-
tion de masque pour le composant Pk(g) ).

A chague version d'un composant mixte, “décrite par une variable Y
dans la fonction de couverture RY (_)_'} » on associe un systeéme logigue
combinatoire 3 sortie unique U (2,y,,) défini comme suit :

- les variables d'entrée a de ce systEme sont Tes mBmes gue celles
du systéme & synthétiser,

- le signal de sortie Yt vaut 0 pour 1'état d'entrée E1. (2}
a
correspondant au "1" {i,.j,) du systeme gque la version £ du composant
Pk(g} est appelée & couvrir,

- le signal de sortie Vg vaut 1 pour tous les états d'entrée Ei(E‘.)
cerrespondant aux zéros du sous-systéme individuel j, avec lesquels le

compasant Pk(g) passdde une intersection ngn nylle.

Toute fonction M, (a) qui satisfait la table de vérité du systeme
Uklti’yki) est une fonction de masque susceptible de transformer le
composant Pk(_q) en un vrai impliquant du sous-systéme individuel Jo
pour lequel i1 est requis; 1a fonction ng(g) est directe (1 =
composant est masqué, 0 = le compasant est actif); cette fonction est
constructibie avec les imp]‘iquants( de 1'inverse du saus-sy§téme indivi-

duel j,.

Les fonctions Y {y) gui entrent dans la composition de la fonction
(g) sont les fonctwns de couverture des systémes Uk!z,(a’ykf.)

Ezemple : (les indices k€K des variables Yeg carrespondent &
1 ordre dans lequel les composants P, (a) apparaissent dans 1a fonctien
(a »f) citée en exemple 3 la p. 79 les systzmes UkR(E’ykR) asso-
ciés 3 ces variables sont présentés sur la fig. 6.1; afin d'alléger la
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notation, les produits y;.iYs.1(y) ne sont représentés que par leurs
indices : 3.1).

RV (y) = (3.1 + 141 + 16.1) .
«{3.2 + 6.2 + 8.2 + 16,2} -
(3.3 + 4.3 + 133 + 14.3)-
«(3.4 + 4.8 + 6.4 + 7.4 + 12.4) -
«{(3.5 + 4.5 + 6.5 + 7.5 + 12.5)-
« (2.6 + 6.6 + 7.6 + 10.6) -
(2.7 + 6.7 + 7.7 + 10.7)-
«{(1,.8 + 15,8 + 17.8) -
«{1.9 + 5.9 + 8.9 + 17.9)-
«(4.10 + 510 + 7,10 + 11.10) -
a1 & 51+ 7011+ 1111
<{1.92 + 2,12+ 13,12 + 15.12) -
{113 + 2,13 + 543 + 7.13 + 9.13}).
(1.1 + 2,184 + 514 + 71.14 + 9,14}

La résclution de 1'expression RY "(1) se fait au moyen d'une opéra~
tion de concentration; cette opération consiste & rempiacer le produit
de deux termes par un produit simplifié
Yk

‘ykxh Yk;h(l) Yy (y) ~— yk3£3 Yﬂ.a(*yh)

ks kg

L'opération de concentratien n'est possible que dans Te cas oit les
systemes Uk111(2'yk111) et Ukzkz(s'ykzlz) sont compatibles (c'est-a-
dire que les "1" de 1'un n'ont pas d'interaction avec les "0" de
1'autre, et réciproguement); une nouvelle fonction Yn (y) décrit la

3
couverture du systdme formé par la réunicn en un seul des deux systdmes

concaténés,

La concentration permet de réaliser avec une fonction unigue Te mas-
guage de plusieurs composants; dans le cas oll ky; = X, , an obtient 1a
réunion en une seule de deux versions différentes d¢'un méme composant.
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Fig. 6.1 : systémes associés aux composants mixtes.

le terme obtenu par concentration ne remplace pas strictement les
termes dont i1 est issu; i1 existe parmi eux de la mdme facon gu'un
tgrme consensus existe parmi les impiiquants qui 1"engendrgnt.

[l

Exemple @ dans 1'exemple cité, les systémes LU,.;, Us.z, Useq s
Useg s Useg s Ugug s Ugeg s Usiip s Uzuay et Ujp.y, sont compatibles et
peuvent &tre concentrés en un seul systéme U;; {dont la table de
Vérité est présentée sur la fig. 6.2) :

Yie15¥3.15 ¥Y2.15 Yas(y)

Le systéme U,; n'est compatible avec aucun des systémes restants;
il est alors utile d'expliciter sa fonction de couverture Y s(y)
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oy 03 @y ay | Uys {Usagllazere Uiy
000 Q0

100

1 1 00

00 10 0

1 010 1 0 0
110

T 1 10 0

10 01

0t 01 0

1 1 0 1 0

00 11

1 0 11 5

01 1 1 0

1T 1 1 1 1 0 0

Fig. 6.2 = table de vérité des systémes Uy,
Us.r6 s Uizeas B Usy .

Y15(£) = YB-ISYB-IS(,!)'YIE-IGYIZ-].G(,Y_) +

La fonction de couvérture Yis(y) . une fois explicitée, permet de
construire la fonction de masque Mys(a) qui sera appliquée 3 la version
2 = 15 des trois composants Py{a), P,(a) et P,(a) (resp. aja.,, 3,3,
et ayasly

D'autre part, les systdmes restants Uiz.y , Usn.s, Us.as et Ug.qy

sont également compatibles et peuvent dtre réunis en un seul systéme
Uy; {dont Ja table de vérité est donnée ci-dessus) :

Yge17 Y2207 Yn(,\ﬁ)
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Finalement, les deux systimes obtenus sont compatibles et peuvent
6tre concentrés :

Y1-1sya-1sY'f-zsyg-lehzols‘{a-ls(x)7;2-15(2’_] N
¥o-ar¥izeo17 Y1z(y) (2)
¥1-15¥3-15 ¥7-15 ¥s-18 ¥12-120 Y2e(¥) (terme concentré issu de 1 et 2)

avec Yig{y) = 1, car le systdme U,y qui Tui est associé n'est composé
que de "0" et de "X" (donc aucun composant n'est nécessaire pour le

construire).

Ainsi, cinq composants mixtes sant nécessaires pour réaliser le
systeme (cf. fig. 6.3, 6.4 et 6.5} :

composant version fonction

Pifa) = aza, 15 Fifa)

Pala) = 2,7, 15 F.{a)

Prla) = ai1a, 15 Fifa) Fala)

Pola) = a 3,243, 18 Fi{a) Fila) _ Mys(a)
Pifa) = ajazaa, 18 Fala)  Fa(a)  Mys(a)

Fig. 6.3 : attribution des composants dans le syst&me synthétisé.

Fl(i) azauM:Ls(E} + alaaMls(i) + 238,433,

Fala} 2,3, Mys{a) + aya3Mis(a) + aya;3;a,

Fs(a) Mis{a) = ai3;838, + ajazasa,



86

Rema £8

La méthade de synth&se multi-niveaux dant nous avons donné une des-
cripticen informelle ci-dessus, comme d'ailleurs la synthdse approchée
3 laquelle eNe s'apparente, fournit un nombre énorme de solutions,
dant seule une trés faible proporticn est réellement intéressante.

L'algarithme qui recherche ces solutions en tentant de résoudre la
fonction RYI“(X) doit alors sélectionner, parmi le nombre considérable
de combinaisans possibles, celles qui sant & méme de réatiser le
systime plus économiquement que sur deux niveaux.

La résolution exacte de cette fonction deit &tre remplacée par la
recherche pragressive d'une solutien, qui se construit en traversant
successivement les fonctians partielles RY;(Z) ; cette progressiaon res-
semble 2 une devinette : quels sent les termes qui peuvent &tre cancen-
trés avec profit, 2 quel stade de cette progression 1'explicitation
d'une fanction Yl(i) fournit-elle le résultat le pTus fructueux ?

Four répondre valablement & ces deux questions, il conviendrait
d'étudier les propriétés des opérations de concentration et
d'explicitation.

Finatement, remarquons gue 1'utilisation du masquage direct (H(E) =1:
compasant masqué, M{o) = 0 : composant actif) permet de réaliser les
fonctions de masque M(2) avec Tes impliquants du systeme inverse; il
est bien sOr possible d'utiliser conjointement {ou & la place du masquage
direct) le masquage inverse {M{a) = 0 : compasant masqué); dans ce cas,
on effectue algébriquement 1'opération qui consiste 2 rechercher

systématiquement les mises en facteur possibles des impliquants.
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Fig. 6.4 : réalisations en portes sur deux et quatre niveaux.




PLA exacte
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YI1. CONCLUSIGN

Le formalisme algébrique développé dans Te cadre de ce travail
comprend la description d'une relation d'ordre au moyen d'une fenction
booléenne caractéristique d'une part, et de 1'autre le traitement
simuTtané d'un ensemble de fonctions beeléennes au mayen d'une fancticn
composée unique,

La synthése ¢lassique d'un systéme logique combinateoire 3 sortie
unigue est effectyée par la formulation successive de deux modéles
paramétrés dant on calcule 1'adéquation aux deonnées du problEme au
moyen des fonctions caractéristiques correspondantes. La synthiése d'un
systeme & sortie multiple apparaft alers comme le calcul d'un ensemble
de relations qui décrivent 1'adéquation d'un ensemble de moddles para-
métrés aux dannées spécifiques de chaque sortie; ce calcul est effectué
de facan simultanée avec les moyens développés & cet effet.

Les procédés de synthése classique, présentés ordinairement sous
leur forme algorithmique, apparaissent alors comme des cas particuliers
de la méthode ci-dessus, ce qui entraine leur justification théorique
compldte dans le cadre de ce formalisme algébrique.

Finalement, les méthodes algébriques déveleppées ici permettent
t'ouverture vers le développement théorique de procédés de synthise
nouveaux; dans ce cas cependant, le probléme majeur cansiste & contour-
ner unhe caractéristique inhérente a toute méthode algébrique : celle
de fournir toutes les solutions d'un probléme donné. La mise en ceuvre
de ces nouvelles méthodes ne se congait denc qu'avec 1'utilisatioen

d'algorithmes heuristiques.

4 Fig. 6.5 : réalisatien en PLA des exemples cités.
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APPENDICE A : NOTATIONS

1. Ensembles d'indices

1,4, ... ensembles finis d'indices distincts {exemple :
nombres naturels 1=11,2,3,4,5} )

I, Ik‘ sous-~ensembles de I;

] ensemble vide;

i€l T'indice i est un é1ément de 1'ensemble [ ;

F1, LJ intersection, resp. réunion d'ensembles;

-, = inclusion stricte, resp. large d'ensembles;

Tk complément du sous-ensemble 1k par rapport a
'ensemble 1 (1, 0T, =0, 1,UT =1

|1] cardinal de 1'ensemble I (nombre d'éléments

dont i1 est composé).

2. Eléments de 1'algébre de Boole

a, 1 éléments constants de 1'algeébre de Boole {&1éments

neutres de la disjonction, resp. de la conjonction);

Bs Xps wen variables booléennes indépendantes, identifiées

par un indice;
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|ﬂl
-

I
-

u.n, Ek, -

B(EJ 3 V(_a_lﬁ}’ ..

B(a), V{a,0}, ...

Jeux de variables booléennes indépendantes, en
relation implicite avec un ensemble d'indices
(a = {a [nEN}, x = {x [kEK}, etc.);

valeurs particuligres que 1'on peut attribuer aux
variables booléennes indépendantes a, s resp. x

(tout é1ément de 1'algebre de Boole peut Etre une
valeur particuligre : 0, 1, varizhle Qu expression
booléennes ) ;

ensemble de valeurs particulidres que )'on attribue
aux variables a, resp. x;

fornctions booléennes des variables a, resp. a et f;

valeurs que prennent les fonctions B(a) ou V(a,f)
lorsque 1'on donne des valeurs particuliéres 2 Teurs
arguments.

3. Relations et opérations booléenmes

Alx) = B(x)

Alx) s B(x)

(x)

A(x) + B(x}

€galité des deux expressions A{x) et B(x);

implication de 1'expression B(x} par 1'expression
Alx) 3

complément (ou inverse) de 1'expression A(x);
disjonction des expressions A(x) et B(x)

(appeliée également somme bocléenne ou, lorsque
le risque de confusion est exclu, somme);
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Afx) -Blx)

. f

JEJ

T ¢

j€d

g5

conjonction des expressions A(x) et B{x)

(appelée également produit baoléen, ou simplement
produit, lorsque le risque de confusian est exclu;
1a conjonction est aussi notée par la juxtaposition
de ses arguments, surtout Torsgue ceux-ci sont des
varjables : par exemple a,a,a;a, );

disjonction de toutes les variables fj dont 1'in-
dice appartient au sous-ensemble Jk (définie par
récurrence 3 partir de ij =0, JEO);

conjonction de toutes les variables fj dont 1'in-
dice appartient au sous-ensemble Jk (définie par
récurrence 3 partir de II‘FJ. =1, JEI).



APPENDICE B : OEFINITIONS DE BASE, AXIOMES ET PROPRIETES

DE L 'ALGEBRE DE BOOLE

L'algdbre de Boole est un ensemble cnmbosé d'é1éments en nombre
i11imité, entre lesquels une relation, 1'égalité, et trois opérations
de base, la disjonction, la conjanction et 1'inversion, sont
définies par dix axiomes.

1. Eléments de 1'algdébre de Boole

Les 61éments de 1'algdbre de Boole se répartissent en trois
catégories :

a) deux &léments constants distincts, notés 0 et ¥, qui sont Tes
&1éments neutres respectivement de la disjonction et de la conjonction
{axiomes n° 7 et 8);

b) les variables boglé&ennes indépendantes, en nombre arbitraire,
auxgquelles on peut librement assigner des valeurs particuliéres
(notamment les éléments 0 et 1, mais aussi tout autre ¢lément de
1'algdbre de Boole};

c) les fonctions baoléennes, qui peuvent prendre une valeur
déterminée {&1ément de 1'algdbre de Boole) lorsque 1'on assighe une
valeur particuligre a leur(s) argument(s}; nous ne considérerons que
Tes fonctions booléennes dont les arguments sont des variables
booléennes indépendantes. '
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2. Définitions et axiomes

L'égalité entre deux éléments de 1'algdbre de Boole est définie
par récurrence :

a) %X =X, unélément quelcongue de 1'algébre de Boole est égal
3 Tui-méme;

b) 0 =1, les deux &1éments constants ne sont pas &gaux;

c} Ax) = B(x) <= Alg)=B(g) e
deux expressions booléennes sont égales si les valeurs qu'elles
prennent sont égales paur toute valeur gue }'on peut assigner a

leurs arguments.

Les opérations de disjonction, de conjonction et d'inversion
sont définies par Tes dix axiomes suivants, que vérifie tout &lément
X, Y ou Z de 1'algébre de Boole :

f. X+Y = Y +X 2. XY = ¥X

3. X+ ({Y+Z) = {X+Y)+1 4. X(yYzZ) = {X¥)Z

5. %X+ (Y2} = (X +¥)X +2) 6. X(Y +2) = (X¥) + {X2)
7. X+0 = X B. X+1 = X

9. X +% = i 0. XX = 0

3. Propriétés de base

Tout é1ément X ou Y de 1'aligébre de Boole posséde les
propriétés suivantes :



M. X+X = X

13. X+1 = f

15. X+ (XY) = X

17, X+¥Y = X+ (%)

19. X = (X¥) + (XV)

21, X+Y = ¥ o
2. X+Y = 0 <>
23. XY = 1 <==t>
4. ¥ = X o
5. X = X

6. X = ¥ o
27. x'+v = XY

XY

{x

<]

12.
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o
e
n
>

—
-3
>
.
=
[}
=

16. X{

18. XY

20. X

It
o

n
=
1]
o+
<
n

Y =

H
-
(1]
End

28.

X +Y¥) = X

= ¥(¥ +Y)

= X+ +Y)

t)

1)

et X = @)

Ces propriétés sont utilisées couramment sans référence explicite

lorsque 1'on travaille avec des expressions booléennes; elles se démon-

trent simplement & partir des axiomes n® 1 3 10; par exemple 11. :

X+ X

(X « X) -1

X+ X)X +%)
¥+ OF)

X+10

X

{axiome n®
{axiome n°
(axiome n°®
{axiome n°
(axiome n°

8)
9)
5)
10)
7)
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4. DEfinition et propriétés de 1'implication

L'implication d'un &1ément Y par un autre &£1ément X est notée
X 5 Y; elle est définie par :

>

29. % s Y o= + ¥ = 1
La terminologie est justifiée par la propriété :

Mx) s Blx) o= [AE) = 1 = 89 - 1] VYg

L'implication jouit des propriétés ci-dessous, démontrables & partir
des axiomes n® 1 3 10, ainsi que des théorémes n° 11 & 28 :

0x s Y o= Y

n
(=]

3. X s Y &=  X+Y =Y

32. X s Y o Xy

[
>

33. X s X

34, (XsY et YsX) > X = ¥

35, (X sY et YsS2) = X 5 2

6. 0 s X s 1

37. 0% S Y == T 2 ¥

B, (XsSY et VsW = X+V s Y+ M

39, (X sY et ¥VsW = XY s YW
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40, (X 57 et Y s12) Q> X+Y s 2
41, {Xsy¥Y et X512 PSS X £ YZ

2. X

n

X+Y 43. Xy g X

5. Propriétés. des fonctions booléennes

Une fanction booléenne F(x) est définie par les valeurs F(f)
qu'elle prend pour chaque ensemble de valeurs E que 1'on assigne &
ses arguments x . Toute fonction booiéenne posséde une expression
explicite ne faisant intervenir que ses arguments et les trois opéra-
tions de base de 1'algdbre de Boole (admis sans démonstration).

On appelle 1m91iquaﬁt d'une fonction booléenne F(x) un produit
Pk(ﬁ) de variables x niées pu non, vérifiant les trois conditions :

a) les variables qui composent le produit appartiennent @ 1'ensemble
des arguments de F{x) ; -

b} chacune des variables qui composent le produit n'y apparait
qu'une seule fois;

c) le produit implique ta fonction : P(g) s F(x}

On appelle forme disjonctive d'une fonction son expression sous

forme d'une somme d'impliquants. Toute fonction booléenne possdde au
moins une forme disjonctive (on obtient une forme disjonctive en effec-
tuant tous les produits que contient une expression, jusqufa ce qu'il
ne reste plus que des produits de variables).



02

E‘:!:gggle B B{i) = Il . (;2 Xy + Xz‘;a) + Xy (;2 X, + x;'x_n, + ;3 x..)
an obtient une forme disjonctive en effectuant les deux parenth2ses :

B(ﬁ) = ;1;2)“ + ;13‘2;3 XXz My b XpXaX, # xl;(-axu

On appelle impliguant premier d'une fonction un impliquant P(x) qui

n'est impliquant d'aucun autre impliquant P'{(x) de cette fonction :

P(x) = F(i)l> {39 P(x) = Plx) ta.
>

premier P(x) = P'({x) s F{x)

7

Ezenple : dans 1'expression 8(x) ci-dessus,

X1 %3 % 5 B{x) est premier; par contre,

X1 Ke X, s B(x) n'est pas premier, car :

I]_;z Xy & 72 Xy S B(i)

Propriétés : wun impliquant qui en implique un autre posséde plus de
variables que lui; un impliquant premier est par conséquent compasé d'un
nombre minimum de variables.

Nous appellerons forme complete la forme disjonctive d'une fonction
F(i) qui fait apparaitre taus ses impligquants premiers, et seulement
ceux-ci; toute fonction booléenne possdde une et une seule forme

complite.

Ezxemple : B{x} = Xz, + XaXz + XgXy + X1XaXy +
P Xa Xy + Xy Xy X
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Une forme disjonctive irrédendante est une semme d'impliquants
premiers dent aucun n'est impliquant de la somme des autres.
Exemple : la fonction B{x) possdde deux formes irrédondantes :
B{x) = XpXa + XzX3 + Xy XpXy + Xy Xp Xy

B{x) = Xoxu *+ XpXy + XyX3Xy

6. Moyens de calcul

1T est souvent utile de rechercher 1a forme complate d'une fonction
booléenne; un des moyens qui permet d'y parvenir part de sgn expression
sous forme conjonctive. A 1'opposé de la forme disjonctive, 1a forme
cenjonctive est un produit de sommes de variables, niées ou non; on
1'obtient en effectuant toutes les sommes, jusqu'a ce qu'il ne reste
plus que des sommes de variables,

Exemple : Blx) = (xz+ %3 # xu) o (%3 + Xg ¢ %) o {3, + X5 + %)

Théoréme B.1

Une forme conjonctive est un produit de formes complites.

Théaréme B.2

En effectuant le produit de deux formes compldtes, on gbtient
aussi une forme compléte, aprés €limination des impliquants

non premiers.
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Ces deux théorémes sont simples 3 démontrer; ils fournissent le
moyen de calculer sous forme campléte n'importe quelle fonction
booléenne :

Corallaire B.3

Le calcul sous farme disjonctive d'une fonction exprimée sous forme
conjonctive fournit la forme compléte de cette fonction, aprés
élimination des impiiquants non premiers.

Cette méthode de calteul d'une farme compléte est appelée algorithme
d'inversion, car on obtient sans calcul une expression conjanctive A
partir d'une forme disjonctive de t'inverse d'une fonction (régle de
Morgan). ’

Exemple : Blx) = XoX3xs + HyXgXy + Xz XgXq

=]
—
| =
—
1]

(xz + %5 + xh)'(xl"’;s* lh)'(;z*'-ia* ;h}

B(X) = XaXaXs *+ XaXr®, + XiXg Xy + XaXg%, + XpXy +
XMy b Xp K + Xadg Ky, o+ N XgEL 4 Xy ¢+

+ X1 Xa Xy ¥ K)j{fu + xlxgi..

B(i) = Ay Ka X3 * XpXx, + Xz;, + ;3 X, + X3 Xz;(.u + X1X3;q

La méthode la plus simple pour effectuer les produits d'une expression
conjonctive consiste & procéder itérativement [55]; cependant, i1 existe
une méthode beaucoup plus rapide qui procdéde récursivement, en fraction-
nant 1'expression 3 calculer par factorisation successive de toutes les
variables qui la composent; ce processus arborescent s'applique également
3 ta mfthode des consensus [33].



APPENDICE C : CDDAGE NUMERIQUE ['UNE TABLE DE VERITE

La synthese automatisée par ordinmateur de systémes logiques
combinatoires complexes fait intervenir le codage numérique des
tables de vérité; mentionnons deux méthodes pour effectuer cette

représentation.

1. Codage numérique & caractére binaire

La méthode généralement utilisée pour réaliser le codage d'une table
de vérité se base sur la parenté qui existe entre 1'objet a représenter

et le support du codage, tous deux de nature binaire.

Cette méthode de codage associe deux bits du support {les bits du
support sont groupés en mots-machine, octets, ou autres) 2 chaque bit
de la table de vérité; chaque Tigne de la table est ainsi représentée
par deux groupes de mots-machine, T'un pour coder la polarité des bits
définis de la table, 1'autre pour coder la présence de ces bits {soit
leur définition ou Jeur indéfinition). Plusieurs mots-machine sont
nécessaires pour coder une ligne de la table, lorsque Te nombre de
bits que contient un mot-machine est inférieur 2 celui que contient
une ligne de celle-ci {cf. fig. C.1).

Ce format de représentation est fixe : le nombre de mots-machine
utilisés par Tigne de Ja table est constant pour un probléme donné;
Tes bits de la table sont identifiables par la position gu'ils occupent
dans le mot-machine qu dans le groupe de mots-machine.

Cette méthode de codage posseéde 1'avantage de la compacité : i1 est
en effet difficile d'imaginer une représentation plus dense d'une table
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Table de vérité : partie d’entrée partie de sortie
ligne i i01t101x001 I 1XX0011X
T T T

Mots — machine :

polarité [10110100] [01100001] 10 non ueizese |

présence [11111101] [11100111] |10 non utitise |

Fig. C.1 : codage numérique & caractire binaire d'une table de vérité.

de vérité, surtout si celie-ci est fortement définie; un autre avantage
de cette méthode est la rapidité de traitement, car la plupart des ordi-

nateurs disposent d'opérations logiques paralleles entre les mots-machine,

Ces avantages destinent cette représentation 3 caractére binaire
aux algorithmes performants de synthése classique.

2. Codage numérique 3 caractdre algébrigue

La deuxitme méthode de codage numérigue est une mise en pratique de
la description algébrique d'une table de vérité {(cf. chap. III, § 1).

Cette msthode utilise un mot-machine pour coder chaque bit défini
de la table; 1'un des bits de chaque mot {par exemple le signe) sert
3 spécifier la polarité de la variable codée; le reste du mot est
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utilisé pour identifier cette variable. Un séparateur marque la fin de
chaque ligne de la table de vérité (cf. fig. C.2).

L'identification des variables, avec cette méthede, é&tant explicite,
on peut se passer de Teur identification par la position et, par consé-
quent, d'un format fixe pour chaque ligne; ainsi, les bits indéfinis de
la table ("X", ou "don't care”) sont simplement omis par le procédé de
transcription.

L'expression numérique formée par la suite des mots-machine obtenus
réalise une représentation algébrique de 1'expression logique qui était
a coder; cette représentation possdde 1'avantage de ne jamais mentionner
explicitement les états indéfinis. Ceci a pour conséquence que la place

Table de vérité . partie d'entrde partie de sortie

1TXX0011X%

ligne i 1¢1101X001

Mots - machine :

K I S 1) IS R £ B
L e ] Dol a1 [ 2 ]
o] a2 | ] a ] Ll aw |
bl & § L s 1 [l_f |
1] £ | L] | lfin_da ligne |

|

Fig. €.2 : codage numérique & caract2re algébrique d'une table de vérité.
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requise pour le stockage de 1'information, ainsi que la durée d'exécu-
tion des algorithmes qui utilisent cette m&thode ne dépendent que du
contenu en information du probleme 3 traiter, quel que soit Te nombre
des variables qui le composent.

Cependant, sa faible compacité, la relative lenteur des precédés qui
T'utitisent due & 1'absence d'opérations paralleéles, ainsi que 1a com-
plexité accrue de manipulation due 3 son format var{ab1e, rendent cette
méthode de représentation 2 caractére algébrique peu intéressante pour
fes algorithmes de synthise classique.

Par contre, sa nature algébrique la destine 3 1'implantation des
algorithmes de synthdse qui font intervenir un grand nombre de variables
booléennes auxiliaires, comme ¢'est le cas des méthodes décrites au
chapitre V1. 1

Finalement, 1a méthode de représentation algébrigque offre un exemple
intéressant d'applicatian pratique du formalisme algébrique.



APPENDICE 0O : PERMUTATION E-T GRACE A LA CONOITIDN DE COHERENCE

Soit & démontrer 1a permutation des opérateurs somme et produii dans
la dérivation de la fonction RAE(E.i,j) (chap. V, § 2, p. 59), en
utilisant 1a condition de cohérence d'écriture de 1a table de vérité’
{chap. 111, & 2) :

A - A
TT 2 gl - (550 + F)) = T TT Ela)- 55
j€J i1 i€l j€u

i)

simplifions la notation :

A —
Ela) + et (5:3(Fy) + T} = 855

écrivons alors la premigre expression sous forme développée :

v = E, “Sy

JEJ i€l

(Ey S+ Ep; S;y + E3Sayp + 0 oo+ Ei S'il )

(ExSi, + Ep Sz + EySyy + ... 4 Ei Siz )

{ Ey Slj + Ey S, o+ Ky S!j +o o+ B S )

= HE]_ S]_- + nEz Sz- + nEa S;. + e + WE. 5.,
- . N A T
J J J 3 ] J d
seuls restent Tes produits verticaux; en effet, par la condition de
cohérence, tout produit de termes diagonaux est soit nul, soit inclus
dans 1'un des produits verticaux.
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La condition de cohérence nous fournit la propriété suivante :

BeEs = 0 = Sy = Sy s

Considérons alors un produit diagonal de 1'expression développée
ci-dessus :

Ey Sz1*E1 S12+E1 Sq9-Ey Spuenn o B Saj =
= El'Ez‘Sh'su‘Sla'Slu'-—-'slj

si Ep-E; = 0 ce terme est nul; par contre, i E,-E, =0, ona
Sa1 = S11, et ce terme croisé est égal 2 :

= E+E; ‘311 « 512513 Sau 0 e 'SIJ'

S Ey+S11+812°513 514 - 'Slj = Z_IEI Slj

Ce terme est donc inclus dans le premier produit vertical (i1 1'est
d'ailleurs également dans le second), ce qui permet de 1'omettre. I1
est dés lors évident que tout terme qui ne résulte pas du produit de
facteurs juxtaposés verticalement dans la formule développée ci-dessus
subit 1e méme sort, s'il n'est pas nul,
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