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APPLICATION DU FORMALISME BOOLEEN ALGEBRIQUE A 

LA SYNTHESE DE SYSTEMES LOGIQUES COMBINATOIRES 

Résumé 

Un ensemble de moyens a été développé dans le cadre de l'algèbre 

de Boole pour effectuer la description, à l'aide d'une fonction 

booléenne, d'une table de vérité, d'une relation d'ordre entre deux 

fonctions booléennes, ou d'un ensemble de fonctions â traiter 

simultanément. L'application de ces moyens à la synthèse classique 

de systèmes combinatoires sur deux niveaux permet la justification 

théorique complète de ce procédé; les méthodes présentées se prêtent 

également au développement théorique de procédés de synthèse 

nouveaux, 



I . INTRODUCTION 

1. Définit ions 

Un système logique combinatoire est un bloc fonctionnel sans mémoire 

interne admettant |N| signaux binaires d'entrée et produisant j J | s ig ­

naux binaires de sor t ie ; une table de vér i té dé f in i t le fonctionnement 

que l 'on attend de ce système, en spécif iant les valeurs que doivent 

prendre les signaux de sort ie pour un certain nombre | I | de configura­

t ions dist inctes des signaux d'entrée ( f i g . 1.1). 
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Fig. 1.1 : système logique combinatoire et table de vér i té . 
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Lorsqu' i l existe une ou des configurations des signaux d'entrée qui 

ne sont pas spécifiées dans la table de vé r i té , ces configurations 

constituent des états indéf in is impl ic i tes du système; lorsque pour 

l'une ou l 'autre des configurations d'entrée mentionnées dans la table 

de vé r i té , l 'un des signaux de sort ie n'a pas de valeur assignée ("X", 

ou "don't care") , on parle alors d'une indéf in i t ion exp l i c i te . Les 

procédés de synthèse t i r e n t part i de la réal isat ion indi f férente des 

états indéfinis impl ic i tes et expl ic i tes pour obtenir une s impl i f icat ion 

accrue des systèmes à optimaliser. 

Un "X" (ou "don't care") qui apparaît dans la part ie d'entrée de 

la table de vér i té s ign i f i e que plusieurs configurations d'entrée sont 

résumées en une seule l igne ; dans ce cas, la table doit remplir une 

condition dite de cohérence, qui impose un état de sor t ie identique 

pour toutes les lignes de la' table dont les états d'entrée ont une 

intersection non nul le- Lorsque la table de vér i té ne contient pas de 

"X" dans sa part ie d'entrée, e l l e est d i te canonique; une table cano­

nique est naturellement cohérente. 

La table de vér i té est complètement déf in ie lorsque toutes les 

configurations possibles des signaux d'entrée y apparaissent, et que, 

pour chacune d 'e l l es , tous les signaux de sort ie ont une valeur 

assignée. 

2. Notion de synthèse 

Les systèmes logiques combinatoires sont réalisés au moyen d'opéra­

teurs booléens élémentaires (AND, OR, NOT), ou de blocs de base 

réunissant un ou plusieurs opérateurs élémentaires (NAND, NOR, EX-OR, 

Major i ty, Threshold, e t c . ) . 
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La méthode de réal isat ion systématique la plus immédiate f a i t 

intervenir les deux opérateurs de base AND et OR disposés en deux 

niveaux logiques {s i l 'on ne dispose pas des variables d'entrée niées, 

un troisième niveau composé d'inverseurs est nécessaire pour les 

engendrer); le premier niveau isole les diverses configurations des 

signaux d'entrée spécifiées dans la table de vé r i t é ; le second niveau 

synthétise chaque signal de sort ie en réunissant les configurations 

d'entrée pour lesquelles ce signal doi t être ac t i f . 

Cependant, i l existe souvent plusieurs réal isat ions sur deux niveaux 

d'un système donné, même dans le cas d'une table complètement déf in ie ; 

ces réal isat ions sont identiques du point de vue de leur fonctionnement 

stat ique, mais d i f fè rent quant au nombre d'opérateurs de base qui les 

composent. Les réalisateurs de systèmes logiques combinatoires ont alors 

cherché un moyen d'obtenir de façon systématique l ' implantat ion la moins 

coûteuse des tables de vér i té . 

Bien que le c r i tè re de coût d'une réal isat ion varie d'une technologie 

à l ' au t re , i l est toujours l i é au nombre d'opérateurs nécessaires, que 

ce soi t directement ( r e l a i s , portes) ou indirectement, à cause de la 

place requise et de la consommation (VLSI). 

Le p ro f i l des problèmes soumis à la synthèse s'est modifié au cours 

du temps : à l'époque où les opérateurs de base étaient réalisés avec 

des composants discrets ( r e l a i s , tubes, diodes, composants logiques SSI, 

e t c . ) , les systèmes a optimaliser étaient en général de fa ib le t a i l l e , 

et leurs tables étaient fortement déf in ies; la synthèse automatique de 

systèmes logiques combinatoires é t a i t alors source d'économies appré­

ciables. 

Plus ta rd , les mémoires mortes sont apparues sur le marché, avec des 

capacités toujours plus vastes et des coûts toujours moindres; les sys­

tèmes logiques fortement dé f in is , eux aussi de t a i l l e grandissante, ont 
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pu être avantageusement implantés sur de tels composants, sans néces­

siter de synthèse. 

Parallèlement à cette évolution, le développement de l'intégration 

de circuits à une échelle toujours plus grande (LSI, puis VLSI) a fait 

apparaître la notion de PLA ("programmed logic array"), permettant 

l'implantation en une géométrie régulière de systèmes logiques combina-

toires. Ainsi la synthèse automatique de ces circuits a conquis actuel­

lement sa place dans la conception assistée par ordinateur (CAO) de 

circuits binaires intégrés à grande échelle, dans le cadre de laquelle 

elle effectue la synthèse en PLA de blocs fonctionnels réunissant de la 

logique combinatoi re; les problèmes a optimaliser dans ce contexte ont 

en général un nombre de variables élevé et sont faiblement définis; 

c'est alors la surface occupée par la PLA dans le circuit qui constitue 

un critère de minimalisation, plutôt que le nombre des éléments qui la 

composent. 

La synthèse automatique de systèmes logiques redevient donc d'actua­

lité pour la réalisation de PLA simplifiées, destinées à occuper une 

surface minimale dans les circuits intégrés dans lesquels elles doivent 

être implantées. 

3. Procédés de synthèse 

Les méthodes de synthèse peuvent être classées selon la structure 

des résultats qu'elles produisent : ainsi, on distingue les méthodes 

de synthèse sur deux niveaux d'opérateurs (AND-OR, etc.) et leurs essais 

de généralisation [40] - [44], la synthèse d'arbres de décision binaires, 

qui donne lieu aux réalisations en multiplexeurs ou en décodeurs [45] -

[49], ainsi que les autres approches de synthèse multi-niveaux [50] - [53] 

et les méthodes utilisant les propriétés d'une technologie donnée (en 

particulier le technologie C-MOS) [54]. 
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La plupart des méthodes de'synthèse sur deux niveaux procèdent en 

deux phases : 1° calcul de tous les impliquants premiers ou communs d'un 

système, 2° extraction d'un sous-ensemble irrédondant minimal de ceux-ci; 

comme ces méthodes sont de loin celles qui ont fait l'objet du plus 

grand nombre de contributions dans le domaine de la synthèse de systèmes 

logiques combinatoi res, il est légitime de les appeler méthodes classi­

ques dé synthèse. 

Il existe d'autres méthodes de synthèse sur deux niveaux qui procèdent 

en une seule phase, en construisant les impliquants premiers ou communs 

nécessaires autour des éléments de la donnée, jusqu'à la réalisation 

complète du système [37] - [39]; ces méthodes sont heuristiques par 

nature, alors que seule la dernière phase des méthodes classiques (réso­

lution du tableau de couverture) est en général effectuée de facon 

heuristique. 

Citons également la méthode graphique de M. Karnaugh [18], qui est 

encore universellement employée de nos jours pour la réalisation a la 

main de très petits systèmes; strictement appliquée, c'est une méthode 

exhaustive (classique), mais elle est souvent utilisée à la manière des 

méthodes heuristiques. 

L'utilisation de l'algèbre de Boole pour la description des systèmes 

logiques combinatoi res a déjà été proposée par C. E. Shannon [6] en 

1938; la représentation d'un système à sortie multiple au moyen d'une 

fonction booléenne unique est due â D. E. Müller [7], et a été reprise 

par quelques auteurs [8] - [ H ] ; une dérivation formelle de cette fonc­

tion unique caractéristique d'un système à sortie multiple est présentée 

dans le chapitre III ci-dessous. 

Toutefois, la plupart des contributions qui traitent de la synthèse 

simultanée de systèmes à sortie multiple utilisent un équivalent numé­

rique de la représentation de Müller : les tableaux de connexion (en 

anglais : "connexion arrays") [2], [14] - [17], [34], qui sont au nombre 
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de trois : le tableau de connexion directe ("ON-array"), le tableau de 

non-connexion ("OFF-array") et le tableau de connexion indifférente 

("DC-array"), l'un d'entre eux pouvant toujours être déduit des deux 

autres [2]. 

Les méthodes de synthèse classique de systèmes logiques ont toujours 

été développées et présentées sous leur aspect algorithmique : elles 

décrivent un ensemble de procédés qui fournissent le résultat voulu par 

leur application systématique {itérative ou recursive) sur les données 

a disposition. 

Ainsi l'opération de consensus, définie par A. Blake [5] et généra­

lisée par J. P. Roth [14], appliquée de facon systématique sur les 

tableaux réunis de connexion directe et indifférente, permet d'obtenir 

tous les impliquants premiers ou communs d'un système donné [2], [8] -

[10], [19] - [22]. 

Une autre méthode, le découpage (en anglais "sharp"), aboutit au 

même résultat en retirant de l'impliquant universel tous les éléments 

du tableau de non-connexion [2], [16], [31], [32], [34], [55]. 

Une fois l'ensemble des impliquants premiers ou communs obtenus, les 

méthodes classiques procèdent à la recherche d'un sous-ensemble irrédon-

dant de ceux-ci correspondant à une réalisation de coût minimal; cette 

opération est effectuée par la formation d'un tableau de couverture [12], 

[13], [23], suivie de sa résolution; certains auteurs se sont consacrés 

au développement d'algorithmes efficaces pour la réduction de ces 

tableaux [27] - [29]. La recherche d'un sous-ensemble irrédondant 

d'impliquants peut également être effectuée par un calcul de consensus 

[11], [12], [25], [26]. 
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4.. But du présent travail 

Cette contribution a pour but de montrer que les méthodes de synthèse, 

présentées ordinairement sous forme algorithmique, peuvent également 

être décrites à l'aide d'opérateurs algébriques. 

A cette fin, un ensemble d'outils issus de l'algèbre de Boole a été 

développé dans un cadre général, c'est-à-dire hors du contexte spécifi­

que de la synthèse de systèmes logiques {chap. II et IV ci-dessous); 

l'application de ces outils au problème de la synthèse classique permet 

de retrouver les algorithmes existants en tant que cas particuliers 

{chap. V). Le caractère général des procédés algébriques développés ici 

permet de les utiliser a d'autres fins; en guise d'illustration, leur 

application au développement de deux nouvelles méthodes de synthèse est 

mentionnée au chapitre VI. 

Le formalisme algébrique n'apporte pas d'amélioration de nature 

algorithmique aux procédés classiques de synthèse en ce qui concerne la 

taille des problèmes que l'on peut traiter et la rapidité de ce calcul, 

car de nombreux travaux ont déjà donné un grand développement a cet 

aspect de la question; par contre, il permet d'une partie clarifier, 

dans un but didactique, le mécanisme qui est à la base de ces méthodes, 

et d'autre part de fournir des outils théoriques utilisables pour de 

nouvelles investigations dans le domaine de la synthèse. 

Le formalisme algébrique trouve également une application dans une 

méthode de représentation numérique des expressions booléennes qui con­

serve la forme littérale de celles-ci {cf. app. C), ce qui autorise 

leur traitement par ordinateur tout en préservant la généralité Inhérente 

au caractère algébrique de ces expressions. 



II. DESCRIPTION ET CALCUL D'UNE RELATION D'ORDRE 

Les variables et les fonctions que nous utiliserons dans le cadre 

du présent travail appartiennent à l'algèbre de Boole et obéissent à 

ses lois. Les conventions de notation utilisées sont présentées dans 

l'appendice A; l'appendice B mentionne les définitions de base et les 

axiomes de l'algèbre de Boole, ainsi que quelques propriétés générales 

supposées bien connues. 

1. Définitions 

Soient deux fonctions booléennes A(xJ et B(x) dont les arguments 

communs sont les variables booléennes indépendantes x̂  = {x.|i£I} ; 

nous nous intéressons a l'existence d'une relation d'ordre 1R(AOO,BU)) 

entre ces deux fonctions. 

Il est possible de formuler une fonction booléenne R(x) dite 

caractéristique de la relation R , dont les arguments sont les mêmes 

variables £ ; la fonction R(.x) est définie comme suit : 

Définition 

R<£) 

pour 

= 1 

toute 

2.1 

C=C-

valeur £ 

ft 

que 1 

{A{£),B(Ç)i est vérif 

'on peut attribuer aux 

ée 

van ables x . 
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Exemples : 

a) cas de l ' éga l i té entre AU) et BU) ; on obtient la fonction RU) 

en u t i l i s a n t un théorème de base de l 'algèbre de Boole (c f . app. B, § 4, 

propriétés n° 34 et 29) : 

Tì,{A(x) = B(x)} < = ! > RU) = A(TT-BTIT + A(x ) .B (x ) 

b) cas de 1' implication : 

ft (AU) £ B(x)} o = ^ RU) = Ä[xJ + BU) 

Exprimons la fonction R{x) sous forme disjunctive : 

RU) = JZ Pk(ü) 

chaque impliquant P L U ) s ^M décrit un ensemble suff isant de condi­

tions que les variables £ doivent remplir pour que la re lat ion 1 R̂. entre 

les deux fonctions booléennes AU) et BU) soi t vér i f iée : 

p (£) = 1 =& ^ , est vér i f iée . 

Exemple : X_ = (X1 , X2, X3, X1J, RU) = X1I1, + XjI3X1, 

l ' impliquant X1 I1 , s R(x) s ign i f i e que la re la t ion d'ordre entre AU) 

et BU) décrite par RU) est sat is fa i te pour tout vecteur constant 

£ = { £ i . Ca> C31 Ci.) répondant aux conditions Ci = 1 et ^ = 0 . 

L'ensemble de ces deux conditions est suf f isant ; cependant, i l n'est 

pas nécessaire, dans la mesure où l ' impliquant de RU) qui le décr i t 

n'est pas le seul (comme c'est le cas dans cet exemple). 
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Un impliquant premier de R(_x) décr i t un ensemble irrédondant de 

conditions suff isant à la vér i f ica t ion de la re la t i on ; ceci s ign i f ie 

qu'aucun sous-ensemble s t r i c t de conditions ne conserve la propriété 

d'être suf f isant . 

Chaque impliquant de R(x_) décrit une part ie du domaine de va l i d i té 

de la re lat ion parmi l'ensemble des valeurs £ que l 'on peut at t r ibuer 

aux variables x ; la fonction R(x) décr i t le domaine ent ier . 

Dans le cas où RU) est identique à 1, le domaine de va l id i té de la 

re lat ion s'étend a toutes les valeurs ^ que peuvent prendre les var ia­

bles x . A ins i , i l est possible de démontrer l 'existence d'une re la t ion 

d'ordre en formulant sa fonction caractérist ique et en vér i f ian t son 

ident i té à 1. 

Exemple : soi t à démontrer l ' i d e n t i t é : 

ab + ac = ab + ac + bc 

on forme la fonction caractérist ique de l ' éga l i t é : 

R(a,b,c) = {ab + a c ) - ( a b + ac + be) + 

+ (ab + a c ) * ( a b + ac + bc) 

= (â~ + B) • (a + c") « (7 + B) • (a + c) . (B + c") + 

+ ( a b + ä ~ c ) * ( a b + ïïc + b c ) 

= ac + ab + bc + a b + ac 

= a" • fc + c) + a • (K + b) + . . . = 1 cqfd. 
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Remarque : pour éviter le calcul d'une expression compliquée, on 

remplace souvent la démonstration d'une égalité par celle de l'impli­

cation appliquée successivement dans les deux sens : 

1A(A(X) = 6(x)} <3=i> R(x.) = WJ-Bjyî + A(x)-BU) 

= [ ÄT77 + B(x) ] • [ A(x) + ¥[7Î" ] 

= R-(x) - R-(x) 

2. Exemples d'utilisation 

Citons deux utilisations courantes de la fonction caractéristique 

d'une relation d'ordre : l'extraction d'une forme disjunctive irrédon-

dante de la forme complète d'une fonction booléenne, et la démonstration 

de théorèmes. 

Recherche d'une forme irrédondante 

Soit une fonction booléenne F(x) exprimée sous sa forme complète 

(forme disjunctive comprenant tous les impliquants premiers, et 

seulement les impliquants premiers; cf. app. B, § 5) : 

k€K 

Problème : trouver un sous-ensemble irrédondant K' d'impliquants, 

c'est-à-dire un sous-ensemble K' d'impliquants qui suffit à exprimer 

la fonction, mais tel qu'aucun sous-ensemble strict de K1 ne conserve 

cette propriété de suffisance : 

F(x) = C PkM et J K" c= K' tq. F(x) = YZ \M 
k€K' kGK" 
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M. J. Ghazala [12] a présenté une méthode recursive moitié 

algébrique et moitié algorithmique pour résoudre ce problème; un 

procédé entièrement algébrique peut être proposé sur la base du 

calcul d'une relation d'ordre : a cet effet, on formule un modèle 

paramétré de l'expression cherchée, en faisant intervenir un nouveau 

jeu de variables booléennes indépendantes y_ = {yJkGK} : 

w**)t) = E p
k<*>-yk 

k€K 

Pour chaque valeur constante u que l 'on attr ibue aux variables y , 

le modèle MFU.u) devient une somme d'un sous-ensemble par t i cu l ie r 

d'impliquants : 

MFU,u) = YZ V - * aVeC K' = ^ k l u
k

= 1 > ^ K 

k e r 

On impose à ce modèle d'être égal à la fonction donnée; dans ce cas, 

par construction, une seule impl icat ion est è v é r i f i e r : 

ft{FU) < MFU.y)} <3=î> R<x,y_) = FT77 + MF(x,y_) 

Exprimée sous forme complète, la fonction RU ,y_) cont ient , parmi 

d 'autres, des impliquants qui ne sont formés que des variables ŷ  

( leur existence est j u s t i f i é e par la propriété R(x_,_1_) = 1 ; par cons­

t ruc t ion , les variables y. qui les composent ne sont pas niées); 

chacun d'eux décr i t une expression disjunct ive de F(x) : 

Théorème 2.2 

TT yk s R(x,y) < Î=O F(x) = Yl V A ) 

k6K ' kGK' 
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Démonstration : a) implication dans le sens 

Hyp. : T t y < R(x,x) = FTxT + Yl 1 V u ) * * 

k€K ' 
k * - ' Jk 

k€K 

Posons : uk = 1 , k€K ' et uk = 0 , k€K ' 

=o 

=*> 

FTxT + C PLUÏ = 1 
k € K ' 

F<£> s E pvM 
kÊK' 

F(x )̂ = 2_! P. (jt) puisque par construction 

k 6 K ' > 

Fl>> 2 I ] M*) 
kGK' 

b) implication dans le sens «5= : voir ci-dessous "démonstration de 

théorèmes". 

Si l'impliquant n y, £ R(x.»z) e s t premier, le sous-ensemble K' 

d'impliquants qu'il décrit est irrédondant, car dans le cas contraire, 

il existe un autre impliquant n y. incluant le premier, donc composé 

d'un sous-ensemble de ses variables et décrivant par conséquent un 

sous-ensemble K11C=K* d'impliquants Pi,(x.) suffisant a la réalisation 

de F{x) . 

Démonstration de théorèmes 

Soient deux propositions G. et 3€ dont il faut démontrer l'impli­

cation Q, = 0 3£ ; s'il est possible de former deux fonctions 
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booléennes GU) et HU) vé r i f i an t respectivement : 

GU) = 1 <3=î> la proposition G. est vér i f iée 

HU) = 1 < = > la proposition 3"C est vér i f iée 

la démonstration voulue se réduit alors à ce l le de l ' imp l ica t ion 

booléenne GU) £ HU) ; dans ce but, on formule la fonction carac­

tér is t ique WU) de cette impl icat ion, et on vé r i f i e son ident i té à 1, 

Exemple : démonstration de l ' imp l ica t ion b) du théorème 2.2; 

soient les deux propositions : 

G : Yl P k ^ ) e s t u n e expression disjunct ive de FU) 

kGK1 

le terme y k est un impliquant de R(x,y) 

k£K ' 

On é tab l i t les correspondances : 

FTxJ + YZ p i / - ^ = 1 <===!> Q1 est v é r i f i é e 

kSK1 

T T yk + RU,y) = 1 < = > 3"t est vér i f iée 

k€K ' 

La fonction caractéristique FU) + E P. U ) est suffisante dans ce 

cas pour décrire l ' éga l i t é FU) = £ P. U ) , car par construction 

FU) £ £ P i ( ( j l ) ' On calcule alors l 'expression WU,y) = G(x_) + H(x^,^) 
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W(x,y_) = F(x) • T f PjJTJ" + £ yk + F R + C p
k<*> ' yk 

keK ' kGK' k€K 

= T f PjJTT + . . . + C p
K(x) » 1 cqfd. 

kGK' k6K' 

L ' ident i té W(x,y) = 1 démontre l ' impl icat ion G(x.) £ H(x,y) e t , 

par le jeu des équivalences G(x) <3=o Q. et H(_x,£) -G=O 3¾,, l ' im ­

pl icat ion Q, =£• 3£ • 

3. Application à la synthèse d'un système simple 

Un système logique a sort ie unique dont la table de vér i té est 

incomplètement déf in ie est déterminé par deux fonctions booléennes : 

la borne infér ieure de ce système et sa borne supérieure ( f i g . 2.1). 

La borne infér ieure AU) du système est la fonction booléenne qui 

réunit toutes les configurations des variables d'entrée pour lesquelles 

le signal de sort ie est assigné à 1. 

La fonction BU) , formée par la réunion des configurations des 

variables d'entrée pour lesquelles le signal de sort ie est assigné a O, 

est l ' inverse de la borne supérieure. 

Toute fonction booléenne F(aJ sat isfaisant la double implication 

AU) s FU) S BU) est solution du système à synthétiser [ 1 ] , [ 2 ] , [553; 

le but consiste à rechercher une fonction composée d'un minimum d'opéra­

teurs; lors d'une réal isat ion sur deux niveaux, une t e l l e fonction est 

composée d'un nombre minimal d'impliquants premiers (sauf dans quelques 

cas très par t icu l ie rs [36 ] ) . 

La méthode de synthèse classique f a i t intervenir la recherche de 

tous les impliquants premiers du système, suivie du calcul de tous les 
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O i 

X 

O 

O 

1 

O 

X 

O j 

O 

1 

X 

X 

O 

1 

O 3 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

<** 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

<p 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

X 

1 

0 

1 

X 

X 

X 

1 

0 

X 

1 

0 

0 

X 

A(a_) = a i S2S3 at, + a i a 3 a i , + 3^23381 , 

B(a_) = ^ 2 a"jä"i, + "S1 a3 ïu + a2 a3 au 

Fig. 2.1 : table de vé r i té , représentation graphique de Karnaugh 

et fonctions descriptives d'un système à synthétiser. 

sous-ensembles irrédondants de ceux-ci suff isant à la couverture de sa. 

borne infér ieure A(a_) , pour ne reteni r finalement que celui d'entre 

eux dont le cardinal est le plus pe t i t (ou l 'un de ceux-ci lo rsqu ' i l s 

sont plusieurs à posséder le même cardinal minimal). 

Recherche des impliquants premiers du système 

Les impliquants premiers du système sont les produits du plus pe t i t 

nombre de variables a_, niées ou non niées, dont l ' i n te rsec t ion avec la 

fonction B{a_) est nu l le . 

Pour les calculer, on forme un modèle MF (a_) comprenant tous les 

impliquants possibles; la somme de tous ces impliquants est absorbée 
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par le plus grand d'entre eux, 1 : MF U ) = 1 . Ce modèle est affiné 

en interdisant son intersection avec la fonction B(a.) qui rassemble 

les zéros du système : 

^R 6MF 8U),B(a)} : MFB(a)-B(a) = 0 

<==o RB(a_) = MFB(a) • B(a) = BXaJ 

Nous disposons de B(a_) sous forme disjunctive (c f . chap. I l l ) ; on 

exprime alors son inverse sous forme conjonctive en appliquant la règle 

de Morgan; en effectuant les produits, on obtient a lors , après elimina­
li 

t ion des termes inc lus , la forme complète de R (a_) (c f . app. B, 

coro l la i re B.3). 

B(çO = (a2 + a3 + a4) • U 1 + a3 + a*) - (a2 + a 3 + aM) 

= 3283 + ^2 dj| + a 3 a^ + a 132 at* + 3 j d 2 U 3 •* 

p 

L'expression générale de la fonction caractéristique R (a) que nous 

avons obtenue en inversant la fonction B(a_) est la suivante : 

RB(a) = C Pk(£Ï 
k6K 

Chaque impliquant premier Pfc(a_) est un produit d'un nombre minimal 

de variables a , niées ou non, satisfaisant la condition imposée : 

Pk(a)-B(a) = 0 

P 
Les impliquants premiers de R (a_) sont donc les impliquants premiers 

du système, qui sont aussi ceux de sa borne supérieure B(aJ . 

8(a) = 

RB(a) 
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Recherche d'une couverture minimale 

La recherche d'une couverture minimale du système se fait par le 

calcul de toutes les couvertures irrédondantes de la borne inférieure 

A U ) , dont on ne retient que l'une de celles qui sont composées d'un 

nombre minimal d'impliquants ou, dans le cas d'une synthèse avec coûts, 

l'une de celles qui donnent lieu à une réalisation de coût minimal. 

Une couverture irrédondante est un sous-ensemble d'impliquants 

premiers du système dont la somme couvre la borne inférieure A(a_) de 

celui-ci, et dont chaque terme est nécessaire pour garantir cette pro­

priété de couverture (dans ce contexte, "couvrir" signifie "être 

impliqué par") : 

A(a) s YZ p
k<£>

 et $ K" <= K' ^- ^*) £ Xu \<£> 
k€K' kGK" 

A nouveau, la façon de procéder consiste a formuler un modèle 

paramétré de couverture MF^a^yJ comprenant les impliquants premiers 

obtenus et un nouveau jeu de variables booléennes indépendantes 

I= (y k | k£ io : 

MFVy) = C pk<y>*yk 

k £ K 

MF^U.y) = a 2 ? 3 y ! + I 2 a „ y 2 + I 3 a ^ y 3 + A1B2IUy1. + 

+ aiâ"2a3y5 + a ja 3 T*y s 

On impose a ce modèle de couvrir la borne infér ieure AU) du 

système : 

%A{A(aJ,MFA<a,yJ} : A{a) s MF*U,yj 

O = O fiA(a_,y_) = ÂTâT + MFAU,y_) 
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Exprimée sous forme complète, la fonction caractérist ique R (a.,y_) 

f a i t apparaître, entre autres, des impliquants qui ne sont composés que 

des variables £ ( leur existence est due à la propriété R U>X) = T > 

l iée à la condition A(a_) < B(a_) ; par construction, les variables y. 

qui composent ces impliquants ne sont pas niées); chacun d'eux décr i t 

une couverture de la borne infér ieure : 

! 

Théorème 2.3 

T î yk S RA(a,Z) <*=*> A(a) s C Pk<a) 

k€K ' k€K ' 

La démonstration de ce théorème est analogue a ce l le du théorème 2.2. 

A nouveau, s i l ' impliquant Ity. est premier, la couverture q u ' i l décr i t 

est irrédondante. 

Û 

La forme complète de R (a.,y_) contient tous les impliquants de la 

forme cherchée; on peut l 'obten i r par double inversion : 

RA(a,y) = A(a) * MFA(a,y) 

R (a_,y_) = S 1 B 2 B J a ^ y 1 + B 1 S 2 B S a ^ y 2 Y 1 + aï a j a„ y„ y s y t + 

+ aia2asâ~i,7<»7s + a i ï 2 a s «"K 7s 7e 

R U.y.) = y i y j y e + y i y 3 y 6 + y i y 2 y ^ y s
 + y i y 3 y « y s + 

+ a „ y 2
 + a „ y 3 + a2 a,, + a i y 6 + B 1 ^ 3 + . . . 

Lorsque l 'on obtient plusieurs couvertures irrédondantes (et c'est en 

général le cas), i l y a l ieu de ne retenir que l'une de celles qui sont 

composées du plus pe t i t nombre d'impliquants et qui correspondent aux 
Û 

impliquants de R (a.,y_) composés du plus pe t i t nombre de variables y_. 
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Dans l'exemple cité, posons Ui = u 2 = u6 = 1 et 
Û 

u3 = u,, = u5 = 0 ; gr3ce à l'impliquant yi y2 y6 s R (a_,y_) , on a : 

A A — — — 
R (£»HJ = ^ e-t Mfr (£»") = aa a3 + a 2 a " + a i a 2 a s 

qui est l'une des formes minimales cherchées. 

Les impliquants mixtes de KA£,y) , c'est-à-dire ceux qui sont 

composés de variables a_ et de variables y_ (ou seulement de variables 

a_} décrivent des couvertures conditionnelles; ils ne sont pas intéres­

sants dans le cas de cette méthode de synthèse à deux niveaux et sont, 

par conséquent, à éliminer avant la deuxième inversion en omettant toutes 

les variables ^ dans l'expression R U,y) ; cette omission permet 

d'éviter un travail considérable, car les impliquants mixtes sont en 

général très nombreux : dans l'exemple cité, qui est pourtant de taille 

très modeste, la forme complète de R U,y) compte 43 impliquants 

premiers, dont 4 seulement ne sont composés que de variables y_. 

R U . W = V1 • (y2 + y,) • (y* + yÊ) • (y5 + ys) + 

d J 32 ^ 3 3*t 

â i <t 2 83 ât| 

ä l cl 2 3 3 3 u 

0 1 Q l G \ O |j 

Ire" 

"3 

X 

IO 

i«r 

X 

Ire 

X 

l«T 
re 

re 

X 

re 

Ire 
r-l 

ro 

X 

Ire1 

re 

re 

X 

X 

Fig. 2.2 : fonction et tableau de Petrick. 
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La fonction obtenue après l'amputation des variables a dans la 
~E _ 

fonction R (<l>y) est connue sous le nom de fonction de Petrick 

[10] - [13 ] , [23 ] , [27] - [29 ] ; on la trouve aussi représentée sous 

forme de tableau ( f i g . 2.2). 



I I I . DESCRIPTION ALGEBRIQUE D'UNE TABLE DE VERITE 

La table de vér i té d'un système logique combinatoire décr i t un 

ensemble de configurations possibles des signaux d'entrée et spécif ie 

pour chacune d'el les une configuration des signaux de sor t ie (voi r 

f i g . 3.1) . D. E. Muller [7] a montré qu'un système à sor t ie mult iple 

peut en f a i t être décr i t au moyen d'une fonction booléenne unique à 

l 'a ide de variables aux i l i a i res ; le S 1 de ce chapitre présente une 

dérivat ion formelle de cette fonct ion. 

1. Fonction de vér i té 

A chacun des |N| signaux d'entrée, nous associons une variable 

booléenne indépendante a , nSN . La part ie d'entrée de la table de 

vér i té est composée d'un tableau de valeurs binaires ( " b i t s " ) , dont 

chaque élément peut être désigné par le couple d'indices ( i , n ) , 

i étant l ' i nd i ce de l 'une des | I | l ignes de la tab le ; à chaque b i t 

( i , n ) on associe une fonction booléenne E i n(a ) de la variable 

indépendante correspondante, déf inie comme sui t : 

Déf in i t ion 3.1 

le signal d'entrée a est en 
accord avec le b i t ( i , n ) de 
la partie d'entrée de la table 

Les fonctions E. (a ) s'obtiennent directement de la table de 

vér i té : 

Ein<°„> -
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Ein<an> = < 
si le bit (i,n) de la 
table de vérité vaut 

Pour chaque ligne de la table de vérité, on définit alors une 

fonction E-(a_) comme suit : 

Définition 3.2 

E 1 U ) = 1 
la configuration a des signaux 
d'entrée réalise la ligne i de 
la partie d'entrée de la table 

La fonction E-U) s'obtient par le produit des iN| fonctions 

Ein<*n> : 

E.(a) = T T E. {a ) 
i - in n' 

nÊK 

On procède de façon identique pour la partie de sortie de la table 

de vérité : à chacun des Ul signaux de sortie est associée une 

variable booléenne indépendante f., jSJ ; on définit alors les 
J 

fonctions de bit S. .(f.) et de configuration S.(f_) : 
I J J I 

Définition 3.3 

S11It1) - i O=O 
le signal de sortie *. est en 
accord avec le bit J [ U i ) de 
la partie de sortie de la table 
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Déf in i t ion 3.4 

S1-U) = 
la configuration j> des signaux 
de sort ie réal ise la l igne i de 
la part ie de sort ie de la table 

S..(f.) 

S,[f) 

f f. 
J 
1 

f. 
J 

si le bit (i,j) de la 
table de vérité vaut 

f 1 

x 
o 

On définit alors la fonction V(a,_f) , dite caractéristique de la 

table de vérité (de façon abrégée : fonction de vérité), comme suit 

Définition 3.5 

V(o,*) 
les configurations d'entrée a et de 
sortie j£ réalisent 1'une des lignes 
spécifiées dans la table de vérité 

On forme simplement cette fonction au moyen des états d'entrée E.(a_) 

et de sortie S,(f) : 

i e i 

Nous disposons maintenant d'une fonction booléenne qui possède le 

même contenu en information que la table de vérité, et que nous pouvons 

utiliser au gré de nos besoins a l'aide d'opérateurs algébriques. 
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I 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

e 
9 

10 

11 

12 

N 

cu Ct2 a 3 cti, 

X O O O 

1 1 0 0 

O 0 X 0 

1 0 1 0 

0 1 1 0 

1 1 1 0 

1 0 0 1 

X 1 O 1 

0 0 1 1 

1 0 1 1 

0 1 X 1 

1 1 1 1 

J 

¢1 ¢2 ¢3 

X 1 X 

0 O X 

X 1 X 

1 O 1 

0 O X 

1 1 O 

0 O X 

1 X X 

0 O X 

• 1 1 O 

1 X X 

O 1 1 

vu.f) = C E 1 ( D -S.(n 

= ä 2 a 3 3i» T 2 + 

+ a! a2 a3 a^ f i f2 + 

+ ax a2 au f2
 + 

4 U1Fj a]!".. f i ? i f3 * 

+ ax az a3 a., f i f2 * 

+ ax a2 a3 à~„ fx f2 f3 + 

+ a! a2 a3 a„ fx f2 + 

+ a2 a j a„ f i + 

+ ai a2 a3 ai, T xT2 + 

+ ax a2 d.3 a., f i f 2 fs + 

+ ai a2 a,, f 1 + 

+ a i a2 a3 di, T1 f2 f3 

Fig. 3,1 : table et fonction de vér i té . 

En plus de son intérêt théorique, la description algébrique d'une 

table de vér i té au moyen d'une fonction booléenne est a la base d'une 

méthode de codage numérique pour le traitement par ordinateur des 

problèmes de synthèse (c f . app. C); cette représentation algébrique 

convient d 'a i l l eurs particulièrement aux tables de véri té faiblement 

définies qui possèdent un grand nombre de signaux d'entrée et de sor t ie , 

typiques des systèmes q u ' i l est intéressant, actuellement, de soumettre 

à la synthèse. 
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2. Condition de cohérence 

Nous avons vu (chap. I, § 1) qu'une table de vérité peut être 

canonique ou non; une table de vérité est canonique si chacune de ses 

lignes ne décrit qu'une seule configuration des signaux d'entrée; 

autrement dit, si la partie d'entrée de la table ne contient pas de 

valeurs indéfinies ("X", ou "don't care"). 

Dans le cas où la table n'est pas canonique, il faut veiller à ce 

qu'elle soit cohérente. La condition de cohérence s'énonce : si une 

configuration a des signaux d'entrée peut réaliser simultanément deux 

lignes de la table, la partie de sortie de ces deux lignes doit être 

identique (mêmes "1", mêmes "X" et mêmes "0"); exemple : lignes n° 1 

et 3 de la table présentée a la figure 3.1. 

Une table canonique est naturellement cohérente, puisque dans ce 

cas, toutes les configurations d'entrée sont distinctes. L'énoncé 

algébrique de la condition de cohérence est le suivant : 

E. (a) • E. (a) * 0 = 0 S- (f) = S. (f) \/ii,i 2ei 
I 1 - I 2 - h ~ >2 — 

On formule alors la fonction caractéristique de cette implication 

en vue d'en obtenir une équation algébrique : 

E1. {a)"-E, (a) I 1 - I 2 -

S. (f)-S. (f) 
I 1 - I 2 -

L'expression voulue est alors fournie par l 'équation caractérist ique 

de l ' imp l ica t ion Q. =o- 3*t , appliquée à toutes les paires d'indices : 

Y2 GU) • H(Tj = 0 

C : E. (a) - E . (a) * 0 
o i i - I 2

-

# : S, ( f ) = S, ( f ) 

GU) = 

H(f) = S, ( f ) - S , ( f ) + 
*- l i - I 2 -
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Y2 E. Ca) * E, Ca) - [ S. (f) . S. (f) + S. (f) -S. (f) ] = 0 
z — ' l i - \2 — L li — I 2

- l i - la - -1 

Par un regroupement de termes, on obtient une autre formulation : 

IGi iei 

Dans le cas d'une table de vérité canonique, on a E. (a) • E. (a) = 0 
Tl - T2 ~ 

pour toute paire d'indices d i s t i nc t s , ce qui constitue une condition 

suffisante pour annuler les deux expressions ci-dessus. 

3. Transformations de la table de véri té 

La fonction V(a_,_f} cont ient, sous une forme algébrique condensée, 

toute l ' in format ion spécifiée dans la table de vér i té . Cependant, selon 

l ' u t i l i s a t i o n que l 'on désire fa i re de cette information, i l peut être 

nécessaire de transformer cette fonct ion; a i ns i , i l est possible d'en 

extraire les bornes infér ieure et supérieure d'un sous-système i n d i v i ­

duel donné; d'autre par t , lors de la synthèse classique sur deux niveaux 

d'un système complexe (c f . chap. V), nous ut i l iserons deux fonctions 
A B 

par t ie l les V (a_,jf) et V (a_,jO dérivées de la fonction de vér i té qui 
s'apparentent, par leur contenu, à la généralisation pour un système 

complexe de la borne infér ieure A(a_) et de l ' inverse de la borne 

supérieure B(a_) d'un système simple. 

Bonnes d'un sous-système individuel 

I l est possible d 'extra i re de la fonction de vér i té V(a_,jf) les 

fonctions A.(a_) (borne infér ieure} et B.(a_) (inverse de la borne 
J J 

supérieure) du sous-système individuel formé du seul signal de sortie 

¢. ; ces deux fonctions s'expriment par la réunion de sous-ensembles 
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spécifiques ( H , resp. I.) d'états d'entrée E-U) : 
J J * 

A.(a) = Y^ E i t a ) avec I * = { i |S , , ( f ) = f , } 

i Ê I . 
J 

B-U) = E Ma> ave< i* = n|s..(f.)=?.} 
J D ' J - I J J J 

, 6 , J 

Exemple : cas du système déf in i sur la f igure 3.1 (p. 28) : 

A i U ) = a i f l î aaa i , + a i a 2 83 ̂  + a2 a3 a^ + ai a2 a3 s ̂  + 3!829J, 

"2^aJ = ajûgBii + ai d2 a*» + 0^323391, + a^a^a^di, + 3132^3311 

A3 (a) = 3^2336 , , + 8 I a 2 S 3 a,, 

Bi 'a J = 313233811 + 3^a2 83 a!, + 3^ 32 ^3 3^ + a^ 333331* * 

+ 3\ tì2 à $ a^ 

D 2 \ 3 j - 3 J a 2 3 3 8 1 , "̂  3 i â j â j Ai1 + 3 } d j ^ s ^b "*" 3 ^ 0 2 ^3 ^i) "* 

•+ 3 ^ 8 2 33 a^ 

6 3 ( 3 ] = 3 1 3 2 3 3 9 ( , + 3 i 82 3 j Si1 

Borne inférieure d'un système 

La généralisation pour un système de la borne infér ieure est une 

fonction V U,£) que l 'on construit sur le modèle de la fonction de 

vé r i té , mais en considérant comme des "0" les indéf in i t ions expl ic i tes 

("X", ou "don't care") de la part ie de sort ie de la table de vér i té : 

S A . ( f . ) 

f . 
_J 
T j 
f . 
J 

si le bit (i,j) de la 
table de vérité vaut 
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S*<f) = TT S^(fd) et Aa.f) = C E 1 U ) - S ^ ( D 

j 6 0 i € I 

Dans la pratique (c f . chap. V, § 2 ) , nous ut i l iserons une version 
A' A 

modifiée V (a_,f_) de la fonction V U, fJ dans laquelle n'apparaissent 
que les variables f - niées : 

J 

vA'(a,f) = E E 1 ( A ) - TT [s . ^ f j ) • 7 . ] 
i e i j e j 

A' 
La formation de la fonction V 'a_,f) à partir de la fonction de 

vérité V(a,f) est immédiate (cf. exemple, fig. 3.2} : 

a) on remplace dans chaque terme de la fonction de vérité toute 

variable f. manquante par une variable f, niée, et 
J J 

b) on omet les variables f . non niées restantes. 
J 

Borne supérieure d'un système 

La généralisation pour un système de la borne supérieure est une 
D 

fonction V (a_,f) que l 'on construit sur le modèle de la fonction de 

vér i té , mais en considérant comme des " 1 " les indéf in i t ions expl ic i tes 

de la partie de sort ie de la table de vér i té : 

si le b i t ( i , j ) de la 
table de véri té vaut 

S*(f) = TT S1
6^f.) et VB(a(f) = £ E1U)-S^f) 

j60 i e i 

Dans la pratique (cf. chap. V, § 1), nous utiliserons une version 
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V(a_,f_) =' 3 ;3 3 a t , f 2 + ai a2 a3 at, f i f2 + 

+ S1 ajBi, f2 + a î a ï a 3 a 1 < f 1 f 2 f 3 + 

+ F1 a^aä",, T1T2 + a ^ . , S 3 I , , ^ f2 f3 + 

+ a! a2 3 J a ^ f 1 T 2 + a^ iT3 at, f i ' + 

+ a i 3 2 a 3 â i j T i r 2 * 3^3283 3t, T1 T2T3 + 

*• 3^ 32 di( î j * ^ l ^2 3g 3i( 11 T 2 T3 

I l _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

V {_,_) = a2 a3 a,, T1 f 3 + a i a2 a3 a4 f x f 2 f3 + 

+ ä" 1 a 2 a ü T 1 f 3 + ^1A2S3 a^f.z + 

+ a 1 a 2 a 3 a 4 f 1 f 2 f j + a ^ j s ^ ^ f a + 

+ ai a2 a3 at, f j . f2 f3 + a 2 a 3 a . , f 2 f 3 + 

+ a! a2 a3 au T1 f2 f 3 + a j ^ a j a , , ^ + 

+ 3 j 3 j 3î  r£ 13 + 3^ 3 j 3^ 3D ' I 

V (_,_) 3 S1 a2 a3 a,, f ] . f2
 + a! S2 S3B^f2 + 

+ a 1 a 2 a 3 a 4 f 1 f 2 + 3 ^ 2 8 3 8 ^ ( 3 + 

+• 3^2833^1.^2 + aj. a2 33 a,, f i f2 + 

+ a i 3 2 a 3 3 i , T 3 + a 1 a 2 a 3 a , ,T 1 

Fig. 3.2 : la fonction de vér i té et ses versions modifiées, 

modifiée V U,_) de Is fonction V (a_,_) faisant intervenir une 

modification de I3 part ie en f de chaque terme : 

VB (a,f) = C E1-U). TT [Sfjtf. j) + f.2 
i e i j € j 

B ' 
La formation de la fonction V (_,_) a partir de la fonction de 

vérité V(a,f) est immédiate (cf. exemple, fig. 3.2) : 

a) on omet les variables f. non niées de chaque terme, et 
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b) on inverse par un jeu de notation (c'est-à-dire sans effectuer 

l'opération) la partie en f_ de chacun des termes obtenus. 

Remarque : lorsque la table de vérité ne mentionne pas d'indéfini­

tions explicites, on a : 

VA(a,f) = VB(a,f) = V(a_,f) mais : 

VA,(a,f) * VB'(a,f} * V(a,f) 



IV. TRAITEMENT SIMULTANE DE FONCTIONS BOOLEENNES 

Dans ce chapitre, nous allons développer un outil destiné à traiter 

simultanément un ensemble de fonctions booléennes possédant des 

arguments communs. 

L'utilisation d'un tel outil rend possible la recherche de solutions 

communes à un ensemble de relations d'ordre qui doivent être satisfaites 

simultanément, solutions matérialisées par les impliquants communs de 

leurs fonctions caractéristiques. 

1, Définitions 

Soit un ensemble de fonctions booléennes {R.U)JjGJ) ; on utilise 
J 

un jeu de variables booléennes indépendantes £ = {zJjGJ} pour corn-
J 

poser cet ensemble en une fonction unique. Lacomposition peut être 

conjonctive ou disjonctive : 

Déf in i t ion 4.1 

R11U1Z) = TT [ R Cx.) + O 
j £ j 

Déf in i t ion 4.2 

J J 

jeo 



36 

L' introduction des variables _z permet de conserver l ' informat ion 

propre à chaque fonction indiv iduel le R^U) lors du mélange; en e f f e t , 

toute fonction indiv iduel le R.Ui peut être ext ra i te de l 'une ou de 

l 'autre fonction composée en donnant une valeur par t icu l ière j ; aux 

variables z : 

Propriété 4.3 

R. (x) = R ï ï(x,ç) » RS(x.c) 
Jo 

I l y a quatre poss ib i l i tés de former une fonction composée au moyen 

d'un ensemble de fonctions indiv iduel les, en tenant compte de la compo­

s i t i on en somme ou en produit d'une part , sous forme directe ou sous 

forme inverse de l ' au t re ; quel est l ' i n t é r ê t de cette mu l t i p l i c i t é ? 

En f a i t , comme nous le verrons au § 2 de ce chapitre, seule la fonc­

tion composée en produit sous forme directe mentionne explicitement, 

dans son expression d is junct ive, les impliquants communs aux fonctions 

individuelles R.U) . 
J 

Cependant, lorsque dans la pratique cette technique de composition 

est requise pour aborder un problème donné, il peut arriver, selon la 

forme sous laquelle se trouvent les données à disposition, que l'une 

des trois autres fonctions composées soit plus facile à construire que 

la forme directe de la fonction-produit (le cas se rencontre notamment 

lors de la recherche de la couverture globale d'un système, 

cf. chap. V, § 2). 

Ainsi, après avoir démontré les propriétés des impliquants de la 

fonction composée en produit (§ 2 ci-dessous), nous développerons un 

algorithme qui permet le passage direct (c'est-à-dire sans recours à 

avec J J 
C = 1 

Çj - O . j * j, 
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une décomposition en fonctions individuelles) entre les fonctions-

produit et somme, ainsi qu'entre leurs inverses (§ 3 de ce chapitre; 

cf. fig. 4.1). 

2. Obtention des solutions communes 

Impliquants de la fonction-produit 

En partant de la définition de la fonction composée en produit, on 

peut obtenir une forme disjonctive en effectuant les produits;.les 

impliquants obtenus sont alors composés d'un produit Pk(x) de variables 

£ niées ou non, provenant des fonctions individuelles R.{x) , et d'un 

produit de variables ^. Par construction, les impliquants premiers de 

la fonction-produit ne contiennent que des variables z. niées; afin de 
J 

faciliter l'interprétation de ces impliquants, nous désignerons par J, 

le sous-ensemble spécifique {c'est-à-dire propre â chaque impliquant) 

des variables z- niées qui n'y figurent pas : 
J 

R7W) = TT[Rj(X) + ? j ] = E PkM-TÏï. 
J 6 J kGK j 6 j . 

"Y -

déf in i t ion forme disjonct ive 

Théorème 4.4 

Pk{)0 - TX Zj S R77U1Z) O = O Pk(x) S i t Rj(X) 

J É O k j G J k 

La partie en x. d'un impliquant de la fonction composée en produit 

est un impliquant commun à toutes les fonctions individuelles R-(x_) 
J 

dont les variables caractéristiques z. ne composent pas sa part ie en _z 
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Démonstration : a) implication dans le sens =&• : 

Hyp. : Pk<x)- T T z. <, TT[Rj(X) + ïj] 
j £ ô k j e j 

Posons : ç. = 1 , j £ 0 k et ç. = 0 , j 6 T k 

=î> Pk(x) S TX R J U ) cqfd. 

j e o k 

b} implication dans le sens <i=» : formons les deux fonctions : 

G(x) = PfëJ + T f Rj(x) 

«(!,z) = Pk(x)* T f T j * Tt L Rj<x) * zj ] 
j € ï ï k j e j 

évaluons alors l 'expression W[_x,z) = G(x) + H U , z) : 

W(x,z) = Pk(x). TT Rj(x) + P^U • C^Zj + TT[Rj(X) + Z j ] 
j e j . j e j j e j 

= T t Rj(x) + ... + TT RjU) = 1 

ce qui entraîne GU) S HU,z_) et démontre l ' imp l i ca t ion . 
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Propriété 4.5 

Si l'impliquant P.(x) • TT I -
K J 

a) J P ^ ( X ) * Pk(x) tq. 

b) J j ' tq. 0 CZ 0' 

£ R U*z) est premier, 

Pk(x) S P£(x) 

et Pk(x) 

£ TT RjCx) 

j e j k 

s TT Rj(x) 
• j e j 1 

Si P. U ) - E z . est un impliquant premier de Rïï(x,z) , il n'existe 
K J 

pas d'impliquant P^ U ) incluant strictement P k U ) qui soit commun au 

même sous-ensemble J. de fonctions R J U ) décrites par les variables 

z. : c'est la primauté en x_ ; d'autre part, il n'existe pas non plus 

de sous-ensemble J' , incluant strictement J. f de fonctions R 1 U ) 

desquelles P k U ) soit un impliquant commun : c'est la primauté en z_. 

Autrement dit, chaque impliquant premier de la fonction-produit est 

un compromis optimal entre la taille de l'impliquant commun qu'il décrit 

et le nombre de fonctions individuelles auxquelles il est commun. 

La forme complète de R71U1^) mentionne ainsi sous forme explicite 

tous les meilleurs compromis entre les divers impliquants communs et la 

taille des sous-ensembles de fonctions auxquelles ces impliquants sont 

communs. 

Impliquants de Zg fonction-eontne 

La forme générale des impliquants de la fonction-somme comprend un 

produit Pk(x) de variables .x niées ou non, ainsi.qu'un produit de 
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variables z_. Par construction, les impliquants premiers de la fonction-

somme ne contiennent que des variables z, non niées; désignons par J. 

le sous-ensemble de ces variables z, particulier S chaque impliquant : 
J 

R£<*.I> - C Vx) • TT Zj 
k6K j 6 0 . 

Théorème 4.6 

P k (x ) - T T z. S R2(x,z) < w Pk{x) i Yl * j ( *> 

ò 6 J k j 6 J k 

{Démonstration analogue à cel le du théorème 4.4) . 

Contrairement au cas du produit, l ' impliquant d'une somme n'a pas la 

propriété d'être impliquant de chacun de ses termes; a i n s i , la s i g n i f i ­

cation des impliquants de la fonction composée en somme n'est pas aussi 

exp l ic i te que dans le cas de la fonction-produit. 

Cependant, la fonction-somme, exprimée sous forme dis junct ive, 

possède par construction les propriétés suivantes : 

a) tout impliquant de la fonction-somme possède au moins une 

variable z. non niée, 
J 

b) tout impliquant premier (et a f o r t i o r i non premier) de la 

fonction-somme possédant plus d'une variable z. est inclus dans la 
J 

somme des impliquants qui ne sont composés que d'une seule variable 

z. non niée. 
J 

Ains i , par construction, i l est possible d'exprimer la fonct ion-

somme au moyen d'une somme de termes composés d'un produit Pk(x) de 
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variables £ niées ou non et d'une somme d'un sous-ensemble spécifique 

J, de variables 2- non niées : 

kÊK j e J k 

Les termes Pt(x) >Iz. ne sont pas des impliquants au sens strict; 

il est cependant possible de les interpréter : 

Théorème 4.7 

V * > * E Zj * RZ(x,2) <s=ï> Pk(x) s T T Rj<x) 

jeo k j6Jk 

La partie en ̂  d'un tel terme est un impliquant commun a toutes les 

fonctions individuelles R1(^) dont les variables caractéristiques z. 
J J 

composent sa partie en £. 

Demonstration : a) implication dans le sens => : 

Hyp. : Pk(x). E
 2j ^ H Rj(£Ï*zj 

j6J k j€j 

Posons : ç. = 1 et ç- = 0, J = J 0 

Jo J 

=ï> P,(x) S R- (X) Vj 0GJ 

PkU) S T T Rj(x) cqfd. 
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b) démonstration dans le sens <3= : formons les deux fonctions : 

G(x) - Vfëf * T T Rjtx) 

J8ü k 

H(x,l) = P 1 1 ( X ) - C 2 J + C R j ( - * Z J 
jeO k J6J 

évaluons alors l'expression W(x,z) = G(x) + H(x,z) : 

W(x,z) - Pk(xï« TTRj ïx ) + P ^ + T T 2 J + C ty*î*zj 

jeok jeok jeo 

= T T R 1 U ) + . . . + TTR1 (X) = 1 
J J 

on en déduit : G U ) S HU^z) , ce qui démontre la deuxième implication 

du théorème 4.7. 

Corollaire 4.8 

Pk(*> * C Zj * RZ(A.Z) 

o e j k 

O = O PkU) . T T Zj S RïïU,z) 

j € J k 

Les termes composés d'une somme de variables z. qui forment la 
J 

fonction-somme sont équivalents aux impliquants de la fonction-produit. 

C'est sur la base de cette équivalence qu'un algorithme sera 

développé pour effectuer le passage direct entre les fonctions-produit 

et somme. 
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3. Règles de transformation 

Montrons qu'il est possible d'obtenir la fonction-somme par trans­

formation terme à terme, selon le corollaire 4.8, d'une expression 

disjunctive de la fonction-produit : 

Théorème 4.9 

R7W) = C i y x ï - T T T j =o RZ<X,Z) = E[p
koo " H z.] 

kGK j e j k kGK j e j k 

La transformation n'est valable que dans le sens fonction-produit —*-

fonction-somme, car dans ce sens la transformation d'un impliquant 

inclus dans une somme d'autres impliquants fournit un terme lui-aussi 

inclus (lemme 4.11), alors que cette propriété n'est pas valable dans 

le sens inverse. 

Lemme 4 

Si 

alors 

avec 

10 

p0(x) - TT 1. s E Vu) • TX I j 
j € j 0 kGK' j 6 0 k 

Pn(X) • TT Tj S £ \M • TT Zj 
j Ê o 0 kGK" j G J k 

K" = {k |J 0<=J k> e= K' 

OÙ K' = K 

Si un impliquant P 0 U ) - n z. est inclus dans la somme d'un ensemble 
J 

K' d'autres impliquants, alors il est inclus dans la somme du sous-ensemble 

K" de ceux-ci qui ne contiennent pas d'autres variables T^ que lui. 
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Démonstration : 

Po(X)-IT Zj * IZ PkQ0* T T i . 
j £ J e k€K ' j € Ï Ï k 

C- = 1 , j € J e et ç . - O , j € J 0 

P „ ( x ) s X Z Pk(2L> 
kÊK" 

PoU) • TT z. < C p
k<*> • T I j 

J S J 0 k€K" j € Ö 0 

PoU) • TT I . ' s E pk<*î • TT Zj cqfd. 
j 6 T 0 k6K" j € J k 

Lemme 4 

Si 

alors 

11 

P0(X) 

P 0 W 

j € 0 o 

j € J 0 

< 

£ 

E pk<x) 
k6K ' 

kGK' 

^ 7 J 
j 6 J k 

j s j k 

] 

La transformation selon le coro l la i re 4.8 d'un impliquant inclus 

de la fonction-produit fourn i t un terme inclus de la fonction-somme. 

Démonstration : par le lemme 4.10, on a la propriété : 

P0Cx)- T T ^ j S E Pktx) • T t T j avec K" = {fc|0o<=Jk} 

j e 3 0 kGK" j e ô k 

Hyp. : 

Posons : 

=*> 
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Posons : C = I , j € 0 o et ç. = 0 , j C 0 ( 

k€K" 

j € J D k€K" j Ê J 0 

•=*> PoU)- E Zj s E L A W * E Zj] 
JGJ 0 k6K" j 6 J k 

- O P0(X) • E Zj S E E Pk<£) - E Z j ] cqfd. 

j 6 J „ k€K ' j € J k 

La contraposée du lemme 4.11 s'énonce : tout terme nécessaire (non 

inclus) de la fonction-somme provient d'un impliquant nécessaire de la 

fonct ion-produit ; ceci démontre le théorème 4.9. 

Dia^rarrme de transformation 

Le théorème 4.9 dé f in i t un nouvel opérateur qui agi t terme à terme 

sur une expression d is junct ive, de façon sélective (sur les variables 

z_ seulement), par t r i p l e inversion : 

a) des variables : z. -*- z. 
J J 

b) de l'opérateur : TT •»- E 

c) du sous-ensemble : J. -* J, 

nous appellerons t ranslat ion ce nouvel opérateur. 
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L'inverse de la fonction composée en produit s'écrit : 

Rïï(x,z) - C ^D • Zj 

cette fonction possède la forme et, par conséquent, les propriétés 

d'une fonction composée en somme; réciproquement, l'inverse de la 

fonction-somme s'écrit : 

RZ(X,Z) = TT[R]TxT + ï j ] 
j€J 

cette fonction possède la forme et les propriétés d'une fonction 

composée en produit. 

Ainsi, l'opérateur de translation permet d'obtenir la fonction-somme 

à partir de la fonction-produit exprimée sous forme disjunctive, ainsi 

que l'inverse de la fonction-produit a partir de l'inverse de la fonction-

somme, également exprimée sous forme disjunctive (cf. fig. 4.1). 

Rïï(x,2) 

(f(**ï) 

- TT[Rj(X) + z . ] ^ 

1 
® 

- ECRj(X) . Z ^ 

© 

Fig. 4.1 : fonctions composées et règles de transformation; 

(*) : opérateur de t rans la t ion, 

Q) : opérateur d' inversion. 
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Panni ces quatre formulations, ce l le q u ' i l faut chercher à obtenir 

est la fonction-produit sous forme disjonct ive di recte, dont i l est 

possible d ' interpréter immédiatement les impliquants premiers. 

Cependant, lorsque l 'on envisage d ' u t i l i s e r cette méthode pour 

t r a i t e r un problème donné, i l peut a r r i ver que la fonction-produit 

so i t plus d i f f i c i l e à formuler que l 'une des autres fonctions, à 

pa r t i r des données à d ispos i t ion; dans ce cas, l ' u t i l i s a t i o n des 

règles de passage permet d'aboutir au résul tat voulu sans avoir recours 

a une décomposition en fonctions indiv iduel les. 

4. Aspect algorithmique 

Lorsque l 'appl icat ion de l 'opérateur de translat ion (*) est suivie 

de l ' invers ion Q, ce qui est le cas lorsque l 'on recherche la forme 

complète de la fonction-produit (c f . f i g . 4 .1 ) , i l faut éviter d'effec­

tuer l'expansion en somme du produit des variables z de chaque terme, 

a f in de réduire le nombre des opérations qui seront à effectuer lors 

de 1'inversion : 

R£(x»*) = I Z P L W ' T T z. (forme disjonctive) 
K J 

k€K j e j k 

k6K j € J k 

O «*> R'(X,Z) = TT[P^Ay+ TT Zj ] 
kSK j € J k 

En effectuant alors les produits de l'expression ci-dessus, on 

obtient la forme complète de la fonction composée cherchée. 
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Exemple : J = 0 , 2 , 3 , 4 , 5 } 

R U , z ) = X i X 3 X 1 1 Z 2 Z 5 + X 1 X 2 T i Z i Z 4 

R7r(*.'l) = X 1 I 3 X 1 1 I 1 I 3 I^ + I i Xi I 3 1 5 

R71U1Zj = ( I 1 * x3 + I1, + I 1 I 3 I 1 1 ) • (X1 + I 2 + I 3 I 5 ) 

= I 11 2 + I 1I 3I 5 + Xx X3 + X2 X3 + X 3I 3I 5 + Xi X„ + 

+ I214 + I 1 1 I 3 I 5 + X1I i I3T1 , + I 2 I 1 I 3 I 1 , + 

+ I 1 1 2 1 3 1 1 , 1 5 

Le nombre de produits à effectuer pour obtenir la forme disjunctive 

cherchée se trouve considérablement augmenté lorsque l'expansion des 

sommes de variables z a eu ' l ieu : 

R7 1U1Z) = X 1 X 3 X u Z i + X 1 X 3 X 1 1 Z 3 + X 1 X 3 X t Z 1 , + X 1 X 2 Z 3 + 

+ I i X2 Z5 

R117U1Z) = ( I 1 + X3 + x„ + Ti) • ( I 1 + X3 + I „ + T3) * 

• ( I i * X3 + 7„ + 7„) • Ix1 + I 2 + T3) - (xi + I 2 + Z5) 

Dans la pratique, les opérateurs de translat ion (*) et d' inversion Q 

se contractent en une seule opération : 

R r(x,zJ - ^ PkU) • T T z,- (forme disjunct ive) 

k€K j € J k 

R71U1Zj = T T [ PjJIT + T T T. ] (produit à effectuer). 

k€K j 6 J. 



V. APPLICATION A LA SYNTHESE CLASSIQUE SUR DEUX NIVEAUX 

D'UN SYSTEME LOGIQUE COMBINATOLE A SORTIE MULTIPLE 

Soit un système logique combinatoire donné par sa fonction de 

vérité (fig. 5.1). 

vu.f) 

I 
lig

n
e

s 

= 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

N entrées 

• 2 a 3 ci t| 

31 82 ^ 3 3i| 

^ 1 ^ 2 ^4 

"I "2 "3 " t| 

^l 9 Z 3 3 d t| 

<*i àz a 3 ^r1 

" 1 "2 ^ 3 ^ 4 

a 2 3 3 B^ 

a 1 a2 03 aI4 

3i ^2 ^a <H 

â 1 a 2 ai, 

31 a 2 a j a I1 

J sorties 

f2 
T1T2 

fa 

fi T2 fs 

TiT 2 

fi f2 T3 

T1 T2 
fi 

T1T2 

f 1 f2 T3 

fi 

T 1 f2 f3 

•• 

Fig. 5.1 : fonction de vérité d'un système à synthétiser, 

disposée en tableau. 

Lors de la synthèse sur deux niveaux de systèmes logiques à sortie 

multiple, on procède de la même manière que pour un système à sortie 
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unique (cf. chap. II, § 3); cependant, au lieu de calculer individuel­

lement les fonctions caractéristiques Ma.) et R\)U,y_) de chacun des 

|Jj sous-systèmes particuliers constitué par chacune des sorties prise 

isolément, on fait intervenir les procédés de composition décrits au 

chapitre IV de facon à obtenir des solutions communes. 

1. Recherche des impliquants premiers du système 

Un impliquant du système est un produit élémentaire P L U ) possédant 

la propriété d'avoir une intersection nulle avec les zéros d'un sous-

ensemble J. de sous-systèmes individuels; par impliquant premier du 

système, on désigne un terme qui offre un compromis optimal entre sa 

taille (c'est-à-dire son pouvoir de couverture, qui augmente lorsque 

le nombre des variables qui ,le composent diminue) et le nombre de sous-

systèmes pour la réalisation desquels il est susceptible de convenir. 

Les fonctions B.(a) rassemblent, pour chaque sous-système individuel, 
J - rB 

le signal de sort ie correspondant ¢. est assigné a "0" dans la table 

le sous-ensemble spécifique I . des états d'entrée E,U) pour lesquels 
J ' 

le signal de sortie correspondant 

de vérité (cf. chap. Ill, S 3) : 

B 
B-U) = C M a ) avec 1° = {i |S. (f.) =T } 

+ 3j A; ̂ 3 ̂ 1* 

B 2 U) = S1 a 2IT3 a * + àiàzà3T* + a i a2 a3 a,, + Sx a2 a3 a,, + 

+ 9¾ 9 j 83 3ii 

B3 (a) a i 8 2 8 3 ai, + 3 1 3 2 3 3 8 1 , 
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Nous avons vu (chap. II, 6 3) que l'obtention des impliquants 

premiers de chaque sous-système pris individuellement peut se faire 
g 

par la formulation d'un modèle MF.U) réunissant tous les impliquants 
J 

possibles (absorbés par le plus grand d'entre eux, 1), auquel on im­

pose une intersection nul le avec la fonction correspondante B,U) : 
J 

5S tKF^a ) ,B . (a ) } : MF^(a) • B.(a) = 0 
J J J J J 

RM = MF°(a)-B (a) = O a T 
J J J J 

Dans le but d'effectuer un calcul simultané, on réunit ces fonctions 
p 

R,(a_) en une fonction composée unique; dans le cas présent, i l est 
J 

possible de former directement la fonction-produit : 

R07W) = TT[R0U) • f d ] = T T [ T f E ^ y * 7d ] 
j ë j J € J i e i 0 

J 

I l serai t alors possible de calculer cette expression en effectuant 

le double produit ; cependant, la formation de l 'expression ci-dessus, 

ainsi présentée, est malaisée, car e l l e f a i t intervenir la décomposition 

de la fonction de vér i té en sous-ensembles spécifiques I - d'états 
J 

d'entrée E.(aJ . 

Formation diveete de la fonction composée 

C'est â ce stade qu'une u t i l i s a t i o n judicieuse des fonctions S . . ( f . ) 
I j j 

définies au chapitre I I I (§ 3 ) , permet d'étendre les sous-ensembles 

spécifiques I . a tout l'ensemble I ; et c 'est d 'a i l l eurs dans ce but 

que l 'on a u t i l i s é les mêmes variables f_ pour décrire les | J | signaux 

de sort ie de la table de vér i té et pour composer les | J | fonctions 

individuel les R.jU) . 
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S.°.(f.) 
i j J 

V i £ IJ 

* V i e I j 

RBTI(a,f) = TT[TT[E 1 (U + S^tf.)] • f d ] 
j G J i e i 

La validité de la transformation effectuée est évidente si l'on 

considère l'inverse de l'expression entre crochets. Quelques manipula­

tions de la fonction ainsi formulée nous permettent alors de la 

rapprocher considérablement de la fonction de vérité (qui constitue 

la donnée du problème) : 

R81W) - TT TTCE73 • su<V + T j 3 -
J 6 J i 6 I 

= TT TT[ETu) • sfjifj) • T j ] 
161 J 6 J 

» TT[E-U) * T T I s 1 ^ ) + T j ) ] 
i e i j 6 J 

= V B ' (a , f ) 

Rappelons que la fonction V (a_,f) s 'obt ient simplement de la 

fonction de vér i té V(a_,f_) en omettant dans cette dernière toutes les 

variables f . non niées, puis en inversant, par un jeu de notation 
J 

(c 'est -à-d i re sans effectuer l 'opérat ion) , la partie en f_ de chaque 

terme obtenu (c f . chap. I l l , § 3) . 

Par rapport a la formulation i n i t i a l e de R (£>/_) , on note la 

d ispar i t ion du double produit , ainsi que cel le des sous-ensembles spé-
D 

cifiques I. ; il en résulte notamment une réduction du nombre des opé-
B TT 

rations a effectuer pour exprimer R (a , f ) sous forme dis junct ive. 
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Exemple _:_ 

V U i O = I 2 I 3 I 1 1 T + a! a 2 I 3 F11T1T2 + U1 a2I, , T * 

+ < L 1 â 2 ^ 3 ^ V * Z ^ 3 ^ 3 2 3 j flit I i T j +• B 1 3 2 B 3 8 ^ T 3 * 

+ ax^2 J 3 a„TTT2 + 328381,1 + aj a2 a3a,, ^ T 2 + 

+ a jâ ï a3 a',, T3 + I 1 ^ 2 ai, 1 + S i a j a j a , , ^ 

R ^ U . O = U i + I 2 + a3 + ai, + TiT2) • (i"i + az + I 3 + a., + T2} • 

• (a! + I 2 + I 3 + a„ + T1T2) * (I j + I 2 + I 3 + a., + T3) • 

• U 1 + a2 + a3 + au + T 1T 2) • U 1
 + a2 + I3 + ai, + T1 f2) • 

• (Ii + a2 + I3 + I1, + T3) • (Ii + a2 + I3 + a,, + fj) 

R 71U*!) = T1T2T3 + I 1 I 3 + 8 ^ a 3 T 1 T 3 + !1T1T2 + I 3 T 1 T 2 + 

+ !2!1,T2 + a2ai,T1 + a2 a3 au + a1a2a1( + 

+ ai a3 8,,T1T3 + ai I 2 a3 T2T3 + S1 B3I11T2T3 + 

•*• 3!328584,T3 + ^i ^2 3ij + a2 a3 â  + ci] 3j 33 Si1 Tj 

La part ie en f_ des impliquants obtenus (p. ex. f t f3 dans a 1 a 2 a 3 f 1 f 3 ) 

décr i t l'ensemble des sous-systèmes pour la réa l isat ion desquels l ' i m p l i ­

quant P L U ) représenté par la part ie en a_ ( i c i a ! a 2 a 3 ) ne peut pas être 

requis; dans ce cas, 3 I a 2 B 3 est un impliquant du sous-système n° 2. La 

f igure 5.2 présente une interprétat ion de ce type pour tous les impliquants 

de R8 l TU,f) obtenus. 

Interprétation du résultat 

Les impliquants premiers qui constituent la forme complète de la 

fonction composée R 71Ia-^f) possèdent une part ie Pi.U) formée d'un 

produit de variables a_ niées ou non, et un produit de variables f_ qui 

sont, par construction, toutes niées; désignons par J. l'ensemble des 

variables T. qui n'apparaissent pas dans l ' impliquant d' indice k : 
J 

RB* (M) = C pku>- TTT1 
kGK j € J . 
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L'interprétation de ces impliquants est fournie par le théorème 

suivant : 

Théorème 5.1 

P k U ) - T T ^ . S R B T W ) <^=> P k(a).B(a) = O V j € J k 

j eô k 

Démonstration : immédiate, par la construction de la fonction R U»f) . 

l'application du théorème 4.4, ainsi que l'équivalence : 

P^a)-BjU) = 0 \ / jGJ k 0 = > PkU) s f T B.(a) 

j € J k 

sous-systèmes 

1 2 3 

2 3 

1 3 

1 2 

3 

2 

1 

aucuns 

impliquants du système 

31 82 3i* 3 2 a j 3i j 

a i a „ 

I2J* 

3 j &2 ^3 ^b ^ l ^2 ^3 ^** 

a"i î, 

a ^ d j a i a^a^a^ 

a i 82 33 8 1 8 3 3t, 

1 

part ie en f_ 

1 

f i 

T2 

f3 

T1T2 

f i f a 

f 2 f 3 

f i f î f a 

Fig. 5.2 : signification des impliquants de R (a.,0 . 
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Oe plus, la propriété 4.5 garant i t , pour chaque impliquant, un com­

promis optimal entre la t a i l l e de sa part ie Pi, OO et le nombre |J . | 

de sous-systèmes a la construction desquels i l est autorisé à par t ic iper ; 

en e f fe t : 

PJa) * T T T £ R 1 1U,f ) premier, implique : 
K _ J 

a) J p ^ a ) * Pk<a) t q , Pk(a) s Pk<a) 

et Pk(a) - B j U ) = 0 \ / j e j
k 

b) J j ' •=> J t q . P k (a ) . Bj ta) = 0 \ / j € 0 ' 

A ins i , la fonction R ^ U . f J cont ient , sous forme exp l i c i te , tous 

les meilleurs éléments de construction parmi lesquels seront choisis 

ceux qui réal iseront le système a moindres f r a i s . 

Remarque : la facon de procéder décri te ci-dessus remplace en 

l 'améliorant la méthode connue qui consiste à chercher les impliquants 

premiers de toutes les intersections des bornes supérieures du système : 

dans le cas présent, seules sont retenues les intersections qui contien­

nent des impliquants premiers n'appartenant pas à l ' in te rsec t ion d'un 

ensemble plus grand de fonctions; par exemple, les sept sorties du 

système qui réalise la conversion du code BCD ("binary coded decimal") 

en un affichage à 7 segments possèdent 120 intersect ions, alors que ce 

système ne compte que 25 impliquants premiers : 

V(a_,f_) = I L I 2 I 3 I 1 , f ï f2 f3 f., f5 f6 T7 + S 1 I 2 F 3 a \T 1 f 2 f 3 T 1 , T 5 T 6 T 7 + 

+ I i a 2 I 3 I . , ^ f 2 T 3 f „ f5 T6 f7 + a i a î à " a î H f i f2 fa ^ T 5 T 6 f7 + 

+ I 1 I 2 B 3 I M T 1 f2 f 3 7, ,T 5 f6 f7 + B 1 I 2 a 3 1 ^ f 1 T 2 f3 f 4 7 s f6 f7 + 

+ I 1 a2 a3 aM f i f2 f3 f* f s f6 f7 + O1 a2 a3 a„ fL f2 f 3 T „ fs fB f7 + 

+ I 1 I 2 I 3 A 1 , f i f 2 f 3 f ^ f 5 f 6 f7 + B 1 I 2 I 3 a „ f j f 2 f 3 T ^ T 5 f 6 f7 
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R B T W ) = f x f 2 f , ? » T s f s f 7 + a , f , f 5 + a 3 f 1 f 2 f s f s T 6 f 7 + 

+ a3 a* + J 3 T 1 f 3T11T5 f6 f7 + a2 a* + a2 a3T3T5T6 + 

+ â~2 T1T2 T„ T5 T6 T7 + ^ a 3 T 1 T 2 T 1 1 T 5 + T2T3T1T11T5T6T7 + 

+ S1T1T2T11T5T6T7 + S1B3T2T11T5T6T7 + 

+ a ! ä"3 T1T1, T5 T6 T7 + 8Ja2T11T5T6T7 + a ^ T ^ T , ; + 

+ a ^ a a T î T s + T1 a., + ?i S3T1 f2 T11 f5 + T 1 B 3 ^ f 6 T 7 + 

+ ? ! B2T1T2T3T6 + T1B2B3T1T2 + ¥ i a 2 ? 3 T 3 T 6 + 

+ T1 a2 fiT1, f5 f7 + S1 a2 a3 fj.?i,Ts + a! a2 a3T7 

2. Recherche des couvertures irrédondantes globales 

Le problème consiste à rechercher un sous-ensemble K 'SiK d ' imp l i ­

quants P. (a) qui s u f f i t à couvrir la borne infér ieure AJa) de chacun 
K J 

des sous-systèmes indiv iduels, en tenant compte des rest r ic t ions i nd i ­

quées par la part ie en f qui accompagne chaque impliquant P,(a) dans 

l'expression disjunctive de R (a , f ) précédemment obtenue. 

Individuellement, on réa l isera i t cette recherche par la formulation 

d'un modèle paramétré de couverture comprenant, parmi les impliquants 

premiers du système, ceux qui sont compatibles avec un sous-système 

donné; on u t i l i s e un jeu de variables indépendantes y = {y<Jk6K} 

pour fabriquer ce modèle. 

A pa r t i r de : ^(lS = C \(±) * ^ fj 

kGK j 6 Ô . 
'k 

on forme : HFj(a_,y_) = YZ P)Ji) " ^ 

k 6 K . 
J 

avec : K. = { k | j € J k > == K 

On impose alors à ce modèle de couvrir la borne inférieure correspon­

dante A.(a_) , qui s'exprime par le sous-ensemble spécifique I . des 
J J 
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états d'entrée E.(<i) pour lesquels le signal de sort ie ¢. doit prendre 

la valeur 1 : 

A1(A) - C E (a) avec T = { i |S ( f . ) = f . } 

i e I j 

A1U) = ai az a3à~,, + a i a ; a3"iTM + a2 a3 a* + a : a2 a3 a,, + 

+ a]_ a2 a^ 

A2Ca-) = a ^ a a i , + B1 a 2 3¾ + 8 ! 3 2 B 3 B 4 + a ! a z a 3 a ^ + 

+ 31823381, 

A3Ca) = ai a2 B3If,, + a i a 2 a 3 a , 

^ ( A J i î . W F Î t a ^ i ) : A.(a) S MFA(a,y) 
J J J J J 

<=C- R j (a^ ) = Aj ( ai) + MFjCa^) 

Dans le but d'effectuer un calcul simultané de ces |J| fonctions 

caractéristiques, il faut les réunir en une fonction composée; parmi 

les quatre possibilités à disposition, il faut choisir celle qu'il est 

possible de formuler sans décomposition à partir des données dont nous 

disposons, à savoir la fonction de vérité V(a_,f) et la fonction R 71U ,£) 

pour cette raison, nous formulerons l'inverse de la fonction composée 

en somme R (a_,£,,f) : 

j 6 j 

TT[A1-U)-MFA(a,y) + f ] 
J J J 

TTC(Z: E1W)-TTlVS *-yk) • * , ] 
j € j 1 6 1 . kGK. 

J J 
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On note la présence des sous-ensembles spécifiques I. et K. , qui 
J J 

rendraient la formulation telle quelle de cette expression extrêmement 

ardue. Par une succession de transformations, nous allons en rechercher 

une forme qui peut se déduire simplement des données à .disposition; 

c'est d'ailleurs dans ce but que nous avons a nouveau utilisé les mêmes 

variables f_ pour composer les |J| fonctions caractéristiques Ma..^) • 
J 

Formation directe de la fonction composée 

Comme dans le cas de la recherche des impliquants premiers, il est 
n 

judicieux de faire intervenir à ce stade les fonctions S..(f.) , défi-
IJ J 

nies au chapitre III (I 3), ainsi que des fonctions S. Af.) , définies 
KJ J 

de façon analogue : 

S^ (V • 

f f y 

T., 

iei* 

J 

VV v̂ 
V 

jeo. 

jej. 

L'introduction des fonctions S,,(f.) et S. .(f.) permet d'étendre 
' J J KJ J » 

aux ensembles complets I et K les sous-ensembles spécifiques I . et 
J 

K. (voi r développement, f i g . 5.3 c i -cont re) . 

La fonction IT U , f ) se dérive de la fonction de vér i té V(a_,f) en 

remplaçant dans chaque terme de ce l le -c i les variables f , manquantes 

par des variables f . niées, puis en omettant les variables f non 
J A , — 

niées restantes; la fonction HF («i ,£,0 s 'obt ient par t ranslat ion de 
la fonction R ïï(a_»_f) suivie de l ' indexat ion de chacun des termes 

obtenus par une variable indépendante y. : 

HFA(a,y,f) = Yl p
k<i) -y k - TT f j 

keK j e J1, 
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Exemple : 

V (a_,f) = a 2 a 3 a v f i f a + ai a2 8,5",,T1T2 fs + 

+ F1 F2 a",T1T3 + a, F2BsF1, T2 + 

+ a 1 a 2 a 3 a v f i f 2 f 3 + B1BJa3 ai, T5 + 

• ai a2 a3 a„ f ! f2 f 3 + a 2 a 3 a v f j f ä + 

+ äi a~2 a3 a.,TiT2T3 + a i F 2 3 3 a v f j + 

+ a 1 a 2 a l ( f2 f3 + 8Ja2B3B11T1 

A _ _ ix—«_•• — = . — = 

MF (a_,y_,£) = UJa3Y1 T1 f2f3 + a j a 2 a 3 y 2 f 2 + S1YJf3 + 
+ â"3y<.°3 + F2F11YsT1Tj + a2 B11Y6T2T3 + 

+ F2FjFvY7T1T2T3 + FiF2FvYe Tj T2 T3 + a i a ï a i ( y 9 T 2 + 

+ B1FJa9Y10T1 + B1S3FvY11T1 + ax a2 a3 â  Y12T1T2 + 

+ a~iB2B11Y13T1T2T3 + a2â"3a* YmTTT2T3 + ai F2 B3BvYi5T1Tj 

La formation de RAZ<£,y_,f) avec VA'(a_,f) et HFA(a,y_,f) peut ainsi 

se fa i re sans nécessiter de décomposition des données à d isposi t ion; de 

plus, on note la dispar i t ion des opérations doubles IIS et H fT, ce qui 

réduit le nombre des opérations à effectuer pour obtenir R (a_,y_,_f) 

sous forme dis junct ive. 

R (a_,y_,f) = 3"2J3B
-I1T1T2T3 + B1B2F3FvT1T2T3 + 

+ a 1 a 2 a 1 < f 1 f 2 f 3 + aj a2 a3 a„ fi f2 T3 + 

+ a 1 a 2 a 3 a l l f I f 2 f 3 + a i a 2 a 3 a ^ f 1 f 2 f 3 + a 1 a 2 a î a i , f 1 f 2 T 3 + 

+ a 2 a 3 a v f i f 2 f 3 + ai a2 a3 3¾ fx f 2 f 3 + a i a 2 a 3 a k f 1 f 2 f 3 + 

+ ? i a 2 St1TiT2T3 + ai a2 a3 a^Tx T2T3 + a ! â"2 a 3 1 1 4 y 5 T1T2 + 

+ S1S2 a3 a,, Y6T1 T2 + B1F2F3F11Y7T1 f3 + F1F2 as av Y8T1T3 + 

+ F 2 F 3 F 1 1 Y 1 Y 7 Y B T 1 T 3 + F 1 F 2 F ^ Y 1 Y 7 Y B T 1 T 3 + 

+ a ! a 2 a 3 BuY2Y6Y9^ + ai a2 a3 a, y5 YioYiifz + 
+ ai a2a3FvY11Yi2T2T3 + 3Ja2BsFvYjYi2T1T3 + 

+ F1B2BJa11Yi3T2T3 + B1B2B3FvY2Y1Iy12T3 + 

+ a ^ F j a v Y m T z T j + B1F2B3 3VY9Yi5T1T3 + 

+ 32F3a„ YiYiJyI11TjT3 + F1B2B11Y1Y13Y11T2T3 + 

+ a!F2 a3av 7io Yi5T2T3 + SiF2 a 3 av7 9 Yi0Yi5T3 
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Obtention du résultat 

Ecrivons le résultat du calcul de R U,y_,f_) sous forme disjunctive 

(cf. exemple, p. ci-contre) : 

AE ia,*f) = E HA(aî • TT yk • TT fj 
*6L keKÄ jGJ Ä 

Il s'agit maintenant de transformer cette expression de façon a ob­

tenir la forme complète de la fonction composée en produit, en vue de 

faire apparaître explicitement les conditions de couverture. A cette 

fin, il y a lieu d'appliquer successivement les opérateurs de transia-

tion (*) et d'inversion (p) à la fonction-somme inverse R (a_,£,f_) : 

* % . * ! ) = C H4Ca.) • TT yk . TT fj 
SL€L k€KÄ j 6 J £ 

^(a^.f) = TT K d ) • C yk + TTT j ] 
*€L keKj, j e j ^ 

Il reste alors à effectuer les produits de cette dernière expression 

pour obtenir la forme complète cherchée. 

Fig. 5.4 : rappel du diagramme de transformation. 
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Interprétation du résultat 

Air 
Considérons un impliquant de R U,£>f_) qui ne soi t formé que des 

variables y_ et f_ ; par construction, si cet impliquant est premier, 

les variables £ qui y f igurent sont toutes directes (non niées), alors 

que ses variables f sont toutes niées. 

Théorème 5.2 

TT yk • TT ?d s RATr(a,Zïf ) C=C- Aj (a) < 

Vj6J ' 

E Va) 
k€KTlK. 

J 

Démonstration : par les théorèmes 2.3 et 4.4. 

Si l ' impliquant en question est premier, la couverture composée des 

impliquants (P tU) I kEK 'J est irrédondante, et e l le ne peut suf f i re a 

couvrir aucun ensemble J" de sous-systèmes individuels incluant s t r i c ­

tement le sous-ensemble J1 . 

Dans le cas où l ' impliquant de R ̂ U . ^ . O n'est composé que de 

variables y_, la couverture K' décri te est valable pour le système 

entier ( J ' = J) ; si un te l impliquant est premier, la couverture glo­

bale qui l u i est associée est irrédondante. 

L'existence d'impliquants de R ïïU.y_,f_) qui ne sont composés que 

de variables y_ est assez simple à démontrer; e l l e se base sur l 'hypo­

thèse A .U) £ B .U) V j £J» qui est évidemment vér i f iée par la 
•J J 

définition même de ces fonctions. Afin d'obtenir ces impliquants sans 

travail inutile, on élimine les variables a_ et f_ dans l'expression 

R (a_>£>,f_) avant d'effectuer son inversion. 
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.Air, FTta^f) = TT CVi ) • c yk
 + TT fj : 

££L kSK„ j € J n 

RAlT(a,z,f) = T T [ E y k ] • ... 
USL kCKfc 

^te'l'D = ys • y6 • y? • yB • (yi + y7 + y.) • (yi + y? * y») • 

- (y2 + y& + ys) • (y5
 + y« + Yn) • (y2 + y«) • 

• (yn+ y«) • (ya + yu + y«) -y«* y** (yi + y i 3
 + y i J • 

* (yi + y « + y « ) • <y9
 + yu) • (yio + y i s ) • (yg + y« + y«) + 

La fonction partielle ainsi obtenue est connue sous le nom de fonc­

tion de Petrick; on la trouve aussi représentée sous forme de tableau 

[10] - [13], [23], [273 - [29] (cf. fig. 5.5). 

fo
n

ct
io

n 

1 

2 

3 

\ fnpH-
« N. Quants 

I 1 I 1 I 1 a, 

B1 B1 B) B, 

fl"l B J F ] 8, 

Bi B1 â , ak 

B1Z] B, Bt 

I 1 B ] B , B, 

JT1 ? , à", â", 

B1 ? i âjë"h 

Fia"] s , ï , 

B1 a, a , à", 

S 1Fj a, a, 

B 1 B ] B 1 B . 

B1 B~,a,â, 

B1 B , a , B , 

I M* B* 

B I n l a a B l a B a « B 

l a B I B B | B l a « I * a B B 1« 1 « 

I B B 1 « I B I B B | B | 4 a a B B I B * B 

X K X 

X X 

K X X 

X 

X X 

X 

X X X 

X 

X 

X X 

X X 

X X X 

I 

X 

Fig. 5.5 : tableau de couverture de Petrick. 



64 

Dans notre exemple, la fonction R (a_,y_,f_) sous forme complète se 

compose de 339 impliquants premiers, dont 31 ne contiennent que des 

variables y_ et f_, parmi lesquels 4 ne sont formés que de variables y_ : 

R *(l*l*ï) = ysy6y7yByi2yisy i . .y i5 + YSYE YTY 8 Ye Yioy^yiaYm + 
+ Y2Y5Y6 y? Ye ygyioyuyiaYn. + Y2YSYGy7YaYiIyIaYi-YiS + 

+ Y s y e f i ^ + y ioyuy isY iK fa^ j + y 2 y 7 y B y 9 ^ i f s + 

+ ysycyioyiiyijywTa + ••• + â^yi-"^ + ••• 

Ainsi, huit impliquants premiers sont nécessaires au minimum pour 

réaliser ce système sur deux niveaux (voir réalisations en portes et en 

PLA, fig. 6.4 et 6.5) : 

Fi(a) = a2 aM + U^a 2S 3S 1, + a 1 a 2 a h + a2 a3 a^ + ̂ a 1B 2B 3Bi, 

'ï'aj = a2 a^ •*• ^2 d; Qi1 + a^a^a^ *• s^ 32 3¾ 3¾ + a^aga^ai» 

F 3 U ) = âîâ,, + a2 a,, 

Les impliquants en ̂  et f décrivent des couvertures partielles : 

ys YG yioynyi3yi*72 indique que l'ensemble des 6 impliquants correspon­

dants est suffisant pour couvrir les sous-systèmes n° 1 et 3; on trouve 

parmi eux des couvertures individuelles (yioYnY^yi". * Ya Y 7YaYs . Ys Y6 

resp. pour les sous-systèmes n° 1, 2 et 3). 

Les impliquants en a_, y_ et £ se trouvent en général en très grand 
An nombre dans R (a..y_.f.) ; ils décrivent des couvertures conditionnelles. 

Ainsi, A-Sy1I1T2 signifie que l'impliquant P1I4U) est suffisant pour 

réaliser les systèmes n° 1 et 3 pour toutes les configurations d'entrée 

Vérifiant a 3 = 0 . 

L'indication de l'attribution aux différents sous-systèmes des impli­

quants décrits par une couverture globale est fournie par la partie en 

f qui accompagne ceux-ci dans la fonction R 11U^f) ; toutefois, cette 
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indication ne concerne que les incompatibilités : elle mentionne les 

sous-systèmes pour lesquels un impliquant donné P. (_a_) ne peut pas être 

pris. Cependant, chaque impliquant ne doit pas forcément entrer dans la 

composition de tous les sous-systèmes avec lesquels il est compatible. 

Résoudre exactement une couverture, c'est-â-dire rechercher pour chaque 

sous-système individuel, à partir d'une couverture globale donnée, le 

sous-ensemble des impliquants de cette couverture qui sont compatibles 

avec lui et qui sont nécessaires à sa réalisation, implique le calcul 

supplémentaire suivant, à effectuer (individuellement, cette fois) pour 

chacun des sous-systèmes : 

A par t i r de : RBTT(a,f) = YZ Pk(«) * T T f j 

k€K j € J k 

et de : S R *(<*»£..£) (couverture sélectionnée) 

k€K' 

on forme : HrA (a,y_) = Yl p
k(£Ï * yk 

k € K ' 
J 

avec : K! = K ' f Ì K . = {k [kS K' et j S J . } 
J J

 K 

et on résout : R". U,y_) = A-U) + MF" (a,y j 

Toutefois, selon le genre de synthèse que l'on doit effectuer, cette 

dernière opération n'est pas toujours nécessaire; ainsi, dans le cas de 

la synthèse de PLA ("programmed logic array"), seul compte le nombre 

d'impliquants de la couverture globale, alors que le nombre de sous-

systèmes pour la réalisation desquels ils peuvent ou doivent intervenir 

n'a aucune importance. Au contraire, dans le cas de la synthèse d'un 

système à réaliser avec des éléments discrets (portes SSI, etc.), cette 

étape supplémentaire permet de réduire au minimum le nombre des opéra­

teurs du niveau de sortie. La durée de ce calcul additionnel est de 

toute façon très nettement inférieure a celui qui le précède directement 
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(inversion de la fonction R (t̂ ,y_,f) , soit résolution du tableau de 

Petrick). 

Le nombre de couvertures irrédondantes que l'on obtient est en 

général considérable; pour un problème de taille moyenne ou grande, le 

calcul de toutes ces couvertures est impossible a réaliser en un temps 

raisonnable. Il est alors important de disposer d'un algorithme possé­

dant certains critères de sélection permettant de restreindre le calcul 

a quelques impliquants premiers de la fonction de Petrick dont on sait, 

grâce aux critères implantés, qu'ils correspondent a des couvertures 

quasi-minimales. 

Un algorithme heuristique de ce type a été notamment développé par 

R. M. Bowman et al. [29]. 

3. Remarques 

A) Pour synthétiser un système sur deux niveaux, trois applications 

de l'algorithme d'inversion ont été nécessaires; ces trois opérations 

correspondent à trois phases connues de la synthèse classique : 

1) obtention des impliquants premiers : 

RB7I(a,f) = VB'(a,f) 

2) formation du tableau de couverture : 

R*\>1& = ^'(a.n-H^U^f) 

3) résolution du tableau de couverture : 

R^i*!) = TT[^yJ * ... 
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I l faut souligner que l ' invers ion d'une expression est la seule 

opération qui nécessite un calcul et q u i , par conséquent, prend du 

temps (formation des produits de variables, tests d' inclusion pour 

éliminer les impliquants non premiers); les autres opérations (forma-
A ' B ' 

t ion de I r U , 0 et V U , 0 , translat ions) ne sont en f a i t que des 
manipulations de variables, effectuées immédiatement. 

B) Les opérations d' inversion que nécessite la synthèse classique 

sont chacune précédée par une translat ion de la donnée (ou par une 

opération s im i la i re , dans le cas de la première d'entre e l les) : 

I 

© 
V6' U,0 = E E 1 I a ) - S ^ f ) 

2) R6 7W) = r > k u ï - T T ? j 
K 

© 
\ 

+ indexation 
"1^U ,y_,f ) - E PkU) • yk • TT f j 

Jk 

3) RAZU,y_,f) = Yl H1U) • TT yk * TT Tj 
L 

© 
h 

RAnU.y_.£> = E ^ i ) - T T y 1 1 - T T T j 
L h JA 

Cette propriété a permis à J . - J . Monbaron [55] de réunir en un seul 

algorithme la t ranslat ion et l ' i nvers ion , et de réal iser ainsi les t r o i s 

phases de ìa synthèse classique par la mise en oeuvre d'un algorithme 

unique, favorisant ainsi l ' implantat ion de cette méthode sur des petites 
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machines. Une autre approche consiste a écrire trois versions du même 

algorithme, en veiliant à adapter chaque version à la phase qu'elle doit 

traiter, en vue d'éliminer de chaque phase toutes les opérations super­

flues; la troisième phase, notamment, doit pouvoir être exécutée de 

facon approchée (heuristique), pour qu'il soit possible d'obtenir une 

couverture quasi-minimale en un temps raisonnable, dans le cas de 

systèmes a synthétiser de taille moyenne a grande; cette façon de 

procéder, destinée à de plus grands ordinateurs, fournit des algorithmes 

rapides et puissants. 

Un ensemble de programmes d'ordinateur pour effectuer la synthèse de 

grands systèmes non canoniques faiblement définis a été développe sur la 

base des méthodes présentées dans ce chapitre [56]. 



VI. AUTRES APPLICATIONS DU FORMALISME ALGEBRIQUE 

Nous avons cité en exemple l'application du formalisme algébrique 

a la synthèse classique de systèmes logiques combinatoires sur deux 

niveaux. 

Ce formalisme peut également s'appliquer a des méthodes de synthèse 

plus générales. Dans ce chapitre, nous aborderons la généralisation de 

la notion d'impliquant premier en composant premier, puis en composant 

mixte;.nous mentionnerons ensuite deux méthodes nouvelles de synthèse 

qui utilisent ces composants : la synthèse approchée et la synthèse a 

quatre niveaux des systèmes. 

1. Composants premiers 

La synthèse classique d'un système fait intervenir la recherche de 

ses impliquants premiers; ceux-ci sont en fait les éléments de base qui 

servent â sa construction. Un impliquant premier d'un sous-système 

donné est un élément de ce sous-système qui a la propriété d'être le 

plus grand possible, sans toutefois avoir une intersection avec l'un 

des* zéros de ce sous-système. 

En abandonnant cette dernière restriction, on aboutit à la notion 

de composant premier : ces composants sont les plus grands éléments 

d'un sous-système qui ont une intersection avec un minimum de ses zéros; 

lorsque ce minimum est nul, le composant premier redevient un simple 

impliquant premier du sous-système en question. Un composant est premier 

si tout composant qui l'inclut couvre plus de zéros que lui. L'obtention 

des composants premiers d'un système est assez semblable à celle de ses 

impliquants premiers; en effet, un impliquant premier est un terme Pk(a.) 
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justifiant d'une intersection nulle avec une fonction BAo) qui décrit 
J 

les zéros d'un sous-système : 

P k (£)*B j (a) - 0 

On calcule alors la fonction caractéristique simultanée : 

.Bu, R <£.£) = T T [ B 1 - U ) + ^ ] 
j e j 

Un composant premier P L U ) est un terme qui possède une intersection 

nulle avec un certain nombre de zéros Z . . U ) du système : 

P ^ a W . j U ) = 0 avec Z (a) = 

E.(a) , S . . ( f . ) = f . 

autrement. 

RZlW) = TT [ Z..(a) + T.j ] 
1 6 1 , j e j 

Calcul^ àM partir de la table de vérité 

Pour composer les | I | x | J | fonctions caractérist iques, on a recours 

à un jeu de variables booléennes a deux indices f = { f . . | i € I , j 6 0 } . 

I l est possible d'exprimer la nouvelle fonction R U , f ) directement à 

pa r t i r de la fonction de vér i té V{a,f) : 

R27W) = TT[E-U) + TTs^. t f . . ) ] 
i e i j e j 

avec S .Mf..) = 
1 

1 

T.. u 

si W • 
f f . 

J 
1 

"f. 
3 
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Exemple : (table de vé r i té , voir f i g . 5 . 1 ; comparer avec l'exemple 

c i té en p. 53). 

R ïï(a_,0 - (â j + âz + a3 + a., + f z . i f z . z i • 

• (UT1 + a 2 + a"3 + aK + f\.2) • 

• Ia1 + B2 + J3 + a„ + T 5 . i F3 .2) * 

• [J1 + T2 + U3 + a„ + F 6 . 3 ) • 

• {â"i + a2 + a3 + à"., + f 7 . i f 7 . 2 J • 

• ( a i + a2 + a3 •+ a^+ f 9 . i f 9 - 2 ) * 

• (â-! + a2 + T3 + a\ + T 1 0 . 3 ) * 

• (a"i + I 2 + ä"i + a\ + f i 2 « i ) 

R {^,_f) = f 2 . l f 2 . 2 f l . . 2 f 5 - l f 5 ' 2 f 6 - 3 f 7 - l f 7 . 2 f 9 ' l f 9 - 2 f n > - 3 f l ï ' l + 

+ a* f 7. 1 f 7.2 f 9- 1 f 9-2 f 10- 3 f 12* 1 + 93 Si, f 7 . ! f 7.2 + 

+ a i » f 2 . l f ï . 2 f i ( . 2 f s . l f 5 ' ï f 6 " 3 + a
3 a* f 2 . j f 2 . 2 + 

+ a j f i t . 2 f s . l f s ' Z ^ 6 ' 3 f 9 ' l ' f 9 ' 2 f l O ' 3 ^ 1 2 ' l + a 2 a
3 f 2 . l f 2 . 2 * 

+ a j f 2 . j f î . 2 f i , . 2 f & . 3 f 7 - l ' f 7 - 2 ' f l 0 - 3 ' f l 2 - l + a I a 2 f 5 - l f 5 ' ! + 

+ a 3 a i 1 f 9 . i f g . 2 f i o . 3 ' f l 2 - l + 33 8 1 ( ^ - 2 ^ 5 ^ 1 ^ 5 - 2 ^ 6 - 3 + 

+ a 2 f 2 . j f j . ï f 5.1 f 5. z f 6- 3 f i 2 - 1 + a 2 a3 f 5.1 f 5.2 f g. 3 f 12.1 + 

+ a2 a-i f z-1 f 2-2 f s-1 f s- 2 f e« 3 * a z a3 ai, f 5-1 f s-2 f c-3 + 

+ a 2 f !,.2 f 7. 1 f 7. 2 f 9.1 f 3 . 2 f i o - 3 + a 2 a3 Si, f 3.1 f 9.2 f 1 0 . 3 + 

+ a ï a 1 ( f 7 . i f 7 . 2 f 9 . l f 9 - 2 f l 0 ' 3 + a i a 2 a i , f 2 . l f 2 - 2 f 6 * 3 + 

+ a 2 83 f i , . 2 f g - 1 f g-2 f 10* 3 + a i a2 a3 ai, f 6.3 + a 2 a 3 f 7 - i f 7 - 2 + 

+ 3 l an f 7.1 f 7-2 f 10-3 f 12-1 + a l S2 B3 3u f 10-3 + a i * 2 ' 9 - l ' 9 ' 2 + 

+ Si ai. f 2 . ' i f 2-2 f t , .2 ff t-3 + a i a 3 a i , f i o - 3 f l 2 - l + a i a ^ f g . i f g . 2 + 

+ a i a 3 f i , . ï f 6 . 3 f l O - 3 f l 2 - l + a l a 2 a
3 f 6 . - 3 f l 2 - l + a l a l | f s * l f 5 - 2 + 

+ a i a 2 f 2 . i f 2 . 2 f 6 . 3 f i 2 . i + a i a 2 a 3 f ' . - 2 ' ' r i o * 3 + a2a^ f i 2 . i + 

+ a i a2 f i | . î f 7.1 f 7-2 f io- 3 + a i a3 ai, f 1,.2 f 6.3 + a z a ^ f ^ . î + 

+ a ja2a i t f7 .1 f7 .2 f10-3 + as f 2 . 1 f 2- 2 f 7 - 1 f 7-2 * a 2 a 3 a i , + 

+ a i f 5 . 1 f s-2 f a - 1 f 9-2 + äj33 + a2 a3 ai, + ai 32 a^ + 2J 32 ai, 

Les impliquants de R ^ U . f ) obtenus sont composés d'une partie PJjO 

exprimée au moyen des variables d'entrée a_ (c 'est le composant premier), 

et d'un produit de variables f . . niées; chacune de ces variables f -

f7.if7.2J
aja2aitf7.1f7.2f10-
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décri t un zéro Z..(a) (celui du sous-système j spécif ié ä la l igne i 

de la table de vér i té) avec lequel le composant P. (a_) a une intersec­

t ion ( interprétat ion par le théorème 4.4) . 

Exemple : a z a ^ f ^ . ! S R ÏÏU»£) indique que le composant 

a2ai, possède une intersection avec un zéro : celui du sous-système n° 1 

décr i t a la l igne n° 12 de la table de vé r i t é ; ce composant est donc un 

vrai impliquant pour les sous-systèmes n° 2 et 3 ( i l correspond à 

l ' impliquant a2 a« f i de la fonction R 7 1 U 1 O ) . 

a i a ä 7 „ . 2 f 6 . 3 f io -s f i z - i £ R ïï(i>l.) indique que le composant 

a i a } possède une intersection avec 4 zéros du système; de plus, i l 

n'est un vrai impliquant d'aucun sous-système, puisqu' i l a une in ter ­

section avec au moins un zéro de chacun d'eux (on n'en trouve d 'a i l leurs 

pas trace dans la fonction R ïï(a_,f) ) . 

La primauté de l ' impliquant de R 11U»jO garant i t le caractère 

optimal du compromis entre la t a i l l e du composant et le nombre de 

zéros englobés (c f . propriété 4.5, p. 39). 

2. Synthèse approchée de systèmes 

La synthèse approchée de systèmes tolère un certain nombre d'erreurs 

de réal isat ion et en t i r e part i pour obtenir une réduction plus substan­

t i e l l e des c i rcu i ts à réa l iser ; un te l procédé n'est bien sûr applicable 

que dans le cas où une réal isat ion exacte du système n'est pas absolu­

ment nécessaire. 

Fonction de couverture généralisée 

La synthèse approchée s'effectue en indexant les |K| composants 

premiers obtenus avec un jeu de variables v_ = {y. |k€K} , puis en 
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formant une équation de Petrick modifiée avec ces variables d ' ind ice. 

Cette fonction R ^¢£.£) est un produit d'expressions disjunctives qu-

décrivent chacune la couverture d'un " 1 " du système. 

RYTt<y,f) = T T R ^ y , f ) 

Considérons le " 1 " du sous-système j décr i t ä la l igne i de la 
y 

table de vér i té ; la fonction R-^y . fJ qui le décr i t possède t ro is 

sortes d'impliquants : 

a) les variables y. associées aux composants P^U) qui n'ont pas 

d' intersect ion avec les zéros Z. ,.(a_) du sous-système j auquel appar­

t i en t le " 1 " à couvrir {ces composants sont donc les vrais impliquants 

de ce sous-système); 

b) une variable indépendante f . . non niée qu i , par sa présence dans 
y ^J 

la fonction R. .{y_,0 , permet l'omission du " 1 " concerné lors de la 

recherche d'une couverture globale, et 

c} des termes y. - nT- , . composés d'une variable y. décrivant un 

composant premier Pfc(a_) ayant une intersection non nulle avec un ou 

plusieurs zéros Z.,.{a_) du sous-système individuel j , accompagnée 

d'une variable f . , , niée par "0" de ce sous-système avec lequel ce 

composant possède une intersection non nu l le . 

Remarque : dans le cas de la synthèse classique, chaque produit de 

la fonction de Petrick ordinaire est composé des variables décrites sous 

a ) ; la fonction de Petrick modifiée ci-dessus est donc une généralisa­

t ion de la fonction u t i l i sée dans la méthode classique. 

y 
Exemple .- la fonction Ri,.i(y_,£) associée au " 1 " du sous-système 

n° 1 décr i t a la l igne n° 4 de la table de vér i té se compose des termes 

suivants (les indices des variables y, correspondent à l 'ordre dans 

lequel apparaissent les impliquants de R71O^fJ dans l'exemple p. 71) : 
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a) y$3 + ys6 + Yi7 i trois variables qui correspondent aux trois 

vrais impliquants du système n" 1 et qui couvrent le "1" n° 4.1; 

b) fi,.i , variable caractéristique de "1" n° 4.1 a couvrir; 

c) y1T2.iT5.if7.jf3.ifi2.x + y-Tz.ifs.i + 

+ ysT5.iT9.1Ti2.! + ye T 2.jf 7.1T 1 2 - 1 + yiiT5.i + 

+ yxeTj.iTg.! + y20T9.i + y26T2.i + y29Ti2.i + 
+ yssT7.i , termes décrivant chacun un composant dont 

l'acceptation pour la réalisation du "!" en question entraînerait des 

erreurs, signalées par la présence des variables T... respectives; 

ainsi yufs-i décrit le composant 838!, qui couvre le "0" du sous-

système n° 1 décrit a la ligne n° 5 de la table de vérité. 

Le système dont nous essayons de faire la synthèse approchée compte 
y 

14 fonctions partielles R*.j(£»f) qu'il fflut formuler selon le modèle 

ci-dessus (les "1" du système qui ont une intersection avec un compo­

sant sans être couverts par lui doivent être décomposés). 

Interprétation des impliquants obtenus 

En effectuant les produits TT R..(£,f) , on obtient la forme 

complète de la fonction R (y_,£) ; ses impliquants premiers sont 

composés d'un produit de variables y. qui, par construction, ne sont 

pas niées, d'un produit de variables f.- non niées, et d'un produit 

de variables f.. niées : 

TT yk • TT f u • TT T1J « «'"irf 

Ces trois parties de chaque impliquant décrivent respectivement : 

a) T T y. représente une pseudo-couverture, c'est-à-dire un 

ensemble de composants Pk(a_) qui suffisent à synthétiser le système 

y1T2.iT5.if7.jf3.ifi2
ysT5.iT9.1Ti2
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avec un certain nombre d'erreurs de réalisation; 

b) TT f., décrit l'ensemble des "1" du système que la pseudo­

couverture mentionnée sous a) oublie de couvrir (erreurs commises par 

défaut) ; 

c) f T T.. décrit l'ensemble des "0" du système que la pseudo-

couverture mentionnée sous a) couvre indûment (erreurs commises par 

excès). 

Remarque : les impliquants de R "{£,£) qui ne contiennent pas de 

variables f.. non niées décrivent des pseudo-couvertures qui ne com-

mettent que des erreurs par excès; de même, les impliquants de R (y_,f) 

qui ne contiennent pas de variables f., niées décrivent des pseudo­

couvertures qui ne commettent que des erreurs par défaut; finalement, 

les impliquants de R (y,£) qui ne contiennent que des variables y_ 

décrivent des couvertures du système au vrai sens du terme. 

Dans l'exemple cité, on obtient entre autres l'impliquant : 

yasy^yS7fiî.ifi..2 s R71^f.) 

qui décrit un ensemble de trois composants permettant la réalisation du 

système entier avec deux erreurs seulement (alors que 8 impliquants sont 

nécessaires au minimum pour réaliser ce système sur deux niveaux, sans 

erreurs) : 

FiU) = aia3 + az at, (couvre aja^ja,, ) 

F2(a_) = ä"2äu + a! a j (couvre S 1 a2 Z3J1, ) 

F3(a) = a2ai, + az a^ (exact) 

(exemple de réal isat ion en PLA : voir f i g . 6.5, p. 88). 
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Réduction du nombre de solutions obtenues 

Le nombre des impliquants de R " ( £ , 0 e s t considérable, déjà pour 

des systèmes de fa ib le t a i l l e ; aussi, i l est impensable de les calculer 

tous. Par a i l l eu r s , seule une fa ib le proportion de ces impliquants 

décr i t des solutions vraiment intéressantes pour la réal isat ion appro­

chée d'un système; l 'algorithme chargé de calculer les impliquants de 

cette fonction doit donc être capable d'él iminer en cours de processus 

tout impliquant fournissant une solution inintéressante. 

Deux méthodes peuvent être u t i l i sées à cette f i n : l 'une agi t au 
y 

niveau de la formation des produits R.-(y,_f) qui composent la fonction 

R (£,£) dans son expression i n i t i a l e , l 'au t re agi t au cours du calcul 

de cette expression sous forme dis junct ive. 

y 
A} Lors de la formation de chaque fonction R^ty^ f ) > on élimine 

d'emblée les variables y. qui décrivent des composants dont l 'accepta­

t ion entraînerai t un nombre de fautes excessif; deux l imites peuvent 

être fixées concurremment : 

- le nombre de fautes n (représenté par le nombre de variables f . . 
Y 1O 

niées qui accompagnent la variable y, dans la fonction R,,-(y»f) Ì doit 
être in fér ieur à un nombre f i xé N0 ( c r i t è re absolu); 

- l e nombre de fautes n doi t être in fér ieur à un nombre N, qui 

dépend de la t a i l l e du composant Pk(a) (c r i tè re r e l a t i f ) . 

B) Lors du calcul de R ïï(y_»£i » on élimine de chaque résul tat in ter ­

médiaire tous les impliquants qui contiennent un nombre de variables 

f . . supérieur à un nombre f i xé a l'avance, correspondant au nombre 
' J 

d'erreurs qui est tolerable pour la réal isat ion de ce système; ce c r i ­

tère peut d 'a i l leurs être appliqué séparément pour les deux polar i tés 

des variables f . . ; on élimine également de chaque résul tat part ie l tout 
• J 

impliquant dont le nombre de variables y. est supérieur ou égal à celui 
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de la meilleure couverture exacte (que l'on a préalablement calculée 

avec la méthode classique). 

3. Synthèse multi-niveaux 

Il existe plusieurs approches de la synthèse de systèmes sur plus de 

deux niveaux de portes [ U , [2], [40], [41], [44], [50] - [53]; la plu­

part des travaux sur ce sujet préconisent les essais systématiques de 

factorisation des impliquants premiers. Toutefois, le formalisme algé­

brique nous ouvre une voie originale que nous allons esquisser dans ce 

paragraphe. 

Cette méthode fait intervenir la.recherche simultanée des composants 

premiers d'un système et de ceux du système inverse ("1" et "0" permu­

tés); on synthétise alors le système direct avec les composants directs, 

en tolérant des erreurs par excès seulement, puis on utilise les compo­

sants du système inverse pour fabriquer des fonctions de masque qui 

corrigent les erreurs commises. 

Recherehe des composants mixtes 

La recherche simultanée des composants premiers directs et inverses 

ne diffère que peu de celle des composants premiers, exposée au § 1 de 

ce chapitre. 

Un composant du système direct est un terme P. C^) qui possède une 

intersection non nulle avec un certain nombre de zéros Z..(a) du sys­

tème; un composant du système inverse est un terme qui possède une 

intersection non nulle avec un certain nombre de "1" du système. Comme 

les ensembles de "1" et de "0" sont disjoints, il est possible de 

calculer en une seule passe tous les éléments P. (â ) qui justifient 

d'une intersection nulle avec un certain nombre d'éléments Z.'.U) du 
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système, éléments qui appartiennent aux ensembles réunis des "1" et 

des "O" du système : 

P t U ) ' Z ' (a) = 0 ou Z.'.(a) = -¾ 

f E . ( i ) , Sjj(fj) = fd ou f. 

autrement. 

On forme alors la fonction caractéristique simultanée : 

t e i . j e j 

Pour composer les | I | x | J | fonctions caractérist iques, on u t i l i s e 

un jeu de variables booléennes a deux indices f = { f . . | i 6 I , j 6 J } ; de 
* ~ i j 

plus, on u t i l i s e une polar i té di f férente de ces variables si l'élément 

Z.' .U) décr i t est un " 1 " ou un "0" (cette d is t inc t ion n'est pas indis-

pensable; e l l e a seulement pour but de rendre le résul tat plus simple a 

interpréter) : 

7< 
SMf . . ) = 
U IO 

f f . . 
IJ 

f . . 
"IJ 

s' su'V • 

f . 
J 

1 

f . 
J 

,Z ' IT / La fonction R U>£) peut se former directement è pa r t i r de la 

table de vér i té : 

RZlW) - TT[E^Tj + TTsJj(V^ 
i e i j G j 

Les impliquants premiers de la fonction R 17U1JO ont la forme 

suivante (c f . exemple, p. ci-contre) : 

Z'T l , 

•V±> • TT V T T Tid -
£ R "tM1 



79 

Exemple : (table de vérité : voir fig. 5.1; comparer avec ies 

exemples cités aux pp. 53 et 71). 

R V(±,f) = (ä2 + ? 3 + â"„ + fj.a) 

(aï + a 2 + ? 3 + ä~„ + T 2.iT 2. 2) 

(â"i + à " 2 + ? „ + f3.2) 

(ai + à"2 + a3 + a",, + f».iT».2 f*.s) 

[I1 + a2 + a3 + ?„ + TS.ÎTS.S) 

Ia1 + a2 + a3 + à"„ + fs.i f6.2^5.3) 

(ai + I 2 + ?3 + a„ + f7.i"f7.2) 

(a2 + I 3 + au + fe.i) 

Ia1 + a2 + a3 + B1, + f9llf,.2) 

U 1 + a2 + a3 + a,, + f i o - i fio«2 ^10^3) 

(A1 + a2 + a„ + fn-i) 

Ja1 + a 2 + a 3 + a^ + fi2.i fi 2. 2 fiz«3/ 

Z'TT — 

R (£,f) = 3 2a^ f8.i f n . i fi2.i fi2.Z fi2.3 + 
+ 3a 83 fs-l f S-î f 6- 1 f 6-2 f 6-3 fil« 1 fl2-I f 12-2 f 12-3 + 

+ a2 3* fj.2 f 3.2 f*. J f I4.2 f M «3
 + 

+ a2 B3 f 3 . 2 f-i-i fi..2 fi>.3 f $ . 1 fg. 2 f i c i fio*2 f io -s * 

+ aiai,f7.if7.2fB.lflD'lflO«2flD'3fl2*lfl2'2fl2-î * 

+ aia^fi.2f2.lÎ2.2fii.lfi*.2f[|.3f6-lf6-2f6-3 + 

+ ai a3 fç. 1 fi,.2 f». J f6.l f6. 2 f6.3 flO'l flO« 2 flO* 3 f 12-1 fl2«î fl2*3
 + 

+ a i a 3 f i . 2 f 2 . i f 2 . 2 f 7 - i f 7 - 2 f 8 - i + a i a 2 a 3 a ) ( f I z . 1 f l ï . 2 f i 2 . 3 + 

+ a i a 2 a 3 a i , f 6 . i f 6 . 2 f 6 - 3 + a i 3 2 a 3 a 1 ( f i o . i f i o * 2 f i o « 3 + 

+ ai a2 a3 ai, f n . i f i , , 2 f ( , . 3 + a i a3 f3.2 f5 .1 f s . 2 f g . i f g . : f n - i + 

+ a i a ^ f i ^ f s ^ f s - i f s - î + a i ai* fs« 1 f a - i fs«2 f i i ' i + 

+ a2 a3 f 1.2 f 3 .2 f 7 . 1 f7-2 + a2 a3 f2-1 T2-2 f a - i f i i « i + 

( la fonction R fl(a_».f_) compte 75 impliquants premiers). 

Chaque impliquant premier de R ^ U . f ) décr i t un composant mixte 

PAa] qui possède une intersect ion avec les " 1 " du système signalés 
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par les variables f.. non niées qui le composent, ainsi qu'avec les 

"0" indiqués par ses variables f.- niées. 

Si un composant mixte P k U ) n'est accompagné d'aucune variable 

f.., niée telle que j' = j„ , ce composant est un impliquant au sens 

vrai du sous-système individuel j 0 ; si un composant mixte P. Ca_) n'est 

accompagné d'aucune variable f.., non niée telle que j1 = J0 , ce 
* J 

composant est un impliquant de l'inverse du système individuel J0 . 

Synthèse à quatre niveaux aoea les composants mixtes 

Les composants mixtes peuvent être utilisés pour synthétiser un 

système sur quatre niveaux; la synthèse s'effectue par la formation 

d'une fonction de Petrick modifiée, comme dans le cas de la synthèse 

approchée. 

Dans ce cas, les composants requis pour la construction du système 

sont indexés par un jeu de variables booléennes indépendantes à deux 

indices y_ = {y, J k G K 1 S.€0 , où K représente l'ensemble des compo­

sants mixtes Pi.ta) et S. l'indice de la version de chaque composant; 

en effet, lorsqu'un composant est requis pour la synthèse d'un sous-

système donné et qu'il n'est pas un vrai impliquant de ce sous-système, 

il doit être restreint par une fonction de masque; plusieurs versions 

distinctes de ce composant sont alors nécessaires lorsqu'il doit inter­

venir plusieurs fois avec des fonctions de masque incompatibles. 

La fonction de Petrick modifiée R "(y) se compose d'un produit de 

fonctions partielles R (y) qui décrivent chacune la couverture d'un 

"1" du système. 

yi 

La fonction partielle Rn(y_) associée au "1" (i0,jo) est composée 

d'une somme de termes yk_ • Y^-ty) dans lesquels yk„ est la variable 

associée à la version l d'un composant P kOO qui couvre le "1" (io>J0) 
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en question, et Y, „(y) est une fonction des mêmes variables y_, déf in ie 

ci-dessous ( i l s 'ag i t en f a i t de la fonction de couverture d'une fonc­

t ion de masque pour le composant P. (a_) ). 

A chaque version d'un composant mixte, décrite par une variable y. 
Y 1TF 

dans la fonction de couverture R (y_) , on associe un système logique 

combinatoire a sor t ie unique U. .U»y. ) déf in i comme sui t : 

- les variables d'entrée £ de ce système sont les mêmes que cel les 

du système à synthétiser, 

- le signal de sort ie u . . vaut 0 pour l ' é t a t d'entrée E. (a) 
KJL 1 o 

correspondant au " 1 " { i o , j 0 ) du système que la version Z du composant 

PLU.) est appelée à couvr i r , 

- le signal de sort ie I L . vaut 1 pour tous les états d'entrée E-U) 

correspondant aux zéros du sous-système individuel J 0 avec lesquels le 

composant P L U ) possède une intersection non nu l le . 

Toute fonction M..{a) qui sa t i s f a i t la table de vér i té du système 

U,.(a_,yk ) est une fonction de masque susceptible de transformer le 

composant Pk(<0 en un vrai impliquant du sous-système individuel J 0 

pour lequel i l est requis; la fonction M. .ta_) est directe (1 = le 

composant est masqué, O = I e composant est a c t i f ) ; cette fonction est 

constructible avec les impliquants de l ' inverse du sous-système i n d i v i ­

duel Jo . 

Les fonctions Y..{y) qui entrent dans la composition de la fonction 
y I KX. 

R {yj sont les fonctions de couverture des systèmes U.-ta^y..) . 

Exemple : ( les indices k€K des variables y.» correspondent a 

Tordre dans lequel les composants Pi.U) apparaissent dans la fonction 

R 11U,!.) ci tée en exemple à la p. 79; les systèmes ^ . , ( 3 ^ . ) asso­

ciés a ces variables sont présentés sur la f i g . 6 . 1 ; a f in d'al léger la 
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notat ion, les produits y 3 . i Y 3 . i ( y ) ne sont représentés que par leurs 

indices : 3.1). 

RY '*<*) - (3.1 

(3.2 

(3.3 

(3.4 

(3.5 

(2.6 

(2.7 

(1.8 

(1.9 

(4.10 

(4.11 

(1.12 

(1.13 

(1.14 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

14.1 + 16.1) 

6.2 + 8.2 + 

4.3 + 13.3 + 

4.4 + 6.4 + 

4.5 + 6.5 + 

6.6 + 7.6 + 

6.7 + 7.7 + 

15.8 + 17.8) 

5.9 + 8.9 + 

5.10 + 7.10 

5.11 + 7.11 

2.12 + 13.12 

2.13 + 5.13 

2.14 + 5.14 

16.2) • 

14.3) • 

7.4 + 12.4) • 

7.5 + 12.5) • 

10.6) . 

10.7) • 

17.9) • 

+ 11.10)-

+ 11.11)* 

+ 15.12)-

+ 7.13 + 9.13) 

+ 7.14 + 9.14) 

La résolution de l 'expression R (yj se f a i t au moyen d'une opéra­

t ion de concentration; cette opération consiste à remplacer le produit 

de deux termes par un produit s impl i f ié : 

y M i Y M i (y_> kjÄ2 k ? £ 2 
(l) *k,£,V*> 

L'opération de concentration n'est possible que dans le cas où les 

systèmes UY - (a,y. . ) et U. . (a,y. . ) sont compatibles (c 'es t -à-
KiJt 1 — KiK.1 K 2 * ï — K1Z2 

dire que les "1" de l'un n'ont pas d'interaction avec les "0" de 

l'autre, et réciproquement); une nouvelle fonction Y0 (y) décrit la 

couverture du système formé par la réunion en un seul des deux systèmes 

concaténés. 

La concentration permet de réaliser avec une fonction unique le mas­

quage de plusieurs composants; dans le cas où ki = k2 , on obtient la 

réunion en une seule de deux versions différentes d'un même composant. 
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Fig. 6.1 : systèmes associés aux composants mixtes. 

Le terme obtenu par concentration ne remplace pas strictement les 

termes dont il est issu; il existe parmi eux de la même façon qu'un 

terme consensus existe parmi les impliquants qui l'engendrent. 

i 

Exemple : dans l'exemple cité, les systèmes U3.i , U3.2 . U3.3 , 

U7.6 , U7.7 , Ui.e . Ui.g , U 7. 1 0 , U7.ii et U 1 1 1 2 sont compatibles et 

peuvent être concentrés en un seul système U i S {dont la table de 

vérité est présentée sur la fig. 6.2) : 

yi-isys-isy?.is Yis(y) 

Le système Ui5 n'est compatible avec aucun des systèmes restants; 

il est alors utile d'expliciter sa fonction de couverture YiS(y) : 
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O 1 O2 

Q 0 

1 0 

1 1 

0 0 

1 Q 

0 1 

1 1 

1 0 

0 1 

1 1 

0 Q 

î 0 

0 1 

1 I 

0-î 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

a* 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

Uis 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

U9-I6 

0 

Ü12.16 

0 

U17 

0 

0 

Fig. 6.2 : table de vér i té des systèmes U15 , 

U 9 - I 6 , U i 2 . le et Ui7 . 

Yi 5 (X) = y 9 - i 6 Y 9 - I 6 ( Y . ) - y ^ . I 6 Y i 2 . i S ( y _ ) + . . . 

La fonction de couverture Y 1Jy) t une fois explicitée, permet de 

construire la fonction de masque Mi 5U) qui sera appliquée à la version 

l = 15 des trois composants PiU) , PjU) et P 7 U ) (resp. a2 a% , I2?,, 

et ai a3 ) : 

D'autre part, les systèmes restants Ui2.* , Ui2.s. U9.i3 et U9. ^ 
sont également compatibles et peuvent être réunis en un seul système 

U 1 7 {dont la table de vérité est donnée ci-dessus) : 

y9.i7yiï-i7Yi7(y.) 
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Finalement, les deux systèmes obtenus sont compatibles et peuvent 

être concentrés : 

y i - i s y3• i s y?- i s y 9 - l e y i ! -1« Y 9 1 1 6 ( Y ) Y 1 ^ 1 6 ( X ) ;D 

y > . i 7 y i 2 - i 7 Yi7(j0 (2) 

yi>i5y3*i.5y7*i5y»*iByi2*iB YisCy) (terme concentré issu de 1 e t 2) 

avec Yie(y) = 1 » car le système U18 qui l u i est associé n'est composé 

que de "0" et de "X" (donc aucun composant n'est nécessaire pour le 

constru i re) . 

A ins i , cinq composants mixtes sont nécessaires pour réal iser l e 

système (c f . f i g . 6.3, 6.4 et 6.5) : 

composant 

PiU) = a2a„ 

P3U) = I2 â\ 

P7U) = ax a s 

Pg (a J = 3!3-.33Bt1 

Pi» ä.) = aiaaa3ai| 

Fig. 6.3 : attribution de 

version 

15 

15 

15 

18 

18 

> composants c 

fonction 

Fi(a) 

F2U) 

FiU) F2U) 

FiU) F3U) , M15U) 

F2U) F3U) M15U) 

ans le système synthétisé. 

FiU) = 82 a* M15U) + 3Ja3M1 5U) + a ^ a ^ 

FjU) = az a,, M13U) + aj.a3 M15U) + a : a 2 a 3 aL 

F3U) = Muta) = a r a s a i , + a i a 2 a 3 a ^ 
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Remarques 

La méthode de synthèse multi-niveaux dont nous avons donné une des­

c r ip t ion informelle ci-dessus, comme d 'a i l leurs la synthèse approchée 

â laquelle e l l e s'apparente, fourn i t un nombre énorme de solut ions, 

dont seule une très fa ib le proportion est réellement intéressante. 

L'algorithme qui recherche ces solutions en tentant de résoudre la 

fonction R (y_) doit alors sélectionner, parmi le nombre considérable 

de combinaisons possibles, celles qui sont h même de réal iser le 

système plus économiquement que sur deux niveaux. 

La résolution exacte de cette fonction doi t être remplacée par la 

recherche progressive d'une solut ion, qui se construi t en traversant 

successivement les fonctions par t ie l les R . ( ^ ) ; cette progression res­

semble à une devinette : quels sont les termes qui peuvent être concen­

trés avec p r o f i t , a quel stade de cette progression l ' e x p l o i t a t i o n 

d'une fonction Y„(yJ fou rn i t -e l l e le résul tat le plus fructueux ? 

Pour répondre valablement à ces deux questions, i l conviendrait 

d'étudier les propriétés des opérations de concentration et 

d 'exp l i cUat ion . 

Finalement, remarquons que l ' u t i l i s a t i o n du masquage direct {H{a) = 1 : 

composant masqué, M(cc) = D : composant a c t i f ) permet de réal iser les 

fonctions de masque M(a_) avec les impliquants du système inverse; i l 

est bien sûr possible d ' u t i l i s e r conjointement {ou a la place du masquage 

d i rect ) le masquage inverse (M{a) = 0 : composant masqué); dans ce cas, 

on effectue algébriquement l 'opérat ion qui consiste à rechercher 

systématiquement les mises en facteur possibles des impliquants. 
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Fig. 6.4 : réal isations en portes sur deux et quatre niveaux. 
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VII. CONCLUSION 

Le formalisme algébrique développé dans le cadre de ce travail 

comprend la description d'une relation d'ordre au moyen d'une fonction 

booléenne caractéristique d'une part, et de l'autre le traitement 

simultané d'un ensemble de fonctions booléennes au moyen d'une fonction 

composée unique. 

La synthèse classique d'un système logique combinatoire à sortie 

unique est effectuée par la formulation successive de deux modèles 

paramétrés dont on calcule l'adéquation aux données du problème au 

moyen des fonctions caractéristiques correspondantes. La synthèse d'un 

système a sortie multiple apparaît alors comme le calcul d'un ensemble 

de relations qui décrivent l'adéquation d'un ensemble de modèles para­

métrés aux données spécifiques de chaque sortie; ce calcul est effectué 

de façon simultanée avec les moyens développés à cet effet. 

Les procédés de synthèse classique, présentés ordinairement sous 

leur forme algorithmique, apparaissent alors comme des cas particuliers 

de la méthode ci-dessus, ce qui entraîne leur justification théorique 

complète dans le cadre de ce formalisme algébrique. 

Finalement, les méthodes algébriques développées ici permettent 

l'ouverture vers le développement théorique de procédés de synthèse 

nouveaux; dans ce cas cependant, le problème majeur consiste à contour­

ner une caractéristique inhérente à toute méthode algébrique : celle 

de fournir toutes les solutions d'un problème donné. La mise en oeuvre 

de ces nouvelles méthodes ne se conçoit donc qu'avec l'utilisation 

d'algorithmes heuristiques. 

^ Fig. 6.5 : réalisation en PLA des exemples cités. 
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APPENDICE A : NOTATIONS 

1. Ensembles d'indices 

ensembles f i n i s d'indices d is t incts (exemple : 

nombres naturels I = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 } ); 

sous-ensembles de I ; 

ensemble v ide; 

l ' i nd i ce i est un élément de l'ensemble I ; 

in tersect ion, resp. réunion d'ensembles; 

inclusion s t r i c t e , resp. large d'ensembles; 

complément du sous-ensemble I, par rapport a 

l'ensemble I ( I k PlT k = ¢ , I k U ï k = I ) ; 

cardinal de l'ensemble I (nombre d'éléments 

dont i l est composé). 

2. Eléments de l 'algèbre de Boole 

0, 1 éléments constants de l 'algèbre de Boole (éléments 

neutres de la d is jonct ion, resp. de la conjonction); 

a , x. , . . . variables booléennes indépendantes, ident i f iées 

par un indice; 

I, J, . . . 

I M k , . . . 

i e i 

n,u 

cr, e 

T k 
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£, £ , . . . jeux de variables booléennes indépendantes, en 

re lat ion impl ic i te avec un ensemble d'indices 

(a = U J n G N ) , x = ( x k | k € K ) , e t c . ) ; 

a , Ç. , . . . valeurs part icul ières que l 'on peut at t r ibuer aux 
n K 

variables booléennes indépendantes a , resp. x, 

( tout élément de l 'algèbre de Boole peut être une 

valeur par t icu l ière : O1 1 , variable ou expression 

booléennes); 

a, £ , . . . ensemble de valeurs part icul ières que l 'on at t r ibue 

aux variables a_, resp. >; ; 

B U ) , VU,f_), . . . fonctions booléennes des variables a_, resp. £ et £ ; 

B(a), V(a,^) , . . . valeurs que prennent les fonctions B(a_) ou V(a_,f_) 

lorsque l 'on donne des valeurs part icul ières à leurs 

arguments. 

3. Relations et opérations booléennes 

A(O = BU) égal i té des deux expressions A(O et B(O ; 

A(O £ B(O implication de l'expression B(O par l 'expression 

A(O ; 

A(O complément (ou inverse) de l'expression A(O ; 

A(O • B(O disjonction des expressions A(O et B(O 

(appelée également somme booléenne ou, lorsque 

le risque de confusion est exclu, somme); 
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A U ) • B U ) conjonction des expressions A U ) et B U ) 

(appelée également produit booléen, ou simplement 

produit, lorsque le risque de confusion est exclu; 

la conjonction est aussi notée par la juxtaposition 

de ses arguments, surtout lorsque ceux-ci sont des 

variables : par exemple a i a 2 a 3 a „ ) ; 

YZ f- disjonction de toutes les variables f. dont l'in-
J J 

j £ J . dice appartient au sous-ensemble -3. (déf inie par 
récurrence a pa r t i r de I f - = 0 , jGlp ) ; 

J 

Tt f, conjonction de toutes les variables f. dont l'in-
J j 

jGO. dice appartient au sous-ensemble J^ (définie par 
récurrence â partir de Iîf. - 1 , jSl)). 

J 



APPENDICE B : DEFINITIONS DE BASE, AXIOMES ET PROPRIETES 

DE L'ALGEBRE DE BOOLE 

L'algèbre de Boole est un ensemble composé d'éléments en nombre 

i l l i m i t é , entre lesquels une re la t ion , l ' é g a l i t é , et t r o i s opérations 

de base, la d is jonct ion, la conjonction et l ' i nve rs ion , sont 

définies par dix axiomes. 

1. Eléments de l 'algèbre de Boole 

Les éléments de l 'algèbre de Boole se répartissent en t r o i s 

catégories : 

a) deux éléments constants d i s t i nc t s , notés 0 et 1 , qui sont les 

éléments neutres respectivement de la disjonction et de la conjonction 

(axiomes n° 7 et 8 ) ; 

b) les variables booléennes indépendantes, en nombre a r b i t r a i r e , 

auxquelles on peut librement assigner des valeurs part icul ières 

(notamment les éléments 0 et 1 , mais aussi tout autre élément de 

1'algèbre de Boole); 

c) les fonctions booléennes, qui peuvent prendre une valeur 

déterminée (élément de l 'algèbre de Boole) lorsque l 'on assigne une 

valeur part icul ière à leur(s) argument(s); nous ne considérerons que 

les fonctions booléennes dont les arguments sont des variables 

booléennes indépendantes. 
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2. Définitions et axiomes 

L'égalité entre deux éléments de l'algèbre de Boole est définie 

par récurrence : 

a) X = X , un élément quelconque de l'algèbre de Boole est égal 

a lui-même; 

b) 0 * 1 , les deux éléments constants ne sont pas égaux; 

c) AOO = B(x) <*=o AU} = B(£) \/ç 

deux expressions booléennes sont égales si les valeurs qu'elles 

prennent sont égales pour toute valeur que l'on peut assigner à 

leurs arguments. 

Les opérations de disjonction, de conjonction et d'inversion 

sont définies par les dix axiomes suivants, que vérifie tout élément 

X, Y ou Z de l'algebre de Boole : 

t. X + Y = Y + X 2. XY = YX 

3. X + (Y + Z) = (X + Y) + Z 4. X(YZ) = (XY)Z 

5. X + (YZ) = (X + Y)(X + Z) 6. X(Y + Z) = (XY) + (XZ) 

7. X + 0 = X 8. X - I = X 

9. X + X = 1 1 0 . X - X = O 

3. Propriétés de base 

Tout élément X ou Y de l 'algèbre de Boole possède les 

propriétés suivantes : 
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11. X + X = X 12. X • X = X 

13. X + 1 = 1 14. X -O = O 

15. X + (XY) = X 16. X(X + Y) = X 

17. X + Y = X + (XY) 18. XY = X(TT + Y) 

19. X = (XY) • (XY) 20. X = (X + Y)(X + Y) 

21. X + Y = Y <̂ =t> XY = X 

22. X + Y = O < = > (X = 0 et Y = O) 

23. XY = 1 -û=o (X « 1 et Y = 1) 

24.Y = X -2=0 (X + Y = 1 et XY = 0) 

25. "X » X 

26.X = Y <^=> X = Y" 

27. X + Y = X • Y 28. XY = X + Y 

Ces propriétés sont utilisées couramment sans référence explicite 

lorsque l'on travaille avec des expressions booléennes; elles se démon­

trent simplement à partir des axiomes n° 1 a 10; par exemple 11. : 

X -• X = (X + X)-I (axiome n° 8) 

= (X + X)* (X + X) (axiome n° 9) 

= X + (XX) (axiome n° 5) 

= X + 0 (axiome n° 10) 

= X (axiome n" 7) 
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4. Déf ini t ion et propriétés de l ' imp l ica t ion 

L' implication d'un élément Y par un autre élément X est notée 

X S Y ; e l l e est déf in ie par : 

2 9 . X a Y o=^> X + Y = 1 

La terminologie est j u s t i f i é e par la propriété : 

A(x> < B(x) < J = > [ A < £ ) = 1 =^> B(£) = l ] \ / £ 

L'implication jouit des propriétés ci-dessous, démontrables à partir 

des axiomes n° 1 à 10, ainsi que des théorèmes n° 11 à 28 : 

Y 

X = Y 

X s Z 

X + V < Y + W 

XV S YW 

30. X £ Y <t=> 'X? = 0 

31. X S Y <3=> X + Y = 

32. X % Y -c=o XY = X 

33. X 5 X 

34. (X S Y et Y S X) <^> 

35. (X S Y et Y S Z) <=z> 

36. 0 S X S 1 

37. X S Y <S=Î> 7 £ T 

38. (X £ Y et V S W) = > 

39. (X S Y et V S W) = > 
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40. (X < Z et Y S Z) « = > X + Y S Z 

41. (X < Y et X <, Z) <==> X < YZ 

42. X < X + Y 43. XY < X 

5. Propriétés des fonctions booléennes 

Une fonction booléenne F OO est définie par les valeurs F(O 

qu'elle prend pour chaque ensemble de valeurs J-; que l'on assigne a 

ses arguments x . Toute fonction booléenne possède une expression 

explicite ne faisant intervenir que ses arguments et les trois opéra­

tions de base de l'algèbre de Boole (admis sans démonstration). 

On appelle impliquant d'une fonction booléenne FOO un produit 

P b00 de variables £ niées ou non, vérifiant les trois conditions : 

a) les variables qui composent le produit appartiennent à 1'ensemble 

des arguments de Ff xj ; 

b) chacune des variables qui composent le produit n'y apparaît 

qu'une seule fois; 

c) le produit implique la fonction : P U ) â F(x_) 

On appelle forme disjonctive d'une fonction son expression sous 

forme d'une somme d'impliquants. Toute fonction booléenne possède au 

moins une forme disjonctive (on obtient une forme disjonctive en effec­

tuant tous les produits que contient une expression, jusqu'à ce qu'il 

ne reste plus que des produits de variables). 
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Exemple : B(x_) = X1 • (X2 X1, + X 2H 3 ) + X1 • Cx2 X3 + X2 x\, + X3 X1,} 

on obtient une forme disjunctive en effectuant les deux parenthèses : 

8 ( ) 0 = X ] X 2 X 1 , + X 1 X 2 X 3 + X 1 X 2 X3 +• X i X 2 Xi1 + X J X 3 X 1 , 

On appelle impliquant premier d'une fonction un impliquant P(^) qui 

n'est impliquant d'aucun autre impliquant ?'{*) de cette fonction : 

P(x) £ F(x) h 

premier 

Exemple : dans l'expression B U ) ci-dessus, 

X1X2X1, s 8{x_) est premier; par contre, 

X 1X 2X^ s BOO n'est pas premier, car : 

)<i X2 X1, S x*2 X« S B(x) 

Propriétés : un impliquant qui en implique un autre possède plus de 

variables que lui; un impliquant premier est par conséquent composé d'un 

nombre minimum de variables. 

Nous appellerons forme complète la forme disjunctive d'une fonction 

F(x) qui fait apparaître tous ses impliquants premiers, et seulement 

ceux-ci; toute fonction booléenne possède une et une seule forme 

complete. 

Exemple : B(x) = x2 X1, + X 2X 3 + X3 X1, + X]X 2X 3 + 

+ X] X2 Xi, + X1 X3 Xi, 

3 P'(x) * P(x) tq. 

P(x) < P'(x) S F(x) 
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Une forme disjunctive irrédondante est une somme d'impliquants 

premiers dont aucun n'est impliquant de la somme des autres. 

Exemple : la fonction B{xJ possède deux formes irrédondantes : 

B U ) = 3T2 X^ + X2 7 3 + X1 X2 X3 + X1 Xj X* 

B{x_) = X2 Xi, + X 2X 3 + X1X3Xi, 

6. Moyens de calcul 

Il est souvent utile de rechercher la forme complète d'une fonction 

booléenne; un des moyens qui permet d'y parvenir part de son expression 

sous forme conjonctive. A l'opposé de la forme disjunctive, la forme 

conjonctive est un produit de sommes de variables, niées ou non; on 

l'obtient en effectuant toutes les sommes, jusqu'à ce qu'il ne reste 

plus que des sommes de variables. 

Exemple : B U ) = (xz + X3 + Xi1) • (X1 + 7 3 + x,,) • (x2 + X3 + 7,,) 

Théorème B.1 

Une forme conjonctive est un produit de formes complètes. 

Théorème B.2 

En effectuant le produit de deux formes complètes, on obtient 

aussi une forme complète, après élimination des impliquants 

non premiers. 
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Ces deux théorèmes sont simples à démontrer; i l s fournissent ie 

moyen de calculer sous forme complète n'importe quelle fonction 

booléenne : 

Corol laire B.3 
! 
I 

Le calcul sous forme disjunct ive d'une fonction exprimée sous forme | 

conjonctive fourni t la forme complète de cette fonct ion, après 

élimination des impliquants non premiers. 

Cette méthode de calcul d'une forme complète est appelée algorithme 

d' inversion, car on obtient sans calcul une expression conjonctive à 

pa r t i r d'une forme disjunct ive de l ' inverse d'une fonction (règle de 

Morgan). 

Exemple : B(îO = X2 "x3 7* + "X1 X3ITi, + X2 X3 X1, 

B U ) = (x3 + Xj + Xi1) • (X1 + 7 3 + xu) • (x2 + 7 3 + 7U) 

B(X_) = X i X2 X3 + XjJt3-X"^ + XjJt5-XlT + Xj^flC^ + x"2 Xi1 + 

+ X1Jt2-JT3^ + X1X3 + Xj-XfI( I , + XjJ4-j-îu| + x"3 XM + 

+ X iX 2 X 1 , + X2JT -̂TCf + XiX 3X - I , 

B(x_) = X i X 2 X 3 + X2 xu + X 2 7 ) + X3 X1, + X1X2IT1, + XiXax~i, 

La méthode la plus simple pour effectuer les produits d'une expression 

conjonctive consiste a procéder iterativement [ 55 ] ; cependant, i l existe 

une méthode beaucoup plus rapide qui procède récursivement, en f rac t ion­

nant l 'expression à calculer par factor isat ion successive de toutes les 

variables qui la composent; ce processus arborescent s'applique également 

a la méthode des consensus [33] . 



APPENDICE C : CODAGE NUMERIQUE D'UNE TABLE DE VERITE 

La synthèse automatisée par ordinateur de systèmes logiques 

combinatoires complexes fait intervenir le codage numérique des 

tables de vérité; mentionnons deux méthodes pour effectuer cette 

représentation. 

1. Codage numérique à caractère binaire 

La méthode généralement utilisée pour réaliser le codage d'une table 

de vérité se base sur la parenté qui existe entre l'objet à représenter 

et le support du codage, tous deux de nature binaire. 

Cette méthode de codage associe deux bits du support (les bits du 

support sont groupés en mots-machine, octets, ou autres) à chaque bit 

de la table de'vérité; chaque ligne de la table est ainsi représentée 

par deux groupes de mots-machine, l'un pour coder la polarité des bits 

définis de la table, l'autre pour coder la présence de ces bits (soit 

leur définition ou leur indéfinition). Plusieurs mots-machine sont 

nécessaires pour coder une ligne de la table, lorsque le nombre de 

bits que contient un mot-machine est inférieur à celui que contient 

une ligne de celle-ci (cf. fig. C l ) . 

Ce format de représentation est fixe : le nombre de mots-machine 

utilisés par ligne de la table est constant pour un problème donné; 

les bits de la table sont identifiables par la position qu'ils occupent 

dans le mot-machine ou dans le groupe de mots-machine. 

Cette méthode de codage possède l'avantage de la compacité : il est 

en effet difficile d'imaginer une représentation plus dense d'une table 
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Table de vérité : 

l igne i 

partie d'entrée 

1 0 1 1 0 1 X 0 0 1 

T_ 

partie de sortie 

1 X X 0 O 1 I X 

_r 

Mots - machine : 

polar i té 1Ot 10100 0 1 1 0 0 0 0 1 U non utilisé 

présence 1 1 1 1 1 1 0 1 1110 0 111 1 0 non utilisé 

Fig. C l : codage numérique a caractère binaire d'une table de vér i té . 

de vé r i té , surtout si ce l le -c i est fortement déf in ie ; un autre avantage 

de cette méthode est la rapidi té de traitement, car la plupart des o rd i ­

nateurs disposent d'opérations logiques paral lèles entre les mots-machine. 

Ces avantages destinent cette représentation a caractère binaire 

aux algorithmes performants de synthèse classique. 

2. Codage numérique a caractère algébrique 

La deuxième méthode de codage numérique est une mise en pratique de 

la description algébrique d'une table de vér i té (c f . chap. I l l , § 1). 

Cette méthode u t i l i s e un mot-machine pour coder chaque b i t déf ini 

de la table; l 'un des b i ts de chaque mot {par exemple le signe) sert 

à spécif ier la polar i té de la variable codée; le reste du mot est 
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u t i l i s é pour i den t i f i e r cette variable. Un séparateur marque la f i n de 

chaque ligne de la table de vér i té (c f . f i g . C.2). 

L ' iden t i f i ca t ion des variables, avec cette méthode, étant exp l i c i t e , 

on peut se passer de leur iden t i f i ca t ion par la posit ion e t , par consé­

quent, d'un format f i xe pour chaque l igne; a i ns i , les b i t s indéf in is de 

la table ("X", ou "don't care") sont simplement omis par le procédé de 

t ranscr ip t ion. 

L'expression numérique formée par la suite des mots-machine obtenus 

réal ise une représentation algébrique de l'expression logique qui é ta i t 

a coder; cette représentation possède l'avantage de ne jamais mentionner 

explicitement les états indéf in is . Ceci a pour conséquence que la place 

Table de vérité : 

l i g n e i 

Mots - machine : 

1 ai 

1 a„ 

0 j ae 

1 I f i 

1 f6 

partie d'entrée 

1 0 1 1 0 1 X 0 0 1 

0 a2 

0 a s 

0 a9 

0 f, 

1 U 

partie de sortie 

1 X X 0 0 1 1 X 

1 a3 

1 a6 

1 aio 

0 fs 

fin de ligne 

' 

Fig. C.2 : codage numérique à caractère algébrique d'une table de vér i té . 
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requise pour le stockage de l ' in format ion, ainsi que la durée d'exécu­

t ion des algorithmes qui u t i l i sen t cette méthode ne dépendent que du 

contenu en information du problème a t r a i t e r , quel que soi t le nombre 

des variables qui le composent. 

Cependant, sa fa ib le compacité, la re la t ive lenteur des procédés qui 

l ' u t i l i s e n t due à l'absence d'opérations paral lè les, ainsi que la com­

plexi té accrue de manipulation due à son format var iable, rendent cette 

méthode de représentation à caractère algébrique peu intéressante pour 

les algorithmes de synthèse classique. 

Par contre, sa nature algébrique la destine ä l ' implantat ion des 

algorithmes de synthèse qui font intervenir un grand nombre de variables 

booléennes aux i l i a i res , comme c'est le cas des méthodes décrites au 

chapitre VI . i 

Finalement, la méthode de représentation algébrique o f f re un exemple 

intéressant d'application pratique du formalisme algébrique. 



APPENDICE D : PERMUTATION E-II GRACE A LA CONDITION DE COHERENCE 

Soit a démontrer la permutation des opérateurs somme et produit dans 
Ar 

la dérivation de la fonction R (a_,y,f) (chap. V, § 2, p. 59), en 

utilisant la condition de cohérence d'écriture de la table de vérité' 

(chap. Ill, § Z) : 

TT H E1(I) ' (S1^fjï - Tj) = i: TT E1U) . (S-A(̂ .) • T.; 
j Ê J i e i . i € I j Ê J 

simplif ions la notation : 

écrivons alors la première expression sous forme développée : 

E 1 W * E1 

J6J 161 

( E1 S 1 1 + E2 S21 + E3 S31 

( E1 S 1 2 + E2 S 2 2 + E3 S 3 2 

E1 S1J + E2 S2j. + E3 S3j + . 

= JI E1 S1. + n E2 S2. + FI E3 S3 + .. 
O J J J j J 

• + Ei V 
• • E1 S 1 2 

. + E. S.. 
i ij 

J 

seuls restent les produits verticaux; en effet, par la condition de 

cohérence, tout produit de termes diagonaux est soit nul, soit inclus 

dans l'un des produits verticaux. 
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La condition de cohérence nous fournit la propriété suivante : 

E 1 - E 2 * 0 =£> S1. = S2. \/j 

Considérons alors un produit diagonal de l'expression développée 

ci-dessus : 

E 2 S21 • Ei S i 2
- E i S u • Ei Sit • ... • Ei Si. * 

= Ei • E2 • S;j • S12 • S 1 3 • S11, • ... • S 1. 

si Ei • E 2 = D ce terme est nul; par contre, si Ei • E2 * 0 , on a 

SZi = S 1 1 , et ce terme croisé est égal à : 

= Ei *Ej 'Si 1 -Si 2 • Si 3* • Su, • ... * Si j 

S E 1 - S 1 I - S 1 2 - S 1 3 - S 1 , •... - S 1 . = n Ei S 1. 
J J J 

Ce terme est donc inclus dans le premier produit vertical (il l'est 

d'ailleurs également dans le second), ce qui permet de l'omettre. Il 

est dès lors évident que tout terme qui ne résulte pas du produit de 

facteurs juxtaposés verticalement dans la formule développée ci-dessus 

subit le même sort, s'il n'est pas nul. 
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