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IHTRODUCTIOH 

Parmi les représentations d'une algèbre de Lie semi-simple complexe 

* , celles qui admettent un poids dominant sont bien connues. IHarish-Chandra 

Trans. Amer. Math, soc 70 (1951)1. L'étude de familles plus vastes de repré­

sentations et la generalisation de la construction de représentations admet­

tant un poids dominant a été abordée par I.Z. Bouwer [21 et F.W. Lemire [71 . 

En reprenant leurs travaux, il nous a été permis, grâce à un résultat de 

J. Dixmier ([3] p. *»93) d'obtenir certaines caractérisations de la classe 

des représentations qui admettent une décomposition en sous-espaccs de 

poids, que nous appelons ici ri-diagonales. 

Nous avons tout d'abord caractérisé les idéaux à gauche maximaux M 

de l'algèbre enveloppante U de m- tels que U/M soit un U-module asso­

cié à une représentation It-diagonale (Chapitre III prop. 2.8). Ce critère 

permet de donner des exemples de représentations non ^-diagonales 

(paragraphe III. 1O. Puis en développant une technique, déjà indiquée dans 

Lemire [7]» d'induction des représentations de U à partir de celles 

du centralisateur U de fr dans U , nous avons montré que les repré­

sentations h -diagonales de OV sont exactement celles qui sont induites 

*. , - o , , 
a partir des representations irréductibles de U (th. 3.12 Chap. Ill) ; 

au paragraphe III.5 on donne une précision de ce résultat concernant 

les représentations admettant un poids dominant. Pour OV= sl(2,c) ceci 

donne très directement la classification des représentations -w -diagonales 

irréductibles. 

Je tiens à remercier tout particulièrement M. W. Sorensen qui m'a 

dirigé tout au long de ce travail. Pour ses suggestions, ses conseils 

précieux et sa constante disponibilité, qu'il accepte ici l'expression 

de ma profonde gratitude. Mes remerciements vont également à M,H. R. Bader 

et A. Robert pour l'aide qu'ils m'ont apportée par leurs remarques et 

l'intérêt qu'ils m'ont témoigné. 
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I. ALGEBRES DE LIB SEMI-SIMPLES COMPLEXES. 

Dans ce paragraphe nous rappelons sans démonstration quelques faits 

de base concernant la théorie des algèbres de Lie semi-simples complexes 

do dimension finie que nous supposerons connus. Pour avoir plus de détails 

et les démonstrations complètes, on pourra consulter le texte de I. STEWART 

[ 1 3 ] » P a s très complet, mais oui permet d'avancer rapidement, les livres 

de J.P. SERRE [il] et [12] , N. 30URBAKI [ l ] , S . HELGASOH [4] 

et enfin le Séminaire Sophus LIE [lOj 

1. Seni-simplicite. 

Une algèbre de Lie <n- est dite àemi-aimple si son radical - i.e. son 

plus grand idéal résoluble - est réduih à aéro, ou, es qui revient au 

même, si son plus grand idéal abélien est nul. 

L'algèbre OV e3t dite simple si elle n'a pas d'idéaux non triviaux et 

si elle n'est pas abélienne. 

On vérifie immédiatement qu'une algèbre de Lie semi-simple est de 

dimension troia au moins, et qu'il n'y a qu'une algèbre de Lie semi-simple 

de dimension 3 , qui est l'algèbre simple sl(2,C) des matrices 2 x 2 de 

trace nulle. 

D'autres définitions équivalentes de la semi-simplicité sont données 

par les résultats suivants : 

Théorème (l.l) (Critère de Cartan-Killing) Une algèbre de Lie ay 

est semi-simple si et seulement si la forme de Killing 

B (x,ï) = tr(ad X o ad ï) est non dégénérée. 

Théorème (l.2) Une algèbre de Lie (J est semi-simple si et seulement si 

elle est isomorphe à un produit d'algèbres de Lie simples 

(q,ui sent les idéaux minimaux non nuls de «• ; la 

décomposition est unique) . 

Théorème (1.5) (H. Weyl) Une algèbre de Lie flv est semi-simple si et 

seulement si toutes les représentations de dimension 

finie de Ij- sont complètement réductibles. 
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2. Sous-algëbres de Cartan et structure de cv. 

Ou appelle sous-algèbre de Cartan de (y une sous-algèbre de % qui est 

abélienne maximale et formée d'éléments semi-simples - i.e. dont l'image 

par ad est diagonalisable. On en démontre l'existence en prouvant oue 

si Xï oj est un élément régulier (J.P. Serre [l2] p. II-2) le sous-espace 

propre Ot associé à la valeur propre o de ad. X est précisément une sous-

algèbre de Cartan. On sait de plus que toute sous-algèbre de Cartan est de 

la forme OL pour un X régulier et Que le groupe des automorphismeB 

intérieurs de » noté Int(A) - il est engendré par les automorphismes de 

la forme e , Xcffl«- opère transitivement dans l'ensemble des sous-

algèbrea de Cartan. Sn particulier, les sous-algèbres de Cartan ont toutes 

même dimension, égale au rang * de-«V (voir J.P. Serre ' fl2j chap. Ill, ou 

le Séminaire S. Lie [lo] exposé 15). 

Si ri est une soua-algebre de Cartan, la restriction à itx TY de la 

forme de Killing de OV est non dégénérée. 

Soit maintenant n une sous-algèbre de Cartan de ov , fixée une fois 

pour toutes, la restriction à Vf de la représentation adjointe de Oi : 

H •—*ad,.(H) , ad-(H)X = [H,X] Htf ,X« 01, se décompose complètement. On 

appelle racines les représentations irréductibles de *Y non nulles - ce 

sont des formes linéaires ̂  O sur rt - qui apparaissent dans la décompo­

sition de ad (>) ; on note A l'ensemble (fini) des racines, et OL le 

sous-espace de OV deB vecteurs qui se transforment selon A C Û . La 

décomposition de % 3st alors 

v h9 {stA) 
l e s sous-espaces ov sont de dimensions 1 , on a donc, pour X- e Ol 

Bd(H)X- r= [ H , X J = * (H)X01 ; 

l a sous-a lgèbre de Cartan ri e s t l e sou3-espace de la r ep résen ta t ion n u l l e 

de W . Si KeAi a lo r s - « t A , e t Of , -ot aont l e s deux seu les rac ines 

c o l i n é a i r e s à oc . 
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Puisque la forme de Killing B0, est non-dégénérée sur h , on peut 

définir pour chaque a ( A , l'élément h(¾ (unique) tel que 

«(H) = B (H,hB) 

pour tout He A ; les éléments hR engendrent h . 

Les relations [m , 01 ] = C'h^ 

[(f' V1 = if*'1 si w f r £ A 

t OJ*. Cl'11 = 0 s i « + |i i* 0 e t (X + fij A 

montrent que si on prend une base | h , h ,..., h.j de *. parmi les 

éléments h^ , et pour chaque paire (K,-K) , « É A on choisit E0x 6 (J et 

E-11J € ot" de telle sorte que [E01,E 0̂J = hK , on obtient une base, dite 

"base de Weyl provisoire" qui vérifie les relations : 

[h.,h.] = 0 0ii,Ul 

Ih1(E01] sK(h.}Ew K«:A,0<i<6 

[EK,E.K] = h^ ci £ A 

N . E ot + fl 6 A 
" » ( ! * * / » ' 

De la rationalité des nombres B_(ha,h. ) IX1AtA, {voir par exemple 

Stewart [13] p. 26) on déduit que f* = T. ^'^a est une forme réelle de 

l'espace vectoriel complexe Tt et que B0, restreinte a ftx frr est une 

forme bilinéaire réelle, définie positive. On a donc une métrique canonique 

pour étudier la figure formée par les racines dans le dual réel h de TV ; 

ceci conduit â la classification des systèmes de racines et ä la classi­

fication des algebres de Lie serai-simples complexes (voir aussi le K 3 

ci-dessous). 

Choisissons maintenant une base de b , munissons A de l'ordre 

lexicographique associé à cette base et notons A l'ensemble des 

racines positives. On a A = A U ~ A . Une racine positive est dite 

simple si elle n'est pas somme de deux racines positives. 
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Théorème ,(2,1) Lea racines simples forment une base £_• =[*,,••• ,».\ 

du dual TV telle que toute racine «eA s'écrit 

où les coefficients n- sont des entiers tous de 

même signe. 

Une base qui possède cette propriété est appelée un système simple 

de racines (ou système fondamental de racines) . Le théorème précédent 

montre l'existence d'un tel système. 

Soit zl = Ie*,!- * • )Kfi un système simple de racines de (L et A 

les racines positives qui lui correspondent. 

Posons 

H =
 2h- , «£ A 

— H est donc l'unicue élément de C-h tel que « (H ) = 2 — et 

choisisaons pour chauue AeA, X. t 01* et Y w CiA tels que 

On dit alors que 

est une base de Cartan. Lea relations sont celles d'une base de Weyl 

provisoire, modifiées de façon évidente ; pour chaque /i<û la sous-

algèbre s, engendrée par Y* , H/ , X* est canoniouement isomorphe 

à sa (2,C) (voir l'exemple ci-des30us) puisqu'alors 

fy , X^] = 2 X^ ; fy , y] = -a Ŷ 1 ; fy , ̂ ] = ^ . 

Ces relations sont naturellement très commodes pour l'étude des 

représentations de œ, qui admettent des poids. 

Exemple to.glL' algèbre de Lie 

st(n,c) •= ! matrices n i n complexes de trace nullej est semi-

simple . La sous-algèbre 

/ A. 

î -
0 \ 

, l \= 

est une sous-algèbre de Cartan , et s i on note 
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' _ ? E r 
o • o 

• • . • ! • • • 

1 

X1(H) 

et H = 
O 

KU«) 

O X11IH) 

I X^H)=O 

ad Jl)Ej = (X f(H)-^))E|j 

Il en résulte donc que les racines sont les formes 

et que (J*'"*1 = t -E j 

Lea rac ines XJ = [ ^ i - V n » i = l , 2 , . . . , n - l i forment un 

système simple e t A = JV - \ , , b <a J e s t l 'ensemble des rac ines 

pos i t i ve s correspondantes . 

' on a : [ V 1 1 E j ] - E ; - E ; , f * q , 

e t par dé f in i t i on (X. - ^n ) ( t p " ' - ^ J 5 2. • La base 

ea t donc une base de Cartan de s i (n,ir) . 

3 . Automorphismea , groupe de Weyl. 

Soit A un automorphisme de * qui s t a b i l i s e l a sous-algèbre de 

Cartan n , i . e . t e l que A( TV) = tv , e t posons 

o(A(H) = CX (A-M H)) Pour He*v . 

On v é r i f i e facilement aue a e s t une rac ine et que Ah0, = h , A( OJ, ) = Oj* 

L'automorphisrae A indu i t donc une permutation des rac ines dans l e dual 

4yf de ft. I l e x i s t e une réc iproaue importante . 

Théorème ( 3 . l ) . (H. Weyl). Soient Ol e t ci' deux a lgèbres de Lie s&mi- simples 

complexes , Ty ( r e s p . TV ) une sous-a lgèbre de Cartan 

de t} ( r e s p . £ } e t ^ = Z * \ , Ç = Z J ^ . • ^ 

Si <t : 4V —*• T^ ea t un iaomorphisme l i n é a i r e t e l que » 

applique A sur A , a l o r s (|i se prolonge non univoque-

ment en un isomorphisme de a sur a} . 
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La démonstration revient tout d'abord à montrer que O est nécessai­

rement isométrique pour les métriques canoniques 3Ur n et n ,ce qui 

implique que si «" = Y 0^ , alors 0 [I-O = h ̂  ; puis, étant donné 

E R E tn , à déterminer E l f i 1 tel qu'en posant Q (EK) = E * 

on définisse un isomorphisme d'algèbre de Lie (voir S. Helgason 

th 5-4 p. 148 ou le Séminaire S. Lie [lo] p. 11 .-O4) . 

Indiouons certaines conséquences de ce théorème . 

1*) On peut classer les algébres de Lie semi-simpies complexes en 

classant les systèmes de racines A • 

2') Les isomorphismes linéaires d> : n — • Vf tels eue (MÛ)= A . 

se prolongent (non univoouement) en automorphismes de Cv. 

3") Il existe une base de Weyl de n , c'est-à-dire une "base de Weyl 

provisoire" avec la propriété supplémentaire 

\ , - - V f ' N «*• 
z m i(i-p) h 

«,/1 2 v *' 

où p et q sont déterminés par la position relative de « et/i dans A . 

Une telle base résulte de l'existence d'un automorphisme a de ov qui 

prolonge © : H»-*- - H , H e "*> est d'une base qui vérifie $ (EK ) = - 2 ^ . 

4*) Il existe une "forme réelle compacte" de Oy , c'est-à-dire une algèbre 

de Lie réelle dont ai. est la complexifiée , et qui est l'algèbre de Lie 

d'un groupe de Lie (réel) compact. 

L'importance de ce dernier point est claire. De là vient en effet 

la possibilité de remonter à un groupe compact pour démontrer, de façon 

analytique il est vrai, certaines propriétés des représentations de 

dimension finie des algébres de Lie semi-simples complexes, notamment : 

a) la complète réductibilité des représentations de dimension finie 

(théorème (1.3)1 démonstration initiale de H. Weyl) . 

b) .l'existence de poids pour les représentations de dimension finie 

(et pour n'importe quelle sous-algèbre de Cartan) (proposition(2.6) ch.IIl). 
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et l ' invariance du système des poids par les automorphismes intérieurs 

qui s tabi l isent Tt , donc par le "groupe de Weyl" défini ci-dessous. 

c) La formule des caractères des représentations de dimension finie 

irréductibles (démonstration in i t i a l e de H. Weyl, voir le Séminaire 

. S. Lie [ l u ] p. 21 - 06 et suivants) . 

Cette procédure de démonstration, dont le point 4 ' i est à la base, porte 

le nom de "Unitarian trick" . 

On sa i t , théorème (jî.l) , Que les applications linéaires <j> : TTI—»n-

oui s tabi l isent A sont nécessairement des isométries pour la métrique 

induite sur ft par la forme de Killing B . Parmi ces applications, 

les "symétries de vecteurs « " définies par 

S (H) = H - 2 V " ' * 0 I = H - « ( H ) H Ä , « t A , 

yw 
pour Ht Iv , jouent un rôle particulier. On a en effet : 

Théorème (3.2). Le sous-groupe des transformations linéaires de iy 

induit par les automorpnismes intérieurs de Ov qui 

stabilisent n coïncide avec le groupe des transformations 

engendrées par les symétries S n , « t£. 

Le groupe (fini) enfiendré par les symétries Sft , « * & est le groupe 

de Weyl de (X . L ensemble des automorpnismes de OJ. gui prolongent 

l'identité sur TV est le groupe des automorpnismes intérieurs de la forae 

e , Htfl et noté e 7 . L'invariance par le groupe de Weyl 

traduit donc l'invariance par le3 automorphismes intérieurs de OL . 
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II. LA REPRESEHTATIOH ADJOINTE. 

1. Notations et rappels. Le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt• 

Dans tout ce qui suit, nous ne travaillons toujours Qu'avec le corps 

des complexes. Les faits qui suivent - on en trouve la démonstration aoit 

dans Bourbaki [ 1 J , 30it dan3 le Séminaire Sophus Lie [loJ - sont 

cependant valables avec des conditions moins restrictives sur le corps. 

Lea notations sont aussi proches oue possible de celles de Bourbaki. 

Soit OV une algèbre de Lie . On note : 

T = © TP , l'algèbre tensorielle de fl- (T° = C ; T P = © OL) ; 

J = l'idéal bilatère engendré par les éléments x ® y - y © x - [x>y] xty € 

I = " " " i ® y - y » x x,y i 

U = T/J l'algebre enveloppante de sy ; 

S = T/I " symétrique de Br, 

On note aussi T(ft) , U( H-) , S( & ) , etc., les algèbres ci-dessus 

lorsqu'il y a risque de confusion , 

L'algèbre fl. a'injecte canoniquement dans T ( ïl^T*) . Par 

composition avec la projection T »-T/J on oûtient une application 

CT0 : fy — » • U oui est un homomorphisme d'algèbre de Lie . Pour toute 

représentation (TT,y) de JV . il existe une ,représentation (TT .v) unique 

de U vérifiant TT(l) = Id« et telle que le diagramme 

est commutatlf (propriété universelle de O ). 

On note T = © 1S^ et U_ l'image canonique dans U de T . 
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Par passage au quotient, les inclusions T C T , T T C T 
* p - 1 p p m p+m 

fou rn i s sen t une f i l t r a t i o n canonique de l ' a l g è b r e U : On a 

U - ^o UP ' V i C UP ' UP \ C V q • S 0 i t GP = J p / V i e t G = ^ o GP 

l ' a l g è b r e graduée assoc iée à l ' a l g è b r e f i l t r é e U . On v é r i f i e facilement 

pue G e s t commutative (vo i r H, Jacobson [_ 5 J p . 166 ) . 

S e s t une a lgèbre commutative , e t s i JX1, . . . , Xnr e s t une base 

de Ot , S e s t isomorphe à l ' a l g è b r e des polynômes formels (commutâtifs) -

C [x , . . . , Xn] . On a I = ® I fl T? ; l e s éléments de S p S T p / i n Tp 

(image canonique de Tp dans S) sont l a s éléments homogènea de degré p dans S, 

i l a correspondent aux polynômes homogènes de degré p de C [x , . . . , X_ . 

I l e s t c l a i r que S = © S p . On rappe l l e que s i 5 ' - eat le sous-

espace v e c t o r i e l des t enseurs symétriques d 'o rdre p dana T , S ' " e s t un 

aupplémentaire de I Ci Tp dans T1P . La r e s t r i c t i o n à S'P de l ' a p p l i c a t i o n 

quot ien t Tp • - S p e s t donc un isomorphiame l i n é a i r e , d'où l ' e x i s t e n c e 

d 'un isomorphiame l i n é a i r e en t re S e t S' = @ S1 P , 

In t roduisons encore dea no ta t ions pour l e s p ro jec t ions canoniques : 

•f : T »-U e t H1P : TÏ> "U l a r e s t r i c t i o n de y à Tp 

T : T * S e t X : Tp *SP " '* " T à rP 

ep: U P ~ ^ G P e t 

Y 6 
Ui : 6 ° V ; T p ' P » U — E * - ß P . 
Tp p Tp p 

On v é r i f i e facilement que l e s Vp , p >o , d é f i n i s s e n t un homomorphisme 

sur jec t i f d 'algèbre u) : T *> G , e t aue T f a c t o r i s e u>. Autrement d i t , 

i l e x i s t e un morphiame s u r j e c t i f w : S *-G t e l que V> = UJ o T . On a 

Lu (S?) = G1* e t on note w : SP *-CP la r e s t r i c t i o n à S p de UJ . E n 

résumé on a le diagramme commutatif su ivant : 
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Le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt s'exprime alors comme suit : 

Théorème fl.l) L'application w : S *.G est un isomorphisme d'algèbre. 

Ce théorème - abrégé P.B.W. dans la suite - a de nombreuses 

conséquences faciles : 

Corollaire fl.2) Si V)P est un supplémentaire de IfiT^ dans T^ alors 

y restreint à Wp est un isomorphisme de W p sur 

un supplémentaire de U dans U . 
** P-I P 

Corollaire (l.5) L'application canonique de OV dans U est injective. 

Corollaire (1.4) (P.B.W. habituel) 

Soit X.,..,, 1 une base de 01 . Les éléments 

XJ-XJ 1 x x de U , où \ v . . . , \ parcourent 

les suites finies croissantes quelconques d'éléments de 

[l,2,...,ni forment une base de U . 

Nous utiliserons parfois le résultat suivant qui se démontre comme 

le corollaire (1.4) 

Corollaire f 1.4' ) Soit X1,..., xR une base de ov et k x. I la 

base associée de U selon le corollaire (l.4)(i.e. (A ,..., \h) 

parcourent les suites finies croissantes d'éléments de [l, n] ) 

La famille d'éléments de U , obtenue en prenant chacuns 

des éléments de la base de U ci-dessus et en permutant 

les facteurs d'une manière quelconque, est encore une 

base de U . 

Corollaire (1.5) Soient h une algèbre de Lie et TV une sous-algèbre de 01 . 

U(If) s'injecte canoniquement dans u(l&) . 

Corollaire (1.6) Si Ol est somme directe des sous-algèbres 01 , •.., m, 

et si U = u(<s) r U- = U( IJj) . le relèvement unique 

de l'application multilinéaire 

(v..., un) , ,.U1 Un 

de U. I ... x U dans U , est un isomorphisme de 

Uj©-"©!^ sur U . 
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Corollaire fi.7) U eat sans diviseurs de zéro . 

Corollaire fl.8) Les seuls éléments inversibles de U sont les scalaires ̂ o. 

Le théorème de P.B,W. permet finalement de construire l'application 

n : S *U dont nous aurons besoin par la suite. 

Corollaire (l.g) Soit S'p le sous-espace de3 tenseurs symétriques d'ordre 

p dans T . On sait (page 9 ) que la restriction à S | P 

de l'application quotient 1: T — » - S fournit un isomorphisme 

linéaire de S'" sur S p . L'application n définie par 

commutativité du diagramme : 

U. 

est un isomorphisme de S sur un supplémentaire de 

U dans U . 
P-I P 

Ceci est clair à partir du corollaire (l,2) . Notons U p = n (S^) , 

On a U = $ llP et S = © S p , et par conséquent les nn définissent 
p»o p»o IP 

un isomorphisme vectoriel n: S *-U . 

Soient x ,...,x p éléments de » ,et x • x„ i leur produit 

dans S . On a 

11 XP = TP(PÎ £ W>--'®V ) 
6' 

(La sommation est prise sur le groupe symétrique G ) d'où la formule 

n (x, x ) =\ T x 
(-pi P P: % Ti 

<r<f) 

où, dans le membre de droite, les produits sont dans U , Si TTf est 

sous-algèbre abélienne de m. et si u(») (resp. S(lï)) est considérée 

comme injectée dans U(fc) (resp, S((*)) cette formule montre que 

l'application n identifie S(W à U(TJ) . 
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2. Prolongement de la représentation ad.iointe. 

Soit V un espace vectoriel , A un endomorphisme de V et T 

l'algèbre tensorielle de V. On vérifie facilement (Bourbaki [ 1 ] |2 N 0 8) 

l'existence d'une dérivation A* de T qui prolonge A . A est construite 

comme suit : 

dans T* , A est nulle ; 

P ^ 
dans T^ = & V , A est l'unique relèvement de l'application muItilinéaire 

1 P 

( t » * " i S _ ) ' — • Z e , ® - S A g O - ^ e 

p 
de TX V dans §» V . Par conséquent 

\ 1 P 

A(g®---©g) = T. g &--S>As ,0---$g . 
1 P f1 1 i P 

A est l'unique dérivation de T qui prolonge A, et A commute aux 

opérateurs de symétrie dans T^ , donc S' est invariant par A . 

Identifions dès à présent (J à son image canonique dans T, U, S , 

Soit g e m et ad (g) la dérivation de T qui prolonge ad(g) {cEndov}. 

L'application ad : g ,—»ad (g) 

est clairement une représentation de flv : c'est la représentation ad.iointe 

de ny dan3 T . 

L'idéal J est stable par ad (g) . En effet , l'image par ad (g) 

d'un élément de J est une somme d'éléments de J puisque 

adT(g)(x®y - y®x - [x,y] ) = [g,x]®y - y0[g ,x] - l ^ x ] , y] 

+ *®[g,y] - [g,y] ® x - ^[e-y]] • 

La représentation ad induit sur le quotient U = V j on 

obtient la représentation adjointe de O), dans U , n o t é e a t . 
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On a ( l e s p rodui t s sont dans U) : 
P 

adu (e ) f ii e
P

 = &gi £*sJ 

= (eg, - g, s) ez g 

+ g1(gga - g, g) e2 p 
+ ••• + V * g p - 1 (eep - gpg) 

= « - ^ g p ~ g i V e 

pour g , g n , . . . , g e m , i d'où la formule 

a i (g) u = gu - ug pour g t Qt , u e U . 

Puisque S(a) e s t l ' a l g e b r e enveloppante de l ' a l g è b r e de Lie 

abélienne su r l ' e s p a c e oy , on a de même une r ep ré sen t a t i on de Ot dans S 

prolongeant ad : c ' e s t l a r ep ré sen t a t i on adjo in te de °l dans S 

notée ad„ . On a, 

P u P 
pour g, g., g p e t^ 

a à5^ } *i S = ^g 1 [e.Bi.]-

(produits dans s) . 

Enfin, on a vu que J,I et S' sont stables par ad_ . Or 

T = S'©I et T = S'@J , cette dernière égalité venant du fait que 

'Yp : S|P >UP est un iaomorphisme linéaire (N0 1 P.B.W. Cor(l.9)). 

Par conséquent, les représentations ad / et ad de même que 
1./ o U 

ad et àd / sont équivalentes , les opérateurs d'entrelacements 
S T/S 

étant les restrictions Y/ et ^/„, des applications quotients 

'Y : T — • T/j = u et T : T *• T/l = s • n e n résulte que ad^ et 

ad sont équivalents , l'opérateur d'entrelacement étant l'isomorphisme 

linéaire n ; S — > U (voir N0 l) ; on a donc : 

noadg(e) = adïï(g) o n 

pour tout g 6 OL * 
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Notons que , d 'après ce qui précède , T , T , S ' , sont des sous-

espaces s tables de la r ep ré sen t a t i on ad , que U e t U sont 

s t a b l e s pour ad e t que S p e s t s t a b l e pour ad . La s t a b i l i t é de U 
U b P 

se voit d'ailleurs directement 3ur la formule 
P 

0V^s1
 gp =^ ei M 6P 

" 1=1 F 

qui montre que l'opérateur ad (g) , gt», n'augmente paa le degré du 

polynôme . 

3. La décomposition U = ̂ ©[u.u] . 

Dès à présent oy est une algèbre de.Lie semi-simple. 

Lemme (5-l) La représentation ad est complètement réductible . 

Démonstration, La restriction à U de ad est une représentation de 
p U 

dimension finie donc complètement réductible (Théorème de Heyl) . Soit V 

un sous-espace invariant dans U = Uli ; l'espace V O U est stable et 
p»o P ' * . P 

possède donc un supplémentaire invariant dans U , disons v' 

Montrons qu'on peut construire un supplémentaire invariant V' de 
p+1 

ï O U dans U qui contient V . En effet (V/1U ) O1 V' = fol 
p+1 P+-1 p p+1 p l ' 

donc (V O U )®ï' est stable et possède un supplémentaire invariant p+1' p 

V' dans U . L'espace V' = V*. © V' est un supplémentaire 
p+1 p+1 p+1 P p+1 ** 

Invariant de V O U dans U qui contient V . Par récurrence à 
p+1 P+1 P 

partir de U0 , on construit ainsi un supplémentaire invariant V* de V 

en posant V = U V,p . 
ft» P 

Lemme (3.2) Soit V un espace vectoriel (de dimension quelconque) , Clune 

famille d'endomorphismes de V et supposons V complète­

ment réductible relativement à OL . Alors les espaces 

TP = ( v t V , av = o pour tout a t (I J et TT = { v t V de 

la forme v = £ a v a t OL , v. i V"} sont stables 

par OL et V = V^ © V0 . 
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Démonstration. Ia stabilité de V° et de V^ est évidente . Soit W 

un supplémentaire de V^ dans V , stable par (X ,et v = w + v4 t 

V = W © 1 H un élément quelconque de V ; zv -• au + e.v1» - av t W ce qui 

montre que tous los éléments de la forme av a ont car;s W , d'où W D V * . 

Soit alors T un supplémentaire de V" , stable pur (X et tul aus 

W = V*© T . Si t t T , £.t ( Ve et at * T donc at = 0 quelque soit 

ai OC. On 0.1 déduit que it V^AW = |o| . Ainsi V0 = W ce cui 

achève la démonstration . 

Proposition (l.l) Soit Cv une algèbre de Lie semi-simple , Tr le centre 

de U(<j) t et [U|U] le sous-espace de U(Ot) engendré 

par les crochets [v,u] = vu - uv u,v E U . On a 

U = *J© (U1U] -

Démonstration. Appliquons le lemme ci-dessus à 1¾ famille d'opérateurs 

ad-C») • D*" 3 ve cas 

U^ - J x E U , ad..(g)x = gì - ïg = o pour toiit g e ovt est clairement le 

centre 1J de U , et U9 = [u,n] . En effet U 0 C [lïtU] ; de plus , 

si T=^g 1 g S1(Oi , et ui'J ona : 

M * gi V * ^i S -L 1 [S1 • «i+i Vb" * i J 

ce qui prouve que U 0C[U,U] . La proposition est démontrée . 

Remarque. Soit (ir,v) une représentation de a . On dit que v t V est 

un vecteur invariant de ir (ou du A-module V associé à T ) s'il est 

annulé par tous les opérateurs Tr(g) , g ( a. . 

D'après ce qui précède , 1X est l'espace des vecteurs invariants 

de ai . Comme n : S »U eat un isomorphisme de & - modules on a , 

si J est l'ensemble des vecteurs invariants de ad : 
o 

4. La décomposition U = ïï(4) + [u,u] . 

Soit y une sous-algèbre de Cartan de «, , et û le système des 

racines de ( Si, k ) . 
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Lemme (4,1) Soit P t ¢[1.,..,1 1 un polynôme à n variables . On peut 

écrire P = £ â  X(X^ ,..,X ) ' a^ t C , bjtV où la 

sommation s'étend à un certain nombre de polynôme« X 

homogenes du premier degré . 

Démonstration. On fait une récurrence sur le nombre n des variables . 

Pour n = 1 , c'est trivial . 

Démontrons le lemme pour n = 2 • Considérons un monôme de la forme X Y 

et posotis m = p+q . Etant donné des scalaires S0 a , on peut 

résoudre le système de m+1 équations 

(X + ZjF = Z(I)^1ZiS 
m . „ 1 m 

1-0 

en fonction des inconnues X^V si le déterminant 

(CJa0' ff)*." ... Ö** 
O < tf) a,1 

O 

/m\ 1 

U) a 

» i>i l J 

est .différent de 0 , autrement dit , si les nombres a.,...,a sont tous 
v m 

distincts. Ceci prouve le lemme pour n = 2 • Supposons enfin l'affirmation 

vraie pour m<n , et démontrons la pour m = n . Il suffit de le faire 

pour un monôme . On a : 

X 1
1 V * ^ = X^(Ea4X(X2 Xn)

 b>) 
A 

par hypothèse . En u t i l i sant le calcul fait pour n = 2 , on peut écrire 

X1
 P< [X(X Xn)]b> = Ê « (X + a, X(X, Xn))Pl+ bX 

£ • 0 

ce qui achève la démonstration du lemme . 
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Lemme ¢412ì Tout élément de S(Tr) peut s'écrire comme une combinaison 

linéaire d'éléments de la forme IT , où Hcfvet Ö ( H ) f 0 

quelle que soit la racine a eû . 

Démonstration. Soit H,,,..,H» une base de TY fermée de vecteurs qui 

ne sont pas dans les hyperplans ker(«) , 0.1a. Tout élément de S(^) 

s'écrit comme un polynôme h = £.a H 1 " H. ', il suffit donc de 
Pi>-'p( * 

vérifier le lemme pour un monôme . Pour cela on revient à la dernière 

étape du raisonnement précédent . On a 

V ' H(
pt = l a , X(B2,....H1)^ , 

X(H«,,, .,Hi ) f £. , et on sait qu'il existe des nombres complexes 

a ,,,.,a tels que h' = H1 "[A(H.,... ,H^)J est combinaison linéaire 

de puissances d'éléments de la forme H + a.A(H.,,-.,H^), de plus, il est 

clair qu'on peut faire varier chaque a indépendamment dans un petit 

disque , sans changer le fait que h' puisse s'écrire comme une telle 

combinaison linéaire . Or la droite dans w 

t i »H,+ ta X(H2,...,H() t £ Œ 

ne peut être entièrement contenuedans l'un de3 ker(o() , O U Û , sans que 

H^ le soit aussi , ce qui est contraire à l'hypothèse faite sur la base ; 

cette droite coupe donc chacuns des ker(o<) ,at A , en un seul point , et 

comme ces hyperplans sont en nombre fini , ces points sont isolés sur la 

droite . Ainsi , en remplaçant au besoin a. par un nombre très voisin 

on voit qu'on peut écrire 

h' = ¾ , ¾ ^ ¾ . . . . , ¾ ) ] 1 * 

' ^ « j E ^ a ^ H j H ( ) ]
P A 

i-o 

avec H1+ a.X(H-,...,H.) i U ker(«) . C.Q.F.D. 
1 ^ - l r«*A 
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Proposition {4.?) Le plus petit gous-espace invariant pour ad.. 

contenant U(^) est U(») tout entier . 

Démonstra tigri. On démontre la proposition équivalente pour ad„ et s(«) 

puisque I1 isomorphisms de U-module ri : S t-—»U identifie S(rj) à 

U(-t) (voir le N 0 l) . 

Soit T le plus petit sous-espace invariant de ad contenant S(n) . 

Pour HiT^, H^ Ukerfrt) et )L t of , on a , en utilisant la commutati vite 

dans l'algèbre S(<rt) : 

ad s(xj H" = EE [xR,H] H 

= - ntxCHjx^H""1*! . 

Supposons alors que tous les éléments de la forme X_ X_ -H 

sont dans T . Puisque [xa ,X1J = \ + a . * X a a, l'égalité 

aà
s^Kt \^ = 

V 

£ V •• 'K'\ï S^"" ^H)x"* S11""1 

montre que tous les éléments de la forme 

Xn x / 

sont dans T , Ainsi, par récurrence et en utilisant le lemme ci-dessus, 

on voit que T contient une base de S(»J . Par conséquent T = S(m) et 

la proposition est démontrée . 

Corollaire (4.4) On a U(ov) = U(w) + [u,u] , où [il, U] est le sous-espace 

vectoriel de U engendré par les crochets k v ] = uv - vu 

u,v tU . 

D émons t ration. Tout élément de u(oj) est de la forme ai (u)h , u t u(m) , 

h (U(Jy) , donc de la forme h + £[g.,u.l où h £ ü(W , g.i m,, u.t U . 

C.Q.F.D. 

Remarque. Nous verrons, lorsqu'il sera question des caractères de U(») , 

que cette décomposition remplace le théorème de conjugaison pour les 

groupes de Lie compacts . 
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5. La décomposition U = & IP . L'algèbre H0 . 
r 

Soit ir une soug-aigsbre de Cartan de t» et A le système des racines 

de (¾¾) . Etant donné un ordre sur A , on note A + = {A,... »/!„1 les 

racines positives , L. = 0^ .... ,ot(| les racines simples de A + , 

U+ = Z_ OU et n~ = 2__ OV d'où la décomposition 

^= a" © fy ® H+ 

Choisissons encore une base de Cartan de (¾'*'¾') • ̂ our cela , on 

rappelle que l'on note IL l'unique élément du sous-espace 

JÄ= ¾̂"'¾"-] ' w £ ^ tel que Of(H01) = 2 et que , pour X»t u.fl, Atù , 

on note YA l'élément de Cl* tel que [̂ ,Y.] = H* . 

On pose encore H. = Htt[ , X. = X«. , Y = YKt pour « ( E 

(on sait que o(.(H.) est entier : matrice de Cartan) . 

On considère alors la base suivante de ov , dite base de Cartan : 

on a donc : 

[H1,H ] = o o < i , j i l 

[H , ¾ = /i(li)xp /3 6A+ 

[H ,Y^ = -/S(H)Y^ ^ E A * 

[xf,Xé] = Nr,i X f t ï Hj1J ^ O pour JT)StA, JT + S É A 

^ o pour f-,5 t A j £ +1 / A U(oJ 

Soit U l'algèbre enveloppante de ». 

Les éléments T ^ Y ^ Y ^ • H ^ H^-X^' X^" 

Pi* j' Tkl forment donc une base de U . Lor3qu'aucune confusion 

n'est à craindre , on la note souvent symboliquement comme suit : 

(ï P Hq X1" p, q, r > 0 .j . 
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Proposition [5.lì Soit U n = l_ U X* (idéal à gauche) et 

U1
-U = ]P ïys U (idéal à droite) . On a la 

décomposition : 

u = u(fy ©Ca*" + Un+) . 

Démonstration. Avec la base ci-dessus , on voit qu'on peut écrire tous 

les éléments de U de façon unique sous la forme 

H a H q
+ C ï P H q X r 

q p,q»r 

où , dans la deuxième som«e p , ou (et) r est ^ o , ce qui prouve 

l'affirmation. 

Etant donné S fc % » soit 

U = [ u £ U , ad^(H) u = ^(H) u pour tout H e Jj\. 

Ö.1 dit que $ est un rang si U f [0} , que U est l'espace des 

vecteurs de rang £ , et on note T l'ensemble des rangs . 

Lemme (5.2) Soit ifü' un élément de rang \ et y * U un élément 

de rang ^ . Alors xy est de rang l + ï, . 

Démonstration. Ceci résulte du calcul 

ad^(H)iy = Hxy - xHy + iHy - xyH 

= (a^fHjxJy + x(adu(H)y) = ( U O (H)xy . 

Corollaire. L'élément de base Y ^ ^"'H?* H?*'$ ^ 

11 

Jt de rang/ fr -v.) fl. et ceci reste vrai quel que 
j=1 3 J J 

soit l'ordre des lettres du produit . 

La démonstration eat claire par récurrence , puisque X- est de rang* 

et Y* de rang -fi . 

Proposition (5.5) L'ensemble des rangs est le réseau 
t 

I = H e lv , S = 2_ n.« , n e Z-J engendré par les 
i=1 X 

racines simples , on a 

© u= © u* . 
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Pour !• T, les éléments Y ^ ^f-H1
 q' H ^ ' V V ^ 

n 
vérifiant ̂  (r -p.)/3 . =\ forment une base de U* . Ceci 

J J J 
J=1 

reste vrai si on permute de façon quelconque les lettres 
des produits ci-dessua , 

Démonstration. Soient \ et £' deux rangs distincts ,et H e ^ tel que 

Ç (H) 4 \'(H) ; U* (reap. U* ) est contenu dans le sous-espace propre 

de ad„(H) associé à la valeur propre \ (H) (resp. \'(K)) , d'où 

u*n u1' - {ot La somme ® U* est donc directe -

« s 'r 

Soi t a lo r a \ = ]j_ n.tt. , n .e Z i P 1 I e réseau de *v engendré 
1=1 

par l e s r ac ines simples e t notons U'* l e sous-espace v e c t o r i e l de U 

dont une base e s t formée des éléments Y H X t e l s que T~ ( r . - p . ) r t • =Ç • 
0=1 J 3 ' ° 

Non seulement U'* f {oj , mais encore U = S 1 U
5 puisque les éléments 

ci-dessus forment une base de U lorsque J parcourt V . Il résulte 

du corollaire ci-dessus que U'' C U* pour les Ç ( P'et la démonstration 

est alors achevée [voir aussi le corollaire (1.4') de P.B.W. (K0 l) J . 

Le lemme (5-2) ci-dessus montre que poar fjÇeT on a ITIrClI 

Le sous-espace U' des vecteurs de rang o est donc une sous-algèbre 

de U . De plus, on peut considérer U* comme un U°- module à gauche 

(mult. à gauche par U°) et comme un U*~ module à droite (mult. a droite) . 

Il est clair que si on note de même pour l'algèbre symétrique S 

S* = { atS , ad (H) a = £(H) a pour tout H* &} 

on a S = © S^ et h(s() = U* . 
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Proposition (5.4). Avec les notations ci-dessus : 

(i) U0 est le centralisateur de ïl(t) dans U . En 

particulier U* contient le centre ~Ì de U . 

(ii) On a Un+HU* = jTUO'J'0 et 

U* = U(^) © (Un+OU0) = U(^) © Cn-UOU0) 

(iii) u' = ^©C[u,u] nu*) 
(iv) u* =u(ty + ([u,u] n ue) 

Démonstration. 

(i) U est l'espace des éléments utU tels que ad..(H) u = Hu - uH = o 

pour tous les H* ry, c'est donc aussi le centralisateur de U(n) dans U 

(ii) Si un élément de base Y H X est dans U , on a p ̂  0 si et 

seulement si r f o . La démonstration est alors la même que celle 

de la proposition (5-l) . 

(iii) Puisque ^CU* on a U ' D * ® ([U1U] D U") . 

Inversement, soit utU* et u = z + u* sa décomposition dans 

D = ^ ®[U,U] (H° 3) . Pour tout H«&, ad^(H) u - ady(H) z = 0 

donc ad (H) u* = o ; d'où u* e ([u,U] C] U*) . 

(iv) Résulte d'un calcul analogue. 

Proposition (5.¾) . L'algèbre U° a un nombre fini de générateurs et 

les sous-espaces IT , ̂ c P sont des TJ*- modules de type 

fini -

Puisque fr est reductive dans OV , ceci est un cas particulier du 

théorème dit des invariants de Hilbert (séminaire S. Lie [IO] p. 7 - 08) . 

Ia démonstration directe qui suit est due à G.E. Burger (voir 

1.2. Bouwer [ 2] p. 347) . 1 
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Notons F = { Y H A ; p, q, r ^ ol la base de U associée à la 

base de Cartan B de ft . Soient u et u* f F , (p.,,.. .,p ,q̂  ,.. .qt ,T1 ,... ,r ) 

le 2n+i - uple formé des exposants de u et (p1 ,.. • ,p1 ,q*,... ,q.',r',. •. ,r' } 

celui de u' . 

On dit que u contient u' si p! 4 P1 > î
1 i t . rùó r. pour 

1 < i , k< n , 1tj<{ , et que u contient u' strictement , si u contient 

u' et si u ^ u ' . 

On appelle cycles de F les éléments de F de rang o (i.e. les 

éléments de la base FlU* de U* ) et éléments minimaux de F , ceux qui ne 

contiennent pas strictement de cycles f \ . 

Lemme (5.6). Les éléments minimaux de F de rang £ sont en nombre fini. 

Démonstration. Soit W une partie quelconque de B et E{w) l'ensemble des • 

éléments minimaux de F de rang % qui sont des produits de puissances non 

nulles de lettres de W . Puisque tout élément minimal de P et de rang % 

est contenu dans l'un des E(w) lorsque W parcourt 9(B) , l'ensemble 

des parties de B , le lemme est démontré si l'on prouve Card(E(w))< <*>. 

Supposons Card(E(ïf))>0 . On veut construire par récurrence une 

suite d'entiers a. <a-£ ... £ a < « , r = Card(w) , telle que tout élément 

de E(w) a au moins t exposants <a pour t =1,..., r . 

Soit x «E(w) et a. l'exposant maximum de x . Les éléments de E(w) ont 

tous un exposant < a( au moins . Sinon, s'il existait un élément y de E(w) 

dont tous les exposants étaient > a. , cet élément y contiendrait 

strictement x donc un cycle de F £1 ; ceci contredirait la minimalité 

de y . 

Supposons maintenant (hypothèse de récurrence) l'existence d'un entier 

a. tel que tout élément de E(W) a k-1 exposants au moins inférieurs ou 

égaux à a . O n construit a, comme suit . 

Considérons W comme une suite, ordonnée par l'ordre de B , de r lettres : 
(k-l) 

x.....,x et notons W l'ensemble des sous-suites composées de 
i p 
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~(k--l) k-l lettres de W , notées x. ,...,IJ , et W l'ensemble des 
1I Tt-i 

suites de k-i entiers (h ,...,h, ) , tels que o<h, ( a. pour 
K—1 i Jt-1 

H i ^ k-i . L'ensemble produit VT x W est fini - A toute 

paire (x,h) = (x. ,...,x, ; h. ,... ,h. ) de / k~ 1' x W^""1' on 

associe l'ensemble 

G(x,h) = {éléments de E{w) dans lesquels les lettres x. 

apparaissent toutes à la puissance h. exactement 

pour 3 =1 ,...,k-1 ) . 

Il résulte de l'hypothèse de récurrence que tout élément de E(w) 

est contenu dans l'un des G(x,h) au moins . Enfin, on choisi un élément 

a, * quelconque dans chacun des G(x,h) = 0 et on pose : 

a' = max (plus grand exposant de z/ \) 
k G{xth) f 0 U' h } 

et 

ak = max (a., ,a, ,... , a ^ ,B.Q 

Pour voir que a, vérifie l'hypothèse de récurrence , supposons l'existence 

d'un y = x. 1 xr
 r«E(Vf) qui n'ait que k-1 exposants <a^ . Puisque 

y appartient nécessairement à l'un des G(x,h) , y contient donc 

strictement l'un des z/ . \ , car ceux-ci ont par construction tous 

leurs exposants ( a^ . Par conséquent y contient un sycle de F ̂ 1 , 

ce qui contredit le fait que y est minimal . 

Il résulte de ce qui précède que les éléments de E(w) ont tous 

leurs exposants 4 a et par conséquent que E(W) contient au plus 

(a ) r éléments. C.Q.F.D. 



- 25 -

Lemme (5.7). Soit u«F . On peut permuter les lettres de u de manière 

à obtenir un élément de la forme c. c • u' , où u* est 
1 m 

un élément minimal de P de même rang que u , et c.,.,,,c 
i m 

sont des cycles minimaux de P . 

Démonstration. Elle est claire en faisant un nombre fini de fois le raison­

nement : ou bien v«F est minimal, ou bien, en permutant les lettres de v 

on obtient un élément de la forme c.V où c est un cycle de F et v' 

un élément de F de rang £ . 

La démonstration de la proposition (5.5) résulte alors clairement des lemmes 

(5.6) et (5.7) et de la proposition (5-î) • 

Proposition (5.8). Le groupe de Weyl H de la paire (ty>fy) opère canonique-

ment dans O 

Démonstration. Soit Int(a) le groupe des ajtomorphismes intérieurs de oj et 

considérons W comme l'ensemble {¢/. , § € Int(tn) et d(*y) = 7 ( 

(voir chap. I , KO 3) . 

Soit ij> t Autffy) un automorphisme de OV; Qj se prolonge canoniquement 

en un automorphisme de U selon le diagramme (relèvement universel) 

et l'application ^' •• tj) est une représentation de Aut(ft) . De plus , 

on vérifie facilement que si ^tlnt(fl) est de la forme $ = ea<*'xJ xeqv , 

alors $ = eadu'x' (l'opérateur eado'x' est biea défini dans l'espace U 1 

qui est de dimension finie et stable par ad (x) (H0 2) et par conséquent 

dans U) . Si u)fAut(a) est un automorphisme de l'algèbre de Lie oy qui 

stabilise TV, alors a stabilise le centralisateur de rr dans U , c'est-à-

dire U0 . En effet , pour Et tv et C(U , on a : 
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$ ( c ) H = $ ( c ) «J»(H') = § ( c H ' ) = § (H ( c) = H $ ( c ) . Or, on s a i t (chap. I , N0 3) 

que s i <t> e t ' y t l n t f o ) s t a b i l i s e t i t Iv e t coïncident sur n , a l o r s 

(j s eadt,HJ-Y pour un c e r t a i n H E n ; comme Q » *• a e s t une r ep ré sen t a ­

t i o n on a dédui t § = e a ( V H ^ , e t puisque e a d x / H ) | = 1 ^ . on a 

f i , , . = ^Pl11O . Ceci achève la démonstration . 
IU" 
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III, Représentations & - diagonales . 

1, Existence d'un caractère infinitesimal. 

Soit (L une algebre sur C , uni fere et associative , "5Ct) s o n centre , 

et TT : OL » End(v) une reprém:ntation dp Ol . On supposera toujours que 

Tl( 1 ) = Idy . 

Definition. Cn dit que TT possède un caractère infinitésimal si les 

opérateurs TJ (a) , z t%(0t) sont tous scalaires , 

La fonction \ : Tr{&) ' »-C définie par 

T\(z) - 1 / B ) Idy pour at "J(Al) 

est un caractère de l'algèbre commutative Tr(ûO • C'est le caractère 

infinitésimal de T . Le résultat suivant est dû à Diimier (Voir aussi 

D. Quillen [9 ] Ì . 

Théorème fl.li. Si A est une algèbre d'opérateurs Qui opère irréducti­

blement dans un espacn vectoriel V de dimension dénombrable , 

alors le commutant A' de A est réduit aux scalaires . 

Démonstration . A1 est une algèbre de division qui contient C (Schur) , 

donc A' est un espace vectoriel sur C ,et V un e;;pace vectoriel 

(à droite) sur A* , d'où la formule 

diŒff(v) = dim€(A*) dlaA,(v) , 

qui prouve que , dans les conditions du ihéoràne , dim (A') est au plus 
C 

dénombrable , 

Si A' contient un opérateur nor. scalaire , A' contient donc un 

corps isomorphe à une extension trascendente c(x) de Œ . Dans c(x) 

les éléments — , WC sont linéairement indépendante. Supposons 
X-A 

en effet que pour des A . t C , 1 ( i t n-i , tous dis t incts , la famille 

—: , i = 1 , . . . , n - 1 est linéairement indépendante , autrement di t 
x-<ii 

que l'équation : 
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n-1 n-1 

5Ib 1 TT U-A.) =o 
i*J 

implique fc4 = b- = • . . - b = o , a t considérons l ' équa t i on 

<*> Î1 a, \ 

pour des A. t C , i = 1 n , tous distinctB . L'égalité (i) impliqu« 

n n-i 
'\~ a. = o , donc n = - "\ n. , et par conséquent 

t*a fr<*-v- U S ( ft <-*i>-fr <*-\> 
J'-1 i=1 0=1 ^ i=i i = i 

ifi i # j Lfa ' 

= Il ** tAi - X
n> TT U - O = O , 

J = I J J i»1 1 

ifti 

d'où H.(A. - A ) = o pour j = 1 , . . . , n- i . I l s ' en s u i t que 

a^ •= a^ =•••= « = 0 e t que la fami l le — j - , i = 1 , . . . , n e s t 

l inéai rement indépendante s i l e s A. sont tous d i s t i n c t s . I l r é s u l t e 

de là que C(x) , donc A1 , e s t à base non dénombrable , ce qui e s t 

absurde . Ainsi A* = ¢ ' 1 ^ e"t I e théorème e s t démontré . 

Co ro l l a i r e ( l , 2 Ì . Soi t OC une algèbro su r C unif&re , a s s o c i a t i v e , e t 

supposons que 5. e s t b base dénombrable sur C 

Si TT : A—*End(v) e s t une représen ta t ion i r r é d u c t i b l e 

de & , a lo r s Tf admet un ca rac tè re i n f i n i t é s i m a l . 

Démonstration. L'eapace V de TT e s t de dimension au plus dénombrable , 

c a r , a i H e s t l ' a n n n l a t e u r d'un élément de V , l a r ep ré sen t a t i on 

(TTfv) e s t équivalente a la r ep ré sen t a t i on UÂ. . tes opéra teurs TT(^(A)) 

sont dans Io commutant de TT(Bt) e t sont donc s c a l a i r e s . C.Q.F.D. 
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Ce résultat s'applique en particulier aux algèbrea U et U* 

(chap. II , N 0 5) qui sont à base dénombrable (P.B.W.) . Le corollaire 

suivant est utile lorsqu'il s'agit d'algèbres de polynômes sur C 

(commutâtifs!) comme, par exemple, l'algèbre symétrique S(flO . 

Corollaire (l.3J• Soit A une algèbre commutative vérifiant les hypothèses 

du eorollaire (l.2) . 

Toutes les représentations irréductibles de d. sont de 

dimension 1 , ou , ce qui revient au même, tous les 

idéaui maximaux de A sont de codimension 1 . 

Démonstration. Une représentation irréductible TT: Ot—«-End(v) est 

nécessairement scalaire (Théorème (l.l) et ceci n'est possible que 

si dim(v) =1 , d'où J.e corollaire . 

. Les représentations de dimension 1 de K (commutative et unifère) 

sont appelées les caractères de OL . 

2. Poids et représentations ^-diagonales. 

Soit Tv une sous-algèbre de Cartan de OV , A le système des racines 

de ty'fy ** 1^= ht © ( © ty J l a décomposition de ty aui lui est associée. 

Etant donné une représentation T : A — - End(v) et une forme At-W, 

on note : 

V* = ( v € V , ¥ ( H ) V = A( H } V pour tout H e -¾ j . 

On dit que A est un poids de (TT,V) si dim(v*)>o , et que V* est l'espace 

des vecteurs de poids A . On note P^ (où Py) l'ensemble des poids de 

(TT1V) , Si A(P , la dimension de V est appelée la multiplicité du 

poids A . 

Proposition (2.l) Soit ("H,V) une représentation de OJ . On a : 

s) 1K1Jf) V C V * pour X c & et cttA. Plus généralement, 

si u eU est un vecteur de rang £ (cf. II N0 5) 

TT(u) V X c V A + E pour At y . 

b) La somme V = _[v est directe, et stable par TT . 
\t?t 

) _ 
Soit XtOL et veV . On a : 

ir(H)ïï(x)v =7T(HX)v = 7 T ( [ H , X ] + XH)v = (<*+M(H)V . 
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Plus généralement, pour u£Ö , 

TI(H) 7ü(u) v = Tt(Hu) v = TT(uH + ad (H) u) v = (A + t ) (H) v . 

b) Si A et A sont deux poids distincts, et He fy tel que 

A(H) t A'(H) , alors VX C ker (Tl(H) - A(H)) et V*' C ker (K(H) - A'(H)) , 

donc V f\ V* = |ûj , La stabilité est claire à partir de a) et de la 

décomposition OL- = M & ( © (Ij) . 

Definition. On dit qu'une représentation (ÏÏ,V) de CJ est r,-diagonale si 

V = © V , ou, ce qui revient au même, si Tt(H) est diagonalisable pour 

tout H Ê T ) . (En effet, si A et B commutent et sont diagonalisables, ils 

sont simultanément diagonalisables (il existe une base formée de vecteurs 

propres communs) : soit V* = I v £ V, Av =* v] , V = © V (resp. V = © W** ) 

la décomposition de V en sous-espaces propres de A(resp. de B) ; AB = BA 

implique W^ stable par A . Ecrivons v = v +...+v la-décomposition de 

v £ w'1 dans V = © v"; on montre alors comme en (2.5) que v, ,... ,v e w' , 
01 i n 

d'où Vr = © W C\ Vrt . yv étant de dimension finie, si TT(H) est diagona-

lisable pour tout H € f> , les images par Tr d'une base de h sont des opé­

rateurs simultanément diagonalisables) . 

Exemple. Les représentations ad et ai sont W -diagonales. L'ensemble 

des poids de ad est Ali[o] , et P = {£-£n.O<. ,n.* Z J est celui de ai . 

Soit (tf,V) une représentation de m. . Un vecteur ve V est dit tota­

lisateur, si v engendre le a-module V , autrement dit si 7t(U)v = V ; 

la représentation est dite cyclique si elle admet un vecteur totalisateur 

et P - cyclique si elle admet un vecteur totalisateur qui est dans l'un des 

sous-espaces de poids. Une représentation est irréductible si et seulement 

si tout vecteur ^ 0 est totalisateur. 

Proposition (2.2). Soit (TT, v) une représentation de a qui admet un vecteur 

totalisateur de poids A . 

Alors (TT,V) est -(y-diagonale, et P_ est un souB-ensemble 

de r + A = { > « - = A + ^ n . a - , n . f Z Ì . 

Démonstration. Soit v / 0 un vecteur totalisateur de poids A . 

Puisque 7T(UE) v C V U E (proposition (2.l)), il résulte de V = 7T(u)v *» Zj(U*)i 

que TT(U )v » V pour tout f e V , d'où la proposition. 
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Corollaire (2.3). Si une représentation irréductible (ïï,v) de » possède 

un poids A , elle est alors h- diagonale et ses poids 

sont de la forme A +• % , l * T . 

Démonstration. Ceci découle de ce que la représentation étant irréductible , 

tout vecteur est totalisateur . On peut donc appliquer la proposition . 

Une des conséquences de ce corollaire est le critère suivant 

(LEMIRE [ a ] Canad. Math. Bull. Vol. 14 (l) 197l) . 

Proposition (2.4). Soit ("n,V) une représentation irréductible de GV . 

Les affirmations suivantes sont éouivalentes : 

a) Cn»v) est Vi- diagonale . 

b) Pour tout v«V , l'espace ""(11(¾) v est de dimension 
finie . " 

c) Il existe v ^ o tel que l'espace "H(U(W) v est de 
dimension finie . 

Démonstration, a) =^>b) . Soit v = 2_v la décomposition d'un vecteur 

v quelconque dans V = © V* . On a TT(H) V = & ( H ) V* = Y X(H) V* , 
XtTV * > 

d'où l'on tire que l'espace "ïï(u(>>) v est au plus de dimension égale au 

nombre de composantes non nulles dans la somme v = z!.v* . 

b) =^> c) est trivial 

c) =^> a) Une représentation TT de dimension finie d'une algèbre commutative 

A ne peut être irréductible qu'en dimension 1 . (Ceci résulte du corollaire 2 

n° 1 , mais se démontre aussi directement (Schur) ; soit atA , et «tC une 

valeur propre de "fî(a) . Ker (tl(a) - «i) est un sous-espace non nul , 

stable par Tf(A) , donc fî(a) est scalaire .) 

Soit fî la représentation de U(^) dans l'espace de dimension finie 

V = T ( U ( ^ ) ) v . Ou bien V est irréductible , auquel cas il est de 

dimension 1 , ou bien V contient un sous-espace stable de dimension 

strictement inférieur . En repétant ce raisonnement , on montre l'existence 

d'un sous-espace stable de dimension 1 dans V , autrement dit l'existence 

d'un vecteur propre simultané pour les opérateurs TT(H) , HtIy. La 

représentation ("iï,V) possède donc un poids . Le corollaire (2-3) permet 

donc de conclure . C.Q.F.D. 
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HJB. Dana l'énoncé de la proposition (2.4) , on peut remplacer la 

condition b) par la condition 

b') Pour tout v*V et pour tout Ht^, l'espace 

Tt(C[H]) v est de dimension finie ; 

et la condition c) par la condition 

c') Il existe v 4 0 tel que pour tout H , l'espace 

TT(C[H]) V est de dimension finie, 

(On note t [H] l'algebre des polynômes complexes en H.) , 

Il est clair que b) =^>b') et c) — > *>' ) . 

Inversement, soit vtV un vecteur tel que pour tout H l'espace 

^(cDO) V est de dimension finie , et soit H.,...,Hi une base de ^ . 

Pour i = 1,..., * , l'espace V. = TT(C[H1] ) v est stable par 1 { C [ H ] ) ; 

il est de dimension finie par hypothèse , ce qui implique que si 

OiIn(V1) = n ± +1, les vecteurs Tl(l) v = v , Tl(H1) v , ÏTfH* ) v ,...,Tf(H"
1) v 

forment une base de V. . Ainsi pour tout entier p. , 

TT(H^) v = YL « P Ì 1 1 ^ b v 
û=o 

H| 
P. 

Il résulte alors de la conmutativité dans U(s) que 

si h (U(Jj) , h = YL 

11(h)' v = J^Q 
P. Pl 

P l . . . . t P t 

T ( H / ' ) -"TT(H/M V 

, on a 

= Z' 
n< 

Z « * H(H* ) 
D.=o 

n i 

YL «£TT(H?) 
J,=0 

*n nt 

-T-T. 
K 

de sorte que : dia (lî(u(^) ) v) < JJ n 

d'où b ' ) =^>b) et c ') =^>c) . 

T^ P( «l - « H K ^ ) . . . » ( H * ) T 
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Proposition (2.¾). Toute sous-représentation , tout Quotient d'une représen­

tation ̂ - diagonale est aussi ^- diagonal . 

Démonstration. Soit (TT.V) , V =.© V une représentation £- diagonale 

de oy , et W un sous-espace invariant de V . On a VO©(V 1TiW) . 
A x 

Inversement , soit vtW et v = v** +•••+ v n sa décomposition dans 

V = ® V * . Soit H tel que X (H) i A0(H) . On a TT(H) v - \ ( H ) V tW 

et T(H) v - Xn(H) v = (A,(H) - ^ ( H ) ) ^ + • • • + C ^ 1 ( H ) - A n(H)) T
V' + o-v*" . 

La somme n'a plus que n termes . En un nombre fini d'étapes analogues , 

on obtient v «W , et de même v',..., v n « W . Par conséquent 

W - © v*nw . 

Soit alors fi la représentation quotient de V par W . Si on note v = X! v* 

un élément de V = © V l'application 

v (mod W) ' * Z (vx mod W Ct VX ) 

* X 
é t a b l i t un isomorphisme l i n é a i r e de v / u s u r © / v * n w * 

et V7Xn w e s t c la i rement l e sous-espace de poids A de « . 

Ceci prouve la p ropos i t ion . 

x 

Proposition (2.6Ì. Toute représentation de dimension finie de °V est 

fy - diagonale . 

Démonstration. L'algèbre TV est abélienne et formée d'éléments semi-simples 

et l'on sait aue , dans une représentation de dimension finie de ft,l'image d'un 

élément semi-simple est diagonalisable (voir Serre [il] Lie algebras and 

Lie groups ) . Les opérateurs TT(H) , H e t sont donc simultanément diago-

nalisables . C.Q.F.D. 

Nous en venons maintenant aux relations qui existent entre les 

représentations n- diagonales de u(flv) et les représentations de U 0 

en démontrant qu'une représentation ^- diagonale de U(<j) fournit une 

famille de représentations de U 0 . 
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Proposition (2,7)- Si (tt,v) est une représentation fy- diagonale de U , 

les sous-espaces V , XtP sont stables par le 

centralisateur UD de u(-t) dans U ; si ("H1V) est 

en outre irréductible , les représentations { "iï/y* ,V*) , 

Xt F11 sont aussi irréductibles . 

Démonstration. Soit v«V et utU0 . On a 

Tl(H) Tï(u) v = Tt(u) Ti(H) v = X (H) TT(U) V 

ce qui démontre la stabilité du sous-espace V pour Ti restreinte à U . 

Plus généralement , TT (jy) v C V (proposition i ) et si v est totalisateur 

on a Tr(u) V = V donc VC©H(u e) v , d'où Tf(U*) v = V*** et en particulier 

Tl(TJ0) v = V . Puisqu' une représentation est irréductible si et seulement 

si tout vecteur est totalisateur , la proposition est démontrée . 

Notons que pour les représentations ("1¾̂  ,V*) ci-dessus , les images 

des éléments de U(fy) sont des opérateurs scalaires . Une représentation de 

U 0 qui a cette propriété sera dite fr- scalaire (de type X si TI(H) = A(H)«Id). 

Dans les propositions qui suivent , nous allons voir qu'inversement , étant 

donné une représentation irréductible quelconque de U ,il existe une 

représentation \ - diagonale irréductible unique de U qui contient la 

représentation donnée de U . Les propositions (2.8) et (2.9) éclairent 

la construction . 

Rappelons tout d'abord que les idéaux maximaux de TJfy) sont en 

correspondance biunivoque avec les caractères de U(^) (voir N 0I [ mais 

résulte aussi du théorème de Hilbert) et qu'un caractère X de ^(¾) ôst 

univoquement déterminé par ses valeurs sur "fr (X(1) = 1 ) . On a donc une 

correspondance tiunivoque entre les idéaux maximaux de U(|l) et -t* , et 

on note JL le caractère de ll(fc) associé à la forme \t E* (X est 

l'évaluation en X des polynflmes heU(lr)) . 

Proposition (2.8). Les représentations P - cycliques (respectivement 

1* - diagonales irréductibles) de ö(a) sont exactement 

celles qui sont de la forme '*/H • où -Ä sst un 

idéal à gauche (respectivement maximal) de Tj(fi) 

contenant un idéal maximal de U(t) . 

* Voir 0.Borei [o] . 
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Démonstration. Soit (îT.v) une représentation de U(i>) admettant un 

vecteur totalisateur de poids X , et soit M = {u*U , 9f(u) v = o] 

l'annulateur de v . M est un idéal à gauche qui contient l'idéal 

maximal ker (Xi) de Xi(V) puisque pour lnu(ft) 71(h) v = Xx(h) v . 

Inversement, si M contient l'idéal maiimal ker (X,) de U(U , 

l'élément Tt 1V^ est totalisateur et de poids A , car H-T = H = A(H)Ï . 

Proposition (2.9). Soit M un idéal à gauche de U(ûj) contenant l'idéal 

maximal ker (¾) de U(J) . 

(i) On a M = © MOU* et M3U(m) (HHU0) où 

0(ft) (HfIU0) désigne l'idéal à gauche de ü(a) 

engendré par HDU 0 , 

(ii) La décomposition en poids de /^ est donnée par 

1'isomorphism« canonique u/^ ̂  ® " 4 ' H K ' le 

sous-espace /jj.„ étant de poids A+£ . 

La représentation de U° dans le sous-espace de poids 

A + l est equivalenti au quotient des représentations 

canoniques de U0 dans U* et dans MOU* 

Démonstration. (i) Ecrivons m = 2- m la décomposition de mtM dans 
| i r 

U = © U* . Les éléments m* = m1 • ? sont de poids X + i dans U / H 

donc l inéa i rement indépendants . Par conséquent , de O = I = L S on t i r e 

m'« M , d 'où M= © r M n u * . Si u = JZ u.m. e s t un élément de U(MfIU 0 ) , 

on a u = u - 1 = 5Zu m • ? = o puisque m^-î = mT = o . Ceci implique 

b i en MDU(HfIU*) . 

( i i ) Puisque M = © MflUE , l ' a p p l i c a t i o n de 

U sur ^ 'I]*fiH donnée P31" 

U = L u * (—*• C (uÈ mod Mflu*) 

est linéaire , de noyau M ; elle se factorise par conséquent en une 

bisection linéaire Q : U/H • ® 1 V n S n M - Soit alors v«U& , 

v«1 sa classe dans u Af-nu e^ notons provisoirement Tt la représentation 

/„ et-ffsa réalisation équivalente dans la somme ffi U AiViW " 0 n a 
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Tl(H) v M =H^rM = ad^H) vH
 + ^S" 

= ECH) V- M
+ V.H-X(H)"+ A(H) V " 

= (I+A)(H) v
M 

done 

Tf(H) v M = Q TT(H) 7 M = (UM(H) Q vK = (U*)(H) V M , 

Enfin, si u«U° , on a 

i \ -M* r. w \ -H „ — K — M S 

Tt(u) v = Q Tt (u) v = Q uv = uv 

puisque uvtU6 . Ceci montre que la représentation de U°; (TT| ( (
U / M ) ) 

est équivalente à la représentation quotient de la représentation naturelle 

dans U* (multiplication à gauche) par la sous-représentation MO U*. C.Q.F.D. 

Remarque. On voit en outre qu'un idéal H à gauche de u(*) contenant un 

idéal maiiiaal de U(lj) est stable par ad (u(Jy)) . En effet , avec les 

notations ci-dessus : 

ad„(H) m = Hei-fH) m1 = H ? ( H ) m 
U 6 U g 

est dans M . 

Proposition (2.10). L'idéal à gauche H = U*M' de U(a) engendré par un 

un idéal à gauche H1 de U0 est un idéal strict de u(a) , 

On a H = © HOU* et M HU0 = H' . 

Démonstration. Soit x = 2_ u.m! un élément de M et posons u. = 2_ u. 
i i 1 *" 1 t i 

Puisque Z_u. m* est dans U OM (Chap II. proposition (5.2)) de 
i 1 1 

1 = L u , m! = Z_ (Hu1I m!) on tire que M C (B MfMT donc 

M = © M0U £ . Si x i MHU0
 t on a x = H ( L u ^ m') ( Uc , donc 

tir E ± 1 i 

21 u,£ mi = o pour I ̂  o , et x = H u* m! EM' d'où MID 0 = Mf . 
i i 

C.Q.F.D. 
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Proposition (2.11). Soit M' un idéal de U" contenant un idéal maximal de 

U(lj>) , disons ker(Xx) . La représentation U ^ V M « où 

K = U-M' est l'idéal a gauche engendré par M dans U(<j) 

eat ii- diagonale et contient la représentation ^ /%• en ce 

sens que la représentation de U* dans ( /M) e$t 

équivalente à ^*/M. • 

Démonstration. Ia représentation de U° dans ( /j() est équivalente à 

la représentation quotient de U° '. 

U ° W = U°/M' <ProP- 9 et 10) 

Proposition (2.12). Tout idéal à gauche maximal de U" contient un idéal 

maximal de U(w) ; autrement dit, toute représentation 

irréductible de C0 est n- scalaire . 

Démonstration. Soit H' un idéal à gauche maximal de U0 . M est 

l'annulateur de T dans la représentation irréductible u /Hi . Or , 

ai IT : U0 »- End(v) est une représentation irréductible de U0 , il 

résulte du théorème de Dixmier (corollaire (1.2)) que Tt est nécessairement 

scalaire sur le centre de U0 . Comme U°DU(fc) et est précisément le 

centralisateur de tl(&) dans U(ij) (chap. II, prop. (5.4)) 7t est scalaire 

sur U(j) , et par conséquent TE (h) = X.(h)ld„ pour htUfi) , où X. est 

le caractère de U(&) associé à un certain Ä t •£*, Ceci implique que l'annu­

lateur d'un élément quelconque de V contient l'idéal ker(X) . La 

démonstration est achevée . 

Proposition (2.13). Soit M* un idéal à gauche maximal de U0 . Il existe 

un idéal à gauche maximal unique de U , noté M qui 

contient M* . On a MOU 0 = M1 . 

Dèmonetration. Soit M l'idéal à gauche dans U engendré par M , Les 

idéaux à gauche de U contenant K sont en correspondance biunivoque avec 

les sous-eepaces de V M stables pour la représentation canonique . 

Puisque K' est maximal dans U0 , il contient un idéal maximal de 

U(fy) , disons kerfX.) , (proposition (2.12)) la représentation 0Zu 
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est n - diagonale et la représentation de U* dans ( /^) est équivalente 

à la représentation irréductible /„r (proposition (2.Il)) . 

Soit alors V ur. sous-espace stable dans Vjj • on a V = © VA ( V H ) — 

démonstration de le proposition ( 2 . 5 ) — et Vx,ï = Yf] ( V M ) * H est U0-stable , 

de aorte que V est nul ou égal à ( /v) à cause de l'irréductibilité de 

ce dernier . Si ï 1 = (U/M) , Ï«V donc V = U/ M . Il en résulte que si 

V est strictement contenu dans V M or- a V C © ( V M ) » e* <ïue l a 

somme V des sous-espaces stables stricts est encore stricte ; V est donc 

l'unique sou t*-espace stable maxiœal de V H et- H = {u<U , ütVj l'unique 

idéal à gauche maximal de U contenant M' , L'idéal H1 est maximal 

dans U* , H contient H' et ne contiert pas 1 , donc M O U 0 = M' . C.Q.F.D. 

Théorème (2,14). Soit TT une représentation irréductible de U 0 . Il existe 

une représentation fc - diagonale irréductible (TT> v) de U , 

unique à équivalence près , qui contient Tt , en ce sens 

que K est équivalente à l'une des représentations irréduc­

tible de U* : (ft , v O ^ 1 ¾ . 

Démonstration. L'existence résulte de la proposition (2.13) . En effet 

soit H' 1' annulateux d'un élément de l'espace de la représentation 

irréductible (TT,v) de Ü* ; M1 est un idéal a gauche maximal de U ,on 

peut supposer que M' contient l'idéal maximal ker (X,) de U(Ir)- Si M est 

l'unique idéal à gauche maximal de U qui contient M', la représentation /M est 

irréductible tj- diagonale , contient le poids A , et l'on a les isomorphismes 

de U0 - modules (proposition (2.9)) 

Unicité. Le raisonnement qui suit est adapté d'une démonstration analogue 

de Serre ( [12] chapitre 7, N 0 3) . Soient (7T11V1) et (ttt,Vt ) deux 

représentations t*- diagonales irréductibles de U qui contiennent la 

même représentation irréductible de U0 . De façon précise, notons 

V.= Q) V, la décomposition er. sous-espaces de poids de V , i= 1,2 , et 

1 £(p 1 1 
supposons l'existence d'un isomorphisme Ò : V *- V. entre les U - modules 
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canoniques Y, et V2 , Dans la somme directe (l,V) de (TI41V1) et de 

(ììE, Ve ) ,le vecteur v - v, + Ò V1 , o ù v. t V. , est non nul et 

de poids A : 

TT(H)V= Tt1(HJv1 + TT1(H)^v1 = TT1(HK1 + ^ TT/HJV, = A ( H ) V \ 

s o i t a l o r s E la sous - r ep ré sen t a t i on de V engendrée par v , E (^{o]) le 

sous-espace des vecteurs de poids , w = (u)v un vecteur quelconque de E et 

écr ivons u = ^ u . On a 71 (u)v = £7r( i / )v , où loa vec teurs TC(U*)V non 
E E 

nu l s sont de poids A + £ donc l inéa i rement indépendant . Par conséquent , 

a i wtE , i l e x i s t e un u«u"° t e l que 

« = vr(u)v = .(il.,© 7I1)(U)V - TT1(U)V^ + ^Tt1(U)V1 

et l'on voit que w se décompose dans V1 © V2 et que ses composants 

s'.annulent simultanément . D'où E A V = (oj pour i = 1,2 . Considérons 

maintenant l'homomorphisme de U- nodule f, : E * V induit par la 

projection pr2 : V1 © V2 *• V 3 . 

f? est surjectif , puisque f„(v) = f (v. + Òv^ ) = 6 V1 f 0 et que à V1 

engendre V puisque ce dernier est irréductible ; f„ est injectif 

puisque ker(f„) = V.fìE est un sous U- module strict de V,, donc nul . 

le fait que V,1 E soit strict résulte de ce que , par ccnstruction de E , 

on a V1* A E = V^O E* = {0} . Il est clair que de même f̂  : E — * • V1 

induit par pr. est un isomorphisme de U- module . Ce qui prouve que les 

représentations (Tt11V1) et (Tt21V1) sont équivalentes , Ia démonstration 

est terminée . 

le représentation (ît,v) de U , définie au théorème (2.I4) est alors 

appelée la représentation induite à U par la représentation (n,v) de U" . 

En résumé , on voit donc par ce qui précède que : 

1°) les représentations h - diagonales irréductibles de tn, sont exactement 

celles qui sont induites par les représentations irréductibles de U0 ; 

2°) les représentations fy- diagonales irréductibles de ov classent les 

représentations irréductibles de U0 . 

Le théorème (2.I4) est la généralisation d'un résultat de 

LEMIHE [7] ( voir également 0.Borei [o] . 
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Donnons encore quelques remarques concernant la construction précédente. 

Proposition (2.15). Soit M' un idéal à gauche de U0 , supposons que H' 

soit de codimension finie dans Ue et contienne un 

idéal maximal de u(|) , disons ker(%>) , et notons 

encore M = UM' l'idéal engendré à gauche par H1 dans U . 

Les sous-espaces de poids de la représentation 1VfI sont 

tous de dimension finie , et ceci est encore vrai pour les 

sous-représentations et les quotients de u/pj -

Démonstration. Notons TT la représentation /•& • Puisque 

Tt(TJ") T = (U/H) = U /M' e s t de dimension finie par hypothèse , il 

existe des éléments u* ,...,u' en nombre fini dans U* tels que 

lî(u')ï ,..-, Tt(Uj1)T forment une base de (U/f]) • On sait que 

( / M) = Tt(U^)T {proposition (2.2) , démonstration) ; en outre, on a 

déirontré (voir les propositions (5-5) , (5,6) et (5.7) du chap. Il) que 

le3 éléments F- minimaux de U* noté U1,...,u, sont des générateurs de 

U^ comme U0 - module à droite . Soit alors w t ( /¾) , U(U tel que 

ix(u)î = w , et écrivons u =5Iu c? avec c* tU° pour j = 1 ,... ,k . 

j-1 ° J ° 
On a alors 

J i-1 J ' 1 x 

donc w = *n(u)T = J^ nfu.c*)^ = £_ TL ai Tt (u .U0JT 
j—t j-1 i-i 

ce qui démontre la proposition . 

Corollaire*(2.16). Soit (Tt,V) une représentation Ij- diagonale irréductible 

de * ; si l'un des sous-espaces de poids V* , XtP10 

est de dimension finie , ils le sont tous . 

Démonstration. Il résulte de (2.14) que (n,v) peut être obtenue à 

partir de l'une quelconque des représentations (IT| , »V ) Ä*P_. . La démons­

tration se résume donc à appliquer la proposition (2.15) à la représentation 

(TTI VX) qui est de dimension finie . C.Q.F.D. 

* voir LEHIRE [ 6] 
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Proposition (2.17). Soit M' un idéal à gauche maxijnal de U0 et M = U • H1 

l'idéal à gauche de U engendré par H' . 

(i) La représentation U / M est indécomposable , et 

(ii) elle possède un caractère infinitesimal . 

Démonstration. (i) M' étant un idéal à gauche maximal de U ,M' contient 

un idéal maximal de U(&), noté ker(X,) . Si U/'H est somme directe de deux sous-

espaces stables V et W , ou bien V rï ou bien W* Cl (U/M)* égale (U/M) 

à cause de l'irréductibilité du U* - module ( 1VM) . Par conséquent V ou W 

contient le vecteur totalisateur T . Ceci prouve que /^ est indécomposable. 

(ii) Soit Tt la représentation V M et z t "J un élément 

du centre de U . L'opérateur TT(z)I(U/w)^ e s^ scalaire puisque a est dans 

le centre de U* et que (7MnOi ( / M ) )
 e s^ vne représentation irréductible 

de U° (proposition (2.Il) et (l.2>) . 

Par conséquent Ï" t ^VM est un vecteur propre de "TC (z) . Comne T est 

totalisateur , on en conclu que ^(z) est .scalaire . C.Q.F.D. 

3. Classification des représentations it- diagonales irréductibles de 

^= sl(2,C) . 

Pour R= sl(2,ï) , l'algèbre U0 est commutative , et isomorphe à 

l'algèbre des polynômes à 2 variables . Nous montrons ici comment , par 

la théorie qui précède , ceci permet d'obtenir directement la classification 

des représentations h- diagonales irréductibles de sl(2,C) . Cette 

classification est connue : voir P. GABRIEL , notes multicopiées d'un 

séminaire 1958 (?) Paris . 

Soit Y = (°o) , H = (o-ï) , X = (00) la base de Cartan naturelle 

de OL=- sl(2pC) associée à $, = C • H . On a 

[H,X] = 2 X ; [H,Y] = -2 ï ; [X,Y] = H ; 

On note Ot l'unique racine positive («(H) = 2) de sorte que les rangs 

de U sont les formes n« , n 1 2 . Une base du sous-espace IT des 

éléments de rang n« , est donnée par exemple par les éléments de la forme 

j Y P H q X r , r - P = n p,q,r ( u[ 
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En particulier , les éléments [ï H X P p,q t Nj forment une base de U 0 , 

de même que la famille des éléments H (YX)P p,q ( N (chap. 2 proposi­

tion 5.3) - Comme H commute à YX , ainsi qu'on le vérifie directement , 

il résulte de ceci que U0 eat l'algèbre commutativa C [H^YX] des polynômes 

en les deux variables H et YX , et par conséquent , les classes de 

représentations irréductibles de U* sont paramétrées p&r les couples 

(1J1') £ t x C . En vue de simplifications d'écriture ultérieures , on 

fait correspondre au couple i'),^) la représentation Tt . de U0 donnée par 

YX t— !? 

L'algèbre U° contient l'élément de Casimir Q = -JH2 + ^H + YX (Qr J W) • 

Notons q = ^,^(¾)= 1J +9+v , Etant dor.né ij , on voit que pour un qt C 

arbitraire , il existe un u*t unique tel que q = TT j (Q) : c'est 1)= q-*?-') • 

Dès à présent , on considérera les représentations irréductibles de U" comme 

étant paramétrées plutôt par les couples (i},q) t C x E ; au couple (il»q) 

correspond donc la représentation TT donnée par 

H 1 * 2 -T) C YX — - q- V- >) ' 

Q , „ q XY .— - q-if+Tjj V 
On sait (proposition (2.14)) que les représentations h- diagonales 

irréductibles de U classent les représentations irréductibles de U* . 

Nous allons indiquer quels couples (ij,q) appartiennent à une même 

représentation irréductible h- diagonale de m- , ce qui nous donnera une 

description des diverses classes de représentations n- diagonales 

irréductibles de m- . 

Nou3 aurons besoin d'un lemme . Soit (TT,V) une représentation 

Iv- diagonale irréductible de s% qui contient la représentation H de U° 

autrement dit qui possède le poids A= no. et telle que ft(Q) = q Id , 

Le décomposition de V en sous-espaces k- propres est donc de la forme 

V = © V ^ * 
m l 

où I est une partie de Z qui contient o 
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Lemme (3.l). Avec les .hypothèses ci-dessus , one-: 

(i) Si lî , , est une représentation irréductible 

de U0 contenue dans (Tt1VJ on a nécessairement 

y\' =H+ n ntZ ,et q' = q . 

(ii) I est un intervalle de Z borné ou non , 

contenant o . 

(iii) a) I est de la forme {*,a] a<Z est équivalent à 

q = (i}+a)2 + fy+a) 

b) I est de la forme [b,«) b«E est équivalent à 

q = (j)+b)2 - fy+b) 

Démonstration. (i) est clair. 

(ii) Montrons que si nil et n+1 j l , alors n+m f I pour m > o . 

Soit donc o f v ï V ' ' . Par hypothèse V>" ' est nul , donc 

Tt(x)v = o et par conséquent ït(ï H X )v = o pour r >o . Hais v est 

totalisateur puisque (Tt,v) est irréductible , donc V est engendré par 

les vecteurs Tt(Y . H )v qui sont nuls ou de poids (ij+n-p)« ce qui prouve 

bien que n+m n'est pas dans I pour m>o . Le même raisonnement avec 

71(Y)V montre que si nel et n-1fi alors n-m ^ I pour ra>o • Donc 

I est un intervalle de Z . 

(iii) Supposons m l et soit v / o , V(V ^ ' .11 eat clair à partir 

de ce qui précède que TT(x)v / o est équivalent à n+1 ÉI . En faisant le 

même raisonnement avec Tt(Y) , on obtient que si IHI et n+-l (T alors 

Tt(Y)I ..(ijtn*i)a f ° * ** s'ensuit que-si nd , on a les équivalences 

n+1 ti <^> 7t(x) v ^ o <=>Tt(YX)v = Tt(Y)Tt(x)v f o , 

et , puisque YX = Q - £ H2- £ H 

n+1 (I <=>7[(Q_ ± H2- \ H)v = (q - (t)+n)2 -(i)+n))v f 0 , 

d'où n+1 ( I -^^- q é (ij+n)2 + n+ n . 

De même , puisque X Y = H + Y X = Q - i H2+ ̂ E , on a 

n-1 (I <==> q y (tj+n)2 - (lj+n) 

C.Q.F.D. 
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On est ainsi ramené , pour décrire les classes d'équivalences de 

représentations irréductibles de tv , à indiquer , pour chaque élément 

(z,q) i *7g x G l e s suites de couples consécutifs (l),q) i (z,q) appar­

tenant à une même représentation irréductible de » , On sait que ces 

suites forment une partition de (z",q) (proposition (2.I4)) et qu'une 

suite s'interrompt à droite en (>1,q) ai et seulement si q-rp - rj = o , 

et à gauche en (*,q) si et seulement si q -J? +7» = 0 ; par conséquent 

il suffit d'examiner pour chaque (s,q) les zéros de l'expression q -Tj2 - r) 

lorsque n parcourt z . (Le fait qu'une interruption à droite en (n,q) 

correspond toujours à une interruption à gauche en 0}+i,q) est confirmé 

par l'identité if +1J= fy + l) 2 - (1J+1) .) 

Soit donc (̂ .q) un élément de /g x C . 

er 2 
I cas. q - i) - n f 0 pour tous les ntz . 

A l'élément (z,q) ne correspond qu'une seule représentation 

irréductible de 6} , notée (<J ,v) . 
0 z ,q 

On a V = © V^" ; cette représentation contient donc 

toutes les représentations 1JT , (Mpq)
 ( (sjq) àe U0 . 

2 e n e cas. Soit riez tel que q - ri2 - n. = o . L'existence d'un TJ' fï 

distinct de rj tel que q - Ti'2 - y' = 0 est équivalente , si 

on pose n' = n+ n à 

9 + 0 = l 3 2 + 2Pjn + n 2 + r) + n , n ^ o 

donc à 2 > l + n + i = 0 , n f o 

ou encore à 2 ^ = 0 et 2 n + 1 ^ 0 . 

On distingue donc les possibilités suivantes : 

a) q - T j 2 - r i = o et 2 z f 0 . 

2 
Dans ce cas n est le seul zéro de q - Ti - rj 
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Il correspond à (z.q) deux représentations irréductibles 

de » , à savoir : 

((J ,v) correspondant à l a su i t e (A>Q) É (S",q) M-i f) '< 

i . e . v = $ V ( 9 " n ) * 
n>o 

,V) correspondant à la su i t e G*.,q) ï (z ,q) JtL^1I+U 

i.e. y= ®V ( f " + l ) K 

njo 

2 
b) q - n - I J = O et 2a = o , 2T) + 1 ^ 

2 
Dans ce cas on a aussi q - (-n-i) - (-îl-i) = o et on peut 

supposer TIJO • Il correspond à (z,q) trois représentations 

irréductibles de (J : 

(C ,V) correspondant à la suite (ju.,q) e (z,q) /J-S-O-i; 

i.e. V= 0 f ( r 1 ' K 

n»o 

({J° ,V) correspondant à l a su i t e Oj>,q) e (z,q) -T)(U~6TÌ; 

i.e . v = 0 V
( l?-n ) w 

o<n(2ïj 

((L iV) correspondant à l a su i t e Ç".q) fc (ïT,q) J U > T ) + 1 ; 

i .e . v . ® v&?«»"0« 
n»o 

:) q — 71 - n = o et 2z"=o , 211 + -1 = o c ' e s t - à - d i r e n= -¾ , q = - ^ 

C'est le cas ( z ,q ) '= ( f i - 4 ) auquel correspond deux représentat ions : 

(CF" ,V) correspondant à l a su i te (^ , - j ) i ( f . - j ) >•-*"£ ! 

W i.e. v . e »-«">• 
n»o 

(CIj „,V) correspondant à la su i te (jx,-^)t ( ï , - i ) / 1 * ! ! 

i . e . V = 0 V 
n>o 

Ç+n)* 



- 46 -

N. B. Les représentations de dimension finie apparaissent dans le 

cas 2 b). Ce sont donc les représentations 0"°_ de ce cas 2 b) , 
S1O, 

Tableau récapitulatif dea représentations fr - diagonales irréductibles 

1er cas 

2ème cas \ 
a ) 

b) 

c) 

Conditions sur 

<z,q) ' V 2 * ( 

q—n - n 4 o pour tou t ntz 

2 
I l e x i s t e n*z t . q . q-n - n = o 

e t 2 z f o 

2 
I l e x i s t e n<z t . q . q-r) - t ) = O 

e t z = o ou T , 2n +1 f o 

(z,q) = ( î , 4 ) 

Représentat ions 

assoc iées à ( z ,q ) 

V» 

a î , q 

a Z , q 

a" 
s .q 

of. (d im.f in ie) 
z,q 

Décomposition de 

V en s-esp .^-propret 

ntZ 

V = © v ( ) ?- n ) o t 

n>0 

n»o 

V= © v-ty™+<>* 
nvo 

v = e , v(^-n)w 

otn(2o 

v= e v (9+n+l ) t t 

n*o 

v = © v - ( i + n ) w 

nto 

v = ffi v ( ^ n ) a 

nYo 

Les représentations irréductibles de » que l'on a classées peuvent 

donc s'obtenir à partir de l'une des représentations de TJ0 qu'elles 

contiennent . On peut cependant exhiber directement les représentations 

comme suit . Soit (/Sq) > /*• = 1J + n n t l la suite des couples correspon­

dant à la représentation considérée . On construit l'espace vectoriel V , 

engendré librement sur ï par la famille d'éléments indexés par I : 
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e , . , n i l , et on définit Tt(H) , rt(x) et 7c(ï) par : 
2{r) + n) 

«GO e 2 ( y i 0 = 2 C ? + n ) e2(9 +n) 

^ X ) e 2 ( n + n ) = y«-(7«) 2 - f9+») e2(n+n-H) 

W ( T ) 6Z(Ij+Ii) = y<l-^+n)2 + (?+a) ' e 2( 7 + n- , ) 

(détermination principale de la racine) . On vérifie que cela défini bien 

une représentation irréductible de <\ et que c'est la représentation 

cherchée . L'irréductibilité résulte du fait que si V est un sous-espace 

invariant ^ o de V , il co-.tient nécessairement l'un des e / \ , 

ceux-ci étant des vecteurs propres correspondant à des valeurs propres 

distinctes de TT(H) . Comme les e„/ \ sont tous totalisateurs de V 2(rj+n) 

façon évidente , cela implique V = V . 

4- Exemples de représentations non *t~ diagonales. 

La proposition (2,8) permet d'obtenir facilement des exemples de 

représentations non »- diagonales d'une algèbre de Lie semi-simple 

Soit u un élément de rang £ jf o dans l'algèbre enveloppante U de OJ, • 

L'élément u - k-1, k f- o (k t (E ) n'étant pas inversible , puisque seuls 

les scalaires le sont (P.B.W. chap II Corollaire (l,8)) il existe un 

idéal à gauche H (et par conséquent un idéal à gauche maximal) qui 

contient u - k . Or, si M est un idéal à gauche qui contient u - k 

la représentation V ^ n'est par. h- diagonale . 

En effet , pour H c rr . on a 

(u - k) (a +• bH) = (a + bH) (u - k) - ad (a + bH) (u - k) 

= (a + bH) (u - k) - b I (H) U 

de sorte que ,si £(H) f o et a + bH i M , ( =^>b 4- o ) 

o = (u - k) (a + bH) mod M 

= - b £(H) u mod H 

= - b k è (H) mod H 



- 4 B -

Ceci implique 1 (M , ce qui est absurde . Si donc H vérifie Ç(H) ^ O , 

l'idéal M ne contient pas le sous-espace de dimension 2 : 

TK = (a + bH ; a, b t c) de u(fy) et par conséquent H O u(fj) 

n'est pas maximal. 

On veut maintenant exhiber pour »= s{ (2,C) une représentation 

irréductible qui n'est A- diagonale pour aucune des sous-algèbres de 

Cartan de m? . 

Soi t X = [H) , H = (l_°) , Y = ( J j ) la base de Curtan na tu re l l e 

de tt = s l ( 2 f c ) : [H,X] = 2X , [H,Y] = -2Y , [X,Y] = H . Comme X e s t 

de rang « dans U , s i M e s t un i d é a l à gauche de U qui con t i en t X - k , 

k 4 o € (E , a l o r s l a r e p r é s e n t a t i o n / ^ n ' e s t pas -fr- diagonale ; de façon 

p réc i se , le ca lcu l précédent montre que H ne con t ien t pas le sous-espace 

f a + b H ; a , b t C j . Nous a l l o n s vo i r qu 'en r é a l i t é / ^ n ' e s t 

ri- diagonale pour aucuni des sous-a lgèbres de Cartan n de OV . 

Montrons d 'abord que pour le sous-espace U1 des polynômes de U de 

degré i n f é r i e u r ou égal à -i on a HrIU1 = C • (x - k) . 

So i t v = a ï + bH + cX + d un élément de U1 . On a 

(x - k)v = ad^(X - k)v + v • (X - k) 

= aH - 2 bX + v . (X - k) 

Par conséquent , s i VeHOU 1 , o n a 

o = (X - k)v mod M 

= aH - 2 b X mod H 

= aH - 2 b k mod H 

d'où aH - 2 b k ( H ce qui n ' e s t pas poss ib le , à moins que a = b = o '. 
kc 

En out re s i v = cX + d eQt dans M et-fec / d ^ o , - t I + k iM implique 

X€ M puisque X - k *M ; cec i e s t absurde . I l en r é s u l t e que seu l s l e s 

éléments de l a forme C • (X -k) sont dans M(IU1 

Or on s a i t que l e s sous-a lgèbres de Cartan de tj sont t o u t e s de la 

forme C * g où g e s t un élément r é g u l i e r de in . D e plus on s a i t que 
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si *VM possède des poids pour une sous-algèbre de Cartan "fr = <$ • g , alors 

H contient un idéal maximal de U(fy) = C [g] , et par conséquent un élément 

de la forme g - q , q < C et g régulier . Ceci n'est donc pas possible , 

puisque X est nilpotent et que MfIU1 = C • (x - k) . (Motors encore que 

cette dernière égalité implique que si k' f k et M' est un idéal s 

gauche de U qui contient X - k' , alors M et M' sont distincts) • 

Donnons finalement un exemple de représentation tv- diagonale 

irréductible de °V qui ne possède pas de poids relativement à une autre 

aous-al^èbre de Cartan . Cette représentation doit nécessairement être 

de dimension infinie, voir proposition (2.6) . 

Soit toujours By= s t (2,C) et reprenons les notations ci-dessus : 

n = C * H est la sous-algèbre et Y, H, X la base de Cartan considérée , 

Pans l'espace de dimension infinie V de base i e., i=0,1,...,n,.,.J 

on considère la représentation admettant le "poids dominant" - « 

(voir No 5 ci-après) donnée par : 

"K(Y) e = e 
n n+1 

1X(H) en = -2 (n+i) en 

7t(x) en = -n (n+l) e 

C'est une représentation de la classe OU dans la classification du H° 3 < 

L'élément W = H + 2Y est un élément régulier de OV ; on vérifie 

en effet que [W,Y] = - 2Y ; [w,w] = o ; [W,X-H-Y] = + 2(X-H-ï) (W est 

d'ailleurs l'image de H par l'automorphisme m - e de OV ). 

Montrons que l'opérateur Tl(W) n'a pas de valeurs propres . 
h 

Soit v £ V un vecteur quelconque JE o , et écrivons v = JI a e , a„ f o . 
0 n n M 

On a 
Tt(W) e = -2 (n+i) e + 2 e 

n ^ ' n n+^ 
M 

donc Tt(w) v = T a (-2 (n+1) e +2e 
o n ^ v n n+1 

H = ~2 ao eo + £ (-2(n-n) an + 2 a )e + 2 ^ u 1 n n-,' n n-f n Tj eH+-l 

ce qui montre que v n'est un vecteur propre de Tc(w) pour aucune valeur A € C . 
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Par conséquent la représentation 7T ne possède pas de poids relativement à 

la sous-algèbre de Cartan k' = C *H . (Ceci donne en outre un autre 

exemple de représentation irréductible non diagonale relativement à une 
sous-algèbre de Cartan . 

5. Existence de représentations irréductibles h- diagonales : les 

représentations admettant un poids dominant . 

Soit R une sous-algèbre de Cartan de tj, et A l'ensemble des racines 

de la paire ( m,, & ) . On choisit un ordre sur A et on reprend les notations 

du chap. 2 H0 5 ; en particulier on note A = i A1 ,..., rt l les racines 

positives et E = ( 0 ^ f * ! tt. 1 lgs racines simples associées à l'ordre 

choisi . 

On a vu au R0 2 (proposition (2.12) et (2.14)) que pour obtenir des 

représentations h- diagonales irréductibles il suffit de citer des idéaux 

h gauches maximaux de U0 . On veut montrer ici qu'on obtient la classe 

bien connue des représentations irréductibles admettant un poids dominant 

à partir des idéaux à gauches maximaux contenant l'idéal Ug+f1 Ir que 

l'on note U° . 

Soit M' un idéal à gauche maximal de U0 contenant U° . Il 

résulte de la décomposition U0=U(f»)œU° (proposition (5.4) chap. Il) 

et de la proposition (2.12) du chap. III que M1 eat d« codimension ^ dans 

U(T>) , donc de codimension i dans U° . Si on note kerfï.^) = MTÏU(TL) on 

a donc K' = kerfX^SUJo ; ü est d'ailleurs clair que 

M' = k e r ( 0 © U * UJl ing­

est une bisection de n* sur l'ensemble des idéaux maximaux de U qui 
- — i $ 

contiennent U 

L'idéal à gauche J^ de U engendré par les éléments { ker(X111) et a
+j 

est un idéal strict de U qui contient M^ . En effet, J^OU 0D M'w et , 

si u = J2 uA h± + Yl Uj X-i ti.e kerïXyJ.X € g+ est dans V0 , on a , 

en écrivant v = ) v la décomposition de VtU selon les sous-espaces 

de rang U 

u = EuE = E ( Z » ; \ + (r«4x«) ) =uc 
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d'où u = T. u? h. + ( H u . X. ) ° t M^ 
i -̂ 1 j 0 0 

puisque E u ? h - e ML e t (^u- x - )° e u ï P a r conséquent J 1 0 O U 0 = H^ . 
X *• J J J 

<v 
Soi t a l o r s H111 l ' i d é a l a gauche maximal unique de U contenant M'w . 

D'après ce qui précède , K111 con t i en t J11, donc U Q -
+ , e t par conséquent 

l e s sous-espaces U* , £* T - | u. = - ^ n . o(. , n . e Nj . La représen­

t a t i o n i r r é d u c t i b l e n - diagonale /m > notée ïïu,, e t déterminée par 

M'tu > a donc l e s p r o p r i é t é s supplémentaires 

1) l e s poids de 7T sont de l a forme u>- Z_ n . « . , n. i N 

2) TT14ZxJ ï = 0 quel que s o i t A e A + . 

Dé f in i t i on . 

So i t (TT,V) une r ep ré sen t a t i on de m. . Un élément 

v e V e s t d i t p r imi t i f de poids w s i 

1) v f o e s t de poids u> 

2) 1ï (X„ ) v = o pour tout A e A + . 

Si une représentation (TT,V) est irréductible et possède un vecteur primitif 

de poids u; , il est clair qu'elle est TÏ- diagonale et que ces poids sont 

de la forme w - Z_ n. K. , n. e N . On dit alors que w est le poids 

dominant. 

Proposition (5.1). La correspondance u> 1—• U/Ä est une bijection de -îr* 

sur l'ensemble des représentations irréductibles de Oi admettant 

un poids dominant, 

Démonstration. Nous avons vu ci-dessus que T E U/flj est primitif de poids 

uj puisque H = U)(H)-) (mod H11,) donc ^(ïtjï = 1" = W ( H ) Ï . Soit d'autre 

part (TT,V) une représentation irréductible admettant un vecteur v primitif 

de poids u) . L'annulateur It de v est un idéal maximal de U qui contient 

kerfX^ ) et U a + donc M ^ ; par conséquent OC=M 0 et (̂ ,V) est 

équivalente à /ft . Ainsi w •—»• /¾ est surjective . 
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Supposons maintenant que la représentation V?f contient la 

représentation de U0 : u / H , , A ̂  W ; cela implique que VJJ contient 

un vecteur primitif v' de poids \ fu> , et par conséquent que 

A =. w - L_ p « et w = Â - L P I K 1 P. , p' e N , 
t=i 1 1 i n 1 1 1 1 

l 

d'où Z_ (p. +p!)«. = o , donc p. = p! = o et A = UJ. L'hypothèse 
i.i i i 1 ' *i *i J r 

faite est donc absurde , la représentation /« ne contient qu'une seule 

représentation de U0 de la forme /„> . c'est u /ui , de sorte que 

les représentations u/a , W et* , sont toutes distinctes (prop(2,14) ) . 

Ceci montre l'injectivité de l'application tu i—• /jj et achève la 

démonstration. 

Remarque.. Soit (t,v) une représentation irréductible de OL admettant un 

vecteur primitif de poids OJ . 

1) On a vu dans la démonstration de (5,l) que v est , à un 

multiple scalaire près , l'unique vecteur primitif de (̂ ,V) , 

et que le poids U) est de multiplicité ^ , car Hj0 est de 

codimension 1 dans U0 . 

2) Les poids de (w.V) sont tous de multiplicité finie 

{proposition {2.15) ) . 
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