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INTRODUCTION

Parmi les représentations d'une alg&bre de Lie semi-simple complexe
g celles qui admettent un poids dominant sont bien connues. [Harish-Chandra
Trans. Amer. Math. soc 70 (1951)]. L'étude de familles plus vastes de¢ repré-
sentations et la généralisation de la constructicn de représentations admet-
tant un poids dominant a &t& abordée par I.Z. Bouwer [2] et F.W. Lemire [T}
En reprenant leurs travaux, il nous a &t pernis, grdce & un résultat de
J. Dixmier ([3] p. 493) d'obtenir certaines caractBrisations de la classe
des représentations qui admettent une décomposition en sous-espaccs de

poids, que nous appelons ici %-diagonales.

Nous avons tout d'abord caractérisé les idfaux & gauche maximaux M
de 1'algdbre enveloppante U de % tels que U/M seit un U-mpdule asso-—
¢if & une représentation %—diagonale (Cnapitre III prop. 2.8). Ce critdre
permet de donner des exemples de représentations non %-diagonales
(paragraphe II1I.4). Puis en développant une technique, d8jd indiguée dans
Lemire [T], d'induction des représentations de U & partir de celles
du centralisateur Uo de % dans U , nous avens montré que les repré-
sentations % -diagonsles de q. sont exactement celles gui sont induites
& partir des représentations irr8ductibles de W {th. 3.12 Chap. ITI} ;
au paragraphe III1.5 on donne une précision de ce résultat concernant
les représentations admettant un poids dominant. Pour op = s1{2,C) ceci
donne trés directement la classification des représentations ﬁ—diagonales
irréductibles. ’

»

Je tiens & remercier tout particuliérement M. W. SOrensen qui n'a
dirigé tout au long de ce travail, Pour ses suggestions, ses conseils
précieux et sa constante disponibilité, qu'il accepte ici 1'expression
de ma profonde gratitude. Mes remerciements vont Bgalement & MM, R, Bader
et A. Robert pour l'aide qu'ils m'ont apportfe par leurs remarques et

1'int&r8t qu'ils m'ont tEmoigné.



I, ALGERRES DE LIE SEMI-SIMPLES COMPLEXES.

Dans ce paragraphe nous rappelons sans démonstratiun quelaues faits
de base concernant la théorie des algdbres de Lie semi-simples ceumplexes
do dimension finie que nous supposerons cennus. Pour aveir pius de détails
et les démonstrations compl2tes, on pourra censulter le texte de I. STEWART
[ 13 ] , pas trés complet, mais oui permet d'avancer rapidement, les livrea
de J.P. sERRE [11] et [12] , n. soummak1 [1] . s. weiaason [a]
et enfin le Séminaire Sophus LIE [10]

1. Semi-simplicité.

Une algbbre de Lie q est dite demi-zimple si sen radicsl ~ i.e. son
plus grand idéal résoluble - est réduif & =zéro, ou, cs qui revient au

méme, si gen plus grand idéal abélien est nul.

L'algebre q eot dite simple si elle n'a pas d'idéaux non triviaux et

si elle n'esi pas sbéliemne.

On vérifie immédiatement qu'une algébre de lie semi-simple est de
dimension trois au moins, et qu'il n'y a qu'une algdbre de Lie semi-simple
de dimension 3 , qui est 1'algdbre simple s1(2,() des matrices 2 x 2 de

trace nulle,

D'autres définitions équivalentes de la semi-zimplicité sont données

par les résultats suivants :

Théorime {1.1) (Critdre de Cartan-Killing) Une alg®bre de lie op
egt semi-simple si et seulement =i lu ferme de Killing

B(X,¥) = tr{ad Xoad ¥Y) est nen dégénérée.

¥
Théertme (1.2) line algébre de Lie q est semi-pimple 8i et seulement si

elle est isomorphe & un produit d'algdbres de Lie simples
{qui scnt les idésux minimaux non nula de i la

décompenition est wiicue) .

Théordme (1.3) {H. Weyl) Une algkbre de Lie t est gemi-simple el ot
seulement si toutes les représcntations de dimensien

finie de 7 gont complétement réductibles.
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2, Sous-aigtbres de Cartan et structure de g}

On appelle zmous-algébre de Cartan de bYune sous-ulgtbre de ? qui est

abélienne maximale et formée d'éléments semi~simplss - i.e. dont 1'image
par ad est dlagonalisable. On en démont;-e 1ltexistence en prouvaot gue’

8i Xecfest un élément régulier (J.P. Serre [12_] p. II-2} le sous-espace
Propre ?.X agsocié€ 4 la valeur propre © de ad X est précisément une sous-
algdbre de Cartan. On sait de plus que toute sous-algibre de Cartsn sst de
la forme afx pour un X régulier et cue le groupe des sutemorphismes
intérieurs de g noté Int(?) - il eat engendré par lea sutomorphismes de

ad X' Xeq - optre transitivemeot dans 1'ensembls des sous-—

la forme «
algdbrea de Cartan. En particulier, les sous-algdbres de Cartan oot toutes
méme dimension, égale au rang ‘t de-or (voir J,P. Serre [12] chap, III, ou

le Séminaire S. Lis [10] exposé 15).

Si '1 est une sous-algdbre de Cartan, ls restpietion a ;,x{] de la
forme de Killing de OJ/ est non dégénérée.

30it maintenant 3‘ ane seus-algébre de Cartan de ox , fixée uge fols
pour toutes. La restriction & 4! ds la représentation adjeinte de OJ :
H »—»ad,{(&) . ad?(E{)K = [H,X] Htﬁ,xeo‘}, se décompose cempldtement. Om
appells racines les reprdsentations irréductibles de noa nulles - ¢s
sent des formes linéaires #0 sur 31 - qui spparsisseet dans ls décompo-
sition de ad?“l) ; on note A 1'ensemble (fini) das racinea, ot & ls
asous-espace de 0} des vecteurs qui se transforment selen aeA. La
décomposition de ﬂk est alors .

5- e (2.7)

les ao'.ts-eapéces nf sont de dimensions 1 ., en a deae, pour X € 0}“

sd(B)X, = [B,x,] =et{H)X, ;
1a sous-algébre de Cartaso ﬁ eat le sous-espacer de la représcntatien .nulla
de ‘Fr . Si weA, alors ~wed, et of, -% gont les deux seules racines
colindaires & o .
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Puisque 1la forme de Killing B, est non-dégénérée sur 3H , on peut
définir pour chague o ¢A, 1'&1fment hme% (unique) tel gque

af) = By(H,h )

%

pour tout He 3,; les &lEments h, engendrent ‘El .

n

Les relations [U}u, U&_u}
x o

[ol,, 9 1

&

[u&, ol 1

montrent que si on prend une base {hl‘ h2,..., hf} de ‘% parmi les

Cohy

n

u}uvp si ou-{seA

o si rx+'p#o et ax+p¢A

€léments h, , et pour chaque paire (X,-ot) ,aedon choisit K¢ ?ﬁ et
E . Eag" de telle sorte que [, ,E.4] = h, , on obtient une base, dite

"base de Weyl provisoire"” gui vérifie les relations

[k,,h.] =0 Oii,j4{‘
iy
[, ,E,1 =x(h)E e, ogic b
1 1 ™ .
[Ey»E.l = by wedy ;
0 x+p F0 o+ Fa
(5,51 =< F ¢
f N - E o«.+fsea
q){, nu-fg

De 1g rationalité des nombres By(h ,h,? rx,[sed, {voir par- exemple
Stewart [131 p. 26) on dduit que %=§A Rb, est une Forme réelle de
l'espace vectoriel complexe % et que B? restreinte & 3)}\: est une
forme bilinfaire réelle, définie positive. On & donc une mEtrigue, canon:l;..q_ue
pour &tudier le figure formée par les racines dans le dusl réel vf de gx 3
ceci conduit & la classification des systiémes de récines et & la clessi-
ficetion des algébres de Lie semi-simples complexes (voir aussi le §° 3

ci-dessous).

Choisissons maintenant une base de 'gl , munissons A ae 1'orare
+
lexicographique associé & cette base et notons A 1l'ensemble des
* 1 3 + * * I3 - »
racines positives. Ona A = FAN U"A Une racine positive est dite

simple si elle n'est pas somme de deux racines positives.
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Théoreme (2.1) Les racines simples forment une base E= {“_,---,ﬂ{l
*
du dual +ﬁ telle que toute racine oel a'éerit
1

o = Z ﬂ.iﬂi
inl
ou les coefficients n; sont des entiers tous de

néme signe.

Une base qui possdéde cette propriété est appelde un systéme gimple

de racines (ou systdme fondamenisl de racines) . Le théordme précédent

montre l'existence d’un tel syetbne.

Seit Z = {d,,,- e ,dtl un systéme simple de racines de b} et d
les racines pesitives gui lui correspondent.

Posons

- _2hs , %€
* Bylh,hy)

—H,  eet done 1*unicue élément de €-h, tel que o((H.u =2 — at
choisissons pour chauue /a € N R x/, £ n}f et Yf ¢ GJ‘P tels que

[ ¢ ,rf,] =
On dit alors que
+ +
(p pesf Bom weL xp peds]
est une base de Carian. Les relations eont celles d’'une base de Weyl
provisoire, modifides de fagon évidente ; pour chaque /sed‘ 1a sous-

algbbre g, engendrée par Y, , Hp, X{. eal canoniouement isomorphe

a af (2,¢) (voir 1'exemple ci-desaous puisqutalors

Hy, ., Xa) = 2 X, ; |H I ==21,; |X = H, .
weoxd = engs ool -2ne [yl -
Ces relations sont naturellement trés commedes pour 1’étude des

représentations de o}, qui admettent des poida.
Exemple 2.2\ L'slgtbre de Lie

el(n,c) = {matrices n xn complexes de trace nulle} est semi-

simple . la sous-algbbre
1 n
A
¥J N 2. ' 2 )‘i =0
' =t

est une scus-algébre de Cartan , et ai on note



0 0 0 A )
q
P _ P

on & m{,}(n) B o= (,® AW) Eq
I1 en régulte donc que les racines sont les formes

)\r._ )\1 i H» )\r[H] - )\1(H] b#9
et que 0}’"“‘ = ﬁ-E:
Les racines Z.= {)\;’km , i=1,2, ..., n - 1} forment un
systime gimple et O'= {)\r - \1 , r(q} est l'ensemble des racines

positives correspondantes.

On z s [E;)E;]:E?—E: ’P%q ]

et par définition !‘)\P‘XT](E% - E-::) = 2 . la base
[E; p>q , H=EL-EY i=12,..,n-1, L] f’(ﬂ

est done une base de Cartan de sl (n,I) ,

3, Automorphismes , groupe de Weyl.

Scit A un automorphisme de cx qui stabilise la sous-algdbre de

Cartan , i.6. tel que A(H) = 'I , et posons

o) = (A*(H)  pour Hehy
On vérifie facilement oue u"‘* est une racine et que Ah, = ho(A , A{ Gf‘) _ n}g!& .
Ltautomorphisme A induit done une permutation des racines dans le dual

43,* de 3{ Il existe une réciproaue importante .

Théoreme {3.1) . (H. Weyl). Soient g et ol’ deux alghbres de Lie semi- simples
t

complexes , {resp. {Z } une sous-algibre de Cartan
r b -s®h , §-ZRHK,.
de 0} (rﬁsp. ) et {] s *? wes

. t
51 ¢ : ‘& —» 7 eat un isomorphisme linéaire tel que ¢
applique A sur &, alors ¢ se prolonge non wnivoque—

ment en un isomorphisme de r,lsur ty’ .
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La démonstration revient tout d'abord & montrer que + est nécessai-
rement isométrigque pour les métriques canoniques sur ﬁ et ﬁ s e qui
impligue que si &¢ = 0y "o, alors ¢[h“)- }L¢ ; puis, étant donné
B ¢ U}“ , b déterminer g ¢ ﬂl'a tel qu'en posant &(Ea) =E.$
on définisse un isomorphisme d'algdbre de Lie (voir 5. Belgason
th 5.4 p. 148 ou le Séminaire S. Lie {10] p. 11 =04} .

Indiguons certaines conséquences de ce théordme .

1) On peut classer les algtbres de Lie semi-aimploa complexes en
classant les systémes de racines A\

2') les isomorphismes linéaires 4) : ?J wr% tels oue ‘t#{ﬂ]: O
se prolongent {non univoouement) en automorphismes de ?.

3') I1 exiate une base de Weyl de ? , ¢'est-a-dire une "bage de Weyl

provisoire” avee la propriété supplémeniaire

Nd‘)ﬁ = - N-u’_(‘ ' N“’F e R .
2 4q(1-P
N"’f‘ = — oc(h )

ol p et q sont déterminéds par la position relative de « et/a dans A .
Une telle base résulte de l'existence d'un sutomorphisme $ de 1r qui
prolonge + : Hes»-H, He ‘ga est d'une base qui vérifie $(E, ) =B

-ul "
4+) Il existe une "forme réelie compacte" de ﬁi , c'est-a~dire une algibre
de Lie réelle dont oJ. eat la complexifide , et qui est l'algdbre de Lie
“d'un groupe de Lie (réel) compact.

Ltinportance de ce dernier point est claire, De lia vient en effet
la poasibilité de remonter & un groupe compact pour démontrer, de fagon
snalytique il est vrai, certaines propriétés des représentations de

dimension finie des algdbres de Lie semi-simples complexes, notamment :

a) la compldte réductibilité des représentations de dimension finie
(théoreme (1.3), démonstration initiale de H, Weyl) .

b) .1'existence de poids pour les représentations de dimenaion finie

(et pour n'importe quelle sous-algébre de Cartan) (proposition{2.6)ch.III).
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et 1ltinvariance du systime dee poids par les automorphismes intérieurs

gui stabiliasent ’I , done par le "groupe de Weyl® défini e¢i-dessous.

c) Ly formule des carsctires des représentations de dimension finie
irréductibles (démonstration initiule de H. Weyl, voir le Séminaire

S. lde [10]  p. 21 - 06 et suivants) .

Cette procédure de démonstration, dont le point 4') est & la base, porte

le nom de *Unitarian trick” .

On sait, théordme (3.1) , que les applications linéaires # : %HFI
aui stabilisent £\ sont nécesseirement des iscmétries pour la métrigque
induite sur & par la forme de Killing H? . Parmi cee epplications,

leg "symétries de vecteurs « " définies par

S“(H)=H—2Mh‘=H"G(H)Ha ,oue A,
B?(hah.)

pour He’l s Jouent un réle particulier. Un a en effet :

Théortme (3.2). le soua-groupe des transformations lindaires de "]
induit par les aotomorpnismes intérieurs de 0} qui
stabilisent ﬁcoincide avec le groupe des tranzformations

engendrées par les syméiries S, , «€d,

Le groupe (fini) engendré par les symétries 5, ., %€ A est le groupe
de Weyl de ? . L enaemble des automorphismes de ﬂJ qui prolongent
1tidentité sur f’ ezt le groupe des automorphismes intérieurs de la forme
ead(H) ad({,)

, H ('J et noté e . L'invariance par le groupe de Weyl

traduit donc 1'invariance par les automorphismesz iniérieurs de BJ .



I7. LA REPRESENTATION ADJOINTE.

1. Notations et rappels., Le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt.

Dans tout ce qui suit, nous ne travaillons toujours qu'avec le corps
des complexes. Les faits qui suivent - on en trouve la démonstration soit
dans Bourbaki [ 1] , 30it dana le Sémi:mire.Sophus Lie [10] - sont
cependant valables avec des conditions moins restrictives sur le corps.

Les notations sont aussi proches aue possible de celles de Bourbaki.
Soit uaf une algébre de Lie . On note :

P
4 N . o [
T = T , 1'algdhre tensorielle d T =C; T = H
?®)° algdbre tensorielle de Ojv( @%)

J = 1'idéal bilatére engendré par les éléments x@y - y®x = [x,y] XY € Gl,
I = " ” " .o " 1@y -~ y®x XY €%
U = T/J 1l'algdbre enveloppante de R .

s = 7/I " symétrique de 5

On note aussi T(?} R U(&J‘) , S(D}) , ete., les algdbres ci-dessus
lorsqu’il y a risgue de confusion .

Lralgibre % a'injecte canoniquement dans T ( G}ET') , Par

composition avec la projection T er/J on obtient une application

T — U aui est un homomorphisme d'algdbre de Lie . Pour toute
représentation ( ,V) de ﬂ} . 311 existe une représentation ('ﬁ' V) unique
de U vérifiant T(i) = Idv et telle que le diagramme

_’T+Endv
u“ /’

est commutﬂtif-jpropriété universelle de U J.

Onmote T =@ T et U, 1'image canorique dans U de 7 .
E m¢p
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Far passage au guotient, les inclusions T T ,TTTCT

-1 P p m p+m
fournissent une filtration canonique de l'algébre U : On a
= it gf = U - P
U U Up s Upy €Uy, Up Uy C Up,, v Soit G P/UP_ietG %u G

5

l'algebre grajuée associde 3 l'algébre filtrée U . On vérifie facilement

aque C est commtative (voir N, Jacobson [5] p. 166 ).

S est une algdbre commutative , et =i {Xi, ey Xn} eat une base
de 0 , 5 est isomorphe 3 1'algébre des polynémes formels (commutatifs) .

t:[xi s ] . Otna I= 591 INTP ; les éléments de SP & TP/7 A P
(image cancnique de TP dans S) sont les éléments homogines de degré p dans S,
ils correspondent aux polyndmes homogines de degré p de € [J(1 y ey }{n] .

Il eat clair que 8§ = @? SP . On rappelle que si 5'7 eat le sous-
espace vectoriel des tenseurs symétriques d'ordre p dans T , 5'P eat un
supplémentaire de INTP dans TP . ILa restriction 3 S'P de l'application

quotient TP —» 3P eat donec un isomorphisme lindaire, d'ol l'existence

4'un isomorphisme lindaire entre 5 et S = & S'P .,
pio
Introduisons encore des notations pour les projections canonidques :

Y T—U et Y, : 7P UP la restriction de W a TP

T: T—=+5 et T, : TP - —eg5P " v T oy 7P

B U —— P o

¥ ]
‘f:B °'\|l : TP Pyp —EagP .,
P P p r

On vérifie facilement que les ‘fp s P »0 , définissent un homomorphisme ]
surjectif d'algbbre P T -G, et que T factorise . Autrement dit,
il existe un morphisme surjectif w: § —G tel que \F= woeT, Ona

w (8P) = &® et on note Wy 5P ———» 0P 1a restriction 2 SP de w ., En
résumé on a le diagramme commutatif suivantl:

2
=

T

-~
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Le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt s’exprime alors comme suit :
Théordme (1.1) IL'application w : S— G est un isomorphisme d'algébre.

Ce théordme - abrégé P.B,W. dans la suite - a de nombreuses

conséguences faciles :

Corollaire (1.2) Si WP est un supplémentaire de INTPY dans TP alors
’Yp restreint & WP est un isomorphisme de WP aur

un supplémentaire de U dans U_ .,
P-1 P
Corsllaire (1.3} Ltapplication canonigque de o} dans U esat injective.

Corellaire (1.4) (P.B,W. habituel)}

Soit Xye-..y I, une base de UJ . Les éléments

n
X)Xy -IAP de U, ou }«1,...,)\P
les suites finies croissantes guelconquas dféléments de

parcourent

[1,2,....n] forment une base de U ,

FHous utiliserons parfecis le résultat suivant qui se démontre comme

le corollaire (1.4)

Corollaire (1.4'} Soit Xgr---p X une base de 03 et (IM' SREE N )A la

base associde de U selon le carallaire (1.4)(i.e.(k1,...,lP)

parcourent les suites finies croissantes d'éléments de [1, n] )

Ia famille d'éléments de U , obtenue en prenant chacuns
des éléments de la base de U ci-dessus et en permutant
les facteurs d'une manidre guelconque, est encore une

base de U .

Corollmire (1.5) Saoient ? une algébre de Lie et "7 une sous-algbbre de u] .
U(’?) a'injecte canoniquement dana U(?) .

Corollaire {1.6) Si est somme directe des sous-algébres . ,...,?n
et si U= U(?) ' Uy o= uf %x) , le relévement unigue
de 1'application multilinéaire

(u1,..., un) — e u

de U:l ... ZxX Un dans U , est un isomorphisme de

U,_I@"'@Un sur U .,
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Corallinira Ill:[) U est sans diviseurs de zéro ,

Corollaire (1.8) Les seuls éléments inversibles de U sont les scalaires fo.

le théordme de P.B,W. permet finalement de construire 1l'application

rl: S5 — U dont nous aurons besoin par la suite,

Corollaire (1.2) Soit S'P le sous-espace des tenseurs symétriques d'ordre
pdans T . On sait (page 9 ) que la restriction & $'F
de 1'application quotient t: T —S feurnit un isomoerphisme
linéaire de S'F sur SF , L'application rlP définie par

commutativité du diagramme :

est un isomorphisme de s? sur un supplémentaire de
U dans U_ .
P=1 P

Ceci est clair & partir du corollaire (1,2) . Fotons UP = QP(SP) .
ona T=@UP et 83=8 sP , et par conséquent les qP définissent
pao Q

&)
un isomorphisme vectoriel rl: 5 —»1U.

Solent x REETE S éléments de 03 et Eox, . -

4
dane S . Ona

x, I ( 1 z L ®x
s = - x e
1 P P\ P! L) Tip
GP
(la sommation eat prise sur le groupe symétrique Gp) d'ol la formule

-xp leur produit

) (x‘l""'xp) =%1 }(:5 ' e
ou, dans le membre de dreite, les produits sont dans U, Si g’ast une
sous-algtbre agbélienne de 'J et si U(%} {resp. S(‘%}) est considérée’
comme injectée dans U(?) (resp‘ S(?)) cette formule montre que
1'applieation v?' identifie S(ﬁ) Y U(%) .
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2. Prolongement de la représentation adjeinte,

Seit V un espace vectoriel , A un endcmorphisme de V et T
l'algéhre tensorielle de V, On vérifie facilement (Bourbaki [ 1] §2 NO 8)
1'ecxistence d'une dérivation & de T qui prelonge A . A est construite

camme suit :
dans T , 1 est nulle ;

dans TP = ® v, % eat l'unique relévement de l'application multilindaire

(gys-- e ) *——"Zg@) LLCR-BE- I
P £

P
de '{“{V dans 5 V . Par conséquent
L P

~
Kg®-- = © - Dig B - O
(g0 g, ?:_131 Ag, &,
¥ est 1l'unique dérivation de T qui prelonge A4, et ¥ commte aux
opérateurs de symétrie dans TP , douc S'F est invariant par A .

Identifions d&s A présent o 4 son image canonique dans T, U, S,

Seit ge % et adT(g) 1s dérivation de T qui prolonge 2d(g) (€ End oa)
Ltapplication adT g r—-yadT(g)

est clairement une représentation de 03: ¢'est la yeprésentation adjeinte

de %dans .

L'idéal J est stable par adT(g) . En effet , 1'image par adT(g)
d'un élément de J est unc somme d'éléments de J puisgque
ad () (x®y ~ ¥®z -~ [x,y] ) = [g.,x]®y ~ yB[e.1] - [EB,I], v
+x@[gy] - [ey]®x - [I:{g.y]]
La représentation udT induit sur le gquotient U = T/J on

obtient la représentation adjeinte de 0, dans U, notée ad. .
U




-13 -

On a (las produits sont dans U) H

p
ad.U(s) €y By - Ej 31.....[g‘gi]. ey
= (g, - 8,8) &, &
¢ P
+e,les, - g8) gy-vg,

Pt E8 g (ggp - sps)

BBy B, T By tB

pour glgo"a"’ gpe 0& » d'ou la formule
a%(g)u:gu—ug pour g;%,ueu.

Puisque S(%) est 1'algdbre enveloppante de 1'algébre de Lie
abélienne sur l'espace ox , on a de ofme une représentation de 01 dans S

prolongeant ad : c'est la représentation adjointe de &3 dans S

notée ad. . On a,
_-——--S—

POUr giggre--sBy € O

at (a) g, - v g

(produits dans §) .

Enfin, on a vu que J,I et S' sont stables par adT . Or
T=8'@®] et T=28'@&T, cette dernidre égalité venant du fait que

r\|"p H § P3P ast un isomerphisme linéaire (N® 1 P.B.W. Cor(1.9)).

Par conséquent, les représentations adT/S' et ad, de méme que

U
ads et adT/S, sont égquivalentes , les opérateurs d'entrelacements
étant les restrictions 'Y/S' ‘ot t/S' des epplications quotients

. T/, = . -
Ayt T—>T/;=U et T: T —>T/p =5 . Il en résulte que ad et
ad., sont équivalents , 1'opérateur d'entrelacement étant 1'isomorphisme
R

linéaire n: §—»U (voir N® 1) ; on a donc :
Q“ads(g) = ad, (z) °n

pour tout ge o& .
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Notons que , d'aprés ¢e qui précdde , ¥ . Tp . 5'7 ., sont des sous-
espaces stables de la représentation adT . que Up et UP sont
le stabilité de Up

stables pour ad. et que SP est stable pour ad

U s

se voit d'ailleurs directement sur la formule
B

ad, (g, - - g, :i; gy (B gy
qui montre que 1l'opérateur adU(g) f geox. n'augmente pas le degré du
polyndme .
3. La décomposition U = '}@E],U} .

[

Dés A présent q‘ est une algébre de.Lie semi-gimple.
lemme (3.1} 1la représent.ation adu eat complétement réductible .

Démonstration. ILa restriction & Up de adU est une représentation de

dimension finie donc complétement réductible (Théoréme de Weyl) . Soit V

wn sous-espsce invariant dens U = U Up ; l'espace V n UP est atable et
. P .
possdde done un supplémentaire invariant dans UP , disons ‘J}') .

Montrons qu'on peut construire un supplémentaire invariant V;'>+1 de

VAU  dans U qui contient V' . Eneffet (VAU )NV =(¢]
Pt1 hoa! P P+ p
done (VN UPH)@vij est stable et posséde un supplémentzire invariant

?1'” dans Up* . L'espace V' = V;@\'f;’_‘l est un supplémentaire

1 1 P+

invariant de VN U dans U qui contient V' . Par récurrence &
P+ P4 P

partir de U, , on construit asinsi un supplémentaire invariant V' de V
en posant V' = (J v'P
pe P
Lenme §§,2) 50it V un espace vectoriel (de dimension quelconque) 3 (Lune
famille d'endomorphismes de V et supposons Vq compléte-
ment réductible relativement & 0L . Alors les espaces
Vh =f veV , av =0 pour tout aeﬂ.]et v® = { veT de

la forme v =Z a ai( @, Vi€ Vl sont stables
1

11
par @ ot V=vi® Ve .
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Démonstration. Ia stabilité de V° et de vY est évidente . Soit W

un supplémentaire de ¥Y dans V , 8table par L , et v =w 4 vh ¢

V = WOVS un élément queleonjue de V ; ov = aw + evh = aw e W ce qui
montre que touc lee éléments de lu forme av uont dams W, dftohl WaV® .
Scit alors T un supplémestaire de V° , stable par & el tel sus
W=V'OT. 51 teT, =teV® et ateT dore at = o queljue =oit
aeM, On on déduit que. te ViAW = {0} . Adnsi V® =W ce cui

ach®ve la démonstiration .

Proposition !j.j) Soit GX une algbbre de Lie semi-simple , '}' le centre
ée U(?) , et [U,U] 1le soua-espace de U(Gz) engendré
par les crochets [v,u] = vu - uv u,ved . Ona

U=13® iv,u}

Dérongtration. Apj:liquona le lemme ¢i-dessus 2 la famille d'opéraleurs

adU(oa-) . Dans ce cvas

L-'h| = {x £v, adU(g)x =gt - g = 0 pour toat g cnﬂ est clairement le

centre } de U, et U* = [0,m . Eneffet U'C[U,U] ; de plus,
si x=g1-----gp giﬂﬂ’ , et ueld osna
B
[r] 7 g g - ug gy =i}:__1 ICARI ST SRR
ce qui prouve que U"C[U,U] . La proposition est déwontrée .

Remarque. S0it ('!,V) une représentation de ca . On dit que ve¢V ast
un vecteur invariant de w {ou du %-module V associé & w) s'il est

annulé par tous lea opdrateurs W{g) , g« 9 -

Dtaprés ce qui précéde , "j eat l'espace des vecteurs invariants
de aflu . Comme rz: S —» U est un iscmorphisme de ?- modules on &8 ,

81 J est 1l'ensemble des vecteurs invariants de ads

OERE
4,  la_gécomposition U = u(llg + [u,u] .

Soit #X une sovs-algtbre de Cartan de ? y et A le cyatéme des

racines de (Gk,{r) .
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Lenme ) Soit P¢ c[xq,..,xn] un polynOﬁ? 24 n wvarisbles . On peut
écrire P =Y a MX,..,k )" a ¢€, bek oh1a
T A 4 T 13 )
sommation s'étend & un certain nombre de polyndmes A

homogines du premier degré ., -,

Démonstration. On fait une récurrence sur le nombre n des fariablea .
Pour n =1, c'est trivial .

Démontrons le lemme pour n =2 . Coasidérons un monbme de la forme Xqu
et posons m = p+g . Etant donné des acalaires Byreeer on peut

résoudre le systéme de m+l dguations

(x + aOY)m = E& {?) Xm-i ag Yi
Lad
- m o
(e a0® = LD ey v
en fonction des inconnues Xm-iYi i le déterninant

a2 @al . @a”
®ar Haf . @]

. m m

: - Oy
@ o B

est .différent de ¢ , autrement dit , ai les nombrea By

distincts. Cecl prouve le lemme pour n = 2 , Supposons anfin 1'affirmation

...,am sont toua

vrale pour m¢n , et démontrons la pour @ =n . Il suffit de le faire
pour uh monfme . On a :
P b
x,_IE xzpﬂ. ...‘xnp- =X, “{%a‘ MXypeo )X ) )
par hypothdse . En utilisant le calcul fait pour n =2 , on peut écrire

Rby
P x e x ) = Eoci (X + a, AXy,... X))

¢ce qui achéve la déwmonstration du lemme .
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lemue {4,2) Tout élément de S(;J) peut s'écrire comme une combinaison
linéaire d'éléments de la forme H' , o Hedypet all) # o

quelle que soit la racine w e .

Démonstration., Soit H,,...,H; une base de {H formée de vecteurs qui
ne sont pas dans les hyperplans ker(s) , ael, Tout &lément de 3(45)

s'écrit comme un polyndme h = Zap H.,p"- ""H{ Pt , 11 suffit donc de
e

Py
vérifier le lemme pour un mondme . Pour cela on revient & la dernidre

&tapa du reisonmenent précédent . On a

b, b
AT .H{p{ = gak )‘(Hz""'H{.) L
MH?.”"'HL)‘ il, et on sait qu'il existe des nombres complexes
a“""’ap,ab,\ tels que h' = qu"[)t(Hé,...,H{)]b" est combinaison linéaire

de pulssances d'élémenta de 1la forme H,+ aiA(HQ,...,Ht), de plus, il est
clair qu'on peut faire varier chague a indépendamrient dans un petit
disque , sans changer le fait gque h' puisse a'éerire comme une telle

combinaison linéaire , Or la droite dans F{
b0+ ta, MH, .. Hy)  tec

ne peut &tre entidrement contenuedans l'un des ker{m) , «efl, sans que
Hy 1e soit aussl , ce qui est coantraire & 1'hypotbése faite sur la base ;
cotte droite coupe donc chacuns dea ker(x) ,ee &, en un seul point , et
comme ces byperplans sont en nombre fini , ces points sont isoléds sur la
droite . Ainsi , en remplagant au besoin a;, par nombre tris voisin

on voit qu'en peut écrire

B, D\(Ez.. ooy ] b

o, .
= i S EREWICHINE. ) L
L=

avec H1+ aiMHZ””’Hf) ¢agﬂker(o() . C.Q.F.D.

h'
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Proposition (4.3) Le plus petit sous-espace invariant pour ad.u
gontenant U(‘EJ) est U(?) tout entier .

Démonsgtration, On démontre la proposition équivalente pour ad

uuuuuu s ev sy

puisgque 1'igomorphisme de U-module r?: S +—»U identifie S('J) Y
u(h) (voir 1e N0 1) .

Soit T 1le plus petit sous-espace invariant de ads contenant S(%) R
o
Foar He 3: Hy Hﬁker(ﬂ) et X eqf', ona , en utilisant la commuitativité
dans 1'algdbre s(a‘}) :
n

ads(xu) it = ,_Z., He-oe- -[X&,H]' -

- not (H)X " TeT .

Supposons alors que tous les €léments de la forme X, ----X“P--H
4 1

sont dans T , Puisque [}(“4,}(“‘] = N“q*“';'x“ﬂ“t 1'égalité

ads(‘zm“)xu!- --..x“!Hn =
-1
f\-,:z xﬁz - l[X“1’qu]' XuPHn -n OQ‘(H)XD“. - 'qu}l’n

montre que Lous les; éléments de 1a forme

TR &

&%

4
sont dans T . Ainsi, par récurrence et en utilisant le lemme c¢i-dessus,
on voit que T contient une base de S(?) . Par conséquent T = S(ua.) et

la proposition est démontrée .

Corollaire (4.4) On a U(oj) = U(g,) + [U,1} , ot [z,u] est 1e sous-espace
vectoriel de U engeqdré par les crochets [u,v]: uv - vu
u,vel .,

Démonstration, fTout élément de U(ea) est de la forme adU(u)h , ue U(ox) ,

htU(ﬁ) , donc de la forme h + f_l:[gi,ui] ol he!}(ﬁ) ; Byt G e U,

C.Q.F.D.

Remarque, Nous verrons, lorsqu'il sera question des ecaractires de U(?) ’
que cette décomposition remplace le théordme de eonjugaison pour les

groupes de Lie ecompacts .
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5, La déoompogition U =ﬁ)U; . L'algsbre U°
[od

Soit '3 une adug-algdbre de Cartan de g et 5 le systéme des racines
de (q,fl) , Etant donné un ordre sur A , on note A+ = {/31.....{5]_1] les

racinea poaitives , E = [ﬂ“...,ﬂ;] les racinea aimples de A+,

E+ = (5[3%’5 ot _n: = g‘or d'oh la décomposition
t ¢

ﬂ,}=n'®£g$ﬂ+

Choisissons encore une base de Cartan de (d!,%) . Pour cela , on
rappelle que 1'on note H, 1'unique élément du soas~espace
gx,: [%‘.’,%—u] ,wED tel que “(Hm) =2 et que , pour XP& tzﬁ,peﬂ+ f
g .id ! -
on note Yp 1'élément de OJ tel que [X(,,YP] = H,, .

On pose encore Hi = Hﬂ; , Xi = X‘_l y Yi =Yy, pour tXiEE

{on sait que o(j(Hi) est entier : matrice de Cartan} .

On conaid2re alors la base suivante de o) , dite base de Cartan :

D= {Yp Ypeeei¥a BBy Xp i Xa, |
on a done :

[Hi,Hj] =0 0¢i,i¢l

(B %]

[z ,7,]

(0o 5]

[xr,xa] = N’.II Kpad NI._; #o0 pour T,E e, pﬁ Y

AH)X, peds

- AH)Y, peE o

i

Hp el ([x;r] =8, £=1,....8)

=0 pour T,EEA)F{—S{AU{Ol
Soit U 1ralgdbre snveloppante de ?.
Les élémenta TP ¥ Rr..... L A TAtE "NTENIED i

Pyr qj' rk_(N forment done une base de U . Lorsqu'aucune confusion

n'est & craindre , on la note souvent symboliquement comme suit :

{YquXr 7, q,r)o.] .
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Propasition (5.1) Seit U n' = ;; LR A {(idéal u gauche) et
LT
wU = YU {idéal 2 droite) . On a la

LAY
décomposition :

U= u(%) DU+t .

Démonstration. Avec la base ci-dessus , on voit qu'on peut éerire tous

les éléments de U de fagon unique sous la forme
E 4 2 P A T
a B +/ a Y u X
q Prd,T

oll , dans la deuxidme somase p , ou (et} r est # o, se qui prouve

l'affirmation.

»
Etant donné E € 45 , B0it
ik =luEU,ﬂd.U(H}uz E(H) u pour tout He’”,
On dit que § est un rang si U # fo} . que vt est 1'gspace des

vecteurs de rang { , et on note " 1'ensemble des rangs .

lemme (5,2) Soit x ¢0% un élément de Tang b et y eU;un élément
de rang L. Alors xy est de rang £+ § .

Démonstration. Ceei résulte du ealeul

adU(H)xy = Hxy ~ xHy + xHy - xyH
= (ady(B)x)y + x(ad (B)y) = (L+8)(®)xy .
Corollajre. L'élément de base Ypl .- -YaPremie P gl ....x

n
ept de rang[ (rd-pj)'(!j et ceci reste vrai quel que
3=1

80it 1'ordre des lettres du produit .

la démonstration est claire par récurrence , puieque XP ast de rangfs

Propositien {5.3) L'ensemble des rangs est le réseau
1
*
f"= {E€ {, f §= [ niu , nieZ} engendré par les

i=y

et Yf de rang - .

racines simples , on a

U= @UE.
kel
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pour bel", les éléments YR ... .ghom g M x

n

vérifiant Z (r
=1

reste vrai si on permute de fagon quelconque les lettres

-p. , =t forment une base de Ut . Ceci
J PJ)/SJ i

des produits ci-dessus .

Démonstration. Soient § et §' deux rangs distincts , et Hed tel que
E(H) 4 E' (m) ; uk {resp. U ) sst contenu dans le sous-espace propre
de adU(H) asgocid & la valeur propre E(H) {resp. E'(H)) , d'oh

U%ﬂ bt = {Dl . la somme & Ut eat donc directe .
fer

*
Seit aleors f = Z niot, , 1N, € Z, ™ 1e résean de g‘ engendré
Pyt i i ©

par lea racines simples et notons UlE le sous-espace vectoriel de U
n
dont unebase est formée des &léments Y* HY X* tels que y (rj-pj)/;j =§ .
=1
Non seulement U'S #{c} , mais encore U = f?p-”lg puisque les éléments
ci-dessus forment une base de U lorsque f parcourt M. Il résulte
du corollaire ¢i-dessus que utc ut pour les Ee™eat 1a démonstration

est alors achevée [voir aussi le corollaire (1.4') de P.B.W. (N® 1) 1.
Le lemme (5.2) ci-dessus montre que pour f,;er‘ on a U‘Ur’CU;“'

Le sous—espace U des vecteurs de rang © est donc une sous-algdbre

de U . De plua, on peut considérer UE comme un U°- module & gauche

(nult, & gauche par Uo) et comme un U°~ module & droite {mult. & droite) .

I1 est clair que si on note de méme pour 1'algdbre symétrique S
E _ -
g = {atS f adS(H) a = E(H) a pour tout Hif’}

on a 3

gpst ot ?(sf) =uk ,



-22 -

Proposition (5.4). Avec les notations ci-dessus :

(1) U® est le centralisateur de U(%) dans U, BEn
particulier U® contient le centre }de U.
(i1) Ona UptNU® =nUNT° et
Ut = U(’i) ® (m*nu®) = U(Pl) @ {pTunu®)
(iii) U° Fo([v,v] nuv*)
{iv) U° U(#l) + (fuu) n®)

Démenetration.

(1) U® est l'espace des élémentes ueU tels Gue ad.U(H) u=H -ull =0
pour tous les He 33, c'est donc aussi le centralisateur de U(%) dans U .

{ii) Si un élément de base IF HY X¥

est dans U° , ona p#o siet
seulement 8i r # ¢ , La démonstration est alors la néme que celle
de la propesition (5.1) .

{1ii) Puisque 3<U® on a U'D% @ ([u,unNu®).
Inversément, soit uel’ et u =2 + u' sa décomposition dans
U= % @{u,u] (N 3) . Pour tout H(%, adU(H) u = a(LU(H) z =0
done adU(H) ut =0 ; d'ob ue(fu,ulNu).

(iv} Résulte d'un calcul analogue.

Proposition (5.5} . L'alghbre U" a un nombre fini de générateurs et
les sous-espaces Ut ; B« gont des T - modules de type

fini ,
Puisque % eat réductive dans 0} , ¢ceci eat un cas particulier du

thécréme dit des invariants de Hilbert (Séminaire S. Lie [10) p, 7 - 08) .

la démonstration directe qui suit est due & G.E. Burger (voir
I.Z, Bouwer [ 2] p. 347) . l
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Notone F = {YP Hxr;paqr » n} 1z base de U assoniée & la
base de Cartan B de ? . Soient uetu'efl , (p,,...,pn,qq,...qt,:1,...,rn)
le 2n+i - uple formé des exposants de u ot (pq,...,pé,q;,...,qi,r;,...,rﬁ)

celul de w'

On dit que wu _contient u’ si pi €Dy q’ g q:l ’ r];: ' T, bour
1<¢i,k¢n, 1¢j¢f ., et que u contient u' strictement , si u contient

u' et el u#u .

On appells cycles de F les éléments de F de rang o {i.e. les

éléments do la bese FANU° de ¥') et éléments minimaux de F , ceux qui ne

contieunsnt pas strictement de cyclss #4 .,
Lepme (5.6). les éléments minimgux de F de rang E sont en nombre fini.

Démonstration. Soit W une partis quelconaque de B et E(W) 1'ensemble des -
éléments minimaux de F de rang £ aqui sont des produits de puissances non

nulles de lettres de W ., Puisque tout élément minimal de F et de rang i

est contenu dans 1'un des E(W) lorsque W parcourt P(B) , l'ensemble

dos partiess de B, le lemme est démontré si 1’on prouve Card{E(W))< oo.

Supposcns Cerd{E{W})>0 . On veut construire par récurrence une
suite d'entiers ay¢85¢ +.x ¢ 4. Km, T = Card(W) , telle que tout élément
de E(H) & au moins t exposants (at pour t =1,..., r .
S0it 1x ¢E{W) et 8, 1’exposant maximum ds x . Les éléments de E{W) ont
tous un exposant € B, mu moins . Sinon, s’il existait un élément y de E(W}
dont tous les sxposants étaient 3 8y cet élément y contiendrait
strictoment x donc un cycle de F £1 ; ceci contredirait la minimalité
de y .

Supposons maintenant (hypothise de récurrence) 1'existence d’un entier
8., tel que tout élément ds E(W) & k-1 exposants au moins inférieurs ou

égaux & & On conatruit 8, comme auit .

k=1 °
Considérons W comme une suite, ordonnée par l'ordre de B, de r lettres :

{ik=1)

TypeensT, et notons W 1l'ensemble des sous-suites composées de

q ¢
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k-1 lettres de W , notées x. ,...,x , et ﬁ(k-1) 1’ensenble dea
11 ik-1
suites de k=1 entiers (hd,....hk_1) + tels que o <hi( 8, _, Ppour

(k=1) _ alk-1)

13 £ k-1 . L'ensemble produit W est fini ., A toute

(k1) ylems)

paire (x,h) = (xi1,...,xik_1; hq,...,hk_q) de ¥ on

associe 1'ensemble

¢{x,h) = {éléments de E{W) dans lesquels les letires 1

apparaissent toutes & la puissance h, exactement

PoAr J =1 ,....k=1 }.

11 résulte de 1'hypothdse de récurrence que tout €lément de E(W)
est contenu dans l'un des G(x,h) au moins . Enfin, on choisi un élément

z(x h) quelconque dans chacun des G{x,h) = 0 et on pose ;
’

]

&) = max {plus grand exposant de =z )
X glx,n) £ 0 ()
et

ay = mex (sq,sl,...,sk_1,a&)

Pour voir que 8 _vérifie 1l'hypothtse de récurrence , supposons 1'existencs

k

1111|--.

drun y = x, .x,m'eE(w) qui n'sit que k-1 exposants <a_ . Puisque

y appartient nécessairement A l'un des ¢(x,n) , ¥ contient donc

strictement 1'un des z(x h) y car ceux~ci ont par construction tous

b
leurs exposants ¢ a, - Por conséquent y contient un sycle de F #£1 ,
ce gqui contredit le fait que ¥y est minimal .

Il résulte de ce qui précédde gue les diéments de E(W) ont tous

leurs exposants ¢ a, et par consdquent que E(W) contient au plus

(ar)r éléments, C.Q.F.D,
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lemme ). Seit ueF . On peut permuter les lettres de u de manidre
& obtenir un élément de la forme Gy -cm-u' , ot u! est
un élémen_t ninimal de F de méme rang que u , et Cysenet®

sont des cycles minimauxr de F .

Démongtration. Elle est claire en faisant un nombre fini de fois le raison~
nement : ou bien wveF est ninimal, ou bien, en permutant les lettres de v
on obtient un élément de la forme ¢.v' ol ¢ est un cycle de F et v!

un élément de F de rang E .

le démonstration de la propogition !5.5) résulte alors clairemeni des lemmes

(5.6) et (5.7) et de la proposition (5.3) .

Proposition (5.8). Le groupe de Weyl W de la paire (o],,lx) opére canonique-

ment dans T .

Démonstration. Soit Int{gq) 1le groupe des aatomorphismes intériecurs de ozet
considérons W comme 1'ensemble Hj%, $e Int(ol.) et t?( ") ={J }
(voir chap. I, N@ 3) .

Soit 4)& Aut(uk) un automorphisme de ?; @se prolonge canoniguement

en un automorphisme de U selon le diagramme (relévement universel)
U
% ~__ y
U

et 1'application ¢*———§3 est une représentation de Aut(or) . De plus ,
on vérifie facilement que ai $e¢Int(8) est de 1la forme § = ead(x) xeq
alors § = ¢3dy(x) (1ropérateur e29y(T) ot bien aéfini dans 1'espace U,
qui est de dimension finie et stable par adU(x) (N 2) et par conséquent
dans U) . Si ¢€ Aut(cx) est un automorphisme de 1’'algébre de Lie n}« qui
atabilise ’I, alors ({1 stabilise le centralisateur de % dans U , ¢'est-a-

dire U . En effet , pour Hefl et cell , ona:
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6(6) H= @(C) ¢(H') = @(CH') = é(H'c) = H @(c) . Or, on sait (chap. 1, N0 3)
que si 4} et '\pclnt(ﬂ]) stabiliseunt f-let coincident sur " s+ alors
¢ = ead(H)%' pour un certain H E& ; comme ¢ — § est une représenta-

tion on a ddduit = ead'u(H) , et puisque e8¢ @ =1 ., O a
A u -

NH'= '\Plu, ., Ceci acheéve la démoaatration ,
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I1I, Représentatiocns F‘«- diagonsles .

1, Existence d'un caractére infinitésiwel.

Soit O wvne algkbre sur € , mifére et associative , %((1) son ceatre ,
et T: & —— End{v) zne représcntation de & ., On supposera toujours que
wW1) = T4y .
Définition. On dit que T posséde un cargetdre infinitdsinal si les
cpératcurs T(z) , =z t'}({l) gont tous acalaires .

la fonction X "3(&] — ¢ définie par
T(z) = 'X.“(z) I::l‘r pour =ze %(&,)

est un carvactére de 1'algébre commutetive '}(ﬂ.} . L'est le carsctére

infinitésimal de W . Le résultat suivant est dil & Dixmier (Yoir aussi

D. Quillen[Q] V.

Théortme {1,1). Si A est une algébre d'opérateurs qui opére irréducti-
blement dans un espace vectoriel V de dimension dénombrable ,

alors le commutant A* de A st réduit aux scalaires .

Démonstratior . A' est une algébre de division qui contient € {Schur) ,
donc A' est up ecpace vectoriel sur € , et V un e:pace vectoriel

(a droite) sur A' , d'oll 1la formule
dimc(v) = dimc(A') dimA,(V) .

qui prouve que , dans les conditions du théordme |, dimc(A.') sst au plus
dénombrahle ,

Si A! contient un opérateur nor scalzire , A' contient donc un
corps isomorphe h une extension tranacendente €(x} de € . Dans €{x}

las éléments ;&1 s *e¢€ sonl linéairement iudépendants. Supposcns’

en effet que pour des -\iE ¢, 1¢i¢n-1 , tous distinets , la famille

I_J‘i , i=1,..., n-1 est linéairement indépendante , autrement dit
-2, ]

que 1'équstion :
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n=1 n-1
E bj -l_r (!'A.) =0
J=1 i=1 i
i#]
implique h, = b2 =e,4= tn_1 = o, ot considérons 1'édquation
n_
@ 3 e T G=A) =0
R
1#]
pour des Aii ¢ ,4i=4,,..,n, touvs distinets . L'égalité (I) impligque
n n—%
Z 2, =0, done Ay = E A, +» et par coneédquent
j= T
I n n-1 n n
1, - = - - -
Z’J Tr (x=3,) 2 %y T]- (x=2)) ﬂ (x-4)
J=1 i=1 Jj=1 i=1 iw4
ity i#] ifn
. n-4 n=14
= (A - A - =
>y Oy =) T -2 =0,
J=1 i=1
ird
d'oll nj(f\'_j - )\_1) =o pour j =%4,..., -1 , Il s'en sult que
a, = ap =+rr= A =0 ot que la famille IT“A_I s i=1,...,n est

lindairement indépendante si les Xi sont tous diatinets . Il résulte

de 11 que €(x) , done A! , est h base non dénombrable , ca qui es’

absurde . Ainsi AT = ¢Id, et le théoréme ost démontré .

Coroilaire {1,2]. Soit & une algbbre sur € unifire , associative , et
supposons que & esl b base dénombrable sur ¢
Si W; 6 —End(V) est une représentation irréductible

de & , alors T admet un caractdre infinitéaimal .

Démonstratien. L'espace V de T ast de dimension au plus dénombrable ,
car, 8i M est l'annnlateur d'un élément de V , la représeatation
{T,¥) est 4quivalente A la représantation U/M . Tes opérateurs TT(’?(G.))

sont dans lc commutant de T(®) et sont donc scaleires . C.Q.F.D,
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Ce résultat a'appligque en particulier aux algebres U et U*
(chap. II , e 5} qui sont A bsse dénombrable (P.B.W.) . Ie corolleire
suivant est utile loragu'il a'agit d'algébres de polynémes sur €

{commutatifs!) comme, par exemple, ltalgébre symétrique S(ﬂ!) .

Corcllaire (1,3). Seit & une algdbre commutative véz:ifiant les hypothéses
du corcllaire {(1.2) . )
Toutes les représentations irréductibles de B sont de
dimension 1, ou , ¢e qui revient au méme, tous les

idéaux maximaux de & szont de codimension 1 .

Démonstration., Une représentation irréductible T: & —=End(V) est
néceassirement scelaire (Théortme (1.1) et ceci n'est possible que

ai din(V) =1 , 4'ol le corollaire .,

. Les représentations de dimension 1 de & (commutstive et unifére)

sont appelées les carpctires de M

2. Poids et représentations jf-diagonales.

Seit ﬁ\me soua-algébre de Cartan de ak , & le systéme des racines
L - . . »
de (G’,‘gl) et Cﬁ— ga@ (‘%0}' ) la décomposition de U} gui lui est assocxé:.*.
Etant denné une représentation T : DJ —«End{V) et une forme A€ ‘% .

on note :

v’:{ veV, W(B)v=A(H)v pour tout Heﬁ}.

On dit gque X est un poids de (W,¥) =i din{v*)yo , et que ¥* est 1'espace
dgs vecteurs de poids A, On note P, (ol Py) 1'ensemble des poids de
(T,v} . Ssi )\i!’11 , 1la dimension de V* eat appelée la multiplicité du
poids A .

Proposition 52‘1) Seit (W,V) une représentation de 0} On a :

X &+
a) TTfﬂf) v C yhex pour )\cfz et oed. Plus généralement,
g est un vecteur de rang £ (c.f. IT N° §)
Ti{u) v C'\T‘HE pour ).e?l' .

8i ue€U

b) la somme V' = ):VA est directe, et stable par T .
AP
il

Démonatration. a} Soit Xe I et veV . Ona :

B (X)v = w(HK)v = M{[8,X] + RH)v = &+A)(H)v .
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Plus génfralement, pour ueU; .

T{H) Tiu) v = K{Hu) v = T{uH + adU(H) w) v = RN v .

b) Si A et ¥ sont deux poids distinets, et He ?-atel que
MH) # X(H) , alors V' C ker (M(R) - A(H)) et V' C ker (M(H) - A(H)) ,
done VM vWoa {0} . La stabilité est claire & partir de a) et de la
- P &
décomposition ¢ = 8363(‘?& 6!) .
Définition. On dit qu'une représentation (W,V) de Oj est a-digggnale 51
V= ).Ee)P,[ v , ou, ce qui revient au méme, si T{H) est diagonalisable pour
tout HE ‘FE {En effet, si A et B commutent et sont diagonalisables, ils
sont simultanément disgonalisables {il existe une basc formée de vecteurs
propres communs) : soit Ve = lv EV, Av =8 v} , V= ?V“(resp. V= %wf’)
la décomposition de V en sous-espaces propres de A{resp. de B} ; AE = BA
implique W’ stable par A . Eerivons v = v MEEEA la-décomposition de

1

v e wP dans V =@ V', on montre alors comme en {2.5) que + v, € wh .

TR
arell Wl =9 wnve . ‘BJ #tent de dimension finie, si N(H) est diagona-
lisable pour tout HeE 3] , les images par T d'une base de fl sont des opé-

rateurs simultanément diagonalisables) .

Exemple. Les représentations ad et a lsorn: &—diagonales. L'ensemble
des poids de ad est AU{O} , et T ={§-.Z.?i°(i'nie ZJ est celui de adU .

Soit [ff;‘w'] une représentation de % - Un vecteur veV est dit tota-
lisateur, 81 v engendre le %-module ¥ , sutrement dit si TW{Ulv =V
la représentation est dite eycligue si elle admet un vecteur totalipateur
et P - eycligque si elle admet un vecteur totalisateur qui est dans 1l'un des

sous-espaces de poids. Une représentation est irrfductible si et seulement

si tout vecteur ¥ 0 est totalisateur.

Propositien {2.2}. Soit (%, V) une représentation de g, qui admet un vecteur

totalisateur de poids A
Alors (M,V) est %—die;gonale, et F, est un sous-ensemble

de P+A={}~=)\+

0., n. €L}
L nos 0 Z}

=
Démonstration. Soit v ¥ 0 un vecteur totalisateur de poids A

Puisque ML) v c vt {proposition {2.1)), il résulte de V =T(U)v = Z;T(Ua)v

ek &

que ‘J'I(U;)v =V pour tout fer, d'oll 1a preposition.
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Corcllaire (2,3). Si une représentation irréductible (T,V) de o possede
un poids A , elle est alors ?I- diagonale et ges poids
sont de la forme A +E , EeT .

Démonstration. Ceci découle de ce que la représentation étant irréductible ,

tout vecteur est totalismateur . On peut donc appliquer la proposition .

Une des consédquences de ce corollaire est le critére suivant

(1EMIRE [8] Canad, Math. Bull, Vol. 14 (1) 1971} .

Proposition (2.4)}. Soit (W,¥) une représentation irréductible de g -

les affirmations guivantes sont éouivalentes :

a) (W,v) est {]- diagonale .

b) Pour tout vV , l'espace TI(U(%)) v est de dimension
finie .

¢) Il existe v # o tel que l'espace TI(U(‘%)) v est de
dimension finie ,
Démonstration. a) :ﬁ,-b) . Boit v = ;vh la décomposition d'un vecteur

v quelconque dang V = )@F. v L onam(E) v= ) WH) V= Z M) v,
¢ ¥ T

d'oll 1'on tire aue l'espace TI(UHa) v est au plus de dimension égale au

nombre de composantes non nulles dans la somme v = Zv" '
) )

b) = ¢) est trivial

¢) =>a) Une représentation - de dimension finie d'une algébre commutative
4 ne peut &tre-irréductible au'en dimension 1, (Ceci résulte du corollajre 2
a1 , mlais se démontre aussi directement {Schur) : soit ach , et acel une
valeur propre de 'I“l"(a) . " Ker (ﬁ(a) - ®xI) est un gous—-espage non nul ,

stable par W(a) , donc fH{a} est scalaire .}

Soit T la représentation de U(fz) dans l'espace de dimension finie
7= T(U(})) v . Ou bien ¥ est irréductible , aunauel cas il est de
dimension 1, ou bien ¥ contient un gous-espace stable de dimension
strictement inférieur . En répétant ce raisonnement , on montre 1'existence
d'un sous-espace stable de dimension 1 dans V , autrement dit 1'existence
d*'un vecteur proprs simultané pour les opérateurs T(H) , He&. La
représentation ('IT,V) possdéde donc un poids . Le gorollaire (2.3) pernet

donce de conclure . C.Q.F.D.
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N.E. Dana 1’énoncé de la proposition (2.4) , on peut remplacer la

condition b) par la condition

b') Pour tout veV et pour tout Hef, 1'espace
T{CH]} v est de dimension finie ;

et la condition ¢) par la condition

c') I1 existe v # o +tel gque pour tout H , 1'espace
T(€[H]) v est de dimension finis.

(On note £[H] 1'algbbre des polyndmes complexes en H) .,
I1 est clair que b) ==>b'} et c) =>e¢') .
Inveradment, so0it vV un vecteur tel que pour tout H 1'espace
T(e[H)) v est de dimension finie , et soit Hys...,H, une base de 4.
Pour i=1,..., ¢ , 1l'espace Vi = F(C[Hi]) v est stable par W(C[Hi]) ;
il est de dimension finie par hypotheése , ce qui implique que si
dim(Vi) =n, +1 les vecteurs W) v=v, 'ﬂ(Hi) v, TT(H: ) v ,...,‘IT(H:i) v
forment une hase de Vi . Ainsi pour tout entier pi f

n

Py )43 J
T(H,1) v = Z gt TME) v

j=o0

11 résulte alors de la commutativité dans II(!)) que

st he( , h=) a P Py

Hy"v..o'Hy ", ona

PqrecesDy

. _ P ves Pe
'[\'(h)v—ZaP““”pl mH, ) eyt ) v

4 ne
J P 5
=28 > wPE)| ... 1wl wwty v
p1 y-..;pg j‘=0 31 jl=0 jl

11¥] : Nt

by 2] b! d
Z ...Z Zap,‘,...,p{ .oti‘ ...u(j J T[(HJ)...'“(HJ)V

_ - 1
i,=o y=o

]
de sorte que : dim (T!(U(fx) ) V) 4 iD; ny

dioli b*) =>b) et ¢') ==e¢) .
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Proposition ;g,5). Toute soug-représentation , tout aquotient d’une représan-
tation §~ diagonale est aussi %- diagonal .

Démonstration. Seit (W,v) , V =_;®? v* une représentation {Z' diagonale
thy
d@ % , ot W un sous-espace invariantde V. Ona WD@(V)‘H W) .

A . .
B sa décompesition dans

Inversément , soit viW at v = vl 4eoen v
V=09V . Soit H tel que A_(H) ¢ M(H) . Oona W) v - A(H) vew

et W) v < A (8) v = (AE) = A NS et O (1) = 3 ()94 0™

la somme n'a plus que n termes . En un nombre fini d'étapes analogues ,
A
on obtient vAo €W , ot de mbma v™,..., v eW . Par conséquent
v=@® v'nvw .
e By

Soit alors i la représentation quotient de V par W . S5i on note v = L v}
x
un élément de V = ?V) 1l'application

v (mod W) — Z(v" mod WNV)
)
Y
établit un isomorphisme lindaire de V/y aur (B V/ Ay
reF

et V7V)‘ﬂw aat clairement le scus-espace de poids A de ¥ .

Ceci prouve la propositien .

Proposition {2,6). Toute représentation de dimensicn finie de % est
‘&— diagonale .

Démonstraticn. L'algébre {.J est abélienne et formée d'éléments semi-simples ,
ot l'on sait gue , dans une représentation de dimension finie da %,l'image d'un
§1ément semi-asimple est diagcnalisable (voir Serre [11] Lie algebras and

iie groups } ., Les opérateurs TW{H) , H E‘Ff sont donc simultanément diageo-
nalisakles . C.Q.F.D.

Nous en venons maintenant aux relaticns qui existent entre les
roprésentationa ‘]— diagonales de U(ﬂlr) at les représentations de U°
en démontrant qu'une représantation f,— diagonale de U(?) fournit une

famille de représentations de U° .
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Propesition (2.7). S5i (tr,v) gst une représentation ﬁr— diagonale de T ,
les sous-eapaces v , ke B, sont atablea par le
caniralisateur U° de UU’) dang U ; &1 (1,V) est
en outre irréductible , les représeniations (1%- ,Vx) R

A F, sont sussi irréductibles .
Démonstration. Soit ch)‘ et wy® ., One
TH) Tu) v = W) BH) v = A(H) W) v

ca qui démontre la atabilité 'du sous-easpace V)‘ pour T restraints & U,
Flus généralement , TT(U') v V“; (propasition 1) et si v est totalisateur
ona TU)v=V denec veamUE) v, datou T(WB) v = v et en particulier
™ut) v = Vk . Puisqu' un:‘rrepréaentation eat irréductible si et seulsment

ai tout vecteur eat totalisateur , la proposition est démentrée .

Notons que pour les représentationa (TT]Ua,VA) ci-dessus , las imagea
des éléments de U(f!) sont des opérateurs acalaires . Une représentation de
U® qui a cette propriété mern dite &- scalaire (de type A si T(H) = A{E).1d).
Dans les propositiona qui auivent , ncus allens voir qu'inversément , étant
donné une représentation irréductible qualconque de u® , 11 existe uns
représantation {r— diagonale irréductible unique de U qui contient la
représentation donnée de U°., Les prepoaitiona (2.8) et (2.9) éclairent

la construction .

Rappelons toul d'abord que les idéaur maximauxr de U(%) aont &n
correapondance biunivoque mvac les caractdrea de U(’ﬂ (vo:i.r N°4 § mais
résulte ausai du théordme de Hilbart) et qu'un caractére % de U(%) ast
univoquement déterminé par sas valeurs sur {‘ (#(1) =1) . ©n a donc une
corraespondance biunivoque sntre les idéaux maximaux de U(%) at 4'* , et
on note X, 1la caractdre da U(f,) agsocidé A la forme Ae ;* (X.‘\ eat

A
1tévaluation en )\ daa polyndmes heU(%)) .

Proposition !2.8!:' les représentations P - gycliguea (respectivement
!‘— diasgonales irréductibles) de U(t,-) aont exactement
cellea qui sont de la forme U(ﬁ)'m , o0 M sat un
1déal i gauche (respectivement maximal) da U(?)
contenant un idéal maximsl de U(f‘) .

* Voir 0.Borel [0] .
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Démonstration. S0it (T,¥) une représentation de U(I)) admettant un
vecteur totalisateur de poids A , et soit M ={ueU , W(u) v = ¢]
D'annulateur de v . M est un idéal & gauche qui contient 1'idéal
marimal ker (1*) de U(']) puisaue pour h«U(%) Min) v = A, {n) v.
lnversément, si M contient 1'idéal marimal ker ('X,A) de U(E,) .
i'élément Tcu/M est totalisateur et de poids A , car H-T = H = A(H)}T .

Proposition (2,9). Soit M un idéal A gauche de U(:g) contenant 1'idéal
maxizal ker (%) de u{h) .

(1) ona M=§?_ vt et M:u(og) (MNu®) on

U(lz) {(MNU°) désigne 1'idéal & gauche de U(?)
engendré par MNU° ,

(i1) La décompesition en poids de U/y est donnée par
l‘iscmcrphisme;canonique U/M = é‘?' u /U;r'\n ’
sous-espace v /U‘HM étant de poids h+E

1e

le représentation de U° dans le scus-espace de poids
A+%  ost équivalentr au quotient des représentations

canoniques de U° dans Ut et dans MNUE

Démongtration, (i} Ecrivons m = :;r 2t 1a décomposition de m¢M dans
V- 8, U . Les éléments  mf =m .7 sont de poids A +% dans Y
done linéairement indépendants . Par conséquent , de o = @ = E:E{ on tire
et , diob M= g)r_ Maw ., Si ou= E u;m. est un éiément de U(MANU®) ,
ona u=u.1 = izuimi—? = 0 puisque }ni-i =% =0 . Ceci implique

bien MOU{MAU) .,

(14) Puisque M = & MNU

3
E !

ltapplication de
U sur P u /anM donnée par
£r
u = }'E:uE — I (uF moa MnTF)
3
est lindaire , de noyau M ; elle se factorise par conségquent en une

e s . LU ut . E
bijection lindaire Q : /M —_ E@ /U;n w - Soit alors wUS ,

_wmt ]
vM sa classe dans U / et notons provisoirement ® la représentation
vnm P

On a

" ]
U/M etf sa réalisation équivalente dans la somme U /e .
. /et
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) — —
nE) T = EN = G m) v e v

_ —M
E(w) AT () I AH) v

(E+A}(H) T

deone v t
Fa) 7™ = n@ v = e o 7N = E® T,

Enfin, si uell’ , On a

ot - 7_‘ J—
m{u) _v'n = § T {(u) VM= Q u\rr = uVI“I

A
pulsque uv ¢ U . Ceci montre que la représentation de U (m ,(U/n) + )

est équivalente & 1a représentation quotient de la représentation naturelle
dans vt (multiplication & gauche) par la sous-représentation nnut, C.Q.F.D,
Remarque. On voit en outre qu'un 1déal M & gauche de U(?) contenant un
idéal maximal de U('I) est stable par adU (U(‘Z‘)) . En effet , avec les

notations ci-dessus :
ad (H} m = Zad {H) mE = ZE(H) mE
() E U E
est dans M .

Propogition {2.10). L'idéal & gauche M = U-M' de U(%) engendré par un
un idéal & gauche K’ de U® est un idéal strict de U{?) .

Ona M= B MNTE et MNATU® =N
e

Désonstration. Soit x = L um! un élément de ¥ et posons u, = % ui
i

Puisque J_u’ m] est dans U'NM (Chap II. propesition (5.2)) de
1
_ . E . : t
x ~>_:_uimi —g(?.i__ui mi) on tire que M Eﬂ?r‘l"ll"lU done

W= @ unut . S x e MNU®, ona x=L{uw m') eU°, done
el E i i i

L

Zuimi=o pour £ £0, et x=Zu;m;EM' dlet MNU® = K" .
i i €.Q.F.D.



- 37 -

Proposition {2.11). Soit ¥  un idéal de U° contsnant un idéal maximal de
U(&) , disons ker(X,) . Ia représentation U(?)/H , oh
¥ = U.M' est 1'idéal & gauche engendré par M dans U(%)

esat E- diagonale et contient la représentation UO/M- en ce
A

sens que la représentation de U dans (U/M) est

équivalente & U/, .

by
Démonstration. La repréeeniation de U° dans (U/M) eat équivalentas &

la représentation quotien£ de TU® .
o
u / o = Uo/ + {prep. 9 et 10}
MNT M

Proposition (2.12). Teut idéal & gauche maximal de U° contient un idéal

maximal de U(ﬁ) ; autrement dit, toule représentation

irreductible de TU° est ﬁ- scalaire .

Démonatration. Soit M' wun idéasl & gauche maximal de U® . M est
l'annulateur de 1 dans la représentation irréductible Uofﬁu . Or,

ai M : U° —» End(V) ast une représentation irréductible de U° , il
résulte du théordme de Dixmier (corollaire (1.2)) que W est nécessairement
gealaire sur le centre de U° . Comme U°D U(ﬁ) et est précisement le
centralisateur de U(&) dana U(?) (chap. II, prop. (5.4)) T est scalaire
sur U(&) ., et par conséquent R(h) = 1h(h)1dv pour th(ﬁ) » 0k % est
18 carectére de U(ﬁJ associé & un certain A t%*. Ceci implique gque 1'annu~
lateur d'un élément quelconque de V contient 1°idéal ker(l&) . la

démonstration eat achevée .

Proposition (2,13). Seit M' un idéal A gauche maximal de U° , Il existe
un idéal 3 gauche maximal unique de U , noté M qui
contiert M' . Ona MNAU® =N' .

Démonstration, Soit M 1'idésl & gauche dena U engendré par M' . ILea
idéaux & gaucke de U cortenant M' sont en correspondance biunivoque avee
les soue-espaces de Ufy stablea pour la représentation cancnique .,

Puisque ¥M' est marximel dans U° , il cortient un idéal maximal de
U(&) , disona ker(xA) , (proposition (2.12)) la représentation U/y



b
est &— diagorale et la repréaertation de U® dans (U/M) eat éguivalente
L ]
b la représentation irréductible U /p (proposition (2.11)) .

Soit alera V ur sous-espace stable dans U/H . ona V= @ Vh(u/,.,)
1
démonstretior de ls proposition {2, 5) —~ st ™= N (U/H)h ¢ eat U°-stable ,
de sorte que v* est nul ou égal A (U/M & cause de 1'irréductibilité de

ce dernier . Si (U/M) s 4eV dore V= U/H . 11 en résulte que ai
V est strictement cecntenu dans U/Id ora VC 6 (U/H) , et que la
somme V des sous-espaces stables atricts est erccre atricte ; ¥ ect done

1'unique sevr-espace stable maximal de U/ et = {u@ , Gev} 1runique
idéel i gauche maximel de U contenant M' , Lfidéal M' szt meximal

dans U, ¥ cortient M' et me contiert pas 1 , dome MAU® = M' , C.Q.F.D.

Théertme (2,14). Scit m une représeriation irréductible de U°® . Tl existe
une représentation f - diagonale irréductible (t,7) ae U,
unigque & équivalence prés , qui contieni M , en ce sens
que T est équivalente & 1'une des représentaticna irréduc-
tible de U° : (R, V) ,iR.

Démonstration. L'exiatence résulte de la proposition (2.13) . En effet

soit M' 1' annulatevr d'un élément de 1'espace de la représentation
irréductible (T,V) de U* ; M' est un idéal & gauche maximal de U° , on

peut supposer que M' contient 1'idésl maximal ker (X‘A) de U(%). 51 'I:[J est
2'unigue idéal & gauche maximal de U qui contient M', la représentation U/fq’ est
irréductivle #- diagonale , contiert le poids A , et 1'on a les iscmeorphiames
de U® - medulss (proposition {2.9))

O 2 P hgage = Ve 2 @)

Unicité. le raisonnement qui suit est adapté d'une démonstration analogue
de Serre { [12] chapitre 7, N° 3} . Scient (m,V,) et (7,,V,) deux
rapréserntations {1- diagonales irréductibles de U gqui contierneni la
mére représentation irréductible de U® , De fagon précise, notons

Vi= g@r\fiﬂg la décorposition ern sous-easpaces de poids de Vi s =2 , et
€
A

aupposcns l'existence d'un isomorphisme q>: 1{1 —_— V; entre les U°- modules
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canoniques ‘\0’,‘k et V: . Dans la somme directe (1,V) de (W,V,) et de
('J’t!, Y.) , le vecteur v = v, + ¢ vy s OU vE V: . eat non nul et

A
do poids A :
T{B)v = 'J'Ei(]-l)v1 + T{H) dqu = 1'(1(!-1)1:1 +¢T[i(ﬁ)v1 = AH)v 3

solt elors B la ecus-représentation de V engerdrée par v , Ea(#{o]) le
sous-espoce des vecteurs de poids , w = (u)v un vecteur queleconque de E et
&erivone u =¥u§. ona Alupv=Ym{Hv , ot les veetours m{ub)v non
nuls sont de poids A + £ donc lindairement indépendant . Par conséquent ,

gl weg? , 11 existe un uU® tel que
w=m(u)vy = ‘(Tt,l@ﬂl)(u)v = Tt,l(u)v.‘ + q>7t1(u)v1

et l'on valt que w se décorpose dens V,,A & V; et gque ses composanta
s'annulent simvltanément . D'ol EAHVI = (o] pour i =1,2 . Considérons

maintensnt 1'homomorphisme de U- module f, : E — V,_ induit par la

2
projection pr, 4 2] V2 ~—+V2

f, eet evrlectif , puisque fz(v) = fz(v1+4>v.1) = 13?,, £ o et que ¢V,|
engendre V, puisque ce dernier est irréduetible ; f, est injeetif

2 2
pulsque ker(f‘z) = V1ﬂE est un sgus U- module strict de \q dene nul .

le fait gque V,1ﬁ E s0it striet résulte de ce que , par ccnatructicn de E ,

on a V4A NE = V‘f‘ﬂ E* = {0} . 11 est clair que de méume £,

induit par pry est un isomorphisme de U= module . Ce qui prouve que les

: B —» ¥,

représentations (¥, ) et (W,,V;) =ont équivalentes ., La démonstration

eat terminée .

Le représentation #,¥) dev , définie eu théordme (2,14) est alors

appelée la représentation induite &4 U par la représentetion (m,¥} de U® .

En résumé , on voit donc par ce qui précéde que :

1°) les représecntations 3]— diagenales irréductibles de 03 sant exactement
celles qui sont induites par les représentations irréductibles de U° ;
29) les représentationg ﬂ- diagonales irréductibles de ug classent les

représertations irréductibles de U® .

Le théortme (2.14) eet la généralisation d'un résultat de
IEMIRE [ 7]  vair égelement O.Borel [0] .
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Donnons encore quelques remarques concernant la canstruction précédente.

Prorosition (2,15). Soit M’ un idéal b gauche de U® , supposons que M’

scit de codimension finie dans U* et contienne un

idéal maximal de U(VJ) , disens ker{¥,) , et notons
encore M = UM' 1tidéal engendré & gauche par M' dans U .
Les sous-espaces de poids de la représertation U/M sont
tous de dimension finie , et ceci est encore vral pour les

sovs-représentations et les quotients de U/ .

Démonstration. Netons T la représentation Ufy . Puisque

n{Uus)7 = (U/M)h 2 U'/y, est de dimension finie par hypothbse , il
existe des éléments u: ,...,u;] en nombre fini dans U’ +tels que

‘R(uj‘)? yeeos W(uP)T  forment une base de (U/M)A . On sait que
(U/M)H; = w{8)Y1 {propesition (2.2) , démonstration) ; en outre, on a
dérontré (vair les propesitions (5.5} , {5,6) et (5.7) 4u chap. II) que
les éléments F- minimaux de UP noté LYTRRRTLWCL L des générateurs de
UY comme U° - module 3 droite . Soit alors w ¢ (U/M))""; , el tel que

k

n{u)7 = w , et éerivons u =3 u, ¢ avec c3 €U° pour 3§ =1,...,k .
j=

On a alors

n —_—
ey =1§ 85,1 n{ug)3

— - n e\
done w = ®u)1 = ‘§1 ‘ﬂ(ujcs)i i_-?_: E‘ a4 T (ujui)*.

ce qui démontre la proposition .

Corollaire*(2.16). Seit (X,V) une représentation #- diamgonale irréductible
de q ; oi l'un des sous-espaces de poids v, ey

est de dimension finie , ils 1ls sont tous .,

Démonatration. 11 résulte de (2.14) que (n,V) peut 8tre obtenue A

partir de 1’une quelconque des représentations (T'TIU,,V?‘) AeR . Lla démons-
tration se résume done 4 appliquer la proposition (2.15) A la représentation
(‘RIU“V‘\) qui est de dimension finie . C.Q.F.D.

* voir LEMIRE [ 6)
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Proposition (2,27). Soit M! un idéal & gauche maximal de U® et M =1U « W

1'idéal & gauche de U engendré par M’
(1) La représentation U/y est indéccmposable , et

(ii) elle posskde un caractére infinitésimal .

Démonstration, (1) M' étant un 1déal & gauche maximal de U° , M' contient

un idéal maximal de U(\Qa), noté ker('k)) . 81 U/y est sonme directe de Geux sous—

espaces stables V et W , ou bien VN (U/M)\ , ou bien W'N (U/M))' égale (U/M)?'

h cause de 1'irréductibilité ¢u U' - module (U/y[)x . Par conséquent V-ou W

contient le vecteur totalisateur 7, Ceci preuve que U/M eat indécomposable,
{11) Soit ™ 1a représentation Uy et 2z ¢F un élérent

du centre de U . L'opérateur ﬂ(Z)|(ﬁ/H)k egt scalaire puisque gz est dans
' A . .
le centre de U* et que (T\'\U,, {U/M) ) eat une représentation irréductible
de U® (proposition {2.11} et (1.2)) .
Par congéquent TEU/M est un vecteur propre de m{z) . Comme ¥ est

totalisateur , on en conclu que T{z) est scalaire , C.Q.F.D,

3. Classification des représentations %- diagonales irréductibles de
L
UJ= sl(2,¢) .

Pour %= 81(2,¢) , l'algtbre U° est commutative , et isomorphe X

1'algébre des polyndmes & 2 variables . Nous montrons ici comment , par
la théorie qui précéde , ceci permet d'obtenir directement la classification
des représentations %-— diagonales irréductibles de 1{2,C) . Cette
classification est connue : voir P. GABRIEL , notes multicopiédes d’un
séninaire 1958 {?) Paris .

Seit Y ={(P8), H = (o-% X = (33) 1a base de Cartan naturelle
de U)-- 81(2,C) associde i 5: C:H. Ona

[x)=2x; WY =-27; [Y =8;

On note & l'unique racine positive (x{H) =2) de sorte que les rangs
de U sont les formes ne , ne & . Une base du sous-espace ™ des

éléments de rang nu , est donnée par execple par les éléments de la forme

{anqxr , T'-P=n p,q,r c‘.N‘I
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En particulier , les éléments {Y' ¥ X* p,q ¢ W} forment une base de U® ,
ds réme que la famille des éléments Hq(YX)p p,q¢ ¢ 8 (chap. 2 proposi-
tion 5,3) . Comme H commuta & YX , ainsi gu'on le vérifie directenment ,
il résulte de ceci que U® est 1'algbbre commutmtive € [H,YX] des polyndmes
an les deux variables H et YX , et par conséquent , les classss de
représentations irréductiblez de U’ sont paramétrées psr les couples

(Q.J) €C x €. En vue de simplifications d'écriture ultérieures , on

falt correspondre aun couple (Q,J') la représentation ﬂ,; 2 de U° donnée par

H +— 2
'IT'?’" H 7
YX — ¥

L'algtbre U° contient 1'élément de Casimir Q = % + #H + YX (Qe¢ H(U)) .
Notons q = T, ,(Q)= 7)2+r)+13 . Btart dorné v , on voit qus pour wn qe €
arbitraire , il existe un Y€€ unigue tel que ¢ = 'TT,M(Q) : olest U= q-r)z—q .
Dés & présent , on considérera les raprésentations irréductibles de U® comme

étant paramétrées plutdi par les couples (9,a}e € x € ; au couple (7,q)

correspond donc la représentation 'rro a donnée par
¥

- . HI— 27 YX —» q—")z-n
mq Q— g XY — a=7+7

On sait (pr0position (2.14)) que les représentations %— dingonales
irréductibles de U claesent les représentations irréductibles de U*® ,
Nous allons indiquer gquels couplas (7),q) appartiemnent 3 une méme
raprésentation irréductible {3- diagonale de ax ;, c2 qui nous donnera une
dascription des diverses classes de représentations &— diagonales
irréductibles de UJ .

Wous aurcns besoin d'un lemme ., Soit (W,V) une représentation
B}— diagonale irréductibls de 0 qui contiert la reprépentation ™ de ¥ ,

i
autrement dit qui possdéds le poids )\=1)os et telle que 'n'_(Q) =q IdV .

La décomposition de V an scus-espaces 4’— propres eat donc de la forme
v v
nel
ot I est une partie de Z 4qui contient o
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Lemme (3,1). ~ Avec les hypothéses ci-dessus , on a :
(1) =i 'va"q. est une représentation irréductible
de U® contenue dars (m,V) on a nécessairement
y)' =n+n nel , et q' =q .
{ii} I est un intervalle de Z borné ou non ,
contenant o ,
(1ii} a) I est de la forme {-,a] a¢Z est équivalent i
a = (p+a)2 + (n+a) '
b) 1 est de la forme [b,-) beZ est équivalent a
a = (+0)2 ~ (3+b)

Démonstration, (i) est clair.
(11) Montrons que si ne¢I et n+1§I , alors n+m § I pourm > o .

Soit done o # v ¢ VAR LIS hypothése Van'H)“

est nul , deone

- P4 Xy _ .. :
M{X)v = 0 et par conséquent T{Y E X )v = o'pour ryo . Mais v est
totalisateur puisque (T(,V) est irréductible , done V est engendré par
les vecteurs ﬂ(Yp. Hq)v qui sopt nuls ou de poids {‘r)+n—p)of ce qui prouve
bien que n+n n'est pas dans I pour mn>o. Le méme raisonnement avec
T{Y)v montre que si nel st n-1¢I alers n-m f' I pour mro . Dane

I est un intervalle de Z .

{Hn)a

(11i) Supposons n¢l et soit v # o, VeV . I1 est clair & partir
de ce qui précéde que T{X)v # o eat équivalent & n+1 €I . En faisant le
m8me raisonnement aveec T(Y) , on obtient que si neél et n+4 ¢TI alors

“(Y)|VW*"‘“)“ :f 0 . I1 s'ensuit que- 8i ne¢I , on a les édquivalences

ntq4 eI <=>M{X) v # 0 <=>M(¥X)v = (OI{X)v # o,
ot , puisque YK =0Q - + E- £ B
n+1 €1 <= M- + 2~ L H)v = {q - (r)+n)2 -(pndy 0,
dtoll nt1¢I <=> q # (pm)? +n+n .
De méme , puisque XY =H + ¥YXx =Q - + B+ + H, ona
n-1¢I = q § f7)+11)2 - (n4n)
C.Q.F.D.



- 44 -

On est ainsi ramené , pour décrire les c¢lasses d'éguivalences de
représentationa irréductibles de u)« , & indiquer , pour chaque élément
(z,q9) ¢ c/Z x ¢ les suites de couples consécutifs (q,q) ¢ (2,q9) appar-
tenant & une méme représentation irréductible de ? . On sait que ces
suites forment une partition de (Z,q) (proposition (2.14)) et qu'uns
suite s'intarrnmptoa droite’en {n.a) si et seulement si q-\j2 ~-n=o ,
et.h gauche.en (A,q) 2i et seulement ai g _j? +/4= ¢ ; par conséquent

il suffit d'examiner pour chaque (,9) 1sa zéros ds 1'expression q —r)2

-9

lorsque 7 parcourt Z . (le fait qu'une interruption i droits en (r),q)

3

correspond toujours & une interruption & gasuchs en (TJ+1,q) est confirmé

par 1ddentité n° +y= (p+1)2 - (9+1) )

S0it done (E,q) un élément de C/z x €.

T cas. g -r)2 - 7 # o pour tous les nez .

A 1'élément (Z,3) ne correspond gqu'une seule repréaentation
irréductible de GJ , notée (Gz'q ,V) .
s v= &P ‘i { cetts représantation contient donc

)-L!E
. o
toutes les représentations ﬂ;p,q . ()\,q) €(z,q) de U° .

cas. Soit T)EE tel que q -r)z-r} =0 ., L'exigtence d'un 7]' (37
distinct de mn tel que gq - r)'2 -y =0 est équivalentes , ai
on pege n' =N+n &

2 2 2
D +n =N +2nn +n +Hh+n , nto
donc & 2n +n+4 =0, nto

ou encore & 28 =0 et 2q+4#o.

On distingue donc les possibilités suivantes :

a) a-712-n =0 ot 2740 .

Dans ce& cas r) edt le seul 2éro de q = 172 -n.
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c)
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I1 correspond & (%,q) deux représentaiions irréductibles

de 01, , & savpir

(c;,q,v) correspondant & la suite pa.q) e(z,q) /J.g ni
ie. V= @ V(’)-n)m
nao
(c;.q,v) correspondant & la suite 9&,q) € (E,q) /u_;,r)ﬂ;
ie. V=@ MU
no

q—?z—vno et 2Z =0, 2m+1 £o

2
Dans ce cas on a aussi q - (—9—1) - (-r)--!} =¢ et on peut
supposer '9;0 . Il correspond & (%,9) trois représentations
irréductibles de

{Cl'; q,’\[) correspondant & la suite 9.1,(3) ¢ {7,q) }-ks-?)-u
L

e V= @y iyre

mo
(U;.Q.V) correspondant & la suite 9.L,q) e (z,q) - ¢ pen;
i.e. V= @ V(T)'n)d-
o¢ni2n
(U;.Q,V) correspondant & la suite Q.l,q) e (Z,q) M ? 915

ie. v=0@p yhyimeade

no

q—92_9=0 et 22 =0 ,217+‘1 =0 c'est-z-dire _9=_%'q=_}

C'est le cas (m,q) = (%‘,-i-) auquel correspond deur représentations :

(0':.’_1,1’) correspondant & la suite ;u-, —-“L} e(?,—%) /u.‘-i- ;
+
ie, V=@ v
mo

3

(0’%’_i,v) correspondant & la suite QL.-%)‘(E,—;';) /uai ;

1
ie. V=(P yndx
nyo
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N. B. Les représentations de dimension finie apparaissent dans le
cas 2 b). Ce sont donc les représentations U% q de ce cas 2 b) .
r
Tableau récapitulatif des représentations f - diagonales irréductibles
u
Conditicons sur Représantations Décomponition ds
{z.a) ¢ G/Z xg associéas a {Z,q) |V en 5-8sp. §-propre
Ier eca - # 0 pour tout mz a
s -9 -7 pour ne 2.4 ve @&
- 912
2&me gas — 2 - (D-H)N
a)| T1 existe nE t.9. @=p - =0 ,q V= n%% v
et 2Z#o0
+ _ (p+n+1)u
72,4 V= ng% v
b)| 11 existe nZ t.q. q-n°-n=o| O y= @ vpm
Vi niT " 2,4 nyo
et E=oo0ul, 2n+1fo _
i ? 0°  (am.finte) |v= @ _ v
%y o;ns?p
+ (n+n-+1)e
= v
Gz,q v n?o
- T - _ ~{F+n
e)| (2,9) = () O Ve @ v
+ _ {F4n
a ;a"i’ V= n@o v

les représentations irréductibles de o que 1'on a clasaées pauvent

donc a'obtenir A partir de l'une des représentations de U® qu'ellss

contiennent .

comme suit .

Soit (p,q) , p=n+n

On peut cependant exhiber directement les représentations

n¢l 1la suite des couples correspon-

dant & la représentation considérée . On construit l'espace vactoriel V ,

angendré librement sur ¢ par la famille d'éléments indexés par I :
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ez(? o)’ n¢l , et on définit n(H) , w(X) et w{¥) par :
7((}1) 62(]}+n) 2(17+n) 32{17_”1)
z
(x) ez(q+n) a={+n)*-(p+n) e2{q+n+1)

2
) epyuny = \farlpml ) ey

{détermination principale de la racine) . On vérifie que cela défini bien
une représentation irréductible de fg et que c'est la représentation
cherchéde . Ltirréductibilité résulte du fait gque si V' est un scus-espace
invariant =f ¢ de V, il co=tient nécensairemert 1'un des 62(17+n) '
ceur-ci étant des vecteurs propres correspondent A des valeurs prorres

diatinetes de 'IT(H) . Comme les ez(r)+n} soert tous totalisateurs de

fac;o'n évidente , cele implique V' =7V ,

4. Ezxemples 4= représentations nnn £ . disgonales.
¥

La propesition (2.8} permet d!e¢btenir faclilement des exemples de
représenéations non f‘- diagonales d'une alghbre de Lie semi-simple
Soit 1 un élément de rang & ¢ o dans 1'algibre enveloppante U de 0}. .
L*élément u - k-1, k # o (k¢ €} n'étant pas inversible , puisque seuls
les scalaires le sont (P.H.W, chap 1I Corollaire (1.8)) il existe un
idéal & gauche M {et par conséqueni un idéal & gauche maxzimal) qui

contient u -k, Or, si M est un idésl & gavche gui contient u - k

la rsprésertaticn U/M n'est pas ﬁ- diagonale .

En effet , pour Hefl , ONn a
(u=-%)(a +pH) = {a+bd) (u~-k)=~ edy (a + pH} (u - k)
={a+bH) (u-k)-vE(H)u

de sorte que , si E(H)#c et a+bH e, (=bfo)
o=(u-k)(a+bH) medM
= -bE(H) u mod M
= -~ bk E(R) mod M
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Ceci implique 4 ¢M , ce qul est absurde . 5i dorc H vérifie t(H) £ 0,
1'idéal M ne contient pas le sous-espace de dimension 2
™ ={a + b8 ; &, b€ C} de U(ﬁ) et par conséquent M N U(V,)

n'est pas maximal.

On veut maintemant exhiber pour 9= s{ (2,€) une représentation
irréductible qui n'est - disgonale pour aucune des sous-algbbres de

Cartan d_e_ox_.
Soit X={3a), H= {0, Y= (9 1a bese de Cartan naturelle

de g = st{2,c) : B,x) =2x, [BY] =-2v, [XY] =H. Comme X est
de rang of dans U , si M est un iddal & gauche de U qui contient X -k,
k#o €€, alors la représentation U/H n'est pas -%- diagenale ; de facon
précise , le calcul précédent montre qu.e ¥ ne cortient pas le sous-espace
{ &+ bH ; a, be C) . Nous allons voir qu'en réalité U/M nfest

Ft- diagonale pour asucunetdes sous-algébres de Cartan f] de DI .

Montrons d'abord que pour le sous-—espace U, des polynBmwes de U de

degré inférieur ou égal 3 4+ ona MNU, =¢C - (x - x) .
Soit v=a¥ +bH+eX+d un élémertde U, . Ona

(X - k)v

]

adU(X-k)v+v-(X-k)

aH - 2bX + v - (X - k)

Par conséguent , si veMNU, , ona

o = (X - kv zod M
=al - 2bXk mod M
=pl - 2bk mod M

d'oh aH - 2bk¢M ce qui n'est pas poosible , A moina que a =b =10 !
En outre sai v =cX+d est dans M et-ke #d # o ,I‘Eg‘X+k €M implique
X¢ M puisque X - k€M ; ceci eat absurde . Il en résulte que aseuls les
élémerts de la forme € - (X -k) sont dans MNU, ,

Or on sait que les aous-algdbres de Cartan de GJ sont toutes de la

forme € +g ol g est un élémert régulisr de ul . De plus on sait que
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a1 U/M posséde des poids pour une sous-algebre de Cartan %= t+g , alors
M contient un idéal maximal de U(ﬁ) = ¢ [g], et par corsdquent un élément
de la forme g -9 , q¢t€ et g régulier . Ceci n'eat Jonc pas passible ,
puisque X est nilpotert et que MNU, =€~ (X - k) P (Notor-s encare que
cette dernizre ¢gelité implique que si &' # k et M' eat un idéal &
gauche de U qui centient X - k' , alors M et M' sont distincts) N

Dannens finalement un exemple de représentaticn 4;- diagonale

irréductible de U]v gui ne posséde pas de peids relativement & une_autre

sous-algtbre de Cartan . Cette représentation doit nécessairement &tre

de dimension infinie, voir proposition (2.6) .

Soit toujours = st (2,€) et reprenons les notations ci-dessus :

Fa = €+ H eat la sous-algébre et ¥, H, X 1la base de Cartan considérée .

Dans l'espace de dimersion infinie V de base { s i=o,1,...,n,...}
on considére la représentation admettant le "poids dominant" -«

(voir No 5 ci-aprds) donnée par :

bit =
(1) &n ®hneq

a(x) e, =2 (n+4) e,

Te(x) e, =-n {n+4) e

C'est une représentation de la classe 0‘_.6. a dans la clessification du N¢ 3 .,
b 4

L'élément W =H + 2Y eat up élément régulier de Ux ; on vérifie
en offet que [W,Y] =-2Y; [W,W] =o; [W,X-H-Y}] = +2(x-H-¥) (W est
d'ailleurs 1'image de H par l'automorphisme (]):- eadY de 0;, ).

Montrone que 1fopérateur T{W)} n'a pas de valeurs propres .
M
Soit v €V un vecteur quelecongue # o , ot écrivons v = Z a e, ay £a .
)
On a

'J'I(W) en = =2 (n+1) en + 2 en+-1

L]
done W) v = gan (-2 (n:l) e, +le .
- =28, e +Z (-2(n+1) a_ +2
¢ e g ( n an—1)en +2 %% ®ta

ce qui montre que v nteat un vecteur propre de ‘l'r{h‘) pour aucune valeur Aeg .,
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Par conséquent la représentation T ne possdde pas de poids relativement 2
1z sous-algébre de Cartan f}' =¢-¥W, (Ceci donne en ouire un auire

exenple de représentation irréductible non diagonale relativement & une
goug-algébre de Cartan .

5. Existence_de représentations irrdéductibles Fg- disgonzles : les

représentations admetiant un poids dominant .

Saeit '} une sous-algdbre de Cartan de % et A l'ensemble des racines
dn la paire (0}. {J) . On choisit un ordre sur A et on reprend lea notations
du chap, 2 N® 5§ ; en particulier on note ot = {/34 ""'ﬁn} les racinea
pogsitives et 1. = { 0(4,..., q! } les racines simples assocides A llordre
choisi .,

On & vu au N% 2 (propesition (2.12) et (2.14)) que pour cbtenir des
représentations Er-- diagonales irréductibles il suffit de citer des idéaux
4 gauches maximaux de U° . On veui montrer ici qu'on obtient la classe
bien connue des reprdsentations irréductibles admetiant un poida domimant
4 partir des idéauxr h gauches maximaux contenant 1'idéal Up*n 1° que
1'on note U3 .

Soit M' un idésl A geuche maximal de U contenant U3 . 11
résulte de la décorposition U9%= U( %) oud (proposition (5.4) chep. II)
et de la proposition {2,12) du chap. III que M' ost de codimension 4 dans
U(#i) , donc de codimension 1 dans U® . Si an note ker('lw)= M'n U(gl) on
a donc M' = lcer(xu_,) EBU6 i il est d’ailleurs clair que
Wi ML = ker(%.) ®ud

gat une bijection de ﬁ* aur 1'ensemble des idéaux maximaux de U° qui
[

contiennent U3 .

L*idéal A gauche J,, de U engendré par les éléments {ker(%m) et _l_l_"’]
est un idéel sirict de U qui contient M!, . En effet, J,NU%D MY, et ,
sl u=p uy hy Z“j Xy hye ker(xu),xje p* est dans U®, ona,

i

en écrivant v = % v® 1a décomposition de v ¢U selon les aous-eapaces

de rang U; '

NI IR SR
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d'olt Zu°h +(Zu Jt 1”° e my

puisque gug h, €M, et (Zu X )° € U$ i par conséquent J,NU° =my .

Soit alors ﬁw 1'idéal a gauche maximal unique de U contenant #M',

Dtaprés ce qui précede , ﬁw contient J, done Un', et par conséquent

les sous-espaces UE , Bel=- = - t n, %, ,n. €N . La représen-
}* =y L1 1 i

tation irréductible §- diagonale U/f , notée ., et déterminde par
ad

M , 8 donc les propriétés supplémentaires
1w
[

1} les poids de 7 sont de la forme w- 2:4 B O, m € N
2) ?tu,(x/!)'i =06 quel que s0it /‘.r,u"_\.+

éj_‘initlon.
Seit [(mM,¥} une représentation de q‘} Un élément

v € V est dit primitif de poids w ei

1) v#o estde poids w
2) 'J{(X{,)v = o pour tout /5€A+ .

31 une représentation ('Tr,V) est irréductible et posséde un vecteur primitif
de poids w , il est clair qu'elle est ’&- diagonsle et que ces poids sont
de la forme w =~ Ztni bci ' nie N ., On dit aloras que w est le poids

dominant,

Proposition (5,1). La correspondance to —+ U/, est une bijection de Jf
sur 1'engemble des représentations irréductibles de 03 admettant

un poids dominant.

Démonstration. Nous avons vu ci-dessus que 1 U/ﬁw est primitif de poids
w puisque H = w(H)4 (mod ]'""Iu,) done W) =F = w()T . Soit d'autre
part (m,v} une représentation irréductible admettant un vecteur v primitif
de poids w . L'annulateur & de v est un idéal maximal de U qui eontient
ker(’x.w) et Unt done M!, : par conséquent o= H., et (m,V) est

équivalente 3 U/ﬁw . Ainsi w n—oU/ﬁw est surjective .
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Supposons meintenant que la représentation U/ﬁ contient la
[
représentation de TU° : UO/M. , A#w; c¢ela implique que U/ﬁw contient
A

un vecteur primitif v' de poids A f(ﬂ s ©% par conségquent que
4 [4
= — = - ' '
A= w gpiui et w=A );piuti BBy €N,
L
d'ol 2: (Pi + p;) W, =0 , done P, = pi =0 et A=us, L'hypothise

i=t

faite est donec absurde , la représentation U/ﬁ ne contient qu'une seule
-

o o
représentalion de U® de la forme U /M' s ¢C'est u /M' , de sorte que
» w
les représentations U oW (5* , sont toutes distinctes (prop(z.14)} ).
{1

Cecl montre 1l'injectiviié de 1'application w —r U/ﬁ“ et achdve la

démonstration.

Bemarque, Soit (®,V) une représentation irréductible de % admettant un

vecteur primitif de peoids w.

1} On a vu dans la démonstration de (5,1) que v est , & un
multiple scalaire prés , 1l'unique vecteur primitif de (m,Vv) ,
et que le poids W est de multiplicité 1, car Mg, est de

codimension 4 dans U° .

2} les poids de (t,V) sont tous de multiplicité finie
{proposition {2.15) ).
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