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On the Invariant and Homologous Character of the
Recrystallization Kinetics of Polycrystalline Copper

Kang-Ping Huang and Willy Form

(Institut de Métallurgie Structurale, Université de Neuchatel, Bellevaux 51, CH-2000 Neuchatel, Suisse)

Completely isothermal as well as interrupted annealing treatments were performed on polycrystalline 99.99 OF-Cu sam-
ples, previously cold drawn 52 %. A new method of high-precision measurements of microstructural parameters per-
mitted to unmask invariant and homologous aspects of the recrystallization kinetics. Results and observations are sum-
marized in a model according to which recrystallization involves no nucleation.

Uber den invarianten und homologen Charakter der Rekristallisationskinetik von polykristallinem Kupfer

Vollstdndig isotherme sowie unterbrochene isotherme Glihbehandlungen wurden auf polykristalline 99.99 OF-Cu-Pro-
ben angewandt, welche vorher 52 % kaltgezogen worden waren. Dank einer neuen, hochprazisen Methode fiir Gefiige-
parametermessungen gelang es, invariante und homologe Aspekte der Rekristallisationskinetik aufzuzeigen. Resultate
und Beobachtungen wurden in einem Modell zusammengefaBt, demgem&B die Rekristallisation ohne Keimbildung

ablauft.

1 Introduction

Recrystallization is characterized by massive elimination
of stored dislocations through mobile grain boundaries
sweeping over a deformed matrix. The two principal ques-
tions with respect to its kinetics, to which we intend to con-
tribute a clarifying answer, are the following:

~ which microstructural parameters control the evolution
of size and number of recrystallizing grains;

- can recrystallization be divided into a nucleation and a
growth phase, as is common for phase transformations.

These two guestions will be examined for an OF-Cu bar
having sustained a prior 52 % drawing operation.

The most recent complete review of recrystallization con-
cepts is that of Gottstein?). As far as kinetics is concerned
the studies of Johnson and Mehl2) and of Avrami3) may be
considered as the beginning of a systematic quantification
of the recrystallization process. It is interesting to note that
the theory of these researchers was intended to explain
thermally activated phase transformations. Subsequently,
their theory has also been applied to recrystallization thus
assuming that this structural modification occurred in a
way analogous to a phase transformation. To be sure,
recrystallization in a rather general way may be treated by
the equation of Avrami, since it provides a sigmoidal rela-
tion between recrystallized fraction (&) and isothermal
holding time (t):

&=1-exp (- Bt") (1

Natural phenomena are in general of sigmoidal character,
provided they are non-explosive, so that Eq. (1) is neither
astonishing nor unusual, nor does it refer to a given mecha-
nism. Thus, the fact that the mathematics of the kinetics of
2 phenomena are akin does by no means imply that the
underlying mechanisms are necessarily the same for both.
In fact, the exponent in Eq. (1) is found by most re-
searchers4) o 8) to lie between 1 and 2 and not between 3
and 4 as requested by Avrami's theory. In our treatment of
recrystallization kinetics we must, therefore, distinguish
between Avrami’s equation and Avrami’s theory.

Since recrystallization kinetics is studied at low magnifica-
tions to assure representativity, its very beginning is not
observed. This would only be possible in the TEM, but there
the very high number of micrographs necessary to guaran-
tee representativity is a real obstacle. For instance, we
have noted that 100 plates at 15000 x were insufficient for
this purpose because of the very high degree of inhomo-
geneity of the initial course of recrystallisation. Our kinetic
studies thus begin only after recrystallizing grains have
become visible at a magnification of 400.

Considerable effort was devoted to distinguish unequivo-
cally between recrystallized and deformed grains, for this
is the most important requirement for obtaining precise
kinetic data. Compared to normal optical analysis we
achieved substantial improvement in this respect through
an appropriate orientation contrast in the SEM.

Finally, in order to obtain results as close to reality as
possible, we corrected our planar observations of newly
formed grains and of their distribution for truncation and
sampling effects.

2 Material and Procedures

2.1 Material and Prior Cold Work

The chemical composition of our commercially available,
polycrystalline copper is in ppm:

Pb<2,8b2,As2,Bi<0.2,Sn<1,Fe8 Ni<5 Ag12, Zn<3,
010,P29,87,8 <1, Te<1,Cd<1.

Bars of 15 mm diameter were conditioned at 450°C for 2 h
1o yield an average planar grain size of 40 ym. They were
subsequently drawn in 2 steps by a total of 52 % reduction.

2.2 Heat Treatment
Two types of annealing modes were applied:
~ completely isothermal

~ interrupted.
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Fig. 2. Kinetic curves of isothermal recrystallization at 270 °C.
and 290 °C.
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Fig. 3. Kinetic curves of isothermal recrystallization at 310 °C
and 330 °C.

A
—~
¥ 107
=
2
o
3
5
[
3
8 05F L
= 1= Incubation time
3
%
>
L
Q
3]
& I
0.0 4— 3>
t Time

Fig. 4. Definition of incubation time 1.

g Reerystallized fraction (&)
it =
o8- A
40
rd
o6 g
?/ t = Incubation time
04 xn/
D/
02k o
4
sl
it } Time
1 0,
] ‘(alh MR TR 34 ) @r0°Cjo
uy 1h —3h 3 h 3h oh (250°Cye
e ol 3 30 (uorcy
1
T % T 16 2 (o)

Fig. 5. Superposition of the kinetic curves shown in Figs.2and 3
after modification of time scale and neglecting r.

3.2 Characteristics of the Kinetic Curves

We observe that the rate of recrystallization, d&/dt, is con-
stant up to Z = 0.5. Furthermore, this rate follows a simple
temperature law:

T-T
dz —5
L=y, =y, (2 ° 5
g eV ( ) ®)
where: v, = constant rate of recrystallization at T, the
reference temperature, and v, = constant rate at T.

Thus, within 270 = T = 330 °C the rate of recrystallization
doubles for each increase in 9 K. In other words, in the tem-
perature range examined v, increases one hundred fold.

In view of Eq. (5) we may superimpose the 4 kinetic curves
after appropriately modifying the time scale and neglect-
ing the incubation time, . For purely operational reasons
we defined the latter as shown schematically in Fig. 4.

From Fig. 5 it can be seen that the superposition is excel-
lent, thus permitting us to determine an equivalent time at
which a given £ is attained at different temperatures:
=T
t=t"(2 °) (6)

where t* is the time necessary to reach #at that tempera-
ture T* for which v, = 1 %/min.

in our case T* = 301.6 °C.

Figure 5 shows too, that the superposition of the kinetic
curves is not only valid up to &£ = 0.5 but over the entire
curve. This implies that Eq. (5) is satisfied along the entire
curve provided v, is considered a function of ¢ and not
merely a constant.

The generalized form of Eq. (5) is then:
T-T*

v=vi2 ?) 0

where v = rate at 7, T* = reference temperature, and v* =
rate at T*, varying with &

The above two characteristics signify that for a given state
of prior cold work:

(i) time and temperature of annealing are perfectly inter-
changeable

(i) the Kinetic curves are homologous

One may object that neglecting r is not permitted in the
above consideration. Yet, when using Eg. (6) to calculate
r = {(T) we obtain values that do not differ substantially
from those determined by the extrapolation method of
Fig. 4. Obviously, the linear extrapolation of the kinetic
curves to £ = 0 has no physical meaning, since it is the
exact form of the kinetic curve for very low £ values which
determines the real value of r. This form is not known.

33

The time-temperature cycle employed is inserted in Fig. 6.
The purpose of these treatments was to influence NY and
D, since, if recrystallization were of the nucleation and
growth type, in analogy of common phase transforma-
tions, such aninfluence should be observed by interrupted
annealing treatments. The results obtained are assembled
in Fig. 6. Taking into account the dispersion of + 3 % in &
when interrupting the process at 330 °C, the superposition
of the 4 curves according to Eq. (6) is indeed very good.

Interrupted Heat Treatments
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3.4 Analysis of the Recrystallization Kinetics

3.4.1 Activation Energy
According to Himmel 13):

Z=1-exp (- Bt")

B = B, exp (—E) @8)

where
RT

When replotting Figs. 2and 3onalnin 1/(1 ~ ) vs. Int basis, ‘

the straight lines in Fig. 7 result, the slope of which corre-
sponds to n.

With these results we obtain a mean value for n = 1.35,
whereas Q varies between 190 and 218 kJ/mol. These
values for Q appeared to us rather high considering the
purity of the copper used. Therefore, the activation energy
was also determined at the , Werkstoff-Institut der Techni-
schen Universitdt Braunschweig“ (Prof. Haessner) by
means of scanning differential calorimetry. Using the
method of Henderson 14) and Meissel15) Q was determined
to 196 kd/mol, in excellent agreement with the value meas-
ured by us by a purely metallographic method.

3.4.2 Microstructural Analysis

The microstructural parameters indicated in the following
are corrected for truncation and sampling. Evolution of
grain size in the course of recrystallization is illustrated in
Fig. 8. We see that all data points fall within two limiting
straight lines fixing approximately the upper and lower
scattering limit. We may therefore conclude that in the
course of recrystallization the mean grain size at any
moment - and not just at the end as found previously®) - is
a function only of the recrystallized fraction, ¢, independ-
ent of the thermal path along which this & has been
reached. This can be expressed by a simple relation, valid
for 015 = £ =09:

d,=892+17

where R = confidence level.

(R = 0.90) ©9)

In addition, Fig. 8 shows that d, attains rapidly 17 um, i.e. %
of its final value. Such a behaviour corresponds to direct
and continuous observations in the SEM according to
which grain boundary movement during recrystallization
often occurs in a spasmodical manner.

Let us look now at the evolution of NY, the number of
recrystallized grains per unit volume. After correction for
truncation and sampling one obtains the results presented
in Fig. 9.

Before we describe these results let us point out that the
precision at which N¥ can be determined strongly depends
upon that of D, according to

ANY _ 3 AD,
NY D,

Strictly speaking relation (10) holds between NYand d,, but
in view of Eq. (4) it is equally applicable to D,. Since the
value for the right side of Eq. (10) has been found to be
+ 7 %, the precision of NV is at best = 20 %. Adding the
dispersion of the process itself leads to a variation in N¥ of
at least + (20 to 25) %, and this with the very high precision
with which we could determine D,. Taking all this into
account, we see that all the points in Fig. 9lie within a band
- obviously larger for a small and narrower for a high & -
which has the extent of the expected scatter.

(10

We may, therefore, conclude that for a given & NV is inde-
pendent of temperature. Furthermore, N attains a maxi-
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process sets in, since the energy liberated by dislocation
" elimination must far exceed the energy for grain boundary
movement. The recrystallization front subsequently stops
somewhere in a region of low dislocation density. Addi-
tional movement of the grain boundaries to reach final size
would then have to be reactivated.

Such a model would explain the spasmodic movement of
grain boundaries observed in the SEM and would also
explain why the recrystallized grain size rapidly reaches %4
of its final size. Recrystallization could thus not be merely
classified as an interface-controlled phenomenon, whose
kinetic depends upon the intrinsic mebility of the interface,
but as one which is controlled by the ease with which the
interface can be activated to overcome the barrier in its
wake presented by more or less complexe and dense dis-
location arrangements. The elimination of such a barrier
might depend on density, type, degree of entanglement
and orientation of the dislocations relative to the advanc-
ing interface.

In Fig. 11 the outlined model is schematically depicted as
far as variation of free energy and grain size is concerned.
Accordingly, no increase in free energy is needed to form
the initial strain-free sites, in clear opposition to a typical
nucleation and growth event. The energy necessary to
form the initial interface is already contained in the self
energy of those dislocations which create it through a
movement driven by the tendency to reduce the interac-
tion energy between them. We recall here that the
absence of a nucleation phase is not unigue in structural
modifications; forinstance, this has long been known to be
the case for spinodal decomposition. Obviously the above
description of the recrystallization process is very specula-
tive. Yet, our results and observations, including the low
value for the exponentin Avrami’s equation do supportiit. It
leaves open a number of critical questions, the most
important one to us seems to be the following:

- what is the mechanism of dislocation elimination by the
movement of appropriate boundaries of recrystallizing
grains?

5 Conclusions

Using orientation contrast in the SEM to clearly distinguish
between recrystallizing and deformed areas we were able
to reach precise results as far as size, size distribution,
number of recrystallizing grains and percent of recrystal-
lized area at any moment is concerned. On the basis of
such results obtained on a Cu-OF copper bar, previously
52 % cold drawn, we could show the interchangeability of
recrystallization time and recrystallization temperature.
Furthermore, during the entire course the average size of
the newly recrystallized grains is a function only of £and
independent of the thermal path along which recrystalliza-

tion proceeds. It was impossible through interrupted heat-
treatments to change the number or size of the recrystal-
lizing grains, suggesting that recrystallization is controlled
by one mechanism, that of growth, and that the develop-
ment of initial dislocation-free sites does not involve a nuc-
leation step. A model is proposed which shows the varia-
tion in free energy and that of grain size in the course of
recrystallization.

The work presented herein constitute part of the thesis,
Mrs. K.-P. Huang presented to the Science Faculty of the
University of Neuchatel to obtain the degree of a Doctor of
Science. It was entirely financed by the Swiss National
Science Foundation to which the authors express their
sincere thanks.
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A Simplified Method to Reconstruct a Spatial Grain Distribution

from Planar Observations

Eine vereinfachte Methode zur Ermittlung der rdumlichen
KorngréBenverteilung aus zweidimensionalen Beobachtungen

K.-P. HUANG, WILLY FORM

(Institut de métallurgie structurale de I'Université de Neuchatel, Suisse)

Part I: Basic Considerations

Teil I: Grundlegende Betrachtungen

Introduction

Precise studies of the kinetics of recrystallization
or grain growth require knowledge of the size
distribution of the new evolving grains as well as
of the number of new grains formed per unit
volume in a given time period. Several methods
have been developed and are being used to
obtain the desired information. We may divide
them into direct and indirect methods. In the
direct methods a series of parallel closely spaced
metallographic sections observed under the
microscope permit the reconstruction of the
three-dimensional granular arrangement from
planar information'). The advantage of this
method is that it is void of any assumption and
thus permits to get at the true spatial arrange-
ment of the grains under study. However, it is
tedious and time consuming. Furthermore, it is
commonly limited to a relatively small number of
grains and suffers consequently from an insuffi-
cient representativity of the results obtained.

One therefore prefers indirect methods in which
the desired three-dimensional parameters are
deduced from observations of one planar cut.
The link between two-dimensional observations
and spatial grain size distributions is provided by
specific models based on a series of assump-
tions.

For instance, the following relations between the
corresponding planar and spatial average grain
sizes have been suggested*):

*) A complete list of the symbols used is given in
table 1.

*) Eine vollstandige Liste der hier verwendeten Sym-
bole ist im Anhang gegeben.

332

Einleitung

Eine exakte Studie der Kinetik von Rekristallisa-
tionsvorgangen setzt guteKenntnisse uber die
GroBenverteilung der sich neu bildenden Kérner
sowie (ber ihre Zahl pro Zeit und Volumenein-
heit voraus. Verschiedene Methoden wurden
bisher entwickelt, um die gewlnschte rdumliche
Information aus Beobachtungen ebener Schliffe
zu erhalten. Man kann sie in direkte und indirek-
te Methoden einteilen. Bei den direkten Metho-
den wird aus mikroskopischen Betrachtungen
einer Serie von nahe beieinander liegenden par-
allelen metallographischen Schnitten direkt die
Dreidimensionalitdt der KorngréBenverteilung
rekonstruiert'). Solche Methoden haben den
Vorteil, daB sie frei von jeglichen Annahmen sind
und deshalb der wirklichen rdumlichen Kornver-
teilung sehr nahe kommen kénnen. indessen
sind sie sehr zeitaufwendig. Zudem beschran-
ken sie sich in der Regel auf eine kleine Zahl von
Koérnern, weshalb die Repréasentativitat der so
erhaltenen Resultate oft in Frage gestelit werden
muB.

Aus diesen Granden werden meistens indirekte
Methoden bevorzugt, bei denen die rdumlichen
Parameter aus ebenen Beobachtungen eines
Schliffes mathematisch abgeleitet werden. Der
Zusammenhang zwischen solchen zweidimen-
sionalen Beobachtungen und der rédumlichen
KorngréBenverteilung wird aufgrund von spezi-
fischen Modellen, welche auf einer Anzahl An-
nahmen beruhen, hergestellt.

Bezlglich KorngréBe finden wir in der Literatur
beispielsweise folgende Beziehungen zwischen
ebenen und raumlichen Parametern®):

Prakt. Met. 27 (1990)



D, =1.16 D,

by Comte') and

D, =1.75D,

by Pickering®), respectively.

Whereas [1] is based on a direct method, the
procedure used by Pickering is indirect, yet less
clear.

For the determination of the number of grains
per unit volume De Hoff°) proposes

NY =

which is an exact relation in the case of aregular
monodispersion of spherical grains (D, = D,).

Obviously relations [1] to [3] are very simple and
easy to use. However, there is considerable un-
certainty associated with them, since relations
betweenD_vandD_sare not simple nor necessarily
of general value and since real grain distribu-
tions are of the polydispersion type.

A considerable step in the direction of correctly
assessing spatial grain distributions has been
taken by Saitykov (for references see®?). He
offers a rather complete method for the recon-
struction of a three-dimensional grain distribu-
tion from planar observation assuming that
grains may be approximated by spheres. Howev-
er, this method is complicated, very time con-
suming and rather inflexible. Thus, for a given
number of grain size classes, a series of tables
containing each more than 100 coefficients must
be established from which by successive sub-
tractions the desired three-dimensional parame-
ters may be obtained. Yet, since Saltykov’s
method permits to come rather close to true
grain distributions, we decided to retain it as an
interesting basis, and to examine ways to sim-
plify it. Furthermore, its modified form had to be
put into an analytical expression to permit the
use of computers to obtain rapidly the desired
analytical results.

Pract. Met. 27 (1990)

nach Comte')
@
bzw. Pickering?).

Wahrend die Gleichung [1] auf einer direkten
Methode beruht, ist die Methode von Pickering
eine indirekte, deren Herleitung jedoch nicht
ganz Klar ist.

Zur Bestimmung der Anzahl Kérner pro Volu-
meneinheit schlagt De Hoff%) folgende Gleichung

®)

Diese Beziehung ist exakt fir den Fall einer
Monodispersion von Kugeln (D, = D,).

Die Gleichungen [1] bis [3] sind sicher einfach
und handilich in der Anwendung. Sie sind aber
mit einer groBen Unsicherheit behaftet, da Be-
ziehungen zwischen D, und Dg im allgemeinen
nicht so einfach sind und zudem nicht unbedingt
von genereller Glltigkeit sind. Ferner haben ja
reale Kornverteilungen polydispersen Cha-
rakter.

Ein wesentlicher Schritt in Richtung einer kor-
rekten Erfassung von rdumlichen Kornverteilun-
gen wurde von Saltykov (Literaturangaben sie-
he %) %)) gemacht. Er hat eine ziemlich vollstandi-
ge Methode fur die Erstellung einer raumiichen
Kornverteilung aus einem ebenen Schliff entwik-
kelt, wobei er eine kugelige Kornform annimmt.
Seine Methode ist jedoch kompliziert, zeitrau-
bend und wenig anpassungsfahig. Beispielswei-
se muB man fir eine fixe Anzahi von KorngréBen-
klassen eine Serie von Tabellen erstellen, die
jede mehr als 100 Koeffizienten enthalt. Mittels
sukzessiven Subtraktionen werden dann die ge-
wlnschten rdumlichen Parameter berechnet.
Weil man aber mittels der Methode von Saltykov
sehr nahe an reale Kornverteilungen herankom-
men kann, haben wir sie in unseren Betrachtun-
gen als interessante Ausgangsvariante genom-
men und untersucht, wie sie vereinfacht werden
konnte. Die modifizierte Form, bei der wir dann
angelangt sind, muBte schlieBlich noch in eine
analytische Beziehung gebracht werden, damit
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In the first part of our paper we shall describe the
general method we arrived at to deduce spatial
grain arrangements from planar information. In
the second part we shall report on the applica-
tion of this method to the assessment of grain
evolution during recrystallization of OF-Cu bars.

General Description of the Method

Retaining the basic concept of Saltykov’s
method, we assumed an equiaxial grain shape
which may be approximated by spheres. One of
the very important aspects, when reconstructing
a three-dimensional grain distribution from pla-
nar observation, is that one has to correct for two
effects, namely:

— truncation
- sampling.

The first effect takes into account that in an
arbitrary cross-section of a sample a sphere is
mostly intersected along a circle which is smaller
than the sphere diameter. The second effect is
due to the fact that the probability for a small
sphere to be cut is smaller than for a large
sphere. This latter effect seems to have been
neglected by other researchers e.g. by Picker-
ing®). Our method involves the following steps:

— Determination of the grain size distribution
and of the number of grains per unit area from
microscopic observations in an automatic im-
age analyser {(Quantimet 920).

— Calculation of the number of grains per unit
volume through correction for truncation and
sampling.

— Calculation of the mean spatial grain size.

It is above all the second step which requires a
new quantitative development involving the fol-
lowing sequence:

i) We calculate the probability by which a sphere
is cut along an arbitrary plane within a given
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die gewlinschten Resultate mittels eines elektro-
nischen Rechners rasch erhalten werden
kénnen.

Im ersten Teil unserer Darlegungen beschreiben
wir die generelle Methode, welche wir zur Be-
rechnung rdumlicher KorngréBenverteilungen
entwickelt haben. Im zweiten Teil berichten wir
dann Ober die Anwendung dieser Methode auf
das Wachsen von neuen Kérnern wéhrend der
Rekristallisation von OF-Cu-Stangen.

Generelle Beschreibung der Methode

Wie Saltykov haben auch wir eine kugelige Korn-
form angenommen. Einer der wichtigsten
Aspekte bei der Rekonstruktion der raumlichen
Kornverteilung aus zweidimensionalen Beob-
achtungen ist, dafl man eine Korrektur fur zwei
Effekte (und nicht nur flr einen) anbringen mus,
ndamtich fur den

— Verkleinerungseffekt und fur den
- Erfassungseffekt.

Der erstgenannte Effekt zieht in Betracht, da88 in
einer beliebigen Schnittebene einer Probe eine
Kugel meistens entlang eines Kreises geschnit-
ten wird, der nicht dem Kugeldurchmesser ent-
spricht. Der zweitgenannte Effekt ist mit der
Tatsache verbunden, da8 die Wahrscheinlich-
keit, eine kleine Kugel zu schneiden, kleiner ist
als fir eine groBe Kugel. Es scheint, als ob
letzterer Effekt von anderen Forschern oft ver-
nachlissigt wurde, z. B. von Pickering?). Unsere
Methode umfaBt folgende Schritte:

- Bestimmung der KorngréBSenverteilung und
der Anzahl der Kérner pro Flacheneinheit mit-
tels mikroskopischer Beobachtungen in ei-
nem automatischen Bildanalysator (Quanti-
met 920).

— Berechnung der Anzahi Kérner pro Volumen-
einheit durch Korrektur des Verkleinerungs-
und Erfassungseffektes.

- Berechnung der raumlichen KorngréfBien.

Es ist vor allem der zweite Schritt, welcher eine
mathematische Entwicklung verlangt, die fol-
gende Sequenz beinhaltet:

1)  Wir berechnen zuerst die Wahrscheinlich-
keit, mit welcher eine Kugel durch eine belie-
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X
1

]
Plane of intersection
—

Schnittebene
Fig. 1. Schematic drawing of a sphere of diameter D cut
by a plane along a circle of diameter d
Fig. 1. Schematische Zeichnung einer Kugel vom
Durchmesser D, die durch eine Ebene entlang eines
Kreises vom Durchmesser d geschnitten wird.

zone defined by an upper and a lower limit
(fig. 1) for the case of a monodispersion, i.e. all
spheres have the same size.

() For the case of a polydispersion of spheres,
we distribute the sizes among a fixed
number of classes on a logarithmic scale
and treat the whole as a series of discrete
monodispersions, each class being charac-
terized by its upper limit. We may then calcu-
late the probability that a grain belonging to
the k'™ class is actually observed by the
image analyser in the i" class.

(Ill) Knowing the probabilities P(i,k) (i,k=1,2,...n,
andi < k), we are then in a position to correct
the observed planar grain size distribution
for the truncation effect. To do this we start
out with the highest class, which obviously
does not contain any cuts from spheres of
even higher (nonexisting) classes. Subse-
quently we correct for truncation all the way
down to the first class. This permits us to
obtain N;! from the observed N;S.
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SAMPLE
Probe

Fig. 2. Sampling effect in a poiydistribution of spheres:
the larger the sphere the higher the probability to cut it
by an arbitrary plane?)
Fig. 2. Erfassungseffekt in einer Polydispersion von
Kugeln: je gréBer die Kugel, desto groBer die Wahr-
scheinlichkeit, daB sie durch eine beliebige Ebene ge-
schnitten wird.*)

bige Ebene geschnitten wird, deren Lage
durch eine untere und eine obere Grenze
fixiert ist (Fig. 1). Diese Rechnung wird zu-
erst flr den Fall einer Monodispersion aus-
gefuhrt, d. h. alle Kérner (Kugeln) haben die
gleiche Gréfe.

Il) Fur den Fall einer Polydispersion verteilen
wir die KorngrdéBen unter eine fixe Anzahi
von Klassen in einer logarithmischen Skala
und behandeln die gesamte Verteilung als
eine Folge von diskreten Monodispersionen,
wobei jede Klasse durch ihren oberen
Grenzwert definiert wird. Wir berechnen
dann die Wahrscheinlichkeit P(i,k}, mit der
ein Korn, welches tatséchlich der k'*" Klasse
angehort, durch die Beobachtungen im Bild-
analysator aber der i'®" Klasse zugeteilt wird.

M) In Kenntnis der Wahrscheinlichkeit P(i k) (i =
1,2,...n und i < k) kbnnen wir dann an der
durch ebene Schiiffe erhaltenen Korngré-
Benverteilung den Verkleinerungseffekt kor-
rigieren. Dazu beginnen wir mit der héch-
sten Klasse, die ja keine Schnitte von Kor-
nern aus héheren (eben nicht existierenden)
Klassen enthalt. Danach wird sukzessive fur
jede Klasse bis zur kleinsten hinunter eben-
falls die Korrektur fur den Verkleinerungsef-
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(IV) We now have to correct for sampling (fig. 2).
This is done through dividing N;! by d; lead-
ing to N;¥. Summing up this latter parameter
leads to N¥ and also gives us D,.

Mathematical Details of the Method
Correction for the Truncation Effect

The probability that in a monodispersion a
sphere of diameter D truncated along a circle of
diameter d is being intersected along a diameter
situated between d and D is given by (fig. 1):

fekt angebracht. Dies gestattet uns, N;! aus
den beobachteten N;® zu berechnen.

SchlieBlich mussen wir noch die Korrektur
fir den Erfassungseffekt anbringen (Fig. 2).
Dies wird erreicht, indem wir N;' durch d;
dividieren, wodurch man N;¥ erhélt. Indem
letztere Parameter summiert werden, ergibt

sich NY, was uns erlaubt, D, zu berechnen.

=2

Mathematische Einzelheiten der Methode
Korrektur fiir den Verkleinerungseffekt

Die Wahrscheinlichkeit, daB im Falle einer Mo-
nodispersion von kugeligen Kérnern ein Korn
vom Durchmesser D entlang eines Kreises vom
Durchmesser zwischen d und D geschnitten
wird, ist gleich (Fig. 1):

Puo =5 =5 {0~ (@
We may write: Wir setzen:
D =c¢ ¢*and/und d = ¢ g 5)
where wobei:
dx = 1d,D]

Introducing [5] into [4] results in:

]
Puaoy=P(dede|D=ca*=

Relation [6] shows that the probability with
which a grain of the ki" class is truncated in its
own class is only dependent upon the geometric
group modulus a. This is valid for all classes. We
call it the "basic” probability Py:

ca®

Wenn [5] in [4] eingesetzt wird, erh&lt man:

Ve d?—(c a‘k"))é = 1- %

Gleichung [6] zeigt, daB die Wahrscheinlichkeit,
mit der eine Kugel der k'®" Klasse in ihrer eigenen
Klasse geschnitten wird, nur vom geometrischen
Gruppenparameter a abhangt. Dies trifft fir alle
Klassen zu. Wir bezeichnen sie mit ,elementare”
Wabhrscheinlichkeit Po:

(6)

Py = P (dk.ca®) = P (kk) = P (1,1) = P (2,2) = --- = P (n,n)

Equation [6] is of general value and may equally
well be applied to the case of a polydistribution.
For this latter case we may formulate the proba-
bility that a grain from the k™" class (dy) is actually
observed in the it" class (d}) (i<k) in the following
way:

Ferner besitzt Gleichung [6] Allgemeingliltigkeit
~und kann deshalb auch auf eine Polydispersion
von Kérnern angewandt werden. Fiir diesen letz-
teren Fall kénnen wir die Wahrscheinlichkeit,
daB ein Korn der k'®" Klasse (dy) in der it®" Klasse
(d;) (i < k) beobachtet wird, wie folgt formulieren:

1
Piw =P (d e di|Deca= Py [\/(c d9? - (c a=M2 — \/(c a? - (c &)} =

1
ak+1—|
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and

K k

und

Ptotat = z P(i,k) = Z P(ded|Deca¥=

i=1 i=1

In the ideal case, Pyt must be unity.

Once the values for P(i,k) are known we may
compute N;t.

Correction for the Sampling Effect

in order to carry out this correction we consider a
sample volume of 1 mm?3. The relative sampling
probability Eqy, for a grain of diameter d; is then
given by

1 1
2K 2 (k+1-k) 2 _ 2k
at-1 — — - = — -
| a \/a a o \/a 1

(®)

Im Idealfall muB Py, = 1 sein.

Sobaid die Werte fir P(i,k) bekannt sind, konnen
wir N berechnen.

Korrektur fiir den Erfassungseffekt

Zur Durchfiihrung dieser Korrektur betrachten
wir ein Probenvolumen von 1 mm?. Die relative
Erfassungswahrscheinlichkeit Eq, flr einen
Korndurchmesser d; ist gegeben durch

d

1 mm

9
Aus

Niv = -

E@) =
Since
we may write:

Niv = -—

Calculation of NY

We start out from our grain size distribution of n
classes. Our correction procedure begins with
the highest class since it is not subject to trunca-
tion effects from higher classes.

We proceed in two steps. First, we calculate N;°
which is the number of grains per mm? in the it"
class after correcting for truncation effects from
all higher classes. Since no such effects are
present in the highest class, we may write:

Nn® =

We then correct for the observed grains which
obviously all belong to lower classes to obtain
the desired value for N,

N, No®

P
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Egi
folgt:

Nt
) (10)

Berechnung von N¥

Als Ausgangspunkt dient uns die KorngréBen-
verteilung von n Kiassen. Unsere Korrektur be-
ginnt mit der hdchsten Klasse, da sie —wie schon
oben vermerkt — durch keine Verkieinerungsef-
fekte von hoheren Klassen behaftet ist.

Wir gehen in zwei Schritten vor: Zuerst berech-
nen wir N;%, d. h. die Zahl der Kérner pro mm? in
der i'®" Klasse nach der Korrektur fir die Verklei-
nerungseffektbeitrdge von allen hdheren Klas-
sen. in der héchsten Klasse, wo keine solchen
Beitrage vorliegen, konnen wir schreiben:

Nn® (11)
AnschlieBend bringen wir den Verkleinerungsef-
fekt fur die beobachteten Kérner an, die natiir-

lich alle in Wirklichkeit zu niedrigeren Kiassen
gehéren, und erhalten so N,"

Np®
Po

(12)
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and und

Nt Nn®
Ny = —— = —= (13)
dn Podn
For the next lower class this procedure yields: Fir die zweithéchste Klasse erhalten wir auf
diese Weise:
Nn—1e = Nn—1s' Nr\t P(n—1,n) (14_)
Np-1© 1
Nn—1‘ =— = [Nn—1s" Nnt P(n—1,n)] (15)
P(n—1,n-—1) Po
and und
SRR = ML VI VRY ] (16)
n-1 dn—1 Podn—1 n-1 n (n—1,n)
For the it" class this procédure yields: Fir die i*® Klasse ergibt das beschriebene Ver-
fahren:
Ni® = Ni® = Nyt Pty = Nivo' Ppiivay = ... = Np' Piny (17)
N;® N;&
Nt = = (18)
P(i,l) Po
Nyt N;®
Niv = —_ = ! (19)
di Podi
N' is obtained by summing up: N' wird durch Summierung erhaiten:

Nt = i Nt (20)

i=1

Since the number of grains we corrected for Dadie Zahl der Kérner, fir welche der Verkleine-
truncation is identical to the number of the rungseffekt korrigiert wurde, der Zahl der beob-
observed grains, we also have: achteten Kérner gleich ist, ergibt sich auch:

N' = i Nt = i NS = N (21)

i=1 i=1

After correction for sampling we obtain the de- Nach Korrektur fir den Erfassungseffekt erhéit

sired NY: man schlieBlich den gewinschten Wert far NY:
n n
N;t
NY = NY = —_— 22
2 N=Q 22)
i=1 i=1
The mean spatial grain diameter D, may then be  Der mittlere rdumliche Korndurchmesser D,
defined by the following relation: kann durch folgende Beziehung definiert
werden:

338 Prakt. Met. 27 (1990)



where k signifies the total number of observed
grains.

Let us now compare equation [22] with DeHoff’s
equation valid for the monodispersion of
spheres®):

NY =
where D, is the real sphere diameter (D,=D,).

For this purpose we remember that the grains in
each class may be considered as forming a
monodistribution represented by the upper
grain size value of the class, to that N' is the sum
of the spheres of the monodistributions of all
classes.

The mean spatial grain diameter D, defined by
[23] may now be expressed by the following
relation:

(23)

wobei k fur die Gesamtzahl der Kdrner steht.

Gleichung [22] kann mit De Hoff’s Gleichung fir
die Monodispersion verglichen3) werden:

NS

@)

O

v

wo D, der tatsachliche Kugeldurchmesser (Korn-

durchmesser) ist, d.h. D, = D,.

Dabei erinnern wir daran, daB wir die Kérner in
jeder Klasse als eine Monodispersion ansehen,
welche durch den oberen Korndurchmesserwert
charakterisiert wird. Demnach ist N¥ die Summe
der Kdérner der Monodispersionen von allen
Klassen.

Der mittlere raumliche Korndurchmesser, D,,
welcher durch die Gleichung [23] definiert ist,
kann nun durch folgende Beziehung ausge-
driickt werden:

2N

i=1

Nt

(24)

Furthermore, for the actual polydistribution: Nt
= N° but N|t + Nis.

We obtain thus

N, N

Ferner gilt fir die tatsichliche Polydispersion N!
= N°, obgleich N # N

Wir erhalten demnach

— Nt Ns
D, = —_ (25)
NV NY
and finally und schlieBlich
s .
= 2 (26)
D

This is exactly the equation which we have pre-
sented in the introduction as equation [3], show-
ing that DeHoff’s equation, under the above as-
sumption, is also valid for a polydistribution of
spheres.

Equation [26] is the desired relation between
planar observation of a granular (spherical) ar-
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Dies ist genau die Gleichung [3] der Einleitung,
was bedeutet, daB De Hoff’s Beziehung unter den
von uns oben gemachten Annahmen auch fur
die Polydispersion von kugeligen Kérnern guitig
ist.

Gleichung [26] ist die gesuchte Beziehung zwi-
schen Beobachtungen am ebenen Schiliff einer
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rangement and its probable spatial parameters.
Equations [13] and [22] may readily be program-
med and give a rapid answer for NY and D,, once
the planar observations made by an automatic
image analyser have been classified.

Generally speaking, the truncation correction
shifts the observed grain size histogram to high-
er values, whereas the correction for the sam-
pling effect displaces this histogram to lower
values.

Appendix. List of symbols used

Anhang. Liste der verwendeten Symbole

a geometric group modulus
geometrischer Gruppenmodul

c lower limit of a class
untere Klassengrenze

d;  Feret diameter of the i" class, d;=]ca™,

ca'l
Feretdurchmesser der i'*" Klasse, d;, =
lea™, cal]

dy Feret diameler measured by the image
analyser

Feretdurchmesser, wie er im Bildanalysa-
tor gemessen wird
dq  mean grain diameter of dq
mittlerer Korndurchmesser von dg
D,; three-dimensional grain diameter
raumlicher Korndurchmesser
v mean grain diameter of D,
mittlerer Korndurchmesser von D;
d, mean grain diameter calculated from the
mean volume V
mittlerer Korndurchmesser aus dem mitt-
leren Kornvolumen V bestimmt
mean grain volume defined by V./NY
mittleres Kornvolumen, definiert durch
Vg/NV
3 recrystallized volume fraction
rekristallisierter Volumenanteil
S; area of grain of diameter d;
Flache eines Karnes vom Durchmesser d;
S total area of recrystallized grains
Gesamtflache der rekristallisierten Korner

<|
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KorngréBenverteilung und ihren rdumlichen Pa-
rametern. Gleichungen [13] und [22] konnen
leicht programmiert werden und gestatten, so-
fort die Daten fiir N¥ und D, zu erhalten, sobald
die durch einen automatischen Bildanalysator
erfaBten ebenen Beobachtungen klassifiziert
sind.

Ganz allgemein stellt man fest, daB das Korngro-
Benhistogramm durch die Korrektur des Verklei-
nerungseffektes nach hoheren Werten verscho-
ben wird, wéhrend die Korrektur fir den Erfas-
sungseffekt das Histogramm zu kleineren Wer-
ten hin verlegt.

Vi volume of grain of diameter d;
Volumen der Kérner vom Durchmesser d;

Ve total recrystallized volume per unity of
volume (= &)
gesamtes rekristallisiertes Volumen pro
Volumeneinheit (= &)

N  Number of grains per mm2of the i'" class as
measured by the image analyser
Anzahl der Kdrner pro mm2der i*®" Klasse,
wie sie im Bildanalysator erfaBt wird

N;® idem but after correction for the contribu-
tions by all classes superior to the it" class
Anzahl der Kérner pro mm?, nach Korrek-
tur far die Beitrdge von allen Klassen hé-
her als die i*® Klasse

N true number of grains per mm? of the i
class after truncation correction
wirkliche Anzahl der Kérner pro mm? der
i'*" Klasse, nach Korrektur fir den Verklei-
nerungseffekt

N}  number of grains per mm? of the it" class
Anzahl der Kdrner pro mmée der i*®" Klasse

Es sampling probability of a grain in the i
class per mm?
Erfassungswahrscheinlichkeit pro mm? in
der i*®" Klasse

P, basic probability of truncation

elementare Wahrscheinlichkeit des Ver-

kleinerungseffektes

probability that a grain of the k' class is

truncated in the i class

Wahrscheinlichkeit, daB ein Korn der k'"

Klasse in der i'®" Klasse beobachtet wird

P
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Part Il: Application to the Recrystallization Kinetics of Cold Drawn

OF-Cu Bars

Teil 1l: Anwendung auf die Rekristallisationskinetik von

kaltgezogenen OF-Cu-Stangen

The details of the experimental procedures ap-
plied to our studies on the recrystallization kine-
tics in polycrystalline 99.99 % OF-Cu samples,
previously cold drawn 52 % have been published
elsewhere'). Therefore, we recall here merely
those elements which are important for the ap-
plication of our method to grain size analysis.

Image Analysis

Thanks to an excellent orientation contrast in the
SEM, recrystallized grains may readily be distin-
guished from cold worked grains at any stage of
recrystallization. From micrographs taken in the
SEM we traced the circumference of all the
recrystallized grains on a transparent paper
which was then analysed by the Quantimet. The
planar grain size was measured as the average
between the maximum and minimum Feret
diameter measured for each grain in 16 direc-
tions:

dq =

(A complete list of symbols is given in Part | of
this paper.)

Simultaneously, the number of recrystallized
grains per unit area, N° was counted. In order to
guarantee good reproducibility (Ad + 5 %), the
total area analysed for each recrystallized state
was at least 0.256 mm?,

Statistical Aspects

We distributed the observed grain sizes dq into n
logarithmic classes. In our case we found that n
= 30 was optimal, since a fower number reduces

Pract. Met. 27 (1990)

_ dfmax.

Der experimentelle Aufbau unserer Studie Uber
die Rekristallisationskinetik von kaltgezogenen
OF-Cu-Stangen wurde in ') ausfihrlich beschrie-
ben. Wir beschranken uns hier deshalb auf dieje-
nigen Aspekte, welche zum Verstindnis der An-
wendung unserer Methode auf die KorngréBen-
analyse von Wichtigkeit sind.

Bildanalyse

Dank dem ausgezeichneten Orientierungskon-
trast im REM konnen rekristallisierte Kdrner
leicht von kaltverformten Kérnern unterschie-
den werden, und dies in jedem Zeitpunkt der
Rekristallisation. Wir zeichneten die Grenzen
der rekristallisierten Kérner auf ein Transparent-
papier auf, welches iber die im REM aufgenom-
menen Mikrophotos gelegt wurde. Die so erhal-
tene Kornstruktur, d. h. die rekristallisierte Korn-
groBe und deren Verteilung, wurde dann im
Quantimet automatisch ausgemessen. Die zwei-
dimensionale KorngréBe wurde als Mittelwert
zwischen maximalem und minimalem Feret-
durchmesser definiert, der fir jedes rekristalli-
sierte Korn in 16 Richtungen bestimmt wurde:

+ dfmin.

2 M

(Eine vollstandige Liste der hier verwendeten
Symbole ist in Teil | dieser Verdffentlichung
gegeben.)

Gleichzeitig wurde im Quantimet die Zahi der
rekristallisierten Kérner pro Flacheneinheit, N5,
gezdhlt. Um eine gute Reproduzierbarkeit zu
garantieren (A = £ 5 %) wurde fir jeden erfaBten
rekristallisierten Zustand eine Flache von minde-
stens 0,25 mm? ausgemessen.

Statistische Aspekte

Die beobachteten KorngréBen dq wurden in n
logarithmische Klassen aufgeteilt. In unserem
Falle war n = 30 optimal, da ein kleineres n die
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the precision, whereas a higher number pro-
duces “holes” in the grain size distribution. The
grain diameters varied between 2 um and 200
um. Thus, the value for the geometric group
modulus a becomes:

Ina=

or a = 1.1659

Introducing this value into equation [6] of part |
gives us the basic probability P, = 0.514.

It follows from this value for P, that in any class of
grains 51 % of these grains when cut by a plane
belong to that class, whereas 49 % are truncated
into lower classes.

Correction for Truncation and Sampling

With the value of a = 1.1659 and the choice ofn =
30 we may now calculate the truncation prob-
abilities P(i,k) according to equation [7] (part I).
The results obtained are presented in table 1.
Using equations [11] through [19] (part ), we may
then calculate the value N,! corrected for trunca-
tion and the value for N;¥. Finally, equation [22]
(part 1) permits us to obtain the desired value for
NY, and [25] (part I) the value for D,. Figure 1a
shows the histogram of the grain size distribu-
tion as determined by the image analyser on the
cross section of a specimen that was 79 % re-
crystaltized after 16 h at 270 °C. The histogram
in fig. 1b results from correction for truncation
whereas fig. 1¢ was obtained when, in addition,
the sampling effect was corrected for. We see —
as already mentioned above — that whereas trun-
cation correction tends to shift the histogram of
the planar size distribution to higher grain size
values, sampling has the opposite effect.

From figs. 1b and ¢ we see also that N} and N¥
take on negative values in the lowest classes.
Yet, even where N! contains negative terms it is
often larger than N°.
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In200—in2

Genauigkeit vermindert, wahrend ein groBeres n
zu groBe statistische Fluktuationen in der Korn-
groBenverteilung hervorruft. Die KorngréBen va-
riierten zwischen 2 um und 200 um. Der Wert fir
den Gruppenmodul a wird somit

0 2

was zu a = 1.1659 fihrt.

Wird dieser Wert in die Gleichung [6] von Teil |
eingesetzt, so ergibt sich fur die elementare
Wahrscheinlichkeit P, = 0.514.

Aus diesem Wert fur P, ersieht man, daB die
Korner, falls sie in irgend einer Ebene geschnit-
ten werden, in jeder Klasse zu 51 % in ihrer
eigenen Klasse erscheinen, wahrend 49 % in
niedrigere Klassen versetzt werden.

Korrektur fiir den Verkleinerungs- und fiir den
Erfassungseffekt

Mit dem Wert fur a = 1.1659 und der Wahl flirn =
30 kdnnen wir jetzt die Verkleinerungswahr-
scheinlichkeiten P(i,k) gemaB Gleichung [7] von
Teil | berechnen. Die so erhaltenen Resultate
sind in der Tabelle 1 zusammengestellt. Unter
Anwendung der Gleichungen [11] bis [19] von
Teil | kdnnen wir dann N;' bestimmen, welche
Werte hinsichtlich des Verkleinerungseffektes
korrigiert sind, und ebenfalls N;Y. SchlieBlich
gestattet uns Gleichung [22] (Teil 1) den ge-
wiinschten Wert fir N und Gleichung {25] (eben-
falls von Teil I) den Wert fir D, zu erhalten. Fig. 1a
zeigt das Histogramm der KorngréBenvertei-
lung, wie es im Bildanalysator auf dem ebenen
Schiliff einer Probe erhalten wurde, die nach 16 h
bei 270 °C zu 79 % rekristallisiert war. Das Hi-
stogramm in Fig. 1b wurde nach Korrektur far
den Verkleinerungseffekt erhalten. Wir sehen
— wie dies schon in Teil | erwdhnt wurde —daB die
Korrektur fur den Verkleinerungseffekt das Hi-
stogramm zu hdheren Werten verschiebt, wéah-
rend durch die Korrektur fir den Erfassungsef-
fekt die gegenlaufige Wirkung erzielt wird.

Man erkennt aus Fig. 1b und ¢, da8 N;' und N¥ in
den niedrigsten Klassen negative Werte anneh-
men konnen. Und dennoch ist der Wert fir N!
meistens groBer als fir NS, selbst dann, wenn N
negative Glieder enthalt.
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Table 1. Truncation probabilities P, for the case of n =

30 and «

= 1.1659
Tabelle 1. Wahrscheinlichkeiten flr den Verkleinerungseffekt P, fir n = 30 und a = 1.1659

(i.k) Piot.  [Pkx=Po| Pu1i | Pixax) | Pican | Pucasy | Pwsky | Prss | Pirn P
(!'»30) 0.9999 | Puoao) | Preso) | Prsaoy | Peraoy | Pesaoy | Pesag | Peasoy | Pesaoy | Piao
(1,29) | 0.9999 | Piagag) | Pes2s) | Piez2g) | Presi2sy | Presi2ey | Preaesy | Preacey | Preaasy | Puizgy
(_i,8) 0.9561 | Pgg | .Pug Pe.g) Ps.) Pasg) Pag) P P g -
(!'7) 0.9399 F'(7.7) P(6,7) P(5,7) P(4,7) P(3,7) P(2.7) P(1 ) - -
(I,G) 0.9173 P(B,G) P(5'5) P(4‘5) P(3,6) P(g_s) P(1_5) - bl -
(I,S) 0.8857 P(5‘5) P(4‘5) P(3,5) P(2‘5’ P(1‘5) - - - -
(!,4) 0.8409 P4 P4 P4y Pii.a - - - - -
(|,3) 0.7758 P(3‘3) P(2‘3) P(1‘3) - - - - - -
(|,2) 0.6774 P(g,g) P(1‘2) - - - - - - -
(i,1) | 0.5141 Pa.1y - - - - - - - -

0.5141 | 0.1632 | 0.0984 | 0.0651 | 0.0448 | 0.0316 | 0.0226 | 0.0163
Example: Beispiel:

a) P(ao_ao) = P(B.B) = 0.514 indicates that a grain of
the 30" or the 8"" class has a probability of 51.4%
to find itself in its proper class (30" or 8™,
respectively).

b) P(2g29) = Ps,7) = 0.1632, indicates that a grain
of the 20! or of the 7™ class has a probability
of 16.32% to find itself in the 28" and 6" class
respectively.

Obviously, our correction for truncation con-
tains a certain imprecision which is most pro-
nounced in the lowest classes. In order to elimi-
nate the negative terms and to come closer to N'
= N® as required by [21] (part I}, we modified the
expressions [6] and [7] (part 1), for the truncation
probabilities P, and P j, in the following fashion:

a) Pao,30) = P(s.8) = 0.514 bedeutet, daB ein Korn der
30. bzw. der 8. Klasse mit einer Wahrscheinlich-
keit von 51.4% in seiner eigenen (also in der 30.
bzw. der 8.) Klasse beabachtet wird.

b) P(ze‘gg) = P(G",') = 0.1632 bedeutet, daB ein Korn
der 29. oder der 7. Klasse mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 16.32% in der 28. bzw. der
6. Klasse beobachtet wird.

Selbstverstandlich ist unsere Korrektur fir den
Verkleinerungseffekt mit einer gewissen Unge-
nauigkeit behaftet, welche in den kleinsten Klas-
sen am ausgeprégtesten ist. Um die negativen
Glieder zu eliminieren und auch, um néaher an die
Gleichheit von N' und N® zu kommen, wie durch
Gleichung [21] in Teil | gefordert, modifizierten
wir die Gleichungen [6) und [7] (Teit 1) fir die
Wahrscheinlichkeiten des Verkleinerungseffek-
tes, P, und P(i k) auf folgende Weise:

P, = Py ———o—— io<k 3)
1= gq—2tk=io)
and und
* 1 . .
Pix' = Pixy ——— lo<i<Kk (4)
[1- a~2k~io)
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No. Diameier count

] 2.00- [}

2 1.133- k]

3 1.72. 7 X

4 3T W0 X

b 1.70- 13 XX

6 4.21- 130X

1 3.01. 319 X000

] 5.96- 75 XX0000000K
9 6.83- 79 X00000000X
10 7.96. 73 2000000000¢

it 9.23. 137 X0000000000000OAN00X

12 11.82- 164 XXO0000OGOCOQ0OOONNNT0NX

[} ] 12.62- 120 XX0O0OQ0OODIINCOOOOONX

14 14.71- 226 XXOOOOXO0OO0OONEN000000000KXK
15 17.18- 232 X000000000000NN000000000000aX
16 20.00- 126 XXO0000000000CNNCON0000000000X
(3 23.21- 232 X000000000C0CONDONNOaONNNN0oaae:X
18 27.18- 167 X0000000000000ANNNXXXX

19 31.69- 137 000000000000C0CONNT0NK

20 36.93- 93 300000000000

21 42.08. 43 000X

22 50.22- 13 X

) 58.36- 2

24 68.27. ]

Total IN;' = 2249/mm?

No. Diameter count

1 2.00. -6

2 233, -4

3 2.72. -4

4 3.17. -8

s 3.70. 9 X

6 4.31- -8

7 3.02. .2

8 5.86- 39 X000

9 6.83- 31 X0X

10 7.96- -9

H 9.28. 140 200000000000KX

12 11.82. 13§ 200000000000

13 12.62- 139 000000000000

14 14.71- 228 X000000000000000000000

15 17,15 249 X000000000000000000000X

16 20.00- 229 000020030000000000000%

17 23.31- 331 009000000000000000000000R00NRNK
18 27.18. 208 200000000000000000XXX

19 31.69- 239 000D00000000000000000K

20 36.95- 136 20000000000000KX

21 43.08- 74200000

22 30.22. 23 X

23 38.56- 6 X

4 68.27. [

Toul IN{' = 2265/mm?

Fig. 1b. After correction for truncation
Fig. 1b. Nach Korrektur fur den Verkleinerungseffekt

Here, i, is the lowest class fixed by the resolution
of our Quantimet measurements. We took as i,
that class beyond which the grains may first be
detected. The corrected histograms are given in
figs. 1d and e.

Table 2 contains the observed and the corrected
values for N', N and D, for 24 states reached in
the course of recrystallization at temperatures
situated between 270 and 330 °C for various
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Figs. 1a to e. Grain size histogram of a cold worked and
partly recrystallized OF-Cu sample as measured by the
image analyser after annealing for 16 h at 270 °C
Fig. 1a bis e. KorngréBenhistogramm einer 52 % kaltge-
zogenen und teilweise rekristallisierten OF-Cu-Probe,
wie es im Bildanalysator nach Glithung von 16 h bei
270 °C erstellt wurde.

Fig. 1a. Original data
Fig. 1a. Originalhistogramm

No. Diameter  coum

1 2.00- +3021

2 2.33. -1887

3 .72 -1484

4 3.7 +2367

H 3.70- 2194 X000

6 4.3 «1782

7 3.02- -518

8 3.86- 8620  X00000000000000000XK

9 6.83- 6416  XN0NOOOTOOOOKX

10 7.96- «1021

1n 9.28. 12937 00000000000000000000MOINODO0DXKK
12 11.82. 1071) 2000000000000000XND00NOX

13 12.62- 9477 2000000000000000DOOIDO000X

14 14.71. 13303 200000000000003XXX0XN0000000X
13 17.18. 12439 2000000000000030030000CO0D00000XX
16 20.00. 10254

17 3.1 12928 200000200000D0D0O0COIIDNO000INX
18 27.18. 6354 200000000000000008

19 31.69- 6463 0000002000000 KX

0 36.93- 3623 X000000%X

21 43.08- 1428 00X

22 30.22. 40) X

b3 38.36- 93

24 68.27- o

Total IN{Y = 105596/mm?

Fig. 1c. After additional correction for sampiing

Fig. 1¢c. Nach zusétzlicher Korrektur fir den Erfassungs-
efiekt

Hier bezeichnet i, die niedrigste Klasse, welche
durch die Auflosung unseres Bildanalysators
erfaBt wurde. In der ihr folgenden Klasse kénnen
die ersten Kérner beobachtet werden. Die so
korrigierten Histogramme sind in Fig. 1d und e
wiedergegeben.

Die Tabelle 2 enthalt die beobachteten und die
korrigierten Werte von N, NY und D, fir 24
2Zustédnde, welche im Verlauf unserer Rekristalli-
sationsstudien untersucht wurden, und die sich
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No. Disameter count

] 2.00. [}

2 2.11.

3 2.72. []

4 .17 0

-] 3.70. S

6 4.31- -4

? 5.02- 1

8 5.86- 31 00X

9 6.83- 46 000X

10 7.96- -4

1 9.28. 134 200000000000

12 11.82. 131 200000000000

13 12.62- 137 2000000000000

14 14.71- 225 200000000000000000000
15 17,15 246 XD0000000000000DXNON
16 20.00- 237 000000000000DDN00D00XK
17 23.31- 349 H0000000000000000000I000A000000X
18 27.18. 207 000000000000000000K

19 31.69- 2313 300000000000000X00000XX
20 36.95- 136 X000000000000KX

21 43.08- 74
22 30.22- 23 X
23 38.56.
24 68.27- ]

Total INi'= 2258/mm?

Fig. 1d. As fig. 1b but after correction for negative values

Fig. 1d. Wie Fig. 1b, aber nach Korrektur flir negative
Werte bei den niedrigsten Klassen

times. The fraction of recrystallized area, as seen
by the image analyzer is denoted by & The
significance of the last column will be explained
in the following chapter.

Discussion

The principle used implicitely in our mathemati-
cal treatment states that the probability that an
event will occur is equal to the relative frequency
with which it produces itself when a large
number of observations are made. In our case,
each specimen on which we have analysed an
area of 0.25 mm? contains between 300 and 700
recrystallized grains depending upon tempera-
ture and duration of the heat treatment applied.
This seems to us a sufficient number for a rep-
resentative statistical analysis. Furthermore,
since recrystallized grains are of rather equiaxed
shape it is certainly justified to use the solutions
derived for spheres.

As far as the sequence of our mathematical
treatment is concerned we have first corrected

Pract. Met. 27 (1990)

No. Diameier count

1 2.00. [

2 2.23- ]

3 2.72. ]

4 3.7 0

3 3.70- 1102 XX

6 4.31- <101}

? 3.02- 112

8 $.86. 7340 20D000000000000000008

9 6.83- 5796 JDOD00ONOK

10 7.96. -389

n 9.28- 12390  X000000000000XD00000000ID0ONKK
12 1L82- 10408 X0000000000000O0INNNOINK

13 12.62- 9325 300000000C0OODOIN

14 1671. 13030 00000000D00I0N00000KNINIOONNK
13 17.15- 12291 2000000000000 I000000D0OIODBNX
16 20.00- 10176  XDOOONIDIDOIN00O0NNNNNNN00K

17 2331. 12830 X000000000000AXKN0DINN00000D0NK
18 27.18. 6323 A00000000000000X

19 31.69- 6436 00000DID0000000X

20 36.93. 361) 20000000

21 43.08- 1474 00

22 50.22. 400 X

23 58.56- 93

24 68.27. ]

Total IN{Y = 111980/mm?

Fig. 1e. As fig. 1¢c but after correction for negative values

Fig. 1e. Wie Fig. 1¢, aber nach Korrektur fir negative
Werte bei den niedrigsten Klassen

Uber das Temperaturgebiet zwischen 270 °C
und 330 °C wéhrend verschiedenen Zeiten er-
streckten. Das Verhaltnis zwischen jeweils rekri-
stallisierter zur gesamten Kornflache wurde mit &
bezeichnet. Die Bedeutung der letzten Kolonne
dieser Tabelle soll im folgenden Abschnitt erlau-
tert werden.

Diskussion

Das Prinzip, welches implizit in unserer mathe-
matischen Behandlung enthalten ist, besagt,
daB die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Vorgang
auftritt, der Haufigkeit der daran beteiligten Ele-
mente gleich ist, vorausgesetzt, daB die Zahl der
Beobachtungen sehr groB ist. In unserem Fall
enthalt jede der analysierten Proben innerhalb
der Flache von 0,25 mm? zwischen 300 bis 700
rekristallisierte Koérner, je nach Glihtemperatur
und -zeit. Dies durfte eine genugend grofBBe Zahl
sein flr eine reprasentative statistische Analyse.
Da ferner die rekristallisierten Koérner eine
gleichmaBige Form aufweisen, ist es sicher ge-
rechtfertigt, Beziehungen anzuwenden, welche
fur Kugeln hergeleitet wurden.

Was den Ablauf unserer mathematischen Be-
handlung anbetrifft, so haben wir zuerst die
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Table 2.
sampling effects

Results obtained for recrystallized grain parameters after correction for truncation and

Tabelle 2. Resultate der rekristallisierten Kornparameter nach Korrektur fiir Verkleinerungs- und

Erfassungseffekt
Measurements by QTM Results obtained by calculation
No. | Specimen State QTM-Messungen berechnete Ergebnisse
Probenzustand — — —
& |dg [um]| N¥/mm?|Dy [um]|d, [um]| NYmm? | Nprop'/mm? | Njgq)/mme**)

1 initial*) 1 35.2 927 343 41.3 931 27 100 25 300

2 270°C/4h 0.20 15.8 926 15.7 18.7 921 58 800 56 000

3 270°C/éh 0.276 | 157 | 1293 | 1541 18.2 | 1294 85900 78 800

4 270°C/10h 0.53 16.7 | 2133 | 170 201 | 2130 | 125400 125 800

5 270°C/16h 0.79 197 | 2242 | 189 234 | 2239 | 118500 114 200

6 270°C/24h 0.90 213 | 2225 | 218 266 | 2235 | 102600 102 900

7 290 °C/1h 0.21 17.4 786 175 20.8 775 44 300 44100

8 290°C/90 min | 0.37 15.9 1672 16.2 19.0 1672 103 400 101 700

9 290°C/2h 0.50 17.2 1842 17.0 20.7 1833 107 800 108 600
10 290 °C/3h 0.74 18.7 2301 18.7 22.6 2290 122 400 125100
1 290°C/6h 0.90 20.8 2347 21.6 25.2 2327 107 700 110 500
12 310°C/t6min | 0.22 18.0 786 | 187 215 792 42 400 41700
13 310°C/24min [ 0.35 171 1317 17.3 20.6 1313 76 000 77 400
14 310°C/30 min | 0.50 180 | 1759 | 183 215 | 1754 96 000 94 800
15 310°C/50 min | 0.79 19.1 2510 | 20.0 229 | 2519 | 125900 125 300
16 310°C/70min | 0.92 214 2241 21.9 26.0 2221 101 400 103 800
17 330°C/4min [0.13 13.3 930 | 142 16.0 936 65 700 61100
18 334 °C/4 min 0.27 16.2 1134 157 | 19.2 1138 72 400 70 200
19 330°C/8min | 0.52 182 | 1790 | 18.8 218 | 1798 95 600 95 300
20 330°C/M2min |0.72 19.8 2054 20.4 23.9 2 046 100 500 102 500
21 330°C/20min | 0.91 21.7 | 2154 | 224 26.2 | 21868 97 000 98 400
22"7) | 11%+270°C/2h | 0.22 16.5 897 | 16.7 19.8 888 53 300 54 100
23"™") [ 11%+270°C/5h [ 0.34 17.2 1283 17.2 20.5 1292 75100 73 500
24™) | 11%+270°C/8h | 0.53 190 | 1647 | 193 229 | 1646 85 400 85 400

*) completely annealed, prior to 52% cold work / vollstandig weichgegluht, danach 52%iges Kaltziehen
") Njq)/mme calculated from equation [11] / NY;,/mm? wurde mittels Gleichung [11] berechnet
**") 11% recrystallized at 330°C / 11% rekristallisiert bei 330 °C

for truncation and then for sampling, since the
former is independent of the latter. On the other
hand, the sampling result is always related to
truncation. In fact, the sampling probability de-
pends directly on the grain diameter. Thus, once
truncation has been corrected for, the distribu-
tion of the true grain diameters is unveiled and
the sampling effect is then identifiable.
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Korrektur fiir den Verkleinerungseffekt und
dann erst diejenige fir den Erfassungseffekt
angebracht, da ja ersterer von letzterem unab-
héngig ist. Andererseits steht aber das Resultat
des Erfassungseffektes stets in enger Beziehung
zum Verkleinerungseffekt, da ja der Erfassungs-
effekt direkt vom Korndurchmesser abhangt. So-
bald daher die Korrektur fir den Verkleinerungs-
effekt angebracht ist, wird die Verteilung der
wirklichen Korndurchmesser ersichtlich und der
Erfassungseffekt kann dann identifiziert werden.

Prakt. Met. 27 (1990)




The success of our model is underlined by the
fact that N' = N°® as may be seen in table 2. This
latter relation signifies that the truncation effect
is well estimated by our model and that the
correction of the probabilities in terms of P*(i,k)
is reasonable. Nevertheless, the definition of
grain size is rather arbitrary. Furthermore, de-
pending on the definition selected, one might
obtain different results in stereological consider-
ations. It seemed to us, therefore, interesting to
examine possible relationships between dg, D,
and d, (calculated from the mean volume). Our
respective study yielded a rather astonishing
first result, namely that D, = d,. This means that
in our case the truncation effect is completely
compensated by the sampling effect. This is all
the more astonishing as the sampling effect is
strongly dependent on grain size distribution,
whereas truncation is not. We do not yet know
whether this result is purely accidental or
whether it has more general applicability. At any
rate the equality between d, and D, clearly shows
that the contribution of the sampling effect to
spatial considerations is of the same order as
that exerted by the truncation effect. A consider-
able error may thus be committed by neglecting
it.

When following grain size evolution during re-
crystallization we are also interested in the varia-
tion of d, as defined by the mean volume V of an
equivalent sphere, since in the course of recry-
stallization

From the values in table 2 we obtain by linear
regression:

Der Erfolg unseres Modelles wird dadurch unter-
strichen, daB N' = N®, wie aus Tabelle 2 ersicht-
lich. Dies bedeutet, daB der Verkleinerungseffekt
durch unser Modell gut abgeschatzt wird und
daB die Korrektur fir die Wahrscheinlichkeiten
als P* (i,k) verniinftig erscheint. Man darf jedoch
nicht vergessen, dal die Definition einer Korn-
gréBe recht willkurlich ist. Je nach der gewahlten
Definition kann man sogar mdglicherweise ver-
schiedene Resultate aus stereologischen Be-
trachtungen erhalten. Es schien uns daher inter-
essant zu sein, mogliche Beziehungen zwischen
d,, D, und d, (aus dem mittleren Volumen be-
rechnet) zu untersuchen. Unsere diesbezlgliche
Studie brachte dabei ein auf den ersten Blick
Uberraschendes Resultat hervor, namlich daB D,
= d,. Dies bedeutet, daB in unserem Falle der
Verkleinerungseffekt genau durch den Erfas-
sungseffekt kompensiert wird. Dies scheint um
so erstaunlicher, als der Erfassungseffekt stark
von der KorngrdBenverteilung abhéngt, wéh-
rend dies beim Verkleinerungseffekt nicht der
Fall ist. Wir wissen noch nicht, ob dieses Resultat
einen zufélligen Charakter oder Allgemeingiil-
tigkeit hat. Auf jeden Fall zeigt die Gleichheit von
dg und D, daB der Beitrag des Erfassungseffek-
tes zur rdumlichen Betrachtung von der gleichen
GroBenordnung ist wie derjenige des Verkleine-
rungseffektes. Folglich kann ein bedeutender
Fehler auftreten, falls er vernachldssigt wird.

Bei einer Betrachtung der Neukornentwicklung
wahrend der Rekristallisation sind wir auch an
der Veranderung von d, interessiert, da im Ver-
laufe der Rekristallisation

Ve = § 6)]

Sy 6
ry (6)

Aus den Werten der Tabelle 2 erhalten wir durch
lineare Regression:

d, =~ 1.2 dq ™

This relationship has the decisive advantage that
V may be calculated directly from planar meas-
urements, since

Diese Beziehung hat den entscheidenden Vor-
teil, daB V direkt aus Messungen an einem ebe-
nen Schliff abgeleitet werden kann, da

V=l(2d)°
= (1239 (8)

Pract. Met. 27 (1990)
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Itis then also easy to calculate the recrystallized
fraction, &

We recall that:

NY =

We may use equation{7] to derive a very simple
and straight forward relation between NY on one
hand, and £and dg (both measured by the image
analyser), on the other hand:

n
e e
This yields for NY:

Ny, = §

) [f0e]

Fig. 2. Comparison between NV as obtained from prob-
ability calculations, vamb, and that calculated directly
from equation [11], Npq}¥ .

Fig. 2. Vergleich zwischen NV-Werten, wie sie aus Wahr-
scheinlichkeitsbetrachtungen erhalten wurden, NV o5,
und den Werten NV, die direkt aus Gleichung [11]
errechnet wurden

Esistdann ebenfalls sehr einfach, den rekristalli-
sierten Anteil, & zu berechnen.

Wir erinnern daran, daB

NS
— ©)
Dy

Wirkénnen nun Gleichung [7] benilitzen, um eine
ganz einfache und direkte Beziehung zwischen
NY einerseits, und & und d, (im Bildanalysator
gemessen), andererseits herzuleiten

(109

Dies ergibt fur N":
£

][ —_—
< (12 dg)®

The values thus obtained are assembled in the
last column of table 2. We are now in a position to
compare NY as obtained from [11] with NY result-
ing from our probability calculations. The re-
spective results are plotted in fig. 2. We see that
an excellent correspondence exists between NY
obtained from complex probability calculation
and NY calculated according to [11]. This indi-
cates also that the relation [7] between d, and d,
is indeed a very good one. The above way of
proceeding permits thus to describe rather com-
pletely the grain structure of our study in a very
simple way which does not require the substan-
tial efforts and complex methods of probability
and statistics which we developed and exposed
previously to transform planar into spatial grain
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= — (1
0.905 d,

Die so erhaltenen Werte sind in der letzten Ko-
lonne der Tabelle 2 zusammengestellt. Wir sind
nun in der Lage, den Wert fir NY geméaB Glei-
chung [11} mit demjenigen flr NY zu vergleichen,
den wir durch die Wahrscheinlichkeitsberech-
nungen erhalten haben. Die entsprechenden
Werte sind in Fig. 2 graphisch dargestellt. Wir
sehen daraus, daB eine ausgezeichnete Uberein-
stimmung zwischen den beiden auf sehr ver-
schiedene Art erhaltenen Werten fir NY besteht.
Dies bedeutet auch, daB die Beziehung [7] zwi-
schen dq und d, tatsichlich gut ist. Der eben
aufgezeigte Weg erlaubt deshalb, die Kornstruk-
tur in unserer Studie recht volistdndig zu be-
schreiben und zwar auf eine Art und Weise, die
nicht den sehr groBen Aufwand und die kompli-
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parameters. However, in order to reach this
stage of simplification we had first to go through
these considerable mathematical complexities.
Furthermore, we have not yet tested its general
applicability.

Summary

A modified Saltykov method based on probabili-
ty and statistics permits the calculation of spatial
grain parameters from planar observation and
this with a much smaller computational effort
than is necessary with the original Saltykov
method. In addition, contrary to this latter
method, our method may readily be program-
med and is easy to use with the help of a
computer.

Applying our method to number and size of
newly developed grains at various stages of
recrystallization of cold worked OF-Cu bars we
obtain results which clearly indicate that the
calculated spatial parameters closely reflect the
true picture. The relationship we established
between the average Feret diameters measured
in an automatic image analyzer and the average
diameter of grain-equivalent spheres simplifies
drastically the determination of spatial parame-
ters from planar observations. Yet, we do not yet
know how far this relationship is of general
character. Our results also clearly point to the
necessity to take into consideration both trunca-
tion and sampling effects when correcting pla-
nar parameters, since the latter effects are of the
same order. as the former. In our case we even
found that both effects — being opposite in na-
ture — cancel each other. The neglect of the
sampling effect may even be the main reason
why some authors obtain a coefficient close to 2
in the relationship between spatial and planar
grain size parameters, rather than one closer to
unity.

Pract. Met. 27 (1990)

zierten Methoden zur Erfassung von Wahr-
scheinlichkeit und Statistik bendtigt, um ebene
in rdumliche Parameter zu verwandeln, wie wir
dies in Teil | dargelegt hatten. Es war jedoch
notwendig, sich durch diese bedeutenden ma-
thematischen Schwierigkeiten hindurchzuarbei-
ten, um dieses Niveau der Vereinfachung zu
erreichen. Zudem muB nochmals hervorgeho-
ben werden, daf3 die Allgemeinglltigkeit der
vereinfachten Beziehungen noch nicht erwiesen
ist.

Zusammenfassung

Wir haben eine vereinfachte Methode gemas
Saltykov vorgestellt, welche auf Wahrscheinlich-
keitsbetrachtungen und Statistik beruht. Sie ge-
stattet auf eine klare Art und Weise, die raumli-
chen Kornverteilungsparameter aus ebenen Be-
obachtungen abzuleiten und dies mit einem viel
kleineren Rechenaufwand, als dies die ur-
spriingliche Saftykov-Methode verlangte. Zudem
konnen im Gegensatz zur letzteren Methode, die
Beziehungen unserer Methode leicht program-
miert werden und sind daher einfach quantifi-
zierbar mittels eines elektronischen Rechners.

Bei der Anwendung unserer Methode auf die
Bestimmung von GréBe und Zahl sich bildender
Kérner wahrend der Rekristallisation von kaltge-
zogenen OF-Cu-Stangen erhielten wir Resultate,
welche klar aufzeigen, daB die berechneten
rdumlichen Parameter der Wirklichkeit sehr na-
he kommen. Zudem stellten wir eine Beziehung
her zwischen mittlerem Feretdurchmesser, wel-
cher mittels eines Bildanalysators bestimmt
wird, und dem mittleren Durchmesser von equi-
valenten Kugeln, welche die Bestimmung von
rdumlichen Parametern aus ebenen Beobach-
tungen drastisch vereinfacht. Wir wissen aller-
dings noch nicht, ob diese Beziehung allgemein-
gultigen Charakter hat. Unsere Resultate weisen
auch auf die Notwendigkeit hin, bei der Korrek-

tur von ebenen_Parametern-nicht nor den Ver-
kleinerungseffekt, sondern ebenfalls den Erfas-
sungseffekt miteinzubeziehen, da beide Effekte
von etwa gleicher GréBenordnung sind. In unse-
rem Falle ergibt sich sogar, daB sich beide Effek-
te genau aufheben. Die Vernachlassigung des
Erfassungseffektes ist moglicherweise der
Hauptgrund, weshalb gewisse Autoren, welche
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