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AVANT-PROPOS

C’est une vérité généralement admise que le langage est un instrument de la raison humaine,
et non pas simplement un moyen d’expression de la pensée.
G. Boole

Mais penser n’est-ce pas parler ? Comment est-il possible que la pensée
entre en conflit avec le langage ?
G. Frege

Le Révérend Pére Bochenski était un personnage d’une auto-
rité scientifique d’exception et une personnalité¢ hors du com-
mun. A plusieurs reprises, il m’a accordé quelque attention et,
ensemble, nous avons parlé de ’Ecole logique de Varsovie et
plus particuliérement de Stanislaw Le$niewski qu’il avait cotoyé
a de nombreuses reprises. En homme d’église, il avait été parti-
culiérement clair avec moi, lors de notre premicre rencontre ;
c’était a Salzbourg pendant le congres international de la société
de logique et philosophie des sciences, en 1976. Tres cher, me
disait-il, Leshiewski, ce n’est pas mon église | Mais généreux, 1l
m’avait présenté Peter Simons, Hubert Hubien et Toshiaru
Waragai, des égarés, tout comme moi, dans le champ d’une ceu-
vre logique remarquable. Nous avions, ensemble, disserté et
démontré sur les nappes en papier d’'un café de Salzbourg, ai-
guisant notre appétit pour le role des définitions créatives et le
probléme de l’interprétation dans les systémes logiques de
Les$niewski.

Puis il y eu d’autres rencontres dont celle de Grenoble en
1992, a I’Université Pierre Mendés France, ou en collaboration
avec mon collégue Denis Vernant nous avions organis€ une ren-
contre internationale sur le théme des logiques de Lesniewski.
Ces rencontres m’ont permis d’entrer de maniére plus complice



viil Denis Miéville

dans les souvenirs et les échanges que le Révérend Pére
Bochenski avait construits avec Le$niewski. Je I’entends encore
me dire, Leshiewski était un étre de grand talent, mais quelque
peu paresseux ; il a résolu plus de cent antinomies et n’en a
publiées que quelques unes ! Puis, un peu plus tard, il ajouta :
dans le fond, Lesniewski avait un niveau d’exigence extraor-
dinaire par rapport a la précision de ses argumentations et de
ses démonstrations, comme de ses lectures critiques, du reste.
Rien n’était publié qui ne fiit parfait, rien n’était accepté qui ne
Jidt compris et examiné avec conscience et un examen critique
infiniment scrupuleux et des plus attentifs !

Madame Nadine Gessler fait la brillante démonstration de
cette aptitude critique et sans faille mise en ceuvre par
Lesniewski lorsqu’il étudiait la réflexion d’un auteur. Elle pro-
cede a une véritable enquéte, non pas en proposant de comparer
deux paradigmes logiques trés différents dans leur intention et
dans leur réalisation, mais en nous offrant I’itinéraire critique
précis que Lesniewski a suivi dans 1’ceuvre de Frege, pour en
comprendre ou pour en refuser les concepts fondamentaux. Telle
une scénariste douée, Mme Gessler a congu une mise en scéne
toute faite de clarté, d’intrigues, de passion et de drames ou 1’on
voit un logicien de génie quasi cheminer dans la pensée de G.
Frege ; I’auditoire observe Lesniewski douter, penser, passer de
non-compréhension en rejets, de questions en réponses, de
respect en admiration pour I’homme par qui la contradiction
arriva. On y suit notamment la critique radicale de Lesniewski a
propos de la notion abstraite de classe, on voit I’acteur principal
travailler avec un crayon pour nous convaincre et se convaincre
du bien-fondé de ses analyses, on sent enfin un scientifique
dessiner  progressivement les contours des notions
fondamentales qui constitueront & termes les concepts et les
formes de 1’ceuvre de maturité qui structureront les trois syste-
mes logiques que sont la méréologie, I’ontologie et la protothé-
tique.
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Madame Gessler n’a pas écrit une pi¢ce pour un seul acteur !
Subtilement, elle joue sur le temps et 1’histoire, et fait intervenir
d’autres protagonistes et non des moindres : Russell, Schroder,
Dedekind, et méme Cantor, dans le role d’un scientifique trahi.
Et quand le rideau tombe, le public reste convaincu d’avoir
assisté a la représentation d’une ceuvre dans 1’ceuvre, ’une, une
genése, nourrissant 1’autre : une histoire dans laquelle la raison
prévaut et s’impose.

Ce fascicule des Travaux de Logique est le cinquiéme
consacré a I’ceuvre de Stanislaw Le$niewski et a son histoire
scientifique. Il parait aprés ceux consacrés a la protothétique (I),
a I’ontologie (I), a la méréologie (III) et & I’ceuvre de jeunesse
(IV). Cette série spéciale s’achévera par le fascicule (VI) qui
portera sur la présentation de la métalangue formalisée des
systémes logiques de Lesniewski.

Denis MIEVILLE

Directeur de I'Institut de logique de

la Faculté des lettres et des sciences humaines de
[’Université de Neuchdtel






Elle essaya méme de s ’imaginer a quoi peut ressembler

la flamme d'une chandelle quand la chandelle est fondue.
(Lewis Carroll)

A rien, Alice, arien...






0. Introduction

Le présent travail vise a replacer le travail de Lesniewski sur
les fondements des mathématiques dans le contexte général du
début du XX° siécle, en le confrontant et en le mettant en pers-
pective par rapport a I’ccuvre de Frege.

Confronter Lesniewski et Frege peut & premiere vue surpren-
dre, tant les systémes qu’ils ont respectivement développés di-
vergent dans leurs conceptions et leur réalisation respective.
D’un coté, nous avons Frege, pére fondateur de la logique au
sens moderne de science de la formalisation déductive, parvenu
a ses résultats logiques et fondateurs grice a une analyse des
mathématiques. Ainsi qu’il I’écrit, relativement a sa réflexion
sur la notion de nombre :

Je partis des mathématiques [...] Je réalisai bientdt qu’une attribution
de nombre faite sur la base d’'une dénombrement comporte une asser-
tion sur un concept. [...] Je fus ainsi amené des mathématiques a la
logique. (1979 : 253, trad. de 1919)

De D’autre coté, nous avons Lesniewski dont I’ceuvre logique
s’ancre dans la volonté de résoudre stricto sensu I’antinomie de
Russell et le refus de s’en tenir & des amendements ad hoc qui, &
ses yeux, n’effagaient d’aucune maniére la faiblesse concep-
tuelle du paradigme incarné par les théories classiques des clas-
ses ou des ensembles. L’antinomie, pour Le$niewski, con-
damnait tout simplement la démarche conquérante des fonde-
ments des mathématiques de ses contemporains. Car toute théo-
rie qui s’en tenait au paradigme ensembliste classique n’avait
pas reconnu le probléme a ’origine de I’antinomie et par lequel
passait sa véritable résolution. Ce probléme, c’est celui de la
définition méme de la classe ou de I’ensemble dont Lesniewski
fit valoir qu’elle trahissait, de par son caractére abstrait,
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Vintuition du caractére concret des classes et des individus
qu’elle représente.

C’est donc cette méme intuition de la classe comme un étre
empirique — un composé de ses éléments —, que Frege n’eut de
cesse de combattre dans 1’élaboration de son édifice théorique,
récusant a travers elle que les expressions « multiplicité », « en-
semble », « pluralité » fussent aptes a nous éclairer d’une quel-
conque maniére sur la nature du nombre, que Lesniewski mit au
premier plan, en lui accordant la primauté dans 1’élaboration
d’un langage mathématique appelé « a décrire la réalité hétéro-
géne du monde dans des lois aussi exactes que possible »
(1989 : 33 ; 1927 : 166). Ainsi, d’un c6té on nie que 1’intuition
puisse conduire & une logique, de 1’autre on fait de cette intui-
tion le caractére incontournable des questions liées aux fonde-
ments des mathématiques.

Sans les interdits ni les prohibitions qui furent les conséquen-
ces nécessaires du logicisme frégéen, empéché dans son abou-
tissement ultime de réduction des mathématiques a la logique
par ’antinomie de Russell, Lesniewski développa ainsi trois
théories : la Protothétique — un calcul propositionnel quantifié et
¢largi, ’Ontologie —un calcul extensionnel des noms d’ordre
supérieur, et la Méréologie — une théorie collective des classes,
cet ordre structure] étant a ’inverse de 1’ordre d’apparition his-
torique’. La Méréologie, congue la premiére, se présenta comme
le résultat direct de 1’analyse de I’antinomie de Russell, effec-
tuée sur la base de ’adoption d’une conception collective des
classes dont Lesniewski montra qu’elle n’était soumise & aucune
antinomie de type russellienne. Quant & ’Ontologie, et rétros-
pectivement la Protothétique, elles répondirent au probléme des
fondements logiques de la Méréologie. Lesniewski construisit
avec elles un langage formel caractérisé par une puissance

1 Pour une présentation de ces théories, on consultera Midville 1984, 2001, 2004 ; Gessler
2005.
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d’expression catégorielle et d’expansion illimitée, dans le cadre
duquel on peut répondre a la visée logiciste d’une définition
logique des nombres. Le cadre formel de 1’Ontologie permet en
effet de construire 1’arithmétique, en ne concédant a la logicité
pure qu’un seul axiome de 1’infini, et sans que cette construction
soit entachée des difficultés immanentes aux démarches logi-
cistes ouvertes par Frege et Russell, ces difficultés s’y trouvant
pleinement délides’.

Nous retiendrons de ce qui précéde que les travaux respectifs
de Frege et de Lesniewski nous renvoient & deux paradigmes,
divergents dans I’esprit et la conception, mais joints dans 1’unité
d’une intention, celle de répondre a la question des fondements
des mathématiques, tandis que la caractérisation qu’ils ont pro-
posée de la logique est pour chacun une logique entretenant avec
les mathématiques un rapport de fondement et se déployant en
toute rigueur.

Notre propos n’est toutefois pas de procéder a une confronta-
tion de ces paradigmes ni d’en questionner leurs parts de succes
ou d’échecs. Notre ambition, comme 1’indique le titre de notre
étude, est avant tout de suivre Lesniewski dans ses références a
Frege dont il fut un lecteur attentif et critique. Des textes de
Lesniewski, il ressort en effet clairement que I’ceuvre de Frege
constitua une source précieuse de réflexion, tant par son extréme
méticulosité que par la profondeur de ses analyses. Lesniewski
écrit & son sujet :

Grundgesetze der Arithmetik de Gottlob Frege constitue 3 mon avis
I’incarnation la plus imposante des conquétes dans le secteur d’une
solide méthode déductive, conquétes acquises au cours de 1’histoire
des efforts visant le fondement des mathématiques. Cet ouvrage repré-
sente aussi pour moi la source la plus précieuse, depuis 1’antiquité
grecque, de ces conquétes. Mais le systéme de Frege est un systéme
contradictoire, ce qu’a prouvé, comme on le sait, Bertrand Russell, en

2 Cf Canty 1967 ; Gessler, Joray, Degrange 2005.
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construisant sa célébre « antinomie » concernant « la classe des clas-
ses qui ne sont pas leurs propres éléments ». (1989 : 32 ; 1927 : 166)

Le rapport critique de Lesniewski a Frege peut étre caracté-
risé de deux maniéres. La premiére est celle d’une position criti-
que de la notion d’extension de concept et de son caractére pa-
radoxal et, de maniére plus générale, de la notion classique de
classe ou d’ensemble. L’essentiel de cette critique prend place
dans un article de 1927 intitulé « Sur les diverses maniéres
d’entendre les termes ‘classe’ et ‘ensemble’ » (1927 : 190-206 ;
1989 : 53-66). Lesniewski s’éléve dans cet article contre les
conceptions classiques de la notion de classe ou d’ensemble,
telles qu’elles ont été développées depuis Cantor jusqu’aux
Principia Mathematica, en passant par les algébristes, Frege et
divers auteurs de théories des ensembles. Aucun ne trouve grice
a ses yeux, si ce n’est Cantor qui, comme nous le verrons par la
suite, constitue, avec sa définition « naive » de 1’ensemble, « le
fond intuitif historique sur lequel naquirent les ‘antinomies’ »
(1989 33; 1927: 166). C’est A cette assise intuitive que
Lesniewski prone un retour, sous 1’angle d’une lecture pleine-
ment collective dont la Méréologie sera le réceptacle.

Concernant Frege, Lesniewski exprime un 4pre constat
d’incompréhension totale & 1’égard de la notion d’extension et
de la priorité théorique du concept sur I’extension, tout comme a
I’égard de la révision apportée par Frege a sa fameuse loi V,
dans la postface du tome II des Grundgesetze der Arithmetik que
Frege rédigea en catastrophe suite a la communication par
Russell de 1’antinomie. Ce premier axe de lecture de 1’ceuvre de
Frege par Lesniewski s’inscrit ainsi dans le cadre d’une position
critique radicale a I’égard de la notion classique de classe ou
d’ensemble dont I’antinomie a fait surgir au premier plan les
faiblesses, celles-ci rendant de facto irrecevable tout amende-
ment apporté au sein du schéme conceptuel classique pour pré-
server 1’édifice mathématique. Comme 1’écrit Lesniewski :
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[...] Punique méthode de « solution » des « antinomies » est la mé-
thode de mise en question intuitive des raisonnements ou présupposés
conduisant & la contradiction. La mathématique extra-intuitive ne
contient pas de remédes contre les insuffisances de I’intuition.
(1989 :33 ;1927 :167)

Le deuxiéme axe d’approche de la pensée critique de
Lesniewski a 1’égard de Frege n’est plus seulement celui d’un
rapport d’opposition ancré dans un refus catégorique de toute
conceptualisation de la classe ou de 1’ensemble qui ne serait pas
de nature collective, mais davantage celui d’une lecture de la
pensée critique elle-méme de Frege a 1’égard d’autres mathéma-
ticiens. Parmi ceux-ci, Dedekind et Schroder occupent une place
privilégiée. Frege critiqua notamment leurs travaux pour la pri-
mauté qui y est accordée a une conception purement extension-
nelle de la classe ou de I’ensemble avec laquelle, en acceptant
que les classes ou ensembles soient données par 1’intermédiaire
de leurs éléments, on se voue a les définir comme des collec-
tions. Or, il pése sur cette conception deux points problémati-
ques, mis au premier plan par Frege : le statut de la classe vide
que ’on est contraint d’inventer et 1’assimilation d’un individu &
la classe qui n’est composée que de lui, assimilation de laquelle
résulte une confusion entre les relations d’appartenance et
d’inclusion. De plus, et c’est bien 14 le nceud de ’attaque, cette
conception souffre pour Frege d’une insuffisance théorique et ne
peut se prévaloir d’aucune pertinence logique, les classes devant
étre fondées sur les concepts.

Le premier point, a savoir qu’il est impossible de parler de
classe vide sur la base d’une définition purement extensionnelle
des classes, constitue un point de rencontre. Dans ses écrits, on
voit Lesniewski s’en remettre a maintes reprises a ’autorité de
Frege pour exprimer avec force son rejet de la classe vide. Mais
les deux auteurs ne convergent pas vers le méme but et la criti-
que en cause ne prend effet que dans le cadre des préoccupa-
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tions fondatrices de chacun: la primauté du concept sur
I’extension chez Frege qui permet de donner & la notion
d’extension un sens autre que celui de collection et de parler
d’extension nulle ; la conception collective des classes chez
Lesniewski au sein de laquelle s’inscrit le rejet de 1a classe vide
comme un « monstre théorique ».

Quant au second point, celui de 1’assimilation des individus
aux classes unités, il est objet de rupture radicale. La position
critique de Frege a son sujet est particuliérement développée
dans son article de 1895 dirigé contre 1’algebre de la logique de
Schroder, « Kritische Beleuchtung einiger Punkte in
E. Schrdder’s Vorlesungen iiber die Algebra der Logik ». Visant
a justifier dans cette étude sa théorisation logique de la classe
comme extension de concept, Frege dénombre un certain nom-
bre de difficultés et d’erreurs propres a la méthode de Schréder
qui privilégie une conception collective des classes au détriment
de celle les dérivant des concepts. 1l écrit :

La différence compléte — ou plutdt I’incompatibilité — qu’il y a entre
elles est au premier regard masqué. Ainsi voisinent deux théories des
classes et des extensions, 1’une grossiére et informe, 1’autre plus fine
et la seule utilisable en logique. (1895 : 445)

Frege montre notamment qu’une contradiction surgit dans
I’algebre de la logique de Schroder par suite de 1’assimilation
évoquée, prouvant ainsi concrétement la nécessité de distinguer
la relation d’appartenance de celle de l’inclusion et la classe
unité de son unique élément. Quant a Lesniewski, soutenant
I’identité entre un individu et la classe qui ne se compose que de
lui, intrinséque a une conception collective des classes, il
s’oppose de fait & la position de Frege. C’est par ailleurs a la
faveur d’une telle conception qu’il montre que la démonstration
de Frege établissant la présence d’une contradiction dans le
systeme de Schroder est fallacieuse.
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Il nous faut souligner a quel point I’article de Frege est pre-
cieux dans notre démarche de mise en perspective de sa ré-
flexion avec 1’édifice élaboré par Lesniewski. Car, en indiquant
ses désaccords et ses distances par rapport & Schréder, Frege a le
mérite de procéder 4 un examen d’une extréme précision quant
aux propriétés de la classe collective, déroulant jusqu’a leurs
termes les conséquences de I’adoption d’une conception de la
classe comme collection d’individus. L’exhibition des diffi-
cultés et les critiques formulées par Frege profilent d’une cet-
taine maniére ce que sera quelques années plus tard le pro-
gramme lesniewskien, ou les résolutions de ces difficultés — par
I’acceptation de leur objet — prendront place de maniére pleine-
ment effective dans un paradigme logique se réclamant d’une
primauté a accorder a une acception collective des classes et
permettant de concilier I’inconciliable pour Frege, a savoir le
point de vue de la classe comme collection et celui de la classe
comme extension de concept.

Lesniewski va ainsi réaliser ce que Frege refuse : adopter une
théorie descriptive des classes, la Méréologie, en rendant celles-
ci compatible avec un langage de pure logique, 1’Ontologie,
dont Lesniewski dira qu’elle est

une « logique traditionnelle » modernisée, par son contenu et sa
« force » s’approchant le plus du «Klassenkalkiil » de Schroder,
considéré avec la théorie des individus. (1989 : 32 ; 1927 : 166.)

A travers cette confrontation des textes critiques ol 1’on voit
Lesniewski réagir aux analyses de Frege, notre étude vise donc a
saisir les divergences et les convergences entre les deux auteurs,
tout en évaluant les ressemblances et points de contact que
Frege, en s’opposant tout particuliérement a Schroder, trace ou
suggére entre 1’algebre de la logique et I’édifice logique congu
par Lesniewski. Quant a ce dernier, c’est en ardent critique tout
a son paradigme logique que nous le verrons réagir.
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1. Lesniewski et la découverte du paradigme
logiciste et ensembliste

1.1. La trahison de Cantor

On ne peut pas comprendre la pensée de Lesniewski sans la
déployer sur la toile de fond de 1’antinomie de Russell. C’est la
raison pour laquelle, avant d’orienter notre propos vers la
confrontation Lesniewski/Frege, nous allons examiner la ma-
ni¢re dont Le$niewski s’empara du probléme de 1’antinomie. Ce
fut, pour cette maniére, I’adoption d’une définition collective
des classes dont Le$niewski montre qu’elle échappe a
I’antinomie de Russell et avec laquelle il renverse, pour ainsi
dire, les théories classiques des classes ou des ensembles.

Ce renversement s’ancre dans le présupposé, implicite a toute
la réflexion de Lesniewski, que les expressions de classes sont
des expressions dénotantes, c’est-a-dire des noms singuliers
visant a référer & un objet individuel. Une telle position est
conforme, selon Lesniewski

4 la maniére habituelle d’employer les mots ‘classe’ et ‘ensemble’
dans le langage courant des hommes qui ne se sont occupés d’aucune
‘théorie des classes’ ni d’aucune ‘théorie des ensembles’ et, de 1’autre,
fondée sur une forte tradition scientifique représentée de fagon plus ou
moins conséquente par de nombreux savants anciens et contempo-
rains, et en particulier par Georg Cantor. (1927 : 191 ; 1989 : 54)

La premiére affirmation du passage cité ancre donc I’analyse
des expressions telles que « la classe des a» ou « I’ensemble
des a » dans leur usage ordinaire, avec lequel on vise a désigner
une collection effective d’objets a. Ainsi, considérant de ce
point de vue que ce sont les objets qui font la classe, il ne peut
pas y avoir de classe vide. Lesniewski écrit qu’au début de ses
recherches concernant 1’antinomie,
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le probléme des ‘classes vides’ n’a pas constitué [...] le théme de mes
préoccupations, car j’ai tenu la conception des ‘classes vides’, dés ma
premiére rencontre avec elle, comme une conception ‘mythologique’
parce que j’étais d’avis, sans la moindre hésitation, que, [...] si un
objet est la classe des a, alors un objet est a. (1927 : 186 ; 1989 : 49)

Soit, pour I’expression formelle de cette thése dans le langage
logique de I’Ontologie :

| Aal[ AeKl(a) o |3B][Beall®

Quant a la dimension cantorienne attachée & son appréhen-
sion de la notion de classe ou d’ensemble, elle est évaluée par
Lesniewski a I’aune de la proposition suivante de Cantor :

chaque ensemble de choses distinctes peut étre considéré en lui-méme
comme une seule chose dont les choses en question sont les parties
constituantes ou les éléments constitutifs. (1887, cité dans Lesniewski
1927 : 190 ; Lesniewski 1989 : 53)

La classe est ainsi congue par Lesniewski comme une unité
constituée de parties, tout comme

chacun des sons, dont une piéce de musique est 1’ensemble, est,
conformément a la position de Cantor, une partie constitutive de cette
musique et la piéce de musique elle-méme est composée des sons dont
elle est I’ensemble, tout comme le tableau est composé de telles et
telles parties dont il constitue ’ensemble ». (1927 : 190 ; 1989 : 53)

Si Lesniewski invoque les propos de Cantor, c’est pour met-
tre au premier plan « ce fond intuitif historique sur lequel naqui-
rent les ‘antinomies’ », trahi selon lui dans les théories mathé-

3 On lit cette thése : Pour tout A et tout a, si A est la classe des g, alors il existe au moins un B
tel que B est a. Le choix de crochets pour marquer la quantification s’explique par le fait que
la quantification dans les systémes de Lesniewski, de nature catégorielle, joue un role
différent de celui de la quantification dans les systémes standards. A ce sujet, on consultera
Joray 2005b ; Miéville 1999, 2005 ; Simons 1985.
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matiques de ses contemporains qu’il juge déracinées de tout
ancrage intuitif les rattachant a la réalité. Mais ce n’est qu’un
premier pas. Car la lecture de Lesniewski, pleinement collective,
s’accompagne d’une appréhension nouvelle de la relation de
partie a tout qui n’a, elle, rien de cantorienne et rompt avec toute
la tradition ensembliste. En effet, si un objet est un élément de la
classe collective des a, cet objet n’est pas nécessairement a : il
peut certes étre un a, mais il peut étre également une partie, un
agrégat de parties, un ingrédient quelconque de I’entité collec-
tive générée par les objets a.

Clé du développement du paradigme lesniewskien, cette lec-
ture est supportée par la définition de la relation d’appartenance
d’un objet a une classe collective, définition qui se trouve au
cceur de 1’analyse de I’antinomie de Russell. Il convient donc
d’examiner cette analyse.

1.2. L’analyse de ’antinomie

Avant de nous plonger dans cette analyse pour en dérouler
son argumentation, un certain nombre de précisions d’ordre
historique et chronologique s’imposent. C’est a partir de 1911,
date de sa découverte de 1’antinomie de Russell, que Le$niewski
entreprend son programme de résolution de I’antinomie®. En
1913, il réalise une premiere analyse de 1’antinomie qui sera
publiée I’année suivante’. Durant la méme période, il réalise une
deuxiéme analyse qui sera, elle, publiée en 1927°. Enfin, il
existe une troisiéme analyse de 1’antinomie de Russell qui ne
sera publiée qu’en 1949 et 1950, sous la plume de Sobocinski.
Ce dernier la reconstruisit a partir de notes de cours, la version
originale ayant été détruite dans l’incendie de Varsovie en

4 Le$niewski prit connaissance de 1’antinomie dans Darticle de Lukasiewicz sur le principe de
contradiction chez Aristote, paru en 1910.

5  Lesniewski 1914a, trad. angl. dans Lesniewski 1992 : 115-128.

6  Lesniewski 1927, p. 182-189 ; trad. dans Lesniewski 1989 : 47-52.
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19447, Cette derniére étude se distingue des deux précédentes
pour avoir été élaborée une fois achevée la construction des trois
théories composant le systéme de fondements des mathémati-
ques, la Méréologie, 1’Ontologie et la Protothétique. Contraire-
ment aux deux précédentes qui sont exprimées de maniére in-
formelle, c’est-a-dire dans le langage ordinaire, elle se déroule
dans le formalisme propre aux théories lesniewskiennes. Ledit
formalisme ne fut introduit qu’aprés 1920, Lesniewski ayant
jusqu’alors résisté a introduire un formalisme dans ses travaux,
en réaction A 1’égard des théories formelles de ses contempo-
rains qu’il jugeait, comme nous 1’avons déja signalé, dénuées de
tout fondement intuitif’. Cette hostilité au formalisme fut en
outre exacerbée par les développements induits par la présence
de I’antinomie qui, selon Lesniewski, n’avaient eu pour consé-
quence que de nous éloigner encore davantage du primat d’une
intuition concréte des classes dans 1’élaboration d’un langage
mathématique. Ajoutons que 1’on trouve aussi dans cette analyse
la démonstration de I’insuffisance de la correction apportée par
Frege a sa loi V, dans la postface du tome II des Grundgesetze.
Concernant la question de 1’hostilité de Lesniewski a 1’égard
du formalisme, on ne manquera pas de souligner la convergence
avec Frege. Anti-formaliste notoire, Frege, en inventant la
Begriffsschrift, veut que son idéographie, « un langage formu-
laire de la pensée pure construit d’aprés celui de
I’arithmétique », soit apte comme langue a exprimer des conte-
nus de pensée mathématique. La construction de son idéogra-
phie répond a une conception a priori, ancrée dans son plato-
nisme, de méme que le formalisme de Lesniewski n’est rien

7  Sobocinski 1949-50.

8  «[...]je me suis décidé & introduire, dans ma pratique scientifique, un langage ‘symbolique’
s’appuyant sur les exemples créds par les ‘logiciens mathématiques’ — 4 la place du langage
courant dont je m’étais servi jusqu’alors avec une préméditation obstinée en m’efforgant,
comme tant d’autres, de le dompter logiquement et de le plier aux objectifs pour lesquels il
n’a pas été créé ». (Lesniewski 1931 : 154 ; 1989 : 101-102).
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d’autre qu’un instrument technique et de communication au ser-
vice de I'intuition qu’il ne peut jamais remplacer ni précéder.
Chez I’'un comme chez I’autre, on ne peut séparer le point de
vue purement formel de la déduction de celui de I’interprétation
sémantique, ces deux aspects étant indissociables de la théorie
logique. Deux citations sont de nature a illustrer cette conver-
gence.

Pour Frege :

Sans doute est-il entiérement exact que nous aurions pu tout aussi bien
introduire nos régles de déduction et les axiomes de notre langue for-
malisée a titre de conventions arbitraires, sans mentionner nulle part la
dénotation ni le sens des signes. Ceux-ci seraient alors {raitées comme
des piéces d’échec. (1903 : 99-100)

Et pour Lesniewski, le passage suivant, dont nous avons déja
considéré des extraits :

Ce phénomeéne [les développements induits par [l'antinomie de
Russell] favorisait la disparition de sens de la différence entre les
sciences mathématiques, tenues pour des théories déductives appelées
a capter la réalité hétérogéne du monde dans des lois aussi exactes que
possibles, et les systémes déductifs non contradictoires analogues,
mais qui, tout en assurant la possibilité d’obtention sur leur terrain
d’une quantité toujours croissante de nouveaux théorémes, se distin-
guent tout de méme par I’absence de toutes valeurs intuitives scienti-
fiques les rattachant a la réalité. (1927 : 167 ; 1989 : 33)

Abordons maintenant les choses avec I’analyse de
I’antinomie au principe de laquelle se trouve I’admission d’une
version collective de la classe, dont il est montré qu’elle est in-
demne de tout caracteére paradoxal. Nous ancrerons la réflexion
dans la premiére étude de 1914, tout en empruntant des éléments
aux deux autres pour compléter notre propos, lorsque nous le
Jjugerons nécessaire. Il convient de préciser que cette premiére
étude critique de l’antinomie fut par la suite reniée par
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Lesniewski, jugée pour une « piétre étude exprimant /ses/ vues
sur I’‘antinomie’ de M. Russell »°. Ne disposant pas encore & ce
stade de fondement théorique précis ni d’axiomatique de sa
théorie des classes, Lesniewski y fait appel a des théses impli-
cites de ces théories, ce qui lui fait dire que son comportement

était & cet égard tout 4 fait semblable au comportement de tous ces
‘théoriciens des ensembles’ qui n’édifient pas leurs travaux sur des
fondements axiomatiques explicites ». (1927 : 186, note 1 ; 1989 : 50,
note 8)

Sans doute Les$niewski fait-il ici allusion, non pas a la théo-
rie axiomatique de Zermelo, mais & d’autres théories des ensem-
bles de son époque dont il ne manqua pas de critiquer le manque
de rigueur et les faiblesses théoriques, tout particulicrement
celle liée a I’ensemble vide (¢f. infra).

Si, en dépit de ce reniement, nous avons retenu la premiére
étude de 1914 comme fil directeur, c’est précisément parce que,
dans une situation d’« ignorance » de ce que devait étre 1’assise
axiomatique et logique de la Méréologie, c’est elle que nous
jugeons la plus explicite.

L’article de 1914 débute ainsi :

La question de savoir si la classe des classes qui ne sont pas subor-
données 4 elles-mémes ne pourra recevoir une réponse positive ou né-
gative que s’il existe un objet qui est la classe des classes non subor-
données a elles-mémes. En effet, si un tel objet n’existe pas, toute
proposition dans laquelle 1’expression « la classe des classes qui ne
sont pas subordonnées & elles-mémes » apparait comme sujet est
fausse. (Lesniewski 1914 a ; 1992 : 115)

9 L’ceuvre de Ledniewski se découpe en deux périodes : celle philosophique et celle logique,
initiée par sa découverte de ’antinomie. Sur la premidre période, que Lesniewski renia par la
suite, on consultera Peeters 2006.
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De 13, il n’y aura plus d’antinomie, parce que les deux présup-
positions qui apparaissent dans sa formulation, a savoir que la
classe des classes qui ne sont pas subordonnées a elles-mémes
est subordonnée a elle-méme et la classe des classes qui ne sont
pas subordonnées a elles-mémes n’est pas subordonnée a elle-
meéme, sont fausses. Reste & comprendre le fondement de
I’argument ici défendu.

Une telle stratégie trouve son assise dans 1’interprétation
lesniewskienne de la proposition singuliére, dont on trouve un
premier apercu dans un précédent article de 1913'°. Selon cette
interprétation, une proposition vraie a toujours un sujet qui dé-
note un objet, raison pour laquelle toute proposition qui a un
sujet qui ne dénote aucun objet est fausse. Par la suite,
I’Ontologie, qui sera élaborée en 1920, rendra compte de
I’interprétation précise de la proposition singuliére de la maniére
suivante. Une proposition de la forme « a est b », formellement
«a g by, ona et b représentent des noms, ceux-ci pouvant étre
vides, singuliers ou pluriels, est vraie si et seulement si le nom a
désigne un objet individuel, et que cet objet est un des objets
désignés par le nom b. Autrement dit, le nom a n’est ni un nom
vide ni un nom pluriel — il est donc un nom singulier — et 1’objet
qu’il dénote est aussi un des objets dénotés par le nom b. Ce
sont ces conditions de vérité que formalise 'unique axiome de
1’Ontologie :

| AbJTAsb =[3CI[CeATALCDICeA A DeA. o CeD1TaLCI[CeA o Ceb] T

10 Le$niewski 1913c¢ ; 1992 : 47-86.

11 Ce qu’on lit : pour tout nom A et b, A est parmi les b si et seulement si il y a au moins un C
quiest A ; et pourtout C et D, si C est A et D est A, alors C est D ; et tout C qui est A est b.
Notons 1’usage de lettres capitales pour représenter des variables de noms individuels. Mais
il ne s’agit que d’un usage heuristique puisque si une proposition de la forme « a est b » est
vraie, alors le nom g est un nom singulier, conformément aux conditions de vérité d’une telle
proposition,
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Si ’on revient a I’analyse de 1’antinomie de Russell, on com-
prend alors aisément pourquoi la stratégie de I’analyse de
1’antinomie est de montrer qu’il n’existe pas de classe de classes
non subordonnée a elle-méme. L’ expression « la classe des clas-
ses non subordonnées a elles-mémes » se révélant étre ainsi un
nom vide, toute proposition dans laquelle elle apparaitra comme
sujet sera fausse.

Venons-en maintenant a cette démonstration. Son moteur est
constitué par la définition de la relation d’appartenance d’un
objet A une classe. Cette définition, qui utilise la termmologle
d’« étre subordonné » pour « étre élément », est la suivante'?

Un objet P est subordonné a la classe K si et seulement si,
compte tenu d’une certaine signification du terme a, les
deux conditions suivantes sont remplies :

1) K est la classe des a.

2)Pesta.

A premiére vue, une telle définition semble s’inscrire dans la
droite lignée d’une acception distributive de la classe : la classe
K est la classe des a et I’objet P qui en est élément est g, et il ne
saurait en étre autrement puisque, selon une telle acception, tout
objet qui est élément de la classe constituée par les a est néces-
sairement a. Mais il n’est est rien, sinon en négligeant le compte
tenu d’une certaine signification du terme a. C’est 1a précisé-
ment que s’articule la rupture avec I’appartenance ensembliste
usuelle. En effet, une classe collective étant congue comme un
objet, I’objet représenté par la classe K, tout en étant la classe
des a, peut étre aussi appréhendé comme la classe d’objets diffé-
rents des a. Autrement dit, la méme classe peut étre générée par
des objets distributivement hétérogénes. Dans la deuxi¢me ana-
lyse de I’antinomie, Le$niewski formulera ce dernier présupposé
accompagnant sa conceptualisation de la classe en ces termes :

12 Les$niewski 1992 : 116.
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11 arrive fréquemment que tel ou tel objet soit la classe de tels et tels
objets et qu’il soit simultanément la classe d’objets tout 3 fait diffé-
rents. (1927 : 186 ; 1989 : 49)

Pour éclairer les choses face & une lecture immédiate qui
pourrait étre facilement dévoyée par nos habitudes ensemblistes,
considérons un premier exemple, inspiré de celui proposé par
Lesniewski lui-méme dans son texte de 1914. Soit la figure
géométrique suivante que nous appelons la sphére Q (Imaginons
donc une sphére...).

Si ’on appréhende cette sphére comme un tout collectif, cette
entité collective peut étre vue comme la classe des quarts de la
sphére Q, mais aussi comme la classe des moitiés de la sphére
Q. Dés lors, si ’on se reporte a la définition proposée pour la
relation d’appartenance et que 1’on prend pour le terme « a » la
signification de « moitié de la sphére Q » : Tout objet P qui est
une moitié de la sphere Q est subordonné a la classe des quarts
de la sphére Q. Les deux conditions de la définition sont en effet
remplies :
1. K, soit ici Q en tant que la classe des quarts de la sphére Q,
est la classe des moitiés de la sphére Q.
2. Tout objet P qui est une moitié de Q est une moitié de la
sphere Q.
Pour prendre un autre exemple, cette fois de notre cru, la classe
de mes chaussures et la classe de mes paires de chaussures cor-
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respondent au méme tout collectif : celui-ci est généré, dans le

premier cas, par le nom « mes chaussures » et, dans le second

cas, par le nom « mes paires de chaussures ». Il s’ensuit que la

chaussure droite que je porte en ce moment est subordonnée a la

classe de mes paires de chaussures. En effet, avec pour le terme

« a » la signification de « paire de chaussures », les deux condi-

tions relatives a la définition sont remplies :

1. K, soit la classe de mes paires de chaussures est la classe de
mes chaussures.

2. La chaussure droite que je porte en ce moment est une
chaussure.

Dans son étude de 1914, Lesniewski ne manque pas de souli-
gner que certains lecteurs peuvent étre « choqués » par le fait
qu’un objet qui n’est pas a soit cependant subordonné a la classe
des a, ce qui est précisément le cas de toute moitié de la sphére
Q qui, bien que n’étant pas un quart de la sphére Q, est cepen-
dant subordonnée a la classe des quarts de la sphere Q, ou de ma
chaussure droite qui, bien que n’étant pas une paire de chaus-
sure, est subordonnée a la classe de mes paires de chaussures.

Il dégage alors deux conséquences majeures de cette défini-
tion de la relation de subordination d’un objet & une classe en
ces termes :

1. tout objet n est subordonné a la classe des objets »

2. il n’est pas le cas que tout objet subordonné a la classe des
objets 7 soit n'°.

Les preuves données — et immédiates— de ces deux propositions

sont les suivantes.

13 Ces deux conséquences seront exprimées sous la forme de théorémes dans la théorie
axiomatisée proposée par la suite. On trouve, dans Lesniewski 1928 : Théoréme XX : Si P
est la classe des g, alors a est un élément de P ; Théoréme XXII : Si P est une partie de Q,
alors non (pour tout R et ), si R est un élément d’un ensemble de a, alors R est un a
(Lesniewski 1928 : 273 ; 1989 : 86) .
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Proposition 1

Assumons qu’un objet P est # ; soit alors pour « a » le terme
«n». Compte tenu de cette signification du terme « a » :
1. laclasse des objets n est la classe des objets a ;
2. Pesta.
Puisque, compte tenu d’une certaine signification du terme
«ay, les deux conditions sont remplies ensemble, I’objet P est
subordonné 2 la classe des objets ».

Proposition 2

Si tout objet subordonné a la classe des quarts de la sphére Q
(cf. exemple cité supra) doit étre un quart de la sphére Q alors,
étant donné que toute moitié P de la sphére Q est subordonnée a
la classe des quarts de la sphére Q, il s’ensuit qu’une moitié de
la sphére Q est aussi un quart de la sphére Q, ce qui est évi-
demment faux. Par conséquent, ’assomption de départ, & savoir
que tout objet subordonné a la classe des objets # est un n est
fausse. Donc, il n’est pas le cas que tout objet subordonné a la
classe des objets » soit n'*.

On notera ainsi, & la lumiére de ce qui précéde, que
I’appréhension lesniewskienne de la classe récuse le principe
d’extensionalité classique selon lequel, un ensemble ou une
classe étant entiérement caractérisée par ses éléments (son ex-
tension), deux ensembles ou classes sont égaux si et seulement
si 1ls possedent les mémes éléments. Si un objet est a la fois la
classe collective des a et la classe collective des b, il n’en résulte
pas nécessairement que les objets a sont les mémes que les ob-
jets b. Ainsi, dans la perspective collective adoptée ici, la propo-
sition énongant que si un objet P est subordonné a la classe des
a, alors P est un q, est fausse.

Conscient du caractére provoquant et de 1’appréciation miti-
gée que pouvait susciter son analyse en regard de la rupture

14 Le$niewski 1992 : 122-123, pour ces démonstrations,
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qu’elle constituait avec les «habitudes mathématiques »,
Lesniewski écrira en 1916, dans ’introduction & sa premiére
axiomatique de la théorie des classes collectives :

J’avoue volontiers que certains de mes théorémes, tel le théoréme
XXVII [cf ci-dessous], peuvent choquer les ‘intuitions mathémati-
ques’ de divers penseurs plus ou moins subtils et qui apprécient
I’élégance de certaines constructions théoriques, abstraction faite de
savoir si des constructions contribuent dans une mesure quelconque &
la saisie scientifique de la réalité ou si elles servent seulement & la
justification des habitudes mathématiques régnant & notre époque et
que caractérise une impotence avancée. (1916: 12; cité dans
Lesniewski 1928 : 261 ; 1989 : 77-78)

Le théoréme XXVII en cause est précisément le suivant :

Le théoréme ‘si P est un élément de I’ensemble d’objets
m, alors P est m’ est faux"’.

Ce « bouleversement » induit sur la relation d’appartenance
d’un objet & une classe ainsi exprimé, poursuivons avec la dé-
monstration visant a établir que toute classe est subordonnée a
elle-méme. On posera tout d’abord 1’analogue négatif de la défi-
nition précédente, c’est-a-dire correspondant & « ne pas étre su-
bordonné a une classe ». Compte tenu de ce qui a été déja défini,
on dira que'® :

Un objet P’ n’est pas subordonné a la classe K si et seu-
lement si, pour aucune signification du terme a, les deux
conditions ne sont remplies :

1) K est la classe des a

2) P’esta

15 Leéniewski 1916 : 24 ; cité in Lesniewski 1989 : 77 ; 1928 : 261.
16 Lesniewski 1992 : 123.
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Par exemple, aucun éléphant S n’est subordonné a la classe
des hommes. En effet, on ne trouve aucune signification du
terme « a » avec laquelle sont remplies les deux conditions :

1. La classe des hommes est une classe d’objets a.
2. Un éléphant est a.

De méme, aucun homme C n’est subordonné a la classe des
tétes des hommes. Aucune signification possible du terme « a »
ne répond aux deux conditions :

1. Laclasse des tétes des hommes est une classe d’objets a.

2. Unhomme C est a.

Ceci posé, Lesniewski définit ensuite, a I’appui de la définition
de la relation de subordination d’un objet a une classe, la rela-
tion de subordination d’une classe a elle-méme:

Une classe K est subordonnée a elle-méme si et seulement
si, compte tenu d’une certaine signification du terme « a »,
sont remplies les deux conditions :

DK est la classe des objets a.

2)K est a.

I1 donne les exemples suivants :

— la classe des objets présents en ce moment dans ma
chambre est une classe subordonnée a elle-méme puisque,
si I’on emploie le terme « a » pour signifier « objet présent
en ce moment dans ma chambre », on a :

1) la classe des objets présents en ce moment dans ma
chambre est la classe des objets a.

2) la classe des objets présents en ce moment dans ma
chambre est a (parce que cette classe est elle-méme un
objet présent en ce moment dans ma chambre).

— une classe de classes est une classe subordonnée a elle-
méme puisque, avec le terme « a» pour signifier « une
classe »,ona:
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1) une classe de classes est une classe d’objets a.
2) une classe de classes est a.

On remarquera que ces exemples jouent sur les propriétés de la
classe collective. Le premier exploite le fait qu'une classe
d’objets est un objet. En 1’occurrence, la notion d’objet étant ici
spatio-temporellement rattachée a la chambre, la classe des ob-
jets se trouvant dans la chambre constitue une entité elle-méme
présente dans la chambre. D’ot, les conditions étant remplies
avec « objet présent dans la chambre » pour « a», cette classe
est subordonnée a elle-méme. Quant au second exemple, il porte
en germe la propriété d’idempotence attachée a la classe collec-
tive, en d’autres termes que toute classe collective est identique
a la classe d’elle-méme.

Sans doute peut-on deviner a ce stade comment va se jouer la
résolution collective de I’antinomie de Russell. Une classe étant
appréhendée comme un objet, elle sera toujours subordonnée a
elle-méme. Il n’y aura donc pas de classe de classes non subor-
données a elles-mémes. C’est précisément ce qui est établi dans
la suite de 1’analyse.

On indique tout d’abord les conditions sous lesquelles une
classe n’est pas subordonnée a elle-méme. Compte tenu de ce
qui a été précédemment posé, on dira que'’ :

Une classe K’ n’est pas subordonnée a elle-méme si et
seulement si, pour aucune signification du terme «a»,
sont remplies les deux conditions :

1. K’ est la classe des objets a.
2. K’ esta™

Supposons alors que quelque classe K n’est pas subordonnée a
elle-méme. Cette classe K dont on assume ’existence est néces-

17 Le$niewski 1992 : 123s.
18 Voir a ce sujet la définition proposée dans la troisiéme analyse (cf. infra)
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sairement une classe d’objets n. On la représentera avec
I’expression Kl(n). Puisqu’elle n’est pas subordonnée a elle-
meéme, cela signifie que :

(A) Il n’y a aucune signification du terme « a » avec lesquelles
les deux conditions suivantes sont remplies :
1) K est une classe d’objets
2) Kesta
Par ailleurs, étant donné les propriétés de la somme logique des
classes, on a pour K, qui est Kl(n) :
(B) Kl(n) =Kl(n) + Kl(n)

Le pas suivant est 1égitimé par le fait que 1’expression « classe
d’objets n » réfere au méme objet que 1’expression « classe de
classes d’objets n». Autrement dit, en termes symboliques,
I’expression « Kl(n) » est un symbole pour le méme objet que
Pexpression « KI(Kl(n)) »”°. On peut dés lors substituer
« KI(Kl(n)) » pour 1'une des expressions « Kl(n) » dans la for-
mule (B). Cela donne :

(C) Kl(n) = KI(Kl(n)) + Kl(n)

Par ailleurs, en vertu des propriétés de la somme logique, on a :
(D) K1(Kl(n)) + Kl(n) = KI(Kl(n) ou n)

De (C) et (D), on obtient :

(E) Kl(n) =KI(KI(n) ou n)

et puisque K est Kl(n)

(F) K est KI(Kl(n) ou n)

Lesniewski conclut ;

19 Plus haut dans son analyse, Lesniewski a déja fait remarquer que «[...] les expressions
«classe d’objets a» et « classe de classes d’objets a » sont deux descriptions différentes
pour le méme objet, & savoir ’objet qui est I’ensemble de tous les a ».
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(G) KestKl(n) oun

Substituant 1’expression « a » pour ’expression « Kl(n) ou n»
dans (F) et (G), on obtient

(H) K est Kl(a)

et

(D) Kesta

Par conséquent, il est le cas que

(M) Pour quelque signification du terme «a» (c’est-a-dire
quand le terme «a» est utilisé avec la signification de
I’expression « Kl(n) ou n ») les deux conditions :

1. K estune classe d’objets a
2. Kesta

sont remplies.

Les énoncés (A) et (J) étant contradictoires, on peut donc en
conclure que I’assomption de départ, & savoir que quelque classe
n’est pas subordonnée a elle-méme, est fausse. Par conséquent,
toute classe est subordonnée a elle-méme. Aucun objet n’étant
de la sorte une classe non subordonnée a elle-méme, on peut en
inférer qu’aucun objet n’est la classe des classes qui ne sont pas
subordonnées a elles-mémes. Les deux présuppositions entrant
dans la formulation de I’antinomie étant de la sorte toutes deux
fausses, il n’y a pas d’antinomie.

Cette démonstration appelle un commentaire majeur a propos
de I’assimilation qui y est faite entre une classe d’objets » et la
classe de classes d’objets n. Lesniewski fait un usage implicite
d’une des propriétés les plus caractéristiques de la classe collec-
tive : la classe collective étant un objet, elle tombe sous la thése
qu’un objet est la classe de lui-méme, soit :
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si —un et un seul — objet est P, alors P est la classe des P?°.

\

Ainsi, par exemple, tout comme Napoléon est identique a la
classe de Napoléon, la classe des oiseaux est identique a la
classe de la classe des oiseaux. Dans la théorie axiomatisée,

cette propriété sera exprimée par la thése suivante :

Si P est la classe des objets a, alors P est la classe des
classes des objets a*'.

Au final, la question « la classe des classes qui ne sont pas
subordonnées a elles-mémes est-elle subordonnée & elle-
méme ? » ne conduit ni 4 une réponse positive, ni & une réponse
négative. Ceci constitue, écrit Lesniewski en 1914, la solution
du paradoxe en question.

Nous conclurons sur ce point en considérant quelques é1é-
ments empruntés aux deux autres analyses de 1’antinomie de
Russell conduites par Lesniewski. Nous commengons avec la
derniére analyse, celle publiée sous la responsabilité de
Sobocinski en 1949 et 1950. L’antinomie y est examinée a la
lumiére de deux présupposés entrant en jeu dans sa formulation.
Ces présupposés, souligne Sobocinski, « ne soulevaient aucune
objection au cours de la période qui précéda I’apparition de
I’antinomie » (1949 : 100s.). Le premier d’entre eux correspond
au principe de compréhension dans sa forme « naturelle » et
énonce que pour tout a, il existe une classe formée des objets a.
Sobocinski écrit que ce présupposé « est admis, sous une forme
ou sur une autre, par tous les théoriciens de la théorie des en-
sembles, en quoi il mérite d’étre comparé avec 1’axiome VII de

20 Cette thése est explicitement formulée dans la deuxiéme analyse comme I’une des théses sur
lesquelles repose la démonstration (Leshiewski 1928 : 187 ; 1989 : 50).

21 Voir par exemple, le théoréme LXXII ct le théoréme XCVII dans Leshiewski 1929 : 68, 73 ;
1992 : 274, 280.
L’expression formelle de ces deux théses, exprimée avec I’opérateur de la biconditionnelle,
est:[Aal[Ae Kl(a) = A e KI(K1(2)) .
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Zermelo »?. Son expression formelle, dans le formalisme de la
Méréologie, est :

Ar:Lalll3A1TAe Ki@) T1.

Le second présupposé touche a la relation d’appartenance
d’un objet a une classe. Il postule que pour tout a et B, si B est
un élément de I’ensemble composé des objets a, B est a. La tra-
duction proposée est la suivante :

A;:|ABab][AeKl(a)AAeKIb)ABeb.oBeal.

I1 est ensuite montré que ces présupposés entrainent une contra-
diction. Dans ce but, on introduit la définition suivante pour
« classe qui n’est pas subordonnée a elle-méme » :

Di:lAlJ[Ae* =:AcAnlal[AeKi(@>~Aca)ll

On lit le definiendum « A € * » : « A est une classe qui n’est pas
son élément propre », en d’autres termes « A est une classe qui
n’est pas subordonnée a elle-méme ». Le definiens nous dit en
effet que pour tout a, si A est la classe des a, alors A n’est pas a.
Précisons que la formule « A € A » est introduite dans le defi-
niens de la définition pour garantir que A est un nom singulier,
ce qui est explicitement exigé par le definiendum.

Cette définition posée, on montre ensuite qu’il n’existe pas
de classe des classes non subordonnées a elles-mémes en procé-
dant ainsi :

De D; on déduit :

As:LAITAeKI(¥) o ~(Ae%)].
De Ayet A;:
As:lAal[A e KI(*) A A eKI(*) D> ~Aca)l.

22 Il s’agit de 1’« axiome de sélection » ou « axiome de séparation », la version affaiblic du
principe de compréhension. Voir infra.
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De Aget Dy ;
As:[Aal[AeKI(*)>Ac#)].
Et enfin, de Az et As:
As:LAIl ~A eKI(¥)].

Or le présupposé A; postule que pour tout g, il existe la
classe formée des objets a : Lal [|JAT[ Ae Kl(a)Tl. Par consé-
quent, en substituant * a g dans A;, on obtient une thése affir-
mant qu’il existe une classe des classes non subordonnées a el-
les-mémes, ¢’est-a-dire formellement :

[3A1[ A e KI(%)].

Il s’avére donc que A; et Ag sont mutuellement contradictoires.
De 1a, on peut donc conclure que la présence des présupposés A;
et A, est la source d’une contradiction.

Le pas suivant de ’analyse consiste alors a interroger les pré-
supposés A; et A; a ’aune de la contradiction. Lequel d’entre
eux est-il responsable de celle-ci? Le sont-ils les deux ?
Concernant le présupposé A;, Sobocinski écrit qu’on « est tout
de suite frappé par le fait que la vérité de A; est douteuse ». En
effet, énongant que pour tout a il existe une classe formée de ces
objets, « on peut former des classes existant réellement et for-
mées d’éléments contradictoires » (1949 : 104). C’est pourquoi,
afin d’examiner son degré de responsabilité dans 1’apparition de
la contradiction, A, est remplacé par un présupposé plus faible, a
savoir que la classe composée des objets a existe pour autant
qu’il existe au moins un objet a. Ce dernier présupposé, com-
mente Sobocinski, ne « provoque aucun doute, car tout le monde
admettra que s’il existe au moins un objet du genre donné, la
classe des objets de ce genre existe elle aussi- méme si elle ne
contient qu’un seul élément» (/bid). Formellement, il
s’exprime ainsi :
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Ci:laBJ[Beas|3AlTAe Kl(a)—|—|.

Mais ce n’est pas le présupposé A; qui est le fautif. Sobocinski
montre en effet qu’en le remplagant par C; la contradiction de-
meure, ce qui prouve que la cause de I’antinomie ne réside pas
dans I’admission de A; ni de la thése plus faible C;. La cause,
par conséquent, doit résider dans 1’admission du présupposé A,.
C’est ce qui est montré dans la suite du texte. Nous ne restituons
pas cette démonstration, en raison de sa longueur et des déve-
loppements formels qu’elle exige. Nous nous tournerons plut6t,
au sujet du second présupposé, vers la deuxieéme analyse de
’antinomie, celle publiée en 1927. Le présupposé en question y
est exprimé dans le langage courant de la maniére suivante™ :

A, 1 si K est la classe des a et P est subordonné a la
classe K, alors P est a.

Pour construire la contradiction, Lesniewski considére une
autre thése, soit — appelons-1a B :

B :SiP est a, alors P est P.

Il montre alors que le présupposé A’ et la thése B suffisent a

engendrer 1’antinomie. Celle-ci est générée sur la base des subs-

titutions suivantes :

1) Dans A5’, on substitue « la classe des classes non subordon-
nées a elles-mémes » a K et a P, et on substitue « classe non
subordonnée a elle-méme » a a. Ce qui donne :

Si la classe des classes non subordonnées a elles-mémes
est la classe des classes non subordonnées a elles-mémes
et la classe des classes non subordonnées a elles-mémes
est subordonnée a la classe des classes non subordonnées
a elles-mémes, alors la classe des classes non subordon-

23 Les$niewski 1928 : 187-188 ; 1989 : 50-52.
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2)

nées a elles-mémes est une classe non subordonnée a elle-
méme.

Dans B, on substitue « la classe des classes non subordon-
nées a elles-mémes » a P et « subordonné a la classe des
classes son subordonnées a elles-mémes» a a. Ce qui
donne :

Si la classe des classes non subordonnées a elles-mémes
est subordonnée a la classe des classes non subordonnées
a elles-mémes, alors la classe des classes non subordon-
nées a elles-mémes est la classe des classes non subor-
données a elles-mémes.

De ces deux propositions, on conclut :

Si la classe des classes non subordonnées & elles-mémes
est subordonnée a la classe des classes non subordonnées a
elles-mémes, alors la classe des classes non subordonnées
a elles-mémes est une classe non subordonnée a elle-
méme.

Ces deux propositions étant en effet respectivement de la forme
(AAB)>CetB > A, onpeutinférer B> C.Onapour A: «la
classe des classes non subordonnées a elles-mémes est la classe
des classes non subordonnées a elles-mémes » ; pour B: «la
classe des classes non subordonnées a elles-mémes est subor-
donnée a la classe des classes non subordonnées a elles-mé-
mes » ; et pour C: «la classe des classes non subordonnées a
elles-mémes est une classe non subordonnées a elles-mémes ».

Autrement dit, pour la conclusion précédente :

Si la classe des classes non subordonnées a elles-mémes
est subordonnée a elle-méme, alors la classe des classes
non subordonnées a elles-mémes est une classe non su-
bordonnée a elle-méme.
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Mais, comme cela a été montré plus haut, le présupposé A,’ est
faux selon ’acception attribuée, d’un point de vue collectif, a la
relation d’appartenance d’une objet & une classe. Il n’est en effet
pas le cas que tout objet subordonné a la classe des a soit néces-
sairement a. Cela entraine que la contradiction que 1’on pourrait
construire a partir de ce présupposé n’est pas recevable. Ainsi,
écrit Lesniewski, « cette circonstance a été la raison pour la-
quelle je ne pouvais pas voir dans la construction de M. Russell
une ‘antinomie’ ». (1927 : 189 ; 1989 : 52)

Voyons maintenant ce qu’il résulte d’une telle analyse
concernant 1’appréciation par Lesniewski de la voie suivie par
ses contemporains face a 1’antinomie et, de maniére générale, de
la notion classique de classe ou d’ensemble.

2. Les extensions de concepts et autres ensembles

2.1. Les parades a ’antinomie

La voie des thérapies visant & parer a ’antinomie par des
amendements divers ne présente aucun intérét pour Lesniewski.
Car dans la perspective ou il se place, la seule attitude qui puisse
conduire a une réelle résolution de 1’antinomie est de remettre
en cause le fauteur de trouble lui-méme, c’est-a-dire le concept
de classe ou d’ensemble et, de facto, les cadres théoriques dans
lesquels il s’insére. Figurent & 1’époque, parmi solutions propo-
sées, celles de Frege, Zermelo et Russell. Lesniewski les évoque
dans ses écrits, déniant & chacune d’entre elles toute pertinence
dans la résolution du probléme soulevé par 1’antinomie. De ma-
niére a préciser et juger du genre de critiques formulées a leur
encontre, nous allons considérer ce qu’il écrit & propos de Frege
et de Zermelo. Cet examen nous conduira & dire simultanément
quelques mots des dites thérapies, n’en retenant cependant que
ce qui touche aux éléments thérapeutiques eux-mémes, sans
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entrer dans les détails conceptuels et techniques des théories
qu’ils visent & sauvegarder. Ce qui nous intéresse avant tout se
rapporte a 1’objection dirimante de Lesniewski a leur égard.
Commengons par Frege. Lesniewski commente 1’amendement
apporté a son systéme en ces termes :

Frege indique dans la postface du second volume de ses Grundgesetze
der Arithmetik [...] une maniére de transformer son systéme excluant
la reconstruction de 1’« antinomie » de M. Russell et due au rempla-
cement de 1’'un de ses axiomes par un autre dont il pourrait penser —&
juger d’aprés le ton de la dite postface —qu’il est privé de fondement
intuitif méme chez son auteur. (1927 :167 ; 1989 : 33)

Rappelons que le remplacement d’un axiome par un autre
concerne I’axiome V du systéme de Frege. Cet axiome énonce
que deux extensions de concepts sont identiques si et seulement
si les concepts prennent la méme valeur pour le méme argument.
On Dexprimera ainsi, en utilisant le symbole usuel de
I’abstracteur de classe®*

(3F(x) = 2G() = (VX) (F(x) = G(x)) ».

Permettant de passer d’un concept & son extension, cette loi
est capitale aux yeux de Frege. C’est par ailleurs cette méme loi
sur laquelle, quelque dix ans plus tot, il avait émis quelques 1é-
serves dans l’introduction accompagnant le premier le tome I
des Grundgesetze :

Une querelle ne peut naitre, pour autant que je puisse le voir, que de
ma loi fondamentale (V) sur les parcours de valeurs, qui n’a peut-étre
pas encore été énoncée expressément par les logiciens, bien qu’on

24 Les «classes » — & strictement parler les extensions de concept- sont notées ici par des
abstracts composés 4 I’aide de I’abstracteur et du symbole fonctionnel. Nous utilisons la
notation regue des Principia ol I’abstracteur est noté par un accent circonflexe. « X F(x) » se

lit ainsi : « la classe » des x tels qu’ils tombent sous le concept F.
25 Frege 1893, § 20 : 36.
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I’ait 3 Desprit quand on parle, par exemple, des extensions de
concepts. Je la tiens pour purement logique. (1893 : VII)

Dans le systéme de Frege, cette loi fondamentale jouait un
role analogue a celui d’un axiome de « compréhension » énoncé
sans restriction dans une théorie naive des ensembles, et avec
lequel on postulerait que pour toute propriété, il existe un en-
semble dont les éléments sont exactement les objets qui posse-
dent cette propriété. Chez Frege, cela revient a admettre pour
tout concept de premier niveau 1’existence de la classe des ob-
jets qu’il subsume, c’est-a-dire 1’extension du concept en ques-
tion. Mais I’antinomie de Russell devait précisément montrer
que ’extension de concept est prise en défaut, si on considére la
propriété pour une classe de ne pas s’appartenir, c’est-a-dire, en
termes frégéens, la propriété d’étre une extension de concept qui
ne tombe pas sous le concept qui la détermine. Soit, en termes
fonctionnels, la fonction :

F(x) = 3G)( yG(y) = x A ~G(x)).

A lire Frege, on peut penser qu’il ait envisagé la possibilité
qu’il existe des concepts auxquels ne correspondrait pas de
classe. C’est du moins ce que suggere le passage suivant :

Nous ne pouvons plus en général considérer la phrase « la fonction
¢(E) a la méme suite de valeurs que la fonction ¥(£) comme équiva-
lente en dénotation a la phrase : les fonctions ¢(&) et W(§) prennent
toujours la méme valeur sur leur arguments ». Nous devons par ail-
leurs ne pas exclure la possibilité qu’il existe des concepts qui
n’auraient pas d’extension, dans I'acception ordinaire du mot. Le
bien fondé de notre fonction du deuxi¢me ordre ep(e) s’en trouve
ébranlé. Et pourtant elle est nécessaire pour fonder 1’arithmétique
(Frege 1903 : 257 ; ¢’est nous qui soulignons)

Frege néanmoins ne retient pas cette éventualité, ce que fera par
contre Zermelo. Il incrimine la loi V et plus exactement la
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« moitié » permettant d’inférer de 1’identité entre parcours de
valeurs la généralité de 1’identité entre valeurs de fonctions,
c’est-a-dire :

(x¥F(x) = xG(x)) > ((vx) (F(x) = G(x)).
I1 I’affaiblit ainsi :
(XF(x) = ¥G(x)) D (Vz) (z # XF(x) > F(z). > G(2))*.

Cette modification entraine que, sous ’hypothése de fonctions
ayant méme parcours de valeurs, on ne peut plus conclure a
I’identité de leurs valeurs que pour les arguments différents de
ce parcours de valeurs.

C’est de cette maniére que Frege crut sauver son systéme de
la contradiction. Et de cette solution ad hoc — qui au dela de son
efficacité thérapeutique présumée ne pouvait recevoir de fonde-
ment logique — Frege en exprime le bouleversement sur la no-
tion d’extension de concept en ces termes :

Au cas ou il faudrait parler généralement de 1’extension de chaque
concept du premier degré, il arriverait que certains concepts eussent la
méme extension bien que tous les objets tombant sous 1’un ne tombent
pas sous I’autre. Mais cela supprime 1’extension du concept au sens
admis du mot. On ne peut pas dire que généralement 1’expression
‘I’extension du premier concept coincide avec celle d’un autre’ signi-
fie la méme chose que I’expression ‘tous les objets tombant sous le
premier tombent aussi sous le second et réciproquement’. (Frege
1903 : 260-61, cité in Lesniewski 1989 : 62 ; 1927 : 200).

Ce demier passage est cité par Lesniewski dans la critique
qu’il développe contre la notion d’extension de concept mise en
ccuvre par Frege. Exprimant a son égard une incompréhension
totale sur laquelle nous reviendrons par la suite, il ajoute que le
trouble est & son comble si I’on espére quelques éclaircissements

26 Frege 1903 : 260.
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des commentaires formulés par Frege en rapport avec la révision
delaloi V. 1l écrit :

Celui qui espérerait une aide de 1’analyse des idées des ‘logiciens tra-
ditionnels’ sur les ‘extensions de concepts’, cela afin de lui faciliter la
compréhension des idées de Frege en cette matiére, risquerait d’étre
entiérement dégu par les déclarations de notre auteur écrites en rap-
port avec la révision a laquelle il a soumis son attitude antérieure en
matiére ‘d’extensions de concepts’, sous 1’influence de 1’apparition de
1’“antinomie’ de M. Russell. (1989 : 62 ; 1927 : 201)

Aprés Frege, venons en a Zermelo. Contrairement a Frege,
Zermelo choisit de poser des conditions restrictives sur
I’existence des ensembles, telles qu’a tout concept ne corres-
pondra pas forcément un ensemble. I1 conclut en effet de la pré-
sence des antinomies que :

[...] il s’ensuit [...] que chaque extension d’un concept ne peut pas
8tre traitée comme un ensemble et que la définition d’usage de
I’ensemble est de ce fait trop large. Mais si ’on se limite, dans la
théorie des ensembles, 4 construire des ensembles simples et & en faire
dériver de nouveaux, en vertu de certains principes incontestables [...]
alors on peut éviter toutes les contradictions de ce genre. (Zermelo
1908 : 124 ; cité in Le$niewski 1989 : 62 ; 1927 : 201)

La parade de Zermelo consiste 8 modifier le principe de com-
préhension qui, dans sa forme naive,
BA)VX)(x € A=P(x))

permet la déduction immédiate, si I’on prend pour P(x) la pro-
priété x ¢ x, de la contradiction :

AecA=A¢A.
Ce principe est affaiblit de la maniére suivante :

(VAY@B)(Vx)(x € B=x € A AP(x)).
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C’est-a-dire que pour tout ensemble donné A et tout prédicat
P(x) défini sur les éléments de A, ’ensemble B, contenant
exactement ceux des éléments de A qui vérifient P(x), existe ;
soit B = ¥(x € A A P(x)). En d’autres termes, le prédicat P n’a
le pouvoir de déterminer un ensemble que si les individus pos-
sédant la propriété P sont déja éléments d’un ensemble. Ainsi,
les multiplicités paradoxales, telle la classe de Russell des clas-
ses qui ne sont pas éléments d’elles-mémes, sont rendues inof-
fensives, ’aménagement du principe de compréhension nous
privant en effet du droit de les considérer comme des ensembles.

Mais cette solution n’est pour Lesniewski pas plus probante
que celle de Frege puisqu’elle ne s’accorde pas davantage avec
le primat de I’intuition dont il se réclame. Il s’exprime a son
sujet en ces termes :

La construction de M. Zermelo, architectoniquement raffinée, intro-
duit dans la « théorie des ensembles » plusieurs prohibitions visant
I’élimination des « antinomies » du terrain des mathématiques, prohi-
bitions privées, hélas ! de fondement intuitif. (1927 : 200 ; 1989 : 33)

On notera au passage que le méme verdict est réservé a la théo-
rie des types des Principia Mathematica dont Lesniewski révo-
que les « raisons de nature intuitive » évoquées par Russell 4 son
sujet.

De fagon générale, chacune des solutions est jugée inadmis-
sible pour la simple raison que toute solution de 1’antinomie qui
maintient la conception en usage de la classe ou de I’ensemble
dans ses fondements est, pour Lesniewski, a priori fausse. Il n’y
a au bout du compte qu’une seule morale 4 tirer de 1’antinomie,
celle de constater que certains présupposés entrant en jeu dans
sa formulation sont faux. Et partant,

la chose qu’il reste a faire est alors, soit de délaisser la théorie dont les
présupposés se sont avérés comme contenant un élément faux, soit
d’introduire de nouveaux présupposés, suffisants pour la fondation de
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la théorie et de la vérité desquels nous sommes persuadés. (Sobocinski
1949 : 97 ; Lesniewski 1927 : 167)

Nous 1’avons vu, le probléme nait pour Lesniewski sur le ter-
rain du sens commun et de 1’adéquation des théorisations de la
classe ou de I’ensemble avec !’intuition ordinaire. La notion
d’ensemble comme un objet abstrait et non concret comme le
serait un agrégat, un tas, ne procede pas, selon lui, d’une 1égiti-
mité intuitive. C’est la raison pour laquelle on ne peut lui accor-
der aucun r6le fondateur dans 1’élaboration d’une théorie des
classes ou des ensembles. C’est également la raison pour la-
quelle la question de I’efficacité des solutions proposées est
« une question tout a fait indifférente », comme 1’exprime le
passage suivant :

La question de savoir si le systéme de Frege modifi¢ de la maniere in-
diquée plus haut ou la « théorie des ensembles» de M. Zermelo
conduiront un jour a la contradiction est une question tout & fait indif-
férente du point de vue du tournant intellectuel & propos de la réalité,
né d’une nécessité intuitive irrésistible de croire en la « vérité » de
certaines suppositions et en la « correction » de certains raisonne-
ments conduisant, en rapport avec ces suppositions, a la contradiction.
(Lesniewski 1989 : 33 ; 1927 : 167)

On comprend qu’identifier la notion de classe ou d’ensemble
comme la source radicale des paradoxes, loin de tout souci de
préserver les acquis mathématiques mais avec uniquement la
préoccupation de procéder a une véritable résolution de
I’antinomie, a donné aux textes de Lesniewski un ton péremp-
toire et une tension inégalable dans les arguments avancés
contre les théories de ses confréres.

2.2. Le monstre théorique et ses inventeurs

Dirigeons-nous maintenant vers le contenu des critiques
adressées conjointement a la notion mathématique d’ensemble
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comme « collection » ou « réunion en un tout » et a la notion
logique de classe ou d’extension de concept. Un trait peut ca-
ractériser ces critiques, ou plus exactement sceller leur point
d’attaque. C’est celui qui touche au statut de I’ensemble ou de la
classe vide. Le probléme est le suivant : comment peut-on 1égi-
timer le statut de 1’ensemble ou de la classe vide si on considére
qu’un ensemble ou une classe est une collection d’éléments ? Ce
point est pour Lesniewski 1’objet d’une véritable dénégation. La
classe vide est considérée — nous 1’avons déja souligné — comme
relevant d’une « conception ‘mythologique’ » et se retrouve
qualifiée de « monstre théorique », comme 1’atteste le passage
suivant :

Etant d’avis que si est un objet est la classe de tels et tels a (des hom-
mes, pas exemple, des points, des cercles carrés), alors il se compose
de ces a, j’ai toujours rejeté, conformément a la thése [...J7,
I’existence de monstres théoriques dans le gente de la classe des cer-
cles carrés, comprenant bien que rien ne peut étre composé de ce qui
n’existe pas. (1989 : 58 ; 1927 : 196)

Au sujet de la classe vide, Lesniewski se fait 1’écho dans ses
écrits de la position critique de Frege qui n’eut de cesse de
s’élever contre « la liberté d’invention » dont usent les mathé-
maticiens, parmi lesquels sont évoqués en particulier Dedekind
et Schréder. 11 écrit : « Dans ses travaux, Frege a consacré plu-
sieurs remarques intéressantes aux problémes relatifs a la posi-
tion d’apres laquelle chaque classe en général de tels ou tels
objets est ‘composée’ de ces objets. Je vais citer quelques pas-
sages empruntés a cet auteur parce que je voudrais projeter mes
propres opinions concernant cette affaire sur son arriére-plan
historique. » (1927 : 191 ; 1989 : 54). Parmi les passages cités,

27 1l s’agit de la thése déja évoquée au début de cette section : Si un objet est la classe des a,
alors il existe au moins un objet qui est a.
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se trouve un extrait de I’introduction aux Grundgesetze dans
laquelle Frege réagit relativement a Dedekind et Schroder.
Frege écrit :

les concepts dont on a besoin doivent étre nettement arrétés. Cela vaut
en particulier pour ce que les mathématiciens souhaitent désigner par
le mot ‘ensemble’ (Menge). Dedekind emploie le mot ‘systéme’ avec
la méme intention.

Et plus loin,

il est particuliérement clair que selon Dedekind les éléments consti-
tuent I’effectif du systéme.

Et encore :

Schroder aussi regarde, au fond, les éléments comme ce qui fait
d’aprés lui la classe. Une classe pouvait a proprement parler étre
aussi peu vide que le systéme chez Dedekind (C’est nous qui souli-
gnons).

Profitons a ce stade de rappeler ce qu’il en est respectivement
des notions de systéme et de classe chez Dedekind et Schroder.
Dedekind « définit » un systéme comme la réunion de choses
différentes a, b, c ; les choses a, b, c..., contenues dans le sys-
téme, sont appelées les éléments du systéme ; et réciproquement,
le systéme est constitué de ses éléments™®. Quant au terme de
« classe » utilisé pour Schroder, il correspond a celui de « do-
maine », conformément 2 la terminologie du « calcul identique
des domaines d’une multiplicité » développé par Schroder.
Schréder appelle « multiplicité » une collection de choses quel-
conques, —objets de notre pensée en général —considérces

28 Dedekind 1988, n°1 et n°2; Dedekind entend par « chose » (Ding) tout objet de notre
pensée.
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comme des « éléments » ou des « individus ». Toute agrégation
d’éléments est appelée un « domaine »2°.
Le texte cité de Frege se poursuit ainsi :

..mais le besoin naissant de I’essence de la chose se fait sentir chez
ces deux auteurs de maniére différente. Dedekind continue ainsi le
passage précédemment cité : « Par contre, pour certaines raisons, nous
voulons exclure totalement le systéme vide qui ne contient aucun é1é-
ment, bien qu’il puisse é&tre commode pour d’autres raisons de
I'inventer ». C’est pourquoi une telle invention serait permise ; on
I’abandonne seulement pour certaines raisons. Schroder ose inventer
la classe vide. Tous deux sont d’accord avec les autres mathémati-
ciens, comme il parait, sur le fait, qu’on peut inventer n’importe quoi
qui n’existe pas, voire qui est impensable, car si les éléments créent le
systéme, alors le systéme se trouve supprimé en méme temps que les
éléments. OU passent les frontiéres de la liberté d’invention et tout
d’abord existent-elles ? A ce sujet, on trouvera peu de clarté et
d’accord. (Frege 1893 ; cité in Lesniewski 1927 : 192 ; 1989 : 54)

Dedekind ne donne pas les raisons pour lesquelles « nous vou-
lons exclure totalement le systéme vide qui ne contient aucun
¢lément ». Mais on peut supposer qu’il pense a sa conception
extensionnelle d’un systéme qui ne permet pas, comme le reléve
premsement avec force Frege, d’admettre 1’existence du systéme
vide®

A travers ce passage, on comprend pourquoi Lesniewski s’est
reconnu dans le ton polémique de Frege et I’interdiction promue
de créer des objets dérogeant aux notions fondamentales mémes
des théories, en ’occurrence cet objet vide épinglé comme
« monstre théorique ». Il écrit :

29 Schroder 1890, tome I : 157.

30 Notons que lorsque Dedekind définit 1’intersection entre des systémes 4, B, C,... il précise
qu’il peut arriver que les systémes en question n’aient aucun élément en commun et dans ce
cas « le symbole A " B NC... » est vide de sens. (Dedekind 1988, n° 17).
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A aucun moment je n’ai cessé d’étre entiérement d’accord avec la re-
marque lapidaire de Frege a propos de la théorie des classes d’Ernst
Schroder : « Lorsqu’(...) une classe se compose d’objets, lorsque un
ensemble est 1’union collective de ceux-ci, alors il (elle) doit disparai-
tre, quans ces objets disparaissent. Lorsque nous briilons tous les ar-
bres d’une forét, alors nous brilons en méme temps la forét. Il ne peut
donc pas y avoir de classe vide® ». (1927 : 196 ; 1989 : 58)

Toutefois, comme nous 1’avons déja fait remarquer dans
I’introduction, s’il est vrai que les deux hommes se rejoignent
sur ce point, c’est avec des objectifs et des motivations diffé-
rentes. L’un veut « sauver » la classe vide en lui donnant ses
assises logiques, ’autre la récuse définitivement. Pour 1’un, la
critique s’accompagne du rejet d’une conception purement ex-
tensionnelle ou collective des classes, celle-ci s’opposant au
point de vue de la classe comme extension de concept, tandis
que pour le second c’est 1’adoption d’une telle conception qui
s’accompagne du rejet de la classe vide.

Poursuivons avec le monstre. Aprés s’en é&tre remis a
I’autorité de Frege pour faire valoir sa propre position sur les
classes, Le$niewski va exercer son ceil critique sur les théories
des ensembles de 1’époque, faisant ainsi pleinement sienne
I’actualité des remarques de Frege. Le but de I’exercice consiste
a dénoncer I’invention de I’ensemble vide en révélant, dans les
termes mémes des théories, les faiblesses théoriques mises a
jour par une telle invention.

Le premier 4 passer au crible de I’analyse est F. Hausdorff,
auteur d’un manuel de la théorie des ensembles, paru en 1927.
Lesniewski rapporte que cet auteur écrit, au sujet de
I’ensemble :

Un ensemble nait de la réunion en un tout de choses individuelles. Un
ensemble est une pluralité pensée comme un tout. [...] Nous voulons

31 Frege 1895 : 436-7
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[...] admetire comme un fait fondamental qu’une chose M détermine
d’une maniére particuliére et indéfinissable certaines autres choses a,
b, c,... lesquelles la déterminent réciproquement, relation que nous
exprimons en ces termes : ’ensemble M se compose des choses a, b,
c. (cité in Lesniewski 1927 : 192-3 ; 1989 : 55)

Et plus loin, Hausdorff précise que la relation fondamentale
d’une chose a a un ensemble 4 auquel elle appartient est dési-
gnée ainsi :

a est un élément de A, soit dans le symbolisme introduit par Peano :
acA.

Ayant explicité la notion d’ensemble, ’auteur introduit
I’ensemble vide ainsi :

Nous admettons aussi, pour des raisons d’opportunité, I’ensemble 0,
ensemble zéro ou vide, qui ne contient aucun élément.

Cette admission, faite sous le couvert de 1’opportunité, pro-
voque chez Lesniewski le commentaire suivant :

Ayant ainsi constaté qu’un ensemble nait de la « réunion » « en un
tout », de certains objets nommés éléments de cet ensemble et aprés
avoir donné des exemples d’ensembles composés de tels éléments de
divers genres [...] M. Hausdorff en vient & « admettre » (nous pour-
rions dire —selon les termes de Dedekind et Frege — « inventer »)
quelque chose qui doit étre tout de méme un ensemble bien que ce
quelque chose ne possede plus d’éléments, et partant n’en soit pas
composé et ne naisse pas de leur « réunion » « en un tout ». (cité in
Lesniewski 1927 : 192 ; 1989 : 55)

En résumé : il serait bien difficile de faire droit a I’ensemble
vide, si I’on considére que ce sont les objets qui font ’ensemble.
On ne manquera pas de remarquer combien cette analyse, fine-
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ment argumentée dans les termes mémes de 1’auteur, ne néglige
rien !

Aprés I’invention en termes d’« admission » de F. Hausdorff,
nous trouvons 1’« introduction » de W. Sierpinski, autre auteur
d’un ouvrage consacré a la théorie des ensembles. L’ensemble
vide y est explicitement introduit pour résoudre la difficulté po-
sée notamment par lintersection: comment définir
I’intersection d’ensembles sans partie commune ? L’auteur
écrit :

Chaque quantité d’ensembles posseéde naturellement une somme dé-
terminée. Pour que nous puissions dire la méme chose du produit et de
la différence, nous devons introduire 1’ensemble vide que nous dési-
gnerons pas 0. Ainsi la formule AB = 0 exprime que 4 et B ne possede
aucun élément commun. (cité in Lesniewski 1927 : 194 ; 1989: 56)

La situation est semblable au cas précédent. Lesniewksi fait
ici valoir que l’introduction de !’ensemble vide n’est pas
conforme 4 la définition donnée par Sierpinski pour le produit
d’ensembles, soit :

Nous appelons 1’ensemble composé de tous les éléments appartenant
simultanément 4 4 et B — et seulement de ces éléments — produit des
ensembles A et B et nous le désignons pas 4 x B, 4.B ou plus simple-
ment 4B. (cité in Lesniewski 1927 : 193 ; 1989: 55)

Mais, selon cette définition, si un ensemble X est 4B, alors X
est composé des éléments appartenant simultanément a 4 et a B,
ce qui signifie qu’il existe au moins un élément appartenant si-
multanément & 4 et B. Car, commente Lesniewski, « dans le
monde ol nous vivons et qui n’est pas un monde mythologique,
rien ne peut étre ‘composé’ de quelque chose qui n’existe
point ». Mais, ajoute-t-il, « le fait qu’il n’existe dans le monde
[...] aucun produit de deux ensembles ne possédant pas
d’éléments communs n’empéche pas M. Sierpinski d’‘inventer’
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un objet prétendant étre le produit de deux ensembles de ce
genre ».

Le troisi¢me et dernier théoricien des ensembles et inventeur
cité est A. Fraenkel. Cet auteur introduit I’ensemble vide en ces
termes

Pour des raisons purement formelles, & savoir pour pouvoir exprimer
certains faits de maniére plus simple et plus commode, introduisons
encore & cet endroit un ensemble impropre, le soi-disant ensemble
zéro [...]. Celui-ci est défini par le fait qu’il ne posséde aucun élé-
ment ; aussi n’est-il & proprement parler aucun ensemble, mais doit
néanmoins valoir comme tel et &ire désigné par 0. (cité in Le$niewski
1927:193 ;1989 :57)

Le probléme de I’ensemble vide surgit toujours avec la question
de I’intersection. A. Fraenkel écrit :

Iintersection @ M =D (N, P, R...) est [...] ’ensemble de tous les
éléments qui sont simultanément contenus dans tous les ensembles N,
P,R..[.]SiM;={1,2,3,...}, M= {2,3,4...}, M;= {3, 4, 5,...},
etc. et M = { My, M, M; ...}, [...] lintersection ® M égale
I’ensemble zéro ; car il n’existe aucun nombre naturel, aussi grand
qu’il soit, qui se trouve simultanément dans fous les ensembles M, ,
M;, M;.... (cité in Lesniewski 1927 : 193 ; 1989 : 56)

Aussi Fraenkel se trouve-t-il dans la situation d’introduire
I’ensemble vide en le qualifiant d’« ensemble impropre »
(cf premier passage cité) tout en lui assignant un statut
d’ensemble véritable (cf. deuxiéme passage).

On peut cependant relever — a décharge de Fraenkel, et des
autres — que 1’usage de la terminologie d’« ensemble impropre »
témoigne clairement de la conscience de ’abus commis en in-
ventant ’ensemble vide et de 1’impossibilité d’en disposer
« naturellement » sur la base de la théorisation adoptée de
I’ensemble. Mais Lesniewski n’a pas souci de I’embarras ainsi
exprimé, bien au contraire. Ce qu’il retient, ce sont les faiblesses
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de la théorisation de ’ensemble que révélent l’invention de
’ensemble vide et que ne fait, au bout du compte, que confirmer
et renforcer I’appellation d’« ensemble impropre » !

Examinons alors comment, en utilisant la terminologie de
Fraenkel, Le$niewski met en scéne cet ensemble impropre qui
n’est pas A proprement parler un ensemble, bien qu’il soit un
ensemble. Malgré sa longueur, nous restituons in extenso
’argumentation de Lesniewski, car elle a le mérite de donner a
voir avec quelle rigueur Lesniewski déplie ses analyses.

De la définition donnée-ci dessus de I’intersection, il s’ensuit
que :

1. L’intersection M [...] est ’ensemble des éléments contenus simul-
tanément dans chacun des ensembles M;, M;, Mj; ...

Tenant compte de la maniére dont M. Fraenkel se sert des expressions
du type ‘a, b, c...” nous établissons en vertu de la citation ci-dessus
que

2. si X est un élément appartenant simultanément & chacun des
ensembles M;, M,, M; ..., alors X est un nombre naturel,

Conformément 2 la fin de la citation en question nous constatons que

3. iln’y a pas de nombre naturel appartenant simultanément & chacun
des ensembles M;, M;, M;...

Que nous ayons le droit d’inférer de 1, conformément a I’opinion de

I’auteur, que

4. si Y est un élément de I’intersection @ M, alors Y est un élément
contenu simultanément dans chacun des ensembles M;, M, M; ...

est pour moi hors de doute en vertu de nombreux contextes de

I’ouvrage. En raison de 2 et de 3, il résulte que

5. iln’y a pas d’élément appartenant simultanément & chacun des en-

sembles M;, M,, M;

4 et 5 permettent de voir que
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6. Dintersection ® M ne contient aucun élément.

Cela étant, considérons pour la suite de la démonstration le pas-
sage cité dans lequel est introduit I’ensemble vide.
11 en résulte que

7. st Zest 0, alors Z est un ensemble impropre.
8. si Z ne contient aucun élément, alors Z est 0,

et

9. siZest 0, alors Z n’est pas 4 proprement parler un ensemble,
Nous inférons de 8 et 6 que

10. I’intersection ©® M est 0,

de 7 et de 10 que :

11.Vintersection © M est un ensemble impropre,

de 9 et de 10 que

12. Pintersection © M n’est pas & proprement parler un ensemble.

D’ou la conclusion :

Ainsi Iintersection ® M qui est, conformément & 10, I’« ensemble
zéro » (« Null Menge »), « introduit » par M. Fraenkel [...] est juste-
ment —d’aprés 11, 12, et 1 - I’ensemble impropre mentionné plus
haut qui n’est pas & proprement parler un ensemble. (Démonstration
rapportée in Lesniewski 1927 : 194-196 ; 1989 : 56-58)

Il n’y a pas grand chose & ajouter a cette analyse qui
« confirme », via une rigueur argumentative sans faille, qu’il y a
un probléme & vouloir légitimer le sort particulier réservé a
I’ensemble vide, par une définition de 1’ensemble comme collec-
tion de ses éléments.
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2.3. Les extensions de concepts et les classes des logicistes

1. La notion d’extension de concept chez Frege

Pour I’heure, nous ne ferons guere plus que restituer les dé-
clarations de Lesniewski touchant a la notion d’extension de
concept chez Frege, sans faire apparaitre précisément la philo-
sophie sous-jacente a la logique de Frege et sous 1’autorité de
laquelle Frege affirme la priorité des concepts sur les extensions
qui leur correspondent. Nous reconsidérerons la position de
Frege par la suite, lorsque nous aborderons sa recension de
I’ouvrage de Schréder Vorlesungen iiber die Algebra der Logik,
pour la mettre en perspective avec les critiques et les objections
que formula Le$niewski a son égard.

Le$niewski met en avant deux passages de Frege, extraits de
son étude consacrée a Schroder. Le premier en constitue la
conclusion :

L’extension d’un concept ne se compose pas des objets qui tombent
sous le concept donné, comme la forét se compose d’arbres, mais il
prend appui sur le concept méme et seulement sur lui. /Ce passage est
suivi de la phrase suivante, non rapportée par Lesniewski] Ainsi le
concept a-t-il une préséance logique sur son extension. (Frege 1895 :
455 ; cité in Lesniewski 1927 : 199 ; 1989 : 61)

Le second passage est celui-ci :

Au cours de nos réflexions, nous avons indiqué encore une fois que
I’extension d’un concept doit son existence non aux individus mais au
concept lui-méme : ¢’est-3-dire & ce qui est exprimé au sujet d’un ob-
jet lorsqu’il a été subsumé sous un concept. Dans ce cas il n’y a aucun
scrupule & parler de la classe des objets qui sont b. Et alors tous les
concepts vides ont maintenant la méme extension [...]. Nous pouvons
prendre pour b par exemple un objet qui n’est pas égal a lui-méme.
(Frege 1895 : 451 ; cité in Lesniewski 1927 : 200 ; 1989 : 61).
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De la notion d’extension de concept chez Frege, Lesniewski ne
manifeste qu’une incompréhension et un sentiment d’obscurité
le plus total, ceux-ci étant conjointement attribués a I’extension
de concept en elle-méme et a la préséance logique revendiquée
du concept sur son extension. Il écrit qu’il lui est impossible
d’analyser « la conception de Frege traitant les classes comme
des extensions de concepts du point de vue de son contenu » car
il n’est pas parvenu a comprendre « de quoi parlent divers au-
teurs lorsqu’ils emploient 1’expression ‘extension de concept’ ».
11 dresse alors le constat suivant :

Si la classe des a, conforme & ma conception des classes et composée
de g, ne doit pas constituer « I’extension du concept a », alors, ne sa-
chant pas répondre & la question de savoir ce que devrait &tre cette
«extension du concept a», quand et ol on pourrait en prendre
connaissance, voire si quelque chose de ce genre existe dans le
monde, je suis disposé & supposer timidement qu’il s’agit de quelques
objets « inventés » par les logiciens pour le tourment de nombreuses
générations. ( 1927 : 200 ; 1989 : 61)

Quant & I’affirmation de Frege soutenant que 1’extension de
concept « s’appuie sur le concept et seulement sur lui », il écrit
qu’il « ne la comprend pas mieux que les affirmations les plus
obscures des représentants de la ‘philosophie romantique’, au-
trement dit qu’i/ ne la comprend absolument pas ». A la suite de
ces propos, un autre passage du premier tome des Grundgesetze
est évoqué. Frege y précise de quelle manié¢re I’extension de
concept n’est qu’un cas particulier du parcours de valeurs d’une
fonction :

Dans le cas de fonctions dont la valeur est toujours une valeur de vé-
rité, on peut au lieu de « parcours des valeurs de la fonction » dire
« extension de concept » et il parait opportun d’appeler précisément
concept la fonction dont la valeur est toujours une valeur de vérité.
(1893 : 8 ; cité in Lesniewski 1927 : 200 ; 1989 : 61-62)
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C’est ainsi que Frege délimite, relativement a la notion mathé-
matique de parcours de valeurs (Wertverlauf) d’une fonction, le
champ de parcours de valeurs d’une fonction logique, c’est-a-
dire I’ensemble des objets pour lesquels la fonction prend la
valeur vraie. Mais Frege évite de parler d’ensemble ou de classe
et s’en tient 4 la terminologie de « suite des valeurs d’une fonc-
tion » ou d’« extension de concept » pour marquer 1’antériorité
logique des concepts sur leurs extensions et parce que la notion
d’ensemble comme collection d’éléments s’oppose a son appro-
che extensionnelle du concept. Notons que c’est cette préséance
logique soutenant la distinction entre extension et objets tom-
bant sous un concept qui justifie, a elle seule, de donner a la
notion d’extension un sens autre que celui de « collection »,
« ensemble » ou « multiplicité ». Un concept a toujours une ex-
tension, méme s’il n’a pas d’objets tombant sous lui. Et, comme
I’exprime le passage rapporté plus haut, on peut dés lors parler
en toute 1égitimité d’extension attachée a des concepts vides. Ce
faisant, Frege peut alors définir le nombre zéro comme « le
nombre cardinal qui appartient au concept ‘non identique a soi-
méme’ ».

Pour en revenir a Lesniewski, il se défend de trouver dans les
propos de Frege un quelconque éclaircissement sur 1’affaire des
extensions de concepts car, écrit-il, « I’expression ‘parcours des
valeurs de la fonction’ ne m’est pas plus compréhensible que
I’expression ‘extension d’un concept’ ».

Au-dela des aspects propres a la théorie de Frege, c’est au
total 1’idée classique d’extension d’un concept, autrement dit
d’une multiplicité comprenant tous les objets satisfaisant la pro-
priété définie par le concept, qui se trouve remise profondément
en cause. Les objections de Le$niewski ne vont pas plus loin
dans leurs développements. La seule chose qu’il fait encore va-
loir, comme argument négatif, est le surcroit d’obscurité induit
par la révision apportée par Frege a sa loi V, suite 4 la commu-
nication de 1’antinomie de Russell. Nous avons déja considéré
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ce point dans la section 2.1, indiquant que le trouble relatif aux
extensions de concepts est, pour Lesniewski, porté a son comble
avec la correction de Frege et les propos qui I’accompagnent.

Que retenir de ce qui préceéde ? Tout d’abord une attitude de
critique radicale, imputable au fossé séparant les conceptions
propres au cadre logico-mathématique ensembliste de celles qui
accompagnent les propres convictions de Lesniewski, bien plus
qu'aux difficultés que présentent la notion d’extension de
concept chez Frege. Il est indéniable que Lesniewski ignore dé-
libérément le but poursuivi par Frege et ne cherche en aucune
maniére a discuter la position centrale qu’occupe la notion
d’extension de concept dans sa théorie, & savoir celle de per-
mettre d’aller du concept au nombre. Ses commentaires ne sont
guidés que par I’opposition irrémédiable qu’il y a entre le point
de vue de Frege et le sien en matiére de classes. C’est la raison
pour laquelle Lesniewski n’est pas « sensible » —pour dire les
choses ainsi — aux traits de convergence entre la théorie logique
de Frege et la sienne en matiére d’extensions, malgré leurs di-
vergences conceptuelles. Nous discuterons ce point dans la der-
niére partie de notre étude. On verra alors que si les extensions
de concepts et non les classes ou ensembles répondent au réqui-
sit logique de Frege, le traitement extensionnel proposé par
I’Ontologie réalise aussi, en des termes propres et hors de toute
contrainte ontologique, le programme d’un traitement logique
des extensions qui ne sont pas assimilées 4 des classes ou des
ensembles.

2. La « no-class theory » des Principia Mathematica

Dans les Principles Russell écrit, décrivant le rapport entre
Pextension en tant que multiplicité et 1’extension en tant
qu’unité : « Sans un objet qui soit une unité [a single object]
pour représenter une extension, les mathématiques s’écroulent »
(1903, § 489). On touche 14 au cceur du malheur qui frappa les
logicistes classiques et se déroula autour de la notion de classe
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comme une, le Wertherlauf de Frege, et conduisit Russell a la
théorie des fictions logiques, portée par la technique des défini-
tions contextuelles. C’est avec une telle technique, attestant
qu’'un certain type d’expression fonctionnant en apparence
comme une unité de signification est en fait un symbole incom-
plet, que Russell fit face au probleme crucial de la représenta-
tion de la classe comme multiple’”. Les classes étant traitées
comme des commodités linguistiques, des objets fictifs, il n’y a
rien qui résiste & la nominalisation, et le probléme en cause se
trouve effacé.

Dans la pratique, les choses vont s’incarner ainsi. Les sym-
boles de classes sont rangés parmi les symboles incomplets,
c’est-a-dire les symboles « auxquels on n’attribue pas une si-
gnification 1solement mais qui sont seulement définis en cer-
tains contextes »>. Les définitions contextuelles permettent de
transformer des énoncés contenant certains symboles en énonces
qui ne les contiennent pas, de sorte que I’entité dénotée par le
symbole, lorsqu’il est isolé, apparait comme une fiction. Cela
signifie que si un symbole peut étre défini contextuellement, il
est éliminable de la théorie et que la question du statut ontologi-
que de I’objet qu’il semblait dénoter n’a tout simplement pas a
étre posée. C’est ainsi que les classes sont réduites a de simples
maniéres de parler ou des fictions logiques. Les Principia
Mathematica donnent la définition contextuelle suivante de la
classe :

f{z (¥2)} = ¢t GO)[(VX)( ®!x = ¥x) A f(D! 2)]
Définition *20.01

32 La classe comme multiple n’est pas un sujet logique possible. Il faut donc la munir d’un
représentant, car compter, c’est-a-dire dénombrer des classes de classes, exige que les
classes soient des unités, des entités, pour le dire autrement quelque chose dont on puisse
parler.

33 Whitehead et Russell 1927, 66 ; Russell 1989 : 309.
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Ce qu’on définit n’est pas le symbole de classe « Z (¥z) » isolé-
ment mais une expression de la forme «f{Z (¥z)} » ou f
indique un contexte possible pour le symbole en question, soit
typiquement : « X € ... ». Les auteurs des Principia écrivent que
«la proposition [i.e. le contexte a paraphraser] doit pouvoir
&tre analysée de telle sorte que ce qui était le sujet grammatical
ait disparu ». L’idée qui préside ainsi a la définition contextuelle
des classes est qu’un contexte extensionnel pour un symbole de
fonction permet de faire « comme si » I’extension de la fonction
était I’objet du discours.

Résumons les étapes préliminaires nécessaires a 1’élaboration
de cette définition. Toute fonction propositionnelle a un argu-
ment détermine une classe, considérée comme la totalité des
arguments qui satisfont la fonction. Deux fonctions proposition-
nelles sont dites formellement équivalentes quand « elles sont
équivalentes pour chaque argument possible, ie. quand
n’importe quel argument qui satisfait 1’une satisfait I’autre et
vice-versa »* (formellement, avec pour deux fonctions quel-
conques @ x et WX : (Vx) (@x = ¥x). Dans ce cas, il est possi-
ble de dire que ces fonctions ont la méme extension. On consi-
dérera alors « I’extension comme un objet, appelé classe, que
I’on suppose étre le sujet de tous les énoncés équivalents portant
sur les différentes fonctions propositionnelles équivalentes ».>
Mais cela suppose que ’on a affaire qu’a des fonctions exten-
sionnelles. En effet, la définition de 1’équivalence formelle ne
peut prétendre valoir pour les fonctions intensionnelles. Par
exemple, la valeur de vérité de la proposition « Je crois que tous
les hommes sont mortels » peut étre le vrai tandis que celle de la
proposition « Je crois que tous les animaux rationnels sont mor-
tels » peut-étre le faux, si je crois que le Phénix est un animal
rationnel immortel.

34 1927:72;1989: 18.
35 1927:74;1989:320.
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Les auteurs des Principia proposent alors une méthode per-
mettant de dériver, a partir de toute fonction de fonction, y com-
pris intensionnelle, une fonction de fonction nécessairement
extensionnelle. La méthode est la suivante. Si la fonction de
fonction initiale est f(®!Zz), la fonction dérivée que 1’on écrit
« f{zZ(¥z)} » répond a la définition suivante : « il y a une fonc-
tion prédicative qui est formellement équivalente & WZ et qui
satisfait f». (1989 : 320)

Notons que ce procés de définition de la classe applique
I’axiome de réductibilité, introduit pour faire face a la com-
plexification qu’introduit la théorie ramifiée des types avec les
jugements dans lesquels on a affaire & des notions telles que
« toutes les propriétés de a» ou « toutes les fonctions qui sont
vraies pour I’argument a ». Conformément au principe du cercle
vicieux, il faut spécifier I’ordre des fonctions, sans quoi elles
générent des totalités illégitimes. Mais ce qu’on veut, c’est pou-
voir parler de « toutes les fonctions », quel que soit leur ordre,
pour les attribuer a I’individu a. L’axiome de réductibilité vient
alors nous assurer que pour n’importe quelle fonction donnée,
quel que soit son ordre, il existe une fonction prédicative for-
mellement équivalente, c’est-a-dire coextensive. En langage
symbolique, cet axiome se note ainsi :

@AH(Vx)(Px = fIx) *12.1 Axiome des classes

Autrement dit, si une propriété quelconque vaut pour une col-
lection d’individus, il existe un prédicat déterminé qui vaut pour
la méme collection. Ainsi, « les a-classes forment une totalité
légitime, dérivée de celle des fonctions prédicatives de a».
(1927, Introduction, 111, § 3)

L’extensionalité de la fonction dérivée étant ainsi assurée, on
peut alors considérer cette fonction comme une fonction de
’extension déterminée par la fonction WZ et garantie par
1’équivalence formelle de ¥ Z avec ®! Z. Ainsi, si 1’on consideére
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la fonction intensionnelle précédente, «je crois que tous les
hommes sont mortels » considérée comme une fonction de la
fonction « x est humain », la fonction dérivée sera : « il existe
une fonction formellement équivalente 4 la fonction « x est hu-
main » et telle que je crois que tout terme qui la satisfait est
mortel ». La valeur de vérité de cette fonction dérivée ne sera
pas modifiée lors de la substitution de « x est un animal ration-
nel » & « x est mortel », méme si je crois que Phénix est un ani-
mal rationnel et immortel. (Russell 1991 : 345-346)

Sur la base de ce qui précéde, on arrive a la définition * 20.01
de la classe. On lit « Z(¥z) » dans « f{Z(¥z)} » comme « la
classe déterminée par le fonction ¥ Z », mais ce que ’on appelle
«classe » est simplement 1’extension de la fonction dérivée.
Quant au symbole de classe, il est éliminable au profit de la
formule complexe développée dans le definiens. Le terme de
« classe » n’introduit donc dans le calcul aucune entité nouvelle,
tandis que la classe est réduite 4 une extension pure de fonction.

Nous n’avons fait que présenter sommairement les choses.
Notre intention ne se voulait pas aller au dela d’un examen ra-
pide de I’intention nominaliste des Principia Mathematica et de
la stratégie par laquelle, en rangeant les symboles de classe
parmi les symboles incomplets, c’est-a-dire contextuellement
éliminables, la théorie fait 1’économie des objets d’ordre supé-
rieur que sont les classes et dispense de tout engagement ontolo-
gique A leur égard.

Tournons-nous maintenant vers les critiques formulées par
Lesniewski a I’égard de cette théorie des classes. Ces critiques
se concentrent autour d’un passage de I’ouvrage de Whitehead
et Russell dans lequel est résumé, de maniére trés explicite. le
sort réserveé aux classes. Nous le citons dans son intégralité, en
dépit de sa relative longueur.

Les symboles de classes, comme ceux des descriptions, sont dans no-
tre systéme des symboles incomplets : leurs usages sont définis, mais
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eux-mémes sont supposés ne rien vouloir dire du tout. C’est-a-dire
que les usages de ces symboles sont définis de telle sorte que, quand
le definiens est substitué au definiendum, il ne reste aucun symbole
qui puisse étre supposé représenter une classe. Aussi les classes, dans
la mesure ou elles sont introduites, ne le sont que comme des commo-
dités purement symboliques ou linguistiques, et non comme des objets
authentiques tels que le sont leurs membres lorsque ce sont des indi-
vidus.

C’est une vieille querelle que celle de savoir si la logique formelle de-
vrait s’intéresser principalement aux intentions ou aux extensions. En
général, les logiciens dont la formation fut surtout philosophique ont
pris part pour les intensions alors que ceux dont la formation fut sur-
tout mathématique se sont prononcés pour les extensions. Les faits
semblent les suivants : alors que la logique mathématique exige les
extensions, la logique philosophique refuse d’apporter autre chose que
des intensions. Notre théorie des classes reconnait et réconcilie ces
deux faits apparemment opposés en montrant qu’une extension (/a-
quelle n’est autre chose qu ‘une classe) est un symbole incomplet dont
’emploi acquiert toujours sa signification 4 travers la référence a une
intension.

Dans le cas des descriptions il a été possible de prouver qu'elles sont
des symboles incomplets. Dans le cas des classes nous ne connaissons
aucune preuve aussi bien déterminée, quoique des arguments plus au
moins probants peuvent éfre tirés de l'ancien probléme de 1'Un et du
Multiple*. Cependant il n'est pas nécessaire pour notre propos d'af-
firmer dogmatiquement que les classes n'existent pas. Il nous est seu-
lement nécessaire de montrer que les symboles incomplets que nous
introduisons comme symboles représentant des classes donnent toutes
les propositions pour lesquelles les classes pourraient éire jugées es-
sentielles. Une fois ceci montré, le pur principe de l'économie des no-
tions primitives conduit & n'introduire ces classes que comme des
symboles incomplets.

*Ces arguments se raménent en peu de mots a ceci: S'il existe un
objet tel qu'une classe, alors il doit étre, en un certain sens, un objet.
Cependant c'est uniquement de classes qu'on peut prédiquer plusieurs.
C'est pourquoi si nous admettons les classes comme objets, nous de-



54 Nadine Gessler

vons supposer que le méme objet peut étre 4 la fois un et multiple, ce
qui semble impossible. (Whitehead et Russell 1925 : 71s.; cité in
Lesniewski 1989 : 63 ; 1927 : 202-3)

La premicre partie de cet extrait inscrit donc les symboles de
classe parmi les symboles incomplets et justifie 1’application a
leur égard de la définition d’usage qui, comme nous ’avons
explicité, rend compte de maniére purement contextuelle de la
signification des symboles incomplets en paraphrasant dans le
definiens le contexte ou il semble que I’on fasse référence 2 des
entités, de sorte que toute référence a ces entités ait disparu.

La deuxiéme partie mentionne le vieux conflit autour de la
question de savoir si la logique formelle est extensionnelle ou
intensionnelle, les logiciens de I’extension étant plutét mathé-
maticiens, tandis que les logiciens philosophes restent attachés
au point de vue de I’intension. Dans les Principia Mathematica,
écrivent les auteurs, le traitement des extensions comme des
symboles incomplets réconcilient ces deux points de vue — 1’in-
tension étant fondamentale.

Dans la troisiéme partie, les auteurs « avouent » qu’il n’a pas
ét€ possible de prouver que les classes sont réellement des fic-
tions symboliques, bien que 1’on puisse puiser des arguments
dans le vieux probléme de I'Un et du Multiple. Et ils précisent
que le refus d’affirmer 1’existence des classes ne s’assimile pas a
affirmation dogmatique qu’elles n’existent pas. Comme
I’écrira par la suite Russell dans son Introduction ¢ la philoso-
phie mathématique : « Nous restons simplement agnostiques a
leur égard ; nous disons comme Laplace : ‘Je n’ai pas besoin de
cette hypothése’. » (1991 : 341)

Les commentaires de Le$niewski tiennent en trois points dont
la conclusion sera celle d’un constat d’inintelligibilité des expli-
cations données par Whitehead et Russell. Au sujet du deuxiéme
passage touchant a la vieille querelle du conflit des points de
vue de I’extension et de 1’intension, Lesniewski reléve que si les



Lesniewski, lecteur de Frege 99

auteurs font usage d’expressions dans lesquelles apparaissent
des symboles de classes, traitées comme des commodités lin-
guistiques ou symboliques, ils ne s’expliquent pas sur ce qu’est
une classe au sens admis par eux, c’est a dire comme extension
de concept.

Il souligne également que, bien qu’ils n’aient pu prouver
I’inexistence des classes,

les auteurs ne croient tout de méme pas qu’un objet soit une classe au
sens donné et tiennent tout a fait sérieusement compte de 1’argument
affirmant dans I’astérisque que [...] si nous admettons les classes
comme objets, nous devons supposer que le méme objet peut étre a la
fois un et multiple, ce qui semble impossible. (1989 : 64 ; 1927 : 203)

Enfin, le dernier point fait apparaitre que si les auteurs refu-
sent d’admettre 1’existence d’objets qui sont des classes —au
sens admis plus haut, ils n’ont aucun doute quant a 1’existence
d’objets qui sont des symboles de classes. Par ailleurs, ajoute
Lesniewski, ils abondent en fagons de parler qui ont pour seul
effet d’obscurcir leur position. L’attaque se cristallise a ce stade
autour du fait que I’expression « une extension (laquelle est la
méme chose qu’une classe) est un symbole incomplet » doit
signifier la méme chose que « le symbole de I’extension (la-
quelle est la méme chose qu’une classe) est un symbole incom-
plet ». Il s’ensuit le commentaire qu’une telle chose, prise a la
lettre,

peut éveiller chez le lecteur un soupgon, en désaccord avec la réalité,
relatif 4 la considération par les auteurs, & certains moments, non seu-
lement des ‘symbols for classes’ mais encore des classes elles-mémes
comme ‘incompleie symbols’, donc comme ‘genuine objects’ d’un
genre particulier. (/bid.)

C’est donc de ce qui précéde que découle le constat
d’inintelligibilité posé par Lesniewski. Il écrit ne pas compren-
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dre ce que Whitehead et Russell entendent par « classe » ni par
« extension » et ainsi ne pas savoir « de quels objets ils exami-
nent D’existence ou Pinexistence, lorsqu’ils considérent
I’existence ou I’inexistence des objets qui sont ‘des classes’ ».
De 1a s’ensuivent les propos suivants qui scellent ensemble les
critiques dirigées contre Frege et les auteurs des Principia. On
en appréciera le ton :

En reconnaissant dans I’odeur caractéristique qui me parvient des
classes de MM. Whitehead et Russell comme dans celle que dégagent
les ‘extensions de concepts’ de Frege, I’odeur des spécimens mythi-
ques provenant de la riche galerie des objets ‘inventés’, j’aurais ten-
dance a épouser les doutes des auteurs sur le fait que des objets qui se-
raient de telles ‘classes’ existent dans le monde. (1989 : 65; 1927 :
205)

Quel regard porter sur ces critiques ? Elles sont la marque d’une
divergence profonde, ancrée tout comme pour Frege dans la
conceptualisation de la classe propre 4 Lesniewski. Les
Principia font valoir un procédé de définition contextuelle de la
classe, celui-ci ayant pour finalité d’exclure les expressions de
classe de la catégorie des noms propres en se dispensant de toute
hypothése quant a leur existence, alors que, pour Lesniewski, les
expressions de classe sont des noms singuliers désignant des
« objets authentiques », au contraire de ce qui est affirmé dans le
premier passage de 1’extrait rapporté.

Quant aux difficultés relevées et qui ont partic lide avec le
traitement des classes comme des symboles incomplets, il faut
bien avouer — a la défense des auteurs des Principia — qu’elles
ne sont guere contournables au vu de I’intention nominaliste qui
supporte la théorie des fictions logiques, a savoir effacer
’apparence référentialité de ces symboles. Mais il n’est pas de
I’intention de Le$niewski de reconnaitre le bien-fondé, ou pour
le moins I’efficacité thérapeutique de ce nominalisme instru-
mental, au vu des problémes qu’il s’efforce de surmonter, nomi-
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nalisme dont les auteurs durent s’accommoder, faute de mieux.
Les critiques formulées prennent place & 1’extérieur de la cons-
truction logique des Principia et sont exclusivement dirigées par
les convictions de Lesniewski au sujet du statut et de la nature
des classes. Et, tout comme pour Frege, elles ne révelent aucune
trace de velléité d’une confrontation des édifices respectifs pour
en discuter la similarité de certains traits, fussent-ils ancrés dans
des conceptions logiques profondément différentes, ni d’une
caractérisation explicite des difficultés qui se trouvent déliées
dans le paradigme lesniewskien.

On ne peut manquer toutefois de reconnaitre un point de res-
semblance que suggére immédiatement le rapprochement des
deux édifices, pour autant que 1’on « oublie » le point de vue sur
les classes porté par la Méréologie pour se tourner vers le lan-
gage logique dont elle est redevable. L’Ontologie est elle aussi
une « no-class theory », en ce sens que 1’on n’y trouve pas de
classes distributives, a la différence majeure que cette éradi-
cation ne nécessite aucun stratagéme ni ne répond & aucune dif-
ficulté, mais réalise naturellement, via les modes formels spéci-
fiques a la théorie, le projet d’un traitement purement distributif
des extensions.

Pour finir, nous considérerons un dernier passage cité par
Lesniewksi, extrait de I’Introduction a la philosophie mathéma-
tiqgue de Russell. Ce dernier résume clairement la situation en ce
qui concerne le refus par les logicistes d’une conception pure-
ment extensionnelle des classes, ¢’est-a-dire comme des collec-
tions d’objets.

Nous ne pouvons pas prendre les classes de maniére purement exten-
sionnelle comme de simples tas ou conglomérats. Si nous voulions es-
sayer de le faire, nous trouverions impossible de comprendre ot peut
bien se trouver une classe comme la classe vide, laquelle n’a pas
d’éléments du tout et ne peut pas étre tenue pour un ‘tas’ ; il nous se-
rait aussi trés difficile de comprendre qu’une classe qui n’a qu’un
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€lément ne soit pas identique & celui-ci. Je n’ai pas l’intention
d’affirmer ou de nier qu’il y ait des entités telles que les ‘tas’. En tant
que logicien mathématique je ne suis pas appelé & avoir une opinion a
ce sujet. Tout ce que je maintiens c’est que, s’il existe des choses
comme des tas, alors nous ne pouvons pas les identifier aux classes
composées de leurs constituants. (Russell 1919: 183 ; cité in
Lesniewski 1989 : 65 ; 1927 : 205)

Cette variation sur le theme du tas est tout a fait exemplaire des
rapports conflictuels qu’entretient Le$niewski avec les théories
des classes de ses contemporains logicistes. D’un c6té, le pro-
bléme de la classe vide et celui de ’assimilation d’une classe-
unité 4 son seul élément sont des arguments en faveur du refus
d’une conception collective des classes ; de I’autre, ils sont soli-
daires de cette méme conception, & laquelle est accordée une
absolue primauté dans 1’élaboration d’une théorie des classes.

Ainsi que le souligne Le$niewski, la terminologie de Russell
est en désaccord total avec la sienne. Si I’on suit le passage cité,
« le fait qu’un objet P soit un ‘tas’ de tels ou tels a, composé de
tous les a, ne serait pas encore pour M. Russell un motif suffi-
sant pour affirmer que 1’objet P est une ‘classe’ ». Or,

[...] conformément a 1’emploi que je fais des termes ‘ensemble’ et
‘classe’ ainsi que compte tenu de la maniére de se servir du terme
‘tas’ dans le langage courant [...], je peux toujours dire du ‘tas’ de
n’importe quel @ qu’il est un ensemble de a et du ‘tas’ des a composé
de tous les a qu’il est la classe des a. [...] Si je ne me trompais pas en
supposant, en raison du passage cité plus haut, que la classe de tels ou
tels a, au sens de M. Russell, se composerait, si elle existait, des a en
tant que ses ‘constituants’, alors il serait impossible que la classe des
a, au sens de Frege, laquelle ne se compose prétendument pas des a,
fit simultanément la classe des a, au sens de M. Russell. La difficulté
de comprendre la différence entre le ‘tas’ des a et la ‘classe’ des g, si
les deux existaient, et si ’un et 1’autre se composait de tous les a, est
pour moi d’une difficulté insurmontable. (1927 : 205 ; 1989 : 65-66)
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Ces commentaires sont étonnants ! IlIs le sont pour la lecture
dévoyée des propos de Russell par la conception collective dont
Lesniewski se réclame et qui ne fait pas cas de la construction
logique dont les propos en question sont solidaires. Mais ils le
sont aussi pour la lucidité tenace avec laquelle Lesniewski dé-
nonce, toujours a 1’aune de sa propre position sur les classes, les
confusions et incompréhensions provoquées par la lecture des
textes des logicistes et qui, il faut bien le concéder, témoignent
d’une défaillance profonde portée par leur paradigme.

3. Regards sur Frege, critique de Schrider

Le cceur de ce chapitre bat au rythme de ’article de 1895 de
Frege dirigé contre 1’algébre de la logique de Schréder,
« Kritische Beleuchtung einiger Punkte in E. Schrdder’s
Vorlesungen tiber die Algebra der Logik »%. Ce texte est fonda-
mental, tant pour la perspicacité et la précision exemplaires dont
Frege y fait preuve que la lecture critique qu’en fit Lesniewski.
Comme nous 1’avons indiqué au début de notre étude, Frege y
reproche 4 Schroder de placer au premier plan la notion
d’extension, de telle sorte que 1’on ne peut avoir des classes
qu’une conception agrégative. Il dénombre dans la méthode de
Schroder un certain nombre de difficultés, parmi lesquelles
I’impossibilité de disposer de la classe vide et celle résultant de
I’assimilation des classes unités aux individus qui les compo-
sent. Finalement, le but de sa critique est de faire valoir sa pro-
pre conception des classes, a savoir que, en matiére de logique,
I’extension ne peut se dire que d’un concept, ce dernier ayant
une primauté de droit sur la premiere. Quant & Lesniewski, c’est

36 Dans ce qui suit, nous nous approprions les propos de Frege sans indiquer leur référence
exacte dans D’article. Par contre, nous indiquons celles concernant Schréder dont nous
transcrivons en note le texte original correspondant aux traductions en frangais données dans
le texte.
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en tant qu’ardent défenseur de sa théorie des classes collectives
qu’il apparait comme lecteur critique du texte Frege, tout 3 la
fois complice et pourfendeur, au gré des convergences et diver-
gences entre sa position et celle de Frege.

Schrdder se trouve ainsi au milieu d’un débat dans lequel les
protagonistes — dont chacun n’a rien & envier au ton polémique
de I'autre — visent & confirmer, sans contestation possible, la
validit¢ de leur théorie. C’est pourquoi il nous est apparu juste,
et également nécessaire, de lui donner dans un premier temps la
parole, en mettant ’accent sur les éléments clefs et la méthode
qui guident la construction de son algébre de la logique. Sans
I’esquisse de cette derniére, il est en effet difficile de mesurer
pleinement la portée de 1’analyse critique développée par Frege
ainsi que celle de Lesniewski a 1’égard de cette analyse.

Ce chapitre sera scandé en deux mouvements. Nous com-
mencerons par donner un apergu de 1’algebre de la logique de
Schroder tout en incluant, au fil de la lecture de texte de Frege,
les commentaires de ce dernier ainsi que les réactions de
Lesniewski a leur sujet. Ensuite, & la lumiére de ’appareil criti-
que ci-dessus mentionné, nous procéderons & une confrontation
des trois théories, afin d’essayer de saisir et d’évaluer, au-dela
des différences de méthode et des positions affichées de chacun,
leurs points de coincidences et d’écarts. Nous confronterons
ainsi, non seulement Frege et Le$niewski, mais également
Lesniewski et Schréder via Frege en insistant sur les affinités
que Frege, dans sa recension critique de 1’algébre de la logique
de Schroder, rend manifestes entre cette derniére et 1’édifice
logique €laboré par Lesniewski.

3.1. Le calcul des domaines de Schrider : présentation
générale

Dans le tome I de ses Vorlesungen iiber die Algebra der
Logik, Schroder développe ce qu’il appelle un « calcul identique
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des domaines d’une multiplicité » [Identischer Kalkiil mit
Gebieten einer Mannigfaltigkeit]. L’ adjectif « identique » a pour
but de distinguer ce calcul du calcul arithmétique ordinaire au-
quel Schroder emprunte les notations usuelles. Ce calcul est
susceptible de recevoir plusieurs interprétations, parmi lesquel-
les on trouve le calcul des classes, le calcul des propositions ou
encore la théorie des groupes37. C’est I’interprétation logique en
termes de classes qui est au cceur de la recension critique de
Frege et, partant, de notre étude.

Il faut noter — ce que Frege ne manque pas de faire égale-
ment— que la démarche de Schrdder est « parasitée » dés le dé-
part par des considérations logiques et qu’il n’est pas toujours
facile de faire la part exacte des choses, entre calcul et logique.
Cela est dii au fait que Schréder développe tout d’abord lon-
guement son intention d’élaborer une algébre de la logique
avant d’en venir 2 la présentation méme du calcul des domaines
et, ensuite, & son interprétation en termes de classes.

Schroder entend par « domaine » un ensemble d’individus
appartenant & une multiplicité, et par « multiplicité » une collec-
tion « de choses quelconques — objets de notre pensée en géné-
ral — considérées comme des ‘éléments’ ou des ‘individus’. Ces
derniers peuvent étre donnés d’emblée dans leur totalité (ou
dans une de leurs parties) mais aussi étre simplement précisés
conceptuellement (dans une autre partie ou dans leur totalité)
d’une maniére ou d’une autre ». (1890 : 246) En d’autres ter-
mes, toute agrégation d’éléments de la multiplicité est appelé un
domaine.

La relation fondamentale entre domaines est la relation
d’inclusion. Schréder 1’appelle subsomption et la représente par
le symbole €. Ainsi, la proposition a € b ou les lettres a et b

37 Schroder 1890 : 160. Notons qu’a strictement parler, I’interprétation en termes de calcul des
domaines est une interprétation parmi les autres. Mais Schroder ne déroule pas jusqu’a son
terme la nature proprement abstraite de son calcul, méme s’il s’approche au plus prés de
I’idée d’un calcul indépendant de ses interprétations.
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représentent des domaines, exprime que le domaine a (le
domaine du sujet) est contenu [enthalten] dans le domaine b (le
domaine du prédicat)*®.

Le signe de I’égalité « =» dans une proposition telle que
«a=b» exprime que les termes a et b sont des noms pour le
méme objet de pensée®. Schroder fait ici explicitement usage du
terme de « nom », dans un sens que 1’on trouve aussi chez Frege
et Lesniewski, et qu’il faut entendre comme chez Lesniewski au
sens large : toute expression nominale, simple ou composée,
porteuse d’une fonction référentielle singuliére est assignée a un
nom propre.

Le calcul repose sur deux principes [Grundsatzen], en réfé-
rence a la relation fondamentale de subsomption. Ils en détermi-
nent les propriétés de réflexivité — tout domaine est inclus dans
lui-méme — et de transitivité — si un domaine est inclus dans un
second, et celui-ci dans un troisiéme, alors le premier est inclus
dans le troisiéme. Soit :

Principe I : a € a (cette proposition se lisant « a est a »).
Principe I :sia€betb€c,alorsa€c

L’identité entre deux domaines a et b , symbolisée « a =b », est
définie par la conjonction de a € b et b € a*!

A ces deux principes, s’ajoutent les définitions duales de
deux domaines particuliers, O et 1 :

Defy:0€a
Defi:a€1

38 Schréder 1890 : 159. « Als erste Beziehung, welche zwischen zwei Gebicten a und b
bestehen kann, fassen wir nun im identischen Kalkiil die Bezichung der Subsumtion : a € b
in’s Auge, die uns ausdriicken witd, dass das Gebiet a (das « Subjekigebiet ») sich dem
Gebiete b (dem « Prddikatgebiet ») einordne, dass a in b enthalten sei. »

39 Ibid.: 128.

40 Ibid. ; 168 et 170. Schréder parle du principe II en termes de régle syllogistique d’inférence.

41 Ibid.: 184,
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Schroder parle de zéro identique [identische Null] et de un
identique [identische Eins]*®. 0 est donc un domaine qui est
contenu dans tout domaine de la multiplicité, tandis que 1 est un
domaine dans lequel est contenu tout domaine de la multiplicité.
Sans en spécifier pour ’heure les difficultés qu’ils recélent, no-
tons déja que ces objets sont au coeur du débat & venir.

Ensuite sont introduits le produit identique [identische
Multiplikation] et la somme identique [identische Addition]
entre domaines. Notées respectivement « ab » et «a + b », ces
opérations correspondent a ce que nous appelons communément
I’intersection et la réunion. Elles sont définies ainsi :

Def(y) : ¢ € ab signifiequec€aetc€b.
Def(+) :a+b€csignifiequea€betb€ c®.

Ces éléments introductifs exposés sans plus de commentaires,
tournons-nous maintenant vers la question du rapport de ce cal-
cul des domaines a son interprétation dans le domaine logique,
en tant que calcul des classes. Comme indiqué, nous nous réfe-
rerons a I’article de Frege de 1895, tout en considérant les réac-
tions qu’il provoque chez Lesniewski.

3.2. Du calcul des domaines a la logique

1. La classe universelle

11 nous faut tout d’abord préciser le point de départ de 1’étude
critique de Frege, ce que nous n’avons pas encore fait. Il s’agit
du refus par Schroder que le domaine 1 soit assimilé, dans son
algébre de la logique, a la classe universelle de Boole, c’est-a-
dire « I’Univers [...] la seule classe ou 1’on trouve tous les indi-

42 Ibid. : 188. 1l s’agit chez Schroder des définitions Def (2,) et Def (24).
43 Ibid. : 196-97. Soit pour Schrder les définitions Def(3,) et Def(3.).



64 Nadine Gessler

vidus qui sont éléments d’une classe quelcongue »*. D’aprés
Schroder, « une classe aussi vaste, et pour ainsi dire ouverte de
toutes parts » se révele étre un objet paradoxal, en ce sens
qu’elle est source de contradictions et ne saurait donc pas étre
admise telle quelle au sein de 1’algébre de la logique. C’est ce
que Schroder prétend démontrer et face a quoi il propose un
amendement, avec lequel il restreint les conditions
d’interprétation de 1. Mais la démonstration est fallacieuse,
méme si ’affirmation du caractére paradoxal de la classe uni-
verselle est correcte, comme devaient le montrer par la suite
Zermelo et Russell en exhibant le paradoxe des ensembles ou
classes qui ne sont pas €léments d’eux ou d’elles-mémes. Quant
au remede proposé par Schroder, il s’apparente 4 une théorie
simple des types. Celle-ci est toutefois prise en défaut en raison
de I’assimilation que fait Schrider entre les classes unités et les
individus qui les composent, comme nous I’examinerons en
détail avec Frege.

La tdche que se fixe des lors Frege, dans l’article, est de
montrer que le calcul des domaines ne peut pas prétendre
conduire a la logique, comme le pense Schrider. S’il peut surgir
de I'univers de discours de Boole une contradiction, ¢’est parce
que Schroder, en cherchant a rejoindre la logique par un calcul
des domaines accordant la primauté a une conception extension-
nelle, a franchi implicitement les limites de celui-ci sans se ren-
dre compte que, ainsi, « voisinent deux théories des classes et
des extensions, I’une grossiére et informe, I’autre plus fine et la
seule utilisable en logique », selon les propos de Frege que nous
avons déja cités (1895: 453). Formulée autrement,
I’appréciation de Frege est que

44« the only class in which are found all the individuals that exist in any class .» (Boole 1854 :
47)
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le calcul des domaines, loin d’étre d’une quelconque utilité pour la lo-
gique, ne peut que détourner de la bonne route. (1895 : 445)

Examinons donc de quelle maniére Schréder s’est perdu en
chemin®

2. Les domaines comme des classes collectives

Restons pour un moment encore dans le calcul des domaines
ol on a affaire & une conception qui fait de I’extension une col-
lection, un agrégat ou une multiplicité. Il est alors loisible,
comme le remarque Frege, de substituer au terme de «do-
maine » celui de « classe », compris dans le sens de classe col-
lective. La relation fondamentale de « subsomption » n’exprime
alors que le rapport d’une partie a un tout.

Nous pourrions dire « classes » & la place de « domaines », si nous
prenons les classes comme des touts collectifs, tel une forét, par
exemple, et ne les mettons pas en relation avec les concepts. [...] Ce
que M. Schréder appelle « inclusion » ou « subsomption » n’est ici, &
proprement parler, rien d’autre que la relation de partie a tout, com-
prise de telle maniére qu’un tout peut étre traité comme une partie de
lui-méme. (1895 : 434)

Cela étant, Frege poursuit son analyse en déroulant jusqu’a leur
terme les conséquences de cette approche collective. Il observe
que si I’on appréhende une classe comme un tout collectif, a
’image d’une forét ou d’une armée, « il n’est pas nécessaire de
disposer des termes « élément » ou individu » /[c’est-a-dire au
sens qui est le leur sous une conception distributive de la
classe]. La divisibilité d’une classe peut étre envisagée ad
infinitum®® ». Par exemple, si seuls les individus soldats sont
membres de la classe distributive des soldats de 1’armée, en re-

45 Frege n’a, quant & lui, pas apergu derriére ’analyse de Schréder 1’ombre d’un paradoxe a
venir.
46 Frege 1895 : 434.
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vanche, soldats, compagnies, régiments et toute collection arbi-
traire de chacun d’eux ou de leurs parties sont éléments de la
classe collective des soldats de 1’armée.

Frege souligne a ce stade que ’usage des termes de « classe »
ou de « multiplicité » est propice a obscurcir les limites du ter-
rain sur lequel on se situe. Car, de par I’utilisation fréquente de
ces termes en liaison avec un mot-concept, comme lorsqu’on
parle par exemple de « multiplicité de points » ou « de multipli-
cit¢ d’arbres », une dimension logique est introduite. Or, la no-
tion d’extension entendue comme une collection, et qui est celle
du calcul des domaines, ne nous autorise pas a associer les ex-
tensions aux concepts et — ce sera le nceud de la discussion a
venir — nous met dans 1’impossibilité de parler d’extension
nulle. C’est pourquoi Frege juge qu’il serait préférable d’éviter
les termes de « multiplicité », « classe », « élément », « sub-
somption » et d’utiliser en lieu et place de celui de « multipli-
cité » quelque chose comme « domaine principal ». En marquant
ainsi ’axe purement extensionnel, on éviterait de glisser de ma-
niére de maniere implicite vers une lecture en termes de
concept.

La discussion qui précéde demande de s’arréter sur
I'interprétation des domaines en termes de classes collectives
définies comme des touts composés de parties. Car ce que Frege
dessine dans son analyse, c’est le portrait de la classe collective
telle qu’elle est mise en ceuvre dans la Méréologie de
Lesniewski. Considérons a ce titre la définition de la classe col-
lective que I’on trouve dans la premiére axiomatique de la Mé-
réologie, publiée en 1916.

Dfx; : Pour tout A et b, A est la classe des b si et seulement
si trois conditions sont remplies :

I. A estun objet.
II. Chaque b est élément de A.
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III. SiC est un élément de A, alors il existe un élément de
C qui est élément d’un b.

Ainsi que le reléve Frege, 1a ol n’a comme éléments, avec la
classe distributive des objets a, que les a, en revanche avec la
classe collective des a, on a comme éléments n’importe quelle
partie, agrégat de parties, pour le dire autrement n’importe quel
ingrédient de I’entité collective générée par les objets a. Cette
divisibilité a I’infini, qui ne saurait se heurter qu’a des éléments
atomiques, est portée par la clause III de la définition. Pour re-
prendre ’exemple d’une armée de soldats proposé par Frege, si
A est la classe collective des soldats de I’armée en question, on
trouve comme éléments, parmi ce tout collectif, certes les sol-
dats (clause II), mais également n’importe quel élément, au sens
méréologique d’ingrédient. Si ’on prend comme élément C la
collection de trois soldats du 1% régiment — & supposer qu’il y en
ait plusieurs— on trouve bien un élément de C, par exemple la
téte d’un des soldats, qui est élément d’un soldat, en
I’occurrence celui & qui appartient la téte (clause III).

3. Les individus sont des classes

Schréder assimile tout individu a une classe, celle qui ne
contient que cet individu, et toute classe contenant plusieurs
individus est également assimilée & un individu.

Un individu peut étre désigné comme une classe qui ne contient que
cet individu. Chaque objet de pensée peut étre défini comme un tel in-
dividu. [...] Mais également tout classe qui contient plusieurs indivi-
dus peut aussi étre représentée comme un objet de pensée, et donc
comme un individu (dans un sens ou cet individu est « relatif » a des
classes d’un niveau supérieur)*’.

47 Schroder 1890 : 148. Und auch ein Individuum mégen wir bezeichnen als eine Klasse,
welche eben nur dieses Individuum selbst enthilt. [...] Auch jene Klasse aber, die selber
eine Menge von Individuen umfasst, kann wieder als ein Gedankenking und demgemdss
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Ce point de vue est conforme avec une appréhension purement
extensionnelle des classes, ce qu’exprimait Russell dans les pro-
pos considérés plus haut :

Nous ne pouvons pas prendre les classes de maniére purement exten-
sionnelle comme de simples tas ou conglomérats. Si nous voulions es-
sayer de le faire [...] il nous serait [...] trés difficile de comprendre
qu’une classe qui n’a qu’un élément ne soit pas identique a celui-ci.

L’identification des classe singuliéres & leur unique élément
n’est pas problématique quand on en reste 4 un pur calcul des
domaines, mais elle le devient avec ’appropriation de ce calcul
comme une logique des classes. On verra Frege partir en guerre
contre elle tandis que Lesniewski la défendra avec force car, si
une telle assimilation ruine de 1’intérieur la logique de Schroder,
elle est constitutive de la théorie collective des classes.

4. L’interprétation proprement dite en termes de classes

S’agissant de la lecture des domaines en termes de classes
collectives, Frege a montré ce qu’il en découlait quant a
I’appréhension de la notion d’élément, I’interprétation distribu-
tive ne pouvant plus étre tenue pour inhérente. Jusqu’a ce stade,
les traits constitutifs de ce calcul, ancré dans une conception
purement extensionnelle ou agrégative, sont cohérents, 2 la res-
triction pres cependant de 1’introduction du 0, le domaine vide,
dont la légitimité est contestable. Il constitue en effet une en-
torse a un point de vue collectif des domaines puisque, si ce sont
les objets qui font le domaine, on ne peut pas disposer de do-
maine vide. Mais Schroder a besoin du domaine vide. En effet,
si deux domaines n’ont pas de partie commune, le produit iden-
tique — I’intersection — ne sera pas définie. Suite a I’introduction
du produit et de 1a somme identique, Schroder écrit :

auch als ein « Individuum». (im weiteren Sinne, z. B. «relativ» in Bezug auf hohere
Klassen) hingestellt werden,
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Ici on voit pour la premiére fois une raison & ’introduction des sym-
boles 0 et 1, telle qu’elle a été faite avec la définition 2. Le fait qu’on
ajoute des symboles a la multiplicité des domaines [...] se justifie par
le fait qu’on peut maintenant parler toujours de a.b et a+b. Relative-
ment au produit a.b, cela est possible seulement par ’introduction du
0 [...]. Si nous n’avions pas le 0, cela ne serait pas le cas. C’est la
mission et le mérite du zéro que de pouvoir produire cela®®.

Comme I’écrit Frege dans son introduction aux
Grundgesetze, « Schroder invente son zéro et s’empétre dans de
grandes difficultés » (1893 : 3 ; trad. in Belna 1996 : 343). Ce
sont ces difficultés que Frege exhibe et qui constituent le fil
rouge de son analyse ou la traduction du zéro identique du cal-
cul des domaines par la classe vide est 1’expression méme de
I’impasse dans laquelle Schréder s’est engagé, en introduisant
une classe au sens d’extension de concept, dans un calcul des
domaines qui ne peut la recevoir.

Que se passe-t-il avec Iinterprétation en termes de classes ?
Les lettres a, b, etc., attribuées pour les domaines, sont mainte-
nant interprétées comme des classes, c’est-a-dire comme des
concepts pris en extension. Le signe de I’inclusion qui, dans la
proposition a € b, exprimait précédemment une relation de partie
a tout entre le domaine a et le domaine b, correspond maintenant
a la copule « est » ou « sont ». La proposition a € b est ainsi lue
«a est b» ou «tous les a sont b » et Schréder appelle mainte-
nant a le concept-sujet et b le concept-prédicat.

Relevons d’emblée la confusion qui peut naitre d’une telle
lecture. En faisant correspondre le signe « € » a la copule, le
danger est grand, en lisant une subsomption a € b comme « a est

48 Schroder 1895: 197. « Hier tritt zum ersten mal ein Beweggrund zutage, der fiir die
Einfithrung der Symbole 0 und 1 spricht, wie sie mittelst Def(2) vollzogen worden. Die
zuzichung dieser Symbole zu der Mannigfaltigkeit der Gebiete hat ndmlich [...] dass num
von a.b und a+b stets gesprochen werden kann. In Bezug auf das Produkt ab wird dies durch
die Einfihrung der 0 [...]. Hitten wir nicht die 0, so wire es nicht der Fall; es ist die
Mission und das Verdienst der Null, dass sie dies bewirkt .»
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b », de confondre la relation d’inclusion entre classes avec celle
de I’appartenance d’un objet & une classe, cette derniére relation
n’étant pas marquée par Schroder qui ne dispose que du sym-
bole €. Schroder n’a pas échappé a cette confusion, comme nous
aurons I’occasion de le vérifier.

Ce que va dés lors montrer Frege, c’est que la démarche de
Schroder donne lieu 4 des méprises. L’entrée en scéne du
concept suppose des distinctions qui sont superflues dans un pur
calcul des domaines qui n’exige que la relation de partie a tout,
mais qui deviennent nécessaires dans le champ de la logique. I
faut en effet distinguer entre la relation de subsomption d’un
objet 4 un concept et celle de subordination d’un concept & un
autre concept.

II devient nécessaire, et possible, de distinguer entre la sub-relation
[relation d’inclusion] et la subter-relation [relation d’appartenance]
seulement quand nous quittons le pur calcul des domaines. Sitdt que
nous adoptons le mode de traduction mentionné auparavant, et que
nous prenons en considération les concepts, nous passons dans le do-
maine de la logique. (1895 : 442)

Les conséquences de 1’absence d’une telle distinction chez
Schroder sont flagrantes dans 1’analyse avec laquelle il prétend
fonder son rejet de 1'univers de discours de Boole. Voyons donc
cette analyse.

3.3. Conflits

1. Le rejet de la classe universelle de Boole par Schrider
Le propos de Schroder est de montrer

qu’on ne saurait admettre par 1 une classe aussi vaste, et pour ainsi
dire ouverte de toutes parts, que celle qu’on a précédemment présen-
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tée comme 1’« Univers de discours » de Boole.* (trad. in Rivenc, de
Rouilhan 1992 : 188)

L’argument présenté, en résumé, est que la classe unité compo-
sée de 1 doit contenir aussi 0, ce qui permet de dériver la for-
mule 0=1. Le déroulement de pensée de Schroder est le suivant.

S’il en est ainsi [si on entend par 1 l'univers de discours de Boole] 0
devrait étre contenu® dans toutes les classes susceptibles de procéder
de la multiplicité 1, en sorte que la forme 0 € g étant valide, 0 serait
sujet de n’importe quel prédicat.

A supposer que nous entendions par a la classe des classes de multi-
plicité égales a 1, [...] alors cette classe n’engloberait effectivement
qu’un objet unique, le symbole 1 lui-méme”’, ¢’est-a-dire la multipli-
cité qui constitue son objet, mais également aussi « rien » et, par
conséquent, 0. En supposant alors que 1 et 0 constituent la classe des
objets tenus pour identiques & 1, il faudrait tenir pour légitime, non
seulement 1=1, mais aussi 1=0. En effet, un prédicat qui convient a
une classe (dans le cas qui nous intéresse le prédicat « identiquement
égal 2 1 » doit également, conformément au principe II, convenir &
chaque individu de cette classe®. (Ibid. : 189)

49

50

51

52

Schroder 1890 : 245. « Am letzten Beispiel, der Subsumtion 0 € 1, lisst sich {ibrigens schon
darthun, dass es in der That unzulassig ist, unter 1 eine so umfassende, sozusagen ganz
offene Klasse, wie das oben geschilderte « Universum des Diskussionsfihigen » (von Boole)
zu verstehen ».

Le verbe « contenir » (« enthalten ») signifie 4 la fois, de maniére ambigug, « inclure et
posséder comme élément ».

Frege ne manquera pas de reprocher & Schréder d’identifier la classe et le symbole lui-
méme(cf. infra)

Schroder : 245, « Wie ausgemacht ist, sollte ndmlich 0 in jeder Klasse, welche aus der
Mannigfaltigkeit 1 herausgehoben werden kann, mitenthalten sein, sodass 0 € a gilt, 0 sollte
Subjekt zu jedem Pridikate sein .

Verstiinden wir nun unter a die Klasse derjenigen Klassen der Mannigfaltigkeit, welche
gleich 1 sind, [und dies wire ja, wenn wir alles Denkmdgliche in die Mannigfaltigkeit 1
hereinzichen diirfen, gewiss erlaubt], so umfasste diese Klasse wesentlich nur ein Objekt,
némlich das Symbol 1 selbst, bezichungsweisse das Ganze der Mannigfaltigkeit, die seine
Bedeutung ausmacht —ausserdem aber auch “nichts,, milhin 0. Da nun also 1 und 0 die
Klasse derjenigen Objekte ausmachten, welche gleich 1 zu gelten haben, so miisste nicht
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Que se passe-t-il ici précisément ? Schroder rappelle tout
d’abord que 0 € a est une formule valide, quel que soit le do-
maine a. Si on suppose que a correspond 2 la classe des classes
de multiplicité égales a 1, cette classe contient ’objet 1 lui-
méme, mais elle contient aussi 0, suivant Def,. D’ou Schroder
conclut qu’il faut tenir pour valides 1=1 et 1=0. Que conclure ?
Schrdder confond les relations d’appartenance et d’inclusion : 0,
en tant que classe vide correspondant au concept de « rien », est
inclus dans la classe a, composé du seul objet 1, de la méme
manicre qu’il est inclus dans toute classe ; mais la classe a ne
contient pas 0 comme élément. La confusion entre ces deux re-
lations ressortit & I’assimilation que Schréder fait, suivant sa
conception collective des classes, de la classe-unité composée
de I’objet 1 —a strictement parler la classe 1 — a cet objet lui-
méme.

SiI’on considére la fin du passage, Schréder raisonne ainsi. 11
appréhende 1’égalité comme un prédicat unaire, soit « identi-
quement égal a», et pose 1 € égal a 1, ce qui traduit 1=1.
Comme par ailleurs 0 est un sujet universel, on a aussi 0 € égal
a 1 (et partant 0=1). Dans la derniére phrase, Schréder se référe
a la transitivité de la relation € exprimée par le principe II.
Celle-ci opére ainsi : selon la définition Defy, on a 0 € 1, soit
dans le langage des classes, la classe O est contenue dans
I'univers de discours de Boole. Disposant alors de 0 € 1 et de 1
€ égal a 1, Schroder peut conclure 4 0 € égal a 1, partant 0=1. Si
I'on reprend les termes de la phrase évoquée, un prédicat qui
correspond a une classe (dans le cas qui nous intéresse le pré-
dicat « identiquement égal a 1 ») —soit 1 € égal a 1, 1a classe en
question est 1 — doit également, conformément au principe II,

nur: 1 =1, sondern guch : 0 = 1 anerkannt werden. Den ein Pridikat, welches einer Klasse
zukommt (hier das Pridikat, identisch gleich 1 zu sein), muss auch jedem Individuum dieser
Klasse zukommen, geméss Prinzip II ».
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convenir a chaque individu de cette classe — il doit donc conve-
nir a 0, soit 0 € égal a 1, puisque 0 € 1.

La confusion entre les relations d’appartenance et d’inclusion
est ici parfaitement visible. Schréder fait en effet appel a la rela-
tion de transitivité de la relation de subsomption €, qu’il inter-
préte, usant de la terminologie de « convenir », comme a la fois
la relation d’inclusion (un prédicat qui correspond a une classe)
et la relation d’appartenance (doit également convenir a chaque
individu de cette classe). Sous couvert de la transitivité de la
relation d’inclusion, I’inférence correcte serait la suivante : de 0
c letlc {1} on conclut a 0 c {1}. Mais certainement pas a
0=1, 4 moins de confondre comme le fait Schréder appartenance
et inclusion, suite 4 son assimilation de la classe 1 & {1}. Tous
les éléments de la classe {1} sont égaux a 1, mais ce n’est pas le
cas pour les classes qui lui sont subordonnées.

Ce que stipule en fait Schroder ici est que, pour a, b et ¢
quelconques, ona: a € b et b < ¢ impliquent a € c. Cette sti-
pulation est correcte. Toutefois, elle n’est pas correctement mise
en ceuvre puisqu’il est faux que 0 € 1. Or, ce que dit Schroder
est précisément que 0 € 1 et 1 < {1} impliquent 0 € {1}.

Schréder montre également qu’en remplagant le symbole 1
par le nom b d’une classe quelconque de la multiplicité, on est
tout aussi bien conduit a 1’égalité absurde 0=b. Le raisonnement
est similaire au précédent.

Si on entend par a la classe des domaines identiques a b, celle-ci doit
comprendre, en plus de b (qui de tous les domaines est le seul qui soit
identique a b), ceux qui sont identiques & 0, conformément a la sub-
somption 0 € a. Il faut donc aussi que 0 soit un domaine identique a b,
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d’ou, par conséquent (en contradiction avec ce qui précéde), pour tout
b, 0=b>. (Ibid. : 190)

L’argument développé par Schréder a pour effet de le

conduire a restreindre 1’application des symboles 1 et 0 & des
multiplicités (Mannigfaltigkeit) répondant A certaines exigences.

Pour que les symboles 0 et 1, etc., soient applicables, conformément
aux régles du calcul, & cette multiplicité, ceite derniére doit satisfaire &
certaines exigences quant A la maniére dont ses éléments doivent étre
donnés, ou conceptuellement précisés™.

Les multiplicités sont hiérarchisées en degrés. Le premier de-

gré se référe a une multiplicité d’individus dans laquelle
Schréder forme les domaines formés a partir de ses éléments.

Nous avons affaire en premier lieu & une multiplicité de « choses »
quelconques, objets de pensée en général, considérées comme des
« éléments » ou des « individus ». [...]

Nous avons déja posé comme premiére exigence [...] que les éléments
de la multiplicité puissent étre rassemblés, étre mutuellement compa-
tibles. C’est dans ce cas seulement que nous désignerons par 1 la
multiplicité.

On peut en toute liberté former en son sein des « systémes », des
« domaines » a partir de ces éléments, en d’autres termes dégager
aussi, en vue d’une application distributive, des classes quelconques
d’individus. Et, en particulier, ces individus appartiennent eux-mémes

53 Schrodder : 246. « Versteht man unter a die Klasse derjenigen Gebiete, welche gleich b sind,

54

so muss diese neben b (welches ja von allen Gebieten ganz allein gleich b ist) auch die
identische O enthalten, was eben die Subsumtion 0 € a behauptet. Dann muss also auch 0 cin
solches Gebiet sein, welches gleich b ist ; es folgt (im Widerspruch mit Obigem) so : 0=b ~
fiir jedes b | »

Schrdder : 246. « Damit die Symbole 0 and 1 etc. nach den Regeln des Kalkiils in dieser
Mannigfaltigkeit verwendbar seien, wird dieselbe hinsichtlich der Art, wie ihre Elemente
gegeben oder auch begrifflich bestimmt sein diirfen, gewisse Anforderungen zu erfiillen
haben. »
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aux classes qui, du fait qu’elles se réduisent & un individu unique,
peuvent étre appelées classes « monadiques, ou « singuliéres »o,
(Ibid. : 190-191)

De cette multiplicité d’éléments, on peut dériver une nouvelle
multiplicité, comprenant comme individus les classes
d’éléments de la premiére, et ainsi de suite. Selon Schrdder,
« grice A ce processus de libre mise en évidence de classes
d’individus appartenant a la multiplicité considérée au départ,
surgit alors, se crée (en général) une nouvelle multiplicité encore
plus vaste, a savoir celle des domaines ou classes de la précé-
dente » (247). C’est ainsi que, partant par exemple de la multi-
plicité des points de la surface d’un tableau noir, qui comprend
conne domaines les classes de points de surfaces quelconques,
on obtient la multiplicité des domaines de points. On peut dés
lors considérer « cette nouvelle multiplicité comme la « seconde
puissance » de la précédente, ou mieux, comme « la premiére
multiplicité déduite ou dérivée de la premiére ». Et on peut réi-
térer le processus, en déduisant une nouvelle multiplicité de
cette premiére multiplicité déduite, que 1’on qualifiera de « se-
conde multiplicité dérivée de la multiplicité initiale », et ainsi de
suite.

55 Schroder : 246-247. « Wir haben es zunéchst zu thun mit einer Mannigfaltigkeit von irgend
welchen “Dingen,, — Objekten des Denkens iibethaupt — als “Elementen,, oder “Individuen,,
[...].

Als eine erste Anforderung haben wir [...] dass die Elemente der Mannigfaltigkeit sémtlich
vereinbar, miteinander « vertrdglich » sein miissen. Nur in diesem Falle bezeichnen wir die
Mannigfaltigkeit mit 1. [...]

Sind die Elemente der Mannigfaltigkeit vereinbar, so lassen sich in derselben kollektiv nach
Belieben Systeme, “Gebiete,, aus ihren Elementen zusammensetzen, in ihr abgrenzen, es
lassen sich m.a W. auch zwecks distributiver Verwendung irgendwie Klassen von
Individuen aus ihr hervorheben.

Und insbesondre gehéren auch ihire Individuen selbst mit zu den Klassen, welche wir dann,
wenn sie eben zu nur einem Individuum zusammenschrumpfen, als “monadische ,, oder
“singuldire,, Klassen bezeichnen mogen ».
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Pour éviter les problémes précédemment mis a jour avec le 1
et le zéro identiques, Schréder introduit une convention. Celle-ci
stipule que, pour maintenir I’assomption a € 1 dans la multipli-
cité initiale, il faut que

parmi tous les éléments considérés comme individus lui appartenant,
ne figure aucune classe qui puisse pour sa part comprendre comme
individus des éléments de cette méme multiplicité. Car, & supposer
qu’on ne format qu’une « classe » singuliére de cette derniére, et
qu’on I’admit en qualité de nouvel individu au sein d’elle-méme, alors
le zéro identique s’engouffrerait instantanément en elle, se faufilant, si
I’on ose dire, par la porte de la définition (2)°°. (Ibid. :192)

Ce qui est donc stipulé est que la relation d’appartenance ne
sera pas transitive. Autrement dit, si A et B représentent des
individus quelconques et M la multiplicité, cette convention
interdit qu’on puisse avoir a la fois B est élément de la multipli-
cité, A est élément de B et A est élément de M. Mais on de-
meure toujours dans la situation ficheuse ou « comprendre »
signifie de maniére ambigué « inclure et posséder comme é1é-
ment », et est rendu formellement par 1’unique symbole de rela-
tion €.

C’est ainsi que Schréder congoit avant 1’heure une théorie
simple des types®’. Chaque élément de sa hiérarchie est appelé
une « multiplicité pure » (reine Mannigfaltigkeit), par opposi-
tion a4 une « multiplicité « batarde » [gemischt] dans laquelle
I’exigence précédente n’est pas satisfaite » (248). Une multipli-

56 Schroder : 248. « dass unter ihren als “Individuen,, gegebenen Elementen sich keine Klassen
befinden, welche ihrerseits Elemente derselben Mannigfaltigkeit als Individuen unter sich
begreifen.

Bildete man auch nur eine singulire “Klasse,, in ebendieser und liesse solche als ein neues
Individuen derselben zu, so dringte augenblicklich wieder die identische Null sich zu ihr
hinzu, schliipfte sozusagen durch die Thiir der Def. (2x) in sie cin ».

57 L’anticipation de Schréder de la théorie des types a été discutée par Church. Elle est prise en
défaut & cause de I’assimilation qui est faite entre la classe-unité et I’élément unique qui lui
appartient.
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cité pure constituant un univers, il y a donc un nombre indéfini
de classes universelles.

Au total, « pour que le calcul identique puisse s’appliquer a
une multiplicité, cette derniére doit &tre une multiplicité pure
d’éléments compatibles »°°.

2. L’analyse frégéenne de la démonstration de Schrider

Frege fait apparaitre que s’il résulte de la classe universelle
de Boole une contradiction, c’est parce que Schréder, en don-
nant une interprétation logique de son calcul des domaines,
confond les relations d’inclusion et d’appartenance. Or, si la
premiére — relation entre deux entités de méme type — est seule
fondamentale au calcul des domaines, une logique des classes
exige qu’elle soit supplée par la seconde —relation entre deux
entités de type différent. Comme écrit Frege :

1l apparait clairement [...] que nous ne nous situons plus sur le terrain
du calcul des domaines, ol nous n’avons affaire qu’a la relation de
partie au tout, et cette différenciation entre le cas ou une classe
contient quelque chose comme individu et celui ou elle contient quel-
que chose comme classe, n’avait aucune raison d’étre. (1895 : 439)

Pour mener son analyse, Frege distingue entre les relations
d’appartenance et d’inclusion en les notant de maniére diffé-
rente. Il écrit A subter B pour la relation d’appartenance et A
sub B pour la relation d’inclusion : la premiére exprime que A
renvoie a un individu appartenant a la classe B, la seconde ex-
prime que A est une classe subordonnée 2 la classe B. En ce qui
nous concerne, nous utiliserons les symboles usuels de la théorie
naive des ensembles, soit A € B pour A subter B et A — B pour
A sub B.

58 Schréder 1890, Damit der identische Kalkiil auf eine Mannigfaltigkeit anwendbar sei, muss
sie eine reine Mannigfaltigkeit sein von vereinbaren Elementen.
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Si I’on reprend la convention introduite par Schroder, & sa-
voir que parmi les éléments d’une multiplicité ne figure aucune
classe comprenant comme individus des éléments de cette mul-
tiplicité, on peut dés lors 1’exprimer en usant de la relation
d’appartenance. Avec A et B pour des classes quelconques et M
pour la multiplicité, la convention de Schréder dit que 1’on ne
peutpas avoirdlafoisBe A,A e Bet A € M.

Faisant ainsi la différence entre les deux relations, Frege pose
la question de savoir laquelle d’entre elles participe & définition
du zéro identique Dfy: 0 € a. Autrement dit, 0 est-il compris
comme un individu appartenant a toute classe de la multiplicité,
ou 0 est-il inclus, comme classe, dans toute classe de la multi-
plicité ?

Faisons I’hypothése dans un premier temps de le premiére
branche de I’alternative, hypothése qui se révélera la mauvaise.
Soit, avec M pour la multiplicité et A pour une classe quel-
conque :

0 e Aquand A c M.

Considérons alors une classe Q incluse dans la multiplicité, soit
Q c M, définie comme la classe des objets identiques a P.
Ainsi, P € Q tandis que la classe Q ne contient que 1’individu P.
D’aprés notre hypothése, si Q < M, on a aussi 0 € Q ; cela si-
gnifie que P coincide avec 0, puisque P est le seul élément de la
classe Q. Toutefois une telle possibilité est écartée par la
convention de Schréder. En effet, de P € Q et Q — M, on peut
déduire P € M. Par ailleurs, puisque la classe Q se réduit a
I’objet P, P est identique & Q, selon 1’assimilation que fait
Schroder entre un individu et la classe qui n’est composée que
de lui. Ona donc 4 1a fois Q e M, P € Q et P € M, ce qui est en
contradiction avec la convention introduite : Q est un élément de
la multiplicité M qui contient comme élément P, lui-méme él¢é-
ment de M.
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Notons avec Frege que cette situation ne se produit pas seu-
lement & propos de 0. Pour toute classe-unité, si les classes qui
ne sont composées que d’un objet coincident avec cet objet, la
convention de Schroder ne pourra jamais étre satisfaite. Si C est
un individu appartenant a la multiplicité, C € M, C est aussi une
classe singuliére, et on a donc C € C. On transgresse de la sorte
la convention exigeant que pour A et B quelconques, on ne
puisse avoir simultanément B € M, A e Bet A e M. Avec Ca
la fois pour A et B, c’est bien ce qui se passe : C € M, C € Cet
CeM.

Aprés avoir énoncé sa convention, nous avons vu que
Schroder écrit :

A supposer qu’on ne format qu’une « classe » singuliére de cette der-
niére [la multiplicité initiale], et qu’on I’admit en qualité de nouvel
individu au sein d’elle-méme, alors le zéro identique s’engouffrerait
instantanément en elle, se faufilant, si I’on ose dire, par la porte de la
Def. (2).

Mais ces propos se heurtent a la position de Schroder en matiere
de classe singuliére. Si a est un individu se trouvant dans la
multiplicité, c’est aussi une classe. Par conséquent, il n’est nul-
lement nécessaire d’admettre a dans la multiplicité comme un
nouvel individu, car elle s’y trouve déja. Par ailleurs, si une
classe singuliére se contracte en 1’individu qui la compose, alors
on a ala fois 0 € a et 0 — a. Et si la classe a est différente de 0,
elle contient de fait deux individus, 0 et a. Ce n’est donc pas une
classe singuliére. Comme 1’écrit Frege, le zéro identique s’est 1a
aussi glissé dans la classe.

La convention de Schroder est donc prise en défaut pour la
simple raison que Schroder tient pour identiques les individus
aux classes singuliéres qui leur correspondent. Cette assimila-
tion rend inopérante la convention en effagant, dans le cas des
classes singuliéres, la distinction entre les relations d’inclusion
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et d’appartenance puisque, pour une classe singuliére a, on a en
effet aussi biena € M que a < M.

Sur la base de cette analyse, la premiére branche de
I’alternative est donc rejetée: ce n’est pas la relation
d’appartenance qui est en cause dans la définition du zéro. C’est
donc la relation d’inclusion. Soit :

0c Aquand AcM.

Force est alors de recourir au concept. En effet, pour donner un
sens a 0 c A, 0 et A doivent étre interprétées comme des exten-
sions de concepts. Supposons que 0 est la classe des objets pos-
sédant une certaine propriété b et A celle des objets vérifiant une
certaine propriété c. Dés lors, 0 < A signifie que tous les b sont
¢, c’est-a-dire, dans une notation usuelle avec quantificateur
universel :

(Vx) (x € 0o x €A).

Et ceci doit étre vrai quelle que soit 1a classe A considérée. 1l est
donc nécessaire que 1’antécédent de la conditionnelle soit faux,
c’est-a-dire qu’aucun objet ne posséde la propriété b. Dans ce
cas, 0 est la classe vide. Néanmoins, dans le cadre de la théorie
de Schroder ou les classes sont appréhendées comme des col-
lections d’individus, une telle définition de la classe vide est
impossible. Ce qui conduit Frege a formuler les propos déja ci-
tés au point 2.3(1), et repris par Le$niewski pour étre vilipen-
dés :

L’extension d’un concept doit son existence non aux individus, mais
au concept lui-méme ; c’est-a-dire & ce qui est exprimé au sujet d’un
objet lorsqu’il a été subsumé sous un concept. Dans ce cas il n’y a au-
cun scrupule a parler de la classe des objets qui sont b. Et alors tous
les concepts vides ont maintenant la méme extension [...]. Nous pou-
vons prendre pour b un objet qui n’est pas égal 4 lui-méme.
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Nous laissons pour le moment de c6té les considérations et les
développements liées a ’analyse précédente. Avant de poursui-
vre, nous allons nous intéresser a I’objection que formule
Leéniewski a I’encontre d’un argument présenté par Frege pour
montrer que I’identification des classes unités aux individus est
intrinséquement fautive et doit étre abandonnée, dans la visée
d’un langage logique. Cet argument prend place immédiatement
aprés ’analyse précédente de la contradiction construite par
Schroder.

3. L’« erreur » de Frege dénoncée par Lesniewski
Le passage litigieux est le suivant :

(a) Le doute relatif & la question de savoir si chaque individu peut étre
tenu pour une classe sera renforcé par la réflexion suivante. Nous
pouvons prendre pour P dans notre considération antérieure également
une classe qui contient un ensemble d’individus ; car, comme 1’auteur
[Schrider] le dit & la page 148, une telle classe peut se donner aussi
pour un étre de raison et en ce sens aussi comme un individu.

(b) Si Q est maintenant, comme plus haut, la classe coincidant avec
les objets P, alors Q est une classe singuliére qui ne contient comme
individu que P.

(c) S’il était vrai maintenant qu’une classe singuliére coincide avec
Uindividu qui en est I'unique élément, alors P coinciderait avec Q.
Admettons maintenant que a et b soient des objets différents compris
pas P en tant qu’individus, alors ils seraient aussi maintenant compris
par Q ; cela voudrait dire que a coincide avec P aussi bien que Q. En
conséquence a coinciderait aussi avec b contrairement a la supposition
admise selon laquelle ils seraient différents. (1895 : 445 ; trad. dans
Lesniewski 1989 : 60)

Pour faciliter la compréhension de ce passage, nous reformulons
la démonstration en en explicitant toutes les articulations. La
supposition de départ — que Frege vise a réfuter est que chaque
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individu peut étre tenu pour une classe (a). Dit autrement, une
classe singuli¢re coincide avec I’individu qui en est 1’unique
élément (c). Ces deux propositions sont traitées par Frege de
maniére équivalente. Le cheminement de pensée est alors scandé
par les étapes suivantes:

(1) Soit une classe P dont on suppose qu’elle contient deux
individus différents a et b. En faisant usage du symbolisme
ensembliste, on écrira : P = {a,b}.

(2) La classe P peut étre tenue pour un individu, ceci conformé-
ment a la position de Schréder.

(3) Appelons Q, la classe composée de P. Q est donc une classe
singuliére qui ne contient que P . On a ainsi Q = {P}.

(4) Selon la supposition de départ, Q coincide avec P. On a
donc Q = P, c’est-a-dire Q = {a,b}. Q comprend donc a et b
parmi ses éléments.

(5) Mais, suivant (3), Q est une classe singuliére ne comprenant
que I’individu P. Par conséquent, il faut que a et b coinci-
dent avec P. Cela signifie que a = b, ce qui est contraire a
I’hypothese que la classe P contient deux individus diffé-
rents (1).

Suite au passage rapporté ci-dessus, Frege fait remarquer que
Schréder pourrait contester la présence dans la multiplicité des
individus a et b, étant donné que, selon sa convention, ils ne
peuvent pas appartenir a cette multiplicité. Toutefois cela ne
modifie en rien la situation puisque, comme nous 1’avons vu,
cette convention ne peut jamais étre satisfaite.

Aprés ce commentaire, Frege affirme — ce passage a déja été

cité en partie — que

notre supposition selon laquelle que les classes singuliéres coincident
avec les individus est une conclusion nécessaire de la conception
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d’aprés laquelle les classes se composent d’individus —un point de
vue qui est conforme, et en découle, avec le calcul des domaines.

Et, quelques lignes plus loin, il écrit, en guise de conclusion a sa
démonstration :

Nous avons vu que la conception selon laquelle la classe se compose
d’individus, et partant que I’objet singulier coincide avec la classe
singuliére, ne peut en aucun cas étre maintenue comme exacte. (1895 :
445)

Frege ayant ainsi montré que la conception extensionnelle
des classes, de laquelle découle 1’assimilation des classes-unités
aux individus qui les composent, donne lieu a des contradic-
tions, venons-en a Lesniewski. Que réfute ce demier dans
’argumentation de Frege ? Le point de désaccord est fourni par
la conception lesniewskienne de la classe singuliere, en rupture
avec la tradition ensembliste. Dans la conception collective des
classes, tout objet est identique a la classe de lui-méme. C’est ce
qu’exprime la thése suivante, assertée par Lesniewski :

Si un — et un seul — objet est P, alors P est la classe des P.

Mais contrairement a une analyse ancrée dans une appréhen-
sion distributive, cela n’implique pas que cet objet en soit
I’unique élément. En effet, dans la perspective collective dont
Leéniewski se réclame, si tout objet singulier vaut comme élé-
ment de lui-méme en tant que classe, il est également le tout
collectif des éléments — ingrédients — qui le composent. On ne
peut donc parler de classe singuliére, en tant que composée d’un
unique élément, que dans le cas ou 1’objet en question est un
objet atomique, en ce sens qu’il n’a pas de parties.

Partant, Le$niewski conteste la démonstration de Frege préci-
sément parce que ce dernier traite de maniére interchangeable
deux suppositions qui, dans la théorie collective des classes dont
il se réclame, ne sont pas équivalentes. Ce sont :
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(1) Chaque individu peut étre considéré comme la classe qui
n’est composée que de lui.
(2) Une classe singuliére coincide avec 1’individu compris par
elle comme son unique élément.
Pour fixer la terminologie au sujet de la classe singuliére

dans sa théorie des classes collectives, Lesniewski démontre la
thése :

Si une classe est une classe singuliére, alors elle est le
méme objet que son élément.

Nous restituons le cheminement de pensée de cette démonstra-
tion en adjoignant une traduction formelle aux théses qui sont
formulées par Lesniewski dans le langage courant. Le point de
départ est la thése énoncée ci-avant :

(1) Si un — et un seul — objet est P, alors P est la classe
des P.

Le statut de nom singulier peut étre défini dans 1’Ontologie
ainsi :
(a) Lal |_sing{a} =acgal

« sing{a} » se lit : « le nom a dénote un et un seul objet », au-
trement dit « a est un nom singulier ».
On peut dés lors traduire la thése (1) ainsi :

(1) LPI[sing{P} =P ¢ KI(P)].
De (1), Lesniewski infére :

(A)Si un — et un seul — objet est un élément de la classe K,
alors 1’élément de la classe K est la classe des
éléments de la classe K,

c’est-a-dire, formellement,
(A”) LK Tsing{el(KI(K))} o el(KI(K)) & Ki(el(KI(K))] .
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Ensuite, il pose la these :

(B)Si X est la classe des éléments de la classe K, alors la
classe K est le méme objet que X,

que I’on peut exprimer ainsi :
B") [ XK][X e KI(el(KI(K))) > KI(K) = X].
De (A) et de (B), il s’ensuit :

(C) Si un —et un seul — objet est un élément de la classe
K, alors la classe K est le méme objet que 1’élément de
la classe K,

¢’est-a-dire, formellement :
() KT sing{el(KI(K))} > KI(K) = el(KI(K)) | .

Leéniewski introduit alors la notion de classe singuli¢re en la
définissant ainsi :

(D) K est une classe singuliere si et seulement si un — et
un seul — objet est 1’é1ément de la classe K

On peut définir une constante nominale pour classe singuliére
en faisant usage du foncteur d’existence « sing » :

(") LKI[K ¢ Singxi=. K & K A sing{el(KI(K)} .

Autrement dit, K est une classe singuliére si et seulement si K
est un nom d’objet et le nom el(KI(K)) dénote un et un seul ob-
jet.
Sur la base de (C) et de (D), Lesniewski asserte :
(E) Si une classe est une classe singuliére, alors elle est le
méme objet que son élément.
C’est-a-dire :

(B) LKI[K & Singgi= K I(K) = el(KI(K)) ].
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Ayant ainsi produit la démonstration de la thése E,
Lesniewski précise 4 son sujet que la possibilité de 1’obtenir,
selon sa conception des classes, est entiérement conforme [...]
avec la position de Frege représentée par la proposition :

Notre supposition selon laquelle les classes singuliéres coincident
avec les individus est maintenant une conclusion nécessaire de la
congception selon laquelle les classes se composent d’individus.

Si Lesniewski accepte « avec une totale conviction » la thése E
(si une classe est une classe singuliére, alors elle est le méme
objet que son élément), il rejette par contre « de maniére toute a
fait catégorique » 1’opinion selon laquelle :

(E*) Chaque objet est la classe dont cet objet est précisé-
ment 1’unique élément.

La premiére thése s’accorde avec la conception collective,
tandis que la répudiation de la seconde proposition marque la
rupture avec une interprétation pleinement méréologique des
classes. L’agrégat correspondant 2 la classe générée par un indi-
vidu ne se limite pas & comprendre, parmi ces éléments,
I’individu en question, mais également ses parties ou ingrédients
quelconques. De ce point de vue, la proposition (E*) ne serait
donc recevable que pour autant que chaque objet soit indivisible.
Lesniewski donne un exemple, celui du segment AB ci-dessous,
afin d’illustrer de maniére explicite sa position.

A C D B

Conformément a sa conception des classes, le segment AC
est un élément du segment AB. Par ailleurs, le segment AB est
la classe des segments AC ou CB. De 1 et suivant la thése 1
énongant que tout objet singulier est la classe de lui-méme, il
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s’avére que le segment AB est la classe de lui-méme sans étre
pour autant la classe dont le segment AB serait précisément
I’unique €élément.

L’analyse collective des classes qui est menée par
Lesniewski exige donc 1’abandon de la supposition que tout
objet est la classe dont cet objet est précisément 'unique ¢lé-
ment.

Ceci est la clé du conflit avec Frege. Dans la terminologie
adoptée par Lesniewski, la proposition (1) correspond a B.

(1’) Chaque objet peut étre tenu pour la classe dont cet
objet est précisément 1’unique élément.

Cette proposition n’est rien d’autre qu’une variante de la pro-
position E*, en désaccord avec la conception de la classe reven-
diquée par Lesniewski : elle est donc rejetée. Quant a la seconde
proposition, elle est pleinement conforme a cette conception
puisqu’elle correspond a la thése E (Si une classe est une classe
singuliére, alors elle est le méme objet que son élément).

Bien entendu, il y a conformité pour autant que 1’on ne
I’interpréte pas, & la mani¢re de Frege, comme signifiant que
tout individu peut étre tenu pour une classe qui n’est composée
que de lui, autrement dit une classe singuliere dont il est le seul
élément. Comme nous 1’avons déja dit, ce n’est que dans le cas
ou I’individu en question est un objet atomique, au sens méréo-
logique, que I’on peut affirmer qu’il peut étre tenu pour une
classe dont il est 'unique élément et que, partant, la classe en
question est une classe singuliére.

Ces deux suppositions ainsi isolées, voyons maintenant
comment leur distinction intervient dans la réfutation par
Leéniewski de I’argument de Frege. Le$niewski fait valoir que
la supposition (2), c’est-a-dire une classe singuliére coincide
avec 1'objet qui en est |'unique élément, interprétée comme (E),
si une classe est une classe singuliére, alors elle est le méme
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objet que son élément, ne peut pas étre remise en cause par
I’argumentation du passage (c), tout simplement parce que (b),

si Q est maintenant, comme plus haut, la classe coincidant
avec les objets P, alors Q est une classe singuliére qui ne
contient comme individu que P,

qui permet & Frege dans (c¢) de conclure que :
a coincide avec P aussi bien que b

est privé de valeur. Considérons de nouveau le segment AB.
C’est le seul objet s’identifiant a 1’objet qu’est le segment AB et
il est, conformément a la these (1) (si un — et un seul — objet est
P, alors P est la classe des objets P) la classe du segment AB.
Mais il n’est pas une classe singuliére puisque aussi bien le
segment AC que le segment AB sont des éléments du segment
AB.

De 13, Lesniewski conclut que I’affirmation de Frege dernié-
rement citée et soutenant que « la conception selon laquelle la
classe se compose d’individus, et partant que ’objet singulier
coincide avec la classe singuliére, ne peut en aucun cas étre
maintenue comme exacte », n’est pas justifiable sur la base de la
démonstration proposée par Frege. Rien n’autorise, en effet,
d’inférer (« et partant ») que « I’objet singulier coincide avec la
classe singuli¢re » de « la conception selon laquelle la classe se
compose d’individus ». En effet, considérer qu’une classe se
compose d’individus n’entraine pas, suivant la conception de
Lesniewski, qu’un objet singulier coincide avec une classe sin-
guliére.

Nous avons utilisé le terme « erreur » dans notre titre. Mais il
est bien évident — et c’est pour cette raison que nous 1’avons
placé entre guillemets — qu’on ne peut parler d’erreur qu’a la
faveur de la sphére de pensée dont Lesniewski se réclame, a
travers son approche collective des classes. Du point de vue de
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la sphére distributive dans laquelle prend place 1’argument de
Frege, celui-ci n’est nullement fautif.

3.4. Rencontres

1. Le nom

Schroder écrit que «le nom commun peut étre désigné
comme « 3 plusieurs sens » ou & « multiple sens » quand on peut
lui attribuer plusieurs dénotations, chacune avec le méme plein
droit. Le nom commun s’oppose en cela au nom propre, qu’il
faut qualifier « a4 un sens» (déterminatif) ainsi qu’au nom
«rien» (ou « cercle-carré »), lequel nous aimerions qualifier
(aprés ’avoir déja qualifié comme « dénué de sens ») comme
« dénué de signification ». En note, on trouve une précision
terminologique a propos de la distinction entre une dénotation et
la dénotation d’un nom commun : « On pourrait nommer chaque
individu de I’espéce, une de ses dénotations, en opposition a
toute I’espéce ou classe qui constituerait sa dénotation, pure-
ment et simplement™ ».

Schroder dessine ainsi une tripartition des noms en fonction
des références qui leur sont respectivement associées : multiple,
singuliére ou vide. C’est une méme tripartition qui s’inscrit au
cceur de ’analyse de la proposition chez Le$niewski. S’écartant
de I’analyse frégéenne en fonction/argument pour renouer avec
une approche traditionnelle, Lesniewski congoit la copule
comme un relateur propositionnel & deux arguments nominaux.
Sujet et prédicat appartiennent des lors tous deux a la catégorie
sémantique des noms, celle-ci incluant les noms singuliers, les
noms vides et les noms pluriels. La proposition fondamentale de

59 Schroder: 69. « Der Gattungsname kann als ein ,mehrdeutiger” oder ,,vieldeutiger*
bezeichnet werden, indem ihm eben mehrere Bedeutungen mit gleichem (und vollem)
Rechte zukommen.*) Br tritt dadurch in Gegensatz zu dem als ,, eindeutig “ (determinative)
zu bezeichnenden Eigennamen sowie zu dem Namen ,Nichts“ (oder ,jrundes Quadrat®),
welchen wir (wie schon frither ,,unsinnig®, so nun auch) ,, undeutig “ nennen mégen ».
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I’Ontologie revét alors la forme « a est b », une telle proposition
¢tant reconnue comme vraie pour autant que le nom a soit un
nom singulier et que 1’objet qu’il dénote soit également un des
objets dénotés par le nom b. C’est de cette interprétation de la
copule dont rend compte 1’axiome de 1’Ontologie considéré plus
haut.

Ainsi, une proposition comme « Pégase est un cheval ailé »
est fausse, puisque son terme sujet est un nom vide. Une propo-
sition comme « L’homme est mortel » sera également fausse si
on I’analyse au moyen de 1’epsilon, soit « homme & mortel »,
considérant que « homme » est un terme général . Cette propo-
sition est en fait une abréviation de la proposition universelle
« Tout homme est mortel », et sa signification doit étre rendue
par un relateur d’inclusion : « homme < mortel » ; le relateur
d’inclusion exprimant une relation d’inclusion entre noms, au-
trement dit entre les extensions respectives des noms « homme »
et « mortel ». Ce relateur est défini ainsi :

labl[acb =lcl[cea > ceb]l.

Remarquons une nouvelle fois, dans cette section « ren-
contres », le lien de convergence entre Lesniewski, Frege® et
Schroder concernant la terminologie de nom propre ». Celui-ci
doit étre entendu au sens large, ¢’est-a-dire incluant, & la diffé-
rence de Russell, les descriptions définies. Toute expression
nominale, simple ou complexe, visant & désigner un individu
particulier, a le statut de nom singulier.

Ce traitement logique des noms, qui introduit les noms plu-
riels et les noms vides & c6té des noms singuliers dans le lan-
gage logique, a pour effet d’éradiquer la classe distributive en
tant qu’entité au profit de sa seule dimension extensionnelle.

60 «La désignation d’un objet singulier peut consister en plusieurs mots ou autres signes. A fin
de bri¢veté, on appellera nom propre toute désignation de ce type ». Frege 1892, 1971 : 103-
104s.
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Dans une proposition telle que « a est b», interprétée comme
« a est un nom d’objet qui se trouve parmi 1’extension des objets
dénotés par le nom b », ’expression « I’extension du nom a »
n’est pas synonyme de ’expression «la classe des b », prise
dans le sens distributif usuel. Il n’y a aucune entité¢ qui vient
borner I’extension elle-méme et que 1’on pourrait & ce titre qua-
lifier de « la classe des b ». La situation est la méme pour les
noms vides ou singuliers. Dans chaque cas on a affaire 4 une
extension pure, que celle-ci soit vide, singuli¢re ou plurielle.

On peut ainsi constater que Lesniewski s’accorde avec Frege
pour considérer que, dans le langage naturel, nous présupposons
que les termes singuliers que nous employons ont une dénota-
tion. Frege écrit a ce sujet :

Quand on énonce une affirmation, on suppose toujours sans le dire
que les noms propres y figurant, qu’ils soient simples ou composés,
ont une dénotation. (1892b : 109 ; 1971 : 115)

Pour reprendre I’exemple de Frege, en disant « Kepler mourut
dans la misére » ou « Celui qui a découvert la forme elliptique
des orbites planétaires est mort dans la misere », nous présuppo-
sons que « Kepler » dénote un individu et que quelqu’un a ef-
fectivement découvert les orbites elliptiques des planétes. Mais
si le présupposé est faux, comme c’est le cas dans des €noncés
tels que « Ulysse fut déposé sur le sol d’Ithaque dans un profond
sommeil », ni ’énoncé ni sa négation ne sont vraies pour Frege.
Car, dans la mesure ol le terme sujet manque de référence, tout
1’énoncé se tient en dehors du champ du vrai et du faux®'. Un
langage logique — parfait — ne doit pas, toujours suivant Frege,
introduire de signe sans que lui soit garanti une dénotation.

61 C’est une analyse que refusera Russell, estimant qu’elle implique une violation du principe
du tiers-exclu.
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On exigera d’une langue logiquement parfait (une idéographie) que
toute expression construite comme un nom propre, au moyen des si-
gnes précédemment introduits et de maniére grammaticalement cor-
recte, désigne réellement un objet, et qu’aucun signe nouveau ne soit
introduit a titre de nom propre sans qu’on se soit assuré de sa dénota-
tion. (1892 :111;1971:117)

A cette exigence de présupposition logique de la référence
quand il s’agit des noms propres, Lesniewski oppose donc une
analyse légitimant ’usage des noms vides dans le langage logi-
que, en assignant a toute proposition dans laquelle le terme sujet
ne dénote aucun objet la valeur du faux. De la sorte, une propo-
sition dont le sujet est un nom vide et la négation de cette propo-
sition sont simultanément fausses. C’est ce que nous avons vu
en ceuvre avec ’analyse de 1’antinomie de Russell ol le nom
« la classe des classes qui ne sont pas subordonnées a elles-mé-
mes » se révele étre un nom vide. En rupture avec 1’approche
frégéenne, les termes fictionnels ne sont donc pas renvoyés a un
statut d’imperfection du langage naturel, permettant d’user
d’expressions ayant un sens mais pas de référence, pas plus que
leur traitement ne met en péril le principe du tiers-exclu.

Pour conclure sur cette question de 1’analyse de la proposi-
tion singuliére, considérons encore les propos suivants, inscrits
sous la plume de Sobocinski :

Nous assumons la proposition d’aprés laquelle le sujet et le prédicat
appartiennent au méme type logique (selon la terminologie regue) ou &
la méme catégorie sémantique (selon la terminologie de Les$niewski).
Nous employons donc le mot « est » (« € ») comme on le faisait avant
la réforme de G. Peano. En agissant de cette maniére, nous croyons
étre conformes non seulement aux intuitions liées au langage courant,
mais encore (ce qui ne semble pas encore avoir été apergu par les
historiens de la logique) 4 la tradition aristotélicienne et scolastique.
(1949 : 99)
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Quant a4 Les$niewski lui-méme, il signale dans ses écrits que
I’axiome de 1’Ontologie n’est que le résultat de sa volonté
d’ancrer son langage logique sur un usage qu’il faisait alors des
propositions singuliéres, en particulier dans sa théorie des clas-
ses collectives.

Je disposais ainsi d’un nombre considérable de synthéses théoriques,
tout 2 fait valables pour moi, dans ce secteur. Celles-ci furent cons-
truites plus ou moins de fagon ad hoc et n’étaient insérées dans le ca-
drc d’aucun systéme déductif, mais elles me facilitaient la tdche
d’éclaircissement, pour moi-méme et pour d’autres, des subtilités par-
ticuliéres de mon langage scientifique. J’ai désiré alors gravir un de-
gré et appuyet toutes mes considérations menées 4 1’aide des proposi-
tions « singuliéres » du type « A € b » sur une axiomatique explicite-
ment formulée et qui s’harmoniserait avec ma pratique scientifique
d’alors dans le secteur considéré. J’ai postulé que cette axiomatique
ne contiendrait aucun terme « constant » autre que « ¢ » figurant dans
le propositions du type « A € b » et les termes de la « théorie de 1a dé-
duction ». (1989 : 103 ; 1931 : 156)

L’axiome de I’Ontologie vient donc formaliser un certain usage
de la copule. Nulle imperfection du langage, pour reprendre les
mots de Frege, n’est ici & combattre dans 1’élaboration du lan-
gage logique, pas plus qu’il ne s’agit de conférer au langage
naturel ses qualités logiques en 1’enfermant dans le cadre logi-
que ainsi délimité par ’axiomatique.

[...] en employant le mot « € » dans les propositions du type « A eb»
de maniére conséquente dans mon ontologie, en conférant a ce mot le
méme sens que celui que je donne au mot « est » du langage courant
dans la proposition « cet homme est 4gé » [...], je ne peux évidem-
ment ni ne désire faire que ’emploi de « € » soit aussi conforme a
toutes les conséquences de 1’emploi du mot « est » et des propositions
du type « A est b » établi dans le langage courant. (1989 : 111 ; 1931 :
167)
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2. Du « rien » de Schrdder au nom vide de Lesniewski

Nous allons poursuivre en nous intéressant a certains com-
mentaires de Schréder concernant le zéro identique, repris pour
la majorité d’entre eux par Frege et qui nous permettront de tra-
cer une ligne de convergence entre Schréder et Le$niewski.
Schroder écrit ce qui suit, relativement au 0 :

Nous avons vu que O signifie « rien » ; le signe € correspond 4 la co-
pule et doit étre traduit par « est » dans le langage ordinaire ; enfin, a
peut &tre n’importe quel prédicat*®, comme par exemple « noir ». La
subsomption 0 € a est sans aucun doute correcte, parce que la classe
de toutes les choses susceptibles d’étre qualifiées de noires, ne
contient rien sauf celles-ci; donc je suis autorisé a dire qu’elle
contient aussi, en plus, « rien ».8*

Une évidence saute aux yeux, et qui n’a bien entendu pas
échappée & Frege. C’est I’acte de nominalisation du terme
«rien» qu’opére Schréder. De 1'usage du terme « rien »,
Schroder conclut a 1’existence d’une entité qui serait /e rien. De
1a la remarque de Frege : «le langage produit ici le mirage d’un
objet ». (1895 : 447) Dire par exemple que la classe a (ne)
contient rien en plus de la lune, c’est nier la proposition que la
classe contient quelque objet de plus que la lune. Mais ce n’est
certainement pas asserter que la classe contient, en plus de la
lune, un objet dont le nom est « rien ».

Frege souligne avec force la confusion commise par Frege,
entre signe et objet signifié. Schréder écrit, aprés avoir donné
les définitions de O et de 1 :

62 Ici se trouve une note de Schrider dont nous ne tenons pas compte pour notre propos.

63 Schroder 1890 : 241. « Wir sahen: 0 bedeutet ,nichts“; das Zeichen € entspricht der
Kopula, und muss mit ,,ist“ in die Wortsprache iibertragen werden : endlich a mag jedes
beliebige*) Prédikat sein — sagen wir beispielsweise ,,schwarz.

Die Subsumtion 0 € g ist unzweifelhaft richtig, weil die Klasse aller der Dinge, welche wir
»Schwarz* nennen wiirden, ausser diesen nichts enthilt, also wie ich sagen darf, noch
obendrein auch ,,nichts* enthélt ».
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Les symboles 0 et 1, auxquels nous attribuons ces propriétés, nous les
comptons désormais parmi les éléments de notre multiplicité®,

Par définition, le symbole 0 se voit attribué la propriété d’étre
inclus dans tout domaine de la multiplicité. Mais, ainsi que le
reléve Frege, le signe du zéro n’est qu’une figure ovale sur le
papier, tandis que la définition n’a nullement le pouvoir de
transformer cette figure en un domaine compris dans tout do-
maine de la multiplicité. Si cela était possible, ajoute Frege, « il
ne serait pas difficile de fabriquer des diamants » (449). Dans sa
préface aux Grundgesetze, il écrit ces propos remarquables, au
sujet de I’acte de définir :

Je ne peux tenir que pour une superstition scientifique le fait qu’une
figure ovale, créée & ’encre sur du papier, devrait acquérir, par une
définition, la propriété de donner un pour résultat, quand on I’ajoute 4
un. On pourrait tout aussi bien, par une simple définition, rendre tra-
vailleur un écolier paresseux. La confusion nait ici facilement de la
différenciation insuffisante entre concept et objet. [...] On définira,
par exemple, le nombre zéro en disant: c’est quelque chose qui,
ajouté 4 un, donne pour résultat un. On a ainsi défini un concept, en
ayant indiqué quelle propriété un objet doit avoir pour tomber sous ce
concept. Mais cette propriété n’est pas une propriété du concept dé-
fini. Il semble qu’on s’imagine souvent maintenant que, par la défini-
tion, on a créé quelque chose, qui, ajoutée & un, donne le résultat un.
Quelle grande illusion ! Ni le concept défini n’a cette propriété, ni la
définition ne garantit que le concept soit satisfait. Une recherche est
tout d’abord nécessaire. Si on a tout d’abord démontré qu’un et un
seul objet a la propriété requise, on est en position de donner le nom
propre « z€ro » a cet objet. Créer le zéro est donc impossible. J’ai déja
expliqué cela & maintes reprises, mais, semble-t-il, sans résultat.
(Frege 1893 : XIV ; trad. in Belna 1996 : 326-7)

64 Schroder 1890 ; 188-9. « Die Symbole 0 et 1, denen wir diese Eigenschaft zuschreiben,
zihlen wir jedenfalls hinfort mit zu den ,,Gebieten* unserer Mannigfaltigkeit .»
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Pour en revenir au passage précédent de Schroder ol 1’on voit /e
rien surgir de rien et étre identifier au 0, il peut apparaitre
étrange, a premiére vue, que Schréder ait été victime de ce que
Frege a qualifié de mirage. Mais cela ’est moins si 1’on tient
compte du fait qu’il cherche & retrouver la classe vide par
’intermédiaire du 0 introduit dans le calcul des domaines par la
définition 0 € a et qui — comme cité plus haut — « est notre nom
pour un domaine qui est contenu dans tout domaine ». Ce n’est
donc pas tant le langage qui produit le mirage d’un objet que le
langage qui vient légitimer la traduction du zéro identique en
terme du rien, c’est-a-dire la classe vide.
Schréder écrit également :

Le « Rien » est [...] sujet de tout prédicat : le Rien est noir ; le Rien,
en méme temps, (n’)est aussi pas noir ; car la classe nulle est comprise
dans toute classe. S’il ne se référe a rien, un énoncé ne peut jamais
étre faux, et si des énoncés ne se référent & rien du tout, il n’est pas
possible qu’il y ait entre eux une contradiction.

Face a cet argument, Frege sursaute. Deux assertions de la
forme « a est b » et « a n’est pas b » constituent indubitablement
a ses yeux une contradiction. Par contre, chez Lesniewski (lais-
sant de coté la question proprement dite du traitement schrédé-
rien du « rien »), si le terme sujet ne dénote aucun objet, c’est-a-
dire est un nom vide, les deux énoncés sont tous deux faux, et il
n’y a donc pas lieu d’une contradiction. C’est de cette analyse
que découle, comme nous I’avons vu et déja répété, la résolution
collective de I’antinomie de Russell ol I’expression « la classe

65 Schroder 1890 : 238. « Das ,,nichts“ ist sogar Subject zu jedem Prddikate : das Nichts ist
schwarz ; das Nichts ist zugleich auch nicht schwarz ; denn die Nullklasse ist in jeder Klasse
mit enthalten. Wenn sie ,,nichts* betriff, kann eine Aussage niemals falsch sein, und wenn
sich Aussagen auf gar nichts beziehen, so ist auch kein Widerspruch zwischen diesen
Aussagen moglich »,
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de toutes les classes qui ne sont pas éléments d’elles-mémes »
est un nom vide.

Revenons 4 Frege. Sa critique vise a relever que Schroder
mélange deux maniéres d’appréhender la notion d’existence, par
suite de la méprise opérée entre la question de savoir si un nom
propre désigne ou celle de savoir si un concept a des objets qui
tombent sous lui. Un nom propre qui ne désigne rien ne peut
étre crédité d’aucune justification logique et est renvoyé au
champ de la fable ou de la fiction. En revanche, les concepts
sous lesquels ne tombent aucun objet sont 1égitimes. En rassem-
blant simultanément sous I’appellation « dénué de sens » les
termes « rien » et « cercle-carré », Schroder est victime d’une
telle méprise. Son «rien » comme dans « Rien est noir» ou
« Rien n’est pas noir » est un nom propre vide, et partant illégi-
time dans le champ de 1a logique. Mais « cercle-carré » n’est pas
un nom vide. C’est un mot conceptuel qui se réfere a un concept
vide. Frege met ainsi en relief une confusion fréquemment
commise autour du « nom commun », tantét considéré comme
nom propre ou nom conceptuel. I1 n’y a aucune désignation di-
recte d’un objet a travers un mot conceptuel. C’est a travers
I’expression « il y a... » que I’existence peut étre donnée. Ainsi,
« cercle-carré » ne patit d’aucune absence dénotation dans un
énoncé tel que « I1 n’y a pas de cercle-carré ». Cet énoncé porte
en effet sur un concept, cercle-carré, dont il est dit qu’il est
vide, et non pas sur un objet. « De la méme manicre que dans la
proposition « il y a au moins une racine carré de 4 », il n’est rien
dit du nombre 2 précisément ni de -2, il est dit d’un concept, a
savoir racine carrée de 4, qu’il n’est pas vide ». (Frege, 1971 :
134)

Frege 1égitime ainsi son accusation contre Schroder par la
distinction entre concept et objet, laquelle assoit celle entre
subsomption et subordination et ouvre la possibilité de former
des concepts sous lesquels ne tombent aucun objet.
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Ayant examiné comment Frege défait la pensée de Schréder
en l'infléchissant vers ses propres conceptions logiques, tour-
nons-nous vers le paradigme lesniewskien. Non seulement on y
déjoue le probléme des noms vides, mais rien va s’y trouver
¢galement doter de quelque apparence formelle.

Remarquons tout d’abord que, dans la théorie logique de
Lesniewski, les noms perdent toute portée ontologique
puisqu’ils peuvent étre vides. Mais la portée existentielle des
noms peut étre rendue par I’intermédiaire de foncteurs, définis-
sables dans le langage se présentant comme les paraphrases
logiques des statuts dénotationnels des noms. Par exemple, pour
exprimer qu’un nom dénote, en d’autres termes n’est pas un
nom vide, on définira ainsi un foncteur d’existence :

lal |_ex{a} =[3bl[beall

Cette définition fait fond sur 1’axiome de 1’Ontologie qui
énonce, dans sa premiere clause, que toute proposition de la
forme « a & b » présuppose I’existence d’au moins un individu
qui est a. La proposition ex{a}, que nous lisons « le nom a dé-
note », ol « €x » est un foncteur propositionnel a un argument
nominal, est donc vraie a la condition que a ne soit pas un nom
vide. De la méme maniére, on peut introduire des foncteurs ex-
primant les qualités de nom vide, singulier ou pluriel®.

On se souvient que Frege écrit que « cercle-carré » n’est pas
un nom vide, mais le nom d’un concept vide, a la différence de
« rien », un nom propre sans dénotation. Avec 1’Ontologie, rien
n’est (pas) a jeter au panier — sans jeu de mots ! Des énoncés
tels que « Il n’y a pas de cercle-carré », « Pégase n’existe pas »
ou encore « Rien est noir » sont traités sans difficulté. On ob-
tient : ~ex{cercle-carré} ; ~ex{Pégase} ; rien € noir . Les deux
premieres propositions sont vraies, relativement & notre univers
référentiel ordinaire, puisque les noms « cercle-carré » et

66 C’est ce que nous avons vu avec le foncteur sing (point 3.3 -3).
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« Pégase » n’y dénotent rien, étant des noms vides. Et on peut
en toute légitimité en inférer de chacune que | 3all~ex{a} ],
soit : pour quelque nom a, il n’est pas le cas que le nom a dé-
note. Quant 2 la derniére, analysée par le biais du relateur de
I’epsilon et de «rien» comme un terme sujet vide, elle est
fausse.

Mais ce n’est pas fini. Rien n’est (pas) encore joué ! Cette
derniére proposition, « Rien est noir », avec laquelle on sent
bien qu’avec « rien » on tourne autour d’autre chose que la pos-
sibilité d’un traitement fonctoriel du statut des noms vides, n’est
que le prétexte a aborder I’intégration formelle du rien dans le
langage de 1’Ontologie.

Le pendant ontologie de la classe vide, et donc de ce fameux
« rien », est une constante nominale, celle du nom vide, intro-
duite a travers la définition suivante :

lall agcA=acan~@aca)l

A s’interpréte ainsi comme le nom vide, ou le nom contradic-
toire, ¢’est-a-dire le nom qui ne dénote pas quelque chose. C’est
ainsi que se trouve logiquement défini le concept du rien et on
lira donc «a & A»: «l'extension du nom a est parmi
I’extension du nom vide », en d’autres termes « a est un nom qui
ne dénote pas », soit « a est un nom vide ».

On a alors, en ce qui concerne le nom vide A, la thése sui-
vante, qui fait usage du foncteur d’existence « ex » défini précé-
demment : ~ex{A}, c’est-a-dire que le nom vide ne dénote pas.
On en tire la thése [ 3a[~ ex{a}_\, qui nous dit qu’il existe un
nom dans 1’Ontologie qui ne dénote pas.

Comme on I’a vu, 1’Ontologie ne reconnait aucune classe
distributive. Aussi le nom vide n’a-t-il aucune partie liée avec le
nom d’une entité qui serait /e rien ou /e vide. Cet état de fait est
corroboré par la thése établissant que le nom vide n’est pas un
nom individuel, soit :
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lall~@a e A)], soit~ (A &€ A) ou encore ~sing {A}

De la méme maniére que 1’on définit formellement le rien, on
définit le pendant ontologique de la classe universelle, qualifié
de nom universel, par la thése suivante :

lallagV=acal

Ainsi, V, constante nominale, peut étre interprétée comme le
nom universel, puisqu’elle dénote tout ce qui peut étre dénoté
par un terme singulier, c’est-a-dire tous les objets. C’est donc
cette fois le concept d’objet qui se trouve logiquement défini,
«a g V»pouvant se lire « a est un nom d’objet ».

Le probléme du « rien » de Schroder, affirmé dans le passage
rapporté ci-dessus comme étant a la fois noir et pas noir, 0 étant
contenu dans toute classe selon la définition posée dans le calcul
des domaines 0 € a, se trouve donc ici pleinement délié. Car, le
nom vide A se trouve inclus dans tout nom, selon la thése
lal[Acal, il est le cas que les deux propositions « Rien est
noir » et « Rien (n’)est pas noir » sont toutes deux vraies, la né-
gation devant s’entendre comme une négation nominale.

Pour conclure sur ce point, considérons encore les propos
suivants de Schroder :

Nous ne sommes en droit d’accepter 1’égalité 0 = 1 que pour une mul-
tiplicité parfaitement vide, une multiplicité qui ne comprendrait pas le
moindre élément ou individu. Or nous écartons de nos recherches une
multiplicité de cette sorte®.

67 L’inclusion nominale, ¢’est-a-dire entre extensions de noms, se définit ainsi :
labllacb=lclceas ceb Tl

68 Schroder 1890 : 245-56. « Wir werden die Gleichung : 0 = 1 nur anzuerkennen vermogen fiir
eine vollig leere Mannigfaltigkeit 1, eine Mannigfaltigkeit, welche selbst gar kein Element
oder Individum enthélt — und eine solche schliessen wir von unsemn Betrachtungen
grundsitzlich aus. »
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Or, dans le cadre de 1’Ontologie, la possibilité d’un univers vide
n’a pas a étre écartée. Un énoncé tel celui de Schroder, 0 =1, ou
0 est assimilé au vide et 1 a ’univers est vrai quand 1’univers est
vide. Ce qu’on exprime alors, c’est une identité¢ extensionnelle
entre les deux constantes nominales V et A. L’identité exten-
sionnelle entre noms, qu’il faut distinguer de ’identité entre
termes singuliers, tombe sous la définition suivante :

labl[a~b=|cl[cea=ceb]].

La proposition « a = b » se trouve donc vérifiée quand les noms
a et b ont la méme extension, que celle-ci soit vide, singuliére
ou plurielle. Ceci est le cas pour le nom vide A et le nom univer-
sel V quand I'univers est vide. Onaen effet: A = V.

Libre non seulement de tout engagement existentiel, Lesniewski
a développé, avec ce calcul extensionnel des noms, un langage
universel.

3. L’attitude extensionnaliste

En dernier lieu, nous voudrions nous pencher sur quelques
aspects de cette théorie lesniewskienne, épinglée au début de
notre étude sous le nom de calcul extensionnel des noms d’ordre
supérieur, et qui se présente comme une logique libre, univer-
selle et ontologiquement neutre. Comme nous 1’avons laissé
entendre, historiquement sa mission était de fournir un langage
fondationnel pour la Méréologie. Ce langage se devait de répon-
dre a deux exigences : étre libéré de toute antinomie de type
russellienne et éviter ce qui est précisément refusé avec la M¢-
réologie, c’est-a-dire introduire les classes comme des entités
abstraites. Pour le dire autrement, ce langage devait offrir un
langage de I’extensionnel sans classes. Nous ne développerons
pas ici la question des outils formels et des conceptions logiques
sous-jacentes sur la base desquels va se réaliser ce programme.
Nous nous contentons de dire que les clés de la réussite, pour les
résumer, résident dans ’analyse de la proposition singuliére et
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le traitement des noms qui en résulte, les modalités
d’interprétation de la quantification (de nature catégorielle), et la
dimension constructive de 1’Ontologie, donnée par un réglage
interne au langage de la procédure de définition®. Cette derniére
a été vu I’ceuvre tout au long de notre réflexion, avec les théses
définitions insérées dans le langage par leur formulation équi-
valentielle, exprimée avec I’opérateur de la biconditionnelle. Ce
sur quoi nous voudrions plus précisément conclure ce travail
confrontant Lesniewski et Frege concerne la dimension exten-
sionnelle de leurs travaux, considérée a la lumiére de la pers-
pective logiciste. Pour ce faire, nous revenons tout d’abord a
Frege a travers sa conception de 1’identité, essentielle a sa cons-
truction d’une logique extensionnelle. Loin de nous 1’idée de
refaire la théorie frégéenne, il s’agit simplement de mettre
’accent sur certaines de ses « hésitations » non résolues.

On sait que pour Frege il n’y a d’identité véritable qu’entre
les objets, parmi lesquels on trouve les extensions de concepts.
On ne peut pas — & strictement parler — concevoir d’identité en-
tre des concepts, qui sont des entités incomplétes, au contraire
des objets, qui sont des entités saturées, fermées sur elles-mé-
mes (tout ceci s’inscrivant au sein de la doctrine fonc-
tion/argument). Le systéme de Frege revendique ainsi une
conception absolue de 1’identité comme portant exclusivement

69 Deux directives inférentielles sont attachées dans ’Ontologie 4 la procédure définitoire : une
directive de type propositionnel, héritée de la Protothétique, et une directive de type
ontologique, due & I’ajout de la catégorie des noms et dépendante du foncteur primitif de
Paxiome de I’Ontologie, 1’epsilon €. En voici une présentation schématique, ol f et g
correspondent aux ¢léments définis :

* Définition de type propositionnel

vie. vl T£vi. V) =F v va

* Définition de type nominal

Lvi..vaallase g(™1...vo) = aea AE py1. 40 |

Les arguments du foncteur défini peuvent se répartit en un ou plusieurs contextes. La
définition est dite réguliére dans le premier cas et paramétrée dans 1’autre. Il peut également
ne pas y avoir de contexte, la définition est dite dans ce cas absolue : c’est le cas des
définitions introduisant les constantes nominales du nom vide et du nom universel.
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sur des objets, arguant qu’« il est illusoire de penser que ’on
peut faire d’un concept un objet sans 1’altérer ». Comment Frege
raméne-t-il alors le concept vers une objectivation ? Autrement
dit, et pour aller vite, quel est I’analogue de a =b, ol a et b sont
des termes singuliers, au niveau des concepts, ou fonctions ?
C’est précisément a travers I’extension de concept que se joue
I’objectivation du concept puisqu’a tout concept, et plus géné-
ralement 3 toute fonction, est associé un objet, I’extension du
concept ou le parcours de valeurs de la fonction. Cette objecti-
vation est alors incarnée, non sans quelques scrupules, par la
fameuse loi V, laquelle permet d’identifier ’extension de deux
concepts si ces concepts ont méme valeur pour les mémes ar-
guments. Et, suivant ladite lo1 V,

(XF(x) = xG(x) = (vx) (Fx) = G())),

on écrira cette identité, pour deux concepts quelconques F et G,
xF(x) = xG(x). Mais on n’écrira pas F = G. Une telle écriture
est refusée par Frege pour ne pas porter trace du caractére de
non-saturation des fonctions. Si les mathématiciens peuvent se
permettre de I’utiliser, c’est uniquement sous couvert de 1’usage
implicite de la loi V et de la possibilit¢ de passer de
’affirmation de I’identité entre les valeurs prises par deux fonc-
tions sur les arguments, a I’affirmation de 1’identité des suites de
valeurs.

Ce que nous cherchons ici simplement a souligner, c’est
I’impossibilité a franchir la ligne de démarcation du statut logi-
que de I’extension de concept pour donner une pleine objectivité
au concept lui-méme, cette impossibilité étant intrinséque au
cadre d’analyse extensionnel frégéen.

Pour rendre compte de 1’objectivité des concepts, Frege fait
précisément jouer I’analogie avec les objets sur fond de relation
d’identité. De méme que 1’identité entre objets donne une idée
de celle entre concepts, de méme c’est ’objectivité des objets
qui donne une idée de celle des concepts. L’analogie est certes
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féconde, mais prisonniére du cadre dans lequel Frege se déplace.
Car D’objectivité ainsi « approchée » du concept ne peut pas
signifier entité puisque si les objets sont saturés, il n’en va pas
de méme des concepts. Et comme il n’y a pas d’entité sans
identité ni identité sans entité, 1a ou il n’y a pas de véritable
identité, ce qui est le cas des concepts, il ne peut pas y avoir de
véritable entité,

Ce qui précéde a quelque peu le visage d’une caricature de la
position frégéenne. Qu’on nous pardonne. 11 s’agissait simple-
ment de prendre la mesure d’une certaine attitude extensionna-
liste, propre au monde frégéen, pour la mesurer avec celle de
I’univers lesniewskien. Dans ce dernier univers, relevons immé-
diatement que 1’on échappe & 1’absolutisme de 1’identité ne por-
tant que sur des objets. Ceci a déja pu étre constaté & travers le
relateur ci-dessus défini de ’identité extensionnelle, relatif & une
quelconque extension nominale, que celle-ci soit singuliére,
multiple ou inexistante. Mais ce n’est pas tout. Car cette libéra-
tion identitaire se propage a d’autres entités linguistiques du
langage logique que les noms. Les outils formels permettent en
effet de définir une identité extensionnelle entre prédicats, par
exemple entre prédicats formateurs de proposition 4 un argu-
ment nominal. On la définit ainsi :

LFG[F=G=lallF{a)=G{a}Tl.

C’est a ce stade que 1’on peut mesurer le pas qui est opéré, rela-
tivement au cadre frégéen. Il ne s’agit nullement, avec le rela-
teur = ici défini, d’une identité exprimant un rapport entre des
objets abstraits 4 partir des fonctions F et G, ce qui, en langage
frégéen, correspondrait aux extensions de concepts ou parcours
de valeurs. De méme, tandis que 1’on échappe a tout probléme
de réification, il n’y a aucune impossibilité de nommer les fonc-
tions et d’en faire les sujets logiques d’assertion. F = G se lit :
« le foncteur F et /e foncteur G ont la méme extension ».
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Ceci étant dit, examinons comment se présente, chez
Les$niewski, le pendant de la loi V de Frege. Le corollaire onto-
logique de cette loi fait appel & certains éléments que voici :

i) le relateur de I’identité extensionnelle entre noms, déja de-
fini :

lablla~b=lcl[cea=cebll

ii) le relateur suivant, qui est la version paramétrée du précé-
dent :

labl[~(a){b} =a~b]

On lit ~(a){b} : les b forment I’extension des a, c’est-a-dire
que, conformément a la signification portée par le définiens,
les noms a et b ont la méme extension. L’élément linguisti-
que ~(a) est ainsi de la catégorie formatrice de proposition &
un argument nominal et peut s’assimiler a étre [’extension
du nom a.

iii) le relateur d’identité extensionnelle entre prédicats de
catégorie formatrice de proposition a un argument nominal,
déja défini :

|FGI[F=G=lal[F{a} = G{a} ]

La thése en question a alors la forme suivante :
Labl[~(a) = ~ (b) = a~b]

On la lit ;: deux noms déterminent des expressions d’extensions
identiques si et seulement si ils ont la méme extension. Le
foncteur paramétré ~(a) se présente ainsi comme une fagon de
parler I’extension d’un nom, en venant pourvoir a sa nominali-
sation. C’est ce qui justifie I'usage de 1’expression « expression
d’extension » pour en rendre compte.

Voyons maintenant comment on en vient 4 la définition du
nombre ? On approche celle-ci en suivant un chemin similaire
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au précédent, mais cette fois en partant de la relation
d’équinuméricité. On obtient alors une thése qui se présente
comme I’expression ontologique du princige de Hume, tradui-
sant le critére d’identité pour les nombres’ . Soit, pour ce prin-
cipe :

(VFG) ( Nombre (F) = Nombre (G).=. F © G).

Autrement dit : le nombre du concept F est identique au nombre
du concept G si et seulement si les concepts F et G sont équi-
numeériques.

Quant & I’analogue dans 1’Ontologie de ce principe, il néces-
site d’introduire un certain nombre d’éléments liés a la relation
d’équinuméricité. Soit :

i) Un relateur d’équinuméricité entre noms. On définit une
telle relation de maniére similaire 4 ce qui se fait dans un
cadre classique, entre classes ou ensembles : deux noms a et
b sont équinumeériques si et seulement si il existe une rela-
tion biunivoque entre eux et a représente le domaine de la
relation et b le co-domaine. Dans le langage de 1’Ontologie

et avec le symbole oo pour 1’équinuméricité, cela donne :
Labl['a oo b =[ IR I OneOne(R) » DomR){a} A Cdom®){b}T1 7",

ii) Une version paramétrée du relateur oo. On ’introduit avec
cette définition :

70 C’est avec ce principe que les néo-frégéens ont montré que ’essentiel de la construction e
Frege pouvait étre repris, sans la fameuse loi V, sur 'unique base d’une logique du 2™
ordre augmenté de ce principe. Voir a ce sujet Boolos 1987, 1998 ; Wright 1983,

71 Compte tenu des définitions suivantes :

— étre une relation bi-univoque entre noms singuliers :

LRI OreOne(R)=l abe )[R {ac} AR {bc}.v.R {ca} AR {cb} :>a & b]]

— Btre le domaine d’une relation de catégorie propositionnelle & deux arguments nominaux :
LRall Dom(R){a}L bl 3c][R{bc} =b e all

—é&tre le co-domaine d’une relation de catégorie propositionnelle & deux arguments

nominaux :

LRal[ Cdom(R){a}=L bl 3c][R{cb} =beaTl.
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labJ[oo(a){b}.=. a0 b].

Selon une lecture catégorielle similaire a celle faite sur la ver-
sion paramétrée de 1’identité extensionnelle, co(a) exprime le
nombre cardinal de a, au sens catégoriel de étre le nombre car-
dinal de a.

Disposant de ces éléments et par ailleurs du relateur de
I’identité extensionnelle entre éléments de catégorie proposi-
tionnelle a un argument nominal, précédemment défini, on peut
¢tablir la thése suivante :

lab [ o(a) = 0o(b) = a0 b].

Sous couvert des explications qui précédent, on la lit : le nombre
cardinal de a est identique au nombre cardinal de b si et seule-
ment si a est équinumérique a b.

Remarquons que la thése en question ne dit pas la méme
chose que le principe de Hume, celui-ci étant une définition im-
plicite. L’abstraction opérée par le foncteur paramétré oo(-) ne
définit pas. Elle nominalise, a travers la procédure de paramé-
trage, celle-ci permettant de détacher un certain élément lin-
guistique, en I’occurrence oo(-), catégoriellement autonome.

De ce qui précede découle la définition méme du nombre
cardinal, qui prend la forme suivante :

Lol |_Cn[F] =|3al[F = o(a)|.

Cette définition définit le foncteur Cn, étre un nombre cardinal,
de catégorie formatrice de proposition a un argument de catégo-
rie formatrice de proposition & un argument nominal, un nombre
cardinal étant de catégorie formatrice de proposition a un argu-
ment nominal. On lit cette définition : F est un nombre cardinal
si et seulement si il existe un nom a tel que F exprime étre le
nombre cardinal de a.

On peut inscrire une theése similaire pour définir étre une ex-
tension. Soit :
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|FJ[Ext[F] =1 3al[F = ~(a)].

On lit cette définition : F est une extension si et seulement si il
existe un nom a tel que F exprime étre [’extension de a.

11 faut souligner que ce processus de nominalisation est partie
intégrante des modes formels du langage logique. En effet, en
définissant des epsilons d’ordre supérieur, qualifiés ainsi pour
étre des foncteurs de catégorie formatrice de proposition & ar-
guments autre que nominaux, on peut dériver I’axiome de
I’Ontologie pour leur catégorie. Par exemple, 1’introduction
dans le langage de la définition d’un epsilon de catégorie for-
matrice de proposition a un argument nominal, qui est celle des
éléments entrant en jeu dans la définition du nombre, permet de
disposer de I’équivalent structurel de 1’axiome fondamental pour
cette catégorie. C’est pour cette raison que cet epsilon, ou tout
autre défini, est paraphrasable par « est » tandis que le processus
de nominalisation des entités supérieures est pleinement 1égi-
timé. Chaque strate du langage gérée par un epsilon supérieur
vient ainsi, pour ainsi dire, mimer la strate nominale gérée par
I’epsilon primitif, en accordant aux entités d’ordre supérieur une
représentation pseudo-nominale’.

En guise de derniers mots, revenons au zéro, classe vide chez
Schroder et défini chez Frege par 1’intermédiaire de concepts
contradictoires. Qu’en est-il dans notre construction arithméti-
que ? Si ’on se souvient de la définition du nom vide, cela
donne :

lal[0{a} =acw A].

C’est-a-dire que 0 est le nombre d’un nom a si et seulement si
ce nom est équinumérique au nom vide.

72 On consultera 4 ce sujet Canty 1969, Gessler 2005b, Hiz 1977, Lejewski 1985.
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4. En guise de conclusion

Nous conclurons avec presque rien... La rencontre effective
entre Frege et Lesniewski n’eut jamais lieu. Frege mourut en
ayant fait le deuil de son programme logiciste, renongant a
« colmater » les fissures ou a recommencer. Lesniewski, quant a
lui, recommenga, sans que Frege ne sfit jamais le regard a la fois
immensément respectueux et critique que Lesniewski porta sur
son ceuvre, au cours de ce travail d’analyse et de résolution de
I’antinomie. Puisqu’il y avait une antinomie, c’était donc pour
Lesniewski qu’une erreur s’était glissée quelque part, sur la-
quelle il fallait ouvrir les yeux pour recommencer sur des bases
nouvelles. Ce fut ainsi que vit le jour un nouveau paradigme
logico-mathématique ol se cdtoyaient et s’articulaient ensemble
les dimensions collective et distributive de la notion de classe,
qui cessaient ainsi d’étre des sceurs ennemies. La terminologie
de classe sera désormais associée a ’axe collectif, conformé-
ment A sa signification liminaire. De classe distributive, il ne
sera plus jamais question, mais seulement d’extension pure,
parmi lesquelles les noms vides — et toute entité linguistique du
langage- recevront une pleine légitimité logique. L’histoire, on
le sait, est écrite par les vainqueurs —selon la formule consacrée.
La pensée contemporaine s’est frayée un passage a travers la
voix ouverte par Frege, Russell, et d’autres, pour se cristalliser
dans le paradigme dominant, et monolithique, des mathéma-
tiques orthodoxes. Donner la parole & Lesniewski, via ses criti-
ques a I’égard des travaux de Frege, c’¢tait ainsi refaire vivre
une pensée qui a trouvé son envol sur la faille de I’antinomie des
classes ou des ensembles, et qui a su montré, en toute rigueur et
efficacité, que 1’on pouvait penser autrement le rapport entre
logique et mathématique et parvenir ainsi & une dissolution réel-
le des malheurs frégéo-russelliens.

Nous n’avons pas voulu, avec cette étude, procéder a la
construction précise des théories frégéenne, lesniewskienne ou
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schrédérienne. Nous avons voulu davantage déroulé le fil du
regard critique posé par Lesniewski sur Frege et éveiller 1’ intérét
sur les divergences et convergences alors mises a jour entre trois
hommes, engagés chacun dans 1’élaboration d’une logique ex-
tensionnelle. C’était aussi donner pleinement sa place 4 la pen-
sée de Frege, pour la lucidité qui fut la sienne dans ses actes
d’oppositions aux théories de ses contemporains et a travers
laquelle on devine I’amorce des développements futurs de
Lesniewski. Tant a travers la matiére des difficultés affichées
par Frege qu’a travers son combat contre Schréder se dessine le
programme que réalisa Lesniewski: la construction d’un
langage scientifique qui ne demanda d’engager aucune guerre
avec le langage naturel et qui, en établissant dans ses droits la
classe collective, ouvrit ainsi la route au plein développement
d’une logique extensionnelle. Et de ce rien que I’on abandonna
en chemin, il ne reste vraiment rien.
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