
fogo 

COHOMOLOGIE 

DE PRODUITS SEMI-DIRECTS DE GROUPES 

THESE 

présentée à la Faculté des Sciences de l'Université de Neuchâtel 

pour obtenir le grade de docteur es sciences par 

DENIS JEANDUPEUX 

Université de Neuchâtel 

Institut de mathématiques 

et d'informatique 

Chantemerle 20 

CH-2007 Neuchâtel 



IMPRIMATUR POUR LA THESE 

Cohomologie des produits semi-directs de 

.groupes !.. 

deMjnsieur Denis...Jeandupeux 

UNIVERSITÉ DE NEUCHÂTEL 

FACULTÉ DES SCIENCES 

La Faculté des sciences de l'Université de Neuchâtel 
sur le rapport des membres du jury, 

Messieurs IL Suter* A. Robert et 0 . Ar Ie t taz 

(Lausanne) 

autorise l'impression de la présente thèse. 

Neuchâtel, le 7 j u i n 1990 

Le doyen : 



TABLE DES MATIERES 

INTRODUCTION - 1 

CHAPITRE 1 UNE RESOLUTION LIBRE POUR UN PRODUIT 
SEMI-DIRECT 

1. Rappels 6 

2. Résolution pour un produit semi-direct 9 
3. Un complexe d'homologie H*(G; M) 12 

4. Un complexe de cohomologie H*(G; M) 14 

5. Produit cup des cochaînes 1S 

6. La suite spectrale de Lyndon-Hochshild-Serre (LHS) 17 

7. Un exemple 19 

CHAPITRE 2 COHOMOLOGIE DE WREATH PRODUITS 

8. Wreath produits 22 
9. Cohomologie entière du wreath produit 25 
10. Cas particulier Q = Cn 29 

CHAPITRE 3 COHOMOLOGIE MODULO/DU GROUPE LINEAIRE 
SPECIAL SUR UN CORPS FINI 

11. Cohomologie modulo/du groupe linéaire général 36 
12. Cohomologie modulo / du groupe linéaire spécial 39 
13. Preuve du théorème 12.1 dans le casr= 1 40 
14. Preuve de corollaire 12.3 dans le casr= 1 43 
15. Preuve du théorème 12.1 et du corollaire 12.3 dans le cas rS 2 51 

CHAPITRE 4 SUR LA COHOMOLOGIE ENTIERE DU GROUPE 
LINEAIRE GENERAL ET DU GROUPE LINEAIRE 
SPECIAL SUR UN CORPS FINI 

16. Ordre des classes de Chern entières 57 
17. Calcul de H*(BG; Z[ 1/p]) 62 

APPENDICE INVARIANTS D'UNE ALGEBRE DE POLYNOMES 67 

BIBLIOGRAPHIE 71 



INTRODUCTION 

Dans ce travail, nous calculons la cohomologie de certains produits semi-directs 

de groupes. 

Un produit semi-direct est un groupe défini comme suit. Soient K et Q deux groupes et 

T un homomorphisme de Q dans les automorphismes de K. Alors, le produit semi-

direct G = K X Q est par définition l'ensemble K x Q muni de la loi de composition 

suivante : (k,q).(k,q) = (k.x(q)t,qq). 

Le n-ième groupe de cohomologie Hn(G; M) d'un groupe G à coefficients dans le 
G-module M est par définition Ext£(Z, M) = Hn(Homc(P, M)) où P est une résolution 

projective sur ZG du G-module trivial Z. 

Différents auteurs ont obtenus des résolutions projectives pour des produits semi-

directs. En particulier, Wall (W] construit une résolution libre pour une extension de 

groupes qui lui permet de calculer l'homologie d'un produit semi-direct de deux 

groupes cycliques finis. 

Pour notre part, nous montrons (dans le texte, c'est le théorème 2.4) : 

Si X et Y sont deux résolutions de Z libres sur ZK et ZQ respectivement et que X est 

aussi une résolution convenable sur ZQ, alors P = X &Yest une résolution ZG-libre 

de Z. 

Les complexes Homc(X ® Y , M) et HOITIQ(Y, Homi<(X, M)) sont isomorphes (4.1) et 

le résultat suivant (4.3) facilite le calcul de la cohomologie du second. 

SJ D est un Q-complexe dé cochaînes faiblement homotope sur ZQ à Hom/((X, M), 
alors H*(G; M) =H*(Q; D) = H*(Hom^Y, D)). 

L'étude du produit cup montre que si D est muni d'un produit convenable alors les 

isomorphismes ci-dessus sont des isomorphismes d'anneaux (5.4). 

Le résultat 4.3 est exploité pour le calcul de la cohomologie des wreath produits 

(chap.2). Une autre application est la détermination de H (SLnFq; Z/Q avec / premier 

et (/, q) = 1 (§ 12 et 13). Nous donnons aussi un exemple, dû à Peter Hilton, de deux 

produits semi-directs non-isomorphes ayant des anneaux de cohomologie entière 

isomorphes (§7). 

Le chapitre 2 n'est pas utilisé dans la suite et est consacré à l'étude de la 

cohomologie des wreath produits qui sont des produits semi-directs particuliers 
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K * Q = L \ Q où Q est un sous-groupe du groupe des permutations de n objets et agit 

canoniquement sur le produit direct K de n copies d'un groupe L. 

Nous étudions H*(L / Q; R) pour un groupe L de type FP00 et un anneau principal R. 

En remplaçant le complexe HOITIKCX, R) par un complexe plus simple, nous retrouvons 

aisément le résultat de Nakaoka [N 11.3] (8.7) et nous obtenons une description non-

explicite de la stucture additive de la cohomologie entière de L J Q en terme de suite 

spectrale. Rappelons brièvement la méthode. En écrivant H (L; Z) comme somme 

directe de la cohomologie de complexes élémentaires Dj, le groupe abélien 

H*(L J Q; Z) est la somme directe des cohomologies des complexes B = HomQ(Y, D) 

où Y est une résolution ZQ-libre de Z et D une Q-orbite du complexe (© Dj) ®n. Le 

théorème de [N] permet de se ramener au cas où H B est de p-torsion pour un premier 

p. En considérant une suite spectrale E obtenue par une filtration convenable de B, nous 

avons (9.5) : 

H*B = E2 ® Z(p), en tant que groupes abéliens. 

où Z(p) est le localisé de Z en p. 

Nous montrons aussi (9.3) : 

Si p ne divise pas IQI, alors H*B s H* (D)Q. 

Nous obtenons ensuite une description assez explicite de la cohomologie entière de 
LI Cn, où Cn est cyclique d'ordre n premier. En particulier, nous avons (10.8) : 

Supposons que n est premier, a pair si n - 2 et ni une puissance de n. Alors un 

générateur !; d'ordre ni de H"(L; Z) fournit un générateur £ d'ordre nnj dans 

Hna(L JCn ; Z). 

Dans la suite de ce travail, nous nous intéressons à la cohomologie des groupes 

linéaire général GLn = GLnk et linéaire spécial SLn = SL„k sur un corps fini k à q 

éléments de caractéristique p. Soient / un nombre premier différent de p et r l'ordre 

multiplicatif de q mod/. . 

Quillen [Q2] a décrit la cohomologie mod / de GLn. Il considère les classes de Chern 

Cj e H '(GLn; Z// ) obtenues par relevé de Brauer et, pour 1 5 i <, n et i = 0 mod r, il 

construit des classes e; e H21VGLn; Z//). Il montré alors (11.3) : 

Les monômes c ' c"2... c m e' e\2 ... e m , avec a,- e N, Bi e {0,1} et m = InIr], 
r 2r mr r 2r mr ' " ' ' 

forment une base de H*(GLn; ZlI). 

2 



Plusieurs auteurs ont publié sur la cohomologie des groupes linéaires. Signalons en 

particulier que Kroll [K] détermine H*(GL„; Z/ / a ) pour la assez petit, Soulé-Tezuka-

Yagita [STY] s'intéressent à l'application induite en cohomologie parGLjZ -* GLjF0 

pour p premier et Shapiro [Sh] calcule H (SLnK; "S.II )*pour certains K infinis et 

/ convenable. 

Pour notre part, nous déterminons H^SLn; Z// ) (12.1) : 

L'homomorphisme d'algèbres H GLn —• H SLn , induit par l'inclusion 

SLn-* GLn, est swjectif et son noyau est l'idéal engendré par e^t C1. 

En particulier, c'est un isomorphisme si r >2. 

Ce résultat est bien connu dans le cas stable (cf. 16.12 et 11.2), mais n'est pas 

immédiat dans le cas non-stable. Si r = 1, notre preuve utilise les résultats du chapitre 1 

appliqués au produit semi-direct GLn = SLn * k* et se fait en étudiant Ia structure 

multiplicative de la suite spectrale de Lyndon-Hochshild-Serre associée. Nous 

montrons en particulier que E2 = E» et que l'action de k* sur H (SLn; Z// ) est triviale 

(13.2). Si r ä 2, le théorème 12.1 se démontre en utilisant des techniques classiques de 

théorie des groupes et en adaptant à SLn des résultats de Quillen pour GLn ([Ql] et 

[Q2]). 

Quillen [Q2] obtient aussi le résultat intéressant suivant. Soient \it le groupe des racines 

/-ième de l'unité dans une clôture algébrique de k, C le groupe cyclique k(|i()*, n le 

groupe de Galois de k(p.;)/k, m = [n/r] et £m le groupe symétrique à m lettres. On 

obtient un homomorphisme injectif i : C"1 -* GLn tel que sur Im i le wreath produit 

7im * Zm agit par automorphismes intérieurs de GLn. Donc Im i* c (H C )K * Em 

et Quillen prouve (11.4) : 

L'homomorphisme i* : H*GLn-* (H*(f1)*1"1* Zm est injectif. Si l est impair, c'est 

un isomorphisme. 

Nous montrons que le sous-groupe T = Cm O i_ 1 (SLn) est stable par l'action de 

nm "• Zn, et nous établissons le résultat analogue (12.3) : 

L'homomorphisme H SLn-* (H T) nm "^m, induit par l'injection T —* SLn, est 

injectif si l est impair et n >2 ou si l = 2 et n>3. 

Si l est impair et n >2, c'est un isomorphisme. 

Ainsi les groupes C et T jouent le rôle de "tores maximaux" pour les groupes GLn et 

SLn respectivement et 7tm X Zn, celui de "groupe de Weyl". 
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Si r â 2, le résultat 12.3 est équivalent au théorème 12.1. La preuve dans le cas r = 1 
conduit à étudier les invariants de S = P[xi,..., Xn.il par une action de Xn ainsi que 
Pinjectiyité de l'homomorphisme de complexes de de Rham il ( 8¾ ) -> Q ( S )¾. 
Ces questions font l'objet de l'appendice. 

La connaissance de la cohomologie modulo /, pour / * p, des groupes GLn et SLn 

permet de déterminer leur cohomologie entière à l'exception de la p-torsion. C'est 
l'objet du chapitre 4 résumé dans [J]. 

On détermine d'abord l'ordre des classes de Chern entières Cj e H (BG; Z) où 

G = GLnOuSLn(IO-I): 

1. Pour G= GLn et 1 <i<n,Ciest d'ordre ¢-1. 
2. PourG = SL„ et 2 <i <n, q est d'ordre tf-1 etc', est nulle. 

3. Pour i> n,Ci est nulle. 

Soient I l'ensemble des i tels que 1 S i £ n pour G = GLn et 2 S i S n pour G = SLn, 

SÌ l'ordre de ci et, pour chaque i e I, la fibration d'espaces d'Eilenberg-MacLane 

K(Z/sj, 2i-l) = Kj-^-> K(Z, 2i) —-> K(Z, 2i). L'application % : BG -* K(Z, 2i) 

se relève en une application y, : BG -> Kj. Par Cartan [C], il existe un sous-complexe 

Ci du complexe des cochaînes cellulaires de Kj tel que H Cj = Z[ XJ ] / (SJ Xj ), où XJ 

est le générateur de H (KJ; Z) = Z/SJZ. Nous considérons ensuite l'homomorphisme 

de complexes h obtenu par l'équivalence d'Eilenberg-Zilber : 

h : <g> Cj -> ® C(Kj) wC( I l Kj ) -£~» C(BG), 
ie I iel fei 

où g est l'application donnée par les Yi- En choisissant convenablement les Ti, nous 

obtenons le théorème suivant (17.8) : 

L'application h* : H (0 Ci ) —» H (BG; Z[IIp]) est un isomorphisme de groupes 
iel 

abéliens. 

Le résultat reste valable dans le cas stable, c'est-à-dire pour n = ~. 
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CHAPITRE I UNE RESOLUTION LIBRE POUR UN PRODUIT 

SEMI-DIRECT 

1. Rappels 

Soit un anneau A. Un module M sur A est dit : 

- projectif si le foncteur HOIIIA(M,-) respecte les suites exactes, 
- plat si le foncteur M ®A - respecte les suites exactes. 

Les modules libres sont projectif s et les projectif s sont plats. Ces notions s'étendent de 

façon évidente à des modules gradués et en particulier à des complexes. 

Soient (Y, d") un complexe de chaînes sur A et (D, 9') un complexe de 

cochaînes sur A. Le bicomplexe B = Hom(Y, D) est le groupe bigradué différentiel 

défini par : 

Bp,q = HomA(Yp,Dq) (p,q!>0). 

Il est gradué par 

B" = © B . 
p.q 

p+<l=n 

Pour <p e BPiq , on définit 
d"q> e Bp+I,,, : d"q> = @")*(<P) = <P • d" 

d'<p e Bp>q+i : (d'<p) = 8* • <p. 

On a d' • d' = d" ° d" = 0 et d' • d" = d" • d', ce qui permet de définir la différentielle 

d : Bn -> Bn+1 

par 

d = d"«p + (-1 )P d'<p pour <p e Bp,q. 

Une approximation diagonale sur Y est un morphisme de complexes 

A : Y - » Y ® Y 

où A agit diagonalement sur Y <8> Y, c'est-à-dire a (y ® y) = ay ® ay pour a € A. C'est 

donc l;i donnée, pour chaque paire (p,p') d'entiers, d'un homomorphisme 

Ap.p- : Yp+p- -» Yp ® Yp-
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commutant avec les différentielles, c'est-à-dire : 

Ap,p">3" = 3 • Ap+Lp-+ (-I)P8 °Ap,p-+i, 

où d" désigne la différentielle 3" sur le i-ième facteur de Yr ® Ys. 
i 

On suppose que Y est muni d'une approximation diagonale A et que D possède un 

produit 

tel que 
3'(xz) = 0'x)z + (-l)<tegrt(t)xO'z) oùxz = ji(x,z). 

Ainsi D est un anneau différentiel gradué. Supposons de plus que D soit, pour le 
produit |i et pour un anneau R, une R-algèbre différentielle graduée. Alors B devient 
une R-algèbre différentielle bigraduée pour le produit 

U : Bp1Q® Bp̂ q- -» Bp+p'q+q-

défini par 
(1.1) <puv = (-l)<n>'n.(<p®y).Ap,p-. 

Ona 
d(<p u y) = d<p u y + (-1 )P+<1 <p u dy. 

En notant UQ = H et <p UY V = (<P<ty) • Apjj' , on peut écrire u = (-I)IP' U D • Uy . 

Ainsi H B est une R-algèbre dont le produit est donné par 

[<p]®[V]-*[(puv]. 

En filtrant B par 

F'(B")= ® Bk n .k , 
k=r 

on a FrB u F5B c F1+5B et B est alors une R-algèbre différentielle bigraduée filtrée. La 

suite spectrale associée (cf. par exemple [M] ou [Se]) est une suite spectrale de 

R-algèbres E, (le produit étant induit de celui de B) de différentielle de bidegré (r.l-r). 

Elle converge vers H B. On note GH B le gradué associé à H B pour la filtration 

suivante : 

HnB = DOJ> ^ D , , n l 3 ... =5 Dn,° r> Dn+U-1 = O 

où 

DP<1 = FP(HP+^B) = Im [HP+ (̂FPB) -+ HP+ (̂B)] = <?A / B M 
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CP*q : les éléments de FPC*^ qui sont des cycles de B, 

B^1 : les éléments de FPC1^ qui sont des bords de B, 

1 ^ = ̂ / ( ^ 1 * ^ ^ DM/D"»«*'. 
OO OO OO 

Les Dp = © Dp,q sont des idéaux de H*B et on a l'isomofphisme de R-algèbres 
q>o 

E„sGH*B. 

On dit que q> e HmB est de filtration p si 9 e D p , r a p - Dp+l-m"p'1. On note ç 
p.q — p.q _ p'.Q* 

l'image de q> dans E0 0 . Pour la structure multiplicative et (p e E , y e E ,on a 

_ _ p+p',q+q' 
alors <p u v = <py e E w .En particulier <p u y est de filtration plus grande ou 

égale à p+p'. 

Si Y est projectif sur A, alors le foncteur HomA(Y,-) est exact et on obtient les 
isomorphismes de R-algèbres suivants : 

Epq s HOmA(Yp1H^D) et Ep,q s HP(Y; H%) 

qui résultent des diagrammes commutatifs suivants : 

Epq s Bpfl Epq s HOmA(YpJ^) 

E o q + I s BP.q+' E*1*'a HOmA(Yp+1^D) 

Le produit de deux éléments <p e EP*q, \|f € Ep ,q est égal, à un facteur (-I)QP' près, au 

produit cup des cochaînes sur Y à valeur dans la R-algèbre H D pour i = 1 et au produit 

cup des classes de cohomologie sur Y à valeur dans la R-algèbre H*D pour i = 2. 

Un morphisrhe de complexes f : C —» C est une équivalence faible si 

l'homomorphisme induit en homologie est un isomorphisme. 
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1.2 Lemme Soient D et D deux complexes de cochaînes sur un anneau A munis 
chacun d'un produit comme ci-dessus qui en fait des R-algèbres différentielles 
graduées. 
Soient encore f : D -*D une équivalence faible (sur A et sur R) respectant la structure 

multiplicative et Y un complexe de chaînes projectif sur A muni d'une approximation 

diagonale. 
Alors Hom(l, f) : Hom^Y, D) —* HornA(Y, D) est une équivalence faible et elle 

respecte la structure multiplicative. L'isomorphisme induit en cohomologie est un 

isomorphisme de R-algèbres. 

Preuve On vérifie facilement que Hom(l,f) commute avec les différentielles et qu'il 

respecte la structure multiplicative. On filtre Honvv(Y, D) comme indiqué plus haut et 

on fait de même pour HOIHA(Y,D). Alors Hom(l,f) respecte les filtrations et induit un 

morphisme entre les suites spectrales associées. Puisque Y est projectif, le foncteur 

HomA(Y,-) est exact et au niveau Ei on obtient 

Hom(l, H*f) : HomA(Y, H*D) -> HomA(Y, H*D) 

Par exactitude du foncteur HOIHA(Y,-). c'est un isomorphisme. Un résultat bien connu 

de la théorie des suites spectrales montre que l'application induite en cohomologie est 

un isomorphisme de R-modules. Mais puisque Hom(l.f) respecte la sructure 

multiplicative, il en est de même de l'isomorphisme induit en cohomologie. • 

On démontre de même un résultat analogue pour Ie produit tensoriel des 

complexes. 

1.3 Lemme Soitf : C —* C une équivalence faible entre deux complexes de chaînes 

sur un anneau A et D un complexe plat sur A. Alors f® 1 : C 9A D -*C 0A D est une 

équivalence faible. 

2. Résolution pour un produit semi-direct 

Rappelons la définition d'un produit semi-direct de groupes. Soient K et Q deux 
groupes et un homomorphisme x de Q dans les automorphismes de K : 

T : Q -* Aut K. 
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On note kl = t(q)k l'action à gauche de Q sur K. Alors le produit semi-direct 
G = K * Q est par définition l'ensemble KxQ muni de la loi de composition suivante : 

(k,q).(k,q) = (kkQ.qq). 

On a alors la suite exacte de groupes 

avec i(k) = (k,l) et it(k,q) = q pour k e K et q e Q. Cette suite exacte se scinde. 

C'est-à-dire qu'il existe un homomorphisme 

s :Q-*G 

tel que K s = id. On dit que s est une section de la suite exacte. On a 

T(q)k = s(q) k s(q-») , q e Q, k e K, 

où K est identifié avec son image dans G. 

D'autre part, si 

1 » K - U G - ^ + Q »1 

est une suite exacte scindée, alors G est isomorphe au produit semi-direct K * Q, 
l'action à gauche de Q sur K est donnée par conjugaison comme ci-dessus. 

Le groupe abélien ZK ® ZQ muni de la structure multiplicative suivante 

(k®q)(k®q) = kkl® qq et prolongement par Z - linéarité 

forme un anneau isomorphe à ZG. 

Soit 

e' : X -• Z : ...-> Xn » Xn.] -> ... -> X0 —-» Z 

une résolution ZK- libre du module trivial Z sur ZK et ZQ, c'est-à-dire les Xn sont 
des modules sur ZK et sur ZQ, ils sont ZK-libres et la différentielle d' est un 
homomorphisme de ZK et de ZQ - modules. On suppose de plus que 
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1. les actions de K et Q sur X satisfont 

(2.1) q(kx) = kl(qx), q e Q, Ic e K, X è X. 

2. chaque Xn possède une ZK- base {XJ : i e In ) stable par l'action de Q, c'est-à-dire 

(2.2) qxj = XJ pour un j = j(i,q) e In. 

Remarques 1. La résolution bar de Z sur Z K est une telle résolution. L'action de Q 
sur la Z-base {(ko.ki kn) : kj e KJ de Xn est donnée par 

q(Wo.ki kn) = (k^Jcl k\) , q e Q. 

2. Chaque automorphisme x(q) de K induit une application de complexes <pq : X —» X 

préservant l'augmentation e et satisfaisant 

<pq(kx) = k<l<pq(x). 

qui est l'analogue de la condition 2.1. Mais en général les <pq n'induisent pas une action 

de Q sur X. 

3. Tout G-module M est un module sur ZK et ZQ en restreignant l'action de G aux 
sous-groupes K et s(Q); dans ce cas la condition 2.1 est satisfaite, car (l,q)(k,l) = 
= (W,l)(l,q). Réciproquement, on vérifie facilement que si M est un module sur ZK et 
ZQ alors (k,q)m = k(qm), pour m e M, définit une G-action sur M et que 2.1 est 
satisfaite.(cf.aussi [E], p.231). 

Soit 

e" : Y -> Z : ...-» Yn > Yn.i -> ... -> Y0 —-» Z 

une résolution ZQ-libre du module trivial Z sur ZQ. Regardons X et Y comme 
complexes de groupes abéliens et formons leur produit tensoriel usuel P = X ® Y 
augmenté par e = e' ® e" : P0 = X0 ® Y0 -» Z ® Z = Z. Sur Xr ® Ys, on définit 
une structure de G-module par 

(k,q) x®y = k(qx) ® qy, k e K, q e Q, x e X, y e Y. 

Il est facile de vérifier que cela définit bien une action à gauche de G sur Xr ® Ys. 

2.3 Lemme 
1. Chaque Xr<& Ys est ZG-libre. 

2. La différentielle dde P et l'augmentation Esont des G-homomorphismes. 
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Preuve 1. Soit (XJ : i e 1} la ZK-base de Xr satisfaisant 2.2 et (yj : j e J) une 

ZQ-base de Ys. U suffit alors de voir que la Z-base (kxj ® qyj} de Xr ® Ys est stable 

par l'action de G. Or cela résulte de 2.2. 
2. Immédiat en utilisant le fait que d'et e' sont des ZK et ZQ-homomorphismes. • 

Par conséquent, chaque Pn est un ZG-module libre et la formule de KUnneth 

montre que Ia suite 

e : P -» Z : ...-> Pn » Pn-I -* ... -» P0 —-* Z 

est exacte. D'où le résultat suivant 

2.4 Théorème La suite exacte e : P -* Z est une résolution libre du G-module 

trivial Z sur ZG. 

3. Un complexe d'homologie H*(G; M) 

L'homologie de G à coefficients dans le G-module à droite M est par définition 

celle du complexe 
M ® G P = M ® G ( X ® Y ) . 

En regardant M comme un module sur ZK et ZQ, on fait agir Q sur M ®K X par 

(m®x)q = mq ® q-!x, m e M, x e X , q e Q 

et l®d' est alors un Q-homomorphisme. Ainsi (M ®K X, l®d') est un complexe sur 

ZQ et on considère son produit tensoriel sur ZQ avec le complexe (Y, d"). 

3.1 Lemme L'homologie de (M ®KX) ®ß Y est isomorphe à H*(G; M). 

Preuve Soient {xi : i e 1} et {yj : j e J) les bases usuelles de Xr et Ys. Les 

isomorphismes canoniques suivants 

M ®G ZG(Xi ® yj) = M = M ®K ZKXJ s (M ®K ZKx;) ® Q ZQyj 

montrent que l'application canonique 

M ®G (Xr ® Ys) -> (M ®K Xr) ® Q Ys 
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est un isomorphisme. U est compatible avec les actions des différents groupes; en effet, 
m® (kxj ® qyp = m(k,q) ® (q-'xj®yj) a pour image ((mk)q® q-'x;) ® yj = 
= (m ® kxj) ® qyj. Enfin, il est clair que !'isomorphisme commute avec les 
différentielles. • '-• 

Rappel (cf. [Br], VII.5) L'homologie de Q à coefficients dans le Q-complexe de 
chaînes C est définie par 

H » ( Q ; C ) = H , ( C ® Q Y ) . 

Par le lemme 1.3, H*(Q; C) est un invariant du type faible d'homotopie de C. Et 

le lemme 3.1 montre que 

H*(G;M) = H»(Q;M®KX). 

On a ainsi obtenu le résultat suivant 

3.2 Théorème Si C est un Q-complexe de chaînes faiblement homotope à 
M ®jf X, alors 

H*(G; M) s Hn(Q; C) = H*( C ® ß Y). 

Remarques 1. Si X est un CW-complexe sur lequel Q agit cellulairement, on définit 
l'homologie èqui variante de (Q, X), notée H« (X; M), par 

H?(X; M) = H*(Q; C(X, M)), 

où C(X, M) est le complexe des chaînes cellulaires de X à coefficients dans M (cf. 
[Br], VII.7). Prenons K, G et Q discrets et M un G-module trivial. Soit 
Q —» EQ —» BQ un fibre Q-principal universel, alors EQ étant contractile la projection 
EQ x X —• X est une équivalence d'homotopie et induit donc une équivalence de 
complexes C(EQ x X, M) -> C(X, M). Par conséquent, H§(X; M) = H?(EQ x X; M). 

Puisque Q agit librement sur EQ x X on peut montrer que H*(EQ x X; M) = 

= H*(EQ XQ X; M), où EQ XQ X = (EQ x X)/Q. D'autre part, on peut prendre pour 

BG l'espace EQ XQ BK et on sait que l'homologie H»(G; M) de G est isomorphe à 

l'homologie cellulaire de BG. On obtient donc H*(G; M) s H?(BK; M). 

2. Les isomorphismes ci-dessus sont bien sûr des isomorphismes de groupes abéliens. 
Mais si M admet de plus une structure de module sur un anneau R, alors on vérifie 
facilement que ce sont des isomorphismes de R-modules. 
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4. Un complexe de cohomologie H (G; M) 

La cohomologie de G à coefficients dans le G-module à gauche M est par 

définition celle du complexe 

HomG(P, M) = HOm0(X ® Y, M). 

On fait de HOITIK(X, M) un Q-module à gauche via 

f^x) = q f(q>x), f e HomK(X, M), q e Q, x e X. 

Alors (HomR(X, M), 3'*) est un complexe de cochaînes sur ZQ et on forme le 

bicomplexe HomQ(Y, HOIHK(X, M)) comme au §1. 

4.1 Lemme La cohomologie de HomQ(Y, HomtfX., M)) est isomorphe à H (G; M). 

Preuve L'isomorphisme 

(4.2) TI : HOm0(Xr ® Ys, M) -> HomQ(Ys, HomK(Xr, M)) 

défini par 
[(TlOy] x = (-1)" f(x®y), x 6 Xr, y 6 Ys, 

est compatible avec les actions des groupes et commute avec les différentielles. En 
effet, si f e Hom0(Xr <8» Ys, M) alors 

8*f = f o 0'®1) + (-l)f f. (1®9") e HOm0(Xr+I ® Ys, M) © HomG(Xr ® Y8+1, M), 

et on vérifie facilement que 

d'(îi.0 = (-l)sTKf°3'®l) et ^ 0 = (-1)^(/.108"). 
D'où 

TiO*0 = d(TiO.» 

Rappel (cf. (BrI, VH.5) La cohomologie de Q à coefficients dans le Q-complexe de 
cochaînes D est définie par H*(Q; D) = H*(HomQ(Y, D)). 

Par le lemme 1.2, H*(Q; D) est un invariant du type faible d'homotopie de D. Et 
le lemme 4.1 montre que H*(G; M) s H*(Q; HomK(X, M)). 
D'où le résultat suivant. 
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4.3 Théorème Si D est un Q-complexe de cochatnes faiblement homotope à 

Homi((X, M), alors ' - ^ : -

H*(G; M) = H*(Q; D) = H*(HomQ(Y, D)). 

Remarques 1. Si X est un CW-complexe muni d'une action cellulaire de Q, on définit 

la cohomologie équivariante de (Q, X), notée H_(X; M), par 

H* (X; M) = H*(Q; Hom(C(X), M)), 

où C(X) est le complexe des chaînes cellulaires entières de X (cf. [Br], VII.7). Comme 

dans le cas de l'homologie, on montre que pour K, G et Q discrets et M un G-module 

trivial on a 

H*(G; M) = H*(BK; M). 

2. Comme précédemment, les isomorphismes ci-dessus sont des isomorphismes de 

groupes abéliens, mais si M admet de plus une structure de module sur un anneau R, 

alors ce sont des isomorphismes de R-modules. 

5. Produit cup des cochaînes 

Rappelons la définition du produit cup des cochaînes d'un groupe G. Soient 

e : P -» Z une résolution projective de Z sur ZG de différentielle d et A : P -> P ® P 

une approximation diagonale préservant l'augmentation (cf. §1). Une telle application 

existe toujours; par exemple, si P est la résolution bar pour G, alors on a 

Ar,s(go gr+s) = (go gr) ® (gr gr+s)- Si M et N sont deux G-modules à 
gauche, f e Homo(Pr, M) et g e Homc(Ps. N), on définit le produit cup f u g de f et 

g par 

f u g = (f ® g ) . A,,s 6 HOm0(Pr+S, M®N), 

où G agit diagonalement sur M®N. On a alors d*(f u g) = d*f u g + (- l) r f u d*g et le 

produit cup sur la cohomologie est donné par 

U : Hr(G; M) ® HS(G; N) -> Hr+S(G; MON), [f] <8>[g] -4 [f U g]. 

On veut construire une approximation diagonale A : P —> P ® P pour le groupe 

G = K X Q a partir de deux approximations diagonales A' : X —» X ® X et 

A" : Y -» Y ® Y pour les groupes K et Q. On suppose que 

les A' : Xr+S —» Xr ® Xs sont des homomorphismes sur ZK et ZQ. 
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En prenant la résolution bar pour K et l'approximation diagonale mentionnée plus haut, 

cette hypothèse est clairement satisfaite. Pour le produit cup des cochaînes de K, on a 

alors la relation suivante : 

CfUg)4I = ̂ Ug*! pour q e Q. 

Ainsi chaque q € Q définit un isomorphisms de l'anneau HomK(X, M) et dans la suite 

on dira que le produit est Q-compatible. 

5.1 Lemme L'application 

0.P = XQY -*(X QX)Q(YQY) 

définie par * 

0/XnQYn = © A' QA" 

m=r+stn=u+v 

est un homomorphisme de G-complexes. 

Preuve L'hypothèse faite sur A' implique que 4> est un homomorphisme de 
G-modules. Il est facile de vérifier qu'il commute avec les différentielles. • 

5.2 Lemme On a un isomorphisme de G-complexes 

T: (X Q X) Q(YQ Y)->(XQ Y) Q(XQ Y) = PQP 

donné par 

T((xrQx5)Q(yuQyv)) = (-iy(XrQyu)Q(x5Qyv) 

avec Xi e X, et y, e K/. 

Preuve II est clair que T préserve l'action de G et que T 1 = T. Comme avant, il est 
facile de vérifier qu'il commute avec les différentielles. • 

. Remarquons encore que 0 et T préservent les augmentations. On a ainsi prouvé 

le résultat suivant. 

5.3 Proposition Le G-homomorphisme 

A = T°0:P->PQP 

est une approximation diagonale pour le groupe G = HXQ. 
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Soient M et N deux G modules à gauche, f e Homo(X r® Yu , M) et" 

g e Homo(Xs ® Yv, N). Alors f U g I Xm ® Yn ne peut être non-nul que si r+s = m et 

u+v = n et vaut alors 

f ® g « T . ( A ' ® A' )• " r,s u,v 

Pour terminer, montrons que l'isomorphisme T| de 4.2 est multiplicatif. Soit M 

un module sur ZG et sur un anneau R. Alors le bicomplexe Homo(X ® Y, M) muni 

du produit cup construit ci-dessus est une R-algèbre différentielle bigraduée. On 

applique la situation du §1 avec A = Z Q et D = Homic(X, M) en munissant 

B = HomcCY, D) du produit définit en 1.1. On obtient le résultat suivant. 

5.4 Théorème Soit M un module sur ZG et sur un anneau R. Alors les R-algèbres 
différentielles bigraduées HontG(X ® Y, M) et HomQ(Y, HornuiX, M)) sont 

isomorphes, via l'isomorphisme Tj de 4.2. 

En particulier, H*(G; M) est isomorphe à H*(HomQ(Y, HomtfX, M))), en tant que 

R-algèbres. 

Soient D un Q-complexe de cochatnes muni d'un produit Q-compatible et 

f : D -> Hom/c(X, M) une équivalence faible (sur ZQ et sur R) de Q-complexes 

respectant la structure multiplicative. 

Alors H*(G; M) est isomorphe à H*(HomQ(Y, D)), en tant que R-algèbres. 

Preuve Avec les notations précédentes, x e Xr+S et y e Yu+V, il vient 

[T|(f u g)y] x = ( - i r [(TIf UQ TIg) y] A;s(x), 

où T|f U Q Hg = (TIf ® Ig) » A" e HOtTiQ(Yu+V, HoiïiK(Xr, M) ® Homic(Xs, M)). La 

deuxième partie résulte du lemme 1.2.« 

6. La suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre (LHS) 

On considère la situation du §1 avec l'algèbre B = HOITIQOY, HomK(X, M)). La 

suite spectrale obtenue est dite suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre (abrégée 

LHS). Nous utiliserons le résultat suivant dans 13.2. 
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6.1 Proposition 1. L'application HSG —> H1K, induite par ? inclusion K —» G, est 

égale à la composition 

H'G -> EfJ c Ef/ s (H*K)Q c HSK. 

2. L'application H'Q -* H'G, induite par la projection G -* Q, est égale à la 

composition 

hfQzEff^» EfJ = D^CtTG. 

Preuve On peut toujours prendre Y0 = ZQ et alors X s'injecte dans X ® Y via 

f :X s = X s ® Z l c X s ® Y 0 c P s , x - » x ® l . 

L'application H\3 -* HSK est alors induite par f* : Homc(Ps, M) -» HoiriK(Xs, M) 

qui se factorise canoniquement en 

HomG(Ps, M) = Bs -» BS/F'BS = B0,s = HomQ(Y0, HomK(Xs, M)) = HomK(Xs> M). 

Or la théorie des suites spectrales dit que l'application HS(B) —> HS(B/F'B) induite par 

la projection de complexes B —» B/F'B est identique à 

HSG = HS(B) -> HS(B)/D'.si = E°'s c ^ = (HSK)Q 

(cf. par ex. [S] 1.2). 

La preuve de 2 est analogue avec 

P r ->Xo®Y r ->Y r , 

la première application étant la projection et la deuxième étant donnée par 
njkj® y - > n 0 l ® y o ù n j e Z .k jg K, Ic0 = 1 e K.* 

L'existence d'une section s : Q —> G implique que H*Q est un sommant direct 

dans H G. D'où le corollaire suivant. 

6.2 Corollaire Ef'0 = Eff. 
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7. Un exemple 

L'application qui suit m'a été suggérée par P. Hilton. Avec deux actions 

différentes de 2 sur Z/n, on construit deux produits semi-directs non-isomorphes Gj 

et G2, mais dont les cohomologies entières sont isomorphes en tant qu'anneaux. 

On note les groupes multiplicativement. Ainsi 

Cn désigne le groupe cyclique d'ordre n de générateur x, 

C désigne le groupe cyclique infini de générateur y. 

Soient les entiers positifs u, t, m, k suivants : 

u premier an 

t l'ordre de u modulo n (u1 = 1 mod n) 

m premier à t et m * ±1 mod t 

s l'inverse de m mod t (sm s 1 mod t). 

On peut généralement trouver de tels entiers, par exemple pour n = 25 on peut prendre 

u = 6, t = 5, m = 2, s = 3. 

Considérons alors les groupes 

Gi = < x, y : xn = 1, yxy1 = xu > 

G2 = < x, y : xn = 1, yxy-' = x"m >. 

H est clair que Gi et G2 sont des produits semi-directs : 

Gi = Cn * t , C avec Xi(y)x = x«, 

G2 = C n X t 2 C avec T2(y)x = x«m. 

7.1 Proposition Les groupes Gi et G2 ne sont pas isomorphes. 

Preuve Un homomorphisme ß : Gi —• G2 conduit au diagramme commutatif suivant, 

où les lignes sont les suites exactes canoniques. 

i. T. 
1 -» Cn - 1 - » Gi — -̂» C -> 1 

Le groupe Cn étant fini 7t2 ß ii : Cn -* C est nul et Im ß i] c Im i2, ce qui permet 

de construire !'homomorphisme a et y s'obtient alors par passage aux quotients. 
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On a 
(7.2) a( Ti(y)x ) = x2( Y(y) ) a(x). 

Car i2a( t,(y)x ) = ß(t,(y)x,l) = ß( (l,y) (x,l) (l,y>) ) = ß(l,y) (a(x),î) ß(l,y)>= 

= <2( t2(7(y)) « t o ) • c a r i2ß(l,y) = T(y) et Cnest abélicn. 

Maintenant si ß est un isomorphisme, alors 

1. a est injectif, Cn étant fini c'est un isomorphisme. 

2. Y est surjectif, donc y(y) = y ou y(y) = jr1. 

Avec 7.2 on obtient 

a ( x « ) = Ot(X)"*"1 = Ot(X"*"1). 

et par bijectivité de a 
„±m x = xu 

Par conséquent, u H U*"1 mod n et t divise ±m - 1, c'est-à-dire m s ±1 mod t Ainsi en 

choisissant m • ±1 mod t, il n'existe pas d'isomophisme ß : Gi -* G2. • 

7.3 Proposition Les anneaux de cohomologies H*(Gj;Z) et H*(G2,'Z) sont 

isomorphes. 

Preuve Pour Cn on prend la résolution bar X et pour C la résolution usuelle 

Y : 0 - » Z C ^ Z C - ^ - » Z . 

Alors H*(G;Z) est la cohomologie du bicomplexe B = Homc(Y, D) où D est le 
complexe Homcn(X, Z) muni de l'action convenable de C. On prend la suite spectrale 

de LHS associée à B et on a : 

E P,q s H p ( C ; H q ( C n ; Z ) ) 

Cas de Gi On a H*(C„; Z) s ZfÇ]/(nÇ) avec degré(Ç) = 2 et la C-action est donnée 

par 

yÇk = ukçk (k^O), 

car pour un groupe cyclique l'action sur H2(Cn; Z) = Z/n % est celle sur le groupe : 
y Ç = u ^ et sur H°(C„; Z) l'action est l'identité. 
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Notons 
a* la classe de uk-1 mod n, 0 < ctk < n, 

Pk l'ordre dé Ok mod n : ßkCtk = O mod n, O <! ßk < n. 

On obtient alors 

E°' = Z/otk de générateur ßk £k, 
1 2k 

E ' = 2/ßk de générateur ctk Ck, 
_o,o _l ,o — _p,q _ 
E = E / = Z , Ej = O sinon. 

Donc E2 = E» = H (Gi; Z) en tant que groupes abéliens. 

On observe que si x e H2k+£(Gi; Z) alors x est de filtration e, où e e {0,1). De 

E» = H (Gi; Z) comme groupes abéliens on déduit alors 

ab*O <=> ab*O, 

où â désigne l'image de a dans Eoo (cf. §1). Par conséquent, l'isomorphisme 
E„o = H (Gi; Z) est un isomorphisme d'anneaux. 

Cas de Gi On procède de la même façon. L'action de C sur H (Cn; Z) est donnée 
par 

yÇk = umkÇk (kâO). 

Puisque sm = 1 mod t, on a les égalités suivantes modulo n 

umk.i = (Uk)In.! = (uk-l)((uk)m>+(uk)m-2 + ...+1), 

uk-l = (umk)s-l = (umk-1) ((u"*)8"1 + (umk)s-2 + ...+1). 

Donc le terme E2 de la suite spectrale est le terme E2 de la suite spectrale obtenue pour 
G], d'où la proposition.« 
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CHAPITRE 2 COHOMOLOGIE DE WREATH PRODUITS 

8. Wreath produit 

Soit K = L x ... x L le produit direct de n copies d'un groupe L et Q un sous-

groupe du groupe symétrique à n lettres Zn. On a une action canonique à gauche de Q 

sur K donnée par : 

o(li,...,ln) = 0<r-l(i)."..lo-l(n)). OG Q, Ij e L. 

Le produit semi-direct G = K x Q est dit "wreath" produit et on le notera L J Q. 

Si £ : F —> Z est une résolution L-libre de Z , alors le produit tensoriel 

e' = e®n : X = F®n -* Z est une résolution K-libre de Z. Le groupe Q agit à gauche 

sur chaque Xr = © Fr, ® ... <$ Fr[1 via : 
ri+...+r„=r 

(8.1) o(x, O ... ® xn) = M)v(o: n..../„) ( X 0 - I 0 ) A ... ® X0- Ifn)) , 

où o 6 Q et rj = degré(xrj) ( XÌ e Frj ). 

Le signe (- l)v est défini par 

M)v(o; r, ..../„)= I l T(O(O, o(j))rirJ 
lSi<j5n 

où T(i, j) = 

* +1 s i i< j 

. -1 s i i > j 

(cf. [E] p.230-231). Par exemple si o est la transposition (i, i+1) alors v = n n+i. On 

peut vérifier qu'avec ce choix de signe la résolution e' : X —» Z satisfait les conditions 

du§l. 

Dans la suite on suppose que L est de type FPn , c'est-à-dire qu'il existe une 
résolution e : F —» Z L-libre de Z de type fini. Par exemple, tout groupe fini est de 
type FP„„. 
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Soit R un anneau principal regardé comme G-module trivial et le complexe de 
cochaînes C = HomL(F, R). On munit le complexe C®" de la Q-action à gauche donnée 

par 8.1. Le lemme suivant est facile à vérifier. 

8.2 Lemme L'isomorphisme canonique de complexes 

HomrfX, R) = HomL(F, R)®» =C®" . 

est un isomorphisme de Q-complexes. 

Les groupes de cohomologie de L à coefficients dans R étant de génération finie 

sur R, ils sont la somme directe (au plus dénombrable) de la cohomologie de complexes 

élémentaires de cochaînes 

(8.3) Dj : 0 -» Rbj -^-» Raj -+ 0 avec degré bj = degré ai -1. 

Puisque C = HOmL(F, R) et D = ® Dj sont libres sur R et que H*C = H*(L; R) = 

= H*D, il existe une équivalence d'homotopie f : C -* D (cf.[D] n.4). 

On munit D®n de la Q-action donnée par 8.1. La différentielle de D®n est alors 

Q-équivariante (même preuve que pour le complexe X) et ainsi D®" est un Q-complexe. 

8.4 Lemme L'application /®" : C®" —»D®B est une équivalence faible 

Q-équivariante. 

Preuve II est clair que f®n commute avec les différentielles et avec l'action de Q. Le 
fait que (f®n)* soit un isomorphisme résulte par induction sur n de la formule de 
Kiinneth.» 

8.5 Proposition On a H*(L/Q; R) = H* (Q; D#"). 

Preuve Cela résulte du théorème 4.3 et des lemmes 8.2 et 8.4. • 

8.6 Proposition Dans la suite spectrale de LHS associée au wreath produit L" * Q, 

on a E00- En. 

Preuve L'application f®n induit un morphisme entre les suites spectrales E et E 

associées respectivement à HonWY, HomR(X,R)) et HoiriQ(Y,D®n) qui est un 

isomorphisme dès le niveau Ej. Mais D étant somme directe de complexes élémentaires 

Dj, on a E0O = E n . • 
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On va démontrer le résultat suivant prouvé par Nakaoka dans le cas où R est un 

corps (cf. [N] 11.3). 

8.7 Théorème Si H*(L; R) est R-libre, alors Vf(LJQ; R) et H*(Q; H*(L; R)«») 

sont des R-algèbres isomorphes. 

Remarques 1. On montrera que H*(L; R)®n est une R-algèbre avec un produit 

Q-compatible. La structure multiplicative de H (Q; H*(L; R)®n) est alors induite de 

celle du complexe HomcfV, H*(L; R)*") (cf. § 1). 

2. L'hypothèse du théorème est satisfaite si 

R est un corps ou 
R = Z el L sans torsion. 

3. L'hypothèse permet de prendre bj = 0 dans les Dj et donc D = H (L; R) avec 
différentielle nulle. La proposition 8.5 et les lemmes 8.2 et 8.4 montrent alors que 
H*(L/Q; R) et H*(Q; H*(L; R)®n) sont des R-modules isomorphes. Il reste donc à 
prouver que l'isomorphisme est multiplicatif. 

Soient K = Li x ... x Ln un produit direct de groupes Li de type FP00, pour 
chaque i une résolution Ej : Fj -» Z Lj-libre de Z de type fini et Aj : Fj -» Fj ® Fj 

. une approximation diagonale. On obtient une approximation diagonale A sur la 
résolution K-libre de type fini obtenue par produit tensoriel des Fj. Il suffit en effet 
d'appliquer par induction les résultats du §5 pour obtenir A = T » (Ai ® ... ® An) où 
T(a, ® b] ® ... ® a„ ® b„) = (-1)" ai ® ... ® a„ ® bi ® ... ® b„ avec u, = ßn-ian + 
+ ßn-2(a„-i + an) + ... + ßi(ci2 + ... + (Xn) où oti = degré ai et ßi = degré bj. 

On rappelle que si A] An sont des algèbres graduées alors A]® ... ® An est 

aussi une algèbre dont le produit est donné par 

(X1 ® ... ® xn) (yi ® ... ® yn) = (-l)U x,yi ® ... ® xnyn 

avec xi, yi e Aj et u, = rh(Ç2 +...+ £„) + T)2(C3 +...+ Cn) + ... + T|n.iÇn où 

Ci = degré XJ et T|i = degré yi. 
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8.8 Lemme 

1. Lisomorphisme canonique 

HomK(F, <8>...® Fn, R) s HomL (F1, R) <8 ...® HomL (Fn, R) 

est un isomorphisme de R-algèbres. 

2. Si H (LÌ; R) est R-libre pour tout i, alors Visomorphisme ci-dessus induit un 

isomorphisme de R-algèbres 

H*(K; R) = H*(L1; R) ® ... ® H*(Ln; R). 

3.SiL = Li pour tout i, alors A est Q-équivariante. Elle satisfait donc les hypothèses du 
§5 et le produit de HomrfX, R) est Q-compatible. 

De plus, les produits des algèbres ci-dessus sont Q-compatibles et l'application 
y®1 : C®" —> D®" de 8.4 respecte la structure multiplicative. 

Preuve 1. Par induction sur n. Un calcul facile montre que cela est vrai pour n = 2 et le 

pas d'induction est immédiat. 

2. Résulte de Ia formule de Kiinneth et de 1. 
3. Un calcul facile permet de vérifier que A • o = O » A pour les transpositions de type 
o = (i, i+1). Donc le produit de HomK(X, R) est Q-compatible.* 

On peut maintenant terminer la preuve du théorème. Les lemmes 8.2, 8.4 et 8.8 

montrent qu'on peut appliquer le théorème S.4 pour obtenir l'isomorphisme de 

R-algèbres 
H*(LjQ; R) = H*(HomQ(Y, H*(L; R)®»)). 

Mais la différentielle de H*(L; R)®" étant nulle on a 

H*(HomQ(Y, H*(L; R)®")) = H*(Q; H*(L; R)®n). 

9. Cohomologie entière du wreàth produit 

Dans ce paragraphe on donne une description non-explicite de la stucture additive 
de la cohomologie entière d'un wreath produit. On prend donc R = Z et la proposition 
8.5 montre que H*(LÌQ; Z) est la somme directe de la cohomologie des complexes 

B = HoIIiQ(Y, D) 

où on désigne par D (avec un léger abus de notation) une Q-orbite du complexe 
(© Dj) ®n. Autrement dit, D est la somme directe des transformés par Q de 
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Di ®...® Dn où chaque Di est un complexe élémentaire (cf. 8.3) et on désigne par Dv 

le sous-module des éléments de degré v de l'orbite D de Di ®...® Dn. 

Si H*Dj représente un sommant direct Z dans H*(L; Z), on a bj = 0 et si H*Dj 
représente un sommant direct Z/njdans H*(L; Z), on a d(bj) = nja;, où n; est une 
puissance d'un nombre premier pi (on peut choisir nj de cette façon). Le cas où 
H*D( = Z est libre pour tout i étant traité par le th.8.7, on peut supposer qu'il existe au 
moins un i tel que H*Dj soit de torsion. Par la formule de KUnneth, H*D est de 
torsion. Ainsi le terme E2 s H (Q; H D) de la suite LHS associée à B est de torsion et 
donc E«, aussi. Par conséquent, H*B est de torsion. 

Si q est un nombre premier, on note Z(q) Ie localisé de Z en q : Z(q) est le 

sous-anneau de Q des fractions à dénominateur non-divisible par q, il est principal et 

Z-plat. 

9.1 Lemme 
1. S'il existe i etj tels que Pi *pj, alors H B = 0. On peut donc supposer que tous les 
Pi sont égaux : pi = p pour tout i. 
2. Pour tout premier q *p, on a H*D ® Z(q) =0et H*B ® Z(q) = 0. 

Remarque Le lemme ci-dessus et le théorème des coefficients universels disent que 

(9.2) H*B = H*B O Z(p) = H*(B ® Z(p>). 

Preuve 1. Si deux pj sont distincts alors par la formule de Kiinneth on a H*D = Oetla 
suite spectrale LHS de B montre que H*B s E00 » E2 s H*(Q; H*D) = 0. 

2. La formule de Kiinneth et le théorème des coefficients universels montrent que 
H*(D 81 Z(q)) = H*D ® Z (q ) = 0 et alors le terme E2 a H*(Q; H*D ® Z(q>) de la 
suite LHS associée à B ® Z(q) = HomQ(Y, D®Z(q)) est nul. D'où H*(B ® Z(q)) = 
= H*B®Z (q) = 0 . v 

9.3 Théorème Si p ne divise pas IQJ, alors H*B s H*(D)Q. 

Preuve On considère la suite spectrale de LHS associée à B. Puisque 
E£S S Hr(Q; HSD), on a IQI E2

,s = 0 pour r £ 1. Mais d'autre part HSD n'a que de la 
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p-torsion (cf. lemme 9.1), donc aussi E^ et la multiplication par IQI est alors un 

isomorphisme de E£*. Ainsi E ^ = 0 si r S 1 et HnB = E°,n = E!?,n S Hn(D)Q. • 

D reste à examiner le cas où p divise IQI. On considère la suite spectrale E associée 
à B obtenue par la filtration 

(9.4) W ) = © B n . v v 

v2r 

où BUjV = HomQ(Y„ , Dv ). Cette suite spectrale converge vers H*B, c'est-à-dire 

E«, s GH*B. 

Remarque Cette suite spectrale n'est pas celle de LHS. L'intérêt de cette suite spectrale 

est illustré par le résultat suivant (cf. aussi 8.6 et Ia remarque 4. après 10.7). 

9.5 Théorème On a H*B s Ej ® Z(p), en tant que groupes abéliens. 

Remarque Le théorème est vrai quelle que soit la divisibilité de IQI par p. 

Preuve On note B = B ® 2/p = HomQ(Yu, D
v ® Z/p) et E la suite spectrale associée 

à B obtenue par la nitration 9.4. La preuve se fait en plusieurs étapes et on utilise les 

notations du §1. 

1. On a E£s S Bs>r = HomQ(Ys , If) et la différentielle d£s : E£s -» E£ S + 1 est 

induite par la différentielle d". Ainsi E^ s HS(Q; Dr) et, pour s > 1, IQI • Er,'s = 0. 

Donc 
r s 

(9.6) E.' est de torsion pour s 2 1. 

2. U s'en suit que 
(9.7) E2 est de torsion. 
En effet, 

(9.8) E''°estZ-libre, 

car isomorphe au sous-module (Dr)Q des invariants de Ê '° qui est Z - libre. Mais 

H B étant de torsion, E»o aussi. Or il suit de 9.6 qu'un sommant direct Z dans E ' 

devrait subsister dans E00. 
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3. Dans B la différentielle d' est nulle, car p divise chaque n;, d'où 

(9.9) Ï L = Ë| =H*B. 

Puisque Er'* est 2-libre le théorème des coefficients universels donne la courte suite 

exacte scindée 

(9.10) 0 -» E, ® Z/p -» Ej - * Tor (E,' , Z/p) -* 0 pour tout r et s. 

Les différentielles d' et d" commutent (cf.§l), et donc d' : Er '* -* E r + '* est un 

morphisme de complexes qui induit d ' : E ' -» E ' . La fonctorialité de la suite 

~r s Tjs t s+1 
9.10 et le fait que d,' = 0 (par 9.9) montrent que d, ® 1 et Tor (ri ' ,1) sont nulles. 

Au total, E '' est la somme directe des complexes E ® Z/p et Tor (E ' , Z /p) . 

Alors, avec 9.8 et le théorème des coefficients universels , on obtient 

(9.11) E ' , 0 ®Z/p = Ej , 0 ®Z/peTor(Ej + , , 0 ,Z /p) . 

4. En notant E. pour © E r , ' s et dim pour la dimension sur Z/p, on obtient les 
r+s=k 

inégalités suivantes. Elles sont valables pour tout k. 

dim (E^ ® Z/p) + dim Tor (E^+1, Z/p) 2 

> dim (HkB ® Z/p) + dim Tor (H k + I B, Z/p) = 

= dim H B (coefficients universels) 

= dimËk (9.9) 

= dim (Ek ® Z/p) + dim Tor (Ek + 1 , Z/p) (9.8 et 9.10) 

> dim (Ek ® Z/p) + dim Tor (ElJ+1, Z/p) (9.6 et 9.11 ) 

> dim (E^ ® Z/p) + dim Tor (E^+1, Z/p) (9.7). 

On a donc en fait égalité. 
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5. De dim (E^ ® Z/p) £ dim (HkB ® Z/p) et dim Tor (E^, Z/p) > 

> dim Tor (HkB, Z/p) pour tout k, on déduit de 4. que dim (E^ ® Z/p) = 

= dim (HkB ® Z/p) pour tout k. Ainsi le nombre de sommants directs dans E00 ® Z(P) 

est le même que dans HkB ® Z(p). D'où, par 9.2, E^ ® Z(p) s HkB ® Z(p) = HkB. 

De même, de dim (E£S ® Z/p) S dim (E^s O Z/p) et dim Tor (E2'
s, Z/p) 2 

> dim Tor (E^s, Z/p) pour tout r et s, on déduit de 4. que dim (E2' ® Z/p) = 

= dim (E^s ® Z/p) pour tout r et s. Ainsi, par 9.7, le nombre de sommants directs de 

E2 & Z(p) est le même que dans E0. 9 Z(p). De plus, en utilisant le fait E«, ® Z(p) s 

= H*B et que E2 est de torsion, on voit que si x é Ci c B représente un générateur de 

E2' ® Z(p), alors un multiple de x doit être un cycle de B. Mais B étant Z-libre, x est 

un cycle de B. D'où E2 ® Z(p) = E» ® Z(p) a H*B. • 

9.12 Remarque En utilisant 9.11 et 9.6 on déduit comme au point 5. ci-dessus que 

E£,S ® Z(p) = ET* ® Z(p) si s £ 1. Ainsi 9.2 et la preuve ci-dessus montrent que 

E[f = E f̂ ® Z(p) = El"8 ® Z(p) pour s ;> 1 

et 

E ^ = E ^ ® Z(p) = E2-
0 ® Z(p) « Hr(DQ) ® Z(p). 

10. Cas particulier : Q = Cn 

Soit Q = Cn le groupe cyclique d'ordre n engendré par la permutation 
a = (1 2... n). La résolution de Z associée à Cn sera la résolution usuelle 

Y :... -* ZCn -Ü-» Zcn -^-> ZCn -?-* Z 

où N = 1 + o + o2 +... + o"""1. On considère la suite spectrale E précédente (obtenue 

par la filtration 9.4) et on calcule d'abord E ^ s Hs(Cn, Dr ). Le module Drest somme 

directe de sous-ZCn modules X du type 

X = Zx e Zox ® ... © Zo-u-'x 
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où x = X) ® ... <8> xn avec XJ e Dj et où u est le plus petit entier a S 1 tel que 

O01X e Zx. On a donc o"x = (I)Px où, avec r,'= degré Xj, 

p =v(au;iï,...,r„): 
(iï+...+rn.u)(rn.u+i+...+rn) si 1 S u <> n-1 

O si u = n. 

Puisque onx = x, u divise n et on écrit n = uv. 

Remarque Si p est impair alors n est pair, car on a o2ux = x et donc 2u divise n. 

10.1 Lemme On a 
!.Pour p pair 

Z(x+OX+ ... + o"'x) sis = 0 

HS(C„; X)=- O si s impair 
Zlv (x + ax + ... + (p-'x) si s pair > 0. 

2. Pour p impair 

Hs(Cn;X). 

0 si s pair 

Zl2x si s impair. 

Remarque Le lemme ci-dessus donne une description de E[f = E,' ® Z(p) pour s à i . 

U-I 
Preuve Pourz= £ ZjO'x e X , Zj e Z, on a 

i=o 
(O- I)Z = ((-I)Pz11^-Zo) X + (Zo-Zl) OX + ...+ (Zu-2-Zu-l) 0""1X, 

Nz = ( i (-l)P)(l+o+02+...+Ou-1)x. 
i=o 

Pour p pair on obtient 

Ker (o-l) = Z(x + ox + ... + ou-'x) 
lm(o-l) = KerN = {ze X: I x ; = O) 
ImN = vZ(x + ox + ... + o u l x) 

d'où la première partie du lemme. 
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Pour p impair, une autre Z -base de X est formée de 

v0 = x, vj = o'x - o i+ ,x pour i = 1, 2,.... u-1. 

On a 2v0 = vi + ... + v„.i - (o-l)v0 e Im (o-l), 

d'où 
Ker(o-l) = ODlmN 

KerN = X (puisqueN=O) 
Im (o-l) = 2Zv0 © Zv1 © ... © Zvu . i . 

Ce qui prouve la deuxième partie du lemme. • 

On décrit maintenant EJ0 9 Z(p) dans le cas où n est premier. Soit k le plus 

petit entier i 1 tel que a* (Di 9...9 Dn) = Di ®.„® Dn. On a k =1 ou k = n. 

10.2 Théorème Si k= n alors on a 

H*B = £*'°O Z(p) = E*2° = H*(DCn) sH*(D1 ®...<8 Dn). 

PjEUÏÊ L'hypothèse implique qu'il existe i et j avec Dj * Dj et donc que pour tous les 
* s modules X on a u = n et donc p pair. Ainsi on a E. ' = 0 si s S 1. Par le théorème 9.S 

et le fait que V^n = E*'°, on a donc H*B = E*'0 = E*'° 9 Z(p) = H*(Dcn). D'autre 

part, 
Di 9... 9 Dn -» Dcn c D, x -» Nx 

est un isomorphisme de complexes. En effet, par 10.1 l'application est surjective et 
l'application réciproque est la projection sur le sommant direct Di 9 ... 9 Dn. D'où 
H*(Di 9 ... 9 Dn) = H*(Dcn).^ 

Dans la suit on prend k = 1. Alors Di = ... = Dn et D = Di 9 ... 9 Di. On 

rappelle que ni est une puissance de pi = p. Soient 

a = degré (ai) = n = ... = r„, 

{ na-2j : 0 S j £ (n-3)/2 ) si n impair 

(na) si n pair et a pair 

0 si n pair et a impair. 
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10.3 Lemme Si k = / et si p *n, alors 

4*«zws 
ZIn sir e R 

O sinon. 

Preuve Puisque n est premier on a u = n et p pair pour tous les sous-ZCn-modules X 

de Dr avec n(a-l) < r < not. Ainsi E,' = 0 pour ces r et s S 1. Pour r = not ou 

r = n(a-l), il n'y a qu'un seul sous-ZCn-module X et pour lequel on a u = 1. Par 10.1 

on obtient : 

pour n impair, s £ 1 et r = not ou r = n(ot-l) 

Z/n si s pair > 0 

F r , s -E 1 - -

0 si s impair, 

pour n = 2, a pair et s > 1 

Z/2 si r = n a et s pair > 0 ou r = n(a-l) et s impair 

. 0 sinon, 

pour n = 2, a impair et s > 1 

2/2 si r = n (a-1) et s pair > 0 ou r = na et s impair 
r.s 

0 sinon. 

D'autre part, si p * n il n'y a pas de n-torsion dans E«» par 9.2. Il y a donc exactement 

un sommant direct Z/n dans E2' pour r € R. • 
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10.4 Lemme Soit Dj un complexe élémentaire de différentielle d(bj) = nja/ avec ni 
entier > 1 quelconque et degré(ai) = a. On considère le complexe (D^>)cn = DCn ̂ 65 

invariants par l'action usuelle de Cn. Alors 
1. Sir g R, rf(Dcn) est somme directe de Zini. 

2. Sir e R, Hr(Dcn) est somme directe de Zini et d'un sommant direct Zlnnj. 

Dans les deux cas, le nombre total de sommants directs est égal à un même nombre 

k = k(r) indépendant de ni. 

Preuve Le module DQi est indépendant de nt et, étant Z-libre, le module Z des cycles 
de Dcn est lui aussi Z-libre et indépendant de n^ Si ni = 1, on note B le module des 
bords. En utilisant les facteurs invariants (cf. [L] XV §2) la cohomologie de DCn avec 
ni = 1 s'écrit, en un degré r fixé, 

Hr(DCn) = Zr/Br = © (Z)i © Z/d, © Z/d2 ©... © Z/dk 

avec di I d21... I dk et k = k(r). 

Mais pour ni quelconque, njB est le module des bords et la cohomologie de Dcn en 

degré r s'écrit 

Hr(DCn) = z7n,Br = © (Z)1 © Z/n,d, © Z/n,d2 ©... © Z/n,dk 

avec ni quelconque, di I d21... I dk et k = k(r). 

Les di sont indépendants de ni et on va maintenant les déterminer. 

Si r e R, on choisit ni une puissance d'un premier p. 

Assertion Le module H'iDCn) n'a que de lap-torsion. 

Donc nidi est un multiple de p, pour tout i. En faisant varier p, on obtient di = ... = 

= d k = l . 

Si r e R, on procède de même, mais en choisissant p * n. On obtient Hr(Dcn) = 

= E£° = Ej 0 ® Z(p) © Z/n par 10.3. On voit qu'un (et un seul) nidi est divisible par 

n, ce qui implique dk = np) avec j £ 0. En faisant varier p (*n), on a di = ... = d u = 1 
et dk = n.» 
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Preuve de l'assertion Pour ces nj, Hr(Dcn) est le terme E2' de la suite spectrale E 

associée à B = HorriQ(Y, D) et est de torsion (cf. 9.7). De plus, E2' = E2 ® Z(p). 

Cela résulte du lemme 10.3, du fait que E* ̂  n'a que de la n-torsion si s £ 1 (cf. preuve 

de 10.3) et de E» = E«, ® Z(p) (cf. 9.12).* 

10.5 Remarque Hn(al>B = 0. En effet, on a Hn(al>B = E 2
( a , ) ' 0 = Hn<a»(DCn) = 

= zn(«-') qui est à la fois Z-libre et de torsion (cf.9.2 ou 9.7). 

10.6 Théorème Si k = 1 et si p*n, alors H*B = H*(D)cn = £*'" ® Z(P) = 

'= H*(DC»)® Z(p) est une somme directe de Zini. 

Preuve Par 10.3, E ' n'a que de la n-torsion pour s 2:1. Alors les théorèmes 9.3 et 

9.5 et la remarque 9.12 montrent que 

H*B s H*(D)cn = E2"'° ® Z(p) s H*(Dcn)<8> Z(p). 

Le fait que E2 ° ® Z(p) est somme directe de Z/ni résulte du lemme 10.4. • 

10.7 Théorème Si le = I et si p = n, alors 

H*B =E2 = E2<SZ(n). 

Plus précisément, 

Zln sir> na 

Zlnni © © (Zlni)i sire R et n(a-l) <r<na 

hfB-

ZIn © ©(ZIn1)J sir e R etn(a-I) <r<na 

0 ò sir<n(a-l) 

Preuve Le théorème résulte du théorème 9.5, du lemme 10.4 et du calcul de E ' pour 

s > 1 dans la preuve de 10.3 ( en particulier E n'a que de la n-torsion si s S 1) et de la 

remarque 10.5.» 
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Remarques 1. Pour r = na, on a Hn aB =Z/nni si r e R et Hn aB =2/n si r « R. 

En effet, E " " 0 = Z n a est Z-libre de rang 1 et E^a,° = Z/nn, si r e R et E " 0 , 0 = 0 

si r e R. 

2. Si M est le terme E2 ' ® Z(p) obtenu avec p * n, alors E2 ' s'obtient de M en 

remplaçant un sommant direct Z/m par un sommant direct Z/(nnO en degré r, avec 

r e R. 

3. Le nombre de sommants directs dans les théorèmes 10.6 et 10.7 peut être déterminé 

à l'aide de la cohomologie modulo p calculée en 8.7. 

4. Le théorème 10.6 montre que dans la suite spectrale LHS, les extensions ne sont pas 

triviales, car le terme E2 de cette suite spectrale contient de la p-torsion d'ordre au plus 

ni. 

De 10.7 et de la remarque 1. ci-dessus, on déduit facilement le résultat suivant. 

10.8 Corollaire Supposons que n est premier, a pair sin = 2 et ni une puissance de 

n. Alors un générateur £ d'ordre nj de Ha(L; Z) fournit un générateur Ç d'ordre nnj 

dans Hna(L JCn ; Z). 

De plus, si i :L" ->LfCH est ï inclusion alors 

1* C = p" e tPiU Z)9" c H"a(Ln ; Z) 

et le noyau de 1* est formé d'éléments d'ordre n. 
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CHAPITRE 3 COHOMOLOGIE MODULO / DU GROUPE LINEAIRE 
SPECIAL SUR UN CORPS FINI 

Soit k = Fq un corps fini à q éléments et de caractéristique p, GLn = GLnIc le 

groupe des matrices n x n inversibles à coefficients dans k et SLn = SLnIc le sous-

groupe des matrices de déterminant égal à 1. Soit / un nombre premier différent de p et 

r l'ordre multiplicatif de q modulo / : qr = 1 mod / . Dans ce chapitre les groupes de 

cohomologie sont pris à coefficients dans le corps F/ = Z/ / . 

Si G est un groupe topologique on notera BG son espace classifiant. Rappelons 

que si G est discret et A est un G-module trivial alors BG est un espace d'Eilenberg-

MacLane K(G,1) et la cohomologie cellulaire de BG est égale à la cohomologie 

algébrique de G, c'est-à-dire H*(BG; A) = H*(G; A). Dans la suite, les groupes finis 

sont toujours munis de la topologie discrète. 

11. Cohomologie modulo /du groupe linéaire général 

On considère la fibration classique 

(1.1.1) Fv|<q — ^ BU ^ > BU 

où BU désigne le classsifiant du groupe classique U et V4I-I l'application correspondant 

à l'opération d'Adams. On a 

H*BU = Z//[c;,c^,.. .], 

où Cj e H21BU est la i-ième classe de Chern universelle modulo /. Quillen considère 

les classes Cj = <I>*c.' e H^(Fy4I) et montre que Ci = O si i $ O mod r. Il construit alors 

pour i = O mod r des classes r|j e H2^(Fy4I) (cf. [Q2]§3) et prouve le résultat suivant. 
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11.2 Théorème ([Q2] th.l) 

/ . Les monômes £ 0 / £ 2... TJ rfc ... , avec a* e IN, ßi e {0,1} , forment une 

ZlI - base de H'(Fy>9). 

2. La structure multiplicative se décrit comme suit : 

- sii *2 ou si l = 2 et q s 1 mod 4 alors rf, = 0 et 

H*(Fyi)= ZIl [Çr,Ç2r,...)@> A(IIr, Tl2r,...), 

- sii = 2 et q =3 mod 4 alors TT = £ %at>2j-i-a • 
0 Sa < j 

A toute représentation p de dimension finie d'un groupe fini G sur la clôture 
algébrique de k, le relevé de Brauerde p associe une application 

E(p) : BG -> BU, 

unique à homotopie près, qui se relève en 

E(p) : BG -> Fv|rt, 

aussi unique à homotopie près (cf. [Q2]§1 et §7). On considère les classes 

Ci(p) = E(p)*c.' = e(p)*Çi e H2iBG 

et pour i s 0 mod r, les classes 

ei(p) = e(p)*riieH2i-'BG. 

On note Ci e H2'BGLn et ej e H2^1BGLnIeS classes obtenues par l'application 

e : BG —» Py4I fournie par le relevé de Brauer de la représentation canonique de GLn 

sur k. Quillen démontre le résultat suivant. 

37 



11.3 Théorème ([Q2] th.4) V homomorphisme dalgèbres e* : H*(F\pl) ->H*BGL„ 

est surjectifde noyau l'idéal engendré par les classes Çjr et r\jrpourjr > n. Autrement 

dit: 

1. Cj, = ejr=0 sijr > n. 

2. Les monômes c"1 cf2... c"m e1 e* ... em , avec ai e W, ft e (0,1} et 
r Tr mr r Zr mr 

m = InIr], forment une ZlI - base de H9BGLn. 
3. La structure multiplicative se décrit comme suit : 

2 
-sil*2ousil = 2etq = l mod 4 alors e- =Oet 

H*BGLn=ZlllCr,C2,....,Cmr}®Mer,e2r,..,emr). 

2 
-sii = 2 etq=3 mod4 alors e- = Xe" c2j-i-a • 

0 s a <j 

Soient |i{ le groupe des racines /-ième de l'unité dans une clôture algébrique de k 

et K = k (n,) l'extension engendrée par \it. L'extension K/k est galoisienne cyclique 

de degré r et n = Gal (K/k) est engendré par l'homomorphisme de Frobenius F: x—»xi 

Le groupe cyclique C = K agit par multiplication sur K et l'action étant k-linéaire 

on obtient, après choix d'une k-base de K, ün homomorphisme injectif 

C-»GL,, x-»h(x). 

En écrivant n = mr + e, OS e < r , et en faisant m blocs de taille r, on obtient un 

homomorphisme injectif 

irC1"-» GLn , x = (x,,..,xm) -» i(x) = diag (h(x,) h(xm), fle )• 

D'autre part, soit £ m le groupe symétrique à m lettres. Puisque F est un 
automorphisme de K*. le groupe Jt agit sur C et le wreath produit Jt J £m = 7tm * En, 
agit à gauche sur C"1 via 

(<p, O) X = (q>i (Xo-l(i) ) ) 1 $ i $ m , 

où <p = (<pi,...,(pm) e jim , o e I n , , x = (xi xm) e Cm. 

38 



L'action de Jim X Zn, sur l'image de i est réalisée par des automorphismes intérieurs de 

GLn . Puisque ces automorphismes induisent l'identité en cohomologie, on a 

Imi* e (H*Cm)*m*Zm. 

Quillen montre alors le résultat suivant (cf. [Q2] cor. du th.3). 

11.4 Proposition L'homomorphisme i* : H*GL„ -» (//"c"1)*"1*^ est injectif. 

Si l est impair, c'est un isomorphisme. 

12. Cohomologie modulo / du groupe linéaire spécial 

La cohomologie du groupe linéaire spécial est décrite par le théorème suivant 

12.1 Théorème L'homomorphisme d'algèbres H GLn —> H*SLn, induit par 

l'inclusion SLn-* GLn, est surjectif et son noyau est l'idéal engendré par e jet C1. 

En particulier, c'est un isomorphisme si r 22. 

Soit T = C m n i - 1 (SLn) le sous-groupe de C™ correspondant aux matrices de 

déterminant 1. 

12.2 Lemme Le groupe T est stable par l'action de n m * Tn . 

Preuve Si x = (xi,...,xm) e T et 9 = (q>i,-,«Pm) e nm avec q>j = F01O) alors on a 

m ... 
deti((<p,o)x) = n det 11((Pj(X0-I(J))) = U det h(x0- i ( j ))q a u ' 

j=i J 

= n det Ji(X0-I(J)) I l det h(xa-l(j))qa(j)-« = 1 . 
j «0)21 

car k* est d'ordre q-1 divisant q°(J) -1 si a(j) i l . * 

Le théorème 12.1 permet alors de démontrer le résultat suivant qui est l'analogue 
de la proposition 11.4. 

12.3 Corollaire L'homomorphisme H*SLn -* (H*T) " " " ^ t , induit par 

l'injection T —* SLn, est injectif si I est impair et n22 ou sii = 2 et n 23. 

Si l est impair et n 2.2, c'est un isomorphisme. 
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13. Preuve du théorème 12.1 dans le cas r = 1 

La suite exacte de groupes 

(13.1) l - ^ S L n - ^ G L n - ^ U k * - * ! 

se scinde et GLn est alors isomorphe au produit semi-direct SLn *k*. Le groupe 

multiplicatif C = k* est cyclique d'ordre q-1 et pour Ia résolution Y associée à C on 

prend donc la résolution usuelle 

Y : . . . -» ZC -^-» ZC Ü + ZC - ^ Z 

où g est un générateur de C et N = 1 + g + g2 +...+ g<>-2. Pour SLn on prend la 

résolution bar, notée X. Alors la cohomologie de GLn est celle de l'algèbre 
différentielle B = HOmSLn(Y1HoIiIc(X1Z//)) (cf.§l, 4.1 et 5.4). 

13.2 Proposition Pour la suite spectrale de LHS associée à B, on a 

1. L'élément c"'c°2...c°n e^' <%•••*?* e H*GLn est de filtration 2a,+ßi et EfJ 

a pour ZIl -base les monômes "c,1 c.2...c " e J e\2...e" de degré p+q = 
1 2 It 1 2 H 

= 2(Ct] + ... + On) + ßi + ... + ßn avec p = 2ai+ßt. 

2. E„=E2. 

3. L'action de k* sur H*SLn, induite par celle de k* sur SLn, est triviale. 

Puisque E™ = Hp(k*; H" SLn), on a 

E°* = Bj* S H°(k*; H" SLn) = (Hq SL n ) " = Hq SLn. 

Le théorème 12.1 résulte alors de la proposition 6.1. 

Preuve de la proposition 13.2 On procède par induction sur l'indice q. Pour q = O1 on 

observe que k* est isomorphe à GLj et que 

det*:H*(GL,)-»H*GL„ 

est injective, car Ia suite 13:1 possède une section. D'autre part, H1GLn= Z// ej et 

H2GLn =Z// ci. On appelle e le générateur de H1GLi et c le générateur de H2GLj. Par 

injectivité de det*, on doit avoir c, e^ = det*(ca eß). Mais Im det* = E = D c 
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e H*GL„ (cf. proposition 6.1), ainsi c"eÇest de filtration 2a+ß dans H2a+ßGL„et les 

a ß n P'0 *'° 
c. ty. avec p = 2a+p forment une base de E00 . L'injectivité de det* implique E = 

= H*GL( et puisque E^° est un quotient deE^0 = H*(GLi; H0SLn) = H*GL], cela 

montre que E*'0 = E ' (on sait que l'action de k* sur H SLn est triviale). D'où 

l'ancrage àq = 0. 

Supposons la proposition vraie pour s <. q-1 et montrons qu'elle est vraie pour 

s = q. Notons 

b(m) = c^2...c^n e k - x j " e HmGL„. 

b(m) = c2
a2...c°;n e^...eP

n" e © E ' J . 

L'hypothèse d'induction et H^1GLn s 0 E j 0 (et done dim H ^ L n = J di m E0 0 ) 
r+s=q r+s=q 

ainsi que la structure multiplicative du terme E» montrent : 

13.3 U s c°!ef'b(q) sont de filtration 2cti+ßi dans H20I+Pi+I(GLn) et les 

c a ' ê^1 b(q) sont linéairement indépendants dans E ; de plus les b(q) forment 
1 ! 00 

o»Q —Ol—ßl 

une base de E00 . En particulier, dans E00 la multiplication par c e^ est injective. 

13.4 Les différentielles d '̂q sont nulles pour r â 2. En particulier, 

E0,q = E°/> et E ^ E l « . 
00 2 00 L 

On sait que E?,,q = Hp(k*; HqSLn) où HqSLn est regardé comme k*-module et que 

E ^ = (HqSLn)k'. 

13.5 Lemme IfSLn= (ffSLn)^*. 
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Ainsi H^SLn est trivial comme k*-module et le théorème des coefficients universels 

montre alors que E™ = E?'0 ® E°'q. On a dim E^0 = dim E^° = 1 et par 13.4 

dim E5'q = dim É1A = dim E°A. Par 13.3, on a dim E°'q S dim E M . Ainsi 
J1 i . OO OO OO 

dimE™ S dirnE™ £ dimEP'q. 
oo Z oo 

2ai+ßi,q OA 
D'où E*'q = E*A et les c° l êf'b(q) forment alors une base de E 1+ ''"", car dim E 

oo Z 1 1 oo ' 

p,q 
= dim E .D'où la proposition 13.2. • 

Preuve du lemme 13.5 On a un isomorphisme multiplicatif de complexes (cf.§l) 

(13.6) E*fl = Hom2c(Y»,H%L„). 

Puisque Yp = ZC pour tout p, on obtient le diagramme commutarif suivant 

„3.7, I? lì " 
H%L„ Ü * H^Ln i L » rf^Ln 

13.8 Assertion La multiplication E0f Q) E1* -» E?f est unisomorphisme. 

Preuve On a E,'0 = Hom2c(Yi, Z// ) = Z// et EJ'° S H ' ( C ; Z// ) s H' (GLI; Z// ) s 

s Z// ej, donc E1 ' = E2' = Z// ci. On regarde alors ci comme le cocycle prenant la 

valeur 1 e Z// en I e Y i = ZC. En prenant l'approximation diagonale A usuelle 

associée à Y on obtient, pour «p e Homzc(Y0, H^SLn), 

(13.9) (-l)q(q) u e,) (1) = n . (<p ® C1). A0,! (1) = H( <p(l), e,(l) ) = <p(l), 
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où 1 e Yi = ZC et où Ji est le produit cup de H*SL„. Par 13.6, la multiplication est 

donc surjective. De plus, dim (E"""1 ® E1 ' ) = dim E1 . • 

Ainsi tout élément de E.'<' s'écrit de façon unique sous la forme <pei avec 

q> e E°,q. Supposons alors par l'absurde qu'il existe un élément x e HqSL„ non-fixe 

par l'action de C = k*. Alors dj°'<' x * 0 et il existe q» * 0 dans E"-*1 tel que 

(13.10) ^ x = C-Ci. 

Puisque ci est un cocycle, on a 

0 = dj-qd°q x = (d^Vei-

Du diagramme 13.7 et de 13.9, on tire que ç est fixe dans H^iLn. Dans Eo», ei devient 

ëi qui est non-nul et <p devient <p qui est aussi non-nul, car (HftjLn)11* = Ej*1 c E°'q 

et E^'q = E?'*1 par 13.4. Par 13.3, <p-è~i est alors non-nul dans E00. Mais par 13.10, 

tpei est un bord de dj, donc nul dans E2 et a fortiori dans E00, d'où la contradiction. • 

14. Preuve du corollaire 12.3 dans le cas r = 1 

Dans ce cas, C est le groupe cyclique k*. Ainsi, Cnet T sont respectivement les 

sous-groupes de GLn et de SLn formés des matrices diagonales. On a la suite exacte de 

groupes 

1 -» T -> C" - ¾ k* -» 1 

et les diagrammes commutatifs suivants. 

T «-!-> SLn H*T <X- H*SL„ 

*J b fî \f 
Cn <^-> GLn H*Cn *^U H*GL„ 

Le théorème 12.1. montre qu'on peut identifier H SLn à une sous-algèbre de 

H*GL„ via une section de g*. Pour montrer l'injectivité de j * . il suffit alors de voir que 

la restriction de f* ° i* à H SLn est injective. 
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Dans la suite on distingue les cas suivants : 
cas typique : / * 2 ou / = 2 et q s 1 mod 4, 

cas exceptionnel : / = 2 et q = 3 mod 4. 

Cas typique 

Puisque C est isomorphe à GLi, on a 

H*C = P[x] ® A(y) avec x = ci et y = ei, 

et, avec des identifications canoniques, 

H*Cn = P[x, Xn] (g) A(y, y„). 

Avec yi = dxi, H*Cn s'interprète comme le complexe de de Rham associé à 

P[xi x„] . 
Soit Sj le j-ième polynôme symétrique élémentaire en xi,..., xn et II le complexe 

de de Rham associé à P[si,...,sn] : 

O = P[Si sn] ® A(dsi dsn) 

où dsj s'obtient en dérivant usuellement Sj ; les XJ étant de degré pair on a 

dsj= £ xj, . . . .£k x i .y i k 

1 S i i <...< ij S n 

Le groupe symétrique à n lettres Xn agit sur C"en permutant les facteurs et il est 

bien connu que l'action induite sur H C™ permute canoniquement les Xj et les dxj. 

On a (cf. [Q2] rem.3 p.565) 

P[si,...,Sn] = P[xi Xn]^n et A c ( H * ^ avec égalité si /est impair. 

14.1 Lemme Pour 1 <j in, on a i*Cj = Sj et i*ej = dsj . 
En particulier. Imi* = Get i*H*SL„ - P[Si,- -finì ® A(ds2,...,ds„). 

Le groupe Test isomorphe à C11"1 via 

C"'1 -> T, (£,,...,En_i) H» diag (£,,...,£„_, , ( e i . - en - i ) 1 ) . 
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Ainsi 

H*T = Pß , Cn.,] <g> A(ClC1 dÇn-O-

Notons Oj le j-ième polynôme symétrique élémentaire en C1 );„_]. On convient que 

O0 = 1 et Oj = O si j > n. Pour 2 < j < n, soit 

fj = Oj - Oj-I Ol 6 S = P[Çi....,Çn-l]-

14.2 Lemme On peut choisir les Çj tels que 

f*Xj = Çj et f*dxj = dÇj pour l<j<n-l 

f*xn= - a, et f*dx„ = - dch 

Alors pour I <j <n, on a 

f*Sj = Oy - Oj-i Oj -fj et f*dsj = daj - dOj./ CT/ - CTy./ dai = dfj. 

En particulier, f*si = f*dsi = O. 

Si n = 2, f*ds2 = - 2O1 ClO1 et le lemme 14.1 montre que j n'est pas injective 

si / = n = 2. Dans la suite on suppose donc / impair et n > 2 ou / = 2 et n > 3. On a donc 

déjà montré l'injectivité de j * . 

Les transpositions tj = (j,j+l), 1 <,\ Sn-I, engendrent En qui agit par restriction 

sur T c Cn. Le lemme 14.2 et le diagramme commutatif suivant 

f 
H*Cn -^-»> H*T 

T. V-
H à 

H*Cn » H*T 

r 
montrent que l'action de Tj sur H T est canonique pour j <, n-2 et que 

Tn-I Çk = Sk . *n-\ dÇk = d^k si k <, n-2 

Tn-I 4n-l = - Ol , In-I dÇn-1 = - dai . 

On déduit alors des lemmes 14.1 et 14.2 et de A.1 que 
j*H*SL„ = n ( S*n ) = P[f2,...,f„] <8 A(df2 dfn) 
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qui est isomorphe à H SLn pour des raisons de dimensions. 

De plus, l'application canonique 

Q ( S^n ) -» i l ( S )¾ = (H*T)En 

est injective et est un isomorphisme si / est impair (cf. A.l). D'où le corollaire 12.3 

dans le cas typique. 

Preuve du lemme 14.1 La preuve se trouve dans [Q2] p.564 et elle se fait comme suit. 

On interprète l'inclusion i : Cn -* GLn comme la représentation produit 

Ei x ... x En : Cn -» Cn c GLn 

où Ej est l'identité sur le j-ième facteur. Alors i*Cj et i*ej sont les classes 

correspondantes de la représentation Ei x ... x En. Pour le produit pi x (¾ de deux 

représentations pi et p2, on a les formules 

Cj(Pi x D2)= X c r(pi) ® C8(P2) 
r+s=j 

(14.3) 

ej(pi x p2) = X (c r(pi) ® e s(p2) + e r(pi) ® cs(p2)) 
r+s=j 

avec c0 = 1 et e0 = 0 (cf. [Q2] p.563). Dans notre cas nous avons 

ei(Ej) = yj , Ci(Ej) = Xj et ej(Ej) = Cj(Ei) = 0 si j £ 2. 

La preuve du lemme se fait par induction sur n et pour n = 1 cela résulte de 
C = GLi. On note 

Cj(k).= Cj (Ei X...X Ek) e H2JCk, ej(k) = ej (Ei x...x Ek) e H2MCk 

et s- = Sj I XJ=O le j-ième polynôme symétrique élémentaire en xi,...,xn.] et ds? la 

différentielle associée. 

Par hypothèse d'induction et en identifiant produits tensoriels et produits cup, on a 
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cj(n) = Xcr(n-1) ® Cs(En) = Cj(n-l)®l+Cj.i(n-l)® C!(E„) = 
r+s=j 

= S: + S• j Xn = Sj. 

Pour la classe ej(n) l'hypothèse d'induction donne 

ej(n) = X (Cr(n-l)®e s(E„) + er(n-l)(8i C8(En) ) = 
r+s=j 

= ej(n-l) ® 1 + cj.i(n-l) ® Ci(En) + ej-i(n-l) ® ci (En) = 

= ds° + s°_, y„ + ds°j xn. 

Mais un calcul simple montre que dsj = ds? + s? j yn + ds? j xn. • 

Preuve du lemme 14.2 L'isomorphisme 

C""1 -> TcC", (61,...,En-I) !-• diag (Ei,...,en_i , (ei...en_i ) 1 ) 

est l'identité sur les n-1 premiere facteurs. Ainsi, pour 1 5 j 5 n-1, on peut choisir Cj tel 
que fxj = Çj. 

Si nn : Cn—» C désigne la projection sur le n-ième facteur, alors 

C*-'_*T^D_»C 

est la composée de la multiplication et de <p : C -* C, e I-* e - 1 . Puisque les Çj et les dÇj 
sont primitifs et que <p induit en cohomologie la multiplication par -1, on a 

f*xn = - (Ci + ... + Çn.t) = -Oi 

f*dxn = - (dÇ, + ... + dÇn.i) = - dai. 

Avec les notations du lemme 14.1, on obtient 

f*SJ = f*(s° + s°, xn) = Oj - Oj.i Oi 

f*dsj = doj - dOj.i Oi - Oj-i do i .* 
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Cas exceptionnel (/ = 2 et q = 3 mod 4 ) 

On procède comme dans le cas typique. Le groupe C étant isomorphe à GLj, on a 

H*C = P[yl avecy = ei e tC]=e . , 

et donc 

H*C"= P[y, y„]. 

Soit Sj = Sj(yi,...,yn) le j-ième polynôme symétrique élémentaire en les yi,...,yn • On 
convient que S0 = 1 et Sj = 0 pour j > n+1. 

14.4 Lemme Pour 1 <j <n,ona 

i*cj = s2j et i*ej= £ St S2J.j.k-
0 i k < j 

En particulier, i*e/ = S/ et Im i* cP[si,...^„] = (H*C" fin . 

14.5 Lemme Le noyau de f* : P[S/ Sn] -* H*T est l'idéal N de P[sj Jn/ 

engendré par s/. 

14.6 Lemme Pour n>3,ona i* H*SLn r>N={0}. 

Par proposition 11.4, i* est injective et les lemmes 14.5 et 14.6 montrent alors 

que j * l'est aussi pour n > 3. Comme dans le cas typique, l'isomorphisme 

C""1 -> T c Cn, (e ,£„_,) - • diag (ei,...,e„_i ,(ei.. .e„-i )-' ) 

permet d'écrire 
H*T = P[r|i,...,Tln-i] avec d°T|j = 1 pour tout i 

et 

f*yj=Tii si 1 <i Sn-I 

f*yn = TJi + ... +Tini-

(cf. preuve du lemme 14.2). Appelons Oj= 0j(T|i,...,r|n.i) le j-ième polynôme 

symétrique élémentaire en Ti1,...,T)n-I- Comme dans le cas typique, on montre que 

f*sj = fj = Oj - Oj-I Oi pour 2 < j < n et en utilisant A.l on obtient 

j*H*SL„ c P[f2,...,f„] = PlT)i,....iHi.i]ïn = (H*T)V 
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D'où le corollaire 12.3 dans le cas exceptionnel. Pour n = 2, j * n'est pas injective. En 
effet, on a par exemple i*e2 = S) sj e N. 

Preuve du lemme 14.4 La preuve se trouve dans [Q2] p.565 et utilise la formule de 
Wu. On donne ici une variante de preuve en procédant comme dans le cas typique 

(preuve de 14.1). 
2 2 2 

Pour Cj(n) c'est le même calcul, car ci (Ej)= y ; et modulo 2 SjCy1 y k ) = 

= sj(yi yk)2 -
Pour ej(n), l'hypothèse d'induction donne 

ej(n) = X (cr(n-1 ) ® e s (E n ) + er(n-1 ) ® c s(E„)) = 
r+s=j 

= ej(n-l)® 1+cj- i (n-l)®ei(En)+Cj-Kn-I)(SCi(En) = 

= X*°ks2j-,.k
 + (s°.>2yn + ( l . A ^ . y ) y l 

0<k<j O S k < J - ' 

Dans 2 [ y i yn], p = p(yi yn) = X Sk S2j-i-k est un polynôme de 

oâc<j 
2 degré ^ 2 en y„ et s'écrit donc a„ + ai yn + a2 yn avec 

• v o o 
ao = pl y n = 0 = 2 , s k s 2 j - 1 - k ' 

0<k<j 

v„ = o 
0<k<j 

•i -<-J-)y.-o = Z < « k - i - W - S ' W » 

= (s°,)2+2 ï . ° k . ^ . 
OSk<j-l 

_ 1_ - Q^p . _ V ° ° _ V ° ° 
3 2 " 2 ^ 2 ' Y n = O - ^ S k - l S 2 j - 2 - k ~ ^ skS2j-3-k-

dVn 0<k<j 0£k<j-l 

On conclut en réduisant modulo 2. • 

Preuve du lemme 14.5 Comme vu plus haut, l'isomorphisme 

C""1 -> T c C " , (ei,...,e„_i) -> diag (ei,...,en_i , ( e i . . . e„_ i )> ) 
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pennet d'écrire 
H*T = Ptni.-TIn-I] avec d°Tlj = 1 pour tout i 

et 
f*yj=T|j si 1 £ i £n-l 

f*yn=T1l+-. +Tln-l. 

Il est alors clair que f* : H*C"—• H*T est surjective et que f*si = 0. Soit K l'idéal de 

H*Cn= P[yi,...,yn] engendré par si, o n a K c Ker f*. En comparant les séries de 

Poincaré de K et de Ker f* on obtient 

PS( Ker f* ) = PS( H*Cn) - PS( H*T ) = (l-t)-0>-l) ((M)"' -1) = t (l-t)n 

et, puisque P[yi,.,yn] est intègre, 

PS( K ) = t(l-t)-". 

Donc K = Ker f*. 

Si p e P[si,...,sn] n Ker f*. alors p = siq avec q G P[yi,...,ynl • Mais q = ps'j est 

symétrique, donc q e P[si,...,sn].» 

Preuve du lemme 14.6 Soit Oa= £ aj x1 e H*SLn avec I = (02,..., Otn, ß2,..., ßn) 
I 

où 0 S ai et 0 <, ßi <, 1, ai e Z/2 et x1 = c"2...c°n Vp...<rn. On ordonne les monômes 

s n s J ... s ' lexicographiquement, c'est-à-dire 

s8" s"n:1...sV>s ,n sV-.s".1 
n n-l 1 n n-1 1 

s'il existe j , 1 <j S n, tel que aj > âj et ak = âfc pour k > j . 

On a i*œ = X *i i*(x') = £ (mi + r, ) où iri| est le plus petit monôme non-
I I 

divisible par si apparaissant dans i*(x') et rf = i*(x') - m.. Pour n ï 3 , m , existe. On a 

m. = s n s ":'... s!.2 avec ' 
1 n n-l 2 
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a2 = 2 a 2 + ß3 

a3 = 2a } + P2 + P3 + P4 

ak = 2 a k + ßk+Pk+i « " S k S n - l 
a„ = 2a„ + ß„. 

Si J = (a2,..., an) on observe que J = J implique I = I'. Donc si I * Y alors m. * m r . 

Ainsi le plus petit des m( a coefficient I dans i*«o. Les Sj étant algébriquement 

indépendants, i*Cû n'est pas divisible par s\.+ 

15. Preuve du théorème 12.1 et du corollaire 12.3 dans le cas r S 2 

Dans ce paragraphe, on note C la composante /-primaire du groupe cyclique K . Le 
groupe C est cyclique d'ordre P avec a = V1 (qr-1 ) la puissance de / dans qr-1. On note 

encore C son image dans GL1 par l'homomorphisme injectif C —» GLr, x —» h(x). 

Puisque k* est cyclique d'ordre q-1 et que / ne divise pas q-1, on a C c SL1-. Ainsi, 

l'homomorphisme injectif i : C"1 -» GLn, obtenu en faisant m blocs de taille r, prend 

ses valeurs dans SLn et on le note 

j iC" 1 -> SLn , X = (X, x n ) -» j(x) = diag (h(xt) h(xm), i e )-

15.1 Proposition Si l ne divise pas q-1, l'homomorphisme j * : H SLn —> H Cm 

est injectif. 

D'autre part, le groupe n agit sur C, car F est un automorphisme de K et 

conserve donc l'ordre des éléments. Concernant l'action du wreath produit Tt I X1n = 

= nm X Z1n sur C™, on a la proposition suivante. 

15.2 Proposition Dans SLn, l'action d'un élément de Jt"1 * Zn sur C™ esf réalisée 

par un automorphisme intérieur de SLn. 

Puisqu'un automorphisme intérieur induit l'identité en cohomologie, les 

propositions 15.1 et 15.2 montrent qu'on a un homomorphisme injectif 

j * : H*SL„ -> (H*Cm )* m " 1ITi. 
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Mais / est impair, car / ne divise pas q-1, et la proposition 11.4 montre alors que 
l'inclusion i : Cm -» GLn induit un isomorphisme 

i* : H*GL„ -> (H'C™ )Km« V 

Le théorème 12.1 et le corollaire 12.3 résultent alors du diagramme commutatif suivant. 

H*GL„ > H*SL„ 

- \ /r 
(H*Cm )Km" *m. 

Preuve de la proposition 15.1 La preuve consiste essentiellement à adapter à SLn les 

résultats obtenus par Quillen pour GLndans [Ql]§3 et [Q2]§8. 

Puisque / ne divise pas q-1, on a / impair et 

1v /(s) + v/(qr-l) sir divise s 

0 sinon 

(cf. [FP], VIH.2.4) 

D'autre part, 
I SLn I = qn(n-D/2 (q2.l)...(qn.D. 

Ainsi v, (I SLn I) = v. (I SLmr I) et par la théorie du transfert 

H SLn —> H SLmr 

est injective. Il suffit alors de voir que 

H SLmr —̂  ** C 

est injective. 

Rappels 1. On dit qu'une famille (Hj, i € 1} de sous-groupes d'un groupe G détecte 

H*(G; 2/0 si l'application 

H*(G;Z//) -> f i H*(Hi; Z / 0 . 
iel 

induite par les restrictions, est injective. 
2. Un groupe G est d'exposant divisant n si gn = 1 V g g G. 
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On a les deux lemmes suivants (cf. les résultats analogues pour GLn dans [Q2] 

lemmes 12 et 13). 

15.3 Lemme La cohomologie modulo I de SLmr est détectée par des sous-groupes 
abéliens (de SLmr) d'exposant divisant laoùa= v, (tf-l). 

15.4 Lemme Tout sous-groupe abélien de SLn d'exposant divisant la, où 

a= V1 (qr-l), est conjugué dans SLn à un sous-groupe de C™. 

Il suit de ces deux lemmes que la cohomologie modulo / de SLmr est détectée par 

une famille (Hj, i e 1} de sous-groupes de C"1. Alors 

H4SL1n, - • f i H*(Hi) 
iel 

est injective et se factorise par H4C"1, d'où la proposition 15.1. • 

Preuve du lemme 15.3 Soit En, le groupe symétrique à m lettres. On a un 

homomorphisme injectif Xn, —» GLn,, donné de la façon suivante : chaque coefficient 

de la matrice m x m de permutation représentant o e En, devient un bloc r x r : 1 

devient flr et 0 devient Or. Le déterminant de la matrice obtenue vaut (-l)r 8W" ° . Le 

groupe En, agit par conjugaison sur GL,™ et sur les matrices "diagonales" de m blocs 

r x r l'action de En, est de permuter ces blocs. 

Soit Hm>r = I n , n SLmr. C'est un sous-groupe de En, d'indice 1 ou 2 et, puisque 

/ est impair, on a 
v, (1IW)=V, (IE1nI)=V/^!). 

Le wreath produit H = C J Hn,,, est un sous-groupe de SLm1 d'indice premier à /. En 

effet, on a d'une part 
m 

v, (ISLnJ) = mv, (q'-l) + £ v, (jr) = mv; (qM) + v, (m!), 

J=I 

car r divise M, puisque qr s 1 mod /, et donc r < / et v. (jr) = v. (j); et d'autre part, C 

étant la composante /-primaire de K , on a 

v, (IHI) = V, (IHm^I)+mv, (ICI) = v,(m!) + mv,(qr-l). 
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Par conséquent, H contient un /-Sylow de SLn,, et détecte H SLmr. U suffit alors de 
voir que H*(H) est détectée par des sous-groupes abéliens d'exposant divisant P. Or C 
étant cyclique d'ordre /a, le lemme 15.3 résulte du lemme 15.5 suivant, (cf. [Ql] 
prop.3.4 pour un résultat analogue).« 

15.5 Lemme Soif l premier impair et G un groupe dont la cohomologie modulo l est 
détectée par une famille de sous-groupes abéliens d'exposant divisant l" avec a è 1. 
Alors le groupe G fHmj- a la même propriété. 

Preuve du lemme 15.5 Elle se fait par induction sur m. Pour m = 1, il n'y a rien à 
montrer. On suppose alors le lemme vrai pour m' < m et pour tout r et on montre qu'il 
est vrai pour m et tout r. On distingue deux cas. 

1. Si m est premier à /, soit Hm.\f = Hm>r n En,.i c SL(m.|)r. Alors le sous-
groupe (G ! Hm_] r) x G de G / Hm>r est d'indice premier à / et détecte donc la 
cohomologie modulo / de G / Hm<r. On conclut par hypthèse d'induction et par le fait 
que la formule de Kiinneth montre que si (Mj, i e 1} et (Nj, j e J} détectent la 
cohomologie de M et N respectivement alors (Mj x Nj, (ij) 6 I x J} détecte celle de 
MxN. 

2. Si / divise m, la permutation circulaire (1 2..7) engendre un groupe cyclique D 
d'ordre / que l'on regarde comme sous-groupe de H/j c SL/r; en effet, la matrice 
correspondant à (1 2...0 est de déterminant (-l)^'-') = 1, car /est impair, et on a bien 
D c SL/r. Ecrivons m = m/ et considérons les sous-groupes 

Hm,/r = Em o SLmr 

et 
(G J D) J Hm,/r * G J (D J HliUr ) c G J Hm,r. 

Le sous-groupe Hm1/, permute les m blocs de taille h. 
La cohomologie modulo / de G i Hm>r est détectée par celle de (G J D) J Hjfi/r, car 
c'est un sous-groupe d'indice premier à /. Mais G J D est un sous-groupe de SL/r dont 
la cohomologie modulo / est détectée par des sous-groupes abéliens d'exposant divisant 
/a comme le montre le résultat suivant. 
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Résultat ([QIl. cor. 3.3) Si (Aj, i e 1} détecte la cohomologie de K alors la famille 

suivante de sous-groupes deKJD détecte celle de KID : 

Ai1 x... XAi1 cX< cK JD, ij e I 

AixDcKxDcKlD.ie I 

On conclut alors par hypothèse d'induction.« 

Preuve du lemme 15.4 Le résultat suivant est classique. 

15.6 Lemme L'homomorphisme K -» GLr * k* est surjectif. 

Soit G un sous-groupe abélien de SLn d'exposant divisant /a. Par [Q2] 

lemme 12, il existe g 6 GLn tel que gGg"1 c (K )m. Mais G étant dans la composante 

/-primaire de SLn, on a gGg"1 cC"1 . Par le lemme 15.6, il existe h e K* tel que 

det h = det g 1 . Avec h = (h,l 1) 6 (K*)m on a hg 6 SLn et 

(hg)G(hg)'c h C V 1 cC m , 

car (K*)m est abélien. • 

Preuve de la proposition 15.2 Puisque Cm est un sous-groupe de SLmr c SLn, il suffit 

de voir que l'action de nm * Im est réalisée par des automorphismes intérieurs de 

SLmr. Ainsi pour (<p, a) e Äm X En, on cherche A e SLmr tel que le diagramme 

suivant commute 

C > SLmr 

(*frì- ï CA 

C » SLmr 

où cA est la conjugaison par A. 

L'action de Jt sur K étant k-linéaire on a des homomorphismes injectìfs 

Jt -» GL, , (p t-» b(<p) 

et 

7tm-> GLmr , 9 = (<pi q>m) »-* M(q>) = diag (b(q>i) b((pm) ). 
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En notant mx : C -» C, z —> xz la multiplication par x e C, on a 

F ° m x « F =mp(x), 

où F est l'homomorphisme de Frobenius F: z—»z<J. Ainsi dans GLf, Tt agit par 

conjugaison sur C et donc, dans GLn,,-, jt
m agit par conjugaison sur Cm . 

Dans GLmr. Em agit par conjugaison sur C™ (cf. preuve du lemme 15.3). Ainsi, 

l'action de tim * £ m sur Cm est réalisée par des automorphismes intérieurs de GLmr, 

c'est-à-dire 

JW^o)X) = CB(JW) = Bj(X)B1 

où x e Cm , M(O) G GLmr est la matrice de O € Zn, et B = M(q>)M(o) e GLm,. 

Le lemme 15.6 implique qu'il existe z e (K*) m tel que det i(z) = det B"1. Alors 

on a A = Bi(z) e SLnU- et, pour tout x e C , 

CA(J(X)) = Bi(z)j(x)i(z)'B-l = Bj(zxz-1)B> = C8(J(X)) =j(((p, o)x), 

car (K ) m est abélien et donc zxz-1 = x. • 

56 



CHAPITRE 4 SUR LA COHOMOLOGIE ENTIERE DU GROUPE 

LINEAIRE GENERAL ET DU GROUPE LINEAIRE 

SPECIAL SUR UN CORPS FINI 

Dans ce chapitre on donne une description de la cohomologie entière de GLn et de 

SLn, à l'exception de la p-torsion. Les notations sont celles du chapitre 3. On désigne 

par G l'un des deux groupes GLn ou SLn et BG l'espace classifiant associé. 

16. Ordre des classes de Chern entières 

Soit E : BG —> BU l'application obtenue par le relevé de Brauer de la 

représentation canonique de G sur k. On a 

H*(BU;Z) -Z[? ; . c£ . . . . ] . 

où c* e W(BU; Z) est la i-ième classe de Chem universelle entière. L'ordre des 

classes Cj = E*c* e H2,(BG; Z) est donné par le résultat suivant 

16.1 Théorème 

/ . Pour G = GLn et 1 £i Sn, ci est d'ordre a* -1. 
2. Pour G = SLn et 2 Si Sn, c,- est d'ordre q* -1 et C1 est nulle. 

3. Pour i > n, Ci est nulle. 

Preuve On considère à nouveau la fibration classique 

(16.2) F^i > BU ^ > BU 

où Y4I-I est l'application correspondant à l'opération d'Adams (cf. 11.1). Soient les 

limites directes canoniques GL = lim GLn et SL = Hm SLn, ainsi que les espaces 

BGL+ et BSL+ obtenus par la construction "+" de Quillen à partir des classifiants BGL 

et BSL, GL et SL étant muni de la topologie discrète. 

On rappelle que la construction "+" de Quillen permet d'associer à tout 
CW-complexe X et à tout sous-groupe N normal parfait (c'est-à-dire N = [N1N]) de 
itiX un espace X+ et une application continue i : X -» X+ tels que : 
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(16.3) i* : TtiX -» K1X
+ s'identifie à JiiX -> îtiX/N = 7tiX+. 

(16.4) i* : H*(X; L) -» H*(X+ ; L) est un isomorphisme pour tout système L de 

coefficients locaux sur X+ . 

Cette construction est fonctorielle à homotopie près. 

L'application E se relève en 
e:BG -»Fy^, 

et e se factorise par BGL (cf. [Q2] p.575-576). D'autre part, l'espace By*! ayant le type 

d'homotopie de BGL+ (cf.[Q2] th.7), on obtient le diagramme commutatif suivant, où 

les applications sont canoniques. 

BSLn - ^ BSL » BSL+ 

BGLn —i-> BGL > BGL+~F\|rt 

On note encore Cj l'image de c .' dans H2,(FyQ; Z ) s H (BGL; Z ) (resp. dans 

H2|(BSL; Z)) par 4>* (resp. j * • O*). On montrera le résultat suivant (cf. [FP] 1.8.1 

P-45 et (H]). 

16.S Proposition L'ordre de ci dans H (FyQ; Z) est exactement q*-l. 

En pa 

nulle. 

En particulier, la p-torsion des classes ci dans H2'(Fì/ì; Z) et dans H2'(BG; Z) est 

On a H2(BSL„; Z//) = O pour tout / * p (cf. 12.1) et donc H2(BSL„; Z[l/p]) = O, 
d'où la nullité de cî e H (BSLn; Z) par 16.5. La nullité de cî résulte aussi de 16.12. 

Montrons maintenant la troisième assertion. Si S est un /-sous-groupe de Sylow 

de G, l'ordre de S ne divise pas la caractéristique p de Fq et alors le caractère de Brauer 

de l'inclusion I : S -» GLn est le caractère d'une représentation complexe de dimension 

n de S (cf. |F] th.1.5 et (G] p.414). Ainsi l'application BS —» BU obtenue par le relevé 

de Brauer de I se factorise par BU(n), le classifiant du groupe classique U(n), et on sait 

que c' est nulle dans H (BU(n); Z ) pour i > n. D'autre part, l'application 

I : H (BG; Z(/)) -» H*(BS; "Z(I)) étant injective, puisque S est un /-sous-groupe de 

Sylow, éTcst nulle dans H2l(BG; Z[l/p]) pour i > n et donc aussi dans H2|(BG; Z) 

par 16.5. 
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On obtient une variante de preuve en observant que, dans H (BG; Z), c[ est d'ordre 

un diviseur de q'-1. Si q est non-nulle alors, pour un premier / divisant l'ordre de cj, la 

/-torsion de Cj est non-nulle et par conséquent la réduction modulo / aussi. Par 16.5, 

11.3.1 et 12.1 cela n'est possible que si i <, n. 

Finalement, les assertions 1 et 2 de 16.1 résultent des lemmes suivants. 

16.6 Lemme Les applications 

f : HlHBSL; Z) -> Hk(BSL„; Z) et g* : Hk(BGL; Z) -> Hk(BGL„; Z) 

sont injectives pour k <2n. 

16.7 Lemme L'application j * : Hk(BGL; Z) -» Hk(BSL; Z) conserve l'ordre des 

classes de Chern C1, pour i>2. 

Preuve de la proposition 16.5 On travaille à nomotopic près et les groupes de 

cohonrtologie sont pris à coefficients dans l'anneau Z des entiers. Puisque ßBU est 

homotope à U, on obtient, à partir de 16.2, la fibration 

(16.8) U -» IVl - ^ BU. 

C'est la fibration induite par l'application \|rt-l : BU -> BU de la fibration universelle 

(16.9) U -» EU -> BU. 

On considère la suite spectrale de Serre associée à 16.9. L'espace BU étant 

simplement connexe, le système de coefficients locaux sur 

H*U = A(yi, y2,...) où degré y; = 2i-l 

est trivial et ainsi 

E£s S HrBU ® H5U = E^° ® E° ,s. 

Par [Bo] th.19.1, les yj sont transgressifs, c'est-à-dire dryj = O pourr = 2, 3,..., 2i-l, 

et 

d2iyi = ? e E * - ° = Z c . \ 
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où E?V° est le quotient de H21BU par le sous-module engendré par les monômes de 

degré 2i en les classes de Chern cj,..., c?.. 

Par naturalité de la suite spectrale, les yi sont aussi transgressifs dans 16.8 avec 

d2iyi = (V«-l)*c: = (q'-Dc- e E2J'0. 

On voit facilement par récurrence sur i que dans 16.8, E ' = Ti © Lj où T; est de 

torsion et Li est Z-libre de base les c. ' c. i+1... y ' y°'+1 ... , avec otj € N , 
i i+i i i+l 

Pi e (0,1 ). Ainsi c' engendre un sommant direct Z-libre dans E2J'0 et un sommant 

direct d'ordre q*-l dans E2J;0, = E2J'0 = <D*(H2iBU). 

Enfin, les Cj n'ont pas de p-torsion car p ne divise pas q'-1. • 

16.10 Remarque La démonstration ci-dessus montre que 

E2J0s Z ci © T et E2i,° = E2J;0, = Z/(q*-1 ) Cj © T, 

où T est de torsion. Donc ci engendre un sommant direct d'ordre q'-l dans 
Im O* = E^° c H*(BGL; Z). D'autre part, pour i fixé S 2, soient Z\ e E2'° = E2:0 

et cî-i e E j ' '° = E2
1J- ,0. Alors CÎ-IC'I e T c Ej'/0, car cj-ici est un élément de 

torsion (de E2O d'ordre un diviseur de q'-l. Ainsi ci - Cj-icJ e E j ' 0 c Im 4>* est 

d'ordre q'-l. 

Preuve du lemme 16.6 Rappelons d'abord que pour une application continue 
h : A —» B on peut considérer son cône Ch et obtenir une longue suite exacte en 
cohomologie 

(16.11) H°(Ch; L) -> H°(B; L) -> H°(A; L) -» H'(Ch; L) ->... 

pour tout groupe abélien L. 

Par 16.4 et les théorèmes 11.2 et 11.3, g* : Hk(BGL; Z//) -> H^BGLn; Z/0 est 

un isomorphisme pour k < 2n (/ * p). Alors par 16.11, Hk(Cg; Z//) = 0 pour 

1 < k < 2n et donc Hk(Cg; Z[l/p]) = 0 pour 1 £ k < 2n. En utilisant à nouveau 16.11 
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on voit que 

g* : Hk(BGL; Z[Vp]) -> Hk(BGL„; Z[l/p]) 

est un isomorphisme pour 1 < k S 2n-l et injective pour k = 2n. On conclut par le fait 
que H*(BGL; Z) n'a pas de p-torsion (cf.[Q2] cor.2 du th.6 p.579). 

Pour l'application f : BSLn -> BSL, on remarque d'abord que 

(16.12) BGL+ a Ie type d'homotopie de BSL+ x Bk* où k* = GLi. 

En effet, la suite exacte 

l - » S L - > G L - ^ k * - > l 

est scindée et BGL est un H-espace (cf.[A]§l). Ainsi en cohomologie modulo /, 

l'application j * est surjective de noyau l'idéal engendré par Ci et ei. Il en est de même 

de j * par 12.1. Comme précédemment, f* : Hk(BSL; Z//) -> Hk(BSLn; Z//) est un 

isomorphisme pour k 5 2n et f* : Hk(BSL; Z[l/p) -» Hk(BSLn; Z[l/p]) est un 
isomorphisme pour I S k S 2n-l et injective pour k = 2n. Puisque H (BGL; Z) n'a 
pas de p-torsion, H*(BSL; Z) non plus par 16.12 et on conclut comme avant.» 

Preuve du lemme 16.7 L'homomorphisme injectif 

G W 1 - S L n , A - ( % * ' ' 0 ) 

conduit au diagramme commutatif suivant 

GLn-I — SLn ^ - + G L n 

l i l 
GLn -> SLn+I •—* GLn+I 

et en passant à la limite on obtient une application 

(16.13) h : BGL - • B S L ^ - • BGL. 

16.14 Lemme Pour tout i, h*cl = c, - ci.] cj. 

On a ainsi h*ci e Im <t>* et la remarque 16.10 montre que, pour i £ 2, h*cj a 

l'ordre de Ci et donc j*Ci aussi par 16.13.» 

61 



Preuve du lemme 16.14 On a le diagramme commutatif 

GLn-I > » GLn 

GL > GL 

où hn(A) = (de ,
n

A . 0 J = (det A'1, A) e GLi x GLn-I- Par la formule du produit 

(cf. 15.3) on a h* ci = cj - c|-i ci pour i < n. 

Mais par le lemme 16.6, i* : Hk(GL; Z) -* Hk(GL„; Z ) est injective pour k < 2n 

(g = Bi). D'où le lemme 16.14. • 

17. Calcul de H*(BG; Z [ l / p l ) 

Rappel La suite exacte de groupes 

(17.1) 0 -> Z -^-» Z -> Z/s -> 0 

fournit une suite d'espaces d'Eilenberg-MacLane et d'applications 

(17.2) ... -» K(Zh, k-1) — -> K(Z, k)-^-> K(Z, k)-^-> K(Z/s, k) -> ... 

telle que chaque triple est une fibration à homotopie près. Pour tout CW-complexe X, 

17.2 induit le diagramme commutatif suivant : 

(17.3) 

...-»[X, K(Z/s, k-1)] —->[X, K(Z, k)] —-*[X, K(Z, k)] —-»[X, K(Z/s, k)l->... 

M \2 \l I? 
..-* Hk ,(X;Z/s) -^-» Hk(X;Z) -?-» Hk(X; Z) -^-» Hk(X; Z/s) ->... 

où P est le cobord usuel associé à 17.1 et où les lignes sont exactes. L'isomorphisme 

est donné par 

(17.4) [X, K(R, k)] s Hk(X;R), [f] «-• f*t 

où i est la classe fondamentale de Hk(K(R,k); R) s Hom(R, R) correspondant à 

l'identité. Enfin, les constructions ci-dessus sont fonctorielles. 

On note encore c l'application correspondant par 17.4 à une classe c de cohomologie. 
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Soit I l'ensemble des i tels que I S i S n pour G = GLn et 2 S i S n pour 
G = SLn. Notons Sj l'ordre de c[. Si S'est une classe de cohomologie entière alors x 
désigne sa réduction modulo /. Pour i e I on applique le rappel à 

0-»Z-^->Z-»Z/s;-»0 

et X = BG. Par 17.3 l'application Cj : BG —» K(Z, 2i) se relève en une application 

y, : BG -4 K(Z/sj, 2i-l). 

Soient Kj = K(Z/sj, 2i-l) et K = K(Z, 2i). On sait que H*(KJ; Z) contient 
comme sommant direct une sous-algèbre de polynômes Pj = Z[ XJ ] / (s; x; ), où Xi est 
le générateur de H2'(Ki; Z) = Z/SJZ (cf. [C]). 

17.5 Lemme On peut choisir le générateur XJ de H2'(KÌ; Z) tel que Ci = y.%i pour 

tout relevé y, deci. 

Preuve On a H (K; Z) = Z i où i est la classe fondamentale et l'applicaton 

s* : H2'(K; Z) -* H2,(K; Z) est la multiplication par S1, car (sj). : H2iK -» Jt2iK est la 

multiplication par s; et l'isomorphisme de Hurewicz est naturel. La suite exacte de Serre 
de la fibration 

KjJ-> K-^-» K 

est donc comme suit : 

... -» H2i(K; Z ) - U H2i(K; Z ) - ^ - • H2i(Kj; Z) -> ... 

et montre que ß*i est d'ordre SJ dans Hz,(Ki; Z) = Z/SJZ. Avec XJ = ß*i on a bien 

c; = c'*i = (ß.y1)*i = Y*xt.* 

17.6 Remarque La preuve montre que ß est homotope à Xj, car ß*i = x; = x . i. 

Pour chaque i 6 I, Quillen construit une classe ej e H (BG; Z/s,) telle que 
ßq = Cj (cf. [Q2] §3). On peut donc prendre 

Yi = èi. 
ce que nous faisons dans la suite. 
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Notons (C(X), d) le complexe des cochaînes cellulaires entières d'un espace X. 

On construit un sous-complexe Cj de C(Ki) en choisissant un cocycle ZJ e C2'(Kj) 

représentant % et bj e C2'"1 (Kj) tel que dbj = Si ZJ. On prend 

C° = Z z ° Cf""-1 = Z f ' u b i , C f = ZzJ" et C^ = O sinon, 

où "u" désigne le produit cup des cochaînes. Puisque Kj est un CW-complexe de type 

fini, C(KO est Z-libre de type fini et ainsi Ci est bien un sous-complexe de C(Kj). 

17.7 Lemme Vhomomorphisme H (CO —> H (Ki; Z), induit par l'inclusion 

d -* C(Ki), est injectif d'image Pi. 

Preuve On a bien H0Cj = Z et il est clair que H*Cj est isomorphe (abstraitement) à Pj. 

L'injectivité de H*Cj -» H*(KJ; Z) provient du fait que a zj™ n'est un bord dans 

C(Kj) que si Sj divise a, car "xj" est d'ordre Sj. • 

Soient g : BG —> Fl Kj l'application donnée par les y, et h l'homomorphisme 
iel 

de complexes 

® Q - • ® C(Kj) ~ C ( J lK 1 ) - £ % C(BG) 
iel iel id 

obtenu par l'équivalence d'Eilenberg-Zilber. 

17.8 Théorème L'application 

h* : H*(® Ci ) -> H*(BG; Z[IIp]) 
tel 

est un isomorphisme de groupes abiliens. 

Remarques 1. Le théorème est vrai dans le cas stable, c'est-à-dire pour n = ~ , et 

décrit donc H*(BGL; Z) et H*(BSL; Z ) (H*(BGL; Z ) n'a pas de p-torsion et 

H*(BSL; Z) non plus par 16.12). 

2. Les groupes Hk(<g> Ci ) se calculent aisément à l'aide de la formule de Kiinneth. 
iel 

3. Soient R et R' les sous-algèbres engendrées respectivement par les xj et les Cj. Alors 
il est clair que h* : R -» R' est un isomorphisme d'algèbres. 
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cohomologie en question étant de type fini, on voit, en utilisant le cône de l'application 

h et le théorème des coefficients universels, qu'il suffit de vérifier que h* est un 

isomorphisme modulo /. 

En appliquant le rappel au diagramme commutatif 

0 -> Z - ^ U Z -» Z/sj -» 0 

0->Z / > Z// -> 0 

on obtient, avec la remarque 17.6, le diagramme commutatif suivant : 

Ii 
Ci = 

(17.9) 

L'application y; fournit une classe yi e H (Ki ; Z/0 telle que ßyj = Sj// %\. 

17.10 Lemme On a y. yt = e, e H2'(BG; ZlI). 

17.11 Lemme Vhomomorphisme H*(Ci ® ZIl) -* H*(Ki; ZlI), induit par 

l'inclusion Ci -» C(Ki), est injectif. 

Le lemme 17.11 dit qu'on peut identifier H*(Ci ® Z//) au sous-espace de 

H*(Ki; Z//) de base les x a i y?', avec ai e N , ß; e (0,1). Ainsi en identifiant les 
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produits cup aux produits tensoriels, on peut regarder H*(® Q ® Z//) comme le sous-

espace de H*( Il Kj ; Z//) ayant pour base les 

co = xai x"2... xa"> yP| y?2 ... A , avec Oi e H , Bi e {0,1 ) r 2r mr Jr J2i ' mr r 

(dans le cas G = SLn et r = 1, la base est formée des x?2... xa ,n y?2 ... y m ). 
Zr mr 2r mr 

Par les lemmes 17.5 et 17.10, les g*û> forment la base usuelle de H*(BG; Z//) décrite 

dans 11.3. D'où le théorème 17.8. • 

Preuve du lemme 17.10 L'application yj représente la réduction modulo / : 

Z/si -> Z//. Ainsi y* yi = (y, • y,)* I= y* (y* i) = réd ( ej ) = CJ. • 

Preuve du lemme 17.11 Le cocycle z™ ® 1 n'est clairement pas un bord dans 

C(Ki) ® Z//, car il représente le générateur de Hain(Ki; Z//) = Z//Z. 

D'autre part, si le cocycle (zm~ u bj) 9 1 est un bord de C(Ki) ® Z//, alors par 

exactitude de 

0 -» C(Kj) -!—> C(Kj) -* C(Kj) ® Z// -» 0, 

il existe ÇetTi dans C(Kj) tels que dT| + / Ç = z!""1 u bj dans C(Kj). D'où dÇ = Sj// zm, 

ce qui contredit le fait que l'ordre de Xj est Sj. • 
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APPENDICE INVARIANTS D'UNE ALGEBRE DE POLYNOMES 

Soit un anneau A commutatif intègre avec unité et Epi+i ' e groupe symétrique à 

trt+1 lettres. Les transpositions Tj = (j, j+1), j = 1,.». m, engendrent X1n+I qui agit sur 

l'algèbre de polynômes S = A[x] = A[xj xm] de la façon suivante : 

si j < m, (tjp)x = p(Tjx) = p(...,xj+1, Xj,...), 

m 
si j = m, (Xmp)x = p(x,,...xm.i,-si) où si = Y, *•• 

i=l 

On note SJ, j = 1 m, les polynômes symétriques élémentaires en les xi xm 

avec la convention usuelle S0 = 1 et SJ = 0 si j > m. Pour 2 £ j £ m+1, on considère 

fj = Sj - Sj-iSj e S. 

On suppose dans la suite que si la caractéristique de A est 2 alors m > 2. 

A.l Proposition 
/. Lesfj sont invariants par Xin+/. 

2. Lesfj sont algébriquement indépendants sur A. 

3.S^i-I = AIf2 fm+il. 

4. Soit J = det(difj)2<j<m+i. IaSm où djfj = Q e A[xj. On a 

J = (-ir n (xi-xj) n (xt+si). 
lä<j<m l<i<m 

En particulier si m = 1 alors J = -2x/. Pour m 22, J est non-nul dans A/xJ. 

5. L'application de complexes de de Rham 

q> : Q(S^+I) -> Q(Sf"1*' , 

induite par V inclusion desfj dans S, est injective. 
6. Si la caractéristique de A est impaire, alors çest un isomorphisme. 

Preuve de 1 On a Sj = s° + s?jXm où s? = Sj I x «=0 est le j-ième polynôme 

symétrique en xi,...xm_i. Il est clair que fj = Sj - Sj-iSjest invariant par Tj pour 

l < i < m - l . 

De plus (Wj)(X) = s° - s°,S| - (s°, + s°2si )(-xm) = s° + s°,xm - (s", + s°2*m ) Si = 

= Sj -Sj-IS) = f j ( x ) . * 

67 



Preuve de 2 La démonstration dans le cas usuel de l'action de £ m + i sur 

A[xi,..., xm+il s'adapte sans difficulté (cf. p. ex. [L] V§9).» 

Preuve de 3 Le poids d'un monôme t * ... t k est Vi + 2V2 + ... + kv* et celui de 

g(ti,...,tk) est le maximum des poids de ses monômes. On montre par induction sur m 

que pour tout p e A[xi,..., XnJ1^+1 de degré d, il existe un polynôme g(i2,-,tm) de 

poids S d tel que p = g(f2,-.-,fm)- On distingue les cas suivants. 

1. Caractéristique de A impaire ou nulle. Pour l'ancrage à m = 1, l'hypothèse sur 
2 2 

p donne p(xi) = p(-xi) et 2 étant une unité de A on obtient p(xi) = g(x,) = g(-x j) = 

= g(f2) avec g de poids S d. L'induction sur m se réalise comme dans le cas classique 

par induction sur d (cf. [L] V§9). 

2. Si la caractéristique de A est 2, l'ancrage se fait à m = 2 par induction sur d. 

Le cas d = 0 est trivial. Soit p(xi,X2) de degré d Puisque p est invariant par £2. il 

existe q(t).t2) de poids S d tel que p = q(si,S2>. L'invariance par 13 donne alors 

P(*i.X2) = p(xi,xi+X2) = q(x2, Xj+xiX2). Alors p(xi,0) = q(0,xp est un polynôme en 

X1 = f2(xi,0). En procédant comme dans le premier cas pour le pas d'induction, on 

obtient p(xi,X2> = pi(f2> + f3P4(f2>- L'induction sur m se réalise comme 
précédemment. 

Preuve de 4 Soit l'homomorphisme canonique d'anneaux A. : Z —» A et B = imX. 

Puisque Sj € B[x], on a fj e B[x] et il suffit alors de calculer J pour A = Z. 

Pour 1 SkSm-I, on a 

S 3k+ifj sii = k 
dkfj si i = k + 1 

djfj sinon. 
En effet, TiAfJ(X) = Okfj)(Xkx) = 3k+i(fj(Tkx)) = dk+i(fj(x)) = Ok+ifj)(x); et le reste 
est clair. Donc Ti1J = -J et par suite tJ = -J pour toute transposition T €£„,. Par 

conséquent J est divisible par II (xj-xj). 
l£i<jsm 

Ona 

<Wj -dnifj si 1 Si Sm-I 

TnAfj 
- 9infj si i = m. 

68 



En effet, pour I S i S m - I Tmdjfj(x) = difj(xi,...xm.i,-si) = 3i(fj(xi,...xm.,,-si)) + 

+ (dmfj)(X|.-*m-i.-Si) = di(fjto) - dm(fj(xi,...xm.i,-Si)) = 3jfj(x) - am(fj(x)) = 

= (9ifj)(x) - (3mfj)W- Et pour i = m, Tm3mfjW = 3HIfJ(Xi11-Xm-L-Si) = 

= - 3m(fj(*i.-xm-i,-si)) = - 3m(fjW) = - fàmfjXx). Donc xmJ = -J et J est divisible 

par xm + si et donc aussi par FI (xi+Si). 
ISiSm 

Au total, J est divisible par H = Il (xi-xj) Fl (xj+si). Or J et H sont 
l£i<jSm ISiSm 

homogènes de degré m(m+l)/2 et donc J = aH pour un a € Z. En regardant J et H 

comme des polynômes en xj, on a H = a2m-i X21"1"1 + a2m-2 x2m"2 + ... + ao avec 

a2m-i =2 II (xi-xj). Mais, J = det g ^ det g * avec det g ^ = Fl (XJ-XJ) 
2Si<j<m 2£i<jSm 

(cf.[Q2], preuve du lemme 9) et par induction on voit que det g-1- = 

= (-l)m(sm + SiS1n-I +...+S1J12S + 2s"). Le coefficient de x 2 m l dans J est alors 

(-l)ma2m.i,d'oùa = (-l)m. 

3 2 

Il reste à voir que J * O pour m £ 2. Pour m = 2, on a J(xi,X2) = 2x, + 3 XjX2 -
2 i 

- 3XiX2 - 2X2 * O quelle que soit la caractéristique de A. Puis J(xi xm) I . _ . = 

= ± J(xi,..., xm-i)xi... xm.i(xi +...+ xm-i) permet de conclure par récurrence sur m et 

intégrité de A[x]. 

Preuve de 5 Elle est analogue à celle du lemme 9 de [Q2]. Soit û) = £ a, dfj e Ker <p 
I 

où I parcourt les parties de {2,...,m+l}, a (e A[f2 fm+i] et dfj = dfit...dfjk si 

I = til. ik} avec i] <...<ik- On a q>(df2.dfm+i) = J dxi...dxm . Si I* est le 
complémentaire de I alors O = <p(û)) <p(df,.) = «p(O)dfp) = <p(± aj df2...dfm+i) = 

= ± at J dx|...dxm. Donc a, J = O pour tout I. Puisque J *• O sous nos hypothèses et 

que A[X],..., xm] est intègre, on a aj = O pour tout I et donc O) = O. 

Preuve de 6 On utilise les notations précédentes. Soit u e Ii(S)^1+'. 

18.2 Lemme Onau= ^a1 dft avec a{e A(xj,..., Xm)^"*'. 
I 
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Preuve de 6 On utilise les notations précédentes. Soit u e fl(S)Sm+1. 

A.2 Lemme On au= J^a1 Of1 avec at e A(xj,..., xm)Zm*'. 

Si F est le complémentaire de I, on a udf,. = ± a. J dx|...dxm. Or udf., € fl(S), 

donc aj J est un polynôme. Pour toute transposition x e Em+i, on a t(aj J ) = aj t(J) = 

= -aj J (cf. preuve de 4). Puisque caract(A) * 2, le polynôme aj J est divisible par J 

dans A[x] : aj J = J p. pour un polynôme P1 (cf. preuve de 4). Mais J * O et K corps 

impliquent que a, = P1. Donc a( e A[X]2"1+1 et u e Q(S1"1+1).* 

Preuve du lemme A.2 Notons F = A[f2 fm+i] c K = A(xi,..., xm). A partir de <p, 

on construit 

m+l m+l m 
V : K ® F ( e Fdfj) = e Kdfj -» e Kdxj 

j=2 j=2 j=l 

définie par 

V(dfj)= I ^ d X i -
i = l 

Alors \\i est inversible, car det g-^ = J *• O. Ainsi dx; e Imy pour tout i et u = £ aj dfj 
l 

pour des a, 6 K. De plus, u et df( étant invariants par £m+i> on a a. e KEm+1 

(multiplication par le complémentaire de I). • 
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