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INTRODUCTION

Dans ce travail, nous calculons la cohomologie de certains produits semi-directs
de groupes.
Un produit semi-direct est un groupe défini comme suit. Soient K et Q deux groupes et
Tun homomorphismé de Q dans les automorphismes de K. Alors, le produit semi-
direct G = K ® Q est par définition I'ensemble K x Q muni de la loi de composition
suivante : (k,q).(k) = (k.t(q)k,qq).
Le n-i¢me groupe de cohomologie H™(G; M) d’un groupe G 2 coefficients dans le
G-module M est par définition Extg(z. M) = H"(Homg(P, M)) oii P est une résolution

projective sur ZG du G-module trivial 2.

Différents auteurs ont obtenus des résolutions projectives pour des produits semi-
directs. En particulier, Wall [W] construit une résolution libre pour une extension de
groupes qui lui permet de calculer I’homologie d’un produit semi-direct de deux
groupes cycliques finis.

Pour notre part, nous montrons (dans le texte, c'est le théoreme 2.4) :

Si X et Y sont deux résolutions de Z libres sur ZK et ZQ respectivement et que X est

aussi une résolution convenable sur ZQ, alors P = X ®Y est une résolution ZG-libre
de Z.

Les complexes Homg(X @ Y , M) et Homg(Y, Homg (X, M)) sbm isomorphes (4.1) et
le résultat suivant (4.3) facilite le calcul de 1a cohomologie du second.

Si D est un Q-complexe deé cochaines faiblement homotope sur ZQ a Homg(X, M),
alors H*(G; M) =H*(Q; D) = H*(Homg(Y, D)). '

L’étude du produit cup montre que si D est muni d’un produit convenable alors les
isomorphismes ci-dessus sont des isomorphismes d’anneaux (5.4).

Le résultat 4.3 est exploité pour le calcul de la cohomologie des wreath produits
(chap.2). Une autre application est la détermination de H‘(SLanq; 2/0) avec | premier

~et(l,q) =1 (§ 12 et 13). Nous donnons aussi un exemple, dii 2 Peter Hilton, de deux

produits semi-directs non-isomorphes ayant des anneaux de cohomologie entiére
isomorphes (§7). - :

Le chapitre 2 n’est pas ntilis€ dans la suite et est consacré a I’étude de la
cohomologie des wreath produits qui sont des produits semi-directs particuliers



K3 Q=L{QodQestun sous-groupe du groupe des permutations de n objets et agit
canoniquement sur le produit direct K de n copies d’un groupe L.

Nous étudions H*@L [ Q; R) pour un groupe L de type FP., et un anneau principal R.
En remplagant le complexe Homg (X, R) par un complexe plus simple, nous retrouvons
aisément le résultat de Nakaoka [N I1.3] (8.7) et nous obtenons nne description non-
explicite de la stucture additive de la cohomologie entidre de L | Q en terme de suite
spectrale. Rappelons brievement la méthode. En écrivant H*(L: 2) comme somme
directe de la bohomologie de complexes élémentaires Dj, le groupe abélien
H*L I Q; 2) est la somme directe des cohomologies des complexes B = Homg(Y, D)
od Y est une résolution ZQ-libre de Z et D une Q-orbite du complexe (P D;) @7, Le
théoreme de [N] permet de se ramener au cas ob H*B est de p-torsion pou; un premier
p. En considérant une suite spectrale E obtenue par une filtration convenable de B, nons
avons (9.5) :

H'B = E; ® Zp), en tant que groupes abéliens.

ol Zp) est le localisé de Z.en p.
Nous montrons aussi (9.3) :

Si p ne divise pas /QJ, alors H*B = H*(D)Q..

Nous obtenons ensuite une description assez explicite de la cohomologie entitre de
L f Cp, 0 Cy est cyclique d’ordre n premier. En particulier, nous avons ( 10.8) :

Supposons que n est premier, & pair si n = 2 et n; une puissance de n. Alors un
générateur & d'ordre n;de HX(L; 2) fourmt un générateur { d’ordre nn; dans
H"L/Cy; 2).

~Dans la suite de ce travail, nous nous intéressons 2 la cohomologie des groupes
linéaire général GLy = GLgk et linéaire spécial SLy = SLyk sor un corps fini k 2 q
€léments de caracténsuquc p- Soient / un nombre premlcr différent de p et r I’ordre
multiplicarif de q mod /. .
Quillen [Q2] a décrit 1a cohomologie mod Ide GL,,. 11 considére les classes de Chern
ci€ Hzi(GLn; Z/!') obtenues par relevé de Braueret, pour 1 <i<neti=0modr, il
construit des classes e; € H¥"'(GLy; 2/1). Il montre alors (11.3) :

5 a; o Qpy L2 JI'm . . -
Les monémes clel.cr ef egr ef’m ,avec ;e N, B; € (0,1} et m = [nIr],

forment une base de H*(GLy; 2I1).
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Plosieurs auteurs ont publié sur la cohomologie des groupes linéaires. Signalons en
particulier que Kroll [K] détermine H*(GLy; 2/I%) pour 12 assez petit, Soulé-Tezuka-
Yagita [STY] s’intéressent h l appllcatlon induite en oohomologle par GL3Z — GL;F)
pour p premier et Shapnro [Sh] calcule H*(SLK; 2N )’ pour certains K infinis et
I convenable.

Pour notre part, nous déterminons H*(SLq; 2/1) (12.1) :

L'homo_morphisme d'algébres H*GL, —» H'SL,, induit par linclusion
SLy — GLy, estsurjectif et son noyau est l'idéal engendré pare, et c,.

En particulier, c’est un isomorphisme sir 22.

Ce résultat est bien connu dans le cas stable (cf. 16.12 et 11.2), mais n’est pas
immédiat dans le cas non-stable. Si r = 1, notre preuve utilise les résultats du chapitre 1
appliqués au produit semi-direct GLy = SLy * k* et se fait en étudiant la structure
multiplicative de la suite spectrale de Lyndon-Hochshild-Serre associée. Nous
montrons en particulier que E; = E.. et que "action de k* sur H*(SLq; 2/1 ) est triviale
(13.2). Sir 22, le théoreme 12.1 se démontre en utilisant des techniques classiques de
théorie des groupes et en adaptant A SLy, des résultats de Quillen pour GL,, ([Q1] et
{Qz).

Quillen [Q2] obtient aussi le résultat intéressant suivant. Soient y; le groupe des racines
l-ieme de Tunité dans une cldture algébrique de k, C le groupe cyclique k(pp*, m le
groupe de Galois de k(u;)/k, m = [n/r] et Iy, le groupe symétrique & m lettres. On
obtient un homomorphisme injectif i : C™ - GLq tel que sur Im i le wreath produit

™ X ¥, agit par antomorphismes intérieurs de GLy,. Donc Imi* ¢ H*C™R™ Em
et Quitlen prouve (11.4) :

L'homomorphisme i H"GLy = (H*C™)7" % Im st injectif. Si | est impair, c'est

" un isomorphisme.

Nous montrons que le sous-groupe T = C™ N i-! (SL,) est stable par I’action de
=M X T, et nous Etablissons le résaltat analogue (12.3) :

L’homomorphisme H*SLy — (H*T) ®™%Zm  induit par l'injection T — SLy, est
injectif si | est impairetn 22 ousil=2etn23.

Si lestimpair et n 22, ¢’ est un isomorphisme.

Ainsi les groupes C"etT jouent le role de "tores maximaux" pour les groupes GLy et

SL,, respectivement et ™ X X, celui de "groupe de Weyl".



Sir 22, le résultat 12.3 est équivalent aa théordme 12.1. La preuve dans lecasr = 1
conduit 3 étudier les invariants de S = P{x;,..., xn.1] par une action de I, ainsi que
I'injectivité de I’homomorphisme de complexes de de Rham Q (S¥n) — Q (S )Zn.
- Ces questions font I’objet de I’appendice. .

La connaissance de la cohomologie modulo /, pour I # p, des 'groupes GLpetSL,
permet de déterminer leur cohomologie entidre 2 l’exception de la p-torsion. C’est
I'objet du chapitre 4 résumé dans {J].

On détermine d’abord 1’ordre des classes de Chern entidres c, € Hz‘(BG 2) od

G =GLy 0u SLy (16.1) :

]1.PourG=GLyetl1<is<n, ae.\'td'ordreq" -1.
2.PourG=SLpet2 <isnm,c; estd’ordreq‘J e:c, est nulle.

"3.Pouri>n,c; estnulle.

Soient 1 I’ensemble desitelsque 1 sisn pdur G=Glpet2<isnpourG=SlLy,
sj 'ordre de C; et, pour chaque i € I, la fibration d’espaces d’Eilenberg-MacLane
K(ZJs;, 2i-1) = K;—P— K(2, 2i) s K(Z, 2i). L'application & : BG ~» K(Z, 2i)
se reléve en une application ¥; : BG — K. Par Cm_'tan [C), il existe un sons-complexe
Ci du complexe des cochaines cellulaires de Kj tel que H*C;=2[ ;; 1/Gi%;), od f:
estle générateur de H2'(Ki; 2)= Z/siZ._ Nous considérons ensuite I"homomorphisme
de complexes h obtenu par I’équivalence d’Eilenberg-Zilber :
" .
h:® G - ® oK) ~c( 1K) £ c@a),

iel iel iel
ol g est I’application donnée par les ¥;. En choisissant convenablement les v;, nous
obtenons le théoréme suivant (17.8) : '

~ : ~r
L'application h* : H*(® C; ) — H*(BG,; Z{1/p)) est un isomorphisme de groupes
iel

abéliens.

Le résultat reste valable dans le cas stable, c’est-3-dire pour n = oo,
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CHAPITRE 1 UNE RESOLUTION LIBRE POUR UN PRODUIT
SEMI-DIRECT

1. Rappels

Soit un anneau A. Un module M sur A est dit :
- projectif si le foncteur Homa(M,-) respecte les suites exactes,
- plat si le foncteur M ®4 - respecte les suites exactes.

Les modules libres sont projectifs et les projectifs sont plats. Ces notions s’étendent de
fagon évidente A des modules gradués et en particulier A des complexes.

Soient (Y, 9”) un complexe de chaines sur A et (D, d°) un complexe de
cochaines sur A. Le bicomplexe B = Hom(Y, D) est le groupe bigradué différentiel

défini par:
Bpq = Homa(Yp, D9) (p.q20).
Il est gradu€ par
B"= & B_ .
P4q
preen

Pour ¢ € Bpq, on définit
d'pe Bpi1g: d'9=@)*@)=¢-d"
d’(p € Bp'q+l : (d’¢) = a’ o Q.
Onad’od’=d"-d”=0etd’ -d” =d” - d’, ce qui permet de définir la différentielle
d:B"-B™!
par '
d=d"p+(-1)Pd’p pourpe Bpg.
Une approximation diagonale sur Y est un morphisme de complexes

A:Y-S>Y®Y

ol A agit diagonalement sur Y ® Y, c’est-3-dire a (y ® y) =ay ® ay poura € A. C’est
donc la donnée, pour chaque paire (p,p’) d’entiers, d’un homomorphisme

Ap.p' . Yp+p' b d Yp ® Yp'
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commutant avec les différentielles, ¢’est-a-dire :
Bppod” = a’,’ *Apyrp + (-1)P 3; *Bppets

ol al désigne la différenticlle d” sur le i-idme facteur de Yr ® Ys.

On suppose que Y est muni d’une approximation diagonale A et que D posséde un
produit

p:DI®DY - DT
tel que :
9’(xz) = (9"x)z + (-1)4egré(x) x(9°z) ol xz = p(x,2).

Ainsi D est un anneau différentiel gradué. Supposons de plus que D soit, pour le
produit | et pour un anneau R, une R-algtbre différentielle graduée. Alors B devient
une R-algebre différentielle bigraduée pour le produit

¢

V:Bpq®Bp g - Bpup'qiq’
défini par
(1.1 PUVY=(1P o (pBy) < App.
Ona
dlouvy)=douy+(-1)Pagudy.

" En notant Up=J et QUY VY =(pBY)+Apy , on peut écrire U = (-1)®" Up o Uy .

Ainsi H*B est une R-alg2bre dont le produit est donné par

[Pl @yl > ipL V]

En filtrant B par

n

fmmh —

F@)= & By,
k=r

on a F'B U F°B ¢ F*B et B est alors une R-algebre différentielle bigraduée filtrée. La
suite spectrale associée (cf. par exemple [M] ou [Se]) est une suite spectrale de
R-algebres E; (le produit étant induit de celui de B) de différentielle de bidegré (r,1-r).

Elle converge vers H*B. On note GH*B le gradué associé 3 H*B pour la filtration

suivante :
H'B=D°" 5D 5. 5D"° 5D =0

DP9 = FPHPIB) = Im [HP*Y(EPB) — HP*I(B)) = O/ 8D



avec »
Cﬁ; 9. les éléments de FPCPH qui sont des cycles de B,

B':;q : les €léments de FPCP*A qui sont des bords de B,
' 181 _pa oo
B =Co /(T + By = DMy DI,
LesDP= @ DP9 sont des idéaux de H*B et on a I'isomorphisme de R-algebres
Q20 .
E. = GH'B. .

On dit que ¢ € H™B est de filtration p si ¢ € DP™P -DPH™P1 On note )

I’image de ¢ dans E':;q. Pour la structure multiplicative 1 § € E':;q. Ve E':q ,ona

—— == PP
alospuy=0pyeE

. En particulierp U y est de filtration plus grande ou

égale d p+p’.

Si Y est projectif sur A, alors le foncteur Homa(Y,-) est exact et on obtient les
isomorphismes de R-algebres suivants :

E'l"q 2 Homa(Yp, HID) et Eg.q & HA(Y; HQD)

qui résultent des diagrammes commutatifs suivants :

o B9 = By, EM & " Homa(YpH'D)
’ ] [l
A A I

P = Byo E"’*"" ‘& Homa(Yps1 HID) -

Le produit de deux élémenis ¢ € Ef'q, ye E'i’.‘q.,est égal, A un facteur (1)’ pres, au

produit cup des cochaines sur Y A valeur dans la R-algebre H'D pour i = 1 et au produit
cup des classes de cohomologie sur Y 2 valeur dans la R-algebre H*D pour i=2.

Un morphisme de complexes f : C — C est une équivalence faible si

I"homomorphisme induit en homologie est un isomorphisme.
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1.2 Lemme Soient D et 5 deux complexes de cochafnes sur un anneau A munis
chacun d’un produit comme ci-dessus qui en fait des R-algébres différeniielles

gradudes. .

Soient encoref: D — D une équivalence faible (sur A et sur R ) respectant la structure
multiplicative et Y un complexe de chaines projectif sur A muni d’ une approximation
diagonale.

Alors Hom(1, f) : Homuy(Y, D) — Homg(Y, 5) est une équivalence faible et elle
respecte la structure multiplicative. L’ isomorphisme induit en cohomologie est un
isomorphisme de R-algébres.

Preuve On vérifie facilement que Hom(1,f) commute avec les différentielles et qu’il
respecte la structure multiplicative. On filtre Homa(Y, D) comme indiqué plus haut et
on fait de méme pour Homa(Y.D). Alors Hom(1,f) respecte les filtrations et induit un
morphisme entre les suites spectrales associées. Puisque Y est projectif, le foncteur
Homa(Y,-) est exact et au niveau E; on obtient

Hom(1, H*f) : Homa(Y, H*D) - Homa(Y, H*D)

Par exactitude du foncteur Homa(Y,-), c’est un isomorphisme. Un résultat bien connu
de la théorie des suites spectrales montre que 1’application induite en cohomologie est

~ un isomorphisme de R-modules. Mais puisque Hom(1,f) rcspccte'la sructure

multiplicative, il en est de méme de I'isomorphisme induit en cohomologie. ¢

On démontre de méme un résultat analogue pour le produit tensoriel des
complexes.

1.3 Lemme Soit f: C — C une équivalence faible entre deux compleies de chafnes
sur un anneau A et D un complexe plat sur A. Alors f®1 : C®y D — C ®4 D est une
équivalence faible.

2. Résolution pour un produit semi-direct

Rappelons la définition d'un produit semi-direct de groupes. Soient K et Q deux
groupes et un homomorphisme 1 de Q dans les automorphismes de K :

1:Q—- AutkK.



On note ka = t(q)k I'action & gauche de Q sur K. Alors le produit semi-direct
G =K % Qest par définition I'ensemble K x Q muni de la loi de composition suivante :

(k.).(k.3) = (kk¥,q9).
On a alors la suite exacte de groupes
i n
l—3K—G—>Q—1
avec i(k)=(k,1) et m(k,g)=q pourk € Ketqe Q. Cette suite exacte se scinde.
C’est-a-dire qu'il existe un homomorphisme
s:Q-G
tel que © s =id. On dit que s est une section de 1a suite exacte. On a
Uk =s(@ks@@1),qe Q ke K,
ol K est identifi€ avec son image dans G.
D’autre part, si
1— K—5 G- Q—1

est une suite exacte scindée, alors G est isomorphe au produit semi-direct K ¥ Q,
I’action A gauche de Q sur K est donnée par conjugaison comme ci-dessus.

Le groupe ab€lien ZK ® 2Q muni de la structure multiplicative suivante
(k®q)-(f(®ﬁ) =kkd ® qq et prolongement par 2 - linéarité

forme un anneau isomorphe A 2G.

Soit
€:X592 .9 Xg—Xn1— ... 92X, £, 2
une résolution ZK- libre du module trivial 2 sur ZK et 2Q, c'est-a-dire les Xy, sont
des modules sur ZK et sur 2Q, ils sont ZK-libres et la différentielle d° est un

homomorphisme de ZK et de ZQ - modules. On suppose de plus que '

10
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1. les actions de K et Q sur X satisfont

(2.1) qkx) = kUgx),qe Q, ke K, x € X.

2. chague Xp, posséde une 2K - base (x;: i € In } stable par I’action de Q, c’est-2-dire

(2.2) qx; = xj pour un j = j(i.q) € Tn.

Remarques - 1. La résolution bar de 2 sur ZK est' une telle résolution. L’action de Q
sur la 2-base {(ko.k1,-.-.kn) : kj € K} de X, est donnée par

akoky,...kn) = (3kd,...k]) ,qe Q

2. Chaque automorphisme t(q) de K induit une application de complexes @q: X — X
préservant I’augmentation € et satisfaisant

Pq(ix) = k9 g(x).

qui est I'analogue de Ia condition 2.1. Mais en général les @q n’induisent pas une action
de Q sur X.

3. Tout G-module M est nn module sur ZK et 2Q en restreignant ’action de G anx
sous-groupes K et s(Q); dans ce cas la condition 2.1 est satisfaite, car (1,q)(k,1) =
= (k4,1)(1,q). Réciproquement, on vérifie facilement que si M est un module sur ZK et
2.Q alors (k,@)m = k(qm), pour m € M, définit une G-action sur M et que 2.1 est
satisfaite.(cf.aussi [E], p.231).

Soit
:YH 2: ...—')Yn—"—)Yn.]—') . —)YO—E—-) Z

une résolution ZQ-libre du module trivial 2 sur ZQ. Regardons X et Y comme
complexes de gronpes abéliens et formons lenr produit tensoriel usnel P =X ® Y
augmenté par =€ ®€” : P =X, ® Yy 3 2 ® 2 = Z. Sur X, ® Y, on définit
une structure de G-module par

(k.g) x®y =k(gx) ®qy. ke K,qe Q,xe X,ye Y.
11 est facile de vérifier que cela définit bien une action A gauche de G sur X, ® Y. '
2.3 Lemme

1. Chaque X, ® Y, est ZG-libre.
2. Ladifférentielle d de P et I'augmentation € sont des G-homomorphismes.

n



Preuve 1. Soit {x;:ie I} la ZK-base de X, saﬁsfaisant 22 et {yj:je J} une
2Q-base de Y. 1l suffit alors de voir que la 2-base {kx; ® qyj } de X, ® Y est stable

" par I’action de G. Or cela résulte de 2.2. ‘
2. Immédiat en utilisant le fait que 9' et €’ sont des ZK et ZQ-hormomorphismes. ¢

Par conséquent, chaque Py est un ZG module libre et 1a formule de Kiinneth
montre que la suite

e:P> 2 :.9P, —a)P,.-l—»' we 3Py —e—b 2
est exacte. D’ou le résultat suivanl.

2.4 Théoréme La suite exacte €: P — Z est une résolution libre du G-module
trivial Z sur Z2G.

3. Un complexe d’homologie Ho(G; M)

. L’homologie de G A cocfﬁcncnts dans le G- module A droite M est par définition
celle du complexe

M@®GP=M®;z(X®Y).
En regardant M comme un module sur ZK et 2Q, on fait agir Q sur M ®x X par
(m®x)q=mq®q'x,me M,xe X,qe Q

et 1®9” est alors un Q-homomorphisme. Ainsi (M ®x X, 1®9") est un complexe sur
ZQ et on considere son produit tensoriel sur 2Q avec le complexe (Y, 3").

3.1 Lemme L’homologie de (M ®x X) ®Q Y est isomorphe @ Ho(G; M).

Preuve Soient {x;j:i€ I} et {yj:je J) les bases usuelles de X; et Ys. Les

isomorphismes canoniques suivants

M &g ZG(x; ® y;)) = M = M @K ZKx; = (M ®k ZKx;) ®q Z2Qy;j
montrent que I’application canonique

M®G (X, ®Ys) 2 (MO X)) ®Q Y5

12
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est un isomorphisme. Il est compatible avec les actions des différents groupes; en effet,
m ® (kx; ® qyj)) = m(k,q) ® (q''x;®y)) a pour image ((mk)q® q'x)®y;=
= (m ® kx;j) ® qyj. Enfin, il est clair que I’isomorphisme commute avec les
différentielles. ¢ s

Rappel (cf. {Br), VIL5) L’homologiec de Q 2 coefficients dans le Q-complexe de

chaines C est définie par
He(Q: ©) = Ho(C®QY).

Par le lemme 1.3, H(Q; C) est un invariant du type faible d’homotopie de C. Et .

le lemme 3.1 montre que

Hu(G; M) = Ho(Q; M @k X).
On a ainsi obtenu le résultat suivant.

3.2 Théoréme Si C est un Q-complexe de chafnes faiblement homotope @
M ®x X, alors '

Hu(G; M) =Hy(Q; C) = Hy(C ®gY).

Remarques 1. Si X est un CW-complexe sur lequci Q agit cellulairement, on définit
T'homologie équivariante de (Q, X), notée HX(X; M), par
H2(X; M) = Hy(Q: CX, M),

ot C(X, M) est le complexe des chaines cellulaires de X A coefficients dans M (cf.
[Br], VIL7). Prenons K, G et Q discrets et M un G-module trivial. Soit
Q — EQ -» BQ un fibré Q-principal universel, alors EQ étant contractile la projection
EQ x X — X est une équivalence d'homotopie et induit donc une équivalence de
complexes C(EQ x X, M) = C(X, M). Par conséquent, H?.(X; M) = H?.(EQ x X; M).

Puisque Q agit librement sur EQ x X on peut montrer que HS(EQ x X; M) =

= He(EQ % X; M), ot EQ xq X = (EQ x X)/Q. D’autre part, on peut prendre pour
BG I’espace EQ xq BK et on sait que I’homologie H«(G; M) de G est isomorphe 2
I'homologie cellulaire de BG. On obtient donc Ha(G; M) = HY(BK; M).

2. Les isomorphismes ci-dessus sont bien siir des isomorphismes de groupes abéliens.

Mais si M admet de plus une structure de module sur un anneau R, alors on vérifie

facilement que ce sont des isomorphismes de R-modules.

13



4. Un complexe de cohomologie H*(G; M)

La cohomologie de G 2 coefficients dans le G-module 2 gauche M est par
définition celle du complexe '

Homg(P, M) = Homg(X ® Y, M).
On fait de Homg (X, M) un Q-module 2 gauche via
9(x) = ¢-f(q"'x), f € Homg(X, M),qe Q,x€ X.

Alors (Homg (X, M), 3’*) est un complexe de cochaines sur ZQ et on forme le
bicomplexe Homq(Y, Homg (X, M)) comme au §1.

4.1 Lemme La cohomologie de Homp(Y, Homk(X, M)) est isomorphe & H‘(G; M).

Preuve L’isomorphisme
“2) 7 : Homg(X, ® Ys, M) - Homg(Yss, Homg (Xy, M)

défini par
MOyl x = ()™ f(xBy),x € X, y€ Ys,

est compatible avec les actions des groupes et commute avec les différentielles. En
effet, si f e Homg(X; ® Ys, M) alors

0*f =f.(3'®1) + (-1Y f - (183") € HomG(X;+1 ® Ys, M) ® Homg(X; @ Y41, M),
et on vérifie facilement que
d’(mf) =(1pn(f. '®1) et &’ = (-1yn(f - 182").

D'oi
n(@*h) = d(nf).+

Rappel (cf. [Br], VI1.5) La cohomologie de Q A coefficients dans le Q-complexe de
cochaines D est définie par H*(Q; D) = H*(Homq(Y, D).

Par le lemme 1.2, H*(Q; D) est un invariant du type faible d’homotopie de D. Et
le lemme 4.1 montre que H™(G; M) = H*(Q; Homk (X, M)).

D’oi le résultat suivant.
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4.3 Théoréme Si D est un Q-complexe de cochaines faiblement homotope @
Homg(X, M), alors o Vel

H*(G; M) =H"(Q; D) = H*(Homg(Y, D)).

Remarques 1. Si X est un CW-complexe muni d’une action cellulaire de Q, on définit
la cohomologie équivariante de (Q, X), notée Ha(x; M), par
| Ho(X: M) = H*(Q; Hom(C(X), M),
ol C(X) est le complexe des chaines cellulaires entidres de X (cf. [Br], VII.7). Comme
dans le cas de I"'homologie, on montre que pour K, G et Q discrets et M un  G-module
trivial on a ' '
H"(G; M) = H(BK; M).

2. Comme précédemment, les isomorphismes ci-dessus sont des isomorphismes de

» groupes abéliens, mais si M admet de plus une structure de module sur un anneau R,

alors ce sont des isomorphismes de R-modules.
5. Produit cup des cochaines

Rappelons la définition du produit cup des cochaines d’un groupe G. Soient
€:P — Z une résolution projective de 2 sur ZG de différentiecllcdet A:P>P@P
une approximation diagonale préservant I’'augmentation (cf. §1). Une telle application
existe toujours; par exemple, si P est la résolution bar pour G, alors on a
Ar s(Bose-sBres) = (Bose--sBr) ® (8r,...,Bres)- Si M et N sont deux G-modules 2
gauche, f € Homg(Pr, M) et g € Homg(Pg, N), on définit le produit cup f U g de fet

g par
fug=(f®g)-Ase Homg(Prss, M®N),

oil G agit diagonalement sur M®N. On a alors *(f U g) =9*fu g+ (1) fud*getle
produit cup sur la cohomologie est donné par

v : H(G; M) ® H%G; N) - H™S(G; M®N), [f] ®[g] — [fu g].

On vent construire une approximation diagonale A : P — P ® P pour le groupe
G = K ¥ Q 2 partir de deux approximations diagonales A’ : X -5 X ® X et
A”:Y — Y @Y pour les groupes K et Q. On suppose que

les A;j : Xeas = X ® X sont des hombmorphismes sur 2K et ZQ.

15



En pmnaﬁt la résolution bar pour K et l’approximaﬁon diagonale mentionnée plus haut,
cette hypothese est clairement satisfaite. Pour le produit cup des cochaines de K, on a

alors la relation suivaute :
(fugn=fugl pourqe Q.
Ainsi chaque q € Q définit un isomorphisme de 1’anneau Homg(X, M) et dans la suite
on dira que le produit est Q-compatible.
5.1 Lemme L’application

¢:P=X®y—>(x®xm(y@')')

~

définie par
P/ Xn®Y,= ® 4,841
M=r+s A=u+v ’

est un homomorphisme de G-complexes.

Preuve  L’hypothese faite sur A’ implique que ® est un homomorphisme de
G-modules. 1l est facile de vérifier qu’il commute avec les différentielles. ¢
5.2 Lemme On a un isomorphisme de G-cbmplaxes.

T:(X®X)®(Y®Y)—)(X®Y)®(X®Y)=P®P
donné par ‘ _
T ((x,®xs) ® (yu®yv)) = (-1/% (x,Byy) ® (x5Byy)

avec x; € X; et yje Y;.

Preuve 1l est clair que T préserve I'action de G et que T™' = T. Comme avant, il est
facile de vérifier qu’il commute avec les différentielles. ¢

. Remarquons encore que @ et T préservent les augmentations. On a ainsi prouvé

le résultat suivant.

5.3 Proposition Le G-homomorphisme
A=T - ®:P>P®P

est une approximation diagonale pour le groupe G = H x Q.

16
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Soient M et N deux G-modules 2 gauche, f € Homg(X;® Yy, M) et”
g € Homg(Xs ® Yy, N). Alors f U g1 X ® Yy, ne peut étre non-nul que si r+s = m et

u+v = n et vaut alors
f®goTo(Ar's®Al’”).

Pour terminer, montrons que 1’isomorphisme 1 de 4.2 est multiplicatif. Soit M
un module sur ZG et sur un anneau R. Alors le bicomplexe Homg(X ® Y, M) muni
du produnit cup construit ci-dessus est une R-algebre différentielle bigraduée. On
applique la situation du §1 avec A = 2Q et D = Homg (X, M) en munissant
B = HomQ(Y; D) du produit définit en 1.1. On obtient le résultat suivant. '

5.4 Théoréme Soit M un module sur ZG et sur un anneau R. Alors les R-algébres
différentielles bigraduées Homg(X ® Y, M) et Homg(Y, Homk(X, M)} sont
isomorphes, via I'isomorphisme 1 de 4.2.

En particulier, H*(G; M) est isomorphe & H*(HomQ( Y, Homg(X, M))), en tant que
R-algébres. '
Soient D un Q-complexe de cochaines muni d’un produit Q-compatible et
f: D — Homg(X, M) une équivalence faible (sur ZQ et sur R) de Q-complexes
respectant la structure multiplicative. , ‘ '
Alors H*(G; M) est isomorphe a H*(HomQ( Y, D)), en tant que R-algébres.

Preuve Avec les notations précédentes, x € Xpys €t Yy € Yyuv, il vient

I(f U gyl x = -H™ [(Mf U M) ¥1 4; (x),

ounfuqgng=MmMf@ng)-A” € HomQ(Yy+v, Homk(X;, -M) ® Homg (X5, M)). La
deuxi¢me partie résulte du lemme 1.2. ¢

6. La suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre (LHS)
On considere la situation du §1 avec I’algebre B = Homg(Y, Homg(X, M)). La

suite spectrale obtenue est dite suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre (abrégée
LHS). Nous utiliserons le résultat suivant dans 13.2.



“6.1 Proposition 1. L’application H°G — H°K, induite par I'inclusion K — G, est

égale @ la composition _
HG - E* E"" = (H'K)Q < HK.

2. L’application H'Q — H'G, induite par Ia projection G — Q, est égale ala

composition
HQ=E" —» E”’ D'? c H'G.

Preuve On peut toujours prendre Yo ZQetalors X s’injecte dans X ® Y v1a
f:X=Xs®Z21cXs®YoCE P, x3x® 1.

L’application H’G - H’K est alors induite par £* : Homg(Ps, M) — Homg (X, M)v

qui se factorise canoniquement en
Homg(P, M) = BS — BY/FIBS = By s = Homg(Yo, Homg(Xs, M)) = Homg(Xs, M).

Or la théorie des suites spectrales dit que 1’application HS(B) — HS(B/F!B) induite par
la projection de complexes B — B/F!B est identique 2

H'G = HY(B) - HY(B)D's! = EJ*°  E5° = (HK)Q
(cf. par ex. [S] 1.2).
La preuve de 2 est analogue avec
P> Xe®Yr— Yy,

la premiere application étant la projection et la deuxiéme étant donnée par
nki®y 9 nol®yoiinie Z2,kie K,kg=1€ K.¢ :

Lexistence d’une section s : Q — G implique que H*Q est un sommant direct

* \ . -
dans H"G. D’ou le corollaire suivant.

6.2 Corollaire E"° = E;".
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7. Un exemple

L'application qui snit m'a été suggérée par P. Hilton. Avec deux actions
différentes de Z sur Z/n, on construit deux produits semi-directs non-isomorphes G
et Gy, mais dont les cohomologies entiéres sont isomorphes en tant qu’anneaux.

On note les groupes multiplicativement. Ainsi
Cp désigne le gronpe cyclique d’ordre n de générateur x,
C désigne le groupe cyclique infini de générateur y.
Soient les entiers positifs u, t, m, k suivants :
u premier A n :
t I’ordre de umodnlo n (=1 mod n)
m premierat et m#% 1 modt
s 'inversedemmod t (sm= 1 mod t).
On peut généralement trouver de tels cnuers. par exemple pour n = 25 on peut prendre
n=6t=5m=2,s=3. )
Considérons alors les groupes

Gi=<x,y:x"=1,yxyl=xt>
Gy=<x,y:x0=1,yxyt=xa">,

11 est clair que Gt et G2 sont des produits semi-directs :
Gi=zGCa "‘1 C avec ti(y)x = x4,

Gy=Cy ’112 C avec Ty(y)x = xu™,

7.1 Proposition Les groupes G; et G; ne sont pas isomorphes.

Preuve Un homomorphisme B : G — G conduit au diagramme commmtatif snivant,

o les lignes sont les snites exactes canoniques.

1 > C 2 G 5 ¢ - 1

<,  rl 7
1T -5 C — G Tv CcC - 1
te 2

Le gronpe Cp étant fining B i) : Cy = CestnuletIm B i < Im iy, ce qui permet
de construire I’homomorphisme & ety s’obtient alors par passage aux quotients.
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Ona :
(7.2) o T(y)x) = 12( YY) ) alx).

Car iya( Ti(y)x ) = Bta(y)x, 1) = BC(Ly) (x,1) (Ly ")) = B(Ly) (a(x),]) B(Ly)!=
= ia( (YY) a(x) ), car moB(1,y) = Wy) et Cp est abélien.
Maintenant si f} est un isomorphisme, alors o
1. o est injectif, Cy; €tant fini c’est un isomorphisme.
2. yest surjectif, donc y(y) =y on (y) = y-1.
Avec 7.2 on obtient

a(xt) = A" = o(xut™),

~etpar bijectivité de o

X = x“tm.

Par conséquent, n = ut™ mod n et t divise £m - 1, ¢’est-3-dire m = £1 mod t. Ainsien
choisissant m # 11 mod t, il n’existe pas d’isomophisme p : Gy — G3.¢

7.3 Proposition Les anneaux de cohomologies H‘(GI;Z) et H*(G2;2) sont
isomorphes.

Preuve Pour C, on prend la résolution bar X et-pour C la n‘,solution”usuelle
y-1 €
Y:0492C —2C — 2.

Alors H*(G;2) est la cohomologie du bicomplexe B = Hom¢(Y, D) od D est le
complexe Homc, (X, Z2) muni de I’action convenable de C. On prend la suite spectrale

de LHS associéeaBetona:
ED¥= HP(C; HY(Cwi2)).

Cas de G; On a H*(Cy; 2) = 2[E)/(nE) avec degré(E) = 2 et 1a C-action est ddnnée

par

yEk=ukEk (k20),

car pour un groupe cyclique I’action sur H{(Cy; 2) = 2/n & est celle sur le groupe :
- yE=ug etsur HY(Cy; 2) I'action est I’identité.
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Notons
oy la classe de uk -1 mod n, 0 < o < n,

Bx I"ordre dé ox mod n : Byok = 0 mod n,dSBk<n.

On obtient alors
0,2k

E

= Z/oy de générateur Py EX,
122l 2% = 2/By de générateur oy EX,

0,0 _

E E;'o =2, Eg'q =0 sinon.

2
Donc E; = E.. = H*(Gy; 2) en tant que groupes abéliens.
On observe que si x € HX*€(G,; 2) alors x est de filtration €, ot € € {0,1}. De
Ewo= H"(G.; 2) comme groupes abéliens on déduit alors
20 & abx0,

oit a désigne 1'image de a dans E., (cf. §1). Par conséquént, I’isomorphisme
Ee.=H*(G}; Z2) estun isomorphisme d’anneaux.

Cas de G; On procade de la méme fagon. L’action de C sur H*(Cy; 2Z) est donnée
par
yEk=umk £k (k2 0).

Puisque sm = 1 mod t, on a les égalités suivantes modulo n

umk . ]

It

@Om-1 = (k1) (@™ 4 @24 ),

uk -1 @™k -1 = (umk -1) (@™K)s-! + (mk)s2 4 +1).

Donc le terme E; de la suite spectrale est le terme E; de la suite spectrale obtenue pour
G,, d’oil la proposition. ¢ '
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CHAPITRE 2 COHOMOLOGIE DE WREATH PRODUITS
8. W;eath produit

Soit K =L x ... x L le produit direct de n copies d’un groupe L et Q un sous-
groupe du groupe symétrique  n lettres Zy. On a une action canonique A gauche de Q
sur K donnée par:

0(]]....,1[.),: (lo-—l(]),...,lo'—l(n)). [ (S Q, l| e L.
Le produit semi-direct G = K ¥ Q est dit “wreath” produit et on le notera L fQ.
, Sie:F— 2 est une résolution L-libre de 2, alors le produit tensoriel
€ =€®n: X =F® 5 2 est une résolution K-libre de 2. Le groupe Q agit & gauche
sur chaque X; = ® F,®.0@® Fr, via :

r+.. . 4Ip=r
(8.1 G(x1 ® ... ® xp)'= (-1)V(G: Tt....m) (ig—l(|)® . ® xg-1(n)),

oo e Qet rj=degré(xy) (xie Fy).
Le signe (-1)V est défini par

nveinem= I T(o6), o)
1<i<j<n

+1 siigj
ou T(i, j) =
-1 sii>j
(cf. {E] p.230-231). Par exemple si © esl la transposition (i, i+1) alors v = rj rj41. On

peut vérifier qu'avec ce choix de signe la résolution & : X — Z satisfait les conditions
du §1. '

Dans la suite on suppose que L est de type FP.o, c’est-d-dire qu’il existe une
résolution € : F —» Z L-libre de 2 de type fini. Par exemple, tout groupe fini est de
type FPe. '
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Soit R un anneau principal regardé comme G-module trivial et le complexe de
cochaines C = Homy (F, R). On munit le complexe C®n de la Q-action 2 gauche donnée

ik S

par 8.1. Le lemme suivant est facile  vérifier.

8.2 Lemme L’isomorphisme canonique de complexes

Homy(X, R) = Hom,(F, R)®1 =C®n

3 _ est un isomorphisme de Q-cémplaxes.

Les groupes de cohomologie de L A coefficients dans R étant de génération finie
sur R, ils sont la somme directe (au plus dénombrable) de 1a cohomologie de complexes

élémentaires de cochaines
(8.3) D;: 0 - Rb; —9 Ra; ~ 0 avec degré bj = degré a; -1.

Puisquc C = Homy (F, R) et D = @ D; sont libres sur R et que H*C = H*(L; R) =
. [
= H*D, il existe une équivalence d’homotopie f : C ~» D (cf.[D] I1.4).

On munit D@0 de la Q-action donnée par 8.1. La différentielle de D®n est alors
Q-équivariante (méme preuve que pour le complexe X) et ainsi D®n est un Q-complexe.

8.4 Lemme L’application f®r : C®n — D®r 5t une équivalence faible

Q-équivariante.

Preuve M est clair que & commute avec les différentielles et avec I’action de Q. Le
fait que (f®M)* soit un isomorphisme résulte par induction sur n de la formule de
Kiinneth. ¢ '

8.5 Proposition Ona H*(LJQ:R) = H*(Q; D®n).
Preuve Cela résulte du théoreme 4.3 et des lemmes 8.2 et 8.4. ¢

8.6 Proposition Dans la suite spectrale de LHS associée au wreath produit L X Q,
ona E.=E,

Preuve L’application f®7 induit un morphisme entre les suites spectrales E et E
associées respectivement 2 HomQ(Y. Homg(X,R)) et HomQ(Y,DQ") qui est un

isomorphisme des le niveau E{. Mais D étant somme directe de complexes €lémentaires
] D;, 0n a Eoo = Ep. ¢
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On va démontrer le résultat suivant prouvé par Nakaoka dans le cas ob R est un
corps (cf. [N] 11.3).

8.7 Théoreme Si H*(L; R) est R-libre, alors H*(LJQ; R) et H*(Q; H*(L; R)®n)
sont des R-algébres isomorphes. '

Remargues 1. On montrera que H*(L; R)®" est une R-algebre avec un produit
Q-compatible. La structure multiplicative de H (Q H'(L, R)®n) est alors induite de
“celle du complexe Homg(Y, H*(L; R)Y®") (cf. §1).
2. L’hypothese du théoreme est satisfaite si
R est un corps ou

" R=2 et L sans torsion.
3. L’hypothése permet de prendre b; = 0 dans les D; et donc D = H*(L; R) avec
différentielle nulle. La proposition 8.5 et les lemmes 8.2 et 8.4 montrent alors que
H*(LIQ; R) et H*(Q; H*(L; R)®1) sont des R-modules isomorphes. Il reste donc 2
prouver que I'isomorphisme est multiplicatif.

Soient K = L x ... X Ly un produit direct de groupes L; de type FP.,, pour
chaque i une résolution €; : F; & Z L;-libre de Z de type fini et A : F; 9 Fi®F;
une approximation diagonale. On obtient une approximation diagonale A sur la
résolution K-libre de type fini obtenue par produit tensoriel des F;. 1! suffit en effet
d’appliquer par induction les résultats du §5 pour obtenir A =T - (A; ® ... ® Ap) od
T(a;®b;®..82®bp)=(-1)l2;®.. a2, ®b; ® ... ®bgavec k= P10 +
+ Bp-2(0-) + ap) + ... + Br(o + ... + 0tp) od o = degré a; et B = degré b;.

On rappelle que si Ay,..., Aq sont des algebres graduées alors A® .. ® Aq est
aussi une algébre dont le produit est donné par

(X1®.®xg) 11®..@yn) = (-1 x191 ® ... ® xpyn

avec xi, yie Ajet o =1(E2 .+ En) + N2(E3 +..+ &) + ... + NaaEn O}
E; = degré x; et nj =degré y;.
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8.8 Lemme
1. L' isomorphisme canonique -

Homy(F;®..® Fp,R) = Hole(Fl, R®.® Hoan(F,,, R)

est un isomorphisme de R-algébres.
2. 8i H‘(L,',"R) est R-libre pour tout i, alors I'isomorphisme ci-dessus induit un
isomorphisme de R-algébres

H*K;R)=H*(L1;R) ® ... ® H(Ly, R).

3.8i L = L;pour tout i, alors A est Q-équivariante. Elle satisfait donc les hypothéses du
§5 et le produit de Homy(X, R) est Q-compatible. _
De plus, les produits des algébres ci-dessus sont Q-compatibles et I’ application
fOn . C® D% de 84 respecte la structure multiplicative.

Preuve 1. Par induction sur n. Un calcul facile montre que cela est vrai pourn =2 et le
pas d’induction est immédiat.

2. Résulte de la formule de Kiinneth et de 1.

3. Un calcul facile permet de vérifier que A » 6 = & » A pour les transpositions de type
6 = (i, i+1). Donc le produit de Homy (X, R) est Q-compatible. ¢

On peut maintenant terminer la preuve du théoréme. Les lemmes 8.2, 8.4 et 8.8
montrent qu’on peut appliquer le théoreme 5.4 pour obtenir I'isomorphisme de
R-algébres
' H*LIQ; R) = H*(Homg(Y, H*(L; R)®M)).

Mais la différentielle de H*(L; R)®" étant nulle on a
H*(Homq(Y, H*(L; R)®M) = H*(Q; H*(L; R)®n).
9. Cohomologie enti¢re du wreath produit

Dans ce paragraphe on donne une description non-explicite de la stucture additive
de la cohomologie entire d'un wreath produit. On prend donc R = Z et la proposition
8.5 montre que H*(LJQ; 2) est la somme directe de la cohomologie des complexes

B = Hom(Y, D)
ol on désigne par D (avec un léger abus de notation) une Q-orbite du complexe

(® D;) ®n. Antrement dit, D est la somme directe des transformés par Q de
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Dy ®..® Dy o chaque Dj; est un complexe €lémentaire (cf. 8.3) et on désigne par DY
le sous-module des éléments de degré v de 'orbite D de Dy ®..® Dy,.

Si H*D; représente un sommant direct 2 dans H*(L; 2), on a b; =0 et si H*D;
représente un sommant direct 2/n;dans H*(L; 2), on a d(b;) = n;a;, od n; est une
puissance d’un nombre premier p; (on peut choisir n; de cette fagon). Le cas ob
H*D; = 2 est libre pour tout i étant traité par le th.8.7, on peut supposer qu’il existe au
moins un i tel que H*D; soit de torsion. Par la formule de Kiinneth, H*D est de
torsion. Ainsi le terme Ej H*(Q; H*D) de la suite LHS associée 2 B est de torsion et
donc E., aussi. Par conséquent, H*B est de torsion.

Si q est un nombre premier, on note Z () le localis€ de Z en q : Z(g)est le
sous-anneau de Q des fractions A dénominateur non-divisible par q, il est principal et
2.-plat.

9.1 Lemme

1.8il existe i et j tels que p; # pj, alors H*B =0.0n peut donc supposer que tous les
pi sont égaux : p;j = p pour tout i.

2. Pour tout premier q #p,ona H*D ® 2y =0et H*'B® Zy)=0.

Remarque Le lemme ci-dessus et le théorgme des coefficients universels disent que
9.2) H'B = H'B® 2 = H'B ® 2.

Preuve 1. Sideux p} sont distincts alors par la formule de Kiinneth on a H*D=0e¢tla
suite spectrale LHS de B montre que H*B & Eo.=Ep = H*(Q; H*D) = 0.

2. La formule de Kiinneth et le théoréme des coefficients universels montrent que
H*D ® Z@g)= H'D ® Z(gy=0ectalors leterme Ex & HYQ; H*'D ® 2 ) dela
suite LHS associée 3 B ® 2(q) = Homg(Y, D®2q)) est nul. D’od H*B® 2() =
=H'B®Z=0.¢

9.3 Théoréme Si p ne divise pas /Q], alors H*B = HY(D)C.

Preuve On considére la suite spectrale de LHS associée A B. Puisque
E;‘s 2 H(Q; H°D), ona IQ! -E;‘s =0 pour r 2 1. Mais d’autre part H°D n'a que de la
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p-torsion (cf. lemme 9.1), donc aussi E3* et la multiplication par QI est alors un

isomorphisme de ES*. Ainsi E*=0sir2 1 et H'B =EX" = E)" = H'D)Q. o

Y

11 reste A examiner le cas o p divise IQl. On considére a suite spectrale E associée

" 2B obtenue par la filtration

9.4) F@"= @ B,,,

var
od By, = Homg(Y,, D). Cette suite spectrale converge vers H*B, c’est-a-dire
E.. = GH'B.

Remarque Cette suite spectrale n’est pas celle de LHS. L’intérét de cette suite spectrale
est illustré par le résultat suivant (cf. aussi 8.6 et la remarque 4. aprés 10.7).

9.5 Théoréme Ona H'B 2 E;® 2Zy), en tant que groupes abéliens.
Remarque “Le théoréme est vrai quelle que soit la divisibilit€ de IQ! par p.
Preuve On note B =B ® Z/p = Homg(Yy, D' ® Z/p) et E la suite spectrale associée
2 B obtenue par la filtration 9.4. La preuve se fait en plusieurs étapes et on utilise les

notations du §1.

1. On a E;’ = By = Homq(Ys , D7) et la différentielle di.° : ES® — ES™! est

induite par la différentielle d”. Ainsi E;” & HY(Q; D) et, pour s 2 1,1QI - E}® = 0.

Donc

(9.6) E:‘s est de torsion paur s 2 1.

2. 1l s’en suit que

9.7 E; est de torsion.
En effet,
9.8) E[®est 2 - libre,

car isomorphe au sous-module (D7)Q des invariants de E:)'o qui est Z - libre. Mais
H*B ¢tant de torsion, Ee. aussi. Or il suit de 9.6 qu’un sommant direct Z dans E;'o

devrait subsister dans E.. .
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3. Dans B la différentielle d’ est nulle, car p divise chaque nI d’od
9.9 . Ew=FE; =H'B.
Puisque " est Z-ibre le théorme des coefficients universels donne la courte suite

exacte scindée

r,s+1

(9.10) 0- E:’s ®Zp - i:'s -3 Tor (E,” ', Z/p) - 0 pour toutrets.

Les différentielles d’ et d” commutent (cf.§1), et donc d’ : E&* — ET'™* est un

r+1 +

morphisme de complexes qui induit d:" : E'l" - El . La fonctorialité de la suite

9.10et lé fait que a:'s = 0 (par 9.9) montrent que d:'s ®1 et Tor (d;‘s“,l) sont nulles.
S . .S *S+1
Au total, E " est la somme directe des complexes E, ® Z/per Tor €™, Z/p).

Alors, avec 9.8 et le théoreme des coefficients universels , on obtient

r+1

9.11) E°®2/p=E,"® Z/p® Tor (E," °, Z/p).

4. En notant EJ!‘ pour @ E'j's ¢t dim pour la dimension sur Z/p, on obtient les
r+s=k .

inégalités suivantes. filles sont valables pour tout k.
dim (E* ® Z/p) + dim Tor E*', Zfp) 2
2 dim (H*B ® Z/p) + dim Tor (H**'B, Z/p) =
=dim H*B (coefficients universels)

=dimE* (9.9 o
=dim (EX ® Z/p) + dim Tor BX*', Z/p) (9.8e19.10)

2 dim (EX ® Z/p) + dim Tor (EX*', Z/p)  (9.6€19.11)
2 dim (EX ® Z/p) + dim Tor (BX*', Z/p) (9.7).

On a donc en fait égalité.
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5. De dim (EX, ® 2/p) > dim (H¥B ® Z/p) et dim Tor (EX, Z/p) >
> dim Tor (HXB, Z/p) pour tout k, on déduit de 4. que dim (E'; ® 2Zjp) =
=dim (HkB ® 2 /p) pour tout k. Ainsi le nombre de sommants directs dans E:: ®Zp)

est le méme que dans H*B ® Zy). D’od, par 9.2, EX ® 2y = H¥B ® 25 = H'B.

De méme, de dim (E;" ® Z/p) 2 dim (E* ® Z/p) et dim Tor (E;", 2/p) 2
2 dim Tor (E:;s, 2 /p) pour tout r et s, on déduit de 4. que dim (E';’s ® 2/p) =

=dim (E* ® Z/p) pour tout r et s. Ainsi, par 9.7, le nombre de sommants directs de

E; ® 2p)est le méme que dans Ee. ® Z(p). De plus, en utilisant le fait Eo, ® 2@) =
& H*B et que E; est de torsion, on voit que si x € (;'s < B représente un générateur de

E;*® 2y, alors un multiple de x doit étre un cycle de B. Mais B étant 2-libre, x est
un cycle de B. D’0d E2 ® Z(p)= Ewo ® 2y & H*B. ¢

9,12 Remarque En utilisant 9.11 et 9.6 on déduit comme au point 5. ci-dessus que
E ® Z(p) = E," ® Z5) si s 2 1. Ainsi 9.2 et la preuve ci-dessus montrent que

EF=EX®24p=E*®2Z@ppours21

10. Cas particulier : Q = C,

Soit Q = C, le groupe cyclique d’ordre n engendré par la permutation
o =(1 2 ...n). Larésolution de Z associée & C, sera la résolution usuelle

Y:.. 2 N ze, 2h2c, 22

oiN=14+06+02 +v... +o™1, On considere 1a suite spectrale E précédente (obtenue
par Ia filtration 9.4) et on calcule d’abord E;* & H*(Cp, D'). Le module D" est somme -

directe de sous-ZCy-modules X du type

X=2x®20x®.. 0 Zo%Ix
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od x = X3 ® ... ® xp avec xj € Dj et ol u est le plus petit entier o 2 1 tel que
o%x € Zx. On a donc oux = (-1)Px oll, avec r; = degré x;,

(r+...+rp)Tpger+...+1p) sil Su<n-l
p =v(oY;r1,....Tn) =
Osiu=n.

Puisque 6"x = x, u divise n et on €crit n = uv.
Remarque Si p est impair alors n est pair, car on a 62%x = x et donc 2u divise n.

10.1 Lemme On a

1. Pour p pair .
2ix+ox+..+0%lx) sis=0

HYCp, X) = 0 si s impair
2Iv(x+ 0x+ ...+ o¥Ix) sispair>0.

2. Pour p impair . v
0 si s pair
HYCp ; X) =
212 x sisimpair.

Remarque Le lemme ci-dessus donine une description de EP= E:'s ®2p)pours21.

’ u-1 .
Preuve Pourz= ), zi0ixe X,zje Z,0na
i=o .
(0-1)z = (-DPzy1-20) X + (2021) OX + ... + (z9.2-29-1) O*1x,
v-1 °
Nz=( Y (-I)) (1+0+02+...+0UN)x.
i=o0

Pour p pair on obtient

Ker (6-1) = 2(x + Ox + ... + ¢WIx)
Im@-1)=KerN={ze X:Yxj=0)}
ImN = vZ(x + 0% +... + o%1x)

d’ol la premiere partie du lemme.
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Pour p impair, une autre Z-base de X est formée de
Vo =X, Vi=0ix - 6itlx pouri=1, i. vy U1,
Ona 2vg=v) +... + vy.1 - (G-1)vg € Im (o-1),
d’od
Ker(6-1)=0>51ImN

KerN=X (puisque N=0)
Im (0'1) = 22\'0 & ZV] .0 ZVu-].

Ce qui prouve la deuxi¢me partie du lemme. ¢

On décrit maintenant E.° ® Z(p) dans le cas od n est premier. Soit k le plus
peﬁi entier 2 1 tel que 6k (D) ®..®9Dy)=D;®.®Dp. Onak=1ouk=n.
10.2 Théoréme Sik = nalorson a

H'B = E ®z(,,,- ° = H*(DCn) = H*(D; ®..® D).

Preuve L’hypothese implique qu’il existe i et j avec D # Dj et donc que pour tous les
modules X on a u = n et donc p pair. Ainsi on aE:'s =0sis 2 1. Par le théoréme 9.5

et le fait que DCn = E|**, on a donc H*B = E,* = E;® ® 25) = H*(DCn). D’autre

part,
D;I®.®D, » DCa cD, x -3 Nx

estun isomorphisme de complexes. En effet, par 10.1 I'application est surjective et
r apphcatlon réciproque est la projection sur le sommant direct D1 ® ... ® Dy,. D’olt

H*(D; ® ... ® Dy) = H*(DCn). ¢

Dans 1a suiton prend k = 1. Alors Dy =...=DpetD=D;® ... ® Dy. On
rappelle que n; est une puissance de p; = p. Soient

a=degré (a)=r1=..=r1,

{ na-2j:0<j<(n-3)/2 } sinimpair
R =1 {na] si n pair et a pair
@ si n pair et o impair.
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10.3 Lemme Sik = I et si p #n, alors

2in sireR
0
EY ® 2=

0 sinon.

Preuve Puisque n est premier on a u = n et p pair pour tous les sous-ZCn-mbdules X

e o IS .
de D" avec n{a-1) < r < na. Ainsi E, =0 pourcesrets 2 1. Pourr = na ou

r = n{a-1), il n’y a qu’un seul sous-ZCq-module X et pour lvequel onau=1.Par10.1

on obtient :
pour n impair,s 21 et r=naour=n(a-1) -

2/ sispair>0

0 si s impair,

22 sir=naets pair>0our=n(a-1) et s impair

0 sinon,

21 si r=n (a—1) et s pair > 0 ou r = no et s impair

0 sinon.

D’autre part, si p # nil n’y a pas de n-torsion dans Eo par 9.2. Il y a donc exactement
un sommant direct Z/n dans E;‘o pourre R.¢
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10.4 Lemme Soit D; un complexe élémentaire de différentielle d(b;) = n;a; avec n;
entier 2 1 quelconque et degré(ay) = a. On considére le complexe (D®n )Cn = DCn des
invariants par l'action uisuelle de C,. Alors '

1. 8i r & R, H'(DCn) est somme directe de Z/n;.

2.Sir € R, H(DCn) est somme directe de Zin, et d’un sommant direct Zinn,.

Dans les deux cas, le nombre total de sommants directs est égal @ un méme nombre
k = k(r) indépendant de n,. )

Preuve Le module DCn est indépendant de n, et, étant 2-libre, le module Z des cycles
de DCn est lui aussi Z-libre et indépendant de ny. Si n; = 1, on note B le module des
bords. En utilisant les factenrs invariants (cf. [L] XV §2) la cohomologie de DCn avec
ny = 1 s’écrit, en un degré r fixé,

H(DCn) = Z7/B" = @ (Z2); ® 2/d; ® 2/d,® ... ©® Z2/d
avec dy 1 ... | dx etk = k(r).

Mais pour n; quelconque, n{B est le module des bords et 1a cohomologie de DCnen
degré r s’écrit

HY(DCn) = Z/n,B = @ (2); ® Z/nydy ® 2/n1ds ® ... ® 2/ndy
avec n; quelconque, d; 1dyl ... 1dg et k=k(r).

Les d; éont indépendants de n; el on va maintenant les déterminer.
Sir e R, on choisit n; une pnissance d’un premier p.
Assertion . Le module H'(DCn) n’a que de la p-torsion.

Donc nyd; est un multiple de p, pour tout i. En faisant varier p, on obtientd, = ... =
=dg=1.

Sir e R, on proceéde de méme, mais en choisissant p # n. On obtient H'(DCn) =
= E;'° = E;'o ® 2(p) ® 2/n par 10.3. On voit qu’un (et un seul) nid; est divisible par

n, ce qui implique dx = npi avec j 2 0. En faisant varier p (#n),onady=..=dg =1
et dg =n.¢ '
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Preuve de l'assertion  Pour ces ny, H(DCn) est le terme E;'o de la svite spectrale E

associée 3 B = Homg(Y, D) et' est de torsion (cf. 9.7). De plus, E;'o = E'2'° ® 2(p).

Cela résulte du lemme 10.3, du fait que El.'s n’a que de la n-torsion si s 2 1 (cf. preuve
de 10.3) et de Ew = Eo ® 2(p) (cf. 9.12).¢

10.5 Remarque H"® DB = 0. En effet, on a H"@ B = Ej*° = yr@-D(pCn) =

= 7MY qui est 2 Ia fois 2-libre et de torsion (cf.9.2 on 9.7).

10.6 Théoréme Sik = I et sip #n, alors H*B = H*(D)Cn = E,°® Z(py =

- = H*(DCn)® Z,) est une somme directe de Zin;.
Preuve Par 10.3, E:'s n’a que de la n-torsion pour s 2 1. Alors les théor2mes 9.3 et
9.5 et laremarque 9.12 montrent que

H'B= H'D)Cn=E,° ® 2 = H* (D)@ Zp).

Le fait que E;'o ® Zp) est somme directe de Z/ny résulte du lemme 10.4. ¢

10.7 Théoréme Sik = I et si p = n, alors

H'B =E;=E, ® 2Z(n).

" Plus précisément,
Zin : sir>no
Zinn; @ ®(2Iny); sireRetn(a-1)<r<na
HB= ‘
Zin @ @ (2ZIn)); sireRetn(a-1)<r<na
0 8 sir<n(o-1)

Preuve Le théoréme résulte du théoreme 9.5, du lemme 10.4 et du calcul de E;'s pour

s 2 1 dans la preuve de 10.3 ( en particulier E:'s n’a que de la n-torsion si s 2 1) etde la

remarque 10.5. ¢
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Remarques 1. Pourr =na, ona H"®B =2/nn; sire Ret H"®B =2/nsir ¢ R.
- En effet, E'lm'o = 70 est 2-libre de rang 1 et E;a = Z/nn. sire Ret E“u -0

sire R.
2. Si Meest le terme E;'o ® Z(p) obtenu avec p # n, alors E;'o s’obtient de M en

remplagant un sommant direct Z/n¢ par un sommant direct Z/(nn;) en degré r, avec
re R.

3. Le nombre de sommants directs dans les théoreémes 10.6 et 10.7 peut étre déterminé
2 I'aide de la cohomologie modulo p calculée en 8.7.

4. Le théoreme 10.6 montre que dans la suite spectrale LHS, les extensions ne sont pas
triviales, car le terme Ej de cetie suite spectrale contient de 1a p-torsion d’ordre an plus
n.

De 10.7 et de la remarque ). ci-dessus, on dédnit facilement le résultat suivant.

10.8 Corollaire Supposons que n est premier, a pair si n = 2 et n; une puissance de
n. Alors un générateur & d ordre n; de H“(L 2) Journit un générateur { d ordre nn;
dans H"YL /C, ; 2).

De plus, sii : L® =L [Cy est Uinclusion alors

=" e HYL; 2®" c H'"(L"; 2)

et le noyau de i* est formé d'éléments d'ordre n.
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CHAPITRE 3 COHOMOLOGIE MODULO ! DU GROUPE LINEAIRE
SPECIAL SUR UN CORPS FINI

Soit k = IFq un corps fini 2 q éléments et de caractéristique p GL, =GLgk le
groupe des matrices n x n inversibles A coefficients dans k et SLy = SLyk le sous-

groupe des matrices de déterminant égal a 1. Soit / un nombre premier différent de p et
" r l'ordre multiplicatif de q modulo /: q" = 1 mod ! . Dans ce chapitre les groupes de
cohomologie sont pris 2 coefficients dans le corps Fy= 2/1.

Si G est un groupe topologique on notera BG son espace classifiant. Rappelons
que si G est discret et A est un G-modaule trivial alors BG est un espace d’Eilenberg-
MacLane K(G,1) et la cohomologie cellulaire de BG est égale & la cohomologie
algébrique de G, c’est-a-dire H*(BG; A) = H*(G; A). Dans la suite, les groupes finis
sont toujours munis de la topologie discréte.

11. Cohomologie modulo I du gronpe linéaire général

On considere la fibration classique

arn - F\;ﬂ—-—-) Bu ¥, BU

ol BU désigne le classsifiant du groupe classique U et \;ﬂ 1 I’application correspondant
A I'opération d’Adams. On a

* i £ 2
H'BU=2/1 le}, €521

concle H2iBU est la i-i¢éme classe de Chern universelle modulo . Quillen considere

les classes §j = d*c’ e H2i(Fy4) et montre que &; = 0 si i # 0 mod r. Il construit alors

pour i = 0 mod r des classes ; € H2i-1(Fy) (cf. [Q2]§3) et pnbuve le résultat suivant,

36



11.2 Théoré¢me ([Q2] th.])
5 o ey B ,,ﬂz ; )
1. Les monémes E’ €2r M IME .., avec aj € N, Bie (0,1} , forment une

ZIl - base de H*(FyA).
2. La structure multiplicative se décrit comme suit :
-sil#2ousil=2etq=1mod4alors nf:Oet

H*(Fya) = ZIL [&, &,...] ® ATy, Mar....),

-sil=2etq=.-3mod4alorsnf = Y &a&zi1a-
0<acx<j

A toute représentation p de dimension finie d’un groupe fini G sur la clbture
algébrique de k, le relevé de Braner de p associe une application

E(p) : BG — BU,
unique A homotopie pres, qui se reléve en
e(p) : BG - Py,
aussi unique 2 homotopie pres (cf. {Q2]§1 et §7). On considere les classes

cilp) = E(p)*c; = £(p)*&i € HZBG

et pour i = 0 mod 1, les classes
¢i(p) = (p)*ni € HZ1BG.

On note cj € HZIBGLy et ¢j € H2i-1BGLy les classes obtenues par 1’application
€ : BG — Fy4 fournie par le relevé de Brauer de la représentation canonique de GLy
sur k. Quillen démontre le résultat suivant.
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11.3 Théoréme (IQ2) th.4) L’ homomorphisme dalgebres €* : H*(Fy9) — H*BGL,
est surjectif de noyau I'idéal engendré par les classes &jy et Wj, pour jr > n. Autrement .
dit:
J. cr=¢€;=0sijr>n.
5 & 0 O 1 P2 . )
.2. Les monémes ¢ ' ¢ 2. cm"" ef e’; efn"" , Gvec 05 € N ﬁ,v € {0,.1} et

“m = [nir], forment une 2/l - base de H*BGL,.
3. La structure nudtiplicative se décrit comme suit :
-.\'il#Zou.n‘l=2etq51mod4alorse]?'=0et

H*BGL’. = Z/I [Cr, CZr,...,Cm’] ® A(ef, e27,...,emr),

o ' 2
-.nl=2etq53mod4alorse]. = Y cac2ji-a-
. 0sacx<j

Soient ; le groupe des racines l-i¢me de I'unité dans une cldture algébn'qhe de k
et K=k (1p) I'extension engendrée par i, . L'extension K/k est galoisienne cyclique
de degré r et © = Gal (K/k) est engendré par 'homomorphisme de Frobenius F: x—x4.

Le groupe cyclique C = K* agit par multiplication sur K et 1’action €tant k-linéaire
on obtient, apres choix d'une k-base de K, un homomorphisme injectif
’

C - GL,, x - h(x).

En écrivant n=mr +¢,0S e <r, et en faisant m blocs de taille r, on obtient un

homomorphisme injectif
i:C™— GLp , Xx=(xp,...xm) = i(x) = diag (h(x1),....h(xm), f¢ ).

D’autre part, soit Lm le groupe symétrique 3 m lettres. Puisque F est un
automorphisme de K*, le groupe n agit sur C et le wreath produit &t JEm=nmx I,
agit 2 gauche sur C™ via

9.0 x = (Pi(Xo-l@H) N 1<i <m>

ol @ =(Q1,....0m) € ™, 6 € Im, X = (Xf,....Xm) € C™.
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L’action de ™ » Xy, sur I'image de i est réalis€e par des automorphismes intérieurs de
GL;. Puisque ces automorphismes induisent 1'identité en cohomologie, on a
Imi* c (H*C™)R™ Em,

Quillen montre alors le résultat suivant (cf. {Q2] cor. du th.3).

11.4 Proposition L'homomorphisme i* H'GLy — (H*C™)T™™ 5m e5y injectif.

Si | est impair, c’est un isomorphisme.
12. Cohomologie modulo / du groupe linéaire spécial
La cohomologie du groupe linéaire spécial est décrite par le théoreme suivant.

12.1 Théoréme L’homomorphisme d'algébres H*GL, — H"SL,, induit par
linclusion SLp — GLp, est surjectif et son noyau est I'idéal engendré par e et c,.

En particulier, c'est un isomorphisme sir 2 2.

Soit T = C™ A i -1 (SLy) le sous-groupe de C™ correspondant aux matrices de

déterminant 1.
12.2 Lemme Le groupe T est stable par l'actionde ™ X X, .

Preuve Si x=(xt,..xm) € T et @ =(P1,....pm) € ™ avec @j=Fo0) alorsona

m . .
deti((@, 0)x) = [] det h(@ilxo-1)) = I det h(xo—1(9*P
j

j=1

I1 det h(xg-1Gy) TT det h(xg-1)a®P1 =1,
j a2}

car k* est d’ordre q-1 divisant q@0 -1 si a(j) 2 1. ¢ -

Le théoreme 12.1 permet alors de démontrer le résultat suivant qui est 1’analogue
" de la proposition 11.4.

12.3 Corollaire L'homomorphisme H*SL, — (H*T) ®™%ZIm  induit par

linjection T — SL,, est injectif silest impairetn22ousil=2etn23.
Si I est impair et n 22, ¢’ est un isomorphisme.
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13. Prenve du théoréme 12.1 dans le cas r = 1

La suite exacte de groupes

a3.1) 1 - SLy — GLy 4245 k* 51

se scinde et GLy est alors isomorphe au produit semi-direct SLyp ¥k*. Le groupe
multiplicatif C = k* est cyclique d’ordre g-1 et pour la résolution Y associée a C on
prend donc la résolution usuelle '

Y:i.s2c Ny2c 20 22

- ol g est un générateur de C et N = 1 + g + g2 +..+ g4-2. Pour SLy on prend la

ré€solution bar, notée X. Alors la cohomologic de GLj est celle de I’algtbre
différentielle B = HomSLn(Y, Hom(X, 2/1)) (c£.§1,4.1et5.4).

13.2 Proposition Pour la suite spectrale de LHS asscociée a B, on a
1. L'élément cla‘ c;'?...c:" e‘:‘ egze’; " & H*GLy, est de filtration 201+ P et B9
a pour ZIl -base les monémes ‘071 Egl..?:" Eﬂll -%2..;2:' de degré p+q =

=20+ ..+ 0oy + P +..+ Py avec p=20;1+P;.
2. Eo=Ej. '
3. L'action de k* sur H*SL, , induite par celle de k* sur SLy , est triviale.
Puisque E} = HP(k*; HISL,), on a
EX = E)9 = HOk%; HYSLy) = (Y SLy)X* = HI SL,,.
Le théoreme 12.1 résulte alors de la proposition 6.1.
Preuve de la proposition 13.2 On procede par induction sur 1'indice q. Pour q =0, on
observe que k* est isomorphe 4 GL, et que
det* : H*(GL,) - H*GL,
est injective, car la suite 13:1 posséde une section. D’autre imrt, H'GL,, =2/lejet

HzGLn =2/l ¢i. On appelle ¢ le générateur de H!GL,etcle générareur de H?GL,. Par

T . . ap . *.0 *.0
injectivité de det*, on doit avoir c ey = det*(c® eB). Mais Im det* = Ew = Dw c
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c H*GL,, (cf. propasition 6.1), ainsi c‘l’lell3 est de filtration 20+ dans H2°”BGL" etles
c?e? avec p = 20+ forment une base de E:;o. L'injectivi;é de det* implique E;:o =
=H*GL1 et puisque E:o est un quotient de E;‘o =H%GL; HOSLn) = H"GL], cela
montre que E;’o = E:o (on sait que I"action de k* sur H°SL, est triviale). D’ob
I’ancrage 2q=0.

Supposons la proposition vraie pour s < g-1 et montrons qu’elle est vraie pour
‘s = q. Notons

b(m) = c;%...cp" egz...e?‘“ € H"GL.

B =t02.3% g2 gho ¢ +f,,,Er:'
T

L'hypothese d’induction et H'GLn = @E . (et donc dim H'GLy= Y dimE_. )
r+5=q r+s=q

ainsi que la structure muldiplicative du terme E.. montrent :

13.3 Les c*1ePtb(q) sont de filtration 2+B1 dans H201+B1+a(GLy) et les
TR ke . . 2044B1.q <
c € b(q) sont linéairement indépendants dans E.» ; de plus les b(q) forment

0 . . . - d |- « . .
une base de E: . En particulier, dans E., la multiplication par cl“'e?' est injective.

13.4 Les différendelles d‘:’q sont nulles pour r 2 2. En particulier,

o4 _ogq a_ g
E, =E," e E_'=E)y"

On sait que Eg‘q = HP(k*; HISL,) o HISLy, est regardé comme k*-module et que

E)d = (HISLy)K".

13.5 Lemme HISL, = (HISL,)**.
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Ainsi HSL,, est trivial comme k*-module et le théoreme des co.efﬁcienls universels
montre alors que E29= E%° ® ES%. On a dim E® = dim E.. = 1 et par 13.4
dim Eg,q =dim E;'q =dim E:q. Par 13.3, on a dim E:;q Sdim Ef;q Ainsi
dimE" < dimES9 < dimEo.
201419

D’od E:q = E;'q etles ?:;“ E?‘E(q) forment alors une base de E _ , car dim E:;q =

=dim E.\. D'0d la proposition 13.2.¢

Preuve du lemme 13.5 On a un isomorphisme multiplicatif de complexes (cf.§1)

(13.6) E, = Homg (Y, HSLy).

Puisque Yp = ZC pour tout p, on obtient le diagramme commutatif suivant.

4 1.9
ge &5 g 4L g

137 i I oo

-1
HSL, £ H%SL, N, HISL,
13.8 Assertion La multiplication Eol'q ® E;"’ - E','q estun isomorphisme.'

Preuve OnaE}* =Homac(Y1, 2/1)=2/1 et E;° =H'(C; 2/1)=H"GLy; 2/1) =
= 2/l e1, donc F;'o = E;'o = 2/! ;. On regarde alors ¢; comme le cocycle prenant la
valeur 1 € 2/l en | € Yy =2C. En prenant I'approximation diagonale- A usuelle

associée 2 Y on obtient, pour ¢ € Homzc(Yo, HSLy),

(13.9)  (DHeueN (DN =p-(@®ep) Ao, () =p( (1), ex(1)) = (1),
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ol 1 € Y =2Cetou p est le produit cup de H*SL,. Par 13.6, la multiplication est
donc surjective. De plus, dim (E}7 ® E: %) =dim Ell 9

" Ainsi tout élément de E:’q s’écrit de fagon unique sous la forme @-¢; avec

Qe E‘l"q. Supposons alors par I'absurde qu’il existe un €lément x € HISL, non-fixe
par I’action de C = k*. Alors d%x # 0 et il existe ¢ # 0 dans E{9 tel que

(13.10) d}x =gey.

Pﬁisque €1 est un cocycle, on a
1, X 0,
0=d,4dMx=(d p)-es.
Du diagramme 13.7 et de 13.9, on tire que @ est fixe dans HISLy,. Dans E.., €; devient
€ qui est non-nul et @ devient § qui est aussi non-nul, car (HISLy)X* = EJ'9 < EP9
et E29 =E*? par 13.4. Par 13.3, §-&; est alors non-nul dans E.. Mais par 13.10,

¢-¢; est un bord de d,, donc nul dans E; et a fortiori dans E.., d’oi la contradiction. ¢
14. Preuve du corollaire 12.3 dans le cas r = 1

Dans ce cas, C est le groupe cyclique k*. Ainsi, C"et T sont respectivement les

sous-groupes de GLy, et de SL, formés des matrices diagonales. On a la suite exacte de
groupes

15T - CP 98 ks )

et les diagrammes commutatifs suivants.

T sy si, H'T < H'SLa
n »

2 | [+ ¢] fe
<y G, H*C" < H*GL,

Le théoréme 12.1. montre qu’on peut identifier H*SL, 2 une sous-algébre de
H*GL,, via une section de g*. Pour montrer l'injectivité de j*, il suffit alors de voir que
1a restriction de f* - i* 2 H*SL,, est injective.
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Dans la suite on distingue les cas suivants :
cas typique: /#2oul/=2etq=1mod4,
cas exceptionnel : [ =2 etq=3mod 4.
Cas typique
Puisque C est isomorphe 2 GL; , ona
H*C= P[x] ® A(y) avecx=cj et y=ey,

et, avec des identifications canoniques,

H*C" = Plx1,..xn] ® A(Y1,s¥n)-

Avec yj = dx;, H*'c" s’interpréte comme le complexe de de Rham associé 2

P[X],...,Xn] .
Soit s; le j-iéme polyndme symétrique €lémentaire en xj,..., Xn ¢t £ le complexe
de de Rham associé & P[sy,...,sn] :
Q = P(sy,...,sn] ® A(dsy,....dsp)

oli ds; s’obtient en dérivant usuellement s; ; les x; étant de degré pairona

dsi -
Sj = Z x.l....xlk ..... X|j y'k
I Sip <..<ijsn

Le groupe symétrique 2 n lettres X, agit sur C"en permutant les facteurs et il est

bien connu que l'action induite sur H*C" permute canoniquement les x; et les dx;.

Ona (cf. {[Q2] rem.3 p.565)

P(s1,...8n] = Plx1,...xn] In et Q@ c (H*CHEn avec égalité si ! est impair.

14.1 Lemme Pour I <jSn, onai*cj=sjet i*ej=ds;.
En particulier, Im i* = Q et i*H*SLp = Pls3,....5n] ® A(dsa,....dsp).

Le groupe T est isomorphe 2 C*! via

C"' S5 T, (€nat) P diag €t , (Erat )).



Ainsi .
H*T = P(&,...801] ® A(dE.....dEn1).

Notons o le j-i¢me polyndme symétrique €lémentaire en £;,...,6q.1. On convient que
0o = 1et6j=0sij2n. Pour 2<j<n, soit

fj=0j- 6j.1 01 € S =P[§),....E8n1]
14.2 Lemme On peut choisir les & tels que

Prxj =& et frdxj = d&; pour 1<j<n-1

[xp=- 01 et frdx, = - do).

Alors pour 1 <j<n,ona
f¥sj = gj-0j.1 O1=f; et f*dsj=do;- doj;0;- 0} do; = dfj.

En pariiculier, f*s; = f*ds; =

Sin =2, f*dsy = - 20; do; et le lemme 14.1 montre que j* n'est pas injective
si/ =n = 2. Dans la suite on supposc donc Ilmpalr etn>2oul=2etn2>3. On adonc
déja monwé 'injectivité de j j

Les transpositions tj = (j, j+1), 1 <j <n-1, engendrent Z; qui agit par restriction

sur T C". Le lemme 14.2 et le diagramme commutatif suivant

,?*
H*¢" <4 HT

S

H*C" — H'T

montrent que I’action de Tj sur H*Test canonique pour j < n-2 et que
Tn-1 & = Bk, Tt dBk =dEy sik<n-2
Tn-1 &1 =- G, Tp1 d&p.y =- doy .
On déduit alors des lemmes 14.1 et 14.2 et de Al que

J*H*SL, = Q (SIn) = Pfy,....fn] ® A(dfa,...dfy)
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qui est isomorphe a H*SLn pour des raisons de dimensions.
De plus, I'application canonique
Q(S%h) = Q(S)In =H'T)En

est injective et est un isomorphisme si / est impair (cf. A.1). D o le corollaire 12.3
dans le cas typique.

Emulg_d_u_lgmmg_m,l La preuve se trouve dans {Q2] p.564 et elle se fait comme suit.
On interpréte Finclusioni: C" —» GLy, comme la représentation produit

Eix..xEq: C" » C"c GL,

oil Ej est 'identité sur le j-itme facteur. Alors i*cj et i*ej sont les classes
correspondantes de la représentation Eg x ... x Ey. Pour le produit py x pj de deux
représentations py et p2, on a les formules
cj(pr1xp2)= Y, c(p1) ® cs(p2)
r+s=j

(14.3)

ej(p1xp)= 3 (ce(p1) ® es(p2) + er(p1) ® cs(p2))

r+s=j
' avec co = | eteg =0 (cf. [Q2)] p.563). Dans notre cas nous avons
e1(E) =yi , c1(Ep) = x; et e;(Ej) =cj(Ej)=0sij22.

La preuve du lemme se fait par induction sur n et pour n = 1 cela résulte de
C =GL1. On note

cj(k) = ¢j (Eq x...x Ex) € HACK, ¢j(k) = ¢j (Ey x...x Ex) € HY-1Ck
‘et s;’ =sjl x; =0 le j-itme polynome symétrique €lémentaire en Xj,...,Xg-1 €t ds;) la

différentielle associée.
Par hypothese d'induction et en identifiant produits tensoriels et produits cup, on a
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cjn) = Y cn-1) ® cs(Ep) = cj(n-1) ® 1 +¢j.1(n-1) ® c1(En) =

r+s=j
=¢% 40 — o
= Sj + sj-l Xp = SJ.
Pour la classe €j(n) I'hypothese d'induction donne

ejn) = Y (ce(n-1) ® es(Ep) + er(n-1) ® cs(Ep) ) =

r+s=j
=¢j(n-1) ® 1 + ¢j.1(n-1) ® €1(Ep) + €j.1(n-1) @ €1 (Ep) =

A0, O 0
= dsj +8 Yt dsj_l Xa-

Mais un calcul simple montre que dsj = ds;’ + s;’_l Ya+ ds;’_l Xn. ¢

Preuve du lemme 14,2 L'isomorphisme

' 5 T (e1ynen1) P diag (€1,.€n-1, (€1...€n-1)1)

est I'identité sur les n-1 premiers facteurs. Ainsi, pour 1 < j < n-1, on peut choisir §; tel
que f*xj=Ej
Si my : C" = C désigne la projection sur le n-iéme facteur, alors

A osrline

est la composée de 1a multiplication et de ¢ : C — C, € €1 . Puisque les &;et les dt;
sont primitifs et que @ induit en cohomologie la multiplication par -1, on a

Pxp=- @G +... +&.) =- 0y
frdxp = - (d&; + ... + d€q.1) = - dO).
Avec les notations du lemme 14.1, on obtient

o
frsj = f*(s;’ +57 | xn) = 0j - Gj.1 Oy

f*dsj = doj - dgj.1 O - 0.1 dO;.¢
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Cas exceptionnel (/=2etq=3mod4)
On procéde comme dans lc cas typique. Le groupe C étant isomorphe 3 GL{, on a
* 2
H C=Ply] avecy=¢e; et ¢; =el
ct donc

H*C" = Ply1,....ynl.

Soil sj= 5i(¥1,....yn) le j-itme polyndme symétrique élémentaire en les y1,....yn - On
convient que so = 1 et 5j = 0 pour j 2 n+1.
14.4 Lemme Pour ] <j<n,ona

i*cj= s2 et i*ej= Y Sk S2j-1-k

. 0<k<j
En particulier, i*e; = s; et Im i* C P[sy,....5a) = (H*C" )Zn .

14.5 Lemme Le noyau de f* : P[s;,....sa] — H*T est l'idéal N de P[sj.....sn]
engendré par 5.

14.6 Lemme Pour n>3,0nai* H*'SL,AN={0).

Par proposition 11.4, i* est injective et les lemmes 14.5 et 14.6 montrent alors
que j* l'est aussi pour n 2 3. Comme dans le cas typique, I'isomorphisme
C"' S5 T (e n1) — diag (€10 g (e en-t)!)
permet d'écrire
H*T= PMy....Nn1] avec d°nj =1 pour tout i

et
fryi=m; sil<i<n-l .

yn =M +.. +Nna1..

(cf. preuve du lemme 14.2). Appelons 6j= Gj(M1,...,Nn-1) le j-itme polyndme
syméirique élémentaire en 7y,...,Mn-1- Comme dans le cas typique, on montre que
f*sj=fj = 6j - 0j.1 6y pour 2 < j < neten utilisant A.1 on obtient

j*H*SLn © PIfa,....fal = P(M1,...Mn-1)%0 = (H*T)2n.
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Dol le corollaire 12.3 dans le cas exceptionnel. Pour n =2, j* n'est pas injective. En
effet, on a par exemple i*ep=sys2€ N.

Preuve du lemme 14.4 La preuve se tronve dans [Q2] p.565 et utilise la formule de
Wu. On donne ici une variante de prenve en procédant comme dans le cas typique
(preuve de 14.1).

Pour cj(n) c'est le méme calcul, car c) (Ej)= yi2 et modulo 2 Sj(y";,....ylz() =

= Sj(yl,...,yk)2 .
Pour ej(n), I'hypothese d'induction donne

efn) = 3 (cr(n-1) ® es(Ep) + er(n-1) @ cs(En)) =

r+s=j
=ej(n-1) ® 1 +¢j.1(n-1) @ e1(En) +¢j.1(n-1) @ ¢y (Ey) =
2
= X s§ sgj-l-k + (s;])Zyn + (0 Skz % sgj-}k)yn'

<j-1
0<k<j

Dans 2[yt,....yn}, P = P(¥Y1,.-.¥n) = X Sk 52j-1-k €st un polyndme de
o<k<j
degré < 2 en y, et s'écrit donc a0 +a,yp+a2 y: avec

_ _ o 0
aO‘P'yn=o = 2 Sk 520k
0<k<j
~(9p_ - o o 0 0 -
a =( 2 )yn=0 = X (sh, $25-1.k * Sk S2j.2k) =
Y 0<k<j

_ (0 W2 o o
=@ 02+ 2 X sy Sy
0<k<j-1

_1 & _ o o _ o _0
a2=5( ay? )yn=o = X s’y $252k = > Sk S253x-
n 0O<k<j 0<kej-1

On conclut en réduisant modulo 2. ¢

Preuve dulemme 145 Comme vu plus haut, l'isomorphisme

"' 5 TeC  (e1,.60) — diag (€1,...€n-1 . (E1...€n—t ')
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permet d'écrire
H*T = P[N{,...Na-1) avec d°n; = 1 pour tont i

et
f*yij=n; silsi<n-l

f*ya =Nt + ... + Np-1.

H est alors clair que £* : H*C"— H*T est surjective et que f*sq = 0. Soit K I'idéal de
H*C"= Plyi,....ya) €ngendré par sy, on a K < Ker f*. En comparant les séries de

Poincaré de K et de Ker f* 6n obtient

PS( Ker f* ) = PS(CH*C™) - PS(H*T) = (1-)-™D ((1-t)! -1) =t (1-t)®

et, puisque Plyy,...,yn) est intégre,
PS(K)=t(1-t)".

Donc K = Ker f*,
Si p € P[sy,....5n] M Ker f*, alors p = s1q avec q € Plyy,...,ya] . Maisq = ps'll est

symétrique, donc qu P[si,...,Sn). ¢

Preuve du lemme 14,6 Soit@ = ¥ a, x'e H*SLy avec I = (a2,.-., 0ta, B2,y Br)
; _

02

ol 0<a;et0SPis)ate ZRetxl= <, ...c:“ eh...e?‘“. On ordonne les mondmes

2

s:“ s:'_‘i' salI lexicographiquement, c'est-2-dire
an a1 A, By Fnt A
sy sy Sy 28t s sy

silexiste j, 1 <j <n, tel que aj > ajet ay = ag pourk > j.

Onai*w=3a i*(x!) = X (m +r,)od m est le plus petit mondme non-
1 I .
divisible par s; apparaissant dans i*(x!) et r, = i*(x!) - m,. Pour n 2 3, m existe. On a
my =s

3 an. a .
n Pl $%2 avec
n “n-l 2
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a,=20,+ P,

ay=204+B, +B,+ B,
ak=2a‘k+ﬂk+ﬂk+l si4<k<n-1
ap = 20, + B.

SiJ = (ay,..., ap) on observe que J = J implique 1 = I'. Donc si 1 # I' alors m #m,.
Ainsi le plus petit des m; a coefficient 1 dans i*w. Les sj étant algébriquement

indépendants, i*@ n'est pas divisible par s;. ¢
15. Preuve du théoréme 12.1 et du corollaire 12.3 dans le cas r 2 2

Dans ce paragraphe, on note C la composante I-primaire du groupe cyclique K* Le
groupe C est cyclique d'ordre /2 avec a = v, (q"-1) la puissance de ! dans q"-1. On note

encore C son image dans GL; par I'homomorphisme injectif C — GL;,x — h(x).
Puisque k* est cycligne d'ordre g-1 et que I ne divise pas q-1, on a C c SL; . Ainsi,
I'homomorphisme injectif i : C* — GLy, obtenn en faisant m blocs de taille r, prend

ses valeurs dans SLy, et on le note

j:€" > SLn , X =(X{pXm) o j(x) = diag (h(x)),....h(xm), L¢ ).

15.1 Proposition Si I ne divise pas q-1, '’homomorphisme j* : H*SL, —» H*C™

est injectif.

D'autre part, le groupe n agit sur C, car F est un automorphisme de K* et
- conserve donc l'ordre des éléments. Concemant I'action du wreath prodnit = fZm=
=M % X, sur C™, on a la proposition suivante.

15.2 Proposition Dans SL,, l'action d'un élément de am M 5, sur C™ est réalisée
par un automorphisme intérieur de SL,,.

Puisqu'un automorphisme intérienr induit l'identité en cohomologie, les
propositions 15.1 et 15.2 montrent qu'on a un homomorphisme injectif

j*: H*SLy » H*C™ "™ Im,
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Mais [ est impair, car / ne divise pas g-1, ct la proposition 11.4 montre alors que
l'inclusion i : C™ — GL, induit un isomorphisme

i*: H'GL, » H*C™ )™ Iny,

Le théoreme 12.1 et le corollaire 12.3 résultent alors do diagramme commutatif suivant.

H'GL, — H*SL,

S ﬁx.

mtcm )nm,‘ 2“‘.

Preuve de 1a proposition 15.1 La preuve consiste essenticllement & adapter & SLy les
résnltats obtenus par Quillen pour GLy, dans [Q1]§3 et [Q2]§8.
Puisque ! ne divise pas g-1, on a [ impair et

v, (s)+ v, (qf-1) sirdivises
v, (@51 =

0 sinon

(cf. [FP), VIII.2.4)
D’autre part,
' I SLy | = qn(0-1)12 (g2.1)...(q"-1).

Aingi V(I SLal)=v, (I SLyn 1) et par la théorie du transfert

H*SLpn — H*SLne
est injective. Il suffit alors de voir que

H*SLme —» H*C™
est injective.
Rappels 1. On dit qu’une famille (H;, i € I} de sous-gronpes d'un gronpe G détecte
H*(G; Z/D) si I'application

HYG;2/h » []H*Hi 2/m),
iel

induite par les restrictions, est injective.
2. Un groupe G est d’exposant divisantnsign=1 V ge G.
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On a les deux lemmes suivants (cf. les résultats analogues pour GL;, dans [Q2]
lemmes 12 et 13).

15.3 Lemme La cohomologie modulo | de SLpy, est détectée par des sous-groupes
abéliens (de SL;yr) d'exposant divisant 1300 a = v (q-1). -

15.4 Lemme Tout sous-groupe abélien de SL, d’exposant divisant 13, o
a= v, (q'-1), est conjugué dans SL d un sous-groupe de C™.

11 suit de ces deux lemmes que la cohomologie modulo ! de SLyy, est détectée par
une famille {H;, i e 1} de sous-groupes de C". Alors

H*SLpyy - ] H*(H3)

el

est injective et se factorise par H*C™, d'od Ia proposition 15.1. ¢

Preuve du lemme 15.3 Soit £, le groupe symétrique & m lettres. On a un
homomorphisme injectif Zyy — GLmy donné de la fagon suivante : chaque coefficient
de la matrice m x m de permutation représentant 6 € Iy, devientun blocr xr: 1
devient 1, et 0 devient O;. Le déterminant de 1a matrice obtenue vaut (-1)TSign0 e
groupe I, agit par conjugaison sur GLpy,, et sur les matrices “'diagonales” de m blocs
r % r I’action de Zp, est de permuter ces blocs.

Soit Hm r = Zm M SLpy,. C’est un sous-groupe de Iy, d’indice 1 ou 2 et, puisque

1 est impair, on a
v, (Hp ) = v, (1Zpl) = vi(m!).

Le wreath produit H = C f Hm,r est un sous-groupe de SLy,, d’indice premier a /. En
effet, on a d'une part

v, (ISLn) = mv, (q-1)+ g’,vl gn = mv, (q-1) + v, (m!),
j=t

car r divise /-1, pui'sque q"=1mod/, et donc r <letv, (jr) =V, (j); et d’autre part, C

étant la composante I-primaire de K* ona

v, (IH) = v, (Hm ) +mv, (C) = v, (m!) + mv, (g™ 1).
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Par conséquent, H contient un I-Sylow de SLpy,, et détecte H‘SLm,. 11 suffit alors de
voir que H*(H) est détectée par des sous-groupes abéliens d’exposant divisant /2, Or C
étant cyclique d’ordre /3, le lemme 15.3 résulte du lemme 15.5 suivant. (cf. [Q1]
prop.3.4 pour un résultat analogue). ¢

15.5 Lemme Soit | premier impair et G un groupe dont la cohomologie modulo est
détectée par une famille de sous-groupes abéliens d’ exposant divisant 13 avec a 2 1.
Alors le groupe G JH,, r alaméme propriété.

Preuve du lemme 15,5 Elle se fait par induction sur m. Pour m = 1, il n’y a rien
montrer. On suppose alors le lemme vrai pour m’ < m et pour tont r ¢t on montre qu’il
est vrai pour m et tout r. On distingue deux cas.

1. Si m est premier 2 /, soit Hy.1r = Hnr M Z;q.) © SL(m.1)r. Alors le sous-
groupe (G JHm-1,) X G de G J Hp est d’indice premier 2 / et détecte donc la
cohomologie modulo ! de G [ Hpy £. On conclut par hypthese d’induction et par le fait
que la formule de Kiinneth montre que si {Mi, i€ I} et {Nj, j e J} détectent la
cohomologie de M et N respectivement alors {M; x Nj, (i,j) € 1 x J} détecte celle de
M xN. !

2. Sil divise m, la permutation circulaire (1 2...J) engendre un groupe cyclique D
d’ordre / que I’on regarde comme sous-groupe de H;y < SLyr; en effet, la matrice
correspondant 2 (1 2...J) est de déterminant (-1)/(1) = 1, car / est impair, et on a bien
D c SLy. Ecrivons m =l et considérons les sous-groupes

Hm e = Zm N SLme

Le sous-groupe Hi jr permute les i blocs de taille /r.

La cohomologie modulo ! de G f Hy ¢ est détectée par celle de (G Iy Hii or , car
c’est un sous-groupe d’indice premier 2 /. Mais G | D est un sous-groupe de SLy dont
la cohomologie modulo / est détectée par des sous-groupes abéliens d’exposant divisant
12 comme le montre le résultat suivant .
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Résultat ([Q1]), cor. 3.3) Si {A;, i € I} détecte la cohomologie de K alors la famille
suivante de sous-groupes de K /D détecte celle de K /D:

Ai, x..xAj cK! ck /D ijel

1

AixDcKxDcK[D,iel

On conclut alors par hypothese d’induction. ¢

Em.;iuju_l;mmlﬁ.& Le résultat suivant est classique.
15.6 Lemme L’ homomorphisme K * 5 GL, iei—» k* est surjectif.

i Soit G un sous-groupe abélien de SLp d’exposant divisant /2, Par [Q2]
lemme 12, il existe g € GLy tel que gGg! < (K*)M. Mais G étant dans la composante
I-primaire de SLg,on a gGg' < C™. Par le lemme 15.6, il existe he K* tel que

deth=detg-!. Avech=(h,1,.,1) e (K"‘)m onahge SLypet
(hg)Ghg)lc hC™nw! cC™,
car (K*)Mest abélien. ¢

Preuve de la proposition 15,2 Puisque C™ est un sous-groupe de SLyye < SLy, il suffit

de voir que l'action de n™ X I, est réalisée par des automorphismes intérieurs de
SLmy. Ainsi pour (¢, 6) € £™ M I, on cherche A € SLpy, tel que le diagramme

suivant commute
™ L sLpe

w] T

¢ 25 SLp

oll ¢, est la conjugaison par A.

L'action de &t sur K étant k-linéaire on a des homomorphismes injectifs

n— GLr .9 = be)

™ = Glmr , ¢ = (P1,..Qm) +> M(9) = diag (b(@1),-..b@m) ).
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En notant my : C o C, z — xz la multiplication parx € C,on a
Fomy o Fl= IMF(x),

ol F est I'homomorphisme de Frobenius F: z—z4. Ainsi dans GL,, n agit par

conjugaison sur C et donc, dans GLy,,, 1™ agit par conjugaison sur c™.

Dans GLmyr, Iy agit par conjugaison sur C™ (cf. preuve du lemme 15.3). Ainsi,
I'action de ™ ¥ Iy, sur C™ est réalisée par des auntomorphismes intérieurs de GLyy,

c’est-a-dire
(9, 0)%) = cB(j(x)) = Bj(x)B"!

od x € C™, M(6) € GLp st la matrice de 6 € et B = M(@)M(0) € GLyyy.

Le lemme 15.6 implique qu'il existe z € (K*)™ tel que det i(z) = det Bl Alors
ona A =Bi(z) € SLy et, pourtoutx € c™

cAG(x) = Bi(z)j(x)i(z) 'B-! = Bj(zxz')B-1 = cp(j(x)) = j((¢. 0)x),

car (K*)™ est abélien et donc zxz'1 =x. ¢
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CHAPITRE 4 SUR LA COHOMOLOGIE ENTIERE DU GROUPE
LINEAIRE GENERAL ET DU GROUPE LINEAIRE
SPECIAL SUR UN CORPS FINI

Dans ce chapitre on donne une description de la cohomologie entitre de GL,, et de
SLq, 2 I’exception de la p-torsion. Les notations sont celles du chapitre 3. On désigne
par G I’'un des deux groupes GLy, ou SLy, et BG 1’espace classifiant associé.

16. Ordre des classes de Chern entitres

Soit E : BG — BU I’application obtenue par le relevé de Brauer de la
représentation canonique de G surk. On a
H*'BU; 2) = 2[C;, .- ),
od 2: € H3(BU; 2) estla i-iéme classe de Chem universelle entitre. L'ordre des

classes E: = E‘&f € H2i(BG; 2) est donné par le résultat snivant.

16.1 Théoréme

1.Pour G=GLpet1 Si<n,Ciestd ordre g -1.
2. Pour G = SLy et 2 Si <n, C; est d' ordre gi -1 et c; est nulle.

3. Pouri>n, c';' est nulle.
Preuve On considere A nouveau la fibration classique

(16.2) Fya -2 Bu Y, U

o1 y9-1 est I’application correspondant a 1’opération d’Adams (cf.11.1). Soient les
limites directes canoniques GL = lig Gl et SL = msxm, ainsi que les espaces
BGL* et BSL* obtenus par la construction “+” de Quillen 2 partir des classifiants BGL
et BSL, GL et SL étant muni de Ja topologie discrete.

On rappelle que la construction ”+” de Quillen permet d’associer 3 tout

CW-complexe X et 2 tout sous-groupe N normal parfait (c’est-3-dire N = [N,N}) de
7, X un espace X et une application continue i : X = X* tels que :
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(163) iy :mX — mX* s'identifie d mX — mX/N = mX*,

(16.4)  i* : H*(X; L) » H*(X*; L) est un isomorphisme pour tont systéme L de
coefficients locanx sur X*. :

Cette construction est fonctorielle 3 homotopie pres.

L’application E se reléve en
€:BG — Fy4,

et € se factorise par BGL (cf. [Q2] p.575-576). D’autre part, I’espace Fyd ayant le type
. d’homotopie de BGL* (cf.[Q2] th.7), on obtient le diagramme commntatif suivant, ol
les applications sont canoniques.

BSL, —— BSL —» BSL*

| F

BGL, —%5 BGL — BGL*~Fyd

On note encore ¢ I'image de 2"’ dans HZi(qu; 2)= H2i(BGL; Z) (resp. dans
Hzi(BSL; 2)) par o* (resp. j* o tb*). On montrera le résnltat suivant (cf. [FP] 1.8.1
p.45 et [H]).

16.5 Proposition L’ordre de & dans Hzi(F w4, 2Z) est exactement ¢i-1.
En particulier, la p-torsion des classes 5: dans H2i(F Wi, 2) et dans Hzi(BG,' 2) est

nulle.

Ona HZ(BSL,,; Z /I =0 pour tout I # p (cf.12.1) et donc HZ(BSL.,; Zi/p)h =0,
d’ol la nullité de €1 € HA(BSLy; 2) par 16.5. La nullité de &1 résulte aussi de 16.12.

Montrons maintenant la troisi¢me assertion. Si S est un I-sous-groupe de Sylow
de G, l'ordre de S ne divise pas la caractéristique p de Fg et alors le caractére de Brauer
de linclusion 1: S — GLy est le caractére d’une représentation complexe de dimension
nde S (cf. [F] th.1.5 et [G] p.414). Ainsi I’application BS — BU obtenue par le relevé
de Brauer de 1 sc factorise par BU(n), le classifiant dn groupe classique U(n), et on sait
que 2:’ est nulle dans H*(BU(n); 2) pour i > n. D’auntre part, I’application

1*: HYBG; Zmn) - H*(BS; Z(})) étant injective, puisque S est un /-sons-gronpe de
Sylow, ¢; est nolle dans HZ(BG; Z[1/p)) pour i > n et donc aussi dans H2(BG; 2)
par 16.5.
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On obtient nne variante de preuve en observant que, dans Hzi(BG; 2), ; est d’ordre
un diviseur de gi-1. Si & est non-nulle alors, pour un premier / divisant I’ordre de 3;. la
I-torsion de 'E: est non-nulle et par conséquent la réduction modulo / aussi. Par 16.5,
11.3.1 et 12.1 cela n’est possible que sii < n.

Finalement, les assertions 1 et 2 de 16.1 résultent des lemmes suivants.

16.6 Lemme Les applications
f* : HYBSL; Z) — HXBSL,; Z) et g*:HKBGL; Z) — HXBGL,, Z)

sont injectives pour k <2n.

16.7 Lemme L’application j* : H¥(BGL; Z) — HKBSL; Z) conserve I'ordre des
classes de Chern 2: pouri 22,

Preuve de la proposition_16.5 On travaille 2 homotopie preés et les groupes de

cohomologie sont pris A coefficients dans I'anneau Z des entiers. Puisque QBU est
homotope A U, on obtient, & partir de 16.2, la fibration

[
(16.8) U - Fy¢ — BU.
C’est la fibration induite par I’application y9-1 : BU — BU de la fibration universelle

(16.9) U - EU - BU.

On considere la suite spectrale de Serre associée 2 16.9. L’espace BU étant
simplement connexe, le syst¢éme de coefficients locaux sur :

H*U = A(y1, y2...) od degré y; = 2i-1
est trivial et ainsi
LS . gn 17 ~ 10 Q.S
E*= HBU® H'U=E;° ® E;".

Par [Bo] th.19.1, les y; sont transgressifs, c’est-a-dire d,y; = 0 pourr = 2, 3,..,, 2i-1,
o ~
e B0~ o
diyi=ce Ey°=2c,
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ol E%:‘o est le quotient de HZBU par le sous-module engendré par les monSmes de

degré 2i en les classes de Chern E},..., c“;"

Par naturalité de la suite spectrale, les y; sont aussi transgressifs dans 16.8 avec

dziyi = (\v'l-l)‘éf =(q-1) € EA®.

On voit facilement par récurrence sur i que dans 16.8, E;;' =T; ® L; ot T; est de

. o . ~ 0 a0 . .
torsion et L; est Z-libre de base les <, 1 Em”"... y‘.’| y?:‘ ..,avecoje N,

i€ {0,1}. Ainsi & engendre un sommant direct Z-libre dans 210 ¢t un sommant
B ; eng i
directd’ordre i -1 dans E2, = E2° = @*(HZBU).

Enfin, les ¢; n’ont pas de p-torsion car p ne divise pas qi-1. ¢

16.10 Remarque 1.a démonstration ci-dessus montre que

EX°=2 ¢ ®T et EX°=ExS=2/q-1)¢ ®T,

ob T est de torsion. Donc Ci engendre un sommant direct d’ordre qi-1 dans
Im®* = E"° < H*(BGL; Z). D'autre pat, pour i fixé 2 2, soient & € E2° = EX°

2i-2,0

et ¢i.ie E = Ezzii'z"’. Alors G.61€ T Egii'o. car G;.1¢; est un élément de
torsion (de Ej;) d'ordre un diviseur de qi-l. Ainsi 8; - 8;15'1 € Efj'o cIm ®*est’
d'ordre qi-1.

Preuve du femme 166 Rappelons d’abord que pour une application continue
- h: A — B on peut considérer son cone Cp et obtenir une longue suite exacte en

cohomologie
C 6.1 HO(Cp; L) = HO(B; L) - H°(A; L) > H'(Cp; L) > ... .
pour tout groupe abélien L.
Par 16.4 et les théoremes 11.2 et 11.3, g* : H"(BGL; Z/l) = HX(BGLy; Z/I) est

un isomorphisme pour k < 2n (I # p). Alors par 16.11, Hk(Cg; 2/l = 0 pour
I €k £2netdonc Hk(Cg; 2(1/p)) =0 pour 1 <k < 2n. En utilisant 3 nouveau 16.11



on voit que
g* : HYBGL; 2[1/p)) » HXBGLy; 2{1/p))
est un isomorphisme pour 1 Sk < 2n-1 et injective pour k = 2n. On conclut par le fait
que H*BGL; 2)n'a pas de p-torsion (cf.[Q2] cor.2 du th.6 p.579).
Pour "application f : BSL,, — BSL, on remarque d’abord que
(16.125 BGL* a le type d’homotopie de BSL* x Bk* od k* =GL;.

En effet, la suite exacte

1 5 SLoGL X ke

est scindée et BGL est un H-espace (cf.JA]§1). Ainsi en cohomologie modulo /,
I’application j* est surjective de noyau 1'idéal engendré par c; et €. 1l en est de méme
de j; par 12.1. Comme précédemment, f* : H"(BSL; 2/ - Hk(BSLn; 2/1) est un

isomorphisme pour k < 2n et £* : HXBSL; Z[1/p) - HX(BSLq; Z[1/p]) est un
isomorphisme pour 1 S k < 2n-1 et injective pour k = 2n. Puisque H*(BGL; Z2) n’a
pas de p-torsion, H*(BSL; Z) non plus par 16.12 et on conclut comme avant. ¢

Preyve du lemme 16,7 L’homomorphisme injectif
detA! 0
Glay = SLa, A — (% 9)
conduit au diagramme commutatif suivant

Glot —» Sl <> Gl
{ ! !

Gl - Skapn < Glay)

et en passant 2 la limite on obtient une application

(16.13) h: BGL — BSL—1 BGL.

~r

16.14 Lemme Pour tout i, h*C; = ¢; - Gi.i €.

‘ On a ainsi h*C; € Im ®* et la remarque 16.10 montre que, pour i 2 2, h*c; a
I'ordre de ¢; et donc j*C; aussi par 16.13.¢
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Preuve du lemme 16.14 On a le diagramme commutatif

GLq. ﬂ-» GL,

T

6L - oL

ol hy(A) = (de‘OA'l AO) = (det A!, A) € GLy x GLy.1. Par la formule du produit
(f.153) onah’ ¢ =i - Ci1 € pouri <n.

Mais par le lemme 16.6, i : H*(GL: 2) - H (GLn; 2) est injective pour k < 2n
(g = Bi). D’oil le lemme 16.14. ¢

17. Calcul de H*(BG; Z[1/p])

Rappel  La suite exacte de groupes
a7.1n 052952 52/5-0

fournit unc suite d’espaces d’Eilenberg-MacLane et d’applications

(17.2) ... = K(ZJs, k-1) ~2 o K(Z. k)= K(Z, k) =" K(2ZJs, k) — ...

telle que chaque triple est une fibration 3 homotopie pres. Pour tout CW-complexe X,
17.2 induit le diagramme commutatif suvivant :

(17.3)
X, K25, k)] P os[X, Kz 1)) S o[X. K2, K] ——[X, K(2/s, K)]-...
12 2 Vi [

o HY Xz P HRNGZ) S BR: Z) B HROG Z0) ..

ol  est le cobord usuel associé 2 17.1 et ob les lignes sont exactes. L'isomorphisme
est donné par

(17.4) [X,KR, K] = HKCGR), [f] © f+

olt 1 est Ia classe fondamentale de H*(K(R,k); R) = Hom(R, R) correspondant 2
I'identité. Enfin, les constructions ci-dessus sont fonctorielles.
On notc encore ¢ I'application correspondant par 17.4 3 une classe ¢ de cohomologie.
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Soit T I’ensemble des i tels que 1 <i < n pour G = GLy et 2<i < n pour
G = SL,,. Notons s; "ordre de ;. Si X est une classe de cohomologie entire alors x
désigne sa réduction modulo /. Pour i € 1 on applique le rappel 2

0—)2-&2 - 2/5i =0

et X = BG. Par 17.3 I'application i : BG = K(2, 2i) se rel2ve en une application
Yi : BG = K(2/s;, 2i-1).

Soient K; = K(2/sj, 2i-1) et K = K(Z, 2i). On sait que H*(K;; 2) contient
comme sommant direct une sous-algebre de polyndmes P; = 2] ‘i’, }/ i Xi), ob Q: est
le générateur de HE(K;; 2) = 2/5,2 (cf. [C)).

17.5 Lemme On peut choisir le générateuri} de H2i(K;,' 2) tel que E’, = y; X pour

tout relevé ¥ de c;.

Preuve Ona Hzi(l(; 2) = 21001 est la classe fondamentale et 1’applicaton
si° : Hzi(l(; 2) - H2i(K; 2) est 1a multiplication par s;, car (s), : 72;K — nziK est la
multiplication par s; et 1’isomorphisme de Hurewicz est naturel. La suite exacte de Serre
de 1a fibration

~

p

Ki—»K—s—i—i K

. est donc comme suit :

. o HAK; 2) 35 H(k; 2) B 1ok 2) - .

et montre que B*1 est d’ordre s; dans H2(K;; 2) = 2/5;2. Avec X; = B*1 on a bien
Gi=Cii=B-Wh=1 %o

~ ~ ~ ~ A~
17.6 Remarque La preuve montre que  est homotope 3 xj, car P*1=x; =x; L.
. Pour chaque i € 1, Quillen construit une classe 3’5 € Hzi"(BG; 2/si) telle que
BE; = C; (cf. [Q2] §3). On peut donc prendre

¥i = &,

ce que nous faisons dans la suite.

63



Notons (C(X), d) le complexe des cochaines cellulaires entiéres d’un espace X.
On construit un sous-complexe C; de C(K;) en choisissant un cocycle z; € C2i(K;)
représentant X; et b; € C2-(K;) tel que db; = s; zi. On prend

C?:Zz:’, Cizim"=Zz:"“lubi, Ci2im=Zz;“ et Cim=Osinon,

o “U” désigne le produit cup des cochaines. Puisque K; est un CW-complexe de type
fini, C(Kj) est 2-libre de type fini et ainsi C; est bien un sous-complexe de C(K;).

17.7 Lemme L'homomorphisme H‘(C.-) —)H‘(K.-; Z), induit par Iinclusion
Ci - C(K|), estinjectif d'image P;.

Preuve On a bien H°C; = 2 et il est clair que H*G; est isomorphe (abstraitement) A P;.
L’injectivité de H‘Ci - H‘(Ki; 2) provient du fait que o z;" n’est un bord dans

C(K;) que si s; divise a, car ‘i:" estd’ordre s;j. ¢

Soient g : BG — Il K; I'application donnée par les y; et h I'homomorphisme
iet
de complexes
~ , g
® Ci —» ® CK;) ~C( [1K;) = CBG)

iet iel iel

obtenu par I’équivalence d’Eilenberg-Zilber.
17.8 Théoréme L’application

h* : H*(® C; ) — H*BG; Z[1ip])

iel
est un isomorphisme de groupes abéliens.

Remarques 1. Le théoréme est vrai dans le cas stable, c’est-3-dire pour n = oo, et -
décrit donc H*(BGL; Z) et H*(BSL; 2) (H*(BGL; Z) n’a pas de p-torsion et
H*BSL; 2) non plus par 16.12).

2. Les groupes HX(® C;) se calculent aisément A I'aide de la formule de Kiinneth.

ietl :
3. Soient R et R’ les sous-algebres engendrées respectivement par les x; et les c;. Alors
il est clair que h* : R — R’ est un isomorphisme d’algbres.



cohomologie en question étant de type fini, on voit, en utilisant le cone de 1’application
h et le théortme des coefficients universels, qu’il suffit de vérifier que h* est un

isomorphisme modulo /.
En appliquant le rappel au diagramme commutatif
0—-)2—51—;2 —22/si 50
S; N
)
02 —i—-) 2-2/1 -0

on obtient, avec la remarque 17.6, le diagramfnc commutatif suivant :

> ki 45 k@2

e /&

1199 BG —9 , x sit,

9;1 le

L’application y; fournit une classe y; € HEY(K;; 2/0) telle que By; = s/l Xi.

17.10 Lemme Ona 7" yi = ej € H¥(BG; 2).

17.11 Lemme L’ homomorphisme H*(C; ® Z/l) - H*(Ki; Z/l), induit par

Pinclusion Ci — C(K;), est injectif.

Le lemme 17.11 dit qu’on peut idenﬁ'ﬁer H*(C;® Z2/) au sous-espace de
H*(Ki; Z/I) de base les xiai y?i, avec aje N, Bie {0,1). Ainsi en identifiant les
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produits cup aux produits tensoriels, on peut regarder H*(® C; ® 2/I) comme l¢ sous-
espace de H*(T1 K; ; Z/I) ayant pour base les

o= x:z_l x;l x:";' y?‘ ygrz yﬂm"" - avec aj € HN,Bie (0,1)

(dans le cas G = SLy et r = 1, la base est formée des )g;'z x:": ygrz'... y?n': ).

Par les lemmes 17.5 et 17.10, les g*w forment la base nsuelle de H'(BG; 21 décrite
dans 11.3. D’ot le théoreme 17.8.¢

Preuve du lemme '17.10 L’application y; représente la réduction modulo ! :
2/s; > 2/l. Ainsi yi' Yi=Giew* 1=y (f V=réd( Si)=cie

Preuve du lemme 17,11 Le cocycle z'i“ @ 1 n’est clairement pas un bord dans

C(Ki) ® Z/I, car il représente le générateur de HE™(K;; Z/1) = Z/12.
D’autre part, si le cocycle (2" U b;) ® 1 est un bord de C(K;) ® 2/1, alors par

exactitude de
‘ 0 - CKjy L) CK)-CKp)®2/1- 0,

il existe & et 1 dans C(X;) tels que dn + [ € = z.l""l  bj dans C(K;). D’ol d§ =si/l zim,

ce qui contredit le fait que ’ordre de ;: est s;i. ¢



APPENDICE INVARIANTS D'UNE ALGEBRE DE POLYNOMES

Soil un anneau A commutatif intégre avec unité et 4y le groupe symétrique 2
m+] lettres. Les transpositions T = G, j+1),j = 1,..., m, engendrent Ty, qui agit sur

I’algebre de polyndomes S = A[x] = A[xy,..., Xy} de la fagon suivante :

si j <m, (tjp)x = p(Tjx) = p(....Xj41, Xjs-o.),

m
si j=m, (tmp)x = p(Xy,...Xm-1,-51) OB §} = ¥ xi.
i=1

On note s;j, j = 1, ..., m, les polynémes symétriques élémentaires en les xy, ..., Xm

avec la convention usuelle so = 1 et sj = 0 si j > m. Pour 2 < j < m+1, on considere

fj=sj-sj4s1€ S.
On suppose dans la snite que si la caractéristique de A est 2 alors m 2 2.

A.1 Proposition

1. Les fj sont invariants par .

2. Les fj sont algébriquement indépendants sur A.

3. SEm+l = Alfy,.... fme1l.

4. Soit J = de(d;fj)2<j<m+1. 15i<m ol If; = % € Alx].Ona

J=¢1m I (xi-xj)  IT (xi+s4).
1<i<jsm Isism

En particulier sim = 1 alors J = -2x; . Pour m 22, J est non-nul dans A[x].
S. L’ application de complexes de de Rham

P: QsTm+1y 5 QS)yFmH1 |
induite par I'inclusion des fj dans S, est injective.

6. Si la caractéristique de A est impaire, alors @ est un isomorphisme.

)1 J

Preuve de 1 Ona s; = q;’ +5% xpob s = sj | Xy =0 €St le j-i¢me polyndme

symétrique en Xi,...xm-1. Il est clair que fj = s;j - sj.15; est invariant par t; pour

ISi<m-1.

De plus (tmfj)(x) = s}’ - s}’_lsl -(s?

0
1 j

0 _0
+ 5,51 W-Xm) = Sj +Siy

= 8j - sj.151 = fj(x). ¢
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Precuve dec 2 La démonstration dans le cas usuel de 1'action de L4 sur
Alxq,..., Xm+1] s’adapte sans difficulté (cf. p. ex. [L] V§9).¢

Preuve de 3 Le poids d’un monéme tr' t‘;" est vy + 2vp + ... + kvi et celui de

g(11,....t) est le maximum des poids de ses mondmes. On montre par induction sur m
que pour tout p € Aflxy,..., xm]X'““ de degré d, il existe un polyndme g(ta,....tm) de
poids < d tel que p = g(fa.....fm). On distingue les cas suivants.

1. Caractéristique de A impaire ou nulle. Pour I’ancrage 3 m = 1, I’hypothese sur
p donne p(x;) = p(-x;) et 2 étant une unité de A on obtient p(xy) = g(x“:) = g(-x“;) =

= g(f,) avec g de poids < d. L’induction sur m se réalisc comme dans le cas classique
par induction sur d (cf. [L] V§9).

2. Sila caractéristique de A est 2, I’ancrage se fait 3 m = 2 par induction sur d.
Le cas d = 0 est trivial. Soit p(x x2) de degré d. Puisque p est invariant par X3, il
existe q(t; tz) de poids < d tel que p = q(sy,82). L'invariance par t3 donne alors
p(x1,x2) = p(xq,x1+x2) = q(x2, x“:+x|x2). Alors p(xy,0) = q(O,x%) est un polyndme en

xf = f(x1,0). En procédant comme dans le premier cas pour le pas d’induction, on

obtient p(xy,x2) = p1(f2) + f3pa(f2). L’induction sur m se réalise comme
précédemment.

Preuve de 4 Soit I’homomorphisme canonique d’anneaux A : 2 — AetB =imA.
Puisque sje B[x], on a f; € B[x] et il suffit alors de calculer J pour A = 2.
Pour1 £k<m-1l,ona

Oaifj sii=k
wdify = f;  sii=k+1
difj sinon.

En effet, 19kfj(x) = (3xfj)(txx) = d1(Fj(Thx)) = a1 (fj(x)) = @x1fj)(x); et le reste
est clair. Donc TyJ = -J et par suvite TJ = -J pour toute transposition © € Zy,. Par
conséquent J est divisible par I (xi-xj).
1€i<jsm

Ona

9ifj - Omfj sil€igsm-1

‘tmaifj =
- Imfj sii=m.

68



En effet, pour 1 Si<m-1 tRdifj(x) = difj(X1,..Xm-1,-51) = i(fj(X1,...Xm1,-51)) +
+ Omf)(x1se-Xm-1,-81) = 9i(fj(x)) - dm(fj(x1,...Xm-1,-81)) = Oifj(x) - I (fj(x)) =
= (3ifj)(x) - @mfj)(x). Et pour i = m, TmImfj(X) = Imfj(X1,...Xm-1,-81) =
= - 9m(fj(x1,---Xm-1,-51)) = - Im(fj(x)) = - Omfj)(x). Donc TuJ = -J et J est divisible

par xpy, + s et donc aussi par I (x;+s1).
1<ism

Autotal, J est divisible par H= I (xi-x;) [l (xi+sy). Or J et H somt
ISi<j<m 1<i<m
homogenes de degré m(m+1)/2 et donc J = aH pour un a € 2. En regardant J et H

comme des polyndmes en x1, on a H = azm-y xf"‘" + 82m-2 le'“'z + ...+ ap avec

am1=2 Il (xi-xj). Mais, J = det g—& det g% avec det g%: n (xi-xj)

2<i<j<m 2<i<j<m
(cf.[Q2]), preuve du lemme 9) et par induction on voil que det a—:t =

= DM™(S@m + S15m-1 +...+s',"'2s + 25’,"). Le coefficient de xf’"" daus I est alors

(D™ aym.y, d’odr a = (-1)™.

1l reste 2 voir que J # 0 pour m 2 2. Pour m = 2, on a J(x,Xx2) = 2:.:,3 +3 xfxz -

- 3x.x§ - 2x; # 0 quelle que soit la caractéristique de A. Puis (X1, xm) (o _ ) =

=+ J(xy,..., Xm-1)X1... Xm-1(X] +...+ Xy-1) permet de conclure par récurrence sur m et
inégrit€ de Alx].

Preuve de 5 Elle est analogue 2 celle du lemme 9 de [Q2]. Soit w =Y, a df[ € Ker ¢
1

oit 1 parcourt les parties de {2,...,m+1}, a e Alfa,..., fme+1] €1 df; = dfy,..dfj, si

1 = [iy,...ix} avec i) <...<ik. On a @(dfy...df 1) =J dxy...dxp . Si I’ est le

complémentaire de I alors 0 = ¢(w) (p(dfl.) = <p(a)df[.) =@t a dfy...dfm+1) =

== aJ dx;...dxm. Donc a;J = O pour tout }. Puisque J # 0 sous nos hypotheses et

que A[Xi,..., Xm] est integre, on a a; = 0 pour tout 1 et donc  =0.

Preuve de 6 On utilise les notations précédentes. Soit u € Q(S)Im+1,

18.2 Lemme Onau = Yo, df; aveca € A(xy,..., Xm)Tm+1,
1
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MM On ntilise les notations précédentes. Soit n € Q(S)Im+1,

A2 Lemme Onau= Y a,df, aveca € A(x,..., Xp) M+,
’ 1

Si I’ est le complémentaire de I, on a udfl. =% a J dx;...dxp. Or udfl. e Q(S),
donc a J est un polynéme. Pour tonte transposition T € L4, 0na 1(al I)= a (M=
= -a; J (cf. prenve de 4). Puisque caraci(A) # 2, le polyndme a, J est divisible par J
dans A[x] : a;J =1p; pour un polyndme p, (cf. preuve de 4). Mais J # 0 et K corps
impliquent que a; =p,; . Donc a; € A[x]“:'“"1 etue Q(Sz'“‘”).o

Preuve du lemme A.2 Notons F = A[f,..., fm+1] € K = A(x),..., Xm). A partir de o,

on construit

m+t ‘ m+1 m
yv:K®r( @ Fdfj) = @ Kdfj—» @ Kdx;
j=2 j=2 j=1
définie par

m o
y(dfj) = Yy a—)édxi.

i=t

. . f: .. .
- Alors y est inversible, car det %‘11 =1 #0. Ainsi dxj € Imy pour toutietu =3 a, df;
o : 1
pour des ae K. De plus, u et dfl €tant invariants par Zp45, On a a e KIm+1

(multiplication par le complémentaire de I). ¢
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