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LES DEFINITIONS SONT-ELLES TRIVIALES :
RUSSELL, POINCARE, LESNIEWSKI

Franc¢ois LEPAGE

Russell

En 1903, Bertrand Russell publie un ouvrage assez singulier,
The Principles of Mathematics, que I’histoire retiendra comme
un des textes fondateurs de ce mouvement philosophique qu’on
baptisera logicisme. Singuliers, les Principles le sont sous plu-
sieurs aspects. Le plus connu est qu’on y retrouve pour la pre-
miére fois I’exposition claire et une analyse serrée de la contra-
diction de I’ensemble de tous les ensembles qui n’appartiennent
pas a eux-mémes.

Cette contradiction, Russell la rencontre alors que la rédac-
tion de ’ouvrage est presque terminée. Sa présentation et son
analyse font 1’objet d’un court chapitre de cinq pages, le
dixiéme de I’ouvrage, et le second appendice présente une es-
quisse de solution.

L’ouvrage n’est donc pas imprégné d’un esprit de crise, que
’on appellera plus tard «la crise des fondements » ; bien au
contraire, le ton est serein 4 I’image de la prétention de la thése :
toutes les mathématiques et méme une partie de la physique sont
réductibles 3 quelques principes de logiques ou, pour le dire
autrement, sont des constructions logiques qui reposent ultime-
ment sur des primitifs entre lesquels on définit des relations.

La découverte de la contradiction (qui date en fait de 1901) et
son insolubilité apparente constituent une catastrophe pour



116 Frangois Lepage

’entreprise que justement Russell voulait mener & terme par la
rédaction de cet ouvrage : la réduction des mathématiques 2 la
logique. Cette réduction signifie, pour le Russell de cette €po-
que, simplement que la :

Mathématique pure est la classe de toutes les propositions de la forme
“p implique ¢” ou p et g sont des propositions contenant une ou plu-
sieurs variables [...] et que ni p ni ¢ ne contiennent de constantes au-
tres que des constantes logiques. (Russell 1972, 3. C’est la premiére
phrase du corps de I’ceuvre)

Russell se retrouve donc dans une position délicate : son ou-
vrage a pour but de convaincre la communauté scientifique
qu’une analyse rigoureuse permet d’asseoir tout I’édifice des
mathématiques sur un trés petit nombre de principes purement
logiques et chemin faisant, il montre que ce petit nombre de
principes est lui-méme incohérent. Comme le lui fera remarquer
Poincaré « [L]a logistique n’est plus stérile, elle engendre
’antinomie ». (1906 : 316)

Une autre particularité de cet ouvrage est I’ampleur de la t-
che que Russell prétend accomplir. L’entreprise de réduction ou
de reconstruction, selon le point de vue que I’on adopte, va, en
effet, trés loin.

Partant de principes loglques indubitables, la premiére partle
de ’ouvrage n’est absolument pas une reconstruction de quoi
que ce soit mais une analyse régressive qui conduit son auteur a
la grammaire logique (le chapitre IV s’intitule Noms propres,
adjectifs et verbes), et & ’examen minutieux des notions de
classe, de fonction propositionnelle, de variable, de relation pour
terminer avec¢ la contradiction. La position philosophique de
Russell pourrait étre qualifiée d’hyperréalisme naif tant son on-
tologie foisonne d’entité de tous ordres. Tout est, des hommes
aux nombres, en passant par les constantes logiques. Le concept
fondamental est celui de terme (term).
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Tout ce qui peut étre un objet de pensée, ou avoir une occurrence dans
quelque proposition vraie ou fausse, ou qui peut étre compté comme
un, je ’appelle un terme. C’est ainsi I’expression la plus englobante
du vocabulaire philosophique. Je considérerai comme synonyme les
mots unité, individu et entité. Les deux premiers mettent ’accent sur
le fait que chaque terme est un, alors que le troisiéme provient du fait
que chaque terme a de 1’étre, c’est-a-dire est en un certain sens. Un
homme, un nombre, une classe, une relation, une chimére, ou
n’importe quoi d’autre dont on peut faire mention est assurément un
terme; et nier que telle ou telle chose est un terme doit toujours étre
faux'. (Russell 1972, 43)

Ce qu’il est important de retenir ici, ¢’est I'introduction du
concept d’Etre. Russell défend a cette époque un réalisme que
1’on pourrait qualifier de débridé?. Dans le royaume de 1’étre on
trouve de tout et probablement des cercles carrés, du moms
jusqu’a 1905, année de la publication de « On Dénoting ». Cet
hyperréalisme, que Russell avouera explicitement dans son in-
troduction a la deuxiéme édition des Principles, conditionne
totalement sa philosophie des mathématiques :

A I’époque ol j’écrivais les « Principles », je partageais avec Frege
une croyance dans la réalité platonique des nombres, qui, dans mon
imagination, peuplaient le royaume intemporel de I’Etre. C’était une
croyance réconfortante que j'ai abandonnée avec regret. (Russell
1972, X)

I Remarquons que Les Principles et les autres textes de Russell de cette période entretiennent
une double ambiguité voire ume confusion systématique qui en rendent quelquefois
I’interprétation difficile. Russell utilise un vocabulaire dont le domaine sémantique est celui
des expressions pour désigner ce & quoi les expressions renvoient, Le cas de I’expression
«term» est particulidrement flagrant. Le passage cité ci-dessus est particuli¢rement
troublant. Les termes sont des entités entrant dans la composition des propositions qui sont
elles mémes quelquefois des énoncés et quelquefois ce 4 quoi renvoient les énoncés

2 Russell avait probablement commencé la lecture de Meinong dont il publia de nombreux
comptes rendus assez élogieux entre 1899 et 1907. On trouvera trois de ces comptes rendus
dans les Essays in Analysis. Voir également I’introduction de Douglas Lackey 1’éditeur des
Essays « Russell’s Critique of Meinong », 17-20.

3 Repris in (1973, 103-119).
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Ou encore

Ainsi, la premiére pensée d’Adam doit avoir été en rapport avec le
nombre 1; car aucune pensée ne peut précéder celle-1a. Bref, tout sa-
voir doit étre une reconnaissance sous peine d’étre illusion;
I’arithmétique doit étre découverte exactement au méme sens ou
Colomb a découvert les Antilles et nous ne créons pas plus les nom-
bres qu’il a créé les Indiens. (Russell 1972, 451)

Cette question du réalisme de Russell doit donc étre prise tres
au sérieux, car c¢’est un présupposé de tout 1’édifice. Cette philo-
sophie conditionne, bien sir, son ontologie mais aussi son €pis-
témologie et, finalement la question qui nous préoccupe, sa
conception de la nature des définitions.

Soulignons d’abord que la définition ne peut pas, pour
Russell, étre créative au sens ou la définition aurait pour consé-
quence d’introduire un nouvel objet dans le monde de 1’Etre qu1
viendrait enrichir I’ontologie. Pour lui toute définition est nomi-
nale, en un sens que nous allons préciser.

Il y a trois passages importants des Principles ou la question
de la nature des définitions est abordée directement. Le principal
de ces passages est celui ou Russell définit le nombre cardinal et
critique la définition par abstraction des nombres naturels qu’a
proposée Peano.

Les notions de base qu’il utilise sont celles de (1) class-
concept, que je traduirai par concept-de-classe, qui est un prédi-
cat considéré sous ’angle de « prédicat considéré en tant que
déterminant une extension de termes que 1’on peut réunir en une
classe » ; (2) de relation one-one, que je traduirai par relation
biunivoque, qu’il introduit de maniére standard. Chaque
concept-de-classe définit une classe « et le nombre peut, par
conséquent, étre regardé comme une propriété de la classe ™

4 Le chapitre des Principles oi Russell traite de cette question est le premier de la seconde
partie qui porte le titre de Numbers. Russell ne fait aucune allusion & la contradiction auquel
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(The Principles, 113) 11 définit d’abord ce que c’est que, pour
deux classes, d’avoir le méme nombre. '

Deux classes ont le méme nombre quand, et seulement quand, il y a
une relation biunivoque dont le domaine inclut I’'une des classes et qui
est telle que la classe des corrélés des termes de cette classe est identi-
que a P’autre classe. [...] Quand deux classes ont le méme nombre,
elles sont dites similaires. (Russell 1972, 113)

Cette définition, une variante de celle de Frege, est un peu
complexe pour tenir compte de la classe vide. Aprés avoir re-
marqué que la notion de similarité est une relation réflexive,
symétrique et transitive, il introduit la définition péanienne du
nombre lui-méme :

Ces trois proptiétés sont ainsi tenues par Peano et le sens commun
pour indiquer que la relation a lieu entre deux termes, ces deux termes
ont en commun une certaine propriété commune, et vice versa. C’est
cette propriété commune que nous appelons leur nombre. Ceci est la
définition des nombres par abstraction. (Russell 1972, 114)

Cette définition du.nombre par abstraction souffre, selon
Russell, d*un défaut absolument fatal, celui de ne pas déterminer
de maniére univoque le nombre d’une classe. En effet, n’importe
quelle propriété commune & toutes les classes similaires et pro-
pre aux classes similaires, est, selon la définition par abstraction,
le nombre de cette classe. La définition par abstraction déter-
mine une classe de termes qui ont tous en commun d’étre en
relation avec des classes similaires et de n’étre en relation
qu’avec elles. Il y a deux approches possibles pour résoudre ce
probléme. La premiére consiste 4 considérer le nombre d’une
classe comme la classe de toutes les entités qui possédent cette
propriété d’étre en relation avec toutes les classes qui lui sont

conduit ce principe d’extensionalité non restreint qui vient pourtant faire I’objet du chapitre
précédent.
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similaires et rien qu’elles. Russell la rejette pour une raison a
mon avis, sinon incorrecte, du moins obscure.

Mais cette méthode est inutile d’un point de vue pratique, car toutes
les entités, sans exception, appartiennent & chacune de ces classes, de
sorte que chaque classe aura comme nombre la classe de toutes les
entités de toute sorte et de toute description. (Russell 1972, 115)

La solution que propose Russell, solution qu’il prétend uni-
verselle et donc s’appliquant partout ol la définition par abs-
traction s’applique, est la suivante :

Cette méthode consiste 3 définir le nombre d’une classe comme la
classe de toutes les classes similaire a4 la classe donnée.
L’appartenance i cette classe de classes (considérée comme un prédi-
cat) est une propriété commune de toutes les classes similaires et
d’aucunes autres; de plus chaque classe de I’ensemble des classes si-
milaires a avec cet ensemble une relation qu’il n’a avec rien d’autre et
que chaque classe a avec son ensemble. (Russell 1972, 115)

Russell s’étonne méme du fait que Peano ait envisagé
d’adopter cette définition pour finalement la rejeter. Il semble-
rait que pour Peano, la classe des classes similaires 2 une classe
donnée posséde des propriétés qu’intuitivement ne posséde pas
le nombre que 1’on cherche a définir. Et Russell s’avoue impuis-
sant a découvrir lesquelles. Il insiste cependant que le nombre
est bien une classe de classes et non un concept—de-classe qui
détermine cette classe de classes. Car & une méme classe de
classes correspond plusieurs concepts-de-classe. La classe des
classes similaires & la classe des étoiles de notre systéme solaire
est la méme que la classe des classes similaires a la classe des
chefs de I’Eglise catholique romaine, mais les concepts-de-
classe sont totalement différents.

Cette position sur la nature des nombres est vraiment fonda-
mentale pour la philosophie des mathématiques de Russell. Ala
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toute fin de 1’ouvrage (mis & part les appendices), en fait dans sa
conclusion, il revient sur I’ensemble de I’ouvrage et consacre
quelques lignes a ce sujet qu’il vaut la peine de citer.

Une définition est toujours soit la définition d’une classe soit la défi-
nition de ’unique membre d’un singleton : ceci résulte de maniére né-
cessaire du fait sans équivoque qu’une définition peut seulement €tre
effectuée en assignant une propriété de I’objet ou des objets a définir,
¢’est-a-dire en donnant une fonction propositionnelle qu’ils devront
satisfaire. [...] Et partout ol le principe d’abstraction est employé,
c’est-a-dire ol I’I’objet & définir est obtenu a partir d’une relation
transitive symétrique, une certaine classe de classes sera toujours
I’objet requis. (Russell 1972, 497)

Pour Russell donc, cette notion de définition corrige un dé-
faut fondamental de la définition par abstraction qui reste défi-
nitivement ambigug. On peut donc conclure qu’a I’époque des
Principles, les définitions ne sont pas, pour Russell, créatives au
sens ol une définition ne crée pas un nouveau terme. Les termes
sont immuables et éternels. Doit-on en conclure que les défini-
tions sont stériles ? Russell voit bien le probleme que cela pour-
rait poser. Son but ultime étant de montrer comment on peut
reconstruire toutes les mathématiques a partir d’un petit nombre
d’indéfinissables logiques par définitions de plus en plus com-
plexes, il ne peut pas accepter que les définitions soient stériles,
ou si elles le sont c’est dans un sens inoffensif. C’est curieuse-
ment au début de ’ouvrage qu’il aborde cette question, dans le
chapitre intitulé Denoting qu’on devrait traduire par De la réfé-
rence ou De la dénotation (cela n’a rien a voir avec le concept
de dénotation qui apparaitra dans « On Denoting ») .

5 Cela n’a d’autant rien a voir que Russell avoue dans son introduction & la seconde édition
qu’une des deux découvertes qui l'ont amené & rejeter le platonisme des Principles est sa
théorie des descriptions. La seconde est I’abandon des classes ! Voir The Principles, X.
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C’est un curieux paradoxe, mystérieux pour un esprit symbolique, que
les définitions, théoriquement, ne sont rien d’autre que des formula-
tions d’abréviations symboliques, sans rapport au raisonnement, in-
troduites pour des raisons de commodité pratiques, alors que, dans le
développement d’un sujet, elles requiérent toujours un énorme effort
de pensée et contiennent souvent certaines des plus grandes réussites
de I’analyse. [...] Un objet peut étre présent a notre esprit sans que
nous connaissions quelque concept dont le dit objet serait I’instance;
et la découverte d’un tel concept n’est pas un simple progrés dans la
notation. La raison pour laquelle cela semble étre le cas, dés que la dé-
finition est trouvée, est qu’il devient totalement inutile de se rappeler
I’objet actuellement défini, car seuls les concepts sont pertinents pour
nos déductions. Au moment de la découverte, la définition est pergue
comme vraie parce que 1’objet & définir était déja dans nos pensées;
mais comme partie de notre raisonnement ce n’est pas vrai mais pu-
rement symbolique parce que ce que le raisonnement requiert n’est
pas qu’il doit impliquer cet objet mais simplement impliquer I’objet
dénoté par la définition. (Russell 1972, 63)

Il est peu probable que globalement la théorie de Russell soit
cohérente. Elle convient cependant trés bien 4 son entreprise de
réduction et implique une épistémologie minimale, celle de la
reconnaissance de ce qui est déja 1. Et puis, la fameuse contra-
diction va compliquer les choses, ce dont il ne se doute pas en-
core.

Russell et Poincaré

Deux ans plus tard, alors qu’il est toujours dans le brouillard
en ce qui concerne la contradiction, Russell publie dans Mind un
compte rendu de la traduction en anglais de 1’ouvrage de
Poincaré La science et ’hypothése qui va déclencher une polé-
mique dans laquelle, sans étre le centre de gravité, la question
du statut des définitions, de leur stérilité ou de leur utilité sera
largement débattue. Il faut dire que le ton adopté d’emblée par
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Russell est celui de quelqu’un qui cherche querelle. Qu’on en
juge par le début du premier paragraphe.

Dans son ouvrage, qui consiste essentiellement d’articles antérieurs
légérement remaniés, les qualités bien connues de M. Poincaré res-
sortent clairement — sa concision lucide et tranchante, son air de mai-
trise facile qui fait souvent apparaitre sa pensée moins profonde
qu’elle ne est et sa capacité & coordonner I’ensemble du domaine des
mathématiques et de la physique en un systéme de pensée unifié. Mais
ces qualités, aussi grandes soit-elles, sont accompagnées de ce qui ne
peut qu’apparaitre comme défauts & quiconque est familier de la phi-
losophie. (Russell 1905, 412)

Ce ton annonce déja que le débat sera un dialogue de sourds.
Bien qu’ils utilisent le méme vocabulaire, Russell et Poincaré ne
parlent pas vraiment de la méme chose.

L’édition originale de La science et I’hypothése date de 1902
et la traduction anglaise de 1905. Le premier chapitre s’intitule
« Sur la nature du raisonnement mathématique ». Poincaré y
soutient la thése suivante : la logique, de par le caractére tauto-
logique de la syllogistique, est stérile.

Le syllogisme ne peut rien nous apprendre d’essentiellement nouveau
et, si tout devait sortir du principe d’identité, tout devrait pouvoir s’y
ramener. Admettra-t-on que tout ces théorémes qui remplissent tant de
volumes ne soient que des maniéres détournées de dire que A est A ?
(Poincaré 1968, 31)

Une premiére remarque s’impose. Lorsque Poincaré parle de

la logique, il parle de la logique aristotélicienne telle que I’a
“transmise et transformée I’histoire. Il ne parle pas spécifique-
ment de la nouvelle logique, la logistique disait-on & I’époque,
qui commence en gros avec Boole et a laquelle Frege et Russell
vont définitivement donner des lettres de noblesse, et qui donne
la prééminence au calcul propositionnel. En fait, il ne semble
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pas faire de distinction entre les logiciens anciens et les moder-
nes.

Une seconde thése que soutient Poincaré est que la science
mathématique, contrairement a la logique, est créatrice, et que
son pouvoir créateur repose essentiellement sur la preuve par
induction (Poincaré utilise I’expression maintenant un peu dé-
suéte de raisonnement par récurrence).

Le caractére essentiel du raisonnement par récurrence c’est qu’il
contient, condensés pour ainsi dire en une formule unique, une infinité
de syllogisme. (...) On voit donc que, dans les raisonnements par ré-
currence, on se borne & énoncer la mineure du premier syllogisme, et
la formule générale qui contient comme cas particulier toutes les ma-
jeures. (Poincaré 1968, 39)

La validité du raisonnement par induction ne peut pas é€tre
démontrée. Elle provient de la puissance de 1’esprit qui est ca-
pable de concevoir la répétition indéfinie d’actes similaires.

Cette régle, inaccessible & la démonstration analytique et &
I’expérience, est le véritable type du jugement synthétique a priori.
On ne saurait d’autre part songer a y voir une convention, comme
pour quelques-uns des postulats de la géométrie. (Poincaré 1968, 41)

Malgré leurs échanges parfois musclés, Russell et Poincaré
n’arriveront jamais a un point d’entente tant le fossé est grand.
La question de la nature des définitions va cependant dériver
vers un contexte légérement différent. Celui de I’imprédicativité
de certaines définitions, de définitions de propriétés qui ne dé-
terminent pas de classes. Russell présente en effet a la fin de
1905 un article ol il propose trois voies de solution pour €élimi-
ner les paradoxes6 ; Russell y présente trois ébauches de théories

6 «On Some Difficultics in the Theory of Transfinitt Numbers and Order Types ».
Proceedings of the London Mathematical Society, Series 2, 4, 1906, 29-53. Repris in (1973,
135-164). Les références renvoient 4 cette derniére édition.
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qui lui semblent prometteuses pour éviter la contradiction. Ce
sont la (a) la théorie zigzag, (b) la théorie de la limitation de
taille et (c) la théorie pas de classes.Une premicre chose intéres-
sante est que Russell présente une matrice qui, selon lui, est

commune 2 toutes les contradictions basées sur 1’impré-
dicativité.

Etant donnée une propriété ¢ et une fonction ftelle que, si ¢ appartient
3 tous les membres de u, fu existe toujours, a la propriété ¢ et n’est
pas un membre de u; alors la supposition qu’il y ait une classe w de
tous les termes qui ont la propriété ¢ et que f‘w existe conduit a la
conclusion que f'w a et n’a pas 4 la fois la propriété ¢. (Russell 1973,
142)

L’enjeu pour Russell est de trouver une fagon naturelle et
intuitive de bloquer la fabrication de tels monstres. C’est ce que
ces trois approches devraient étre capables de faire. La théorie
zigzag consisterait & axiomatiser la notion de fonction prédica-
tive. Cette approche sera vite abandonnée car elle manque de
principes directeurs excepté celui d’éviter la contradiction’. La
seconde théorie utilise elle aussi la notion de prédicativité mais
ce n’est plus la complexité de la propriété qui serait la source de
I’imprédicativité mais la taille de la classe a définir. Cette ap-
proche lui est suggérée par le paradoxe de Burali-Forti. La en-
core Russell n’ira pas trés loin. C’est la troisi¢éme approche que
retiendra Russell. Au moment de mettre sous presse, il fait
ajouter une note :

[Note ajoutée le 5 février 1906. Suite & de nouvelles investigations, je
n’ai plus de doute que la théorie pas de classe fournit la solution com-

7 Voir (1973, 147).
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pléte A toutes les difficultés dont il est question dans la premiére partie
de ce texte]®. (Poincaré 1968, 164)

Dans cet embryon de théorie, qui deviendra la théorie des types,
Russell ne considére plus la fonction propositionnelle comme un
primitif et choisit de plutét utiliser la notion de proposition et de
reconstruire celle de fonction propositionnelle.

Soit p une proposition et a un des ses constituants. ‘p(x/a)’
dénote ce que p devient en substituant x & a pour toutes ses
occurrences dans p. Nous pouvons utiliser cette notation pour
affirmer des énoncés généraux comme ‘p(x/a) est vraie pour
toute valeur de x’. Cette fonction propositionnelle reconstituée
est indépendante de a au sens suivant. Soit ¢ = p(b/a). 11 est
alors équivalent d’affirmer ‘p(x/a) est vraie pour toute valeur de
x' et ‘q(x/b) est vraie pour toute valeur de x’. On dira que
‘p(x/a)’ et ‘q(x/b)’ ont la méme forme. La conséquence la plus
intéressante de ce virage est la suivante :

Ici, les valeurs de x pour lesquelles p(x/a) est vraie remplacent la
classe des u ; mais nous ne supposons pas que ces valeurs forment
collectivement une entité singuliére qui serait la classe composée de
ces valeurs. (Russell 1973, 155)

On est loin de ’ontologie des Principles. La philosophie de
Russell en ce qui concerne les définitions semble avoir pris un
virage assez radical. N’oublions pas que cet article a été écrit |
deux ou trois mois aprés la publication de « On Denoting ». On
peut d’abord remarquer une sorte de "linguistic turn". Les défi-
nitions comme celle de p(x/a) ne sont plus de simples truismes.
La syntaxe du langage, et méme la grammaire, prend un role
prépondérant. La contradiction pourra étre évitée parce que I’on
ne s’autorise plus a postuler que 1’objet » qui serait la classe des

8 Poincaré se gaussera de cette valse hésitation dans « Les mathématiques et la logique » :
306,
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valeurs qui rendent p(x/a) vraie préexiste dans quelque royaume
de I’Etre. Il y a des combinaisons de symboles qui semblent
faire sens et qui pourtant ne dénotent pas. Les définitions
prennent donc un nouveau statut méme si celui-ci n’est pas tout
a fait explicite. '

Poincaré attaque alors avec véhémence les théories de
Russell dans un article publié dans la Revue de métaphysique et
de morale intitulé « Les mathématiques et la logique ». Il faut
dire que Russell est un peu inconstant : soutenir dans un méme
texte trois théories incompatibles deux a deux est un exploit que
peu de philosophes ont réussi.

Ce qui est le plus intéressant dans 1’article de Poincaré n’est
cependant pas I’attaque des propositions de Russell mais plutdt
la solution qu’il propose aux paradoxes. Une définition ne doit
pas contenir de cercles vicieux, c’est-d-dire que la définition
d’un ensemble d’objets E ne doit pas faire référence a l’en-
semble E comme s’il préexistait & sa définition. Cela implique,
si nous ne le savions déja, que pour Poincaré les définitions ne
sont pas triviales, elles créent des objets et ce, a la condition que
I’on respecte certains principes comme celui du cercle vicieux.

Poincaré va trés loin. Pour lui la définition méme du nombre
inductif n’est pas prédicative (1905-06, 309). Pour lui, la seule
facon de se mettre & 1’abri des contradictions, ¢’est de respecter
des principes de non-circularité dans les définitions.

Il est intéressant d’examiner la réponse de Russell dans « Les
paradoxes de la logique ».

M. Poincaré croit que tous ces paradoxes viennent d’une espéce de
cercle vicieux, et en cela je suis d’accord avec lui. Mais il ne voit pas
la difficulté qu’il y a & éviter un cercle de cette sorte. J’essaierai de
montrer que, si 1’on veut 1éviter, il faut adopter une théorie analogue
4 ma « no-classes theory » ; en fait, c’est & cette fin que j’ai inventé
celle-ci. (Les paradoxes de la logique, 627)
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Ainsi donc, Poincaré ne verrait pas la difficulte qu’il y a a éviter
le cercle vicieux. A propos de la solution que propose Richard et
que Poincaré a reprise dans son article, Russell écrit :

Il propose d’éviter ce cercle vicieux en définissant E « tous les nom-
bres définissables par un nombre fini de mots sans mention de E ».
Pour un profane, cette définition semble encore plus circulaire que la
premiére. (Les paradoxes de la logique, 633)

Le probléme pour Russell est qu’il faut caractériser de maniére
indépendante les contraintes que 1’on doit imposer aux fonctions
propositionnelles pour qu’elles donnent naissance a des classes.
1l ne suffit pas de proclamer qu’il faut éviter le cercle vicieux, il
faut mettre a jour les principes logiques fondamentaux qui,
lorsqu’ils sont respectés, nous assurent que nous ne serons plus
entrainés dans des cercles vicieux.

L’idée fondamentale de Russell est que toute proposition
portant sur une classe peut se paraphraser par une proposition
portant sur les valeurs de variables satisfaisant une fonction pro-
positionnelle. Ce qu’auparavant il considérait comme la  défini-
tion d’une classe définit maintenant la portée d’une fonction
propositionnelle, mais celle-ci n’est pas un objet susceptible
d’étre une valeur de la fonction propositionnelle. En fait, Russell
sera amené plus tard 4 une certaine réification des classes, mais
elles ne pourront étre valeurs de la fonction propositionnelle qui
lui a donné naissance mais seulement de fonctions proposition-
nelles d’un type supérieur. Ce sera la Théorie des types. Pour
’instant, ce qui importe est quune réforme de la syntaxe est
nécessaire pour que la possibilité de contradiction disparaisse.

Il importe de remarquer que le principe du cercle vicieux n’est pas lui-
méme la solution des paradoxes de cercles vicieux, mais seulement la
conséquence qu’une théorie doit fournir pour apporter une solution.
Par conséquent, il faut construire une théorie des expressions conte-
nant des variables apparentes qui fournisse comme conséquence le
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principe du cercle vicieux. C’est pour cette raison que nous avons be-
soin d’une reconstruction des premiers principes logiques, et que nous
ne pouvons pas nous contenter de ce simple fait que les paradoxes
sont dus a des cercles vicieux. (Les paradoxes de la logique, 640-641)

Russell marque 13 un sérieux point dans le match qui I’oppose a
Poincaré. C’est la doctrine de 'univers du discours qu’il atta-
que. I1n’y a pas d’univers du discours. Méme un énoncé comme
« pour tout x, x=x» n’a pas un domaine sans restriction. Le
principe du cercle vicieux tel que proposé par Poincaré viole lui-
méme ce principe. La proposition de Russell est une réforme en
profondeur des processus que 1’on consideére comme légitime
pour introduire de nouvelles définitions d’objets.

On constate 1’ampleur du chemin parcouru depuis les
Principles. La richesse de I’ontologie du Russell de 1903 lui
permet de se passer d’une théorie autre que triviale et naive des
définitions. La découverte de la contradiction I’a conduit a un
sérieux examen de la structure du langage. Arrive alors la dé-
couverte de la théorie des descriptions qui porte un coup fatal a
sa naiveté. Et ¢’est toute son ontologie qui sera balay¢e.

Les cercles vicieux apparaissent quand une phrase contenant des mots
tels que tout ou quelque (c’est-a-dire contenant une vatiable appa-
rente) parait représenter un des objets auxquels s’applique le mot tout
ou quelque. Cette apparence est donc illusoire. La difficulté est qu’il y
a des raisons pour croire que tout doit pouvoir signifier absolument
tout : ainsi les phrases en question ne peuvent pas du tout représenter
des entités’. (Les paradoxes de la logique, 648-649)

Poincaré ne répondra pas vraiment & ce texte de Russell. En
1909 il publie, toujours dans la Revue de métaphysique et de
morale, son dernier texte portant sur I’imprédicativité : « La

9 Ce passage contient une erreur de traduction si on se fie au manuscrit publié dans les Essays.
L’expression frangaise « phrase » qui apparait deux fois est une mauvaise traduction de
’expression anglaise « phrase ».
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logique de I’infini ». Il y reprend méticuleusement sa théorie du
cercle vicieux en I’appliquant aux classifications. On ne peut
classer des objets qui n’existent pas encore. Or « toute définition
est une classification » (1909 : 402). Il ne reprend pas le combat
se contentant de répéter son point de vue. Il met méme un terme
la discussion en répétant sa profession de foi a propos du réle de
I’intuition.

M. Russell me dira sans doute qu’il ne s’agit pas de psychologie, mais
de logique et d’épistémologie ; et moi je serai conduit & répondre qu’il
n’y a pas de logique et d’épistémologie indépendante de la psycholo-
gie ; et cette profession de foi clora probablement la discussion parce
qu’elle mettra en évidence une irrémédiable divergence de vues.
(Poincaré 1909, 414) '

Russell, Poincaré et LeSniewski

Lesniewski n’a probablement jamais entendu parler de cette
querelle entre Russell et Poincaré. Pourtant, la solution logico-
philosophique la plus intéressante émergera de son ceuvre. En
effet, on peut introduire dans I’ontologie, suivant la présentation
que Sobocinski (1984, 15) fait de I’analyse de Lesniewski,
’équivalent de la notion de classe distributive et de la notion
« d’8tre élément de cette classe distributive » de la maniére
suivante :

[AB]:Beel(4).=.(3a).AeKl(a). Bea
AeKl(a) signifie « A est ’ensemble des objets a » et
Beel(A) signifie « b est élément de I’ensemble A »

Les deux postulats qui étaient universellement acceptés avant
la découverte de la contradiction peuvent s’exprimer formelle-
ment de la maniére suivante :
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Al [a).[34].4eKl(a)
A2 [ABab).A¢Kl(a).AeKl(b).Beb.Do.Bea

Ces deux postulats, comme le montre Sobocinski conduisent
effectivement 2 la contradiction, ce qui n’est pas étonnant.
Partant de la définition

[4] .. Ae* .=:AcA:[a):AeKl(a). D.~(AeAd)

oll Ae* peut étre interprété comme signifiant « A est une classe
qui n’est pas élément d’elle-méme », on montre les deux théo-
rémes suivants qui sont contradictoires :

[A].=~AeKI(®) et [34].=.4eKI(*)

En fait, ces deux postulats sont faux dans le systéme de
Lesniewski lorsque les « classes » sont entendues au sens col-
lectif. Leur apparente vérité intuitive repose sur une confusion,
sur un usage ambigu du terme « classe ». Ce terme est utilisé
pour désigner 2 la fois la classe comme une multiplicité — classe
distributive — et la classe comme unité — la classe collective.
Paradoxalement, ce résultat n’est pas une conséquence des
systémes de Lesniewski: il en est le point de départ. C’est
I’examen de la contradiction qui I’aménera a développer des
systémes dont les postulats non seulement sont libres de contra-
diction mais sont également ouverts, jamais totalement dé-
ployés. Les solutions de Russell et de Zermelo apparaissent
alors comme ad hoc et superficielles et ne constituent pas une
précaution contre I’apparition d’autres contradictions.

Le paradoxe ne sera résolu que lorsque nous serons convaincus que
nous avons utilisés soit des régles de raisonnement incorrectes, soit ou
des présuppositions fausses dans la construction du paradoxe [...]
(Sobocinski 1984, 12) '

Leéniewski consacrera sa vie & 1’élaboration de systémes
fondationnels. La réalisation de ce programme ne sera possible
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que par I’introduction du concept de définition-thése qui sera la
pierre angulaire de son ceuvre. Ces définitions-théses de par
leurs constructions mémes, nous assurent que le systeme est
libre de toute contradiction. Comme le remarque Luschei :

La “pureté” sémantique et le risque de paradoxes exigent que toute
définition d’une constante nouvelle, bien qu’elle ne soit jamais une
proposition relative & une thése antérieure, soit assertée comme une
thése identique a elle-méme et précédant n’importe quelle thése ulté-
rieure du systéme. (The Logical Systems : 222-223, cité par Peeters
2006, 44)

Les définitions ne sont plus triviales mais créatives. Bien plus,
on montre aisément que le systéme ne peut conduire a des
contradictions. Les définitions deviennent ainsi le véritable fon-
dement de la structure des systémes logiques.

Pourquoi les systémes de Lesniewski n’ont-ils pas regu
I’accueil qu’il méritait par la communauté des logiciens. 1l est
difficile de répondre a ce genre de questions. Une des raisons est
probablement qu’il est arrivé trop tard, & une époque ou I’on
admettait que la crise des fondements était terminée et ou
d’autres défis étaient relevés. Une autre raison est sans doute
que la présentation des systémes de Lesniewski était assez her-
métique. Comme le remarque Sobocinski :

Ce systéme, qui différe de bien des fagons des systémes contempo-
rains, est non contradictoire (ce qui se prouve facilement) et constitue
une base adéquate pour la construction des mathématiques contempo-
raines. Il n’est toutefois pas facile de se faire une impression générale
du systéme, pas plus qu’il ne I’est de pénétrer la psychologie qui est
son origine —de ce que Le$niewski pensait précisément du paradoxe
de Russell. (Sobocifiski 1984, 11)

Prés de soixante-dix ans aprés sa disparition, ce n’est toujours
pas facile.
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