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Une construction de I’arithmétique
de Peano

Préambule

La liste ordonnée de définitions et de théses qui suit constitue une
construction de I’arithmétique de Peano sur la base de I’Ontologie de
S. Le$niewski, augmentée d’un axiome de l’infini. Bien que nous
ayons choisi de présenter les preuves dans le style aisé de la déduction
naturelle de Fitch, il est attendu du lecteur une connaissance élémen-
taire de la logique de Lesniewski!. La présentation commence par un
court récapitulatif des définitions et théses générales, connues de la
littérature et nécessaires a la construction. Viennent ensuite six
sections allant de la définition et ’examen de la relation d’équinumé-
ricité a la preuve des cinq propositions de Peano. Nous avons jugé
inutile de reprendre les définitions explicites des opérations arithmé-
tiques élémentaires puisque leur inscription, a la suite des propositions
de Peano, se serait présentée de maniére identique a celle que 1’on
trouve dans la thése de doctorat de J. T. Canty (1967: 129-147)2.

Afin de guider le lecteur indiquons que le cceur du développement
se situe dans la définition D2.2 de nombre cardinal. Celle-ci s’appuie
sur une version paramétrée (D2.1) de la relation d’équinuméricité
entre noms, dont dérive un analogue lesniewskien du céleébre Principe
de Hume (HP, T2.1). Figurant a titre de these, HP n’a pas ici I'impor-
tance qu’il a dans les travaux des néo-frégéens® et il convient de

I Onse reportera 2 la présentation détaillée de Midville (2001-04), ou alors a celle succincte de
I’Ontologie dans Joray (2001: chap. III).

2 On trouve en outre une présentation de la méthode d’explicitation des définitions récursives
d’opérations arithmétiques s appuyant sur I’exemple de I’addition dans Joray (2002: 15-17).

3 voir, dans la bibliographie, les références relatives a Boolos, Wright et Hale,
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74 CONSTRUCTION DE L’ARITHMETIQUE DE PEANO

remarquer qu’il ne constitue pas un principe d’abstraction au sens de
Frege car I’identité du membre gauche de la biconditionnelle n’est pas
une identité objectuelle comme chez Frege, mais une identité exten-
sionnelle entre prédicats s/n (au sens de la définition D0.]1). Cette
spécificité explique pourquoi la présence de HP ne suffit pas, comme
chez les néo-frégéens, 2 exclure les modeles finis. Les nombres
cardinaux ne sont pas ici des objets a compter comme éléments de
’univers et cela nous conduit & recourir a un axiome de 1’infini.

En adoptant une définition de nombres naturels comme cardinaux
inductifs (D5.4), ainsi qu’une définition de successeur (D5.2) ne
faisant pas appel a I’addition, nous avons simplifié de maniére signifi-
cative la preuve des propositions de Peano. De plus, la dépendance de
ces propositions vis-a-vis de 1’axiome de ’infini s’en trouve clarifiée.
Dans les Principia Mathematica, en effet, seule la proposition III (des
nombres ayant méme successeur sont identiques) tombe sous cette
dépendance. Nous avons montré (Joray 2002: 14-15) que la propo-
sition I (le successeur d’un nombre est un nombre) doit tomber aussi
sous la dépendance de I’axiome de I’infini si ’on veut éviter la
signification hautement artificielle qu’elle endosse chez Whitehead et
Russell: pour chaque nombre, il existe potentiellement un type dans
lequel un successeur de ce nombre peut étre trouvé.

Pour terminer, indiquons encore nos conventions typographiques:
définitions et théses sont respectivement notées par les lettres T et D
suivies d’un numéro indiquant leurs section et ordre d’inscription (par
exemple D3.9: section 3, 9° définition); les theses dont le numéro se
termine par un chiffre précédé d’un tiret sont des lemmes (par
exemple T/.12-2: deuxieéme lemme en vue de la preuve de 77.72). La
présence d’un astérisque (*¥*76.3) indique que la thése en question est
dépendante de I’axiome de I’infini. Enfin la mention «aux» associée a
une définition signifie que la définition en question est auxilliaire en
ce sens qu’elle n’est inscrite que dans le but de permettre ou de
simplifier la preuve de la thése, ou des théses qui suivent.

& Que, dans la perspective néo-frégéenne, la présence de HP suffise & exclure les modeles finis
constitue A notre sens un défaut dans la mesure ou son expression présente un caractére hybride:
A la fois définition implicite de nombre cardinal et axiome de I'infini.



CONSTRUCTION DE L'ARITHMETIQUE DE PEANO

0. Ontologie générale

Axiome de ’Ontologie (Az,) :
lab][aeb = .|3c|[cea] A |dc)[dea A cea. D dec] A|d][dea D deb]]

T0.1: |a|[|3b][aeb D acal]
T0.2: |ab)[acb D aca]

T0.3 : |abc|[acb A bec. Dacc]
T0.4: [abc|[acb A bec. D beal

D0.1: |ab][{a C b} = |¢|[cea D ceb]] Dis [s/nn]

Inclusion entre noms

D0.2: |R|[Refl(R) = |a|[|3b][R{ab} V R{ba}] D R{aa}]]
Dfs[s/(s/nn)]

D0.3: |R|[Sym(R) = |ab][R{ab} D R{ba}]] Dfs[s/(s/nn)]

D0.4: |R}[Trans(R) = |abe|[R{ab} A R{bc}. D R{ac}]]
Dfs[s/(s/nn)]

T0.5: Trans(e)

D0.5: |R|[Equi(R) = .Refl(R) A Sym(R) A Trans(R)]
Dfs[s/(s/nn))

D0.6: |ab][{a~ b} =.|c|[cea= ceb]] Diss/nn]
Identité extensionnelle

T0.6 : Equi(=)

D0.7: |ab][{a =b} =.aeb A bea] Dis[s/nn]

Identité singuliére entre noms
T0.7 : Bqui(=)

D08 |a|[{a} = [3b][bea]] Dfsls/n]

Etre un nom qui dénote
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76 CONSTRUCTION DE L’ARITHMETIQUE DE PEANO

D0.9: |a|[Sin{a} = aca] Dfs[s/n]
Etre un nom singulier

T0.8: |ab][aeb D Sin{a}]

D0.10: |a|[Emp{a} =~ |3b][bea]] Dfs[s/n]
Etre un nom vide

T0.9: |ab][Emp{a} A Emp{b}. D a=b]

1 |ab| Emp{a} A Emp{b} hyp

2 cea hyp

3 [Fe][ee a] 2,3i

4 Emp{a} 1,Ae,reit

5 ~ |3c|[ceal 4,D0.10

6 ceb 4,5,~e

7 ceaDced 2-8,D1

8 cebDcea idem 2-6,Di

9 axb 7,8,=i, D0.6
Th. 1-9,Di4,] Ji

D011 : gy [lp ~ ] = lalle{a} = ¥{a}]]  Disls/(s/n)(s/m)]

Identité extensionnelle entre prédicats de catégorie s/n

D0.12: [¢][1[¢] = |3a][¢{a}]]  Dis[s/(s/n)]

EBtre une propriété non vide

DO0.13 : | R|[Obj(R) = |ab|[R{ab} D .Sin{a} A Sin{b}]]
Dfs[s/(s/nn)]

Etre une relation nominale objectuelle

T0.10 : Obj(=)
1|abla=1b hyp
2 aeb A bea 1,D0.7
3 aga 2,Ae,T0.2
4 beb 2,Ae,T0.2
5 Sin{a} A Sin{b} 3,4,D0.9,Ai
Th. 1-5,21,]]1,D0.13
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D0.14: |a|[aeA=.aca A ~ (aca)] Dinn]
Nom vide

T0.11: Emp{A}

1 |36 [be Al hyp
2 b |ben hyp.
3 beb A ~ (beb) 2,D0.14
4 ~ |3b][be A] 3,~ve
5| |~ |3b)[ben] 1,2-4, Je
Th. 1,1,5,~i,D0.10

T0.12: |a][~ (aeA}]

1|a|aeA hyp

2 aca 1,D0.14

3 ~ (aea) 1,D0.14

4|~ (aeA) 1,2,3,~i
Th. 1-4,|Ji

D0.15: |a][aeV = aea] Dinn]
Nom universel

D0.16 : |abej[ac{bUc} =t aca A .acbVaec] Din[n/nn]
Union nominale
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T70.13: |a)[a =~ {a UA}]

al|c cea

cec
ce A.V.cea
ce{AUa}
ce{AUa}
ce AN.V.cea

~ (ceA)

cea
cea=ce{AUa}
lej[cea=ce{AUa}]
a=x~{AUa}

W 0 N O Ov R W NN =

e
= o

Th.

D0.17: |abe|[ae{bNc} =.aca A aeb A aec]

Intersection nominale

D0.18: |abc|[ae{b—c} =.aca A acb A ~ (acc)]

Complément nominal

CONSTRUCTION DE L’ARITHMETIQUE DE PEANO

hyp
1,T0.2
1,vi
2,3,D0.16
hyp
5,D0.16
T0.12
6,7,Ve
1-4,5-8,=i
1-9,| )i
10,D0.6
1-11,} i

Din[n/nn]

Dfn[n/nn]
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1. Equinuméricité

D1.1: |R|[OneOne(R) = |abc|[R{ac} A R{bc}.V .R{ca} A R{cb}:
Daeb]| Dfis[s/(s/nn)

Etre une relation bi-univoque entre noms singuliers

T1.1: |R|[OneOne{R} > Obj(R)]

1 | R | OneOne(R) hyp

2 ab | R{ab} hyp

3 R{ab} A R{ab}.V .R{ba} A R{ba}:
Dacea 1,D1.1,a/a,b/a,c/b

4 aca 2,3,De

5 Sin{a} 4,D0.9

6 R{ba} A R{ba}.V .R{ab} A R{ab}:
Dbeb 1,D1.1,a/b,b/b,c/a
bebd 2,6,De
Sin{b} 7,D0.9
Sin{a} A Sin{b} 5,8,Al

10 lab][R{ab} O .Sin{a} A Sin{b}] 2,9, )i

Th. 1-10,04,] )i
T1.2 : OneOne(=)

1llabcla=c Ab=cV.c=a Ac=b hyp

2 a=cAb=c hyp

3 a=b 2, TO.7

4 c=a Ac=b hyp

5 [a=b 4, T07

6 a=b 1,2-3,4-5,Ve

7 aeb 6,D0.7

Th. 1-7,2i,| Ji,D1.1

D1.2: |Ra|[Dom(R){a} = |b][|3c][R{bc}] =bea]] Dis[(s/n)/(s/nn)]

FEtre le domaine d’une relation de catégorie s/nn
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D1.3: |Ra|[Cdom{a}(R) = |b][|3c|[R{cb}] = beal]
Dfs((s/n)/(s/nn)]

Etre le co-domaine d’une relation de catégorie s/nn

D1.4 : |ab][acob = |IR][OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}]] Dfs[s/nn]

Etre dans une relation d’équinuméricité pour des noms
D1.5(auz) : |abe)[=(a){bc} = .bea A b=c| Dis [(s/nn)/n]
T1.3 —1: |abe|[=(a){bec} D b=c] D1.5

T1.3 —2: |a|[OneOne(=(a))]

1 abl =(d){ac} A =(d){bc}. V.=({d){ca} A =(d){eb} hyp

2|led|la=cAb=cV.ec=aAc=b 1,T1.3-1
3 aeb 2,T1.2
Th. 1-3,D1.1

T1.3 —3: [a][Dom(=(a}){a}]

1 | a| b |[3c)[={a){bc}] hyp

2 ¢ [=(a){bc} hyp

3 bea Ab=c 2,D1.5

4 bea 3,MAe

5 bea 1,2-4,3e

6 bea hyp

7 beb 6,70.2

8 b=b 7,D0.7

9 bea A b=b 6,8,Ai

10 =(a){bb} 9,D1.5

11 | 3| [=(a){bc}] 10,3i,b/c

12 [ 3] [=(a){bc}] = bea 1-5,6-11,=i

13 [b)[3c)[=(a){bc}] = bea] 1-12,l]i
Th, 1-13,] Ji,D1.2
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T1.3 — 4 : [a|[Cdom(=(a)){a}]

© 00 N O Ot R W N

R e o e T
W N = O

a

Th.

T1.3: |a][acoa]

1
2
3
4

D1.6 : | Rab|[Rec(R){ab} = R{ba})] Dfs[(s/nn)/(s/nn)]

a

Th.

OneOne(=({a))
Dom(=(a)){a}
Cdom(=(a)){a}

b | Beli={aM{cth]

¢ [=t{ct}
cea ANc=b
bee
bea

bea
bea
beb
b=b
bea Ab=1b
=(a){bb}
[3e][=(a){bc}]

[Ze)[=(a){bc}] = bea
[6J[3c)[=(a)}{bc}] = bea]

hyp

hyp

2,D0.7
3,D0.7
3,4,T0.3
1,2-5,3e
hyp

T0.2
7,D0.7
7,9,A
10,D1.5
11,3i b/c
1-6,7-12,=i
1-13,| }i
1-14,]}i,D1.2

T1.3-2
T1.3-3
T1.3-4

|3R][OneOne(R) A Dom(R){a} A

CDom(R){b}1]

acoa

1,2,3,Ai,3i =( a)/R

4,D1.4
1'57|.J1
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82 CONSTRUCTION DE L’ARITHMETIQUE DE PEANO

T1.4—1:|R|[OneOne(R) D OneOne(Rec(R))]

1 | R| |abc|[OneOne(R)] hyp
2 labe][R{ac} A R{bc}.V .R{ca} A R{cb}:Dacb] 1,DIL1
3 Rec(R){ac} A Rec(R){bc}.V,
Rec(R){ca} N Rec{R){cb} hyp
4 Rec(R){ac} A Rec{R){h:} hyp
5 R{ca} N R{cb} 4,D1.6
6 R{ac} A R{bc}.V .R{ca} A R{cb} 5,Vi
7 ach 2,6,De
8 Rec{R){ca} A Rec{R){cb} hyp
9 Rec{ac} A R{bc} 8,D1.6
10 R{ac} A R{bc}.V .R{ca} A R{cb} 9,vi
11 aeb 2,10,De
12 aeb 2,4-7,8-11,Ve
13 labe][Rec{R){ac} A Rec(R){bc}.V .
Rec(R){ca} A Rec{R){cb}:D acb] 3-12,Di,[ i
15 OneOne(Rec(R)) 13,D1.1
Th. 1-14,24,| Ji
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T1.4—2: |Ra|[Dom(R){a} D Cdom(Rec(R)){a}]

W 00 N & Ut EBx W N =

e L o ol =
= O Ut R W N = O

lta

Th.

Dom(R){a}

la][13e|[R{be}] = bea]

b

L&) [[3c][Rec{R){cb}] = bea]
Cdom(Rec{R)){a}

[3c][Rec(R){cb}|

¢ | Rec{R){cb}
R{bc}
[3e][R{be}]
[3c)[R{be}
bea

bea

(e [R{be}]

¢ | R{bc}
Rec(R){cb}
|3c|[Rec{R)

[3e [Rec(R){cb}

{eb}]

|Zc][Rec(R){cb}] = bea

hyp

1,D1.2

hyp

hyp

4,D1.6

5,3
3,4-6,3e
2,7,=e

hyp

2,9,=e

hyp
11,D1.6
12,3
10,11-13,3e
3-8,9-14,=i
3-15,] i
16,D1.3
1-17,24, )i

T1.4 — 3 : |Ra|[Cdom(R){a} D Dom(Rec(R})){a}]

idem T1.4-2
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|3R|[OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}]
OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}

CONSTRUCTION DE L’ARITHMETIQUE DE PEANO

OneOne(Rec(R)) A Cdom(Rec(R){a}

|3R|[OneOne(R) A Dom(R){b}

84
T1.4: Sym(oo)
1 |ab|acob
2
3 R
4 OneOne(Rec(R)})
5 Cdom(Rec(R)){a}
6 Dom(Rec(R){b}
7
A Dom(Rec(R){b}
8
A Cdom(R){a}]
9 booa
10 booa
11 | labj[accb D booa]
Th.

D1.7: | RSab)[Com(RS){ab} = |3c|[R{ac} A S{cb}]]

Defs|(s/nn)/(s/nn)(s/nn)]

hyp

1,D1.4

hyp
3,Ae,T1.4-1
3,Ae,T1.4-2
3,Ae,T1.4-3

4,5,6,Ai

7,3i,Rec(R)/R
8,D1.4
2,3-9,3¢
1-10,24, Ji
10,D0.3
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T1.5—1:|RS|[OneOne(R) A OneOne(S). D OneOne(Com(RS))]

1 |RS| OneOne(f) A OneOne(S) hyp
2 abe| Com(RS){ac} A Com(RS){bc}.V .
Com(RS){ca} A Com(RS){cb} hyp
3 Com(RS){ac} A Com(RS){bc} hyp
4 |3d][R{ad} A S{dc}] 3,Ae, D1.7
5 |3e|[R{be} A S{ec}] 3,Ae, D1.7
6 de | R{ad} A S{dc} A R{be} A S{ec} hyp
7 S{dc} N S{ec} 6,A2
8 OneOne(S) 1,Ae,reit
9 dee 7,8,D1.1
10 eed 7,8,D1.1
11 e=d 9,10,D0.7
12 R{ad} A R{be} 6,Ae
13 OneOne(R) 1,Ae,reit
14 aeb 11,12,13,D1.1
15 aegb 4,5,6-15,3e
16 Com(RS){ca} A Com(RS){cb} hyp
17 aeb idem 3-16
18 aeb 2,3-16,15-16,Ve
19 labe| [Com(RS){ac} A Com{RS){bc}. V.
Com(RS){ca} A Com{(RS){cb} :D aeb] 2-18,Di,[Ji
20 OneOne(Com(RS)) 19,D1.1
Th. 1-19,2i, i
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T1.5 —2: |[RS|[Cdom(R) = Dom(S) > Dom(Com(RS)) =~ Dom(R)]

T1.5—3: |RS|[Cdom(R) =~ Dom(S) D Cdom(Com(RS)) ~ Cdom(S)]
Idem T'1.5-2

T1—-5:Trans(co)

© 00 ~I O Ut W N

T e e e o
N O A W NN = O

18

19
20
21

abe

aocob A booc

|3R|[OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}]

|35 [OneOne(S) A Dom(S){b} A Cdom(S){c}]
RS| OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}
OneOne(8) A Dom(S){b} A Cdom(S){c}
OneOne(R) A OneOne(S)
OneOne(Com(RS))

Cdom(R){b}

Dom(S){b}

Cdom(R) = Dom(S)

Dom(Com(RS)) = Dom/(R)

Dom(R){a}

Dom(Com(RS)){a}

Dom(Com{RS)) ~ Cdom(S)

Cdom(S){c}

Cdom(Com{RS)){c}

OneOne(Com(RS)) A Dom(Com(RS)){a}
A Cdom(Com(RS)){c}

|3R)[OneOne(R) A Dom(R){a}

A Cdomn(R){c}]

acoc

acoc

Labe][acob A booc. D acoc|

Th.

hyp
1,Ae,D1.4
1,Ae,D1.4
hyp

hyp
4,5,/e,Ai
6,T1.5-1
4,ne

5,Ae
8,9,D01.2,D1.3,D0.11
10,T1.5-2
4,Ne
11,12,D011
10,T1.5-3
5,Ae
14,15,D0.11

7,13,16,Ai

17,3i,Com( RS)/R
18,D1.4
2/3,4-19,3e
1-20,54,| Ji
21,D0.4
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T1.6: |ab|[a =~ b D accb]

1|abla=~bd hyp

2 acoa T1.3

3 acob 1,2,Ext
Th. 1-3,Di,] Ji

T1.7: lab][Emp{a} A Emp{b}. O acob]

1|ab | Emp{a} A Emp{b} hyp

2 amb 1,T0.9

3 aocob 2, T1.6
Th. 1-3,2i, | |i
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T1.8: |ab][accb D . {a} ={b}]

1 |ab|aoccd hyp
2 {a} hyp
3 |3e][ceal 2,D00.8
4 c|cea hyp
5 acob 1,reit
6 |2R|[OneOne(R) A Dom(R){a}

A Cdom(R){b}] 5,D1.4
7 R | Dom(R){a} hyp
8 Cdom(H){a} hyp

cea 4,reit
10 |3d) [R{cd}] 7,9,D1.2
11 deb 8,10,D1.3
12 (3d|[deb] 11,3
13 1{b} 12,D0.8
14 1{b} 6,7-13,3e
15 I{b} 3,4-14,3e
16 {a} DI{b} 2-15,Di
17 {6} D> {a} idem 2-15
18 I{a} =!{b} 16,17,=i
Th. 118,54, Ji
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T1.9: |ab|[Emp{a} A accb. D Emp{b}]

1 [ab| Emp{a} A acob
2 |3d [deb]
3 d|deb
4 aocob
5 [3R|[OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}]
6 R | OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}
if deb
8 Cdom(R){b}
9 [Zc] [R{cd} = deb]
10 [3¢) [R{cd}]
11 c | R{ed}
12 |Je|[R{ce}
13 Dom(R){a}
14 |Ze|[R{ce} = cea]
15 cea
16 |3e][ceal
17 Emp{a}
18 ~ |3e]feceal
19 ~ (acob)
20 ~ (aocob)
21 ~ (accb)
22 ~ |3d][deb]
23 ~ |3d[deb]
24 |3d] [deb]
25 ~ |3d][deb]
26 Emp{b}
Th.

D1.8(auz.) : | Rabed] [x[Rab){cd} = .~ (cea) A ~ (deb) A
(R{cd} V (R{cb} A R{ad}))]

89

hyp

hyp

hyp
1,Ae,reit
4,D1.4
hyp

3,reit

6,/\e
8,D1.3,| Je
7,9,=e

hyp
11,3di,d/e
6,Ae,reit
13,D1.2,| Je
12,14,=e
15,31
1,Ae,reit
17,D0.10
16,18,~e
10,11-19,3e
5,6-20,3e
4,21,~e
2,3-22,3e
2,rep
2,23,24,~i
25,00.10
1-26,D1,| Ji
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T1.10 — 1 : | Rbd|[OneOne(R) D OneOne(x[Rbd]]

1 | R | OneOne(R) hyp
2 w2 *[Rbd]{z2} A *[Rbd]{yz}. V. [Rbd]{zz}

A * [Rbd]{zy} hyp
3 *[Rbd]{z2} A x[Rbd]{yz} hyp
4 ~ (zeb) N ~ (zed) 3,D1.8
5 ~(yeb) A ~ (zed) 3,D1.8
6 R{zz} vV .R{zd} A R{bz} 3,D1.8
7 R{yz} v .R{yd} A R{bz} 3,D1.8
8 R{zz} A R{yz} hyp
9 TEY 1,8,D1.1
10 R{zz} A R{yd} A R{bz} hyp
11 zeb 1,10,D1.1
12 ~ (zeb) 4,Ae,reit
13 TEY 11,12,~e
14 R{yz} A R{xd} N R{bz} hyp
15 yeb 1,14,D1.1
16 ~ {yeb) 5,Ae,reit
17 TEY 15,16,~e
18 R{yd} A R{bz} A R{zd} A R{bz} hyp
19 TEY 1,18,D1.1
20 TEY 6,7,8-19,Ve
21 *[Rbd] {2z} A *[Abd]{zy} hyp
22 ~(zeb) A ~ (zed) 21,D1.8
23 ~ (zeb) N ~ (yed) 21,D1.8
24 R{zz} v .R{2d} A R{bz} 21,D1.8
25 R{zy} v .R{zd} A R{by} 21,D1.8
26 R{zz} A R{zy} hyp
27 TeY 1,26,D1.1
28 R{zz} A R{zd} A R{by} hyp
29 zed 1,28,D1.1
30 ~(zed) 22,Ae
31 TEY 29,30,~e
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32 R{zy} A R{zd} A R{bzx} hyp

33 yed 1,32,D1.1

34 ~(yed) 23,/e

35 TEeYy 33,34,Ae

36 R{zd} A R{bz} A R{zd} A R{ly} hyp

37 TEY 1,36,D1.1

38 TEY 24,25,26-37,Ve

39 TEY 2,3-38,ve

40 OneOne(x[Rbd]) 2-39,0i,D1.1
Th. 1-40,Di,| Ji
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T1.10 — 2 : | Rabed|[OneOne(R) A Dom(R){aUb} A Cdom(R){cUd} A
beb A ded A ~ (bea) A ~ (dec). D Dom(x[Rbd]{a}]

1 |[Rall OneOne(R) hyp

2 |cd| Dom(R){a U b} hyp

3 Cdom(R){c U d} hyp

4 beb A ~ (bea) hyp

5 ded A ~ (dec) hyp

6 z | [3y) [*[Rbd[{=y}] hyp

7 y | *[Rbd]{zy} hyp

8 ~ (zeb) A ~(yed) 7,D1.8,Ae
9 R{zy}V .R{zd} A R{by} 7,D1.8,Ae
10 R{zy} hyp

11 ze{a U b} 2,10,D1.2
12 ~ (zeb) 8,Ae,reit
13 Tea 11,12,Ue
14 R{zd} A R{by} hyp

15 ze{aUb} 2,14,D1.2
16 ~ (zeb) 8,Ae,reit
17 TEQ 15,16,Ue
18 zrEQ 9,10-13,14-17,Ve
19 TEQ 6,7-18,3e
20 |3y ] [*[Rbd]{zy} D zea] 6-19,D1
21 Tea hyp

22 ~ (zeb) 4,21

23 ze{aUb} 21,Ue

24 [Fy] [R{zy}] 2,23,D1.2
25 y | R{zy} hyp

26 R{zy} V.R{zd} A R{by} 25,Vi

27 R{bd}V ~ R{bd} tiers exclu
28 R{bd} hyp

29 ~ (zeb) 22 reit

30 ~ R{zd} 1,28,29
31 R{zy} 25,reit

32 ~ (yed) 5,30,31
33 ~ (zeb) A ~(yed) A R{zy} V (R{zd} A R{by}) 26,29,32,Ai
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34 [Fyj[~(zeb) A ~(yed) A
(R{zy} v (R{zd} A R{by}))] 33,3
35 ~ R{bd} hyp
36 ~ R{zd} Vv R{zd} tiers exclu
37 ~ R{zd} hyp
a8 ~ (yed) 1,5,25,37
39 ~(zeb) A ~(yed) A
(R{zy} v (R{zd} A R{by})) 22,26,38,Ai
40 [Fyl[~ (xeb) A ~(yed) A
(R{zy} v (R{zd} A R{by}))] 39,3
41 R{zd} hyp
42 |3z} [R{bz}] 2,4
43 z | R{bz} hyp
44 ~ R{bd} 35,reit
45 ~ (zed) 1,5,43,44
46 R{zd} A R{bz} 41,43,Ai
47 R{zz} V (R{zd} A R{bz}) 46,Vi
48 ~(zeb)A ~ (zed)A
(R{zz} vV (R{zd} A R{bz})) 22,45,47,Ai
49 Byj[~(zeb)A ~(yed)A
(R{zz} v (R{zd} A R{bz}))] 48,3i
50 [By)[~(zeb)A ~(yed) A
(R{zz} v (R{zd} A R{bz}))] 42,43-49,3e
51 [By[~ (zeb) A ~(yed) A
(R{zz} vV (R{zd} A R{bz}))] 36,37-40,41-50,Ve
52 [By)[~(xeb) A ~(yed) A
(R{zz} v (R{zd} A R{bz}))] 27,28-34,35-51,Ve
53 [Fyf[~ (zeb) A ~ (yed) A
(R{zz} V (R{zd} A R{bz}))] 24,25-52,3e
54 |3y [R[bd]){zy}] 53,D1.8
55 zea D |3y|[*[Rbd]{zy}] 25-54,Di
56 |3y [*[Rbd]){zy} = zea] 20,55,=i
57 Lz]) [ 3y] [*[Rbd]{zy}] = zea] 6-56, i
58 Dom(x[Rbd]){a} 57,D1.2
Th. 1-58.0i,| )i
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T1.10 — 3 : | Rabed|[OneOne(R) A Dom{R){aUb} A CDom(R){cUd} A
beb A ded A ~ (bea) A ~ (dec). D Cdom(x[Rbd]{c}]

Idem T1.10-2

T1.10 : |abed|[{a Ub}oo{cUd} A beb A ded A ~ (bea) A

~ (dec). D acoc]

1 |ab| {aUb}loo{cUd}

2 |cd|beb A ded A ~ (bea) A ~ (dec)

3 |ZR)[OneOne(R) A Dom(R){aU b}

A Cdom(R){cU d}]

4 R | OneOne(R)

5 Dom(R){a U b}

6 Cdom(R){cU d}

7 OneOne(x[Rbd])

8 Dom(x[Rbd]{a})

9 Cdom(*[Rbd]{c})

10 OneOne(x[Rbd]) A Dom(*[Rbd]{a})
A Cdom(x[Rbd]{c})

11 |2R|[OneOne(R) A Dom(R){a}
A Cdom(R){c}]

12 aococ

13 acoc

Th.

hyp
hyp

1,D1.4

hyp

hyp

hyp

4,T1.10-1
2,4,5,6,T1.10-2
2,4,5,6,T1.10-3

7,8,9,Ai

10,3i,%[Rbd]/R.
11,D1.1
3,4-12,3e
1-13,2i,| i

D1.9(auz.) : | Rabed|[+[Rbd]){ac} = . ~ Dom(R){b} A ~ Cdom(R){d} A

(R{ac}V(b=a A d=1))]

T1.11 — 1: | Rbd|[OneOne(R) D OneOne(x[Rbd)]

T1.11 — 2 : | Rabed | [OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){c} A bebA
ded A ~ (bea) A ~ (dec). D Dom([Rbd]){a U b}

T1.11 — 3 : | Rabed|[OneOne(R) A Dom(R){a} A Dom(R){b} A bebA
ded A ~ (bea) A ~ (dec). D Cdom(*[Rbd]{cU d}]

Nous omettons les démonstrations de ces théses qui se font selon le méme procédé

que celui des théses T1-10(1-3).
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T1.11: |abed|[acoc A beb A ~ (bea) A ded A ~ (dec). D

N

12

13
14

D1.10(auz.) : |abed|[= [abl{cd} = .a =cAb=d]

ab
be

{aUb}oo{cUd}]

acoc
bebA ~ (bea)
ded A ~ (dec)

A Cdom(R){c}]
R | OneOne(R)
Dom(R){a}
Cdom(R){c}
OneOne(x[Rbd])
Dom(*[Rbd]{a U b}
Cdom(*[Rbd]{c U d}

A Cdom(*[Rbd]{cU d}

A Cdom(S){cU d}]
{aUb}oo{cuUd}

{aUb}oo{cUd}

Th.

|2R|[OneOne(R) A Dom(R){a}

OneOne(x[Rbd]) A Dom(x[Rbd]{a U b}

[38)[OneOne(S) A Dom(S){aU b}

hyp
hyp
hyp

1,D1.4

hyp

hyp

hyp

5,T1.11-1
2,3,5,6,7,T1.11-2
2,3,5,6,7,T1.11-3

8,9,10,Ai

11,3i,#[Rbd]/S
11,D1.1
4,5-13,3e
1-14,D4,[ Ji



96 CONSTRUCTION DE L’ARITHMETIQUE DE PEANO

T1.12 — 1 : |ab][OneOne(= [ad])]

1 fabe = [#y}{ac} A = [sg]{be}. V . = [oyl{ca} A = [sy}{cb} hyp
2 = [zy]{ac} hyp
3 = [wy]{bc} hyp
4 T=aAy=c 2,D1.10
5 r=bAy=c 3,D1.10
6 aeb 4,5,Ae,D0.7
7 = [zy}{ca} hyp
8 = [zy]{cb} hyp
9 T=cAy=a 7,D1.10
10 z=cAy=b 8,D1.10
11 aeb 9,10,Ae,D0.7
12 ach 1,2-6,7-11,Ve
13 Labe| [= [zyl{ac} A = [zy]{bc}. V. = [zy]{ca} A
= [zy]{cb} :D aeb] 1-12,D4,|Ji
Th. 13,D1.1
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T1.12 — 2 |ab][Sin{a} A Sin{b}. D Dom(= [ab)]){a}]

O 0 NN O O b W N

e e e e e o
~N Ot A WD = O

ab| Sin{a}
Sin{b}
bebd
beb
b=1b
[Iylla=zAb=1y]
[3y][= [ab{zy}]
|Fy|[= [ab){zy}] = zca
=] [|3y][= [ab{zy}] = zea]
Dom(= [ab]){a}
Th.

hyp

hyp

1,D0.9
2,D0.9

hyp

5,D01.10
6,D0.7

hyp

3,reit
8,9,T0.4,D0.7
4 reit
11,D0.7
10,12,3i,b/y
13,D1.10
5-7,8-14,=i
5-15,1 i
16,D1.2
1-17,24, Ji

T1.12 — 3 : |ab][Sin{a} A Sin{b}. D Cdom(= [ab]){b}]
La démonstration est similaire ¢ celle de T.1.12-2

T1.12|ab|[Sin{a} A Sin{b}. D acob]

O Uv s W N

o

ab | Sin{a} A Sin{b}
OneOne(= [ab])
Dom(= (at}){a}

Cdom(= [ab}{b}

acob

Th.

LR|[OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}}

hyp

T1.12-1
1,T1.12-2,De
1,T1.12-3,2e

3,4,5 Ai,3i,=[ab]/R
5,D1.4

1-6,Di,| Ji
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2. Cardinalité
D2.1: |ab][oo{a){b} = accb] Dfs[(s/n)/n]

T2.1: |ab][oo{a) & co{b) = acob]

Cette these correspond au Principe de Hume, ce qui montre que oo{a) exprime le
nombre cardinal de a. Pour «étre un nombre cardinal» , on pose :

D2.2: |p|[Cnlp] = [3a][oo(a) = ¢]]  Disfs/(s/n)]

T2.2 [a) oola){a}]
1| a|acca T1.3
2 oo(a){a} 1,D2.1
Th. 1,2,])i
T2.3: |ab][oo{a){b} D oo(b){a}]

1 |ab| cof{a){b} hyp

2 acob 1,D2.1
3 booa 2,T1.4
4 oo(b){a} 2,D2.1

Th. 1-4,| i

T2.4: |abe)[oo(a){b} A oo(b){c}. D co(a){c}]

1 |abe| co(a){b} A cofb){c} hyp

2 aocob 1,D2.1

3 booc 1,D2.1

4 aococ 2,3, T1.5

5 oo{a){c} 4,D21
Th. 1-5,0i,{ Ji

D2.3: |pI[Nl¢] = |ab] [{a} A acob. D {b}]]

Ftre une propriété numérique de noms

D2.4: |¢)[Ql] = labl[e{a} Ap{b}. > acob]]

Etre une propriété quantitative de noms

Dfsfs/(s/n)]

Disfs/(s/n)]
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T2.5 - 1: [¢|[Cnle] D le] A N[e] A QL]

W o N O ot R W N

PO T N T =T N T o S O e o T e e e B e sl
U R W R R, O W 0N Tt WwW Ny = O

@

Th.

Cnlg|

[3a][oo{a) ~ ¢

a

cofa) = ¢

oo(a){a}
¢{a}
ee]

be [ p{b} Ap{c}
oco{a){b} A co(a){c}

aocob
aococ

booa

booc

Lbe [p{b} A p{c}. D booc]

Qle]

be | p{b} A booe

booc
oo(a}{b}
aocob
oo{a){c}
e{c}

Lbe] [p{b} A accb. O p{c}

Niel

] A N{p] A Q[e]

hyp
1,D2.2
hyp

TL.3
4,D2.1
3,5,D0.11
6,D0.12
hyp
3,8,D0.11
9,D2.1
9,D2.1
10,T1.4
11,12,T1.5
8-13,Di,] )i
14,D2.4
hyp

16,Ae
3,16,D0.11
18,D2.1
17,19,T1.5
20,D2.1
3,21,D00.11
16-22,Di,1 )i
23,D02.3

7,15,24,A1,2,3-24,3¢

1-25,0i,| i
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T2.5 - 2: @) [!¢] A Nlgl A Qlel. O Nnfe]]

1 | ¢ | Nl
2 Qle]
s | |iel
4 [Fa][w{a}]
5 a | p{a}
6 d | cola){d}
7 e{a}
8 aocod
9 p{a} A acod. D p{d}
10 w{d}
11 d | p{d}
12 ¢{a}
13 p{a} A p{d}. D acod
14 acod
15 oo{a){d}
16 ld][oo{a){d} = ¥{d}]
17 oo{a) = ¢
18 [Fa][oo(a) = ¢]
19 [Ja|[oo{a) = ]
20 Cnlp]
Th.

T2.5: o] [Cnlg] = le] AN[p] A Qlel]

T2.6: [pa][oo(a) ~ ¢ = .p{a} A N[¢] A Qle]]

T2.7 : |a][Cnloo(a)]]

T1.3

2 oo{a) = oco{a) T2.1

3 [36])[oo(b) = co(a)] 2,3
Th. 3,D2.2

1|a|axa

hyp

hyp

hyp
3,00.12
hyp

hyp

5,reit
6,D2.1
1,D2.3
7,8,9,De
hyp

5,reit
2,D2.4
11,12,13,De
14,D2.1
6-10,11-15,=1,| [i
16,D0.11
17,3
4,5-18,3¢
19,D2.2
1-19,D4,| Ji

T2.5-1,T2.5-2,=i

D2.2,T2.5
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T72.8: |a][![eo(a)]] T2.5,T2.7
T2.9: |a|[N[oola)]] T2.5,T2.7
T2.10: |a|[Q[cola)]  T2.5,T2.7

T2.11: |a|[13¢}[Cnle] A p{a}]

a | co(a){a} T2.2
Cnloo(a)] T2.7
Cnloo(a)) A oo(a){a} 1,2,Ai
[3el[Cnle] A p{a}] 3,3, cola)/v

Th. 1-4,]]i

=W N

T2.12: |ap][p{a} Ag{a} A Cnp] ACnl[y]. D @ ~ ]
Unicité de la cardinalité d’un nom

1 | a|¢{a} A¢{a} ACnlp] ACnly] hyp
Py
2 b | o/d{b} hyp
3 ¢/¥{a} LAe
4 Cnle/v) 1,Ae
5 Qle/4] LAe
6 - 2,3,5,D2.4
7 ¥/p{a} 1,A2
8 Cnly/¢) 1,Ae
9 N[w/l T2.7
10 ¥/ (b} 6,7,9,02.3
11 w/¥{b} D P/p{b} 2-10,2i
12 | p{b} = 9{b} 11,=i
13| | (bITe{o} = b} 212,
14 oY 13,D0.11
Th. 1-14,04,| i
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3. Inductivité et finitude

giﬁ;%ﬂhww}slprM}AwdweaA¢&ﬂ-Dw&ubH-D¢WH1
Inductivité : finitude au sens de Frege

D3.2: |¢)[Tndly] = |all¢{a} > Ind{a}]] Disls/(s/n)]
Etre une propriété de noms inductifs

T3.1: Ind{A}
Le nom vide est inductif

1| ¢ | ¢{A} A Lbe][bea A p{c}]. D pfcU b} hyp

2 ‘ p{A} 1,Ae

3 | @{A} A Lbc)[bea A p{c}. D p{cUb}]. D p{A} 1-2,Di

Th. 1-3,D3.1

T73.2 :1[Ind)

1| | Ind{A} T3.1

2 [3a][Ind{a}] 1,3i,A/a

Tihm 2,00.12
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T3.3: |a|[Sin{a} D Ind{a}]

Les noms singuliers sont inductifs

1 | a|Sin{a} hyp
2 | [ [plA} A Lbelfbea A ple}]. D pfcUb) hyp
3 {A} 2,Ae
4 acea 1,D0.9
5 agaAp{A}. Dp{AUa} 2,Ae,|Je,b/a,c/A
] p{AUa} 3,4,5,0e
7 am {AUa} T0.13
8 p{a} 6,7,Ext.
9 Lp Te{A} A Lbe][bea A p{c}
D p{cUb}]. D ¢{a}] 2-8,01,| Ji
10 Ind{a} 9,D3.1
Th. 1-10,Di,] Ji

D3.3(auz) : |abp][U(pa) {b} = p{aUb}] Dis[(s/n)/((s/n)n)]
T3.4—1: |ap][e{a} D Ulpa){A}]

1 |ap| pla} hyp

2 a~{aUA} T0.13

3 p{aUA} 1,2,Ext

4 Wpa){A} 3,D3.3
Th. 14,54, )i
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T3.4: |ab|[Ind{a} A Ind{b}. D Ind{a U b}]
L'union des noms inductifs est un nom inductif

1 |ab|Ind{a} hyp
2 Ind{b} hyp
3 v | p{r} hyp
4 led][ce {au b} A p{d}. D @{dUc}] hyp
) cd|cea A p{d} hyp
6 cee 5,T0.2
7 ceaVceeb 5,Vi
8 ce{aUb} 6,7,00.16
9 e{dUc} 4,5,8,0e
10 led][cea A {d}. D p{dUc}] 5-9,0i,]i
11 p{a} 1,D3.1,3,10,De
12 U{pa){n} 11,T3.4-1
13 cd | ceb hyp
14 U(pa){d} hyp
15 cec 13,T0.2
16 ceaVeceeb 13,vi
17 ce{aUb} 15,16,D0.16
18 p{aud} 14,D3.3
19 ce{aUblAp{aud}. D p{aUdUc} 4, Je,c/d,d/ald
20 p{aUudUc} 17,18,19,De
21 U(pa){dU c} 20,D3.3
22 led][ee b A U{pa){d}. D U{pa){dU c}] 13-21,D4,| Ji
23 U{pa){A} A led][ceb A U{pa}{d}. D U(pa){dUc}]. 2,D3.1,...
D U{pa){b} Llep/U(pa)
24 U(pa){b} 12,22,23,De
25 @{aULb} 24,D3.3
26 Le)[e{A} A lcdl[ce {aUb} Ap{d}. D p{dUc}]. D
p{a U b}] 3-26,Di
21| | Ind{aub} 26,D3.1
Th, 1-27,24, | Ji
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D3.4(auz) : |a|[Indc{a} = |b][b C a D Ind{b}]] Dfs[s/n]

T3.5—1:Indc{A}

© 00 N O ot s W N

e
N = O

blbCA
Llel[eeb D ceA)

ceN
~ (cec)
ceb
le][ee A D ceb]
le][eeb=ceA]
b A
Ind{A}
Ind{b}
[b][6 C A D Ind{b}]

Th.

hyp
1,D0.1
hyp
3,D0.14
3,D0.14
4,5,~¢e
3-6,0i, i
2,7,=i
8,D0.6
T3.1
9,10,Ext
1-11,D4,| Ji
12,D3.4

T3.5—2: |bed|[bC {dUc}Aceb. D {b—c} Cd]

© 00 N O Ut~ W N =

—
o

bed| b C {dUc}
ceb
e|ee{b—e}

~ (eec)

eeb
ec{dUc}
eedVeec

eed

{b—c}Cd
Th.

le][ee{b—c} D eed]

hyp

hyp

hyp
3,D0.18
3,D0.18
1,5,D00.1
6,D0.16
4,7,Ve
3-8,Di,|Ji
9,D0.1
1-10,24,| i
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T35 —3: |bed|[bC {dUc}A cec A ~ (ceb). DbCd]

W 0 =N O O W N

T L e e = =
S U WY = O

bed| b C {dUc}
cece

~ (ceb)
e|eeb
ee{dUc}

eedVeec

eec

cee
cee
eebd
cebd
~ (ceb)

~ (eec)

eed

bCd

Th.

hyp

hyp

hyp

hyp
1,4,D0.1
5,D0.16
hyp
2,reit
7,8,T0.4
4,reit
9,10,70.3
3,reit
7,11,12,~i
6,13,ve

le][eeb D eed] 4-14,Di,]i

15,D0.1
1-16,2i, | i
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T3.5—4: |be|[ceb. D {{b—c}Uc} ~b]

[V RN v BRI v BV I =

[ R S S S S S e T i e =
= O W 0 N O Ok WD~ O

be

Th.

ceb

a

ae{{b—c}Uc}

ac{{b—c}Vacc
ae{b—c}
aeb

acc

ceb

aeb

ach

ach

aceV ~ (acc)

ace.
ae{{b—c}Uc}
~ (agc)

aeb

ae{b—c}
ae{{b—c}uUc}

ae{{b—c}Uc}

ace{{b—c}Uc} =acb

le|lae {{b —c}Uc} =acb]
{{p-c}Uc}=b

hyp

hyp
2,D0.16
hyp
4,D00.18
hyp

1,reit
6,7,T0.3
3,4-5,6-8,Ve
hyp

tiers exclu
hyp

12,Ui

hyp

10,reit
14,15,D0.18
16,Ui
11,12-13,14-17,Ve
2-9,10-18,=i
2-19,|]i
20,D0.16
1-21,D4i,| Ji
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T3.5: |ab|[Ind{a} Ab C a. D Ind{b}]

CONSTRUCTION DE I’ARITHMETIQUE DE PEANO

Tout nom inclus dans un nom inductif est un nom inductif

1
2

w

ab

Th.

Ind{a}
bCa

Indc{A} A |cd][cea A Indc{d}. D Indc{dUc}]. D

Indc{a}
Indc{A}

cd|cea

b

Indc{d}
bC {dUc}

cebV ~ (ceb)

ceb

bc {duc}
{b—ctCd
Indc{d}
Ind{b—c}
Sin{c}

Ind{c}
Ind{{b—c}Uc}
{{b—c}Uc}=b
Ind{b}

~ (ceb)

bC {duc}
bCd

Indc{d}

Ind{b}

Ind{b}

[6)[6 € {dUc} D Ind{b}]
Indc{a}
led|[cea A Indc{d}. D Indc{dUc}]

I'ndc {a}
[b][a C ¢ D Ind{b}]

Ind{b}

hyp
hyp

1,D3.1

T3.5-1

hyp

hyp

hyp

tiers exclu

hyp

7,reit
9,10,T3.5-2
6,reit
11,12,D3.4,| Je,De
9,T0.8

14,T3.3
13,15,T3.4
9,T3.5-4

16,17, Ext

hyp

5,T0.2

7,reit
19,20,21,T3.5-3
6,reit
22,23,D3.4
8,9-18,19-25,Ve
7-25,D1, [ J1
26,D3.4
5-27,D1,| Ji
3,4,28,De
29,D3.4
2,30,De
1-31,D4,] Ji
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D3.5(auz) : |a][Inde{a} = |b][acch D Ind{b}]] Dfs [s/n]

T3.6 —1: Indeo{A}

L[ b |Aocch hyp

2 Emp{A} T0.11

3 Emp{b} 1,2,T1.9

4 b= A 2,3,70.9

5| | Ina(n) T3.1

6 Ind{b} 4,5 Ext

7| [6)[Acob D Ind{b}] 1-6,Di,(]i
Th. 7,D3.5

T3.6 —2: |bed][{{dU c}oobAced. D doob]

1 (bed| {dU c}oob hyp

2 ced hyp

3 e ee{dUc} hyp

4 eedVeec 3,D0.16

5 ecil hyp

6 . eed 5,rep

i eecc hyp

8 ced 2,reit

9 eed 7,8,T0.3

10 eed 4,5-6,7-9,Ve

11 eed hyp

12 ee{dUc} 11,Ui

13 eed=ee{dUc} 3-10,11-12,=i

14 lel][eed=ee{dUc}] 3-13,[]i

15 d=~ {dUc} 14,D0.6

16 doo{d U c} 15,T1.6

17 doob 1,16,T1.5
Th. 117,24, Ji

T3.6 — 3 : |bede|[{dUcloobAcecA ~ (ced) Aeeb. D doo{b—e}]
Cf. T1.10
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T3.6 : [ab][Ind{a} A accb. D Ind{b}]

Les noms équinumériques sont inductifs ensemble

1
2

o

a

o

cd

Ind{a}
acob
_IEO{/\} Aled|[cea A Indoo{d}. D Indeo{d U c}].
D Indoc{a}
Indeo {A}

cea

Indeo{d}

b | {dUc}oob
cedV ~ (ced)
ced
doob
Indeo{d}
Ind{b}

~ (ced)
ce{dUc}
~ Emp{d U c}
~ Emp{b}
|Je][eeb]
e|eebd
doo{b — e}
Indeo{d}
Ind{b — e}
Sin{e}
Ind{e}
Ind{{b—e}Ue}
{{p—e}Uel =D
Ind{b}
Ind{b}
Ind{b}
[b][{d U c}oob D Ind{b}]

hyp
hyp

1,D3.1

T3.6-1

hyp

hyp

hyp

tiers exclu

hyp

7,9,T3.6-2

6,reit
10,11,D3.5,| Je,De
hyp

5,T0.2

14,Ui

15,D0.10
7,16,~T1.8
17,D0.10

hyp
7,13,14,19,T3.6-3
6,reit
20,21,D3.5,| |e,De
19,T0.8

23,T3.3
22,24,T3.4
19,T3.5-4
25,26,Ext
18,19-27,3e
8,9-12,13-28,Ve
7-29,Di, | Ji
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31 | Indoo{d U c}
32 led)fcea A Indoo{d}. D Indeo{d U c}]

33 Inde{a}
34 6] [accob D Ind{b}]
35 Ind{b}

Th.

T3.7: N[Ind] T3.6, D2.3

30,D3.5
5-31,21,| Ji
3,4,32,De
33,D3.5
2,34,De
1-35,0i,| Ji

D3.6: |a|[Find{a} = [b|[bC a A~ (a Cb). D~ (accd)]]

Finitude au sens de Dedekind

Dfs(s/n]
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T3.8—1:|ab][bCa.D |Fc|[{cUb}ma A ~ |3d|[decAdeb]]]

W 00 ~ & Ou b W N

R S S L I o = = e e o S g
G}UQWMHOCOOORIO)U\%MMHO

ab

Th.

bCa
d|de{a—b}

~ (deb)
|d|[de {a — b} D~ (deb)]
~ (|3d][decAdeb]
e ee{{a—b}uUb}
ec{a—b}Vecd

ec{a— b}

eeb

bCa
eca
eea

eega

ecbV ~ (eeb)

et
ec{{a—-b}uUb}
~ (eebh)
ee{a— b}
ec{{a—b}uUb

ec{{a—b}Ub

ec{a—bjuUb} =eca
le][ee {a —b}Ub} =eeal
{a—b}Ub=a

|3c][{cUb} = aA~|3d] [dec A deb]]

hyp

hyp

2,D0.18
2-3,01,Ji

4

hyp

6,D0.16

hyp

8,00.18

hyp

1,reit
10,11,D0.1
7,8-9,10-12,ve
hyp

tiers exclu
hyp

16,Ui

hyp

14,reit
18,19,Ai,D0.18
20,ui,D0.16
15,16-17,18-21,Ve
6-13,14-22,=i
6-23,1 i
24,D0.6
5,25,Ai,3i,c/a-b
1-26,Di,|Ji
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D3.7(auz) : |b}[o{b} = la][{a UbloobA ~ |Te|[ecbAeea. D acoA]]]

T3.8 —2:0{A}
1|a|{aUA}ocoA hyp
2 ~ |3e|[ee A.A.eca] hyp
3 {aUA}=a T0.13
4 {a U A}oca T1.6
5 acoA 1,4,T1.4,T1.5
Th. 1-5,2i,| Ji
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T3.8—3:|b][Ind{b} D |a][{aUb}loob A ~ |Fe]lecbAeea] D accAl]

S O W N

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

b | Ind{b}

o{A} A ledi[cebAo{d}. D o{dUc}]. D o{b}

o{A}

cd | cebAo{d}

la|[{aUd}ood A ~ |Je|[ee dAeeal. D acoA]
a |{au{dUc}loo{dUc} A

~ |Je|[ee{dUc} Aecal

ce{dUc}

~ (cea)

cedV ~ (ced)

ced

{duc}=d

o{d}

o{dUc}

acoN

~ (ced)

~ (cea)

~ (ce{aUd})
{{aUd}Uc}oo{dUc}
{aUd}ood

acoA

aooN

of{dUc}

led|[ceb Ao{d}. D o{dUc}]
o{b}

Th.

hyp
1,D3.1,0/0
T3.8-2

hyp
4,D3.7,Ae

hyp

4,Ae,reit, T0.2
9,Ui

6,8,e/c

tiers exclu
hyp
11,D0.6,D016
4,Ae,reit
12,13,Ext
6,14, D3.7,De
hyp

9,reit
16,17,D00.16

9 reit

6,Ae,reit

16,18,19,20,T1-10

5,6,21,De

10,11-15,16-22,Ve
6-23,0i, Ji, D3.7

4-24,2i,| )i
2,3,25,Ae
1-26,01,D3.7,| Ji
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T3.8: |a|[Ind{a} D FinDed{a}]

1 | a|Ind{a} hyp
2 blbCa hyp
3 ~(aCb) hyp
4 " Jacob hyp
5 [3c|{cUb} ~ aAn ~|3d][decAdeb]] 2,T3.81
6 c|{cUbl=a hyp
7 ~ |3d|[decAdebd] hyp
8 acob 4,reit
9 {cU b}ood 6,8,Ext
10 Ind{b} 1,2,T3.5
11 {cUb}oob A ~ |Id][debAdec]
D cooA 10,T3.8-3,| Je,a/c

12 coo\ 7,9,De
13 cRA 12,7T1.8,D0.4
14 {cUb} ~b 13,T0.14
15 b=xa 6,14,Ext
16 l2][deb = deal 15,D0.6
17 |d][deb D deal 16
18 aCh 17,D1.1
19 aCh 5,6-18,3¢
20 ~ (a C b) 3,reit
21 ~ (acob) 4,19,20,~i
22 [b][b C a A~ {aCb). D~ (accb] 2-21,D14, ]
23 FinDed{a} 22,D3.6

Th. 1-23,04,| Ji

D3.8: |a|[FinT{a} = |b][bea D~ (aco{a — b})]] Dfs[s/n]
Finitude «Tout»
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T3.9: |a|[FinDed{a} D> FinT{a}]

1 | a | FinDed{a} hyp

2 [2J[o C aA ~ (a C b). D~ (acob)] D3.6

3 b |bea hyp

4 {a—b} CaA~(aC{a—10b}) D~(aco{a—b}) 1,]|eb/ab

5 ¢ [ce {a—b} hyp

6 ceaA ~ (ceb) 5,00.18

4 cea 6,Ae

8 lel[ce{a — b} D ceal 5-7,Di,[ Ji

9 {a-b}Ca 7,D0.1

10 a C {a—b} hyp

11 le/[cea D ce{a—b}] 10,D0.1

12 bea D be{a—b} 11,|]e, ¢/b

13 bea 3,reit

14 be{a—b} 12,13,De

15 ~ (beb) 14,D0.18,Ae

16 beb 14,T0.2

17 ~(aC{a—1b}) 10,15,16,~i

18 ~ (aco{a — b}) 4,9,17,De

19 [b][bea D~ (aco{a — b})] 3-18-D24i,[ Ji

20 FinT{a} 19,D3.8
Th. 1-20,24,| Ji

D3.9: |a|[FinQ{a} = .Emp{a} v |3b][bea A ~ (acc{a —b})]] Dfs[s/n]
Finitude «quelques»
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T3.10: |a|[FinT{a} D Fin{a}]

© 00 N O U s W DN

a

Th.

FinT{a}

~ Emp{a}
|3e][ceal
c|cea
~ (aoofa - c})
|36 [bea A ~ (aco{a — b})]
(3] [bea A ~ (aco{a — b})]

Emp{a} v [3bj[beaA ~ (aco{a — b})]

FinQ{a}

hyp

hyp

2,D0.10

hyp
1,reit,4,D3.8
4,5,Ai,3i,c/b
2,4,6,3e
2-7,Di
8,D3.9
1-9,D1,| Ji
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4, Axiome de I’'infini

*AzInf : |3aR)[aca A |bed|[R{bd} A R{cd}.V .R{db} A R{dc} :D

bec] A |bJ[beb D .|3c|[R{bc}] A |Tc][R{cb}] =~ (bea)]]
1l y a un individu a et une relation bi-univogque R telle que son domaine contient
tout individu et son co-domaine tout individu sauf a.

*T4.1 :~ Emp{V}

1||3aj[acal *AxInf,Ae
2|a|aca hyp
3 aeV 2,D0.15
4 [3b][beV] 3,di,a/b
5 | |3b]be V] 1,2-4,3¢
6 | Emp{Vv} =~ |3b][beV] DO0.10
Th. 5,6,~=e
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*T4.2 : [Ja|[ae V A(Voo{V — a}]

1 | AzInf *AxInf
2 |Ra|laca hyp
3 |bed| [R{bd} A R{cd}. vV .R{db} A R{dc} :D bec] hyp
4 LoJ[beb D: |Ac|[R{be}] A
[3c}[R{cb}] =~ (bea)] hyp

5 aev 2,D0.15
6 OneOne(R) 3,D1.1
7 b |bev hyp
8 beb 7,00.15
9 [3e)[R{bc}] 4,8,De,Ae
10 (3c][R{bc}] hyp
11 Obj(R) 6,T1.1
12 Sin{b} 10,11,D0.13
13 beb 12,D0.9
14 bev 13,D0.15
15 [3c|[R{bc}] = beV 7-9,10-14,=i
16 Dom(R){V} 7-15,[Ji,D1.2
17 b|be{v—a} hyp
18 ~ (bea) 17,D0.18,Ae
19 beb 17,T0.2
20 3] [R{cb}] =~ (bea) 4,19,De,Ae
21 (3e)[R{cb}] 18,20,=¢
22 |3e][R{cb}] hyp
23 Obj(R) 6,T1.1
24 Sin{b} 22,23,D0.13
25 beb 24,00.9
26 {3c][R{cb}] =~ (bea) 4,25,De,Ae
27 ~ (bea) 22,26,=¢
28 bev 25,00.15
29 be{V —a} 27,28,D0.18
30 3] [R{cb}] = be{V —a} 17-21,22-29,=i
31 Cdom(R){V — a} 17-30,|1,D1.3
32 |3R|[OneOne(R) A Dom(R){V} A Cdom(R)}{V — a}] 6,16,31,Ai,3i
33 Voo{V — a} 32,D1.4
34 [Fa)[ae V. A .V oo{V —a}] 5,33,A1,3i

Th. 1,2-34,3e
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*1'4.3 1~ FinT{V}

1| [3aj[aeV .A. Voo{V —a}] *T4.2

2|alaeV.A.Voo{V —a} hyp

3 | la]faeV D~ (Voo{V —a})] hyp

4 aeV 2,reit,Ae

5 ~ (Voo{V —a}) 3,4,De

6 Voo{V —a} 2,reit,Ae

7 ~ la|[aeV D~ (Voo{V —a})] 3,5,6,~i

8 ~ FinT{V} 7,D3.4,~=e
Th. 1,2-8,3e

«T4.4 :~ FinDed{V} *T4.3,T3.8~De
*«T4.5 :~ Ind{V} *T4.4,T3.7,~ Ne

*T'4.6 : |a|[FinT{a} D |3b|[bebA ~ (bea)]]

Aucun nom fini-T ne dénote tous les individus

1 | a|FinT{a} hyp

2 ~ |3b][bebA ~ (bea)] hyp

3 b]j[beb D beal 2

4 b bea hyp

5 beb 4,T0.2

6 bev 5,D0.15

7 bev hyp

8 beb 7,T0.2

9 bea 3,8,0e

10 beV =bea 4-6,7-9,=i

11 Lb][beV =beal 4-10,] Ji

12 Vaa 11,D0.6

13 FinT{V} 1,12,Ext

14 ~ FinT{V} *T4.3

15 ~ro |3b][bebA ~ (bea)]  2,13,14,~i

16 |3b][bebA ~ (bea)] 15,~r~e
Th. 1-16,01, Ji
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*T4.7: |a|[FinDed{a} D |3b|[bebA ~ (bea)]] *T4.6,T3.8
Aucun nom fini-Ded ne dénote tous les individus

xT4.8 : |a][Ind{a} D |Ib][bebA ~ (bea]] *T4.7,T3.7
Aucun nom inductif ne dénote tous les individus
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5. Termes primitifs de Peano

??.1 : |a)[0{a} = acoA] Dfs[s/n]

T75.1:0~ Emp

1|a Emp{a} hyp
2 Emp{A} T0.11
3 aco 1,2,T1.7
4 0{a} 3,D5.1
5 0{a} hyp
6 [ acon 5,D5.1
7 Emp{A} TO.11
8 Emp{a} 6,7,T1.8
9 0{c} = Emp{a} 1-4,5-8,=i
Th. 1-9,i,D0.11
T5.2: 0 = co(A)
1 |a 0{a} hyp
2  Emp{a} 1,T5.1
3 Emp{A} TO.11
4 Aocoa 2,3,T1.7
5 oco{A){a} 4,D2.1
6 oo(A){a} hyp
7 Aooa 6,D2.1
8 BEmp{A} T0.11
9 Emgp{a} 7,8,T1.9
10 0{a} 9,T5.1
11 0{a} = oo(A){a} 1-5,6-10,=i
Th. 1-11,| }i,D0.11
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T5.3 : Ind[0]
1| a|0{a} hyp
2 aocoA 1,D5.1
3 Aocoa 2,T1.4
4| | Ind{n} T3.1
5| |Ind{a} 3,4,T3.6
6 | la][0{a} D Ind{a}] 1-5,Di]i
Th. 6,D3.2
T5.4: Cn[0]
1|0 = co(A) T5.2
2 | |3a]]0 = cofa)] 1,3
Th. 2,D2.2
T5.5: 1[0] T5.4,T2.5,=e,Ae
T5.6 : N{0] T5.4,T2.5,=e,Ae
T5.7 : Q[0] T5.4,T2.5,=e,Ae

D5.2: [ pa)[S(g){a} = |3b)[beanp{a—b}]]  Disl(s/n)/(s/n)]

Successeur
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T5.8: L] [[S{(@)] D]l

W 00 I O Ot W N

—_
(=)

7

)

Th.

1S{e)]
[3a][S(¢){a}]

S{pi{a}

[3al[bea A p{a —b}]

b |bea

w{a — b}
(e [p{c}
[Fel[e{cH

[3ellw{c}]

hyp
1,D0.12
hyp
3,D5.2
hyp

hyp
6,3i,c/a-b
4,5-7,3e
2,3-8,3¢
9,D0.12
1-10,24, | Ji

T5.9 —1: [a][~ (a~ V) D |3b][bebA ~ (bea)]]

WO 0 N O, Ut W N

R e o e
B W N~ O

a

~(a=V)
~ [3b|[bebA ~ (bea)]

hyp
hyp

Th.

[bl[beb D beal
a bea
beb
bev
bev
beb

bea

bev=bea
le][beV = bea]
a~V

N(amV)

[3b]TbebA ~ (bea)]

2

hyp
4,T0.2
5,D0.15
hyp
7,D0.15
3,reit,8,De
4-6,7-9,=i
4-10,] Ji
11,D0.6
1,reit
2,12,13,~i,~rve
1-14,Di4,] i
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¥T5.9 -2 ] [lle] A Nlgl. |30 pla}r ~ (@~ V)]

O 0 N O Ut R W NN

RN R N R == e R e e e
BOwWw N R O W 000 W N kO

©

Th.

Nl Al[]

~ @{V}Ve{V}
~ p{V}
Hee)
[3a][e{a}]
a | p{a}
~p{Vv}
~ (a =V}
e{alr ~ (am V)
[3a][e{a}An ~ (a = V)]
[3a][p{a}A ~ (a = V)]
oV}
~ FinDed{V}

alaCV.A.~(VCa)

Vooa

~{a=V)

w{v}

Nle]

w{a}

pla}n ~ (am V)
[3a][p{a}r ~ (am V)]
[3afp{a}A ~ (a = V)]
[3aj[e{a}A ~ (a = V)]

[Baj[a C V. A.~(V Ca)A (Vooa)]

hyp

tiers exclu
hyp

1,Ae,reit
4,D0.12

hyp

3,reit

6,7,Ext
6,8,Ai

9,3i
5,6-10,3e
hyp

*T4.4
13,D3.6

hyp

hyp
15,D00.1,D0.6
12,reit
1,Ae,reit
16,18,A1,19,D2.3
17,20,/
21,31
14,15-22,3e
2,3-11,12-23,Ve
1-24,0i,| Ji
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«T5.9 : |¢][Cnle] D[S(P)]]

1 | ¢ |Cnle] hyp

2 ll¢] A N[e) 1,T2.5

3 [Ja][p{a}A ~ (a = V)] 2,T5.9-2

4 a | p{a} hyp

5 ~ (a=V) hyp

6 |3b|[bebA ~ (bea)] 5,75.9-1

7 bebA ~ (bea) hyp

8 beb 7,Ae

9 be{aUb} 8,Ui

10 ~ (bea) 7,Me

11 {{aUb} -b}~a 8,10

12 p{a} 4,reit

13 e{{aUb} — b} 11,12,Ext

14 be{aUb} Ap{{aUb}— b} 9,13,Ai

15 |3c|[ce {aUb} Ap{{aUb} —c}] 10,3i,b/c

16 S(p){aUb} 15,D5.2

17 [3d][S{p){d}] 16,3i,aUb/d

18 1S ()] 17,D0.12

19 1[S{)] 6,7-18,3e

20 1S {v)] 3,4-19,3e
Th. 1-20,4, | i
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T5.10 : ][ N[e] D N[S{#)]]

O 00 N O U oS W N

e e ol =
=W D = O

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

@

Th.

Nlg]
ab [ S{(p){a}
acob
[Fc]fcea A p{a—c}]
pla—c}
acob
a}
1{b}
|3d) fdeb]
d|deb
({b—d}ud} ~b
{{a-c}Uct~a
Ho—d}udloo{{a—c}Uc
ded
~ (de{b—d})
~ (ce{a—c})
{b — d}oo{a —c}
w{b—d}
[3d]|[deb A @{b—d}]
S{p){b}
S{p){b}
S{p){b}

Lab][S(¥){a} A acob. D S{p){b}]
N[S(p)]

hyp

hyp

hyp
2,D5.2
hyp

hyp

3,reit
5,00.8
7,8,T1.8
9,D0.8
hyp
11,T3.5-4
5,reit
13,T3.5-4
12,14,Ext
11,T0.1
13,T0.1
D0.18
D0.18
15,16,17,18,19,T1.10
1,6,20,D2.3
11,21,A4,3
22,D5.2
11-23,3¢
5-24,3e
2-25,01,1 li
26,D02.3
1-27,| Ji
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T5.11 : |][Qle] D QS]]

e laid e
2 ab| S{p){a} hyp
3 S(p){b} hyp
4 [3e|[cea A p{a —c}] 2,D5-2
5 c|cea hyp
6 ela—c} hyp
7 |3d][debA p{b—d}] 3,reit,D5.2
8 d|deb hyp
9 plb—d) hyp
10 {a — c}oo{b —d} 1,6,8,9,D2.4
11 ~(ce{a—c}) D0.18
12 ~ (de{b—d}) DO0.18
13 cec 5,T0.1
14 ded 8,T0.2
15 {{a = c} Uchoo{{b—d}Ud} 10,11,12,13,14,T1.10
16 {{a—c}Uc}~a 5,T3.5-4
17 {b—d}ud}~b 8,T3.5-4
18 aocb 15,16,17,Ext
19 aocob 7,8-18,3e
20 aocob 4,5-19,3e
21 lab][S{p){a} A S{p){b}. D acob] 2-20,Di,| 1
22 QS(#)] 21,D2.4
Th. 1-22,54,| i

*T5.12 : |@|[Cnle] D Cn[S{p)]] T5.9,75.10,T5.11
T5.13 : |p]|[e . D S{p) =~ S@¥)] D5.2,Ext

D5.3: |a][1{a} = S(0){a}] Dfs[s/n]

Un
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T5.14: 1~ Sin

1 |a|l{a} hyp

2 | [s0){a} 1,D5.3

3 [3b][oea AO{a—b}] 2,D5.2

4 b|bea hyp

5 0{a — b} hyp

6 {a—b}~A 5,D5.1

7 aca 4,6

8 Sin{a} 7,D0.9

9 Sin{a} 3,4-8,3e

10 | a | Sin{a} hyp

11 aca 10,D0.9

12 {a—a}mA 11,D0.6,D0.14,D0.18

13| |{a-a}oon 12,T1.6

14| |0{a—a} 13,D5.1

15 |3d|[de AO{a—d}] 11,14,3i8/b

16 5(0){a} 15,D5.2

17 1{a} 16,D5.3

18 | la][Sin{a} = 1{a}] 1-9,10-17,=i,| Ji

Th. 18,D0.11

T5.15 : Ind[1]

1| a|1{a} hyp

2 Sin{a} 1,T15.14,D0.11

3 Ind{a} 2,T3.3

4

la][1{a} D Ind{a}] 1-3,Di,]i
Th. 4,D3.2

129



130 CONSTRUCTION DE L’ARITHM}:]TIQUE DE PEANO
T5.16 : N[1]
1 |ab|1{a} hyp
2 aocob hyp
3 Sin{a} 1,75.14,D0.11
4 Sin{b} 2,3
5 1{b} 4,T5.14,D0.11
6 | la][1{a} A acob. D 1{b}] 1-5.Di,]i
Th. 6,D2.3
75.17 : Q[1]
1 hyp
2 hyp
3 1,76.12,D0.11
4 2,T5.12,D0.11
5 3,4,T1.12
6 | laJ[1{a} A 1{b}. D accb] 1-5.Di,|Ji
Th. 6,D2.4
*T5.18 :1[1]
1 110] T&.5
2 | 1[S(0)] 1,T5.4,*T5.9
3 | |Fa)[S(0){a}] 2,D0.12
4 [1{a} 3,D5.3
5 | |Ja][1{a}] 4,3i
Th. 5,D0.12
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*xT5.19 : Cn[l]

I[1]

QM
Th.

*T5.18

N[1] T5.14

T5.15
1,2,3,A1,T2.7

T5.20 : [¢][Ind[¢] O Ind[(p)]]

W 00 N O ot W NN

R s e =
BOWw D = O

®

Th.

Ind[p]

a

S(p){a}

[Tb][bea A p{a —b})
b |bea

¢{a — b}

Ind{a — b}
Sin{b}

Ind{b}

Ind{{a —b} Ub}
{a—b}Ub}=a
Ind{a}

Ind{a}

le][S(p){a} D Ind{a}]

Ind(S(y)]

hyp

hyp
2,D5.2
hyp

hyp
1,6,D3.2
4,T0.8
7,T3.3
6,8,T3.4
4,T3.5-4
9,10,Ext
3,4-11,3e
1-12,0i4,1 Ji
13,D3.2
1-14,Di,| Ji

D5.4: |@][Nn[p] = . Cnlp] A Ind[g])
Nombre naturel
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6. Propositions de Peano
T76.1: Nn[0]

Peano I : 0 est un nombre naturel
1 |Ind[0] T5.3
2 |Cn[0] T54
Th. 1,2,Ai,D5.4

*T'6.2 : Nn[1]
1 est un nombre naturel

1 |Ind[1] T5.15
2 |Cnll] *T5.17
Th.  1,2,Ai,D5.4

¥T6.3 : |][Nnle] > Nn[S(p)]]
Peano II : le successeur d’un nombre naturel est un nombre naturel

@ |Nnlp]  hyp

Indlg]  1,D5.4
Cnfy] 1,D5.4
Ind[S{p)] 2,T5.20
Cn[S{(p)] 3,*T5.12
Sn(S{p)] 4,5,A1,D5.4
Th. 1-7,04, i

[=> BN S A

T6.4: [ [1[S(p)] O .Nnfe] D Nn[S(¢)]]
Peano II (affaibli, sans 'axiome de !'infini)
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«T6.5: |o) [Nnlo] A Nnfy). D .S(p) ~ S(%) D o = 9]

Peano 111 : deuz nombres naturels différents ont des successeurs différents

O 0 N O v W N =

W W L R R RN D NN NN NN = e e = =
P = O Ot WN R O ©O© N0k W N = O

oy

Nnlg]
Nnfy]
S(p) ~ S@)
a | p{a}
Ind[y]
Ind{a}
|3b][bebA ~ (bea)]
b |beb
~ (ben)
{{aub} —b}=a
p{{aUb} - b}
beavbeb
be {aUb}
S{p){aL b}
Sw){aut}

¢ |ce{aUbd}
W{{oUb} - c}

[3e][ce {a Ub} Ap{{aUb} —c}]

{{aub} —c}Uc} = {aUb}

{{aUb} — c} U c}loo{a U b}
~ (ce{{aUb} —c})
{{a U b} — c}ooa

Th.

N[}
¥{a}
¥{a}
¥{a}
la][¢{a} D ¥{a}]
la[#{a} D ¥{a}]
la)[e{a} = ¥{a}]
oY

S{p) = SY) Db

hyp

hyp

hyp

hyp

1,D5.4
4,5,D3.2
6,*T4.8
hyp

hyp

8,9
4,10,Ext
8,Vi
8,12,D0.16
11,13,D5.2
3,14,Ext
15,D5.2
hyp

hyp
17,T3.5-4
19,T1.6
17,T0.2

21
8,9,20,21,22,T1-10
2,T2.5,D5.4
18,23,24,D2.3
16,17-25,3e
7,8-26,3e
4-27,04,| Ji
idem 4-27,Di,| Ji
28,20,=i
30,D0.11
3-31,Di
1-32,D1, Ji
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*T6.6 : o] [Nnlp] A Nn[p). D o=t = S(p) = S(¢) D] *T6.5,T5.13
Peano III (renforcé avec I'unicité du successeur)

T6.7—1: [p][~ (S(p) ~ 0]

Lle S(p) =0 hyp

2 A=A TO.6

3 0{A} 2,D5.1

4 S{p){A} 1,3,D00.11

5 [3b][be A A p{A—b}] 4,D5.2

6 EDIEEEN 5,Ae

4 ~ |3b)[be A T0.12

8 ~ (S{ip) ~ 0) 1,6,7,~i
Th. 1-8,1Ji

T6.7: @] [Nn[p] D~ (S{p) ~ 0)] T6.7-1
Peano IV : 0 n'est le sucesseur d’aucun nombre naturel

D6.1(auz) : |ap][elpl{a} = ploo(a)]]

T6.8—1: ¢][¢[0] D o[p]{A}]

1 hyp

2| [omoo(n) T5.2

3 [0) = p[eo{A)] 2,Ext

4 ploo{A)] 1,3,=e

5 o[wl{A} 4,D6.1
Th. 1-5,01,Ji
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T6.8—2: |ab|[beb :D co{cUb) = colc). V .oo{cU b) = §(co{c))]

© N O, U W N P

G W W Lo W o W NN RN N NN NN N = e e e = e
W N O U R W O VN U REWNE DO V0O W N - O

be| beb

becV ~ (bec)

bec

z oco(cU b){z}

{c U b}oozx

cex

co{c}{z}

oco{c){=}

cex

{cUb}oom

oco{cU b){z}
oco(c){z} = co(cU b){x}
Lzj[oo(c}{z} = oo(cU b){x}]

oco(c U b) = oo{c)

oco{cUb) = oolc). V .co{cUb) = S{co(c))

~ (bec)

Th.

x co{c U b){x}
{cUb}oox
|3d][dex]

coo{z — d}
oo{c){x — d}

S(o0(e)){z}

§{oo(c)){=z}

S(o0(e)){x}

{3d][dez A cofc){x — d}]
d|dex
oo{c}{z —d}
coo{z — d}
{cUb}oozx
oo(c U b){z}
co{c U b){x}
co(c U b){z} = §{oo(c)){=}
Lz foole U b){z} = S(oo(e)){=}]
S(oo(c)) = co{cU b)

co{cU by = oo{c). V .co{c U b) =~ S{co(c))
oo{c U b) & oo(c). V .oo{cU b) = S{oo(c))

[3d|[dez A cofc){z — d}]

hyp

tiers exclu
hyp

hyp

4,D2.1
3,5,T3.6-2
6,D2.1

hyp

8,D2.1

3,9

10,D2.1
4-7,8-11,=i
4-12,]Ji
13,D0.11
14,vi

hyp

hyp
18,D2.1
1,18

hyp
1,16,18,20,T3.6-3
21,D2.1
20,22,Ai
23,D5.2
19,20-24,3e
hyp
26,D5.2
hyp

hyp
29,D2.1
1,16,28,30
31,D2.1
27,28-32,3e
17-25,26-33,=i
17-34,1 i
35,D0.11
36,Vi
2,3-15,16-37
1-37,D4, | Ji
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T6.8 - 3: [@P|[Nn[e] A PO) A [%][P[¥] D P[S(¥)]. D Ple]]

1 |pP| Nnlg] hyp
2 P[0] hyp
3 LI [PR] D PS(H)] hyp
4 Cnly] 1,D5.4
5 Ind[p] 1,D5.4
6 {Ja][oco(a) = ¢] 4,D2.2
7 a | oo(a) =~ ¢ hyp
8 p{a} 7,T2.6
9 Ind|p] 5,reit
10 Ind{a} 8,9,D3.2
11 o[P]{A} A |bc|[bea A o[P|{c}. D o[P|{cUb}]. D

o[P|{a} 10,D3.1,0/e[P]
12 PJo] 2,reit
13 o[P[{A} 12,T6.8-1
14 be|bea hyp
15 o[Pl{c} hyp
16 Ploo(c)] 15,D6.1
17 P[S(co{c))] 3,16
18 beb 14,T0.2
19 oo{cU b) = oo{c). V .oo{c U b) a2 S{oo(c)) 18,T6.8-2
20 co({cU b) = cofc) hyp
21 Ploo(c)] 16,reit
22 Ploo{cU b)] 20,21,Ext
23 o[P]{cUb} 22,D6.1
24 oo{cUb) ~ S{co(c)) hyp
25 P(S{co(c))] 17,reit
26 Ploo(c U b)) 24,25, Ext
27 o[P){cuUb} 26,D6.1
28 o[P){cUb}] 19,20-23,24-27,Ve
29 lbc|[bea A o[Pl{c}. D o[P}{cUb}] 14-28,Di
30 o[P|{a} 11,29, e
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31 Ploo(a)] 30,D6.1

32 Pl] 7,31,Ext

33 Ply) 6,7-32,3e
Th. 1/3-36,31, | Ji

D6.2(auz) : [y [N(p)|d] = pld] A ¥[¢]]
T6.8: [¢ P|[Nnlg] A PIO] A [$)[Nn[$] A P[y]. D P[S(¥)1. D P[]l

Peano V : Le principe d’induction arithmétique

1 |¢P| Nnlg] hyp

2 P{0] hyp

3 L] [Nn[$] A Pl$]. O PIS@)]] hyp

4 Nn[0] T6.1

5 N{(PNn)[0] 2,4,D6.2

6 N(PNn) (] hyp

7 P[] A Nn[y) 6,D6.2

8 P[S ()] 3,7,Je

9 Nn[y] 7,Ae

10 Nn[S()] 9,T6.3

11 P[S{)] A Nn[S()] 8,10,Ai

12 N(PNn)[S )] 11,D6.2

13 N{PNn)[¥] D N{(PNn)[S(¥)] 6-12,Di

14 N{PNn)[p} 1,5,13,T6.8-3

15 Ply) 14,D6.2
Th. 1-15,24, ||





