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5. 

O. INTRODUCTION. 

La physique abordée dans ce travail est celle d'une onde monochromati­

que, champ scalaire solution de l'équation des ondes. L'idée est de lui im­

poser une condition supplémentaire qu'on puisse interpréter ainsi: le champ 

obtenu décrit un faisceau collimate) c'est-à-dire que la direction de propa­

gation de l'onde reste voisine d'une direction fixe, par exemple un axe 

optique, qu'on conviendra de noter axe z. 

Une double raison motive l'introduction de cette condition. Tout d'abord, 

les faisceaux parallèles sont d'un usage fréquent, aussi bien en optique 

qu'en physique nucléaire (expériences de diffusion). Ensuite, et c'est là 

ce qui a constitué l'amoree principale^ cette recherche, la condition de 

collimation conduit à une analogie frappante avec la mécanique quantique. 

Le cadre suggéré sera plutôt celui de l'optique scalaire, mais la référence 

d'une telle étude peut s'étendre à la mécanique quantique du point, à l'acous­

tique, à la mécanique du continu, et de manière générale à tout système phy­

sique susceptible d'être décrit à l'aide d'une équation du type Helmholtz. 

Le vocabulaire utilisé ne sera pourtant pas exclusivement celui de l'opti­

que, et son aspect quelque peu hybride suggérera peut-être le caractère géné­

ral du problème posé. Notons par exemple que l'étude des faisceaux collimatés 

en physique nucléaire deviendra de l'optique paraxiale pour l'opticien, qui 

par ailleurs verra son collègue physicien regrouper sous le vocable "diffusion" 

("scattering") les phénomènes que lui nomme réflexion, réfraction et diffraction. 

Le texte comporte deux parties distinctes, la première servant de base 

théorique, la seconde en proposant plutôt des éléments d'application. 

La première partie a donc pour objet la recherche de l'équation de l'opti­

que ondulatoire collimatée (OOC): le chapitre 1 donne en guise d'introduction 

heuristique, le type de condition à introduire pour qu'on puisse interpréter 

l'onde comme décrivant un faisceau collimate. L'équation qui apparaît alors 



est formellement celle de Schrödinger où l'une des variables d'espace 

(précisément la variable z) joue le rôle du temps, et la longueur d'onde X 

celui de la constante de Planck h. 

Le plan du travail est alors tracé: 

a) proposer un "hamiltonien collimate". 

b) établir le "critère de collimation" à appliquer aux solutions de l'équa­

tion des ondes. C'est l'objet du chapitre central de la thèse, le deuxième, 

qui prend pour guide la collimation en optique géométrique. 

L'équation de 1'00C est alors une équation de Schrödinger associée au 

hamiltonien collimate obtenu, et donc 1'00C fournit en principe une illustra­

tion de la mécanique ondulatoire, sinon quantique: on peut imaginer "voir", 

sur un banc optique, l'évolution d'un état quantique en description de Schrö­

dinger. 

L'étude de ce parallèle était bien sûr une des motivations principales 

du travail: pouvait-on par ce biais développer,une ébauche d,,rintuition 

quantique'1? On verra que malheureusement cette analogie se trouve limitée 

par l'interprétation des objets apparaissant dans la théorie et par la notion 

de mesure. 

La seconde partie du travail est consacrée aux solutions de l'équation 

de 1'00C dans le vide (cas dit "libre"), "de part et d'autre" d'un certain 

système physique (lentille, diffuseur,...) caractérisé par un champ scalaire 

donné (indice de réfraction, potentiel,...). Un ensemble particulier de solu­

tions de cette équation (états cohérents, ou "paquets minimaux"'1^ «oMCT 73)) 

permet, au chapitre 3, de donner explicitement un lien avec l'optique géomé­

trique, et c'est de ce lien que traite plus en détail le chapitre ht dans le 

cadre de la"diffusion", c'est-à-dire de la relation entre des solutions de 

l'équation libre dans des régions de l'espace séparées par un "diffuseur" 

(lentille, trou, potentiel,...). 

Dans ce cadre-là, l'approximation de coriimation peut être rapprochée de 

l'approximation eikonale pour la diffusion à haute énergie et aux petits an-

gles(NE 66),(WI 73),(GL 59)y assortie de corrections de Fresnel^
00 ^1K 
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L'intérêt d'une telle approche n'est pas tant de fournir des résultats nou­

veaux que de situer les techniques traditionnelles de calcul d'optique des 

faisceaux dans un cadre précis: entre l'optique géométrique et l'optique 

ondulatoire, avec conditions de collimation.• 

Enfin, un appendice de nature plus technique apporte un complément à ce 

travail. Il propose une autre approche de la collimation du chapitre 2, ba­

sée sur une méthode utilisée par Feshbach et Villars'FV 58) pour l'équation 

de Klein-Gordon. Il s'agit d'une autre écriture du problème exact (équation 

de Helmholtz) qui recèle déjà très clairement la structure de l'équation de 

I1OOC, et cette nouvelle formulation paraît alors bien adaptée à l'étude de 

la collimation. De plus elle contient en germe la collimation dans deux 

directions opposées, et ouvre ainsi à la possibilité de traiter le problème 

de la réflexion correspondante. 



1. 0ITOE_MgNOÇrag^TïâyE_jÉ__yNE_^PROXI^TI0N_SIMPLEi 

1.1 Equation de Heimholtz. 

Considérons l ' o n d e s c a l a i r e ; 

4 

-tu)f 
4/ : I * t . £ 

(x , * ) _ — ^ ( j ( t ) « e t u , r c{)(i?)> UJ6IK (ì .i 

où Q est solution de 1'équation de Helmholtz: 

Li est un champ scalaire réel; A é R 

Exemples physiques : 

a) Mécanique quantique galiléenne. 

d - 3 ; — = = c 

(1.2) 

m est la masse du point, V le potentiel,¾¾ la constante de Planck. 

b) Optique scalaire dans un milieu isotrope. 

d = 3 ; -L- * -^i et UlX) = A- \Ol(x) (1.3: 

n est l'indice de réfraction, c la vitesse de la lumière. 



\ A +• ( M 0 k Q 

e) Acoustique. 

" ' ' """' (l.U) 

\jj est la fréquence considérée, C1 <•*) est la vitesse du son au 

point x, et r-o une vitesse de référence; par exemple: 

d = 2 : membrane élastique. 

Cj =/rTîT * 0^ T est *a tens^-ori (supposée uniforme) de la 

membrane et ̂ fïl la densité de.celle-ci au point "x. 

, où OQ est une densité de référence, par exemple 

une densité moyenne. (Penser à une membrane inhomogene.) 

Il faut remarquer que dans l'exemple b), l'équation (H) n'est pas une 

"réécriture scalaire" (pour une onde'monochromatique) de l'équation des 

ondes vectorielle exacte (pour le champ électrique E par exemple) issue 

des équations de Maxwell dans le cas d'un diélectrique linéaire isotrope 

de constante £= v* ; en effet, cette équation des ondes s'écrit: 

A VL f 7-(t-V^£)-^^(£E) - 0 (1.5) 

A v est mis pour y{l')-l*fiA) , et coïncide avec A en coordon­

nées cartésiennes. 

On a, c'est bien connu, uïr couplage entre les composantes de E par le 

gradient de £, ; l'écriture scalaire n'est donc exacte que si £ est 

constant. De façon générale (H) est donc,, en optique ondulatoire, une 

approximation, dans le détail de laquelle on n'entrera pas ici. 

1.2 Hypothèse sur les solutions de (H) ; collimation. 

Soit dans IK une direction fixe: un sous-espace vectorielM-0iengendré 

par le vecteur unité £ 0 . 

posons | a ? 4 f ^o où t é cL ~ R ~4 (1.6) 
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fefr-pothëse: Ç est une solution de (H) telle que: 

T t* 

avec 

(1.7) 

> > 

!pour U = O voir (KL 66! 

Si l'on introduit cette hypothèse Cl-T) dans (H), on obtient pour A^ 

l ' équat ion: 

ail = - | A x ^ + f U t (1.8) 

C'est une équation de Schrödinger pour des fonctions de R x (R ̂(t>,î) 

à valeurs dans (L , où z joue le role du temps, et la longueur d'onde i 

celui de la constante de Planck h. 

On peut comprendre l'approximation (1.7) sur l'exemple simple d'une 

onde plane solution de (H) libre (i.e. U= 0 ) : 

x i—» e OÙ K = -xi 

Notons J< = Ki IE0 ±V 

(1.7) s ignif ie a lors : 

oü ï • €. = O 

i >> K-* c'est-à-dire Mi 
Donc 

^ i | ± + Kè|-^ *-$ 

ce qui montre que la direction de propagation K d e l'onde est très voi­

sine de £ 0 : le faisceau est collimate, et presque aligné sur l'axe z ; 

(1.7) apparaît donc comme un critère de collimation. 
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Toutefois cette interprétation de (1,7) n'est valable que dans le cas 

libre ( U - O ). En effet, le correspondant classique de (1.8) est une 

équation du mouvement régie par le hamiltonien: 

^(fc.p.è) ~ -È - imVfi,*! (notation (1.3) de l'optique scalaire 

alors que le hamiltonien classique "collimate" se trouve être 

ioli. - \ rî 
Vi (E1P,*) = * - *(t,t) comme on le verra au chapitre 2, dont 

l'objet sera précisément une amélioration du critère (1.7), dans le but 

de trouver une équation de Schrödinger qui soit compatible avec ce 
. Coll. 

hamiltonien V\ 

1.3 Analogie avec la mécanique quantique, 

Si l'on cherche une équation de Schrödinger, c'est avec l'idée qu'il 

existe une analogie entre la mécanique quantique et l'optique collimatée. 

Dans le cas libre, l'analogie est claire: 

notons Af (t,i\ - ^1It) ^'9 

et considérons des faisceaux d'intensité finie, c'est-à-dire: 

HX = }Al/V«|t 
fc 

< OO 

. < ' * I 

«Ul 

vecteurs d'état (on dira abusivement "états") au "temps" z. 

^K appartient donc à "V,- L (R J » l'espace de Hilbert des 

Considérons, pour le cas libre (n = l), un paquet d'ondes solution 

de (1.8): 

/\|/(t.*) = y k $it) e (1.10) 

IR**1 

où g a son support centré en "£ , et || J || ^- °° 

Y solution de (1.8) =̂ > i JLCtI * ~£ £ ( l . l l ) 
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Le centre du paquet décrit une trajectoire z 

par la 'Vitesse": 

et visiblement, le hamiltonien Mi^p1?) = ^ f 

cette trajectoire: 

• 15(Z) caractérisée 

(1.12) 

est tel que sur 

dt 
• * • - * 

~ P = const.= p 

1 
(1.13) 

(i.ÜO 

M t , f , t) - const - E 0 

On a donc les "relations de de Broglie": 

Po - i-V. 

qui relient les paramètres géométriques ("classiques") à ceux de l'onde 

(1.10) ("quantiques"). 

L'analogie avec la mécanique quantique de Schrödinger est frappante: 

B et P étant les opérateurs usuels de multiplication par l'argument et 

de dérivation: 

B 1 ) (tl = 1 1 ftj 

Pf )U) ^ -UfW 
K (1.16) 

Dans le cadre de cette analogie, le sens de l'approximation (l.T) est, 

pour l'onde plane 'Uft ^ = ¢. (J = O : 

SL 

* 
^ f-Q^I c'est-à-dire ] £ ) C < A (1.17) 
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S)} est l'excédant que fournit la relation approximative (l.ll) au 

carré du nombre d'onde total exact de l'onde plane solution de (H) 

libre: 
.-(6 ^ - U i I 0 ) - * :«-? 

—* î ^ 
nb. d'onde total)""= K = t J- 1 _ o . ^ , j ^ _ l 

•= o 

K - ï ' . I 1 - ^ 1 

(*M\ 

= £(<*£*) 

le carré exact étant K - -—. 

i.llj assure donc l'exactitude de la phase au premier ordre en E, 

paramètre qui mesure en quelque sorte l'erreur commise par rapport à (H) 

l.U Une propriété de covariance de l'équation (1.1$). 

On peut prêter à l'analogie exposée une vertu illustrative: elle pour­

rait permettre de "voir" la mécanique de Schrodinger SUr(R1
1X[R1 dans le 

comportement de faisceaux collimatés de lumière monochromatique (la fré-

quence jouant rappelons-le, le role de -r ). Toutefois, cette analogie 

présente un grave défaut: comme on l'a souligné au paragraphe 1.2, 

l'équation qui décrit un faisceau collimate en optique géométrique ne 

correspond à (1.8 ) que dans le cas libre, où n = 1. 

Notons qu'en particulier (1.8 ) est une équation covariante de 

Galilée (rappelons qu'on peut interpréter z comme le temps: il 

ne s'agit pas ici de regarder des faisceaux collimatés dans un référentiel 

réellement en mouvementI) au sens suivant: 

La transformation de Galilée s'écrit (penser à z comme au temps):. 

D-H) -UJ.. M;) 
où b0et U- sont des vecteurs constants de R " . 
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Pour le champ U : 

(1.19) 

Dans l'espace des états, la covariance signifie qu'il existe un opéra­

teur unitaire: ( voir (JA 68) ) 

3IX W , 
* % tel que 

r- S s 
i ß i = e ^^t 

et qui ne modifie pas la forme de l 'équation ( 1 . 8 ) , c ' e s t - à -d i r e que: 

On montre facilement que l a transformation donnée par: 

(1.20} 

(1.8 )• 

% ft) 
L (ï.t-LZ.(ïïïtm)). 

Y*(f-^-£) (1.21) 

donne explicitement la covariance, l'opérateur s'écrivant: 

G.Î. = e = e e e G 
1.22 

On reconnaît bien sûr la représentation projective du groupe de Galilée 

JA 68) pour la "masse" 1 
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Le but de ce chapitre est d'induire un critère de collimation dans 

le cas ondulatoire de l'équation de Helmholtz, sur la base d'un critère 

évident en optique géométrique et du passage à la limite "classique" 

[géométrique): 

o.o) 

to.o.c 

!équation de Helmholtzj _ . „ _ . It • H j limite classique 

\ optique ondulatoire 

1 (paragraphe 1.1) 

principe de Fermât ' 

optique géométrique 

(paragraphe 2.1) 

critère évident 

éq. de Schrödinger 

optique ondulatoire 
collimatée 

(paragraphe 2.2) 
limite "classique" 

optique géométrique 
collimatée 

(paragraphe 2.1) 

En d'autres termes, il s'agit de trouver un passage de (o.o) à (o.o.c 

qui rende ce diagramme commutatif. Il se trouve, comme on va le voir, 

qu'il convient de généraliser (1.7) en remplaçant £_ par la phase 

eikonale'NE ^6) (GL 59) j?»<%.«« f l e s d e u x f a c t o r i s a t i o n s 

étant bien sûr identiques pour le cas libre n = 1. 

De plus il apparaîtra nécessaire, pour obtenir l'équation de Schrö-

dinger désirée, d'introduire le facteur — qui est précisément la pre­

mière approximation d'amplitude de la méthode WKB (voir par exemple 

(CR 80), (BM 72) ). 
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2.1 Limite "classique" du problème exact et 

faisceaux collimatés "classiques". 

Considérons une solution ò de (H), dans les notations (1.3) de 

l'optique, et posons: 

4>c*) - 3< / ) e (2.1) 

où S et g sont des fonctions réelles. 

A ^ = 

--S 
et (H) devient donc, après multiplication par fc* 6. : 

( ^ 4 , 5 - ( ¾ S) +vi1) J 4- 2 . ; H r v . S > ^ A^ *o (2.2) 

On obtient la limite "semi-classique" en faisant Jc—*0 , pour obte­

nir l'équation eikonale bien connue^MF 8l)s pour la partie réelle de (2.2): 

(¾)' = W- (S4o) (2>3) 

la partie imaginaire donnant une équation pour l'amplitude g: 

Soulignons que cette limite "semi-classique".cesse d'être bonne au 

voisinage des caustiques, qui sont les surfaces de branchement de la 

"fonction" en général multiforme S, solution de l'équation classique 

(2.3), et où l'amplitude g diverge (voir p. ex. (CR 80) ). 

On peut écrire (2.3) sous la forme: 

c'est-à-dire ^ L - J ^ - t y t f ' = 0 (2.5T) 

Ce sont deux équations de Hamilton-Jacobi sur z jouant le 

rôle du temps, et associées aux hamiltoniens: 
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Visiblement, si S est solution de (2.5+), -S est solution-.de (2.5-) ; 

on ne considérera donc qu'un des signes, en choisissant n_ . Ce hamilto-

nien correspond bien au principe de Fermât, selon lequel le chemin optique 

j K(?]OIS(?Ì est une grandeur estremale sur la trajectoire H , graphe de ?wï(^ 

En effet: 

OÙ Ut},*) -- Yiit,t)J77F fr ^ i l ) (2.7) 

et le lagrangien [ est bien une transformée de Legendre de U- : 

X - ^ ; k,_ 
/ ^ T P -

4 +1 
Tl 

(2.8) 

: i 

d'où 

* 4(t,v 

r 

Remarquons cependant que le passage de (2.6) à (2.7) nécessite que la 

trajectoire (le rayon lumineux) V soit le graphe d'une fonction Bi—*£(0 ; 

c'est la restriction sur le type de trajectoires qu'apportent l'écriture 

(2.5) de l'équation eikonale et le choix d'un signe, ce dernier étant le 

choix d'un sens pour les rayons lumineux, et l'interdiction de tout point 

de rebroussement où D ne serait plus défini. En d'autres fermes, le 

choix d'un signe impose que les trajectoires soient transverses^ ' ' 

à tout hyperplan TT orthogonal à l'axe z. Ce sera évidemment le cas 

pour les faisceaux collimatés. 

trajectoire transverse 

à tout hyperplan TT 

trajectoire 

non transverse 

à 1'hyperplan ff 

solution-.de


Ce qui caractérise une trajectoire collimatée, le fait que sa direction 

reste voisine de £0 , c'est évidemment que sa "vitesse" soit très petite. 

Le critère saute aux yeux: 

3_,—>£ a) collimatée 4=*> t* (*) ^ ^ t ^ (2.9) 

Par la relation (2.8), cela revient à imposer: 

P ! ^ »l (2.10 

Les fonctions de Lagrange et de Hamilton s'écrivent alors respectivement: 

^" ,* 1 ^ /*.\t 
,• i 

-̂  ''t. t .Ä) = Y)(t,*)f + "(t,*) (2.11) 

-r* 
h (t,?,2Ï a - i - /1 (V) (2.12) 

Cette fonction de Hamilton est manifestement différente de la forme (1.15)! 

L'équation de Lagrange: 

r = v^v, -(^yjtr 

n'est visiblement pas covariante galiléénne tant que l'indice de réfra­

ction n dépend de z. 

2.13 

2.2 Critère dé collimation pour (l'équation de Helmholtz. 

L'approximation simple (1.7) ne permet donc pas d'obtenir une équation 

de Schrödinger avec un hamiltonien correspondant à (2.12). Introduisons 

alors une factorisation plus générale que (1.7): 

> i-f(M 
4> c<i = e A ( / ( t , 0 (2.1¾) 

la fonction -j- étant telle que —-̂ - ne s'annule jamais. 
e» e 
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On a: 

On peut alors exprimer --1- en fonction de j — , et écrire l'équation 

de Helmholtz (H) : (Ae +^1) $z ° d e la manière suivante (puisque^- ^ 0): 

Posons alors |(t,^ = U(t,t)o(f (2.16) 

et définissons: CP est une onde collimatée sur l'intervalle [a,b] ssi 

pour zé[a,b] : Ĉ I T 
^2> 77 ou -T-1- = O (2.17) 

Cela signifie que sur une distance de l'ordre de Jf , A|/ peut, en excellente 

approximation, être considérée comme linéaire (affine) en z. 

Compte tenu de (2.15), (2.16) et (2.1T)1 (H) devient: 

aff s - r>* - ("4£i * (-8) 
on a noté A^ =• & 

Dorénavant, on notera \J pour \] , et de même pour tout opérateur 

fabriqué avec V . 

Précisons bien que la factorisation (2.1¼) ne vise pas à passer à 

une équation pour le champ 'y , mais seulement â établir le critère (2,17). 

(2.18) est une équation pour $ g ie champ original de l'équation (H). 

(2.18) se rapproche d'une équation de Schrödinger avec un hamiltonien 

correspondant à (2.12); seul un terme—-^-vient s'ajouter à n. Pourtant, 

si l'on veut conserver l'analogie avec la mécanique quantique, exposée 

au chapitre 1, on doit obtenir un opérateur hamiltonien autoadjoint; or 

l'opérateur JL A n'est pas symétrique. Cependant, parmi les symétrisa-

tions envisageables ( i(ld+4~) j ̂  « ̂  ) " I* ^1 e n ex^ste u n e (^ u n e 

seule, semble-t-il) qui permette d'absorber le terme supplémentaire: 

introduisons la fonction ^ = JT? a) (2.19) 
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Ainsi, <h £ et i à = 4 - ( i l - ± ^ L o O 

On peut donc écrire (2.18) sous la forme: 

5 Les termes en — — disparaissent, et il reste, après multiplication parVn: 

(2.201 -s- M ** A A X 
r A 

C'est bien une équation de Schrodinger: 

òy 

ou 

' i f ! (M) =(HX,)(t) 

t 
(2.21) 

En resume : 

<p est une onde collimatée <|=> • 

ft, *i - e 
î f»(^ 

N-(U) (a) 

Jr Ii 
^ 

«r2n[g|ou^=o (b) 
(2.22) 

et le champ^=]^ cp obéit à l'équation de Schrodinger (2.20). 

Comme annoncé, la factorisation (2.22a) fait apparaître la phase 

eikonale(NE 66)(GL 59): * 

o 

(intégrale du"potentiel"sur une parallèle à l'axe de collimation) 

Plus précisément, dans le cas de la mécanique, (1.2) et (1.3) donnent: 

Y\it\ - IA 
VKV 

2.23) 

et c'est pour E >>V que (2.l6) apparaît effectivement comme la phase 

eikonale: 

V\(t.t)c\t 
E»v 
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Cette factorisation (2.22a) est analogue à celle qui résulte de l'ap­

proximation parabolique de Fock-Leontovich^S 80)s mais cette dernière 

basée sur une hypothèse sur n, est moins générale, et donne une équation 

du type (1.8) plutôt que (2.20). 

On trouvera une autre approche de la collimation dans l'appendice A. 

Il s'agit d'une méthode calquée sur celle qu'ont utilisée Peshbach et 

Villars^FV 58) p o u r l'équation de Klein-Gordon, et qui permet d'écrire 

l'équation (exacte) de Helmholtz comme deux équations couplées dont la 

forme ressemble beaucoup à (2.20). Cette approche permet de considérer 

à la fois les deux sens possibles de la collimation ("de gauche à droite" 

et "de droite à gauche"), liés aux deux signes possibles du hamiltonien (2.6) 

Revenons à l'analogie avec la mécanique quantique: elle suggère d'inter­

préter les grandeurs ou relations qu'on y rencontre, dans le cadre de 

l'optique collimatée. Examinons en particulier l'équation de continuité 

et les relations de Heisenberg. 

2.3 Equation de continuité. 

La densité ^ ( M » | X ( V i | (2"25) 

donne l'intensité lumineuse I dans un diélectrique linéaire isotrope 

caractérisé par £- v-\ s si l'on se souvient que <ç =- -=- représente une 

composante du champ électrique E (dit "champ optique"^"^ '°' ) et que 

I = £ <L E > -^ (voir p# ex> (HZ 76) p> I+6) 

(densité d'énergie électrique x vitesse de la lumière dans le diélectrique) 
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L'opérateur v i t e s se : 

ï - ± f— 
permet de définir une densité de courant^CT (3MAH O) (^^p ^6 vect 

sur [R ' ,pour z fixé) : | 

(2.26) 

eurs 

Z x* w H* + V^-*)') 
* 4 « *X X = — ( x — V — - ~ VV — 

Les termes où n est dérivé disparaissent, et on retrouve la forme usuelle: 

, J_ T^fv* = — T w\ yo< (2.27) 

De ces définitions et de l'équation de Schrödinger (2.20) découle 

l'équation de continuité: 

^n* + OS1 

Sa forme intégrale 

21 
V u 

= O 

w 1 <* A 
r 

(2.28) 

(2.29) 

donne l'interprétation de V" , à partir de la variation d'intensité lumi­

neuse en fonction de z: 

indique la variation en fonction de z, Ide la répartition de la 

lumière dans \\ — |ß 
<i-i 



Exemple dans le cas libre(n = l): 

densité: ^ (-t(è. .̂ (2.31) 

densité de courant: "^ '£(±\ = A Iw, ( £ " ' -i oi(i)t £ 

= Iv* (t* *u*i t e *" 

j. ( M - K^ ̂ Ui t e = Keo(U)t J (t,ii (2.32) 

On constate que Iwi <̂ fi) mesure la largeur du faisceau, tandis que I?,£C<(îÎ 

indique la façon dont il diverge ou converge 

2th Relations de Heisenberg* 

Les relations de Heisenberg, dans le cadre de l'optique collimatée, 

se traduisent par une limitation du pouvoir de résolution: l'impossibilité 

de construire un faisceau arbitrairement bien collimate en même temps 

qu'arbitrairement bien focalisé. 

Plaçons-nous dans le cadre habituel de la mécanique de Schrödinger: 

pour z fixé, la fonction 1X; (notation (1.9) ) appartient à l'espace de 

Hilbert L ((R ). \ ? sera un état collimate si de plus: 

* la fonction H^ * " ^ satisfait (2.22) 

' ^ - ~ i = H W X Ä , H<*) donne en (2.21) 

Xy^L (R ) assure que l a quantité de lumière | \^ t raversant l e 

plan l l ? est f i n i e : 

N l
l
 = ^ n 3 ( U 1 ^ CXi1Vi) < - (2.33, 

K1" 



De p l u s , \]{i) = \\f(l\ V* implique que — /\/? ^ Q . 

Une onde collimatée est une succession unitaire d'états colliraatés: 

N, = W = const. 

Dans ce cadre-là, pour tout couple (^, ̂ j d'opérateurs conjugés 

(i.e. [PA ,¾]= '<•idi ), on a, pour tout état "Xj » les "relations de 

Heisenberg": 

ou 4. Ö* = / —r^— — (2.35) 
'** 

(voir p. ex. (CT 73) ) 

En particulier: 

A R A P > — £ (2.36) 

Dans le cas libre, le fait que. "X soit un état collimate nfest pas 

sans conséquence pour A x rç , comme on s'y attend. En effet, prenons une 

évolution £'—'9C3 d'états collimatés nonnes ( (*è(X;H ) solution de (2.21) 

pour n = 1 (^X?
a4>i) » et satisfaisant le critère (2.22): 

Dérivons (2.3T) par rapport à z: 

-' ^(-^4-^nrpvy 



25. 

Le produit scalaire avec Ai> donne alors: 

3?* fi1 i 
(2.39) 

L'inégalité de Cauchy-Schwartz et le critère (2.22) permettent d'écrire: 

~\ 

mais, par (2.37): Sl - &% r =f 

<(fT^ 

On a donc obtenu: 

& < ( F T X ^ êJCiV)X\ • c-est-à-aire 

'<<nl> * , ^< 1 (2 .U0) 

Mais pour tout opérateur C/ essentiellement autoadjoint, et <p dans 

les domaines de définition de (y et Q~ , on a: 

(\OÏ *£*>>* < &\ >° (2.Ul) 

donc / Q- \ / / / ^z >J , et (2.1*0) implique alors: 

^r>, << ^ 
Il ne reste qu'à invoquer encore une fois (2.1+1) pour conclure 

(2.1*2: 

(4M* << 1 v< 
(2.U3) 

Comme on s'y attendait, dans le cas libre, "ï? est très bien défini 

pour un état collimate. Ceci restreint bien entendu les possibilités de 

focalisation d'un faisceau collimate: (2.36) donne, dans le cas n •= 1 

et compte tenu de (2.1*3): 



À<j, 3k » ^ (a.W) 

Voilà qui limite a priori le pouvoir de resolution qu'on peut obtenir 

avec un faisceau collimate. Dans le cas où n n'est pas constant, de telles 

estimations nécessitent une hypothèse supplémentaire sur n, qu'on n'éta­

blira pas ici. 

2.5 Limites de l'analogie avec la mécanique quantique. 

Les outils mathématiques qui nous servent à décrire les faisceaux 

collimatés sont ceux de la mécanique quantique d'une particule sans spin: 

espace de Hilbert, opérateurs (essentiellement) autoadjoints, équation 

d'évolution de Schrödinger. On pourrait dire l'analogie mathématique 

totale, mais l'analogie physique est clairement limitée par l'interpré­

tation des grandeurs et des relations. Cette limitation peut sans doute 

se résumer à la différence fondamentale des interprétations de la densité 

(carré du module de la fonction d'onde). Dans le cas des faisceaux colli­

matés, c'est l'intensité (2.25), et l'interprétation ne pose aucun pro­

blème conceptuel: cette grandeur est parfaitement mesurable pour un 

faisceau donné. En mécanique quantique, on l'interprète comme une densité 

de probabilité de présence de la particule considérée; par définition, 

cette grandeur n'est testable sur une seule particule que très partielle­

ment: un appareil de mesure n'est capable que d'indiquer si, oui ou non, 

la particule se trouve, à un instant fixé, dans une région donnée de 

l'espace. 

La question de la mesure établit donc une différence décisive entre 

la mécanique quantique et l'optique collimatée; pas question pour cette 

dernière de parler d'expériences oui-non et de réduction du paquet d'ondes, 

même si on peut très bien imaginer des filtres en position (diaphragme) 

et en "impulsion" (lentille-diaphragme-lentille). Les postulats de la 

mécanique quantique^^T T3) (en particulier celui de la réduction du paquet 

d'ondes) n'ont aucun sens en optique collimatée; celle-ci n'est pas une 

théorie qu'on peut induire sur la base de l'existence et de la nécessité 

d'expériences oui-non qui permettent de déterminer un état'JA °8)»(pi To)1 
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Il ne fait donc guère de sens d'associer un concept de particule à une 

onde collimatée, qu'on devrait plutôt rapprocher d'un faisceau cohérent d'un 

grand nombre de particules. 

Si toutefois l'on insiste à vouloir associer un concept de particule aux 

états normes, la "particule" à considérer doit être un objet qui porte une 

unité élémentaire ou un "quantum" de puissance, comme le photon porte un 

quantum d'énergie. On peut alors penser à 1 photon par unité de temps (ou 

N photons par unité de temps, dans le langage de la seconde quantification 

(voir p. ex. (MR 78) ), mais cette construction dépend évidemment du choix 

de l'unité de temps. Ce problème est général: il n'existe pas de mesure 

instantanée de l'intensité d'un faisceau; en réalité, on mesure une énergie 

(par exemple le noircissement d'une plaque photosensible) pendant un temps 

donné, pour obtenir une puissance moyenne. Dans le cas qui nous occupe, cette 

unité de temps est sous-entendue puisque dès le début il n'est question que 

du cas stationnairel 

L'optique collimatée permet d'"illustrer" en quelque sorte un aspect de 

la mécanique quantique: celui de l'évolution d'un état en description de 

Schrödinger. Toutefois le hamiltonien (2.21) n'est pas celui d'un point 

matériel dans un potentiel local: on peut écrire (2.21) sous une forme qui 

fait intervenir un potentiel du type Kisslinger (voir p. ex. (WI 73),(AH 79) ) 

*W -TF-nJ-K^UérììX. (2.U5) F* K 
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Par le biais d'un ensemble particulier de solutions de l'équation 

"de Schrödinger" (2.20) dans le cas libre (états cohérents ou paquets 

minimaux), on retrouve l'optique géométrique des faisceaux (formule des 

lentilles, e t c . ) . 

En outre, ces états cohérents sont généralement utilisés pour décrire 

les faisceaux LASER^ 66),(KS 8°). Ce sont des solutions de (2.20) 

qui rendent minimal le produit Äß-A f apparaissant dans les "relations 

de Heisenberg" (2.36) (vo;Lr p. ex. (CT 73) ). 

A ce propos, dissipons tout risque de confusion: le terme "état cohé­

rent" s'applique ici à un champ classique et ne fait nullement-allusion 

aux états cohérents qui donnent la description quantique^MR >"' d'un 

faisceau LASER (considéré comme ensemble de photons cohérents). Notons 

cependant qu'il n'est pas abusif de designer ces deux objets par le même 

terme dans le sens oè les deux rendent minimale l'incertitude de Heisenberg 

(l'un dans l'espace de Hilbert L*(lL J (paragraphe 2.U), l'autre dans l'espace 

de Fock où on décrit les assemblées de photons(MR 78)): c'est précisément 

une propriété essentielle des états cohérents. 

3.1 Etats cohérents^ ^K 

Choisissons la factorisation (+) dans le cas libre n = 1.(voir Appendice 

(rappelons que dans ce cas X - <$> ( (2.19) ) ): 

l -, 
1 CM + - * <P M = e' ^ (E1̂  

.(+-) Si <f est solution de (2.20), alors 'M/ vérifie lJéquation (1. 

où U = 0: 



Introduisons dans cette équation une solution de la forme 

On trouve : 

Ecrivons alors ces paramètres sous la forme: 

¢3.1) 

29, 

<|C*) - * - i 0 - t « | (3.2) 

c /la) = (d--i)U X ; 
«.<!<*) 

(3.3) 

avec: ^ 0 6 IR 

J-, 
I6 6 IR

+ 4= %t L a C O 

o*«. constante arbitraire 

Kogelnik et Li'*^ °°J décomposent ensuite q(z) en introduisant le: 

paramètres réels ÏSi) et Ur(^ : 

vf 

^ ^ 
(3.U) 

On identifie alors, avec (3.2): 

X étant autoadjoint, l'évolution régie par (1.8) est unitaire: 

(3.5) 

1¾ -\i\i 
r - * 1 

«M fc 
OO 

Jt t e ^ 



où J I j e s t l ' a i r e de l a sphère Sj.l provenant de 1 T i n t é g r a t i o n sur 

l e s a n g l e s , e t v a l a n t ( s c T9) -

• TT A, = ," JL (3.6) 

rm 
OO t l ^ , 

J - » l ^ e > - = 1 P ( ^ ( y ,.)"3" (3.7) 
° (GR 80) p.337 

d'où HN'ÏII = ( ! *1 ]T Ì: 1 Ì -x J c e W - Perme* d'écrire la so­

lution normée (3.1), compte tenu de (3.3): 

3.2 Interprétation géométrique des paramètres^ °6) 

et collimation. 

Visiblement, vu (3.1O et (3.8), OJd) est le "diamètre" du faisceau 

en z: c'est la largeur de la gaussienne \"ty [ entre les deux points 

d'inflexion définis par " 1 *̂1 = o 

Par (3.1O et ( 3 . 2 ) , on a: 

^ _ T i fo 1, 
; - J-Wv -t ... •.*......—. = r 

donc U r 1 U i - i X (*)ö + ^ L ) , e t avec ( 3 - 5 ) : 
l o 

^ ) - urô y , f (a ^ 
* - * r ^ 

(3 .9) 



Le contour du faisceau est donc un hyperboloïde de révolution à une 

nappe, d'axe Oz, qu'on représente sur la figure suivante: 

Les asymptotes sont données par: 

3 UJR 

uT„ 
(3-10) 

qui mesure la divergence du faisceau ou, si on veut, un effet diffractif. 

Quant à R(z), on se convainc facilement(KL 6^ qu'il s'agit du rayon 

de courbure du front d'onde (celui-ci est de symétrie cylindrique autour 

de l'axe z et donc le tenseur de courbure est scalaire sur l'axe z) 

au point (0,z), défini positif si, de z = +<*>, on voit le front d'onde 

convexe : 

\<0 \L>0 

Par ( 3 . 2 ) , (3.1O e t ( 3 . 5 ) , on a: 

1. \* m = (*-*o < +(£r) ¢3,11) 



Cette fonction est représentée sur la figure suivante: le front d'onde 

est concave pour z< Z0 , plan pour z = Z6 et z = ± °° , convexe pour z> Z0 : 

• ? - * . 

La courbure e s t maximale en l ï - 2 0 | - o = ^ ° , où l e rayon de 

" fc"' 
a i n s i : 

courbure vaut 2. q , ce qu'on peut c o n s t r u i r e géométriquement 

A ±11*1 

""-* >̂*—— 

l — v 

I ^ _ ^ * 

II ^ ^ ^ - " " " " ^ 

Wi 

-H 

<—*^ï* " 
_]ll><cr" 10 t - i 

par la formule (3-10), ce. dessin correspond à une longueur 

d'onde d'environ 0,6 mm! si les échelles en z et enlfrllsont 

les mêmes. 
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(3.10) est bien une écriture des"relations de Heisenberg" (2.36) dans 

le cas "minimal": ^ 0 ' a ®
 = *-* * Le produit de la largeur du faisceau 

par son ouverture angulaire maximale (étalement en fonction de z) est 

une constante. 

Exemple d'un faisceau LASER tel que u^ = 1 mm, À" = 100 nm: 

on trouve t«9 =• 2--Kf : un tel faisceau est manifestement collimate! 

En effet, cherchons la signification du critère (2,22b) pour (3.8). 

Corame q = 1, on calcule: 

<VÌ - - I*? 7 

4.1 J-< 

K c> f: 
¥ 

L s4 

* 2*<|(*\ 

V^ 2- 2jr<|«> 
(*,0 

(3.12) 

2.22b) sJécrit V j -JJ Xo^ - — ^< 1 s c'est-à-dire, après calcul: 

* 

H">| 
•U* 

+ i -
4 

ill v it1 

2- *>1<H 

^ 1 (3.13) 

Vu (3.8), ^ ne prend de valeurs non négligeables que pour 

— i ±- £ 0 ( 0 
c'est-à-dire, vu (3.1O, (3-5) et (3-9), pour 

C o(h Î~i< 

On voit donc que, pour 1? tel que ̂  Ct1*-) n
Jest pas négligeable 

= O I0 
Et donc (3-13) est -vérifié ssi À"-^<(]0 soit, avec (3.5): 

(3.11+ 

Jc -̂ 2. 
(3.15) 

ce qui montre bien, vu (3.10), que -|-qZ 0 <. < 1 



Remarquons que l'approximation (A.20) (voir appendice A) donne le 

même résultat puisqu'elle s'écrit: 

* 17 H t 
(Î,*C\ 

f — 
2. ZÏc\U\ 

«i 3.16 

On verra toutefois dans l'appendice A qu'elle ne permet pas d'écrire 

l'équation "de Schrödinger" (2.20) et donc de trouver une base d'estima­

tion de l'amplitude complexe ̂  , vue comme "correction de Fresnel" à 

la solution donnée par l'optique géométrique^00 '1^, soit la partie 

eikonale de (2.22a): jSw(t,t1«U 

e ° 

On trouvera une justification du terme "corrections de Fresnel" à la fin 

du paragraphe U. 5. 

Dans l'exemple du faisceau LASER ci-dessus, ces corrections de Fresnel 

paraissent indispensables si l'on se réfère au critère donné par 

Gottfried'00 ^U : ce dernier délimite, dans le cadre de la diffraction, 

les domaines de validité de l'optique géométrique, de la diffraction 

de Fresnel, et de la diffraction de Fraunhofer en fonction du paramètre: 

R = rayon du diffuseur 

{ = distance au diffuseur 

* J f 

Z" *7{ 
où 

Explicitement: 

C< A : domaine de validité de l'optique géométrique (eikonale) 

A 

K - » 1 : ti it 

de la diffraction de Fresnel 

„ de la diffraction de Fraunhofer (qui 

bien sûr est compris dans celui de la diffraction de 

Fresnel.) 

Dans le cas de notre faisceau cohérent, on peut assimiler sa diver­

gence à un effet diffractif et poser 2.R = UT. et -J= *-*© : 

^ =-̂ (.-0 fca-z^H 
^ o 1 

(3.17) 

Iw, cj u) 



Pour l'exemple précédent, soit U0 = 1 mm et S = 100 nm, — - » 2,5-m: 

les domaines de validité sont donc: 

2 ~£a << 2, S" WÎ optique géométrique 

2 - è e ^ T.,y ^ diffraction de Fresnel 

2 - 2 0 » 2.,5"vvi diffraction de'Fraunhofer 

Ceci rend évidente la nécessité des,"corrections de Fresnel", pour 

un tel faisceau utilisé à l'échelle du mètre. 

3.3 Modes supérieurs 

Situons X P a r ' \ dans un système cartésien de IK 

UJ.. 

On peut introduire dans l'équation (1.8) libre la forme: 

Le calcul montre que q(z) garde la forme (3-2) et que 

C - J - ^ ^ , donc - £ _ = /i I w ijJ ^ £L_ 

Pour un faisceau d'intensité finie, L̂ est de carré intégrable pour 

tout z ; le calcul livre alors -une "base de Jj(R. j dépendant de z; 

J-I t (-£ IV-»i arch i ^ M 

öl 'es t l e m u l t i - i n d i e e (m4 , ,m^ ) • | ^v11 = jT_w. ' rv\ ! = }T ̂ . I 

tl - J J=' 

Les ft sont les polynômes d'Hermite. 

La base ainsi écrite est orthonormée -Î (^ *l> \ £ 
<*\p 



Si q est le même que pour le mode fondamental (3-8), le paramètre A 

dépend du mode par 1-"adjonction d'un déphasage: 

tv, - I-I « « I j i z i î . 

Pour d = 3s on retrouve bien les modes'cartésiens de Kogelnik et Li. 

On peut aussi chercher les modes de symétrie cylindrique autour de 

l'axe z; V est alors représenté par des coordonnées sphériques de (R : 

( t ) , !> é R + i -t 6. ̂ *""* (3.19) 

Le laplacien s'écrit̂  '̂: 

à a l^ï-t1*, 4. X * (3.20) 
t^-H )k i i 

^ 0 est la partie angulaire du laplacien et a pour fonctions propres 

les fonctions sphériques sur S (voir (VI 69) PP«50T et l*8o): 

d-

l-Vt ) 
Wi multi-indice (v*e* <P,^ , KA1 , "• • ,W1I.,) 

avec Wi0 - O , * , 2 . -pour J><f ; ^ 0 6 Z pour À--3 

e t Wi0 - 4 ^ "1< ^ w i a > ^ l " \ L j l ^ O 

( ̂  21Ì 
pour les valeurs propres — f(^4-e(-3) 

LJensemble des j"^ "' forme line base orthonormée de Lx(§ **]. 
ut 

Cas p a r t i c u l i e r s : 

. d = 3 => »v. = W . - { j L J w I» = 5 7 ' 1 

1^ J2 n j v a l . p r . -vw 

< ' J C ^ ( M - YZ ̂ ) , val. p r . - « ^ 

On introduit alors dans (1.8) libre une solution de la forme: 

en exigeant que ]| Aj* |( < OO , 
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Le calcul l i v re une nouvelle "base orth'ohormée de- dépendant de z: 
." r . . . • 

¢3.22 ^•^jSteif 
/ - ? * 1 , '(— r-(lPii)<*rA* M a i 

. EL ^ f t e 1 ^ a*Vu 
Les Li sont les polynômes de Laguerre généralisés. 

Ici aussi, pour d'- 3, on retrouve les modes cylindriques de Kogelnik 

etLi< K L 6 Ê>. • -

3.** Optique des faisceaux et matrices -de transfert 

Restreignons-nous au cas d = 3 , et considérons un système optique £ 

compris entre les plans Z = Q^ et 2= I1 ,de symétrie cylindrique au­

tour de l'axe z, et traversé par un rayon lumineux "E(H). 

• L'indice de réfraction n est isotrope c'est-à-dire indépendant de 

^ =. -̂ - ,--comme on lJa d'ailleurs supposé jusqu'ici. 

» Symétrie cylindrique :=• n ne depend que de fc> 



Considérons des trajectoires collimatées: "£ .£< \ V ^ 

On a vu au paragraphe 2.2 que de telles trajectoires sont régies par 

le hamiltonien (2.12): 

E«': 

r 
où "p est lié-à la "pente" t par: 

f -- v i t 

L'espace de phase E = [ S ~ F/j e s ^ m u n i d'une s tructure symplectique. 

3.23 

En particulier, si ̂ i—*£(«) est une solution des équations de Hamilton, on a 

où T est une transformation canonique de E. 

C3.2U 

Supposons n derivable par rapport à *fc en £ = o , pour tout z ; la symé­

trie cylindrique impose: 

*(t,0 = M8 (»Ì (4 - vai?') + O (ItI*) 

n0 et \) sont t e l s que n > l au voisinage de t =o 

n 0 ( « « - 0 ) = n o ( a 1 + 0) = i 

V (.<*<- O) =- V ( û i + o") = O 

Supposons de plus que £ est limité à une région où 

Avec ces hypothèses supplémentaires, le hamiltonien devient: 

et est donc de degré 2 en y : la transformation canonique T (3-2U) est 

alors linéaire : T 6 Sp (^ IjO 

Comme y\ ( f O1-O) — n (t, O1 i 0^ = 1 , cela revient à écrire: 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

T 3.28; 



et la symétrie cylindrique implique que T est de la forme: 

39. 

T - U1 

Oi1 

, A1I1Cb € R. 3.29) 

D'autre part: ^ é V ^ **> T (^ o'/T = (.̂ *1) ** **•*<•*{ 

ce qui signifie que la matrice-f ̂ p M est elle aussi symplectique : 

(3.30) 

C'est le formalisme usuel de la matrice de transfert dans l'optique 

des faisceaux'^ °°': cette matrice relie la position o et la pente 15 d'un 

rayon lumineux en z = Q̂-J-O ( "sortiend'un système optique linéaire) à 

ces mêmes grandeurs en z = Q^-O ("entrée" de ce même système). 

Exemples ;KL 66) 

l) Espace libre: e = (X1-(X, 

t=U*-[\\ (3.31 

2) Lame d'épaisseur e, et d?indice dé réfract ion nB 

3) Lent i l le mince de focale f* : 

(3.32) 

Q4» Q 

—' 

f 

f.>o 
f <o 

} 
lentille convergente 

lentille divergente 

(3.33) 



k) Deux espaces libres et deux lentilles minces : 

t » 

«<+«(4-
^ 

C3.3U) 

Remarques : 

• "', O1 et f" étant donnes, ' A• jf-'l, on peut toujours trouver un système 

optique équivalent du type (3.3*0, représenté par le même triple (ir^ a\. 

Explicitement, le calcul des paramètres de (3-3*0 donne: 

e< --
g - («i=-«^-

A - < 
4 = 4(ya«l -s 

+ « - - / t - i 
•k -

A --< 

4 C; 

4M - ce: 

• Si A = I et T) ß 1, on peut donner le système équivalent: 

(3.35 

k f« 

K 

les paramètres étant donnés par (3-35) où l'on remplace A par D, 

Si A = D = I et C j. 0 f Q, ̂q,, (̂ lentille mince) 

(on a alors B = O puisque <fe.itf\ ), on peut prendre le système: 

L i {. 4 

V «., £.„ 

une manière de fabriquer 4L 

fe.it


Ul. 

Enfin, si A = D = I et C = O mais B .¾ Q1-a^ (# espace libre) 

prenons par exemple: 

I /. I 
•t • * 

avec 

et 

t f 3{*«e 6) 

1I = e, e * B 

e 0 +• e = ^ x - q 
o ^_0 

En conséquence, pour tout système optique linéaire compris entre 

4< et Pz , on peut trouver une suite de lentilles minces et d'espaces 

libres dont 1Jeffet est décrit par la même matrice t' . C3.3T) 

3.5 Paramètre q(z)-et. optique géométrique. 

Imaginons un faisceau de lumière décrit par deux solutions de (1.8) 

libre du type (3.8), de chaque cSté d'un système optique linéaire 

donné par: 

= 1a + (*-^ 

f c; ~ 'X "" ^ * 

1 R. w-2 



Rappelons d'une part que donner q(z), c'est-à-dire (zOÏ q0) revient 

à donner l'onde AL elle-même (voir (3.8) ), et d'autre part que £ relie 

les grandeurs géométriques pour un rayon 

lumineux 2-'—*• b(*} qui traverserait le système optique linéaire. 

• Pour un espace libre: U - "\(<U-aA on aura évidemment: 

Af = Aj, . <\C^Î.) = ^(0,,If(J1- a^ c'est-à-dire: 

où V\ est l'homographie correspondant à £ = ( J -

L1 * à A« >B . (3. 

, -M M 
• Pour une l e n t i l l e mince: a, = Ct1 • t s j i I 

\'ì * 1 
• La largeur du faisceau est continue à travers la lentille: 

ur(fli) a UT (a<) s o u encore: 

J-v* - IVVN r 

• Quant aux rayons de courbure des fronts en b - O , ils sont 

liés par la relation: 

4 A Ji 
, ou encore: 

Rei- = R eJ_ _ ± 

Pour le voir^^ DD->S considérer deux ondes sphériques dont les 

fronts ont respectivement "ies" rayons de courbure %(«Je£. Rf"^) en 

z .= P-- Q1 -,avec la convention de signe du paragraphe 3.2, et 

appliquer la formule.des lentilles minces aux rayons associés: 



f 

\V 
SQ. )1 

<v-

z. — , c ' e s t - à -d i re 
'RK)I f k«.) R î f •n 

On a donc obtenu: 

4 4 \ 

c ' e s t - à - d i r e qu'on retrouve, i c i aussi : 

i 0J 
( 3 . U O ) 

En vertu de l'énoncé (3.3T) et de la propriété de composition des 

homographies ( Iv o L ^ Vi, , ) ,on déduit de" (3.38) et (3-Uo) que 

pour tout système optique linéaire caractérisé par (tr̂  Q11 Q 1 ) ' 

^ C ^ = V\t <\ (S«) (3,Ul) 

Comme c* (±) - (j (0^ + 2-^i , C 3-Ul) donne la connexion entre A^ et Âp , 

et permet en particulier de calculer la transformation de q0 et z0 : 

'° r*. n -i-

?, 
C 1I^ + [cc«,-îO+b]1 |c<ii*)-*+°<HM 

Zo-^ 1 z. -
C*lJ +- E C (a,-4.) +-D] L 

(3.U2 
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3.6 Caractérisation d'un pinceau lumineux. 

La forme (3*8) des solutions de l'équation "de Schrödinger" (1.8) 

libre se prête bien à la description de faisceaux qui s'approchent de 

l'idéalisation du rayon lumineux: des pinceaux de lumière. 

Considérons une longueur caractéristique — (C£o) associée à un sys­

tème optique linéaire représenté par (̂,a«,'fl -̂ On dira qu'une solution 

de la forme (3.8) décrit un pinceau lumineux si: 

» d'une part, la largeur du faisceau est beaucoup plus petite quei : 

UX0 « ^ -

«•d'autre part, si la divergence du faisceau ( (3.10) ) est faible 

(i.e. si le faisceau est collimate): 

" - 1 * « < 
^6 1 

Si |C(o«-2o) +• b| est de l'ordre de 1, ces inégalités impliquent, 

avec (3.^2) et (3.5): 

^ , z 
* • J±L»\ -_ l ì . - ,v f c l q 4. ̂ " ^ + Sl 

1» v 1 

C1CS, 

Donc, pour un système optique linéaire tel que J C («<-20)*" ti | = 0{i) 

un pinceau se transforme en. un pinceau. 



3.7 Succession de systèmes optiques linéaires. 

Regardons le système: 

!/•/•//,>////„ 1///,.^///1 fc 

composé de deux systèmes linéaires notés (U,ai,ai) et (̂ t,t>t,k) • 

On peut construire un produit qui représente le système composé; 

visiblement : 

'^ ," ' ,»»Kt i , M O -- « . *(««-i,Ui, * < , a 0 (3.U3 

où, rappelons-le, M d ) -I J , matrice de transfert pour l'espace 

libre de longueur e. 

Cette loi de composition est interne et associative dans )(^,4^ 0Oj 

mais nty admet pas d'élément neutre. En effet, il n'existe pas de sys­

tème optique linéaire (^p,^t) fixe tel que 

Cela décrit le fait que les positions relatives sur l'axe z de deux 

systèmes optiques linéaires nJest pas indifférente! 

Toutefois, il existe un ensemble dJéléments qui laissent le paramètre 

q invariant : 

=t> AU = >] et ^1-
0I = Bb 

A = ù - ±i et aa- a, = ±ß 

Ces éléments ont donc la forme attendue: 



Définissons a l o r s l a r e l a t i o n : • • • • . • • • • 

(*. ,*,, a,) ^ ( M ^ O 4=* -3 *\s 6 IR. 

(3.U5) 

Dans ce c a s , vu (3-^3) e t comme /(*) *<<jî = ^*+¾): 

d'où S=^ et r: O1. 

(3.^5) s'écrit donc aussi: 

qui possède une signification géométrique évidente: aller deft, à O1 par 

le transfert L0 = aller de 4, à ̂ 1 librement, puis de ̂  à I1 par le trans­

fert é̂  , et enfin de |>4 à P1 librement. 

De plus : 

• *tA Ay i.a puisque IL = % (0) 

(3.^5) définit donc une relation d'équivalence. 

Considérons alors l'ensemble G des classes àséquivalence: 

G hérite de la loi de composition (3*^3) : 



Cette lo i est 

• associat ive ( c l a i r ! ) 
UWJ 

• e l l e admet l 'élément neutre e. = [*<*-0,S,r] - [ i i ,o,oJ (3 

* tout élément admet par rapport à e l l e l ' i n v e r s e : 

qui correspond au système optique inversé! 

G muni de ce produit est donc bien un groupe ; i l suff i t de poser par 
t 

exemple t>, = ^1= 0 dans (3.1*5) pour constater qu'en f a i t , i l s ' ag i t 

du groupe Sp(I1AO = S L T i 1 I O l 

L'ensemble des fonctions 2-1—*• Q(ï) est le demi-plan supérieur 

H - Ì ^ O ^ M O I ^ O ^ ^ J ^ O É R + J , et la transformation R.^) : T*"*^ 

associée à la classe de systèmes optiques l inéa i res représentée par 

q e SLU1Il) est une permutation de \\ ; notons R ( j ) 6 P^rw* H 

Donnons-nous deux systèmes optiques l i n é a i r e s : 

^ « LU, Q^a1] et 3 t s C*i,t<, t j 

et l es permutations de H associées: 

1 3t 1 

est donné par: 

c ' e s t - à - d i r e : 

b 



De même: 

d'où 

(HO I I I , 

ce qui se lit,vu (3-**3) ' et (3.1IO): 

est donc un homomorphisme qui transporte 

la structure de groupe construite sur les systèmes optiques linéaires 

(optique géométrique) dans l'ensemble des transformations des ondes 

du type (3.8), et donc, vu les bases (3-18) ou (3-22), dans celui des 

transformations des solutions 'y de (1.8) libres telles que HTeH ^- °° 

(optique ondulatoire). 



h.± _2PnâyE_0TOy^TgiRE_pES_SYSTEMES_LIKEAIRES_. 

Au chapitre précédent, nous avons vu comment les ondes du type (3-8) 

se transformaient en traversant un système optique linéaire, à partir 

de considérations d'optique géométrique. Le propos de ce chapitre-ci 

est de discuter cette transformation pourune onde ^r quelconque de 

carré intégrable: relier ^r au "temps" z à son image At au même "temps" 

z, c'est par définition, en théorie de la diffusion, l'action de la 

matrice "- , qui apparaîtra ici comme représentation (projective) de 

SL{2,K), ce qui constitue un lien avec l'optique géométrique. Ainsi 

les plans focaux, ou les plans images trouvent une caractérisation ondu­

latoire. Enfin, ce lien apparaît de façon naturelle dans le formalisme 

des fonctions génératrices(-AB 82). 

U.l Matrice ±^ d'un système optique linéaire. 

Soient ^ et ̂  deux solutions de carré intégrable de l'équation (1.8) 

libre, et "raccordées" par un système optique linéaire représente par 

M—J ^«»»»»»^—)—r-fi 

? E x i s t e - t - i l un opérateur l i néa i r e un i ta i re \J (j) t e l que: 
— 2 

^ U 
% - e -^c 4 ) N^ ^ 

— ** 1 

(La phase re la t ive n ' e s t pas définie par le"raccord", mais ' y et f̂ ne 

sont de toute manière définis qu'à un facteur de module 1 près . ) 
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Cherchons_St(^ì de la forme: 

et essayons pour W ^ M une forme quadratique sur (R1 x IK : 

(U.3) 

Introduisons dans (U,2) des solutions du type (3*8). On cherche donc 

Ni-V1, SjfVi, Ä^« j et Y rS) t e l s que: 

U. k) 

i A * 
où = — — ± (U. 5 

Cette transformée de Fourier s'écrit aussi: 

0 0 Lf > i r 

-1^ KUV)2irWU£ J 
im * J 

soit ( (GR 80) p. TlT ): 

• Identification des exposants. 

L'identité ci-dessus implique: 

UL - h!ll)<]a\ + 1 
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^£ïV est d'autre part donne par la relation (3.U8), si bien qu'on 

peut calculer les paramètres de la forme quadratique \M(S).On obtient 

l 'si 2 ~ a, 4-

V O = -(«-«<)<- (U.7 

W j - t { C (2-0,)(2-¾) + A tt-a^-ûte-«^ - ^ ] 

Des fonctions du type (3.8), trop symétriques, ne permettent pas 

de lever l'ambiguïté du signe de /S2. (¾) . Nous verrons au paragraphe 

suivant qu'il convient de choisir le signe +. 

• Détermination de Mil 

L'identité (U.6) fournit: 

-, << 

^ <iì « 
4. u), <[f0 < as) e 

-^ 

2.:rr!r CJ0 «fm Uj(^ 2;TTÌC 

la iL JL 
I 0 7«*5 ' ^ i ) 

et 
<2i 

ai 
- «|(*i 

U i t a i 

<^si /¾ ( ^ 

D'au t r e p a r t , (3-U8) et (U.7) permet ten t d ' é t a b l i r que 

C ( < p i -^+-Q 1 J + h = 

d'où 
/Vs} 

( C (<\ti)-m<) 4-D ) 
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Enfin, selon (3-^2): 

1. * 
\ \c(yi\ -eu,1) 4-i, 

si t i en que 

On veut bien sûr que Nî s) ne dépende pas de j • 

Mais ofo |c(^U^-è + *«)•*-M =* 0"T^(C <](°*\ ± b) est indépendant 

de z et peut donc être considéré comme phase K , par exemple (celle-ci 

étant arbitraire!). Avec ce choix, le facteur de normalisation est 

simplement : 

^ r - ^ î i r i A ^ ) 
(i*.8: 

En résumé: 

• /X1 £.£' t'1 \ 

(S, (3) NO (t) » - i — ( j V £ " ^ + 2 ^ f v T ) U f t M 

où &, ß et Y sont donnés par ¢6.7). 

Cette formule n'est bien sûr valable que pour' z tel que a?<i) ß^)et Yt($) 

sont non nuls. Il peut arriver que la phase fasse un saut aux points Z1 

où ces paramètres s'annulent (voir paragraphe (̂ .5) ). 

Si maintenant on applique l'opérateur a un mode T , (3.18) 

— ĉ- /y 

pour d = 3, on constate après quelques calculs qu'on retrouve le mode A|/ 

à une phase près. Par conséquent, pour les z tels que ot ( ß ± et Yj. 

sont non nuls, £.(3) applique une base orthonormée de L* ̂ *) sur une 

autre base orthonormée de 

Ceti?) • 
O I M ) es^ donc u n opérateur unitaire de L (IK J . 
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U.2 Application à un pinceau de lumière 

Si ^ décrit un pinceau (voir paragraphe 3.6), on souhaiterait que 

g. , kiï^y ^f £ décrive le pinceau lié au précédent par l'optique 

géométrique linéaire de la formule (3.28). 

Il s'agit tout d'abord de décrire un pinceau quelconque par une fonction 

^ solution de l'équation (1.8) libre. 

Partons d'un pinceau parallèle, et visiblement solution de cette 

équation puisque celle-ci est invariante de translation (en i?) : 

et appliquons S ^ i ) : 

Avec ( 1*. 3 ) > on calcule: 

(U.10 

+ H -
t.t, 

Reprenons pour un instant l'indétermination quant au signe de ß^(^) 

(formules (U,7) ); selon que 

les formules (U.7) donnent: 

/VO @ [A + c(i-«oJ 

ti».ID 

\ - - ©c 



si bien que {h.10) s'écrit: 

et l'état transformé devient alors, par construction de l'opérateur S* M : 

(£*<*)tj(t) - a' t , ^ ©[A*cU-^UtJ 

e (14.12) 

Le centre de ce pinceau image suit donc l'une des droites 

alors que, géométriquement, selon (3.28): 

ce qui impose le choix de signe dans {k.f). 

Remarque : 

Dans (U.12), si l'on pose T? - , on obtient 
-Iti. 

(au facteur 0. près, d'ailleurs sans importance) la transformation "de 

Galilée" (1.22). 

Cela conduit à poser, pour un pinceau oblique quelconque (et même 

gauche, si b0 et Cr ne sont pas colineairesJ : 

t f t ) - - - ^ - e ^ € (U.13) 

C'est bien sûr une solution de (1.8), vu la remarque ci-dessus et (1.8) . 
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On vérifie sans difficulté qu'un tel pinceau se transforme "bien en 

accord avec l'optique des rayons (3.28): posons t ^) - t 0 4- tr? . 

A l'aide de {k.7) et (U.Il), on peut écrire l'image de 'y par £.1̂ 3) sous 

la forme: ~ » 

/V . /W 

où ci C*) Ä ^ 0 f fe-O e t W0 sont donnés par (3.*+2) e t (3 .5 ) 
AJ 

et où u- = C tc (<0 -*- b £ 

c'est-à-dire qu'on a effectivement: Aix 

Oi1 

K\ /ttc,\ 
blfj \ £»£(««) 

Remarque : 

Les pinceaux cessent bien sûr d'être collimatés au sens (2.22) dès 

que l/ ou îr n'est plus très petit. 

La fonction ^ définie par 

(t,i) = €. Aj, (t(^ (voir (1.T) ) 

n'est plus alors une solution de l'équation de Helmholtz! Il est toute­

fois remarquable que les solutions de (1.8) de ce type, bien que ne satis­

faisant pas l'équation de l'optique scalaire (H), reproduisent parfaite­

ment les lois de l'optique géométrique dans le cadre des systèmes optiques 

linéaires. 



U.3 ^ est une représentation projective de 5L(g,fi). 

On a pu voirj à* la fin du paragraphe (3.T) (formule (3.U9} ) , que la 

structure de groupe construite sur les systèmes optiques linéaires (SL(2,/^)) 

en induisait une dans 1' ensemble Perm H des permutations du demi-plan 

supérieur des paramètres (z0,q.„), et par là se transportait dans celui 

des opérateurs unitaires de L1 (BsO * 0 n v a vérifier qu'il s'agit ici 

d'une représentation linéaire projective de SL(2,fi\), c'est-à-dire cal­

culer le noyau intégral de Sh(*i &è(
c) ] <X = [E 0 ««,ûj; ' C = l_t C1 c l 

Ce noyau s 'écrit : 

tC,(t.f) . Nl..|W,IoJrt-«-i<w'",ft;tl^'"'W) 'I*. IU) 

Cette intégrale se calcule de manière analogue à (U.U)-(U.6), mais 
H*-

le coefficient de D est ici réel ce qui fournit une phase supplémentaire 

(voir (GR 8C) p.T17 no 6.631.6 au lieu de 6.631.U). Compte tenu des 

expressions pour W$ et N 2 ( (U.3) et (U.8) ) , il vient, après quelques 

calculs : 

1 \t'\ ^) 

Un long calcul permet d'identifier, à l'aide de (U,7)» les coefficients 
1 ' 2-

de l'exponentielle, de Ii , de D-t" et de t : 

Jj1.. fiïMfcfc) £ftl , t . t ' t'1 \ 
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et donc : 

ou 

S1M St<c) - £/«,c> S/**) 

Ix U,c) = 

(1*.15) 

^ est bien une représentation projective de SL(2,IÎ^), pour tout z 
fci* 

tel que ^Co)1 j ? ̂ ) et ^ (ac) existent. 
Uî 

H-.h Transformations particulières. 

Modifions tout d'abord l'opérateur"de diffusion" £ C<0 de manière 

à appliquer ^y sur *\|/ . Oh a (U.l): 

L'opérateur ,02,(¾) donne la "nouvelle" fonction Ai au même point Z1 

que la fonction /^ , mais on peut introduire une translation en z: 

ou 

- ° (9 \ Ab 

(U.16) 

&.MJ' 
t . - [ ! , , e , ^ ] ^ Hl*.-*.), 0 ,0 ] 

(la valeur de ^ en Z2 est la valeur en z de la translatée de *i ) 

Ainsi : 

CU-IT) 
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On a: 

ou 

u *i 
L o (4"' 

i$M 

(r^' 

[ tc*,-**) , 0 , 0 ] Li9O41U1I 

t turrit, *< ,Qz] 

ZU2, *..**] 
(U.18) 

L i -

f* i,-*<\ /A S ; 

\ ^ 

L'opérateur u ($) es t donc changé en l ' o p é r a t e u r \ ( g ì : 

OU 

Ca.<?) 
(U.19 

KM*> - V*,s) *W) 
et les paramètres de cette transformation sont donnés d'après (U.?) et 

(11.18): 

2- ^S11 ; 

^ , <**J 

* * - f l
4 •*-

= - U 1 - U ^ + 
A 4 C(A4-Vj 

(U.20) 

ft,'a./j = t(2,-MfeV, ^A(K-**) -&tt,-«».\-B 

Ce nouvel opérateur se voit affublé dJun facteur ±i, le signe dépen­

dant de zA et Zj_ . Explicitement, par (U.15), (U.T) et (U.20), on calcule: 

y..,sW '*3*fM.) (U.21) 



6.U.1 Transformée de Fouriers foyers. 

On peut se demander s'il existe un couple de nombres ( I 1 I j tel 

que 'Vk et ^f soient en relation de transformée de Fourier (éventuel­

lement à un facteur près). Il suffit pour cela, dans (U.19), que 

^ . rvn(t!n = - : i t . f 

\(u) 
, c'est-à-dire que: 

ce qui s'écrit, vu (U.20): 

A +C Cf2-O1) =o 

Le couple cherché est unique: 

= O (h.22) 

( =* B-A (Jr"*) =fc O puisque det* = 0 

(=$> g + 6 (^-«t|àû » 

; I2. a. - T^ (U.23) 

Exemple d'une lentille mince de focale | : 

i t; 
(Ui) / 4 O 

-^;,¾^,=° =H=-f i = f 
Les foyers -f et I7 définissent les plans principaux^^ °6),(BW 59 J 

llH et |L du système optique linéaire; en effet, ces derniers sont donnés 

par 
(KL 66). 

*i-° 
b-< 

^ - 2^a. 
4-4 

X 

IiI \k\ IAJ 1 if s 
f , ^ 

F. 
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De façon générale, on trouvera au foyer ^ e A 1 - 1 C ^ _ _ «o^ 

la transformée de Fourier d'une section (d i la tée) du faisceau incident 

{zA f i xé ) , mult ipl iée par une fonction (de *fe) de module 1. En effet 

s i ^ - 0 , alors Z1 = f indépendamment de z^ e t : 

fjM 

^ 

i X1 
<• t - t ' 

Mais s i a l o r s A3 <« \ (tt0)
 b A _ § a 1 car dett = 1 et 

Y, h.^ 
la dilatation est donc indépendante de z„ . 

De plus: 
V«..i 

U.ïcl "" £" 

Ainsi, pour z i-*Tî. z-i 

b-Cfc.-a,} 

quelconque: 

=4> 
(Vu J 

v».ij 
c*.-M 

oTl e ^ ft') (k.2k) 

^ 

A une phase locale près (qui devient une constante arbitraire si *,*{,,), 

est une transformée de Fourier en T f I ^ de T ? * 

Il existe donc des systèmes optiques linéaires qui permettent, pour 

un état donnei de passer de sa représentation en position (U) à sa repré­

sentation en "impulsion" (p). On retrouve ici l'analogie avec la mécani­

que quantique abordée au chapitre 2, et la possibilité d'imaginer des 

"filtres en impulsion" (paragraphe 2.6). Un tel filtre sera schématique-

ment constitué de deux systèmes optiques inverses l'un de l'autre (au 

sens de (3.^7) ) et d'un diaphragme (si on néglige la diffraction) au 

foyer V du premier système: 

(2.Uf-) 

j ; «, 
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6. h, 2 Image. 

Si la section d'un faisceau en Z1 est l'image, par un système optique 

linéaire, de la section du faisceau incident en zA , la transformation °4i 

correspond à une homothétie dans l'espace £^i qui doit se traduire par 

une singularité du noyau intégral K2 (îlt) ("fonction à " ) . 

Cherchons donc les couples (ìAi P2 j pour lesquels: 

4/-V: = 0 ou ß)t c3iî'. = 0 

Mais: r = f^rK^ '^- C ( e i ^ ( î ^ + A ( 2 , - o , ) - b ^ ^ 1 ) - B 

implique que 

2 "^ = T 7~, s et *<"** = ~, \ ^-25) 

c'est -à-dire, vu (4.20): Y 1̂ Ki) = ^ ( O = 

En utilisant la définition (H.23) des foyers, on peut écrire la rela-

tion"image" (h.25) sous une forme bien connue: 

C'est la forme de Newton de la loi des lentilles^" 59) ( si I
1On pose 

Essayons maintenant d'établir une relation image précise pour les 

ondes elles-mêmes. 

• Pour cela, notons f^ la matrice (h,18) où l'on remplace z. par z, 

et soient zA et zt en relation image {h.26). 

Il s'agit donc de regarder la limite: 

* - * , Ŵ3 l̂ 
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\Ji(%,\ et ayant par conséquent un pôle simpl< 

au sens distribution, z^ et Z2̂  étant liés par la relation image (U.26), 

.e en z = Z4 . 

Le remplacement de ß ^ 1 1 ) par son module vient du fait que justement, 

£ (J? Q \ change de signe en z-= ẑ  puisque ßf(aiaj s'y annule (voir (U. 15 

La méthode de la phase stationnaire^^- ' donne: 

* ^ e 1 I = 

î^ytWi 
i;(t:<»j 

i' - à t ' ^ ^ V w ^ ^ c ^ t j t ' 
^i e (U.27 

ou tc<Ù e s t t e l que ( ^ ' W ^ ( $ ^ ) ) ( ^ , t ) - 0* (fr c r i t i q u e ) (U.28) 

c ' e s t - à - d i r e , par (U.3) : +/ Y t f i ^ 
t>. -̂ ît /3,Ci2O 

Remarquons que 9[^ l'Alfa i i ü l i e x i s t e , vu (U.20), 
^ - a ? ; 

fi . l» 

et vaut 
* + C ( î 2 ~ V i t ( i 2 - | 2 l 

U.29) 

donc ^ W^Ut^.tr=*1 -U: - î ^ R J<3«) 

— T -J^w C 
2 * - • M « u i 

(4. M) 

^ T ; 
U . 3 0 



C-ï) 
, ce qui donne D.'autre par t : V, ® Vv W t ( 3 ^ i = 

l ieu à une in tégra le de Fresnel ( (AS TO) p . 301 ) qu'on trouve ê t re 

égale à Zlxrï Yi^ii) • 

Au t o t a l , la l imi te (U.27) exis te et vaut, vu (U.28), (U.2?) et (U.30): 

t^'^»- fe^H-y (U.31) 

Le facteur d'homothétie C(^2." Tz) est effectivement celui de l'optique 

géométrique. En effet, si l'on considère le système linéaire ^i1 <?, ,(J1] 

entre Z1 et Z2 plutôt qu'entre aÀ et 42 , on écrit: 

c'est-à-dire: 

où £^'^2-^tlK-*/ 

Â4C(2^«2) 

6 = 
-C(i,-«,K*r*i) \ ,-Î ft 

C b - C 

(U.32 

On aura reconnu, en regardant (U.20): 

B A 

& A 
DJautre part, en fonction des foyers J[ et t , (U.32) se lit, avec 

les définitions (U.23): 

ce qui fait que pour z,, et Z1 liés par (U.26), on trouve 

et le facteur d'homothétie est tien C \i-x~ f 2 ) 

U.33) 

(U.3U 
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Signalons au passage l'importance de ce concept d'image pour la mesure 

et la reproduction d'un faisceau. 

Soit un faisceau de lumière monochromatique décrit par deux ondes *fy et 

'> de "part et d'autre" d'un système optique linéaire. La mesure 

d'un état ^ Y 7 peut se faire à l'aide d'une plaque photosensible placée 

en z, : ce détecteur n'enregistrera toutefois que l'intensité de l'onde, 
5 

soit I^1 . (L'analogie quantique serait une mesure sur un grand nombre 

de particules, toutes préparées dans le même état ty ). 

Imaginons que, sur la base de cette information partielle, on cons­

truise un nouvel état ^ tel que ^ ) =• | T ^ | » c'est-à-dire; 

€. *f (t) W arbitraire. 

Que peut-on dire d'une mesure J'Y- , en un z,quelconque' 

(formule {h.19) ): 

'M*' et ^ 5 sont liés à Al/ et 4 par un noyau intégral K + o 

^2 (t) - J^t' Ktt.tK.«') 

4'^) 
^J 

Imposer 

que: •n 
V f 1 S S 4-, 

Z/ f t î \ pour tout ^ji de /_ (R. ) revient à écrire 

K ( t r e = K(t t') e 

Cette identité implique que b et t doivent être liés, et donc que 

le noyau K doit contenir en facteur une "fonction o " ce qui signifie, 

vu ce qui précède, que zA et zi doivent-être en relation image. 

AJ/ 

le résultat qu'aurait fourni la mesure ( yjj du faisceau original, 

que si Z1 et Z1 sont liés par (U.26). 
i V Is-

Donc la reproduction, ne serait-ce que de l'intensité IYa. » d.'un 

faisceau est impossible sur la seule base d'une mesure | *% I » sauf 

pour z = Z2̂  image de Z 1. Les ensembles de plans Jz1 , Z1 ẑ ( images 

l'un de l'autre (la relation image est transitive!) présentent donc 

une forme de stabilité (au sens ci-dessus) par rapport au processus de 

mesure, 
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h.5 Fonctions génératrices. 

Il se peut qu'une transformation canonique T : 

T : E — > E i £ - E - R ) 

soit donnée globalement par une fonction génératrice'-^* Ö0J. 

v/ : (t ,i) ' » W(t',t) 

ù _ 
JT p = TT7 

(I*.35) 

3V A 
et det —— 4 0 partout. 

Si tel est le cas, on peut construire^** "^) u n e approximation de 

l'opérateur unitaire o associé à la transformation canonique des 

opérateurs (•&•'» c'est-à-dire: 

S -• W >V{ 
i _ -1 

B - S ß S 

Sl 
B 

et 

B 

F> =. 
-* ' -4 

(l».36) 

CU.3T) 

« Ti, 

Cette approximation est donnée, à l'ordre le plus bas en jf , par la 

formule canonique de Van Vleck (voir (AK 82) ): 

i 

Ct % \t'> = 
(z^)¥ 

oUf 
Ò-\KJ 

at'ie 

J -£Wft;t) 
(U.38) 

(notation de Dirac) 
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Si T est linéaire, cette formule est alors exacte. 

Or, pour notre optique à trois dimensions des systèmes linéaires de 

symétrie cylindrique, la fonction génératrice W de la transformation 

canonique donnée par t { (U.32) ou (U.3U) ) est justement wiJ^ii] , 

vu (U.33), et donc (U.38ï est, à une phase près, le noyau intégral de 

notre operateur £ ^1J
: 

^ t ^ '* • :î'> cT — U«+ e 
(U.39 

ou ' / , . ' î . , . - 't: t> ; - — 
/ /• *V* ' 

Z.% 
(^t - 2-t-t 4- bt J 

On peut exhiber d'autres représentations du même opérateur S,(%,\ & 
U1-

l'aide d'autres fonctions génératrices de la même transformation cano-

que T. obtenues par transformation de Legendre de VV2(S1A: 

< f i ^ ; < M i t ' > <£ 4 ^»i^a 
3 t ' ^P 

5 -^«/s. .)CC'. A 

ou 

et 

S*.(M(t'.p') = -^- (_ct' + it-p + s f ) 

. _ - ^ 

U . U O 

<*ista,lr'> < i old- ^ / V Ì 
3s'3t 

i -iF./vUF'tj 
e 

où V ^ C B ' t i - ^ ( B f - i f ' . t f C t s | ( I t . U l 

et 
^ F 



<? I ^/VÌ I r> £ 4 d t 4 . ^ ^ 

et - - t i 
à? - t 

(It 

Quelques points importants 

C-i ̂¾ est definì pour tous z„ , z2 ssi C f O (condition indépen;-

dante de z); le noyau correspondant semble donc particulièrement 

adapté à l'écriture de l'opérateur £ £g\. 

A 

V4(Vp comme on l ' a déjà vu, diverge pour B = O, c ' e s t - a - d i r e 

pour Z-1 et Z1 définissant des plans images l 'un de l ' a u t r e . 

S4(S11)diverge pour A= 0, c ' e s t - à -d i r e pour Z1 définissant le plan 

focal "gauche" du système l i n é a i r e : è - f l ^ i ( (U.23) h 

C-

A 

F̂  (%tj diverge pour D = O, c'est-à-dire pour Z2 définissant le plan 

focal "droit" : V ^ - T " ( (̂ -23) ). 
En notation de Dirac: 

R2 

1 I ^ " Ut> éT^r>'<] <m<> 
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A 
Pour %A et ẑ  en relation image: B = 0 et 

1 -îîTt 

5 W p < y l F ; > < P ' l ^ > 

^ ew« < | l % > 

On a retrouvé de façon particulièrement simple le résultat ( 1+. 31 ) • 

Les saufrs de phase aux plans-focaux-et aux plans images. 

Le noyau intégral ^ fr) à j / O | <> ̂  (U.39) .est singulier pour B = O, 

c'est-à-dire pour Z1 et z^ liés par [h.26): notons Z1= itz^). Au voisi-

nage de ẑ = 1(¾), l1 écriture de ̂  par (h.39) est donc inadaptée. On 

peut par contre y utiliser (k.Ul), A étant non nul au voisinage de 

z,= 1(Z1), si U,-a,U°o. 

En effet, A = A + C(at-«0 = ^ (B,»-&(**-0 J est non 

nul, AtCU1-O2') et Bl Ei(H2-O2̂  ne s
Jannulant jamais en même temps puis­

que ci-tt t % O J 

Au voisinage de Zx= i(z^), Z4Î* 1(¾), on aura donc: 

4'^t' e^ ( lr i t'" f'^?'it'>^t'i^.> 



Si on complète l'exposant de 1'integrand pour obtenir um carré parfait, 

il reste une intégrale de Fresnel ( (AS TO) p.301) qui vaut-at'irî — , 

l'exponentielle restante étant bien entendu Q r *i ̂ Kt-H j &e sorte 

qu'on peut écrire, pour zA voisin mais différent de I(z^): 

pr; est constant au voisinage de Z2 = I(z^) ( U1-^i £<*>) , où B change 
•fi i 

de signe: il apparaît donc un saut de phase de TT dans (U.39) en Z4= I(z„), 

de façon naturelle, en fait, puisque cela revient h. reinplaceryß pai* 6 

C'est ce même saut de phase qui apparaissait dans (U.31). 

* * Choisissons, pour ^"t | £ (*J ( t' •> le facteur ~ c A 

(c'est le résultat (U.6) ), et revenons au noyau (U.Ui); 

^ - - £ 4 ^ ' ^ ^ - * ' * * ' 2tri ß 

V^ 

^ * r(---) 

« 

-H/vu?;*} 
L'exponentielle res tante est "bien sur £ , et on a trouve: 

r 

On obtient le même saut de phase de Tf ,bien connu des opticiens^ 59Js 
A . 

mais cette fois dans (U.Ul), et en z2 tel que A = O, i.e Z1= £, où (U.Ul) 

est singulier. 

Selon le même principe, on calcule "y (t) à l'aide des noyaux (U.UO') 

et (U.U2), si bien qu'on peut réécrire les quatre représentations (U.39) 

à (U.U2) de l'opérateur ^¾/1,^ avec les bonnes phases relatives, le 

choix * * étant posé pour la nhase "absolue": 



(W) 

(s) 

(F) 

G) 

<6i£i/*.,m(> 

<f\ à ' M ^ 

OlSi.(s«}IP'> 

^ ; â*(*t-^»t') 
^rr> £ e 

fc(cV-zt'.p-g?f) 
-1 JL ô 

• 1 A * -

2-irJ A 

-4(!r-^'t*2v) 
(U.U3 

A A 
" M ß \ A 

A A I est donné par U.32) ou (1+.31O. Notons que C = C . 
C b 

Enfin, justifions le terme "corrections de Fresnel"(GO 71) utilisé au 

paragraphe 3*2 pour qualifier la correction d'amplitude apportée par l'équa­

tion ("de Schrödinger") de l'optique ondulatoire collimatée à la solution 

donnée par l'optique géométrique (eikonale). 

Pour un espace libre entre a = z = 0 et a = z = z , (̂ .32) donne: 

Ï -1: ; , si bien que (W) s'écrit: 

*\* 

^ t I ^ 4 (S11̂  I O (kM 

C'est exactement le noyau intégral de l'approximation de diffraction de 

Fresnel dans l'intégrale de diffraction de Kirchhoff-Sommerfeld (voir p.. ex. 

(GD 68) ou (BW 59, pp 381-382) ). 



5. CONCLUSIONS. 

Un des enjeux de ce travail était d'étudier le parallélisme frappant 

entre l'optique collimatée et la mécanique quantique, et d'en tirer 

parti pour illustrer ce que peut représenter l'évolution d'un état 

quantique d'une particule sans spin. On a montré que les limites de 

cette analogie sont à chercher dans les fondements conceptuels de la 

mécanique quantique mais que sur le plan strictement mathématique, le 

parallèle est défendable et qu'on peut établir une correspondance entre 

les interprétations des grandeurs dans les deux domaines (intensité-

densité de probabilité, valeurs moyennes, relations d'incertitude...) 

L'équation "de Schrödinger" (2.20) obtenue reste cependant plus 

difficile à traiter que l'équation usuelle '^$= W où d 1 ^ ^ ^ 

à cause du terme 4 j=rP— . On peut envisager une hypothèse supplémen­

taire sur l'indice de réfraction pour pouvoir négliger dans ce terme 

la dépendance en B et z, et retrouver ainsi le problème usuel (hypothèse 

du type (3.25)-(3.26) par exemple). Une autre application de cette 

équation serait de considérer le cas stationnaire d'une fibre optique^S 

On peut se ramener dans ce cas au problème usuel mais avec un potentiel 

V non local (équation de Kisslinger^-1- 73),(AH 79)). La transformation 

de A.M. Green̂ -*- 73; ,(GR o2) permet de l'écrire comme une "équation de 

Schrödinger à potentiel effectif local dépendant de l'énergie'.' Une 

étude du cas stationnaire donnerait l'interprétation correspondante en 

optique collimatée de grandeurs comme l'énergie ou la probabilité de 

transition en mécanique quantique. 

Relevons encore que le critère (2.22) ne s'applique qu'au test de 

collimation selon l'axe z: l'analogie avec la mécanique de Schrödinger 

est perdue lors d'une rotation (dans II ). 



Quant à l'étude de la matrice S associée à un système optique liné­

aire (chapitre U), on peut aisément la généraliser à un espace de dimen­

sion d quelconque^** 02/. s-j_ ]_a transformation canonique est donnée par 

une fonction génératrice correspondante s'écrit: 

\jjit\i) -~ L(~t'-fAv\2.t'-h"K-V-bS"t) 

C'est manifestement une généralisation de (U.U3W), et les autres re­

présentations (U.U3S,F,G) s'en déduisent par transformation de Legendre. 

D'autre part, ce formalisme des fonctions génératrices permet d'envi­

sager le cas des systèmes optiques non linéaires(au sens où la trans­

formation canonique T (3.2U) n'est plus linéaire). S'il existe une 

fonction génératrice donnant T globalement, l'approximation du noyau 

intégral de S n e comporte qu'aine exponentielle. Par contre, si une 

fonction génératrice, par exemple W, ne donne T que localement, c'est-

à-dire si agf ̂ njv s'annule, l'approximation est une somme d'exponen­

tielles, les phases relatives étant liées à la structure de la variété 

lagrangienne définie par T^AH "̂ J selon les prescriptions de Naslov'™ "-*-• 

Cette approximation est à rapprocher de la méthode semi-classique (somme 

sur les chemins classiques)'8*** 72),(CR 80) basée sur la formulation 

feynmanienne de la mécanique quantique. Cette méthode fait un large 

appel à la "phase stationnaire", ainsi qu'à la théorie des catastrophes 

au voisinage des caustiques'*^ To),(CR 80),(BE 80). 
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73. 

ApEendiçe„.i METHODE_DE FESHBAÇH_ET_VILLARS. 

On appliquera ici à l'équation de HelmhoJttz une technique que Feshbach 

et Villars ont utilisée pour celle de Klein-Gordon en 1958 . Cette 

méthode exacte fournit une équation vectorielle dont les composantes 

ont une forme semblable à (2,20), et qui se prête donc à une discussion 

sur la collimation. 

A.l. Forme hamiltonienne de l'équation de Heimholtz. 

o ;* H 
Introduisons le champ 1 ^ P - ~ \ (A.l) 

' n dir 

L'équa t ion (H) pour Ç s ' é c r i t a l o r s comme un système d ' équa t ions 

pour l e couple (4 <£ j : 

4 Ì 
I* Cb i 4- •_! 

^1 
5 • * ? - £ £ 

. (A.2) 

On peut rendre ce système plus symétrique en passant aux champs (O 

définis comme suit: 

i - ± ( ( p + . «?_) i ' = f ( 4 - l ) (A-3> 

Regardons 1Téquation d'évolution pour les champs W :. 



IU. 

et en groupant les termes, on obtient: 

tîr ^ ,A (A.U) ; ' i r = *f>£ f ^*VM t ^£<? 5 

:A.5±) 

Avec J- ~"y , le système s'écrit: 

Formellement, on peut écrire (A.5±) SOUS la forme d'une équation de 

Schrödinger: 

Notons ij] = ( M £ € {A.6) 

Pour toute matrice m x n à coefficients dans (L , on notera: 

H = H ^ n étant la transposée de M {A.7) 

et n sa conjuguée complexe. 

Donnons enfin les matrices de Pauli: 

Avec ces notations, (A.5+) s'écrit: 

(A.9) 

v\ 



On peut munir l'espace des fonctions à valeurs dans (L de la métrique 

indéfinie G3 ; le "produit scalaire" s'écrivant: 

L'adjoint d'un opérateur est alors défini de façon usuelle: 

' ~ + "X : 4i i = ( ^ . O LU i V à . a ° - + * > ; 4 J j = ( i . O i i l ) V I ^ L J J 
et (A.10) donne: 

y = (T, $ fl-/' = (T3 c> T3 

Cette définition fait de [J-) un opérateur symétrique: (J-) = ^j 

en effet: 

• <?s ( < ^ + ' G i ) CTj = ((T^ ) l - i C 3 CT1 CT2 = CT2 * t' <T2 

* c i ^ ^3 = - t CTj 0~„ CT3 = ; <3% 

Regardons l e s p e c t r e de If) dans l e cas n=l : 

EeSpH £> ^ ( ^ " E = 0 

d'où E2 + ? 1 = \ 

c ' e s t - à - d i r e ^ H = H , 1 ] U «' IR 

!Tw, E 

- 4 

Les ondes planes associées à ces valeurs spectrales sont 

. WHE\>^E.) 
*.<*•»> = i ( : : 0 

(A. 

(A. 

P « .K 



7b. 

Pour E = iTv*E , i est ione onde se propageant selon p (J. 6*0 ) et dont 

l'amplitude, si T m E > 0 , est amortie exponentiellement en z. Une telle 

onde peut se rencontrer dans le cas de la réflexion totale, dans le 
(BW 59) 

milieu le moins dense (onde evanescente }: 

^ > n 2 

A.2. Equation de cont inui té . 

Comme au paragraphe 2 . 3 , on peut écr i re une équation de cont inui té . 

La "densité" s ' é c r i t à l ' a i d e de CT3 : 

itj! <*.*> - ¢3 <r3 tjl = | H > / - | t (A.12) 

Reprenons l'exemple de l'onde plane solution de (H) libre: 

p a r ( A . l ) : <j> = £ <j> 

P -̂ E = 1 

et (A.3) donne bien l 'onde plane: 

et donc : 

- i 

Si B est l ' ang le (or ienté) défini par l ' axe z et l a direct ion de 

propagation de cet te onde plane (dans IN ) , a lo r s : 

ReE = toss y V - (I*, E ì1' = ( s f n e | 

et % - C05 G 



\, donne donc l'intensité de lumière traversant un plan perpendicu-

laire à l'axe z, et le sens dans lequel cette lumière le traverse, J^+ 

resp. J If I indiquant dans quelle mesure la direction de propagation est 

proche de Q0 resp. - Z0 

m 
direction de 
propagation 

\%\ H 

De même, on peut définir une "densité" de courant (champ de vecteurs 
sd-1 

sur IR , pour z f i x é ) : 

V4V j . 4 - ^ I * ¢(4+o-ovi t i OÙ ^ = ( ^ ; (A.13) 

et " l ' é q u a t i o n de Schrodinger" (A.9) donne, avec l e s d é f i n i t i o n s (A.12) 

et (A.13) , l ' é q u a t i o n de c o n t i n u i t é : 

Ji«V£ = O (A.HO 

En fait, (A.12), (A.13) et (A.lU) ne sont rien d'autre que les défi­

nitions et relation qu'on associe habituellement au champ <)) solution 

de (H): en effet, en fonction de d) ,on vérifie que 

* 
* i™ f i é a * 

ï * = * 1^ <f>*v4 
qu'on peut grouper en une d-densité de courant: 

(H) impliquant bien (A.lU): 

(A.15) 

v 5 - 3 = ° 



Dans le cas de l'onde plane: 

On voit apparaître la décroissance exponentielle dans le courant, pour 

E =iImE, ImE>0 ; il faut noter que dans ce cas, le courant est non nul 

alors que la"densitén ̂ A-
 es-t nulle. 

^A n'est pas positif ou nul: ce n'est pas une "vraie densité", mais 

on peut l'interpréter comme une différence de deux densités associées à 

deux flux d'énergie opposés. Une telle interprétation est bien sûr justi­

fiée, comme on vient de le voir, pour les ondes planes dans le cas libre, 

mais de manière générale elle n'est pas tout à fait compatible avec celle 

de ̂ v dans le cas des ondes collimatées (voir paragraphe 2.3), comme on 

le verra au paragraphe suivant. 

Dautre part, on rappellera une autre conséquence importante de la non-

positivité de la métrique : on ne peut pas déduire les relations de 

Heisenberg. C'est en effet l'existence d'un "vrai" produit scalaire qui 

permet de les obtenir (voir p. ex. (CT 73) ). 

A.3 Collimation et conjugaison. 

La forme (A.5+) de l'équation (H) est proche de l'équation collimatée 

(2.20): il suffirait de poser If _ = 0 dans (A.5+) pour trouver la forme 

(2.20) et Ip =0 dans (A.5-) pour trouver la forme (2.20) avec " renver­

sement du temps", c'est-à-dire une équation pour le champ: 

'X. a f^ ^ £*" T donnée par (2.l6) 

avec le critère de collimation (2.22b) 



Cependant, poser lf_ = 0 signifie, en vertu de (A.l) et (A.3): 

c i 3<j> CAM) ? as. 

4> « + 
qui s ' i n t è g r e immédiatement: 

(On a u r a i t de même, pour ^ - 0 : 

<JMt,*) - <p (ti e 

.A. 5-), pour 1P-= 0 , se réduit à: 

0 = (A 

et on vérifie sans peine que (A.IT) est compatitile avec (A.5+) en utili­

sant la forme (A.l6), puisque ̂ >=p?<J> pour lf_ = 0. 

Mais (A.17) s'écrit, après quelques calculs: 

et ne peut donc être satisfaite identiquement en 2 qiie si —• = 0 

(dans ce cas en effet, (AJ.7) ne dépend plus de z), 

Il n'est donc pas possible de négliger complètement l'effet de ̂ f_ 

(ou de (̂4. ) dans le cas où n dépend de z. 

Relions maintenant ((̂  et f̂_ à la factorisation (2.22a): 



Ainsi : 

C - F 4> 
(+ì ^ ï- _L e 

2.; ^ r 
•f > * H «-> 

J * 

1P 
(H Vf _w^ (A.I8±: 

De même, pour l a f a c t o r i s a t i o n œ - £. /\V-> , on:aura 

< ' = 
•̂ F 

, r . F + H - u ^ 4 ? 
:A.I9±) 

(+1 /nW Il apparaît alors que négliger CP_ ou ĵ)7 revient à imposer: 

y 
Wti 

à * 
£< vo ^ 

<± A.20' 

De plus, on vérifie avec (A.l8) et (A.19) que la "densité" Ç i (A.12| 

s'écrit: 

î + (tl 
= t F<P| + *Iv* (̂  (ti d± Ck) 

CA.21) 

!A. 20) impliquerait alors, avec (2.19) et (2.25), que 

L'approximation (A.20) permettrait donc d'identifier les deux densités, 

le signe indiquant le sens de propagation de l'onde collimatêe, et va 

dans le sens de l'interprétation de ^. suggérée au paragraphe A.2, que 

n'autorise pas notre critère de collimation (2.22b). 

Ecrivons le critère (2.22b) pour le champ {0 ; par (A.18-) on a: 

tA 

^{ïF + (t£-Hr)z Ai 

OT^ ( „ (H 
4-iïH"K" 



et donc > 
à 1AI/W 

èl 
«V\ W \*i 

àl s'écrit 

zF %f\ l ^ ^ -.„^V*1 ^ ^ , p f 
^ t J^ > Ï ^ * 

d'où 
3* 

-(i-f.4f C1 *o 

Remarquons que l ' i n t é g r a t i o n de c e t t e approximation ne donne r i e n 

d ' a u t r e que (A.18-) a s s o r t i de l a cond i t ion (2 .22b ) . 

Reprenons maintenant l ' é q u a t i o n (A.5+) sous l a forme: 

, 5 (•*?<-O 
5* 

A 4 -ZZ 4 

ifi(f+f)-,(fff) 

^ J 

s. O par (A.22) 

Souvenons-nous que Mf^ ̂ T L = Ĵ* ty •=. K . Alors 

(A. 5+), avec notre critère de collimation, est bien l'équation "colli-

matée" (2.20) pour le même champ O^ . Est-ce compatible avec l'équation 

(A.5-)? Cette dernière s'écrit, compte tenu de (2.20): 

Tirons de (A.22) : 

= - ^ V / • / (+1 t > ^ ^ <n& 
^ Î T ^ 1 ^ ^ : 

La f a c t o r i i .« A* i s a t i o n "y1*"*«. J^ *a ' t ì e donne, e l l e : 

<:* a ^ 
- « ^ • " i S S f * ' 0 W JcJ* e 

3è 

«1 



et on constate que (A.1Ô-) assure la compatibilité ; l'équation (A.5-) 

est donc automatiquement satisfaite dans l'approximation (2.22b) si (A.5+) 

l'est. ' 

= Jm AI/ £ inverse l e s r o l e s des equa­

t i o n s (A.5+) e t ( A . 5 - ) . Comme c i - d e s s u s , on peut é c r i r e no t re c r i t è r e de 

co l l ima t ion ( ? j â J [ « • rt I T - ^ l ) à l ' a i d e , c e t t e f o i s - c i , 

de (A.19+); l ' é q u a t i o n (A.5-) devient dans ce c a s - l à : 

: i à y M ~ K , y'- » w 

• ) \ - " ï p ' p / + " O f U.23 

qui n'est autre que le pendant de (2.20), avec collimation dans le sens 

opposé; comme plus haut, (A.5+Ì est automatiquement satisfaite. 

On voit donc que dans le cadre de la collimation du chapitre 2, le 

système d'équations {A.5) ne découple pas: on ne peut pas assigner stricte­

ment les deux sens opposés de propagation aux deux champs (f*1 resp. <-% ; 

les deux sens en question sont plutôt liés aux équations elles-mêmes, 

(A.5+) resp. (A.5-) et aux champs ̂ 1+ resp. ifH (ou tp resp. Jp ). 

Notons que le passage de l'un à l'autre est donné par la conjugaison 

complexe : 

' 4-
si *X ' = P^ ̂ ' ^ £ est solution collimatée de (A.5+) 

* * ~H 
alors '/" - 'X"0 = J^ ^{A} e * est solution collimatée de (A.5-). 

Pour les champs Uf , le facteur i de (A.l) intervertit les signes 

dans (A.3): 

O)=Cp et (j)=d) = $ > 4 ? = _ , j ) 

ce qui donne la conjugaison: 

( ) c : ifj, ^ = ^ ijj* 

Oc - ^ 
On vérifie aisément que I ( ] (J-) - O i l'équation "de Schrö-

dinger" (A.9) est donc invariante sous la conjugaison ( )- . 



Pour l'exemple d'une onde plane: 

" , (tù 1 ' fl 

M i - t Cf) Ui)* ITf 

on a: Wc' 1 M <- ETt) 

^ ) change le sens de propagation (dans R ), 

Les factorisations <J> et Cp (voir (A.l8) et (A.19) ) donnent, pour CD-

et la condition de collimation (2.22b) s'écrit: 

Collimater revient donc à restreindre le spectre à des valeurs proches 

de 1 pour la collimation (+) (factorisation initiale (2.22a) ou "de gauche 

à droite") et de -1 pour la collimation (-) (factorisation (A.19) ou 

"de droite à gauche"). 

coll imation(-) 

M 

collimationf+) 
\ 

1 JUF 

La conjugaison change le signe de E (collimation(i)—*• collimation(r) ) 



8U. 
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