3]

UNIVERSITE DE NEUCHATEL INSTITUT DE PHYSIQUE

OPTIQUE ONDULATOIRE COLLIMATEE

présentée & la Faculté des Sciences
de 1'Université de Neuchdtel

pour l'obtention du grade de docteur €s sciences

€

par

B.Chabloz

physicien dipldmé de 1l'Université de Neuchétel

juillet 1983



IMPRIMATUR POUR LA THESE

de M onsieur Bernard Chabloz

UNIVERSITE DE NEUCHATEL
FACULTE DES SCIENCES

La Faculté des sciences de I'Université de Neuchatel,
sur le rapport des membres du jury,

MM, les professeurs P. Huguenin, J.P. Amiet.

autorise l'impression de la présente thése.

Neuchatel, le  28..octobre. 1983

Le doyen:

4 Bt

H. Beck



TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION

ONDE MONQCHROMATIQUE: UNE APPROXIMATION SIMPLE

1.1 Equation de Helmholtz (H)

1.2 Hypothése sur les solutions de (H); collimation
1.3 Analogie avec la mécanique quantique

1.4 Une propriété de covariance de 1'équation "collimatée"

UNE APPROXIMATION FONDEE SUR L'OPTIQUE GEOMETRIQUE
2.1 Limite classigue du probléme exact

et faisceaux collimatés classiques
2.2 Critdre de collimation pour 1'équation (H)
2.3 Equation de continuité
2.4 Relations de Heisenberg

2.5 Limites de 1l'analogie avec la mécanique quantique

ETATS CQHERENTS ET OPTIQUE GEOMETRIQUE
3.1 Etats cohérents
3.2 Interprétation géométrique des paramétres
et collimation
3.3 Modes supérieurs
3.t Optique des faisceaux et matrices de transfert
3.5 Paramétre q(z) et optique géométrique
3.6 Caractérisation d'un pinceau lumineux

3.7 Succession de systémes optiques linéaires

15.

16.
18.
21.
23.
26.

28.

28.

34Q.
35.
37.
41,
L,
5.



b,

OPTIQUE ONDULATOIRE DES SYSTEMES LINEATRES
L.l Matrice éi d'un systéme optique linéaire
4.2 Application & un pinceau de lumiére
4.3 éz est une représentation projective de SL(2,R)
4.4 Transformations particuliéres
4.h.1 Transformée de Foufier; foyers
L.h.2 Image

4.5 Fonctions génératrices

CONCLUSIONS

APPENDICE: METHODE DE FESHBACH ET VILLARS
A.l Forme hamiltonienne de 1'équation (H)

A.2 Equation de continuité

A.3 Collimation et conjugaison

BIBLIOGRAPHIE
REMERCIEMENTS

CURRICULUM VITAE

k9.
L9,
3.

57.
°9.
61.
65.
1.
T3.
3.

6.
78.

8u,

87.

88.



C. INTRODUCTION.

La physique abordée dans ce travail est celle d'une onde monochromati-

que, champ scalaire solution de 1'#quation des ondes. L'idée est de lui im-

poser une condition supplémentaire qu'on puisse interpréter ainsi: le champ

obtenu déerit un faisceau collimaté, c'est-d-dire que la direction de propa-

gation de l'onde reste voisine d'une direction fixe, par exemple un axe
optique, qu'on conviendra de noter axe z.

Une double raison motive l'introduction de cette condition. Tout d'aberd,
les faisceaux paralléles sont d'un usage fréquent, aussi bien en optique
qu'en physique nucldaire (expériences de diffusion). Ensuite, et c'est 1la
ce qui a constitué 1'amoree principale:de cette recherche, la condition de

collimation conduit & une analogie frappante avec la mécanigue gquantique.

Le cadre suggéré sera plutot celul de l'optique scalaire, mais la référence
d'une telle &tude peut s'étendre 3 la mécanique quantique du point, & l'acous-
tique, & la mécanique du continu, et de manidre générale a4 tout systéme phy-

sigue susceptible d'€tre décrit a l'aide d'une &quation du type Helmholtz.

Le vocabulaire utilisé ne sera pourtant pas exclusivement celuil de l'opti-
gue, et son aspect quelque peu hybride suggérera peut-étre le caractére géné-

ral du probléme posé. Notons par exemple que 1l'étude des faisceaux collimatés

en physique nucléaire deviendra de l'optique paraxiale pour 1l'opticien, qui

par ailleurs verra son colldgue physicien regrouper sous le vocable "diffusion”

{"scattering") les phénomdnes gue lui nomme réflexion, réfraction et diffraction.

Le texte comporte deux parties distinctes, la premiére servant de base
théorique, la seconde en proposant plutdt des éléments d'application.

La premiére partie a donc pour objep la recherche de 1'équation de l'opti-
que ondulatoire collimatée (0OC): le chapitre 1 donne en guise d'introduction
heuristique, le type de condition & introduire pour qu'on puisse interpréter

l'onde comme décrivant un faisceau collimaté. L'équation qui apparalt alors



est formellement celle de Schrddinger ol l'une des variables d'espace
(précisément la variable z) joue le rSle du temps, et la longueur d'onde A

celui de la constante de Planck h.
Le plan du travail est alors tracé:
a) proposer un "hamiltonien collimaté".

b) établir le "critére de collimation” & appliquer sux solutions de 1'équa-
tion des ondes. C'est 1'objet du chapitre central de la thése, le deuxiéme,

qui prend pour guide la collimation en optique géométrique.

L'équation de 1'00C est alors une &quation de Schrddinger associge au
hamiltonien collimaté obtenu, et donc 1'00C fournit en principe une illustra-
tion de la mécanique ondulatoire, sinon quahtique: on peut imaginer "voir",
sur un banc optique, l'&volution d'un état quantique en description de Schré-

dinger.

L'étude de ce paralléle &tait bien slr une des motivations principales
du travail: pouvait-on par ce biais dévelopyper. une &bauche d''intuition
quantigue"? On verra que malheureusement cette analogie se trouve limitée
par l'interprétation des objets apparaissant dans la théorie et par la notion

de mesure.

La seconde partie du travail est consacrée aux solutions de 1'équation

de 1'00C dans le vide (cas dit "libre"), “"de part et d'sutre” d'un certain
systéme physique (lentille, diffuseur,...) caractérisé par un champ scalaire
donné (indice de réfraction, potentiel,...}. Un ensemble particulier de solu-
tions de cette &quation (états cohérents, ou "paquets minimawx" { KL 66)(cT 73}
permet , au chapitre 3, de donner explicitement un lien avec 1'optique géomé-
trique, et c'est de ce lien que traite plus en détail le chapitre b, dans le
cadre de la"diffusion", c'est-d-dire de la relation entre des solutions de

1'équation libre dans des régions de l'espace séparées par un "diffuseur"

{lentille, trou, pctentiel,...).

Dans ce cadre-la, l'approximation de collimation peut &tre rapprochée de
l'approximation eikcnale pour la diffusion & haute énergie et aux petits an-

gles(NE 66),(WI 73),(6L 59)  aseortie de corrections de Fresnel(G0 71),



L'intérét d'une telle approche n'est pas tant de fournir des résultats nou-
veaux que de situer les technigues traditionnelles de calcul d'optique des
faisceaux dans un cadre précis: entre l'optique géométrique et l'optique

ondulatoire, avec conditions de collimation.:

Enfin, un appendice de nature plus technique apporte un complément & ce
travail. Il propose une autre approche de la collimation du chapitre 2, ba-
sée sur une méthode utilisée par Feshbach et Villars(FV 58) pour 1'&guation
de Klein-Gordon. Il s'agit d'une autre &criture du probléme exact (équation
de Helmholtz) guil recéle déja trés clairement la structure de 1l'équation de
1'00C, et cette nouvelle formulation parait alors bien adaptée & 1l'étude de
la collimation. De plus elle contient en germe la collimation dans deux
directions opposées, et ouvre ainsi 4 la possibilité de traiter le probléme

de la réflexion correspondante.



1. _ONDE MONOCHROMATIQUE : UNE APPROXIMATION SIMPLE.
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1.1 Equation de Helmholtz.

Considérons l'onde scelaire;
d
Y @ R« R—¢

—y - ~ Lt
(x ) f)’*‘*‘"‘(b(x,t) = e Cb(f); w el (1.1)
ou é est solution de 1'équation de Helmholtz:

(A + %,(4-u(i\))€i> = 0 (1)

U est un champ scalaire réel; YelR

Exemples physiques:

8) Mécanique quantique galiléenne.

d=3§—4'—“ ‘—'Q—W\w:‘sz_

X2 % L?

: (1.2)
et UM = i‘%v(i) AL}

T hw

m est la masse du point, V le potentiel 2 la constante de Planck,

b} Optique scelaire dans un milieu isotrope.

a=3 ;3 L2 et U= 1- »(R) (1.3)
X et

n est 1'indice de réfraction, ¢ la vitesse de la lumiére.



. (MO u8)
c) Acoustigue.
A w' s ¢l
— oz — : W) = 4 - 2 1.4)
x* Co , L Cs (7) (

W) est la fréquence considérée, ( (X) est la vitesse du son au

point ¥, et < une vitesse de référence; par exemple:

[« ¥
1"

2 : membrane &lastique.

C(i]-T 3 ' posée uni
P = Ieay , oi T est la tension (supposée uniforme) de la

membrane et 67 la densité de.celle-ci au point X.

o = , oi 0, est une densité de référence, par exemple

T
Go

une densité moyenne, (Penser & une membrane inhomogéne.)

11 faut remarquer que dans 1'exemple b), l'dquation (H) n'est pas une
"réécriture scalaire" (pour une onde monochromatique) de 1'équation des
ondes vectorielle exacte (pour le champ électrigue E‘par exemple) issue
des 8quations de Maxwell dans le cas d'un diélectrique linéaire isotrope

de constante £ = T ; en effet, cette fquation des ondes s'écrit:

. — - ? e -
AE + V-(E-Vhe) - 1 ° (¢E) =0 (1.5)

cr et
A\, est mis pour -ﬁ(ﬁ )—ﬁA(VA } , et colncide avec A en coordon-
nées cartésiennes.
On a, c'est blen connu,uyp couplage entre les composantes de i?par le
gradient de £ ; 1'écriture scalaire n'est donc exacte que si & est
constant. De fagon générale (H) est donc,. en optique ondulatoire, une

approximation, dans le détail de laquelle on n'entrera pas ici.

1.2 Hypothése sur les solutions de (H) ; collimation.

d
Soit dans R° wune direction fixe: um soug-espace vectorield-oiengendré

PR -
par le vecteur unité €, .

J — —_ -L J—“
Posons R 3 X =1 + 28 o ted =R (1.6)
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H¢pothése: c{) est une solution de (H) telle que:

&)(2) = eJ;}/\[.’(s,a)

(1.7)

avec ji_-l-g—3|>> 3—1-}2

(pour U= 0 voir (KL 66} )

Si l'on introduit cette hypothése (1.7) dans (H), on obtient pour Ay

1'équation:
BUEL S o
(x=E = -2 AW +AUY (1.8)

C'est une équation de Schrddinger pour des fonctions de ﬁ’\d"x R 3(k,2)
& valeurs dans © |, oll z joue le rdle du temps, et la longueur d'onde A

celul de la constante de Planck h.

On peut comprendre l'approximation (1.7) sur l'exemple simple d'une

onde plane solution de (H) libre (i.e. U= 0 }:

:?'i .o i A
X +— e ou K Y
Notons K: K,-é:, + R oa't-éﬂ,:o

(1.7) signifie alors:

(K - '};)3 ET

,\*(r,i) = £ e
4; > > ]Ke'i‘l c'est-d-dire Kz oy 4;
2

e B LK = oK K

Z‘%l%*h] 4 ?_K:

——
ce qui montre que la direction de propagation K de l'onde est trés voi-

—
sine de €, : le faisceau est ¢ollimaté, et presque aligné sur l'axe z ;

(1.7) apparait donc comme un critdre de collimation.



Toutefois cette interprétation de (1.7} n'est valable gue dans le cas

libre ( U=0 ). En effet, le correspondant classique de (1.8) est une
équation du mouvement régie par le hamiltonien:

a2
L (€3 2) = {E _ i n'(82) (notation (1.3) de 1l'optique scalaire)

alors que le hamiltonien classique "collimaté" se trouve &tre
q q

—d

ol
b (RP.E) =-£%ﬁ;§ - nit, ) comme on le verra au chapitre 2, dont

l'objet sera précisément une amélioration du critére (1.7), dans le but
de trouver une équation de Schrddinger gqui soit compatible avec ce

coli.
hamiltonien L\ .

1.3 Analogie avec la mécanigue quantigue.

S8i 1'on cherche une équation de Schrddinger, c'est avec 1'idée qu'il
existe une analogie entre la mécanigue quantique et l'optique collimatée.

Dans le cas libre, l'analogie est claire:

notons “# (t2) = AP}(B) (1.9)

et considérons des faisceaux d’'intensité finie, c'est-d-dire:

H

Sa"“g | < e
Rd-l

AN

T ol-4
/\]’z appartient donc & gp}f]‘ (R } , l'espace de Hilbert des

vecteurs d'état (on dira abusivement "&tats”) au "temps" z.

Considérons, pour le cas libre (n = 1), un paquet d'ondes solution

de (1.8):

) H BT AL
(88 = jaldk q(k) e( ) (1.10)
[Rd-q

od g a son support centré en to , et “ 3"2 L X

2
’\}/ solution de (1.8) = Y O® = -fjt?z (1,11)

11,
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Le centre du paquet décrit une trajectoire z+——B(z) caractérisée

par la 'Witesse™:

dt

FE SN “hoxp (1.12)
et visiblement, le hamiltonien L\(F,Fl?): % ?1 est tel gue sur
cette trajectolre:
At L )
E P T const.= P,
5 =
dz =0 (1.13)
L‘(t,F, L) = const = Eo

On a donc les "relations de de Broglie":
Po = trn
B, = X0(%,)

(1.1%)

qui relient les paramétres géométrigues ("classiques"} & ceux de 1'onde

(1.10) ("quantiques").

L'analogie avec la mécanique gquantique de Schrddinger est frappante:

NN : =T o4
ci‘ﬁ(t,zh(Hla)-’%)(Q) Lot Hao = 2P +§u(5);)(1.15)

- —t ) .
B et P &tant les opérateurs usuels de multiplication par 1l'argument et

de dérivation:
(B4)w
F )

i

t 1@ (£

. [BMEQJ = '3jgu (1.16)
=V f )

mvill

Dans le cadre de cette analogie, le sens de 1'approximation (1.7} est,

pour 1l'onde plane /\P(t' 2) -e_E (k.t-ntne) U=0

{1 2
By L L ‘_Q_ Ic'est—z'i-dire TR << 1 (1.17)
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jlf est l'excédant que fournit la relation approximative (1.11) au

carré du nombre d'onde total exact de l'onde plane solution de (H)

libre: - - -
(ks th-nE) x K-
2

d) ; ? r-._zn'

- 1 3
nb. d'onde total) = K = | PR 2.%;. L Nt

[ERLN
~

= 1 2
F L L L

—t

ie carré exact &tant K = _}F

"1.11; assure donc l'exactitude de la phase au premier ordre en E,

paramétre qui mesure en quelque sorte l'erreur commise par rapport i (H).

1.4  Une propriété de covariance de 1'éghetion (1.15).

On peut préter a l'analogie exposée une vertu illustrative: elle pour-
rait permetire de "voir" la mécanique de Schrddinger sur R*x[R dans 1le

comportement de faisceaux collimatés de lumiére monochromstique (la fré-

quence jouant rappelons-ie, le rdle de -%-). Toutefois, cette analogie

présente un grave défaut: comme on l'a souligné au paragraphe 1.2,

i'équation gui décrit un faisceau collimaté en optigue géométrique ne

correspond & (1.8 ) que dans le cas libre, ol n = 1.

Notons qu'en particulier (1.8 ) est une équation covariante de
... (JA 6 . . .
Galllee( 8) (rappelons qu'on peut interpréter z comme le temps: il

ne s'agit pas ici de regarder des faisceaux collimatés dans un référentiel

réellement en mouvement!) au sens suivant:

La transformation de Galilée s'écrit (penser i z comme au temps):

) ) e

B+ 20 +T,
. - d-
ou goetkr gont des vecteurs constants de ﬂ{ *.



L4,

Pour le champ U :

Fl [ / [ s
A (.2} = U(E-E({—oaz)
Dans 1'espace des

{1.19)

états, la covariance signifie qu'il existe un opéra-

teur unitaire: ( voir (JA §8j )

] —_— —
4 —
i = + +
RN . ) (1.20)
[‘ = ' — N — . -
Sei, Ga,g, = R +7T & B- ‘[H,BJ
et qui ne modifie pas la forme de 1'équation (1.8 ), c'est-d-dire que:
.y 9 "‘ i,?. I /
T 92/2 = (_;__AE" + U ),*e (1.8
On montre facilement que la transformation donnée par:
, (0.8 L5 Baaty)
\ —
/\h* it = e ’\}/}[E—H*E) (1.21)

donne explicitement la covariance, 1'opérateur s'écrivant:

-;_(G-E-hht)-f‘) F PN Loy ;a-ﬁ
Goy = € - ’
G.t,

= € e € (1.22)

On reconnait bien sfir la représentation projective du groupe de Galilée
pour la "masse" 1 (JA 68)
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Le but de ¢e chapitre est d'induire un critére de collimation dans
le cas ondulatoire de l'équation de Helmholtz, sur la base d'um critdre
évident en optique g€ométrique et du passage 3 la limite "classique"

{géométrique):

r N
1 H

s principe de Fermat |

Bquation de Helmholtzilimite "elassique

‘c.0) . optique ondulatoire ————— optique géométrigue (o.g)
| (paragraphe 1.1) (paragraphe 2.1)
- "
2
3 critére l évident
?

. 8gq. de Schrdédinger |
optique géométrique
{ collimatée

optique cndulatoire
collimatée

————
limite "eclassique'

‘ L

{o.0.c) {o.g.c}

(paragraphe 2.2) (paragraphe 2.1)

En d'autres termes, il s'agit de trouver un passage de (0.0) & (o0.o.c)
qui rende ce dlagramme commutatif, Il se trouve, comme on va le voir,

Lz

qu'il convient de généraliser (1.7) en remplagant Ef par la phase
e (&

eikonale(NE 66)(GL 59) eﬂ n (g, & dt

s les deux factorisations
étant bien slr identiques pour le cas libre n = 1.

De plus il apparaitra nécessaire, pour obtenir l'équation de Schré-
dinger désirée, d'introduire le facteur é%— qui est précisément la pre-
miére approximation d'amplitude de la méthode WKB (voir par exemple

(CR 80), (BM 72) ).
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2.1 Limite "eclassique" du probléme exact et

faisceaux collimatés "classiques”.

Considérons une solution % de (H), dans les notations (1.3) de
l'optique, et posons: .
+5&)
b)) = g e (2.1)

ol S et g sont des fonctions réelles.

. ‘ O AR e £e
4% < 1(54,5  [555) 19+ 2035 4 4,9] &

€
. , -5
et (H) devient donc, aprés multiplication par f‘e.’

(FAS-(FS) +nt)y s 2394, YS + 9 =0 (2.2)

On obtient la limite "semi-classique" en faisant X—s 0 , pour obte-

nir 1'équation eikonale bien connue(MF 81), pour la partie réelle de (2.2):

(@S)z = n* (§40) (2.3)

la partie imaginaire donnant une équation pour 1'amplitude g:

Vir (£°98) <o (540 (2.1

Soulignons que cette limite "semi-classique".cesse d'&tre bonne au
volsinage des caustigues, qui sont les surfaces de branchement de la
"fonction" en général multiforme S, solution de 1'&quation classigue

(2.3), et oli 1'amplitude g diverge {voir p. ex. {(CR 80) ).
On peut écrire (2.3) sous la forme:
95)1 2 o
B - w -G
¢'est-d-dire i - mlﬁ(vsyj = 0 {2.5%)
oz *+ £ = :

d-t
Ce sont deux égquations de Hamilton-Jacobi sur R x ‘R y Z Jjouant le

r8le du temps, et associées aux hamiltoniens:

\a;_@;?aa = 4_-\/“1(3,*5‘-1;1 (2.63)
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Visiblement, =i S est solution de (2.5+), -5 est solutionwde (2.5-);
on ne considérera donc qu'un des signes, en choisissant L\_ . Ce hamilto-

nien correspond bien au principe de Fermat, selon lequel le chemin optique

jr“(?}ifﬁi est une grandeur extrémale sur la trajectoire I' , graphe de Zwb(y
En effet:

roo ) f : :
O = 53:‘\{)":0‘5(*} = éjh(t,{) 4 ‘}'E(z?') 42‘ = (gg‘e(tlrii)g!}
o r

ol f (t,*;‘,z) = wni{ga) 4 +£° (f;' > %_) (2.7)

et le lagrangien ? est bien une transformée de Legendre de W

] - T " )
A LA (2.8)
' -3 4+ %
son St - bl Frin .2 = nit) t.=+ z(t.e\(*!-,z;
14

Remarquons cependant que le passage de (2.6) 3 (2.7) nécessite gue la

trajectoire (le rayon lumineux) |’ soit le graphe d'une fonction Z+=Bi(2);

c'est la restriction sur le type de trajectoires qu'apportent 1l'&criture
(2.5) de 1'équation eikonale et le choix d'un signe, ce dernier étant le
choix d'un sens pour les rayons lumineux, et 1l'interdiction de tout point
de rebroussement ol % ne serait plus d@éfini. En d'autres termes, le
choix d'un signe impose que les trajectoires soient transverses(Ps 78)

3 tout hyperplan 1| orthogonal i 1l'axe z. Ce sera évidemment le cas

pour les faisceaux collimatés.

—

Lij
\\\\a_ ¢‘EOL T 2;>\\ , &

> >— >
2 Z

trajectoire transverse trajectoire

4 tout hyperplan 1 non transverse

a l'hype;plan L3
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Ce qui carsctérise une trajectoire collimatée, le fait que sa direction

reste voisine de €, , c'est évidemment que sa "vitesse" soit trés petite.

Le critére saute aux yeux:

2
z+—F (20 collimatée 4= P o(2) << 1, Y2 (2.9)

Par la relation (2.8), cela revient a imposer:
—l < V]Z
P < (2.10)

Leg fonctions de Lagrange et de Hamilton s'éerivent alors respectivement:

L2
p et v t.2) = w(t,a)iE + n(52) (2.11)
-l N
n o (53,2) =-_P(—t_) - n (t,2) (2.12)
2n{b 2

Cette fonction de Hamilton est manifestement différente de la forme (1.15)!

L'équation de Lagrange:

(nﬂ = ({- E'44) Un

=
ey,
l

= Pz ey _(J?ojn)‘{;‘ (2.13)

n'est visiblement pas covariante galiléénne tant que l'indice de réfra-

ction n dépend de z.

£

2.2 Critére dé collimation pour ﬂ'équation de Helmholtz.

L'approximation simple (1.7} ne permet donc pas d'obtenir une équation
de Schrddinger avec un hemiltonien correspondant d (2.12). Introduisons

alors une factorisation plus générale que (1.7):

L4

d(xy = €& AV (5,2) (2.14)

la fonction £ étant telle que-ggi ne s'annule jamais.



On a: #
2 & ot >4 ¥
Y T %32 ¢ + ' e (2.15)

2

On peut alors exprimer en fonction de T et écrire 1'équation

aat
de Helmholtz (H):(A;»,r;i)c}:o de la maniére suivante (puisquega—&{- # 0):

I P R VIV sy EF
dn 0t s+ (55t -Gr) e E)e e Ste §eo

232 x*
Z
Posons alors ,F (.2, - jh(t't)d{— (2.16)
o
et définissons: C_b est une onde collimatée sur l'intervalle [a,bssi
¥ 3 2
pour zefa,b): X |9%] o =0
EYR Tz | 3y (2.27)

Cela signifie que sur une distance de l'ordre de ;’t s f\}/ peut, en excellente

approximation, &tre considérée comme lindaire {affine) en z.

Compte tenu de (2.15), (2.16) et {(2.17), (H) devient:

Vi dd ¢ 50
c,\g_;ﬂ = ﬁiAci;—(nJr%j;W (2.18)
on a noté A;-:-A.

— .
Dorénavant, on noters v pour vt , et de mé€me pour tout opérateur

fabriqué avece VL_ .

Précisans bien que la factorisation (2.1%) ne vise pas & passer &
une 8quation pour le champ ’ﬂ’ , mais seulement 3 &tablir le critére (2.17).

(2.18) est une équation pour §, le champ original de 1'équation (H).

(2.18) se rapproche d'une équation de Schrddinger avec un hamiltonien
correspondant & (2.12); seul un terme% %vient s'ajouter & n. Pourtant,
si l'on veut conserver l'analogie avec la mécanique quantique, exposée
au chapitre 1, on doit obtenir un opérateur hamiltonien autoadjoint; or
l'opérateur L A  n'est pas symétrique. Cependant, parmi les symétrisa-
tions envisageables ( %(%A +A‘:‘.) ‘,—VA.%E" } , il en existe une (et une

seule, semble-t-il) qui permette d'absorber le terme supplémentaire:

introduisons la fonetion o= F % (2.19)

19.
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.. _ 2(_ _3_@ _ 4 d% 4 dw
A.lnSl,c})— 5 et , = ﬁ«_: (3—{ - - _a_}_’X)
On peut donc écrire (2.18)} sous la forme:
' ~ a e .& 9\4
N3 1w d2 SV N 2 2w 3 N
Les termes en Tﬁ;— disparaissent, et 11 reste, aprés multiplication parJH:
v 9% 2, x
(X = = - 45 - nX (2.20)
dz 2 A v

C'est bien wune &quation de Schrddinger:

cX g—:(’s,z) -= (H ')(2,)(’8)

(2.21})
4 1 Tt 4 _ yt
= A - n =
oa H 2 h(ErZ-\ L H{Br}) (B,E) H
En résumé:
% nib ¢)dt
{9 = @' ® ALY (a)

49 est une onde collimatée &>
e

a2t

(2.22)
<4 Zn‘% ou %j;-=0 (b)

et le champ}(:]\?\n{) obéit & l'équation de Schrddinger (2.20).

X

Comme annoncé, la factorisation (2.22a) fait apparaitre la phase

eikonaie(NE 66)(GL 59), £
S n(B,e) d¢

4]

(intégrale du''potentielsur une paralldle & 1'axe de collimation)

Plus précisément, dans le cas de la mécanique, (1.2) et (1.3) donnent:

- (%)
= 4 — == 2.2
n(v) = (2.23)
et c'est pour E>>V que (2.16) apparait effectivement comme la phase
eikonale:
5 2 E
vV (E,¢) 4
i~ 1 - -)dt = z2- = V(3 ade 2.2%
KV\(E,e)dt =, g( Tt ) 25_5 (5,6 (2.24)

o ] (-]



Cette factorisation (2.22a) est anaslogue § celle qui résulte de 1'ap~
proximation parabolique de Fock-Leontovich(KS 80), mais cette dernidre,
basée sur une hypothése sur n, est moins générale, et donne une &quation

du type (1.8) plutdt que (2.20).

On trouvera une autre approche de la collimation dans 1'appendice A.
I1 s'agit d'une méthode calquée sur celle qu'ont utilisée Feshbach et
Villars(FV 58) pour l'équation de Klein-Gordon, et qui permet d'écrire
1'équation (exacte) de Helmholtz comme deux &quations coupldes dont la
forme ressemble beaucoup £ (2.20}. Cette approche permet de considérer
d la fois les deux sens possibles de la collimation ("de gauche & droite”

et "de droite & gauche"), 1iés aux deux signes possibles du hamiltonien (2.6).

Revenons & l'analogie avec la mécanique quantique: elle suggére d'inter-
préter les grandeurs ou relations qu'on y rencontre, dans le cadre gde
1'optigue collimatée. Examinons en particulier 1'équation de continuité

et les relations de Heisenberg.

2.3 Equation de continuité.

La densité | @,X (3 = "X (5.2) r‘ (2.25)

donne 1'intensité lumineuse I dans un diélectrique linéaire isotrope

3 - 2 L L ’x
caractérisé par £= W', si 1'on se souvient que ¢ = =y représente une
L

-. »
composante du champ €lectrique E (dit "champ Opthue"(HZ 76) ) et que

=1 [
I=¢<E 25 (voir p. ex. (HZ 76) p. L6)

(densité d'énergie électrique X vitesse de 1a lumidre dans le didlectrique)
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L'opérateur vitesse:

® = 4 pA
B“mfm

permet de définir une densité de courant (CT T3)(AH 79) {champ de vecteurs

(2.26)

d-1 L
sur R" ,pour z fix&):

Lot OCE R ) )
LR - GxIE)

Les termes ol n estdérivé disparaissent, et on retrouve la forme usuelle:

_;}C v % Lwn (’X* VX) (2.27)

De ces définitions et de l'8guation de Schrddinger (2.20) découle

1l'éguaticn de continuité:

- J
o{IV A.y + )—i-*— = 0 (2.28)

Sa forme intégrale
—_— —_—
gé_-o{ﬂ'
X
23

—
donne 1l'interprétation de &
X

- a%' S % i (2.29)
z

wr

s & partir de la variation d'intensité lumi-

neuse en fonction de z:

—t
}X indique la variation en fonction de z,:ide la répartition de la

N — d-4
lumiére dans ”z o JR



Exemple dans le cas libre{n = 1):

. \ S b :
KBy =< ;e @ TwX@) >0, 4
T Wt
densité: g_l{t|a. = e_? @E ' (2.31)
. _!-T_,("Q) @, ;_‘.—t'((l‘itt
densité de courant: ' B} = 7 T ( e ; L c>{(2)te’t )
<X ¥
LI b
=Im(£d\m'|§ e ¥ )
S AV
—* x
&~y (3 = Re () T @ = Rex )b fy(t,a\ (2.32)

On constate que Ivm(itﬂ mesure ls lsrgeur du feisceau, tandis que Reol ()

indique le fagon dont il diverge (RQ&(H >0) ou converge (RQOL(B( 0 ).

2.4 Relations de Heisenberg.

Les relstions de Heisenberg, dans le ceadre de l'optique collimatée,
se traduisent par une limitation du pouvoir de résolution: l'impossibilité
de construire un fsiscesu arbitrairement bien collimgté en méme temps

qu'arbitrairement bien focalisé.

Plagons-nous dans le cadre habituel de la mécanique de Schrédinger:
pour z fixd, la fonction X; (notation (1.9) ) appartient & 1'espsce de
Hilbert L*(R"'}, ’X&, sera un état collimaté si de plus:

T Y. S
* 1l fonction i ‘IFﬁ _ satisfait (2,22)
é .

.9
. L§.j§i_ = H{})')(é ) H(2) donné en (2.21)

)(Eé:Ll(!RJA) assure gque la quantité de lumiére FJE traversant le

plan ﬂ-? est finie:

A So\"'"L $e) B (X, X)) < = (2.33)
IRd-l

23,
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N 2
De plus, H(z) = H+(z\ V2 implique que ‘:: N& =0 .

Une onde collimatée est une succession unitaire d'états collimatés:

Ne = N = const,

Dans ce cadre-1d, pour tout couple (Ct.,Cﬁ) d'opérateurs conjugés
(i.e. [Cﬁ,@:]= &4 ), on a, pour tout état ?(E , les "relations de

Heisenberg':

(2.34)

%
A O, 4,0, >3

4 4%, = (%,,6%,)
ot A, O = i J : i (2.35)
* (1(31 1<é}

(voirlp. ex. (CT 73) )

En particulier:

Ah Bk =AxéP8 2 % gw (2.36)

Dans le cas libre, le fait qué 7K€ soit un état collimaté n'est pas
sans conséquence pour Ax} B s comme on s'y attend. En effet, prenons une
évolution 2+=—'X, d'états collimatés normés ((XhXJ=1) solution de {2.21)

pour n = 1 (=ﬁ’3(2=d%) , et satisfaisant le critére (2.22):

o). ' . _<
r Guay [ ¢ a¢ T2 @) ; { =t A
52 (b 4R T P -
gﬂpa 4 -—% 2 2
- Srellie o gi P d& (2.37)

Dérivons (2.37) par rapport & z:

B"'\L{t .
d 2%

:
F? (_

L v §
o
+.
N_‘.
&
v
{
Q.
[ﬁ
o ML

4
2%2

- 2h oL A éi}(ﬁ)zcﬁz (2.38)
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Le produit scalaire avec A? donne alors
z
(2.39)

[, 3) - L car

dz?
L'inégalité de Cauchy-Schwartz et le critére (2.22) permettent d'écrire

<< 3l
L,

& <TIy Il i
- ) 7

mais, par (2.37)
On a donc obltenu:
1 =1

qiz < ( ) >é& £ < ?'i&;- < (r )z>¢t s ¢'est-d-dire:

£ <A (2.140)

/4 (B >y

Mais pour tout opérateur C} essentiellement autoadjoint, et & dans
a:

G et O,
20 (2.41)

les domaines de définitien de

< o~>;‘

\L
(84, O ) L &> -
done & 2 , et (2,40} implique alors:
oy ¢ [<on,
- 2
A S (2.42) -
2
11 ne reste qu'd invoguer encore une fois {2.41) pour conclure:
(2.43)

(4p,) <<

Comme on s'y attendait, dans le cas libre, P est trés bien défini
Cecl restreint bien entendu les possibilités de
{2.36) donne, dans le cas n = 1

pour un état collimaté
focalisation 4'un faisceau collimaté

et compte tenu de (2.43)
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A%,z Bk >S X (2.44)

Voild qui limite a priori le pouvoir de résolution qu'on peut obtenir
avec un faisceau collimaté, Dans le cas ol n n'est pas constant, de telles
estimations nécessitent une hypothése supplémentaire sur n, qu'on n'éta-

blira pas ici.

2.5 Limites de l'analogie avec la mécanique guantigue.

Les outils mathématigues qui nous servent & décrire les faisceaux

collimatés sont ceux de la mécanique quantique d'une particule sans spin:
espace de Hilbert, opérateurs (essentiellement) autoadjoints, &quation
d'évolution de Schrddinger. On pourrait dire l'analogie mathématique
totale, mais l'analogie physique est clairement limitée par l'interpré-
tation des grandeurs et des relations. Cette limitation peut sans doute
se résumer 4 la différence fondamentale des interprétations de la densité
(carré du module de la fonction d'onde). Dans le cas des faisceaux colli-
matés, c'est l'intensité (2.25), et l'interprétation ne pose sucun pro-
bléme conceptuel: cette grandeur est parfaitement mesurable pour un
faisceau donné. En mécanique quantique, on 1l'interpréte comme une densité
de p;obabilité de présence de lia particule considérée; par dé€finition,
cette grandeur n'est testable sur une seule particule que tréé partielle-
ment: un appareil de mesure n'est capable que d'indiquer si, oui ou non,
la particule se trouve, & un instant fixé, dans une région donnée de

1'espace.

La question de la mesure &tablit donc une différence décisive entre
la mécanique quantique et l'optique collimatée; pas question pour cette
derﬁiére de parler d'expériences oui-non et de réduction du paquet d'ondes,
méme si on peut trés bien imaginer des filtres en position (diaphragme)
et en "impﬁlsion" (lentille-diaphragme-lentille). Les postulats de la
mécani§ue quantique(CT 73) (en particulier celui de la réduction du paquet
d'ondes) n'ont aucun sens en optique collimatée; celle-ci n'est pas une
théorie qu'on peut induire sur la btase de l'existence et de la néceszité

d'expériences oui-non qui permettent de déterminer un état(JA 68) ,(PI 76).



Il ne fait donc gudre de sens d'associer un concept de particule & une
onde collimatée, qu'on devrait plutSt rapprocher d'un faisceau cohérent d'un
grand nombre de particules.

Si toutefois l'on insiste & vouloir associer un concept de particule aux
états normés, la "particule" & considérer doit &tre un objet qui porte une

unité €lémentaire ou un "quantum" de puissance, comme le photon porte un

quantum d'énergie. On peut alors penser & 1 photon par unité de temps (ou

N photons par unité de temps, dans le langage de la seconde Quantification

(voir p. ex. (MR 78) ), mais cette construction dépend évidemment du choix

de 1'unité de temps. Ce probléme est général: il n'existe pas de mesure

instantenée de 1l'intensité d'un faisceau; en réalité, on mesure une énergie
{par exemple le noircissement d'une plaque photosensible) pendant ?n temps

donné, pour obtenir une puissance moyenne. Dans le cas qui nous occupe, cette

unité de temps est sous-entendue puisque dés le début il n'est question que

du cas stationnaire!

L'optique collimatée permet &'"illustrer" en quelque sorte un aspect de
la mécanique quantique: celul de l'évolution d'un état en description de
Schrodinger. Toutefois le hamiltonien (2.21) n'est pas celui d'un point

matériel dans un potentiel local: on peut écrire {2.21) sous une forme qui

fait intervenir un potentiel du type Kisslinger (voir p. ex. (WI 73)},(AH 79) }):

N 3
s 2 =%P-4P—(n}+k1%(ﬂé—;)xg (2.15)

2T.
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Par le biais d’'un ensemble particuiier de solutions de l'équation
"de Schrddinger" (2.20) dans le cas libre (&tats cohérents ou paquets
minimaux), on retrouve 1l'optique géométrique des feisceaux (formule des
lentilles, ete...).

En outre, ces &tats cohérents sont généralement utilisés pour décrire
les faisceaux LASER(KL 66),(KS 80), ce sont ges solutions de (2.20)
qui rendent minimal le produit AR 4P  apparaissant dans les "relations
de Heisenberg" (2.36) (voir p. ex.'(¢T T3) ).

A ce propos, dissipons tout risque de confusion: le terme "&tat cohé-
rent“ s'applique ici & un champ clgssigue et ne fait nullement. allusion
aux 8tats cohérents qui donnent la description gEan‘tigue(MB 78) 4'un
faisceau LASER (considéré comme ensemble de photons cohérents). Notons
cependant qu'il n'est pas abusif de désigner ces deux objets par le méme
terme dans le sens o€ les deux rendent minimale l'incertitude de Heisenberg
(1'un dans l'espace de Hilbertlf(gy)(paragfaphe 2.4), l'autre dans 1l'espace
de Fock ol on décrit les assemblées de photons(MR 'T8)): c'est précisément

une propriété essentielle des états cohérents.

3.1 Etats cohérents(KL 66).

Choisissons la factorisation (+) dans le cas libre n = l.(voir Appendice)

(rappelons que dans ce cas X = d> ( (2.19) ) )

4)(% (5.2) = é

s~

z
~p (B, 2)

si ¢G4 est solution de (2.20), alors AP vérifie 1'équation (1.8)
ol U = 0:
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Introdulsons dans cette €quation une solution de la forme:
; z
~f(A@ -2
AN = e

kqeay
Cn trouve:

f
1°(2) =4
(3.1)
.ol A-4
A Q) = )
Ecrivons alors ces paramdtres sous la forme:
Q(2) = 2Z2-2, - ¢ 9, (3.2)
cA = (04-4)1_“ « ,q° 4 (3.3)
cqe)
avec: 2, R
d-4
1, ¢ RY a= ~, e L*(R™)
. constante arbitraire
Kogelnik et Li(KL 66) qgcomposent ensuite q(z) en introduisant les
paramdtres réels R(2) et Lr(2) :
4 4 X ' |
- = — ’ ' b
qe2) R i) (3.4)
On identifie salors, avee (3.2):
A | " 2
W) £ ow, = 2%4q, (3.5)

2
P &tant autoadjoint, 1'évolution régie par (1.8) est unitaire:

R AN

I
Yy
_-L

P
i
~
oL/“xB
S
o
O_n_
~

v

=
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od 1y, est l'aire de la sphére ‘SJ.J provenant de 1'intégration sur

les angles, et valant(SC T9) .

R
QJ—?. = 2 T

res)
- 02 o

[T S N FESTS:

° (GR 80) 'p.337

- ] ‘zl N
a'ol ¥, = Clat®y Eq,)?

lution normée (3.1}, compte tgnd‘déf(3.$):

oyl

B

T
Yl52) - (C,,&i-—)

3.2 Interprétation géométrique des paramétres(KL 66)

4

, ce gqui permet d'écrire la so-

)

)

. . }
et colllmat'.lon.l

Visiblement, vu (3.14) et (3.8), (Jiz) est le "diamétre" du faisceau

, 2
en z: c'est la largeur de 1a gaussienne |u},|

d'inflexion définis par ﬂ;{;&f =

Par (3.4) et (3.2), on a:

231 A 9o

<

wh(z) 9¢2) 19wt
done Wiz} = 2k (‘L + (z-a,)?‘ ]
Wiz) = w, /4

s

92 sz

, et avec (3.5):

entre les deux points

- s

{3.6)

(3.8}
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Le contour du faisceau est donc un hyperboloide de révolution & une

nappe, d'axe 0z, qu'on représente sur la figure suivante:

At sl

Les asymptotes sont données par:

2% Wy

‘}'39 = v = e (3.10)

qui mesure la divergence du faisceau ou, si on veut, un effet diffractif.

Quant & R(z)}, on se conyainc facilement(KL 66) gu'il s'agit du rayon
de courbure du front d'onde (celui-ci est de symétrie cylindrique autour
de 1'axe z et donc le tenseur de courbure est scalaire sur 1l'axe z)

au point (0,z), défini positif si, de z = *+%, on voit le front d'onde

[y
\ o

R«o R >0

convexe:

Par (3.2}, (3.4) et (3.5), on a:

Ry = (2-2,) (4 +(&—T"E—OY) (3.11)
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Cette fonction est représent€e sur la figure suivante: le front d'onde

est concave pour z<2,, plan pour z = 2z, et z = £ , convexe pour Z>z,:

R A
Zqo :
q T2,
o
La courbure est maximale en 12_2;] = Qq = Wt , ol le rayon de
! Py
2
courbure vaut 24, = ._L*;E:_ , ce qu'on peut construire géométriquement
ainsi; '
A%

par la formule (3.10), ce. dessin correspond & une longueur
d'onde d'environ 0,6 mm! si les échelles en z et enlblisont

les mémes.



{3.10) est bien une &criture des'relations de Heisenberg" (2.36) dans
le cas "minimal”: W,146 = 2% . Le produit de la largeur du faisceau
par son ouverture angulaire maximale (&talement en fonction de z) est

une constante.

Exemple d'un faisceau LASER tel que w, = 1 mm, X = 100 nm:

on trouve ‘f‘ﬂe = 2.40" : un tel faisceau est manifestement collimaté!

En effet, cherchons la signification du critére (2.22b) pour (3.8).

Comme q"= 1, on calcule:

2t 1‘—‘]51 4 t? 'C"E;‘i
“d ¢ Ly ql2
2 40 __*(L{E.e) (——) (_+( )eq
¥y Fvoox qe) 2 2% 4 ()
(3.12)
1 d -4 A3
= - 3
2 ( — + &q(a))/+( 2)
(2.220) s’8erit & \é% PD&-§§4<311 , ¢'est-d-dire, aprés calcul:
- 1 4
x_ fiii. 4+ = 3 ( A - VT ) L 1 (3.13)
{91 z 2% qee) = ’:*1‘?3

Vu (3.8), ﬂ, ne prend de valeurs non négligeables que pour

1 {
;;'Imq(—n s OW)

c'est-d-dire, vu (3.4), (3.5} et (3.9}, pour

2o o e )
1% |q) it
a l -
On voit donc que, pour ¥ tel que "V (t,2) n'est pas négligesble:

5.3%103;_3’ - O({‘\ A (3.14)

Et donc (3.13) est vérifié ssi iﬂéiqo soit, avec (3.5):

2 .
X < < w?t (3.15)

°

ce qui montre bien, wvu (3.10), que 4’319 << 4

33.
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Bemsrquons que l'approximation (A.20) (voir eppendice A) donne le

méme résultat puisqu'elle s'éerit:

o [ XTH by
3\1—} fog “f" | ; Iy

EEIN i3
rA 25 qie)

<1 (3.16)

On verra toutefols dans 1'eppendice A qu'elle ne permet pas d'écrire
L'équation "de Schrédinger" (2.20) et donc de trouver une base d'estima-
tion de l'amplitude complexeﬂf , vue comme "correction de Fresnel" &
la solution donnée par l'optique géométrique(co 71), soit la partie

R
eikonale de (2.22a): 5 é nit,et de
e

On trouvere une justification dﬁ terme "corrections de Fresnel" & la fin
du peragraphe k.5,

Dans 1'exemple du faisceau LASER ci-dessus, ces corrections de Fresnel
paraissent indispensables si l'on se référe au critére donné par
Gottfried{C0 T1): ce dernier délimite, dans le cadre de la diffractionm,
les domaines de validité de l'optique géométrique, de la diffraction

de Fresnel, et de la diffraction de Fraunhofer en fonction du paramétre:

f\ 2 )’T/P. R = reyon du diffuseur
—_— = = ol

(& K/{ { = qistance au diffuseur

Explicitement:
s, . - o .
EF? {£< 4 . domeine de validité de 1'optique géométirique (eikonale)
!
x4 _ | . )
. " " W de la diffraction de Fresnel

R’L 2‘ O(*) . .

x4 | . . .
7 >4 " " " @g la diffraction de Freunhofer (qui

bign slr est compris dans celui de la diffraction de

Fresnel.)

Dans le cas de notre faisceau cohérefit, on peut assimiler sa diver-

gence & un effet diffractif et poser ZLR=uy, et 4= 2-2,:

x¢ X G (
R* = 2;1 (E-i;) (g) - 2.jEE:L£l— (3.17)

° T q(3)
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Pour l'exemple précédent, soit W, =1 mm et X =100 nm, — = 2,5 m;

les domaines de validité sont donc:

Z2~2, << 2,5 wn optique géométrique
2-2, ~ zrg-vg diffraction de Fresnel
2-2, X 25w diffraction de Fraunhofer

Ceci rend &vidente la nécessité des "corrections de Fresnel", pour

un tel faiscean utiligé & 1'&chelle du métre.

3.3 Modes supérieurs.

b, A-1
Situons bt par | dans un systéme cartésien de R
bd..

On peut introduire dans 1'&quation (1.8) libre la forme:

H

¢ +
Yo - () [ gt -1g)
! 41 |q d.a{fq )
Le calcul montre que q(z) garde la forme (3.2) et que

{ .
c = }"';I\Mﬁ(a} , donc L . i-Iw\-j— e E.__

[ 9] x w wiz)

Pour un faisceau d'intensité finie, /\h est de carréd intégrable pour

tout z ; le calcul livre alors une base de Lz(md") dépendant de z;
2 1 ‘{5. 4 9 3{11
22 m)) o %:—a)
d-t b { (—E:T - 1wl arcly b-%-ﬂ—)
) H Hm;(%éf) e ) (3,18)
_ -4 d-e
m 25t le multi-indice '(‘fn“4 RERETRES. } ; iy = ;‘MS ; W\l - n-“";!

-
"

Les Hw, sont les polyndmes 4'Hermite.
&

La base ainsi écrite est orthonormée = AY \
T .
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Si q ‘est le méme que pour le mode fondamental (3.8), le paramétre A

dépend du mode par l'adjonction d'un déphasage:

(PVV\ = IIMI ﬁfc*‘ﬁ-.&;e"

]

Pour 4 = 3, on retrouve bien les modes cartésiens de Kogelnik et Li.

On peut aussi chercher les modes de symétrie.cylindrique autour de

- - e . d"
l'axe z; 1 est alors représenté par des coordonnées sphériques de R

b ' : ~d-
£) , be R, 1 ¢ S * (3.19)
Le laplacien s‘écrit(VI 69},
A = _LE_L L4 20
R o+ " 4, (3.20)

A est la partie angulaire du la.pla.c:n.en et a pour fonctions propres

d-2
les fonctions sphériques sur S (vo:Lr (VI 69) pp.50T et u4B0):

™ d-1
C o, w1 multi-indice (vv;o: ‘?‘M“l TR ,m,‘_a)

avec. M, = 0,4, 12 ---pourclzq-; m, e Z pour oA=3

et mo=£>/m.>,m;,>/'--'>/ImJ-gli2°
(3.21)
pour les valeurs propres — { (£4+ d~3)
3 rd e ., 2 fed
L’ensemble des = forme une base orthonormée de |*(§ ]
[og]

Cas particuliers:

e
§

—

Z A
) oo, (b)) =

¢
3
;
.

j val. pr. it

e d=1 | =b rm = ('? ? A ’
] \Mq\ } E\M (b = Yvi(L) j  val, pr. = 4d44)

On introduit alors dans (1.8) libre une solution de la forme:

' .‘.. A(!)-— ) d
Z e kqm a4
T (ern) Jf&’ S (]

en exigeant que ”'\lz”z L o,




. P 2 - .
Le calcul livre une nouvelle base orthonormée de'l (m.‘)dependant de z:

9% \ %
".'C,(g) - . (3.22)

;(“ v(lp!f}ﬂrtﬁ 2.‘_‘_33)
9o —det
wi(a) € . | — ()

' wr(2) w1

/FL)
Les [, sont les polynlmes de Laguerre généralisés.
Tci aussi, pour 4 = 3, on retrouve les modes cylindriques de Kogelnik

et Li(KL 66)

3.4 Optique des faiscesux et matrices de transfert.

Restreignons-nous au cas 4 = 3 , et considérons un systéme optique f?
compris entre les plans 2=q, et 2= 4, , de symétrie cylindrique au-

tour de l'axe z, et traversé par un rayon lumineux B(z).

b A

4

« L'indice de réfraction n est isotrope c’est-d-dire indépendant de
- d¥
B R

Ms

,-comme on 1l’a d'ailleurs supposé Jusqu'ici.

. \ . WL
¢ Symétrie cylindrique =P n ne dépend que de B .

37.
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Considérons des trajectoires collimatdes: 2 << 4 ¥z

On & vu au parasgraphe 2.2 que de telles trajectoires sont régies par

le hamiltonien (2.12):

Iw: ..P.z
4} (t “23 = PR _. '
. P IO v (B 2)
ol P est 1ié .3 la "pente" § par:
P = v t o (3.23)

fis

L'espace de phase E =EQ (Fri)j est muni d'une structure symplectique.

En particulier, si z+—b(2) est upe solution des équations de Hamilton, on a:

T‘j.'(az'J'o) = T(Q[a.—O))‘
SR (3.24)

ol T est une transformation canonique de E.

Supposons n dérivable par rapport &3 en £ -3 , pour tout z; la symé-

trie cylindrique impose:

f (B2 = M.y (4 - w8+ O Gk

n, et Vv sont tels que n» 1l au voisinage de t -3 (3.25)
no(a*"o) n,(a,+0) = {
V(a,~0) = \,J(Oz-pO\:O

Supposons de plug que S est limit€ 3 une région ot
[ve) 34 << 1 (3.26)

Avec ces hypothéses supplémentaires, le hamiltonien devient:

-.P-}.

L(T"P'&) = in,(2)

- n,2) (1-vint) (3.27)

et est donc de degré 2 en g la transformation canonique T (3.2L4) est

alors linfaire: T & Sp(4,R)
Comme \«'\(‘E‘}O,-—O) = n(tlauo)zi , cela revient & écrire:

:t(z+ 5 S | ‘ -
nre = ] bleca) (3.28)

Elanvdd] " \$(a,-0)



et la symétrie cylindrique implique que T est de la forme:

Ad, 2
T - 84 , A, 8,¢.D ER. (3.29)
c, | DA,

HT=(0%) e wscat

ce qui signifie que la matrice {-:(ﬁﬁ) est elle aussi symplectigque:

D'autre part: T & Sp(@,f’{\ 4> T (?L

e

" =<é§) ¢ Sp Ry = SL(3,R) (3.30)

Clest le formalisme usuel de la matrice de transfert dans 1'optique

des faisceaux(XKL 66); cette matrice relie la position ¥ et 1a pente b d'un

rayon lumineux en z =4,+0 ("sortie"d'un systéme optique linéaire) &

ces mémes grandeurs en z = Q,-0 {"entrée" de ce méme systéme),

Exemglgs(KL 66)

1) Espace libre: € = @, - 4,

/ £2 Qe = (1 f)
a,. a, >

{3.31)
2) Lame d'épaisseur e, et d’indice @& réfraction n:
- - Q
= > e ’{ vy
/ 4 N a, 2 t_= Q(;o) = “‘o) (3-32)
P Ne ™~ e 1
3) Léntille mince de focale F:
1 ¢
el U L
- v
/\ ‘
a,= a:/\'l _ (3-33)
- .F >0 ! lentille convergente
\-v_'-" - -
2 f <0 : lentille divergente

39.
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4) Deux espaces libres et deux lentilles minces:

'P( fz } 4 - E’é_ e{+e! +£&£L
4

t,

o a *__ t = P e (3.34)
‘ b u * At L& 1- ¥" =
e I N ¥ N ¢ f
e, e, t R R 2, e
- Rt .5 BN
. -F? {({z
Remarques:

v v, a, et  &tant donnés?'ﬁ-fﬂl; onTPeut toujours trouver un systéme
optique équivalent du type (3.3k4), représenté par le méme triple(to“ag.
Explicitement, le calcul des paramétres de (3.34) donne:

B-(as-aly - . a0 -
A-4 N A - A
' - (3.35)
+ Q—a . . % . A e,
P = - ) c 7 2 - g
A-1 4-1-Ce,
» SiA=1etD#1, on peut donner le systdme &guivalent:
’PL ]01
" :
a.\ v L a, 2
les paramétres étant donnés par (3.35) ol 1'on remplace A par D.
e SiA=D=1etC#0, a *a, (#lentille mince)
{on a alors B = 0 puisque dat€=4 ), on peut prendre le systéme:

go 7Q-f7 ‘eo 'f

A (A N RN

Q1U ‘U VMJGZ &

Y ———— ‘-—-‘l L r I.!- by

Q—‘VQQ Z ‘e‘o)J

une manidre de fabriquer 4]

S a,-a
avec ¥= T ey 3%0 =@,= Ao (3.36)

3


fe.it

Enfin, si A=D=1et C=

prenons par exemple:

7 =
avec J{g eo
. . &
et e, +Q =

En conséquence, pour tout systéme optigue linfaire compris entre

a, et 4, , on peut trouver une suite de lentilles minces et d'espaces

libres dont 1'effet est décrit par la méme matrice T .

{3.37)

3.5 Paramétre glz)-ét. optique géométrique.

Imaginons un faisceau de lumiére décrit par deux solutions de (1.8}

libre du type (3.8), de chaque c6té d'un systéme optique lindaire

donné par:
() ) n, o)

2
N \ "\ \\
| \i

_
oy
e
n
-
o
+
T
;
(3 "
o
—
A
\
\ \
o
r~
W
By

\

a.|.

W\
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Rappelons d'une part que donner g(z), c'est-d-dire (z,, g,) revient

& donner l'onde A elle-médme (voir (3.8) ), et d'autre part que £ relie

les grandeurs géométriques (F tad), I.'(tm) et (E(a;);y(ﬂd) pour un rayon

lumineux z+—B¢3) qui traverserait le systdme optique lindaire.

® Pour un espace libre: t = ‘Q(G;-Ga)l on aura évidemment :
~d T , - .
AL = /\{, © Qe = c\(qq] +a,- a, c¢'est-d-dire:
N(a_ = {a .
q () L'?w 9¢ (3.38)

ol lf\& est 1l'homographie correspondaent & € = (é Ro) .

(3.39)

Iqu 4 Ax +B
€ Tx b

. - 1 o
® Pour une lentille mince: d,=4d, : ¢ = ( 4 )

--F ,‘

¢ La largeur du faisceau est continue & travers la lentille:

Grta,) = wr (a,) , Ou encore:
A
NERE S
q(ay) o]

* Quant aux rayons de courbure des fronts en t-0 , ils sont

liés par la relation:
4 A 4

= - =-— , Ou encore:

R (o) Ray 4

Res+— = Re f -4
a[a'l) q(ay) ‘F

[Pour le v01r(m’ 66), considérer deux ondes spherlques dont les

fronts ont respectmement 1es rayons de courbure R('jet R(a ) en_', .
. L
z = f—L.—- G,, 5 avec la conventlon de slgne du paragraphe 3 2, et

appllquer la formule des lentllles minces aux rayons associés:
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.’f
/ﬁ'
\.Q_UAR\\ ff R a,)/
i L "z
1
| o = A , ¢'est-d-dire - j = ‘i. ]
Rt ] R e { N Ry Ra,y ¢
On a donc cbtenu:
{
i A 4 {-—E TEN i Cq(al}+D
qts. atay la) A q(a)+B

c'est-8-dire qu'on retrouve, ici aussi:

S B

q(@a) = "h oy § (@] {3.40)

)
F .
En vertu de 1'énoncé (3.37) et de la propriété de composition des
homographies (ht oLt = Lht ) , on déduit de (3,38) et (3.40) que
1 2 482

pour tout systéme optique lin@sire caractérisé par (f;atLaz) :

As

Comme e]l(}\ = afa)+ 2-a2 , (3.h41) donne 1a connexion entre/q,etr\? ,

et permet en particulier de calculer la transformation de g, et z,

a e 1.
‘1 =

[+]

C*qr + [cla-za)+D]" T lc{qee) ~2+a e d |

(3.42)

s

Y —q. = AcLal +lac-28) ] +{Ab+Be) (a,-2) +BD
T c*q2 + [ cla-g)+0]° ‘




Ly,

3.6 Cearactérisation d'un pincesu lumineux.

l““J H

La forme (3.8) des solutiens de 1'équation "de Schrddinger" (1.8)
libre se préte bien & la description de féisceaux qui s'approchent de

1'idéalisation du rayon lumineux: des pincesux de lumiére.

Considérons une longueur caractérigtique %- {c#0) associe & un sys~
téme optigue linéaire représenté par ({,4.,9,). On dirs qu'une solution

de la forme (3.8) décrit un pinceau lumineux si:

» d'une part, la lergeur du faiscesu est besucoup plus petite gque %

w, << A
C

*o d'autre part, si la divergence du faisceau ( (3.10) ) est faible

(i.e. si le faiscesu est collimatd):

X | JaTy

= << A
Wy 1o
Si iC(nri;) + b est de l'ordre de 1, ces inégalités impliquent,

avee (3.42) et (3.5):

~ L2 - . 2
ve | Wo X 2 [c(a,-2,)+D]
| = —= = 2 'd +
(qo} {q,o k( qo QD )

4 2
= Cw, o+ :f—l[ua,-a.wb]l £L< A
[~}

o4 A 2 [ C(a-2y+D]?
Czcjo chz ?io = 2}C(C q°+ ' q )
B [+]
LU':‘ 4 g et
= * Cla-2)¢ b >> 1
iy Toa L )

Donc, pour un systéme optigue linésire tel que JC a2y +D | = C7(4)J

un pinceau se tremsférme én. un pincesu,
L . ShESLIR L



3.7 Succession de systémes optiques linéaires.

Regardcns le systéme:

;1:1/;6(’111/ Vst
v odn gt Ayt ]
Bi ‘)1_ ay Q 3

2

composé de deux systdmes lindaires notés (fa,a,,8,) et (€, b, 1) .
On peut construire un produit qui représente le systéme composé;
visiblement:

':{-cqloi’a;) (tL| 54, l’z) = (fq ‘?(ﬁ1'%':‘)t[,‘ 51; a?-) ' (3-1*3)

1 e

oli, rappelons-le, {(e) = (o )

) , matrice de transfert pour 1'espace

libre de longueur e.

Cette loi de composition est interne et associative dans {(fq,a4,°;)§
meis nly admet pas d'#1&ment neutre. En effet, il n'existe pas de sys-

téme optique linéaire (quhez) fixe tel que

({_0 a"al)(fe_r"’-,‘e.ay = (fqla‘;’a‘) V(én'ahra‘)

+

Cela décrit le fait que les positions relatives sur 1'axe i de deux

systémes optiques linéaires n’est pas indifférente!

Toutefois, il existe un ensemble d'éléments qui laissent le paramétre

q invariant:

~~ _ ‘ - 2.

ﬁo ) qo V?o! Zo = =0 ! " =14

~ 34 T

Zo = ?‘0 Valﬂ !25 ("—:bl) 25 - a, = AD {aq"ig)"‘BD

= ADb =4 et 4,-9% = BH
A=D=id et A,=-a, = B
Ces €léments ont donc la forme attendue:

(£2(r-9,5,v) (3.41)
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Définissons alors la relation: =~ - =

(é“/a‘l,az) s (65;.L1,Lz) 4=b 3 Y,S 6‘2

(3.45)

(6°1a‘ral> = (?(Y\Jo,r)(6LJRJR)(P(4),S'O)

Dans ce cas, vu (3.43) et comme 1(‘”(‘3) = {(xay);
({a, 04’01\) = (?(V‘BJ tt 'e”:u‘ﬂ} S p Y')

d'oi 5=, et r=4q,.

{3.45) s'éerit donc aussi:

(tQ; s, Q, ] hd (6Lr Li;Ll) o fﬂ = e(qi'Lz) 6;?(5«-04\ (S'hS)I

qui possdde une signification géométrique &vidente: aller de a, & a, par
le transfert fa = gller de 4, & b, librement, puis de b, & 52 par le trans-

fert 6!: , et enfin de b & a, librement. '

De plus: ,
’ ‘EA A~ ’(_a pulsque 'ﬂ = ‘P(O)
e ta vt 2 6 Flach) fgta)
S Gy
= db,-a la f(a,-b,) v Ca
s 6q th, ’Vtc, =D {, = ‘?(az“{‘;)‘?(b;"cﬂf-c((Cq‘l’t“e(h“h)

oy’

= ay-cp) e H(e-a) A €

(3.45) définit donc une relation d'équiwvalence.

Considérons alors l'ensemble G des classes d'équivalence:
6 2 aa ;‘ ]:{“i q'lqz] = E(t‘fx‘}xi){ (f"px"‘lx’-) N({alq‘fqz)}

G hérite de la loi de composition (3.43):

Léﬂj 24 ,az:l [fgjL.q,La] = [{a!(a“.—h‘ft)l;”az] (3.143)’



Cette loi est

¢ associative (clair!)
Ufl

selle admet 1'é€lément neutre &= [Qtf&\s l [4,0,0) (3.L6)

+ tout élément admet par rapport & elle 1l'inverse:

- -1
Céoyar, @] = [fee-a) & fea-s), s, ¢ ] st [fa a, a.] (3.57)

gui correspond au systéme opthue inversé!

G muni de ce produit est donc bien un groupe; il suffit de poser par
1 ] ]
exemple b, = b,z O dans (3.45) pour constater qu'en fait, il s'agit
du groupe SP(Z.R\=SL(2,R) !

L'ensemble des fonctions 2+ G(2) est le demi-plan supérieur

At
H=i2etiq, |2, 6R , d,6 Ry 3 , et la transformation R(3) : 9+
associée & la classe de systémes optiques linéeires représentée par

q ¢ SL(2,R) est une permutation de H ; notons E~(3) € Peevn H

Donnons-nous deux systémes optiques linéaires:

= [{G,qq,qu et Q.= EEL,L‘;LZJ

et les permutations de H associées:

= RO 9 =REF = RBIRMYT

Pt &
Ci ’SL“ 9 3a 9

FLQ;)est donné par:

g2y = g(b) + (2-by) (20) hqq(;‘)*(g_gz)

c'est-d~dire:

(R(sgq)m = L\fg(jte)-(z-h\)’r(?"u\ (3.48)
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£3.44)

ﬁm = gtal) +o(2-0,) L‘tq Ef(a,) +(2-a)

{344) ~
= (-
he, Lm‘_m a(b) + (2-a,)

(244} )
= hehpayhe 960 ¢ 2-a)

d'ou

(REREy )@ = (qo-6-t) + @-a) Yy

ce qui se lit,wvu (3.43) et (3.48):

R("la) R(gl,) = R (Saﬁg) (3.49)

R: SL(Z,R)—-—»\P&M H est donc un ho:peznqrphisme qui transporte

le structure de groupe construite sur les systémes optiques linéaires
(optique géométrique) dans l’ensemble des transformetions des ondes

du type (3.8), et done, vu les bases (3.18) ou (3.22), dans celui des
transformations des solutioﬁs Ay de (1.8) libres telles que "A+i"z<'°°

(optique ondulatoire).



Au chapitre précédent, nous avons vu comment les ondes du type (3.8)
se transformaient en traversant un systéme optique linéaire, & partir
de considérations d'optique géométrique. Le propcs de ce chapitre-ci
est de discuter cette transformation pourune onde Af guelconque de
carré intégrable: relier A+ au "temps" z & son image &F au méme "temps"
z, c'est par définition, en théorie de la diffusion, l'acticn de la
matrice éi_J gqui apparaitra ici comme représentation (projective} de
sL{2,R ), ce qui constitue un lien avec l'optigue géométrique. Ainsi
les plans focaux ou les plans images trouvent une caractérisation ondu-

latoire. Enfin, ce lien apparait de fagon naturelle dans le formalisme

des fonctions génératrices{AR 82),

L.l Matrice ;i d'un systéme optigue linéaire.

S
Soient A} et A deux solutions de carré intégrable de l'équation (1,8)

libre, et "raccordées" par un systéme optique linfaire représenté par

3= [t a,a,] ¢ =(48) e s

t

AL
AP \ v
LA+ \ i {/71 If III//III ,61,1 ,I ,l '1 71 _,1_; '] 4* \‘ \i
r | /

1
a, a

o

i

? Existe-t-il un opérateur linfaire unitaire f;(ﬂ tel que:
:

———

~ (o,

'\I/_tl = e -S%(a) Y, ‘ (L.1)
—= v

(La phase relative n'est pas définie par le''raccord", mais’wg et“h ne

sont de toute maniére définis qu'd un facteur de module 1 prés.)
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Cherchonsggt(g] de la forme:
¢ "'("V\! 'F'
(S, 4) ) = Ny (4 &7 AES

: . 2 2
el essayons pour \AJECS) une forme quadratique sur ﬁ{ xﬂl

4(t* g Lt ) s

GY(EE) = -4 S '
\]\]% ) ,tB 2\ 8,0 ,?" B3 (s) Yila\

Introduisons dans (4.2) des solutions du type (3.8). On cherche donc

A} b} . .
Naal, 85083, Ryla) et Y, (s) tels que:

f i A A 55 )

Ix o, s ZE daey [y
zééwn=ei&NM&1€“ U (h.1)
w, 48 we )

A 4 . (4.5)
o - = — — .
Y, 4) Ya () q(8) ’
Cette transformée de Fourier s'écrit aussi:
' . 2 '
fel 0 .‘_(t ;.E__) P
& 9. "' 1“"‘5*75)7“:“‘1 i )
— e N« di b
D5 9 N} %)ZHS e ]u )
soit ( (GR 80) p. T17 ):
' t. E’ N ' L 4 qa.('}) BZ
coiE il -
4 0Q R Tr R . . W @2
e _f) : N,(a) 2mi X upqy € +(s) (4.6)
We qit) ° A6

e Identification des exposants.

L'identité ci-dessus implique:

5 q)
4%
{ (”f_a?:) | n:m)‘jtil v

_l_ - A _ U (1) "“;‘
1 Sef‘ﬂ B; (a) 5,4} 4
_ | ~ 9@+
; : 1l4)
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ﬂ(l\ est d'autre part donné par la relation (3.48), si bien qu'on

peut calculer les paramétres de la forme quadratique‘%é(ﬂ).On obtient:

gz (E\j . 2 . az- " &‘A(B“Q4J
D~ (2-a)

. . B FD(E'az)

() = =(2-a) + (h.7)
A +C(2-2,)

fo(a] « £ ¢l2-a)(2-0) + A(2-a) ~D(2-a,) -3 §

Des fonctions du type (3.8), trop symétriques, ne permettent pas
de lever 1l'ambiguité du signe de ﬂg(g) . Nous verrons au paragraphe

suivant gqu'il convient de choisir le signe +.

e Détermination de hh@l

L'identité (4.6) fournit:

. d,

N L L Wwe q® 4 ad @ 3, 9 4
11, - zirk S 91'(2\ U, (s) ik 1. 'f'f(e) N
9 {4 Uy (4]
et N = ﬁ(ﬂ ké’ - 2 )
g e(8) B (1)

D'autre part, (3.48) et (L.7) permettent d'établir que:

C(f?m-zuh).pb = - S0 ﬁ('ﬂ ' u"'cs)
| Uy (3) S8 B ca)

1 4 _
EIEANRPR N f3:43)

|

d'ol

(CHH%4+m)+D)



Enfin, selon (3.42}):

~

16 _ A
= . |
o JeGqaeay e T
\ -Q:-"-l { fﬂfS(C(ﬂé}—& +q4)+ b)
Ng(f)j = - _ —
vk R,0)

1

On veut bien sir que Nz(ﬂ ne dépende pas de ,}(’ :

. (3 \ .
Mais afe |c(qm-a +a,)5 D) ' arg(Cqee) +D)  est indépendant
de z et peut donc &tre considéré comme phase « , par exemple (celle-ci

étant arbitraire!). Avec ce choix, le facteur de normalisation est

simplement:
) ¢
Nz (3) =
ELETINZY)
En résumé:

o

=l
zrrkﬁb(j)

ol ‘Sérﬁe et Y} sont donnés par (6.7}

L bt t
(a Pt Y‘..(,))N“t)

L
Y

(«_g_a (4) I\Pzﬁ) (t) = 1 e

Cette formule n'est bien sfir valable que pour z tel que égf:!)( B q)et Ya_(g)
sont non nuls. Il peut arriver gue la phase fesse un saut sux points z,

ofi ces paramétres s'annulent (voir paragraphe (h.5) ).

81 maintenant on applique 1l'opérateur _S_a{f) & un mode /+m2- (3.18)
!

pour d = 3, on constate aprés quelques calculs qu’on retrcuve le mode ’\!/w :

4 une phase prés. Par conséquent, pour les z tels que 5“ /3;_‘ et Yz_
sont non nuls, S}(g\) applique une base orthonormée de |° 021) sur une

autre bese orthonormée de Lz({Rz)

1
S?(S) est donc un opérateur unitaire de L (JRL).



4.2 Application & un pinceau de lumiére.

Si Af décrit un pinceau (voir paragraphe 3.6), on souhaiterait que
z pWMM_.QEECQ: /4'8 décrive le pinceau 1ié au précédent par 1'optique
géométrique linéaire de la formule (3.28).
I1 s'agit tout d'abord de déerire un pinceau quelcongue par une fonetion
~ny solution de 1'équetion (1.8) libre.
Partons d'un pinceau paralléle, et visiblement soluticn de cette

équation puisque celle-ci est invariante de translation (en H):

4 £fbete) (
] 9, t q@) 2.18)
L) s — 2 Yoo (5-3)

Wo ()

et appliquons é;;(S):

+t t

Sealh) i) 2y e S

Avec (L.3), on calcule:

WL (EE 1) = - W) (8 B B ) (h10)

Y ls)
Rifa) /%% t.1, )
4~ == +
t ( ép{i\Y?(‘}\\ "<2{e(ﬂ ﬁg(i)

Reprenons pour un instant 1'indétermination quant au signe de /?3(3)

“k}(t

(formules (L4.7) ); selon que
[afs, = @) [ Cla-on 2oy, +Acr-0) - dma) -R ]

les formules (4.7) donnent:

3, (5)
Y, )

4\(4--@2_) = @C

S&(ﬂ\ Ya“ﬂ

@) [ A+ Cle-ay)]

(4,11)
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si bien que (L.10) s'éerit:

= Wolgh (348 8) = - Woe) (B 1@ [arcea)t.)
®C{® A+ )]t 28]

et 1'état transformé devient alors, par construction de 1'opérateur ;SE(Q:
(5 @ i
, _'-_13(%) ’\{/a}(t) = € ,YJOE (t @ [A‘LC(E‘“JJI‘:)

£OC5T e (hn  hecolR)]
’ {4.12)

H’]n

. e

Le centre de ce pinceau image suit donc 1l'une des droites:

Loy - @ LArca-alt 2 T

alors que, géométriquement, selon (3.28):

8‘”1 b A‘Bc !

—
b=

0 ct;)

3. (a,40) A,

¥

b4,

b, fa, +0) c4,

hoe o= @A+ coalt

H

ce qui impose le choix de signe dans (L4.T).

Remargue:
C E; et §, = (A'qu\J tc_ , on obtient

Dans (4.12), si 1'cn pose T =
-
prés, d'ailleurs sans importance) la transformation 'de

{av facteur @

Galilée" (1.22).
Cele conduit & poser, pour un pinceau oblique quelconque {et méme

gauche, si b, et ¢ ne sont pas colindaires):

(tsa-b) & o-(23-C2-%,)

¢ 1
oL
U o 1 € (4.13)

oty = -
¢ W qre

C'est bien sfir une solution de (1.8), vu la remarque ci-dessus et (1.8)'.
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On vérifie sans difficulté qu’un tel pinceau se transforme bien en
accord avec 1'optique des rayons (3.28): posons tc (2} = ta v o2,

A l'aide de (4.7) et (L.11), on peut écrire 1'image de ’+} pa:‘ﬁg(ﬂ sous

la f : -~
a forme i~ : (g_'{;cm) p -
. <R G SRkl
(S, 4, )8 = e T e

ol 2{(2)= &To ;.(3_-'2'6) et Uﬂfi° sont donnés par (3.42) et (3.5)

G = Cbt . ()+ D

et ol
t<.(33 = AE(‘“\ 4‘83' + 5(2"42) = -E.c (q;} + 3(2-—4;)
c'est-d=dire qu'on a effectivement:
t¢(qz\ A 'ﬂz Bﬂl r‘-_ (ﬂq\
=T, (a,) C ﬂll D 1, & =5 (a.)

Remarque:

Les pinceaux cessent bien siir d'&tre collimatés au sens (2.22) dds
que T ou T ntest plus trés petit.
La fonction ¢ définie par
. 2
bty = & 4@y (vir (LD )
n'est plus alors une solution de 1'éguation de Helmholtz! Il est toute-
fois remarquable que les solutions de (1.8) de ce type, bien que ne satis~
faisant pas l'équation de l'optique scalaire (H), reproduisent parfaite-
ment les 1ois de l'optique géométrique dans le cadre des systémes optiques

linéaires.
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4.3 é;-est une représentation projective de SL(2,R ).

On a pu voir, & la fin du paragraphe (3.7) {formule (3.49) ), que 1la
structure de groupe construite sur les systémes optiques lindaires (SL{2,R))
en induisait une dans 1' ensemble Perm H des permutations du demi-plan
supérieur des paramétres (z,,q,), et par 1a sé transportait dans celui
des opérateurs unitaires de L*(R?) . On va vérifier qu'il s'agit ici
d'une représentation linéaire projective de SL(Z,R ), c'est-d-dire cal-

culer le noyau intégral de é‘i(ﬂ .‘SE (e) ;o a2é a”az]_. ;oel [fc <, C]
! i } }

Ce noyau s'éerit:

, N \A/ (a) (3" t \A/(c 1
Ke{t;t) = N(‘" N (<) j’dl’ ( ) ( tJ) (L.14)

Cette intégrale se calcule de maniére analogue & (U4.L)-(L.6)
||1
le coefficient de B est ici réel ce qui fournit une phase supplémentaire

(voir (GR BC) p.T17 n® 6.631.6 au lieu de 6.631.4). Compte tenu des

, mais

expressions pour Wp et Ny ( (L.3) et (L4L.8) ), 11 vient, aprés quelques

calculs:

_< 4 (T san !
K&(t'tr) - 4 39 (

awy faprey 4,
T (ﬂ Y}g\'\‘m

2

: 4 -
£ RXP— ( - 71 )t
Lk 8, ca) Ny (T@ 4-3#)
2% y

; (1 ‘t‘tll
o H{igt)(r,, ;m) SN G “(Ym Si?))

Un long calcul permet d'identifier, & 1l'aide de (4.7), les coefficients

2 ; ‘2
de 1'exponentielle, de B, de B-F et de B

fate) R, () .(tt .t 8" )

T ac - 13 2 (13 + ac
K(tt)-—m—kﬁ_( Batac) Sefagy Beey Y, te0)

ir Rytal B, (<} ¢ !
T R o W, (ac) (5)8)



et donc: §2 (a) _‘S%(‘) = Ea(ﬂ‘c} ‘S:(G.t_}
{h.1s)
_ﬁ 53“ IEE(Q)E;(C)
£ : Ratac)
ol 2 (g, = ¢ atac
E;g est bien une représentation projective de SL{2,R }, pour tout =z
tel que S%(G)‘ Se(‘) et S%(ac) existent.
4.4 Transformations particulidres.
Modifions tout d'abord 1'opérateur"de diffusion” ,Se(g) de maniére
AL
3 liqu sur . Oha (L.1):
& appliquer ﬁ+a‘ 4+% { )
I
- - 48"
e Y, =S¥, g=ltaa]  €-[2F)
- o~ " *
L'opérateur é:h(ﬁ) donne la "nouvelle” fonction 4 au méme point z,
que la fonction A+ , mais on peut introduire une translation en z:
AL S
¥, - 0 0%
2-1 . -.‘_.J._EA z ’21
(4.16)

1L

ot Pd, [ﬂ“c, 2, ’21] (3:'._%)‘ [4(92-345,-0, 0]

[N

~ -~
(la valeur de A en z, est la valeur en z, de la translatée de AL )

Ainsi:

(L.17)
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_ {4.56)
On a: a ;f ﬂ (;6 [;?cez-e‘} ,o,o][@a‘ 0;]

{
Q.41)
- Lg(e.z"a4j£("'az\}f’q4i 0]

o .
e Ef(az-h&A)t,all'qz}
s [t a6, (4.18)
¢ [4 2,20 A R A+ ey Fadl2-2)
ol g = i . A < } =
\.'J h C D
/
L'opérateur q)est done changé en 1'opérateur :; (34}:
\ £ W, ) BE)
\Qe (3., %, ) 8) = N, (9] Jo{L (t)
) | re?)‘ z Ah‘ (4.19)
w17
ou Ng‘(s-r.) = E 2, '- ‘?- 13] N (%u]
et les paramétres de cette transformation sont donnés d'aprés (4.7) et
(4.18):
SE- (311‘;’ = il‘a-’. + M
! b~ C(aq‘a-t\}
o0y = (e BERECN
2o 70 ) (4.20)

A‘ + C(az“az\)

Bo i = Cl2ea)(g0,) “A(2-0) -Da,-a,) -8

Ce nouvel opérateur se voit affublé d'un facteur ti, le signe dépen-

dant de z, et z, . Explicitement, par (4.15), (L.7) et (4.20), on celcule:

C('E,-Q,)CEQ-OQ) "'A(ef‘ac‘ ‘b(il-aa\ "B
E (k.21)

C(i‘,-q,) 2,-0,) +A (%, -q.} - 3, -0,)-B

(P.,‘S ¢ Squ {(&



6.4.1 Transformée de Fourier, foyers.

On peut se demander s'il existe un couple de nombres (?4‘ #2) tel
~
que ﬂ¥¢ et ”¥$ soient en relation de transformée de Fourier (&ventuel-
1 2z
lement & un facteur prés). Il suffit pour cela, dans (L4.19), que

2t.1’
£y, (2

, ¢'est-d-dire que:

\/\/2‘ f%”_‘ '\{t’,t) = -

A A ' ' '
\YIP = = 0 (L.22)
L { ‘Ilz) Y‘f' fgu)

ce qui s'éerit, vu (4,20}:

b-¢ f?na.) =0 (-—-b B-A (-Pq-"q) % O puisque dett = 0 )
A+C(‘Pz"az)=0 ('—__.D E{»b(#.-a,\ib " n )
Le couple cherché est unigue:
- b
AF‘l - q4 = -C_'._ J. ‘Pg_.‘ az_ = - 'EA:" (h023)

Exemple d'une lentille mince de focale F :

¢ 29 (_"' 0) , de=a, =0 = {: '1? ‘fz:#

i1

Les foyers {et{.2 définissent les plans principaux(KL 66),(BW 59)

“4 etqﬁ; du systéme optique linéaire; en effet, ces derniers sont donnés
(KL 66).

par
b-1 -4

E -a £ — * - -
4 4 c ) 22 a2 = -u———c-

| lq : |A4 Rkl
' < : [ I o

WS NN L. -
Trrrs Laur £y

‘P*\ A qz_ #z_ | 'gz-}--‘z

-Jb
)
(Y ol
Y
v
T

.
=
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De fagon générale, on trouvera au foyer 4 =Qa,~ (__7;_\=.o)
!. W

1a transformée de Fourier d'une section (dllatee) du falsceau incident

(z, fixé), multiplide par une fonction (de B) de module 1. En effet

si ! =0 , alors z, = Fz indépendamment de z, et:
%)
;5 bt
ol % 5 ¥
£ = ie b, o %) 1 2/ 2 (3]
(= £, 2, € — " e N, ()
Mais si (1 )—o alors ﬁe (a, )t;mb-f:_k < 4 car detf = 1 et
T3 [
la dilatation est donc indépendante de z

De plus: (h20; = 4

(S (q l - c (fo ) 2
3 (%) = ——— —S—, <t (2-4)
b - C(el_a‘) 2 (_1 L e e .

Aingi, pour 2z, = 41, z, quelcongue:

- Lt
~ e £ et , ¥¢ .-
AAGE i< L € At e Nl g

L‘Tk

A une phase locale prés (qui devient une constante arb1tra1re s12,.f4

/\h2 est une transformée de Fourier en Tﬁt de 2 "

I1 existe donc des systémes optiques lingaires gui permettent, pour
un état donné, de passer de sa représentation en position (B) & sa repré-
sentation en "impulsion" (). On retrouve ici l'analogie avec la mécani-
que quantique abordée au chapitre 2, et la possibilité d'imaginer des
"filtres en impulsicn" (paragraphe 2.6). Un tel filtre sera schématique-
ment constitué de deux systémes optiques inverses l'un de l'autre {au
cens de (3.47) ) et a'un diaphregme {si on néglige la diffraction) au

foyer.p: du premier systéme:

6(. I ta figil-) £ (a,-¢) t:' £ (e, -a_‘)

VL2 oz s u b LA sy
At f ol et}

t
(o ¢, 4 a, Ctz 2
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6.4.2 Image.

Si ls section d'un faisceau en z, est l'image, par un systéme optique
linéaire, de la section du faisceau incident en z, , la transformation g,
5 . ¢ . . .
correspeond a4 une homothétie dans 1l'espace (1?3 qui doit se traduire par

. . ” Kr 3 1 . T oon
une singularité du noyau intégral A, {4, ; ("foncticn o ).
4
Cherchons donc les couples (24,?2} pour lesquels:

(2‘.‘\?”)_‘_‘ = o Ou ﬁ£‘= fsla;. - O

Mais: ~ "o, . _
O ﬁe.fﬁ'c. = C(E,-d,‘)(Qz—az: + A (24'04)' B(?,-—Q,_)- R

impligue que

2, - E- 4G B+ b(2,-0,)
A t 2,~a, = —————— L.z

N - C (7m0, e 1 4 +C(21~GQ\J (L.25)
c'est-d-dire, vu (4.20): Y}1(5u) = ég(gu) = 0

En utilisant la définition (4.23) des foyers, on peut écrire la rela-

tion"image" (4.25) sous ume forme bieh connue:

/
kza“f)1)(22*‘?l} = ‘%{ (k.26)

C'est la forme de Newton de la loi des lentilles(BW 59), si 1'on pose
heod - ok -
2" T 114 7 <

Essayons maintenant d'établir une relation image précise pour les

cndes elles-mémes.

© Pour cela, notons {,, 1la matrice (4.28) ol 1'on remplace z, par z,

et soient z, et z, en relation image (L.26).
I1 s'agit donc de regarder la limite:

-5 W, (3,,)(E1)
e

L
a: I:; 2""1/3 {4, z)l



au sens distribution, z, et z, &tant 1iés par la relation image (L.26),

\f\/z(ﬂu) et ‘(‘S . ayant par conséquent un pdle simple en z = z, .
23z} ‘

Le remplacemeni de {2&(311) par son module vient du fait que justement,

Eg{pma\ change de signe en z = z, puisque £,(3,,} s'y annule (voir (4.15) ).

La méthode de la phase stationnaire A 80) gonne:

¢ !
]' {f(" \f+ $ I ¢ 1 ‘a—v‘/?(giz)(tctﬂrﬂ
e 2_ = — ' K
e—va ) lwt Ny {mé‘aml ’\{/%(I’ctn)
O -t (5.0, w, ) (5, )] B
v} ' S WL, ) t(e
KJJZL e (oo (b.27)
ol JECCE\J est tel que (ﬁg.\/\]e(gﬂ})(t:(a},t) = 5' (b critique) (L.28)
c'est-d-dire, par (L.3): t" (2) Yo (3:5)
T T B8
Remarquons que 9( ( REYESTY existe, vu (4.20),
a2 F;L(u.zz
. (b.29)
A faar /
et vaut - —m8 — zl 4 fc-z-u) cea Al
AdC (2 "al\; C(Z ‘{2; ATy
: i [ 1 Y, ( 2
. (
donc f:v\; 322\ (t 2 t) u.28) "iz '-S;""‘ - 2 (32:) 'E‘
4 =2 \ 2 5?_2) (} (i}zj
(i) 4 c Y, (3,5,
T2 E T a0,y
2z
(4.29) y

(L.30)
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- — (Q.Z\ 2
D'autre part: V., @® V.- W.(9 - -

t I & ia) Y?(ﬁez}

lieu & une intdgrale de Fresnel ( (AS 70) p. 301 ) qu'on trouve &tre

égale & 1Etrk'Y;(3;A .

» ce qul donne

Au total, la limite (4.27) existe et vaut, vu (L4.28), (4.29) et (L4.30):

S

s ’\{/e*(t‘ ) (is.31)

-4

O ...

IS oan)e - 2

¢ (2,-4,)

Le facteur d‘'homothétie C(21—41\ est effectivement celui de l'optigue

géométrigue. En effet, si l’'on considére le systéme linéaire [ﬁ,q.,az]

entre z et z, plutdt qu'entre a, et 4, , on Ecrit:

2 2 Gany’
[fra‘ 101] = [6 z2 122] ot t (3= ! 'P(Ez‘az)f‘?'(aq*h-i

¢'est-&-dire:

htc(z,-a,) - C(2,-24)(2,-9,) 2 ’[‘3
A ~AQ-a) +D(2, -0 4R ¥ i T '
£ - = [ A A (4.32)
C b-C(2,-0.) \C » )
On sure reconnu, en regardant (4.20):
. B 2 A
g’i. (%‘zl = A 3 Yit(&a)f- —A{:— 3 [21‘.4(3‘;.} =B (4.33)

[
D'autre part, en fonction des foyers 14 et

?2 , (4.32) se lit, avec
les définitions (L.23):

B-f -l n)- 4
A "'(i't"{“}

>

"

C (4.34)

ce oui fait que pour z, et 2z, liés par (4.26), on trouve

2 _ @X- ] (az"fz 0 )
T = C 1 “(21‘4&

et le facteur d’homothétie est bien C (2,- ?2)


file:///i-x~
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Signalcns au passage l'importance de ce concept 4'image pour la mesure

et la reproduction d'un faisceau.

Soit un faisceau de lumiére monochromatigue décrit par deux ondes ﬂfet
5 de "part et d'autre" d'un systéme optique linéaire. Lsa mesure
d'un état 7, beut se faire & 1'aide d'une plague photosensible placée
en z,: ce détecteur n'enregistrera toutefois que 1l'intensité de 1'onde,
soit r?ajz. {L'analogie quantique seraii une mesure sur un grand nombre

de particules, toutes préparées dans le méme état ”Qg ).

Imaginons que, sur la base de cette information partielle, on cons-
. P 1 st b . aa
truise un nouvel etat ’ng tel que [APﬁl = | A+i1[ , c'est-d-dire:

, RN
“kiﬂ(t\ = e A%h(g} . W arbitraire.

Fa¥
Que peut-on dire d'une mesure 14+é l s €0 un Z,quelcongue?
4 ~ 2
Aﬂ}iz et A*iz sont liés & A+i1 et A+;' par un noyau intégral K o
(formule {4.19) }:

A, ) - J,m,’ K (5,8} o, t)

F3

TP

~ . . e
AL = (A Kt e A
2, 2ot

o~ - Y, p
1[&. 2 “ -~ .
Imposer \“¥;£J | ﬂga pour toutf\}’z1 de L (R}} revient d é&crire

que:

F 0 @) ' e(t)
Ktt)e

]

Y9 36 4, . Kg)e

'
Cette identité implique que't et B doivent &tre liés, et donc que

le noyau K doit contenir en facteur une "fonction § " ce qui signifie,

vu ce qul précéde, que z, et 2z, doivent ®tre en relation image. .

On ne peut per conséquent dire, sur la Eﬁse d'une nouvelle mesure ]&P;\,
le résultat gu'aurait fourni 1la mesure[”f;zr'du faisceau original, )
que si z, et z, sont liés par (4.26).

Donc la reproduction, ne serait-ce que de 1'intensité f<F}|2 , d'un
faisceau est impossible sur la seule base d'une mesure lﬂ%Jz , sauf
pour z = z, image de z,. Les ensembles de plans {z4, zl,....zkgimages
1'un de l'autre (la relation image est transitive!) présentent donc

une forme de stabilité (au sens ci-dessus) par rapport au processus de

mesure.
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4.5 Fonctions génératrices.

I1 se peut gqu'une transformation canonique T :

; / 2{0""..
T . E s F (E=g'= ")
23 (3,
l-r:r | — — !
b } \F}
soit donnée globalement par une fonction génératrice(AH eo),

'

N .
W (8] e W)
(L.35)
5. oW 5T 2w
| >E 3%
92
et det \h/’#:o partout. (h.36)
It %
i tel est le cas, on peut construire(AH 82) une approximation de
l'opérateur unitaire E; associé & la transformation canonigue des
-y —_— .
opérateurs (%;J , ¢'est-d-dire:
S+ W —H
! -1 o (U37)

v )|
|l
| 7Y
o]l
tn
it
vy
1]
It
o v
i~

!

si .g = E
H s

Cette approximation est donnée, &4 l'ordre le plus bas en t , par la

formule canonique de Van Vleck (voir (AR 82) ):
i . ,
4 2w ! ~EW(EY)

<it’ = ——— |dat .38
étl‘__lt > {zrrj;)é;—‘ 2 at’gg {(L4.38)

(notation de Dirac)
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8i T est lindaire, cette formule est alors exacte.

Or, pour notre optique & trois dimensions des systémes linésires de

symétrie cylindrique, la fonction génératrice W de la transformation

FaS
canonigue donnde par € { (4.32) ou (L.34) ) est justement\hé‘(al) ,

vi (L4.33), et donc {4.38) est, & une phase prés, le noyau intégral de

y
A + ) s e
notre opérateur ‘_)E‘(an_j.

BTW, () -‘-w () (B7%)
4 N ’a +w ’! J ‘f‘ —-—-——‘—L 4 IL)
<b INETRRTTONNE > DC zﬂA'i ¢ BE-S00S S
(L.29)
o 1/ 5 =~ (ATl 2t ¢ 3%
2%

On peut exhiber 4'autres reprééqg?ations du méme opérateur éL(id
. & % - ‘
l'aide d'autres fonctions génératrices de la méme transformation cano-

A
que T, obtenues par transformation de Legendre de Vdaxi;y

' 4
T a‘-S {a, )’5 -4 S (e
= ! 1 s’ __:1_' g, = F o Vi
<FI§.2.(3|1)|-§> kl 3t 93 e
N CRY e R SRS S A (4.40)
S N R S G B P
ISV 38:0.,) 4
ST =P s TE ¢
/ ' 3 F, ] -k Rt (Pt
a = 1 o{ L gl ) .
Sasalp> R opgdet 53
- ) 4 A2 AN
ou "a,f%u}(Pat\J = ﬂv(ﬁ? - z?’.‘t + Ct ) (L.L1)
et BF&,fﬁn;} = _t/ : JFE (3.1) _"P"
¥ St




a)

M~

[ I I\"? =] A A_..
SRS JCEARE N RS
\;Ge'(euj ' 9 G‘? (3, )
et — z - s - =
ES oF

Quelgues points importants.

dante de z); le noyau correspondant semble done particuliérement

/
s~ [ . ] -~ 3
adapté a l'écriture de 1l'opérateur —Sjr(g'l).

A

W, (4,;, comme on 1'a d8ja vu, diverge pour B = 0, c¢'est=

pour z, et z, définissant des plans imeges l'un de l'autre.

A
Slqujdiverge pour A= 0, c'est-d-dire pour z, définissant le plan

focal "gauche" du systéme linéaire: &-aq={% ( (k.23} ),

A

Fg,(ﬁ-u diverge pour D = 0, c'est-d-dire pour z, définissant le plan

focal "droit" : Efqz=‘§ ( (4.23) ).

En rotation de Dirac:

b

z

ctid > = e So(}’ CEIS! @A <Fl>

mz

fuld)

‘ 2 ‘,i; Fz,(ﬁ-z)(l;:t)

Ggfﬁu,ESt défini pour tous z,, z, ssi C # O (conditicn indépen-

j-dire

L |4 e <4,

(h.42)
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, A
Pour z, et z, en relation image: B

= 0 et
(414} T ¢ '?- ' A
-—:-r 2' .—P.x
£t > L % o7 j sPen
l/\*’ wilAl ¢ Fe AR
| 'i'ﬁg‘: z 2 +
- T i 4
Al c E x| |4, >
A 'ﬁ;%tl

On a retrouvé de fagon particuliérement simple le résultat (L.31)

Les sauts de phase sux plans-focaux -et aux plans images.

Le noyau intégral £t S;.(ﬁu\l £

A
(4.39) .est singulier pour B = O
c'est-d-dire pour z, et z

. liés par (4.2€): notons z,= I(z,). Au voisi-

S

nage de 3z, = I(z}, 1'écriture de GPE par (%.39) est donc inadaptée. On
L

peut par contre y utiliser (4.b1), A

A &tant non nul au voisinage de
z. = 1(z), si[2-a.leeo,

A
TEn erfet, A © Av c(z,-a0 U7 = (B+d(2-a,)) est non

nul, A+ C(%-a,) et B+ b(z,-0,) ne s'annulant jameis en méme temps puis-

que det € 30 ]

Au voisinage de z,= I(z).

z,# I(z), on aura donc:

It

<t lf(Fz) jolzp’ai S, M FS L7 A >

(4.44)

_c‘c_rz ) _C. (
A A4 TR 21 XA

b jors
{4

Fre)
CFIESLE TS

: C E wt? t!t
_ (‘[HT 7}‘ sz <t|A'Pe (sz [ +(3-2)F J
1) Al



t

Si on compléte 1'exposant de 1'intégrand pour obtenir un carré parfalt
il reste une intégrale de Fresnel ( (AS T0) p. 301\ qui veut -z2;my & ,
B W ““)“ 5} ; de sorte

l'exponentielle restante &tant bien entendu e ©
qu'on peut écrire, pour 2z, voisin mais différent de I(z,)

'—'wi(iz t
‘_“fJL 1)( t) /\K_‘(t’)

A0 .
-

(6, oL&f —
o end ||
(z,} {1221 zac) , ol 3 change

est constant au voisinage de z
1l apparait donc un saut de phase de T dans (4.39) en z,= I(z, ),
éz.

de signe: 1 1
. - ’ - A
de fagon naturelle, en falt, puisque cela reviert = remplacer ./ par B

C'est ce méme saut de phase qui spparaissait dans (k.31)

?_?I)'»

)]
H

[
- L

# /
¥ * Choisissons, pour <t iSe (ﬁu)(g" D le facteur e
' m

69.

(c'est le résultat {4.8) }, et revenons au noyau (hL.L1}
~ . j—‘a (wt I-EHE'.;z";)
SHRUNIPI LY AT M
+§1k‘t; ~ xR < J( ’1“>
\W
A i
= (---
2ink B 4 )
A
-5 R0 3) .
» €t on a trouvé:

L'exponentielle restante est bien siir

~S F (a V(5"
! SAQ-P. _9_3 2,(a,) P,t) <FJI"*‘E‘>

’Tz,(BE = EFE

P>

On obtient le méme saut de phase de T ,bien connu des opt1c1ens(Bw 59)

)
tel que A = 0, i.e z,={,, ol (L.41)

mais cette fois dans (L.41), et en gz,

est singulier.
~r
Selon le méme principe, on calcule'ﬂ%(t) & 1'aide des nqyaux (L.40}
I3

et {4.42), si bien qu'on peut réécrire les quatre représentations (4.39)

.) &vec les bonnes phases relatives, le

¢! (4

1-_|?_

g (4.h2) de 1'opérateur

. *¥ -
choix # # &tant posé pour la phase "absolue':
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' ?-‘Tﬁ (E £ 2t't +Sta)
e .

w)| <El 5_;1(3'2) |8'> = L_rri'r —é
. / , 1A a (CFat'p-85)
(s)| <) ‘SE'(%"“ 1N = Th 3 €

(L.L3)

| CEISLGIFS> = A ™

(c) 4}\3_:‘(3.1\\753 = % e

A
est donné par (4.32) ou (4.34)., Notons que C =C .

—
D>
07> o~

Enfin, justifions le terme "corrections de Fresnel"{(GO T1) utilisé au
paragraphe 3.2 pour qualifier la correction d'amplitude apportée par 1l'équa-
tion ("de Schrddinger") de 1'optique ondulatoire collimatée & la solution

donnée par 1l'optique géométrique (eikonale).
Pour un espace libre entre a=2z=0 et a=12z =2 , (4.32) donne:
5 1 2 s .
t = o 4] ' , si bien que (W) s'écrit:
(e t')
Zﬂrz(r.t)

L) 8L Ga)t> - = e | gURTY

2nX 2

)

C'est exactement le noyau intégral de 1'approximation de diffraction de

Fresnel dans l'intégrale de diffraction de Kirchhoff-Sommerfeld (véir p.. ex.

{GD 68) ou (BW 59, pp 381-382) ).



5.__CONCLUSIONS.

o e e e e e o o e e

Un des enjeux de ce travail était d4'étudier le parallélisme frappant
entre 1'optigque collimatée et la mécanique quantique, et d'en tirer
parti pour illustrer ce que peut représenter 1l'évolution 4d'un état
quantique d'une particule sans spin. On a montré que les limites de
cette analogie sont & chercher dans les fondements conceptuels de la
mécanique quantique mais que sur le plan strictement mathématique, le
paralléle est défendable et qu'on peut &tablir une correspondance entre
les interprétations des grandeurs dans les deux demaines (intensité-

densité de probabilité, valeurs moyennes, relations d'incertitude...)

L'équation "de Schrddinger" (2.20) obtenue reste cependant plus
‘.‘;1
difficile & traiter que 1l'équation usuelle53§¥==H1 ot I{=£;+-V
3 cause du terme {r—:n—?}}- .

taire sur l'indice de réfraction pour pouvoir négliger dans ce terme

On peut envisager une hypothése supplémen-

la dépendance en B et z, et retrouver ainsi le probldme usuel (hypothése
du type (3.25)-(3.26) par exemple). Une autre application de cette

équation seralt de considérer le cas stationnaire d'une fibre optique(Ks 80)

On peut se ramener dans ce cas au probléme usuel mais avec un potentiel
V non local (&quation de Kisslinger(WI 73),(AH 79)), La transformation
de A.M. Green(WI 73),(CR 62) permet de l'écrire comme une "équation de

-~

Schrédinger a4 potentiel effectif local dépendant de 1'énergiel Une

étnde du cas stationnaire donnerait l'interprétation correspondante en
optigue collimatée de grandeurs comme 1'énergie ou la probabilité de

transition en mécanique quantique.

Relevons encore que le critdre (2.22) ne s'applique qu'au test de
ccllimation selon l'axe z: 1l'analogie avec la mécanique de Schrédinger

est perdue lors d'une rctation {dans IK& ).



Quant 3 1'étude de la matrice & associde & un systdme optique liné-
agire (chapitre 4), on peut aisément la généraliser & un espace de dimen-
sion d quelconque(AH 82). &i 1a transformation canonigue est donnée par

P AlBY (Y e
(_.) = —_i Oa C=b814"3
f cti D P :

une fonction génératrice correspondante s'écrit:
. ! 4 fo1 ! oot _ -t
Wieht) = L (-tiyUAT 21 8F - 1-087'L)

C'est manifestement une généralisation de (L.LU3W), et les autres re-

présentations (L4.438,F,G) s'en déduisent par transformation de Legendre.

D'autre part, ce formalisme des fonctions génératrices permet d'envi-
sager le cas des systémes optigues non linéaires{au sens ol la trans-
formation canonique T (3.24) n'est plus lindaire). S'il existe une
fonction génératrice donnant T globalement, 1'approximation du noyau
intégral de Eﬁlne comporte gu'une exponentielle. Par contre, si une
fonetion génératrice, par exemple W, ne donne T que localement, c'est-
g-dire si de+§§§% s'annule, l'approximation est une somme 4'exponen-
tielles, les phases relatives étant lifes 4 la structure de la variété
lagrangienne définie par pl(AH 82) selon les prescriptions de Maslov(MF 81)
Cette approximation est d rapprocher de la méthode semi-classique (somme
sur les chemins classiques){BM 72),(CR 80) pasée sur 1a formulation
feynmanienne de la mécanique quantique. Cette méthode fait un large
appel & la "phase stationnaire", ainsi qu'd la théorie des catastrophes

au voisinage des caustiques(PS T8),(CR 80),(BE 80),
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Appendice _: METHODE DE FESHBACH ET VILLARS.

e ._====—I=__====‘.-..====“'

On appliquera ici & 1'&quation de Helmholz une technigue que Feshbach
et Villars ont utilisée pour celle de Klein-Gordon en 1958 (FV 58? Cette
méthode exacte fournit une &quation vectorielle dont les composantes

ont une forme semblable & (2.20}, et qui se préte donc & une discussion

sur la collimation.

A.1. Forme hamiltonienne de 1'éguation de Helmholtz.

Introduisons le champ

T kI
47— -2 (4.1)

L'équation (H) pour ¢ s'écrit alors comme un systéme d'équatians

pour le couple{éJ&) :

2 (A.2)

It
>
o

I
|

; } ; A4 ' 2 \
SR e n g

On peut rendre ce systéme plus symétrique en passant aux champs {Pi

définis comme sult:
) A \ . fvT [+]
—_— + o f =____(¢ }
CP Fr * =/ ‘P+ 2 + ¢

Q ) . o
Q:E{@Jr_ (?_) (P_:'f—(é}’"‘¢\] (a.3)

Regardons 1'équation d'évolution pour les champs LP

D LR (R6ed) - B L dey e d(m)

T3.



T4,

g .
=l Al g e 0)) o LA Lot A Lo
:t}‘_]'? .A\\{;\((’Pa "-)) Zikm a(u.; ) L 72?((04- [_P_J}
et en groupant les termes, cn obtient
;x :\m: o :14 /4 f . _p 1 L (A.h]
o *?T“F G+ g, + 3—-&?
— s
Avec P= =y , le systéme s'écrit
I‘- 2 4 4 =ty (r v
ey 2 o L4 2 - kot
R 2 71 R S A R e (A.54)
‘)Q‘ 4 4 “24 ;k ah
FralERE =R Sl A I S A

Formellement, on peut écrire (A.5t) sous la forme d'une équation de

Schrddinger:
0 2
Notons [33 = ( * e C (A.6)
P
Pour toute matrice m x n d coefficients dans df, on notera:
— N* ~r
M=M , r1 étant la transposée de Pq (A.7)

et P1 sa conjuguée complexe.

Donnens enfin les matrices de Pauli:

[0 A o~ 1 .
G.A-(A o) ’ 5‘2-_-(& o) Vo6 = (o-?l) (4.8)

Avec ces notations, (A.5%) s'éderit:

Y
(-k.s_i_ = H* dl ol

(4.9)

(G'3+f:6_2) - V\G} +-5_-~‘; K U—,‘




T5.
. r -~ 2 .
On peut munir 1'espace des fonctions & valeurs dans £ de la métrigue

indéfinie €3 ; le "produit scalaire" s'éerivant:

N J'{Rid”é k(¢ L{J (t)

(A.10)
L'adjoint d'un opérateur est alors défini de fagon usuelle:
/ Ca’*_fb —ij L ( d] o) hoa v
2 s e ) U—l/ T-‘Pe ) L)Je
et (4.10) donne:
g —_ - (4.11)
,3_ - 0-;9 0-3 = G-g O‘ 0_3
Cette définition fait de H% un opérateur symétrigue: H4*= H
en effet:
. 14 3 . .
6, €, G (6,¥ - @
* I P3Nz = \V3, = s
6_3;?4 6"3 :"‘L.G_‘ZG—A 63 = £0_,1
Regardons le spectre del dans le cas n=1
- c49) FP-4-f £ p2
2 e SpH @ det| 7 . F =0 el
-2 i F ] i
2 lPL
d'ou E2+Pz :‘]‘
¢'est-d-dire SP }H = [-1, 1_’ ) R
[T
- 1 Ret

L
+

!

Les ondes planes associfes & ces valeurs spectrales sont:

d:'_‘).(t,a} - %(:4-5) e‘i‘(F-EJ-Ez)



70,

Pour E= (TamE, qL est une onde se propageant selon F (L2, ) et dont
P

1'amplitude, si ImE>0 , est amortie exponentiellement en z. Une telle

onde peut se rencontrer dans le cas de la réflexion totale, dans le
(BW 59),

4T

milieu le moins dense (onde &vanescente

—_—
&
N, >n2 N,
A.2. Eguation de continuité.
Comme gu paragraphe 2.3, on peut écrire une &quation de continuité.

La "densité" s'écrit & l'side de G ¢
o n 2 2
T (b = = - ’ (A.12}
J¢ ' 2‘) 6—3 == i ‘P*.l ('{')_|

Reprenons l'exemple de 1l'onde plane solution de (H) libre:

+{FT +E2)

¢(t'}\j= € ! -}3‘24‘- E‘z = 14
O
par {A.1l) : CP = E Ct) et (A.3) donne bien l'onde plane:
i /=
\ {+E -,-(p.tJ-E_.ﬂ .
q]F(t,;} = %(At;) e et done:
0 1 -2 ~&7r.
>h T :('“EI‘—H-EJ‘):&* "E L ReEe*™E_ Rep

8i @ est l'angle (orienté) défini par 1l'axe z et la direction de

; d
propagation de cette onde plane (dans R )}, alors:

Re F = cos @ ) v/ﬁ’-—(lw.f)£ = [an GI
€.

I

coszi‘:_ + ‘I]Iw‘El | (¢ = 5‘“2% + %\IW‘E]

te

CoS &

et %¢



§¢ donne donc 1'intensité de lumiére traversant un plan perpendicu-
laire 8 l'axe z, et le sens dans lequel cette lumiére le traverse,"?+|

resp.iqti indiquant dans quelle mesure la direction de propagatidn est

— —
proche de €, resp. — €,

U Ity
direction de
Efighjl. /,/”’—-‘ propagation
-
I~ / \N‘
/ | o/
\ Q/l \\
6h. l \
] 6‘/1 > 1 -
\-I-L.‘___-_'_.____-_J
| §¢ o = 3 XN

De méme, on peut définir une "densité&" de courant (champ de vecteurs

d-1 . .
sur , pour z fixé):

— %
H:?

et "l'@guation de Schrddinger” (A.9) donne, avec les définitions (A.12)

et (A.13), 1l'équation de continuité:

G’lV .a_g*l =
TN ©

En fait, (A.12), {A.13) et (A.1lL) ne sont rien d'autre que les défi-
nitions et relation qu'on associe habituellement au champ”¢ solution

de (H): en effet, en fonction de d) , on vérifie que

g|¢ = i-:[wn (b*.jiil

J 2

Tp= iIm ¢V

qu'on peut grouper en une d-densité de courant:

J = (j¢,§¢)

(H) impliquant bien (A.1L):

62'3 = O

I —[ﬁ(4+0’1)-€|1] ol Vd]

KT ¢°

v 4[

Tz ¢

(A.13)

(A.1L)

(A.15)
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Dans le cas de 1'onde plane:

4+E ( - “Q—IMEE
Ty - brtm(ue, e (045 €

— ‘:L‘IW\EI-
- T e’

On voit apparaitre la décroissance exponentielle dans le courant, pour
E =iImE, ImE>0 ; il faut noter que dans ce cas, le courant est non nul

alors que la"densité" §¢_ est nulle.
P

2 & n'est pas positif ou nul: ce n'est pas une "vraie densité", mais
on peut l'interpréter comme une différence de deux densités associées &
deux flux d'énergie opposés. Une telle interprétation est bien slir justi-
fiée, comme on vient de le voir, pour les ondes planes dans le cas libre,
mais de maniére générale elle ri'est pas tout & fait compatible avec celle
de-gy dans le cas des ondes collimatées (voir paragraphe 2.3), comme on

le verra au paragraphe suivant.

U “
Deutre part, on rappellera une autre conséquence importante de la non-

positivité de la métrique : on ne peut pas déduire les relations de

Heisenberg. C'est en effet l'existence d'un "vrai" produit scalaire qui

permet de les obtenir (voir p. ex. {CT T3) ).

A.3 Collimstion et conjugaison.

La forme (A.5+) de 1'équation (H) est proche de 1'équation collimatée
(2.20): il suffirait de poser Y_= 0 dans (A.5+) pour trouver la forme
{2.20) et ¢ =0 dans (A.5-) pour trouver la forme (2.20) svec " renver-

sement du temps", c'est-g-dire une équation pour le champ:

X_= o Q:i- ; g donnée par (2.16)

avec le critére de collimetion (2.22b}



Cependant, poser {{_ = 0 signifie, en vertu de {A.1) et (4.3):

T

x 3¢ (a0 (‘5(1.1)4)

qui s'intégre immédiatement:

(t 2)

d, (8,2) 45(3 | (A.16)

{On aurait de méme, pour @ =

--\eﬂ; 2)

G (k) =~ ¢ (B e

(A.5-), pour @ = 0 , se réduit a:
NEREEE L BN 1
2 = N P

o=

et on vérifie sans peine que (A.17) est compatible avec (A.S5+)} en utili-

sant la forme (A.16), puisque Q;=r“¢ pour Y_ =

Mais (A.1T) s'écrit, aprés quelgues calculs:
- = - 2
544, - 23 T05 - (X (4l 22)-(58)7)d, = o

én -

et ne peut donc &tre satisfaite identiquement en z que gi 2 = 0O

(dans ce cas en effet, (Al7) ne dépend plus de z).

I1 n'est donc pas possible de négliger complétement 1'effet de (P_

(ou d¢ @, ) dans le cas ol n dépend de z.

Relions maintenant (P, et . 3 la factorisation (2.22a):
(4\ +~E_ (+) £_€ 0 (4‘;
x
: +) . ﬁ- ¥ 4 3’\}’
= Q. — $ = — —_ (#H )
Ay => v € (X A Jz

€4} & §:¥ &y 4
o+ =L

e vy .)

Y ‘\D— (A.17)

79.
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Ainsi:
£
(?m .o 4)”\ . £ ¢ ng Jap
+ - \'V‘ e fin N Je-
{4 P4 '%? ap t4h (A.18%)
- noR 3 2
<
D 2 + s & h.;{l =3 . .
e méme, pour la factorisation = € ﬂf s on-aura:

&)
o= TF ¢ e

4
. (4.194)
IRPERR R S SR R
- n R 7 &
11 apparalt alors que négliger(yflou qﬂ} revient & imposer:
(a.20)

;—%L_\:Lm c< V‘i’\yu)‘

De plus, on vérifie avec (A.18) et (A.19) que la "densité" gﬁ! (A.12)

o ‘#’(ﬂlz + XIm (’\P‘ﬂ*%—ﬂi’i}) (A.21)

(A. 20) impliquerait alors, avec (2.19) et (2.25), que

s'éerit:

grhu) = *

~F
n = X
g [_1]( )] gox(t\
L'gpproximation (A.20) permettrait donc d'identifier les deux densités,

le signe indiquant le sens de propagation de l'onde collimatée, et ve

dans le sens de 1l'interprétation de gb suggérée au paragraphe A.2, que

n'autorise pas notre critére de collimation (2.22b).

Ecrivons le critére (2.22b) pour le champ(Pe*; par (A.18-) on a:

sy DT (D\P_“‘ YRR TV R @) %
Liagz = st—;—*‘(i:"a—}';n)‘f_)e

“) t+) " -.f'.
oY 4. D t{’_“‘) ot

v 4
Y\aE i—(?_ﬁ—;———} +F~' -

i
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et donc =

RS oy - J2
PRI : J ~
vor 5= - (g LUt o (#.22)

Remarquons que l'intégration de cette approximation ne donne rien

d'autre que (A.18-) assorti de la condition (2.22b),

Reprenons maintenant 1'équation (A.5+) sous la forme:

') {,?{:3 N LIDM\‘)

s pE P E R n(ge g

Y
@ QY F dv
4+ W + = - —
LP' Lk d 3 2 > lp'
N— —
Z 0 par (A.22)
Souvenons-nous que \(’r‘ + l?(:) (2‘3) I ¢(" ¢ i X 4 . Alors

(A, 5+), avec notre c¢ritére de collimation, est bien 1'équation "colli-
matée" (2.20) pour le méme champ ’X”! Est~ce compatible avec l'équation

{A.5-)7 Cette derniére s'écrit, compte tenu de (2.20):

RN AL : “ ;
L ?k_ _ __‘X_S'X nfxm L n (-P_M X on (-Pm

a R 237 Zn 5_5_- +
')((}\.
Tirons 3%— de (A.22):
. B')(m ~ e ! 4 C)V\) o+ ; . 3
S SCRANE - ) AN A N7 L IRV N LA
1 3: (“; 7w 33 ) n LT E N Y 1—1"\3%&?*
- ._v\’/“} i..k_ CALNPYRR + 2n o
2w Jdx -
+-";g

Le factorisation Y'V. & AN e donne, elle:

C#) - __l'_ ¢
Li' Ix n/x(*);_i‘j_aa_;'xlf) n ikﬁ-\ erggit ¥



et on constate que (A.18-) assure la compatibilité; 1'équation (A.5-)

est done automatiquement satisfaite dans l'approximation {2.22b) si (A.S5+)

1l'est. '
7 t
La factorisation ')(H = F '\}/H (3:? inverse les r8les des équa-
ticns (A.5;) et(A.5-). Comme ci-dessus, on peut &crire notre critdre de
collimation { ¥ Igt?ﬁq, LN lgigi : ) 4 1'aide, cette fois-ci,

de (A.19+}; l'équation (A.5-) devient édans ce cas-li:

=1 iz
X9y 4 P
J 2 2

F% s on X (4.23)

LS

L8

qui n'est autre que le pendant de (2.20), avec collimation dans le sens

opposé; comme plus haut, (A.S5+)} est automatiquement satisfaite.

On voit donc que dans le cadre de la collimation du chapitre 2, le
syst&me d‘'8quations {A.5) ne déé;ﬁple pas: on ne peut pas assigner stricte-
ment les deux sens opposés de propagation aux deux champs Qf‘resp. Lﬂﬁ ;
les deux sens en question sont plutdt liés aux équations elles-mémes,

A5+ . (A.5-) et “ Nt “ A,
(A.5+) resp. (A.5-) et aux champs l{’t resp L?t (ou Ef;l resp. h )

Notons que le passage de l'un & l'autre est donné par la conjugaison

complexe:
+
- I — . “ -
si K = [~ ﬂf‘“ e est solution collimatée de (A.5+)
& Tﬂ x -;? ‘
alors A = X = [ “fﬁu 2 est solution collimatée de (A.S5-).

%)

Pour les champs +

, le facteur i de {A.1) intervertit les signes

dans (4,3):

47“\:#) o Cbm _ 4)* - c‘;m _ _‘(;%

¢e qui donne la conjugaison:

). [fh.__.___;.[bc - o 1}‘]*
o (B°) . gt

On vérifie aisément que [( ]C H-,] = O ; 1l'équation "de Schré-
!

(A.24)

dinger" {A.9) est donc invariante sous la conjugaison ( )c .
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Pour l'exemple d'une onde plane:

Ebf (®2) =

4 e ey FRTrERD
€

1 - =2
4 -E (F}) ) Bl -7
% . S * .
on a: (Ig \} (6,2} = 4 4,—E(P) ";(P-t +E(?)gj
Pl e

L )C change le sens de propagation (dansmJ ),

. ) t =1 .
Les factorisations 4’ et {voir (A.18) et (A.19) ) donnent, pour Eb..-

@ (R +(EF)TAI2)
'A‘\}I l(t'e) - Q-}f
et la condition de collimation (2.22b) s'éerit:
e () 4] <<

Collimater revient donc & restreindre le spectre 3 des valeurs proches
de 1 pour la collimation (+) (factorisation initiale (2.22a) ou "de gauche
4 droite"} et de -1 pour la collimation (-) (factorisation (A.19) ou

"de droite i gauche").

Im E

collimation(—) collimation(+)

j —
Ju-

~4

1

La conjugaison change le signe de E (collimation(x) — collimation(y) ):
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