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Intreduction

A, Historique

Dane ea pratique , la méthode d'investigatien statistique
eat toujours ségquentlelle , Le choix des hypothdsee 4 vérifisr ,
la décislon d'accepter eu de rejeter tells hypothdéss , ns
aont pas des sctes isolés , mais résultent le plus senvent
de cholx on de décisiens préalables et débenchent sur 1la
formilation de nouvelles guestions , Il est donc naturel ,
et mdme gouhaitsble que le statisticien cherche & tirer
parti de l'infermation dont il dispose & un mement denné ,
ponr sugmenter l'efficacité des expérlences sulvantes et
réduire sinsi le coilt du programme de recherches .

On peut donc dire gqu'en anslyse séquentielle , comme dans
bien d'sutres demaines , la pratique a précédé la théorile .
Toutefels , ai elle na s'appule pas eur une référence théo-
rigque solide , ls pratique ne peut pas dépasser le stade
d'un bricolage plus eu meilns ingénieux .

Le parution en 1947 du premier livre da Wald (1) consacré

4 1l'analyee séguentielle , dans lequel certalne preblémas
particuliérement simples sont résolus , margue incontestsa-
blement une date importante dans 1l'hlsteire de la théorie
atatistique . Elle a été sulvie d'un effort de généralisation
considérable de la part de Wald lui-méme {2) et de tente
unie école de théoericiens américains encere flerissante an-
Jourd'hui .

81 1'on peuvait croire an début que dea preblémes de plue

en plus complexee allailent &tre réselns , il fallut vite
déchenter ., En dépit de la multiplication des critéres d'aop-

timalité , on eet le plus scuvent incapable de construlre
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dss procédures optimales dds qu'on s'élaoigne du cas le

plus simplie ol seunlemsent deux hypothéses sont confrontées .
Dans les cas oll une telle construction gst possiblas au
moyen da la programmation dynamique , lsg cofit de cette re-
cherche en temps ordinsteur la rand le plus souvent impra-
ticable .

Dans la plupart des applications pratiques , le statisticien
en est encore réduit comme auparavant , &4 inventer ses pro-
cédures lui-mlme et & espérér que leurs performances ne se-
ront pas trop mauvaises . Tout au pius dispose-t-il & i'heure
actualle d'une meilisure connaissance de l1la nature des pro-
cédures optimales dans gquelques cas simples , ce qui peunt

le guider dans le choix de ses outils , gt d'un certain
nombre de borunes inférieures qui lui permettent d'évaluer
grossidremsnt certains aspscts des performances des procé-
dures de son crfl 4 1'aide de quelques résultats de simila-
tion .

Ltidée dt'étudier certains problémes de la statistique par
un passage & la limite , en faisant tendre le nombre des
observations vers 1'infini st en tirant parti des divers
théorémes sur les grands nombres et sur la convergence dea
lois de probabilité , a'est imposée dés le début de cette
acience , ns serait-ce que pour justifier l'usage 81 long-
tamps exclusif de la distribution normala . Tout naturelile-
ment , des concepts d'optimalité asymptotique se sont intro-

duits psu & peu dans la théorie de 1'estimation statistique .



3=

En 1959 , Chernoff (3) définit un concept d'optimalité
asymptotique pour des procédures séquentielles , Le nombre
dss observations n'étant pa? fixé d'avance pour une telle
procédure , Charnoff obtient l'effet asymptotique en faisant
tendre le cofit des observations vers zéro , Lors de ce pas-
eage A la limite , le probléme de l'optimalité se simplifie
considérablement et , de ce fait , le critére perd une bonne
partie de son pouvoeir de sélaction ., Malgré ses insuffisances
il sst cependant le seul outil théorique maniable dont dis-
poese le praticisn dans de nombreusss applications .
L'article de Chernoff a été généralisé par Albert (9) st
suivi par d'autres étudee dont la plus importante est sane
doute i'articla monumental de Kiefer et Sacks (4) paru sn
1963 , ofi est éhbanchée une premiére synthése .

Les procédures asymptotiquement optimales étudiées par ces
autoure ont une structure commune en ce gqui concerne la
régle d'arrét ; ca sont ce gue nous appelons dans cette
étnde des réglas de décision simples ., Par contre , les pro=-
cédures de Chernoff at Albert différent radicalement de
celles de Kiefer et Sacks en ce qui concerne la planification
dea axpériances , Chez les premiers , la planification pro-
céde aprées chague observation saelon le principe du maximam
de vraisemblance ; elle dépend trids étroitement des obser-
vatione , donc deg caprices dn hasard , ce qui peut mener

a un gaepillage initial assez important . Chez les seconds ,
l'aspact séquantiel de la planification est réduit anm mini-
mum ; la procédure comprend denx phases et seul le choix

da 1'axpérianca utilisés dane la saconde dépend des obser-

vations . Que des procédures auessi dissemblables puissent
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8tre toutes deux asymptotiquement optimales , montre bien

la faiblesse du critére . En fait , aucune de ces procéduree
ne parait trés convaincante ; dans la pratique , on préférera
sans doute une solution intermédiaire , & la foie plua ro-
buste que la premidre at plus socuple gue la seconde .

Nous nous proposons d'étudier de fagon plue géndrale a quelles
conditione doit satiefeire 1l'expérimentation d'une régle de
décision simple pour gerantir 1'optimalité asymptotique .

Noue introduieons a cet effet un critére légbrement différent

d'optimalité seymptotique qui permet d'obtenir des résultata

plus simples et plus généraux .

Résumé

Noue supposone gque nous devons prendre une décision adeptde

& 1'étet d'un systéme gque nous ne pouvons connaitre que par
des expériences entachées d'erreura , En générel , plue une
expérience eet eusceptible de locrlisar avec précieion 1'état
du syetéme , plus elle est chére , et le probldme consista

4 trouver un compromie rajeonnable entre 1l'adéquation de la
décilsion A 1'état du systiéme et le colit de 1'expérimentation .
Nous nous propoeons fout d'abord d'eXprimer cet antagonisme

en généralisant une inégalité dfle & Hoeffding (5) ( chap. 2 ) .
Nons £tudierons ensuite 1le comportement de cet antagonisme
lors de certeins paessagee & la limite ( chap, 3 ) . Noue

eppligquercns enfin les résultats obtenus su probléme de

1'pptimelité asymptotiqua ( chep. & ) .,
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Chapitra 1 . Définitiona .

A, Notations et conventions .

- Tous lus espaces dont il eat question dana cette étude

sont des espaces maaurables ,

- Si x eat un espace mesurable , la notation ch, signi-

fie que .R. eat un gous-ensemble mesurable de :x; .

- 54 x et H sont des aespaces masurables , la notation

x@:‘j désigne 1'espace mesursble produit .

- Si \x‘; eat une famille finie ou dénombrable d!espaces mesu-
rablas , la notation U\I._ désigne l'sspace masurable réunion :
,ﬂ, eat un sous-enaemble mesurable da UI., aai Vt; '

An IL est un aous-ensemble mesursble da 3(.; .

- Si x eat un eapace mesurable , la notation g: x_!—)/IR,

signifie qus .g eat una fonctlion mesurabla de l dans IIR, s

- Loraque nous définissona une fonction ?: .x*—-?/,?\, y noua
convyenona gque ,{[ﬂ:o pour tout élémemnt x:I non expli-

citaement mentionné ,

- 51 x aat un espace mesurable , noua notonsa (yx l'ensemble

daa meaurea da probabilité aur \x, .
-+ Etant donnéa une fTonction g; x_r-#/lR, at une mesure deo

probabilité /bue?x s nous notomns L.u.{dx}f{x) 1'inté-
grale de { selon/b\, . X
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B, DPéfinitione .
1. Notre peint de départ eet un gquedruple {;{}CD' E, c.} ou

- J{, eat un eepace , dont lea éléments , notde f., s COrree=

pondent aux étete possibles du eyetéme .

- ‘:D eet un eapece fini , dont lee élémente , notée ol. '
correspendent sux décieione parmi leequellee noue devons

choiair .

- E, eet un ocepace , dont les &lémente , notéas €& , corree=-

pondent eux expériencee & notre dispoeition .,

-+
- C eat une fonction meaurable de E, dane /R, H

C[e) eet le colit de l'expérience ¢ .

= A tout état du systime h eta toute expérience &
correepond une mesure de probebilité /u.{ ‘e, &,} aur un
eapace x y appelé eepace dee observetions et dont lee
éléments eant notés X .,

Nous suppoecns que Vﬂ,cx ’ /u,[ﬂ,le,&.} définit une

fonction mesurable sur E@}C .

2, Si le eystéme se trouve dans 1'é&tat f\,, y 11 répend &
1'expérience e, par une obeervation Xy qui eel une
réalisation de le variable eléatoire de mesure de probabilité
/“'{ |¢-¢,R,} ; une nouvelle expérience ¢, donne 1l'obser~
vation Xy qui est une réalieation de la varieble aléa-
tolre de mesure de probabilité /u{_ le“ﬁ,_} y et aingl de euite .
Aprée n expériences , on diepoee de n couples .de l'eapace

e X Pofen ), B %), o (en, X0 .
Noue appelone trajectoire une euite finie ou vide de coupleea

(a.x] on eel et xeX .
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Noue déaiguona par JI'L 1'aapace dea trejectoirea de
longueur n et par ]o 1'eapaca réduit &2 la aeule tra=-
Jectolre wide .

T=0UT

new M
sont notéa t H t

gst l'eapace dea trajectoirea ; aece élémenta

o eat la trajectoire vide ,

Una régle de déciaion est une régle qui , aprée chaque
expérience , preacrit ce qu'il faut faire eneuite : quelle
déclaion de (D il faut choileir ou &4 quelle nouvelle
expérience de E, 11 faut aocumettre le ayetéme .
Formellement , une régle de déclailon , notéde 'RD y Gat
une application de l'eapacea des trajectoirea T dans
1fenpgemble ?mval dea meaures de probabilité eur l'ea-
pace mu E, .
Déaignona par ,RD{R.HZ} 1a megure du acua~gnaemble S de
mu E par la meaure ,RD(H « Nous auppoaone que
\d R ,’RD{_R.\E} définit une fonction maaurable eur T .
Catte condition eat assentielle pour pouveir dtudier une
régle de décilaion en termea probabiliatea .
Pratiquement , une régle de déclaion fonctionne comme auit 1
= Pour commencer , on chelait un élément de @U E aelon
le mesure de probebilité "R-.D(E,\ « Le réaultat de ce choix
eat acit une déciaion cL y auguel caa la procédure
a'arréte , acilt une expérience e, qui fournit une cbaer-
vation X, » On obtient ainai la trejactoire t‘s (c.“xd .
- Aprée avoir obtenu une trajectoire de longueur n N
"L,""—' (e..‘,xﬁ, ses (CM xmj y on ohoiait un nouvel éldment
de ’.Du E, aelon la meaura de probabilité fR-D“':,,\} .
5i le choix tombe aur une déciaion , le procédure ee ter=-

ine ; ai t
mine ; ainoen , on obtient un nouveeu couple (eh“’x‘“\ ’



et le procédure se ponrsuit A4 partir de le trejectoire

tn+1 = (r‘tlxi)J e (f'nu:xuu] Jusqu'a ce gu'on

arrive & une décision ,

4, S1 le eystdme se trouve dans 1l'étet ‘po,, s uns ragle de
décision une meeure de probabilité ju'n{ ”;.} s en géndral
dégénérée , sur l'sspace n y qui eat le meeure ds
probebilité desa n premiers couples (e))() obtenus ,
Nous omettons dci le déteil de cette conetruction qui ne
présente auncune difficulté .

/“‘n{_"T:\.\ E\.J eat lae probebilité que la procédure utilise
s1 moins n expériencss evant dl'etteindre une décieion ,

Une rédgle de décision est dite terminante pour 2'.. sai
Loy pulTiIn) =0
Du point de vue prstigne cette condition egt essentielle ,

car elle eesure que le procédure se termine aprds un nombre

fini d'sxpériencss ,

En utilieant une régle de déecieion terminante , on obtient
evec certitude finalement une décision de Q) et une tra-
Jectodire de T + Nous désignons per F{I&J et 'T'{. I&.}

les meeures de probabilité de ces variables , On e

YRD | Hary =§ _(/.c“{&t\&,}’kb{&lt’,
T

VAT | fr{alk,}=éf/kn{ma,}'n{mt} .
RaT

5. Soit .H. C E et Cﬂ,-' TH,IP\,+ la fonction définie par
G122 cledxyfed  vowr b=(e %), ... fe0,%)

ol X& eat le fonction carectérietique de ,H. .
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CHIE) eet la contribution de f{ eun cofit de le trejec=-
toire 1 ., Le cofit total de la trajectoire eet donné
par le fonction C:a que nous noterons simplement C- .
Loraque le systéme se trouve dans 1'étet g@ . l'eapérance
methématique du cofit de le procédure pour une régle de

décision terminante pour &@ est

E(CIR) = [+{aein) (e
T

Nous dirons qu'une régle de déclsion est finie pour %n

esl elle est terminante pour e\.. et E(Clﬂ,’) < o .
Si tel est le ces , nous pouvons ettacher & le régle de
décision la mesure de probabilité S{_|ﬂ~] eur E_ défi-

nie par

VACE , HRin)= E(Cg:’;)] .

Ces meeurece de probebllité jouent un r8le central dans cette
étude comme reflet du cholx dee expériences d'une rdégle de

décision .



Chapitre 2 Géndéralisation de 1'inégelité de_Hoeffding ,

A, Noue supposons donnée une fonction §: EOI. '—’,IRz et nous

définissons la fonction \S: T’—’/IRJ per
\S(t] e X} pour t=(€“)<,,_)J ...(emx,b) .

Los deux théorémee suivaents sont des versions un peu plus

généralee de résultate claesiquee de lfanalyse eéquentislle .

‘Théoréme 1 ,

si e)’R..D 88t une régle de décision finie pour p\«. .

SEHPUTRRES J}a.{_d.xle,k,”&(gx)l( w0 .

Alore

E(S ‘ ?\,,) = E(Cl&.) {}{}L&\&,} c—/(lgTJ/u{'&x)c,?\.,E s(e,x) .
3

X

Théoréme 2 ,

sS4 a)fP\D o8t une régle de décieion finie pour g., .
b} I {_&e]ﬂ,} o) J’/w{_h]e % [»S(r.,x]] < w0 .
c) Vcci ‘{‘fo.{’cl.x\e F»}s(a, =0.

Alore

E(57[R) = E(CIR) [Jadny 2 [utadenfied]
a X

Nous ne reproduisons pas ici les démonstratione de ces
théorémee 3 qui euivent de trés prée celles des réeultate

correepondante de l'analyse sdquentielle
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B. Nous supposons qus les mesures /A{'e,e\.} sont absolument
continues par repport & une mesure 0 -finie /«. sur XL .
Nous désignons par f(.\e,?.] le densité de /u{.fe,ﬂ.} par
rapport & M , et nous supposons que .F(Kle.,ﬂ,) Qéfinit
une fonction mesurable sur 1'espace JCoEo}C, .

Soient 3\,4 et 3\,, doux étatse possibles du systéme ot

fR(‘e‘, &,\ :Ti—)flR.+ la fonection définie par

x:Jes, )
R(LIR, b)= Trf(x.le., S S FOTOY W B
/R(H?»MKJ = 4. 51 't ast la trajectoirs vide to ’

ou si fR({:i 4 1\ ast de la forme g .

l, Le lemmsa suivant étaeblit une reletion entrs les mesures
’T’{_Iﬁ.} ot ;{[ﬂ} essaciées & une régle de décision .

On peut en trouver une démonstration dans (5) .

Lemme

Si ’R‘D 66t uns régle de décision terminante pour -ﬂ,

‘ Hae) ()
VR o Z MR by 3 € q[ {1iR] Gy REEIR,

y ONL @

Soient §: Eex, H/R, la fonction définie par

{(xle 'R
bog (xie.%)

s{e, x) =
et §. T n—)/R/ la fonction définis par

t’ Z:s{e., X} » pour t:(e4,x4), ce [eh,xn) .
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on a S:&S’R{l&"&.} 'T'{.\-ﬂol-preeque partout , et le

théoréme 1 noue donne le

Lemme 2

si @) 'P\':D eet une régle de décision finie pour R.,.

b) j}{h\e\.ﬁﬁ—b)j/&{&xlc,h} J&,&%g% < W
3 X
(x1e, 8,
Jriing R )= EOR i gt B
T £ X

« Lee lemmee 1 et 2 nous donnent le théoréme 3 qui eet le
généralieetion annoncée du théoréme de Hoeffding (5) .

Pour simpiifier 1l'écriture , introduieons le notetion

I(eh, R I%)= j}&[&x\c R 3%
NG

Théoréme 3

si a) “RD eet une régle de déciszion finie pour ‘P\,o.

s s o g
& x

{ w.

Alors

R R TR j}{m&.} (et RI%) .

£

E(CiR.)
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Le théoréme 3 exprime 1'antagonisme entre ies deux exigences

fondamenteles posées & toute régle de décision ,

1°) Maximiser 1'écart , mesuré par le numérateur du membre
de gauche de 1l'inégalité , entre les mesures §£.lﬂ;Eet
SUARY ou hoah, .
Cela revient & chercher & réaliser une sélection enesi
spécifique que possible de la décieion en fonction de
1'étet du svetéme .

29) Minimiser le collt de 1'expérimentation E-(C\a%} .

La force de cet antagonisme dépend de i'écert entre ies
mesures /L{JIc,%,] et‘/k{.le,ﬁ} sy mesuré par lt'information
de Kullback-Leibler I(e,&,,MR_,) {6} , ainai que du

choix dee expériences qui se reflidte dane la mesure }{.lﬂ‘} .

Dane le ces le pluse eimple ot E. pe réduit & une seunle
expérience , 3{, & denx étete et CD 4 deux décieions ,
on peut montrer (7,8) gue 1'inégalité du théordme 3 se
transforme asymptotigquement en égealité pour certeines auites
de régles de décision non aéquentieilee ol le nombre dee
observations tend vere 1'infini ; c'eet une consédquence de

le loi dee grands nombres de Khinchine ,

L'objectif du chepitre suivant est d'énoncer un réeultet

aneiogue pour dee euitee de régles de décieion plue généralies ,
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Chapitre 3 , Etude asymptotiqus ds suites ds_réglea de
déciasion .

As La loi des grands nombres .

L. Considérons une suite de régles ds décision fP\'.DV ol
velN | Nous désignons par ‘7".{.[9».‘] s F,{.i'k.‘ et },{.iﬁ.,}
ies mesures sur T ’ D et £ asgsociées A la

régle de décision ’.RJ)V et & 1'état du systame ‘?\., .

Au lieu du nombre des observations ds ’R..Dv s qui n'est
pas fixée d'avancs puisqu'il s'agit d'une rdgls séqusntielle ’

nous considérons le cofit moyen de 1'sxpérimentation

E (clr)= f'r. {a£iR] C(t)
T -

Nous dirons que la suits ,R-.D,r a un gofit divergent pour R.a

ssi 1°) V v N /R:Dv est finis pour 2\,, .

2°) fa.m E,(C\k,\:o@ .

Nous supposons dés maintenant qus le systéme se trouve

dans 1'état ‘ﬂ., .

A une fonction 3 t@I.»-:tRJ telle qus
Yeelt . f,u{etx\c,m Is(e.,x)l < , nous

attachons la fonction M : (t, »—,’R, défin.e par
me)= J-/.L{‘d.ﬂe,&,} sfe,x]

X '
ainsi gue lea fonctions S T}-——{R et M X Tr--—:,R/ dé-

finias par
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.S ({:\ =_“Z':.s(e;,, X;)
M “:] = gm{c;i

pour 't-:(e“xﬂ,...(ewxm) .

Le théoréme suivant est un premier pas vere une "loil dee
grands nombres" pour une auite de régles de décleion de

cofit divergent ,

Théordme 4

4
$i a) \S%P Tqi/&{(l&\eik.} '-S(?.,X.)l < a0,
b) fR:D\, est une suite de régles de décision de cofit

divergent pour R., .

c) Bim Cumsupj} {J.c,\a, (]J/u{ix]cﬂ,s

L
Alore 1$(e.x)] >a
E,(is-Mi|®)

oo E(CRy) ©

Démonptration .

1°} Nous noterons simplement /u.{h,} ’ }v{'i s E'()
pour /u{.lc,ﬂ,,} , }’,{I.]Pu,?] ’ E‘,(.IR,,)-

sore B = sup L [ufdalef fsten]
& 2L
A tout nombre o.% 0 nous attachone les fonctions

s (ex) sle,x) st |slex)|<a
S I sl [|$le.q)> o

;M (e] = J;«.{J.x[c} S, (e, %)
X

2°) Soient u,TH/R/ ’ VTI-—-:I.R- et W Ta—b,IR-v leo

fonctions définiee par



-16-

u({;):g I‘S[&L,Xal -5.[0-'.."&]1 .
V=2t = mied] o pour Eleaid, o (o n)
W {t) = g (s.k(c;,!;\ - "'-.(ta}) |

ona |S-M|<€ U+V+W|

D'aprde le théoréme 1 ,

E, (W) = E,(c) ﬁv{ad ’f—,[ pldxielfseq] .

£ (e >
et
E,(V)=E.(¢) f FoAded | mte) -] ¢ E,(c)j},m & f Jufdrielfsfen]
& 2 [ >a.

D'aprés le théoréme 2 ,

Ev (W z] = Ev (C) ]’}V{&} % Lu{ix]c] Es‘(c,x) -m (¢
£ X

2
]

done

E, (W) < E.(0) 14 %JMM,.} Fuiex] € E,(C)aB .
& X

Fuieque VE >0 ' E‘,([\\” < E.E,[C)"’ %{CJ- E,(Wz) y on a

E(wl) € 2E(0+ =2,
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5t finelement \/ £ >0 N

I.s M) < 2 f } {ia} ] J/*{Jx\e]]s(;,x)] e+ aag(c) .

[s(ex) >a
Lae hypothéeas b) et c) du théordme gerantisaant que
E-.wu E—_(i‘c'_.rli =0 , ce quil achéve la démenatration ,
vy oo E.(C)
Soit 5': ’T»-—»f‘R/ la fonction définie par
5’(1:) =§5(e;,x;) pour t=le,x), ... (%) .

Le théordme suivant établit l'équivalence esymptotigue

dea fonctions S et Sl .

Théordme 5

51 a) sp

Lu.{dx\e, ﬂ..} \s(e,xﬂ < o0

cle)
b) ’KDV est une auite de rdgles de décileion de coft

divargent pour Kw .

e Eum.su.p f} {Jc\k‘l J}L{Jxle & fstex)| =

o &2 L]

\J(r. n]l Yo
Alora

b, Eu{ls=ST]R,)
o B, (C)R,)

Démonatration

. 1°} Noua reprenons lee notations du point 1°) da la démona-

tretion du théorama 4 ,
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2°) Soient U,: T’-—&’R« ’ VT:—:R. et \4/: Tl——:m.

lee fonctlone définiee par

u-(‘t‘ = ZIJ(:;,X;)-—JJ&;,X;)'
V“;} = ZIJ(C.‘., %) - S.[&;,K")I pour {‘, -(Eh)(‘]) e (e‘ru X,"] .
W(t) = I‘c‘n(‘n'xn)‘

ma [3-S|€U+VEW , Vel , Wea
Dtaprés le théoréme 1 ,

E, (V)¢ E{W=E,(q) f Jldd 3 f puddsledstesa)

£ lslex)|>a
Puieque E\,(\J)é [y , on a finalement

E. (15 -s") 4 o lsle] + —2
_E:\;_(ET_ & 2!;«“’-} qu/“-{"l—*[ b s(em) + E(C]
" olalexy| >a

Lee hypoth¥see b) et ¢} du théordme garantissent que

&M,Swp ELU_S-_S_I)_ = O  ee qui achdve la démonstretion ,
vew' E, (C\

4., Le conditlon ¢) des théerémes 4 et 5 n'eet pee eetiefaisante
car elle concerne & le foie le euite 'R?D,, et les fonctione

Sle,x} . On peut éviter cet inconvénient de deux fegone .
I} En renforgant lee exigencee eur la suite beg

1°) On peut euppoeer que 1l'expérimentation de la euite
eat steble pour P\.! c, 2, d.
3}6.?& telle que Yeg>0 , 37_*:0 tel que

VReE, J{AJ€n = Emup LRI .
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La condition c¢) est alors uns conséquance du théordms
d'Egoroff , En sffst :
Soit £E> 0 st IrL) o] un nombre remplissant lss condi-
tions ds 1'hypothdss 1°) ,
. 4
Puisque Veel , blim 2 Lu.{cl.xldfs(a,x][ =0 , 1se
. n» 8 c("l

|s{e] > n
théorédmse d'Egoroff garantit 1l'sxistsnce d'un sous-snssmble

ﬁ- C 6 tal que

eE-Rj<n o ﬂ,m, i c(e)f/&{dxlc}jde,x}ho ‘

[$lexlf > n

Pulaquse J‘ y 11 s'snsuit que
E-R
4

Cim. &m.au.p f}{c[g o ]f/u.{ixle}ls(f.x] .

n-v o ¥t o0

[ sfe,x)] > n
2°) On psut suppossr plus simplsment que 1l'sxpérimsntetion

de la suite ’K:D\, convergs pour gu, c. A, d.

3fef  teneaue YRE L Em J{RIRY =YY

Il est clair que 2°) =—2 1°) ,

II} En renforgant les axigsnces sur la fonction S${e,x)

le} On psut suppessr que

lm. .w.p J> {dxle, R} [s(e,x)) = 0.

L~y
|~8fr. N>a

Ltimplication 1°) =% c¢) sast triviale ,
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2°) On peut eussi rsmplecer la condition e) dans 1l'énoncé

des théorémee 4 et 5 par le condition

P
O SIE.P %l-] {/u.{lxle.,&,} \s[e,x)l (@ aevec p> 1 .
X

Ii est clair que a') —=3 e) et ¢) .

Le condition I) 2°¢) de le convergence de 1'expérimentetion
s'impose presque d'elle-méme , cer elle garantit en plue

le convergence des moyennes

E (S\h) _ 4
EU(C‘F‘.\ —‘i}v(’ddﬁ’} cfe) f"{‘b‘“rg"-“s(‘-;*) { théoréme 1 ) ,
X

en vertu du lemme suivant emprunté a4 le théorie de le mesure .

51 S" est une suite de mesures de probabilité sur (E
convergeant ( eu sens de I} 2°) ) vers le mesure de pro-

bebilité \& y @lors V 3 . E, I—>,|R., telle que

A (?.){M on &
e gl

b {Tdeh 9001 = Yt g0)
¢ &

Nous pouvons donc énoncer le théordme sulvant qui servire

de base & le suite de notre exposé ,
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Théoréme 6

5i a) 5u.p cu\

f/.‘,{.ulxle Y HJ(c )< @ .

b) “RD, eet une suite de rigles de décision de coflit

divergent et d'expérimentation convergent pour 21,_

Alore
a) ‘rE:u %ﬁ% hb{d:.!e\.} @ ﬁp.{cl.xle,&.} $lex)

X
ol }'{ |k} ot la limite de la suite }‘{-lﬁ.} .

b) E‘.W Ev IS-MH&‘) =Q .

vam  E_(C1h,)

c) &”" E.!“-S"Sillp"u} —_

Vo o EV(CJ?\.,)

5. Le théorédme 4 montre 1'éguivalence esymptotique des suites

——‘S_..-— et L..
E,(Cif) E,(Clf)

régles de décision approprides ., Le théordme 7 ei-dessoue

de fonctions pour des euites de
établit des conditions necesseires et suffisantes de con-
vergence pour toutes les euitee de fonctione du type
™ . '
an1 M eet obtenue & partir d'une fonction

E,(CI%.)

bornée eur .

Soit Mc ltensemble des fonctions m: E,l——}rm, tellee

que Sup |m.f€)| < w o,
& c(e)
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A touts fonction m € Mc. noune egasocions le fonction

M. T R asrinte per
M(t)'—-—Zm(e.] pour t=(r.“x4), ...(ehx."] .

icd
Théordmes 7

Soit fK:D., une suite de rdgles de décision finies pour &, -

Les conditione e) st b) ci-dessous sont dquivelentes .

a) YmeM, , Vy>o ,
Cim "r:,[ Mik) -U.,(&.]I)q_lﬁ.,}:O

Ve 0 E.,(C"‘-]
o W (0) = (Rt 28
£

b) V.R-CE ' Vi)O 1

b | [y - V| >'ll“'°} =0

Démonstretion

1¢) Pour elléger les notations nous nous permetirons de

nouvean d'omettra la verieble R.. dane '?“,{ lﬁ,} '
et o E(IR) oo Uk .
2°) L'implicBtion a) =3 b) eat claire an poaant

mey= c(e]xa(c] ot Xa eat le fonction carmctérietique

de R .
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3°) Montrone qua b) =3 a) .,

Soient me‘H-G y E£E%0 m':P_r——’r’R. une

mie) _ m.’(c] <e

fonction élémentaira tella que Skp <
L .

et M’ . To—),m. la fonction définia par

n
M= cledmle) powr  Esfex), oo fenta) -
On a , en pasant u.:=ff,,{id m'le) »
£

M-M'
E.(c)

+ IE{?;) - DL,'I + ]u,'- U.‘,l

Dfapréa le théaréme 1

E,(IM-w1) € £,(0) 1)
E

¢ f},{agj
£

'““’-m‘(ql <E(0)e

c(e)

D'autre part

m.fe)

c{e) - Yﬂ-(&]

Puieque m  est una fonction élémentalre y ONn a
, J

mlel=Z o) Xl evee Rl

On & donc , ponr + ={€4,X4), - ..,) '

3 n
M'(t) =_§ a; Exa_(e;,) cfe:) =§ o CR'J' ({:)

Puieque u. Z a: } {ﬂ.‘ , on a anfin

M
= ( ] }‘{a,-}.[

E,(C)

< 2 oyl 12
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Dag lors , pourvu que &< -g'— R

'*'U%% - < "H%’ ) ,i?"{. g([g JAR *}l> 3a I}

+

M(E) - M| 2 } 3 E(m-M) o 3¢
t i Yyl > =1£ =—
e sy pulisgue v{l E,(C] ’> 3 - ?, E (C} -~ T'
&wup { gl(fé) >yL} £ i’l_,L , ce qui echéve le
vy of

démonetretion .

Noue dironc que la suite de réglee de décision ,RDV a

uns expérimentetion consistante pour %, said

NRcE , Vpo, Bm,fr{ —Caf_‘l UL Y

va o

Lee théorémee & et 7 nous donhent le " loi dese grands nombree "

Théoréme 8

[ {dxle, R |slex)] < @ .

Si e} SPC()

b) RD, eet une cuite de rdégles de décision de cofit
divergent , d'expérimentation convergente et con-

gistante pour R,, .

Aloxrna

% —UL(&.]]»L]R.} =0

oa  WU[R,) = f}{a.m] @ J;M.{alxlz R} sex)
et }{1&,} ot e Limite do iv cuite } BER

Vrt>0 R
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Suites ds régles de décision eimples ,

Dans c¢e paregraphe , nous étudions le comportement asymp-
totique du cofit pour des suites de régles de décision per-
ticulidres , Ellse ne semblent pes evoir de nom officiel ;
Bechofer (5) e'y référe en perlant de " Wald etopping struc-
ture " étant donné qutil s'agit d'une génBralisetion du teet
eéquentiel de Wald , Nousrles eppelerons des réglee de déw

cision simples .

Nous suppasons gqu'on e défini une partition ds }(, en
une famille de sous~ensemblee indexée par (_D H
]
J‘L‘—'- U J&l avec H4AR¢‘=¢ ei c{.!#o[. -
D -

Nous dirons gue d cet la décieion correcte loroque le

systéme se trouve dans un étet 2\,5 3{,4’ .

Seoit ar une mesure de probsbilité eur ;—& + A toute
trajectaire ‘t nous ettechons la meaure ’l’r{, ,{;}

sur }f, définie per

"H’{ H:,.S = ,h' pour la trejectoire vide to .

{d* ﬁ (xcle, &)
et - f[w{a,:};'lii(:l ., %) o

*

la trajectoire  L={e, XY, ... (eq,%) -

En langage beyesien , r eet le meeure de probebilité
4 priori et 'ﬁ'{_“’,} la mesure de probebilité & postériori

étant donné le trajectoire t .



b,

T

4
Soit o un nombre tel que 0< < - -
Nous dirons qu'une ragle de décision “RD aat

simple de niveau ol sei
VET , RD{E[]=1 est YdeD, G ATIRE TS
RO{LG =4 st w{H ]2 40 .

51 le systéme se trouve dans l'étet e\_c_ }Q’-L y le pro-
bebilité d'arriver & une décision incorrecte est S'{Et\?;.]
on t = Q) - {.‘LE

Li'avantaga principel d'une régle de décision simple est
qu'on peut éveluer fecilement la probebilité d'une erreur
de décision eu moyen du lemme suivant , emprunté & l'ane~

lyse séquentislle ,

Lemme %4

S 'R‘D eot une régle de décision simple de niveeu ol ,

aors VdeD ,  [m{s} Mz} < & .
*,

On peut en trouver une démonetretian dans (5) .

Pour ne pes surcharger les énoncée , noue introduisons les

abbréﬁations euivantes

- V’ﬂ" g\_e R : pour =presque tout RE& .

- Ju’Pfr 3(&,) i la borne inférieure de 1'enaemble

Re it {Q\QE’TR,; V,&e&, g(&]ém}
- Ln{'lr %(e‘, : 1la borne supérieure de 1l'ensemble

feR {'_q,\q,e'_“{,‘, Vﬂ_ﬂe&, g(ﬁ.]?a..}
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T{e k., BIR) = w_’{‘ﬂ Swr{a.eJ] Tfe, b, h10) .
@

- Etant donné 1'étet &o y nous désignons par J’o la

décision correcte pour e"o et par }{,D l'encsemble dee

états pour lesquels J'o est _la décision correcte ,

Pane le prochein théordme , nous aurons besoin de l'hypothése

H_ : nous dirons gque 1'hypothése HO est vérifide pour g.o sai

V £50 , il exiete un recouvrement fini rBl de J{'}Lo

tel que V‘R, ’ ’R’{(Bg'} >0 et

g(x‘:. R
VY ReB, su.p “j/k{ le, &) {'33[ {d K}l&’&;( xle, &)
By
Ls lemme 5 est une coneéquence & peu préde immédicte de
1'hypothése Ho .
Lemme
(xle, R,
si s) V LK, 5?]”'—"5}*{&“ g"]ll 3%_1_&.) <o

b) H, ect vérifide pour Evo

Alors

V:,)O, il existe un recouvrement fini m& de }C—J{,o

tel que V &, N ’”{‘B!,} >0 et
vied, | Im"tn,ﬁ{aq T(e, ko, By (%) ~ Wk) [ e
3

on  W(R)= 4ng, f;{&;} I(e, ko R18,)
R K, : '

<&
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6, Le théoréme 9 éteblit une borne inférieure pour le compor-
tement esymptotique du cofit dee régles de décielon joulssant
de le propriété du lemme 4 , loreque o, tend vere o

il e'epplique donc en particnlier eux ridgles de décieion

aeimples .,

Théoréme 9

< 0

R g [t )

b) Ho est vérifide pour &o

e) RD, eet une ocuite de rdgles de décielon finies

pour ?\,0 et terminantes V‘n-' &.G}E']{to

d) Y deD ' f'h'{de\.} E:{Et‘&].{, dy avec &mdvzo .
3t Yo
) b M
Alora

a) \,&":,f E\,(C\Rﬂ,\= o

4
3 Lmsup __s_z < fomsup U, (R)
Vs @ ((‘_]ﬂ,] -]
o W, (&)= inf, J},{d&]&,}l[e,&,,&]&,} .
Re-H,
Démons tretion

1¢) soit g3 0 et ,Pﬁ’ un reconvrement fini de J{.-}Lo

tel que V&, ' T{’B‘_]J >0 et

Vied muﬁ{h Tle, b, B IR) € U(g) +
£
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on peut s'arranger pour ql_xe'tout (Bl solt contenu
dans un ensemble Ri tel que d;# cL. "

2¢) Pour ,¢R s }{’i avec d+ oL on a

oy
ﬂ?lj' s LaR < ]j'rr{i& St —

Y T{B ]
B
Puieque /R:D‘, est terminante V.ﬂ, ﬁ;}{,-—]{_, on a
X{cL laf =1~ :{1—1&] v, &e}c-u, . done
w{dh] o { |n
"*{ k] [ e {'B ]

3
L3
3°) D'aprds le théordme 3 en a , V'Ir' e._g}f,-}f,o '

E, (cm[g {delbd T(e, R, &1R) >
J‘{J’ IR Eo} Sd{l,lﬁ.‘] + J:{t“&,‘&: X{t”‘.} >

§NEy 7
- & {d%.) boq é:{ouq -2 .
En intégrant sur @1 selon la mesure 77{%— et en

tenant compte de la concavité du log , on abtient

E(CIR) [ Mfdeind T(e, 2310 >
¢

.4
- T{LIRY Gy Wﬁ{mmuu-z >

L]
2 SAAIRY fog 2o+ L {LIRY Togm{B] -
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4%} En prenant le minimum eur 'ﬁ. dans lesa deux membres

de le dsrnidre inégelité et en tenant compte de l°) N

on obtient

E(CI6) [l oo |5 lng g &+ TR min (B -2

Puisque , d'apr2a l'hypothiee a) , .st:'.p LL(&,\«!?,

et que , d'eprée lee hypothdses b} et ¢) ,

&.\':; X;{&.l&..} on_i_‘. = 0 , on & bien &;’3 E'(Clﬂd-.-. w

. oy &
et ﬁ:'h::f:.r u“ﬂ.‘ f;::l:p C|R‘] » ce gui achéve la

démonetration ,

7. Pour eimplifier l'écriture , nous posons

- ,f(x\c,‘:B] =':$:;p.,, ‘f[XIc,M

- I(C, A,:BI&J = %g_) J‘#{d‘h,&"\ ﬁﬁ[’w{‘“\} (,‘% #(Xl&,&.\

‘(xlr.,‘B,
X ]

Pour le théoréme suivant , nous devons renforcer 1l'hypothése

Ho du paregraphe 5 .

H

1

: noue dirons que l'hypothése Hy eet vérifide pour 2;, sei
Va) 0, i1 exiete un recouvrement fini (Dﬂ. de }{.‘Mo
tel que VR 'n'{’.Rl} >0 |, ‘f(xle,’B‘] définit

une fonction mesureble sur &@I, et

4 (xle,h)
VN{E(B'. ) .sg,r; mf/u{dx[c,&_’] 'Eng_ fm‘-“ 4
X

Ileat cleir que Hl = Ho
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Nou= eurons eusesi besocin de 1'hypothése

H : nous dirons que l'hypothéee H, est vérifide pour gl,,, asi

2 2

V £50 , 11 exiete un sous-~ensemble R. < }C, tel
que TT{R.} >0 et

4 {x1e, &)
Vo ReRl L sup _i,‘{mc,a.} by Frer

-

(e

Comms dana le paregrephe 5 , on a le

Lemme &
- 4 LWL
st oa) Vo heH-H, sup c—(f_glﬁ{i"lhm ‘E"g e <Y

b} H, et H, sont vérifides pour P\,..

Alore
V £>0 , il existe un eous-~eneemble RC}{,, et un

recouvrement fini /-p‘h de }{.-}C‘ tels que 'rr{ﬂ.l]>0 ’

Vi, 'rr{’B,_i>o et
er?a .

mon i HeG T{e, A3, 1R) - R | < €

s W)= inf, f}{ag]l(ﬁ,&,,evm,) :
hd{-l(,{

8, Le théordma lo établit une borne supérieure pour le com-
portement asymptotique du cofit de régles de décision simples

dont le niveeu d. tend vers O .,
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Théoriéms lo

e x g(*lﬁ A
si e) V heM-NH, | Jgp I,u( le,8,} ,fo 4(5‘1 5 < w
B) Hl et l-I2 sont vérifiéea pour 2.,' R

¢} RD, eet une suiie de régles de décision simples

de niveeux of, evec &.m d,=0
Aind

d) Le suite ’R:D,, est de colt divergent , d'expérimen-

tation convergente et consistante pour ‘&,,

Alors
5‘»mm£ by > W(k,)
v CI&]
o U(R)= ,mg.,rf{a..[e.,m R, hIR)
Rel-X,
t }{Ia°,l eot la limite de le suite }v{.la'-]] .
Démonstration

1°) Pour alléger les notations , noue omettrons de nouveen
la varieble 3.., dane/u-{_. le, R._.ﬁ ' 'T;{ [ ?\,.71 ' J'{ l 9\.‘ ’ }{i&.} '
E\r(' l‘a“o] et u‘(e‘o‘ *

2¢) Remarquons tout d'abord gque

S AL "
VET {31 cd-a &= ”{{Mts] >

Soient un eone-ansemble H-C}(’o et un recouvrement

fini (Bl de H-H, tele ane MR}>o0 et m{iB‘ﬂ)O .
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On a , pour f:(c“x‘) A X..,] '

. max W@(xuleu'&) £ TR}
RN <t-a = Jw{&&}'ﬂ-f(‘!' SR

13

ot M= mfx "n{"Bd .

En prenant le log dans 1l'inégmlité de droite , an

obtient

o;x Z Eog{ l&.,(Bl] Eog {W{&&}Eﬂliiq,&) b4 ?03 (::‘::):i .

R

En tenant compte ds la concavité du log et en renversant

le signse , on abtient enfin

e k) f-+M
'Tr{}l lL} < 4 d : VN-"\-»Z {ls j‘w{ &1’ EOJ {{x;[e;}ﬂl\ ( 3 d.'!f{ﬂ.}
R

Soit £330 . Nous pouvons chaisir 1ls sous-ensemble

Rc}t. et le recouvrement fini (ER de J{,-}L

de fagon que

AT mﬁ{a}u AR 8>

Seient s - e ._.,’R, la fonction définis par

J’ flxle,n)
{RE ITEITEAY

at Sl. B Tl—)fR. N .S;. H Tl—)rlR./ les fonctions

définies par

s, (e,x) = w{any G



S&[{'.\ =§ .s._(e-,,x-.]
pour t'-= (c“x,.) R {CMX,L) .

1 n-i
Sl({'-] =§l Splee, %)
Les hypothéses a) st b) garantissent que

cle}

NA O, sup A—gp{d.x\e} |sy(ex)| < @
& XL

En vertu du théoréme 8 , on s

Vi, ¥pso , bmm

¥

Sald)
E(C) 'U"J”L]] =0

ot uf[}[agi(e,a,%k\&_\.

3
En vertu du théordéms 6 , on s
FSa, - S |
- L. S LN S
VR E,( 2 <o

I1 s'ensuit qus

V&. » V,rLE»O ' &n;"r;{

%—u‘lwd:o.

et , puisque ltindics 3\. est pris dans un snsemble

fini
VrL\.-O ' E»'mﬂ;{ ?‘%é)du min, Uy >1‘L} = 0.




Yo} 1{1)¢ étant une régle de décision simple de nivesaun
o s on & , d'aprés le point 2°) de le démonstra-

tion ,

q} ~preeque partout ,

-4 M
m»r\. S (t) < 203 flv_{ﬁi s

Il s'ensuit que

4 0o {1- -y} M Wl S- m.u'.n..s;ﬂ’-)_ n _
£ ¢ 4’ TR w77 = £k Ue>-n

Efc) &

min SO I,

o

Vrz>0. a_m, 4 b {t"“"” - mli,n LL1>-.L] =

on a , d'aprée le point 3°) de la démonetretion

o E(c] 4 <.m&

ce qui implique que
(4 a}M

V'Z>°’ &mu\.\e 'L'hw’ émin. l-rl>, U.-&—-rL

Veu 00

Pulsque ﬁ'.m.,d.‘.=0 et que £ et rL eont erbitreire-
Ak X

ment petite , on a bien

A
&mm\{ E&i > W,
v E}(C)

¢e qui achéve la démonstretion .,
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9. La eynthésze dss théordmes 9 et lo s'établit au moyen des
deux lemmes suivants . Le lemme 7 est évident et le lemme

8 est une conséquence immédiate des lemmes 3 et 5 .

soitt A c ¥, terque w{h{>0 .

Lemme 7
si a) RV, eet une euite de régles de décieion terminantee
V heh .
b) &v: J'I't'{alﬂ} SAtIny=0 .
/A

Alors

Vohaet . Bm S {dI0)=4 .

Lemme 8

4 (xle, R
54 a) Vwﬂ_e}f.-R,, Jgp Rg—)—-pu.{dxle,&.} ’eos {(*lf-;M < a0,

b) Ho est vérifiée pour aﬁ .

c) }v est une suite de mesures de probabilité eur

E. qui converge vers la megure de probabilité
Alorse

Lm SUls A Aded Te, R, R|R) = I{c, 8. .%]R.) .
o, s fw[wsr( I8 {.ﬁzﬁ““ (e RLAIR

vV Re K-,
& £
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Nous obtenons donc le résultat suivant qui décrit 1le
comportement asymptotigue du cofit pour une classe sssez

large de suites de régles de décision simples ,

Théoréms 11

st a) YoheR , ¥V, heX-N,,

sup [
E X

b) Hy et H, sont vérifiées V,", ‘BL,CR'

f(xlc ?u}l

;(xlc. ]

c) '-R])\,r est une suite de régles de décision simples

de nivesux ol svec &m,d.\,= o) , Tinies

- o
Y ke R

d) Lt'expérimentation ds 1la suite fR:D\, est convergente

et consistante Vﬂ_ 3\.. eh .

Alors

4.
VbR, fim —2E o (4(R)
vew £ [CI%.)

on Wk = iy ﬁ{mm I(e,R,, 018,

H-K,

}{,1&_} est 1s limite de la suite },{.IR,]] .
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Chepitre 4 L'optimalité asymptotique

1.

soient A ¢ 3{, ot ™  une mesure de probabilitd

aur a‘t .

Congidérona une suite K.R,V on Vv R /\R"v et
un ensemble de régles de déciaion , ainsi qu'une suite de

réglea de décision ’R'Dv' telle que Yy ’ ’RDV E.,Rl,/ .

Noue dirons que le suits ’R:b., est I - asymptotiquement

optimale sur H, relativement & la suite R/V osl

;
pour toute suite de réglse de décimion ’R-.Dv telle que

¥Yv , R, eR, ,ona

. E.(C1%)
V.n.g\,eﬂ N %T;P% é/]. ’

I I
ot EV(C‘FL) dénigne le cofit de ’va .

Cette définition de 1'optimalité asymptotique est légdrement
différente de celle de Chernoff (3) et de celle de Kiefer et
Sacks (4) , en ce sens que le critére d'optimalité n'eat pas
le rieque maie le cofit de 1'expérimentation . Nous pouvons

avancer trois raisons pour le choix de cette définition ,

1°) Elle a'inecrit dane le prolongement direct des réasultata

que nous avons ocbtenua dans le chapitre 3 ,
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2¢) I1 est souvent difficile de comparer lee collte abjec=
tife de l'expérimentation sux pertes dues sux erreure
de décieion gui ne sont pse toujours de nature pure-

ment financiéres .

3°) Le cofit de l'expérimentation constitue la partie pré-
pondérante du risque dee proacéduree asymptotiqusment

optimales au eene de Chernoff ou de see successeure ,

Soit [ un nombre tel gue [ 4 % .

Désignons par /\R,d’ lTensemble des régles de décision

RD tellee que

- RD  eet finie Y he¥ .

- VdeD f«@ﬂé{tmyé¢.
}Ei

sait R eH, terque TA}>o0 .

On a , comme conséguence directe du théoréme 9 et du lemme

T 5 le

Théoréme 12

sioa) VohoeR .V ReX-X, .

dlxie. )
J/u{a.x]a,&,} Bog e <7
X

A
TP

b) B, eet vérifide V“"f 'R,. cf .

c) ’R'DV eet une euite de régles de décieion tellee

que Yv , ’?\-D,,E’.R/HLV avec Ef.m.n{.\,:O

v



Alore

on M[R)= sup Lnfﬂ_h{h} T(e,h, hIR) .

3. Noue appelons meeure de probabilité optimele pour ‘R.o_

toute mesure de probebilité U’{'.l&«,} sur E telle que

in of{del &) Ie, k., a1R,) .
&z]{%& j‘ H ( ( ‘

Le théordéme 13 éteblit l'optimelité asymptotique d'une clesse

assez large de suites de réglee de déciesion eimplee ,

Théoréme 13
s1  a) V,,ren R, Y ke L-U, ,

4 { xle, .}
Tl fﬂ{u\eﬁ‘llﬁo 3 0,

b) Hy et H2 eont vérifidee V’h’ g.neﬂ.

c) ¥ h,eR ; MR)>o0 .
d) ’RDV est une suite de régles de décielon eimplee

de niveaux oby avec &',m.,d_‘,z 0 , finies V’rﬂ.e}t .
v

st

e} L'expérimentetion ds le euilte ’R‘D., est coneistante

et converge vere une mesure de probebillité optimale

Y, hoe R



L

Alors

1la euite 'RD, est N -ssymptotiquement optimale

sur ﬂ, relativement a la suite ,R'nl. .
v

Démonstration

'
Soit ’R'Dv une suite de régles de décision telle que

Yv . R, R, .

D'eprée le théoréme 12 ,
4

Co
Vel , fm % % 2 M o
whel b gy < ™

D'eprés le théoreéme lo ,

Pog, L.
Y & ' Bom &« =
g GGR' s E‘(C‘&.] M(e"O’ '

Il etencuit que

4, ¢ ce qui achdve

V,",?Lusﬂ. s &Lm\sulo %{—g—t—';é

la démonstration .

L'existence d'une meeure de probabilité optimale n'est pas

sagurée dane tous les cas ,

Cependant , si £ est un espace topologique compact ol les
gsoue-engsembles mesursbles sont boréliens , on peut énoncer

le


U-m.JU.10

Lemme 9

flrle,R))

4
s1  a) V,n_ he R-R, , -S\gp c_(c._] [/A{JXIC‘, F\.,T] ’Eog
) L

b} Ho aet vérifiée pour f

Alors

11 existe une meeure de probebilité optimale pour &o .

Démonatration

1°) Soit 3" une euite de meeures de probabllité eur

telle que

i, ing, I b{del T(e.h,,81%.) = M(8,)
LN l‘u.x‘
E
Puieque E, eat compact , on peut extraire de la euite
}n. une aoue~auite }; quil converge vers
o

une meaure de probebilité

2°) soit £S5 0 « Dlaprés le lemme 5 , il exiete un re-

couvrement fini :Bl de }L-—}{o tel que

Y } GIPE , mti,n.i}{de} I(e,?\.”@ll R,) - V(H} < £

3

o V(Y = .{,n{vf“_cle}'[(e,,ﬂ.” BIR,)
ReH-H,
&
Dtaprée le lemme 3 , on a

Vi, B [JLIT(RBR) =I»{&}I(e,a.,f3‘|a,1 .

L

¢ 3
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L'indice £ étant pris dans un ensemble fini , on a donc

‘&.m, h'\.l.-n. {ie e %.,(B W\,‘ hu.n. J.e I( ?\.,@ \2».}
A {de] A

n o
£

Puisqne &‘,m_ V(}:\'] =M (2.,,] , i1 s'ensnit que

ey o?

V(o) - M(k,)' £ & . &  étent erbitrairement

paetit , on a V(o‘] = M(P\o\ ; (vt est donc une

mesure de probabilité optimale ponr 'e‘-e .

Dans le cas ou E, n'est pas un eapece topaolegique
compact , on ne peut paes garantir 1'existence de mesures
de probebilité optimeles , On ne peut donc plus cbtenir
ltoptimelité asymptotique pour dee snites de régles de
décision dont l'expérimentetion est convergente , On psut
néanmoins établir 1l'optimalité esymptotique de certaines
suites de régleas de décision simples , en choisissant la
seconde des deux poseibilités qui se sz2ont offertee au
chapitre 3A§ 4 pour la construction d'une " loi des grands
nombres " . Cele revient & renforcer les hypothéses sur la
fonctiom é(qx] dans lee théordémes 6 et 8 et celles sur lee
mesures /uf]z,ﬁ} dans lee théordmes lo et 11 . Lea autres

théorémes restent inchangés .,
Théeréme 6 bie
P
§i e) \SU\.P C(e} f&{ixlz,ﬁoy ‘5(&,}()' < o avec P>/i .

v) RD, est une enite de réglee de décieion de

colit divergent pour 2"0 .
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Alors

a) lim. ——-—-—E"G‘SHM”&J =
Voo EV(CIR.]

) G (S-SR
Vp 00 E\,(ct&o]

Théoréme 8 bis

@ [/L{ix\t,%..‘ lS(t,x]|r< @ avec p> 41 .
X

b) ’-K'.D., eet une suite de régles de décision de cofit

Si a} SW
£\°

divergent et d'expérimentation consistante pour &o .

Viso. q-{ [r|m) -

E,
oo W8] = [ g ftdrte i sfen)
¢ x

Alors

S(e)
(cie,) Ik

Il faut aussi renforcer les hypothéses Hl et H2 qui

figurent dans la condition b) des thdorémes lo et 11 ,

Hi + 1'hypothéee H! eect vérifiée pour ‘g\.

1 . gsi

VE‘)O y il existe un recouvrement fini IB*' de }(-}L,

tel que YR ’n'{_@d> o , ‘f(xlfu?.,) définit

une fonction mesurable sur & Bx et
X f(xle, Rl
V Re’B& o Sup —L.q.{ le ,&} Ejﬂm B <&

avec P > 4.



1*hypothéae Hé est vérifide pour ‘fa,a ssi
Y £>0 , il exiate nn sous-ensemble Rc}{‘,
que 'n'{ﬂ.} >0 et

Vw&cﬂ, R sup @ I/u{cl.x]e Ifo}rﬂ‘ll(a

avec P) 1 .

Théoréms lo bia

si  a)

b}

<)

d)

Alora

YRR H, | .y dte 2’
ed-H, Sup T )Lu{.ixlc. R Ea,{(xlc o < 0

avec P> A .

H! et H! aont vérifides pour R, .

1 2

)
’RDV st une suite de réglea de déclalon aimples

de niveaux °Lv avec Bu'n.d. =0 .
V=t g

La suite ’R.-D, est de colt divergent et d'expéri-

mentation conaiatante pour P\,ﬂ .

&m.,fu

v-n-ao E Vw0

on W (R,)= m{,rh,{a\m T(e &, 5|8,

ReH-H,

La démonstration de ce théoréme est semblable a celle du

théoréme lo ; il auffit de remplacer les constantes u.

du peint 3°) par LLvl = “"{&;} I(e,&,ﬁllﬁo) .

&
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Théoréme 11 bis

Si e) Vﬂ.&oéﬂ. ’ Vﬂ.e\.ek-}(. N\

F
dlx1e,8))
e°3' 1(x1e,X)

b) H] et H) sont vérifides V, R, efl

Sw P o I,v.[dxla,a,} < w

avec P) 4.

c) FRDV eat une suite de régles ds décision eimples

de niveaux o, avec ECm.d.,=0 y finiee V,,ﬁe}f.

vy 0

d) L'expérimentetion de le euite ’RDV

“mumﬁwmxaumum

v e ulﬂ

3
Alors
4.
NAeR, & = Wk, .
e vJﬁgwqm ike]

st coneistante

V.ReR.

On obtient finalement le théoréme suivant pour l'optimalité

asymptotigque dee euitee de régles de décision simples

Théoréma 13 bis

i e) V,,_a.,eﬂ ’ V&.e]‘t-}t '

ie ,U
‘“"P P Lu{ix[c i fo (
X

3 gixaeky

b) H! et HY sont vérifides V.“, R,eﬁ..

1 2

o) VR eR , M(k)>o0.

< 07 avec P>’1
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d) 'RDV est une suits ds régles de décision simples

de niveaux o, &Vec &'.m,e{,,-.-.o y Tinies Vﬁﬂ,e;{. .
vow

e) L'expérimentstion de 12 suite "'RD, est consistante

ot fim An{“h,{hm.}I(e,&,,k\&.\=M(&,\ , Vo beh,

v R, K'H‘ E_
Alors

1s suite "RD, est ¥ -wsymptotiquement optimele sur

R, relativement & la suite Rdv .

L'ensenble dss ragles de décision rR'.L dépend de le mesurs
de probebilité & priori sur oL » ce qui limite
quelque peu la portés du théordme 13 , On pourralt souhai-
ter trouver un résultet anslogue ol le suite des ensembles
ds régles de décision servant de référence soit plus large-
ment indépendante de M . On peut envisager par exsmple ,
de remplecer l'ensemble 4 Par l'eneemble :R.;_ des ragles

de décision ’?\‘D telles qus

- ’RD est finie V." ‘3\ € }(. '

- YdeD . sup S{tRico .
’FLE}L‘-

Kiefer et Secks (4) se sont penchés sur un probldme analogue ;
leurs résultets permettent de supposer qu'en renforg¢ant quel-
que peu les hypothdses sur les mesures /u.{le,a_i et en ad-
mettant l& compRcité de y on peut construire une
fonction ll(d.] avec fim rl(-l]:: 0 telle que toute régls de

. ) a0 A1)
décision simple de niveau o - finie V,h_?\e}t appar-

: '
tienne & lfensemblse (R'd. dés que o eet asssz petit ,
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A+qldy)
Une ouite de régles de décision simplee de niveaux o,

evoc fim dy=0 eatiefaieant aux conditions du théoréme
Vor ot

13 , sereit donc asymptotiquement optimale relativement a
1]

la suite ':R‘d. .
v
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