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Introduction 

A, Historique 

Dans sa pratique , la méthode d'investigation statistique 

est toujours séquentielle . Le choix des hypothèses à vérifier , 

la décision d'accepter ou de rejeter telle hypothèse , ne 

sont pas des actes isolés , mais résultent le plus souvent 

de choix ou de décisions préalables et débouchent sur la 

formulation de nouvelles questions * Il est donc naturel , 

et même souhaitable que le statisticien cherche à tirer 

parti de l'Information dont il dispose à un moment donné , 

pour augmenter l'efficacité des expériences suivantes et 

réduire ainsi le coût du programme de recherches . 

On peut donc dire qu'en analyse séquentielle , comme dans 

bien d'autres domaines , la pratique a précédé la théorie s 

Toutefois , si elle ne s'appuie pas sur une référence théo­

rique solide , la pratique ne peut pas dépasser le stade 

d'un bricolage plus ou moins ingénieux . 

La parution en 19^7 du premier livre de WaId (l) consacré 

à 1'analyse séquentielle , dans lequel certains problèmes 

particulièrement simples sont résolus , marque incontesta­

blement une date importante dans l'histoire de la théorie 

statistique . Elle a été suivie d'un effort de généralisation 

considérable de la part de WaId lui-même (2) et de toute 

une école de théoriciens américains encore florissante au— 

J ourd'hui . 

Si l'on pouvait croire au début que des problèmes de plus 

en plus complexes allaient être résolus , il fallut vite 

déchanter . En dépit de la multiplication des critères d'op-

timalité , on est le plus souvent incapable de construire 
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des procédures optimales dès qu'on s'éloigne du cas le 

plus simple où seulement deux hypothèses sont confrontées . 

Dans les cas où une telle construction est possibles au 

moyen de la programmation dynamique , le coût de cette re­

cherche en temps ordinateur la rend le plus souvent impra­

ticable , 

Dans la plupart des applications pratiques , le statisticien 

en est encore réduit comme auparavant , à inventer ses pro­

cédures lui-même et à espérer que leurs performances ne se­

ront pas trop mauvaises „ Tout au plus dispose-t-il à l'heure 

actuelle d'une meilleure connaissance de la nature des pro­

cédures optimales dans quelques cas simples , ce qui peut 

le guider dans le choix de ses outils , et d'un certain 

nombre de bornes inférieures qui lui permettent d'évaluer 

grossièrement certains aspects des performances des procé­

dures de son crû à l'aide de quelques résultats de simula­

tion 0 

L'idée d'étudier certains problèmes de la statistique par 

un passage à la limite , en faisant tendre le nombre des 

observations vers l'infini et en tirant parti des divers 

théorèmes sur les grands nombres et sur la convergence des 

lois de probabilité , s'est imposée dès le début de cette 

science , ne serait-ce que pour Justifier l'usage si long­

temps exclusif de la distribution normale . Tout naturelle­

ment , des concepts d'optimalité asymptotique se sont intro­

duits peu à peu dans la théorie de l'estimation statistique . 
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En 1959 t Chernoff (3) définit' un concept d'optimalité 

asymptotique pour des procédures séquentielles . Le nombre 

des observations n'étant pas fixé d'avance pour une telle 

procédure , Chernoff obtient l'effet asymptotique en faisant 

tendre le coût des observations vers zéro . Lors de ce pas­

sage à la limite t le problème de 1<optimalité se simplifie 

considérablement et , de ce fait , le critère perd une bonne 

partie de son pouvoir de sélection . Malgré ses insuffisances , 

il est cependant le seul outil théorique maniable dont dis­

pose le praticien dans de nombreuses applications . 

L'article de Chernoff a été généralisé par Albert (9) et 

suivi par d'autres études dont la plus importante est sans 

doute l'article monumental de Kiefer et Sacks (U) paru en 

1963 t o u e s* ébauchée une première synthèse . 

Les procédures asymptotlquement optimales étudiées par ces 

auteurs ont une structure commune en ce qui concerne la 

règle d'arrêt ; ce sont ce que nous appelons dans cette 

étude des règles de décision simples , Par contre , les pro­

cédures de Chernoff et Albert diffèrent radicalement de 

celles de Kiefer et Sacks en ce qui concerne la planification 

des expériences . Chez les premiers , la planification pro­

cède après chaque observation selon le principe du maximum 

de vraisemblance ; elle dépend très étroitement des obser­

vations , donc des caprices du hasard , ce qui peut mener 

à un gaspillage initial assez important . Chez les seconds , 

l'aspect séquentiel de la planification est réduit au mini­

mum ; la procédure comprend deux phases et seul le choix 

de l'expérience utilisée dans la seconde dépend des obser­

vations . Que des procédures aussi dissemblables puissent 
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être toutes deux asymptotiquement optimales , montre bien 

la faiblesse du critère . En fait , aucune de ces procédures 

ne parait très convaincante ; dans la pratique , on préférera 

sans doute une solution intermédiaire , à la fois plus ro­

buste que la première et plus souple que la seconde * 

Nous nous proposons d'étudier de façon plus générale à quelles 

conditions doit satisfaire l'expérimentation d'une règle de 

décision simple pour garantir l'optimalité asymptotique . 

Nous introduisons à cet effet un critère légèrement différent 

d'optimalité asymptotique qui permet d'obtenir des résultats 

plus simples et plus généraux . 

Résumé 

Nous supposons que nous devons prendre une décision adaptée 

à l'état d'un système que nous ne pouvons connaître que par 

des expériences entachées d'erreurs , En général t plus une 

expérience est susceptible de localiser avec précision l'état 

du système , plus elle est chère , et le problème consiste 

à trouver un compromis raisonnable entre l'adéquation de la 

décision à l'état du système et le coût de l'expérimentation . 

Nous nous proposons tout d'abord d'exprimer cet antagonisme 

en généralisant une inégalité due à Hoeffding (5) ( chap. 2 ) 

Nous étudierons ensuite le comportement de cet antagonisme 

lors de certains passages à la limite ( chap. 3 J . Nous 

appliquerons enfin les résultats obtenus au problème de 

1'optimal!té asymptotique ( chap, k ) , 
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Chapitre 1 . Définitions . 

A. Notations et conventions 

- Tous les espaces dont il est question dans cette étude 

sont des espaces mesurables • 

- Si JL est un espace mesurable , la notation jL C JL signi­

fie que JT, est un sous-ensemble mesurable de 

- si x et y sont des espaces mesurables , la notation 

0C®\3 désigne l'espace mesurable produit « 

- Sl JL^ est une famille finie ou denombrable d'espaces mesu­

rables , la notation UX: désigne l'espace mesurable réunion 

est un sous-ensemble mesurable de SSi VL , 

JL O JC: es* "n sous-ensemble mesurable de JC^ • 

- Si JC est un espace mesurable , la notation 

signifie que ^ est une fonction mesurable de OC dans 

- Lorsque nous définissons une fonction , nous 

convenons que Hx)=O pour tout élément X c X non expli­

citement mentionné • 

- Si JL est un espace mesurable , nous notons J\- l'ensemble 

des mesures de probabilité sur OL • 

- Etant donnés une fonction i- JC.*—* IfV, et une mesure de 

probabilité Ms £ T-y » nous notons /"-{̂ ¾ II*} l'inté­

grale de X selon A \ , , ~*~ 
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B. Définitions „ 

1, Notre point de départ est un quadruple j <f£.. JJ, C-} CI où 

est un espace » dont les éléments , notés n* , corres­

pondent aux états possibles du système » 

<V est un espace fini , dont les éléments , notés JL , 

correspondent aux décisions parmi lesquelles nous devons 

choisir . 

- C- es* °̂"1 espace » dont les élémeiyts , notés C , corres­

pondent aux expériences à notre disposition , 

- C est une fonction mesurable de C* dans 

c(e] est le coût de l'expérience t • 

- A tout état du système n, et à toute expérience C 

correspond une mesure de probabilité MA. \e,,^.\ sur un 

espace X , appelé espace des observations et dont les 

éléments sont notés X . . 

Nous supposons que V Jv C JC t M-j h. \ e., ̂ J définit une 

fonction mesurable sur Q, $ J\s * 

2. Si le système se trouve dans l'état n,0 , il répond à 

l'expérience e4 par une observation XA qui est une 

réalisation de la variable aléatoire de mesure de probabilité 

/*•!• 16*.*%! » "1^ nouvelle expérience t t donne l'obser­

vation X1 qui est une réalisation de la variable aléa­

toire de mesure de probabilité i*/. | C1,H.^ t et ainsi de suite 

Après n expériences t on dispose de n couples de l'espace 

Nous appelons trajectoire une suite finie ou vide de couples 

(e,x) où ccc- et xeX 
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Nou8 désignons par Jn^ l'espace des trajectoires de 

longueur n et par J l'espace réduit à la seule tra­

jectoire vide • 

est l'espace des trajectoires ; ses éléments 

sont notés t ; t0 est la trajectoire vide . 

3. Une règle de décision est une règle qui , après chaque 

expérience t prescrit ce qu'il faut faire ensuite : quelle 

décision de JJ il faut choisir ou à quelle nouvelle 

expérience de C. I1 faut soumettre le système . 

Formellement , une règle de décision , notée t\ D , est 

une application de 1'espaces des trajectoires T dans 

1* ensemble J~. w des mesures de probabilité sur l'es­

pace éû y C- • 

Désignons par KUjftlw la mesure du sous-ensemble JT. de 

1)y C par la mesure IU) (t] * Nous supposons que 

V n. f "HDlA-lti définit une fonction mesurable sur J . 

Cette condition est essentielle pour pouvoir étudier une 

règle de décision en termes probabilistes . 

Pratiquement , une règle de décision fonctionne comme suit : 

- Pour commencer , on choisit un élément de ^D U C- selon 

la mesure de probabilité 1̂ 1)( t# J • Le résultat de ce choix 

est soit une décision cl- , auquel cas la procédure 

s'arrête ( soit une expérience e^ qui fournit une obser­

vation X-1 . On obtient ainsi la trajectoire t.=« [tA .X4) • 

- Après avoir obtenu une trajectoire de longueur n , 

Un,= (
6H1K1I, . . , (¢^, X̂ 1 ] , on choisit un nouvel élément 

de 7)u C- selon la mesure de probabilité ^RT) (kR} • 

Si le choix tombe sur une décision , la procédure se ter­

mine ; sinon . on obtient un nouveau couple fc X \ . 
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et la procédure se poursuit à partir de la trajectoire 

t.v+4 » (t-<>\), • - • h « ; \ w ) jusqu'à ce qu'on 

arrive à une décision . 

k, Si le système se trouve dans l'état TVa ( une règle de 

décision une mesure de probabilité AA, \, |n,i r en général 

dégénérée , sur l'espace J^ , qui est la mesure de 

probabilité des n premiers couples [tvX 1 obtenus , 

Nous omettons ici le détail de cette construction qui ne 

présente aucune difficulté , 

At iJ^ I K0 j est la probabilité que la procédure utilise 

au moins n expériences avant d'atteindre une décision . 

Une règle de décision est dite terminante pour Vin ssi 

• , J A A ^ I M = O • 
Du point de vue pratique cette condition est essentielle , 

car elle assure que la procédure se termine après un nombre 

fini d'expériences . 

En utilisant une règle de décision terminante t on obtient 

avec certitude finalement une décision de JÛ et une tra­

jectoire de J . Nous désignons par 01 -['S T et Ti. JK#T 

les mesures de probabilité de ces variables . On a 

CO , 

SL«TK 

5. Soit Jl C E et C. ; T* *—*TR,+ la fonction définie par 

Cj1M = 21 c f e ^ K ) pour t = (et,x^ . . . (ei)xJ 

où 1V est la fonction caractéristique de Jl , 
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A' ' e s t l a contrib"tion de il. au coût de la trajec­

toire t , Le coût total de la trajectoire est donné 

par la fonction Lt que nous noterons simplement C- • 

Lorsque le système se trouve dans l'état TV0 , l'espérance 

mathématique du coût de la procédure pour une règle de 

décision terminante pour Iv0 est 

E(Cl^ = ^{itlM C(t) . 

r 
Nous dirons qu'une règle de décision est finie pour n a 

ssi elle est terminante pour &, et E(C|fv0]<! 00 , 

Si tel est le cas , nous pouvons attacher à la règle de 

décision la mesure de probabilité TV I "S] s u r £- défi­

nie par 

Ces mesures de probabilité jouent un r61e central dans cette 

étude comme reflet du choix des expériences d'une règle de 

décision • 
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Chapitre 2 Generalisation de l'inégalité de Hoeffding . 

Ao Nous supposons donnée une fonction S'. L 9 JL et nous 

définissons la fonction par 

5(t)*gT jfei.Xj.) pour t = (e<>xA)J . . . (e^x^) 

Les deux théorèmes suivants sont des versions un peu plus 

générales de résultats classiques de l'analyse séquentielle 

'Théorème 1 « 

Si a) iS-D est une règle de décision finie pour Iv0 . 

L x 
Alor s 

E[S IR.) = E(CIH1) \\{^,) ^ J - Uu|t,M S(^) . 
I •* 
£ X 

Théorème 2 . 

Si a)1tf> est une r è g l e de d é c i s i o n f i n i e pour fvtt , 

L r oc 

Alors 

E [S11 (̂  = E(C|q[ïlwfcj ^ U"*kM M 
Z-

X 

Nous ne reproduisons pas ici les démonstrations de ces 

théorèmes + qui suivent de très près celles des résultats 

correspondants de l'analyse séquentielle . 
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Nous supposons que les mesures M-K- Ie/"'] sont absolument 

continues par rapport à une mesure 0" -finie AA. sur X 

Nous désignons par /(.!¢,¾.) la densité de M.\. |É,R.J par 

rapport à Au t et nous supposons que .T(J(I fi, (L) définit 

une fonction mesurable sur l'espace JC $ iL • IL . 

Soient "*v4 et Kt deux états possibles du système et 

"M- 1^tAa) : J '—* "^ l a fonction définie par 

H(MkAi* ̂  -i t est la trajectoire vide t. » 
ou si RftjnijTt.-] est de la forme 

0 

Le lemme suivant établit une relation entre les mesures 

Tv. I ft-J et of. I R.Ï associées à une règle de décision . 

On peut en trouver une démonstration dans (5) • 

Lemme 1 

Si IU) est une règle de décision terminante pour &0 , on a 

vitJt . Z î{i\k\ t, jgg^ [Ĥ lM WbM • 
T 

Soient j : C®JC '—* 'Jv la fonction définie par 

et S: T ^ T C 
la fonction définie par 

K. 

^ M =£1^;,*;) , pour E = (^X1), . ,. (̂ ,X1,) 
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On a O = toq M. ltL,,>*.l T\- j&jA-presque partout , et l« 

théorème 1 nous donne le 

Lemme 2 

Si a) 1\I) est une règle de décision finie pour «,„, 

< 00 . 

t x 
Alors 

Ttitiy e,? (yui = B(CMJM ̂ }**¾¾}¾¾ 
T a 

1, Les lemmea 1 et 2 nous donnent le théorème 3 qui est la 

généralisation annoncée du théorème de Ho©ffding (5) „ 

Pour simplifier 1*écriture , introduisons la notation 

X 
Théorème 3 

Si a) ^J) est une règle de décision finie pour ry,B , 

3 f(x|e,fc) 
<* 00 . 

Alor s 

E(CId. 
± £ }{A,\Q IUXM^.) 

L 
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Le théorème 3 exprime 1'antagonisme entre les deux exigences 

fondamentales posées à toute règle de décision . 

1°) Maximiser l'écart , mesuré par le numérateur du membre 

de gauche de l'inégalité , entre les mesures 

Cela revient à chercher à réaliser une sélection aussi 

spécifique que possible de la décision en fonction de 

l'état du système . 

2°) Minimiser le coût de l'expérimentation C ( C l ^ 0 J . 

La force de cet antagonisme dépend de l'écart entre les 

mesures /*•{,• !«•_,&.,] e* /*-{• U / M » mesuré par l'information 

de Kullback-Leibler T (l,K„^| R,e) (6) » ainsi que du 

choix des expériences qui se reflète dans la mesure f/• I "-«J • 

Dans le cas le plus simple où £, se réduit à une seule 

expérience t é\^ a deux états et Q) à deux décisions , 

on peut montrer (7*8) que l'inégalité du théorème 3 se 

transforme asymptotlquement en égalité pour certaines suites 

de règles de décision non séquentielles où le nombre des 

observations tend vers l'infini ; c'est une conséquence de 

la loi des grands nombres de Khinchine 0 

L'objectif du chapitre suivant est d'énoncer un résultat 

analogue pour des suites de règles de décision plus générales 
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Chapitre 3 . Etude asymptotique de suites de règles de 

décision a 

A» La loi des grands nombres . 

1. Considérons une suite de règles de décision où 

M £ M . Nous désignons par Tv{. |ft,."\ , £{.|*..} et }v(-lM 

les mesures sur T , D et L associées à la 

règle de décision iU)v et à l'état du système *Kft . 

Au lieu du nombre des observations de tìi)v , qui n'est 

pas fixée d'avance puisqu'il s'agit d'une règle séquentielle t 

nous considérons le coût moyen de l'expérimentation 

E.fc|fc.y- T({it|d.K(t) 

Nous dirons que la suite a un coût divergent pour w.a 

ssi 1°) V v t T ^ v e s t finie pour K 0 • 

Nous suppo s ons de s maintenant qu e le sys tèrne se trouve 

dans l'état U 0 

A une fonction . :c*X —ÏH 

t e l l e que 

V t e l . ( M J - X I ^ M | * M | < CO , nous 

attachons l a fonction TT\, : définxe par 
m. ( t i = | A { d . x | e X 5 4(<.,X) y 

a ins i que les fonctions 5 : T* > R et M ; J " *l/v dé­

f in ies par 
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M(t)--fnv(£.) 
W l 

pour t = (C11X11), , . . (e^x,,) . 

2. Le théorème suivant est un premier pas vers une "loi des 

grands nombres" pour une suite de règles de décision de 

coût divergent , 

Théorème U 

S i a ) J*P4Î M ^ M h M l * * -
b) i\4)̂  est une suite de règles de décision de coût 

divergent pour ft,fl , 

Alors l«((«.*ïl>«t 

Démons tration . 

1°) Nous noterons simplement IjJt. |«,j t \ v \ . I 

pour ^ ( . I e A i . U - I M . E,(.|RJ. 

Soit 3= ^p^j/M^MW^l ' 

M-) 

A tout nombre o„> 0 nous attachons les fonctions 

f*S(fc,x) JÌ- |sî(e,x)|*a, /" , 

I 0 ii/ |S(e,x] > eu J 

X 

2°) Soient Lt:T»-HrSL , V : T > — C Î H et V : T » — ^ H les 

fonctions définies par 
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Ona | 3 - M | ^ LL+V + |W| . 

D ' a p r è s l e théorème 1 , 

Ev(u.) = E,'(C)f ì , { ^ ^ 7 J A { iK | t } | , M | . 
t UM|>a. 

et 

E, (V) = ^(CJt(JtI Kw^wI É E9(C) Uu)^j /L{JX|*}|J M | 

|-*M|>0L 

D'après l e théorème 2 ( 

Ev(^ l = Et[C)\)t{U} ±lrt**\') fcM-vM]1 ; 

done 

Ev(W2)^ E , ( C ) ] U J U J ^ ^ n [ ^ ) ] £ E¥(cU3 , 

P u l q u e V t > O , E , ( | W | ) * tE,{C)+ - I — EV(W*) , on a 
LZlC) 

3 E, (M)^E y ( cK^ - , 
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et finalement V t > o , 

L |*M|>a. 

Les hypothèses b) et c) du théorème garantissent que 

U.vn̂ lu*3 —ï-i '— — 0 t c e 1I"1*- achève la démonstration . 

3. Soit la fonction définie par 

K-4. 

3'(t)=ZT j(eLjxt] pour t = (e0x^i ; ...(tK,xK) 

Le théorème suivant établit l'équivalence asymptotique 

des fonctions O et O , 

Théorème 5 

Si a) ju.|a ^Jyu.{ix|eA}|j(e.x)|<: *> . 

b) IQ)(/ est une suite de règles de décision de coût 

divergent pour 1\,0 . 

f A f 

Alors 

Démons tration 

1°) Noua reprenons les notations du point 1°) de la démons­

tration du théorème h , 
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2°) Soient Ll ï T - U , VtT-TR et W: T—IR. 
les fonctions définies par 

pour t - ( e 4 , x^ , . . . (^1 xK) 

On a |ó-5 ' | ^LL + V+W , Vé \A, , \J é OL . 

D*après le théorème 1 , 

E, (V) 4 E, (11) = ET, (C) J k m ĵL Lfrl»M|<(c*)| . 

Puisque E j W l ^ Ĉ  , on a finalement 

Les hypothèses b) et c) du théorème garantissent que 

P.v EVO*-*'') 
= O t ce qui achève la démonstration 

4. La condition c) des théorèmes k et 5 n'est pas satisfaisante 

car elle concerne à la fois la suite et les fonctions 

d(e,x], On peut éviter cet inconvénient de deux façons . 

I) En renforçant les exigences sur la suite 

1°) On peut supposer que l'expérimentation de la suits 

est stable pour h>« c. à, d. 

3 \ €. Jp telle que V £ > O f 3 )j > O tel que 
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La condition c) est alors une conséquence du théorème 

d'Egoroff . En effet : 

Soit Ê. > 0 et *l > 0 un nombre remplissant les condi­

tions de l'hypothèse 1°) . 

Puisque V t e C , ^^ITï y*̂ -{ebc1c} f^f^x)| = 0 t le 

théorème d'Egoroff garantit l'existence d'un sous-ensemble 

tel que 

}££-&)< ̂  et "'*"' iu^> /i{JjtU)Jj(«,xj| = 0 , 

Puisque I = I •+- J » il s'ensuit que 

L A E-*. 

ÊA to IiW ifcjrtW I'M 6 3 e . 
£ |<M|>iv 

2°) On peut supposer plus simplement que l'expérimentation 

de la suite converge pour •R,a c. à. d. 

3 } c ? £ telle que V A c £ , U . }v{ft | R^ = )[*.} 

Il est clair que 2°) = ^ 1°) . 

Il) En renforçant les exigences sur la fonction ,î(*>x) : 

1°) On peut supposer que 

^ *y> - ^ j - Jz^OUA0
1I |-s(e,x)| = o . 

Wi,x)|>(U 

L'implication 1°) \ c) est triviale , 
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2°) On peut aussi remplacer la condition a) dans l'énoncé 

des théorèmes k et 5 P&r la condition 

a*) -SUf ̂ j Ul-LxIt 1^ J5(t,x)|< 0? avec b > 4 

Il est clair que a*) X a) et c) 

La condition l) 2°) de la convergence de l'expérimentation 

s'impose presque d'elle-même , car elle garantit en plus 

la convergence des moyennes 

^=j} ,{A t lM£j /4<uu,M<M ( théorème l ) * 

en vertu du lemme suivant emprunté à la théorie de la mesure 

Lemme 3 

Si \ v est une suite de mesures de probabilité sur C 

convergeant ( au sens de I) 2°) ) vers la mesure de pro­

babilité 1J , alors V g • £- ' * ^ 
t e l l e que 

on a 

£? JVM^W = ' JWgW • 
L L 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant qui servira 

de base à la suite de notre exposé . 
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Théorème 6 

Si a) 

OC 
KÎ)y est une suite de règles de ( 

divergent et d'expérimentation convergent pour *v . 

OC 
b) ^KÎ)y est une suite de règles de décision de coût 

Alors 

où V{. l M e s t l a l i m i - t e de l a s u i t e J ,{ |R. . j [ • 

b) ^ ^0J-M \m , o . 

5. Le théorème U montre l'équivalence asymptotique dea suite; 

.S M 
de fonctions et pour des suites de 

Ev(ctfc.) E„(C!*J 

règles de décision appropriées . Le théorème 7 ci-dessous 

établit des conditions nécessaires et suffisantes de con­

vergence pour toutes les suites de fonctions du type 

(M 
— — -— où |*| est obtenue à partir d'une fonction 

t„(C|R..) 
bornée s u r £ , . 

S o i t l ' e n s e m b l e des f o n c t i o n s \n : 

que 3Ub - 1 ^ ^ 1 < CO . 

t e l l e s 



-22-

définie par 

n, 

M(t) = 2Tm-(Ci) pour t = (t4(^); ... (e^xj . 

Théorème 7 

S o i t 1\Dy une s u i t e de r è g l e s de d é c i s i o n f i n i e s pour y\.e 

Les c o n d i t i o n s a) e t b) c i - d e s s o u s son t é q u i v a l e n t e s ., 

a) V m.e J\c t * i £ > 0 » 

Démonstration 

1*) Pour alléger les notations nous nous permettrons de 

nouveau d'omettre la variable n,, dans 1T^/. I «-»l > 

2°) L*implication a) ̂ ^ b) est claire en posant 

m.(t)= cfe^X (fc) °" X A es* l a f o n c t i o n caractéristique 

de Si 
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3°) Montrons que b) = ^ a) . 

Soient m,e/Tft , £.^0 , hv : C'—* "^ une 

fonction élémentaire toile que itcp , c — m//d) < £ 
f ' I C-1*1 I 

et M' : T-Vlit la fonction définie par 

tv 

On a , en posant Uv = J J"v̂ Jlt̂  */[e) . 

M - M ' 

D'après le théorème 1 

D'autre part 

+ UJ-U. 

Wife) ', . * E " , ( C ] * . 

^ £ . 

Puisque m. est une fonction élémentaire , on a 

m. (e) = ZT aj %& (t) avec Ä • c t 

On a donc , pour i = (^1X4) , . . . (C ,̂X^) 

Puisque LlJ = î a . ^ { A ^ , 

d 

on a enfin 

e-v(c) 
^ ZT k: 

r,(c) JyL Jl 
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Dèa l o r s , pourvu que E. < -r— 

« -«M * ̂ m U +MÜS8-H> ifel 
e t , pu i sque O^. 

6i.wusttp T;J M ) ' - lty >n \ ̂  — ^ , ce qui achève la 

démonstration , 

6» Nous dirons que la suite de règles de décision 

une expérimentation consistante pour yy9 ssi 

Vile I . V1Vo , L*,rJ ^ - ^ A I ^ K I ^ O . 

Les théorèmes 6 et 7 nous donnent la " loi des grands nombres " 

Théorème 8 

Si a) ,SU.P -4T M > k Ml-S^l < °° ' 
P c (e) J c X 

b) Hj)v est une suite de règles de décision de coût 

divergent , d'expérimentation convergente et con­

sistante pour Iv0 . 

Alors 

V 0 ' ^^[|^M"-^M|>l|^] = o 

OÙ U(K) « i\ld*\K) ̂ j JAW*,M J M 
et W - I ^ es* la limite de la suite V { . | R^ . 
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B 0 Suites de regies de décision simples . 

1B Dans ce paragraphe , nous étudions le comportement asymp-

totique du coût pour des suites de règles de décision par­

ticulières • Elles ne semblent pas avoir de nom officiel ; 

Bechofer (5) s'y réfère en parlant de " WaId stopping struc­

ture " étant donné qu'il s'agit d'une généralisation du test 

séquentiel de WaId , Nous les appelerons des règles de dé» 

cision simples » 

2, Nous supposons qu'on a défini une partition de J-\, en 

une famille de sous-ensembles indexée par JJ : 

JlL = U <fUi avec <K, r\ H*,, - 0 si cl 4= A. . 

Nous dirons que a- est la décision correcte lorsque le 

système se trouve dans un état n, C o*Lj • 

3« Soit If une mesure de probabilité sur &£, . A toute 

trajectoire t nous attachons la mesure Tl" < , | t ( 

sur J£, définie par 

fH"l . t \ = 'ÌF pour la trajectoire vide T-0 . 

V A c J t . ^{Jtlt}» - A ^ I pour 

la trajectoire t = [^ ,X4), . . . (e^X,) . 

En langage bayesien , Tr est la mesure de probabilité 

à priori et *ÎM.|ti la mesure de probabilité à posteriori 

étant donné la trajectoire t • 
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U. S o i t oL un nombre t e l que 0 < A. < —r- . 

Nous d i r o n s qu 'une r è g l e de d é c i s i o n ""XD e s t 

s imple de n iveau oQ s s i 

V t cT , ^ E | i ^ l ssi Viel) , ir(Hjfc}<4.-«C 

HD(JLIt^d ssi Tr(HJt] ^ 4-4, . 

Si le système se trouve dans l'état IvC. JT!, 1 « la pro­

babilité d'arriver à une décision incorrecte est ojct|n,] 

où ct=î)-{cU} . 

L'avantage principal d'une règle de décision simple est 

qu'on peut évaluer facilement la probabilité d'une erreur 

de décision au moyen du lemme suivant , emprunté à l'ana­

lyse séquentielle , 

Lemme k 

Si IU) est une règle de décision simple de niveau oL * 

alors 

On peut en trouver une démonstration dans (5) . 

5. Pour ne pas surcharger les énoncés , nous Introduisons les 

abbreviations suivantes 

Y^, H e U s pour TT -presque tout u f t . 

: la borne inférieure de l'ensemble 

KcJt * 

la borne supérieure de l'ensemble 
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- Etant donné l'état 4\, , nous désignons par a la 

décision correcte pour n,0 et par jÇ, l'ensemble des 

états pour lesquels 0L0 est la décision correcte , 

Dans le prochain théorème t nous aurons besoin de l'hypothèse 

H : nous dirons que l'hypothèse H est vérifiée pour n,0 ssi 

V &V0 , il existe un recouvrement fini oög de JTI-O^0 

tel que V &. , ^(¾.! > ° et 

l r * > 1^k)] 
Ir[JLt] < e 

¢-

Le lemme 5 est une conséquence à peu près immédiate de 

l'hypothèse H , 

Lemme 5 

S i a ) \C*ctt-Jt0 , ^ p ^ J ^ i x l ^ 

b) H e s t v é r i f i é e pour R, 

< <tf 

Alor s 

V £ > 0 , i l e x i s t e un recouvrement f i n i «Qg de rfC-JC 

tel que VU , ^ ( ¾ } >0 e t 

«L.X-ÏL I 

4 L 
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60 Le théorème 9 établit une borne inférieure pour le compor­

tement asymptotique du coût des règles de décision jouissant 

de la propriété du lemme h , lorsque oL tend vers O ; 

il s'applique donc en particulier aux règles de décision 

simples « 

Théorème 9 

Si a) V W t - K 0 , jfcp^M,k{.U|eA} 
*• X 

b) H e s t v é r i f i é e pour &, 

< «? 

c) T^D^ e s t une s u i t e de r è g l e s de d é c i s i o n f i n i e s 

pour K. e t t e r m i n a n t e s \/ KeJC-JCn . 

d) Vici) , /ir{A4C{*|*,)£ ol, Utn. oLv = 

V - * BB 

Alors 

) L^ E v ( C | q = co 
V-V 00 

Po. 4 
b) t tvOw.» 0 ^ ** ^ kwu«.p L L J U 

v ^ * P Fv(c|de) - - -? v ' v-v «r 

Démons t r a t i o n 

1») Soit £> 0 et ^ , un recouvrement fini de JC- ?C„ 

tei que Vl , ^{\\ > 0 et 
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On peut s'arranger pour que'tout Jj^ soit contenu 

dans un ensemble <K.j tel que i £ <L. • 

2°) Pour oOj C Ky_ avec d * cL0 on a 

% «A 

Puisque ''RJiv est terminante V-n-nc^-Jt,,» on a 

J " V [ « U M = 1 - ^ ( ¾ K î V ^ e X - J t . . donc 

A 
Ir Al 

Tr{iqs;{^l^> 4 -
Tr {««] 

3°) D'après le théorème 3 on a , V17- VLeK-X-,, i 

Ev(c|Çv.)jM<uiMT(£A.AlM> 

ir 
M». 

En intégrant sur cOa selon la mesure 

tenant compte de la concavité du log , on obtient 

Ev(ciq[}vutiqi(eA/2«tM ^ 

e t en 

>, - -l> 

% 

ï KUAK] 6"3^7 + K{UK\ ^iW -Z 
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^0) En prenant le minimum sur ft, dans les deux membres 

de la dernière inégalité et en tenant compte de 1°) , 

on obtient 

Puisque , d ' a p r è s l ' h y p o t h è s e a) , i U p U ( ( u , J < t ì ? , 

e t que , d ' a p r è s l e s hypo thèses b ) e t c ) , 

Eôn, o^{A.lft^Coû— =0(7 , on a b i en kwv Ev(C|fc-0l = (O 

e t tvn«rup U..(fxA ^ fcirUub -•? * \ , ce qui achève 

démons t r a t ion , 

E#l«J 
la 

7. Pour simplifier l'écriture , nous posons 

Pour le théorème suivant , nous devons renforcer l'hypothèse 

H du paragraphe 5 . 

H : nous dirons que l'hypothèse H est vérifiée pour n 0 ssi 

V £, > 0 t il existe un recouvrement fini JSg de tfC-*V0 

tel que VR, , ̂ (¾] > 0 , /(*^,¾) définit 

une fonction mesurable sur £ ® X et 

V1,1 c
1^ , 4icp ̂  LfcU|*,M £t . 

liest clair que H. ri—^ H 
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Nous aurons aussi besoin de 1*hypothèse 

H„ : nous dirons que l'hypothèse H^ est vérifiée pour n,0 sai 

V E. > O » il existe un sous-ensemble Jt C ç\,e tel 

que 1ï"{flJ > 0 et 

v*^tJl - ^ i J ^ i ' - M 3 ^ » i t » 
< L 

Comme dans le paragraphe 5 j on a le 

Lemme 6 

Si a) V ^ e K - K , , ^ 4 - U c M e A i 
3|(*i*,«0 

< Oi? . 

b) H. et H sont vérifiées pour &, . 

Alors 

V l ) O , i l e x i s t e un sous-ensemble J t C rfv, e t un 

recouvrement f i n i J j - de ffC-<rC0 t e l s que ir/iLj > 0 , 

V l , 11-(¾¾ > O et 

fccX-x. ; 

<r t 

8* Le théorème Io établit une borne supérieure pour le com­

portement asymptotique du coût de règles de décision simples 

dont le niveau «L tend vers 0 • 
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Théprème lo 

Si a) \/n UK,-H, , i^-^-WMtX) < «> 

b) H. et H ? sont vérifiées pour ft . 

e) "M) y est une suite de règles de décision simples 

de niveaux çi.Y avec turn. oLv - O 

d) La suite 10)^ est de coût divergent , d'expérimen­

tation convergente et consistante pour "n, . 

Alors . A 

fc^Uf J^JL } LL(M 

où U(M = Ân-L f}{J*lW I ( ' A , M O 

et K'M e s t l a l i m i t e de l a s u i t e M-iM • 

Démonstration 

1°) Pour alléger les notations , nous omettrons de nouveau 

la variable t. àans^{. \ t-X\ . % {• I M • ).{• I M » Jt ' ̂  T 

E,(.|^] et U(*.| . 

2*) Remarquons tout d'abord que 

i»{«-XJtJ 
> 

Soien t un sous-ensemble e t un recouvrement 

f i n i Q} . de X - K 0 t e l s que Tr(A] > 0 e t 1 r f e j > 0 . 
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On a , pour ï = (lA,X+) , . . . (e,,, X. 

où M = nuLX Tr (¾] . 

En prenant le log dans l'inégalité de droite , on 

obtient 

OLTr[Si] 

"T £ ^ ̂ ^ - ̂  4n -H^-i'^ì > ̂  jß$ 

En tenant compte de la concavité du log et en renversant 

le signe t on obtient enfin 

A 

3° ) Soit £. > 0 • Nous pouvons choisir le sous-ensemble 

A- C tfv, et le recouvrement fini «B« d© M-" JC 

de façon que 

Soient $_ ; C- ôX- I—> Kv- * a fonction définie par 

V e 

les fonctions 

définies par 



-M-

s . [ t i= r \[t>,xi) 
i.*-L 

IV-I 
pour t - ( t 4 j X ^ , . . . (t»,X*) . 

3 (t)=E^(e;,x^ 

Les hypothèses a) et b) garant issent que 

V -it , 3145 — L.{<lx\t] \-Sk(e.,*.)\ < 00 

En vertu du théorème 8 , on a 

$M 

V 
E-. (C] 1 V-

En vertu du théorème 6 , on a 

I l s ' ensu i t que 

V i , Vi,>o , u 
V-v at 

(^>o , UbvT; I E. (e) ^ >l> = o. 
et , puisque l'indice JL est pris dans un ensemble 

fini 

V ft ̂ 0 , 6WVuTx 
Ei(C) 

11I = o 
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é t a n t u n e r è g l e d e d é c i s i o n s i m p l e d e n i v e a u 

oLv , on a f d ' a p r è s l e p o i n t 2 ° ) d e l a d é m o n s t r a ­

t i o n , 

I1TlUA. O . l t | < UOQ * —— , , T^ - p r e s q u e p a r t o u t . 

I l s ' e n s u i t q u e 

A o (l-rfy)M . M ^ ^ _ - hU».5*W • Ii v u 
to« ^ r-T- - m ^ u LL > - h = ^ —A—Z nvth. U . > - h 

;{c] 2 ^ n M H fc <• E„(c| * *• L E-v (C) 

P u i s q u e 

min, O. (tj 
T* TiET - r V -i 4-r. 

tnjn. ${fi) 

BAc) 
- hiùn U^ 

on a , d'après le point 3°) de la démonstration 

V?>0, tù^xl-^—^^T^ -mùuUé>-h = O 

c e q u i I m p l i q u e q u e 

V h > O , u.m.û*-P ^ mùn. U-. - h ^ I l - £ - h 
' v - * - T E v ( c ) «, * l l 

Puisque U-WUOt-=O et que L et n sont arbitrata­

ment petits , on a bien 

ce qui achève la démonstration . 
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9. La synthèse des théorèmes 9 et Io s'établit au moyen des 

deux lemmes suivants . Le lemme 7 est évident et le lemme 

8 est une conséquence immédiate des lemmes 3 et 5 • 

So it J I c ^ tel que Tr{&) > O 

Lemme 7 

Si a) "KÎÏY est une suite de règles de décision terminantes 

VA« A • 

b) Corn. 

A 

r{JA) J;{är.m = o . 

Alor s 

VA.«.. t m . r ¥ u i ^ = - i . 
V - * l * 

Lemme 8 

S i a) vr*«H-*., t p 4 f ^ k ' ^ h l ^ < «? 

b) H est vérifiée pour fc, . 

> Y est une suite de mesures de probabilité sur 

£. qui converge vers la mesure de probabilité 

Alors 

U,t»v.Su,K> -i-n. 
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Nous obtenons donc le résultat suivant qui décrit le 

comportement asymptotique du coût pour une classe assez 

large de suites de règles de décision simples . 

Théorème 11 

Si a) V^cft- , V1^eK-X. , 

iu.p - 4 -
l c(tf 0Z pït,K) < & . 

b) H- et H_ sont vérifiées V_ K0C ft . 

c) 1¾])/ est une suite de règles de décision simples 

de niveaux o(_v avec 6ùn-oLv= 0 , finies 

YA «A • 
d) L'expérimentation de la suite T\])^ est convergente 

et consistante V TL. C ft • Tr • 

Alors 

*-• E,(C|fc.) l '' 

OÙ LL(̂ 0] = dn .̂ fU^tM K ' A A K ) 

e t \ f . | M e s t l a l i m i t e de l a s u i t e [„{ . (&, ] 
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Chapitre k L'optimalité asymptotique 

1. Soient JL C <rC et TT une mesure de probabilité 

sur 3£, . 

Considérons une suite Jvv où V V t s/v-v est 

un ensemble de règles de décision , ainsi qu'une suite de 

règles de décision 'RI),/ telle que Vy , "KJ)v €• Jv^ , 

Nous dirons que la suite n U ) v est IT- asymptotiquement 

optimale sur A, relativement à la suite ssi 

pour toute suite de règles de décision t\J)y telle que 

V v , TU)^ £ X v , on a 

où E„(Clfc) désigne le coût de 1U>V 

Cette définition de l'optimalité asymptotique eat légèrement 

différente de celle de Chernoff (3) et de celle de Kiefer et 

Sacks (h) , en ce sens que le critère d'optimalité n'est pas 

le risque mais le coût de l'expérimentation . Nous pouvons 

avancer trois raisons pour le choix de cette définition , 

1°) Elle s'inscrit dans le prolongement direct des résultats 

que nous avons obtenus dans le chapitre 3 • 
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2°) Il est souvent difficile de comparer les coûts objec­

tifs de l'expérimentation aux pertes dues aux erreurs 

de décision qui ne sont pas toujours de nature pure­

ment financières . 

3°) Le coflt de l'expérimentation constitue la partie pré­

pondérante du risque des procédures asymptotiquement 

optimales au sens de Chernoff ou de ses successeurs „ 

2. Soit o« un nombre tel que 0 < oL < —— . 
Xi 

Désignons p a r l ' e n s e m b l e des r è g l e s de d é c i s i o n 

t e l l e s que 

- 'Kb e s t f i n i e V11, ft. £ 3C . 

&JL 

S o i t J l C 3 £ 0 t e l que 1r{JLJ > 0 . 

On a , comme conséquence directe du théorème 9 et du lemme 

7 , l e 

Théorème 12 

si a) V A e A- . K IeR-K . 

^ikH^M Coq — 

b) H e s t v é r i f i é e V & £ A ' o Tr * 

< OO . 

"TT 

0 TOv 
e s t u n e s u i t e d e r è g l e s d e d é c i s i o n t e l l e s 

q u e V v , 'TU)., Ê. J v , a v e c U,m.ei., - 0 
V-* w 
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Al ors 

3« Nous appelons mesure de probabilité optimale pour t̂-a 

toute mesure de probabilité 0"t'l'W| S u r £• telle que 

ut{v U^ lM M^XMK) - MN 

Le théorème 13 établit l'optimalité asymptotique d'une classe 

assez large de suites de règles de décision simples „ 

Théorème 13 

Si a) V^n^eJl , V^ & G 3-C-R0 , 

< & • 

b) H. et H sont vérifiées V ft-o £ A. 

c) vw K * Ji » M(y>o . 

d) IU)1, est une suite de règles de décision simples 

de niveaux o(,„ avec Curi. ci... s 0 f finies V «.£<&• 

e) L'expérimentation de la suite KDy est consistante 

et converge vers une mesure de probabilité optimale 
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Alors 

la suite 1U) V est TT -asymptotiquement optimale 

sur Jl, relativement à la suite 

Démonstration 

Soit K-Dy une suite de règles de décision telle que 

D'après le théorème 12 , 

P 4 

LOû —-— 

*-** Ev(c\K) 

D'après le théorème Io , 

toe, 

V-* » E, (C IR.,) 

Il s'ensuit que 

V n, £ A, » U-m.JU.10 — ~ , -^- ̂ 4 , c e qui achève 

v.* * r E„(C|R,] 

la démonstration • 

k. L'existence d'une mesure de probabilité optimale n'est pas 

assurée dans tous les cas . 

Cependant , Sl C- e s t un espace topologique compact où les 

sous-ensembles mesurables sont boréliens , on peut énoncer 

le 

U-m.JU.10
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Lemme 9 

SÌ a) V1^Jt-K., ^^y\i*vs.\ 

b) H e s t v é r i f i é e pour n,. • 

{ {(*UAÌ 
|(x1c. fc) 

<r o? 

Alors 

il existe une mesure de probabilité optimale pour Iv9 

Démonstration 

1°) Soit V une suite de mesures de probabilité sur 

telle que 

km. Ut* [UJeU(^.(MM = N W . 

Puisque i est compact , on peut extraire de la suite 

une sous-suite }L v* converge vers 
une mesure de probabilité (f 

2°) Soit £. > 0 • D'après le lemme 5 , il existe un re­

couvrement fini OOB de J C - 3""L tel que 

i 

D'après le lemme 3 » on a 
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L'indice ft, étant pris dans un ensemble fini t on a donc 

L^ lain, fV(Ae] I f e , * , , , ^ ^ = * L J 0 - ( ^ I (t, K . ^ 1 ^ ] • 

£ L 
Puisque iitn. V ( V ] Ä M (̂ .»] » il s'ensuit que 

V((r) - ^(^-»] e t . t étant arbitrairement 

petit , on a M < H = 1"[K0I Ì 0" est donc une 

mesure de probabilité optimale pour y\. . 

5. Dans le cas où C- n'est pas un espace topologique 

compact t on ne peut pas garantir l'existence de mesures 

de probabilité optimales . On ne peut donc plus obtenir 

l'optimalité asymptotique pour des suites de règles de 

décision dont l'expérimentation est convergente . On peut 

néanmoins établir l'optimalité asymptotique de certaines 

suites de règles de décision simples , en choisissant la 

seconde des deux possibilités qui se sont offertes au 

chapitre 3h§ ^ pour la construction d'une " loi des grands 

nombres " • Cela revient à renforcer les hypothèses sur la 

fonction vS(tjX) dans les théorèmes 6 et 8 et celles sur les 

mesures u.\. | C, ft,r dans les théorèmes Io et 11 . Les autres 

théorèmes restent inchangés . 

Théorème 6 bis 

j r » 

Si a) ^ W ( O - ^{Mt.h) (s(e,x)| < OO avec p > A. 
L x 

b) 'KD* est une suite de règles de décision de 

coût divergent pour ^, . 
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a ) 

b ) ^ E.(|S-3l|*J 

= O 

= 0 

Théorème 8 bis 

Si a) SU,|p _ - L | A x \ e j ^ | j ( ^ x ) | < «7 avec |D > 4 

b) ICI) ̂ est une suite de règles de décision de coût 

divergent et d'expérimentation consistante pour n. 

Alors 

V l > 0. T v - U.H.1 l O = 0 

i .T 

Il faut aussi renforcer les hypothèses H et H qui 

figurent dans la condition b) des théorèmes Io et 11 . 

H' : l'hypothèse H' est vérifiée pour "n,0 ssi 

VE.">0 t il existe un recouvrement fini JSa de (K.-«Ce 

tel que V U , ^ ( ¾ ¾ > 0 * fa\*-*\) définit 

une fonction mesurable sur (j, ® JC et 

avec \>> n. • 

°3 i(*\*t\) 
4 L 
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l ' h y p o t h è s e H' e s t v é r i f i é e pour Vt0 s s i 

V t> 0 t i l e x i s t e un sous-ensemble j t c JC. t e l 

que Tr[R-] > 0 et 

^ ' A - • ^ P ^ i ^ k M ^ t 

f>< 

Théorème lo bis 

Si a) Coo -J 

2 4(*[t, M 
<: a? 

avec p > 4 

b) H' et H' sont vérifiées pour K , 

c) 1\-D^ est une suite de règles de décision simples 

de niveaux <£. avec Eùm.oiv^O • 

d) La suite "RuÏJy. est de coût divergent et d'expéri­

mentation consistante pour n, • 

Alors 

La démonstration de ce théorème est semblable à celle du 

théorème Io ; il suffit de remplacer les constantes \Xg 

du point 30) par U ^ = j ^ ^ I (*A , ¾ I ̂ ) . 

L 
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Théorème 11 bis 

Si a) Vvk0<Lk , VvkeU-K » V » 

*t*hfaM*'Kî 0J {(*k,M 
< (W avec b > A. 

Alors 

b) Hj1 et H^ sont vérifiées V- ^ 0 € il 

c) 1\J)V est une suite de règles de décision simples 

de niveaux oLv avec UHnI^ s 0 » finies V & £ JC 

d) L'expérimentation de la suite R D V est consistante 

et f u . tn.A f U ^ l ^ I ( e ( t , M W = U-(IL.] , V ^ f i A , 

v-*» * « x \ J 

* *— E , ci».) ' 
On obtient finalement le théorème suivant pour l'optlmallté 

asymptotique des suites de règles de décision simples 

Théorème 13 bis 

Si a) Vfr « , .£« . , V ^ e f t - Ä , 

X 
b) Ĥ  et Ĥ  sont vérifiées V^ ^ 0 £ Jl . 

c) V 1 ^cJ l , M(IL] > o. 

< 0? avec b > -1 
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d) \(hv est une suite de règles de décision simples 

de niveaux et avec U-ta, «t„ = 0 * finies VLKeJt 

e) L'expérimentation de la suite *J)V est consistante 

et tifn. À-^-l^ 
v-*«> ft«K-X, 

^ i q i f a . , M M = *(*.! > VffM 

Alors 

la suite TJjy est TT -asyraptotiquement optimale sur 

H, relativement à la suite Jvj • 

6. L'ensemble des règles de décision dépend de la mesure 

de probabilité à priori IT sur K , ce qui limite 

quelque peu la portée du théorème 13 • On pourrait souhai­

ter trouver un résultat analogue où la suite des ensembles 

de règles de décision servant de référence soit plus large­

ment indépendante de Tï* s On peut envisager par exemple , 

de remplacer l'ensemble Jx,• par l'ensemble Jv, des règles 

de décision telles que 

- T D e s t f i n i e V n ^ 6 R . 

- VcUS) , S U ^ f f * ^ ot, . 
*« «IL 

Kiefer et Sacks (U) se sont penchés sur un problème analogue ; 

leurs résultats permettent de supposer qu'en renforçant quel­

que peu les hypothèses sur les mesures oA. \e.l K] et en ad­

mettant la compacité de C » on peut construire une 

fonction n(«L) avec lim, n(jL) » 0 telle que toute règle de 

decision simple de niveau </. finie V-,.l\e<K- appar­

tienne à l'ensemble dès que et est assez petit * 



^ 8 -

Une suite de règles de décision simples de niveaux d, 

avec fcnv oLv « 0 satisfaisant aux conditions du théorème 
V-* m 

13 1 serait donc asymptotiquement optimale relativement à 

la suite J\,j • 
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