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Introduction

Mots clés. Méthode du gradient conjugué ; préconditionneurs ; A—orthogonali-
sation ; moindres carrés ; parallélisation ; équations de Navier—Stokes ; méthodes
de prédicteur—correcteur ; éléments finis ; écoulements océaniques tridimension-
nels ; simulations numériques ; océan Atlantique nord.

Keywords. Conjugate gradient method ; preconditioners ; A—orthogonalization ;
least squares ; parallelization ; Navier—Stokes equations ; predictor—corrector me-
thods ; finite elements ; three dimensional ocean circulations ; numerical simula-
tions ; north Atlantic ocean.

L’eau recouvre la majorité de notre planéte... La compréhension et la connais-
sance de la Terre commencent par celles de 1'eau !

La circulation de I’eau joue un réle important dans de nombreux phénoménes
physiques et biologiques. Outre ’activité tectonique, ’érosion par l’eau faconne
le relief des fonds lacustres, marins et océaniques. Leur structure est influencée
par le transport et ’accumulation de sédiments. Les courants ont un impact sur
la biodiversité aquatique, sur la végétation des fonds mais aussi sur certaines
espéces animales migrant au fil des saisons selon la température de P'eau. Si
le déplacement des masses d’eau participe au développement de phénoménes
météorologiques locaux, il est, & ’échelle océanique, le principal facteur déter-
minant le climat. A plus petite échelle, la connaissance de ’écoulement permet
d’anticiper la propagation de polluants (marée noire par exemple) et ainsi de
minimiser les dégats causés & ’environnement par ceux-ci.

Le réchauffement climatique da & Dactivité de ’Homme est certainement un
acteur principal de ’avenir de notre planéte. La connaissance des écoulements
océaniques est ainsi primordiale pour prévoir les impacts et les conséquences sur
les différentes régions du globe.

La circulation de I’eau dans les océans est notamment influencée par les diffé-
rences de densité de ’eau. La salinité et la température de ’eau engendrent des
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12 INTRODUCTION

variations de densité qui induisent la circulation océanique thermohaline (lente
et & large échelle)[16, 55]. Les modéles de circulation thermohaline négligent
l'influence des vents.

Plusieurs méthodologies peuvent étre considérées pour obtenir des simulations
d’écoulements.

Des modéles numériques basés sur I’assimilation de données consistent & recons-
tituer un écoulement en respectant au mieux les mesures existantes (salinité,
température), en surface et in situ. Le projet de recherche frangais Mercator
Océan (http ://www.mercator-ocean.fr) et le projet européen AWI
(http ://www.awi.de/en/home) développent notamment, avec cette approche,
un systéme d’océanographie opérationnelle permettant d’analyser et de prédire
les océans (courants, température, salinité, etc.).

Des modéles pour des domaines peu profonds (shallow water) consistent a
intégrer verticalement (selon la profondeur) les équations régissant 1’écoule-
ment, afin de calculer les vitesses moyennes horizontales des courants (modéle
bidimensionnel)[40, 41, 59).

Nous proposons dans ce travail de calculer des écoulements océaniques tridi-
mensionnels globaux, induits par les vents en surface et en considérant 1’eau
& densité constante et uniquement des contraintes physiques sur les bords du
domaine.

Les équations de Navier—Stokes décrivent le mouvement des fluides [23, 37, 47,
35, 20]. Nous considérons ces équations pour des bassins peu profonds comme
les lacs, les mers, les océans [15, 5, 40]. Ces domaines sont caractérisés par le fait
que le rapport de la profondeur sur 1’étendue horizontale est trés petit (inférieur
4 1%). Des calculs de courants en trois dimensions pour le lac de Neuchétel et le
lac Léman sont présentés dans [13] dans le cas ou les tractions en surface dues
aux vents constituent le moteur du systéme. Le but de ce travail est de simuler,
dans ce contexte, des écoulements tridimensionnels pour de “grands” bassins
(échelle océanique) et ainsi apporter des résultats originaux. Nous présentons le
cas de l'océan Atlantique nord.

La discrétisation des équations de Navier—Stokes proposée donne des systémes
linéaires symétriques définis positifs de trés grande taille, que nous résolvons
avec l'algorithme du gradient conjugué (voir par exemple [3, 19, 46]). Pour cela,
des techniques de préconditionnement et des logiciels paralléles sont nécessaires.

Cette thése est constituée de deux parties. Dans la premiére, nous présentons
une nouvelle classe de préconditionneurs pour l’algorithme du gradient conju-
gué. Des résultats théoriques sont donnés, des tests numériques sont effectués
et la mise en ceuvre sur des machines paralléles est étudiée. La seconde partie
est consacrée & la simulation d’écoulements océaniques tridimensionnels. Nous
y présentons en détails les techniques utilisées pour la résolution des équations
de Navier—Stokes non stationnaires. Un écoulement en trois dimensions dans
I’océan Atlantique nord est obtenu en utilisant un logiciel paralléle et les mé-
thodes de préconditionnement développées dans la premiére partie. Des cartes
de courants sont présentées.
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Les logiciels paralléles nécessaires & ce travail ont été développés sur les machines
paralléles CRAY XT3 du CSCS (Swiss National Supercomputing Center), voir
le site web

http ://www.cscs.ch.

Introduction & la premiére partie

Le préconditionnement de systémes linéaires symétriques définis positifs (SDP)
est le sujet de la premiére partie.

Le but est de résoudre le systéme linéaire
Axr=1b

o A est une matrice SDP, creuse (i.e. ayant une faible proportion de coeffi-
cients non nuls) et de grande taille. Pour cela, nous utilisons I’algorithme du
gradient conjugué. C’est une méthode itérative dont la vitesse de convergence
est controlée par la condition K = Apmaz/Amin de la matrice A, Apin €t Apas
étant respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de A. La
m—eme approximation xz,, donnée par 'algorithme vérifie [46]

. VE—-1\" .
lom — il <2 (YE57) o =l

ott & = A~'b est la solution du systéme et ||y|| , = (y'Ay)
Préconditionner le systéme Ax = b consiste & le remplacer par le systéme SDP
équivalent

-1/2

TAT'3 =Tb, x=T'z.

La matrice T (préconditionneur) est choisie de sorte que la condition de A =
T AT? soit proche de 1. Afin de pouvoir mettre en ceuvre 1’algorithme, le pré-
conditionneur doit aussi étre creux pour des raisons de place en mémoire. Des
techniques de préconditionnement sont proposées dans [46, 8, 38, 36, 10, 27].

Dans ce document, nous proposons une nouvelle classe de préconditionneurs
aisément parallélisables, voir aussi [54]. Elle est basée sur le procédé d’A-
orthogonalisation de Gram—Schmidt utilisé par [10, 9, 11], des approximations
au sens des moindres carrés et une méthode optimale de remplissage extraite de
[27]. Des paramétres permettent de choisir la précision souhaitée et de controler
le remplissage. Un résultat sur la condition du systéme préconditionné est donné
(théoréme 3.1 et corollaire 3.2). Une version couplée et une version par blocs
sont considérées.

Nous présentons des tests numériques et des comparaisons avec d’autres pré-
conditionneurs (chapitre 4).

Finalement, la parallélisation des algorithmes pour les préconditionneurs déve-
loppés est étudiée (chapitre 5), voir aussi [53]. La performance est évaluée en
termes de speed-up et d’efficience [25].
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Introduction a la deuxiéme partie

La simulation d’écoulements océaniques tridimensionnels fait 'objet de la
deuxiéme partie. Nous y appliquons les méthodes de préconditionnement dé-
veloppées dans la premiére partie.

Partant des équations de Navier—Stokes, une démarche permettant d’obtenir
une simulation numérique est présentée de maniére détaillée.

Au chapitre 6, nous énoncons les équations de Navier—Stokes non stationnaires
(voir [23, 37, 47, 35, 20]) pour un fluide incompressible anisotrope a densité
constante dans un bassin peu profond. Le modéle prend en compte la force de
Coriolis (due a la rotation de la Terre), 'attraction de la Terre et les tractions
des vents en surface, qui constituent le moteur de ’écoulement. Un vecteur
de viscosité turbulente intégre I'influence du rapport d’aspect du bassin (i.e.
e = hg/d, ot hg est la profondeur maximale et d le diamétre horizontal) de
sorte & vérifier asymptotiquement I’approximation hydrostatique [15, 5, 40]. Ceci
donne le caractére anisotrope du fluide.

La discrétisation temporelle est traitée au chapitre 7. La formule de différen-
tiation rétrograde d’ordre 2 ou la formule d’Euler implicite est utilisée pour
approcher la dérivée en temps. Deux méthodes de projection sont proposées
pour dissocier le calcul de la vitesse et de la pression, voir [32, 43, 56]. Chaque
pas de temps est décomposé en deux sous—pas, le premier consiste en une étape
de prédiction et le second en une étape de correction. Ce sont des méthodes a
pas fractionnaires qui sont aussi appelées méthodes de prédicteur—correcteur.

Le principe de la premiére méthode présentée (prédicteur—correcteur (I)) est le
suivant. Une prédiction de la vitesse vérifiant les conditions de bord est calculée
sans prendre en compte la condition d’incompressibilité. Cette prédiction est
ensuite projetée sur un espace de fonctions a divergence nulle (caractérisation
de I'incompressibilité), ce qui se réalise en apportant une correction de pression
a la vitesse prédite [29].

La seconde méthode présentée (prédicteur—correcteur (II)) tient compte de I’in-
compressibilité & 1’étape de prédiction et des conditions de bord & 1’étape de
projection [33].

Des analyses de ces méthodes sont présentées dans [32, 29, 33, 28, 30, 31, 48, 57].

Ainsi, avec la méthode (I), nous obtenons des vitesses respectant I’incompres-
sibilité du fluide mais ne satisfaisant que partiellement les conditions de bord,
alors que la méthode (IT) fournit des vitesses vérifiant les conditions de bord mais
ne garantissant pas I'incompressibilité du fluide. Nous privilégierons la méthode
(IT) qui donnent expérimentalement des vitesses plus réguliéres que la méthode

D.

Nous donnons encore dans le chapitre 7 des formulations faibles des problémes
obtenus.
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Au chapitre 8, nous proposons une discrétisation spatiale avec des éléments finis
[21] de type Q2 pour le calcul des vitesses horizontales (i.e. les deux premiéres
composantes du vecteur vitesse) et de type Q1 pour le calcul de la vitesse verti-
cale (i.e. la troisiéme composante du vecteur vitesse) et la pression. La résolution
numeérique des équations de (Navier—)Stokes par des éléments finis est largement
traitée dans la littérature, par exemple [24, 42, 12, 51].

Nous obtenons alors des problémes faibles approchés, systémes linéaires SDP
creux. La construction des matrices et des seconds membres correspondants est
donnée en détails. La matrice pour le calcul de la pression étant mal condition-
née, une méthode de pénalisation est considérée (chapitres 7 et 8).

Dans le dernier chapitre, le cas de 'océan Atlantique nord est traité, grace a des
données (bathymeétrie, vents) fournies par le projet de recherche Mercator Océan
(http ://www.mercator-ocean.fr). Un logiciel paralléle et les méthodes de pré-
conditionnement de la premiére partie nous permettent d’obtenir des résultats
que nous présentons sur plusieurs figures réalisées avec le logiciel AVS/Express
(http ://www.avs.com).






Premiére partie

Préconditionnement de
systémes linéaires
symétriques définis positifs
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CHAPITRE 1

Méthode du gradient conjugué préconditionné

Considérons le systéme linéaire
Az =b (1.1)

ot A = (a;;) est une matrice réelle symétrique définie positive (SDP) de taille
nxn et b un vecteur de R™. Dans ce chapitre, ’algorithme du gradient conjugué
est présenté : c’est la méthode numérique qui va étre utilisée pour résoudre ce
type de systéme. De plus, le préconditionnement d’un tel systéme est abordé de
maniére générale.

1.1 Méthode du gradient conjugué (GC)

La méthode du gradient conjugué due, & Hestenes et Stiefel (1952), est une
méthode itérative permettant de résoudre (1.1) : des solutions approchées xj €
R™ et leur résidu r, = b — Axj sont calculés successivement (k = 0,1,...).
Le résidu permet de contréler ’erreur commise et donne un critére d’arrét :
lorsque sa norme est suffisamment petite, la solution approchée correspondante
est retenue.

L’algorithme de cette méthode est donné par ’algorithme 1, ou (. |.) désigne le
produit scalaire usuel de R™ et tol une tolérance fixée par 'utilisateur.

Présentons briévement le principe de cette méthode (pour les détails voir I’an-
nexe A et [3, 19, 46]). Une matrice SDP B fournit le produit scalaire (z |y )z ==
(z|By) et la norme associée || 5. La solution & = A~'b de (1.1) est le mini-
mum de ’application

f@) = lle =&l = Ib— Az[3-2 = (e] Aw) = 2(b|z) + (b]).

Dans l'algorithme GC, 141 est obtenu en cherchant depuis zj, et dans la direc-
tion dj le minimum de cette application.

19



20 CHAPITRE 1. Méthode du gradient conjugué préconditionné

Comme V f(z) = 2(Az—b), le résidu r, indique la direction de plus grande pente
de f au point xj ; nous choisissons dg = 1o, mais, pour k£ > 0, ce n’est pas la
direction r41 qui est retenue : nous déterminons O € R de sorte que la direction
de descente dj41 := 41+ Prdy soit A-orthogonale a dj, (i.e. (di41|dr ), =0).
Pour comprendre ce choix, étudions un peu ’application f.

Algorithme GC

Soit g € R™ donné
Calculer 7o = b — Axg et poser dy = rg
Si ||roll / |Ib]l < tol : STOP
Pour k£ > 0, faire :
o = (ri|re) / (di | Ady)
Thtl = T + ody;
Tk+1 =Tk — OzkAdk
Si ||rg+1ll/ ||b]] < tol : STOP
Br = (resr|rher) /(e |re)
dkt1 = Tk+1 + Brdk
Fin pour k
Algorithme 1.

Pour ¢ > 0, notons
Se={x e R" | f(z) = c}.

Considérons une base orthonormée B = {{1,...,&,} de R™ formée de vecteurs
propres de A, avec
AEZ = Azgz, 1= 1,...,717

ol 0 < Ay < A2 <... < )\, sont les valeurs propres de A.
En écrivant © = > | x;&, b= Y bi& et & = Y. | #;& dans cette base,

nous avons I; = bi)\i_l, i=1,...,n et nous obtenons
n n
i=1 i=1

La surface de niveau S. de f est donc un ellipsoide centré en &, de demi-axe
01/2)\;1/2 dans la direction & pour i = 1,...,n.

La correction apportée & 71 pour obtenir la direction di11 “compense 1’écra-
sement” de ces ellipsoides (marqué lorsque \; < \y,).

Le cas n =2, A = diag(1,9), b = 0 et xg € S1 est représenté sur la figure 1.

direction di
— — —direction 71

Figure 1.
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1.1.1 Propriétés de la méthode du gradient conjugué

Les vecteurs dj, sont A—orthogonaux deux a deux (ils sont de directions conju-
guées), i.e. (d;|d;), = 0sii# j. Les résidus 7 sont deux & deux orthogonaux
(relativement au produit scalaire usuel). Cette derniére propriété implique que
Palgorithme converge en au plus n itérations (le résidu doit alors étre nul)!
Cependant, ceci est théorique, en effet, comme nous le verrons plus loin, en pra-
tique, il est possible que l’algorithme ne converge pas aprés n itérations (& cause
des erreurs d’arrondi dues & la précision fixe du codage des nombres réels dans
un ordinateur). De plus, méme si I’algorithme converge, lorsque n est grand, la
durée des calculs peut étre élevée.

Le théoréme suivant montre que la vitesse de convergence de I’algorithme GC
est controlée par la condition de la matrice du systéme.

Théoréme 1.1 [/6, p. 194] Si & = A~1b est la solution de (1.1), alors les
solutions approchées x,,, m > 0, de la méthode du gradient conjugué vérifient

. VE—1\" .
lom —ally <2 (Y257) o =l

ol ||z|| 4, = (1:|A:z:)1/2 est la A—norme du vecteur x € R™ et k = Apaz/Amin
est la condition de la matrice A (i.e. le rapport entre sa plus grande et sa plus
petite valeur propre).

Par conséquent, plus la condition x de la matrice A est proche de 1, plus le
nombre d’itérations est petit.

Les preuves de ces propriétés et du théoréme 1.1 figurent dans I’annexe A.

1.2 Meéthode du gradient conjugué préconditionné

Pour améliorer la vitesse de convergence de la méthode du gradient conjugué, le
théoréme 1.1 suggere 1'idée suivante : remplacer le systéme (1.1) en un systéme
équivalent dont la matrice reste SDP et a une condition petite. Une telle transfor-
mation est appelée préconditionnement de (1.1). Pratiquement, nous cherchons
4 ce que la matrice du nouveau systéme soit “proche” de la matrice identité.
Tout d’abord, présentons 1’algorithme du gradient conjugué préconditionné.

1.2.1 Premier préconditionnement

Soit T" une matrice réelle réguliére de taille n x n. Le systéme
TAT': =Tb, x =T'% (1.2)

est équivalent au systéme (1.1). La matrice T est appelée préconditionneur (de
type 1) du systéme (1.1).

Notons gy = TAT! et b = Th. Comme T est réguliere et que A est SDP, la
matrice A du systéme (1.2) (A% = b) est encore SDP et la méthode du gradient
conjugué peut étre utilisée pour résoudre ce nouveau systeme. Notons 7y, les
solutions approchées, 7, = b — ATy les résidus et di les directions de descente



22 CHAPITRE 1. Méthode du gradient conjugué préconditionné

obtenus en appliquant I’algorithme GC au systéme A7 =T et posons x = Tt%y,
e =b— Axy, dp, = T'dy, et s, = T* - Tr. Nous avons alors

fk = Tb— TATti‘k = T(b - Axk) == T?‘k,
do = Tt(zo = tho = Tt . TTO = 80,
(e |T6) = (Tri|Tri) = (rrlsk),
(Jﬂﬁdk) - (Jk|TATth):(dk|Adk),
ar = (fk|fk)/(dk|gczk)Z(Tk|8k)/(dk|14dk),
Tpp1 = Tl = THE + ardy) = ok + agdy,
Th+1 = Tﬁlkarl = Tﬁl(Fk — dkA(Zk) =1, — apAdg,
Be = (Fotr|Trt1)/ (Fr 7)) = (rrs1 [sk1) / (7| sk ),
dip1 = T'dppr = T (Fegr + Brdi) = skr1 + Brdye.

Nous obtenons alors I’algorithme du gradient conjugué donné par I’algorithme 2.

Algorithme GCP1 : Avec T réguliére

Soit g € R™ donné
Calculer 7o = b — Axg, so = T - Try et poser dy = s
Si ||lroll / ||b]| < tol : STOP
Pour k > 0, faire :
ap = (rr|sk)/ (de| Ady)
Tpq1 = T + apdy
Tk+1 =Tk — dkAdk
Si ||rg+1]l / ||b]| < tol : STOP
sir1 =T Tyt
Br = (rrtrlske1) / (7| sk)
di+1 = Sk+1 + Brdy
Fin pour &

Algorithme 2.

Remarque 1.1 Si & = A~1b est la solution de (1.1) et T celle de (1.2), nous
avons, d’aprés le théoréme 1.1,

S T I 1
VE-1\"1L -
t~ J—
< 2l () -,
Ly (VAT
< 2l @1 () -l

oi iz est la condition de la matrice A = TAT" et 1511z = sup, (1Sl 5 / ]l 5)
est une norme opérateur de la matrice S € M,,(R). Ainsi, la vitesse de conver-
gence de l’algorithme GCP1 est controlée par la condition i de A.
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1.2.2 Deuxiéme préconditionnement

Soit M une matrice SDP de taille n x n. Le systéme
M~ 'Ax =M (1.3)

est aussi équivalent au systéme (1.1). La matrice M est appelée préconditionneur
(de type 2) du systéme (1.1).

Comme la matrice M est supposée SDP, elle est orthogonalement diagonali-
sable de valeurs propres p1,..., i, toutes strictement positives : il existe une
matrice réguliére orthogonale Q (i.e. Q71 = Q) telle que M = QDQ?!, ou
D = diag(p1, ..., jtn). Notons DY/? = diag(u}p, ey u}/Q), MY? = QD'Y2Qt
et M~1/2 = (M'/?)=1. 1l est clair que M'/2, M~1/2 et M~' sont SDP et que
(MY2)2 = M et (M~1/?)2 = M~'. Le systéme (1.3) est donc équivalent &

MY Y AM Y20 Y2, — M1/2M_1b,

c’est—a—dire 3
M=YV2AM Y25 = M~Y2b, o = M~Y/%;. (1.4)

Comme M ~1/2 est symétrique (et réguliére), le systéme (1.4) est de la méme
forme que (1.2) avec T = T* = M~1/? et I’algorithme 3 est obtenu.

Algorithme GCP2 : Avec M SDP

Soit xg € R™ donné
Calculer 7o = b — Axg, résoudre M sy = rg et poser dy = sg
Si ||lroll /116l < tol : STOP
Pour k > 0, faire :
o = (rilsk)/ (d|Adi)
Tht1 = Tk + Opdy
Tk+1 =Tk — dkAdk
Si ||rg+1ll/ 1]0]] < tol : STOP
Résoudre Msg11 = Ti41
Be = (rrga | ska) / (re | sk )
dry1 = Sky1 + Brdy
Fin pour &

Algorithme 3.

Alors que dans I’algorithme GCP1 le calcul des sy est direct (s = T - Trg),
dans Dalgorithme GCP2 les sj s’obtiennent indirectement (Ms, = ry) si 'in-
verse de M n’est pas connu ; cette étape peut étre difficilement réalisable (voire
irréalisable) et réduire la qualité de l’algorithme de maniére significative. Les
préconditionneurs de type 1 sont donc privilégiés.

1.3 Intéréts du préconditionnement

L’intérét d’utiliser des préconditionneurs est évidemment de gagner du temps!
Le temps de calcul nécessaire pour résoudre le systéme (1.1) avec une méthode
du gradient conjugué préconditionné se répartit entre

. le temps utilisé pour la construction du préconditionneur;
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« le temps utilisé pour la résolution du systéme préconditionné avec GCP1
(ou GCP2).

Si plusieurs systémes linéaires SDP ou seul le second membre change sont &
résoudre, le préconditionnement peut apporter un gain de temps significatif. En
effet, le préconditionneur se calcule une seule fois, puis, ce dernier permet d’amé-
liorer la vitesse de convergence lors de la résolution de chaque systéme. Ainsi,
lorsque le nombre de systémes est grand, le temps de calcul du préconditionneur
est négligeable.

Des systémes linéaires SDP sont utilisés pour résoudre numériquement de nom-
breuses équations aux dérivées partielles non stationnaires. Un pas de temps
est fixé et la solution d’un systéme linéaire est cherchée a chaque pas de temps.
Ainsi, lorsque la matrice du systéme est indépendante du temps et que le nombre
de pas de temps considérés est élevé, la situation décrite ci—dessus a lieu.

Remarque 1.2 Un préconditionneur peut aussi étre utile pour obtenir la conver-
gence de la méthode du gradient conjugué (lorsque celle-ci ne converge pas, ce
qui peut se produire en pratique).

1.4 Type de matrices

La matrice A du systéme (1.1) sera considérée de grande taille et creuse, c’est—
a—dire ayant une grande proportion de coefficients nuls. (Par exemple A d’ordre
n = 100’000, 300'000, . . ., avec 0,1% de coefficients non nuls.) C’est le cas lors
de la modélisation de nombreux phénoménes physiques.

Pour des raisons de place en mémoire et de temps de calcul, les préconditionneurs
doivent également étre creux.



CHAPITRE 2

Quelques préconditionneurs connus

2.1 Préconditionneur diagonal
Le préconditionneur diagonal, de type 2, est donné par la matrice

M = diag(au, a2, ..., ann).

Bien qu’il soit de type 2, son inverse est connu (M ~! = diag(al_ll, conanh))etle
calcul de sy = M ~'r; dans l’algorithme GCP2 est direct. Ce préconditionneur
peut étre considéré de type 1 avec

T = diag(afll/z, cant?),

rI'nn

2.2 Préconditionneur tridiagonal

Le préconditionneur tridiagonal, de type 2, est donné par la matrice

an—1n

Gnn—1 Qnn

Plus précisément, si M = L L est la décomposition de Cholesky de M, 1a matrice
L est triangulaire inférieure et ses coefficients sont nuls hors de la diagonale
principale et de la sous-diagonale. La construction de L est rapide et, dans
lalgorithme GCPz2, le vecteur s; vérifiant M sy = rj est obtenu en résolvant
Ly = ry (détermination des composantes du vecteur y de la premiére & la
derniére) puis L'sy = y (détermination des composantes du vecteur s de la
derniére & la premiére). La matrice L étant bidiagonale, la durée de chaque
itération reste petite.

25
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Remarque 2.1 Nous pouvons procéder de la méme maniére avec une largeur
de bande p fizée, i.e. avec M = (m;j;), ot mi; = a;; si |[i — j| < p et my; =0
sinon.

2.3 Décomposition de Cholesky incompléte

Un préconditionneur peut étre construit & 'aide d’une décomposition de Cho-
lesky incompléte.

Théoréme 2.1 [38, 46] Soit A une M-matrice' symétrique de taille n x n et
S c{(i,j§) | 1 <i,j < n, i # j} un ensemble d’indices symétrique (i.e.
(1,5) € § <= (j,i) € S). Alors il existe une unique matrice triangulaire
inférieure L = (1;;) et une unique matrice symétrique R = (r;;) telles que

lij = 0 s (’i7j)€s,
= 0 si(i,j)¢8

et telles que A = LL' — R ; de plus cette décomposition est réguliére (i.e. LL
est monotone et R est a coefficients positifs).

Tij

La construction de L est donnée dans [38, 46]. Cette matrice fournit un pré-
conditionneur de type 2, M = LL!. Dans I’algorithme GCP2, s; s’obtient en
résolvant Ly = r, puis Lis, = .

Remarquons qu’il est nécessaire de choisir ’ensemble S assez “gros” pour que
la matrice L soit creuse et sa construction réalisable en un temps raisonnable.
La matrice A étant creuse en général, nous pouvons par exemple considérer
S ={(i,j) | ai; = 0} ; ce choix est appelé A-remplissage.

2.4 Inverse approché factorisé

Soit A = LaL% la décomposition de Cholesky de A. L’idée est de construire
une matrice G = (g;;) triangulaire inférieure, approximation de L', de sorte
que GAG? soit proche de la matrice identité. La matrice 7' = G est alors un
préconditionneur de type 1.

Présentons briévement le principe de la construction de G décrite dans [36]. Un
ensemble d’indices P contenu dans la partie inférieure et contenant la diagonale
(ie. {(i,i) | 1 <i<n} CPcC{(i,j)|1<j<i<n}) est considéré et la
norme de Frobenius de I — GL 4,

I —GLallp =Te((I — GLA)I — GLA))Y?,
est minimisée sous la contrainte
95 =0, si(i,j) € P.
Les équations suivantes sont obtenues

1A est une M-matrice si ses coefficients hors de la diagonale sont négatifs et si A est
monotone (4.e. réguliére et d’inverse & coefficients positifs), voir [58].
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c’est—a—dire, comme P est contenue dans la partie inférieure et que L', est
triangulaire supérieure,

R si (i,7) € P, i # J,
(GA)Z] B { (LA)“' sit :j

Comme les coefficients (L 4);; sont inconnus, nous cherchons G vérifiant

(GA);; = 0si(3,5) € P, i# 7, (2.1)

(éA)ii = lpouri=1,...,n, (2.2)

Gij = 0si(i,j)¢P 2.3)

puis posons G = DC:‘, ol D est une matrice diagonale telle que (GAG?); = 1

pour i =1,...,n. Si D = diag(ds,...,d,), alors, pour i = 1,...,n,

1

(GAG");; = (DGAG'D);; = d(GAG");; = d} Y (GA)uGin
k=1

d; Z (GA)i Gix = d2Gy,

ki(ik)EP o7
c’est—a—dire d? = 1/ Gii. Nous obtenons alors, dans l'algorithme GCP1, s, =
GtD2GT’k.

Les équations (2.1) & (2.3) définissent n systémes indépendants : un pour chaque
ligne de G (I’algorithme de sa construction est donc aisément parallélisable (voir
chapitre 5)). Notons, pour i = 1,...,n,

Ji={j | (i,5) € P}

I’ensemble des indices de colonne des éléments de la i—éme ligne de G a déter-
miner (P = U}, J;). Pour i fixé, avec

j:g%:{j1<j2<...<jm:i},
la i—éme ligne de G est déterminée par

(C?A)ijl = Ompourl=1,...,m, (2.4)

(G = 0sijgJ. (2.5)

En notant A 77 la matrice SDP de taille m x m obtenue en tragant dans A les

lignes et colonnes n’appartenant pas & J et Gy 7 = (Gijy, ..., Gij,.), (24) et
(2.5) se récrivent matriciellement

GigAz7 =(0,...,0,1), (2.6)
ot le membre de droite est un vecteur de longueur m. Le systéme (2.6) peut
étre résolu a l’aide de la décomposition de Cholesky de la matrice A7 7 (qui est
SDP) en supposant que m ne soit pas trop grand.

Reste & choisir ’ensemble P (ou les ensembles J;, i = 1,...,n). La matrice A
étant creuse en général, un choix possible est le A-remplissage P = {(i, j) ] 1<
Jj < i< n, a;; # 0}. Remarquons qu’avec ce choix, I’ensemble J; x J; n’est pas
nécessairement contenu dans P U P ott P = {(i,5) | (j,i) € P}, i.e. les matrices
Ag,7, peuvent contenir des zéros.






CHAPITRE 3

Préconditionneurs utilisant une méthode de
Gram—Schmidt conjuguée et des approximations
au sens des moindres carrés

Dans ce chapitre, une nouvelle classe de préconditionneurs est développée. Elle
se base sur un procédé d’ A—orthogonalisation (ou méthode de Gram-Schmidt
conjuguée) incomplet [10, 9, 11], des approximations au sens des moindres carrés
et un méthode de remplissage optimale [27].

3.1 Meéthode de Gram—Schmidt conjuguée

Considérons le produit scalaire donné par la matrice SDP A
(zly)s=(z|Ay)=a"- Ay

ainsi que la norme associée ||.|| ,. Appliquons & la base canonique {e1,...,e,}
de R™ le procédé d’orthogonalisation de Gram—Schmidt relativement & ce pro-
duit scalaire (appelé aussi procédé de Gram—Schmidt conjugué ou procédé d’A-
orthogonalisation). Nous obtenons la base A-orthogonale {z1,...,2,} de R”
(i.e. (zi|zj), =0sii##jetz #0) définie par

zZ1 = €1,

61@_ZM’Z“ k:27...77’l. (31)

— (zi]zi),

2k

La matrice
Z=(z1,..,2n),

dont les colonnes sont les vecteurs zy, est triangulaire supérieure de diagonale
unitaire et satisfait la relation

7' A-Z =D,

29



30 CHAPITRE 3. Préconditionneurs, Gram—Schmidt et moindres carrés

ou D = diag(pi1,...,pn), avecpy = 2 A2k = (21 | 21 ) 4 = ||zk|\i (Remarquons
que A= (Z=YHt. D . Z~! fournit la décomposition de Cholesky de A.) Notons
Dirx = (6i|2k),4 = (a¢|2k),

ou a; = Ae; désigne la i—éme colonne de A. Comme les vecteurs zj sont A-—
orthogonaux deux & deux, il suit de (3.1) pr = pgx. L’algorithme de Gram-—
Schmidt conjugué est donné par I’algorithme 4.

Algorithme GSC

(0)

z;,  =e€,1=1,...,n
Pour k=1,...,n, falre :
Pour i = k:,...,n, faire :
k k—1
4 = (a4
Fin pour ¢
Pouri=Fk+1,...,n, faire :
k (k— (k) ; (k k—
Zi(): 1) (p /p( )) (k=1)
Fin pour ¢
Fin pour &
Algorithme 4.
Nous avons p(.k) = pir et, & la fin, 2z, = z,(ckfl) et pr = p,(c ) La quatriéme ligne

de ’algorithme GSC peut étre remplacée par p( ) = (a |z(k D ) En effet, en
utilisant (3.1) et la symétrie de A, il suit

E

-1

k-1 (ar|2)
(a2 ) = (ailen) = 3 (il )
j=t
k—1
= ag |€; — 7( azp' i )Zj
j

Il
N

J

= (a0

pour i > k.

L’algorithme GSC fournit l'inverse A~! = Z-D~'.Z' de Aet avec T = D~1/27¢,
nous avons TAT® = 1.

3.1.1 Obtention d’un préconditionneur

L’idée pour obtenir un préconditionneur est de considérer une approximation de
la matrice Z (encore notée Z). Elle fournira, avec la matrice diagonale correspon-
dante D = diag((21|Az1),...,(2n| Az, )), une estimation M~ =27 .D~1. Z¢
de A™! et un préconditionneur

T=D"Y%. 7t (3.2)

pour le systéme (1.2) et l’algorithme GCP1 satisfaisant TAT* ~ I. Remarquons
que la matrice M = Z~t*DZ~! pour le systéme (1.3) donne le méme précondi-
tionneur puisque M ! = ZD~ 1zt =T*.T.
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Considérons un ensemble d’indices P contenu dans la partie supérieure et conte-
nant la diagonale, i.e.

{Gi)[1<i<n}cPc{@))|1<i<j<n} (3.3)

et imposons
Zij =0si (Z,j) ¢ P. (34)

Dans les sections suivantes, différentes méthodes pour déterminer les coefficients
non nuls de la matrice Z sont présentées.

3.2 Gram—Schmidt conjugué incomplet

Une des idées de [10] consiste & utiliser 1’algorithme GSC en ignorant les coeffi-
cients de Z dont les indices ne sont pas dans P, ou P satisfaisant (3.3) et (3.4)
est donné. L’algorithme 5 (avec la notation Z = (z;;)) est obtenu.

Algorithme GSC INC

Z =T (initialisation)

Pour k =1,...,n, faire :

Pour i =k, ..., n, faire :
Di = Gk
Pour j =1,...,k— 1, faire : k) (k—1)

Si(j,i) € P : pi = pi + ajrzji Pi 7<ak|zi )

Fin pour j

Fin pour ¢

Pour i = k+1,...,n, faire :
t = pi/pk

Pour j =1,...,k, faire :
Si (_j,l) € Pet (j, k) e P : Zji = Z5i — thk Zl(k) = Zi(k_l) — tZ](Ck_l)
Fin pour j
Fin pour
Fin pour &

Algorithme 5.

La matrice A étant creuse, nous pouvons par exemple choisir le A-remplissage
P={(i,j) | 1<i<j<n, aj #0}.

3.3 Approximation au sens des moindres carrés

Considérons un ensemble d’indices P satisfaisant (3.3) et construisons la ma-
trice triangulaire supérieure de diagonale unitaire Z avec les contraintes (3.4).
Supposons les colonnes z1, ..., z,_1 construites et montrons comment obtenir
2. Posons 2y (k) = Zir = 1 et notons

I’ensemble des indices des composantes de z; & déterminer. Supposons J non
vide; notons J = {j1 <...<jp} C{l,....,k—1} et

Y= tp) = 2l(T) = Zjks - Zj)" (3.5)
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Nous cherchons z;; A-orthogonal aux vecteurs zq, ..., 2x_1, c’est—a—dire, zj, vé-
rifiant
(zp|Az)=0,i=1,....k—1. (3.6)

Avec les notations précédentes, nous avons

(2] Azi) = (Azi|2i) = (an]zi) + ) wi(ag ] 2)
=1

(ou aj, = Aej, désigne la ji—éme colonne de A) et (3.6) se récrit

p
Z(ajz|zi)yl:_(ak|zi), i=1,....k—1.

1=1
C’est un systéme linéaire de k—1 équations & p inconnues (y1, . .., yp) qui s’écrit
matriciellement
By=c (3.7
ot B = (b;) est la matrice de taille (k — 1) x p avec by = (a;, |2:) et ¢ =
(c1,...,cr_1)" le vecteur de R*~! avec ¢; = — (ay | 2; ).
Considérons Zy_1 = (Zij)1<i,j<k—1 la sous-matrice mineure principale de Z
d’ordre k — 1, A la matrice de taille (k — 1) x p obtenue en gardant dans A les
k — 1 premiéres lignes et les colonnes d’indices ji,...,jp (/Ll = ai;,) et ay le
vecteur de R*~! formé des k — 1 premiéres composantes de ay, la k—éme colonne
de A. Comme les composantes k, k+1,...,n des vecteurs z1, . .., zx—1 sont nuls,
il est clair que nous avons B
B=27_,-A

et

Cc = —2271 . dk.

La matrice Zj_ étant réguliére (triangulaire supérieure de diagonale unitaire),
le systéme (3.7) est équivalent &

Avy = —dk. (38)

Ce systéme n’admet en général pas de solution (p < k — 1). Nous allons donc
chercher sa solution au sens des moindres carrés, i.e. le vecteur y € RP qui
minimise 5

HAy+a4’. (3.9)

Cette solution y est donnée par le systéme
~at o~ ~t
A - Ay=—A -a. (3.10)

Comme la matrice A est SDP, la sous-matrice mineure A;_; 'est aussi, ses

~t o~
colonnes sont donc linéairement indépendantes et A - A est SDP. Ainsi (3.10)
admet une unique solution.

L’équation (31~0) est résolue & I'aide de la décomposition QR de A. Les colonnes

ai,...,ap de A étant linéairement indépendantes, cette matrice s’écrit A =
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QR, ou Q = (q1,...,qy) est une matrice de taille (k — 1) x p vérifiant Q" -
Q@ = I, (i.e. les colonnes q1, ..., g, de @ sont orthonormées) et R = (r;;) une
matrice carrée réguliére d’ordre p triangulaire supérieure. Nous obtenons @ et
R en appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram—Schmidt & la famille
{@1,...,a,} (algorithme 6).

Décomposition QR

i1 = [|aq|

q = ai/r

Pour [ =2,...,p, faire :
27 ==(dl|Qj), j=1,...,1—-1
G = — Y5 g

i = |G|
@ =q/ru
Fin pour [

Algorithme 6.

11 suffit alors de résoudre
Ry = —Q'ay, (3.11)

pour obtenir la solution de (3.10). En effet, comme Q¢ - Q = I,
A Ay =— Etdk — R'Q'-QRy=—-R'Q'4r, < Ry=—Q'as.

Rappelons que le vecteur y € R? minimisant (3.9) est y = 2,(J) (voir (3.5)),
c’est-a-dire, le vecteur z = (Z1p,..., Zr—11)" avec Zj,, =y, L =1,...,p et
Zi = 0811 & J réalise le minimum

m= min | Ag_1u+ axl. (3.12)
ueRk—1
u;=0,ig¢J
Reste a choisir, pour chaque k € {2,...,n}, ensemble J;, des indices des com-

posantes de la k—éme colonne de Z pouvant étre non nulles (coefficient Z; mis
a part) (ou 'ensemble P =U}_, 7, U{(k,k) | k=1,...,n}).

Remarque 3.1 Le calcul de la k—éme colonne z, de la matrice Z est fait a

partir de (3.8) ot n’apparait plus les colonnes précédentes z1, . .., z,—1 ; ainsi les

colonnes de Z peuvent étre calculées indépendamment les unes des autres, ce

qui méne immédiatement & un algorithme parallélisable pour cette méthode (voir

chapitre 5).

3.4 Choix des coefficients non nuls

Proposons différentes maniéres de choisir les ensembles Jj, (ou l'ensemble P).

A-remplissage : Le choix le plus simple est de prendre
P={(,j)|1<i<j<n, a;; #0}.

Si la matrice A est creuse, la cardinalité de chaque Jj est petite.
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Remplissage diagonal : Une autre possibilité est de fixer la cardinalité maxi-
male py,q; de chaque Ji et considérer un remplissage de Z contre la diagonale,

P:{(Zaj) | Ogj_igpma:c}'

Remplissage optimal : Choisissons les J; plus judicieusement. Pour cela,
inspirons nous de [27]. Fixons k, 2 < k < n. L’ensemble J = J et le vecteur
2z, sont construits de sorte que le minimum m de (3.12) soit plus petit qu’un
nombre £ donné. Pour cela, nous fixons le nombre maximal p,,,, d’indices dans
J et le pas de remplissage s (1 < $ < Pmaz) ; nous procédons alors de la maniére
suivante :
(i) initialiser J = 0,

(ii) calculer le vecteur Zj réalisant le minimum m de (3.12),

(iii) si m < € ou |J| = Pmas : sortir de la boucle,

(iv) ajouter s indices & J et nous retournons au point (ii).
A la sortie de la boucle, nous posons zj, = (2£,1,0,...,0)* € R™ ('ensemble J
vérifie alors | 7| < Pmaz + s — 1). Remarquons que la condition m < e du point
(ii) évite un remplissage superflu de la matrice Z.

Il reste & décrire au point (iv) le choix des indices supplémentaires pour un
ensemble J donné. Le but est d’ajouter les indices qui réduisent au plus le
minimum de (3.12). Notons

r= Ap_1Zy + ax,

ot 7, réalise le minimum de (3.12), i.e. ||7|| = min{||Ax_1u + || |uv € RF 1, u; =
0, i ¢ J}. Considérons le sous-espace W = (Ax_1e; | j € J); comme Aj_1Z
est la meilleure approximation de —ax dans W, r est orthogonal & W (voir par
exemple [2, p. 217]), i.e.

(r|Ak-1e;)=0VjeJ. (3.13)

Posons £ = {1 <1< k—1]r # 0} et pour chaque ! € L, considérons I’ensemble
Ml:{l gjgk‘—l \alj 750, jﬁj}AlOrS

J =M (3.14)
est 'ensemble des indices “utiles” & ajouter & J pour réduire ||r||. Remarquons
que si r # 0, alors J # 0. En effet, supposons J = 0; alors pour tout [ € L,
M;=10,ide ay =0sij¢gJ. Donc, (r|Ar_1e;) =Y ,cpma;; =0, pour tout

j & J. Ainsi, avec (3.13), r est orthogonal & toutes les colonnes de Ay_; et,
comme Aj_q est réguliére, il suit r = 0.

Pour chaque j € J , le nombre p; € R qui réalise le minimum
i An e
pj = min[|r + pApre;

est le réel qui annule la dérivée de la fonction quadratique

2 2 2
Filw) = |lr + pAp—re; " = |rll® +2u (r| Ax—re;) + 1° | Ap—165]7,
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c’est—a—dire

= (1] Ak—aey)
J 2 "
| Ax—1e;]l
Nous avons alors
2 2
2 2 S (r[Ak—1e;)” | (r]Ag-1ej)
p; = [filw)=Irl"—2 2+ 2
[Ag—1e;]l | Ax—1e;]l
2
= e - A1)
| Ak—1e5]°
Pour chaque j € J , le poids
(r|Ap_1e;)?
Wj = 5
| Ax—1e;ll

est associé & j. Plus le poids wj est grand, plus 'indice j sera “efficace”. Par
conséquent, s indices de J sont sélectionnés s parmi ceux de plus grand poids et
ajoutés & J ; si |j| < s, tous les indices de J sont ajoutés & J. En cas d’égalité
de poids, l'indice le plus proche de k (de la diagonale) est choisi.

Avec les deux ensembles disjoints J = {j1,...,jp} et J = {j1,...,7s}, montrons
comment procéder pour calculer le vecteur Zj réalisant le minimum
min || Ag—1u + agl| .
ueRk—1
u;=0,i@TUT
Posons y = (Zj, i, .-, Zj k, Z; Z ). Pour utiliser (3.11), la décomposi-

ke 2,
tion A = QR de la matrice

AZ(Ak_1€j1,-- Ak 16]])’Ak 1€ Ak_lejs),

TR

est calculée & partir de la décomposition A= QR de A= (Ap—1€j,,..., Ap_1€5,),
connue de I’étape précédente. Comme nous avons (en utilisant la notation par

blocs)
T ~ R R
A= (A5A12) = (Qa Q12) ( 0 E:z ) )

il suffit de prolonger la décomposition A @R, c’est-a—dire de calculer seule-
ment les s derniéres colonnes de Q et R. Remarquons que la suite d’indices
J1y- - ,jp,jl, . ,js n’est pas nécessairement croissante.

3.5 Résultats théoriques

Le préconditionneur T = D~/2Z* (voir (3.2)) construit par 'une des méthodes
précédentes fournit la matrice

S=TAT*=D"Y%.2t.A.Z.D"'/?, (3.15)

pour le systéme préconditionné. Considérons la construction de la matrice Z
décrite & la section 3.3 avec le remplissage optimal (section 3.4). Quelques pro-
priétés théoriques de la matrice S = (s;;) sont données dans cette section, en
particulier une majoration de sa condition.
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Théoréme 3.1 Pour k =2,...,n, notons my le minimum de ’équation (3.12)
réalisé par le vecteur formé des k—1 premiéres composantes de la k—éme colonne
de Z. Supposons que my < € pour k = 2,...,n et notons Amin = Amin(4) la
plus petite valeur propre de A. Alors

|5ik| < 5/>\min; s 1 7£ ka

sk = 1, 1<k<n
et
1S =1llp, IS=1ll, < vn(n—1)-&/Amin,
1S=1l, < (n—=1)&/Amin,
ou || X5 = (Tr(XX)? = (TH(X*t - X))"/? est la norme de Frobenius de X et

X, = supyy,=1 | X - yll; est la norme opérateur provenant de la morme ||.||;

_ 1/2
de R", i = 1,2, avec ||y, = Z?:1 ly;l [yl = (Z?:1 y?) .

Preuve. Lorsque la norme n’est pas mentionnée explicitement, la norme eucli-
dienne de R™ est utilisée. D’aprés (3.15), nous avons

o = Ll Az)
S PIA P

1l est clair que si, = 1 pour tout k. Comme S est symétrique, il suffit de montrer
Vinégalité |s;k| < /Amin pour ¢ < k. Fixons i, k, avec i < k et pour z € R,
notons 7 le vecteur de R*~! formé des k— 1 premiéres composantes de z. Comme
Z est triangulaire supérieure de diagonale unitaire, nous avons

(ZZ|AZ]€) = (2¢|Ak712k+l~lk).

Comme par hypothése my = ||Ar—12r + ar|| < €, en utilisant l'inégalité de
Cauchy—Schwarz, nous obtenons

| (2i| Az ) | < [Zill - € = ||zl - e (3.16)

Le quotient de Rayleigh pour la matrice A défini par u(z) = (z|Az) /(x| ),
x # 0 satisfait Apip = mingo p(x) et Apay = maxzo () (voir par exemple
[46]). Ainsi, nous avons

f 1 1
il _ < (3.17)

||Zi||A B V M(Zz) A vV Amin

et

l2klla = vV ru(ze) - 26l Z v Amin - (2]l - (3.18)
Avec les estimations (3.16),(3.17) et (3.18), nous obtenons
| (zi | Az) | |2l - € €

lzilla llzella ~ lzilla - ll2ella ~ Amin 2l

|sik| =

Comme ||zx|| > 1, la premiére partie du théoréme est prouvée.
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Notons ey le k—éme vecteur de la base canonique de R™. Par ce qui précéde,
nous avons

n 2

165 = Delly = D (s = 0)” = D (s)” < (0 = 1) 53—

i=1 i#k min

et

IS = Dexlly =D Isin] < (n—1)

’L;ﬁk mm

Par conséquent, pour la norme de Frobenius, nous obtenons

n 2
2 2 [3)
1S = Il = Te((S =)' (S = 1) = >_[I(S = Dexll; < n(n — 1)1
k=1 min
Pour 7 = 1, 2, nous avons
|S—1I|, = sup ||(S—1I)z|,= sup Zxk (S—1e
llzll;=1 lzll;=1|=1
< sup Z|:ck| (S — Dex, -
l=ll;=1 =1
Ainsi
€
1S =1y < sup lekl (S = Dexfly < (n = 1)1—
\z\lflk 1 min
Comme |[z[|; < 7|z, pour tout € R" et supj, ;[lzll; = /n, nous
obtenons
€
1S—1Ill, < sup lekl (5 = Dexlly < Vin—1)— sup |lzfl;
=zl =1 = min ||z =
£
= n(n—1
( ))\min
[ |

Corollaire 3.2 Avec les hypothéses du théoréme précédent et 6 = (n—1)e/Amin(A),
nous avons
IA—1]<é

pour toute valeur propre \ de S. En particulier, si 6 < 1, la condition x(S) de
S vérifie

(%)

1+

Kk(S) <

—_
(9]

Preuve. Soit A\ une valeur propre de S et v un vecteur propre de S de valeur
propre A avec ||v||; = 1. Alors, par le théoréme précédent,

A =1 =[x = Dolly = (S = Dolly <15 =1l - [lvll, <6

(Remarquons que le méme raisonnement avec la norme ||.||, fournit I'inégalité
avec 0 = \/n(n — 1) - €/Amin(A), ce qui est moins bon.) [ |
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3.6 Variantes

Dans cette section, quelques variantes pour obtenir des préconditionneurs sont
présentées.

3.6.1 Préconditionneurs couplés

Deux préconditionneurs peuvent étre appliqués successivement, 77 & la matrice
A, puis T & la matrice A = T} AT}. Le préconditionneur résultant est

T ="1TT
et la matrice du systéme préconditionné est
Ty AT! = TyTy ATITE = TAT®,

Le cas du préconditionneur diagonal pour 77 a I’avantage de conserver la struc-
ture de la matrice, i.e. les positions des coefficients non nuls de A et A sont les
mémes, ce qui permet aisément d’appliquer un second préconditionneur 75.

3.6.2 Traitement par blocs

Dans ce cas, une décomposition par blocs de la matrice A est considérée. Soit
Ay, ..., Aps les blocs diagonaux, ot A; est une matrice d’ordre m;, avec mp +
...+ mpy = n (Pordre de A). Pour chaque bloc A; un préconditionneur 7; est
construit. Alors T' = diag(71, ..., T ) est un préconditionneur de A.

Remarque 3.2 Considérons le préconditionneur de la section 3.3 avec le rem-
plissage optimal (voir section 3.4). Pour le calcul de la k—éme colonne, les
“meilleurs” indices sont sélectionnés parmi les k — 1 positions au—dessus de la
diagonale. Ainsi, plus k est grand, plus le calcul de la k—éme colonne est long.
Avec un traitement par blocs, le temps de calcul est réduit et le préconditionneur
obtenu reste de bonne qualité (voir chapitre 4).



CHAPITRE 4

Tests numériques

Dans ce chapitre, algorithme du gradient conjugué (GC, GCP1, GCP2) est testé
pour le systéme Ax = b avec les préconditionneurs des chapitres précédents :

0.
1.

AUCUN;
/2

DIAG : préconditionneur diagonal, T = diag(a;;/>, ..., am’ %) (voir sec-
tion 2.1);

2. TRIDIAG : préconditionneur tridiagonal (voir section 2.2);

3. CHO INC : décomposition de Cholesky incompléte avec A-remplissage

10.
11.

(voir section 2.3 et [38, 46]) ;

TAF : inverse approché factorisé avec A-remplissage (voir section 2.4 et
[36]) ;

GSC INC : Gram-Schmidt conjugué incomplet avec A-remplissage (voir
section 3.2 et [10]) ;

GSC MC (A) : Gram—Schmidt conjugué avec approximations de moindres
carrés et A-remplissage (voir section 3.3 et 3.4) ;

GSC MC (DIAG) : Gram—Schmidt conjugué avec approximations de moin-
dres carrés et remplissage diagonal (voir section 3.3 et 3.4);

GSC MC (OPT) : Gram—Schmidt conjugué avec approximations de moin-
dres carrés et remplissage optimal (voir section 3.3 et 3.4);

DIAG + GSC MC (OPT) : préconditionneur couplé, diagonal puis GSC
MC (OPT);

GSC MC (OPT) BLOCS : préconditionneur GSC MC (OPT) par blocs;

DIAG + GSC MC (OPT) BLOCS : préconditionneur DIAG + GSC MC
(OPT) par blocs;

Pour les préconditionneurs GSC MC (OPT) et DTAG + GSC MC (OPT), la to-
lérance est fixée & & = A\in/(n—1) de sorte que le nombre § du corollaire 3.2 soit
proche de 1, avec i, = Amin(A) pour le préconditionneur GSC MC (OPT) et

39
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Amin = Amin(T1ATY), ou Ty = diag(al_ll/ 2, ce a;%/ 2) pour le préconditionneur
DIAG + GSC MC (OPT). Pour le préconditionneur GSC MC (OPT) BLOCS
(resp. DIAG + GSC MC (OPT) BLOCS), la méme tolérance ¢ que pour le
préconditionneur GSC MC (OPT) (resp. DIAG + GSC MC (OPT)) sera consi-
dérée, bien que les valeurs propres des blocs diagonaux ne sont pas les mémes
que celle de la matrice entiére. De plus, si M blocs sont pris en compte, leur
ordreseram; =...=m, =q+letmy, 1 =...=my =qg,oun=q-M-+r
est la division euclidienne de n par M (g, r sont entiers avec 0 < r < M).

Considérons les matrices tests SDP du tableau 1; leur ordre est noté n et le
nombre de coefficients non nuls contenu dans la partie supérieure (ou inférieure)
est noté NNZ. Les structures de ces matrices (i.e. les positions des coefficients
non nuls) sont représentées sur les figures 2-4).

Matrice (A) n NNZ

nosl 237 627

besstk27 1224 28675

sirmt3ml 5489 112505
Tableau 1.

Ces matrices peuvent étre trouvées sur les sites web

http ://math.nist.gov/MatrixMarket,
http ://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices.

Pour chaque test, le second membre b = (1,...,1)" € R" est considéré et la
tolérance de convergence tol est fixée & 10~° dans lalgorithme du gradient
conjugué. Le point de départ choisi est zg = 0.

Pour chaque matrice, les résultats sont présentés dans des tableaux. Le nombre
d’itérations pour la résolution est noté It. Toutefois, si une erreur intervient lors
de la construction du préconditionneur (resp. lors de la résolution), la notation
“EP” (resp. “EGC”) est utilisée. Si la norme du résidu est plus grande que la
tolérance tol aprés n itérations, la notation “> n” est utilisée.

Des estimations de la valeur propre maximale A\, et de la valeur propre mi-
nimale \,,;, sont données, ce qui permet d’obtenir la condition x de la matrice
T AT? du systéme préconditionné (voir (1.2)). (La méthode de la puissance et de
la puissance inverse (voir [52, p. 471-472]) est utilisée pour estimer ces valeurs.)
Les temps de calculs ¢y pour la construction du préconditionneur et ..,
pour la résolution sont donnés. Les tests sont effectués sur une machine Intel®
Pentium® 4 cadencée 3 2.66 GHz.

Enfin, le nombre de coefficients non nuls nnz des préconditionneurs GSC MC
(DIAG), GSC MC (OPT), DIAG + GSC MC (OPT), GSC MC (OPT) BLOCS
et DIAG + GSC MC (OPT) BLOCS figure dans les tableaux. Remarquons que
pour les préconditionneurs CHO INC, TAF, GSC INC et GSC MC (A) nous
avons nnz = NNZ.
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Figure 2: nosli. Figure 3: bcsstk27.

Figure 4: s1rmt3ml.

4.1 Premier test : matrice nosi

Les résultats obtenus pour la matrice nos! sont présentés dans les tableaux 2-9.
Notons que les temps de calculs (prec €t tres) sont ici peu significatifs vu le petit
nombre de coefficients non nuls dans la matrice.

Les premiers tests (tableaux 2-5) mettent en évidence qu’en pratique 1’algo-
rithme du gradient conjugué ne converge pas nécessairement et montrent ’effi-
cacité des préconditionneurs GSC MC (DIAG), GSC MC (OPT), DIAG +GSC
MC (OPT). En effet, ce sont les seuls qui font converger 1’algorithme pour cette
matrice. Remarquons que dans le cas du préconditionneur GSC MC (DIAG),
pour une petite valeur de ppqg, 'algorithme ne converge pas; ceci est aussi
vrai pour une valeur de p,,., trop élevée. L’explication vient probablement des
erreurs d’arrondis.



42 CHAPITRE 4. Tests numériques

Préc. It tp’l‘ec tres >\min Amaw K
AUCUN >237 0.00E+00 1.00E—02 1.23E+02 2.46E+09 1.99E407
DIAG >237 0.00E+00 1.00E—02 5.09E—07 2.00E4+00 3.93E406
TRIDIAG >237 0.00E+00 2.00E—-02 — —
CHO INC EGC — — — —
IAF >237 0.00E+00 2.00E—-02 1.92E—06 1.69E4+00 8.79E+05
GSC INC >237 0.00E+00 0.00E400 ? ? ?
GSC MC (A) >237 0.00E+00 3.00E—02 1.65E—06 2.63E4+00 1.60E+406
Tableau 2.

Préconditionneur : GSC MC (DIAG)

Pmaz It nnz tp'rec tres Amin Amaz K

1 >237 473  0.00E400 4.00E—02 5.09E—07 2.08E+00 4.08E+06
5  >237 1407 1.00E—-02 3.00E—02 2.16E—06 3.05E4+00 1.41E406
10 115 2252 1.00E—-02 2.00E—02 2.83E—05 2.05E+00 7.25E+04

20 58 4767 3.00E—02 1.00E—02 2.04dE—04 1.89E+00 9.25E+03

50 25 10812 1.10E—01 0.00E+00 4.74E—03 1.64E+00 3.46E+02

100 145 18887 5.70E—01 9.00E—02 3.17E—07 1.28E+401 4.06E407

200 >237 27537 1.84E4+00 1.60E—01 7 1.84E401 ?
Tableau 3.

Préconditionneur : GSC MC (OPT) avec € =5.23E—01, s =1

Pmazx It nnz tp'rec t'res >\mzn Amaz K

1 >237 471 1.00E—02 3.00E-02 1.31E-06 2.65E+00 2.02E4-06
5 >237 1391 3.00E—-02 3.00E—-02 2.15E—06 4.25E4+00 1.97E+406
10 >237 2496  5.00E—-02 3.00E—02 3.05E—-06 2.69E+400 8.80E-+05
20 179 4556 1.30E—01 3.00E—-02 4.43E—06 2.47TE400 5.5TE+05

50 44 9536 7.40E—01 1.00E—02 1.20E—04 2.21E+00 1.84E+04
100 14 14067 2.20E+00 1.00E—02 1.75E—02 1.73E4+00 9.85E+01
200 2 15720 3.20E+00 0.00E+00 1.00E+00 1.00E4+00 1.00E+00

Tableau 4.

Préconditionneur : DIAG + GSC MC (OPT) avec € =2.16E—09, s =1

Pmax It nnz tp'rec tres Amin Amagz K

1 >237 471 1.00E—02 1.00E-02 1.20E-06 2.02E+00 1.67E4-06
5 151 1391 2.00E—-02 1.00E—-02 9.25E—06 1.79E4-00 1.93E+405
10 112 2496 4.00E-02 1.00E—-02 1.30E—05 1.80E400 1.39E+05

20 98 4556 1.00E—01 1.00E—02 1.33E—05 2.01E+00 1.51E+05

50 33 9536 5.00E—-01 1.00E—02 1.61E—04 1.88E+00 1.17TE+04

100 15 14067 1.40E4+00 1.00E—02 5.30E—03 1.72E4+00 3.25E+02

200 2 15720 2.17TE4+00 0.00E+00 1.00E+00 1.00E4+00 1.00E+00
Tableau 5.

Dans les tableaux 6 et 7 figurent les résultats obtenus pour les préconditionneurs
GSC MC (OPT) et DIAG + GSC MC (OPT) avec le paramétre py,q; fixé et
différentes valeurs pour le paramétre s; la raison pour laquelle la construction
du préconditionneur échoue (EP) est que I’ensemble 7, voir (3.14), est vide.
Augmenter le paramétre ¢ permettrait de calculer entiérement le précondition-
neur.



4.2. Deuxiéme test : matrice bcsstk27 43

Préconditionneur : GSC MC (OPT) avec € =5.23E—01, pmaz = 50

S It nnz tprec tres Amin Amaz K

2 37 9536 4.60E—01 0.00E400 2.40E—04 2.09E400 8.68E+03

3 >237 9643 3.10E-01 5.00E—02 7?7 4.08E400 ?

4 EP — — — — - -

5 >237 9802 1.80E-01 6.00E—02 7 6.26E400 ?

50 >237 9802 1.70E-01 6.00E—02 ?  6.26E400 ?
Tableau 6.

Préconditionneur : DIAG + GSC MC (OPT) avec &€ =2.16E—09, pmaz = 50

s It  nnz tprec tres Amin Amaz K
2 25 9536 2.60E—01 1.00E—-02 8.75E—05 1.91E400 2.19E404
3 147 9643 2.30E—01 4.00E—-02 2.44E-06 2.54E+00 1.04E+06
4 EP — — — — — —
5 EP  — — — — —
50 EP — — — —

Tableau 7.

Les résultats pour les préconditionneurs blocs GSC MC (OPT) BLOCS et DIAG
+ GSC MC (OPT) BLOCS sont donnés dans les tableaux 8 et 9.

Préconditionneur : GSC MC (OPT) BLOCS avec € =5.23E—01, pmaz = 10, s =1

Blocs It nnz tprec tres Amin Amaz K
2 >237 2386 4.00E-02 3.00E—-02 3.07E—06 2.68E+00 8.75E+05
3 >237 2275 3.00E-02 4.00E-02 3.12E-06 2.67E+00 8.58E+405
4 >237 2164 2.00E—02 2.00E—-02 3.14E—06 2.65E4+00 8.46E+405
6 216 1942 2.00E—-02 2.00E—02 3.24dE—06 2.52E+00 7.78E+405

8 191 1721 2.00E—02 1.00E-02 3.44E—-06 2.30E4-00 6.68E+05
16 179 1080 0.00E400 2.00E—-02 2.54E—06 2.00E4-00 7.87TE+05
24 >237 757 1.00E—02 1.00E—02 1.70E—06 2.00E400 1.18E4-06
32 >237 594 1.00E—02 1.00E—02 1.24E—06 2.00E4+00 1.61E+406

Tableau 8.

Préc. : DIAG + GSC MC (OPT) BLOCS avec ¢ =2.16E—09, pmaz = 10, s =1

Blocs It  nnz tprec tres Amin Amaz K
2 120 2386 3.00E—02 2.00E—02 7.95E—06 2.00E4+00 2.52E+05
3 130 2275 2.00E—02 1.00E—02 7.34E—06 2.04E4+00 2.78E+05
4 136 2164 2.00E—02 1.00E-02 6.43E—06 2.04E400 3.17E405
6 149 1942 1.00E—-02 1.00E—02 5.21E—06 2.04E+00 3.92E+05
8 158 1721 1.00E—-02 2.00E-02 4.31E—-06 2.04E+00 4.73E+405

16 184 1080 1.00E—02 1.00E—02 2.54E—-06 2.00E4+00 7.87TE-+05
24 >237 757 0.00E+00 3.00E—02 1.70E—-06 2.00E4+00 1.18E+406
32 >237 594 0.00E4-00 3.00E—02 1.24E—-06 2.00E400 1.61E4-06

Tableau 9.

4.2 Deuxiéme test : matrice besstk27

Les résultats obtenus pour la matrice bcsstk27 sont présentés dans les ta-
bleaux 10-17.
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Préc. It tp'r‘ec tres )\mzn )\maz o
AUCUN 1190 0.00E+00 5.50E—01 1.44E402 3.47TE+06 2.41E+04
DIAG 253 0.00E4+00 1.40E—01 2.12E—-03 4.37TE4+00 2.06E+403
TRIDIAG 253 0.00E4+00 1.20E—-01 — — —
CHO INC 24  5.00E—02 4.00E—02 — — —
IAF 89 7.00E—02 1.10E—-01 5.31E—03 1.71E400 3.22E+02
GSC INC 99 2.00E—02 1.10E—-01 9.24E—-03 3.12E4+00 3.38E+402
GSC MC (A) 213 6.23E4+00 2.80E—-01 1.67E—03 3.17E400 1.90E+403
Tableau 10.

Préconditionneur : GSC MC (DIAG)

Pmaxzx It nnz tp'rec tres )\min )\mu.m R

1 343 2447 2.20E-01 2.60E—01 1.18E—03 4.65E+00 3.93E403

5 331 7329 3.60E-01 2.10E-01 9.90E—-04 3.90E+00 3.94E+03
10 401 13409 8.10E—01 3.20E—01 4.60E—-04 3.37TE+00 7.33E+403
20 439 25494 2.71E+00 5.20E—-01 4.81E-04 3.98E+400 8.27E+03
50 343 61149 3.13E+01 7.00E-01 1.00E—03 5.13E400 5.10E+03
100 179 118574 2.10E402 8.60E—01 3.61E—03 4.47E+00 1.24E403

Tableau 11.

Préconditionneur : GSC MC (OPT) avec ¢ =1.17TE—01, s =1

Pmaxzx It nnz tp'rec tres )\min )\mu.m K

1 144 2447 1.16E400 8.00E—02 4.19E—-03 2.47E400 5.89E4-02

5 119 7329 8.74E400 9.00E-02 6.19E—-03 2.62E+00 4.23E+02
10 105 13409 2.64E4+01 7.00E—02 6.90E—-03 2.52E+00 3.65E402
20 93 25487 8.60E+01 1.00E—-01 8.22E—03 2.36E4+00 2.87E+02
50 70 61139 5.20E4+02 1.30E-01 1.27E—-02 2.01E400 1.58E+02
100 57 118549 1.87E4+03 1.90E—-01 2.09E—-02 1.95E400 9.32E401

Tableau 12.

Préconditionneur : DIAG + GSC MC (OPT) avec € =1.73E—06, s = 1

Pmazx It nnz tp'rec tres )\min Amaz R

1 139 2447  1.18E400 8.00E—02 4.56E—03 2.46E400 5.39E4-02

5 103 7329 7.69E4+00 7.00E-02 5.06E—-03 1.89E+400 3.73E+02
10 84 13409 2.16E4-01 9.00E—02 7.46E—-03 1.69E4+00 2.26E402
20 70 25494  6.47TE4+01 9.00E—02 1.153E—02 1.69E4-00 1.47E+02
50 52 61149 3.74E+02 1.20E-01 2.00E—02 1.71E4+00 8.57E+01
100 40 118570 1.49E4+03 1.40E-01 3.01E-02 1.56E400 5.18E401

Tableau 13.

Le préconditionneur GSC INC a nnz = 28675 coefficients non nuls et nous
obtenons 99 itérations (voir tableau 10). Avec le préconditionneur DIAG +
GSC MC (OPT), p,az = 20 (tableau 13), le remplissage est nnz = 25494 et
70 itérations sont nécessaires pour obtenir la convergence. Donc cette derniére
méthode donne les meilleurs résultats pour ce type de préconditionneurs.

Préconditionneur : GSC MC (OPT) avec € =1.17TE—01, pmaz = 50

S It nnz tprec tres Amin Amaz K
2 75 61145 2.31E+02 1.40E—-01 1.24E—-02 2.03E+00 1.63E402
3 >1224 62319 1.97E+402 2.53E+00 ? 7.08E+00 ?
4 >1224 63492 1.61E+02 2.38E400 7?7  6.13E400 ?
5 76 61146 1.19E402 1.50E—01 1.16E—02 2.08E+00 1.80E+02
10 Vs 61146 8.18E+01 1.50E—-01 1.06E—02 2.23E+00 2.11E+02
25 EP — — — — — —
50 EP — — — — — —

Tableau 14.
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Préconditionneur : DIAG + GSC MC (OPT) avec € =1.73E—06, pmaz = 50

S It nnz tp’rec tres Amin Amaz K

2 53 61149 1.76E4+02 8.00E—02 1.80E—02 1.62E+00 8.96E+401
3 119 62322 1.31E+02 2.30E-01 1.25E—02 3.58E+00 2.86E4-02
4 450 63494 1.12E+02 8.70E—-01 9.29E—10 3.53E+00 3.80E-+09
5 52 61149 1.01E+02 1.10E-01 1.69E—02 1.46E+00 8.63E401
10 52 61149 6.93E+01 1.00E-01 1.54E—-02 1.42E+00 9.22E401
25 58 61196 5.34E+01 1.10E-01 1.34E—02 1.87E+00 1.39E4-02
50 EP — — — — — —

Tableau 15.

Préconditionneur : GSC MC (OPT) BLOCS avec ¢ =1.17E—01, pmaz = 20, s =1

Blocs It nnz tprec tres Amin Amaz K

2 95 25128 7.60E+01 8.00E—02 7.81E—-03 2.36E400 3.02E402

4 99 24409 5.72E401 1.00E—-01 7.21E-03 2.36E400 3.27E4-02

8 104 23554 2.78E+01 1.30E—01 5.64E—-03 2.30E400 4.08E402
16 126 21251 7.47E400 1.40E-01 3.79E—-03 2.10E+00 5.54E4-02
32 168 16849 1.46E4+00 1.40E—-01 1.95E-03 2.19E400 1.12E403
64 192 10151 2.70E—-01 1.40E-01 1.81E—03 2.47E400 1.37TE+03
128 200 5907 4.00E-02 1.30E—-01 1.95E—03 2.64E400 1.35E+03

Tableau 16.

Préc. : DIAG + GSC MC (OPT) BLOCS avec ¢ =1.73E—06, pmaz = 20, s =1

Blocs It nnz tprec tres Amin Amaz K

2 76 25135 5.70E+01 7.00E—02 1.04E—02 1.92E400 1.85E402

4 85 24416 4.75E401 8.00E—02 8.93E—03 1.98E+400 2.22E402

8 96 23572 2.43E+01 1.30E-01 6.47E—03 2.08E400 3.22E402
16 125 21277 6.84E+4+00 1.50E—-01 3.97TE—03 2.04E+00 5.14E4-02
32 168 16876 1.43E400 1.30E—-01 1.95E—03 2.18E400 1.12E+03
64 192 10187 2.70E—-01 1.40E-01 1.81E—03 247E+400 1.37TE+03
128 200 5914 7.00E-02 1.50E—-01 1.95E—03 2.64E400 1.35E+03

Tableau 17.

Avec les mémes parameétres poqq, € €t s, pour le préconditionneur GSC MC
(OPT) (resp. DIAG + GSC MC (OPT)), lorsque le nombre de blocs augmente,
le nombre d’itérations augmente aussi, voir tableaux 12 et 16 (resp. 13 et 17).

De plus, en comparant le tableau 16 avec le tableau 17, nous voyons que le pre-
mier préconditionnement diagonal (tableau 17) a peu d’effet lorsque le nombre
de blocs est suffisamment grand.

4.3 'Troisiéme test : matrice s1rmt3ml1

Les résultats obtenus pour la matrice sirmt3m1 sont présentés dans les ta-
bleaux 18-25.

A nouveau pour cette matrice, le préconditionneur DIAG + GSC MC (OPT)
avec P, = 10 (tableau 21) donne de meilleurs résultats que le préconditionneur
GSC INC (tableau 18) : 309 itérations avec nnz = 60323 pour la premiére
méthode et 338 itérations avec nnz = 112505 pour la seconde.
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Préc. It. tprec tres Amin Amaz K
AUCUN >5489 0.00E400 1.07E401 3.80E—01 9.67E+05 2.55E+06
DIAG 926 0.00E4+00 1.80E4+00 6.87TE—06 3.65E4+00 5.31E405
TRIDIAG 785 0.00E400 1.70E4-00 — — —
CHO INC 225 1.30E—01 1.33E400 — — —
IAF 329 2.10E-01 1.61E400 2.34E-05 1.76E400 7.52E404
GSC INC 338 1.20E-01 1.66E4+00 3.20E—05 2.66E4+00 8.33E+404
GSC MC (A) 1380 2.23E+401 6.65E4+00 3.22E—06 5.54E400 1.72E406
Tableau 18.

Préconditionneur : GSC MC (DIAG)

Pmazx It nnz tprec t'res >\m1n Amaz K

1 902 10977  4.50E4-00 2.31E4+00 6.33E—06 3.57E400 5.64E4-05
5 967 32919 5.98E+00 2.84E4+00 6.44E—06 3.76E+00 5.84E+05
10 1052 60324 8.91E+4+00 3.82E+00 6.35E—06 4.57E4+00 7.20E+05
20 1280 115059 1.88E401 6.15E4+00 5.29E—06 5.34E400 1.01E+06
50 2436 278664 8.23E+01 2.04E+01 4.62E—-06 1.59E4-01 3.45E406

Tableau 19.

Préconditionneur : GSC MC (OPT) avec € =6.92E—05, s = 1

Pmazx It nnz tprec t'res Amin Amaz K

1 826 10976  1.49E4-01 2.11E400 1.01E-05 4.45E+4+00 4.38E4-05
5 1221 32918 5.63E401 3.62E+00 3.75E—06 5.46E400 1.45E+06
10 1312 60323 1.41E402 4.80E400 4.11E-06 6.33E400 1.54E4-06
20 1010 115058  4.43E402 4.90E+00 6.36E—06 5.28E400 8.31E+05
50 663 278663 2.66E+03 5.61E+00 1.38E—05 4.23E4-00 3.06E405

Tableau 20.

Préconditionneur : DIAG + GSC MC (OPT) avec € =1.25E—09, s = 1

Pmazx It. nnz tprsc tres )\min Amaz R

1 596 10976  1.50E4-01 1.50E+00 1.11E-05 2.72E4-00 2.44E405
5 372 32918 5.55E+01 1.07E+00 1.75E—05 1.82E4-00 1.04E+05
10 309 60323 1.37E+02 1.14E400 2.55E—05 1.83E4+00 7.17E+04
20 243 115058 4.38E+02 1.21E+00 3.72E—05 1.69E400 4.55E+04
50 178 278663 2.33E+03 1.51E+00 6.56E—05 1.50E+4+00 2.28E+04

Tableau 21.

Préconditionneur : GSC MC (OPT) with € =6.92E—05, pmaz = 20

S 1t. nnz tp rec tres Amin Amaz K
2 981 115058 2.07TE+02 4.97E4+00 T7.41E—06 5.85E4+00 7.89E+05
3 >5489 120526 1.53E+02 2.80E+01 ? 8.40E+00 ?
4 980 115058 1.11E+02 4.93E4+00 6.66E—06 5.20E400 7.82E+05
5 931 115058 9.29E+01 4.66E4+00 7.25E—06 4.81E400 6.64E+05
10 1396 115067 5.39E+01  6.88E+00 7?7 4.89E+400 ?
20 EP — — — — — —

Tableau 22.
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Préconditionneur : DIAG + GSC MC (OPT) avec € =1.25E—09, pmaz = 20

S It. nnz tp’rec bres Amin Amaz K
2 248 115058 1.97E4-02 1.23E+00 3.60E—-05 1.72E4-00 4.78E4-04
3 331 120526 1.47TE402 1.75E+00 3.08E—-05 2.61E+00 8.50E+04
4 267 115058 1.04E+402 1.31E+00 3.34E—-05 1.80E4+00 5.39E+04
5 279 115058 8.89E+401 1.38E+00 3.20E—05 1.83E400 5.71E+04
10 292 115067 4.93E401 1.44E+00 2.91E-05 1.80E+00 6.17E+04
20 350 117200 3.70E4+01 1.83E400 2.55E—05 2.24E400 8.76E4-04

Tableau 23.

Préconditionneur : GSC MC (OPT) BLOCS avec € =6.92E—05, pmaz = 50, s = 1

Blocs It. nnz tprec tres Amin Amaz K

2 662 276128 2.42E403 5.54E+00 1.37E—05 4.11E400 3.01E+05

4 638 271406 1.69E403 5.32E4+00 1.35E—-05 3.92E400 2.91E4-05

8 577 262217 6.42E402 4.62E4+00 1.59E—-05 3.23E400 2.03E+05
16 452 243731 2.10E+02 3.47E+00 1.94E-05 248E+00 1.28E+05
32 574 207705 6.96E4+01 3.94E400 1.03E—05 2.22E+00 2.17E+05
64 586 174468 3.93E+01 3.56E400 9.89E—06 2.24E4+00 2.27E405
128 594 111071 1.30E+01 2.66E4+00 9.56E—06 2.24E+00 2.35E405
256 630 59269 2.16E400 2.30E+00 8.93E—06 2.35E400 2.63E+05
512 666 31706  3.20E—01 1.89E+00 7.91E-06 2.38E+4+00 3.01E+05

Tableau 24.

Préc. : DIAG + GSC MC (OPT) BLOCS avec ¢ =1.25E—09, pmaz = 50, s =1

Blocs 1It. nnz tprec tres Amin Amaz K

2 203 276128 2.09E+4+03 1.72E+00 5.86E—05 1.84E+4+00 3.14E-+04

4 235 271406 1.45E+03 1.94E4+00 4.83E—-05 1.86E400 3.85E+404

8 286 262220 5.62E4+02 2.32E+00 3.63E—-05 1.97TE4-00 5.44E404
16 398 243736 1.52E402 3.09E+00 2.00E-05 2.03E4-00 1.01E+05
32 573 207762 4.34E+01 3.98E+00 1.03E-05 2.22E+00 2.17E+05
64 586 174664 2.85E401 3.58E+400 9.89E—06 2.24E400 2.27E+405
128 594 111121 1.09E+01 2.70E400 9.56E—06 2.24E4+00 2.35E405
256 630 59269 2.08E+00 2.21E400 8.93E—06 2.35E+00 2.63E+05
512 667 31706 3.40E—-01 1.91E4+00 7.91E—06 2.38E400 3.01E+05

Tableau 25.

Pour les préconditionneurs GSC MC (OPT) BLOCS et DIAG + GSC MC
(OPT) BLOCS, lorsque le nombre de blocs augmente, le gain de temps pour le
calcul du préconditionneur devient considérable (tableaux 24 et 25).

4.4 Observations

De maniére générale, comme le prédisait le théoréme 1.1, nous observons que
plus la condition de la matrice du systéme préconditionné est proche de 1, plus
le nombre d’itérations est petit.

Les préconditionneurs GSC MC (OPT) et DIAG + GSC MC (OPT) sont inté-
ressants car leurs paramétres les rendent flexibles et permettent de prendre en
compte différentes exigences lors de leur construction. Le second semble meilleur
et plus stable. Le temps de calcul pour la construction de ces préconditionneurs
est élevé; cependant, ils sont facilement parallélisables et ce temps de calcul
peut étre réduit par ce biais (voir remarque 3.1 et chapitre 5). Lorsque le pas
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de remplissage s est augmenté les préconditionneurs obtenus sont de mauvaise
qualité. Le traitement par blocs est le meilleur moyen d’économiser du temps
de calcul pour la construction du préconditionneur. Mais, lorsque le nombre de
blocs augmente, le nombre d’itérations augmente aussi; ceci est compensé par
le nombre de coeflicients non nuls dans le préconditionneur : nnz décroit. Par
conséquent le temps utilisé pour la résolution est assez stable.



CHAPITRE D

Parallélisation

Un programme informatique est dit paralléle lorsque son exécution emploie plu-
sieurs processeurs simultanément. L’intérét de paralléliser un programme est
évidemment de gagner du temps. Donnons un exemple simple : le calcul de la
somme de 1°000°000 de nombres réels. Avec un programme sériel (i.e. un seul
processeur), le processeur fait toutes les additions; avec par exemple dix pro-
cesseurs, chacun additionnera 100’000 nombres, communiquera son résultat aux
autres processeurs et il restera & additionner les dix sommes partielles.

Un algorithme est plus ou moins bien parallélisable. Donnons deux exemples
simples.

. Le produit d’une matrice et d’un vecteur y = Ax est bien parallélisable :
les composantes du vecteur y se calculent indépendamment les unes des
autres. Avec quatre processeurs par exemple et A de taille 100°000 x
100000, les 25’000 premiéres lignes de A sont mémorisées sur le premier
processeur, les 25’000 suivantes sur le deuxiéme, les 25’000 suivantes sur le
troisiéme, les 25’000 derniéres sur le quatriéme et le vecteur = sur tous les
processeurs ; ensuite chaque processeur calculent simultanément les com-
posantes correspondantes du vecteur y.

. La résolution de Lz = b ot L est une matrice n x n triangulaire inférieure
et inversible est mal parallélisable. En effet, le calcul de la solution x =
(1,...,2,)" € R™ e fait comme suit : la composante z; est déterminée,
puis la composante zo et ainsi de suite jusqu’a la composante z,. Le
calcul de zy, = (b — (L, 121+ Liawa+ ...+ L k—12x—1))/ Lk nécessite la
connaissance de x1,...,T;y_1. Cette derniére somme peut étre parallélisée
(lorsque k est grand) et la parallélisation est de plus en plus bénéfique
lorsque k£ augmente, mais inefficace au début.

Pour bien paralléliser un programme, il faut distribuer le “travail” sur les dif-
férents processeurs de maniére la plus équitable possible afin d’éviter que des

49
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processeurs attendent pendant que les autres terminent leurs calculs. Remar-
quons qu’un programme n’est en général pas entiérement parallélisable (par
exemple la lecture de fichiers sous format séquentiel se fait par un processeur
pendant que les autres attendent).

De plus, dans un programme paralléle, il y deux type d’applications : celles de
l'utilisateur et celles qui gérent les communications entre les processeurs. Ces
derniéres sont collectées dans une librairie informatique qui permet d’utiliser un
environnement paralléle.

5.1 Speed—up et efficience

Pour évaluer la performance d’un logiciel paralléle, le speed—up et Defficience
sont utilisés [25]. Le speed—up est le rapport S, = T1/T), ou T}, désigne la durée
d’exécution du logiciel sur p processeurs. Le cas idéal est S, = p (lorsque le
nombre de processeurs est multiplié par p, le temps de calcul est divisé par p).
L’efficience est le taux E, = S,/p (c’est le rendement par rapport au cas idéal).
Lorsque le test utilisant le moins de processeurs en emploie m, le speed—up est
remplacé par S,(m) = mT,,/T, de sorte que S,(m) = p décrive toujours le cas
idéal et D'efficience reste E,(m) = S,(m)/p.

5.2 Algorithme du gradient conjugué précondi-
tionné et parallélisation

Les algorithmes présentés dans les chapitres précédents sont-ils parallélisables ?

La construction des préconditionneurs CHO INC (voir section 2.3 et [38, 46])
et GSC INC (voir section 3.2 et [10]) sont mal parallélisables. De plus, pour
le préconditionneur CHO INC, la résolution avec ’algorithme GCP2 (voir sec-
tion 1.2.2) est de nouveau mal parallélisable (voir le deuxiéme exemple en début
de chapitre).

Par contre, la construction des préconditionneurs TAF et des différents GSC MC
sont naturellement parallélisables.

Quant & la partie de résolution, les algorithmes GC et GCP1 sont bien paral-
lélisables : les produits matrice vecteur en sont les opérations essentielles. Par
contre, comme mentionné ci—dessus, 'algorithme GCP2 est en général mal pa-
rallélisable.

Dans la suite de ce chapitre, 'algorithme du gradient conjugué préconditionné
GCP1 avec des préconditionneurs du type GSC MC est étudié sur des machines
paralléles. La construction du préconditionneur et la résolution avec ’algorithme
GCP1 constituent deux parties distinctes, traitées séparément. Des tests numé-
riques sont effectués et des courbes de speed—up tracées afin d’évaluer la perfor-
mance de la parallélisation.
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5.3 Matériel informatique

Les tests numériques présentés dans ce chapitre ont été effectués sur les machines
paralléles CRAY XT3 du CSCS (Swiss National Supercomputing Center). De
plus amples informations sont disponibles sur
http ://www.cscs.ch.
Les codes des programmes sont écrits en fortran et les librairies MP1 (Message
Passing Interface, voir [22, 26]) et SHMEM sont utilisées pour gérer I’environne-
ment paralléle. De la documentation peut étre trouvée sur
http ://www.cray.com.

5.4 Construction du préconditionneur

Supposons que p processeurs numérotés de 0 & p — 1 sont utilisés. La matrice Z
(voir (3.2)) de taille n x n du préconditionneur GSC MC (OPT) est distribuée
de la maniére suivante. La j—éme colonne de Z est calculée par le processeur
j —1 mod p. Puisque Z est triangulaire supérieure, cette répartition garantit
I’équilibre du remplissage et de la charge de calcul sur chaque processeur. Une
distribution continue de Z (i.e. les |n/p|(+1) sur le processeur 0, les |n/p|(+1)
suivantes sur le processeur 1, et ainsi de suite) serait un mauvais choix; en
effet, les premiers processeurs auraient fini de calculer leur partie bien avant
les derniers. Pour la construction de la k—éme colonne de Z, la sous-matrice
principale Ap_; d’ordre £k — 1 et les k — 1 premiéres composantes de la k—
éme colonne de A sont utilisées (voir chapitre 3). Par conséquent, la matrice
A est mémorisée entiérement sur chaque processeur afin d’éviter une quantité
prohibitive de communications. La copie de la matrice A sur tous les processeurs
et un test d’erreur a la fin des calculs constituent toutes les communications
nécessaires (réalisées avec la librairie MPI).

Remarque 5.1 Le format de stockage CSR (ou CSC) (voir section 5.5.1) est
utilisé pour la matrice A. Chagque partie locale de Z est mémorisée sous format

CSC.

Pour la version par blocs de ce préconditionneur, la méme méthode est appliquée
pour chaque bloc successivement : le bloc correspondant dans A est copié sur
tous les processeurs et un test d’erreur termine le calcul du bloc considéré. Si
M Dblocs sont considérés et n = q- M + r est la division euclidienne de n par M
(g, r sont entiers avec 0 < r < M), les r premiers blocs sont d’ordre ¢+ 1 et les
autres d’ordre q.

5.4.1 Evaluation de la performance

Considérons la matrice test SDP gyro k. C’est une matrice d’ordre n = 17361
avec NNZ = 519620 coefficients non nuls dans sa partie supérieure (ou infé-
rieure). Sa structure est donnée sur la figure 5. Cette matrice peut étre obtenue
sur

http ://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices.
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Figure 5: gyro_ k.

Considérons le préconditionneur couplé DIAG + GSC MC (OPT) avec les pa-
rameétres ppmqz = 10,20,50,100, ¢ =9.09E—13 et s = 1 (voir chapitre 3). Les
remplissages obtenus avec la version standard (i.e. préc. avec un bloc) et la ver-
sion par blocs sont donnés dans le tableau 26 ; le nombre d’éléments non nuls
dans Z est noté nnz.

Pmaz nnz
1 bloc 16 blocs 32 blocs
10 189702 179641 170015
20 360174 327797 297542

50 863688 729669 607914
100 1683529 1309240 993436

Tableau 26.

Le temps de calcul (7},), le speed—up (S,) et l'efficience (E,) pour la construction
de ces préconditionneurs sont présentés dans les tableaux 27-30. Le nombre p est
le nombre de processeurs utilisés. Les courbes de speed—up et d’efficience pour
le calcul du préconditionneur avec différentes valeurs du nombre de blocs sont
tracés sur les figures 6-11. Le nombre p est placé sur I’abscisse et le speed—up
Sp ou lefficience E), sur I'ordonnée.

Pour la version standard, un bloc d’ordre 17361 est considéré. Dans la version
avec 16 blocs, le premier bloc est d’ordre 1086 et les 15 suivants sont d’ordre
1085. Dans la version avec 32 blocs, les 17 premiers blocs sont d’ordre 543 et les
15 autres sont d’ordre 542.

Le nombre de colonnes calculées dans un bloc varie de un au maximum d’un
processeur & un autre. Par exemple, dans la version avec 32 blocs avec 128
processeurs : puisque 542 = 128-4+ 30, au total, les processeurs 0 & 29 calculent
32 -5 = 160 colonnes, le processeur 30 calcule 17 -5+ 15 -4 = 145 colonnes et
les processeurs 31 & 127 calculent 32 - 4 = 128 colonnes. Ceci explique que la
version par blocs est moins efficiente que la version avec un seul bloc.

Pour le calcul de chaque bloc, deux communications (copie d’une partie de A
et test d’erreur) nécessitent la synchronisation des processeurs. Par conséquent,



Pmaz = 10

P 1 bloc 16 blocs 32 blocs
T Sp E, T Sp E, Ty Sp Ep
1 1.31E4+03 1.00E+00 1.00E+00 2.44E+402 1.00E4+00 1.00E+00 8.92E4+01 1.00E4+00 1.00E+00
2  6.54E+02 2.00E400 1.00E+00 1.23E+02 1.99E4+00 9.94E—01 4.52E+01 1.97E4+00 9.86E—01
4 3.28E+02 3.99E+00 9.96E—01 6.24E4+01 3.92E+00 9.79E—01 2.31E4+01 3.86E+00 9.65E—01
8 1.64dE+02 7.97E4+00 9.96E-01 3.23E+01 7.55E+00 9.44E—01 1.23E4+01 7.24E+00 9.04E—01
16 &8.32E4+01 1.57E+01 9.83E—-01 1.73E+01 141E+01 8.84E—01 6.83E4+00 1.31E+01 8.17E-01
32 4.26E+01 3.07E+01 9.59E—-01 9.62E+00 2.54E+4+01 7.93E—01 4.14E4+00 2.16E401 6.74E—01
64 2.16E4+01 6.06E4+01 9.45E—01 5.53E+00 4.42E4+01 6.90E—01 2.70E+00 3.31E+01 5.17E—01
128 1.15E4+01 1.13E402 8.85E—01 3.71E4+00 6.59E+01 5.15E—01 1.99E+00 4.48E+4+01 3.50E—-01

Tableau 27.
Pmaz = 20

P 1 bloc 16 blocs 32 blocs
Ty Sp Ep Ty Sp Ep Ty Sp Ep,
1 3.46E+03 1.00E+00 1.00E+00 6.72E4+02 1.00E4+00 1.00E+00 2.26E+02 1.00E4+00 1.00E+00
2 1.74E+03 1.99E400 9.97E—01 3.38E+02 1.99E4+00 9.94E—01 1.15E+02 1.98E400 9.88E—-01
4 8.69E+02 3.98E4+00 9.96E-01 1.71E+02 3.93E+00 9.83E—01 5.86E4+01 3.87TE+00 9.66E—01
8 4.36E+02 7.94E4+00 9.93E-01 8.95E+01 7.51E+00 9.39E—01 3.11E4+01 7.28E+00 9.10E—01
16 2.21E+02 1.57E+01 9.80E—01 4.72E4+01 1.43E+01 8.91E-01 1.70E4+01 1.33E+01 8.32E—01
32 1.14E+4+02 3.03E+01 947E-01 2.62E+01 2.57E4+01 8.02E—01 9.97E4+00 2.27E401 7.09E-01
64 5.92E+01 5.84E+01 9.13E—01 1.49E+01 4.52E+4+01 7.06E—01 6.27E4+00 3.61E4+01 5.64E—01
128 3.04E4+01 1.14E402 8.90E—-01 9.53E+00 7.056E+4+01 5.51E—-01 4.35E+00 5.20E+01 4.06E—01

Tableau 28.
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Pmaz — 50
P 1 bloc 16 blocs 32 blocs
T Sp E, T, Sp Ep T Sp E,
1 141E404 1.00E4+00 1.00E+00 2.67E4+03 1.00E4+00 1.00E4+00 8.08E+02 1.00E4+00 1.00E+400
2 T7.07TE4+03 1.99E+00 9.96E—01 1.34E4+03 1.99E4+00 9.95E—01 4.08E+02 1.98E4+00 9.89E—01
4 3.55E+03 3.97E4+00 9.93E—-01 6.77TE+02 3.95E+00 9.87TE—01 2.08E+02 3.88E+00 9.71E—01
8 1.78E+03 7.92E4+00 9.90E—01 3.55E+02 7.52E+00 9.41E—01 1.10E4+02 7.33E4+00 9.17E—01
16 9.00E+02 1.56E+01 9.78E—01 1.85E+02 1.45E+4+01 9.05E—01 5.96E4+01 1.36E+01 8.47E—01
32 4.60E4+02 3.06E4+01 9.56E—01 1.02E+02 2.62E4+01 8.20E—01 3.43E+01 2.36E+01 7.36E—01
64 2.36E+02 5.96E+01 9.32E—-01 5.73E4+01 4.67E4+01 7.29E—-01 2.10E+01 3.84E+01 6.00E—01
128 1.20E4+02 1.17E4+02 9.13E—-01 3.56E+01 7.51E4+01 5.86E—01 1.37E+01 5.90E+01 4.61E—01
Tableau 29.
DPmaz = 100
P 1 bloc 16 blocs 32 blocs
TP SP EP TP SP EP TP SP EP
1 7.78E+03 1.00E4+00 1.00E+00 2.13E4+03 1.00E4+00 1.00E+00
2  2.22E4+04 2.00E+00 1.00E4+00 3.91E4+03 1.99E400 9.94E—01 1.07E4+03 1.98E4+00 9.92E—01
4 111E+04 4.00E+00 1.00E400 1.97E4+03 3.95E+00 9.88E—01 5.48E+4+02 3.89E+00 9.73E—01
8 5.56E+03 7.98E+00 9.97E—01 1.02E4+03 7.59E+00 9.49E—-01 2.90E+4+02 7.34E+00 9.18E—01
16 2.81E+03 1.58E+01 9.87TE—01 5.32E4+02 1.46E+01 9.14E—-01 1.55E4+02 1.37TE4+01 8.57E—01
32 143E+03 3.10E4+01 9.68E—01 2.89E+02 2.69E4+01 &8.40E—01 8.85E+01 2.41E+01 7.53E—01
64 T7.40E+02 6.00E4+01 9.37TE—01 1.63E+02 4.77E4+01 7.46E—01 5.34dE+01 3.99E+01 6.24E—01
128 3.78E+4+02 1.17E4+02 9.16E—01 1.00E4+02 7.77E4+01 6.07TE—01 3.48E+01 6.13E+01 4.79E—01
Tableau 30.

¥q

uornjesI[eIed ‘¢ dYLIdVH))



5.4. Construction du préconditionneur

55

Speed—up, construction, 1 bloc

Efficience, construction, 1 bloc

120 1.02
— pmax=10
1004 1.007s: - pmax=20
0.98| 7 pmax=50
801 —- pmax=100(from 2 proc.)
0.96
60+
0.94+
401
— pmax=10 0.921
20 7 pmax=20 0.901 ~
-~ pmax=50 T
0 ; ; ; ; : : .88 ; ; ; ; ; ;
0 20 40 60 80 100 120 140 ') 20 40 60 80 100 120 140
Figure 6. Figure 7.

Speed—up, construction, 16 blocs

Efficience, construction, 16 blocs

80 > 10
701 — pmax=10
0.9 - pmax=20
- pmax=50
08! —~ pmax=100
401
0.7
301 — pmax=10
201 —— pmax=20
10! ~~ pmax=50 0.6
—— pmax=100
0 T T T T T T 0.5 T ’ T T T T
0O 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
Figure 8. Figure 9.

Speed—up, construction, 32 blocs

Efficience, construction, 32 blocs

70 10
— pmax=10
60 09, — pmax=20
501 0.8 - pmax=50
— pmax=100
40 0.7
30 0.61
— pmax=10
204 -~ pmax=20 0.57
- pmax=50 |
10+ - pmax=100 0.4
0] T T T T T T .3 T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 ~0 20 40 60 80 100 120 140
Figure 10. Figure 11.

Notons que sur la figure 7, la courbe pour p,,.; = 100 représente les valeurs de

E,(2).
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5.5 Résolution avec I’algorithme du gradient conju-
gué préconditionné

Dans cette section, un préconditionneur 7' = D~/2Z* (du type (DIAG +) GSC
MC) est supposé construit et la résolution avec I’algorithme GCP1 parallélisé
est étudiée. Pour cela, introduisons briévement les méthodes de stockage des
matrices et vecteurs, quelques procédures de communication et quelques calculs
simples.

5.5.1 Stockage

Soit B une matrice m x n creuse et NNZ le nombre de coefficients non nuls dans
B. Cette matrice peut étre décrite par les trois vecteurs

1) ab : vecteur de réels de longueur NNZ contenant les coefficients non nuls
de B, ligne par ligne;

2) jab : vecteur d’entiers de longueur NNZ contenant les indices de colonne
des coefficients correspondants dans ab;

3) iab : vecteur d’entiers de longueur m + 1 contenant les pointeurs du début
de chaque ligne dans ab et jab, i.e. les valeurs de ab et jab des positions
iab(k) aiab(k+1) —1 se rapportent a la k—éme ligne. La premiére compo-
sante du vecteur iab est iab(1) = 1 et la derniére iab(m + 1) = NNZ + 1.

Ce format de stockage est appelé format CSR (Compressed Sparse Row).

En échangeant les roles des lignes et colonnes et en remplacant m par n dans le
format CSR, nous obtenons le format CSC (Compressed Sparse Column).
Pour plus de détails sur les formats de stockage, voir [46] et le logiciel sparskit
développé par Y. SAAD sur

http ://www-users.cs.umn.edu/saad,
voir également [7], disponible sur ftp.netlib.org/templates/templates.ps.

Supposons maintenant que p processeurs numérotés de 0 & p — 1 sont utilisés et
considérons une matrice creuse M de taille n x n. Dans ce cas, une décomposition
continue par lignes de la matrice M peut étre considérée : les gy premiéres
lignes sont stockées sur les processeur 0, les ¢; suivantes sur le processeur 1,
..., et les g1 derniéres sur le processeur p — 1,0l g = ... = ¢r—1 = ¢+ 1,
¢r =...=¢qp—1 =qetn=gq-p+r est la division euclidienne de n par p. La
partie locale de la matrice M stockée sur le processeur i est notée M z(;gv sa taille
est g; x n et le format de stockage CSR est utilisé.

De maniére similaire, une décomposition continue par colonnes de la matrice M
peut étre considérée. La partie locale de la matrice M sur le processeur i est
alors de taille n x ¢; et le format de stockage CSC est utilisé.

Pour un vecteur v de R™, une décomposition continue par composantes peut
étre considérée et le vecteur local ugz)c € R% est mémorisé sur le processeur <.
Ceci est aussi utilisé pour une matrice diagonale D, puisqu’elle est caractérisée

(0 désigne la matrice diagonale locale de taille

par un vecteur; dans ce cas, D, .

q; X g; sur le processeur i.
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Remarque 5.2 Lorsque les décompositions continues (par lignes, colonnes ou

composantes) ci—dessus sont utilisées, la notation M, () peut étre remplacée par

loc
Mioe, ugz)c Par Ujoc, Dl(z)c par Diye et q; par nioe; ainsi, chaque processeur a ses
propres matrices locales My, Dioc, son propre vecteur local uj,. et sa propre

dimension njyyc.

5.5.2 Quelques procédures de communication

Présentons ici briévement le concept de trois procédures de communication pro-
venant de la librairie MPI qui seront utilisées dans I’algorithme GCP1 parallélisé.
Pour les détails, voir [22, 26].

Les deux premiéres procédures donnent lieu & des communications globales,
c’est—a—dire, tous les processeurs appellent la procédure et recoivent son résul-
tat en retour.

« Procédure MPI__ ALLREDUCE. Si, pour chaque i de 0 & p— 1, v; est un vec-
teur de R! mémorisé sur le processeur i, cette procédure permet d’obtenir
la somme v = vy + ...+ Vp_1 Sur tous les processeurs.

« Procédure MPI__ ALLGATHERV. Si, pour chaque i de 0 & p—1, v; est un vec-
teur de R mémorisé sur le processeur i, cette procédure permet d’obtenir
le vecteur v de longueur [ = Iy + ...+ [,—; construit en rassemblant vy,
..., Up—1 bout & bout (i.e. v = (vg,...,vp_1)) sur tous les processeurs.

La procédure suivante est une procédure de communication de type one-side,
seulement un processeur ’appelle.

« Procédure MP1__ GET. Cette procédure permet au processeur qui 'appelle
d’obtenir une copie d’une variable (ou d’un vecteur) mémorisée sur un
autre processeur.

Remarque 5.3 La librairie SHMEM peut aussi étre utilisée pour les commu-
nications. Par exemple, la procédure SHMEM _GET correspond & la procédure
MPI_GET pour cette librairie.

5.5.3 Quelques calculs simples

Dans cette section, le calcul du produit u = M -v ot M est une matrice de taille
n X n et v un vecteur de R™ est présenté dans plusieurs situations.

Dans les cas o un seul processeur est utilisé, 1’algorithme 7 (resp. 8) donne le
calcul de u = M - v avec la matrice M mémorisée sous format CSR (resp. CSC)
a l’aide des trois vecteurs am, jam et iam (voir section 5.5.1).

u = Mv, M en format CSR

Pour i de 1 & n, faire :
w=20
Pour j de iam(i) & iam(i + 1) — 1, faire :
w = w+am(j) - v(jam())
Fin pour j
u(i) =w
Fin pour ¢

Algorithme 7.
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u = Mv, M en format CSC

u(i)=0,i=1,...,n
Pour ¢ de 1 & n, faire :

w = (i)
Pour j de iam(i) & iam(i + 1) — 1, faire :
u(jam(j)) = u(jam(j)) + am(j) - w
Fin pour j
Fin pour i

Algorithme 8.

Supposons maintenant que p processeurs sont utilisés et que la matrice M et
le vecteur v sont mémorisés selon la décomposition continue de la section 5.5.1.
Les algorithmes 9, 10 et 11 effectuent le produit uw = M - v dans trois situations.

Algorithme 9. Décomposition par lignes, M;,. en format CSR, com-
munications globales

1. Utiliser MPI ALLGATHERV pour obtenir le vecteur v sur tous les proces-
seurs & partir des vecteurs locaux vjpc.

2. Calculer uoc = My - v sur chaque processeur en utilisant ’algorithme 7.

Algorithme 10. Décomposition par lignes, Mj,. en format CSR, com-
munications de type one—side
1. En utilisant la procédure MPI__ GET, chaque processeur copie uniquement
les composantes nécessaires des vecteurs vy, mémorisés sur les autres pro-
cesseurs afin d’effectuer le produit local ci—dessous.

2. Calculer ujoc = Mo - v sur chaque processeur en utilisant ’algorithme 7.

Algorithme 11. Décomposition par colonnes, Mj,. en format CSC

1. Calculer w = My - vjoe € R™ sur chaque processeur en utilisant ’algo-
rithme 8.

2. Utiliser la procédure MPI ALLREDUCE pour obtenir le vecteur u sur tous
les processeurs & partir des p vecteurs locaux w de chaque processeur.

Notons qu’a la fin des algorithmes 9 et 10, chaque processeur a seulement la par-
tie locale w0 du vecteur u dans sa mémoire, tandis qu’a la fin de I’algorithme 11,
le vecteur u est entiérement mémorisé sur tous les processeurs.

Remarque 5.4 Si lalgorithme 7, 9 ou 10 (resp. 8 ou 11) est employé pour une
matrice M mémorisée sous format CSC (resp. CSR), le vecteur u = M?* - v est
obtenu.

5.5.4 L’algorithme du gradient conjugué préconditionné
pas a pas

Puisque la matrice du systéme A est symétrique, les formats CSR et CSC sont
exactement les mémes pour cette matrice. D’aprés sa construction par colonnes,
la matrice Z du préconditionneur 7' = D~1/2Z! est mémorisée sous format
CSC. Supposons que la décomposition continue de la section 5.5.1 est utilisée
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pour mémoriser la matrice A (décomposition par lignes, format CSR), la ma-
trice Z (décomposition par colonnes, format CSC) et la matrice diagonale D!
(décomposition par composantes sur la diagonale).

Reprenons 'algorithme GCP1 qui peut étre récrit comme suit :

Algorithme GCP1 : Avec T réguliére

Soit g € R™ donné
Calculer 7o = b — Az, so = T - T'rq et poser dy = sg
Si ||roll /116l < tol : STOP
Calculer 6[0 = (7’0 | S0 ) / (do | Ado ), Tr1 = Xo + dodo et r = ro — doAdo
Si ||lr1|l /116l < tol : STOP
Pour k£ > 1, faire :
Sk = Tt . Trk
Br—1 = (ri|sk)/ (re—1]sk-1)
dp = sk + Br—1dk—1
ok = (ri|sk)/ (di|Adk)
Tht+1 = T + Qpdy
Tk4+1 =Tk — dkAdk
Si ||lre+1]l /110 < tol : STOP
Fin pour &

Algorithme 12.

Donnons en détails les étapes d’une itération (un passage dans la boucle) avec
T=D"'27 (et r, s, toqg = (r|s), d, x connus de I'itération précédente) :

i = 2 (5.1a)
5 = D73 (5.1b)
s = Zs (5.1c)
t = (r]s) (5.1d)
B = t/tow (5.1e)
tog = t (5.1f)
= s+ 0d (5.1g)

g = Ad (5.1h)
& = t/(dlq) (5.11)
r = z+ad (5.1j)
r = r—aq (5.1k)
Si|r®/|Ib]> < tol : sortir de la boucle. (5.11)

Supposons qu’au début, le vecteur r est distribué sur les processeurs selon la
décomposition continue considérée. L’étape (5.1a) est effectuée en utilisant ’al-
gorithme 9 ou ’algorithme 10. Ensuite, chaque processeur calcule

~ 1~
Sloc = Dloc Sloc

et I’étape (5.1¢) est réalisée en utilisant I’algorithme 11. Le vecteur s est alors
entiérement mémorisé sur tous les processeurs.
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Pour I’étape (5.1d), le produit scalaire (7| S1oc) est calculé localement sur
chaque processeur et la procédure MPI_ALLREDUCE est employée pour obtenir
la somme (7] s).

Les étapes (5.1e) a (5.1g) sont effectuées globalement par chaque processeur.
L’étape (5.1h) est locale, i.e. chaque processeur calcule

qloc = Ajocd.

Le produit scalaire de I’étape (5.1i) est obtenu comme & I’étape (5.1d). Ensuite,
les étapes (5.1j) et (5.1k) sont locales, les calculs suivants sont effectués sur
chaque processeur :

Tioe = Tioc + dioc,

Tloc = Tloc — Qo

Pour le test (5.11), le produit scalaire (| ) est calculé comme aux étapes (5.1d)
et (5.11).

Remarque 5.5 Considérons la version par blocs du préconditionneur GSC MC
(OPT) avec M blocs. Supposons que p = M processeurs sont utilisés pour l’algo-
rithme GCP1. Dans ce cas, il y a exactement un bloc sur chaque processeur et les
trois premiéres étapes ((5.1a) o (5.1c)) peuvent étre effectuées localement sans
communication. Si ici Z,e désigne la matrice bloc de taille nloc x nloc (propre
& chaque processeur) sur la diagonale de Z, en wutilisant les algorithmes 7 et 8
pour la premiére et la troisiéme étapes respectivement, nous obtenons

~ t
Sloc = Zlocrloa
A 1~
5 = D,.s,
Sloc = ZiocSioc-

Le vecteur s n’est alors mémorisé que partiellement sur les processeurs. Par
conséquent, ’étape (5.1g) est réalisée localement,

dioec = Sioc + Bdlow

et ’étape (5.1h) est effectuée en utilisant Ualgorithme 9 (ou 10).

5.5.5 Evaluation de la performance

La matrice test SDP et les préconditionneurs de la section 5.4.1 sont considérés.

Le second membre b = (1,...,1)! et le point de départ zo = 0 sont choisis.
La tolérance de convergence tol est fixée 4 10~%. Pour chaque test, le nombre
d’itérations nécessaires est donné. Puisque ce nombre varie un peu, le speed—up
considéré est S, = (11/1t1)/(T,/1It,), ou It, est le nombre d’itérations avec p
processeurs. Ainsi, les comparaisons sont faites par itération. L’efficience ne sera
pas donnée ici afin de réduire les tableaux.

L’algorithme de résolution est appelé GCP1 global si 'algorithme 9 est utilisé
pour la premiére étape (5.1a) (voir section précédente) et GCP1 one—side si
cette étape est effectuée en utilisant 1’algorithme 10.
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Remarque 5.6 Les communications de type one—side sont effectuées avec la
procédure SHMEM _GET (voir remarque 5.3). Effectivement, par expérience, la
librairie SHMEM est plus efficiente que la librairie MPI pour ce type de commau-
nication.

Les résultats des tests numériques sont donnés dans les tableaux 31-38.

GCP1 global, pmaz = 10

p 1 bloc 16 blocs 32 blocs
Itp Tp Sp Itp Tp Sp Itp Tp Sp
1 4328  3.06E401  1.00E4+00 5561  3.88E4+01  1.00E4+00 6315  4.37E401  1.00E+00
2 4468  1.85E401  1.70E400 5596  2.28E+01  1.71E400 6316  2.54E+01  1.72E400
4 4400 1.23E401  2.54E400 5528  1.44E401  2.6TE400 6328 1.75E401  2.51E400
8 4204  9.24E400  3.20E400 5678  1.27E+4+01  3.13E400 6331  1.42E401  3.08E400
16 4470  8.91E+400  3.55E4+00 5691  1.13E4+01  3.50E+00 6328  1.28E+401  3.43E400
32 4453  8.38E400  3.76E+400 5737  1.07E401  3.72E400 6415  1.20E401  3.71E+00
64 4288  7.55E400  4.02E+400 5680  1.07E401  3.71E400 6276  1.17E401  3.72E+00
Tableau 31.
GCP1 one-side, pmaz = 10
p 1 bloc 16 blocs 32 blocs
Itp Tp Sp Itp Tp Sp Itp Tp Sp
1 4328  3.06E401 1.00E400 5561  3.90E401  1.00E400 6315  4.36E4+01  1.00E+400
2 4468  2.08E+01 1.52E+4+00 5596  2.08E+401  1.88E+400 6316  2.61E401  1.67E+00
4 4400  2.65E401 1.18E+4+00 5528  1.39E+401  2.79E400 6328  1.78E+401  2.46E+00
8 4204  5.00E4+01  6.08E—01 5678  9.88E400  4.03E400 6331  1.38E401  3.17E400
16 4470  4.88E+401  6.48E—01 5691  9.00E400  4.44E400 6328  1.20E401  3.64E+00
32 4453  5.69E401  5.54E—01 5737  3.10E401  1.30E400 6415  9.21E4+00  4.81E-00
64 4288  4.76E401  6.37E—01 5680 3.61E4+01  1.10E400 6276  2.43E+01  1.78E-00
Tableau 32.
GCP1 global, pmaez = 20
p 1 bloe 16 blocs 32 blocs
Itp Tp Sp Itp Tp Sp Itp Tp Sp
1 3546  3.02E401  1.00E4+00 5208  4.20E401  1.00E400 6008  4.78E401  1.00E+00
2 3665 1.81E4+01  1.72E400 5217  2.41E+4+01  1.78E400 5974  2.74E+01  1.73E400
4 3660 1.16E4+01  2.70E400 5152  1.55E4+01  2.74E4+00 6201  1.82E4+01  2.71E400
8 3671  8.46E+400 3.70E400 5328 1.25E+401  3.52E400 6237 1.39E401  3.58E-00
16 3689  7.80E400  4.03E400 5162  1.05E401  4.06E400 5911  1.18E401  3.98E+400
32 3688  7.08E400  4.44E400 5017  9.59E400  4.31E400 5909  1.18E401  4.00E+00
64 3649  6.66E4+00  4.67TE400 5326  1.02E4+01  4.32E400 6163  1.10E401  4.48E+00
Tableau 33.
GCP1 one-side, pmaz = 20
p 1 bloe 16 blocs 32 blocs
Itp Tp Sp Itp Tp Sp Itp Tp Sp
1 3546  3.04E401 1.00E4+00 5208 4.31E401  1.00E400 6008  4.82E4+01  1.00E+400
2 3665  2.17TE+01 1.45E400 5217  2.30E401  1.88E400 5974  2.93E401  1.64E400
4 3660  3.02E+01 1.04E400 5152  1.42E4+01  3.01E400 6201  1.98E401  2.51E400
8 3671 5.51E4+01  5.72E—01 5328  1.06E4+01  4.16E400 6237  1.58E4+01  3.18E+400
16 3689  5.23E401  6.05E—01 5162 8.57TE+00  4.99E+400 5911  1.27E401  3.72E+00
32 3688  6.50E401  4.87TE—01 5017  3.03E4+01  1.37E4+00 5909 8.66E+00  5.47TE-400
64 3649  5.78E401  5.42E—01 5326  3.94E401  1.12E400 6163  2.35E+01  2.10E-400
Tableau 34.
GCP1 global, pmaz = 50
p 1 bloe 16 blocs 32 blocs
Itp Tp Sp Itp Tp Sp Itp Tp Sp
1 2535  3.28E401  1.00E4+00 4815 5.66E+01  1.00E4+00 5838  6.27E401  1.00E+00
2 2532 1.83E4+01  1.80E400 4816  3.17E4+01  1.79E400 5881  3.54E+01  1.78E400
4 2532 1.09E4+01  3.01E400 4836  1.97E4+01  2.88E4+00 5800 2.27E+01  2.74E400
8 2520 7.91E4+00  4.14E400 4823  1.34E+401  4.24E400 5835 1.57E+01  4.00E400
16 2448  5.65E+4+00 5.61E4+00 4738  1.07E+01  5.21E4+00 5669  1.28E401  4.74E400
32 2549  5.26E400  6.28E+4+00 4754  9.62E4+00  5.81E400 5799  1.17E+401  5.31E+00
64 2522  4.74E400  6.89E+400 4739  8.93E4+00  6.24E400 5895  1.09E+401  5.83E+00

Tableau 35.
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GCP1 one-side, pmaz = 50

P 1 bloc 16 blocs 32 blocs
Ity Tp Sp Ity Tp Sp Ity Tp Sp
1 2535 3.31E+401 1.00E+00 4815 5.69E+401 1.00E+400 5838 6.28E+401 1.00E+00
2 2532 2.38E+401 1.39E+400 4816 3.07E+401 1.85E+400 5881 3.90E+401 1.62E+00
4 2532 3.41E+401 9.69E—01 4836 1.85E+401 3.09E+400 5800 2.62E+401 2.38E+00
8 2529 5.14E+401 6.42E—-01 4823 1.26E+401 4.54E400 5835 1.82E+401 3.45E+400
16 2448 5.31E401 6.02E—01 4738 8.7T0E+00 6.43E4-00 5669 1.50E+01 4.06E+400
32 2549 6.21E4-01 5.35E—01 4754 3.26E+-01 1.72E+00 5799 9.21E4-00 6.78E+400
64 2522 6.08E+01 5.42E—01 4739 4.21E4-01 1.33E+00 5895 2.43E401 2.61E+400

Tableau 36.
GCP1 global, pmas = 100

P 1 bloc 16 blocs 32 blocs
Ity Tp Sp Ity Tp Sp Ity Tp Sp
1 1770 3.64E4-01 1.00E+00 4464 7.5TE401 1.00E+400 5487 7.7TTE401 1.00E+00
2 1771 1.95E+01 1.87E+00 4457 4.12E4-01 1.83E+400 5700 4.44E4-01 1.82E+00
4 1818 1.17E+401 3.20E4-00 4487 2.48E401 3.06E+400 5511 2.74E4-01 2.85E4-00
8 1769 7.02E+00 5.19E4-00 4523 1.63E+01 4.7T0E+400 5702 1.94E+01 4.17TE+00
16 1818 5.37TE+00 6.97TE+00 4503 1.24E+01 6.15E+400 5690 1.42E+01 5.67TE+00
32 1818 4.54E+400 8.24E+400 4447 9.97E400 7.56E+4+00 5699 1.26E+401 6.41E4-00
64 1827 3.91E+400 9.62E+400 4355 9.11E400 8.11E+400 5737 1.14E+401 7.12E4-00

Tableau 37.
GCP1 one-side, pmaz = 100

P 1 bloc 16 blocs 32 blocs
Ity Tp Sp Ity Tp Sp Ity Tp Sp
1 1770 3.65E+401 1.00E+400 4464 7.62E401 1.00E+00 5487 7.81E401 1.00E+400
2 1771 2.60E+401 1.41E+400 4457 4.04E+401 1.88E+400 5700 5.03E+401 1.62E+400
4 1818 3.63E+401 1.03E+00 4487 2.39E+401 3.21E+400 5511 3.19E+401 2.46E+400
8 1769 4.57E4+01 7.98E—-01 4523 1.51E401 5.12E+400 5702 2.33E+401 3.49E+400
16 1818 5.48E+401 6.84E—01 4503 1.03E+401 7.46E+400 5690 1.89E+401 4.28E+400
32 1818 6.01E+401 6.24E—01 4447 3.02E+401 2.51E400 5699 9.94E+400 8.17E+400
64 1827 5.72E+401 6.59E—01 4355 4.37TE+401 1.70E+400 5737 2.46E+401 3.32E+400

Tableau 38.

Comme dans la section 5.4.1, sur les graphes des figures 12-19, le nombre p de

processeurs utilisés est représenté en

abscisse et le speed-up S, en ordonnée.

Speed—up, GCP1 global, 1 bloc

Speed—up, GCP1 one—side, 1 bloc

20 30

40 50

70

— pmax=10
- pmax=20

Figure 12.

Figure 13.
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Speed—up, GCP1 global, 16 blocs

Speed—up, GCP1 one—side, 16 blocs
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Figure 14. Figure 15.
Speed—up, GCP1 global, 32 blocs Speed—up, GCP1 one—side, 32 blocs
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Figure 16.

Figure 17.

Les figures 18 et 19 permettent de comparer les algorithmes GCP1 global (gathe-
ring) et GCP1 one-side (one—sided) dans le cas du préconditionneur par blocs

avec Pmaz = 100.

Speed—up, GCP1, 16 blocs, pmas =100

Speed—up, GCP1, 32 blocs, Pmas =100

0 10 20 30

40 50 60

0 10 20 30 40 50 60 70

Figure 18.

Figure 19.

Les communications de type one—side rendent 1’algorithme GCP1 plus perfor-
mant que les communications globales seulement lorsque le nombre de blocs et le
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nombre de processeurs utilisés sont les mémes. Dans cette situation, aucune com-
munication n’est nécessaire pour I’étape (5.1a) dans GCP1 avec ’algorithme 10.
D’aprés la remarque 5.5, I’appel de la procédure MPI_ALLREDUCE a l’étape
(5.1¢) peut étre remplacée par un appel de la procédure MP1 _ALLGATHERV &
Pétape (5.1h). Ainsi, le temps de calcul peut étre réduit comme le montrent
les tableaux 39 et 40. (Le nombre d’itérations ne varie pas selon le type de
communication utilisé.)

16 blocs et processeurs

Algorithme DPmaz = 10 Pmaz = 20 Pmaz = 50 Pmaz = 100
global 1.13E+01 1.05E+01 1.07E401 1.24E401
one—side 9.00E+00 8.57TE+00 8.70E+400 1.03E+01

selon remarque 5.5 5.82E+00 5.59E+00 5.95E4-00 7.85E+00
Tableau 39: Temps de calcul (Tyg).

32 blocs et processeurs

Algorithme DPmaz = 10 Pmaz = 20 Pmaz = 50 Pmaz = 100
global 1.20E+01 1.18E+401 1.17E401 1.26E+401
one—side 9.21E+400 8.66E-+00 9.21E+4-00 9.94E+00

selon remarque 5.5 4.75E+00 4.51E+00 5.03E4-00 6.11E+00
Tableau 40: Temps de calcul (T32).

Comme pour la construction du préconditionneur (section 5.4.1), lorsque la
quantité de calcul augmente, la qualité de la performance croit aussi. Ici, la
performance est plutot médiocre. Cependant, en connaissant le nombre de pro-
cesseurs utilisés, le traitement par blocs pour la classe de préconditionneurs
GSC MC (OPT) permet d’obtenir un algorithme du gradient conjugué efficace
(suivant la remarque 5.5, voir tableaux 39 et 40).
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CHAPITRE O

Description du probléme

Le but de cette deuxiéme partie est de simuler des écoulements océaniques en
trois dimensions. Dans ce chapitre, les équations & résoudre sont données et les
différents paramétres du probléme sont décrits.

Le mouvement d’un fluide est décrit par les équations de Navier—Stokes, voir [23,
37, 47, 35, 20]. Nous considérons ici le cas d’un fluide incompressible anisotrope
4 densité constante dans un bassin peu profond, soumis & la force de Coriolis,
a Pattraction de la Terre et aux tractions des vents & la surface. La résolution
des équations du mouvement dans un bassin peu profond explique le caractére
anisotrope du fluide, voir section 6.6 et [15, 40].

6.1 Bassin peu profond

Les océans sont des bassins peu profonds, c’est—a—dire que leur diamétre horizon-
tal d est beaucoup plus grand que leur profondeur hg, le quotient € = ho/d, ap-
pelé rapport d’aspect, est “petit” (de ’ordre du milliéme). Les lacs, les mers ou en-
core les flaques d’eau sont d’autres exemples de tels bassins. Pour ’océan Atlan-
tique nord, le diamétre horizontal est d ~ 5000 km et la profondeur hg ~ 5 km,
ce qui donne un rapport d’aspect ¢ =~ 0.001. Le role du rapport d’aspect dans
le calcul des courants est décrit dans la section 6.6.

6.2 Les équations de Navier—Stokes

Considérons un bassin peu profond. C’est un domaine (i.e. ouvert connexe)
borné de R?,

W= {5 = (61752553) € R3 : (51752) € GS; 7}7’(51752) < 53 < 0}7

67
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ol G, (domaine de R?) est la surface du bassin et h : G, — RT donne la
profondeur au point de G5. Notons encore

Gy =0W\Gs ={=(&,6,8) ER? : (§,&) € Gy, & =—h(61,6)}

le fond du bassin.

Gy

Figure 20.

Décrivons maintenant les grandeurs physiques intervenant dans le probléme. La
vitesse du fluide au point £ € W et au temps ¢ > 0 est notée

u=u(&,t) = (u1(&,1), ua (&, 1), us(€,1))"

La densité du fluide est notée p et supposée constante (p = 10° Kg - m~
pour l'eau). Le vecteur de viscosité dynamique (resp. cinématique) turbulente
(voir section 6.6) est noté n = (11,12,n3) (resp. v = (v1,v2,v3)). Les vecteurs
(constants) 7 et v vérifient la relation v; = n;p~', i = 1,2,3. A la surface du
bassin Gy, le fluide est soumis & des tractions 71 = 71 (&, t) et 7o = 72(&, t) induites
par les vents, dans les directions &; et & respectivement. Posons 7; = Fip ™!,
i =1, 2. De plus, dans le bassin W, un champ de force, décrit par ’accélération
f=(f1, f2, f3) = f(£, 1), agit sur le fluide. La pression totale exercée sur le fluide
est composée de la pression hydrostatique pgés, ou g > 0 est ’accélération de
la pesanteur (scalaire), et de la pression hydrodynamique P. Notons

3

p=plE,t) = gt + %P(E,t)-

Les grandeurs introduites sont données avec unité dans le tableau 42.

Notation Description Unité (SI)
u = (u1,u2,u3) Vitesse [w;] = m-s7!
p Densité o] = Kg-m™3
n=(m,n2,m3) Vecteur de viscosité dynamique

turbulente [ = Kg-m™*t-s!
v = (v1,v2,v3) Vecteur de viscosité cinématique

turbulente (v; = n;p™") vi] = m?.s7t
7= (71, 72) Traction A la surface 7] = Kg-m™'-s72
7= (11,7T2) T =7ip " [m] = m?.s72
f=(f1,f2,fs) Champ de force [fi] = m-s72
g Accélération de la pesanteur [gf = m-s2
P pp : Pression totale [p] = m?-s72

Tableau 42.
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Les tractions s’expriment aussi en Pascal, [7;] = Pa=N-m™2 = Kg-m~'-s72
et la viscosité cinématique en Poiseuille, [7;] = Pl = Pa-s = N-m™2 s

Kg-m™t.s71,

Remarque 6.1 Les tractions 71,72 sont généralement calculées a partir des
vitesses horizontales vy, vy des vents en surface par une formule du type

7~—i = O (Ul +’l}2)1/2 (%3 1= 1727
C étant un coefficient de trainée estimé expérimentalement [40, 18].

Les variables u et p sont déterminées par les équations de Navier—Stokes [23,
37, 47, 35, 20] pour un fluide incompressible anisotrope & densité constante

ou

5 +(u|V)u—-—Ayu+Vp=f dans W, (6.1a)
divu=0 dans W, (6.1b)
u=0 sur Gy, (6.1c)

8u1 a’u,g

l/g,a—&;;:’l'l7 1/36—53:7'2, ’LL3:0 sur GS, (Gld)

ouV = (6%1, 6%2, a%g)t désigne le gradient pour les coordonnées spatiales,

(uV)u=((u]Vur), (u|Vuz), (u|Vus))*

et

0%u;
Ayu=(Ayur, Ayus, AVUg, , Ayu; = Z Vi——5

Le terme —A,u traduit les effets de viscosité et léquation dive = 0 est la
condition d’incompressibilité. Le terme non linéaire (u |V )u est le propos de
la remarque 6.3.

Le champ de force agissant dans le bassin est da & la rotation de la Terre (force
de Coriolis),
f=-2wAu,

ol w est la vitesse angulaire de la Terre exprimée en radian par seconde. Ainsi,
Péquation (6.1a) devient

0

a—?—Au —(u|V)u—2wAu—Vp.
Généralisons la condition de bord sur le fond du bassin (6.1¢). Pour i = 1,2, 3,
considérons une partie G; C G telle que Gy \ G; soit contenu dans un plan
paralléle & 'axe &;; la composante u; de la vitesse peut étre laissée libre sur
Gy \ G; sans qu'il y ait de flux sortant ou entrant dans le bassin W et nous
pouvons ainsi remplacer la condition (6.1c) par

u1 = 0 sur G, us = 0 sur Ga, uz =0 sur Gy ;
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en particulier, avec encore uz = 0 sur Gy, le vecteur u vérifie
(u|nw) =0 sur oW, (6.2)

oll ny est le vecteur normal unité sortant de W.

Remarque 6.2 La vitesse n’est pas fixée a zéro sur les parties de Gy qui sont
en fait des bords virtuels du bassin, lorsque W est une partie d’un bassin plus
grand avec lequel il n'y a pas d’échange de fluide. Par exemple, nous pouvons
supposer que pour l’océan Atlantique nord, le bord vertical situé a ’équateur est
un tel bord virtuel. En effet la force de Coriolis est paralléle a ce bord (voir
(6.4)) et les vents sont principalement orientés d’est en ouest (alizés).

Ainsi, les équations de Navier—Stokes (6.1) deviennent

%—Ayu:—(MV)u—&u/\usp dans W, (6.3a)

divu=0 dans W, (6.3b)

up = 0 sur G, us = 0sur Go, uz3 =0 sur G3, (6.3c)
8u1 a’u,g

-1 i =0 Gs. .3d

123 853 T1, V3 853 T2, U3 sur (6 )

De plus, nous considérons la condition initiale (en ¢ = 0)
u(.,0) = up dans W,

avec ug donnée & divergence nulle. La pression initiale p(., 0) est alors déterminée
a une constante additive prés par (6.3a) (nous pouvons la choisir de moyenne
nulle).

6.3 Systéme de coordonnées

Considérons le repére orthonormé fixe ¥ = {0, ey, eq,e3} avec origine O au
centre de la Terre et e3 suivant 1’axe de rotation de la Terre dirigé vers le nord.
Au point de la Terre (supposée sphérique) de latitude « et de longitude ¢ est
attacheé le repére orthonormé ¥/ = {0, €}, €}, €4} (voir figure 21), ou

€ = (_ SiHQO,COS 9070)7
e5 = (—sinacosy, —sinasinp,cosa),

es = (cosacosy,cosasing,sina).
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€3

J €2

e/

Figure 21.

Les équations de Navier—Stokes (6.3) sont écrites relativement aux coordonnées
locales (&1, &2,&3) dans le repére X'.

Remarque 6.3 Nous travaillons avec des coordonnées euleriennes & = (£1,&2,&3),
c’est—a—dire dans un repére fixe dans le temps. Dans un repére lagrangien attaché
au fluide (repére mobile dans le temps) de coordonnées ¢ = (C1, (2, (3) = (&, 1),
nous aVons

d¢

E(év t) = U(C(fa t)? t)

et il suit

3
FOD= G0+ D G0 = 5+l 900 o

Ainsi, le terme non linéaire (u|V )u des équations de Navier-Stokes provient
du choizx du repére de coordonnées fixe dans le temps.

6.4 Force de Coriolis

Dans le repére X, la vitesse angulaire de la Terre est le vecteur w = (0,0, ws),
avec wy = 27/(24 - 3600) (en radians par seconde). Si a = (a1, a9,a3) est un
vecteur de R? écrit dans le repére 3, la matrice de la transformation linéaire
x +— a A x est, dans le repére X,

0 —as as
Ta = as 0 —ai
—as aj 0
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et, dans le repére X', T = S'T,S, o S = (e}, €5, €5) est la matrice orthogonale
dont les colonnes sont €, €} et ef.

Ainsi, si v = u(§) est le vecteur vitesse exprimé en coordonnées locales (i.e.
dans le repére ¥'), le terme donnant la force de Coriolis s’écrit, en coordonnées
locales,

—2wAu=T" 5, u="2ws(ussina — uz cos o, —uy sin o, uy cos a). (6.4)

La composante u3 de la vitesse (i.e. la vitesse verticale des courants) étant petite
par rapport aux vitesses horizontales, ’expression (6.4) peut étre approchée par

T 5 u = T o, = 2ws(uz sina, —u; sina, 0),

ou w’ = (0,0, wssina) est la projection de w sur ’axe porté par ej.

6.5 Renormalisation du bassin

Pour 7 = 1, 2, 3, notons d; la dimension du bassin dans la direction &;, i.e.

di = sup |€l_<1|a i:172a
§,CEGs

ds = sup h(§).
£EGS

Remarquons que ds < d;, ¢ = 1,2. Considérons les nouvelles coordonnées spa-
tiales
€Xr; = gi/di; 1= 1,273

et le domaine 2, correspondant & W,
Q= {33 = (3?1,.%'2,.%‘3) S Rg : (dlwl,dgwg,dgmg) S W},

dont les dimensions dans les trois directions sont du méme ordre de grandeur.
Notons I'y = {(x1,22) € R? : (dyz1,dox2) € G} la surface de Q, Ty, = 90\ Ty
le fond et T'; = {($1,$2,$3) e R : (d1$1,d2$2,d3l‘3) S Gl} la partie de T,
correspondant & GG; aprés renormalisation, ¢ = 1,2, 3.

Nous avons
. 3 ) '
?Zj - ;35;2—2#;125;,1@,%37
5—;’; = dflg—i,léjg?a
et, en notant
Vof = (alg—iaazg—i,asg—xﬁ)v
divou = iaig_Z’

=1
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pour o = (a1, ag, a3) € R3, les équations de Navier—Stokes (6.3) s’écrivent, dans
ces nouvelles coordonnées,

EfA,\uf (u|Vy)u—2wAu—V,pdans Q, (6.5a)
div, v =0 dans Q, (6.5b)
up =0 sur I'1, us = 0 sur I's, uz = 0 sur I's, (6.5¢)
0 Oug
Ao =9y, \y22 = @y, uz =0 sur [, (6.5d)
O0xs Ox3

ott A = (dy*v1,dy v, d3%vs), p=(dy ', dy" dyt) et ©; =dy'r, i =1,2.
La condition initiale reste

u(.,0) = up dans .

Soit ng le vecteur normal unité sortant de 2. Le vecteur ny en un point
(£1,€2,&3) de OW et le vecteur ng au point correspondant
(x1,22,23) = (1&1, pobe, usés) de 0N via la renormalisation satisfont la re-
lation

(nw)l =C- J7 (nQ)i, 1= 1,2,3, (66)

—1/2
ol C = (Zle w2 (ng)f) . Ainsi la relation (6.2) devient, aprés renormali-
sation,
(u|ng), =0 sur 09, (6.7)

ot (u|v), =7, pivgv; = utdiag(uy, pa, pa)v.

6.6 Viscosité et rapport d’aspect

Notons respectivement
d:dlzdg et h():dg

le diameétre horizontal et la profondeur du bassin W et ¢ = %" le rapport d’as-
pect.

Le vecteur de viscosité cinématique turbulente v = (11, vo, v3) est déterminé a
I’aide de ’approximation hydrostatique des équations de Navier—Stokes aniso-
tropes [15] (voir aussi [4, 5]), obtenue en faisant tendre le paramétre ¢ vers 0.
Pour ’établir, la valeur de v3 doit dépendre de ¢ de maniére quadratique [15].
Ainsi, nous choisissons

VR Uy, U3 R E, (6.8)

afin de vérifier asymptotiquement I’approximation hydrostatique. Un modéle
asymptotique des équations de Stokes est également traité dans [14].

Remarque 6.4 Considérons les équations de Navier—Stokes renormalisées (6.5).
En conséquence du choix de v, dans le terme

0?u;
A,\uz Z)\j al‘u
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de Uégquation (6.5a), les coefficients \; = dj_21/j sont du méme ordre de grandeur,
car d3 =hg=d .

De plus, v est le vecteur de viscosité cinématique turbulente. En considérant un
maillage du bassin pour la résolution numérique, les turbulences locales (petits
“tourbillons”) & I’échelle d’une maille ne peuvent pas étre simulées. Elles font
apparaitre des contraintes appelées contraintes de Reynolds et pour tenir compte
de I’énergie qu’elles dissipent, nous augmentons la viscosité moléculaire du fluide
(qui est alors appelée viscosité turbulente) [40].

D’aprés (6.8), il reste & calibrer v;. Ceci se fait de maniére expérimentale de sorte
4 obtenir des courants de vitesse raisonnable lors de la résolution numérique.



CHAPITRE (

Discrétisation en temps, méthodes de
prédicteur—correcteur

La résolution numérique nécessite une discrétisation du probléme en temps et
en espace. Nous proposons une discrétisation spatiale par une méthode d’élé-
ments finis mixtes au chapitre suivant. Ce chapitre traite la discrétisation tem-
porelle des équations de Navier—Stokes par des méthodes de projections, voir
par exemple [43, 56]. Deux modéles sont présentés dans les sections 7.2 et 7.5.
Ils sont basés sur une technique & pas fractionnaire : un pas de temps est sub-
divisé en deux sous-étapes qui permettent de dissocier le calcul de la vitesse et
de la pression, ainsi que les effets visqueux et 'incompressibilité [32]. La pre-
miére est une étape de prédiction et la seconde une étape de correction (de
pression [29] pour le modeéle de la section 7.2 et de vitesse [33] pour celui de la
section 7.5). Ces méthodes de projections sont ainsi aussi appelées méthodes de
prédicteur—correcteur. Ce type de méthode est largement utilisé et leur fiabilité
est démontrée, voir par exemple [32, 29, 33, 28, 30, 31, 48, 57].

Notre but dans cette deuxiéme partie est d’obtenir une simulation d’un écoule-
ment océanique. Les méthodes utilisées sont présentées ; ’étude des estimations
des erreurs des schémas sort du cadre de ce travail.

Tout d’abord, rappelons quelques notions classiques d’analyse numérique et
fonctionnelle.

7.1 Espaces de Sobolev, notions de base

Les espaces de Sobolev sont étudiés dans [1], voir aussi [39, 45, 24]. Donnons ici
quelques notions.

Soit U un ouvert de R™ (le cas qui nous intéresse est m = 3). Notons L?(U)

(0]



76  CHAPITRE 7. Discrétisation en temps, méthodes de prédicteur—correcteur

I’espace de Hilbert des fonctions sur U & valeurs réelles de carré intégrable,
(¢10) = [ s@piiade. o0 € Q)

le produit scalaire de L?(U) et ||.|| la norme associée.
Considérons ’espace de Sobolev

H'(U)={p e L*(U) : Vype L*(U)"},

c’est—a—dire, une fonction ¢ de L?(U) est dans H'(U) lorsque, pour 1 < i < m,
la dérivée gﬁa— est identifiable & une fonction de L?(U) au sens des distributions.
C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(1) = (219)+ (Vo V) gy

(wlo)+ Y (52

o 1 _
—azi) LY € HI(U)
notons

1/2
lello = (2l9)" = (el + IVela@yn) > v € HYU)

la norme associée & ce produit scalaire.
Sur H(U), nous avons la semi—norme

leliu = IVell 2 ym » ¢ € H'(U).
(

L’espace de Sobolev

i) =po)" "

est un espace de Hilbert car il est fermé dans H'(U).

Lemme 7.1 (Inégalité de Poincaré—Friedrichs) [45] Si U est un ouvert
borné de R™, alors il existe une constante C = C(U) > 0 telle que

lell < ClIVell L2 ym
pour tout ¢ € Hg(U).

D’aprés ce lemme, si U est borné, la semi-norme |.|; i est une norme sur H}(U)
équivalente & ||.||, ;; et Hg(U) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(@ 1¥)100 = (VOIVY)2sym s :% € Hy(U).
Enongons encore un lemme utile pour la suite :
Lemme 7.2 [/5] Si louvert U est suffisamment régulier', alors ’espace
D(U) ={vly : ¢ € DR™)}

est dense dans H'(U).

Lyoir la référence pour les détails
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7.1.1 Trace sur H'(U)

La notion de trace sert & donner un sens & la restriction d’une application ¢
de H'(U) sur le bord OU de U, ce qui n’est a priori pas évident puisque les
fonctions de L?(U) sont définies presque partout dans U et que OU est de mesure
nulle.

Lemme 7.3 [45] Avec les hypothéses du lemme 7.2, Uapplication linéaire 7y :
D(U) — L?(dU), ¢ — ¢|au se prolonge par continuité et densité en une appli-
cation encore notée o € L (H'(U), L*(8U)), appelée trace.

Remarque 7.1 Nous supposerons U suffisamment régulier lorsque nous vou-
lons utiliser la trace ~o.

Nous avons le résultat bien connu :

Théoréme 7.4 (Formule de Green) [{5] Avec les hypothéses du lemme 7.2,
nous avons, pour tout o, € H(U),

Oy oY
de = —
ol n est le vecteur normal unité sortant de U, do Uélément de surface de OU
(et [y pomido = [, 70(¢)v0(¥)nido).

La trace permet de caractériser 'espace Hg(U) :

dx—i—/ pyn;do, 1 <i<m,
aU

Théoréme 7.5 [/5] L’espace H}(U) est lespace des fonctions de H(U) qui
sont nulles sur le bord de U :

Hy(U)=Keryo={p e H'(U) : ¢=0surdU}.
Grace a la trace, si I'g est une partie de U, nous pouvons considérer ’espace
V(U,To)={p e H'(U) : p=0sur Iy} =Ker(Py),
ou P est la restriction de L?(9U) & L?(T'g). Comme V (U, Ty) est un sous-espace

fermé de H'(U), c’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (. |. )I,U'

7.1.2 L’espace H'/2(8U)

Rappelons que si H est un espace de Hilbert et F' un sous-espace fermé de H,
alors ’espace quotient H/F, dont les éléments sont les classes d’équivalence de
la relation sur H définie par

est un espace de Hilbert pour la norme

Nl p = inf llolly, [¢] € H/F
pElp]

provenant du produit scalaire

(el [ D) e = (pol o)y > lel, [¥] € H/F,
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ol g (respectivement 1)g) est 'unique élément de [¢] (resp. [¢]) orthogonal a
F.

L’espace H'(U)/ Ker v, est obtenu en identifiant les fonctions de H'(U) qui ont
méme trace. L’espace de Sobolev H'/2(9U) est défini par

HY2(9U) = o(H'(U)).

II' est muni de la norme rendant la  bijection linéaire
7o : HY(U)/ Ker~yo — HY2(0U), [p] — Yoy isométrique, i.e.

_ =1 _ : 1/2
||f||1/276U - H’YO fHHl(U)/Ker'yo - LpEHl(Ulvl),lf:‘ vop=f H(p”LUa f S H (aU)

L’espace H'/ 2(9U) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(£19)1 200 = (0| %0) > fr9 € HY?(0U),

olt ¢ (respectivement 1)) est 'unique élément de {p € HY(U) : ~yop = f}
(resp. {tp € HY(U) : 709 = g}) orthogonal a Ker .

Remarquons que si I'g C 9U, 'espace H'/ 2(T'g) se définit comme ci—dessus en
remplagant vy par Py, ott P est la restriction de L?(0U) & L?(T'y).

7.1.3 Dualité

Si H est un espace de Hilbert réel, H' désigne 1’espace dual de H, i.e. ’espace
des formes linéaires continues de H dans R. Pour f € H' et ¢ € H, la dualité
est notée f(¢) = (f, @)y y (= (f,¢) lorsque le contexte est clair). L’espace H’
est muni de la norme opérateur :

<f7(P>HfH
[flly: = sup —————, fecH.
peH\{0} ||80||H

Comme H' est isométriquement isomorphe & H via application de Riesz J :
H — H', o (¢]|.)y, c’est un espace de Hilbert.

Les notations suivantes sont utilisées pour les espaces duaux de Hg(U) et
H'Y2(0U) :

HT'(U) = (HyU)),
li
HY29U) = (H1/2(8U)) .
La norme de H~'(U) se note ||.||_, ;; et celle de H—/2(U) se note -0l -1 /2,00

7.1.4 L’espace quotient H'(U)/R

Supposons que 'ouvert U soit connexe et borné et identifions les fonctions de
HY(U) égales a une constante additive prés, c’est—a—dire quotientons H'(U) par
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le sous-espace fermé (1) = {¢ € H'(U) : ¢ = cste p.p. dans U}. Cet espace
quotient, noté H'(U)/R, est un espace de Hilbert pour la norme

H‘P”Hl U)/R iIlf ||¢||1,Uv 50' € lil(l’ )/]R
pePp

Remarquons que pour chaque classe ¢ € H'(U)/R, nous pouvons choisir le
représentant ¢ € H'(U) de moyenne nulle sur U et donc noter

HY(U)/R = {we HY(U) : /ng(z)das()}. (7.1)

Théoréme 7.6 (Necdas) [39] Lorsque le domaine U est suffisamment régulier,
16l g1y r = 1ol u s ¢ € H'(U)/R

est une norme sur H'(U)/R équivalente a la norme -1 g7 07y €t dome HY(U)/R
est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(19), g noyye = (#1910 .8 € HHO)/R.

7.1.5 Une décomposition de (L?(U))""en somme orthogo-
nale

Introduisons encore les espaces de Sobolev
H(div;U) = {u e (L))" : dive e LQ(U)}
qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(u|v)gaivoy = (V) p2ym + (divu|dive), u,v € H(div;U)

et
————H(div;U
Ho(div; U) = @)™,

Théoréme 7.7 [24] Si Uouvert U est suffisamment régulier, (D(U))m est dense
dans H(div; U) et Papplication linéaire v, : (D(U))" — L2(0U), v — (v|n)|ov
se prolonge par continuité en wune application encore notée
Y € L (H(div; U), H~Y/2(0U)).

En supposant que U soit suffisamment régulier, nous avons les résultats suivants
(voir [24]).
Théoréme 7.8 [24] L’espace Hy(div;U) est caractérisé par
Hy(div;U) =Kery, = {v e H(div;U) : (u|n)l|oy =0}.
L’espace
H = {v € Hy(div;U) : divu =0}
est un sous-espace fermé de (L2(U))™, d’orthogonal
H+*={Vy : ¢ H'(U)} =V (H'(U)/R),
ce qui nous permet d’écrire

(L*U)" =HeoH*=HaoV (H'(U)/R).
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7.1.6 Théoréme de Lax—Milgram

Rappelons encore le résultat bien connu :

Théoréme 7.9 (Lax—Milgram) [{5] Soit H un espace de Hilbert réel, soit
a: H x H— R une application bilinéaire, continue, i.e.

M+ Ja(uv)] < M ull o]l Va,o € H

et coercitive, i.e.
Ja>0 : a(u,u) > alul® Vue H

et soit | € H' (une forme linéaire continue de H dans R). Alors le probléme
Trouver v € H tel que a(u,v) = (l,v) pour tout v € H

admet une unique solution; de plus, Uapplication qui a | fait correspondre la
solution u est linéaire et continue de H' dans H et vérifie

Jull < @™t [lI]]-

7.2 Meéthode de prédicteur—correcteur (I)

Dans cette section, une premiére méthode de prédicteur—correcteur est décrite
(avec correction de pression) pour la discrétisation en temps des équations de
Navier—Stokes.

Notons u(t) = u(.,t) et p(t) = p(.,t). Fixons un pas de temps d¢ > 0 et posons
t), = két pour k > 0. Le but est de calculer des approximations u* de u(t) et
p* de p(ty), pour k > 0. Les mémes notations sont utilisées pour les fonctions
connues 7T et © provenant des tractions.

La dérivée % est approchée par la formule d’Euler implicite (d’autres cas sont
considérés plus loin (section 7.4)) et les approximations u**! et p**! sont ob-
tenues & partir de u* et p* en deux étapes de la maniére suivante. La premiére
étape consiste & calculer une prédiction @**! de la vitesse au temps tx 1 vé-
rifiant les conditions de bord mais a divergence libre. A la deuxiéme étape, la
prédiction @**! est projetée sur un espace de fonctions a divergence nulle. Pour
cela ’approximation de la pression p**1 en #;. 1 est calculée et une correction
de pression est apportée & @**! pour obtenir la projection u*t!. La vitesse u*t!
vérifie alors une condition de Dirichlet homogéne sur le bord seulement pour sa
composante normale, voir par exemple [29, 43].

7.2.1 Cas des équations de Navier—Stokes non renormali-
sées

Pour les équations de Navier—Stokes non renormalisées (6.3) : nous cherchons
@F*1, solution de

ak-{-l _ ’U,k
— - A = — (¥ | V) uF — 20 AuF — Vp* dans TV, (7.2a)
aytt = 0sur Gy, a5t =0sur Go, a5 =0sur G,  (7.2b)
ouytt ot o ek
V3 =T , V3 =75 , U =0 sur G, 7.2¢
oG e T 0 (7.2¢)
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puis, u**1 et pF*+1, solutions de
ukJrl _ ﬁkJrl
— V ("t —p*) =0  dans W, (7.3a)
divuf*™ =0  dans W, (7.3b)
(" nw ) =0  sur OW, (7.3¢c)

ol nyy est le vecteur unité sortant normal & W. Des équations (7.2a) et (7.3a),
nous avons

kL _ gk

ot

4 — A = — (WP | V) uF =20 AuF — VPR dans W, (T.4)

ce qui donne une approximation de I’équation (6.3a). Le systéme (7.2) consiste
& calculer une prédiction @*+1 4 divergence libre de la vitesse u(t1), alors que
le systéme (7.3) donne la correction u**1 & divergence nulle de @**! ainsi que
la pression p**1. Plus précisément, u*! est la projection orthogonale de @**+!
sur

H={ue H(iv;W) : divu=0, (u|nw)|ow =0}
d’aprés la somme orthogonale
2 3 1
(L*(W))" = H o V(H'(W)/R)

(voir section 7.1.5). Cette méthode dissocie le calcul de la diffusion (systéme
(7.2)) et la condition d’incompressibilité (caractérisée par la divergence nulle)
(systéme (7.3)).

Remplagons le systéme (7.3) par

A (pFtt —p¥) = ——diva*™  dans W, (7.5a)
o k+1 k
AR ) B (7.5b)
8nW
et
Wt = gt — 5tV (pFtt — p*) dans W, (7.6)
ol ai—qw = (Vq|nw ) désigne la dérivée normale de g.

Montrons que le systéme (7.3) est équivalent & (7.5) et (7.6). Les équations (7.3a)
et (7.6) sont les mémes. L’équation (7.5a) est obtenue en prenant la divergence
de (7.3a) et en utilisant (7.3b). D’aprés les hypothéses considérées a la section 6.2
sur les parties G, G2 et Gz du bord de W, la solution @**! du systéme (7.2)
vérifie (voir (6.2))

(@ |nw ) = 0 sur OW. (7.7)

Donc, en prenant le produit scalaire de (7.3a) contre ny, sur OW et avec (7.3c),
nous obtenons (7.5b). Réciproquement, en prenant la divergence de (7.6) et avec
(7.5a), nous déduisons (7.3b) ; en prenant le produit scalaire de (7.6) contre ny,
sur OW et avec (7.5b) et (7.7), nous avons (7.3c).
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Remarquons que le vecteur u**! satisfait la condition (6.3d) sur G, :

ubt™t = (uk'H |nw ) =0,
Quj ! o, ! 0 o(p**t —ph)
v = v —
0 S\ og 06 0&
0 ot —pb)
_ o kHl _ k1
T 1/3(515agz - T,

alors que sur Gy, nous avons seulement (u*™'|ny ) = 0, c’est-a-dire la com-
M — 0 sur Gy, i =1,2,3)

posante normale & Gy nulle et la condition (6.3¢) (u;

n’est pas nécessairement satisfaite.

7.2.2 Cas des équations de Navier—Stokes renormalisées

Récrivons ces étapes pour les équations de Navier-Stokes renormalisées (6.5).
L’étape de prédiction s’écrit

ﬁk“fuki ~k+1 (. k ko k k
— 5 A\t = — (W |V, ) u” = 2w A WP =V p" dans Q,  (7.8a)
At =0 sur Ty, a5 =0 sur Ty, a5 =0sur 'y, (7.8b)
aak-ﬁ‘l a,ak-i—l _
A3 6;3 = oht!) Aga—; =05 @kt =0sur T, (7.8¢)
L’étape de correction s’écrit
uk+1 _ ,l'lk-i—l
— T V(@™ —p*) =0  dansQ, (7.92)
div, "™ =0  dans Q, (7.9b)
(uF T ng )# =0  sur 0. (7.9¢)

Des équations (7.8a) et (7.9a), nous obtenons I’approximation
— AT = — (WP |V, ) WP - 2w A WF -V, pF T dans Q (7.10)

de I’équation (6.5a).

Le systéme (7.9) est remplacé par

1
A,z (P - pb) = — 57 divi @' dans Q, (7.11a)
o k+1 _ .k
W =)y qwran (7.11b)
6#2719

et
uftt = g 6ty (pP - p) dans Q, (7.12)
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ot u? = (u3, p3, p3) et ott la notation 6359 = (Vap|ngq) est utilisée pour une
fonction ¢ et un vecteur a.

De maniére similaire au cas des équations non renormalisées, la solution @**+!

du systéme (7.8) vérifie (voir (6.7))
(ah |7’LQ)# = 0 sur 9N

et le systéme (7.9) est équivalent & (7.11) et (7.12). De méme, u**! vérifie la
condition (6.5d), alors que sur I', nous avons (u**! |7’LQ)# = 0 sans que la

condition (6.5¢) soit nécessairement satisfaite.

7.2.3 Compléments sur les conditions de bord
Dans le systéme (7.2), la composante @11 est libre sur la partie G}, \ G; et donc
ne subit aucune traction sur cette partie, c’est—a—dire,

k41
ou;

GVnW

=0sur G, \ Gy, i =1,2,3.

Pour le systéme renormalisé (7.8), ceci se traduit par

~k+1
ou;

o\no

=0sur [\ Ty, i=1,2,3. (7.13)

7.3 Formulations faibles

Dés maintenant, les équations renormalisées sont considérées et le vecteur unité
normal sortant de €2 est noté n = nq.

Vitesse (prédiction)
Donnons la formulation faible pour chaque composante du systéme (7.8) avec

la condition de bord supplémentaire (7.13). Notons

1
Fk:51/“—(uk|VM)uk—2w/\uk—Vupk. (7.14)
Pour les deux premiéres composantes (i = 1,2), nous avons affaire au probléme
elliptique avec condition de bord mixte (condition de Dirichlet homogeéne sur T';
et condition de Neumann sur T'y, \ T'; et ') :

1
Eﬁf“ — A\t = FF dans Q, (7.15a)
Tt =0 sur Ty, (7.15b)

ouktt
g;n = 0 sur I\ I, (7.15¢)

~k+1
WA O sur I,. (7.15d)

61‘3
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Remarquons que la derniére condition se récrit

~ k41
aaL = 0" gur T,
ATV
car n = (0,0,1) sur T.
Considérons les espaces
Vi=V(Q,T)={peH(Q) : p=0surl;}, i=1,2. (7.16)

En multipliant (7.15a) par une fonction ¢ € V; et en intégrant sur 2, nous
obtenons

— [ @ pdr — / Ay T pde = / FFoda. (7.17)

En utilisant la formule de Green, nous avons

~k+1
f/ AAﬂerlcpdx:/ (Vuf+1|Vgp))\dzf/ 0t wdo.
Q Q pa Oan

Avec le fait que ¢ = 0 sur T'; (¢ € V;) et les conditions (7.15¢) et (7.15d), nous
déduisons

~l.€+1 a~l.€+1 a~l.€+1
/ 81@% wdo:/ gz <,0do+/ gz <pd0:/ @f“cpdo.
a0 oan I\ ATV I AT I

L’équation (7.17) devient donc

oo+ [ (Va V) do = [ Flodo+ [ 0Fdo (118)
) ¢ s

1
ot Jo

La formulation faible de (7.8) pour les composantes ¢ = 1, 2 peut donc s’énoncer :

Trouver @+ € V; vérifiant (7.18) pour tout ¢ € V. (7.19)

Pour la troisiéme composante, nous devons résoudre le probléme elliptique avec
condition de bord mixte (condition de Dirichlet homogeéne sur I's UT's et condi-
tion de Neumann homogeéne sur T', \ I's) :

1. .
Eulgﬂ — Ayabtt = FF dans Q,

it =0sur T3 UT,,

a~k+1
gjn =0sur [, \ T's.
Considérons ’espace
Vs =V(QT3Ul,)={peH(Q) : p=0sur '3UT,}. (7.20)

De la méme maniére que pour les deux premiéres composantes, pour ¢ € V3,
nous avons

1
— a§+1<pdz+/ (va§+1|v¢)kdx:/F§¢dx (7.21)
ot Jo Q Q
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et la formulation faible :

Trouver @5 € V3 vérifiant (7.21) pour tout ¢ € V5. (7.22)
Avec
a; : Vi x Vi — R,
a;(p, ) = %/ng/zdm—k/g(vwvl/l))\ de, i=1,2,3, (7.23)
et

I Vi — R, (l;,¢)= / FFodr —|—/ O lods, i =1,2,  (7.24)
Q r,

Is: Vs — R, (l3,0) = / FYodr, (7.25)
Q

les problémes faibles du systéme (7.8) s’écrivent, pour i = 1,2, 3 :

Trouver a¥*1 € V; vérifiant a; (™, ) = (l;, ) pour tout ¢ € Vi.  (7.26)

Les espaces V; sont des espaces de Hilbert pour la norme |.||; o- Les formes
bilinéaires a; sont continues :

1
st )] < max (5. 022,00 ) Dol 9l 0 Y0 € Vi

et coercitives :

. 1
ai(p, ) > min (E,)\l, A2, )\3) H‘PH?,Q Ve e V.

Avec FF € V/ (en particulier avec FF ¢ L?*(Q)) et 1 ¢ H-Y2(I,) (en
particulier avec ©F*! € L2(T,)), les formes linéaires I; sont continues :

o)l < (|7
s, ) < ||FE

v+ 105y, ) Il g Yo € Vi i = 1,2,

v gl o Yo € Va.

Ainsi, par le théoréme de Lax—Milgram, les problémes faibles (7.26)(c’est—a—dire
(7.19) et (7.22)) admettent chacun une unique solution.

Remarquons que dans l'intégrale fQ FFodz, apparaissant dans les formes li-
néaires (7.24) et (7.25), la contribution du dernier terme du vecteur F'* défini
en (7.14) peut s’écrire, avec p € V;,

k

9]
— | P @dx:/uipk sadgc, i=1,2,3, (7.27)
[e) 81'1 Q 81'1

ce qui permet d’éviter le calcul du gradient de la pression. En effet, en utilisant
la formule de Green, il vient, pour ¢ € V;,

opF 0
*/uiiwdx:/umk sOdscf/ prouinido, i =1,2,3.
o Oz Q Ox; a0




86 CHAPITRE 7. Discrétisation en temps, méthodes de prédicteur—correcteur

Comme ¢ =0 sur I'; (¢ € V;), nous avons
/ pFonido = / propinido +/ propunido, i=1,2,3.
o9 Iy T\l

Sur I'y, nous avons
/ pkcpuinido =0,:=1,2,3,
s

car n; = O pour i = 1,2 et ¢ = 0si ¢ € V3 (pour ¢ = 3). Enfin, avant
renormalisation du bassin, G}, \ G; est supposé contenu dans un plan paralléle
a ’axe &; (voir section 6.2), c’est—a—dire, le vecteur unité sortant de W vérifie
(nw); = 0; par conséquent, comme p;n; = u;(ng); est proportionnel & (ny);
(voir (6.6)), nous avons p;n; = 0 sur I'y, \ T'; et donc

/ propinido =0, i =1,2,3,
Ty\I';
ce qui montre (7.27).

Pression

Donnons la formulation faible du systéme (7.11) pour la détermination de la

pression p**!. Posons
k1 k+l K
q =D - D

Le systéme (7.11) est un probléme elliptique avec condition de Neumann. Par
la formule de Green, nous avons, pour ¢ € H (),

aqk+1
f/Aﬁqu“gpdz = /(V“qk+1|vﬂcp)d:c7/ pdo
Q Q oa Ou2n

o
/Q (qukﬂ | Vg ) da

d’aprés la condition (7.11b). Nous obtenons ainsi, en multipliant ’équation
(7.11a) par ¢ et en intégrant sur 2,

1
/ (V;qu'ﬂ |V#50) dz = 5 div, a*loda. (7.28)
Q Q

Comme "' € V; x V3 x V3, nous avons (@ |n)u = 0 sur 99 (voir (6.7)) et,
en utilisant la formule de Green, il suit

f/divﬂﬂ’”lcpdz = /(ﬂk+1|vu¢)dzf/ (ﬁk+1|n)ucpdo
Q Q o0
— /(ﬂk+1|vﬂw)dz. (7.29)
Q

Nous pouvons alors écrire la formulation faible de (7.11) :

Trouver ¢**1 € H'(Q)/R vérifiant

A . . 7.30
ap(¢FTt ) = <lp, 90> pour tout ¢ € H'(Q)/R, (7.30)
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ou
i+ HU Q)R X HQ/R— R, ay(006) = [ (Vup| V) (131

et
by HYQ)/R —R, (lp¢) = L | (#41Vp) da

(7.32)

1
= 5 Qdivﬂ " pda.

En supposant () suffisamment régulier, nous pouvons munir H!(Q)/R de la
norme |.|g1(q)/r (voir théoréme 7.6) ; ainsi la forme bilinéaire @, est continue :

|ap (¢, 9)| < max(ur, p2, 13)2] 2] w1 ) e || (@) r V.00 € HY (Q)/R
et coercitive :
dp(@, 30) > min(,u‘la H2, u3)2|¢|§-]1(ﬂ)/R VSO € Hl(Q)/R

et la forme linéaire [, est continue :

. 1 . . .
(o) < g maesCins 2 1) [ | oy |l o ¥ € HHQ)/R.

Par le théoréme de Lax—Milgram, le probléme faible (7.30) admet une unique
solution (fonction de H'(£2) de moyenne nulle ([, ¢***dz = 0), voir (7.1)).

Vitesse (correction)

Traitons enfin I’équation (7.12) composante & composante. Posons

wk-l—l — ,uk-‘,—l _ Uk+1.

En multipliant la i-éme composante de (7.12) par une fonction ¢ € L(f2) et en
intégrant sur (2, nous obtenons

aqurl
/wf“godx: 6t/ i ———pdx (7.33)
0 o O
et les formulations faibles, pour i = 1,2,3 :
Trouver w ™ € L?(Q) vérifiant (7.33) pour tout ¢ € L?(Q). (7.34)
Avec
ac: L*(Q) x L*(Q) — R, a.(p,9) = / pde (7.35)
Q
et
g
lei: L2(Q) — R, (I, ) = 6t/ ,uia—tpd:z:, i=1,2,3, (7.36)
Q Li

ces problémes faibles s’écrivent :

Trouver wi™ € L*(Q) vérifiant
ac(w™, ) = (le.i, ) pour tout p € L?(Q). (7.37)

%

et admettent clairement une unique solution par le théoréme de Lax—Milgram.
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7.3.1 Meéthode de pénalisation pour le calcul de la pression

Pratiquement, le calcul de la pression est délicat. Une discrétisation spatiale
par une méthode d’éléments finis est effectuée dans le chapitre suivant pour
traiter les problémes faibles, ce qui méne & la résolution de systémes linéaires.
La matrice du systéme obtenue pour le calcul de la pression, d’ordre N, est
de rang N — 1 car la pression est définie & une constante prés. En supprimant
une équation et une inconnue, nous avons alors affaire & une matrice SDP (voir
sections 8.4 et 8.4.3) qui est trés mal conditionnée (voir chapitre 1), ce qui rend
la résolution avec une méthode du gradient conjugué (préconditionné) difficile.
Pour obtenir plus facilement la pression (& chaque pas de temps), ajoutons un
terme de pénalisation 3 I’équation (7.11a) : remplacons cette derniére par

1
—A2g" T 4 g = —5; divy @ +e,q" dans Q, (7.38)

ot ¢t = pk+l — p¥ et le facteur de pénalisation e, est positif et proche de 0.
Dans le membre de gauche, nous avons ajouté spqu“, ou Z est opérateur
identité, dans le but d’augmenter les valeurs propres de la matrice obtenue
ultérieurement (qui sera alors de rang maximal), voir section 9.3.1 pour une
application numérique. Pour que ¢, ne soit pas en concurrence avec le rapport
d’aspect € (qui est un paramétre physique du modéle, voir section 6.6), nous
imposons
0<egpKe.

L’équation (7.28) devient

1
/ (Vud"™ [ Vyup)de + Ep/ " ode = 5 div,, @**pda + 5p/ ¢ pdz
Q Q Q Q
(7.39)

et la formulation faible (7.30) est remplacée par

‘ Trouver ¢*t1 € HY(Q) vérifiant (7.39) pour tout p € H(Q). ‘ (7.40)

La forme bilinéaire a, : H'(Q) — H'(Q2) définie par

ap(p, ) = /1 (Vup | V) de + sp/( pYdx (7.41)
¢ )
est continue :

|ap(,9)| < max (13, 13, 13, €p) lolly o 1011 o Vo, v € HY(RQ)

et coercitive :
- . 2
ap(p, ) = min (7, 43, p3, €p) ol o Vo € H'(Q)

et 1a forme linéaire I, : H'(Q2) — R définie par

~ 1
<lp,<p> = E/ (dk+1|VH<p)dx+5p/qk<pdx
Q Q

(729 _ 2 div,, @* M pda +€p/ ¢ pda. (7.42)
ot Jo Q
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est continue :

7 M1 H2 H3 ~k+1 K 1
’<lpa50>’ < max (Ev Ev Evep) H(u 4 )H(LZ(Q))4 ”50”1,9 v@ €H (Q)v

donc, par le théoréme de Lax—Milgram, le probléme faible (7.40) qui se récrit

Trouver ¢*** € H'(Q) vérifiant a,(¢"**, ) = <ip, <p> pour tout ¢ € H'(Q),

(7.43)
admet une unique solution.

Remarque 7.2 Il est aussi possible de ne pénaliser que le membre de gauche
de Véquation (7.11a), c¢’est—a—dire de considérer les équations

1
—A2g" T epg T = —5; v, @t dans Q
et, avec o € H1 (),
1
/ (V" | Vyup) do + Ep/ ¢ lode = —— [ div, @* " pde (7.44)
Q Q 6t Jo

et la formulation faible

‘ Trouver ¢*+1 € HY () vérifiant (7.44) pour tout p € H*(Q). ‘ (7.45)

Remarque 7.3 Ayant ajouté un terme de pénalisation, il n’est plus nécessaire
de chercher une solution o moyenne nulle (i.e. de travailler avec le quotient
HY(Q)/R).

Remarque 7.4 De l’équation (7.12) et avec (7.38), il suit
div, o = div, @" T = 5tA 2 ¢"T = btey, (¢F — ¢FF) dans Q,

c’est—a—dire, les vitesses obtenues (étape de correction) ne sont plus a divergence
nulle et le fluide est faiblement compressible (le facteur de pénalisation étant
“petit”). De la méme maniére pour la méthode de pénalisation de la remarque 7.2,
nous obtenons div, u*t! = —te,¢"*' dans Q.

7.4 Variante : méthode de différentiation rétro-
grade

Pour traiter la dérivée de la vitesse par rapport au temps dans les équations de
Navier—Stokes, nous avons utilisé I’approximation

ou 1, .
—(tpy1) = = (uFT —uF 7.46
S (th) & (0 — ) (7.46)
(voir les équations (7.4) et (7.10)). Au lieu de prendre en compte uniquement
la derniére approximation calculée de la vitesse, nous pouvons prendre les ¢
précédentes, c’est—a—dire une approximation de la forme

ou 1 ! .
o7 ) & 5 | Bou™ T g ) (7.47)

j=1
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Les coefficients 3; sont choisis de sorte que I’erreur soit d’ordre 6¢7 et la formule
(7.47) est appelée formule de différentiation rétrograde (4 q pas) (backward dif-
ferentiation formula (with k steps) en anglais). Ces formules sont données dans
[34]. De plus, elles sont stables pour 1 < ¢ < 6, mais instables pour ¢ > 6 [34].

Utilisons la formule de différentiation rétrograde a g pas dans les équations de
Navier—Stokes renormalisées. L’équation (7.8a) est remplacée par

1 ~k+1 k+1—j ~k+1
a + Z ﬂ u A)\

:f(uk|V#)u — 2w Auf —V,p* dans Q

et ’équation (7.9a) par

?2( k41 ~k+1) +V, (pk+1 — pk) = 0 dans .

Ces deux derniéres équations donnent ’approximation
1 K .
ol T Dl RPN
j=1
= — (v | V) uF =20 AWF -V, p"TT dans Q

de (6.5a). L’équation (7.11a) devient
A k+1 k\ __ 60 di ~k+1 d QO
=N (PP —p )77§ iv,a ans

t (7.12) devient

ot
Bo

Donnons encore les changements dans les formulations faibles. Le vecteur défini
en (7.14) est remplacé par

k+1

U =ght! —

—V, ( k1 —pk) dans .

1 ¢ i
—EZﬁjukH T (uF |V, ) ub = 2w AU — VR
j=1

Ensuite, chaque 0t est remplacé par —’.

7.4.1 Formule & deux pas

Donnons la formule de différentiation rétrograde pour ¢ = 2. En supposant u
suffisamment réguliére, nous avons

u(tp—1) = u(tk+1)—25ta—(tk )+ (201)" 0% (t+1) + O(6t%), (7.48)
- ot 2 g2 '
u(ty) = wu(t )_5756_(1: )+ — O O (tr+1) + O(5t%). (7.49)
k k+1 ot k+1 2 8152 k+1
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En multipliant (7.49) par 4 puis en soustrayant (7.48), nous obtenons

Ou

4u(tk) - ’u,(tkfl) = 3u(tk+1) — 26t 8t

(te1) + O(5t%),
c’est—a—dire

%(tk+l) = % (;U(tk-H) — 2u(ty) + %u(tk—l)) + O(5t%) (7.50)

et les coefficients de la formule (7.47) avec ¢ = 2 sont

3 1

= — = —2 = —. . ]_

Bo 5 b1 ; B2 5 (7.51)

Remarque 7.5 La formule de différentiation rétrograde a un pas est simple-
ment la formule d’Euler implicite donnée en (7.46).

Remarque 7.6 Avec une méthode de différentiation rétrograde a deux pas, le
premier pas de temps (calcul de u' et p') se fait avec la formule d’Euler im-
plicite. Plus simplement, si ug = 0, nous pouvons prendre u® = u' = 0 et
p® = p' =0 en supposant que les tractions sont nulles jusqu’au temps t;.

Remarque 7.7 Ezpérimentalement, la méthode de prédicteur—correcteur (I)
donne des vitesses irréguliéres proche de la surface. Ceci est di au fait qu’au
bord, les vitesses obtenues ne satisfont une condition de Dirichlet homogéne
que pour la composante normale. Ainsi, nous utiliserons plutét la méthode de
prédicteur—correcteur (II) décrite a la section suivante, car les vitesses respectent
alors les conditions de bord.

7.5 Méthode de prédicteur—correcteur (II)

La méthode de prédicteur—correcteur présentée dans les sections précédentes
consiste 4 donner, au temps t**!, une prédiction @**! de la vitesse en tenant
compte des conditions de bord du probléme (systéme (7.8)), puis une pression
pFt1 et une vitesse corrigée u*t1 & divergence nulle (systéme (7.9)). L’incom-
pressibilité du fluide est ainsi respectée mais les conditions de bord ne sont pas
garanties.

Inversons ici la prise en compte de 'incompressibilité du fluide et des conditions
de bord. Nous procédons d’abord & une projection sur un espace de fonctions
a divergence nulle (calcul de @**! (prédiction) et p¥*1), puis effectuons une
correction de vitesse pour obtenir uf*! satisfaisant les conditions de bord [32,

33).

Utilisons ici la formule de différentiation rétrograde & deux pas pour I’approxi-
mation de la dérivée temporelle (voir (7.47) et (7.51)) et considérons seulement
le cas des équations de Navier—Stokes renormalisées (6.5) (et notons n = nq).
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k+1

Nous cherchons tout d’abord la vitesse @ (prédiction) et la pression p*+1,

solutions de

1 1
(§&k+1 —2uk+§uk_1) — AP — (uF |V ) uF =20 AW

5t \2
—~V,pF*t dans Q, (7.52a)
div, " = 0 dans Q, (7.52b)
(ahtt [n), = OsurdQ, (7.52¢)
puis la vitesse u*T! (correction) telle que
1 3

) (uFt — @kt — Ay (WP — wF) =0 dans Q, (7.53a)
uf™ =0 sur I'y, ub™ =0sur Ta, ub™ =0 sur I, (7.53b)

auk-‘rl auk-‘rl
A3 8;3 = oyt As%zg = OFT bt = 0 sur T, (7.53c)

Les équations (7.52a) et (7.53a) donnent ’approximation

é (gukJrl —ouF + %uk1> —Auktt = — (uk |V,.) uk — 2w AUk

~V,pF*! dans Q (7.54)

de I’équation (6.5a).
Avec cette méthode, toutes les conditions de bord du probléme (6.5) sont vé-
rifiées, alors que le fluide n’est plus nécessairement incompressible (div,, uktt
peut étre non nulle).

En soustrayant & (7.52a) I’équation (7.52a) de I’étape précédente, i.e.

1 /3 1
il _ak _ 2uk—1 + _uk—Q _ A)\Uk_l — _ (uk—l |vu ) uk—l _ 2(4) A uk_l
ot \ 2 2

fvupk dans €2,

nous obtenons

% <g (ﬁk“rl o ,ak) o 2uk + gukfl - %qu) o AA (uk o ukfl) —
— (uF V) e (W V) W =20 A (WF = dP ) = v, (PP - pP)
k—l) 1

et avec (7.53a) de I’étape précédente, i.e. Ay(uF —u =L 2(uF—ak), il

suit
L3 ppr 7 k3 k1L po)_
5t (2“ " Tl 2" )T

—(uk|Vﬂ)uk+ (uk_1|Vu)uk_1—2w/\ (ukfuk_l) -V, (pk+1 fpk).
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Notons
1 7 5 1
R O LU Sy T T
YT T ( TR 2"
— (WP | V) uF + (W V) T = 2w A (WF = WP (7.56)
comme div,, @**! = 0 dans Q et (a*! |n)# = 0 sur 0, en prenant la di-

vergence (div,) de (7.55) et en faisant le produit scalaire de (7.55) contre n
((-In),), nous obtenons respectivement les équations

A2 (PP —p") = —div, 0" dans Q, (7.57a)
k+1 _ ok
—M = —(v|n) suroQ, (7.57b)
(9H2n s

qui déterminent la pression pFt1!.

Ensuite, I’équation (7.54) avec les conditions de bord (7.53b) et (7.53c), c’est—
a—dire le systéme

1 /3 1
— (e —2uF ST ) S AR = - (WP V) U 20 AW
ot \ 2 2
~V,.p" dans Q (7.58a)
bt =0 sur Ty, ub™ =0 sur Ty, ub™ =0 sur I's, (7.58b)
auk-i—l auk-‘rl
A3—i— =0T, 32— =05t Wit =0 sur T, 7.58
5 ows I T 5T, us sur (7.58¢c)
k+1

permet de calculer la vitesse u"".

Remarque 7.8 Les vitesses de ’étape de prédiction (i.e. les vecteurs i’ ) n’ap-
paraissent plus dans les systémes (7.57) et (7.58) et ne sont donc pas calculées.

7.6 Formulations faibles

Pression

Donnons la formulation faible du systéme (7.57). Notons comme précédemment

gF L = ph Tl pk,

Multiplions 1’équation (7.57a) par ¢ € H'(£2); en utilisant la formule de Green
et (7.57b), nous obtenons

/ (Vud" | Vaup)dz = / (0" | V) da. (7.59)
Q Q

et la formulation faible :

‘ Trouver ¢“*! € H'(Q)/R vérifiant (7.59) pour tout ¢ € H*(Q)/R. ‘ (7.60)

Comme la formulation faible (7.30), le probléme (7.60) admet une unique solu-
tion (de moyenne nulle).
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Remarque 7.9 Le calcul de la pression peut se faire avec pénalisation en sui-
vant la méme méthodologie qu’a la section (7.8.1).
Vitesse

La formulation faible du systéme (7.58) s’obtient de la méme maniére que celle
du systéme (7.8), en particulier la condition de bord supplémentaire (7.13) est
prise en compte. Notons

1 1
wk = 5t <2uk + §Uk1> — (WP V)b =20 nuF =Vttt (7.61)

Reprenons les espaces Vi, Vo et V3 définis en (7.16) et (7.20). Pour les deux
premiéres composantes de la vitesse, ¢ = 1, 2, nous avons, avec p € V;,

1
—-§/uf+1<pdx+/ (Vuf+1|V90)Ad$=/wftpdx+/ 0l pdo. (7.62)
it 2 Jg Q Q T,

et la formulation faible :

k+1

%

Trouver u

€ V; vérifiant (7.62) pour tout ¢ € V;. (7.63)

Pour la troisiéme composante de la vitesse et ¢ € V3, nous avons

1 3
53 [utedes [ (Vb V) de = [uheds 60
Q Q 2

et la formulation faible :

Trouver uf*! € V3 vérifiant, (7.64) pour tout ¢ € V;. (7.65)

Comme avant, la relation (7.27) (avec k + 1 au lieu de k) permet d’éviter le
calcul du gradient de la pression dans l'intégrale fQ wredz, i =1,2,3.

Remarque 7.10 L’nitialisation peut se faire de maniére suivante. Nous consi-
dérons les vitesses u® = u=! = w2 = ug et la pression p° de moyenne nulle
satisfaisant U’équation (6.5a). Ainsi, nous pouvons amorcer la résolution par le
calcul de p' avec (7.60), puis de u' avec (7.63) et (7.65).



CHAPITRE 8

Discrétisation en espace, méthode des éléments
finis

Une discrétisation spatiale avec des éléments finis permet d’obtenir des formu-
lations approchées des problémes faibles du chapitre précédent, qui consistent
en la résolution de systémes linéaires dont les matrices sont SDP et creuses.
Des méthodes du gradient conjugué (préconditionné) sont alors utilisées pour
les résoudre (voir premiére partie).

Dans ce chapitre, nous décrivons les éléments finis employés (de type Q..), la
méthodologie pour obtenir un probléme faible approché et la construction de
sa matrice et de son second membre. Les calculs pour les formulations faibles
(7.60), (7.63) et (7.65), obtenues par la méthode de prédicteur—correcteur (II),
sont présentés en détail.

8.1 Maillage

Considérons un maillage tridimensionnel 73, formés d’éléments hexaédriques de
R3, approchant () et renotons

Q =int ( U T) .
TeTh

Un maillage 7, de Q) a les propriétés suivantes :

. deux éléments distincts de 7, sont disjoints ou ont une face, une aréte ou
un sommet en commun,

e Q=Upe,, 1.
Un maillage 7, de €2 induit sur la surface I'y de €2 un maillage bidimensionnel
Ts,»- Dans la suite, la lettre 7" désigne un élément tridimensionnel de 7, et la
lettre K un élément bidimensionnel de 7 3.
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Iy

Figure 22: Bassin (2 “original”. Figure 23: Maillage de Q.

8.2 Eléments finis

Définissons précisément la notion d’élément fini.

Définition 8.1 [21] Un élément fini dans R est un triplet (L, P,Y) vérifiant
les propriétés suivantes :
1. L est un compact de R d’intérieur non vide et de bord C' par morceauz,
2. P est un espace vectoriel de fonctions de L dans R,
3. X est un ensemble de formes linéaires sur P, > = {¢i}1<ign’ tel que
« 2 est une famille linéairement indépendante,

o X est unisolvant, i.e. pour tout 61,...,0, € R, il existe un unique
p € P satisfaisant ¢;(p) = 0;, 1 <i < n.

Avec les notations de cette définition, la famille {¢; de P vérifiant

h<j<n
bi(pj) = 0ij, 1 < 0,5 <n

est une base de P dans laquelle tout p € P s’écrit

L’élément fini (L, P, X)) peut aussi étre noté P(L) sans expliciter X.

8.2.1 Elément fini tridimensionnel de type Q,,.

Considérons I’élément de référence tridimensionnel
T=[-1,1] x [-1,1] x [-1,1].
Pour m > 1, considérons I’espace vectoriel des fonctions de T a valeurs dans R
Qun(T) = {@: TR : @ est polynomiale de degré

inférieur ou égal & m en chaque variable} .



8.2. Eléments finis 97

La dimension de Q,,(T) est (m + 1)3. Considérons les (m + 1) points de T
donnés par

_ % .2 . % .
s :Sljkz(g—l,a—l,aq), 0<i,j,k<m

et les (m + 1) formes linéaires sur Q,(7T),
55;;? = diji 1 Qm(T) — R, ¢y (§) = (Sijk) ; 0<i, .k <m,

i.e. les évaluations aux points :S”\”k Pour 1 <1 <3 et 0 <7< m,notons

RO 21
xlz = E — 1,

ainsi :S’\Z-jk = (fcgi),fcgj),a%gk)) Pour 0 < ¢, 7, k < m, considérons les fonctions de
Qu(T)
ik (@) = | (561 - f?(ll)) 11 (332 - xém) 11 (@3 - x(lg))
I i la#£] la#k

(ot les indices Iy, 15,13 varient de 0 & m) et

~ —1
‘PE]k)( ) = Pijk(2) = (@ijk (Sijk)) - Gijk(Z).
Ces fonctions vérifient
Girjiky (Pingaks) = Pingnks (Siljlkl) = 84y 0 jo Oky oo

et la famille {@iji}og; ; <, €St une base de Qnm(T) dans laquelle toute 3 €
Qum(T) sécrit

m
Z ( Uk) @ijk-
1,5,k=0
Le triplet (T\ Qu(T),x = {Diirtoci;. k<m) définit I’élément fini tridimension-
nel de référence de type Q,,, noté 51mplement Qm(T ) Les points ka, <
1,7,k < m sont appelés les neeuds de I’élément T.

Considérons (m + 1) points de €2, S( ik = Sijk, 0< 4, j,k < m et Papplication

FM=F:T —R Pr(@)= Y Syrfijr(). (8.1)

i,4,k=0
Lorsque F est injective, son image T' = F/(T ) deﬁnlt un élément isoparamétrique
[21] de type Q. ; les points (m + 1)3 points SZ. . sont alors appelés les nceuds
de T et ’application F' est notée ' = F;m) = Fr. Les nceuds de T sont donc les

images par Fr des nceuds de 1’élément de référence. Remarquons qu’un élément
T de 7, peut étre un hexaédre dont les arétes et les faces sont “courbes”.

En pratique, nous renumeérotons les nceuds et les fonctions de base afin d’éviter
les triples indices. Explicitons les cas m = 1 et m = 2.
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8.2.2 Elément fini tridimensionnel de type Q

Les nceuds de T sont ses sommets,

Sl - (71771a 1)a S5 = (71771a l)a
§2 = ( 17_17 1)7 §6 = ( 1’_17 1>7 (82)
SS = ( 17 17 1)7 57 = ( 1’ 17 1)7
S4 = (717 1,71), SS = (717 17 1)’
et les fonctions de base de Q1(T)) (de dimension 8) sont
AV(@) = $(1 = 8)(1 —d2)(1 = ds), 35(@) = 21— &1)(1 = #2)(1 + &),
20(@) = 1+ 80)(1 —d2)(1 = ds), 35(#) = L1 +@1)(1 = #2)(1 + &),
257(3) = A+ @)1+ @) (1= &), 3 (2) = (1 + 21) (1 + &2)(1 + ),
287(@) = §(1 - @)1 +@2)(1 - &), BF(@) = §(1 - &1)(L +2)(1 + ).
(8.3)
Pour un élément T de noeuds (sommets) Sy, ..., Ss, nous avons
PO T — 1, BV (@) =Y S (@).
=1
§5 §8
!
o~ ‘ ~
S | S,
!
1
| 2
-
LY S —— L — s
d Sa
7
7/
7/
§2 ~ 5Y\B
T
Figure 24.
Remarque 8.1 (Faces d’un élément tridimensionnel) Si S;,...,Ss dési-

gnent les sommets d’un élément T tridimensionnel (voir figure 24), les faces de
T sont numérotées comme suit.

Face Sommets Plan

K Sl SQ Sﬁ S5 To = -1
K, Sy S3 S7 Sg 1 = 1
K; S3 Sy Ssg 57 Tog = 1
Ky Sl S5 Sg 54 T = -1
K5 S1 Sy Sg Sy T3 = -1
K 55 Sﬁ 57 Sg T3 = 1

Tableau 43.
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Dans la derniére colonne du tableau 43 figure
pondante de T.

le plan contenant la face corres-

8.2.3 Elément fini tridimensionnel de type Q-

Les nceuds de 7' sont ses sommets (voir (8.2)),

Si, 1<i <8,
les milieux de ses arétes,
S =(0-1-1)= (8+8), Sz =( 0-1, = (8+5),
S =( 1, 0,~1)= 1 (Az + Ag) , Sy =( 1,0 1)= 1 (AG + A7)7
Su o =(0, 1,-1)= z (As—i— A4) , S5 =(0, 1, )= 3 (A7+ As),
Sia = (-1, 0,~1)= i (A4 + A1) , Si6 =(~1, 0, 1)= 3 (As + As) )
(8.4)
§17 = (717 17 O): % (Al + A5) )
§18 = ( 17717 0): % (AQ + AS) ) (8 5)
Sie =( 1, 1, 0)= 3 (As + A7) ;
§20 = (_1a 17 0>: % (A4 + AS) )
les milieux de ses faces,
Sy =(0, 0-1)= 1 (Al + 8+ 8+ Ag) ,
Sy, =( 1, 0, 0)= i(A2+S3+S7+§6),
Sos =( 0, 0, 1)= i(A5+56+57+§8), (56)
§24 =(-1, 0, 0)= i <A1+Ss+§8+§4),
Sos = ( 0,1, 0)= 3 <A1+§2+§6+§5) ;
So =( 0, 1, 0)= i(A3+§4+§s+§7),
et son centre
8
~ 1 ~
Sa1=(0,0,0) = 2 Z S;. (8.7)
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3 16 ]
|
| .
13 | 23 15
|
6 \ T4 7
|
|
|
‘ L]
N7 4 b0
|
* | . ®
5 ‘ 27 26
‘ L[]
18 | 22 19
|
|
|
R S R
P 12 4
7
. ¢ L)
) 21 11
7
7
p) 10 3

Figure 25: Numeérotation des nceuds de Q2 (T).

Les fonctions

o (t) = f%m — 1), ant) = (1+0)(1— 1), as(t) = %(1 Lt (88)
vérifiant
041(—1) = 1, 011(0) = 0, 041(1) = 0,
042(—1) = 07 012(0) = 1, 042(1) = 0,
043(71) = 07 013(0) = 0, 043(1) = 1,

permettent d’exprimer facilement les fonctions de base de Qg(f) (de dimension
27),

&2 (2) = a1 (#1)0n (#2)0n (23), @i%( ) = as(@1)az(@2)01 (23), @i?( ) = as(@1)as(@2)as(@s),
352(2) = as(@1)an (#2)0n (23), By (3) = a2 (@1)as(@2)n (@s), sam( &) = a1 (1) as(@2) a2 (@3),
3 (2) = as(@1)as(@2)an(23), @52( ) = ar(@1)as(#2)n (#3), som( 2) = az(@1)as(#2)en (23),
3P (2) = ar(@1)as(@2)an (23), @é( ) = aa(@1)an (#2)as(#3), wé< ) = as(@1)az(@2)az(23),
35 (2) = an (@) (#2)as(3), ¢i< ) = as(@1)az(@2)as(@3), ¢i< ) = az(@1)az (@) as(@s),
862 (2) = ag(@1)an (#2)as(3), sai( ) = a2 (@1)as(@2) s (@3), wi( ) = a1 (@1) (@) oz (is),
7P (2) = as(@1)as(@2)as(23), Big (2) = a1 (#1)as(@2)as(@s), Py (&) = az(@1)ar (@2)as(d3),
35 (2) = o (#1) s (#2) s (23), @i%( ) = a1 (d1) a1 (2) 02 (@3), @%( ) = az(@1)as(@2)as(@s),
357 (3) = as (@) (2)a1 (23), % (8) = ag(@1)a1(#2)as(@s), P4y (£) = oz (d1)as(d2)as(@s).

(8.9)

8.2.4 Passage du type Q; au type Q2 (en 3D)

Soit T un élément de type Q1 de sommets (noeuds) Sy, ..., Ss et

FD T —1, V(2 :ZSA“
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I’application envoyant T sur T ou ga( ) 1 < i < 8 sont les fonctions de base de

Pespace Q1(T) (voir (8.3)). Pour considérer T comme un élément de type Q2,
nous construisons les points

S =F(5)eT, 9<i<2r.

Les relations (8.4), (8.5), (8.6) et (8.7) sont alors aussi vérifiées en remplacant
les points de T par les points de T' correspondants et 1’application

F(Q) T N T F(2) Z Sz "(2)

50 1 ¢

ou @, < 27 sont les fonctions de base de I’espace Qo(T') (voir (8.9)), est

identique & F} ), i.e.
FY = F?).

De plus, lespace Q1(T') est inclus dans I'espace Qo(7).

8.2.5 Elément fini bidimensionnel de type Q,.
En deux dimensions, ’élément de référence est défini par
K=[-1,1x [-1,1].

L’espace vectoriel considéré,

Qm(K) = {@: K—R : © est polynémiale de degré

inférieur ou égal & m en chaque Variable} ,
est de dimension (m + 1)?; les nceuds de K sont les (m + 1) points
o =0y = (——1,——1), 0<i,j<m,
m
et les (m + 1)? fonctions de base

07 (@) = (@) = e - [ ] (Il - ﬂfgll)) 1 (z2 - :i:(”)) , 0<i, j<m

lii la#j

otl les ¢;; sont les constantes réelles de “normalisation”, ¢’est-a—dire les constantes
qui donnent

whh ( 12]2) = 6i1i26j1j2'

Considérons un élément 7" de 73, de type Q,, de sommets S;ji, 0 < 4,7,k < m
Lorsque la face supérieure (face numéro 6 d’aprés le tableau 43) de T est contenu
dans la surface I'; de Q, l'intersection T'N 1’ est un élément K de 75 de type
Q. de noeuds

C-(m) = Cij = Sijm, 0 < 4,5 <m. (8.10)

ij
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L’¢lément K de type @Q,, est 'image de ’application

F;(<m) =Fx: K — K, Fg(3) = Z Ciﬂzz'j(i“),

1,j=0
qui envoie @-j sur Cy;, 0 < 7,7 < m; nous avons
o(m)  _ ~(m) :
1/}7,_] - ijm f‘ﬁ{ﬁ:g:l} ) 5] < m
J R :
Tn{zs=1}

(8.11)

(8.12)

A nouveau, en pratique, les nceuds sont renumérotés pour éliminer le double

indicage. Explicitons les cas m =1 et m = 2.

8.2.6 FElément fini bidimensionnel de type Q;

Les noeuds de K sont ses sommets,

C, = (-1,-1),
Cy =( 1,-1),
a3 = ( 1, 1)a
Cy = (-1, 1)
et les fonctions de base de Ql(IA( ) (de dimension 4) sont
K@) = F1-d)( - ),
U@ = §1+a) - &),
0@ = Fa+E) 0+ ),
() (1= d1)(1 + &2).
Pour un élément K € 7, de neeuds (sommets)

4
FY R — K, FP@) =Y c (@),
=1

(8.13)

iy Gy Cy
Fy
Ch
C N Ca
K K

C3

Figure 26.
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Si S, ..., Ss désignent les noeuds d’un élément T de 75, de type @1 (voir figure 24
dont la face supérieure est contenue dans I'y, alors K = T' NI est un élément
bidimensionnel de type Q; avec, d’aprés (8.10),

C1 =85, Ca =86, C3 =257, Cy = Ss.

8.2.7 Elément fini bidimensionnel de type Q-
Les nceuds de K sont ses sommets (voir (8.13)),
Ci, 1<i<A4,

les milieux de ses arétes,

)

G5 =(0-1)= }(C+G).
Co =( 1, 0)= 1 (Az + AS) )
Cr =( 0, )= §(G+C),
Ag = (-1, 0)= % (A4 + 61)
et son centre
Cy = (0,0).

2} 7 3

8 9 8

1 5 2

Figure 27: Numérotation des nceuds de Q2(K).

Avec les fonctions oy, ag, o définies en (8.8), les fonctions de base de QQ(IA( )
(de dimension 9) s’expriment comme suit.

017 (8) = an(@)aa (@2), 0F7 (@) = an(@r)as(@z), 957 (&) = as(ir)as(E2),
U5 (#) = as(dr)an(@2), 957 (2) = aa(@r)an(@2), 9 (@) = ai(@r)as(de),
7%,2) (2) = az(Z1)as(22), 1;((32) (2) = as(@1)aa(22), As(f)(i") = aa(@1)az(Z2).
Comme dans la section précédente, si Sy,...,Sy7 désignent les noeuds d’un élé-

ment T de 7, de type Q2, dont la face supérieure est contenue dans I';, alors
K =T nNTy est un élément bidimensionnel de type Q2 avec, d’aprés (8.10),

Ci = S, C = S, C3 = 5
Cy = Ss, Cs = 513, Cg¢ = S, (814)
Cr = S5, Cg = S5, Cg = So3

(voir la numérotation des figures 25 et 27).
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8.3 Formulation faible approchée (cadre général)

Afin de traiter les problémes faibles du chapitre précédent avec des méthodes
d’éléments finis, considérons un cas plus général.

Soit H un 1 espace de Hilbert de fonctions de €2 dans R et H le sous—espace
ferme de H formé des fonctions de H valant 0 sur une partie I'g de 09 ; soit
. H x H — R une forme bilinéaire, continue et coercitive et | € H’ (i.e

l : H — R une forme linéaire continue). Considérons le probléme faible

Trouver u € H vérifiant a(u, p) = (I, p) pour tout ¢ € H. (8.15)

Ce probléme admet une unique solution par le théoréme de Lax—Milgram (7.9).
Montrons comment des éléments finis de type Q.,, permettent de résoudre (8.15)
de maniére approchée. Pour un élément 7' du maillage 7, et une fonction ¢
définie sur €, notons

P =@r=yoPr:T —R,
ou Fr = F}m) est définie en (8.1). Considérons ’espace

Vim = Vi () = {cp €C(Q) : reQu), VTe Th} (8.16)
supposé inclus dans H.Pour T € Th, notons les nceuds de T’
ST = Siju(T) = Fr (gijk) . 0<id,5,k<m.

ijk

Sipe ‘7h,m, alors, pour T' € 7,

m m
or = Z or (Si_jk) @ijk = Z ® (Sijk(T)) (ﬁijk’
i,5,k=0 1,5,k=0

i.e. @ est entiérement déterminée par les valeurs prises aux nceuds du maillage
7. Considérons une numérotation des nceuds de 73,

TeT

et, pour 1 <1 < N, notons ¢; la fonction de ‘7h7m vérifiant
wi(Rj) =615, 1 <j <N,
c’est—a—dire, pour T € 7y,

~ Dijr si Ry = Sijn(T),
A = { 0 siR¢T. o (8.18)
Ainsi, {¢;}Y | est une base de ‘N/h,m dans laquelle toute ¢ € ‘N/h,m s’écrit

N

= e(R)g

=1
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Supposons que la numérotation des noeuds (8.17) est telle que les nceuds Ry, ..., Ry,
n’appartiennent pas & I'g et les nceuds Rp41,...,Rr+nm = Ry sont sur 'y, la
partie de 9f) ou la valeur des fonctions de H est fixée & 0. Considérons le sous—
espace

Vi = Vi (Q,T) = {cp €Vim + ¢(Rpi;) =0, 1< < M} (8.19)

de Iw/h,,n et la base {¢;}~ | de V}, . Supposons que Vj, ,,, soit un sous—espace de
H et remplagons le probléme (8.15) par le probléme faible approché

Trouver up, m € Vhm vérifiant a(up,m, ) = (I, ) pour tout ¢ € Vj, . (8.20)

La fonction inconnue s’écrit

L
Uh,m = E él(Pl
=1

ol & = up,m (Ry) sont les valeurs & déterminer. Le probléme (8.20) est équivalent
& trouver &1, ..., & tels que

L
> Galene) = (L), 1<ji< L,
=1

ce qui se traduit matriciellement par le systéme linéaire
AE=b

avec £ = (&1,...,&.)" € RE et la matrice A = (aj;) de dimension L x L et le
vecteur b = (b1, ...,br)" de R définis par

a;l = G/(SDZ,SDJ’), 1 <.7 l < L7 (82]‘)
b (l,pj) 1<j< L. (8:22)

La matrice A est appelée matrice de rigidité. Comme la forme bilinéaire a est
supposée coercitive, la matrice A est définie positive, i.e. (AL |£) > 0si & # 0,
donc A est réguliére et le systéme A¢ = b admet une unique solution. De plus,
si la forme bilinéaire a est symétrique, alors la matrice A est SDP (c’est le cas
pour les formulations faibles du chapitre précédent).

Remarque 8.2 Siles conditions sur Iy sont non homogénes, c’est—a—dire si le
probléme a résoudre est

Trouwver v € H vérifiant a(v, ) = (I, ) pour tout v € H,

avec v = vy sur Lo, o vg : Do — R est donnée (non nulle), alors, pour se
ramener & ce qui précéde, il suffit de prolonger vy en une fonction vy de H et
de poser u = v — Vg € H. Nous considérons alors le probléme avec conditions
homogeénes sur I'g suivant :

Trouver u € H vérifiant a(u, p) = (I, p) — a(Vo, ) pour tout ¢ € H.
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Nous considérons le sous—espace Vi, ,, de H, le sous—espace V},,, de H et la

fonction
M

00y, = ZUO(RLH)@LH € Vh,m-

i=1
Comme précédemment, nous résolvons matriciellement le probléme faible appro-
ché

Trouver up,;m € Vim vérifiant a(up,m, @) = (I, ) — a(?o, ., ) Yo € Vim.

La matrice du systéme est la méme qu’avant (voir (8.21)) et le second membre
est donné par

M
bj = (l,¢5) — ZUO(RL-H)G(SDL-H; vj), 1<j< L.
i=1

Nowus obtenons alors la solution approchée
L M
Vh,m = Uh,m + Vo, ,, = Z&lsﬁl + Z Vo(Rr44)Pr+i-
=1 =1

8.3.1 Calcul de la matrice de rigidité et du second membre

D’aprés les formulations faibles du chapitre précédent, supposons que les appli-
cations a et [ sont de la forme

a(p, )

/Qg(% Vo, v, Vi)de,

(o) = / h(v, Vo, ¢, Vo)da + / he(0, 9)do,
Q

FS

oll v,0 sont des fonctions de = connues et g,h : R x R3 x R x R® — R et
hs : R xR — R sont des fonctions intégrables. De plus, lorsque dans le second
terme de la forme [ nous avons hs #* 0, nous supposons que la surface du
bassin (renormalisé) 'y ne coupe pas Iy (la partie de 9 & valeur fixée). Les
coefficients de la matrice de rigidité (8.21) et les composantes du second membre
(8.22) s’écrivent

aj; = a(@h%‘):/QQ(QOZaV@la%aV‘Pj)dx

= 3 [ st Ve Veae (8.23)

TeTy

b, = <l,g0j>:/Qh(v,Vv,gaj,Vgaj)der/ hs(©,¢;)do

r,
= > (/ h(v,Vv,%,V%)der/
T

Tem, TN,

hs(O, gaj)do> , (8.24)

pour 1 < 4,1 < L. Les calculs de la matrice A et du vecteur b se font avec les
égalités ci—dessus, c’est—-a—dire en sommant la contribution de chaque élément
du maillage.
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Travaillons avec des éléments de type @, et fixons, pour 'instant, un élément
T € 71, Numérotons localement S1(T), ..., S;(T) les nceuds de cet élément, avec
I = (m+1)3. Considérons I'application qui fait le lien entre cette numérotation
locale et la numérotation globale des nceuds du maillage (8.17) :

ar:{1,...,1} — {1,...,N}
définie par
Si(T) = Ror@y, 1<i< I
La fonction de base de Vh,m valant 1 au nceud S;(T") est aussi notée

©S,(T) = Par@), L <1< 1.

,,,,,,

par
(A7) = /T9(<Psk(T), Vs, ) ¢s,(r) Ves,my)de, 1 <i,k<I.  (8.25)

Pour le second membre, le premier terme de la parenthése de (8.24) se traite de
la méme maniére : le premier second membre élémentaire by (de T) dans RY,
est défini par

(br); = / h(v, Vv, g, (1), Vs, m)dr, 1 <i < 1. (8.26)
T

Pour le second terme de la parenthése de (8.24), lorsque la face supérieure de
T est contenu dans la surface I', T NI’y = K(T) est un élément bidimension-
nel du maillage 755 de la surface I';, induit par le maillage 75, de 2. Notons
K = K(T) pour alléger écriture et, comme avant, numérotons localement
Ci(K),...,Cs(K), J = (m + 1)2, les noeuds de cet élément et considérons
I’application faisant le lien entre cette numérotation locale et la numérotation
globale des nceuds :

ak {1, J} — {1,...,N}, Ci(K) = Ra(j), 1< < J.

Le deuziéme second membre élémentaire by (de K) dans R” est défini par
(bK); = / hs(©, e, k))de, 1< 5 < J, (8.27)
K

ol @0, (K) = Pax()s L <J<J.

La matrice de rigidité A et le second membre b s’obtiennent alors avec 1’algo-
rithme 13.
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Calcul de A et b

Initialisation : A=0et b=0 (a;; =b; =0,1<4,j <L)
Pour T € 7, faire :
Calcul de la matrice élémentaire A
Pour 1 < i,k < I, faire :
Si ar(i),ar(k) < L:
Gar(i),ar(k) = Gar(i)ar(k) + (A7)
Fin si
Fin pour i, k
Calcul du premier second membre élémentaire br
Pour 1 < i < I, faire :
Siag(i)<L:
bozT(i) = baT(i) + (bT)z
Fin si
Fin pour ¢
SiTNT, =K #0:
Calcul du deuxiéme second membre élémentaire bg
Pour 1 < j < J, faire! :
barc(i) = bax () + (0K);
Fin pour ¢
Fin si
Fin pour 7.

Algorithme 13.

Pour calculer les intégrales (8.25) et (8.26), effectuons le changement de variable
x = Fp(&) pour se ramener sur 'élément de référence tridimensionnel T'. D’aprés
(8.18) et avec la numérotation locale des noeuds de T, il suit, pour 1 <4 < I,

s,y © Fr = @s,(1)p = @i
Par conséquent, nous avons
V@i(#) = V(es, ) © Fr)(&) = (Jrr () Veps, ) (Fr(#)),

c’est—a—dire,
(Ves,) o Fr = (Jr) ' V@i,

ol Jp, est la matrice jacobienne de la transformation Fr. Nous obtenons ainsi,
en supposant que det Jg, > 0,

(AT)zk = /\g((ﬁkv (JFT)it V(ﬁka @iv (JFT)it V(/ﬁz) det JFTdi‘ (828)
T
pour 1 < i,k <[ et
(br), = /ﬁ@ o Fr,(Vv) o Fr, 3, (Jp, ) " V$:) det Jp, di (8.29)
T

pour 1 <7 < 1.

1T, N étant supposé vide, nous avons nécessairement o x(j) < L.



8.4. Formulations faibles approchées des équations de Navier—Stokes 109

De maniére similaire, pour calculer l'intégrale (8.27), le changement de variable
x = Fl((m)(a}) = Fg (%) envoyant 1’élément de référence bidimensionnel K sur K

o~

est utilisé. Notons 1), la fonction de base de Qm(f( ) valant 1 au point @ de K

~

et Cr(K) = Fk(C,), 1 <r < J.Daprés (8.11) et (8.12), il suit

Pc; k) © Fx = e, (i) © Frlpngs,—1y =¥ 1< <.

En supposant que la matrice jacobienne Jr, de la transformation Fy vérifie
det Jp,, > 0, (8.27) devient

(bK)j = /I?hs((")OFK,’L//J\j)det JFKdi‘, 1 <j < J. (830)

Les intégrales (8.28), (8.29) et (8.30) peuvent par exemple étre estimées avec la
formule de quadrature de Gauss—Legendre (voir annexe B). Cette formule avec
n points est de la forme

1

/f(t)dt ~ > anf(te),
k=1

-1

outy € (—1,1) et ap > 0,1 <k <n. Comme T = [—1,1] x [-1,1] x [-1,1] et
K = [-1,1] x [-1, 1], nous obtenons

/\f(jlai‘%ig)dj% > aiajaf(ti by t)
T

ij,k=1

/A f(:i?l,i‘z)di‘ ~ Z aiajf(ti,tj).
K

ij=1

8.4 Formulations faibles approchées des équations
de Navier—Stokes

Les formulations faibles (7.60), (7.63) et (7.65) (obtenues par la méthode de
prédicteur—correcteur (IT)) sont traitées ici en détails avec la méthode de la
section précédente.

Considérons un maillage de ) formé d’éléments finis de type (1. En suivant le
procédé de la section 8.2.4, les éléments du maillage peuvent étre considérés de
type Q2. Les vitesses horizontales (i.e. les deux premiéres composantes de la
vitesse) sont calculées avec des éléments finis de type Q2 et la vitesse verticale
(i.e. la troisiéme composante de la vitesse) ainsi que la pression avec des éléments
finis de type Q1. Ces choix sont motivés & la section 8.5.

Pour le calcul de la pression, d’aprés (7.59), considérons la forme bilinéaire

s H'(Q) X H'(Q) — R aylp0) = [ (Vug|Vut)de (831
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et la forme linéaire
I, : HY(Q) — R, (lp,¢) = / (v"| V) da, (8.32)
Q

ott v* est défini en (7.56). Nous choisissons le sous—espace \N/h,l(Q) (voir (8.16))
de H'() et considérons le probléme faible approché

Trouver ¢"+! € V, 1(Q) vérifiant ap(@" ) = Iy, ) Vo € Via(€). (8.33)

N’ayant ici pas travaillé avec ’espace quotient H'(Q)/R, il faudra adapter la
formulation trouvée pour garantir 'unicité de la solution, voir section 8.4.3. De
plus, une méthode de pénalisation pour le calcul de la pression est présentée a
la section 8.4.4.

Pour le calcul des vitesses, d’aprés (7.62) et (7.64), considérons les formes bili-
néaires

a; » Vi xV; — R,

3 .
o) = 5 [ evdot [ (VoI Ve)de i=1.2.3. (834

et les formes linéaires

L : Vi — R, <li,<p>:/wfcpdx+/ O lpdo, i =1,2,  (8.35)
Q Ts

Is: Vs — R, (3,¢)= / w’gtpdx, (8.36)
Q

ou les espaces V; = V;(Q,T), i« = 1,2, sont définis en (7.16), I'espace V53 =
V3(9, T3 UT,) en (7.20) et le vecteur w”* en (7.61).

Pour ¢ = 1,2, nous choisissons le sous—espace V}, 2(Q2,T';) (voir (8.19)) de V; =
V(,T;) et posons le probléme faible approché

Trouver u¥*1 € V}, o(Q,T;) vérifiant a;(ut™, o) = (I, 0) Vo € Via(Q,T5).
(8.37)
Pour i = 3, le sous—espace V;, 1 (2, T3 UT) (voir (8.19)) de V3 = V (2, T3 UTy)
et le probléme faible approché

Trouver ﬁg“ € Vi1(Q, T3 UT,) vérifiant
az(a5t, 0) = (I3, ) Ve € Va1 (Q,T3UTy) (8.38)

sont considérés.

Pour m = 1,2, notons I,,, = (m+1)3 (respectivement J,,, = (m+1)?) la dimen-
sion de Q, (T)) (resp. Qum(K)) et utilisons les notations des sections précédentes.
D’aprés le passage du type @)1 au type @2 présenté dans la section 8.2.4, nous
avons Fr = F\ = F? et de (8.12), il suit Fx = F\) = F{?). Les nceuds
d’un élément T sont notés S,.(T') = FT(:S”\T), 1 < r < 27; i la face supérieure de
T est contenue dans la surface I's, les noeuds de K = T'N T’y sont aussi notés

~

C(T) = Fx(C,), 1 <r <9, avec les relations (8.14).
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Les intégrales obtenues pour les matrices de rigidité et seconds membres élé-
mentaires présentés ci—dessous seront calculées avec la formule de quadrature
de Gauss—Legendre & n points avec n = 2 lorsque des éléments finis de type
Q1 sont employés et avec n = 3 si les éléments finis sont de type Q2 (voir
section 8.5).

8.4.1 Matrices de rigidité élémentaires

Notons Ag? ) 1a matrice de rigidité élémentaire du probléme faible approché pour
la pression et, pour i = 1,2,3, Agﬁ) celle du probléme faible approché pour la
i—éme composante de la vitesse. Leurs coefficients se calculent avec (8.28). C’est—

a—dire, d’apreés la forme bilinéaire (8.31), nous avons

(49) = [ (e VA1) VB ) | det Tdi, 1<,k <8
ik T w

(8.39)
et, d’aprés (8.34),
(a®) = 3 / G det Jp, di
) ik 20t Jp Tk TI T
+ /f ((re) " VA [ (Tr) ™ VE™ ) det Jppdi

pour 1 < j,k < I,,, avec m = 2 (I, = 27) pour i = 1,2 et m = 1 (I,,, = 8) pour
i =3.

Remarque 8.3 Pour la méthode de prédicteur—correcteur (I) avec la formule
de différentiation rétrograde o deux pas, les matrices de rigidités (élémentaires)
pour le calcul de la pression et des vitesses (a l'étape de prédiction) sont les
mémes que ci—dessus.

8.4.2 Seconds membres élémentaires

Pression

Le vecteur v* = (vF, vk, v%)! apparaissant dans la forme linéaire [, (8.32) est

donné par (voir (7.56))

1
Uf = *2—&(*7’&5 + 5’114?_1 — Uf_Q)

— (WP |Vl ) + (WP V) - i = 1,2, 3,

avec, d’aprés (6.4),

b= 2(wAd 1 = 2ws ub sin o — u! cos ),
1 2 3

fl = —2wAd 0 = —2w ub sina

2 31 )

L= 2wAuh)s = 2wsud cosa

I3 3 33U )

a = a(z) étant la latitude du point x et w3 la vitesse de rotation de la Terre.
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D’apres (8.29), le second membre élémentaire, bg’f ) ¢ R3, est donné par

o) = [ (vPoFr|(Jp) VR ) detJp,di (8.40)
J T "

3

_ ZM [QL& <7 (bgg,a,k,i))j 45 (bg?,a,k—l,i))j B (bgg,a,k—zi))j>

3 (bg;?,b,k,i)) n (bgg,b,kq,i)) N (bgg,c,k,i)) 3 (b;?,c,kq,i)) } ’
J J J J

ou
(bg?’a*l’“)j = /? (ul o Fr) ®; det Jp, di,
(bg?,b,l,i))j _ /f (u!'o Fr| (Vul) o Fr), @;det Jp,da,
(bg?’“’“)j = /? (fl o FPr) ®; det Jp,di,

avec

o, = [(JFT) VA“)} .

Comme ! o Fr € Q2(T), u

% OFTEQQ( )et U3OFT€Q1( )CQQ(?), nous
avons u oFTG( o(T ))

ul [¢) FT = ZU {5&2),

(Vul) o Fr = Zu Y(JTr) PVER i =1,2,3,

Remarque 8.4 Siy est une fonction telle que yo Fr € Ql(f), ses valeurs aux
8 sommets de l’élément sont connus. Nous pouvons écrire y o Fr dans la base

de Q2 (f)’
27
Yo FT = Z y(S T
r=1
en calculant au préalable
8
Z TGV (S, (T)), 9 <ra < 27,

La latitude étant presque constante sur un méme élément 7', nous supposons
que f!o Fr € Q2(T) et écrivons ainsi

oFT,Zf )PP, i=1,2,3.
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Nous obtenons alors

27
66), = Susarn [ s
r=1
. 27
(sp>2) - = h%%(&ﬂ))-

[ (a0 @010 V8D) 0 det Iy
T Iz

27
(p,C,l,i) = l A(2) . P
(=17, = Sstsemy [ 0ot

Vitesse

En utilisant la relation (7.27), les formes linéaires [;, 1 = 1,2 (8.35) et I3 (8.36)
s’écrivent

P
(i,p) = /@f@dx‘L/uw’“*l—@dx*/ Ol pdo, i=1,2,
Q Q ox; T,

0
(Is, ) = /w’gfsodwﬂL/uspk“—(pdx,
Q Q 8z3

ol le vecteur ’LUk = wk + V pk 1 voir (7.61)) est donné par
7

avec fF défini comme pour la pression.

Notons bg) (resp. bg?) le premier (resp. deuxiéme) second membre élémentaire
pour la i—éme composante de la vitesse, i = 1,2,3 (resp. ¢ = 1,2). Nous avons

bgf) e R27 et by{) e RY pour i = 1,2 et bgig) € RS,

D’aprés (8.29), nous avons

i 1 i L Gak— i i i
b(T) == <2b(T,a,k) I §b(T,a,k 1)) _ b(T,b,k) + b(T,c,k) + b(T,d,k+1)7
ou
(5°). = [ (o rr) 3 aet gy
j 7
ib,k o\ ty
(8 >)j _ /? (u* o Fr| (Vul) o Fr) 8\ det Jp,di,
(5°9) = [ (storn # aetseyai
j 7
(bgf,d,kJrl)) - /JM (v"* o Fr) {(JFT)it Vsﬁgm)} “det Jp, d#,
j 7 !
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avec m =2 pour ¢ =1,2 et m =1 pour 7 = 3.

De la méme maniére que pour la pression, nous obtenons

27
(bgf’a’”)j = S (ST /? BRI det T, di,
r=1
27
i,b,k
(05°9), = X w(snm)-
T17T2:1
| ()1 Gr) ™ 952 ) EDE det Tr, 4o

27
(i,¢,k,2) — k ~(2) ~(m) A
(v} )j - ;fi (ST(T))/T% 2\ det Jp, da.

et, comme p*1 o Fr € Q1(T) € Qo(T),

Im
() =D (S (1)) | @ ()T V™ det Iy d,
J r=1 T ‘

avecm =2 (I,, =27) pour i = 1,2 et m =1 (I, = 8) pour i = 3.

Traitons le deuxiéme second membre élémentaire pour ¢ = 1, 2. Lorsque la face
supérieure de T est contenue dans la surface 'y, les composantes du deuxiéme
second membre élémentaire sont, d’aprés (8.30),

(480), - [, 047 ),

pour i = 1,2 avec K = T'NT,. En prenant en compte des valeurs de ©*+! aux

nceuds Cr.(K), 1 <r <9 de I'élément de surface K, c’est—a—dire, en supposant
N2

que ©Ftl o e € (Q2(K)) , NOUS avons

9
Ol o e = > MO, (K))p?.
r=1

Nous obtenons alors

9
(140), = Ot G [ U det i i =12

r=1

8.4.3 Adaptation pour le calcul de la pression

Notons A®) la matrice de rigidité et 5®) le second membre du probléme faible
approché (8.33) pour le calcul de la pression. La matrice A®) est de dimension
N x N ou N est la dimension de 17;1,1(9) et est symétrique et semi—définie
positive, i.e. (A£|€) = 0 pour tout £ € RY, car la forme bilinéaire a,, (8.31)
I’est.
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Le probléme faible (7.60) posséde une unique solution dans H'(f2) & constante
additive prés, ce qui se traduit sur la matrice A®) par

Ker AP = ((1,1,...,1)%). (8.41)

En particulier A®) est de rang N — 1. En tracant dans A®) une ligne et une
colonne de méme indice, nous obtenons une matrice symétrique définie positive.
En effet, notons

0= A< X< A3<...< )\

les valeurs propres de A®) et choisissons une base orthonormée de RY formée
de vecteurs propres, {vi,...,vn}, avec APy, = N\, 1 < i < N et vy =
N~Y2(1,...,1)%. Pour un vecteur v = Zfil a;v; de RY, nous avons
N
(A(p)v|v) :Zaz)\i =0 <— a;=0,i=2,...N
i=1
— wv=av €Ker AP, (8.42)

Notons A;p ) la matrice de dimension (N —1) x (N — 1) obtenue en tragant

dans A®) la j—éme ligne et la j—¢éme colonne et montrons qu’elle est SDP. Pour
= (z1,...,2n-1)" € RN71 posons & = (z1,...,2j-1,0,75,...,2n-1)" € RV ;
nous avons alors, par (8.41) et (8.42),

(Ag.p)xm) - (A<P>:z|5c) =0 < feKer AP < z=0.

La matrice A étant symétrique et semi—définie positive, nous déduisons que Ag»p )
est SDP.

Montrons que la somme des composantes du second membre b(?) est nulle. Soit
R1,...,Ry les nceuds du maillage de € en éléments de type Q1 et {¢}1Y, les

fonctions de base de 17;1,1(9) ol ; vaut 1 au nceud R; et s’annule sur les autres
neeuds, 1 < ! < N. La somme des fonctions de base,

N
p=2
=1

est la fonction constante 1. En effet, 'unique fonction de Qy(7) valant 1 en
chaque neeud S; (1 < i < 8) de T est la fonction constante 1, donc, pour chaque
T e Thy

8
@T :SDOFT :Z@El) =1.
=1
Comme )
) — - — k
(b )l <lp550l> (St/ﬂ(v |V#90[)d1',
il suit

i (b(p))l = (lp, ) = %/Q (Uk | V) dz = 0. (8.43)

=1
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Montrons alors comment procéder pour obtenir la solution du probléme faible
approché (8.33) & moyenne nulle. Notons ") le vecteur b® privé de sa j—éme
composante. Premiérement, nous cherchons 'unique solution de

AP(C G G ) =0,
Ainsi, le vecteur ¢ = (C1,...,¢-1,0, g1, - - -, ()" vérifie
A(p)C = pP)
Cette derniére égalité est évidente pour les composantes différentes de j. Comme

(1,1,...,1)t € Ker A®) et que AP est symétrique, la somme des coefficients
d’une colonne de A® est nulle, i.e.

(A(p)c)j N Z (A(p))jk % == ZZ <A(p))lk o

I
\
/N
=
=
N—
\
/N
(=
A
I
=
N—
<

Ensuite, nous calculons la moyenne des composantes du vecteur (,

L X
M=—=> @
w2
1%

et nous obtenons la solution £ & moyenne nulle sur les noeuds du maillage en
posant

€l = CZ_M;1<Z<N7Z#]7
& = —M.

Remarquons que le choix j = N simplifie le code informatique.

8.4.4 Calcul de la pression avec pénalisation

En utilisant une méthode de pénalisation (selon la méthodologie de la sec-
tion 7.3.1) pour le calcul de la pression, la forme bilinéaire a, (8.31) est remplacée
par

(0, 0) = a0, ) + & / e

et la forme linéaire [, (8.32) par

<l~P7 90> = <lp7 ©) + €p /Q qksﬁdﬂf
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dans le probléme faible approchée (8.33), ¢, désignant le facteur de pénalisation.
Pour obtenir la matrice de rigidité élémentaire ﬁg? ) et le second membre élé-
mentaire Bg’f ) dans ce cas, il suffit d’ajouter la contribution de la pénalisation &
AP (donné en (8.39)) et & b (donné en (8.40)), i.e.

(49) = (a?) +ep/ P det Jp,d, 1< j,k <8
Jk Jk T

et, avec ¢* o Fiy € Ql(f)a

8
(B) = (b8") +e0 D (501 /f@”ag»” det Jppdé, 1< <8,
r=1

Comme la forme bilinéaire a, est symétrique et coercitive, la matrice de rigidité
A®) est SDP et aucune adaptation n’est alors nécessaire.

Remarque 8.5 FEn ne pénalisant pas le second membre (voir remarque 7.2), la

......

élémentaire reste IS;? ) — bg? ).

8.5 Notes sur le choix des méthodes

L’étude de la convergence des solutions des problémes faibles approchés vers
les solutions des problémes faibles originaux ne fait pas 'objet de ce travail.
Cependant, motivons les choix des éléments finis utilisés.

Diverses méthodes d’éléments finis en mécanique des fluides sont traitées dans
[42]. Considérons ici le probléme de Stokes stationnaire pour un fluide incom-
pressible isotrope (v est ici un scalaire)

—vAu+Vp=f dans Q,
divu =0 dans €,
u=0 sur 012,

dont les discrétisations spatiales peuvent s’appliquer aux équations de Navier—
Stokes (voir remarque 6.3). La résolution de ce probléme avec des méthodes
d’éléments finis mixtes est analysée dans [12, 51, 50, 49]. L’existence et 'unicité
de la solution des formulations faibles sont obtenues a ’aide de 'inégalité inf-sup
(due & Brezzi et Babugka [6]), voir aussi [24]. Des estimations des erreurs sont
données pour des éléments finis de type Q)2 pour la vitesse et de type Q1 pour
la pression (élément de Taylor-Hood (voir [17, 24])); dans [12], il est montré
que Derreur est d’ordre h? pour la vitesse et d’ordre h pour la pression, h étant
le maximum des diamétres des éléments du maillage.

D’autre part, le vecteur de viscosité cinématique turbulente est choisi de sorte
que les équations de Navier—Stokes vérifient asymptotiquement ’approximation
hydrostatique (voir section 6.6) qui admet une solution faible ot la vitesse ver-
ticale est moins réguliére que les vitesses horizontales (seule la dérivée partielle
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par rapport & la troisiéme variable est dans L? pour la vitesse verticale), voir
[15].

Ainsi, par ce qui précéde, il semble raisonnable d’utiliser des éléments finis de
type Q2 pour les vitesses horizontales et de type Q1 pour la vitesse verticale et
la pression (voir aussi [5] pour approximation hydrostatique).

De plus, si la convergence est d’ordre h*, elle n’est pas altérée par 'utilisation de
la formule de quadrature de Gauss—Legendre & k + 1 points [21, chap. 4]. Ainsi,
il est raisonnable d’utiliser la formule de Gauss—Legendre & 3 points (resp. 2
points) lorsque les éléments finis sont de type Q2 (resp. Q1).



CHAPITRE 9

Un écoulement tridimensionnel dans ’océan
Atlantique nord

Dans ce chapitre, nous présentons un écoulement tridimensionnel dans ’océan
Atlantique nord. Pour obtenir, les équations de Navier—Stokes (chapitre 6)
sont résolues numériquement en utilisant la méthode de prédicteur—correcteur
(IT) avec pénalisation pour le calcul de la pression (chapitre 7) et des éléments
finis de type @2 pour les vitesses horizontales et de type )1 pour la vitesse
verticale et la pression (chapitre 8). Les systémes linéaires obtenus sont résolus
avec des méthodes du gradient conjugué (préconditionné) (premiére partie).
Un logiciel paralléle développé sur les machines CRAY XT3 du CSCS (Swiss
National Supercomputing Center, http ://www.cscs.ch) ont permis la réalisation
des calculs. Le logiciel AVS/Express (http ://www.avs.com) a été utilisé pour
obtenir les figures présentées dans ce chapitre.

La bathymétrie de 'océan Atlantique nord ainsi que les tractions moyennes en

surface de 1993 ont été fournies par le projet de recherche francais Mercator

Océan, qui développe notamment un systéme d’océanographie opérationnelle

basée sur ’assimilation de données, permettant d’obtenir des analyses et pré-

dictions des océans (courants, température, salinité, etc.), voir le site web
http ://www.mercator-ocean.fr.

9.1 Bassin et bathymétrie

La partie de 'océan Atlantique considérée est délimitée a 1’ouest par le continent
américain, a l'est par 'Europe et I’Afrique, au nord par le paralléle & 70° de
latitude et au sud par I’équateur. Les bords nord et sud sont artificiels & travers
lesquels il n’y a aucun échange d’eau, c’est—a—dire, la deuxiéme composante de la
vitesse (voir section 6.3) est fixée & zéro. En effet, & ’équateur, cette hypothése
est justifiée par la rotation de la Terre (voir remarque 6.2) et & 70° de latitude,
elle est proche de la réalité car les courants de direction nord—sud y sont faibles,

119
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négligeables dans la circulation globale de I’eau dans ’océan Atlantique dont les
moteurs principaux sont les alizés (vents d’est en ouest proche de 1’équateur).
Si H, et H, sont respectivement les bords nord et sud, d’aprés les notations de
la section 6.2, nous avons G; = G5 = Gy \ (H, U H;) et G3 = Gy,

Remarque 9.1 Notre modéle considére un fluide & densité constante (voir cha-
pitre 6). Il ne tient compte ni de la salinité ni de la température. Nous négligeons
le flux d’eau douce provenant du pole nord.

La bathymétrie de ’océan Atlantique nord est donnée sur la figure 28.

0__

-2096|

-4192

-6287

-8383

Figure 28: Bathymétrie de I’océan Atlantique nord [m].

9.2 Maillages et tractions

Tout d’abord, un maillage bidimensionnel de la surface (Gs) est construit, avec
des éléments quadrilatéres (de type (1) de cotés suivant les paralléles et les
méridiens de la Terre (voir figure 29). Un maillage tridimensionnel d’éléments
hexaédriques (de type Q1) est construit & partir de celui de la surface de la
maniére suivante. Les segments verticaux (orthogonaux & G,) reliant les nceuds
du maillage de la surface au fond sont considérés. Chaque segment est subdivisé
en c¢ parties de méme longueur, ce qui permet de construire naturellement un
maillage tridimensionnel & ¢ couches. Les faces externes du maillage tridimen-
sionnel obtenu & partir du maillage de surface de la figure 29 en considérant 20
couches sont représentées sur la figure 30 avec une dilatation d’un facteur 200
pour les coordonnées verticales.

Les nombres de nceuds et d’éléments obtenus pour ces maillages sont donnés
dans le tableau 44.

Maillage Eléments Noeeuds

@1 Q2
3D 119220 134106 1012741
2D (surface) 5961 6386 24701

Tableau 44.
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Figure 29: Profondeur pour un maillage de la surface [m].
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Figure 30: Profondeur pour un maillage 3D [m].

Les tractions de surface sont représentées sur la figure 31 avec la longueur des
vecteurs normalisée.
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9.3 Simulation numérique des courants

Le but est de calculer la circulation globale de ’eau dans ’océan Atlantique
nord. Localement, les courants ne peuvent pas étre calculés précisément avec les
maillages considérés, par exemple le long de la cote francaise ou dans le golfe
du Mexique.

9.3.1 Paramétres et méthode

Le vecteur de viscosité cinématique turbulente et le pas de temps considérés
sont

v = (10°,10%2.5-10%),
5t = 1 semaine = 6.048 - 10%secondes.

De plus, les tractions sont multipliées par 1000.

De nombreux tests numériques ont été effectués avant de fixer ces valeurs. Ex-
pliquons briévement comment elles ont été choisies.

Les courants dominants sont engendrés par les alizés, ils se situent peu au—
dessus de I’équateur et sont dirigés d’est en ouest. Avec une vitesse moyenne de
1 m/s, la distance entre I’Afrique et I’Amérique centrale (=~ 5’000 km, longueur
caractéristique de ’océan Atlantique nord) est parcourue en un peu plus de 8
semaines. Ainsi, il semble raisonnable de prendre un pas de temps de 1 semaine.
Avec un diamétre horizontal de d =~ 5000 km = 5’000'000 m et une profondeur
de ho ~ 5000 m, ’océan Atlantique nord a un rapport d’aspect ¢ = hg/d ~ 1073
(voir section 6.1). Ainsi, d’aprés la section 6.6, le vecteur de viscosité devrait
satisfaire la relation v3/v) ~ €2 ~ 107%. Avec v; = vp € [10%,107] et v3 €
[1,10], de premiers tests ont pu étre effectués. Comme les plus grandes valeurs
rendaient la résolution plus aisée, les valeurs de v; ont étés amplifiées ainsi que
les tractions de surface pour garder des solutions avec des vitesses raisonnables.
Finalement, la valeur de v3 a été réduite (nous avons v3 = 2.5-10%, v; = 107,
v3/vy = 2.5-107% < €?) afin de rendre mieux compte du mouvement vertical
du fluide.

Le modéle de prédicteur—correcteur (I) ne donnent pas de bons résultats : les
courants obtenus sont irréguliers proche de la surface. Ainsi, pour garantir des
courants corrects au bord du domaine, le modéle de prédicteur—correcteur (II)
est choisi, avec la formule de différentiation rétrograde a 2 pas pour la discréti-
sation en temps, voir sections 7.5 et 7.6. Nous considérons la condition initiale
ug = 0 et procédons selon la remarque 7.10 pour amorcer la résolution. Les
maillages de la section 9.2 et les méthodes d’éléments finis présentées en détails
au chapitre 8 sont employés.

Remarque 9.2 Comme le cas non stationnaire des équations de Navier—Stokes
a été considéré, le modéle utilisé permet d’estimer le temps nécessaire a l’obten-
tion d’un écoulement stationnaire & partir de la condition initiale ug = 0.

Le partie délicate de la résolution est le calcul de pression. Sans utiliser de
méthode de pénalisation, la matrice de rigidité de la pression n’est pas de rang
maximal. En tragant sa derniére ligne et sa derniére colonne (voir section 8.4.3),
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nous obtenons une matrice SDP, d’ordre 134’105 avec 1'742/'654 coefficients non
nuls dans sa partie triangulaire supérieure (ou inf.). Cette derniére est trés
mal conditionnée (sa plus petite valeur propre n’a pas pu étre estimée avec
la méthode de la puissance inverse!) et, malgré ’emploi de préconditionneurs,
la convergence pour le calcul de la pression n’a pas pu étre obtenue de cette
maniére.

Par conséquent, une méthode de pénalisation est utilisée pour obtenir la pres-
sion. Seule la matrice est modifiée (voir section 7.3.1 et remarque 7.2) en utilisant
un facteur de pénalisation £, = 1072, La matrice obtenue est alors SDP d’ordre
134’106 avec 1'742'662 coefficients non nuls dans sa partie triangulaire supé-
rieure (ou inf.), dont la plus petite valeur propre vaut A, =~ 2.34817751E — 19,
la plus grande Ay;qp ~ 4.22406008E — 08 (estimées avec la méthode de la puis-
sance (inverse)) et la condition k = 1.79886745F + 11. Cette matrice reste mal
conditionnée, mais la convergence des systémes linéaires associés a pu étre ob-
tenue grace & des préconditionneurs de type DIAG + GSC MC (OPT) BLOCS
développés dans la premiére partie de ce travail (chapitre 3).

Remarque 9.3 La méthode de prédicteur—correcteur (II) ne respecte pas la
condition d’incompressibilité du fluide (voir section 7.5). Il est raisonnable d’em-
ployer cette méthode car cette condition est déja violée par la pénalisation de la
pression (voir remarque 7.4).

Le préconditionneur diagonal (voir chapitre 2) est utilisé pour résoudre les sys-
témes linéaires donnant la vitesse.

Finalement, un logiciel paralléle développé sur les machines CRAY XT3 du
CSCS (http ://www.cscs.ch) a permis d’obtenir des résultats.

9.3.2 Reésultats

Un nombre de pas de temps suffisamment grand est considéré afin d’obtenir des
vitesses (presque) stationnaires. Les courants obtenus aprés 400 ans sont donnés
sur les figures 32-37 et 3946 (avec une dilatation d’un facteur 200 sur 'axe
vertical) ; les champs de vitesse dans des plans de coupe sont représentés. La
profondeur (respectivement la latitude) est fixée sur les figures 32-37 (resp. 39—
46). La longueur des vecteurs est normalisée sur les figures 32, 33 et 39-46.
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Figure 35: Champ des vitesses 4 2000 m de profondeur [m/s].
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Figure 36: Champ des vitesses 4 3000 m de profondeur [m/s].

SJURINOD SOP SNDLIPWINU UOIIR[NWIS "C'6

6¢T



0.004

0.003

0.002

0.001

Figure 37: Champ des vitesses 4 4000 m de profondeur [m/s].
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Figure 38: Coupes suivant les paralléles.
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Figure 39: Champ des vitesses a 1’équateur.

Figure 40: Champ des vitesses & 10° de latitude.
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Figure 41: Champ des vitesses a 20° de latitude.
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Figure 43: Champ des vitesses a 40° de latitude.
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Figure 44: Champ des vitesses a 50° de latitude.
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Figure 45: Champ des vitesses & 60° de latitude.
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Figure 46: Champ des vitesses a 70° de latitude.

Ces différentes cartes de courants donnent une bonne idée de la circulation
globale de ’eau dans 'océan Atlantique nord.

En surface (figure 32), nous pouvons observer le Gulf Stream, courant océanique
allant de la Floride jusqu’en Europe, impliquant le climat tempéré de ’Europe
occidentale ; le courant du Labrador provenant du nord et longeant le nord de la
cote est des Etats—Unis est également mis en évidence, ce qui explique le climat
froid de New York en comparaison avec celui de Naples par exemple, villes de
méme latitude (= 41°).

Ces cartes montrent que la grandeur de la vitesse diminue rapidement lorsque
la profondeur augmente. A 4’000 m de profondeur (figure 37) la vitesse maxi-
male observée est de 4 mm/s. Cependant, vu la quantité d’eau déplacée, cela
représente une énorme quantité d’énergie. De plus & des profondeurs élevées,
I’intensité des courants est trés faible dans la moitié nord du bassin par rapport
4 la moitié sud.

La dorsale Atlantique (chaine de montagnes sous—marines, a la frontiére de deux
plaques tectoniques) s’étend de I’Islande & ’équateur, voir figures 28, 30 et 38.
Nous pouvons observer son influence sur les courants sur les coupes verticales
des figures 39—45.

Les forts courants de surface venant de l'est et se dirigeant vers I’Amérique
centrale “plongent” vers le fond & proximité des iles Antillaises (voir figures 38
et 41). La prise en compte des effets dus & la température modifierait la circula-
tion dans la région des Caraibes (une couche d’eau chaude resterait en surface).






ANNEXE A

Détails sur la méthode du gradient conjugué

Présentons dans les détails comment s’obtiennent ’algorithme du gradient conju-
gué et ses principales propriétés [3, 19, 46].

A.1 Rappel de la méthode

La méthode du gradient conjugué est une méthode itérative pour résoudre le
systéme (1.1) : o € R™ est fixé, puis pour k > 0, une solution approchée xj41
est construite & partir de xy ; le résidu associé & zy est rp, = b — Axy.

Rappelons que la solution & = A~ de (1.1) est le minimum de la fonction
f(@) = lle =&} = IlIb— Az| - = (x| Aw) —2(b| )+ (b]2).

Nous obtenons 1 en cherchant depuis x et dans une direction dy le minimum
de cette application, i.e.
Tht1 = T + ogdy,

ol «y réalise le minimum de la fonction quadratique en «, f(zr + ady) =
02 (d | Ady) +20(( Azy | d ) — (b di ) + (i | Awi ) — 2 (bl ) + (b] &), ive.

(ri|dr)
(dp | Ady)

Reste & définir les directions de descente dj,. Nous choisissons dy = ro (paralléle
a Vf(zg)), la direction de plus grande pente de f au point z( et, pour k > 0,
nous choisissons dy1 sous la forme

di+1 = Tk+1 + Prdr,
de sorte que soit (dy41|di), = 0, c’est-a—dire, nous prenons

(7rt1 [ Adk )

O = = [ Ady)

135
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A.2 Premiéres propriétés

La proposition suivante nous donnera notamment les expressions de «y et de
O, apparaissant dans I’algorithme GC.
Proposition A.1 Pour k > 0, nous avons
(’L) Tk+1 =Tk — akAdk,
(i) (risaldr) =0,
(i3) (ri|di) = (ri|7k), en particulier oy, = %,
(iv) (ris1|ri) =0,

() B = M,

(relre)

(vi) di = (ric| %) Yy oty

Preuve.
(i) k41 = b — Al‘k_;,_l =b- A(.%‘k + akdk) =17, — apAdy.
(ii)) Comme «ay = ﬁ avec (i), nous avons
(rr1ldi) = (7 |dy) — ag (di | Ady ) = 0
(iii) Pour k = 0, c’est évident (dy = ro) et pour k > 1
(rilde) = (rr| 7% + Br—1dr—1) = (7% | 7% ) +Br—1 (7% [ dr—1) w (7| 7%)

(iv) Nous avons (dg | Adg) = (rr | Ady ). En effet, pour k& = 0, c’est évident
(do =10) et pour k > 1,

(di|Ady ) = (rr + Be—1dp—1| Adr ) = (rr | Adg )+Bk—1 (dr—1 | Ady ) = (71 | Ady,)
car (di|dy—1), = 0 par construction de la méthode. Ainsi,

(Tk|Adk) -
(dk|Adk)) =0

%

(s 17%) 2 (r [ ) —cve (Adi | 72) &) (e [ 730) (1

=
ass

(v) De (i), nous avons Ady = a;l(rk — rk+1); donc
(e [Ady ) (res e = 7)) o) (ot | Thrn)
(dk|Adk) Ozk(dk|Adk) Ozk(dk|Adk)
(4id) (71| Th41)
(re|me)

Br

(vi) Cest évident pour k = 0 (dy = 79); supposons que l’égalité est vérifiée
pour k et montrons qu’elle ’est encore pour k£ + 1 :

k
dikt1 = Tha1 + Bedi = rrt1 + B (76 | T ) E
120 7/ 7/

k+1

v T
@ (7h41 |7"k+1)z

= (rilri)
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Remarque A.1 1l n’y a pas de division par zéro; en effet, si ri, # 0, alors, par
(i13) de la proposition précédente, di. # 0. (Bien sir, si v = 0, alors xy est la
solution du systéme et nous nous arrétons.)

Proposition A.2
(i) Sii>j, alors (r;|d;)=0.
(ii) Les résidus ri, sont orthogonaux deuz ¢ deux, i.e. (r;|r;) =0 sii# j.

(i4i) Les directions de descentes dy sont A-orthogonales deux d deuz, i.e.
(dl|d])AZOS’L’L7éj

Preuve. Prouvons les trois points simultanément par récurrence en montrant
que, pour tout k£ > 0, nous avons

@) (resrld;) =0,

(i) (regalr;) =0,

(i)  (dis1ldj), =0,
pour 0 < j < k.
Nous avons (r1|dy) = (r1|r0) = 0 par la proposition A.1(ii) (ou (iv)) et
(di]do), = 0 par construction, ce qui montre (i), (ii’) et (iii’) pour k = j = 0.
Supposons les égalités (i’),(ii”) et (iii’) vraies pour k —1et 0 < 7 < k—1, et
montrons qu’elles le sont encore pour k et 0 < j < k.

(") I faut montrer (rxy1|d;) = 0, pour 0 < j < k. Pour j = k, clest la
proposition A.1(ii) et pour 0 < j <k —1:

(re41ld;) = (rp —aAdg |dj) = (re|dj) —ax (di |dj), =0

par hypothése de récurrence sur (i’) et (iii’).

(i") I faut montrer (7441 |7;) = 0, pour 0 < j < k. Pour j = k, c’est la
proposition A.1(iv). Pour 0 < j < k — 1, nous avons

(rhe1|ry) = (rlry) —aw (Ady 1)) = o (Ady | 75)

par hypothése de récurrence sur (ii’). Sij =0, (Adg |r; ) = (Adk |do) =0
par hypothése de récurrence sur (iii’). Si1 < j <k —1,

(Adg|ry) = (Ady|d;j — Bj-1dj—1) =0

par hypothése de récurrence sur (iii’).

(iii’) Il faut montrer (dpy1|d;), = 0, pour 0 < j < k. C’est vrai pour j = k
par construction. Pour 0 < j < k£ — 1, nous avons

(dry1ldj), = (dey1 | Adj) = (Trg1 | Ady )+ Bk (di | Adj) = (7ry1 | Ady)

par hypothése de récurrence sur (iii’) et, comme Ad; = «; Yri —rjs1),

(rhe1 | Adj) = o5 (g [75) = (Prgr | 7541 )) =0

par (ii’) que nous venons de montrer.
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La propriété (ii) implique que la méthode du gradient conjugué converge en au
plus n itérations (ou n est 'ordre de la matrice).

Le nom de la méthode est da & la propriété (iii) : les directions de descente sont
conjuguées.

A.3 Projections et sous-espaces de Krylov
Pour m > 1, considérons le sous-espace de Krylov
Km = Km(A, T‘Q) = <T‘0, A’I“Q, A2T0, ey 147n_17“0>7

i.e. le sous-espace de R™ engendré par les vecteurs ro, Arg, A%rg,..., A" 1rg.

Proposition A.3 Lorsque ry,—1 # 0 (ainsi que les résidus précédents), K, est
de dimension m, {rj};-":_ol en est une base orthogonale et {dj}}":_ol en est une
base A—orthogonale.

Preuve. Comme K, est engendré par m vecteurs, sa dimension est inférieure
ou égale & m. De la proposition A.2, nous savons que {r; ;”;01 est une famille
orthogonale de R" et que {d; }”:Bl est une famille A-orthogonale de R". Pour
démontrer la proposition, il suffit donc de montrer que r;,d; € K, pour 0 <
j<m-—1.

Montrons par récurrence sur m que r; € K,, pour 0 < j < m — 1. Pour m =1,
c’est évident. Supposons que c’est vrai pour m et montrons que c’est encore le
cas pour m + 1. Comme K,,, A(K,,) C K41 d’aprés la définition des sous-
espaces K,,, nous avons r; € K,, C K41, pour 0 < j < m — 1 et, par la
proposition A.1,

Ju

m—

= ot = 1 Al = T 0t (Pt [ T1) S
T'm "m—1—"0m—1 m—1 "Tm—1—"0m—-1Tm—-1|Tm-1

A e Ko
< (rjlry) 0"

Jj=

Enfin, par ce qui précéde et la proposition A.1(vi), nous avons d; € K,, pour
0<j<m—1. |

Nous allons décrire dans la proposition suivante que la méthode du gradient
conjugué peut étre vue comme une méthode de projection :

Proposition A.4 Dans lalgorithme du gradient conjugué, nous avons
(i) @m € xo + K,
() Ty = Ty —x0 est la projection A—orthogonale de & —xq sur le sous-espace

K,,, ot & = A7 est la solution du systéme, c’est—a—dire

lam — &, = _min_fz—l,.
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Preuve. Le point (i) est évident. En effet, ©1 = xo+apdo = o+ aoro € zo+ K1
et si x,, € xg + K, alors x41 = Ty + audy, € ©o + K1, car dp, € K
et K, C Km+1-

Montrons le point (ii). Le vecteur r,, = b — Ax,, = A(Z — x,,) est orthogonal
(pour le produit scalaire usuel) au sous-espace K, donc &—x,,, est A—orthogonal
a Ky, Ainsi, &, = z,,, — z¢ est la projection A—orthogonale de & — x¢ sur K,, :
(& —x0) — Tm) = (& — m)LaKy,. Par conséquent

= &ll 4 = & = 20) = L, = min [} = w0) =7, = _min_ o 3],

[ ]
Corollaire A.5 En notant e,, = x,, — T, NOUS GVONS

lemll4 = min [|(1— Aq(A))eoll 4,
qEP 1

m—

ot Pp,,—1 désigne l’ensemble des polyndomes de degré inférieur ou égal a m — 1.

Preuve. Comme
K’m = <T03 ATOa ) Am_1T0> = {q(A)TO | qc IED7n—1}

et o = b — Axg = A(Z — x9) = —Aey, le résultat découle immédiatement de la
proposition précédente. |

A.4 Polynémes de Chebychev

Les polynémes de Chebychev sont définis par récurrence comme suit :

To(l‘) 17
Ti(x) = u,
Teir1(x) = 22Ti(x) — Te—1(x), k> 1.
IIs vérifient
Ti(cos®) = cos(kO), (A1)
Ti(cosh®) = cosh(k©), (A.2)

pour tout © € R et tout k& > 0. En effet : c’est évident pour kK = 0 et k = 1;
supposons que les égalités soient vérifiées pour k — 1 et k, alors, en utilisant les
relations

cos(a+ ) + cos(a — ) = 2cosacosf,
cosh(a + 8) + cosh(aw — 3) = 2coshacoshf

avec o = kO et § = O, nous obtenons les égalités pour k + 1.
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Proposition A.6 Soit P} l’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal
a k prenant la valeur 1 en 0 et soit 0 < a < b. Alors

nn=(n(552) n (5)

est un polynome de P} vérifiant

(1 (59)) = s 1o = i oo, 1P

a<z<b P€P1a<z<b

Preuve. Comme 22 > 1, par la relation (A.2),

o b+a
=Tk (b—a)

et donc P est bien défini. Comme T}, est de degré k par construction, Py € P;.
La relation (A.1) implique max_i1<y<1|Tx(z)] = Ti(1) = 1. Ainsi, comme
{&e=2r | ¢ < o < b} = [—1,1], nous avons

WV
—_

max |Py(z)| = %

aLz<h

Il reste & montrer que max,<z<p | Px ()| < max,<a.<p |P(z)|, pour tout P € Pj.
Pour j =0,1,...,k, considérons z; défini par

b+a—2x; ~ cos ]_7r
b—a k)

Nous avons a = g < 1 < ... < xx = b et, par la relation (A.1),

Py(z;) = ng (cos (%)) = %COS(jﬂ') = (_1)j, 0<j<k.

Soit P € P;. Supposons par ’absurde que maxa<z<b | Pi(x)] > maxe<ash |P(2)]-
Alors, par ce qui précéde, le polynéme R(x) = Py (x)— P(x) est non nul au points
xj, 0 < j < k et son signe alterne (R(zo) > 0> R(z1) <0< R(x2) >0>...).
Donc, R s’annule sur chaque intervalle ]z;, 2,11, 0 < j < k — 1. De plus,
R(0) =1 —1 =0, par conséquent, R posséde au moins k + 1 zéros. Comme R
est de degré inférieur ou égal & k, il suit que R est le polyndme identiquement
nul, i.e. P = Pj, d’ou la contradiction. |

A.5 Vitesse de convergence de la méthode du
gradient conjugué

Dans cette section, le théoréme 1.1 est démontré ; rappelons ’énoncé :
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Théoréme A.7 Sik = Apaz/Amin désigne la condition de la matrice A (Apmin,
Amaz €tant respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de A),

alors \/_ -
k—1
el s <2 (—) leoll, -

Preuve. Si k = 1, alors toutes les valeurs propres sont égales et la matrice A
est un multiple de la matrice identité, A = AI, A > 0; dans ce cas, la méthode
du gradient conjugué converge en au plus une itération (et |le1]| , =0) :

T T
r = I0+aodoxo+7((doo||1420))d
(rolmo) -1
— ~ 1 2 = AT (b-A
x0+(7“0|)\7“0)r0 ot ( 7o)
= M lb=23.

Supposons K > 1, 4.e. Amin < Amax- D’apres le corollaire A.5, nous avons

e = min 1—A(q(A))e = min Ae .
llemll.4 = min i (q(A))eoll 4 pEIP’}an( Jeoll 4
Notons 0 < Amin = A1 < ... < Ay = Amax les valeurs propres de A et considérons
une base orthonormée {1, ...,&,} de R™ avec A& = A&, 1 < i< n.

Sieg =i, V& est I'expression de e, dans cette base et p € P}, alors

Ip(Aeol’y = (p(A)eo | Ap(A Z%% A)&: | Ap(A)g;)
7,7=1
= Z 71’7]17 ( €z | 5] Z )‘zp
4,7=1
< max (p(N)°) Y_An7 = max (p(A)°) [leolls
vvvvv =1 =Ly

2

< mex (p(V)?) lleoll

et

lemlla = min Jlp(A)eoll, < min | max, [p(A)[leoll-

Par la proposition A.6, nous avons donc

A+ A\
lemlla < (T ($55)) lella

_ Al . )\ +>\1 —
Posons n = "5 ; nous avons §255¢t = 14 2n > 1. Comme, par la relation

(A:2),

Tm(z) = cosh(marccoshz) = ((z + \/—) (x n \/ﬁ) —m>

pour tout x > 1, nous avons

1 mo1 m
T,n(1+2n) > 5(1+2n+~/(1+2n)271) :5(1+2n+2\/ﬁ\/77+1)
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En remplacant 7 par sa valeur, nous obtenons

> (VA VA

L2211 = (Vi+Vn+l) B
_ VYtV Vet
\/)\n_\/)\_l \/Eil
et donc

) feola

-1 1
lemlla < (Tom(1+20)) " leoll 4 < 2 (ﬁﬂ



ANNEXE B

Intégration numérique

Dans cette annexe, la formule de quadrature de Gauss—Legendre est présentée.
Il s’agit d’une méthode d’intégration numeérique sur un intervalle [a, b]; nous
pouvons supposer que a = —1 et b = 1, quitte & effectuer le changement de
variables y = —1+2(x —a)/(b— a), qui envoie I'intervalle [a, b] sur [—1, 1]. Pour
une fonction continue f définie sur [—1, 1] et & valeurs dans R, cette formule est
du type

Ta(f) = arf(a)
h=1

avec des nombres réels ay et x € [—1,1] déterminés dans la suite. Le nombre
Jn(f) donne une approximation de l'intégrale de —1 & 1 de la fonction f et la
valeur exacte de cette intégrale pour des polynémes de degré inférieur ou égal &
2n — 1. L’erreur commise est estimée dans la section B.4. Voir par exemple [44].

B.1 Polynémes de Legendre

Les polynomes de Legendre sont définis par
1 dn 2 n

Le polynome P, est clairement de degré n, par conséquent la famille { Py, ..., P, }
est une base de ’espace vectoriel P,, des polynémes réels de degré inférieur ou
égal & n; de plus, comme la dérivée d’une fonction paire (respectivement im-
paire) est impaire (resp. paire), P, est de méme parité que n.

Proposition B.1 Les propriétés suivantes sont satisfaites :
(i) Pour n >0, le coefficient dominant de P, est

_(2n)!
T = o ()2

143
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et P,(1) =1.
(i) Les polynémes de Legendre sont orthogonauz deux d deuz dans L?([—1,1]),
i.e. pour m,n >0, m #n,

/1 Py (2) P (z)dz = 0.

Ainsi P, est orthogonal a P, _1.
(iii) Le carré de la norme de P, dans L*([—1,1]) est donnée par

1
2
Pn 2 = P
[ a)? do= 52wz 0
Z1
(iv) Les polyndémes P, satisfont la relation de récurrence
P()(ZL') = 1,
Pi(zx) = =z,
2n+1 n
Pn Pn - —Pnf ) > 1
H() = ZoePu(@) - = Paa(a), n

(v) Pour n > 0, le polynéme P, admet exactement n racines distinctes dans
Vintervalle | — 1,1].

Preuve. (i). Le terme de plus haut degré de P, est

2”n' d:c” { 2”} - K

ce qui donne 7.
Nous avons

d" 9 \n " /n\ & I "

— -1 = — —1 - 1 . .

o @ -1} Z(])d - =@+ (B
Comme 2 = 1 est une racine de (z — 1) de multiplicité n, les dérivées jusqu’a

Pordre n — 1 de (z — 1)™ s’annulent en x = 1. Ainsi, en évaluant ’égalité (B.1)
en = = 1, nous obtenons P, (1) = 1.

(ii). Soit m > n > 0. En intégrant n + 1 fois par parties, nous obtenons

2m+"m!n!/1Pn(z)Pm(z)dz
- 3 (g (e e {0

Jj=

1

-1

d2n+1 dmfnf 1

FpeTEsy {(x2 — 1)”} p {(acQ — 1)m}dx

=1

-1
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Comme x = +1 sont des zéros d’ordre m du polynome (:c2 — l)m, les dérivées
jusqu’a ’ordre m — 1 de ce polyndéme s’annulent en x = +1 et les n+ 1 premiers
termes du membre droit valent 0. Le polynome (z? — 1)" étant de degré 2n, sa
dérivée d’ordre 2n + 1 est identiquement nulle et la propriété (ii) est démontrée.
(iii). Comme au point (ii), en intégrant n fois par parties, nous obtenons

22”(n!)2/(Pn(x))2d:c = (1)"/%{(9521)”} (22 —1)"dz

-1

1
= '/x—l
|

Posons .
I, = / (22 - 1)"dz, n > 0.
~1

En intégrant par parties, nous obtenons, pour n > 1,

L = az(a®-1)

-1

1

nto 2n/x2 (ac2 — 1)nildx
2

1

= 72n/(:c271+1) (@2 —1)" ' de

21
= —-2n (In +In—1) s

c’est—a—dire

2n
I, =— Iy_1.
AT
En itérant cette relation et avec Iy = 2, nous obtenons
22n+1 | 2
(2n+1)!

et donc la propriété (iii).

(iv). Nous obtenons Fy et P; par simple calcul. Par (i), pour n > 0, le polynome

2n+1
n+1

Qn(z) = Pota(2) — w Py ()

appartient & IP,, et s’écrit
n
Qn=>)_a;P;,
§=0
avec, par le point (ii),

(QnIP)

0<j<n,

@ =
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ot (.|.) désigne le produit scalaire de L*([—1,1]).

Supposons n > 1. Il reste & montrer que a,—1 = —n/(n + 1) et a;j = 0, si
j#Fn—1

Soit j < n — 1. Le polynoéme zP;(x) est de degré inférieur ou égal & n — 1 et

donc par (ii)
(zPy | Pj) = (Pn|aP;) =0.

Toujours par (ii), ( Py+1|P;) = 0. Il suit o; = 0.

Comme x(P,(r))? est une fonction impaire,
1
(zP, | P,) = /:c (P, (z))* dz = 0.
41

A nouveau, comme ( P,y | P,) =0, il suit a,, = 0.
Calculons «,,—1. Le polynéme zP,_1 appartient & P, et s’écrit donc

P, = Zﬂjpj
)

En identifiant le terme de plus haut degré, nous obtenons

n
on—1°

ﬂn =
Avec (ii) et (iii), nous obtenons
(2P | Poo1) = (Po|aPo-1) = (Pu|P)B

et

N _ @Cn+ 1) (2P| Pao1) n
nl M+ 1) (Poy|Poy) n+1l
(v). Fixons n > 1. Notons —1 < 21 < 23 < ... < Z,n, < 1 les points ou

P, change de signe. En particulier, ces points sont des racines de P,, donc
0 <m < n(car P, est de degré n). Considérons le polynome de degré m

Hzfz] (ou Q(z) =1sim=0).

Le polynéme Q(z) - P,,(z) conserve alors le méme signe sur I’intervalle [—1, 1] et
donc

(QIP.) /Q 2)dz £0.

Comme P, est orthogonal & P,,_1, @ &€ P,,_1, i.e. m > n. Au total, nous avons
m = n et la propriété (v). [ |

Voici encore une propriété sur les racines des polynémes P, :
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Proposition B.2 Les racines de deux polyndmes de Legendre consécutifs al-

ternent, i.e. st —1 < a:§") <... < x%n) < 1 désignent les racines de P,, alors,
nous aVons
—1 <2V <™ <2l <2l < <at) <2 <2 <1

(B.2)

Preuve. Nous avons Pi(z) = z et P2(z) = (32? — 1)/2, donc la propriété est
vérifiée pour n =1 :

—1<z(2) —/1 /3<x(1) 0<:z:g2):\/1/3<1.

Supposons qu’elle le soit pour n — 1, i.e.

n) (n D < ( (n—1)

~1<al" <z < <™ <2t <t <1

En utilisant la relation de récurrence (iii) de la proposition précédente,

2n+1 n

xPp(z) —

—P,_ ,
nm+1 n+1 1 (@)

Pn+1(x)

et le fait que P;(1) = 1 et que P, est de méme parité que [ pour tout I, nous
obtenons,

Poii(1) =1>0, Poyy(z) <0, Poyr(z™)) >0, ..

jusqu’a
Por(z™) < 0, Pua(=1) = 1 > 0 sin estimpair,
Po1(z™) > 0, Pua(-1) = —1 < 0 sin est pair.

Nous déduisons alors les inégalités (B.2) par continuité. [ |

B.2 Egalité de Christoffel-Darboux

Pour n > 0, considérons P, le polynome de Legendre de degré n,

sa norme au carré et
(2n)!

on (n!)?

son coefficient dominant (voir proposition B.1).

Tn =

Lemme B.3 (Egalité de Christoffel-Darboux) Avec les notations intro-
duites, nous avons l’égalité

1 n Poi1()P,(y) — Pp(x) Pyt
Zh_ %Zlhn' +1(2) (yiy() +1(y) (B.3)
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Preuve. Par récurrence sur n. Pour n = 0, les deux expressions valent 1/2.
Supposons 1’égalité vraie pour n — 1 et montrons-la pour n. Nous avons

n

1 a1 Poa(@)Pa_1(y) — Puo1(2)Py(y) 1
jgo h—ij () Pj(y) = i p—" + h—nPn(x)Pn(y),

De la proposition B.1 (iv), nous avons

n+1/2n+1
P,_1(x) = p < o xP,(x) — Pn+1(x))
et donc
2n+1
Pn(x)Pnfl(y) *Pnfl(z)Pn(y) = - n (zfy)Pn(x)Pn(y)
n+1
+— (PnJrl(x)Pn(y) - Pn (z)Pn+1(y)) .
Ainsi,
- 1 o1 2n4+1 1
— - (- L ) Pu)P,
i (-l 2 D) R@R)
et 4L Pan(@)Pa(y) = Po(@)Pan(y)
Ynhn—1 1 r—y '
Nous avons
Yn-1 (2n —2)! 2"(n!)? 2n—1 n
Yohno1  277L((n—1)NH2  (2n)! 2 2’
donc
Yn—1 2n+1 i —0
Tnh n hn -
Yn—1 n+1 n+1 Tn
= pr— B-4
'Ynhn n 2 7n+1hn ( )
et Végalité (B.3) suit. [ |

B.3 Formule de quadrature de Gauss—Legendre

Fixons n > 1. Notons z1,...,x, les racines du polynéme de Legendre P,.
Considérons les polyndmes élémentaires de Lagrange en ces points :

n
T — T
Li(z) = L 1<k<n.
() gxk—xj’ <k<
j#k

Ils vérifient Ly(z;) = dxj, 1 < k,j < n. Pour une fonction continue f : [-1,1] —

R, notons
n
= flan) Ln(x
k=1
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le polynome d’interpolation de Lagrange (de P,,—1) qui coincide avec f aux
points x1,...,Z,.
Nous considérons alors I’estimation de f_ll f(z)dz suivante :

In(f) = / fu@)de = 3 axf(on), (B.5)
2 k=1

ou
1

ap = /Lk(x)dm, 1<k<n.
21

La formule (B.5) est appelée formule de quadrature de Gauss—Legendre 4 n
points et les points x1, ..., x, points de Gauss.

Les coefficients aj,, appelés aussi poids, s’expriment de maniére plus simple :
7 )

Proposition B.4 Nous avons, pour 1 < k < n,

2 2
ap — — = .
(n+ 1) Poja(ze) Pl (x)  nPoa(zk) Py (zn)
Preuve. Remarquons que les racines de P, sont simples et donc n’annulent
pas la dérivée de P,. De plus, de la proposition B.2, il suit que les racines de
deux polynomes de Legendre consécutifs sont toutes distinctes, par conséquent,

Pry1(zg), Po-1(zi) # 0.

Les polynémes
P, (x)

(@ — @) Py (wr)
sont de degré n — 1, s'annulent en x = z;, 1 < j < n, j # k et valent 1 en
x = x, donc ils sont égaux ; ainsi,

Lk(l‘) et

1 / P, (z)

P! (z) )] x—mp
1

ar = dz. (B.6)

En prenant y = xj, dans ’égalité de Christoffel-Darboux (B.3), nous obtenons

> @) By ) = - el nle) g

Yn+1hn r — T
et, comme

[ Pitoye = (% = 1)j}>

-1

nous avons, en intégrant (B.7),

_'YnPn-‘rl(xk) /1 P (2) dx = PO}(ka) /1P0($)dm =L

’YnJrlhn T — Tk 0
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Ainsi, de (B.6) et avec (B.4),

1 7n+1hn 2
ar = — . = —

Pl (xk)  YnPosi(zr) (n+ 1) Py (z) Pl ()

Enfin, de la proposition B.1 (iv), nous avons

2n+1 n n
P, = ——x by - ——F, =—-———F,_ :
wi(en) = g anPalen) — o Paoa(on) = = Paa ()
ce qui donne la deuxiéme égalité. |

Remarquons que, comme le polynéme P,, est de méme parité que n, les n racines
de P, vérifient
Tk = —Tpy1-k, L < k<N,

et, d’aprés la proposition précédente, les poids satisfont
ay = Gny1-k, L <kE<n
de plus, de P;(1) = 1,1 > 1 et de la proposition B.2, nous déduisons que

ar >0, 1 <k <n.

B.4 Estimation de ’erreur

Nous allons tout d’abord montrer que la formule de quadrature de Gauss—
Legendre & n points (B.5) est exacte pour les polynomes de degré inférieur
ou égal & 2n — 1, ensuite, nous allons utiliser 'interpolation d’Hermite pour
estimer ’erreur dans un cadre plus général.

B.4.1 Cas particulier

Proposition B.5 Avec les notations précédentes, si f € Py,_1, alors

Preuve. Notons f, le polynome d’interpolation de Lagrange (de P,_1) qui
coincide avec f aux points de Gauss z1,...,z, et 7, = f — f,. Supposons
f € Py, _1; alors r, appartient & Ps,, 1 et s’annule en z1,...,x,, il est donc
divisible par P, :

rn(x) = Pp(2)sn(x),

ou s, € P,_1. Ainsi, par la proposition B.1(ii), nous avons

1
/rn(x)dx =0,
21

ce qui termine la preuve. |
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B.4.2 Interpolation d’Hermite

Soit f une fonction dérivable sur U'intervalle [—1, 1] (ou plus généralement [a, b])
et r1 < ... <z, n points de cet intervalle. Le polyndéme d’interpolation d’Her-
mite de f est le polynéme F,, € Py, _1 vérifiant

Fn(‘rk) = f(mk)v F'rlz(xk) = f/(xk)a I<k<n. (BS)

Montrons I"unicité. Soit £}, 1, F;, 2 deux tels polynémes. Comme ils prennent les
mémes valeurs aux points z;, nous avons

Foi(z) = Fha(@)=(z—21)...(z — 2,)Q(x),

o Q € P,_y. L'égalité F) () — F}, o(zx) = 0 entraine Q(zx) = 0 pour
1 < k < n. Par conséquent, () est identiquement nul et F;, 1 = F), o.

Donnons l'expression de ce polyndme et montrons ainsi existence. Cherchons
F,, sous la forme

=
8
S~—
|
[
=
e
8
S~—
-
—
8
>
~—
+
>
e
—
8
~—
=
)
>
—~~
os,
O
S—r

k=1 k=1
avec hy, hy € Py, _1 vérifiant

hk(l'j) = 5kj et h%(xj) = 0, (B].O)

hi(z;) =0 et Rj(x;) = Ok, (B.11)

pour 1 < j, k < n. Considérons les polynémes élémentaires de Lagrange

n
Li() =[] ;= 1<h<n,
J

hi(r) = &ule) (Lu(x)”.

Nous avons h},(z) = s (z)(Lk(x))* + 2sx(x) Ly, (z) L}, (z). Il suffit que sy, 5 € Py
vérifient

se(zr) =1 et s(zp) = —2L) (zx),
=§k($k) =0 et §;€($k> = 1,

pour que (B.10) et (B.11) soient satisfaits. Ainsi, si(z) =1 — 2L} (z)(xz — )
et §;(x) = x — x, donnent

hi(r) = (1—2L5(zk) (@ — o)) (Li(2))?,
hi(@) = (z—ax) (Li(x)”

et le polynome (B.9) vérifiant (B.8).



152 ANNEXE B. Intégration numérique

Proposition B.6 Avec les notations ci-dessus et en supposant [ de classe C*",
Uerreur commise entre [ et F,, en un point x € [—1,1] est

(2n)
E(x) = f(2) — Fa(a) = f(TL)(f) (@),

0b m(z) =(x—21)...(x — ) et § =E&(x) € [-1,1].

Preuve. Fixons g € [—1,1] et supposons z¢ # z;, 1 < j < n (sinon E(zg) =0
et il n’y a rien a faire). La fonction

f(zo) — F(xo) 2
G(z) = f(z) = Fulz) - =5 (ma(x))
(mn(20))
s’annule en g, 1, . . .,z (n+1 points distincts), donc par le théoréme de Rolle,
G’ s’annule en n points distincts et différents de xo, ..., x,. D’autre part, par
construction de F,,, G’ s’annule aussi en z1,...,z,. Ainsi, G’ s’annule en 2n
points distincts et, en appliquant le théoréme de Rolle 2n — 1 fois, nous trouvons
un point ¢ entre les points zo, .. ., z, avec G (€) = 0, c’est—adire,
- F,
£ (&) — M -(2n)! = 0.
(7 (20))
Nous avons donc
5 . G
(w0) = f(20) — Fn(wo) = 2n)! (Tn(20))
|
De cette proposition, il suit immédiatement
! 1 1 on) 1 )
x)dr — F,(x)dr| £ —— max ’ n ‘/ () dx  (B.12
/1f( o= [ Fufo)de| < G max [700)] [ (ma(@)de (Ba2)

pour une fonction f de classe C2".

B.4.3 Erreur de la formule de quadrature de Gauss—Legendre

Proposition B.7 Soit f une fonction définie sur Vintervalle [-1,1] et n > 1.
Supposons que f est de classe C*" et considérons J,(f), la formule de quadrature
de Gauss—Legendre a n points (B.5). Nous avons alors

1 22n+1(n!)4 (2n)
E, = ‘/ f(x)dx—Jn(f)’ < ——— 5 max ‘f " («E)’-
-1 (2n+1) ((2n)!)” €el-1,1
Preuve. Le polynéme d’interpolation d’Hermite F,, (B.9) relativement aux
points de Gauss z1, ..., 2, (racines du polynéme de Legendre P,) est de degré
inférieur ou égal & 2n— 1. Ainsi, par la proposition B.5, la formule de quadrature
de Gauss—Legendre & n points est exacte pour ce polyndme, i.e.

1

/ Fo(@)dz = Ju(F).

-1
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Par construction de F),, F,, et f prennent les mémes valeurs aux points z,
1 <k <netdonc J,(F,) = J,(f). I suit, avec 'inégalité (B.12),

:‘/_11f(x)dx—J()’ @l ¢ 11]f@") ’/ T (@

Comme 7, (z) = (x—x1) ... (r—x,) est un polynéme de méme degré et ayant les
mémes racines que le polynéme de Legendre P, nous avons 7, (z) = 7,, 1 P, (z),
ol 7y, est le coefficient dominant de P,,. Ainsi, par la proposition B.1 (i) et (iii),

1 L 2n+1 n 4
[m@rar= = [ @) ar= 20

ce qui termine la preuve. |

B.5 Exemples

Donnons explicitement la formule de quadrature de Gauss—Legendre & 1,2, 3 et
4 points.

Les premiers polynémes de Legendre et leur dérivée sont

Poa) = 1, Piz) = o,
Pi(z) = = Pl(z) = 1,
Py(z) = 3a2%-1, Pj(z) = 3,
P = 0 -fe P = §a- 4,
Py(z) = La'—Ba?+ & Pix) = Dab- P
Les graphes de Py, ..., P, sont représentés sur la figure 47.

Figure 47.
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Les points de Gauss, les poids correspondants et ’estimation des erreurs (avec
M,, = maxec_11) | £ (€)]) sont donnés dans le tableau 45.
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