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INTRODUCTION.

L'électronique a connu un développement treés
rapide ces vingts derniéres années. Un fait
remarquable de cette discipline est qu'elle
s'est divisée en deux branches distinctes :
1'électronique analogique et 1l'électronique
digitale. Alors que l'électronique analogigque
pouvait se développer par des méthodes de des-
cription et de calcul trés répandues et proches
de celles de la physique classique, telles que
le calcul différentiel et intégral, la théorie
des fonctions complexes, le calcul matriciel,
etc..., l'électronique digitale a du avoir
recours a des méthodes de calcul nouvelles,
basées sur l'algébre de Boole, la théorie des
corps de Le Galois, pour aboutir aux notions
modernes de théorie des automates, programmation
structurée, etc. La rapidité de cette évolution
a donné lieu & certaines lacunes dans les
formalismes de description et des méthodes de
calcul, gui souffrent encore d4'un manque d'uni-
fication. Il est & cet égard intéressant de
constater que les récents travaux de Menger (14)
sur les transformées de Fourier des systémes
logiques, de Thayse et Davio (15) sur le calcul
différentiel booléen tendent & rapprocher les
méthodes de l'électronique digitale de celles

de la physique.



L'influence de ces lacunes ne se fait que peu
ressentir lorsqu'on réalise une machine digitale

en peu d'exemplaires & l1l'aide de circuits intégrés

du commerce, car bien qu'hautement souhaitable,

la mise en ceuvre de méthodes systématiques se

révéle souvent trop coliteuse en regard des méthodes
heurystiques. Ceci explique que les premiéres
"machines & simplifier", telles que celle de

Florine (8), celle de Mange (9), celle de Parkhomenko
(10), sont restées peu connues des ingénieurs

concepteurs.

Le cas actuel de l'intégration de systémes complexes
sur une seule puce est fort différent. Ces circuits
sont destinés 3 étre produits en trés grand nombre.
Ainsi chaque réduction de la complexité, méme faible,
peut amener une amélioration non négligeable de la
fiabilité, du rendement de la fabrication, de la

surface ou encore de la consommation.

De nombreux auteurs (6) (11l) (12) (16) (17) ...,

ont exposé des méthodes et des programmes de synthése
sur ordinateurs. Ces programmes permettent d'effectuer
la synthése des systémes logiques combinatoires en
formes normales, minimales ou irrédondantes, afin
d'optimiser selon certains critéres de cniit, des
circuits tels que les décodeurs, les PLA (programmable
logic arrays), les unités arithmétiques et logiques,

sur des ordinateurs conventionnels.



Le but de ce travail est de fournir un formalisme
et une méthode de synthése en formes normales
minimales ou irrédondantes des systémes logiques
combinatoires, programmable sur de trés petites
machines, telles que les calculatrices de table,
les systémes ad'microprocesseurs ou les miniordi-
nateurs, afin de rendre accessible l'optimisation
automatique des systémes & un plus grand nombre

d'utilisateurs.

Pour ce. faire, il a été développé sur la base

d'un précédent travail (20) un programme de calcul
des impliquants premiers pour des systémes pouvant
comprendre jusqu'd plusieurs milliers d'entrées

et de sorties, selon une méthode proche de celle

de Kazakof (5). Cette méthode consistait a former
dans l'ordre croissant de complexité, tous les
produits possibles des variables apparaissant dans
le probléme et & tester leur appartenance aux
différentes fonctions de sortie du systéme. Chaque
produit valide formé étant premier, on pouvait ’
s'interdire de former les termes de coilit plus élevés
inclus. Le processus pouvait donc s'arréter dés
qu'on avait obtenu un ensemble de termes satisfaisant
le probléme., L'idée de cette méthode reposait sur

le fait que les systémes dépendant d'un grand nombre
de variables sont toujours fortement indéfinis, ce

qui permet de ne former qu'un petit nombre de produits,



qu'on rejette s'ils contiennent un zéro de 1la

fonction & synthétiser. Cette maniére de faire est
dans son principe identique & la démarche de Tison
(18) pour la recherche des consensus entre plusieurs
monomes (produits). Cette recherche consiste en

effet & former tous les produits possibles des
variables monoformes {(c'est-a-dire non nuls) d'une
implication. Chaque produit formé est alors impliguant
si la somme des résidus biformes est une égalité a

1, ce qui ievient 3 tester que le produit formé ne
contient pas de zéro de la fonction ! L'inconvénient
de la recherche des consensus réside cependant dans

le fait que pour une fonction contenant au départ
beaucoup d'impliquants, (méme si ceux-ci sont des
états indéfinis), le nombre de produits & former
devient trop grand. Il est cependant intéressant de
constater que l'utilisation d'une table de Karnaugh
procéde toujours du méme principe : '

On forme les plus grandes surfaces possibles (repré-
sentant des produits de variables) ne contenant pas

de zéros, en s'évitant par 13 de former des impliquants
inclus a d'autres. Cette méthode est cependant aussi
limitée par le nombre de variables, méme si le probléme

est fortement indéfini.

L'algorithme exposé dans ce travail se raméne aux

processus précédents par le raisonnement suivant :



Puisque le probléme consiste & trouver tous les
produits possibles ne contenant pas de zéros, il
suffit d'enlever & la fonction contenant tous

les produits possibles, c'est-a-dire la fonction
booléenne 1, la fonction Z contenant tous les

zéros du probléme, en calculant l'expression
booléenne F = 1 » 2Z. Ceci est le principe du "sharp
algorithm", dont une version originale pour le
traitement des systémes & plusieurs sorties est
présentée. Cette version permet le calcul des
impliquants premiers d'un systéme dépendant d'un
grand nombre de variables, grdce 3 une méthode de
codage consistant a ne mémoriser que les états
définis des variables (d'entrée et de sortie), ce
qui représente une grande économie de mémoires et
de temps de calcul pour les petites machines. En
effet, on peut montrer que le nombre de produits a
former dépend linéairement du nombre d'états définis
des variables du probléme, lequel représente le

contenu informationnel du systéme & traiter.

Dans sa théorie des consensus, Tison (18) a donné
une solution élégante au calcul des couvertures
irrédondantes et minimales d'une fonction booléenne,
en définissant une fonction "base" qui dépend uni-
quement de variables booléennes auxiliaires, liées

a la présence ou a l'absence de chaque impliquant

premier dans une couverture de la fonction &

réaliser.



Il a montré que cette fonction s'obtient par le
calcul des relations de consensus de chaque
impligquant premier avec tous les autres. Une.
version générale de cette méthode sera présentée,
consistant simplement & calculer les solutions
d'une équation F(X) = 1, représentées par les
impliquants premiers de celle~-ci. Ainsi un seul
et méme algorithme sera utilisé & la fois pour

le calcul des impliquants premiers et des couver-
tures irrédondantes d'un systéme de plusieurs

fonctions.



CHAPITRE 1. CALCUL DES IMPLIQUANTS PREMIERS

D'UNE FONCTION SIMPLE.

1.1. Introduction.

Le but de ce chapitre est de montrer qu'une réalisation
"optimale", d'un systéme logique & 2 niveaux de portes,
passe par le calcul des impliquants premiers de la
fonction décrivant le systéme.

Le critére d'optimisation sera clarifié par la présen-
tation des notions d'impliquants, d'impliquants premiers,
de somme irrédondante. :

Un procédé systématique de calcul des impliquants.
premiers d'une fonction simple est démontré.

1.2. Rappel de formules de 1l'algébre de Boole.

Nous donnons sans démonstration un recueil de formules
(axiomes et propriétés) qui seront utilisdes dans la
suite du travail. -

Définition :

On appelle algébre de Boole un ensemble A muni d'une
opération X + Y (somme de deux éléments de A), d'une
opération XY (produit de deux éléments de A), d'une
opération X (complémentation d'un élément de A), d'un
élément 0, d'un élément 1, tels que les axiomes suivants
soient satisfaits :



1. X + ¥ =Y + X XY = Y¥YX

2. X + (Y + 2) = (X +Y) + 2 X(Y2) = (XY)2

3. X + (YZ) = (X + Y)(X + 2Z) X(Y + 2) = (XY) + (X2)
4, X + 0 = X X1 = X%

5. X + X =1 XX = 0

Théoréme : Les formules suivantes sont des conséquences
des axiomes (1) a (5).

6. X + X = X XX = X
7. X +1 =1 X0 = 0
8. X + (XY) = X X(X + YY) =

9. X + Y = X + XY) XY = X{X +Y)

(X + Y)(X + Y)

10. X = (XY) + (XY) X

11, X + Y

Y &p XY = X

12, X + Y = 0a=b (X = 0 et Y = 0) XY lasb (X = 1 et Y =

13. Y = e (X + Y = 1 et XY = 0)
14. X = X

15, X = Yasb X = Y

On trouve une démonstration de ces formules & partir des
axiomes (1) & (5) dans Harrison par exemple.

Définition : Dans toute algébre de Boole A, la relation
X € Y entre deux éléments de A est définie
par :



17. X € ¥ ¢=¢ X + Y = ¥
Il en découle par (11)
18. X Y o==p XY = X

Théoréme : On démontre les formules suivantes a partir
de ce qui précéde

19. X € X

20. (X £ Y et Y & X)o=p X = Y

2. (X €Y et Y € 2) =p X £ 2

22, 0 £Y €1

23. X ¢ Y o=p X + Y =1

24, X € Y o==p XY = 0

25. X ¢ yo=e¢ y £X

26. (X € Y et X'€ Y') =p X + X'£ Y + Y
27. (X €Y et X' € ¥') =p XX' £ YY'
28, (X € Y et X' £ Y) g=p X + X' £Y
29, (X £ Y et X £ Y¥')e=¢p X £ YY'
30. X € X + Y

31, XY £ X.

Théoréme : Si X,Y sont deux éléments d'une algébre de
Boole, alors :

32, X = ¥ e==b (X + ¥)(Y¥Y +X) =1

33. X Y o==p XY + YX = 0

Démonstration par (20) et (23), ou (20) et (24), et (12)

Commentaire : Toutes les formules énoncées jusqu'ici sont
supposées familiéres au lecteur, et seront
utilisées en général sans qu'elles soient
mentionnées.



1.3. Notion d'impliquant.

La notion d'impliquant est liéde & une réalisation

"4 2 niveaux", typique des circuits logiques actuels.
En effet, on décrit le fonctionnement d'un systeéme le
plus souvent par la somme des configurations dans
lesquelles il doit avoir une action donnée.

Cette somme (réunion) booléenne s'écrit par
exemple :

On peut dire que le fait que ab = 1 implique que
F =1, d'ou le terme "impliquant”.

Définition : soit F(a1,a2,...,aN) une fonction

booléenne et A(a1,a ) un

PYERRRE
produit de variables, alors on dit que

A est impliquant de F si :

AF

It
=]

Cette relation s'écrit aussi :

A £ F

ou encore :



1.4. Notion d'impliquant premier.

)

Soient : F(a1,a2,...,aN) et A(a1,a2,...,aN

une fonction et un produit de variables, on dit que
A est impliquant premier de F s'il n'existe aucun
autre impliquant B(a1,a2,...,aN) de F tel que :

A < B

Pratiquement un impliquant premier est un produit
composé d'un minimum de variables, "couvrant” le
plus grand nombre d'états possibles.

Exemple : si ac est premier

alors abc n'est pas premier.

1.5. Somme de produits irrédondante.

La notion de forme "minimale” d'une fonction & 2
niveaux implique celle de forme "irrédondante”.

Définition : Une somme de produits est irrédondante
si on ne peut enlever aucun terme de la
somme ni aucune variable dans chaque
produit sans changer la valeur de la
somme .

Exemple : La fonction F = a,a_.+ a,a, est
irrédondante.

La fonction F = a, + a_a, n'est pas



2)

3)

irrédondante car on peut enlever le

terme a1a2 sans changer la valeur de F.

La fonction F = a, + a,a. n'est pas

1 172
irrédondante car on peut écrire F = a1+ a,-
. = + b '
La fonction F a1a2 a1a2 n'est pas
irrédondante car on peut écrire F = a,.
Théoréme 1 : Toute somme irrédondante n'est ccmposée
que d'impliquants premiers.
Démonstration :
i . .. = + L A
1) Soit F(aI,aZ, ,aN) A1 A2 A1 AN
avec : Ai = Ai(a1,a2,...,aN) pour touvt i.

Tout terme Ai non premier est de la forme Bi - X
avec Bi impligquant premier.
En effet, la relation Bi - X < Bi est toujours

vraie !

On peut donc remplacer tout Ai non premier par
1'impliquant premier qui le contient, ce qui consiste

4 diminuer le nombre de lettres d'un terme.

Si 2 termes Ai et Aj sont remplacés par le méme
impliquant premier, on n'écrit celui-ci qu'une fois,

ce qui revient & supprimer un terme de la somme.

On peut conclure que toute somme irrédondante n'est

composée que d'impliquants premiers !



1.6. Processus de calcul des impliquants premiers.

Le principe du calcul des impliquants premiers d'une
fonction F en somme de produits est simple :

il suffit de transformer par De Morgan F (somme de
produits) en F (produits de sommes), chaque variable
étant inversée, et d'effectuer le calcul pour obtenir
F en somme de produits parmi lesquels se trouvent
tous les impliquants premiers.

1.6.1. Calcul des impliquants premiers d'un produit
de fonctions.

Ce théoréme préalable sera utilisé pour la démons-
tration par récurrence du § 1.6,2.

Théoréme 2 : Soient G et H, 2 fonctions exprimées par
la somme de tous leurs impliquants premiers.
Les impliquants premiers de F = GH s'ob-

tiennent en effectuant le produit des impli-
quants premiers de G et de H.

Démonstration

I/
m

1) Supposons A tel que : A A premier

2) ALF =p AL SH =P A €
(L'inclusion est transitive)

De méme : A £ GH =p A <£H



impliquant premier de F = GH et tout produit BD

ave
pre

c D £ G est inférieur ou égal a B, donc non
mier, ou bien égal & B.

3) Prenons un impliquant premier B de H tel que A £ B,
alors : A £ B &£ H
et un impliquant premier de C de G tel que A £ C,
alors : A <€ C £ G
4) Il s'ensuit que :
A € BC £ GH = F
5) Comme A est premier, on doit avoir
A = BC
Conclusion : A = BC a été obtenu en effectuant le
produit GH.
Exemple :
G =1 + jk H = im + no
F = GH = im + ino + ijkm + jkno
Remarque 1 : Tous les produits formés par le processus
de multiplication ne sont pas forcément
premiers.
En effet, si : BC = B, c'est-a-dire B = C, B est



Dans l'exemple qui précéde, on a bien

i P oim

le produit partiel i-im = im étant premier, l'autre
produit formé & partir de im, tel que ijkm est non
premier.

Théoréme 3 : Une fonction logique différente de 1

composée d'une somme de variables
(sous forme directe ou complémentée),
est représentée par la somme de ses
impligquants premiers.

Démonstration :

1)

2)

3)

4)

i = + a + ...+ @
Soit F a1 9 n

avec a;, variable sous forme directe ou
complémentée.

Supposons a; non premier.
Il doit alors exister un impliquant premier X

tel gue a, £ X.

La seule solution est X = 1, ce gui est exclu
dans l'énoncé du théoréme.

ai est donc premier.

= x, + x, + x n'est pas une somme d'impliquants
premiers car on peut écrire :



1.6.2. Algorithme d'inversion d'une fonction.

L'inversion d'une fonction F par De Morgan suivie du
calcul de l'expression en somme de produits fournit
tous les impliquants premiers de F.

Soit une fonction F donnée sous la forme d'une
somme de produits :

Par transformation de De Morgan on peut écrire
F comme produit de sommes :

Chague Ki est la somme des inverses des variables

qui composent Ai.

Si aucun Ai n'est nul, chaque ii est une somme
d'impliguants premiers. (cf. théoréme 3, chap. 1.6.1.,

ci-dessus).
En posant :

P0 =1 PO est somme d'impliquants premiers...

P, = P A En développant P, en somme de produits,

1

on obtient P1 sous forme de somme de ses

impligquants premiers (en vertu du

théoréme 2, chap. 1.6.1.)



En poursuivant le processus itérativement jusqu'a

on obtient F = P sous forme de somme qui contient

tous ses impliquants premiers !

Cet algorithme est appelé aussi sharp algorithm
ou extraction algorithm dans la littérature de
langue anglaise. Tison l'appelle méthode de passage

a la duale.

Remarque 2 : Si on dispose de F au départ (sous
une forme de somme de produits), il
faut d'abord exprimer F sous forme de
somme de produits au moyen de l'algorithme
précité, puis par une seconde application
du processus, on obtient F sous forme de
somme de tous ses impliquants premiers.

Exemple :

Soit : F = ab + bc

Par De Morgan on peut écrire :
F = (a + b){(b + ¢)

F = ab + ac + bc

On a obtenu les impligquants premiers de F.

Calculons les impliquants premiers de F par le
méme prccédé

F = (a + b)(a + c)(b + c)



On calcule d'abord l'expression :

(a + b)(a + ¢c) = a + 7( + 7{ + bec

Les deux termes non premiers sont éliminés,
puis :

F =Ya + be)(b + ¢c) = ab + ac + bc

On constate que l'impligquant premier ac ne figurant
pas dans la donnée est apparu. Cet exemple est un
cas particulier du consensus.

Remarque 3 : Si au lieu de prendre P0 = 1 au début

de l'itération, on pose P, = G(a1,a2,...,an),

0
ol G est une fonction arbitraire,

l'algorithme d'inversion permet de calculer

l'expression GF.

I1 est ainsi possible de calculer une
expression de fonctions booléennes quel-
conques , a condition de transformer celle-ci
de maniére & ce qu'elle ne contienne plus

que l'opérateur GF !

Exemple :
Calculer l'expression 2z = G + F
On peut se ramener a : 7z = (GF)

Ainsi 2 applications du processus suffisent pour
obtenir 2 sous forme de somme de ses impliquants
premiers. .



1.6.3. Exemple No 2.

Soit & calculer les impliquants premiers de :

F = abcd + abecd + abcd + abcd + abcd + abed + abcd + abed

On procéde d'abord au
1.6.2.

P0 =1
P1 = Po(a + b + ¢
P2 = P1(a + b + cC
P3 = Pz(a-+ b + ¢
P4 = P3(a + b + ¢
P5 = P4(a + + C
P6 = Ps(a + b + ¢
P7 = P6(a + b + ¢
F = P8 = P7(a + b + ¢

calcul de F, selon l1'algorithme

+ d) = a+b+c + 4d

+d) =a+b+c

+d) = a + bc + bd + bec + cd

+d)=a+bcd+y§+sa+aa

+d) = a + bc + cd

+ d) = ab + ac + ad + abc + bed
+ acd + bcd

+ d) = 3y€ + 556 + ac + ad +abc

+

+ d) = a

+

bcd + acd + gxéa
d + ac + abd + abc

becd + acd

On a obtenu F sous forme de somme d'impliquants premiers,
on inverse alors F pour obtenir F de la méme maniére

P = a + c

P, = p1(5 + b + d)

= a + bc + cd



P3 = Pz(a + b + ¢)
P4 = P3(b + ¢ + 4)
F = P5 = P4(a + ¢ + 4)

ib + ac + be + acd + )ng
ab + ac + bc .+ acd

6 + 3bd + 3c + abd + b3a + acd

Cet exemple montre que l'algorithme d'inversion ne
requiert que la mise en oeuvre du produit booléen
(y-compris tests d'inclusion). Il reste donc trés
simple & réaliser sur de petites machines, telles
que calculatrice de bureau, microprocesseur, etc...

De plus, nous verrons au chapitre 2.9. que chaque
fois que F est donnée par un tableau de vérité, le
calcul des impliquants premiers de F s'effectue en

une seule inversion.



CHAPITRE 2. DESCRIPTION D'UNE FONCTION

INCOMPLETEMENT DEFINIE.

Introduction.

Nous allons dans ce chapitre étudier directement la
synthése en somme de produit irrédondante pour des
fonctions imcomplétement définies, le cas des fonc-
tions complétement définies apparaissant comme un
cas particulier du précédent.

2.1. Fonction véracité d'une éguation booléenne.
Soit F(X1, Xzy..., Xn) = G(X1, Xz,..., Xn)
L'équation F = G est équivalente a :

F £ G et 6 £ F

C'est-&-dire que toute solution @u systéme d'équations
est solution de l'équation et réciproquement.,

Oor : F £ ¢ 4P F+6G6 =1
G £ F 4q=0 G+ F =1
Donc les solutions du systéme de l'équation F = G

sont les solutions du systéme d'équations :



et il est évident que les solutions du systéme
sont aussi solutions de :

(F + G)(G + F) =1
La fonction :
V(F = G) = FG + PG
est appelée fonction véracité, ou fonction

caractéristique de l'égquation booléenne F = G.

Cette fonction prend la valeur 1 lorsque F = G,
et 0 sinon.

2.2, Description d'un systéme logique avec états
indéfinis.

Décrivons le systéme en se donnant pour certains
édtats des entrées, les états de la sortie 3 l'aide
d'un tableau de correspondances.



Par ex. :

a1 32 a3 F
4] 0 1 1
1 4] 0 0

Le probléme consiste a décrire le comportement du
systéme 3 1'aide d'une fonction booléenne.

Attribuons & chaque entrée une variable booléenne
caractéristique ai0 8,0 g0 e

Notons par xij la valeur que prend l'entrée ai dans

la ligne j du tableau.

La fonction véracité de ce fait s'écrit :

ou xij prend la valeur 0 ou 1.

2.3. Fonction véracité d'un état des entrées.

Nous avons vu au § 2.2. que la fonction véracité de
1'état d'une entrée caractérisée par a; s'éecrit ¢

via, = x..) pour la ligne j du tableau.
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Nous pouvons maintenant écrire la fonction véracité
de cette égalité & 1l'aide de l'expression du
chap. 2.1. :

v(ai = xij) = ai . xij + (ai) . (xij)
Si .. = 0 il vient :
1]
= = + = a
via xij) a 0 (a,) 1 (al)
Si .o =1 il vient :
1]
= = + . =
vi(a xij) a 1 (a.) 0 a1

De méme, le fait que plusieurs entrées a1, a2, a3,...

prennent simultanément une valeur x, se

e Yiesr Z,.
13 1] 13
décrit par le produit des fonctions véracité liées i

chaque entrée.

Par exemple

L'expression a152a3 représente une "forme codée" de

la valeur 101 des variables d'entrées a 2 3

3e ligne du tableau.

2.4. Fonction véracité d'un état de la sortie.

Comme pour les états d'entrée, on peut définir les

qr-a et a, de 1la



édtats de sortie par une fonction véracité reliant
la variable F qui identifie la sortie et la valeur
1 ou 0 qu'elle peut prendre selon la ligne du
tableau qui la décrit.

On notera : v { F=0)'=F
v { F=1)=PF
2.5. Fonction véracité d'une. ligne du tableau.

On définit la fonction véracité d'une ligne comme
le produit des fonctions véracité des entrées et
de la sortie.

Dans notre exemple :

Ligne 1 : vy = a1a2a3F
Ligne 2 : v2 = a1a2a3F
Ligne 3 : v3 = a1a2a3F
Ligne 4 : v4 = a1a2a3F
2.6. Fonction véracité du tableau entier.

Le fait que le systéme doit se trouver dans un des
édtats qui le décrivent s'exprime par la somme logique
des fonctions véracité de chaque ligne :
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Notons par Ai tout état d'entrée pour lequel F = 1
Notons par Bi tout état d'entrée poébur lequel F = 0
On peut écrire : v = (ZAi)F + (ZBi)I—?
(ET; el

De méme en posant : 25 A, = A

7%

et :+ 2 B, =B

(€L,

on obtient : V = AF + BF

V est la fonction véracité du tableau entier.
C'est la fonction booléenne décrivant le systéme
équivalente au tableau de correspondance. Elle
n'est fonction que des états définis par le tableau

e

Cette fonction prend la valeur 1 lorsque le systéme
se trouve dans un état correspondant a une ligne du
tableau.

2.7. Introduction des états indéfinis dans la
fonction véracité du systéme.

Montrons gu'on peut introduire implicitement les
états indéfinis par le raisonnement suivant :

Il suffit d'exprimer le fait que chaque état d'entrée
du tableau “implique" l'état de sortie correspondant.
C'est-a-dire que chaque A, implique F et chaque B,
implique F. * :

A, =» F YieT,
=

i F V‘.EI;

Pour le montrer introduisons une nouvelle fonction
véracité W caractéristique de l'ensemble des relations



d'implication entre les entrées et la sortie du
tableau :

W =.7r (F + Ki)TT}f + Ei)
(L, (€Ze

En développant
(F + A ) (F + 52)(... ) . =F + A A, ... =F + A

car : A=A+ B, +... &b A = AA, ...

par De Morgan.
De méme : (F + 51)(5 + 52)(... )y = F + B
Finalement : W = (F + i)(f + 5)

Montrons sous quelles conditions cette nouvelle
fonction décrit le systéme :

Pour ce faire, nous introduisons une nouvelle fonction
véracité R, caractéristique de 1'égalité de V = W.
On pose : R(V=W) = VW + W

= (AF + BF)(F + A)(F + B)
+ (A + F)(B + F)(FA + FB)

= (AB + AB)F + (AB + AB)F

= AB + AB

Or : AB = 0 car un état des entrées ne peut pas
impliquer simultanément F et F.

D'od : R=2AB + AB + AB = A + B = (AB)
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On a donc le résultat suivant :

R(V = W) = A + B

Ainsi les 2 fonctions sont égales lorsque A + B = 1,
ce .qui est le cas pour tous les états d'entrée
définis du systéme.

En fait, W = V + AB ol AB représente la fonction
qui contient tous les états indéfinis du systéme.

En effet W = (F+ A)(F + B) = BF + AF + AB

= BAF + BAF + ABF + ABF + AB

= ABF + ABF + AB

Et si AB = 0 :

W = ABF + ABF + ABF + ABF + AB

W =AF + BF + AB =V + AB !

Il n'est pas nécessaire d'introduire explicitement
les états indéfinis dans V pour obtenir W :

On part de : v AF + BF

En inversant : v (A + F)(B + F) = AF + BF + AB

Il suffit alors d'inverser chaque variable de sortie
pour obtenir W = BF + AF + AB !

D'ol le théoréme :
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Théoréme 4 : La fonction véracité du systéme avec états
indéfinis s'obtient par inversion de la
fonction véracité du systéme avec états
définis aprés inversion des variables de
sortie.

On part de ¢ V = AF + BF

On effectue l'inversion des variables de sortie
pour obtenir une nouvelle fonction Y :

Y = AF + BF

Et on peut écrire : W = Y

L'inversion de Y fournit tous les impliquants premiers
de W. Ceux-ci s'interprétent de maniére analogue aux
impliquants de V. C'est-a-dire qu'a un impliquant
premier CF de W correspond un impliquant premier C de
F en tenant compte des états indéfinis.

Méme raisonnement pour un terme CF.
Un impliquant premier C de W peut &€tre considéré comme
impliquant de F ou de F, c'est donc un impliquant

premier ne contenant que des états indéfinis.

Nous -trouvons une démonstration de ce raisonnement au
chap. 4.5. théoréme 7.

Exemple du § 2.2. :

La fonction véracité du tableau s'écrit :

V = aj8,a,5F + 343,a,F + a,3,a,3F + a,a,a,F



Inversons les variables de sortie

PO = 1

P1 = Po(a1+ a2+ a_+

P2 = PT(a1+ a2+ a,+

P3 = Pz(a1+ a2+ a,+

P4 = P3(a1+ a2+ a_+
W = F(a1+ a2a3) + Fla,+

On a donc obtenu en une

de F

17273 17273

F) = a,+ a2+.a3+ F

F) = ala3+ a1F + a2+4a1a3+ a3
+ a1F + a3F

F) = ﬁ%é;F + j%é;F + a2+ a1a3
+ a,F + a,F + a_F

3 1 3

F) = a1a2+ a,a + azF + a1a3+

+ a1F + 54€;F.+ a2a3F

fois les impliquants premiers

ainsi que les impliquants premiers ne contenant gque

des états indéfinis

H

m|
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2.8. Borne inférieure, borne supérieure d'une
fonction incomplétement définie.
On a vu que l'équation booléenne gqui définit F est

Oon

Il

Don

est

W= (F + B)(F + B) =1

peut résoudre cette équation par rapport a F

faut imposer :

F+A=1 et F+B-=1
qui donne : F 2 A
F £ B
c tout F tel que :
A £ F £
solution de w = 1 !
aPpellé conventionneliement :

borne inférieure de F

borne supérieure de F



2.9. Calcul des impliquants premiers de la
borne supérieure.

Souvent dans la pratique, on ne désire calculer que
les impliquants premiers de la borne supérieure de
F. I1 s'agit donc de s'éviter des calculs inutiles.

Nous avons vu au chap. 2.7. :
W = BF + AF + AB

On veut obtenir BF par le calcul, en supprimant
AF de l'expression, qui représente la borne supérieure
de F jugée inutile.

Pour ce faire, on définit la fonction véracité de 1la
borne supérieure de F, notée (WJJ, qu'on obtient en
"masquant” le terme AF présent dans W par l'addition
du terme F :

w-3 =w+ F=F + AF + BF + AB
Aprés un bref calcul, on trouve :
(w-1=F + B
or [W-] s'obtient par inversion de :
(v-1 = FB
défini de maniére analogue & Y (chap. 2.7. page )

[ Y—] s'obtient par inversion de la variable de
sortie de :

{v) = BF

ou [V-] s'obtient & partir de V = AF + BF en
multipliant l'expression par F.
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D'ol la régle simple :

Pour obtenir les impligquants premiers de la borne
supérieure du systéme a partir de sa fonction _
véracité, il suffit de multiplier celle-ci par F,
ce qui revient simplement & ignorer les termes
comprenant F-!

Exemple du § 2.2. :

v = (a a2a3+ a a a )F + (a1a a

{ V-] = VF = (a a2a3+ ajaya,)F

233% 893,33)F

~
=
|
n

(a1a2a3+ a1a2a3)F

d’'ou

[W-] = [Y—] F + (a1+ a2+ a3)(a1+ a2+ a3)
= a1+ a2a3+ a2a3+ F

Les impliquants de la borne supérieure de F sont donc

Le terme F est & ignorer; il a en effet été introduit
pour le masguage.

On constate d'autre part qu'il n'est plus possible de
distinguer les impliquants premiers ne contenant gue
des états indéfinis. (cf. chap. 2.8., page 34).



CHAPITRE 3. CALCUL DES SOMMES IRREDONDANTES A L'AIDE
D'UN ALGORITHME DE CALCUL DES IMPLIQUANTS

PREMIERS.

3.1. Introduction.

Nous avons vu au chap. 1.5. que toute somme irrédondante
n'est composée que d'impliquants premiers. L'algorithme
du chap. 1.6. permet de les calculer tous. Les termes de
chagque somme irrédondante forment un sous-ensemble de
l'ensemble des impliquants premiers.

La méthode présentée ci-aprés consiste & caractériser
chaque impliquant premier par une variable auxiliaire
d'indice. Ceci permet de ramener le probléme de la réduc-
tion du nombre de termes de la somme au calcul des impli~-
quants premiers d'une fonction caractéristique ou
apparaissent ces variables auxiliaires:

3.2. Démonstration de la méthode.

On dispose de l'ensemble des Gi i €1
des impliquants premiers de la fonction F :

satisfaisant la relation :

ag 2 G
i€1
ou A est la borne inférieure de F.
On cherche un sous-ensemble GS avec S € I tel que :
6g =2 G, vérifie A < 6g
i€s



Pour ce faire, on forme la fonction

G(X) = Z Gixi
ie1

ol les Xi sont des variables de choix indépendantes.

Montrons qu'a tout Gs P A correspond et réciproquement
un impliquant

appartenant & la fonction véracité

V(X) = V(A £ 2 6,X,)
i€x
V(X) = A + G(X)

au moyen du théoréme suivant

® X, &€ V(X)
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Démonstration :

a) La fonction véracité de l'implication '( -9 )
s'écrit :

ATF éi + 2 ii + E‘+Zcixi

i€s i€s ie1

Te, +Z &, +6) + .o =

i€s i€s
Z i + ZGi .+ = 1
i€ s ies

b) Supposons :

\ X, £ A+Zcixi

i€s ie1I

vérifié. La relation est donc vraie pour toute
valeur des variables xi’ donc aussi dans le

cas particulier

X, =1 V i« s

xi = 0 YV i € 1-8
d'ol :

1 =32 +2 q. cqfad.



Commentaire

1) Tout impliquant de V(X) de la forme xS = Trhxi,
i€s .
c'est-a-dire ne dépendant que des variables auxiliaires
Xi’ fournik¥ssant une solution GS;> A, il reste 3 montrer
que tout impliquant premier de cette forme fournit
une couverture irrédondante de A. (La démonstration
est évidente).

2) L'intérét de cette méthode réside dans le fait que le
méme algorithme permet de trouver successivement les
impliquants premiers d'une fonction etses couvertures
premiéres.

3.3, Exemple

Soit F = ab + bc

dont on a calculé les impliquants premiers (chap. 1.6.2) :

GI = G1 + G2 + G3 = ab + bc + ac
i=1,2,3
Il s'agit de satisfaire la relation : N

AL X,G, + X6, + X.G,

par le calcul des impliquants premiers X, de :

s
VIX) = R 4 X6, + X,G, + X,G,
V(X) = & + G(X)
Calculons : V(X) = A + G(X)

en inversant la relation :
V(X) = A+-G(X)= (ab + Ec)(x1ab + X

2bc + x3ac)

On procéde de maniére itérative, selon l'algorithme du
chap. 1.6.2. (remarque 3)



PO = ab + bc
P, = PO(:_c1 + a + b) = ab§1 + be
P, = P1(§2 + b+ c) = ab:'c1 + bc§2
G(x) = P3 = Pz(;E3 + a + E) = abx,x_, + abEx1 + Ec;2§3
+ 55c§2

Po =1

P, = PO(S + b + X, + x3) = a+ b+ X, + %y

P2 = P1(5 + 5 + ¢ + x,) = 3 + 5 + x1 + cx3 + x1x3

Py = Py(b + c + X, + X3) = ab + ac + Exz + Ex3
+ bc + sz + Ex3 + bx,
IR FE PSR PE
+ bcx3 + CX

V(x) = P, = P.(a+b+3c+x,) =ab+ac+ax,+ be + bx,

+ a5x3 + bx, + <_:x1 + X%,
+ ax1x3 + acx3 + bcx3
+Cx2X3

Le seul impliquant X, est x_x qui fournit la somme

’
irrédondante : s 172

Le calcul des xs parait visiblement lourd. Il peut

cependant étre allégé en tenant compte de la considé-

ration suivante



Tout terme contenant une variable autre
apparaissant au cours de l'itération ne

un terme X On effectue donc le calcul

s*
compte que des xi.

Dans notre exemple, l'inversion de §(X)
alors a

V(X) = (x. + x

1 3) x1(x + X

2

ce qui représente un calcul visiblement

que xi,i £ 1,
peut donner

en ne tenant

se réduit

) X, = XX

plus court !
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3.4. Interprétation de la fonction V(X).

On a vu au chap. 3.2. que V(X) est la fonction
véracité de :

A £ G(X)

Or si A est donné sous forme de somme de produits :

2= 2,

jey

alors V(X) est le produit des fonctions véracité
des relations partielles

Ay € 6(x) V 5e]
c'est-a-dire Vix) = Kj + G(X)
en effet : V(X) = A + G(X) =T Z\j + G(X) =-[ij(><)
j€J i€ J
d'ol on tire V(X)) = Z\_Ij(x)

je g

L'interprétation des impliquants de V(X) peut se faire
gridce au théoréme suivant

Théoréme 6

G, A, =0 i I-T a=—=p A.Tr;(.é\'/.x <€ V(X
i85 Vie ;U xg <90 (x)
i€T




Démonstration :

a) La fonction véracité de l'implication (=»)

stécrit

A Z Gy + A, +in+AjTr(Gi+Xi)=
i€1-T ieT i€1
ZGi -‘-in+7r((_;i+)_(i)+... =
i€I-T Q€T i€1
Zci+in+7]‘ Gi/rxi+... =1
i€1-T Q€T i€ I-T  ieT

b) Supposons la relation :

Tr (G, + X.)

AijigAj 1 i

i€T ié1

vérifiée. Elle est donc vraie pour toute valeur des
variables indépendantes Xj, donc en particulier pour

X. =0 VierT
i
xi =1 Vi « I-T
d'ol : A,€ A, & =—p &, + A\ G, =1
] ] Tr 1 J /% 1
i€I-T 16I-T
Soit : Aj Zi Gi =0 cqfd.
ifI-T
Remargue : Pour des raisons de clarté, nous n'avons pas
distingué les termes Aj donnés par : F =j%5Aj

et les termes Aj qui apparaissent dans les
impliquants de V{(X). Cependant le théoréme
ci~dessus reste valable, car les seconds sont
égaux aux premiers si ce sont des mintermes, et
leur sont inclus dans le cas général.



3.4.2 Cas particulier.

Nous considérons dorénavant l'ensemble S tel gque
G.A, =0 V i € 1-5 et tel qu'il n'existe pas

i3
S' € 8 avec GiAj =0 VYi€ 1-8'.

Alors, l'impligquant Aj-Tr ii de V(X) est "premier
i€ s

en X", ce qui signifie gu'il n'existe pas un

ensemble S' £ S tel que :

A Tr X, & V(x)

i€s’

3.4.3 Commentaires

_Chagque impliquant "premier en X" Aj 1[ ki fournit

. ) iés
l'ensemble de tous les impliquants Gi' i € I-5 qui
ont une intersection nulle avec Aj et par conséquent,

chaque Gi' i € S a une intersection non nulle avec Aj.

L'expression A Tr ii £ V(X) signifie qu'il est
i€ s

nécessaire et suffisant d'exclure de 25 Gi' i I tous
les termes Gi' i € S pour que Aj ne soit pas couvert,

méme partiellement, c'est-a-dire pour que V(X) = 1.

Autrement dit, chaque Gi' i € S a une intersection
non nulle avec A, et est donc susceptible de couvrir Aj'

ne serait-ce que partiellement.



Dans le cas particulier ou Aj est un minterme,

chaque Gi i€S, est une couverture de Aj. (évident)

I
Nous admettons sans démonstration que l'obtention

de V(X) par l'algorithme de calcul des impliquants
premiers du chap. 1.6.2.,

—
V(X) =a- (Z,‘Gixi)
i€1 ’

ne fournit que des impliquants "premiers en X".

En conclusion, on peut considérer G(x) comme une
représentation algébrique booléenne d'un "tableau
de couverture" selon Petrick. Illustrons ce fait

par 1' exemple ci-dessous.

3.5. Calcul d'une fonction simple en sommes
irrédondantes.

Soit la fonction définie par le tableau :

Exemple du § 1.6.3.
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a b c a F
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 1
0 0 1 1 1
0 1 0 0 0
0 1 0 1 1
0 1 1 0 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
1 0 1 1 0
1 1 0 0 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0

La fonction véracité de ce tableau s'écrit

V = 3bcdF + abedF + abcdF + abcdF + abcdF + abodF
+ abcdF + abcdF + abcdF + abcdF + abcdF + abcdF

+ abcdF + abcdF + abedF + abcedF



Le calcul des impliquants premiers de F, se calcule
d'aprés la relation du § 2.9. par :

Cw-] =F + B

C'est-a-dire en inversant V, aprés avoir inversé
chaque variable de sortie, et en ignorant les termes
contenant la variable de sortie F.

Dans notre cas

(w-3=F + (353 + abed + abcd + abcd + abed + abed

+ abcd)
Py =1
P1 = a+ b+ c¢c + d
P2=P1(a+b+c+a)=a+b+c
Py = Py(a + b+ c+d =a+c+ bd
P, = p3(£ +b+c+d) =ab + ad + ¢ + bd
P, = 94(5 + b+c+d) = ab + acd + ac + bc + cd + bd
P, = ps(E + b+ c+ d) = ab + acd + ac + bc + bd

P, =P (a+ b+ c + d) = abc + acd + ac + abd + bcd

( w-1=F + abc + acd + ac + abd + bcd

La borne supérieure de F contient donc cing impliquants
premiers. Pour trouver les sommes irrédondantes, il
faut donc chercher les valeurs des x,,i = 1,2,3,4,5
telles que il
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o _ __ _ _ -
A £ abcx1 + acdx2 + acx, + abdx4 + bcdx5

c'est-a-dire calculer tout d'abord :

V(x) = A . (abcx1 + acdx2 + acx3 + abdx4 + bcdxs)

Procédons selon l'algorithme d'inversion :
P. = A = abcd + abcd + abcd + abcd + abcd +abcd

+ abcd + abcd

P, =P (a+b+c+ x,) = abcd + abcd + abcd + abcd

+

abcd + abcd + abedx,

bcd + abcd + abcd + abed

o
n
o
[+
+
o
+
Q
+
»
il

o

+ abcd + abcdx2 + abcdx1x2
+ abEd;c1
P, = P, (a + c + x,) = 55c5§3 + ;Ecd§3 + abed
+ abcdx3 + abcdx3 + abcdx2
+ abcdx1x2 + abcdx1
P, = P,(a + b +d + x,) = EEcE§3 + SBcd§3 + 5bEd§4
+ Ibcd - - -
abcdx3 + abcdx3x4
+ aEEEiz + ab55§1§
+ abEd§1

2

%1
n

V(x) = P_ = P, (b + c + d + 55c5§3 + 55cd§3 + EbEd§4§5
+ Ibed: - - -
abcdx3 + abcdx3x4
+ abodz _——— -
abcdx2 + abcdx1x2

. - - -
abcdx1x5



- 50 -

L'interprétation de V(x) d'aprés le chap. 3.4.1.
peut se faire comme suit

L'impliquant abcd de F a une intersection non nulle
avec l'impliquant premier ac indicé par Xqe

De méme pour abcd et abcd.

L'impliquant abcd a une intersection non nulle avec
les impliquants premiers abd indicé par "x, et bcd
indicé par X

etc...

De plus, le fait gu'un impligquant de F ayant une
intersection non nulle avec un impliquant premier,
soit un minterme, entraine qu'il est couvert par

cet impliquant premier.

Dans notre exemple, V(x) fournit les relations
suivantes

abcd € 3abd et abcd € bcd

etc...
La fonction V(x) est l'équivalent algébrique d'un

tableau de couverture de Petrick .

Les solutions de V(x) ne dépendant que des variables

X s'obtiennent par inversion de V(x), en ne gardant gue

les x, :

i
Vix) = x3(x4 + xs)‘(x3 + x4)x2(x1 + x2)(x1 + xs)
V(X)) = x.x_.X + X, X_X_X

27375 1727374




Ce qui donne les 2 sommes irrédondantes

F = acd + ac + becd

+ acd + ac + abd

o]
n
o
o
(o]




CHAPITRE 4. CALCUL DES IMPLIQUANTS PREMIERS

D'UN SYSTEME DE FONCTIONS.

Nous avons vu au chapitre 2 comment calculer les
impliquants premiers d'une fonction booléenne avec
états indéfinis.

Généralisons la méthode aux systémes de plusieurs
fonctions, de maniére & pouvoir utiliser l'algorithme
d'inversion d'une fonction booléenne unique,

4.1. Définition du systéme.
al et —— Fl
a2 S.L.C. — F2
a3 | F3
. *

On peut décrire le comportement de ce systéme de maniére
analogue & un systéme & sortie unique :

Par exemple

al a2 a3 Fl FZ
0 0 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 1 1 0
1 1 1 ¢ 1




Décrivons ce systéme au moyen d'une fonction
booléenne unique :

4.2. Fonction véracité du systéme.

On la définit de maniére analogue au systéme a sortie
unique, par la somme des fonctions véracité de chaque
ligne :

v =2 E.S; =2Ei(a1,a2,...,aN) S; (FyuFy eee,Fy)
i€I i€1

nombre de lignes définies paf la table

avec : I

nombre de variables d'entrée

z
it

[
n

nombre de variables de sortie.

et on appelle :

Ei : état d'entrée de la ligne i

Si : état de .sortie de la ligne i.

Pour l'exemple du chap. 4.1]., on a :

+a155§‘f‘ +aaaFk-" + a,a,a,F

Vo= 2,2 2%3F1F2 1322354F, 122837

28354,

Remargques

a) Cette fonction véracité vaut 1 si le systéme se
trouve dans un état défini et 0 dans le cas
contraire.

b) Cet exemple contient 2 types d'indéfinitions.
D'une part, les états d'entrée qui n'apparaissent
pas dans le tableau et par conséguent pour lesquels
les états de sortie ne sont pas spécifiés,



d'autre part.les états d'entrée définis dans le
tableau pour lesquels l'état des sorties n'est
pas complétement défini.

Dans notre exemple, les états d'entrée :

a,a,a a,a,a

8988 r 848,85, 8,8,845, 848,48,

sont du premier type, alors que l'état :

F . défini .
a,a,a, F, n'est pas défini pour F,
On peut alors interpréter cette ligne comme étant
la forme contractée de :

(F, + F,) F

a1a a 1 1

273 2°

Il est donc important de constater gue la fonction
véracité V contient les états indéfinis du second
type mentionné ci-dessus.

Quant aux états indéfinis du premier type, on les
introduit implicitement de la méme maniére que
pour un systéme & sortie unique.

4.3. Fonction véracité du systéme avec états
indéfinis du premier type.

Montrons gue pour obtenir la fonction véracité du
systéme avec les états indéfinis du premier type, il
faut exprimer le fait que 1l'état d'entrée impligue
1'état de sortie correspondant et ceci pour chague
ligne définie par le tableau. Cette fonction s'écrit

w=“ W, (E,=Vs,)
1 1 1
i€r

c'lest-3-dire : W =]T (ﬁi + Si)
i€1



Il s'agit de montrer que :

w=v+Z:‘r:i
i¢1

ol : in représente la somme des états d'entrée
i{I qui ne figurent pas dans le tableau.

On a les relations évidentes :

1]
—

T +Ze,
ifr i€1
2 - ZE
if1 i€1
d'ol on tire : ZEi =Z€i = //l-::1

if1 i€1 i€1

It
o

Nous devons donc montrer gque :

w=V+T(Ei

i€1

Pour simplifier la démonstration, montrons
successivement gue

wé-v+77§.i
i€l

et W7/V+7/-EJi
i€1

a) La fonction véracité de la relation & s'exprime :

R(WE v +Trf3i) =W+ V +7f€i
i€1 i€I



et en introduisant
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W o= 7T(E. + s,
1 1

i1

v-Zes,

i€x

on obtient : R = ZEigi + 2 E;S; + -’rE
i€1

i€1 ié1

b) De maniére analogue :

R(Wp V +/'Ei)

w+\7~ZEi

)

i

i€1 iér
=Tr (E; + 5)) +ﬂ’ (B, + Si’ZEi
ie1 i€1
a'ol : R = (zsiéi)(ZEisiﬂ-‘“- E‘t)
i€1 i€1 (€T

en développant l'expression, on trouve

+ E_S +.. ) (ES

1

+E

+...)
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En effet, les deux expressions ci-dessus représentent
les conditions que l'on admet implicitement dans
1'écriture du tableau. On peut les interpréter comme
suit : pour deux états d'entrée définis dans 1la
table et d'intersection non nulle, on ne peut spé-
cifier pour toute fonction deux états différents.

.

Par la relation : W = Zr(ﬁi + Si)

ié1

on déduit que : W =2 Eigi
ié1

or : v = ZEiSi
i€1

On retrouve le méme procédé de calcul du paragraphe

2.7. (théoréme 4) généralisé au cas de plusieurs
fonctions. C'est-a-dire que pour obtenir les impliquants
premiers de W, il suffit d'appliquer le processus
d'inversion d'une fonction booléenne unique a la fonc-
tion VvV, dont chaque Si est remplacé par §i'

a

4.4, Application a l'exemple du § 4.1.

On avait : v = a1a2a3F1F2~+ a1a2a3F1F2 + a1a2a3F1F2
+ a1a2a3F2
L} N - w = > a 7R o A = P
d'ou : W a1a2a3(F Fz) + a1a2a3(F1F2)
+ aja,2,(F,Fy) + ajaza4F,



Pour appliquer le processus d'inversion, il est
nécessaire de développer les expressions de
sortie :

=
)
[UR]
[ 3]
o
ol
+
n)l
D)I
+
D)l
o
+
D)l

1727371 22 3 2 2 3 2 3 2

22aFy * 3y3,35F, + aja,a,F,

+
ml

On procéde par étapes

P0 =1

P1 = Po(a1+ a2+ 53+ F1) = a_+ a_.+ 53+ F1

P, = Pola + a,+ 53+ F,) = a,+ a,+ 33+ FF,

Py o= Py(a + a,+ ag+ 51) = a,+ 5153+ a F F,+ a ,a,
+ a F Fo+ a1§1+ 5351

P, = p3(51+ a,+ ag+ Fz) = a,t 5153+ a,F F,+ a a,
+ a F Fo+ a1f152+ 535152

Py = P4(51+ a,* 53+ Fo) o= ay+ 5153+ 51F1F2+ 535152
+ a1a3F1+ 33F1F2

Py = P5(51+ a,+ 53+ Ez) = a,t 5153+ 51F1F2+ 535152
+ a1a3F1F2

P, = P6(51+ 52+ 53+ F,) = 51a2+ 5153+ 51F1F2+ 53F1E
+ a152a3F152+ a253+ aZF2

W= a,a,+ a,a,+ a,a.+ a F F + a_F, F.+ a a.a.F F.+ a_F



Il est aisé de contrdler que :

172 173 273 représente la somme des états

a
. indéfinis du premier type.
a1F1F2 signifie que a, est impliguant

1
premier du produit des fonctions

F1 et Fz. Etc...

Cependant, comme dans le cas de la synthése d'une
seule fonction & deux niveaux, on ne s'intéresse
qu'aux impliquants des bornes supérieures de chaque
fonction.

4.5. Calcul des impliquants premiers des bornes
supérieures d'un systéme de fonctions.

La réalisation simultanée d'un systéme de plusieurs
fonctions fait apparaitre un critére d'optimisation
spécifique, qui est le suivant :

un impliquant commun & plusieurs fonctions peut &tre
utilisé pour la réalisation de plusieurs fonctions

simultanément, ce qui aboutit a une diminution du
colit total de la réalisation du systéme.

En effet, si : A &F A premier

et : B £F B premier



alors : A-B £ F_F

On voit que l'impliquant commun A* B n'est généralement
pas impliquant premier de F, ni de Fz, mais est
impliquant premier du produilt F1F2.

Il s'agit donc de calculer les impliquants premiers

des fonctions du systéme ainsi que ceux de tous leurs
produits, en utilisant l'algorithme d'inversion d'une
fonction booléenne unique,

Nous avons vu au chap. 2.9. que les impliquants premiers
de la borne supérieure d'une fonction F_, incomplétement
définies, s'obtiennent en calculant les- impliquants
premiers de la fonction véracité:

w.,~]=F, + B,
[ J J J J
ol : Ej.? Fj par définition de la borne supérieure.

Le calcul des impliquants premiers de{:w—] =;EZIWj{]
fournit tous les impliquants premiers des produits des
bornes supérieures des fonctions, en vertu du théoreéme

suivant

Théoréme 7 : A tout impligquant de [W-j de la forme
c WF., ¢ indépendant des variables F,,
j€J-s J
correspond l'impliquant G du produit des

bornes supérieuresTr B.. (s € J)
j€s




Démonstration :

a) <& WE = GT\_Fjg'“'Ej WE,
jes j€J-s jés j€J-s

or -W'Ej "V Fj £ TY-(Ej + F,) = [W-] toujours
jés j€J-s j€ET

parce que le membre de gauche n'est que l'un des
termes du membre de droite.

o o F ¢ [we= ¢ T F <TG +5

3
j€J-s jéJ-s sy
a==p G F € 2 (T EJ.-T Fy)
¥ 3-s s'€J j€s'  j€I-s'
== & 3 W =
¢ T} Fj( 2. \¥ B, Fo)
j€s’
j€3-s sS€s'€CJ j€J-s"

car GTT Fj% Z (\_\ éj -“- f‘j)

j€J-5S s'¢s jES j€ J-8

car pour S' &£ S, chaque terme du membre de droite est

formé d'un produit contenant plus de variables F. que
le membre de gauche. ]

L'indépendance de G par rapport aux variables F.
entraine J



Remarques 3

a)

b)

La démonstration ci-dessus fait intervenir des
propriétés liées & la notion d'indépendance
entre variables que nous renongons & demontrer
dans le cadre de ce travail.

Nous avons en effet admis que :

YX £ 2X =P Y & 2 si Y et 2 sont indépendants
de X.

Si on calcule les impliquants premiers de [w-]l.de

la forme A-“ F. , alors tout terme de la forme
5e3-87
A ﬂ-f avec 82 S n'est pas un impliquant de [w ]
CJ SIJ
c'est-a-dire que TrB ne couvre pas A.
JES'DS

Tout impliquant premier de [w—], fournit donc les
impliquants premiers A du produit des bornes supé-
rieures du plus grand nombre de fonctions.

4.6. Calcul de [W—] par inversion.

Nous avons vu au chap. 2.9. que le calcul des impliquants
premiers de la borne supérieure d'une fonction unique
se raméne & l'inversion d'une fonction [Y-], comme suit :

on "masque" les termes de V comprenant les variables
F, ceci en effectuant le produit (v-3= v F

on inverse chaque variable de sortie, ce qui donne :

Cy-1.
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Ce procédé peut se généraliser pour les systémes de
plusieurs fonctions .

Nous avons vu aux § 4.2. et 4.3.

V=2Eisi = W\ (E.

W = \(E1 +5;)
i€1 i€1
on pose : Si =Tl-sij
i€J
ou : ' Sij = Fj si Fj vaut 1 & la ligne i du tableau
sij = f‘j si Fj vaut 0 & la ligne i du tableau

Explicitons W

W o= 7T(Ei + 55

ié1 JET

=T ”-(Ei + 859

i€I j€J

=Vﬂ-(§i +8,0) = 7/—wj

j€J €I j€g
avec : Wj = /7_(Ei + sij)

ie1

Or nous avons défini au § 4.5. :

(w-] =T (wj—]

j€g
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n
ok

avec : (Wj—]=f‘j+§j j+w

car par analogie au chap. 2.9.

et : (wj-]=§.+ix.r.+§.F + A.B, = F, +

ainsi [W—] apparait sous la forme :

[w-.'_l =“- (f‘j + W) =Tr (f‘j *T(Ei MIESEL

j€J j€J i€1
=W “-(Ej + E_:i + 55
j€J i€l

[w-7-T &, + T (Fy + 5,50

i€1 j€J

[w-7=T (8, +[s,;-D

ié1
En définissanttsi—] comme suit :

(si—]=‘ﬂ—(§j +5,.)

ij
j€g

comme : (w—] =TI— (Ei + (.Si_]
i€1

(#-3 =Z e, [5,-]

i€I



en posant : (V—j = Z Ei(si—

i€1 e

on constate que le procédé est bien la généralisation
de celui du § 2.9. :

Le calcul des impliquants premiers de (w-] peut se
faire par inversion d'une fonction

(-1 - ZEi[Ei'—]

i€l

qui s'obtient comme suit :

- on supprime dans chaque terme de V, les variables
Fj non niées. (On remplace Si par [Si—] ).

- on inverse dans chaque terme de V le produit des
variables de sortie. (On remplace Cs -7 par [s -J.

4.7. Exemple du § 4.1.

On avait :

vV = a1 2a3F1F2 + a1a2a3F1F2 + a1a2a3F1F2 + a a2a3F2

—
=
|
-
[}
o1
o
[
-
+
[
[ 2]
[ 3]
m
mi
+
[
[
[
m

y + a1a2a3(

123233F, 132337 + 3,3,3,5F,
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En effectuant 1l'inversion, on trouve

P1 = a1 + a2 + a3 + F1
P2 = P1(a1 + a2 + a3 + FZ) = a1 + a2 + a3 + F1F2
P3 = Pz(a1 + a2 + a3 + Fz) = a1 + a2 + a3F2 + F1

(w-1=3, +a, +af, +FF

Commentaire

51 et a, sont impliquants premiers communs de F1 et Fz.

ajs est impliguant premier de F1.
f1§2 signifie gque 1 n'est impliguant ni de F1 ni de Fz‘

4.8. Exemple du décodeur BCD-7 segments.

La fonctionvéracité du décodeur BCD-7 segments est
la suivante :

%

F, 5
Fa

¥ 17
Fs



Nous allons calculer les impliquants premiers de
ce systéme par le processus d'inversion de 1la
fonction unique{ w-1= Z E, [5.-].

cexr * 7 1
La fonction véracité [_ﬁ—], aprés développement en
somme de produits, apparait comme suit

al
o
m
+
o
o
(o}
o
&)

(_‘77—]= abcdVF, + ab



Et le processus d'inversion(w-] = (w-ldonne
finalement :

[w-7 = f‘1 F, ¥, F, F, F, F, t+cdF F, F, F,
+BE§1§2§4§5§7 +bdf‘1f‘3i4ﬁsﬁ7
+Ef‘1f=2f‘3§4i‘5§7 +ab
+ b d 51 52 54 ES 57 + a c
+di‘1§2§3§4§5§7 + ad
+SF1§2§4E‘5§6§7 +a§5§7
+BE§E4

+
o
)
o)
m
]

Cet exemple bien connu et qui est déji trop complexe pour
étre calculé a la main, se laisse résoudre en un temps
minime sur les plus petits systémes programmables.



CHAPITRE 5. CALCUL DES IMPLIQUANTS PREMIERS D'UN
SYSTEME DE FONCTIONS PAR UN ALGORITHME

D'INVERSION SIMULTANEE.

5.1. Introduction.

Nous avons vu au chapitre 4, que les impliguants

premiers d4'un systéme de fonctions s'obtiennent

par le processus d'inversion de la fonction unique

{w-1 = Z EiCSi—I . La nécessité de devoir développer
er

¢ -
chagque terme Ei [Si—) en une somme de termes:
Eg [si-] =.Ei[s“—] +e (5,7 + ...
comporte deux inconvénients :
- elle augmente le nombre de termes de[ﬁ—]
- elle ralentit le processus d'inversion, puisqu'il

faut effectuer une itération par terme.

Nous allons voir comment il est possible d'accélérer
le processus d'inversion, tout en diminuant le
nombre de termes a mémoriser.

5.2. Principe de l'algorithme d'inversion simultanée.

[W—] s'obtient par inversion de

(#-1-28 (5,-]

i€ I



Au lieu de développer les Ei (§i-] en sommes de
produits, introduisons-les tels quels dans le

processus itératif d'inversion :

P, = Py(E, + [s1-])= E, + (51—\
P, = P (E, +{s,-}) = ...

R . +[sl—])
A chaque itération, on effectue :

o= P By 4 Us-1

Or Pi-1 est déj

de la forme :

sous la forme d'une somme de produits

Pior = % By Sk

avec Bk ne dépendant que des variables d'entrée et S

ne dépendant que des variables de sortie.

k

En développant Pi' on obtient

P, = (%Bk 5,0 (E; + (s,-1)
B, = kZ(Bk ) s, +{Bk(sk (s,;-1)



- 71 -

On constate que le calcul de :

Z (B E.) S
K k i k

correspond au calcul effectué dans l'algorithme
d'inversion d'une fonction simple.

D'autre part, le calcul de :

Zk B (s, [s,-])

ne nécessite que la manipulation.des variables
Fj dont dépendent s, et [Si—\.

L'algorithme d'inversion simultané peut donc
s'énoncer :

A partir du "tableau source” Pi , former 1le

-1
tableau Pi comme suit

1) Développer chaque terme B du tableau source

S
k "k
selon l'algorithme d'inversion en ne consicdérant

que les variables d'entrée.

Affecter a chaque ligne obtenue le produit des
variables de sortie de la ligne source.

2) Ajouter le "tableau source" dans le tableau
produit, aprés avoir multiplié le produit Sk
des variables de sortie de chaque ligne source
.par le produit des variables de sortie (s5,-1

- i
de la ligne Eisi'



5.3. Efficacité de 1l'algorithme d'inversion
simultanée. .

Estimons le nombre de produits logiques qu'il
faut effectuer lors de l'inversion [w—]-’LW ]

Soit un tableau de I lignes comportant chacune N
variables d'entrées et J variables de sortie.

Dans le cas od on développe (W-len somme de_
produits (chapitre 4.5.), chaque ligne Eif si—]

donne un nombre de termes de N + 1 variables,
qui croit comme J.

L'inversion-du tableau entier nécessite un nombre
de produits qui croit comme :

I+«J+(N + 1) produits.

Pour l'algorithme simultané, dans lequel on traite
séparément entrées et sorties, l'inversion nécessite
le produit de I 1lignes contenant J + N variables,
ce qui donne :

I «(J+ N) produits,

Pour J %) 1, la seconde solution est visiblement

avantageuse !

Pour J = 1, les 2 solutions sont équivalentes.
En conclusion, il faut remarquer que le nombre

I . (J + N) représente le nombre de bits définis
dans le tableau décrivant le systéme.
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5.4. Exemple du § 4.1.

On avait

P0 =1
P1 = Po(a1 + a2 + a3) + P0F1F2 = a1 + a2 + a3 + F1F
P2 = P1(a1 + a2 + a3) + P1F2 = a1 + a2 + a1F2 + a2F

(w-] = a; +a, + ajF, + F,F,

Ce qui est bien identique au résultat obtenu
sous 4.7.
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CHAPITRE 6. APPLICATION DE L'ALGORITHME D'INVERSION

SIMULTANEE AU CALCUL DES COUVERTURES

PREMIERES DES SYSTEMES DE FONCTIONS.

6.1. Définition du probléme.

Nous avons vu aux chapitres 4 et 5 comment obtenir
les impliguants premiers d'un systéme de fonctions
par l'inversion d'une fonction booléenne [ W-J obtenue

4 partir du tableau décrivant le systéme. Les impli-
quants de L w-1 ont la forme

H =6, W Fj < [u-]

k k
j€I-s,
ou k &€ K nombre d'impliquants premiers de {w-7]
skSEJ sous~-ensemble des indices des fonctions
Fj, pour lesquelles Gk n'est pas impliquant.
Gk ne dépend que des variables d'entrée.

Le probléme consiste & trouver pour chaque Fj une

, k € K. £ XK couvrant F., de
k J
maniére & ce que la réunion des Kj comporte un minimum

somme partielle de G

d'éléments.

C'est~a-dire

¥V i on cherche Kj tel que : Aj< Z G,
k&K,
J
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A, défini par V. = A,F, + B.F,
jaetini P j 33 i3

et : U Kj comportant le minimum de termes.

jeg

Les deux conditions ci-dessus font apparalitre le
caractére simultané de la recherche des ensembles Kj.

6.2. Description de la méthode.

La méthode de calcul des couvertures premiéres d'un
systéme de fonctions est dans son principe la
généralisation de la méthode utilisée pour un systéme

32 sortie unique démontrée au chap. 3.

Donnons-en une description suivie d'un exemple, sans
toutefois la démontrer.

Nous disposons d'un ensemble de K impliquants de [w-] de la
forme : -

H = GkTr F

]fJ-Sk

dont on peut dire gue G, n'est pas impliquant des

k
fonctions Fj, j appartenant a J—Sk.

On forme l'expression correspondante !

* =
H, GkZ F
]éSk



qui signifie que Gk peut étre utilisé pour couvrir

l'une ou l'autre des Fj' j & Sk.

D'autre part, & partir de :

v=Zes, =2 = Tr TFp

; . ‘e .
i€1 iel 3j Ti JéUi

avec : T, U U; cJ

et : T, N Ui={0}

on forme la fonction

[v+]* = Ei-ﬂ Ej

ier 3J€EJ-U,
1

qui est "une transformée" de la fonction véracité
de la borne inférieure du systéme.

La recherche d'une couverture irrédondante de 1la
borne inférieure du systéme se raméne & la recherche
d'une somme partielle Hs*.

Hs* =ZHk* avec S & K.

vérifiant la relation

Cvedx € no»




Pour ce faire, on forme la fonction

* = *
Hg* (X, F) ZHk X,
keX

et on calcule les impliquants premiers de la
fonction véracité

Rex,7) =[ velre B ¥ (X, F)

On obtient R(X,F) sous la forme

R(X,F) =ZBlTr')FkTY Fj ol : K €K
€L KEK €3 NPT

Il est alors nécessaire de transformer ﬁ(X,F) en

R*{X,F) défini comme suit

I
K
1EL k€K,

R* = X .
Rrox,ry =28 I W ZF;
& J-J
] 1
Il reste a effectuer le calcul de R*(X,F) en inversant

l'expression ci-dessus

R* (X, F) =—lT (.z'xl + Zxk | Fj)

£ g
1€L kéK1 j€J J1

Les solutions de cette expression ne dépendant que
de X et de F, s'obtiennent par le calcul de l'expression
simplifiée:



R* (X, F) =—\T (2 x, 'ﬂl'ﬁj P

1€L keKl JéJ-Jl

6.3. Interprétation de R*(X,F).

L'interprétation de R*(X,F) simplifié est liée
au théoréme suivant

Aj§ZGk Vier d==°vka§j4R*(x,F)
k&S k€S JEI-T

Ce qui s'énonce

A un impligquant premier de R*(X,F) de la forme

TrkaT Ej, correspond la somme des impliquants
k&S jEJ-T

Z(Sk qui couvrent les bornes inférieures A, des
k€S J
fonctions Fj' j€T, de maniére irrédondante.

Nous admettons sans démonstration ce théoréme, qui
est une généralisation des théorémes 5 (chap. 3.2.)
et 7 Jchap. 4.5.).

Cas particulier

A tout impliquant de R*(X,F) de la forme

-~
k€S
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correspond un ensemble de Gk’ k&€ S, couvrant le

systéme -intégralement.

A tout impliquant de R*(X,F) de la forme

e Xk-“-f‘j avec S'& s
k€S 3€3-{ o]

correspond le sous-ensemble des G k € 8', couvrant

kl
la fonction Fj ‘uniquement.

(]
Ce qui signifie que R*(X,F) fournit non seulement
les solutions irrédondantes du systéme complet,
mais encore les solutions irrédondantes de tous les
sous-systémes, notamment les solutions irrédondantes

de chaque fonction individuelle.

6.4. Interprétation de R(X,F).

Nous avons vu que les impliquants de R(X,F)

g, T W E,

k&Kl JéJl

peuvent s'interpréter en considérant le théoréme

T,

o
kﬁxl JEI-J

Bl.‘\'r A Bl_\T x. Al F; & R(X,F)
k€K, 3€J

1 1
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C'est-a-dire qu'un impliquant de R(X,F) de la
forme ci-dessus signifie que Bl est couvert, au
moins partiellement, par chaque Gk' k & Kl et ceci

pour chaque fonction Fj' j & J-Jl.

Ce théoréme que nous admettons également sans
démonstration (et sous toute réserve) représente
la généralisation des théorémes 6 (chap. 3.4.1.)
et 7 (chap. 4.5.).

6.5. Exemple du chapitre 4.1.

La fonction véracité du systéme est :

1323354 F, 13233F4F, + 343,35 F,Fy + 3,3,a,5F,

dont nous avons trouvé les impliquants premiers.
(chap. 5.5.).

(w-] = 3, + a, + ajF, + F.F,

On forme la fonction :

* = 3
H(X,F) a1(F1 + F2) X1 + a2(F + F,) X + a_F_X

et la fonction

+*=-- a
(v] ajayay * aya,a3F,Fy



et on calcule :

R (x,F) = [v* « B¥(x,F)

d'ol :
Py = 343,33 * 3,3,a,FF,
p1 = Po(a1+ X1+ F1F2) = a
+
Py = Pylagt xp+ FuFy) = a
+
+
= A+ X_+ F = a
P3 P2(a3 X3 F1) a
+
+
+
d'ou
R(X,F) = a1a2a3x1x3 + aIa
+ a,a a X F, + .

a,883%3%




Interprétation :

- 3,3.a,K X, signifi 2.3
Le terme a1a2 3% %3 51gn1f}e que a a2 3 a
une intersection non nulle (couvert dans ce cas,

car c'est un minterme) avec les impliquants

premiers a, indicé par X, et a. indicé par X

1 1 3 3’
et que ces deux derniers ne couvrent aucun zéro

des fonctions F, et F,. de la ligne a a.a F F

1 2 273 2°
Plus simplement, si on suppose a1a2 3 =1, alors
il suffit que 2123 = 1 pour gue ﬁ(x,F) =1,

c'est-a-dire pour que la condition de couverture

ne soit pas remplie a cette ligne.

1

que X, = 1 ou x3 = 1 pour qgue F1 et F2 soient

couverts a cette ligne.

Réciproquement, il suffit que X §3 = 0, c'est-a-dire

273 1
égal a 1 pour que F2 soit couvert & cette ligne.

- Le terme a a,a_X F signifie que x1 doit étre

En effet, a3§2 < [w-] signifie que a, n'est pas

impliquant de F2.

- Les termes tels que a a2a3F F desquels les ik
sont absents et qui contlennent (par conséquent)
le produit de tous les Fj' j€J, ne contiennent
aucune information utile. Il sont d'ailleurs élimi-

nés par l'opération R —~? R* effectuée ci-dessous.

A partir de §(X,F), formons la fonction :



En inversant cette derniére expression et en ne
considérant 