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RESUME,

Le filtrage numérique caractérisé par un traitement quasi-continu de
1'infermation est un proiédé de traitement de signahx électriques basé
sur les analyseurs différenéiels numériques. Dans ces systémes, des multi-
plicateurs & taux programmables transforment 1'informatien de base sous
ferme de signaux bimaires modulés en fréquence. Cette modulation d'impul-
sions en densité temporelle est 1'information quasi-continue qu'il con-
vient de traiter par pondération avec des constantes et intégration sur
des compteurs réversibles, et qui justifie ainsi 1'appellation de filtre
numérique quasi-centinu. La nature binaire des signaux apparaissant dans
ces systémes laisse envisager une intégration poussée sur circuit intégré

des filtres numériques quasi-continus,

L'analyse des filtres quasi-continus idéalisés ou réels s'effectue avec
différents moddles mathématiques, permettant une cemparaisen directe avec
les filtres analegigues et numérigues conventionnels.

11 est possible de montrer que le filtre numérique quasi-centinu se
déduit du filtre numérique canonique. Dans le filtre quasi-continu, neus
trouvons un filtre numérigue 3 arithmétique incrémentale présentant les
caractéristiques suivantes: arithmétique & virgule flottante particulizre,
fréquence d'horloge faible et matériel de rdalisation relativement 1imité.

Une approche mathématique d'analyse des filtres appelés gquasi-continus
fournit un systdme d'équations paramétriques permettant d'expliquer théo-
riquement les effets non-linéaires dus 3 la modulation d'impulsiens en
densité temporelle. Ces effets apparaissent plus clairement aprés intro-
duction du déveleppement en série de Taylor st de la méthode des approxi-
mations successives {premiére approximation) dans les équations paramé-
trigues. La simulation sur ordinateur des structures quasi-continues par
leurs équations paramétriques donme une sefution numérique compléte & ces

effets non-Tindaires de modulation,

La quantification des ceefficients des structures quasi-centinues est
comparée 3 la sensibilité des coefficients des filtres numériques conven-
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tionnels. I1 apparait que la sensibilité des filtres quasi-continus est

3 mettre en relation avec celle des filtres numériques & récursion double.
Au voisinage du point z = +1 du plan complexe, la structure quasi-continue
est donc beaucoup moins sensible que le filtre numérique de forme cano-
nigue.

La réalisation d'une structure quasi-continue dont les coefficients et
les différents paramétres sont choisis de manidre interactive et program-
mable vérifie les modéles développés. Ce systéme inclut un interface cla-
vier et écran de visualisation qui permet de programmer une structure &
1'essai par mise en cascade de cing éléments au maximum de premier ou de
second ordre. Par manipulation de différents paramétres, nous étudions
entre autre dés filtres passe-bas, passe-bande, passe-haut et coupe-bande,
mais nous observons également les problémes de quantification des coeffi-
cients et des produits (effets non linéaires dus aux multiplicateurs &
taux programmables).

Les filtres numériques quasi-continus trouvent des applications intéres-
santes dans le domaine du traitement des signaux & des fréquences faibles
(fC S 10 kHz). Des applications particulidres typiques existent en élec-
tronique bio-médicale. En particulier, ce type de filtre a &té adopté dans
un appareil de mesure autematique de la pression artérielle, afin de sépa-
rer les différents signaux détectés par les capteurs,



1. INTROCUCTION.

Les signaux électriques scnt présents dans tous les domaines de Ta
science et 1'information qu'ils contiennent revét une grande importance
dans des domaines tels que les télécommunications, les systémes de
contréle cu encore les appareils d'électronique big-médicale. Les
principaux types de signaux électriques peuvent &tre classifiés comme
indiqué dans Te tableau de 1a fiqure 1.1: quatre catéqories de signaux
électriques se caractérisent par leurs évolutions temporelles et en
ampiitude., Dans le cas d'une évaluticn temparelle discréte du signal, le
terme de signal échantillonné est admis, alors que 1'appellation de si-
gnaux quantifiés évoque une évalution en amplitude discréte du signal.

TEMPS Temps cantinu t Temps discret n

Signaux discrets,

AMPLITUDE Signaux continus échantillonnés
J A
e (S TN S
continue anatcgiques

Signauxr continug

analogiques analogiques
Amplitude Slgn:g;.é ] [—J_i n
discrete [quantivies
1 J
11
11
Slgnauxr numériques

Fig.1.1 : classification des signaux électrigues.

Le traitement de 1'information contenue dans un signa) s'effectue dans
certains cas par filtrage. Le filtrage est un procédé de traitement dans
lequel le spectre en amplitude et en phase est modifié en accord avec les
spécificatians désirées. Un filtre peut par exemple réduire cu éliminer le



bruit centenu dans un signal, ou limiter 1a largeur de bande d‘un signal,
ou encore séparer plusieurs signaux distincts superposés.

La figure 1.2 présente les trais catégaries de filtres connues et qui
traitent les types de signaux définis précédemment: il s'agit des filtres
analogiques continys {systémes passifs, actifs ou & ondes élastiques de
surface}, d'autre part des filtres analagiques échantillannés (systémes
4 transfert de charges qui sont des filtres transversaux et structures &
capacités commutées qui sont des filtres récursifs), et enfin les filtres
numériques (sous forme transversale & réponse impulsionnelle finie ou
sous farme récursive a répanse impulsionnelle infinje).

passifs & &1é- passifs & €1é&-
ments discrets ments distribués
{LC, RC, réson,) (cavités, lignes)
cantinus
i
2 .
=4 3 ondes élas- actifs
E? tiques de sur- {LC, RC, FDNR,
5 face SAW FONC)
w
@
1
-t
“ échantil- 4 transfert de 4 capacités
lannés charges CCD commutées SC
4 répanse impul- 4 réponse impul-
Filtres sionnelle finie sionnelle infi-
numériques FIR nie 1IR

Fig.1.2 : Classification des diffdrents types de filtres.

La théorie moderne du filtrage permet 1'analyse et 1a synthése des
différentes catégories de filtres & partir des spécifications fixées soit
dans le demaine des fréquences {gabarit), soit dans le domaine temporel. Les



techniques hybrides permettent la miniaturisation des filtres analogiques
continus, alors que les filtres analogiques échantillonnés et les filtres
numériques sont preduits sous la forme de circuits intégrés. L'état
actuel de la miniaturisation des différentes technologies de circuits
intégrés permet la réalisation de filtres numériques, malgré leur comple-
xité et la nécessité de conversion analogique-numérigue & 1'entrée et
numérique-analegique & 13 sortie.

Les domaines d'utilisation des diverses technologies de traitement du
signal &lectrique sont visualisés dans le diagramme simplifié a deux
dimensions de 1a figure 1.3, selcon [46, 47). Dans ce diagramme, les para-
mdétres fondamentaux apparaissant sent la fréquence d'utilisation f repor-
tée en ordonnée et le facteur de qualité Q (= f/af) en abscisse.

Le domaine d'application des filtres numériques caractérisés par un
traitement quasi-continu de 1'information faisant 1'chjet de cette &tude
y est inclu également. Nous constatons que ce domaine est encore plus
restreint que celui des filtres numériques conventignnels. La fréquence
de coupure maximale d‘une structure quasi-continue est de quelques kHz,
ce qui limite leurs applications aux trés basses frégquences. En ce gui
concerne leur largeur de bande relative, 1a limite est trés proche de
celle fixée pour les filtres numériques classiques.

Dans les filtres numériques gquasi-continus, les signaux qui représen-
tent les variables d'état, d'entrée et de sortie sont transformés en
signaux binaires modulés en fréquence avant d'étre intrecduits dans des
éléments de sommaticn de ces impulsions. Cette modulaticn 4'impulsions
en densité temporelle représente de manidre quasi-continue 1'informaticn
3 traiter et justifie 1'appellation de filtre numérique quasi-continu que
nous avens choisie pour désigner ces systémes.

La réalisation de ces filtres requiert un matériel! de logique binaire:
des multiplicateurs & taux programmable et des compteurs réversibles, ce

qui rend leur expérimentation particulidrement aisée.

Dans ce chapitre, nocus examinons le principe du traitement & 1a base des
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systeémes quasi-continus ainsi que Teur idéalisation, ce qui permet de les
décrire A 1'aide d'équations différentielles et de leur transformée dans
le domaine de Laplace. Quelques exemples de filtres particuliers sont
&laborés. '

af/f10°r 107* 107 907 107*

f [Hz] Lig:;es de trcmsm-isl f [Hz]
sion, guides d'ondes
- -
?
107 4+ \ + 10
Y
\ _Ondes de
1004 \ surface : L 10°
\sAw
\
107__ o 107
L
\ Ondes de
10° \: volume : L
e — A artz
s U ¥
- i !/
10°4 _}\ l ! + 108
. l -
AN
. X
10 \ / T 10¢
{ f
Systeme
10’-%numém'?:§§ls \-J\ . T 100
;;quasi- . \H\\\\ﬁumértques
;;co"ti”ﬁ# % 8C + RC actifs
102-;25;/ p -l" Electromécaniques T 10°
ccosfia
Y
T N

10 f } +
10 102 102 10" 10° qQ

Fig.1.3 ; Domaine d'application des technologies de filtrage

usuelles (f : fréguence d'utilisation, Af/f : lar-
geur de bande relative, (@ : facteur de gqualitd),

selon [46] et [47].

Le lecteur trouvera dans 1'annexe C une table d'explications des dif-
férents symboles utilisés dans le présent travail.
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t.1. Principe du traitement 3 la base des filtres numériques quasi-

continus.

On peut comprendre le principe du traitement 3 Ja base des filtres
numériques quasi-continus par 1'examen des systémes logiques seéquentiels
permettant la détermination d'une frégquence moyenne d'un signal de fré-
quence instantanée variable [1, 36].

Un fréquencemdtre & intervalle de méshre, comme celui exposé & la fi-
gure 1.4, permet de mesurer la fréquence d'entrée constante fe‘ Le
compteur, dont 1'état est donné par la variable X, est remis 3 zéro avant
de comptabiliser les impulsicons arrivant & son entrée durant la période
T. La fréquence recherchée est égale au rapport du nombre X obtenu par

1a périaode de mesure T: fe = X/T.

X

Juuus
£ IN X 1
e

Clear

|

Fig.!.4 : Frégquencemétre A intervalle de mesure.

Lorsque la fréquence & mesurer n'est plus constante mais au contraire
variable, la structure de fréquencemdtre asservi de la figure 1.5 permet
de suivre 1'évolution temperelle de.]a valeur moyenne & court terme de la
fréquence. En effet, la fréquence inconnue est introduite ici dans une
structure compesée d'un compteur réversible {compteur avant-arriére) et
d'un multiplicateur & taux pregrammable, (e dernier élément fournit, &
partir d'une entrée numérique d'une part et d'une fréquence de référence
d'autre part, un signal formé d'impulsions binaires de densité temparelle
proportionnelle aux deux grandeurs précédentes. La sortie X du fréquence-
métre de 1a figure 1.5 {valeur affichée par le compteur réversible) est en
relation directe, & 1'équilibre, avec 1a fréquence d'entrée, Ce systéne
peut par exemple &tre utilisé pour enlever les irrégularités de la



pulsation cardiaque de 1'&tre humain afin d'en tirer 1'information utile

dépourvue des phénoméres d'arythmie,

N{1)

entrée - |
CR >
f f|
réf
Mp . f=kfréfN(t)

fe{t)=f

Structure de fréguencemétre asservi (CR : compteur

réversible, MP : multiplicateur & taux programmable).

Fig.1.5 :

Comparons la structure de 1a figure 1.5 avec celle d'un intégrateur
de premier ordre. Celui-ci se réalise par exemple avec un circuit de type

RC-passif selon la figure 1.6.

o— I ey 1 —
+ e +
R
C
x{t) —_— ¥(t)

Fig.1.6 : Intégrateur RC-passif de ler ordre

Cet intégrateur analogique est décrit mathématiquement avec 1'équation

intégrale :

t
y(t)+R1—c!y(T)d-r= —R1—c--!x('r}dr (1.1)

Par transformation dans le domaine de Laplace, la fonction de transfert,

notée H{s), est déduite :

¥(s 1 i 1
O SR e ey (r2)




avec : w_ = RC = T°! : fréquence de coupure.

Dans le plan de Gauss 5, le pdle de cette fonction de transfert est
situé en (-1/T) sur 1'axe réel négatif, comme indiqué & la figure 1.7.

§io
plan de
Gauss s
-1/7 o
3¢ e
0

Fig.1.7 : Emplacement du péle de la fonction de

de transfert (1.2) dans le plan de Gauss.

La fonction de transfert H(s) en {1.2) détermine de manitre univoque
les répanses en amplitude et en phase de ce filtre passe-bas de ler
ordre, dont 1'illustration est donnée avec le diagramme de Bode de la
figure 1.8, Rappelons que ce diagramme est une représentation lggarith-
mique de 1'amplitude et de la phase en fonction de ta pulsation normali-
sée = w/uw-

| 20100:0 4 }o

log,, 0 lagy o 2

-n{d

-n/2

Fig.1.8 : Diagramme de Bode du passe-bas ler ordre décrit par (1.2)

Le schéma de la figure 1.6 est une réalisation possible d'un inté-
grateur analogique de premier ordre. Une autre réalisation utilise une
structure de type erdinateur analogique [2] comme 1'indique la figure 1.9.

La similitude apparente entre cette dernidre réalisation et la structu-
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il - + [ y(t)
il
RC
|

Fig.1.9 : Réalisation de l'intégrateur de ler ordre de type

ordinateur analogique.

re de fréquencemdtre asservi de 1a figure 1.5 est & souligner. Le fréguen-
cemdtre asservi proposé apparait donc comme un intégrateur de premier
ordre ou encore comme un filtre passe-bas réalisé dans une technologie qui
n'utilise que des éléments de logique binaire.

La description mathématique idéalisée du fréquencemdtre asservi repose
sur 1'hypothese de continuité de signaux. I1 s'agit donc de représenter
les signaux par des fonctions continues dans le temps et en ampiitude.

Appliquons 1'hypothise de continuité des signaux au fréquencemdtre
asservi, Pour cela, il convient de transformer les éléments constitutifs
de ce systime réel en éléments idéaux, comme 1'indique la figure 1.10.

Les multiplicateurs binaires 3 taux programmables (MP)} sont remplacés
par des multiplicateurs de fréquence instantanée (MF) et les compteurs
réversibles (CR) le sont par des intégrateurs de différence de fréquences
instantanées (IDF).

Le fréquencemdtre de la figure 1.1%, constitué d'éléments idéaux,
répond 2 1'hypothdse de continuité des signaux. En sortie de 1'intégra-
teur de la différence de deux fréquences, 1a variation différentielle de
la variable n(t) s'écrit:

dn(t)=(fe(t)-f(t) ) dt (1.3)

Cette variation différentieile s'exprime par la différence des fréquences
d'entrée de 1'intégrateur sur une fraction de temps dt.
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ELEMENTS REELS

ELEMENTS IDEALISES

Multiplicateur binaire a

taux programmable MP:

fe n bits

MP

f(t)

Multiplicateur de fréguence
instantanée MF:

fe f(t)

Juais Jinn

f
n{t)]| {f(t)= 2—‘,*, n{t)

— e )

MF
LAARF DApffAR

n{t) flt) =k f, n(t)

Compteur réversible CR:

Junn

Intégrateur de différence de
fréquence instantanges 1DF:

LA
_nrnrue CR IDF
fz—-- - fz_-" -
t
I n(t) = [(fl(T)-fz(rJ)dT
Sommateur: Sommateur instantané:
A+B A+B
— - = — -
A A
B n bits B |

Sommateur d'impulsions:

Sommateur de fréguences

instantanées:
e EL i T
fz r] f1+f2 T f1+f2
{porte OU) f2
Fig.1.10 -

numérigues guasi-continus.

Idéalisation des éléments constitutifs des filtres
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AWy £, n(t)

+ 1DF _________{:>

fref ra

Fig.1.1] : Fréquencemétre asservi constitué

d'éiéments idéaux.

Le multiplicateur de fréguence MF produit la fréquence f(t)=kfrefn(t),
ce gui donne 1'équation du systéme sous hypothdse de continuité des

signaux
n{t) + K e 1) = £ (1) (1.4)

Par transformation dans e domaine de Laplace de cette équation diffé-
rentielie, et avec des conditions initiales nulles, 1a fonction de trans-
fert H{s), rappart de 12 transformée N{s) du nombre continu de sortie n{t)
et de la transfarmée Fe(S) de la fréquence instantanée d'entrée fe(tl. est:

N{s 1
H{s) = =T — {1.5)
Fe s) s+ kf ¢

Cette fanction de transfert est celle d'un &1ément intégrateur de ler

ordre dant 1a constante d'intégration T est fixde par :

w, = kf

c ref = /7 (1.86)

11 s'agit d'un filtre passe-bas dont la fréquence de coupure est
situde en w = W« Le systéme asservi permet donc de réduire sur la varia-
ble de sortie les fluctuations de Ta fréquence d'entrée. La réduction des
fluctuations sur 1'affichage de 1'appareil rend ainsi 1a lecture plus

confortable.

Dans le systeme réet, 1'amplitude et le temps sont quantifiés et la
description compl2te des phénoménes demande des moyens mathématiques
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mieux adaptés que les équaticns différentielles décrites avec 1'hypothése
de continuité des signaux. En particulier, 1'équation de la différentiel-
Te {1.3) devient une équation aux différences, ol la variable ii(t) et sa

variation AR sur une péricde AT sont des valeurs entidres :

Af = Partie entigre { [fe(t] -f(t}) AT }
(1.7}
AT « 1/fref
Lorsque AT devient trés petit pour une fréquence de référence fref
élevée, cela nécessite une différence des fréquences fe et f d'autant
plus grande, de facon & remplir la relation (1.7} :

aT > ‘I/(fE - f) (1.8)

En premiére approche, le fréquencemétre asservi peut &tre décrit &
partir de 1'hypothése de continuité des signaux, alors qu'un modéle plus
complet remplace les fréquences instantanédes par des suites d'impulsions
d'une part, et tient compte de 1a quantification des variables numérigues
d'autre part.

Les filtres numériques quasi-continus utilisent un matériel logique

simple :

- les compteurs réversibles sont réalisables & 1'aide de bascules enrobées
de logique combinateire,

- les multipticateurs & taux programmable se composent de compteurs accom-
pagnés de la legique de comparaison avec la variable a multiplier.

Par la suite, nous appelons filtre fréquentiel tout systéme de filtra-
ge constitué des éléments idéaux décrits précédemment. Cette définition
prend son origine, dans la structure idéalisée, par 1'apparition de va-
riables sous forme de fréquences instantanées.
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1.2. Correspondance filtre analogique & filtre fréquentiel,

Dans ce paragraphe, nous établissons les relations existantes entre
les paramdtres des filtres analogiques conventionnels et ceux du filtre
fréquentiel du type défini au paragraphe 1.1, Des exemples de réalisation
sont donnés & partir d'une structure de deuxigme ordre,

Considérons 1'équation différentielle d'un filtre analogique général de
deuxitme ordre :

Q;%}El + blgﬁéil + byy(t) = aoﬂ;%il) + 31d:£t) +ax{t) (1.9)

Le filtre dit de type calculateur analogique, esquissé 2 la figure
1.12, constitue une réalisation possible de cette équation différentielle.

x(t)
!
Bz | b'e KT VY
k
L] ’ y(t)
+ 7t + -
1
r
'y Rel
t

Fig.1.12 : Filtre de 28me ordre de structure ordinateur analogigue.

L'équation différentielle (1.9} devient par la transformée de Laplace:

2 +a kos+ k
. Apsi+ajs+ay 0 1 .
¥(s) s“+b;s+b; X(s} + S +bys+by (1.10)

et, lorsque les conditions initiales k, et k, sont nulles, nous obtenons
la fonction de transfert H(s} du deuxi2me ordre:

_Y(s) _ apsivaj;s+a; _ strogs+a, '
His) = x{s} sZ+b,5+by 2" sZ4b, s+ 0, (1.1}

avec:  a; = ai/ao et s =o+ju : fréquence complexe.

Sous forme factorisée, la fonction de transfert laisse apparaitre une



-15-

une paire de pales et une paire de zérgs :

(s ~ sg,)(s - 34,)

H{s) = ap - i .
(s spl)(s sz)

(t.12)

Les pdles sp » sz et les zéros 5, , so2 peuvent étre réels ou com-
1 1

plexes canjugués, La stabilité du systéme est assurée si les pdles satis-
font la condition :

Re{spi] <0, {1.13)

et le filtre est & phase minimale si les zéros sont tels que:

Re { $91 = 0. {1.14)
lljw
S‘F’1 L T x : pdles
|I a ! zéros
: /b_; 2=k
i s
X 01
1
{

./3—1-_1‘) /az-__fa 1/25

\__y,__.J g
-b, /2 -a:/2

Fig. 1.13 : Position des pdles et des zdéros de H(s) dans le plan
de Gauss 5. Cas d'un systéme stable & phase non

minimale selon les éguations (1.12) et (1.13}.

La figure 1,13 illustre le cas d'un systime de deuxitme ordre stable &
deux péles et deux zéras complexes conjugués présentant une phase non mini-
male. Les positions de ces pbles et zéros sont fixés par (1.15).

s =-m /2t m, 7% -m, (1.15)

n; i i1 i2

avec : m1J. = aj v z2éros ; ij = bJ. : poles.
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Oe la condition de stabilité (1.13), i1 vient : b, > 0 ; de plus, les
racines des polynSmes du numérateur et du dénominateur sont :

- complexes conjuguées si my > my?/4,

- deubles réelles sim = m?/4,

- réelles sim <m?/4 .

La figure 1.14 rappelle la position des pbles et des zéros dans le
plan de Gauss selon les valeurs des coefficients de ta fonction de trans-
fert T(s) donnée en {1.11).

Poles de T(s) Zéros de T(s}

Fig.1.14 : Analyse des valeurs des coefficients du filtre analogique et

répartition des péles et des zéros dans le plan de Gauss.

Les coefficients b, et b, ne peuvent admettre que des valeurs positives
{b;>0, b2 >0}, dans le cas contraire on aurait en effet un pdle dont la
partie réelle serait positive, donc un systéme instable.

Le filtre fréquentiel équivalent au filtre analogique est déterminé par
transposition de la structure ordinateur analogique présentée 2 la figure
{1.12). Nous avons déjd vu que les variables internes d'un filtre fréquen-
tiel sont des fréquences instantanées, par conséquent définies strictement
positives. Le n'est pas le cas de la structure analogique générale ol les
variables appartiennent au domaine des nombres réels. Afin de simplifier
la transposition du filtre analogique en un systeme fréquentiel, cette
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difficulté est évitée par deux mayens différents. Le premier procédé
utilise une arithmétique qui tient compte du signe des variables internes
du systéme et qui travaiile avec les valeurs absolues des grandeurs de ces
variables. La mise en ®uvre de cette salution est cependant trop complexe
et une autre méthede est utilisée dans lé réalité. La deuxidme méthode
consiste en un décalage des variables intermes des filtres. Le domaine
physique de fréquences strictement positives des filtres fréguentiels est
ainsi respecté. La figure 1,15 illustre ce décalage des variables internes
dans le filtre de type ardinateur analogique de second ordre.

u{t) = xq +x(t)

domaine
physique
pour les
fréquences
LY

3
=

|
|
|
|
|
|
|
|
I
+

x(t)

MK A i —

max - max
Fig.l!.15 : Décalage des variables du filtre de

structure eordinateur analogigque.

Les signaux d'entrée et de sortie et les variables internes du circuit
de la figure 1.12 deviennent ceux de la figure 1.16 aprés décalage:

signal d'entrée u(t) = xp + x(t)
signal de sortie : v(t) = y, + y(t)
variable interne 1 : wif{t) = 234 + z1(t)
variable interne 2 : wy(t) = 2,4 + z,(t)

{1.16)

Le syst2me d'équations différentielles représentant le filtre de type
ordinateur analegique de 1a fig.1.16 aprés décalage des variables est:

v(t) = agu(t) + wilt)

wilt) = a3 u(t) - by v(t} + wy(t) (1.17)

walt) = 32ult) = by v(t) + 240
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lL..x

v(t)

N’l(t

Fig.1.16 : Filtre de 2éme ordre de structure ordinateur analogigue

aprés décalage des variables internes.

Les £quations différentielles (1.17} peuvent &tre réduites 3 la rela-
tion (1.11) lorsque les conditions initiales sont nulles et si les valeurs
Xo» Yo, Z1g» Z2p €t Zye nécessaires & 1'équilibre obéissent aux identités:

230 = Yo-2agXp
230 = biys-a1x, {1.18)
Iyo = baye-a: %

Les valeurs d'équilibre %o, ¥4, Zy4, 234 €t 2,, ne sont pas indépendan-

tes. Les conditions d'équilibre (1.18) énoncées ci-dessus relient ces
valeurs entre elles avec les coefficients a, et bi du filtre,

La disposition des signaux d'entrée et de sortie du filtre de type
ordinateur analogique est illustrée 3 1a figure 1.17.

v(t)

¥
max

e e —— —

0
u(t) = xq + x(t), u(t)E R v(t) =y, + y(t), v(t)E R’

Fig.1.17 : Signaux d'entrée et de sortie du filtre de type ordinateur

analogigue.
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Par transposition des éléments constitutifs du filtre analogique de la
figure 1.16 (multiplicateurs de tension et intégrateurs) par lTes consti-
tuants principaux du filtre fréquentiel (multiplicateurs de fréquence MF
et intégrateurs de différence de fréquences 1DF), nous obtenons deux
structures de filtrage fréquentiel de second ordre, L'entrée du filtre
fréquentiel peut 8tre placée aprés un convertisseur analogique-numérique
comme dans la figure 1.18, ou aprds un convertisseur tension-fréquence,
selon la structure de la figure 1.19, Dans Ta premidre réalisation, les
coefficients sont intreduits sous forme fréquentielle, alors que dans la
secande, ceux-ci sont placés sous forme numérigue aux entrées des multi-

plicateurs de fréquence idéaux.

a,n (t)[C i
W ee— ey e v présent pour un
v . . v "\}' N H/passe-haut.
—y MF 224 MF Zig I
w | € | <L n(t
fz.‘ + L + ‘ '_\-\‘..
2 +| ioF +| mF PN+ =
- - L__.
. [ j [
HF "w;(t)--—---'51 MF M (t)
4a

Fig.1.18 : Filtre fréquentiel de 2éme ordre, lére forme, entrée provenant

d'un convertisseur A/N et coefficients sous forme fréguentielle.

f (t)
u
P2 1 [s21
Wl MF
TSR e e T
=it 2w b
L' r- 'Y r
MF ::) MF
{

MF :.muitiplicateur de fréquence
10F : intégrateur de la différence de fréquences
Fig.1.19 : Filtre fréquentiel de 2¢me ordre, 2éme forme, entrde provenant

d'un convertigseur T/F et coefficients numérigues.
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le degré du filtre synthétisé (en général une cascade d'éléments de second
ordre) s'identifie au nombre d'intégrateurs de différence de fréquences,
chacun d'entre eux étant 1ié & une variable interne. Les conditions ini-
tiales du filtre sont également les valeurs initiales des intégrateurs
10F.,

L'action du multiplicateur de fréquence MF a dé€ja &té soulignée: pro-
duire une fréquence instantanée propertionnelle 3 Ja fréquence et au nom-
bre se trouvant aux deux entrées du multiplicateur. Dans ta figure 1.18,
Yis Y2, 614 8; €t £ sont des fréquences de référence fixes définies par
Tes coefficients du filtre & réaliser; les variables internes nwl(t),
nwz(t)’ 1'entrée nu(t) et la sortie nv(t) sont des nombres caractérisés
par une longueur de mot supposée infinie dans le filtrage fréquentiel.

La structure de la figure 1.19 réalise le méme filtre fréquentiel, mais

les parametres de filtrage sont ici des nombres (cas de pg, P1. Pzs Y1s 2],
alors que les variables internes fwltt)' fwz(t), le signal d'entrée fu(t)

et le signal de sortie fv(t) sont des fréquences.

Par transposition du filtre de type ordinateur analogique, le proces-
sus de décalage des variables appliqué au systeéme fréquentiel donne, en
cas de conditions {initiales nulles pour le filtre de la figure §.18:

nu(t) =t "x(t) ; nv(t) = nyb + ny(t)

{1.19)

= + N H = + N
nN1(t) nZ:o Zztt] nwz(t) nlzo Zz{t)

En conséquence, Tes équations différentielles représentant ce filtre
fréquentiel de la figure 1.18 s'écrivent:

nv(t) = ap nu(t) + nwl(t)
By (1) = 2avan () - 63 () +en, (1) (1.20)
ﬁwz(t} = a4 Y2 nu(t) - &, nv{t)+ Zsq

Par comparaison avec les relatiens (1.17) du cas analogique, nous -

établissons les correspondances entre Tes filtres analogique et fréguen-
tiel de premi2re forme au niveau des coefficients:
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dp =8y 3 8y =dpYy ;3 dp T ApY¥Ya2E

(1.21}
b] =8 bz = 8¢
Les valeurs & 1'équilibre doivent obéir aux cenditions suivantes:
n = n. -agn
Z1p Yo Xp
n =&hn -a n 1.22
2205 1fy oY1 Xo { )
f =d8n -a n
Zyp 2 ye © Y2 X

Une démarche similaire est exécutée pour le filtre fréquentiel de la
figure 1.19, Te décalage des variables et la transposition du filtre
analegique dans le circuit fréquentiel fournit les variables:

fu{t) = fx0 + fx(t} ; fv(t) = fyn + fy(t) (1.23)

fwl(t) = len + le(t) ; fwztt) = f220 + sz(t]

Les équations différentielles représentant le filtre fréquentiel de
deuxigme forme de la figure 1.19 s'écrivent:
fv(t) = pufu(t) +fw1(t)
o f(t) -0 T (1) + £, (1) (1.24)

A RORE NGRS

-+ _—h

—_
+ -+

= Z
1 L]

Par comparaison avec les relations (1.17) du cas analogique, mous dé-
duisons les correspondances entre les filtres analogique et fréquentiel de
deuxiéme forme au niveau des coefficients:

dp = 0y 3y 41 = @ 3 dp = PN g
(1.25)
by =¢;n 3 ba=yne

Les valeurs & 1'équilibre doivent satisfaire dans ce cas aux expressions
suivantes:

f = -
Z1p fyn P fxn

f =Y, f =po F 1.26
Zzp i Yo M Xo ( )

= -p, f
sto vz fYn b2 Xp
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ob les fréguences f et f_ sont respectivement:
2o 220

len = nég et fzz0 = £8, (1.27)

Dans ce paragraphe, nous avons établi les relations qui décrivent les
filtres numériques quasi-continus idéalisés (hypothese de continuité des
signaux) appelés filtres fréquentiels. Ces structures sont obtenues par
transposition du filtre de type ordinateur analogique. Les filtres fré-
quentiels ne possédant que des variables intermes strictement positives
{fréquences), le décalage des variables de tous ces systeémes dans le domai-
ne des nombres réels positifs est indispensable. Plusieurs groupes d'équa-
£ions, reliant les coefficients et les valeurs des variables 3 1'équilibre,
ant été déduits.

11 convient maintenant d'examiner quelques applications possibles de
ces relatians. Nous entreprenons 1a mise en oceuvre de filtres qui peuvent
trouver usage dans des domaines ol le traitement de 1'information s'effec-
tue dans les basses fréquences (fréquences de coupure inférieures 3 10
kHz) comme par exemple en électronique bio-médicale. Cette étude fait
1'objet du paragraphe suivant.
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1.3. Applications de fa nation de filtrage fréquentiel et dérivation de

quelques structures.

Rappelons en premier lieu 1a fonction de transfert d'un filtre fréquen-
tiel de deuxiéme ordre de premiére forme comme celui de la figure 1.18:

dps7+ Apy1S+ Apy2E

P Y (1.28)

H{s) =
ainsi que la fonction de transfert du filtre fréquentiel de deuxiéme ordre
de seconde forme de la figure 1.19:

PoSi+ NpE1s + ENp,
S+ Ng1s o eny,

H{s) = {1.29)
Quelgues réalisations particulidres sont passées en revue et montrent
les caractérictigues intéressantes des filtres fréquentiels: il s'agit des
structures de premier ordre passe-bas et passe-haut tirées de la topolagie

de 12 figure 1.19, d'un filtre passe-haut de deuxiéme degré déduit du
circuit de Ja figure 1.18, ainsi que d'un circuit passe-bande d'ordre deux
déduit d'une structure 3 boucles imbriguées (en anglais: leap-frog).

1.3.1. Passe-bas de premier ordre.

Le filtre frégquentiel passe-bas de premier ordre est obtenu en posant
dans 1a fonction de transfert (1.29) les conditions suivantes:

Pe =02 =0 5 ¢, =0 (1.30)

d'olt 1a fonction de transfert du passe-bas HLP(s):

noy Dy 1
H = ==L .
els) s+ni; 1 1+s(1/ny) (1.31)
avec: A ={%L : facteur d'amplification du systéme,
1
w_ = nyy : fréquence de coupure circulaire du filtre.

[

Pour des valeurs de A et w, choisies, il résuite de (1.27) et de la
premizre relation du groupe (1.26):
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fz 1
= =40 -
By . . fyG (1.32)

Oe la deuxitme équation du groupe {1.26}, puisqu'il est possible de po-
ser la valeur 3 1'équilibre fz =0, nous déduisons:
24

¥y f W p:fx0= 0 (1.33)

¥

Le filtre fréquentiel passe-bas de premier degré recherché prend alors
Ta forme simplifigée du schéma de la figure 1.20.

fu(t) P 1 el=£3"_°

= CI |,
N LTV e
CIINF boe— 4 10F [ M
ez L f220=0 J_-_ V

Fig.1.20 : Filtre passe-bas de ler ordre selon la 28me forme de

filtre fréguentiel (Fig.1.19), lorsgue fz = 0.
20

Nous apportons une simplification supplémentaire é la réalisation pra-
tique de ce filtre en substituant les deux muitiplicateurs de fréquence de
coefficients n et ¢, par un unique mulitiplicateur et en remplacant la va-
riable de sortie fréquentielle fv(t} par une variable numérique nv(t):

1
nv(t} =—n-fv(t} {1.34)

Le circuit de la fig.1.20 se transforme donc dans celui simplifié de la
fig.1.21.

17 est intéressant de noter 1'équivalence, & un facteur d'amplificaticn
prés, entre le filtre fréquentiel décrit dans ce paragraphe et la structu-
re de fréquencemétre asservi obtenue au paragraphe 1.1 et schématisée 2
la figure 1.11, ceci d'autant plus que ces circuits ont été obtenus par
des démarches différentes. La réponse en amplitude et en phase du filtre
passe-bas de premier ordre sous hypothese de continuité des signaux corres-
pond donc & celle donnée dans le paragraphe 1.1 & la figure 1.8.
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ﬂ1=A—b.JL
!! n
£ (1) Fyo
u n

- Lo
w = ' r

Fig.1.21 : Filtre fréquentiel passe-bas de ler ordre simplifié.

1.3.2. Passe-haut de premier prdre,

La structure de filtre de type ordinateur analogique transposée sous la
forme de filtre fréquentiel (figure 1.19, 2&me forme) sert également de
base pour déterminer le schéma du filtre passe-haut fréguentiel de premier
ordre, Dans la fonction de transfert {1.29), posons les valeurs suivantes
.des cpefficients:

pr = P2 =0 5 W =0 {1.35)

La fonction de transfert du filtre passe-haut HHp(s) se met alprs sous
la forme d'un systéme de premier ordre:

Po S 5(1/‘1“’1)
Hyols) = = {1.36)
HP S+ Ny, PO s (1/n )
avec: A= py : facteur d'amplification du systéme,

W, =nY, ; fréquence circulaire de coupure du filtre.

Le coefficient d'amplification A est supposé‘éga1 a 1'unité dans les
schémas de réalisation qui sujvent. Nous admettrons qu'un cpefficient
multiplicatif peut intervenir dans une autre partie du circuit, comme par
exemple dans un convertisseur tension-fréguence ou dans un convertisseur

analogique-numérique s'il ¥y a lieu.

Pour une amplification A et une pulsation w, choisies, i1 résulte des
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équations (1.26) et (1.27):

f
L TR B PR
8 =5 n (Ye Xu)
{1.31)
sze= Eez=%fh

Remarguons qu'il n'est pas possible ici de poser fz = 0 comme dans le cas
20
du filtre passe-bas de premier ordre précédent.

Le filtre fréquentiel passe-haut de premier ordre se présente alors sous
1a forme de la figure 1.22 et les réponses en amplitude et en phase sont
esquissées & 12 figure 1.23, off une normalisation des fréquences par rap-
port 3 la fréquence de coupure w, @ été opérée.

fu(t) -
el
f
220 E " f(1)
1o [—'—v
- |
VBT fwl{t)
MF

Fig.1.22 : 2éme forme de filtre fréguentiel

passe-haut de ler ordre.

120 loglolT(SH ] ¢ = APQIT(S)f
o, 109108

¢ 109y 480
Réponse en amplitude Réponse en phase

Fig.1.23 : Réponse en amplitude et en phase d'un filtre passe-haut

de premier ordre.
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Le schéma du passe-haut de premier ordre peut aussi &tre déduit de la
premiére forme de filtre fréguentiel de la figure 1.18. Le schéma est alors
celui de la figure 1.24.

n,(t)

anZD nV(t)
wF B +
PR I R o
F n

ﬁ Z10

Fig.1.2¢ : Filtre fréguentiel passe-haut

=

de ler ordre et lére forme.

Dans les deux schémas proposés, 1'un n'utilise qu'un multiplicateur mais
a en plus recours 3 un additionneur de valeurs numériques, alors que le
second nécessite deux multiplicateurs de fréquence et que 1'additionneur y

prend une forme simple.

Une dualité entre les configurations des filtres passe-bas et passe-haut
de premier ordre des figures 1.21 et 1.24 peut &tre mise en évidence, Elle
est illustrée 3 la figure 1.25.

n(t)
f (t) n nv(t] v R fv(t)
I0F | s 13
[ T
T 10F i
T <
SN I S

Passe-bas Passe-haut
Pig.1.25 : Comparaison des structures de filtrage fréguentiel

passe-bas et passe-haut de premier ordre.

La dualité intervient entre les variables de type fréquence et nombre
d'une part, et entre les &léments comme le multiplicateur de frégquence et
1'intégrateur de la différence de fréquences d'autre part. Comme mis en
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évidence & la fig.1.25%, 1'échange de chacune des variables d'un type par
1'autre type et celui de chacun des €léments par son dual permet de retrou-
ver 1'autre structure de filirage. En effet, considérons initialement Te
filtre fréquentiel passe-bas de premier ordre. Nous y effectuons 1'échange
de la variable sous forme de fréquence fu(t) par la variable numérique
nu(t) et réciproquement 1'échange de nv(t) par fv(t). Enfin, nous échan-
geons le multiplicateur de fréquence par un intégrateur de la différence
de fréquences et cet é1ément du passe-bas par un ensemble additionneur
numérigque plus multiplicateur de fréquence. La transformaticn obtenue est
une transformation filtre passe-bas & filtre passe-haut. Le cheminement
inverse est également possible.

1.3.3. Passe-haut de second crdre.

Le filtre numérique quasi-continu de 2&me crdre qui trouve une applica-
tion en &lectronique bio-médicale est un cas important & analyser. Un
apparei) de mesure de la tension artérielle [3] utilise un tel dispositif,
afin de séparer deux signaux superposés détectés par un capteur piézorésis-
tif. Le spectre de ces signaux (pulsation du coeur humain et bruit dit de
Korotkoff) est compris entre des fréquences de 1'ordre de 1 2 1060 Hz. La
séparation de chacun de ces signaux est effectuée & 1'aide d'un filtre nu-
mérique de 2&me ordre passe-haut. Afin de conserver un grand nombre d'échan-
tillons du signal présent seulement durant un court intervalle de temps 2
chaque pulsation du coeur, nous utiiisons un filtre quasi-continu qui a
justement un rappart élevé fréquence d'échantillionnage & fréquence de cou-

pure, comme nous le verrgns par la suite.

n,{t)
f, I
e +| 1oF P ol | 10F Y +
MI: 4l Tt gdn, @[] n 0
2 nzzo &1 i nzlo
T3 res

Fig.1.26 : Filtre numérigue guasi-continu de deuxiéme

ordre tiré de Jla premiére forme (figure 1.18).
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Le filtre fréquentiel passe-haut de deuxidme ordre est schématisé 3 la
figure 1.26. Pour 1z détermination de la structure de ce filtre, nous par-
tans du schéma de la figure 1.18 et nous posons les valeurs des coefficients
dans 1a fonction de transfert (1.28):

dg = 1 H Y. = 0 et ¥a = 0 {1.38)

1.3.4. Exemple d’un filtre numérique quasi-cantinu déduit d'une structure

en échelle.

Rappelans cue les filtres analogiques les moins sensibles dans la bande
passante aux variations de leurs coefficients sont les filtres LC qui pré-
sentent une structure en échelle et des terminaisons résistives [4, 5].

Ce résuitat est le paint de départ des différentes techniques de réalisa-
tion directe et de simulation de ces filtres, afin de conserver cette
propriété de semsibilité minimate.

Les syst2mes dits & FONR (Frequency Dependant Negative Resistance} et a
FONC (Frequency Dependant Negative Conductance) [6, 7] constituent un exem-
ple de transposition directe de structures de filtres LT en &chelle réali-
sée avec des éléments analogiques actifs.

Les filtres & boucles imbriquées (en anglais: leap-frog) représentent
par contre une apprache globale de simulation de filtre en échelle. On
connait des réalisations de filtres en échelle simulés se basant sur des
circuits RC actifs et d'autres qui fant appel & la technigue des capacités

commutées.

Nous allons maintenant démontrer, dans le cas d'un filtre passe-bande,
la démarche & suivre pour parvenir & la synth2se d'un filtre numérigue en
échelle simulé de type quasi-contimu, La figure 1,27 présente le graphe
de fluence associé 3 unm filtre LC passe-bande de quatriéme ordre. Ce graphe
est une représentation topologique des relations entre toutes les variables
tension et courant des différentes branches du ecircuit LC que nous allons
simuler [9]. Le schéma du filtre passe-bande de deuxidme ordre, circuit
anti-résonnant, ainsi que le diagramme de fluence correspondant, exposés a
la figure 1.28, sont obtenus par &limiration des éléments L, et C; dans 1a
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figure 1.27:

Lo+ 0 et C,+= {1.39)
Yy - v, -
Io Ry Lo 1 ”c2 I.
V{3 - v,
+ A o+
1
Vi £= Vi 2L, R,

I, !
Diagramme de fluence associé,

Fig.1.27 : Filtre passe-bande de déme ordre de type LC avec

terminaisons résistives et graphe de fluence.

+ Vn - Ib
v - + YV,
Ie Ry + ¢,
¥V, —= L, Ry
Iy

Diagramme de fluence associé.

Fig !.28 : Filtre passe-bande de Jéme ordre de type LC
avec terminalisons résistives et graphe de

fluence.
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Dans la phase suivante, les éléments qui réalisent les apérations 1/pRC,
et R/pL, sont remplacés par des intégrateurs, et les quoatients R/R, et R/R,
deviennent des diviseurs de tension si R<R, et R<R,:
R __PRy ot: R Rd_ {1.40)
Re R +R
a b
On abtient alors Te circuit analagique 3 boucles imbriquées de la figure
1.29,

u(t) T vit)

=

e

Fig.1.29 : Rdalisation anaiogigue du filtre passe-bande de

deuxiéme ordre & boucles imbriguées.

Lorsque les résistances Ra’ Rb’ Rc et Rd sont égales, la fonction de
transfert HBP(S) du circuit 3 boucles imbriquées de deuxidme erdre de la
figure 1.29 est dannée par:

_ as
Hopls) = Troasvw (140

Le passage du systéme analogique de la figure 1.29 au circuit fréquen-
tiel est effectué par transformation des intégrateurs et des diviseurs de
tension respectivement par des intégrateurs de la différence de fréquences
et par des multiplicateurs de fréquence. Le schéma du circuit passe-bande
a boucles imbriquées de deuxiéme ordre sous farme frégquentielle est esquis-
sé a la figure 1.30.

Nous venons d'établir une structure fréquentielle tirée d'un circuit LC
en échelle 3 terminaisons résistives qui deit présenter une sensibilité
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minimum & un écart sur les coefficients. Simultanément, nous prouvans
qu'il existe différentes méthodes de synthise des filtres fréquentiels et,
4 fortiori, des systdmes numériques quasi-continus.

n{t}) n (t)
e s,
B | 8/2
IDF _-é:ﬁ j
+ _—
i 10F
HF « .

Fig.!,30 : FPiltre frégquentiel passe-bande de deuxiéme ordre

& boucles imbrigudes.

Dans ce paragraphe, naus avons trouvé différentes structures de filtrage
4 partir du comportement idéal du systime considéré. Ce comportement idéal,
appelé filtrage fréquentiel, n'est pas réalisé en pratique; cependant, une
premitre estimation avec ce procédé permet de calculer des paramétres tels
que les fréguences de fonctionnement et les fréquences de coupure des fil-
tres numériques quasi-continus. ’
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1.4, Définition du filtrage numérique quasi-continu.

L'idéalisation du comportement des filtres quasi-continus a conduit a
la rotion de filtres fréquentiels, dans lesquels les signaux sont supposés
continus dans le temps et en amplitude. Les éléments constitutifs essen-
tiels de ces systémes fréquentiels sont le muitiplicateur de fréguence MF
et 1'intégrateur de la différence de deux fréguences I0OF. Cependant, la
mise en oeuvre sous forme intégrée de ces éléments idéaux n'est pas possi-
ble en pratique. En conséquence et pour approcher le fonctionnement idéal
de ces structures fréquentielles, nous utilisons des éléments tels que les
multiplicateurs programmables et les compteurs réversibles. Ceux-ci se
prétent bien & une minjaturisation poussée et donnent naissance aux struc-

tures appelées filtres numériques quasi-continus.

La figure 1.3} présente, dans les deux cas du filtrage fréquentiel et
du filtrage quasi-continu, les différentes configurations des sigmaux

dont on est en pré&sence dans les éléments principaux de ces circuits.

CAS QU FILTRE FREQUENTIEL: CAS DU FILTRE QUASI-CONTINU:
- modulation de fréquence - systeme de multiplication par
-+ fréquence instantanée. modulation d'impulsions en densité.

@Mt) CoS{2M £(t) t) @u(tn)

il Lnunuﬂuﬂunvnut i

¢ 1t t
ref ref o kom
fF(t) =ku(t) Tn-a—(rn'; Tn 7
- intégrateur de la différence de - compteur réversibie {élément inté-
deux fréquences, grateur).
N v(t) N v(t,)
f 1DF :> [ I :‘>
-f—- - —— —
2 t fz-'n tn
11 1
t Itn tn+1
t
v(t) = J[kluh) - kaw(1)1dt they - tn = kafult)) o (z(t)=0)
e i T
) fa(o) vt ) -vlt) = .1

Fig.1.3! : Les différents éléments et configurations de signaux en présence,

cas idéal et cas réel.



Le filtrage fréquentiel est représenté sur la colonne de gauche de la
figure 1.31, le multiplicateur de fréquence est capable de produire une
fréquence instantanée proportionnelle & la variable numérique d'entrée, et
le deuxigme &lément de base est capable d'effectuer la différence de deux
fréquences et d'intégrer cette différence.

La colonne de droite de l1a figure 1.31 présente le cas du filtre numé-
rique quasi-contfru, tel qu'il sera &tudié dans Te chapitre 3. Dans ce
systéme, 1a modulation d'impulsions en densité est produite par une
structure de multiplication & logique binaire. Un compteur réversible
avant-arriére permet de sommer ces impulsions et est alors utilisé comme
é1&ment intégrateur. En pratique, les multiplicateurs programmables les
plus fréquemment utilisés [48, 49 ] ne présentent pas les caractéristiques
idéalisées proposdes dans le paragraphe 3.1 du traisiéme chapitre.

Les figures 1.32 et 1.33 montrent deux structures quasi-continues de
second degré de formes différentes, déduites respectivement des filtres
fréquentiels de premiére et deuxiéme forme des figures 1.18 et 1.19.

20 ny () TIIIIIiio
11
o2 = }
— —Jw it

¢ L + [P (t)

—w-——-Ecn m +cn:>+-

<
-EL—MPQ 2 T
s .3

_1
|

Fig.1.32 : Filtre mmérique guasi-continu de 2éme ordre, lére forme,

entrée provenant d’'un convertisseur A/N.

A ctte des multiplicateurs & taux pragrama51es {MP) et des compteurs
réversibles (CR), le circuit de la figure 1.32 a besoin d'un additionneur
numérique complet pendant que, dans la figure 1.33, cet additionneur est
réalisé avec une simple porte logique OU.

L'entrée des filtres guasi-continus provient soit d'un convertisseur
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I:2> Mp | MP EPED MP

CR

fv(t)
CR Mp + ——

af
mETN

MP : multiplicateur 2 taux pregrammable
CR : compteur réversible
Fig.1.33 ; Filtre numérique guasi-centinu de 2éme ordre, 2éme forme,

entrée provenant d'un convertisseur T/F,

analogique-numérique (figure 1.32), soit encore d'un convertisseur tension-
fréquence (figure 1.33), Trois sortes de signaux, tous de type binaire,
apparaissent et sont margués par des indicateurs <::] dans ces deux figu-
res: .

<:::] signaux binaires représentant des nombres avec des bits en paralldle
et, en général, changeant dans le temps de facon asynchrone.

<:::] impulsions ‘périodiques binaires représentant des fréquences fixes.

' <:::] impulsions binaires ayant une densité temporelle variable et résul-
tant de 1a modulation avec des nombres binaires d'impulsions qui
peuvent présenter ou non une densité temporelle variable.

La nature binaire de tous ¢es signaux, qui représentent finalement tou-
jours des nombres, justifie le nom donné de filtres numérigues.

La dénomination de filtre quasi-continu provient de la libre ¢irculation
des variables réinjectées dans les boucles de contre-réaction de ces
structures. Ces valeurs changent de facon asynchrone, ceci étant di 2 1'ab-
sence de mémoires de synchronisation. L'appellation quasi-continue est
plus significative dans 12 structure de la figure 1.33, dans laguelle les
signaux de contre-réaction sont des impulsions binaires avec une densité
temporelle variable qui est proportionnelle aux sorties respectives des

compteurs.
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1.4.1. Récursion dans les filtres quasi-continus et leur domaine d'appli-

cation.

Les var'iablés de sortie des compteurs réversibles sont des nombres

constitués par une suite finie de chiffres binaires. Dans des systémes
récursifs réels comme celui de premi2re forme de 1a figure 1.32, la va-
riable de sortie est réinjectée partiellement, dans le cas le plus géné-
ral, sur un meltiplicateur programmable réel. La longueur de mot des
compteurs déterminent alors la fréquence de travail maximale du filtre,
Ce fait est illustré & la figure 1.34 par un filtre passe-haut de premier
ordre dans le cas idéal (a}} et dans le cas réel (b)), alors que 1a figure
1.35 présente un filtre passe-bas de premier ordre dans le cas idéal (a})
et dans le cas réel (b)).

nu(t}ﬂ n,bits n(t)[]n
"v(t) T

n
—e] : g a
fo=6iny(t) 10F $ + f_=T‘bn (t) CR lD +
] vzl nw{t)
. MF S ——t MP
) {} & {} n bits
n(t) ' | n (.=
al cas idéal: 61=wc=2nfc b) cas réel: ﬁ1=2na S1s DanSan-1

Fig.1.34 : Filtre passe-haut de ler ordre dans les cas idéaux et réels.

lh f,=van,(t) lr1 f,=dn (t) nybits

n, 'y
n (t) n (t) eb ¥
u n (t} u n (t)
l:D MF l + v MP + 7y
1DF CR
[_- _— nb I—’
— MF —i MP
51 ﬂ:l

nv(t} J nv(t} .

a) cas idéal: vy, 61=wc=2wfc b} cas réel: I‘1=2naY1. Al=2n3 'R

Dsn 2™
v

Fig.1.35 : Piltre passe-bas de ler ordre dans les cas idéaux et réels.



«37-

Dans te schéma de la figure 1.36, on voit que 1a partie de 1a variable
interne du compteur réversible prise dans la contre-réaction n'est pas
identique 3 1a longueur de mot totale Ny de cette variable.

M5B b MaMs | Ls8

e ]

partie prise , injection
en contre-réaction d'impulsions

variable de
contre-réaction

n, : longueur de mot totale du compteur réversible.

nb : longueur de mot de la variabie utilisée en contre-réaction

Fig.1.36 : Mise en évidence de la partie du compteur réversible prise en

¢contre-réaction dans la boucle du circuit de la figure [.34.

La fréquence de travail A; du systéme de 1a figure 1.34 b) est déter-
minée par le coefficient &, et par la longueur de mot totale du compteur
réversible. Cela permet d'établir 1a relation entre la fréquence de cou-
pure fc= §1/27 et 1a frégquence de travail maximale A, de cette cellule

quasi-continue.
py = 2" g, =2m2M f {1.42)

C'est donc la longueur de mot totale N, du compteur réversible qui est
importante ici pour déterminer la fréquence maximale de travail a;, et non
pas la longueur de mot U de la varjable utilisée dans la contre-réaction.

A 1'aide de cette relation (1.42), nous allons estimer le domaine d'ap-
plication des filtres numériques quasi-continus, Constatons en premier
lieu que la fréquence de travail maximale Baay est fixée par la technique
d'intégration utilisée. Ainsi, dans des technologies telles que TTL stan-
dard ou encore MOS-complémentaire & haute vitesse, cette fréquence maxima-

le de travail vaut approximativement:

A 20 MHz, (1.43)

max
Par conséquent, 1a fréquence de coupure maximale fc vaut, pour une
max



-38-

langueur de mot totale n =8 bits:

f, =-2-:—r—%?::—” 12,4 kHz (1.44)
max
Elle descend & 1 kHz lorsque le filtre est plus sélectif. Comme en ce

qui concerne leés filtres numériques conventiannels, le domaine d'appli-
cation des filtres numériques quasi-cﬁntinus apparaft 1imité aux basses
fréquences. L'électronique bio-médicale, dans lagquelle les signaux ont
des spectres inclus dans les basses fréquences, est un domaine d'appli-
cation indiqué de ces cellules numériques quasi-continues,

1.4,2. Mise en évidence d'une caractéristique particulidre de filtrage

non linéaire des cellules numériques quasi-centinues.

Dans les filtres fréquentiels, les é1éments constitutifs tels que les
multiplicateurs de fréquence ou les intégrateurs de la différence de deux
fréquences travaillent de manidre exacte quelle que spit la résolution
des signaux. En réalité, dans les filtres quasi-continus, la modulation
de fréquence pure produite dans les multiplicateurs de fréquence est
remplacée par une modulation d'impulsions en densité, Cette dernidére
n‘est en quelque sorte qu'une représentation par des impulsions des
passages par zéro du signzl de modulation de fréquence idéal. Ce phénc-
méne introduit une caractéristique particulitre de filtrage non linéaire
supplémentaire dans ces systémes que nous allons étudier.

Pour chaque valeur d'amplitude du signal d'entrée, nous déterm%nons 1a
fréquence maximale encore saisissable dans un filtre numérique quasi-
conting simple du premier ordre. L'information introduite 3 1'entrée du
circuit ne doit pas &tre perdue au cours de la modulation d'impulsions
en densité ou lors de 1a sommation de ces impulsions sur le compteur
réversible. Ainsi, nous évitons une caractéristique particulitre de
filtrage non linéaire de 1'information qui agit paraliélement 3 1'effet
de la structure récursive étudiée.

Considérons, avec les différentes configurations des signaux exposés
2 la figure 1.31, un signal d'entrée d*un multiplicateur 3 taux program-
mable réel dont la variation en amplitude est notée AA, avec:
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laa] s 2™ 1 (1.45)

ol ny est 1a longueur de mot du signal d'entrée du multiplicateur.

Par exemple, la forme de ce signal peut correspondre a 1'échantillonnage
d'un signal d'entrée sinusoidal sur le multiplicateur de fréquence idéal.
La période du signal d'entrée est appelée Te' Ces hypoth2ses sont décrites
graphiquement & ta figure 1.37 lorsque la variation d'amplitude est la
plus petite ([aA] =1).

n,(t) i
1—— £ cas idéal
MA=+1 ﬁ/ cas réel
n A ///’
v e RS W S s e
AA=-1
L
= Tin/4
0 t

Fig.1.37 : Variation minimale du signal d'entrée du multiplicateur,
dans le cas idéal et dans le cas réel, selon la fréquence

fe = I/Te.

La fréquence maximale femax du signal d'entrée est lide 2 la variation
d’ampiitude de ce signal, de telle sorte que cette variation produise, lors
de 1a modulation d'impulsions en densité, une variation de phase plus
élevée que Zm, fquivalente & la création d'une impulsion supplémentaire
pendant la durée de la variation d'amplitude. Cette situation est illus-
trée & la figure 1.38.

Cette impulsion supplémentaire {figure 1,38, cas 2) crée une variation
significative et durable de 1'état interne du compteur, et qui se réper-
cutera ensuite sur le systéme bouclé complet. Lorsque la variation de
phase est inférieure 3 27, aucune impulsion supplémentaire ne provient
du muTtiplicateur réel, mais chaque impulsion créée est déphasée relati-
vement 3 la situation ol le signal d’entrée ne varie pas. Ce simple dé-
phasage des impulsions fournies par le multiplicateur ne suffit pas, au
niveau du compteur, pour obtenir un effet significatif a la fin de la

boucle de comptage,
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Oans le cas de la figure 1.38, une variation d'amplitude unitaire de
"v(t} pendant 1a période 1/4 fin nax est admise. Supposons encore que m
impulsions sont apparues sur la ligne de la fréquence de référence cons-

n{t)
v AR =+

n
Vo A ¥ max

fréquence de référence constante f+= fa:

f, 1/,
tm impulsions
en /4 femax
0
. e §
. 5
sortie du mu1t1p11cateur, cas 1. femax >3
f 0*61

f,=8:/2 -

+ : m impuisions
CR 1/4f
- ::> :en /4% ¢ max
f_ n (t) 0 ' t

. . §
: . o
n (t) sortie du mu1t1p'|1cateur'. cas 2: fe max 5“3
f_ 1/(Fa+6;)
m+1) impulsions
au moins en
1/4 f
0 e max
compteur réversible, cas 2: fE maxsalllt
n(t} )
e
ncu-1

effet significatif t

Fig.1.38 : Effet d'une variation faible de 1'entrée d'un multiplicateur
programmable sur le compteur réversible. Création d'une

impulsion supplémentaire avec effet permanent sur le compteur.
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tante f*= fo, cela signifie que la relation suivante est vérifide:

1/{4 fe max)

7, = m (1.46)

En sortie du multiplicateur réel {figure 1,38, cas 2}, durant la pé-
riode 1/4 f1.n max® MOus admettons qu'une impulsion supplémentaire est appa-
rue sur la ligne f_. La fréquence des impulsions y est donnée par (fo+4:},
§, &tant la variation de fréquence de sortie du multiplicateur provoquée
par un changemeént unitaire de a grandeur d'entrée. I1 viert par consé-
quent 1'inéguation:

174 f )
EMX_ 2 mst _ (1.47)

1/{fqo +81)

Les relations (1.46) et (1.47) fixent donc la condition concernant la
frégquence maximale du signat d'entrée d’amplitude 7a plus faible encore
saisissable par le systdme quasi-continu:

m
femax$51/4 =5f. {1.48)

Cette relation est généralisable pour e cas ol 1'amplitude du signal
d'entrée n'est pas minimale {c'est & dire égale 2 1), mais prend une
valeur AR quelconque. La fréquence maximale du signal d'entrée vaut alors:
T

f saA61/4=2

emax AAf. (1.49)

Nous constatons un effet de filtrage non Tinéaire en provenance du multi-
plicateur réel et du compteur. En effet, la relation (1.49) montre que la
fréquence maximale du signal d'entrée encore saisissable est proportion-
nelle & 1'amplitude du signal, Cette fréguence maximale est proche de la
fréquence de coupure du filtre quasi-continu compiet pour un accroisse-
ment d'amplitude unité, alors qu'elle tend vers le quart de ta fréquence
de référence a, divisée par (2"a-Pb) pour une amplitude maximale (2"b-1},
Ce résultat est illustré & la figure 1,39,

Ce fi]trage passe-bas non linéaire est fonction de 1'amplitude et.de la
fréquence du signal d'entrée et s'ajoute au phénomine de filtrage propre
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de 1a bouclte de contre-réaction,

f
e max

a1/8(2"a7"b)

6:/4 1

T

0 P AA

Fig.1.39 : valeur maximale de la fréguence d'entrde saisissable dans

un systdme réel en fonction de 1'amplitude de ce signal.

Le filtre quasi-continu traite les fréquences inférieures 3 la fréquence
de coupure jusqu'au niveau minimal de résclution défini par la lenqueur de
mot des variables numériques (condition 1,48). Pour des fréquences du si-
gnal d'entrée supérievres 3 Ta fréquence de coupure, une réjection par non
linéerité intervient pour des signaux d'amplitude basse (condition généra-
lisée 1.49).

Cette réjection non Tinéaire agit dans le méme sens que le filtrage pas-
se-bas engendré par les bouctes de contre-réaction, comme dans le filtre
passe-bas de la figure 1.35 b); elle ;'ajuute a4 }'effet linéaire de la
contre-réaction. Dans le filtre passe-haut de l1a fiqure 1.34 b), Tes fré-
quences plus petites que 1» fréquence de coupure fc sont é1iminées par la
soustraction du signal d'entrée avec le résultat de la boucle de contre-
réaction, alors que les fréquences plus grandes que la fréguence de coupure
fc bénéficient du passage direct entre ]'entrée et la sortie du filtre di
au filtrage 1{néaire et non lindaire de la bouq1e de contre-réaction.

Le filtrage non-linéaire mis en éyidence est di & la quantification des
variables d'état. Les é1éments de lagique binaire des filtres numériques
quasi-continus imposent cette quantification des variables. La résolution
est limitée dans les structures réelles, ce qui n'est pas le cas dans les
filtres fréquentiels.
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D'autre part, aucun effet de quantification des coefficients n'est appa-
ru dans ces considérations, car les fréquences de référence (A, dans la
figure 1.36 b)) saont fixées par hypothese de fagcon parfaite, ce qui définit
de maniére précise également les fréquences de coupure de ces systemes,

En réalité, les structures étudides sont toujours synchronisées par une
fréguence d'horloge, aussi élevée apparait-elle dans le cas le plus
favorable. Cette fréquence d'horloge est en général limitée par le
convertisseur analogigue-numérique des signaux d'entrée, ou méme, dans un
cas extréme, par le fonctionnement d'un additionneur réel. Dans un tel
additionneur, le délai d'apparition du résultat de 1'addition n'est pas
instantané, mais i1 dépend du temps de propagation des retenues de 1'addi-
tionneur, Ces fréquences de référence n'existent par conséquent pas dans
une échelle absolue, mais sant définies relativement & la fréquence
d'horloge 1a plus €levée du syteme, ce qui revient & fixer une

longueur de mot finje aux coefficients numériques correspendants. Ces
effets de quantification des coefficients sont étudiés dans le chapitre 2
4 propos du type d'arithmétique réalisée par les filtres numériques quasi-
continus, et dans le chapitre 4 en ce qui concerne 1a sensibilité des
valeurs des coefficients & 1'imprécision de la fonction de filtrage re-
cherchée,

Dans le chapitre 3, une mathématique discrete décrit de manigre complete
et exacte les filtres numériques quasi-continus & 1'aide de leurs équations
paramétriques. Les phénamgnes de filtrage non linéaire peuvent &tre traités
sur ardinateur par implantation de ces €guations paramétriques de descrip-
tion des structures quasi-continues.
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2. COMPARAISON DES STRUCTURES QUAST-CONTINUES AVEC D'AUTRES TECHNIQUES DE
FILTRAGE,

Dans le chapitre précédent, 1'idéalisation des filtres quasi-continus
2 conduit & la notion de filtre fréquentiel, qui a2 permis d'établir un
moddle de description analegique théorique de ces structures. Le présent
chapitre analyse les caractéristiques des filtres numériques quasi-conti-
nus réels, leurs propriétés arithmétiques et leur champ d'application par
comparaison avec les filtres rumériques classiques et avec les filtres
analogiques, Afin de mieux saisir le fonctionnement des filtres quasi-
continus, 1'étude comparative ci-aprés situe ces systémes relativement &
diverses structures numériques définies ultérieurement et nommées filtres
3 récursion double et filtres & arithmétique incrémentale.

2.1, Différentes formes de réalisation des filtres numériques.

Un filtre numérigque est un systdme & temps discret dans lequel toutes
tes grandeurs variables (entrée, sortie et états internes) sont des si-
gnaux & temps discret. Ce systeéme, lorsqu'il est linéaire et invariant
dans le temps, est régi par une équation de récurrence linéaire ¥ coaffi-
cients constants. L'application de la transfarmation‘en 72 3 cette formule
de récurrence conduit & la fonction de transfert H{z) duv filtre, définie
comme le rapport des transformées en z des signaux d'entrée X(z) et Y{z).
La fonction de transfert ou transmittance d'une cellule générale de se-
cond ordre est du type:

¥{z) Coz?+Cy2+4¢C, {
- = 2.1)
X(z) 22 +dyz+d;

Elle caractérise un systime utilisé couramment comme cellule de base
pour la synthdse de systdmes plus complexes. La figure 2.1 représente la
structure dirscte canonique obéissant & Ta transmittance H{z).

La réalisation physique des filtres numériques pose le problEme prin-
cipal du multiplieur. La multiplication est 1'opératicn essentielle du
fittrage numérique, qui exige par coenséquent un dispositif & hautes per-
formances.
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X{2)

C2 2 < 7 Co
X x E:::) X
83 T v(z)
PR R

4y, A2 -4,
X x
{} 4

Fig. 2.1 : Filtre numérique canonique de deuxiéme ordre.

Une grande variété de muitiplicateurs existe pratiquement, citons les
types suivants de complexité décroissante que nous allons comparer:

le multiplicateur parailéle-parallele,

-~ le multipiicateur série-paralitle,

- e muitiplicateur série-série,

- le muyltiplicateur 3 arithmétique incrémentale.

Ce multiplieur impose en fait & Ta structure numérique un délai de calcul
et ce délai est identifié en pratique 2 1a durée d'une péripde d'é&chan-
tillonnage des signaux a temps discret. Une comparaison des temps de cal-
cul de chacun de ces multiplicateurs est basée sur le nombre de signaux
d'horloge nécessaire 2 une opération de muttiplication. La figure 2.2 re-
présente Ta fréquence de travail maximum de filtres mumériques de carac-
téristiques identiques réaljsés avec les différents types de multipiica-
teurs énoncés dans le cas d'une arithmétique 2 virqule fixe. Lorsque la
complexité du circuit de mulitiplication diminve, l1a fréquence de travail
maximaie auvgmente.

Parmi les filtres numériques récursifs de structure canonique directe,
la structure constituée de multiplieurs parall2ie-paralldle nécessite
théoriquement un unique signal d'horloge par opération de muitiplication.
La fréquence d'horloge et la fréguence d'échantillonnage des signaux de
cette forme sont par consdquent identiques. Lorsque les muitiplieurs sont
de type série-paralldle, une multiplication compi&te demande n impulsions
d'horloge, ol n représente la Tongueur de mot du multipiicande et du
multiplicateur, Un filtre identique a celui réalisé avec des muitiplieurs
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filtres numérigues conventionneis
avec multiplicateurs :

spectre

du signa'l W

d'entrée paralléle- paralldle- série-

paralldle série série
-t
1 n n? °f
0 v v v 22n

filtre numérique &
arithmétique incré-
mentale.

Fig.2.2 : Fréquence de travail maximale des filtres numériques

analysés.

paralléle-paralldle impose, avec des multiplieurs série-paralidie, une
fréquence de travail maximale d'un facteur n plus élevée que la fréguence
d'échantillonnage. Un raisonnement similaire s'applique lorsque les
multiplieurs utilisés sont de type série-série. Ceux-ci utilisent n? im-
pulsions d'horloge pour une muitiplication et rendent le rapport fréguence
d'horloge & fréquence d'échantillonnage égal & n?.

La structure & arithmétique incrémentale décrite & la figure 2.3 pré-
sente de grandes ressemblances avec les systémes quasi-continus, et est
utilisée pour une comparaison avec 1a réalisation directe canonique de la
figure 2.1.

£

£t

r I r I r i

xﬁD MP ey [:“:> MP
[ + f(t)

R [z P e CR :}l]f,)m J@-—V-

. r- _ o, F ’;—-J. .'

12::) Hp T' N wp TT "

t t

Fig. 2.3 : Filtre numédrique 4 arithmétigue incrémentale avec remise &

MP

[ =y

(t)

|+ +

l'éguilibre du compteur & chague péricde.
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Relativement & ce filtre numSrique conventionnel, des multiplicateurs
binaires & taux programmables et des compteurs réversibles remplacent les
multiplicateurs et les additionneurs dans les structures 2 arithmétique

incrémentate.

Dans cette cellule, les impulsions binaires en provenance d'un multi-
plicateur programmable, dont le nombre est proportionnel & la variable
d'entrée du multiplicateur programmable (MP), sont additionnées dans le
compteur suivant pendant un temps égal 2 22" fois 13 période élémentaire
du systéme, oll n représente la longueﬁr de mot des variables et des coef-
ficients. Une multiplication est complte dans le systéme 3 arithmétigue
incrémentale aprés le passage de Zznimpu1sions d'harloge.

Deux comportements distincts du filtrage numérique a-arithmétique
incrémentale sont mis en évidence: les compteurs réversibles subissent ou
non une réinitialisation & leur valeur d'équilibre & chague période d'échan-
tillonnage T des signaux. Dans le premier cas, il s'agit donc de filtrage
numérique 3 arithmétique incrémentale avec réinitialisation périodique
(figure 2.3}, alors que 1a seconde hypothdse définit le filtrage sans
réinitialisation périodique des variables d'état. Ces comportements
distincts des filtres & arithmétique incrémentale avec ou sans réinitia-
lisation périodique des variables d'état trouvent des dquivalents dans les
structures numériques classiques.

En ce qui concerne la structure numérigue 3 arithmétique incrémentale
avec remise 3 1'état initial périodique de 1a figure 2.3, les valeurs
déterminées dans les compteurs réversibles ne sont pas réutilisées d'une
période d'échantillonnage & 1a suivante. Ces variables d'état interne sont
entidrement recalculées a chaque période et les valeurs précédentes effa-
cées intégralement. Le filtre numérique 3 arithmétique incrémentale avec
réinitialisation des compteurs réversibles a intervalle régulier est équi-
valent, & ce point de vue, auv filtre numérique de structure directe
cananique de_la figure 2.1. L'information stockée dans les mémoires tam-
pons d'un filtre numérique canonique est aussi complatement effacde et
remplacée par la nouvelle valeur disponible en sortie des additionneurs.
La figure 2.4 illustre cette égquivalence.
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y
£="fy uJ:DMP = x
r c
; 1%
+ i + 1-1 [;)
——-1--' ’
o N e (LTI 7 (ne1)T)
t
LJ
a}l sous-structure & arithmétique b) sous-structure directe
incrémentale avec réinitialisaticn. cancrigue.

Fig.2.4 : Equivalence des sous-structures & arithmétique incrémentale

avec réinitialisation et directe canonigue.

Les relations a temps discret qui caractérisent ces sous-structures
peuvent &tre identifiées afin de déterminer les relations entre les diffé-
rents coefficients. Pour la sous-structure & arithmétique incrémentale;

rT

1
v((ne)T) = f Te -z-ﬁe-rfuT = e fy ulnT) (2.2)

et, en ce qui concerne la cellule directe canonique:
y((n+1)T) = ¢ x{nT) {2.3)

D'oll 1a relation d'équivalence entre les coefficients:

c, = -—IIH——- r, , et de méme:
i oMythg i

d, = Tf [

1 va*‘nc 1

(2.4)

Sous les deux conditions énoncées (2.4}, i1 est possible d'affirmer que
les deux sous-structures sont équivalentes, la réalisation physique des
multiplicateurs étant distincte.

La structure numérique & arithmétique incrémentale sans réinitialisa-
tion périodique des variables d'état est illustrée 3 la figure 2.5. Dans
cette cellule, les valeurs des compteurs réversibles sont réutilisées comme
résuttat partiel d'une période d'échantillonnage 3 la suivante. Ces varia-
bles d'état interne ne sont pas effacées mais modifides progressivement au
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cours d'une période T.
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Fig. 2.5 : rFiltre numérique & arithmétigue jincrémentale.
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Recherchons 1'équivalent de ce systéme sans réinitialisation des varia-
bles d'état dans une topologie particuliére de filtrage numérique ciassique.
De nombreuses topologies de filtres numériques peuvent &tre imaginées,
comme celles suggérées dans les références [23-241, (271, (31-33]1. Comme
alternative & la structure directe canonique de la figure 2.1, la figure 2.6
présente un filtre numérigue de deuxiéme ordre A récursion double {23]. Les
variables mémorisées dans les &1éments de retard n'y sont pas simplement
effacées, mais réutilisées comme terme supplémentaire de 1'addition pro-
duisant 1a nouvelle valeur & mémoriser.

z) L
9z 9 X %o
X X :)‘ X
1{z)
+ 0! + Pz +
-h, -hy
x X
_4

Fig. 2.6 ; Filtre numérigue &4 récursion double de deuxiéme ordre.

A ce point de vue, le filtre & arithmétigue incrémentale sans réinitia-
lisation périodique des variables d'état est équivalent au filtre numéri-
que 3 récursion double de la figure 2.6. La figure 2.7 compare deux sous-
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structures extraites de ces cellules.

u(nT) f «(nT)

foll:tc:)np — x

LT s

-1 -
% Il ) + )z
===t |
[ v{{n+1)T) 4 y((n+1)T)
L
a) cellule édlémentaire 4 arithmétigue b) scus-structure numérigue
incrémentale sans réinitialisation & récursion double.

des variables internes.

Fig.2.7 : Eguivalence des cellules é€lémentaires & récursion double et

& arithmétique incrémentale sans réinitialisation des variables.

Les relations entre les coefficients g et 1 et les parambtres fH' T, ny
et Ne sont énoncées par identification des équations de récurrence de ces
cellules &lémentaires. Ainsi, pour la cellule 3 arithmétique incrémentale
sans réinitialisation des variables d'état:

1 17
v{(n+1}7) - v{nT) = f+T= ;_n:1 fuT= *T-"]z fHu(nT) (2.5)

2n +
et, pour 1a cellule de base & récursion double:
y((n+1)T) - y{rT} = gx(nT) {2.6)

D'ob la relation d'équivalence entre les coefficients:

Tf .
g = g 1_i , et de la méme manidre:

oy {2.7)
hy = My my

Avec le respect des égalités proposées en (2.7), Te circuit 3 arithmé-
tique incrémentale de Ta figure 2.5 (sans réinitialisation des variabies
d'état interne) se comporte de facon identique 3 la topologie de filtrage
numérique 3 récursion double proposée 3 la figure 2.6.
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Théariquement, toutes ces structures peuvent réaliser des filtres numé-
riques de caractéristiques identiques. Cependant, les coefficients de tels
filtres seront différents d'une structure & 1'avtre. les relations entre les
coefficients des cellules numériques 3 récursion double et directe canonique
sont. données par les équations {2.8):

9o = Cp
g1= 2(p+¢, 3 hy=2+d; (2.8)
ga= Cp*Cy+C; Ty My = tedyed,

Les effets de quantification des coefficients (analysés au chap. 4) et
des produits de ces cellules provequent des performances de filtrage nuancées.

Lorsque le rapport fréquence d'échantillannage & fréquence de Coupure
devient élevé, des différences significatives de sensibilité des coeffi-
cients sont mises en évidence. Les coefficients h; et h, du filtre & récur-
sion double de la figure Z.6 tendent en effet vers zéro, alors que les
coefficients dy et d; de la structure directe canonigque de la figure 2.1
glissent respectivement vers les valeurs -2 et +1. Dans un tel cas, la
forme canonique devient critigue, car elle exige une longueur de mot des )
coefficients élevée afin de réduire leur effet de quantification. Le recours
direct & uyne arithmétique & virgule flottante dans la forme canonique n'ap-
mise en ceuvre de cette cellule. Pour obtenir des avantages en opérant
avec une virgule flottante dans le cas de la réalisation avec une forme
directe canonique sélective de la figure 2.1, i1 est nécessaire de décom-
poser les coefficients selon leur valeur entigre la plus proche et leur
écart par rapport 3 cette grandeur. On comprend gu'avec une telle méthode
de réalisation des opérations arithmétiques, on obtient alors substan-
tiellement les mémes avantages que dans une structure numérigue 3
récursion double [23].

Lorsqu'une représentation des coefficients en virgule flottante est
utilisée, la structure & récursion double de la figure 2.6 n'a besain que
d'une laongueur de mot restreinte des coefficients. En effet, les coeffi-
cients f, et f, ont une importante fraction de bits nuls.en virgule fixe,
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comme 1'indique 1'illustration de la figure 2.8.

nc°: bits nuls ncs: partie significative

’___A e,
~

nuuuoooW/WM/;

Fig.2.8 : Représentation en virgule fixe d'un coefficient ¢ de

longueur de mot n dans un filtre & récursion double sélectif.

La réalisation de filtres numériques & récursion double sélectifs,
c'est-bd-dire ayant un rapport frégquence d'échantillonnage a fréquence de
coupure élevé, est particulidrement adaptée 3 ume représentation des
coefficients en virgule flottante. La partie de bits nuls nc° est alors
importante et la représentation de la figure 2.9 montre une réduction
appréciable de ta longueur de mot des coefficients relativement & la
configuration des coefficients en virgule fixe de la figure 2.8. Un désa-
vantage demeure: un filtre ol les coefficients sont en virgule flottante
nécessite une mise en oeuvre matérielle plus complexe.

\h___——-——\(————_____,/ ——
ncs exposant

Fig.2.9 : Représentation en virgule flottante d'un coefficient de

. 5
longueur de mot de mantisse n.

Un filtre numérique & récursion double de premier ordre de type passe-
bas est représenté & la figure 2.10, ainsi que la forme des signaux asso-
¢iés dans les domaines du temps et des fréquences. La figure 2.11 compare
les opérations effectuées dans les réalisations & virgule fixe {figure
2.11 a)) et a virgule flottante (figure 2.11 b}) dans un filtre numérigue
3 récursion double sélectif (n ° grand).

Dans les filtres numériques 3 récursion double illustrés 3 la figure
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{x} n
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Fig.2.10 ; Filtre numérigue a4 récursion double de ler crdre et forme des

signaux assoclés.
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a) Coefficients en virgule fixe. b) Coefficients en virgule flottante,

Yn+t

Fig.2.1! : Arithmétigues & virgule fixe ou & virgule flottante dans un

filtre numérigue a récursion double sélectif (ncD grand),

2.10, la longueur de mot n, des variables doit étre supérieure ou é&gale
3 la longueur de mot n. choisie pour les coefficients. La longueur de
mot M des coefflc1ents est formée par la partie de bits nuls ne et par
la part1e significative nC » et nous écrivons:
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n, 2o z=n "+n (z.9)

Cette relation se justifie par 1'effet perceptible du bit le moins
significatif des coefficients sur le bit utile de poids le plus faible
du produit. Cette contribution est formée du produit entre le bit le
moins significatif du coefficient et 1e bit Te plus significatif de 1a
variable,

Alors qu'une arithmétique & virgule fixe (figure 2.11 2)) demande un
multiplieur qui fournit un résultat & (n“+nc} bits, la multiplication en
technique 3 virgule flottante dans un filtre sélectif est exécutée sur des
mots de longueur plus faible. En effet, la multiplication de chaque varia-
ble par le coefficient correspondant nécessite d'étre exécutée seulement
par la partie significative hlS de ce coefficient hy; de longueur de mot
ncs donnant un prodeit de (nv+ncs} bits. Cette opération de meltiplication
effectude en virgule flottante plutdt qu'en virgule fixe n'est avantageuse
que lorsque le filtre & réaliser est sélectif (nc° grand). Une conversion
3 un format de type virgule fixe est ensuite indispensable avant 1'addition
des différents termes dont le résultat est noté par Yoe1- Finalement ,
seulement n, bits de cette somme sont réutilisés par transfert au multi-
plieur d'entrée.

Dans ce paragraphe i1 a été mis en évidence 1'équivalence entre le
filtre & récursion double et le filtre & arithmétique incrémentale sans
réinitialisation des variables d'état, ainsi que la capacité particuligre
de ces deux cellules 2 réaliser des filtres sélectifs {grand rapport
fréquence d'échantillonnage 3 fréquence de coupure). Si, comme nous venons
de le voir, J'arithmétique & virgule flottante est bien adaptée au filtre
numérique 3 récursion double, le paragraphe qui suit met en évidence
1'arithmétique ¢ virgule flottante particulidre réalisée par le filtre 2
arithmétique incrémentale sans réinitialisation des variables internes.
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2.2. Conditions d'équivalence entre un filtre quasi-continu et un filtre

numérique a arithmétigue incrémentale.

Examinons maintenant dans quelles circonstances le filtre numérique a
arithmétique incrémentate travaille de 1a méme facon que le filtre gquasi-
continu, Nous définissons tout d'abord le rappart r entre la fréquence
d'échantillonnage fs et 134 fréquence de coupure fc’ donné par:

f
T (2.10)
fC

Lorsque ce rapport r augmente, le filtre devient de plus en plus sélec-

tif, Par appasition, nous parlons de filtre nan sélectif si ce rappart r
reste peu Elevé,

Cansidérons le filtre numérique & arithmétique incrémentale sans réini-
tialisation des variables internes de l1a figure 2.12. 11 s'agit d'une
cellyle de premier ordre passe-bas déduite de la structure de deuxigme
aordre générale (figure 2.5}.

{u } l:"> Mp i)——l
E"f |:> MP

1, {v}
CR 21

MP —l Mp
m, n

E, ' fréquences ¢'horloge.

Fig.2.12 ; Filtre numérique 4 arithmétigue incrémentale de

ler ordre de type passe-bas.

Dans ce systéme, les frégquences d'entrée £'et n'des multiplieurs pro-
grammables sont déterminées par les relations:

2 oMy v oMy
£'=z 2 fs et n'= 2 fs R (z.11}

ceci afin que 1a variation la plus petite de Ta valeur d'entrée du multi-
plieur soit encore perceptible aprés 1a madulation d’impulsions en
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densité dans 1'espace de temps Ts =1/fs. Cette variation est ensuite inter-

prétée dans le compteur réversible. La valeur minimale n in de 1a Jon-

¥mi
gueur de mot de la variable qui tient compte de la précision avec laquelle
les coefficients doivent Btre définis et du phénomine de quantification

des variables sera évaluée par la suite.

Afin que le bit de poids le plus faible (LSB)} de la partie significati-
ve du coefficient (de longueur ncs) agisse encore avec le bit de poids le
plus élevé de la variable (de longueur de mot nv) pour produire une con-
tribution sur le bit le moins significatif du produit, i1 convient de
respecter la relation:

s
n, ¥ n {2.12)
Nous étudions en premier lieu le cas le plus défavorable du point de
vue de la quantification des variables d'état. Ce cas est représenté par

1'6galité dans 1'expression (2.12):
n =n {2.13)

La seconde hypothdse ("v > ncs], ol la quantification des variables est
fortement diminuée, est examinfe ultérieurement.

La densité locale des pbles d'un filtre numérique n'est pas homogéne &
1'intérieur du cercle unité dans e plar z, elle est moins dense aux abords
de z=+1. Pour une fréquence de'coupure fc définie et un rapport r croissant,
Jes pbles se déplacent vers le point z=+1, définissant ainsi des problémes
de résolution. Comme nous le verrons dans le chap. 4, afin de pouvoir tou-
jours situer ces pbles dans une zone & densité constante, i1 suffit d'aug-

menter le nombre de bits nuls ncD

et de maintenir Te nombre de bits signifi-
catifs ncs constant. Pour cette raiscn, nous considérons par la suite:

ncS = constante (2.14)

Recherchons la condition sous laguelle, durant une période d'échantil-
lonnage, les variations du compteur réversible ne débordent pas sur la
portion du compteur prise en contre-réaction, mis & part les effets cumu-
latifs des retenues, Cette condition, dite de non-débordement immédiat,
indique que le bit le plus significatif modifié dans le compteur sur une
période d'échantillonnage est de poids plus faibte que le bit le moins



~57-

significatif utilisé dans Ta boucle de contre-réaction.
La figure 2.13 illustre Tes longueurs de mot respectives des coeffi-

cients nc, des variables réinjectées dans les multiplieurs ny et des
variables au niveau des additionneurs (compteurs réversibles) Ny

variable sur
multiplicateur n m

n
v
coefficient h, | V777, , ="c°* ncs
fabl ng ne®
variable sur
additionneyr Yn M - — /sl Al AL )
n.t " oo
[ Ny na nf+n,

Fig.2.13 : Représentation des longueurs de mot des variables sur le
multiplicateur (nV}, sur 1'additionneur (na), et de la

longueur de mot des coefficients (nC).

Nous allens montrer que la condition de non-débordement immédiat dépend
principalement des relations existantes entre ces lTongueurs de mot. Les
différents cas étudiés dans les prochaines figures représentent 1'équiva-
lent numérique de ¢e qui se passe dans le filtre 3 arithmétique in¢crémen-
tale sans réinitialisation des variables.

c < Vmin [

La figure 2.14 illystre les opérations successives qui interviennent
dans la celiule du premier grdre de 1a figure 2.12. Lorsque ncu > ncs, ncs
restant raisonnablement &levé, le filtre est sélectif. En effet, une partie
impartante de bits nuls nc° ne peut étre obtenue dans le coefficient h;
que si le rapport r entre la fréquence d'échantillonnage et la fréguence

de coupure est trés &levé,

Nous constatons dans ce cas que le bit le plus significatif de la modi-
fication apportée au compteur réversible durant une période d'échantillon-
nage est de poids plus faible que le bit le moins significatif utilisé
dans la boucle de contre-réaction. Le blocage des variables internes est
pratiquement inutile et le filtre & arithmétique incrémentale est équi-
valent 2 un filtre numérique quasi-continu,
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Fig.2.14 : Arithmétique incrémentale avec nc > nc . nv = nc .

La fréquence de travail minimale f, du filtre, Yorsque n_=n%=n _ , est:
: H v ¢ vmin®

P
fy=2¢ f (2.15)

La fréquence de travail des filtres quasi-continus est ainsi décalée
favorablement au niveau de celle des filtres numériques numériques clas-
siques avec multiplicateurs de type série-parallele, ceci & partir de la
fréquence de travail maximale des filtres & arithmétique incrémentale sans

réinitialisation des variables comme 1'indique la figure 2.15.

filtres numériques conventionnels

A avec multiplicateurs :
spectre
du signal o e ——
L]
d’entrée paralléle- paralléle- série-
paralléle série série f
{1 = ——
1 ’\; n )\; n? fs
: 1 —A
0 n s *,_—;_ n s‘n
2 ¢ 2% *Na
filtre numérique quasi-
continu (& virgule flot- filtre numérique &
tante particuliére). arithmétique incré-
mentale.

Fig.2.15 + Fréquence de travail maximale des Filtres guasi-continus

relativement 4 d'autres technigues de filtres numérigues.
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Notons que dans le systéme numérique & récursion double, les additions
sont effectuées en double précision (fig. 2.11 b)), alors que 1'arithméti-
que incrémentale ne réalise qu'un équivalent simple précision des additions,

Afin de diminuer 1‘'effet de quantification des variables qui peut &tre
considérable voire inacceptable si ncs est trop réduit, nous augmentons
1a longueur de mot des variables n, en maintenant constante la langueur

de mot de la partie significative des ccefficients ncsz

n o»>n° {2.16)

Il reste a préciser la relation d'ordre qui existe entre la longueur
de met de la variable n, et le nombre de bits nuls du coefficient ncu.

Treis possibilités sont distinguées, comme 1'indique Ya figure 2.16:
0 ) o
< = > N
Ny <M. s B, =N, 0Uencoren >n

¥ 2227 Yn v (227727

P S 7777 hy m[ V277

h¥ hg 22
hiy, hsy, bty BZZZZ77]
By, by, [ T7777) vl Y27 777]
91 %, 91 x [ P2777]  91%,[ 7727771

0WBZZZ7777 9227778 v, K272
Yoo EZ770RRRR) ¥y CZZIRIRZR 7,0 ZZ7RRRRIS -

o ¢
1) n <n . 2) n = . > .
! v c ! v e 3) "y nc

Fig.2.16 : Arithmétique incrémentale avecn >n °, n  >n ", et
v g c <
différentes conditions entre n et n
v c

n_<n_ : la partie de la variable qui change aprés une période d'échan-
tillonnage ne déborde pas immédiatement dur la partie reprise

en contre-réaction.

n, =n : 11 s'agit du cas 1imite qui ne présente juste pas de recouvre-



-60-

ment immédiat par les variations de la partie du compteur

réversible prise dans 1a contre-réaction,

n. >n " : une partie de la valeur du compteur réversible qui change durant
une période d'échantilionnage déborde immédiatement et recouvre
la partie de la variable prise en contre-réaction. Ce déborde-
ment n'a cependant pas de conséquences importantes si, ncn

étant suffisamment grand, i1 intervient sur des bits peu signi-

ficatifs du produit. On peut alors débloquer les variabltes in-

ternes sans modifier les caractéristigues de filtrage, ce recou-
vrement permettant de réduire Je bruit de quantification de la
variable. La fréquence de travail minimale fH du filtre est ici

donnée par:
f {217}

b)n®=n5n =n
c C 7 V¥min c

(L]

La figure 2.17 présente 1'égquivalent numérique de ce qui se passe dans
le filtre & arithmétique incrémentale de premier ordre de 1a fioure 2.12.

\

v, B227
hy [ 17277
my = hy
b ¥n
ha ¥,
nx, P77

¥ Ll

N
\

Yoy ELLLEXX .

|

Fig.2.17 : Arithmétique incrémentale avec nco—-n Ssn.
c v

En conclusion et si ncs gst suffisamment éTevé, Te filtre est toujours

considéré sélectif pour nc° =nc5. En effet, le rapport r = fs/fc reste
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suffisamment grand gréce & la partie de bits nuls du coefficient notée nc°.
La fraction du compteur réversible qui évolue & chague période d'échantil-
lonnage ne concerne pas la partie de 1a variable utilisée dans la boucle

de contre-réaction. Le blocage des variables internes est toujours inutile
fcas Yimite) et le filtre 2 arithmétigue incrémentale est équivatent 3 un
filtre quasi-continu. A nauveau, les effets de quantification des variables
sont réduits par une augmentation de 1a longueur de mot des variables nys
avec ncS constant et selon T'équation (2.16). Le schéme de T'arithmétique
qui en découle est i1lustré & la figure 2.18.

¥, WLl
by
my = hi
b ¥y
h ¥,
91 X,
Yn
P77 7 R

n+1 r]

. . ‘- . . [ s 5
Fig. 2.18 : Arithmétique incrémentale avec nC =.nc , nv>nc

y

On observe un débordement de la partie qui varie dans 1e compteur sur
la partie prise en contre-réaction. Larsque nc° est assez grand, ce chan-
gement n'agit donc que sur les bits de poids le plus faible, on modifie
donc le bruit de quantification de 1a variable sans changer les caracté-

‘ristigues de filtrage.
s s

, n =n>,

1
e)n®<n
< Ymin c

[

{a représentation de 1'équivaient numérique du filtre de premier ordre
de la figure 2.12 est donné & 1a figure 2.19.

Le recouvrement des deux parties, 1'une représentant les variations et

1'autre la contre-réactign de la variable, intervient au niveau des bits



de poids les plus fort. On ne peut donc pas débloquer les variables sans
entrainer un débordement significatif dans cette situation. Le rapport
r = fsffc n'est plus assez &levé pour rendre le nombre de bits nuls nc°

suffisamment grand.

LN VAT
h (7777
1, =h P77

hy, 7722

hy, (D722

9 x, 24
Y

¥ n+1 ”:‘:‘:’:“ .
5 s

]
Fig.2.19 : Arithmétigue incrémentale avec n <nc ,ne .

En conclusion, le rapport r entre la fréquence d'échantillonnage et la
fréquence de coupure remplit un réle important pour la détermination du
nombre de bits nuls nc“ des coefficients et, par conséquent, égaiement en
ce qui concerne la condition de non-débordement. Ainsi, il existe une va-
leur critique re de ce rapport pour laquelle i1 n'y a juste pas de recou-
vrement. L'ordre de grandeur de ce rapport critique re est déduit de la
condition de non-débordement immédiat:

zr (2.18)

0 s [P
nc b4 n. d'ob : r c

1]
-t |m—n
(]

Pour le cas critique ol 1'on évite juste un recouvrement de la partie
prise en contre-réaction par la partie variable du compteur durant une
périade d'échantilionnage:

e _ 5 [P -
n’=n. d'el : r=r. (2.19)

Dans 1a remarque située & la fin du présent paragraphe, la valeur cri-
tique de ce rapport re ést estimée pour un systéme & arithmétique incré-
mentale de premier ordre passe-bas {figure 2.12).
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Deux exemples quantitatifs, apparaissant 3 la figure 2.20, illustrent
la condition de non-débordement (2.18). Les paramtres suivants ont €té

retenus:
fc = 125 Hz
1) fo=402kHz ;5 r=r = 7, nc° > ncs =n, (cas a}).
2) f =503 khz ; r=1402 ,n° < ncs =n,  (cas c)}.
Yn <ﬁ] ¥ 2P
hy [Toocoooo ilrd h (500 IX¥E A
my = hi my = h BEFAAF
hiy, hS v, [
hy v, [Eeeocooe [PRaAA RN ETXT 2% %)
91 %, {osoooaes M 91 Xn
v, v AT

Ynet VT AR

1} 9[”h1'0,001953731 2} 91=h1=0.015529851

0 5 5 5 5
r =r_=3217; n_*n_; n =sn . r=402<r;nﬂ<n ;D =n .
c c c v c c e [ v c

Fig. 2,20 ¢ Exemples quantitatifs de 1'éguivalent arithmétique de filtres

passe-bas de ler ordre selon la structure de la figure 2.12.

Le filtre numérique quasi-continu rdalise donc, avec une arithmétique
incrémentale particuliére, 1'équivalent d'un filtre numérique & récursion
double. Le systéme quasi-continu utilise une représentation particuligre
des coefficients 8 virgule flottante de type simple précision, par opposi-

tion au format double précisien du filtre numérigue & récursion double.

Analysons différentes circonstances du déblocage des variables. internes
du filtre 3 arithmétique incrémentale qui permettent de retrouver le filtre
numérique quasi-continu. Simultanément, nous évaluons la fréquence d'hor-
loge minimale fH du systéme, & partir de 1'équatien (2.15).

A) Respect de la condition de non-débordement auv cours du déblacage,
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Chaisissons un systéme qui présente le rappert critique Fe entre la
fréquence d'échantillennage fs minimale, fixée par la fréguence maximum
contenue dans le spectre du signal 3 filtrer, et la fréquence de coupure
donnée fc. Recherchons maintenant les conditions d'évelution de la fréquen-
ce de travail fH maximale du sytdme lorsque ¥a fréquence de coupure s'é-
carte de 1a valeur du cas critique fclr . Deux situations sont distinguées

3 la fiqure 2.21, ¢

o

coefficient hy [ L7777723 r =, ncs =n,

H

lére situation: hyf 777777 A ¥ > Fos nco >nc

2eme situation: hy [T PTTIITA rer, nc" <nc5

Fiq.2.21 : Parties de bits nuls et significative nca et ncs d'un
coefficient dans un filetre numérigue 4 arithmétigque incré-
mentale : lére situatjon - cas trés sélectif, 2éme

situation - cas peu sélectif.

1eére situation - filtre trés sélectif :

La fréquence de coupure fc est ici inférieure 3 la fréquence de coupure
cerrespandante au rapport ¢ritique re» ce rapport r est donc supérieur &
T La fréquence de travail maximate du systéme demeure constante, car 1a
longueur de mot significative ncs ne change pas. 11 n'y a pas de déborde-
ment de 1a partie variable du compteur réversible sur la partie prise en
contre-réaction durant une péricde d'échantillennage, I1 est donc possible
d'augmenter 1a longueur de mot des variables n, Jusqu'a Ta valeur nc°.
Aprés cette limite, une augmentation supplémentaire de cette langueur de
mot nV implique un débardement comme défini auparavant. Ce dernier est
significatif lorsque le nombre de bits nuls nc° est insuffisant et il
n'est pas significatif si ce nombre est suffisamment élevé. En résumé:

f o<f -+ r>r.n°+,ns=cte+f =2nc5f =cte {2.20)
c Cire [ c H S
2éme situation - filtre peu sélectif :

Si la fréquence de coupure fc devient supérieure & celle critique fc'r .
alers le rapport r est inférigeur a re Naus constatons un débordement des®
variations du compteur sur la partie reprise dans le systéme. Dans ces
conditions; un déblocage des variables internes du systéme 3 arithmétique
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incrémentale produit une variation sensible des caractéristiques de filtra-
ge. Pour éviter ce phénomgne, il convient d'augmenter 1a fréquence d'échan-
tilionnage fS minimaie afin de respecter & nouveau le rapport critique T
Cette augmentation doit amener le rétablissement du nombre de bits nuls nc°
Jusqu'd T1a valeur du nombre de bits significatifs ncs. Notons également

ung croissance de la fréquence de travail maximale fH' ce qui s'écrit

simplement:

s
) o+ f, =2 fot {2.21)

f > fc|r + (f +|r H
c

[« -r =cte

Les deux relatiens {2.19) et {2.20) donnent un mayen d‘évaluaticn de la
fréquence de travail maximale fH d'un systime & arithmétique incrémentale
en fonction de Ta fréquence de coupure fc; le graphe de la figure 2.22
résument ces deux situations.

]

augmentation linéaire de
afin de respecter
13 {Bndition r = re

C
U

c Smin

—

Fig.2.22 : Frégquence de travail fH relativement a la fréguence de

couvpure d'un systéme & arithmétigue incrémentale.

B) Conditions de non-débardement Tors du déblocage pas respectées.

Lorsque le rapport r est inférieur & Ta valeur critique re {filtre peu
sélectif}, la partie du compteur réversible qui change durant une période
d'échantillonnage concerne les bits de poids les plus forts de 1a variable
prise dans la cantre-réaction. Le déblocage des variables internes du
systéme a arithmétique incrémentale peut alors produire une variation
sensible des caractéristigues de filtrage. Ce phénamdne est de mdme nature

que celui qui conduit aux variations des caractéristiques d'un systéme
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analogique 3 variables internes bloquées dont an enléve ie blocage {343,
La figure 2.23 schématise 1'action du déblocage des variables dans un tel
systéme, qui amene une modification des caractéristiques de filtrage.

Amplitude  (\_ N

ead— - ~

X\ \\ / variables internes blequdes
- \\ //' A A

:_';/‘— -t N o -
. ya \\ -
LA N déblocage des variables

.. o] \\*i

| At ..Tl:__-.
T T S - - ” f/fc

Fig.2,23 : Modification des caractéristiques de filtrage d'un passe-bas
lors du déblocage des variables internes d'un filtre

analogigue & variables internes bloguées.

La synthese d'un filtre de caractéristiques fixées peut s'effectuer avec
une fréquence de caupure fC corrigée par un facteur calculable (fc plus
grande). Cette fréquence de coupure fc est déplacée en fé lors du déblocage
des variables internes. Ce processus, employé pour Te filtre quasi-continu
obtenu par déblacage du systéme & arithmétique 3 incrémentale, permet de
conclure pour la frégquence de travail fH de ces systémes:

- . g 0 S_ -
fs-cte ; (fc + | fc fixé) + not et n “=cte + fH-cte {2.22)

Paur résumer, lors de Ta synthése d'un filtre quasi-cantinu, si la can-
dition de non-débordement n'est pas respectée, deaux méthodes s'appliquent:
- augmenter la fréquence d'échantillonnage fs afin de respecter 3 nouveau
la condition nc° =ncs (au encare r= rc).

- ou effectuer la synthese du filtre avec une fréquence de coupure fc plus
faible, madifiée en fé par déblocage des variables internes du filtre &
arithmétique incrémentale,

Condition de non-débordement pour la réalisation de filtre passe-bas de

premier ordre (Tigure 2.12).

Déterminans la valeur critique rc du rappart entre fréquence d'échan-
tillennage fS et fréquence de coupure fc dans le circuit propasé 3 la
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figure 2.12. Conformément 3 {2.44) et (2.8), les coefficients e, et f, du
filtre numérigue A récursion double passe-bas de premier ordre correspon-

dant sont donnés par:

2nf, e
91 = hy = by Ts = 7 = (2.23)
-]

ol by est le coefficient du fiitre analogique correspondant (b, =27 f.).
Le coefficient h, peut Stre décomposé en deux parties: la partie signifi-
cative du coefficient (notée h,5 et €gale 3 la partie introduite sur le
filtre 3 arithmétique incrémentale 1,) et la partie de bits nuls. I1 vient

dong:
hy= h5.27"¢ (2.24)

Par la condition de non-débordement immédiat et dans le cas le plus criti-
que (selen 1'équation {2.18)):

hy= heSe2™C (2.25)
Mais hls est barné & 1'unité par valeurs inférieures:

0.5 % h® <1 (2.26)
Les relations (2.23), (2.25) et (2.26) fournissent donc 1'inégalité:

s
r>zn2c (2.27)

La valeur critique du rapport re qui ne provoque pas de débordement s'ex-
prime danc sous la forme:

5 s
272" < pg2qotc Y (2.28)

Si 1'on considére par exemple ncS =8 bits significatifs du coefficient
comme suffisant en qualité pour la trame définie dans le plan compiexe z,
alors le rappart critique re entre la fréquence d'échantillonnage et la
fréquence de coupure vaut:

5 _ . o i
no = 8 bits (= n. ] o+ re ® 3217 {2.29)

Remarque: La comparaison des fréquences maximales de fanctionnement des
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filtres numériques quasi-centinus calculées dans le premier chapitre {dans
le cas d'un filtre passe-haut de premier ardre) et dans le chapitre 2 {cas
du filtre & arithmétique incrémentale de premier ordre passe-bas apres le
déblacage des variables internes) aboutit 3 um ordre de grandeur identique
dans les deux méthodes dont on a recaurs. En effet, ces fréquences d'horlo-
ge maximale fH s'écrivent:

- pour le filtre passe-bas de premier ordre du chapitre 1:
By = 2% gy = 2w f {2.30)
n’ longueur de mot au niveau de 1'additionneur {compteur réversibie).

-t
ay =0t 4 (z.31)

ce qui implique la relation:
1]
ay o= 2m2e 2 E (2.32)

- pour le filtre & arithmétique incrémentale passe-bas de premier grdre
du chapitre 2:

f,=2" ¢ (2.33)

L'identification des fréquences de travail maximales (2.32) et (2.33)
fournit 1'éguation suivante:
3

[+
b=y o 22 2 £ = 2"c f (2.38)

11 reste 3 introduire 1a condition (2.13) entre les longueurs minimales
de mot des variables n, et de la partie significative des coefficients ncs,
ainsi que le rapport r = fsffc, et il vient 1'égalité:

n (]
r=2n2¢ (2.35)

Cette relation est en accord avec la relation {2.27) déduite précé-
demment. Les deux fréquences de travail maximales calculées sont du méme
ordre de grandeur.
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2,3, Simulation d'un filtre analogique par un filtre numérique (2&me ordre,

signal de synthése saut unité), rappel de résultats.

Le probléme de Ta simulation d'un filtre analogique par un filtre numé-
rique n'a pas de solution générale exacte. Dans certains cas particuliers,
torsque le signal d'entrée du filtre est une superposition de signaux
avec transformée de Laplace rationnelle (par exemple une fonction en es-
calier), i1 existe un filtre numérique qui donne en sortie exactement Tes
valeurs échantillonnées de la réponse du filtre anatogique, conformément
3 [2B]. Le principe de 1a simulation d'un filtre analogique par un filtre
numérique est rappelé 3 la figure 2.24.

x(t) FILTRE N y(t)
l ANALOGIQUE I -—
-—

-7 -

otE=nt K f " y{nT)
AN

x(nT} FILTRE Y4(nT) = y(nT)
L e NuMeRIQUE

Fig.2.24: Principe de la simulation d'un filtre analogique

par un filtre numérigque.

Qans ce paragraphe, nous rappelons des résultats obtenus pour une struc-
ture de deuxidme ordre dont le signal de synthiése de 1’entrée choisi est
le saut unité, de transformée de Laplace rationnelle. Par [28] et [29],
nous déduisons qu'une solution numérique 3 ce problime peut étre trouvée;
de plus, ta référence [30] fournit la solution analytique particulidre
recherchée,

Considérons la fonction de transfert H(s)} d'un filtre analogique idéal
de deuxidme ordre:

a,87+3;85+3,
g — o T T1T T (2.36)
H(S) 52+b1$+b2
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avec 12 signal saut indiciel qui sert pour la synthese du filtre numérique
{= signal de synthése):
x(t) =0 ,te<d

X(s} =, car Lx(t) =1 . tz0

{2.37)

mI_

11 reste A effectuer ¥'inversion numérique de la transformée de Laplace
de la réponse Y(s):
agsi+a;s+a,

Y{s} = H(s) - X(s) = 5, o76.5 (2.38)

La fonction de transfert du filtre numérique de simulation qui donne e
méme résultat que le signal en escalier introduit dans le filtre analogi-
que est donnée, selon {29] et [30], par:

Cpzi+cy2+¢,

Hz) = (2.39)

z?+dyz+dy

lLes coefficients c; et di valent respectivement (voir aussi en annexe B):

Cy = ay
€ = ‘a°+ﬁ{au[?«zEAaT'}\aeAzT]“‘al[eAET'eAST]*
.s [;\3')\1 . e?\aT i eAzT]}
28 %3 Ay Az
¢z = Tﬂ—ﬂ{ao[h A L EE N TR P (2.40)
)\3T A2"’
et e Agmhg G (Aaeds)T
+a; [ W " + YW e ]}
dy = - (el ot
d; = e(A2+A3)T

oll x; et A, sont les pBles de la fonction de transfert G{s) dans le domai-
ne de Laplace:

by /by
C ad (2.41)
b b,? )
i a2

Ces pbles satisfont les relations suivantes, fournhies par le théordme de
Vidte:
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Aatdg=-by et Az d;=b, (2.42)

Ces résultats et Tes transformations inverses (passage d'un filtre
numérique aux coefficients du filtre analogique) apportent donc une solu-
tion analytique au probleme de simulation de filtres analegiques par des
systémes numériques, ou au probl2me réciproque. La seule restriction
concerne la forme du signal d'entrée du filtre analogique: ce signal doit
8tre formé de la superpasition pandérée de signaux unité décalés dans Je
temps, le signal unité correspondant au saut indiciel (2.37) est exposé
3 la figure 2,25,

u{t)d
1

0 1

Fig.2.25 : Signal unité correspondant au signal de

synthése saut indiciel.

Lorsgue la fréquence d'échantillonnage du filtre numérique de simula-
tion est beaucoup plus impartante gue la fréquence de coupure de celui-ci,
les p6les sont trés rapprochés du point z = +1 du plan complexe z, et nous
admettons 1'approximation:

LN I A PR PN (2.43)

Naotons que A, et A, sont des grandeurs compiexes. Par 1'introducticn de
cette approximation dans (2.39) les coefficients du filtre numérique de
simulation deviennent, relativement au filtre analogique:

Co = 3y
€1 = -2ap+8,T 3 dy = ~24b,T {2.44)
€, = Bp-a,T+a,T? ;3 dy = i-byT+b,T?

La réalisation d'un filtre numérique de structure directe canonique et
1'emplacement des coefficients <, et di dans cette structure est présentée
a la figure 2.1, '
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2.4. Comparaison des différents types de filtrage.

La figure 2.26 compare des structures de filtrage de deuxiéme ordre,
répaertorides selon trois catégories principales de traitement des signaux,
soit les traitements amalogiques, numériques et numériques quasi-continus.

Les systémes anzlogiques sont caractérisés par des opérations de multi-
plication et d'addition des variables d'état analogiques qui reldvent de
processus analogiques. Dans le filtre conventionnel de structure ordina-
teur analogique, ces variables d'état demeurent libres, par opposition au
filtre analogique dit & variables internes bioguées. Ce dernier type de
filtre posséde des variablies é&chantillonnées et maintenues constantes pen-
dant une période d'échantillonnage T par un extrapolateur d'ardre 2éro.

Le déblocage des variabies internes produit un décalage des caractéristi-
ques de filtrage dans le damaine des frégquences [34].

En ce qui ¢oncerne la technique des filtres numériques, les variablaes
numériques, de lcngueur de mat finie (quantification des variables) et
échantillonnées dans le temps, font 1'objet de multiplications par des
coefficients de longueur finie (quantification des coefficients) et sont
mémoriséas dans des éléments 3 retard. Deux topologies de filtre numérique
sont étudiées: la structure directe canonique et 1a cellule & récursion
double. Une transformation simple des coefficients permet de passer d'une
topologie 3 la seconde.

Par les méthodes de simulation d'un filtre analogique par un filtre
numérique avec un signal de synthase saut unité [28-30], des relations
analytiques sont établies entre les coefficients du filtre numérique et
caux du filtre analogique. Ces équations sont simplifiées et exprimées 3
la figure 2.26 Torsque les pdles de 1a fonction de transfert sont tras
proches du point z = +1 du plan complexe 2, ¢'est-d-dire lorsque le rapport
fréquence d'échantillonnage & fréquence de coupure du filtre est suffisam-
ment élevé, par exemple supdrieur 3 100. 11 convient alors de vérifier que
les pdies calculés par ces équations ne rendent pas le circuit instable
(pdles 3 1'extérieur du cercle de rayon unité du plan campiexe 2}. Le
filtre numérique 3 récursion double est une réalisation topalogique diffé-
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TRAITEMENT ANALOGIQUE TRAITEMENT QUAS]-CONTINU

Filtre quasi-cantinu :
Filtre analogique :

x{s)

LI
Déblacage des  H(s) .

variables st4bisab,
internes. T

candition d'équi-
valence

Filtre numérique 3 arithmétique

incrémentale :
Filtre analagique & variables
internes bloquées : uit) &
:xx;—

Vo2« {1nT=21,) 2+ 14=1, T+ 1en7?

274 {mT-2) 2 + l=mynTempenT?

simulation d'un
filtre analogiqu
par un filtre

numérique.

Wiz} Ao 2t 4 (A T-285) 2 + Ay-A T+AST?
27+ (B,T-2) 2+ 1-B,T+B,T?

Hiz} =

Filtre numérique de
simulation @

Kiz)

Filtre numérique 4
récursion double :

0o 27+ {01-200} 2+ 95205407

gy - ST tCI T Topalogie 2he (b2 2+ 1 hyehy
27ad, 2+ d;
TRAITEMENT fIUMERIGUE
approximation : cy = 8, par topologie i g, = ¢,

¢ =a;7-24a, 9 = e+ O

€= a5 8, T+a, T? g1 = Lo+ Cy+ Gy
dy=bT-7 hy = 2+4d,

dy = 1-b;T+b, T? hy = 1+d;y44d,

Fig.2.26 : Différentes catégories de filtrage classées suivant le

traitement de 1'information : analogigue, numérigue et

numérigue guasi-continu, Relations entre ces filtres.
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rente de 1a structure canonique et est avantageuse lorsque les pdles de
la fonction de transfert sont trzs proches du peint z = +1 du plan com-
plexe z. Les coefficients de cette cellule dépendent de la fréquence
d'échantillonnage fS et si celle-ci est élevée, Tes coefficients tendent
vers zéro. Cette forme est avantageuse dans une arithmétique & virgule
flottante plutdt qu'en virgule fixe.

Dans la catégorie des filtres numériques & traitement quasi-continu des
signaux, les opérations de multiplication et d'intégration numériques des
variables sont effectuées & 1’aide d'éléments transformant 1'information
en amplitude (information de type “parall2le") en densité d'impulsions
temporelle {information de type "sérielle"). Ces impulsions modifient
1'état interne des compteurs réversibles qui redonnent 2 1'information une
nature "paralléle”, Comme pour le traitement analogique, les variables
internes des systémes 2 traitement quasi-continu peuvent &tre libres ou
bloquées. Lorsquelles sont blogquées, le filtre numérique est dit & arith-
métique incrémentale et si ces variables sont Jibres, nous définissons le
terme de filtre numérique quasi-continu.

En partant do filtre numérique de structure directe canonique, i1 est
possible de déduire e filtre numérique quasi-continu, Dans ce chapitre,
nous avons montré que le filtre & arithmétique incrémentale (variables
internes bloquées) posstéde une arithmétique 3 virgule flottante proche de
celle qui apparait dans te filtre numérique & rdcursion double. Cette
arithmétique est de type simple précision dans le filtre a arithmétique
incrémentale alors qu'elle est de type double précision pour la cellule 2
récursion double. Dans les circonstances énumérées dans les paragraphes
précédents, les systémes 3 arithmétique incrémentale et quasi-continu
travaillent de maniére similaire. Le filtre quasi-continu s'obtient par
déblocage des variables internes de la structure a arithmétique incrémen-
tale et posstde les propriétés suivantes: arithmétique 2 virgule flettante
particulidre et fréquence de fonctionnement maximale limitée.
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3. ETUDE DU COMPORTEMENT REEL DES FILTRES NUMERTQUES QUASI-CONTINUS.

X

i

Dans les filtres numériques quasi-continus, les signaux numériques sont
transformés par des multiplicateurs binaires a taux programmables en des
signaux binaires modulés en fréquence avant d'étre introduits dans des
compteurs réversibles qui somment ces impulsions, L'information est de ce
fait représentée par cette modulation d'impulsions en densité d'une facon
quasi-continue,

Au deuxigme chapitre, la comparaison des filtres quasi-continus avec
Jdes filtres numériques conventionnels montre que, premiérement, la struc-
ture quasi-continue réalise un filtre numérique & récursion double proche
de la forme classique, et que, deuxiémement, son arithmétique posséde-
une représentation des coefficients & virgule flottante particuligre.

L'étude générale des filtres numériques quasi-continus sera entreprise
dans ce chapitre avec un élément de second degré. Afin de décrire comple-
tement cette structure de filtrage, le modéle paramétrique décrivant une
cellule de base en boucle ouverte sera élabaré. Dans cette unité de base,
nous aurons deux multiplicateurs programmables et un compteur-réversible,
La forme A boucle fermée de la cellule de base réalisera des filtres ré-
cursifs qui peuvent ensuite étre analysés par une simulation sur ordina-
teur.

Un procédé analytique, basé sur 1'interpolation et 1a linéarisation des
relations paramétriques, fournira des approximations linéaires de type
analogique et numérique. Ces approches permettront 1'investigation des
effets non-linéaires dus au phénomzne de modulation d'impulsions en den-
sité des multiplicateurs & taux programmables et & 1'intégration numérique
produite par les compteurs réversibles. Le premier terme perturbateur qui
sera mis en évidence dépend de la longueur de mot des variables et des
valeurs des fréquences de référence.
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3.1. Equations paramétrigues des filtres numériques quasi-centinus,

Considérons deux systdmes numériques quasi-continus, 1'un de premier
ardre et 1’autre de deuxitme degré, dont les variables d'entrée, de sor-
tie et d'état apparaissent sous forme numérique quantifiée alors que les
coefficients sont introduits & 1'aide de fréquences. La figure 3.1 illus-
tre ces deux structures, dans lesquelles est incluse la cellule élémen-
taire de la figure 3.2.

aguf{t) = ag(xe+x(t))

Ty

CR

'

MP

{) vit) =yo+y(t)

a) Structure géndérale de premier ordre.

aguft) =a, {xe +x{t))
—

|
''''''' T
r r ‘ 0
| ~# | I
f + < + S vt
Lo | cR $MP +| CR :> .
L fw 2! MP
{L v{t) =yo+ y(t)

b} Structure géndrale de deuxiéme ordre.

Fig.3.1 : Filtres numériques guasi-continus de ler et de 2éme ordre.

Neus allons établir les équations de fonctionnement de la cellule de
base de 1a figure 3.2, composée d'un compteur réversible et précédée de
deux multiplicateurs & taux prograrmables. Ces relations dépendent des
signaux numériques d'entrée u(t) et wit) considérés ici continus dans le
temps et en amplitude {non quantifiés), ainsi que des fréquences de
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référence fy, et fy,. La variable de sortie v(t) est quantifiée en ampli-
tude et ses variations sont percues de manigre continue dans le domaine
du temps, Cette quantification provient du compteur réversible caractéri-
s€ par une longueur de mot finie. Cette valeur numérique augmente d'une
unité chaque fois que 1'entrée de comptage en avant (+) receit une
impulsign, et diminue d'une unité lorsgue 1'entrée de comptage en arriére
{-) recoit une impulsien.

ult) =x, + x(t)

—nt NP .
7 (t)L () =ys eyt
+
' S =

f{t)=--

wit) =z, +2{t)

Fig.3.2 : Cellule élémentaire composée d'un compteur réversible et

pricédée de multiplicateurs binaires & taux programmables.

Afin de permettre la description analytique de 1a cellule de 1a figure
3.2, 1e modéle de fenctionnement suivant des multiplicateurs programmables
est adopté: le signal d'entrée considéré continu du multiplicateur est
échantillonné toutes les fois qu'une impulsion est preduite en sartie; la
période entre deux impulsions est inversément proportionnelle 3 1'ampli-
tude de 1'échantillon. L'amplitude de 1'entrée du multiplicateur program-
mable est transformée en une séquence d'impulsions sommées dans le comp-
teur réversible qui suit. Ce moddle de fonctionnement du multiplicateur
programmable est illustré 3 Ja fioure 3.3 a), alers que 12 figqure 3.3 b)
présente un autre modéle de fonctionnement de multiplicateur dans lequel
1'échantillonnage du signal d'entrée s'effectue & une fréguence constante,

Lorsque le signal d'entrée x(t) du multiplicateur est péricdique et de
période T, et sa valeur moyenne égale a la valeur d'équilibre x,, le si-
gnal receuilli 3 1a sortie de la cellule doit Btre égal & 1'intéqrale de
la valeur d'équilibre notée x,. Dans un tel cas, le modéle discret de fonc-
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tionnement de la figure 3.3 a) avec échantiilonnage irrégulier produit un
nombre d'impulsions n identique pendant la période T, par rapport au cas ou
le signal d'entrée est constant et égal & la valeur d'équilidbre u(t) = x,.
La démonstration de cette affirmaticn est dennée dans 1'annexe A. Notans
que ce résultat n'est plus vérifié lorsque 1'échantillannage du signal
d'entrée u(t) est régulier. Ces considératiens fixent le choix du modele
de fonctionnement du multipticateur programmable utilisé. 11 s'agit du
mod2le avec un échantillannage du signal d'entrée irrégulier {fig.3.3 a)).

vt} Ta u(ty To
x x (]
;u /??FT[\ Lu
¢ t ¢ t
£, () f‘(t)f 5
0 t 0 t
£ (e u(t) = xq el uex
0 ' t 0 t
&) Echantillonnage irrégulier du sigynal b} Echantillonnage régulier du
d'entrée (lors de chagque impulsion signal d'entrée uft).
produite),

Fig.3.3 : Modéles de fonctionnement du multiplicateur programmable.

Ce moddle de représentation des multiplicateurs binajres 3 taux praogram-
mables et des compteurs réversibles est utilisé dans les équations paramé-
triques de 1a cellule élémentaire de la figure 3.2, La forme des signaux
de la figure 3.4 est un exemple ol u(t) est sinusoTdal et w(t) constant;
les signaux modulés en densité d'impulsions sont appelés f (1) et f_(t) et
les signaux partiels fictifs de sortie dénammés v+(t) et v_(t). Ces der-
nfers constituent les centributians séparées des multipiicateurs aprés
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sommation sur e compteur avamt-arrigre, Le signal de sortie v(t) est sim-
plement 13 somme des signaux fictifs v (t) et v_(t), 1'un étant strictement
croissant et le second décroissant:

vit) = v (t) ¢ v_(t) (3.1

§ult)

—_uft ) wWit)
" " Wt )

"o t \./ t zﬂ t t
[] L [4 . o
JF e L ki/ulty) f (1) kz/w(tp)

H Canlftme 1 tF- ¢ ot

v, (t) v {t)

ll X

[] klju(tm} i /
: kz/“(_tm) .
0 T e () t trd tm+1 't
vit,)
1
: \ / -—
m t

Fig.3.4 : Forme des signaux dans 1'élément de base de la figure 3.2,

lorsque u{t}) est sinusoidal et w(t} constant.

L'effet d’intégration numérique du syst2me multiplicateur-compteur est

présenté qualitativement & la figure 3.4;

1'information est transformée par

modulation ¢'impulsions en densité et ces impulsions sont ensuite sommées

dans le compteur réversible. Le multiplicateur programmable transforme les
signaux d'entrée, continus dans le temps, en échantillons et produit un

train d'impulsions dont la période est inversément proportionnelle & ces
valeurs échantillonnédes.

Analytiquement, le signal de sortie des multiplicateurs programmables

s'exprime & 1'aide d'une somme de distributions de Dirac. Considérons le
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temps t‘n auquel est produite la m-i2me impulsion et le temps t‘n-l de la

{n-1)-igme impulsion. L'intervalle Atln_1qui s'écoule entre ces deux ins-

tants ty, et t, est inversément proportionnel & la valeur échantillon-

n-1
néa & 1'entrée du multiplicateur au temps t,

n-t
ki
t;, -ty = Aty F —— {3.2)
n n-1 n-1
Uttxn_1)
Par récurrence, cette relation se met sous la forme suivante;
tlﬂ = tlﬂ' +At1n 1 Z T1
(3.3)

o ky Umax
. = =
ol Tlm u(tm) et kl. f°1

De facon semblable en ce qui concerne le signal de sortie du second multi-
plicateur dont 1'entrée est w(t):

tay = tayy * By = ;sz

k; W

o T, = k =—§Eﬁ—
ou 2, It et 2 02

Rappelons qu'une somme de distributions de Dirac réparties & intervalles

(3.4)

temparels réguliers & partir de 1 = 0 est décrite analytiguement par la
fonction p{t)} suivante:

o0 00 n
pit) = s{t-t,) = (-7 (3.5)
n= n= p

olt: fp : fréguence de répétition,
§ : distribution de Oirac.

Appliguons celte représentation au multiplicateur programmable qui four-
nit des impulsions distantes d'une valeur inversément proportionnelle 3 la
valeur du signal d'entrée échantillenné. On remplace dans 1'expression
{3.5) le temps t, par les expressions abtenues en {3.3) et (3.4} respecti-
vement. Les signaux f+(t) et T_(1) s'écrivent:

. IS
£ (1) = Sltety ) = i 5(t- Z; )
ome 5
T (t) = ﬁ 8(t-tzy) = E s(t- i; WtLT)
= = r= p
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u L]

Max
avec: k, = fox et kg = --;“:Tx

foi1, fo2 : frégquences de référence d'entrée des multiplicateurs,
Ymax S 2xp : valeur maximale de la variable numérique u.
Woax £ 22y ¢ valeur maximale de la variable numérique w.

Les contributions séparées des multiplicateurs programmables sur le
compteur réversible {&lément intégrateur) sont inclues dans les variables
fictives v (t} et v_(t). Chague variable représente 1'accumulation des
trains de distributions delta de Dirac dans un compteur. Rappelant que
1'intégrale de la distribution de Dirac produit ume fontion saut unité

notée v [12]:
t

u{t-a) = J &(t-a)dt , (3.7)
D
1'opération de sommation se traduit sur les fonctions fictives v+(t) et

v_{t) par les expressions:

ad = k
v () - ;u(t-g@) .
+0o - k2
;U(t- ;@) + Vg

Ces équations déterminent les variations du signal de sortie v(t} dans

(3.8)

- v_(t)

le temps. 11 est cependant plus important de connaitre le temps t auquel
le signal de sortie est augmenté d'une unité (changement de v (t)) ou

diminué d'une unité {changement de v_(t}), afin d'obtenir les relations
paramétrigues de description de la cellule élémentaire de la figure 3.2:

{3.9)

V_( GTE:;T) =1 +Vv_,

p:
tes équations paramétriques décrivant 1a cellule de la figure 3.2 s'écri-

vent:

V+(t1n) = N4V, , v+(t1n+1) =0t 1+ vy

n-1
Ky k1
ti, = }E;; T E 3 BT e B tiney = tip * 8ty
m= m n (3.10)
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’

V_(tz-l) =1+v_,, V-(t"lﬂ) =1 +14+v_g
i ii; Ky L )
SRS o B Bt W LS S Iasl
Recherchans encore la condition d'équilibre d'une cellule élémentaire
formée d'un compteur réversible et de multiplicateurs programmables, car
cette condition n'est pas inclue dans les relations (3.10). Rappelons que
dans le chapitre 1 oii ont &té& &tudiéds les filtres quasi-continus idsalisés
(appelés filtres fréquentiels), i1 a été é&tabli que tous les signaux sont
définis strictement positifs, ceci étant dG 2 la présence d'une modulation
de fréquence. Ce principe reste valable dans les systdmes réels (modulation
d'impulsions en densité), par conséquent l1a valeur 3 1'équilibre des signaux
de 1a cellule de la figure 3.2 est positive et est notée X,, ¥, ot Z4:

u(t) = xo + x(t)
v(t) = y, + y(t) {3.11}
wit) = zo + 2{t)

Afin d'éviter une dérive et un dépassement de capacité du compteur ré-
versible, la somme des impulsions sur les entrées avant et arriédre doit
gtre équilibrée 3 long terme. Cela signifie pour les valeurs moyennes des
périodes At‘n et At21 en sortie des multiplicateurs 3 taux programma-
bies:

At;n = KE‘;T] (3012)

te qui se traduit d'aprds les équations paramétriques (3.10) par la condi-
tion d'équilibre de Ta cellule é1émentaire compteur-multiplicateur de la

figure 3.2:
i= i avec: kl :.l.‘m 3 kz ::m (3-13)
kl k2 fl)l f02

Les équations paramétriques {(3.10) et la condition d'équilibre {3.13}
décrivent une cellule de base en boucle ouverte comme celle donnée en
figure 3.2. Avec ce mod2le paramétrique dans une structure & boucle fer-
mée (filtre récursif 3 contre-réaction), i1 sera possible d'évaluer un
systéme de filtrage 2 proprement parler.



La simulation par ordinateur des filtres numériques quasi-continus
requiert ces équations paramétriques. L'étude du comportement de ces
structures est entreprise & partir d'un systéme de deuxidme ordre général
[13], un filtre plus complexe &tant réalisé par mise en cascade d'unités
de second ordre. Deux types d'algorithmes sont proposés pour cette simu-
lation sur ordinateur.

Le premier élgorithme évalue le signal de sortie vw{t) du compteur ré-
versible & un instant donné & 1'aide des équations (3.8). Le calcul de la
variable v{t) nécessite alors de sauvegarder les différents états du sys-
téme en mémaire. La transcription de cet algorithme sur ardinateur n'est
pas aisée, car il impose 1'utilisation de routines ré-entrantes.

Le second algerithme est basé sur un systéme de routines ron ré-entran-
tes obtenu par inversiaon du probléme: i1 s'agit de calculer les différents
temps auxquels un changement d'état de v(t) se produit. Cette méthode
gvalue les dquaticns paramétriques (3.10) et est particuligrement indiquée

dans notre probléme.

La simulation d'un filtre quasi-continu est divisée en treis parties
principales, programmées de ta facan suivante:

- 1'entrée des paramdtres nécessaires 3 la simulation, tels que: le type
de filtre, le degré, les valeurs des ceefficients, la longueur de mot
des variables et celle des coefficients, ainsi que les fréquences de
coupure et d'échantillonnage du systéme numérigue quasi-continu;

- la simulation proprement dite, c'est-a-dire la phase de calcul des phé-
nomenes décrits par les équations paramétriques (3.10};

- Je traitement des résultats sous une forme facilement utilisable camme
la réponse a des excitations particulidres ou la transfermation de
Fourier de ces réponses.

Ce logiciel analyse le fonctionnement des syst&mes quasi-continus et
les résultats sont comparés avec les performances des fiitres mis en oeuvre
sous forme ciblée, Dutre la vérification de la validité des modeles de
description &laborés, il convient de signaler que 1'ensembie des programmes
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permet 1'examen des limites de linéarité des différents éléments cons-
titutifs des filtres numériques quasi-continus. En effet, naus avons déja
relevé au chapitre 1 les effets limitatifs du fonctionnement des multipli-
cateurs programmables et au chapitre 2 nous avons mentionné les bruits dus
aux guantifications des coefficients et des variables. L'analyse de ces
effets non-lindaires pourrait &tre envisagde & 1'aide de cet ensemble de
programmes et constituerait une suite logique & cette étude. En particu-
lier, la limite de lindarité dépend de paramétres comme le rapport fréquen-
ce de travail maximale 3 fréquence maximale du signal d'entrée, ou encore
de la valeur de 1'amplitude du signal relative & sa valeur maximale. Les
aspects de sensibilité de quantification des coefficients et des varia-
bles, par ailleurs traités analytiquement au chapitre 4, peuvent s'étu-
dier par variations des longueurs de mot des différents parameétres et des
variables.

L'analyse de Fourier, via Transformée de Fourier Rapide {TFR), des
signaux d'entrée et de sortie nous permet de déterminer les limites de
linéarité de la structure quasi-continue comme une fonction de 1'amplitude
et de la fréquence du signal a filtrer. I1 est possible de mettre en évi-
dence des effets non-linéaires dus & la modulation d'impulsions en densi-
té des multiplicateurs programmables et & 1'intégration numérique produite

sur les compteurs réversibles.

Dans le prochain paragraphe, un développement analytique va fournir des
approximations analogiques de 1'unité de base du systéme quasi-continu,
Cette méthode analytique sera basée sur 1'interpolation des relations pa-
ramétriques, du développement en série de la fonction d'interpolation et
de 1'application de la méthode des approximations successives.

Par la fermeture des boucles de contre-réaction, cette méthode permet-
tra d'estimer comment des paramdires tels que 1'atténuation maximale et
la fréquence de coupure sont madifiés dans un filtre quasi-continu récur-
sif relativement au filtre analogigue dont i1 est issu.
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3.2. Mod®le analogique par linéarisation des équatiors paramétriques.

La représentation paramétrigue des filtres numériques guasi-continus
est utile non seulement pour ta simulation sur ordinateur de ces systémes,
mais également pour établir un moddle analtogigue approché du compartement
des filtres quasi-continus. Nous appliguerons ici une méthode analytigue
pour déduire une approximation analogique basée sur Tes relations paramé-
trigues. Cette approximation fournira une prédiction linéaire entre les
signaux d'entrée et de sortie, en incluant les premigres perturbations dues
3 la modulation d'impulsions en densité et a 1'intégration numérique pro-
duites sur les systeémes guasi-continus réels,

3.2.1. Développement en série de Taylor des relations paramétrigques.

Rappelons le développement en série de Taylor d'une fonction y(t) déri-
vable (N+1) fois au voisinage du point t=a (¢f. figure 3.5) donné par le
polyndme PN+1(t):

2 N
() = Fa) + (t-a) £(a) + L2 gogay, .o L2l 5 (N)gq)

N+1
+ Ttr-;fl)—u M s (t-a)) , 0<e<1, B=o(at)  (3.14)
E/a.t, :3 8 |

PN+1

Puaq(t) = FLO)

ou, par transformation de t=a+At:

(m) (N+1)
f(a+at) - f{a) =ii_n_)_£_a_l at" +f—W(+‘:)+“—t-)- at™?
m=1 * '

0<p<1, 6= 8lat) (3.15)

Les éguations paramétrigues (3.10) définissent des valeurs entidres
quantifiées de 1'amplitude du compteur réversible v(t); ces variations
d'amplitude se produisent 3 des instants guelcongues. La figure 3.6
illustre une succession possible des nombres v(tln) définie par valeurs

entigres.

Les relations paramétriques {3.10) se mettent sous ia forme (3.16).



f(t)

FN+1(t) s

L0 fl(t)
fla+at) -
. " -
i o
o
f(a}
0 a a+At t

Fig.3.5 : Ponction continue f(t) au voisinage duv point tca.

w bee)
Ut]}
.
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v, (ty) ! =T v.(ty)
+4tn e +“in
| ——"- |4t .
° tin —

Fig. 3.6 : Séguence V+(tjn) at fonction V‘(tJ définie continue

et passant par les points v+{tm).

i

v (ty eaty ) -v (ty)

. _k
Atln B Uttjns

V_(tz]'"ﬂtz]) - V_{tz]) =

Ck
btz = Wta))

Recherchans une fonction continue V {t) et une autre V_{t) continues
dans le temps et en amplitude qui passent en particulier par les points
définis par les équations paramétriques (3.16). Les relations suivantes

{3.16)

[
—_

doivent étre satisfaites:

V{ty+aty}-v (ty) =
st aRI TR (3.17)

V_(tp+aty) -V _{t2) =1
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Les intervalles de temps at, et at, sont déterminés par les valeurs
échantillonnées de u(t) et w{t) aux instants ty et t,. Les fonctions u(t)
et wit) sont continues et las relations (3.78) représentent le méme phéno-
mene physique que celles contenues dans (3.16):

. _k ok -
at, -m et At, = ;(tzz—)‘ (3.18)

En utilisant le développement en série de Taylor (3.15) pour les fanc-
tions continues V_(t) et v_(t), i1 vient:
(N+1)(

N m)
ty+ 6 AL, N+l
V+(t3 + At]_) - v+(t1) = z (t Atl + ‘_*_(m#:"_) t1+

(3.19)
(m§ y(N+1}
V (ty+8t) -V _(t;) = ﬁ (tz) At - (te+ 8 4t;) Atg”
m=

(N+1) !

Les deux échelles de temps t, et t, étant devenues continues, elles sont
confondues en une seule échelle t = t; = t, et Ta combinaison des €quatians
(3.17), {3.18) et (3.19) fournit les relations différentielles:

: u(t) FyiMiy v e s ku(t))
V+(t) =T-m= m‘um T(t) - (N+1)'UN(t)

. wit) KMy W DG sk
v.(t) = Tl Ty T (N+1) ()

{3.20)

Les fonctions recherchées V (t) et ¥_(t) découlent de 3'intégration de

ces deux dernidres expressions:
t

t
V+(t)= V+°+J\'I{1)d‘r et v {t)= V_°+J‘}(1}d'r (3.21)

d'ol les deux expressions de V, (t) et de V_{t):

t t, (m)
1
v,(t) Vﬂ*k—J"(f)df ) :kl f-ﬁﬁ%dr
=

T
.10

n

t
4 v 4 sulo) ka/uln) o

D M) (3.22)
1t f;k'lﬂ ty{m(qy '
= —_ - —_ = d
v_(t) Vo, * kzlw['r} dv L Im T

t
L VI (2 blun) ka/wte)) g
(N+1) 1% wWi()



La variable de sortie polynomiale continue dans le temps et en ampli-
tude ¥(t) de 1a cellule de base en boucle ouverte (cf. figure 3.2) est
définie par les équations (3.23):

V(t) = I(t) + P(t)
t
I A LR R R
t V(m)('l') V(m)('r)
boromet s m-1 -

. —_ - d .
(EED] '""l e = et LRGN
t v ) e st ke

R (t)=-~—‘——[(“* &
N+1 (N+1) ! ! ui(t)

N VEN+1)(T+ tlw(t)) ka/wlc})
~kz wi(t)

dt

avec: I(f): réponse idéale de la cellule quasi-continue,

P{t): perturbation due & la discontinuité des signaux produite
par 1a modulation d'impuisions en densité,

RN+1(t): reste de lagrange du développement de degré N+1.

Le premier terme I(t) de la variable V(t) représente la solution de
1'intégration des deux signaux u(t} et w(t) évoquée dans le cas idéalisé
des filtres fréquentiels du chapitre 1. La perturbation P{t) est pro-
duite par la discontinuité des signaux engendrée par la modulation d'im-

pulsions en densité.

Les équations (3.23) n'ont pas de solution amalytique générale. Toute-
fois, des solutions particulidres seront déterminfes par Ta suite,
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3.2.2. Méthode des approximations successives et lingarisation.

Afin de donrer une setution 3 1'équation (3.23) de description de la
cellule &1émentaire multiplicateurs-compteur, nous appliquons la méthode
des approximations successives au modgle analogique &tudié dans Je paragra-
phe précédent, En particulier, nous posons la premizre approximation:

V(m)(t) 1 (m ”{t]
(3.24)
(m){t) 1 (m-'l](t)

Ces deux relations peuvent par ailleurs &tre déduites du cas des filtres
fréquentiels du premier chapitre. Par introduction de (3.24} dans la
splution V{t) obtenue en (3.23}, 1'expression suivante vient:

N t (m-1) wm-1)
1 m-2 u {t) . m-2 (T}
- — [k "———=-k —d (3.25}
b m ; ! ! Um-1(T) 2 R 1{1) '
L ™M setutmy i) per ! }{t+e(w(t)]kz/w(r}}]
TN J( k1 () : W)
o .

La fonction représentant te signal de sortie avec cette approximation ne
dépend maintenant plus que des signaux d'entrée supposés continus u(t), w(t).
Pour rendre ces équations plus lisibles, nous admettons encore certaines
hypotheses simplificatrices et qui rendent le sous-systeme considéré 1i-
néaire, De cette manigre, nous mettons en évidence les premiers termes
perturbateurs par rapport au modéle du filtre fréquentiel.

Considérens tout d'abord 1'hypothése selon laguelle les termes d'ordre
supérieur 3 deux dans la solution V(t) sont négligeables relativement aux
premiers termes:

k-2 u(m_1}(t) u(t) g -e W(m-1){t] wit)

e < Tk T e T T (3.20)

m.

La réponse V(t} du sous-systéme s'écrit en conséauence:



t
V(t) = vy + J(“‘E:] -‘l’%:—)) dx-—%—in

0
Le terme logarithme naturel décrit la distorsion de premier ordre de

E%Iﬁﬂ {3.27}

1'é1ément de base multiplicateur-compteur réversible analysé. Linéarisaons
cette distorsion par quelques considérations supplémentaires. Selon (3.11)
tous les signaux sont strictement positifs et 1'unité de base satisfait

de plus 3 ta condition d'équilibre (3.13), d'ob 12 réponse V(t) de ia cel-

lule élémentaire:
14 x(t
’ (3.28)
74+ 2(t)
=

Les autres effets non-lindaires sont partiellement contenus dans ies

t
V(t) = vy + J(—i%) - iiT)]dr -;—1n
]

termes d'ordre supérieur (comme ceux donnés en {3.26)). Lorsque les fré-

quences fyy =u__ [ky et fy, =wmax/k2 ne sgnt pas suffisamment grandes

max
relativement 3 la fréquence des signaux d'entrée, les relations {3.26) ne
sant plus vérifiées et l1a réponse du systime ne peut plus &tre exprimée

d*apres (3.28) en fonctiaon des signaux d'entrée.

La linéarisation du terme logarithmique de 1'expression (3.28) n'est
possible qu'avec des rapports x(t)/x, et z{t}/z, suffisamment petits,
c'est-3-dire Jorsque les amplitudes des signaux d'entrée sont faibles par
rapport & x, et y,.

f{u) = Tnu

Fig.3.7 : Développement au premier ordre de f(u) = Inu.

\
Le développement du logarithme naturel en série de Taylor approché au
premier ordre est donné par:
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“’E'E'c:_}’”" +:.:('c) x(t} :(mx(t s if,t)
(3.29)
n wit) | . _z(t)
ZQ Zu

Par introduction dans {(3.28), 1'équation intégrale de la réponse de la cel-
Tule rendue linéaire est simplement:

V(t) = v, + I( «(0) i:ﬂ)dt' ;L:) + ;i:) (3.30)

En conclusion, le filtrage numérique quasi-continu introduit un passage
direct atténué entre entrée et sortie pour des signaux de faible amplitude.
En effet, 1'expression (3.30) montre ce transfert direct des entrées sur la
sortie, qui demeure faible puisque par hypothése x(t)/2x, et z(t)}/2z; sont
petits. Toutefois, 1'impartance relative de cette transmission directe dé-
pend du rapport entre les fréguences de référence fy, et fy, et celles des
signaux d'entrée, comme nous allens le montrer,

La transformée de Laplace de 1'équation linéaire (3.30) est donnée par:

Yy L 1 x(s) z() 1o xis)_ 2(s)
Vs) = v (X o) g (- 2D (3.31)

Les termes perturbateurs apparaissant dans cette derniére relation
prennent d'autant plus d'importance que le facteur 1/s devient petit, c'est-
d-dire que la fréguence des signaux x(t) ou z(t) est &levée. Considérons
par exemple le cas limite admissible Jorsqu'il y a &galité entre les valeurs
absolues de la réponse idéale et de la perturbation:

s (3.32)

1 1
- 2):0 et h)-l
2
ce raisonnement fournit les fréquences Timites maximales des signdux d'en-
trée x{t) et z(t} de 1a cellule élémentaire de 1a figure (3.2), notées f1
1

et f

-
_220

(A]-Ilkl kz

1,°

fh=ﬁf“ et f12=-2-J;T-fe2 : (3.33)

L'influence des termes perturbateurs devient d'autant plus impertante
que les fréguences des signaux d'entrée s'approchent des fréquences de
fonctionnement f°i des &léments de modulation d'impulsions en densité.
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Remarquans cependant que, en raison des hypothgses simplificatrices
(3.26) non valables lorsque les fréquences des signaux d'entrée deviennent
voisines des fréquences de fonctionnement des multiplicateurs, )'approxi-

matign {3.31) n'est plus entidrement satisfaisante jusqu'3d ces frégquences.

La validité de 1a méthode des approximaticns successives (12re approxi-
mation) et des hypoth2ses simplificatrices supplémentaires appliquées aux
équations paramétriques (3,10} est illustrée par la simulation sur ordina-
teur. En effet, ces deux méthodes de résolutian sant programmées et compa-
rées dans Ye cas d'un signal d'entrée sinusofdal. La figure 3.8 présente
une représentation graphique des réponses au signal d'entrée sinusoTdal
x(t) (fig.3.8 a}): cas des équations paramétriques (3.10) 3 la figure 3.8
b} et cas de la premidre approximation d'aprés la relation (3.30) a la fi-
guFe 3.8 ¢). Dans cette expérimentation, les signaux d'entrée 3 traiter
sont:

u{t) = xo + %y 8inwgt et wit) = 24 = {i Xg {3.34)
1

et les dquations paramétriques décrivant exactement le comportement du
sous-systéme élémentaire deviennent:

- k
. . - — R
ity =mev sty ;2: Xq + Xy SNt

. (3.35)
k k
= M = .—-L: _1
vty =1ev g ta, i= 7 1 X
D'al la variable de sortie v(t) = v+(t) -v_(t} :
V[t ) = vo4n-—0t =y +n—f“t
n ° ki °h ° 7 N
(3.36)

k 2 1
=z _— £
% %-!+xu+x1ﬁnmﬂn4 tn-1+f’¢,11+.§.1D.s1'nmu'cn.1

Les valeurs numériques adoptées dans 1'exemple numérique de la figure 3.8

sont les suivantes:

Xy =32, xo=128, f, = 200 Hz )
(3.37)
fo1/2 = 65536 Hz, 10 kHz, 5 kHz et 2,5 kHz

O'autre part, 1'éguation intégrale (3.30) estimée avec les signaux d'en-
trée (3.34) devient:
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Vit)= v, + —xl-f-ﬁ’-l-( 1 -cosmt)-'—ln] 1+1Lsinw0tj (3.38)
Unax Z Xp
uft) ]
a)
0 T
vieh fons2 - \
65,536 kHz
10 kHz
b) 5 kHz
2,5 kHz
0 L
t1'|
fo1/2 =
v(t) l 65,536 kHz
c)
0 t

Fig.3.8 : Excitation et réponses du systéme de base de la figure 3.2.

a} Signal d'excitation sinusoidal uflt).
b} Reéponse v{th selon éguation (3.36).

c} Réponse V(t) d'aprés la relation (3.38).
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La figure 3.8 compare qualitativement les réponses v(tn} et V(t), la
partie b) illustre le résultat des calculs avec les équations paramétriques
(3.36) alors que la partie c) de cette figure représente la fonction con-
tinue V(t) (3.38}.

Définissons le rapport p entre ls fréquence de fonctionnement f,, du
multiplicateur & taux programmable et la fréquence f, du signal d'entrée:

p= —f;‘i . {3.39)

d'oii les valeurs de p tirées de (3.37):
p = 655,36 ; 1060 ; 50 ; 25 (3.40)

La perturbation la plus faible relative & la réponse idéale (cas du fil-
tre fréquentiel) est celle obtenue pour Ta valeur la plus grande du rapport
p entre la fréquence de référence du multiplicateur programmable et Ja fré-
quence du signal d'entrée. Lorsque ce rapport p diminue et tend vers la
valeur 27, les termes perturbateurs ont ume importance croissante sur la
réponse de la cellule élémentaire. En ce qui concerne les deux moddles ma-
thématiques utilisés aux figures 3.8 b) et ¢}, i1 existe une excellente
correspondance qualitative. L'effet perturbateur apparait ici comme un re-
tard (ou délai} qui agit au niveau du signal de sortie; ce retard est d'au-
tant plus prononcé que le rapport p est élevé.
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3.2.3. Applications du mod@le analogique linéarisé déduit des relations

paramétriques. Unités récursives de filtrage.

Examinons maintenant les applications du développement de la méthode
des approximations successives (premidre approximation} pour la descrip-
tion de la cellule de base de la figure 3,2 dans le cas de filtres ré-
cursifs constitués par un ensemble de cellules élémentaires & boucles
fermées. Cette analyse est exécutée ici dans le cas particulier ol la Ton-
gueur de mct totale n des compteurs est égale & la langueur de mat " uti-
Tisée dans les variables d'entrée des multiplicateurs (paragraphe 1.4.1),

1) Passe-bas de ler ardre.

Rappelons tout d'abord le schéma de principe de 1'él1ément passe-bas de
premier ordre déjd traité dans le chapitre 1 concernant les filtres fré-

quentiels:

u(t) = xo + x(t)

MP

fo2 ™
MP —r
1}1H)=ﬂt}

Fig.3.9 : Filtre passe-bas de ler ordre tireé de la figure 3.2.

v(t) =y, +y(t)

CR

La structure passe-bas de 1a figure 3.9 est obtenue & partir de 1'€1é-
ment de base de la figure 3.2 par 1'adjonction de la contre-réaction:

w(t) = v(t) - W(s) = ¥{s} {3.41)

La réponse de ce systeme v(t} est considérée continue, car elle est le
résultat de 1'équation intégrale (3,30) appliquée 2 ce circuit et qui rend
ce systéme linéaire. Oans la réalité, la réponse v{t) est quantifiée en



-96-

amplitude et i) a déji été vu que v{t) représente en fait une approximation
continue du résultat réel contenant les effets perturbateurs principaux.

Par introduction de 1a ¢condition de contre-réaction (3.41) dans 1a trans-
formée de Laplace de la représentation Tinédaire (3.31), le systeéme passe-bas
est décrit par 1'équation:

A wls) o Y(s)y 1, x(s)_ v(s)
A e e o R L (3.42)
et 1a fonction de transfert H(s) se calcule facilement:

¥(s) i 1/ky = s/2 %0
X(s) s{1-1/2y,) +1/k;

H(s} = (3.43)

La condition d'équilibre, déterminée par des frégquences d'entrées du
compteur réversible identiques en moyenne, reste semblable 3 la relation
(3.13):

%?L= %?L (3.24)
1 2 .

Le diagramme de Bode associé & la fonction de transfert H{s) (réponses
en amplitude et en phase) est donné & la figure 3.10. On y reconnait les
caractéristiques d'un filtre-passe-bas dont 1'atténuation est 1imitée pour
des frégquences du signal d'entrée de plus en plus élevées. C'est une consé-
quence de 1'effet de transmission directe entre 1'entrée et la sortie de la
cellule de base qui devient prépondérant et qui a déja été mentionné aupa-
ravant dans l1a relation intégrale {3.30).

| (H(w) | ¢ (rad]
1/kz(111/2Y0) foy  Toguw 1/%,(1-1/2y,) fo1 logypuw

|

T
1 1
{
1
|

oxe(1-172y,) -1

Fig.3.10 : Réponse en frégquence du filtre passe-bas de ler ordre

représentdé par la fopction de transfert H(s) (3.43).
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Cette atténuation maximale est fixée par les longueurs de mot des va-
riables, représentées dans la fonction de transfert (3.43) par les termes
2Xo et 2y,. 11 apparait donc ici 1'effet de quantification des variables

qui avait été abordé dans le second chapitre,

Le second effet imporiant sur les caractéristiques de filtrage est mis
en évidence par examen de la fréguence de coupure du systéme. Cette fré-
quence de coupure subit un décalage vers les valeurs plus élevées des
fréquences, et ce décalage dépend de 1a longueur de mot de ta variable de
sortie {fixée par la grandeur 2y, dans la relation (3.43)). Cet effet dis-
parait Jorsque la Tongueur de mot de la variable de sortie devient suffi-

samment €levée.

2) Passe-haut de ler ordre.

L'élément de filtrage du premier ordre passe-haut est esquissé & la

figure 3.11:
ult) = xq + x(t)
f
Z30
—._._,.-*+
CR 1+
e P I w(t) v(t) =y, +¥(t)
. .

Fig.3.11 : Filtre passe-haut de Jer ordre tiré de la figure 3.2.

Cette structure provient également de la cellule élémentaire de l1a figu-
re 3.2, dans laguelle ont été ajoutés un additionneur numérique et une
contre-réaction du signal de sortie. La relation (3.31) devient pour ce
circuit:

1

Y(s) - X{s) = - (1;“;

1
- fjﬂ;) ¥(s) (3.45)
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La fonction de transfert H(s) de ce filtre passe-haut est:

V(s; S
" . . 3.46)
(s) Xis s{1-1/2ve) + 1/k, (

et sa fréquence de coupure vaut:

1
w e e —
c k2(1'1/2\’g)

Par rapport & la valeur du cas fréquentiel idéal, cette pulsation est

(3.47)

décalée dans la direction des fréquences plus élevédes par un taux fixé par
le terme 2v, dépendant de la Tongueur de mot du signal de sortie. Lorsque
cette longueur de mot est grande, ce déplacement de fréquence est moins
marqué, La condition d'équilibre du compteur réversible se note ici:

Yo . Vo
o (3.18)

La réponse en amplitude de ce systéme passe-haut donné par (3.45) est
dessinée 3 la figure 3.12.

20 Tog g fH{w}|
17k, {1-1/2vy) Togyuw
I

1/(1-1/2¢¢) T ————— .

Fig.3.12 : Réponse en amplitude du filtre de ler ordre décrit

par la fonction de transfert His) (3.46).

Dans ce filtre passe-haut de premier ordre, le phénoméne d'atténuation
maximale n'a aucune raison d'apparaitre aux basses fréquences. En effet,
les fortes atténuations obtenues pour des fréquences inférieures 3 la
fréquence de coupure résultent de la différence des deux signaux u(t) et
w,(t) d'amplitudes voisines.
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3} Systéme de 2&me ordre général,

Considérons un filtre numérique quasi-continu de deuxidme ordre complet
comme celui schématisé & la figure 3.13.

aﬂu(t) = au(xn"’xx{t”

— 25 *5__ ______ ) présent pour un

) m {Jr”/ passe-haut

——*{MP | n,bits MP{ n bits |
1 i 1 - H
€ . 2 ) =y,

o] Lo MIRGAE
—_—l+ | R MP —= +| CR +

JUE AR PA Ty MR N (Y

= Mp 20 = L Mp 1o

{> 4>

Fig.}.13 : Filtre numérigue guasi-continu de 2éme ordre général.

De facon analogue & ce qui a été vu au paragraphe 1.4.1 du premier cha-
pitre, les fréguences de référence Fi, ai et ¢' de ce systéme gquasi-conti-
nu réel s'expriment en fonction des coefficients du filtre fréguentiel i
51. et £ avec les relations suivantes:

n
T, =2 8 ¥
i 2 i

n
b, =2 361. {3.49)

Na

g'=21d¢g

La structure de la figure 3.13 est décrite avec les hypothéses précé-
dentes (méthode des approximations successives et lindarisation) par les
équations du domaine de Laplace:

f
Kals) = Loy, o, (Roe Ky g (3o, o)y L, Xs) W),

Wifs)= E{z_zs_q+wzs(5)) +¥y ag (—xs-q-+-—-—xs(5)) -8 (lsqw Y{S)]

(3.50)

-%(ao

X(s), Wa(s) _ _¥(s) }

Xg 220

Ys) + Lo - 200y 4 x(s)« Louwy(s)
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Pasons, de manitre semblable au cas des filtres fréquentiels du chapi-
tre 1 {paragraphe 1.2), les conditions d'équilibre & satisfaire:
)y = Yo - ao %o
Z20€ = 61 Y0~ 3o Y1 X {3.51)

fzso = 82Y0" 30 Y2 ¥

Le groupe des trois relations (3.50) se réduit ainsi & une seule équation:

¥{s) = a, X{s) + aoY1X(s) 51!é§l l. 5__1 Y(S%

X
( ' (3.52)
1 1 X(s) ¥i(s) 1 X(s) Y(s)
+E (?’ m‘)( oYz_s—'ﬁz'-'s—"i'( aoT' T))

Tette dernitre détermine 1a fonction de transfert H(s) du systime numéri-
que quasi-continu de deuxizme ordre complet linéarisé & partir des équa-
tions paramétriques; & 1'aide des refations (1.21} on obtient:
{20 -(1-19—}/2xo)s2+(a1-%°;f—--2~§-;;)s+az

b
____ SR R ) N
(- (1-57 )25 8%+ ( by 2ys Bzl St D2

H(s) =

{3.53)

Ce résultat est apparenté avec la fonction de transfert du systime idé-
al (c'est-a-dire le filtre fréguentiel défini dans le chapitre 1), les
coefficients Ci et Di étant ici modifiés par des termes perturbateurs:

. - I B
Co = a°-2x0(1 222) Do =1 Zyo(1 2229

ca, BeE _8 s by - - P2
C; = 2, o 32306 D, = by Tve P20t {3.54)
c;=ag D2=b2

Des valeurs élevées de xy, Yo, 2220 €t € minimisent d'autant 1'influence
des termes perturbateurs sur les valeurs des coefficients Ci et Di'

Par introduction des relations (3.49) dans le groupe {3.54), les coeffi-
cients ci et Di deviennent des fonctions des paramétres réels tels que la
Tongueur de mot N, des compteurs réversibles ou encere les fréquences de

référence Fi’ A, et ¢' qui agissent sur les multiplicateurs a taux pro-
grammabtles,
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s a1y, 20 PR ST
Co = a2y 2*0“ Z’-Tu) Do = 1 Ty (1 22”]
_ ry €1 I'; TR - B PR
Ci=a (e —) Dy s -, (3.55)
272 2782w, 282z, 28 2782y, 2
T, €' A, €'
C, = 2 = D, = =2 —
2 "z"ag"a 2 o ;"

Succintement, dans ce paragraphe, nous avons élaboré un procédé analy-
tique de linéarisation du modéle paramétrique décrit dans le paragraphe'
3.1. L'approximation analogique baséé sur ces relations paramétriques
comprend 1'interpolation de ces équations par une fonction polynomiale
continue, son développement en série, et 1'application de la méthode des
approximations successives. Cette approche analogique a fourni une prédic-
tion linéaire entre les signaux d'entrée et de sortie d'ure cellule £16-
mentaire & boucle ouverte, et elle inclut les effets principaux de pertur-
bation dus & 1a modulation d'impulsions en densité et & 1'intégration
numérique apparaissant dans ces systtmes. Il est ainsi possible d'estimer
comment des paramétres, comme 1'atténuation maximale en amplitude et la
fréquence de coupure, sont modifiés dans un filtre quasi-continu récursif

relativement au filtre analogigue duquel i1 a été déduit.
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3.3. Moddle numérique par €quations de récurrence.

l.a représentation des filtres numériques caractérisés par un traitement
quasi-centinu de 1'information est étudiée avec un moddle discret dans ce
paragraphe, ce qui est d'autant plus justifié que ces filtres présentent
une nature quantifiée en amplitude et dans le temps due & leurs éléments
constitutifs. Un certain nambre des descriptions précédentes (filtres fré-
quentiels, modeéle analagique abtenu par développement en série et linéari-
sation des équations paramétriques) considérent en effet les signaux con-
tinus en amplitude et dans le temps.

Rappelens que le multiplicateur & taux programmable et que le compteur
réversible avant-arri2re sont des €1éments qui, respectivement, produisent
des impulsions et les comptabilisent de facon discr2te. Une méthpde d'ana-
lyse de ces structures faisant intervenir des signaux échantillannés pa-
rait donc adaptée et le modéle numdrique choisi utilise les équations de
récurrence approchées du systéme et leur transfarmation en z, définissant
ainsi la fonction de transfert H(z)}.

Les équations intégrales définies pour les systdmes supposés continus
dans l1e temps deviennent, dans le cas de syst2mes a temps discret, des
équations de récurrence qui calculent 1°'amplitude d'un phénomdne & chaque

période d'échantillonnage en fonction de valeurs précédentes connues.

Considérons 1a cellule élémentaire du filtre numérique quasi-continu
composée par deux multiplicateurs a taux programmable et d'un compteur
réversible esquissé & la figure 3,14, de facon semblable au moddle déve-
loppé au paragraphe 3.9.

Nous suppasons que les différents signaux traités ne sont définis que
pour des valeurs discrdtes du temps; ces signaux unidimensionnels é&chan-
tittonnés s'écrivent danc:

ul{nT), w{nT), v(nT) . n€ET , T: période (3.56)

fans le cas le plus général, admettons les fréquences des signaux f*(t) et
f_(t) ayant des valeurs beaucoup plus élevées que l1a fréquence d'échantil-
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lonnage du signal d'entrée, Plusieurs impulsions sont donc susceptibles de
parvenir aux entrées du compteur réversibie avant-arriére durant une période
d'échantillonnage.

u{t}

-;———-w MP
a1 f*| N vit)
CR o
f_ —
oz t
| wp -—]
wit}

Fig.3.14 : Elément de base du filtre numérique quasi-continu dans le

modéle des éguations de récurrence.

Caractérisons 1'intervalie de temps inclu entre {n-1)T et nT défini par
at, comme illustré & la figure 3.15:

At=t-(n-1)T _ (3.57)
T
At
{n-1)T t nT t

Fig.3.15 ; Temps t entre deux dchantillons séparéds par une

période T.

Par conséquent, nous formulons 1'accroissement de la valeur numérique du
compteur réversible au temps t par 1'expression:

¥{t)-¥{{n-1)T) = Partie entitre { u-f—°-L At u({n-1)T} -%’-at w{{n-1)T) }
max max

(3.58)
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Cette expression reste valable pour la partie des signaux qui varie
autour des valeurs d'équilibre; nous posons donc pour les signaux:

v(t) =y + F(t) s Yo 5%§mx

u(nT) = xo + x(nT) . X & %'umax

winT) = 2o + z{nT) . 2o 551'“‘max (3.59)
ki1 --ufﬂo"’ll et k; = wﬂ"’z"

D'ob 1a partie §{t) du signal de sortie, variable dans le temps:

y{t) - §((n-1)T) = Partie entitre{ At ( x(ﬂ:f1)T) - Z(&?;1JT1 Yo (3.80)

La relation ci-dessus est correcte Torsque la condition d'équilibre du sys-
teme est remplie:

Xp oo 2o
i {3.61)

Nous retrouvons ici une condition déjd énoncée lors de 1'élaboration des
autres modéles comme celui du filtre fréquentiel et Te mod2le analogique
basé sur les équations paramétriques.

Au temps t=nT, donc pour At=T, le signal de sortie §{nT) devient:
y(nT) - §{(n-1)T) = Partie entiére{ﬁ% x({n=-1)T) -ﬁL 2{{n-1JT}} (3.82)
2

torsque les fréquences de référence fp; et fq2 sont beaucoup plus élevées
que la fréquence d'échantillonnage fs =1/T, 1a dernigre équation avec
suppression de la partie entigre fournit une nouvelle fonction d'approxi-
mation y(nT):

y(nT} - y{{n-1)T) =k—T1 x{(n-13T) 'klz 2 ((n~1)T) {3.63)

Les transformations de nombre & fréquence et de fréquence & nombre qui
interviennent dans les &1éments constitutifs tels que les multiplicateurs
programmables et les compteurs réversibles sont représentées et contenues
dans cette derni2dre formulation.

Dans le cas ol le signal de sortie n'est pas pris en contre-réaction
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sur 1'une des entrées et que la frégquence d'échantillonnage utilisée pour

les signaux d'entrée est de plusieurs ordres de grandeur inférieure aux
fréquences de fonctionnement des multiplicateurs programmables, la qualité
de 1'approximation est satisfaisante. En effet, le temps d'intégration du
signat d'entrée est un grand multiple de la période moyenne de fonctﬁonne-
ment des multiplicateurs, ce qui donne sur le compteur un grand nombre d'in-
créments et une erreur relative faible de 1a fonction d'approximation (3.63).

Pour un filtre avec contre-réaction de la variable de sortie sur 1'une
des entrées, le signal y(t) reconduit & 1'entrée est caractérisé par la
présence de fréquences élevées. On suppose alors la variable de sortie ap-
prochée par un signal sous-échantillonné avec la période T, et les fréguen-
ces les plus élevées disparaissent avant la réinjection sur 1'entrée.

La transformée en z de 1'équation aux différences (3.63) fournit une

description analytique du modéle numérique élaboré:

Y{z) = T%——z'l:rT(-EE X{z) —k—l {z2)) {3.64)

Le schéma numérique de la figure 3.16 correspond donc & la cellule

numérique quasi-continue de la figure 3.14.

- T/k:

Fig.3.16 : Schéma numérique proposé pour 1'dlément de base du

filtre numérigue guasi-continu.

L'ensemble des multiplicateurs programmables et le compteur réversible y
sont remplacés par deux multiplicateurs numériques de coefficients cons-
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tants T/ky et T/k. et par un additionneur et un registre mémoire noté z_1

dont la réaction de la sortie sur 1'entrée matérialise la mémoire perma-
nente du compteur. Ce schéma numérique de remplacement de la cellule de

base du filtre quasi-continu s'identifie parfaitement avec la structure

de filtre pumérique & récursion double définie et décrite dans le second
chapitre.

Etablissons maintenant une correspondance entre e mod2le du Tiltre
fréquentiel du premier chapitre et le mod2le numérique décrit dans ce pa-
ragraphe. Ces deux représentations, 1°une continue et i‘autre discrite,
équivalentes en qualité, ont toutes deux pour origine des approximations
de méme degré de la réalité.

Dans le cas idéal du filtrage fréguentiel, i1 est possible de déduire
la solution & 1'excitation de 1a cellule élémentaire: sous la forme inté-
grale, elle s'identifie comme les deux premiers termes de 1'équation (3.23)
et la transformée de Laplace de la partie Y(s) s'écrit:

V(s) (2 X(s)- - 2(s)) (3.65)

La correspondance formelle entre cette description {3.65) et son équi-
valent avec des signaux numériques {3.64) donne:

1, 27t

TS T ., (3.66)

d'oir 1a transformation en z entre ces deux représentations approchées:

- B |
ze1+sT  ou: s 6%—'—2—21— (3.67)

A 1'aide de cette correspondance, nous retrouvons les coefficients d'un des
modéles par connaissance des coefficients de 1'autre modéle,

La transformation en z {(3.67), dont nous examinons quelques propriétés
et conditions d'emploi, se distinque d'autres transformations connues {voir
par exemple [16]) telles que:

- la transformation en z adaptée (matched z-transform} qui effectue la
transformation:
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z = eST , soit: s =+1nz {3.68)

sur chaque pdle et sur chaque 2éro de la fonction de transfert.
- la transformation en z standard qui substitue par contre:

zZ= esT , soit: 3 =—.:.-lnz (3.69)
dans la décomposition en fraction simple de la fonction de transfert.
Les pbles sont alors identiques 3 ceux obtenus par Ya tranformation en
z adaptée, mais les 26ros sont en général différents. Cette transforma-
tion conserve la réponse impulsionnelie du filtre.

- la transformation bilinéaire quij remplace:

_2Tss . o 21-271
Z_ZIT-s’smt' $ * T3, T (3.70}

Le filtre transformé reste de méme degré que le fiitre de départ et pré-
sente approximativement 1a méme réponse dans le domazine tempore! que le
filtre original pour n'importe quelle excitation,

La transformation en z (3.67) ainsi que les deux autres transformatians
{3.69 - 3,70} sont conformes car elles conservent les angles et 1'orienta-
tian dans le plan z par rapport au plan s. L'axe imaginaire du plan de
Gauss s (2 gauche duquel sont placés tous les pdles d'un systame stable)
est transformé par ces quatre applications en différents cercles dans le
plan z. La figure 3.17 illustre graphiquement la transformation z=1+sT
relativement A la transformation en z standard ou 3 la transformation bi-
linéaire qui sont différentes.

La correspondance {3.67) applique du plan s au plan z2:
- 1'axe imaginaire du plan s sur la droite z = +1 du plan z,
- la partie droite ouverte du plan s sur la partie ouverte & la droite

de z = +1 du plan z,
- la partie gauche ouverte du plan s sur la partie ouverte 3 la gauche

de z = +1 du plan 2.
Cette transformation 2 = 1+ sT est bien connue en pratique al elle est
utilisée par exemple dans la synthese de filtres 3 capacités commutées
lorsque le rapport fréquence d'échantillonnage a fréquence de coupure est
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supérieur 3 10C. Dans ce ¢as, elle remplace la transformation en z stan-
dard, selon 1a méme méthode d'approximation que celle utilisde en analyse
numérique pour la régle d'Euler:

_sT S L)
Z-e =0+ sT+ 7 7

+ 0= 1+ 8T (3.71)
4

fS

T
c

r > 100

Lorsque la fréquence d'échantillennage fs= 1/T n*est pas suffiszmment
&levée, le danger existe que certains pbles d'un filtre sélectif dans le
plan de Gauss, trds proches de 1'axe imaginaire jw, soient tramsposés dans
le pian z par (3.67) dans une zone extérieure au cercle unité, Cela entrai-
nerait 1'instabilité du systéme synthétisé et i) convient de vérifier gue
ce phénoméne ne se produit pas lors de 1a synthése.

plan z Jllm{Z} tyee

plan s
rm—— i
- N R%li}
b o o w={
z standard
et bilingaire ™~

Fig.3.17 : Applications du plan s au plan z: transformations en z

Juw

standard, bilindaire et z =1 +sT.

Nous venons d'établir un schéma numérique approché cerrespondant 3 la
cellule quasi-cantinue de base en boucle ouverte. Ce moddle numérique sera
utilisé dans le prochain paragraphe dans une structure bouclée de second
ordre et fournira donc une représentation numérique d'un filtre quasi-conti-
nu récursif général. '
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3.4, Application du mod2le numérique & 1a représentation d'un filtre gquasi-

continu de deuxiéme ordre.

Soit le circuit quasi-continu général de second ordre dont le schéma se
trouve & la figure 1.32 du premier chapitre. Décrivons ce syst@me 3 1'aide
de 1‘*approximation numérique du paragraphe précédent: équations aux diffé-
rences et transformation en z. Dans une telle structure quasi-continue,
nous considérons d'une part que la longueur de mot totale des compteurs
réyversibles est donnée par L et que les fréquences de référence ri, Ai
et ¢' sont définies par les relations (3.49) avec les coefficients i 6
et £ du filtre fréquentiel. Les coefficients du modéle numérique approché
de ce filtre quasi-continu général s'écrivent donc pour 1‘'étage 1i:

. n L S
UG RIS B
n by (3.72)
T/ky = T/(278/a4) = EHE'T =6, T

La topologie du circuit numérique correspondant au systdme quasi-conti-
nu de la figure 1,32 est déduite des considérations précédentes et est

exposée 3 la figure 3.18.

2q %(2z)
————_
[ Ermmm e e = | présent pour

]
1 un passe-haut
X I'
o b
M Y{(z)
+ 2"t *

Fig.3.18 : Modéle numérigue approchd du filtre numdrique quasi-

continu de deuxidme ordre.

Le groupe d'équations aux différences suivant vient:
wa((n+1)T) =wo{nT) + ¥, Tag x{nT) - &; Ty(nT}

wi{{n+1)T) =w (nT) + Y, Tay x(nT) + € Twa(nT) - &, Ty(nT) (3.73)
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y(nT) = ag x{(nT) +wy{nT)

La transfarmatian en z de ces trois dquations aux différences aboutit
a des relatians algébriques desquelles nous éliminons les variables inter-
nes wy, et wy. Ce systéme est alars réduit & une seule #quation et la fonc-
tian de transfert H(z) s'exprime par:

Y(z) agz2+(-2ag+apy; T)z +{ag-agy:T+agY,eT?)
W) =50y :
Xiz 224 (-2 +85;T)z +(1-6;T+6,£7%)

{(3.74}

Cette fonctian de transfert peut également &tre déterminée en appliquant
la transformation z€1+sT & une fonction de transfert H(s) similaire &
(1.28) qui décrirait la structure de la figure 1.32 par un mod2le fréquentiel.

De la figure 3.18, i1 apparait clairement que le modle numérique apprao-
ché du filtre quasi-cantinu de 2eme ordre est similaire, topologiquement,
au filtre numérique & récursion double introduit dans le second chapitre
et présenté a la figure 2.6. En conclusion, le systdme quasi-cantinu pos-
stde des propriétés proches de cette structure, Ce fait, qui a déja été
démontré dans le deuxi2me chapitre, trouve ici une justificatian supplé-

mentaire.

La fonction de transfert du systdme 3 récursion double de la figure 2.6
est du deuxi2me degré en z et le polynbme suivant la définit:
¥(z2) Ge2’+{(-295+3)z+(95-9;+9)

H{z) = X = el zetyze (o hah) (3.75)

Réaliser un filtre quasi-continu de deuxi?me ardre approché par la
structure numérique & récursion double de la figure 2.6 revient & identi-
fier les coefficients des fonctions de transfert' (3,74} et (3.75):

9¢ = 3
g =237 7T s hy = 6,7 (3.76)
9, = ap Yo £ T? N hy = 8,72

Remarquons de plus qu'une correspandance existe également entre le mo-

déle quasi-cantinu approché par équations de récurrence et 1& structure
directe canonique de la figure 2.1 utilisée dans le chapitre 2. Les re-
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lations entre ces différents circuits se calculent simplement 3 1'aide
des groupes d’équations (3.76) ci-dessus et (2.8). Les équétions (2.8)
déterminent les rapports entre les coefficients des cellules numérigues 2
récursion doubie et directe canonique. Les résultats suivants viennent:

Co = @p

€1 = ~2ag+aoYy T y &

‘2+61T (3.77)

Cp = Ag-agY1T+agy2eT? |, dy = 1=6;T+8,eT?

IMustrons toutes ces relations établies entre les structures quasi-
continues, a récursion double ef directe canonique par un exemple de fil-
trage passe-haut sélectif de deuxidme ordre dont les caractéristiques
sont les suivantes:

fréquence de coupure: fc= 23 Hz

ondulation : =3,6dB
smp¥i- § ——
tude

[A(w} 3,6 d8

[ "SRR S S oy
:IgdS
0,7+—3-

f [Hz]

|
|
!
|
|
!
L
=23 hz

Fig.3.19 : Amplitude en fonction de la frégquence d'un filtre passe-

haut de 2éme ordre : fc = 23 Hz et N = 3,6 dB.

Les méthodes classiques de synthiése des filtres analogigues fournissent
les coefficients de 1a fonction de transfert de ce circuit, selon 1'équa-
tion (1.10) du premier chapitre:
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apg = 1
ay =0 , by =128 {3.78)
gz = 0 N by = 32768

Par {1.22), les coefficients du filtre quasi-continu idéal {i.e, le fil-
tre fréquentiel) peuvent &tre calculés ajsément. 51 1'on cheisit une fré- .
quence d'échantillonnage:

6

= 65536 Hz = 28 4, | (3.79)

alers les coefficients du filtre numérique 2 récursion double et ceux du
systeme direct canonique se calculent 3 1'aide des relations (3.76) et
(3.77):;
- filtre quasi-continu:
ao=1
ry=0 , 6 =128 , by=2"2¢, {3.80)
T,=0 , 8,€=32768 , 8,¢' =25, ¢

- filtre & récursion double:

9e = 1
gy = 0 , hy =0,001953125 {3.81)
g: =0 , h; =0,000007629

- filtre de structure directe canonique:

Co=1
¢y = -2 , d; = -1,998046875 {3.82)
¢; =1, d; = 0,998054504

La fréquence d'échantillonnage (3.79) retenue donne un rapport r avec
ta fréquence de coupure tres &levé:

r =S = 2850 (3.83)

-ﬁL;h
I

De telles caractéristiques sont typiques d'un systime quasi-continu {cf.
chapitre 2) et i1 montre les difficultés de réalisation de ces spécifica-
tions dans les structures 3 récursion double et directe canonique. Les
coefficients h, et h, deviennent trds petits si la fréquence d'échantil-
lonnage est élevée, d'col )'avantage éventuel d'une arithmétique 3 virgule
flottante dans un systéme & récursion double, Dans la structure canonique,
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les valeurs des ceefficients s'approchent des valeurs limites {paur d, la
valeur -2 et pour d, 1a valeur 1), En revanche, les coefficients §,, §; et
e gardent des valeurs convenables {cf. {3.80)) et facilement réalisables
dans une structure quasi-continue.

Pans le but de clarifier le domaine d'utilisatian prepice des filtres
numériques quasi-continus relativement aux techniques canventionnelles de
filtrage numérique, rappelons 1'analyse du demaine de stabilité des cir-
cuits numériques d'ardre deux ainsi que l1a répartition des pdles dans le
plan z. La zone couverte par Tes systémes quasi-cantinus dans cette parti-
tion y sera précisée.

Considérons la fonction de transfert (2.1) d'un filtre numérique direct
cangnique de second ardre, La stabilité d'un tel systdme est fixée par:

lz, 1 <1 v, (3.84)
Pj
al zpj représente la coordonnée complexe du pble Py
dimi2}

@ : pasition des zéros

X : position des pbles

Fig.3.20 : Position des péles et des zéros de T(z} dans le plan z.

Cas d'un systéme stable rlzp | <1) & phase non minimale
i
flz, | > 11
9;

L'emplacement des ples du systdme de la figure 3.20 (deux pdles et deux
zéros), stabie et A phase nan minimale, est denné par:

dy. (2
2 =-—J“i EJJ-

0 > : -dzj {3.85)
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Une expression éguivalente est valable pour les zéras z,. de ta fenction
de transfert {2.1). Le type des racines zp. dépend du si%ne du discrimina-
teur: J
- racines complexes conjuguées: d, > d,%/4
- racines doubles: d, = dy2/4 (3.86)
- racines réelles: d; < d,%/4

L'analyse des valeurs des coefficients d; et d, dépend de la condition de
stabilité {3.83), d'ol ¥'inéquation:

;zpi|=1-3%l: CE PR (3.87)
La condition de stabilité devient dans les cas suivants:
- pdles complexes (d, > d,2/4): d; <1
- pbles réels distincts ou doubles {d, 5 d,%/4): 1-dy+dy > 0 {3.88)
ledy+d, >0

La figure 3.21 itlustre les conditions de stabilité d'un filtre numé-
rique classique de coefficients d, et d, [17].

filtresi:

quasi-
cantious

Fig.3.2! : Domaine de stabilitd d'un filtre numérique de 2éme ordre
en fanction des caefficients dj et d2 avec répartition des
péles dans le plan z. Les zones hachurédes indiguent les

conditions de stabilité du systéme.
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La régian du plan (dy, dz) wtilisée pour Tes applications des filtres
quasi-continus est pointée par une fléche & l1a figure 3.21. Cette zone
est celle définie par 1'application type du filtre passe-haut de second
ordre précédente, de coefficients (3.82).

3.5. Modele numérique dérivé de la méthode des approximations successives

(premigre approximation).

Soit la cellule élémentaire de la figure 3.15 formée de multiplicateurs
programmables et d'un compteur réversible. La transformée de Laplace de
1'équation différentielle {3.31) est le résultat de la linéarisation des
équations paramétriques (3.10). Cette relation constitue la base de ce
modéle et elle est rappelée ici:

Vo, 1, Xis)  20s}, 1, X{(s) Z(s)
V(s) = L+ k1s - ) -7t XOS ) (3.89)

En reprenant les hypoth&ses concernant la forme échantillonnée des si-
gnaux et par application de 1a transformation z 2 1+sT (3.67), nous obte-
nons la réponse dans le damaine z de la cellule élémentaire aux excitations
{xn} et {zn}:

X(z) _ _2(z} y- 4
k2

S Y Xz} _Z(z)
Y(ZJ - 1’?(T ( kl 2( Xg Zy ) (3-90}

Cette expression tient compte de la transmission directe du signai d'en-
trée sur la sortie d'une part, mais &galement de 1'aspect discret du systeé-

me quasi-continu.

Examinons queliques exemples comme les filtres passe-bas et passe-haut
de premier cordre ainsi qu'une structure générale de deuxiéme ordre. Les
fonctions de transfert de ces formes sont calculées 3 1'aide de (3.90).
Les fonctions de transfert suivantes sont déduites:

- filtre passe-bas de ler ordre:

(T/za0e+ 1/2x0) 2% - 1/2x,
(1-1/2y,) - (1={1/xp+1/ye)/2) 272
- filtre passe-haut de fer ordre:

(3.91)

Hyp(2) =
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1
H =
W' el < (- 172yet/

- structure générale de 2éme ardre:

-, {3.92)

230z:]z

Coz?+{-2Co+CyT)z + (Cp=-C T +C, T2

H{z) =
00224‘(-200"‘011']2 + (Dn'DlT +02T2]

(3.93)

ot Cpy €y, €y Dy, D et D, sont fixés par Tes équations (3.55).
Cette dernizre relation est du méme type que (3.75), avec des coeffi-
cients modifiés par 1'approximation plus fine adoptée.

En conclusion, les méthodes numériques développées dans ce chapitre
restent valables pour des rapports élevés entre la fréguence d'échantii-
lonpage et 1a fréquence de coupure du systéme quasi-continu.

Ces méthodes numériques restent cependant des approximations du Systzme
réel quasi-continu. Le développement par les é&guations paramétriques et
leur simulation sur ordinateur offre un modele précis utile pour 13 com-
préhension de ces structures,
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4, ANALYSE DE SENSIBILITE DES COEFFICIENTS DANS LES FILTRES QUASI-CONTINUS.

Par leur nature numérique discontinue en amplitude et échantillonnée
dans le temps, les filtres numériques quasi-continus sont sujets 3 des er-
reurs dues 3 la longueur de mot finie (ov nombre de bits constitutifs} des
variables internes, d'entrée et des coefficients de filtrage. Cette notion
expérimentale de longueur de mot finie entraine une quantification des
nombres et a pour conséguence une dégradation des propriétés intrinsigques
d'un filtre numérique. Cette dégradation est d'autant plus marquée que le
nombre de bits est petit. '

La quantification des nombres donne lieuv a différents types d'erreurs
présentes dans les systémes discrets & longueur de mot finie [17], dont
Tes erreurs dues 3 ta quantification des coefficients et les erreurs dues
4 la quantification des opérations (cf. selon chapitre 2).

Les erreurs de quartificatien des coefficients peuvent déplacer sensi-
blement 1a position des pbles et peuvent rendre le syst2me instable dans
certains cas particulizdrement défavorables ol les pdles sortent du cercle

unité du plan z.

Les effets de longueur finie de mot ont déja été anaiysées précédemment
dans de nombreuses structures (cf. [18-24]) et sont utilisées ici pour
comparaisen avec les sensibilités des filtres numériques quasi-continus,

Nous avons vu dans le second chapitre que les filtres quasi-continus
sont trés proches des filtres numériques & récursion double et qu'ils
fonctionnent de facon similaire. Ces deux structures auront donc les mémes
propriétés du point de vue des sensibilités des coefficients, C'est pour-
quoi les erreurs de quantification des coefficients sont étudiées pour le
filtre quasi-continu & partir de 1a fonction de transfert (3.73), décri-
vant un moddle numérique de ce systéme semblable & un filtre numérigue &
récursion double.

Une analyse de sensibilité du filtre numérique de structure directe
canonique, basée sur la fonction de transfert (2.1), sera ensuite utili-
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sée ici pour comparer les deux principes de filtrage.

4.1, Notions de sensibilité des coefficients et d'indice de sensibilité
quadratique.

Nous commencons par rappeler quelques définitions concernant 1'écart
d'un coefficient et sa canséquence sur Ta fonction d'affaiblissement. La
fonction d'affaiblissement se calcule avec le logarithme de 1'inverse de
la fonction de transfert H(z). Soit les notations suivantes:

H(z) = H(ej¢) : fanction de transfert du filtre numérique.

¢=wl 1 pulsation réduite.

T : périgde d'échantillannage.

X : vecteur des différents coefficients.

AX : vecteur des écarts sur les coefficients quantifiés

par rapport 2 leurs valeurs réelles.

La fonction de transfert H(z) est définie comme:

H2) = u(e3®) = ate) 8O < ey FANORD| G )
avec: Alo) = |H(eJ¢)] : réponse en amplitude du systéme.
Bl¢) = arg H(EJ¢) : répanse eh phase du filtre.

D'ob 1'affaiblissement Af(¢) qui s'écrit:
Ag($) = 207000 A(3) = -20 Togyo [H(Z) |,  J¢ (4.2)

L'écart sur les coefficients quantifiés AX produit une variation AAf(¢)
de t'affaiblissement qui vaut au premier ordre:

Acle) -Za—“f- 8%, (4.3)

Dans les systdmes analagiques, la variatian AAf(¢) de 1'affaiblissement
s'exprime en fonction des erreurs relatives Axk/xk. Les composants ana1ogii
ques se caractérisent en effet par des tolérances relatives 3 leurs valeurs,
tant en ce qui concerne la précision que la stabilité de ces éléments. Une
simple manipulation de 1'équation (4.3) définit la sensibilité relative par
rappart au coefficient xk:
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. Ry ANy _ Xk
8 (9) Z;kakﬁf ORI (4.9)
d'ol la sensibilité relative des filtres analogiques:
dAs(d)
st(da) = X, S {4.5)

Cette définition convient parfaitement lorsque les coefficients d'un sys-
teme numérique utilisent la représentation en virgule fleottante, car la
précision sur ces coefficients est connue de facen relative. Dans le mode-
le numérique & récursion double proche du filtre quasi-continu dont nous
allons étudier les sensibilités aux coefficients, nous utilisens une repré-
sentation des parambtres en virgule fixe. L'erreur sur la valeur du coeffi-
cient Xk est donc donnée de facon absolue:

i -
x| €5 27" (4.6)

oll n désigne Je nombre de bits de la partie fractionnaire des coefficients.

L'expression {4.3) définit la sensibilité semi-relative par rapport au
coefficient xk pour un systéme numérigue en virgule fixe:

3hf(9)
ska) TS (4.7)
Par la définition de 1'affaiblissement (4.1}, on calcule aisément la sen-

sibilité Sxk:

Sxk(cp) = -20 Re{aTak( Togio [H(2)}],_J¢ )}
S, (6) = -2010g; e « Re { — Mz | jo) ] (4.8)
AL 910 ORI :

Sans perdre de vue que la quantification est un phénoméne déterministe
et qu'un medele stochastique peut ne pas expliquer tous les phénoménes ap-
paraissant dans un filtre numérique, nous allaons utiliser une méthode sta-
tistique pour comparer des structures numériques différentes qui réalisent
des foncticns de transfert identiques. Pour cela, posons les hypothdses:

1} L'erreur d'arrondi F sur le coefficient Xk est aléatoire, sa densité de
probabilité est uniforme entre ses valeurs extrémes, comme le montre la
figure 4.1,
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} o(g)

5-N/Z ¢ on/2

Fig.4.! : Fonction de densité de probabilité du bruit de

gquantification avec une opération d'arrondi.

La variance sur cette erreur d'arrondi des coefficients X est:

. 2"
X 12

(4.9)

2) Les diverses erreurs AXk sont statistiquement indépendantes.

3) L'écart sur V'affaiblissement AAf(¢) est considéré comme une variable

gaussienne en premigre approximation.

La variance de 1'écart sur 1'affaiblissement AAF(¢) s'écrit danc:
2 - H 2
cMf = zk Sxk o, {4.10}

et 1'an déduit 1'écart quadratique moyen Opp
f

Oppg = ¢ Sxkz)‘ﬁ o, = Ple) o (4.11)

La comparaison des structures numériques étudides dans les précédents
chapitres se base sur 1a fonction P{¢). Cette fonction est appelée 1'indi-
ce de sensibilité quadratique et dépend de 1a fréquence. Parmi deux struce
tures de filtre réalisant une fonction de transfert donnée, le systéme le
moins sensible dans une gamme de fréquence est celui dont 1'indice de
sensibilité quadratique P(4) est le plus faible dans cette gamme,

La valeur d'un polynime de degré élevé est trés sensible aux erreurs
commises sur ses coefficients. I1 en va de méme pour la fonction qe trans~
fert des filtres numériques récursifs d'ordre élevé, C'est 1a raison pour
laquelle 1a forme de cascade d'éléments de second ordre parait la plus
adaptée pour les filtres numériques. Nous comparons donc deux structures
numériques de deuxieme ordre de teile sorte qu'une mise en cascade de ces
cellules réalise des systémes élaborés d'ordre supérieur.
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L'indice de sensibilité quadratique P{¢) est, d'aprés (4.11):

P{¢) = VZSXZ (4.12)

et se développe avec la fonction de transfert H(z) du systeéme 3 1'aide de
(4.8):

Ple) = I;(Eﬂlogne RE{H(z)ﬁL}-]lFeN”Z # (4.13)

4.2, Sensibilités aux coefficients des structures directe canonique et a

récursion double.

En premier 1ieu, considérons la structure directe canonique conventian-

nelle comme celle de la figure 2.1, dont 1a fonction de transfert est:

22 + Tz +,

(4.14}
22+ dyz + d;

Hiz) =

La formulation analytique des sensibilités individuelles des cing coef-
ficients de cette structure est aisée:

s Srz(q:) = 0

L 1 .. 1
S_(9) = -20 Togyee o ’Sr1(¢] = -20 0gy e Ti+2¢05 0

Co
dy+ (1+d2} cos o

4.15
{1+d3+d2) + 2d, (1+d;) cos ¢+ 2 d; cos 24 ( )

S4 (¢) = 20 log, e
1

n

(¢} = 20 Tog, e d, +dy €05 ¢ + COS 2

s
dz {(1+d2+d2) + 24, (1+d,) cos ¢ +2 d, cos 2¢

Les équations ci-dessus montrent que la sensibilité croit lorsque Tes
pSles et les zéros de la forction de transfert se rapprochent du cercle
unité dans le plan complexe z.

La position des pdles réalisables pour un nombre de bits n des variables
est lide aux considérations faites & la figure (3.20). On remarque d'aprés
cette figure pour |zp_! <13

i

Re{z = ‘ldl et !Z | = dz”& (4.16)
Py 2

Les coefficients d, et d, sont arrondis & la valeur multiple de 2-n et
les positions de péles réalisables sont données par des droites verticales
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distantes de -d,/2 de 1'origine et des cercles de rayon d,¥. ta figure 4.2
illustre la positian des pGles réalisables pour le cas ol la longueur de
mot n est &gale 3 guatre bits.

im{z}
y x : pdles réalisables avec
EEEE une longueur de mot de
2 4 bits.
47 1
1,
ZJ
—j b
0 i 1 T o
1 3 2 1 Re{z}

Fig.4.2 : Position des pdles de la structure canonique pour une

longueur de mot de 4 bits, selon [18].

Les pdles réalisables occupent les noeuds d'intersection des courbes en
(4.16). Rappelons que les ples voisins de z = +1 sont situés 3 1'intersec-
tion de deux courbes qui se coupent sous un angle faible. tUn léger dépla-
cement de 1'une d'entre elles entraine donc un glissement de leurs posi-
tions beaucoup plus marqué que lorsque ces deux courbes se coupent sous un
angle droit.

Avec Yes équations (4.15), les courbes de sensibilité typiques indivi-
duelles montrent des sensibilités dlevées sur les coefficients Fi du
numérateur dans les bandes atténudes. Les coefficients du dénominateur
présentent une sensibilité plus importante dans les bandes passantes. Ces
courbes de sensibilité sont esquissées ultérieurement afin d'Btre comparées
au moddle numérique par équations de récurrence des filtres quasi-continus.

Avec le modele numérique par é&quations de récurrence développé au cha-
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pitre 3 (paragraphes 3.5 et 3.6), la fonction de transfert svivante dé-
coule:

22 4 {(yqT-20zZ + {1 =y T+y2eT? )
z3 4 (8,T-2)z + {1-68,T+6,eT?}

Hiz) = a, (4.1}

La figure 3.18 illustre le schéma numérique correspondant & ce moddle,
Dans cette structure, dite €galement 2 récursion double (cf. chapitre 2],
la position des pbles réalisables pour un nombre de bits n fixé des coef-
ficients s'étudie avec le dénominateur de la fonction de transmission

ci-dessus:
zp2+(61T-2)2p+_(1-61T+625T2)=0 , (4.18)

d'od les p6les de la fonction de transfert H(z) dans le cas d'une paire

conjuguée complexe:

r o =1-8T . Voae-6.2747 T {4.19)
P1,2 2

Oe facon analogue & la figure 3.20, les phles de la fonction de trans-
fert (4.17) sont placés dans le plan complexe z (figure 4.3).

| Im{z}

i

- : 625 T
B! o it

0 ,,”’ ! a Y Z=+1

i S—
S~ 1-811y2 1617/ Relz}

"‘\\ l
\\.“ |
~<_)
Z_Pz

Fig.4.3 : Position des péles de T{z) dans le plan complexe.z

d'un filtre guasi-continu par approche numérigue.

11 apparait avec la figure 4.3 que la position des pdles zp_ par rapport
aux coefficients 8,, 6; et e, T doit Etre comparée re]ativemenl au point
z=+1 du plan complexe et non plus par rapport & 1'origine z=0 comme c'é-
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tait le cas auparavant.

X = 8§ T/2 et R= \fﬁze T (4.20)

Soient §,7 et &,eT? les coefficients numériques correspondants au sys-
téme quasi-continu et Tes valeurs de ces coefficients arrondies aux multi-
ples de P (ol n est le nombre de bits des coefficients), la position des
pbles réalisables sous ces hypothtses est fixée par les intersections des
droites verticales distantes de §,T7/2 du point z=+1 et des cercles de
rayon\/d,e T centrés en z=+1. La figure 4.4 montre la répartition des pd-
Tes lorsque le nombre de bits n est €gal & quatre. Lorsque la période de
travail minimale T diminue, le nombre de ces cercles et de ces droites
augmente dans l1a proportion inverse.

Im{z}
J
;; % : pbles réalisables avec
2? une longueur de mot de
3. .
qJ ,é 4 bits.
ol
Iy /
0 i El A
4 2 4 1 Re{z}

Fig.4.4 : Position des pdles du systéme guasi-continu approchd par modéle

numérigue, coefficients représentds en virgule fixe avec ¢ bits.

Contrairement & la structure directe canonique, les péles voisins de
z=+1 sont ici situés & T'intersection de deux courbes qui se coupent sous
un angle proche de nonante degrés, Un petit déplacement de 1'une d'entre
elles ne suscite donc qu'une variation faible de la position du pdle situé
au noeud de ces courbes. feci va & Y'encontre de la remarque faite & propos
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de la figure 4.2,

Pour des coefficients tels que les pfles se rapprochent de 1'¢rigine
(z=0), les deux courbes se coupent dans la figure 4.4 sous un angle fai-
ble. Cette situation concernant la stabilité des pdles et des zéros donne
un avantage & la réalisation d'un systéme quasi-continu par rapport a la
structure directe canonique lorsque Tes pdles s'approchent fortement du
point z = +1 du plan complexe, Ce cas correspond d'ailleurs & un rapport
élevé entre la fréquence d'échantillonnage et la fréquence de coupure et
a déja été discuté dans le chapitre 2.

La densité locale des p61es'd'un filtre numérique a récursion double
n'est donc pas homogéne & 1'intérieur du cercle unité dans le plan z, et
elle est moins dense aux abords de z =+1. Pour une fréquence de coupure
fc définie et un rappart r= fs/fc craissant (danc pour une valeur de la
période de travail T décroissante), les nombres &,T et §,eT? diminuent,
provoquant un déplacement des pbles zpi vers Je point z=+1, Afin de con-
server la résolution {densité locale) de la trame définie dans le plan z
au voisinage de la zone définissant la fréquence de coupure du systéme,
i1 convient d'augmenter la longueur de mat tatale n. des coefficients.
Oe plus, une précision relative constante de 1a position des pdles dans
Te plan z correspond & maintenir le nombre de bits significatifs ncs des
coefficients. Comme nc°= .- ncs, le nombre de bits nuls nc° augmente.

) Imlz} L ETES)

0 T Relz} 0 . i Relz)

Fig.4.5 : Déplacement homothétique et conservation de la densitd locale de

pdles au veisinage de la fréguence de coupure lorsgue T diminue.
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La figure 4.5 schématise le déplacement homothétique par rapport & z=+1
de la trame des pdles et de la fréquence de coupure du moddle numérique
dans lequel la période T décroit et ol e nombre de bits significatifs n‘cS
est maintenu constant. Le facteur de conversion de cette homothétie dépend

de 1a période de travail T.

De 1a fonction de transfert du modele numérique 3 récursion double
(4.17) et avec la relation qui définit la sensibilité (4.8), la formulation
analytique des sensibilités individuelles du systdme quasi-continu s'écrit
par le groupe d'équations (4.21):

S,, = ~2010g:0e ;—u
5 (o) _2IJ logiee T coSd - co52¢+ (3 = 2y, T + v,€T2) {cosd - 1)
Y1 ap D: (o)

20 1ogrpe € T2 cos2¢ + {vyT~2)cosd+ 1 -y T+ v,eT?
sYz(M =T ap Di{¢)

20700,0e ¥,T2 cos2¢+ (y,T-2)cosg+ t - v, T+y,eT?
Se (¢)=- ap 0:(4)

cos2¢+ (§;T -2)cosd+ 1 - 6T # §,eT?
- 20 log;ze ¢,T? 5, (6]

cosd - cos2d+ (3 - 26, T + 66T } (cosg - 1) (6.21)

561(¢)=-2IJ togype T D,()
, cos2¢+ (6;T - 2)cosg+ 1 - 8,7+ 6,¢T?
562(¢)=-2[]109“e €T D, (2)

Da{é) = 1+ {y1T-2)%+ (1Y, T+y,€T?) 24 2(1-y1 T+y,eT? ) cos2¢

+2{y1T-2)(2-v: T+y2eT? }cosd

Dy(¢) = 14 {8.T-2)24 {1-8,T+6,eT%}24 2({1-8,T+8,cT?)cos2¢

+2(6,T-2)(2-6,T+8,eT? }cosd

L'erreur sur la période élémentaire T est admise nulle implicitement
dans le groupe d'équations ci-dessus, car la sensibilité correspondante
n'a pas &té calculée. Pratiquement, un systéme quasi-continu muni d'un
moyen de réglage précis de cette fréquence 1/T réalise cette condition, par
exemple avec un oscillateur 2 quartz.
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11 est intéressant de noter qu'une 1é&gdre variation de la période T
la plus faible ne peut rendre instable un filtre dont les coefficients du
dénominateur détermine un syst2me stable, ceci Torsque les pdles s'appro-
chent encore de z=+31. En effet et comme le montre la figure 4.3, une di-
minution de cette période T conserve 1'angle a entre le rayon vecteur 12_;1
et 1'horizontale. Cela signifie que le pble ne peut donc en aucun cas tra-
verser le cercle unité lors d'une variation de cette période T.
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4.3. Comparaison des indices de sensibilité guadratique et des longueurs

de mot des coefficients.

Les répanses en amplitude et en phase ainsi que les sensibilités indivi-
duelles des coefficients des structures directe canonique et & récursion
double sant calculées sur ordinateur. Les relatians détermindes dans 1'an-
nexe B et dans Tes groupes d'équations (4.15) et (4.21) autorisent les
comparaisans des propriétés des systémes respectifs. L'indice de sensibi-
1ité quadratique défini en (4.13) est un résuitat dont 1'interprétation
est facilitée par la présence de périphériques de 1'ordinateur tels que
terminaux graphiques et traceur de courbes.

torsque Tes coefficients des filtres numériques tendent vers les valeurs

limites de structures physiques stabies (c¢f. figure 3.21), c'est-3-dire si
le rapport fréguence d'échantillonnage 3 fréquence de coupure est élevé,
les expressions (4.15) et (4.21) apportent un prabléme d'analyse numérique
supplémentaire. Dans un tel cas, les sensibilités individuelles sont des
quotients de différences de valeurs tras faibles de type:

No(8) -N_(9)

D,(s) -D_(¢)
ol N_(¢) et N_(¢) ainsi que D _(¢) et D_(¢) prennent des valeurs €levées
et trés voisines avec des différences N+(¢} -N_(¢) et D+(¢)- 0_{¢) qui
partent sur les quinzidme ou setzidme décimales. Dans ces conditions, une

sx(¢) = ) (4.22)

nauvelle analyse des formules {4.15) et (4.21) doit etre envisagée, qui
tienne compte de cet aspect analyse numérique du prabléme. Une secande
solution consiste 3 travailler avec les relations &tablies et avec une
précision de travail accrue sur 1'ardinateur, expressément demandée lars

de 1'élaboration du lagiciel. Remarquons que ce prabléme se preduit €gale-
ment Tors du calcul des caefficients du filtre numérique de simulation d'un
systéme analogique; une salution est exposée dans 1’annexe B.

La réponse en amplitude d'un filtre numérique dont la fonction de trans-
fert est fixée par 1'équation (2.1) s'écrit:

{co cosuT +¢, coswl +¢,)% + (cg 51n2uT + ¢ sin2uT)?

Hlw) = {4.23)

{cos2wl +d; caswl +d,)% + (5in2uT + d, sin2uT)?



-129-

La réponse en phase ¢(w) vaut:

N
#{w) = Arc tanM {4,24)
Dplw)
avec: Nw(“) = [¢y51n20T + ¢, 5inwT){cos2uT + dycoswT +d,) -
= (CoCo52wT + €5C05wT + €, ) (5in2wT + d;sinwT)
D¢(m) = {CaC052wT + cycoswT + €5} (c0s2uT + dycoswT +da) -

- {Cosin2uT + ¢ysinwT)(sin2wT + dy5inwT)

Les réponses en amplitude et en phase (4.23) et (4.24) sont valables
pour tout systéme numérique récursif de second degré, en particulier aussi
pour la structure 3 récursion double de la figure (3.18). Dans ce dernier
cas, nous utilisons en complément Yes formules d'équivalence (3.77).

Choisissons tout d'abord un exempie de filtre numérique direct canoni-
que de rapport fréguence d'échantillonnage 3 fréquence de coupure pas éle-
vée (r=10). La répartition des pdltes et des zéros de ce systéme de deu-
xiéme degré se trouve 3 1a figure 4.6 et montre un pile d'atténuation
(c'est-2-dire un zéro de transmission) de 'a fonction de transfert.

plan complexe z | Imiz}
x
0 Re{z}
z2=+1
x
’ X : position des pdles
. © : position des zéros

Fig. 4.6 : Position des pbles et des zéros d'un filtre passe-bas ayant

deux pdles et deux zéros.

Avec une fréquence d'échantillonnage fs = 10" Hz, le filtre posséde une
fréquence de coupure fc= 10® Hz et un zéro de la fonction de transfert &
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1200 Kz environ. Les ceefficients sont déterminés par la position des pdles

et des 2éros dans le plan complexe z:

_A L1275
Zp, " 2 T 3600
L L, 15 (4.25)
°; % 36000 ~ 7 36
Ces pbles et 2éros imposent la fonction de transmission:
z%-1,818118686 + 1
H{z) = {4.26)

2% - 1,833333333 2 + 0,965711806

Les équations (4.23) et (4.74) permettent de tracer les courbes de ré-
ponse en amplitude et en phase indiquées 3 la figure 4.7. Ce filtre numé-

rigue est un-passe-bas avec un 2éro de transmission.

Ampl,

phase {arg H{w})

—
——lX

)

—— — — i —

amplitude {{H{w)])

wT

l—.__————_———-...._,

©
u

/8 ‘ n/4

Fig.4.7 + Amplitude et phase de 1'exemple de filtre passe-bas (4.26).

Les deux figures 4.8 et 4.9 suivantes donnent les courbes de sensibi-

1ité individuelles de ce filtre passe-bas déterminées d'aprés le groupe
{4.15), ainsi que 1'indice de sensibilité quadratigque (4.13) en fonction de

ta fréquence circulaire réduite ¢.

L'indice de sensibilité quadratique P{d) de la ?igure 4.9 met particu-
Tidrement en évidence les différentes remarques faites auparavant concer-
nant Ta sensibilité des coefficients du numérateur (2éros de H(z)) dans la
bande atténuée et le r6le des coefficients du dénominateur de (4.26) dans
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la bande passante.

S00 1

- 500 7

Fig. 4.8 » Sensibilités individuelles en fonction de la frégquence du

filtre passe-bas (4.26).

5-10

2,5-10%4

1

f

%% ¢ =l
Fig.d4.9 : Indice de sensibilité gquadratigue P({¢} en fonction de la fré-

quence pour le filtre passe~bas (4.76).

Nous allons maintenant montrer 1'effet de 1'augmentation de la fréquence
d'échantillonnage sur un filtre passe-bas de structure classique. Pour un
filtre passe-bas dont les pdles et les zéros sont beaucoup plus proches du
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cercle unité et du point z=+1 que le cas précédent (fs = 2% Hz), 1a fonc-
tion de transfert devient:

22 -2 2+1,000022
z%-1,998046875 2 + 0,998048526

H{z) = (4.27)

La figure 4.10117ustre ce rapprochement des pdles et des zéros de z = +1,

Im{z}
% Relz}
0 ¥ : position des pbles x|z=4
© : position des zéros

Fig.d.JOQ Position des pdles et des zéres d'un filtre passe-bas avec
un rapport élevé fréguence d'échantillonnage a fréquence de

coupure.

Les figures 4.11, 4.12 et 4.13 représentent respectivement les réponses
en amplitude (4.23) et en phase (4.24) du systéme, les sensibilités indivi-
duelles données par (4.15) et 1'indice de sensibitité quadratique de la
structure défini en (4.13).

Ampl, )} Phase

phase (arg H{w)}

2,55 T n/2 -
! 1
- ~ |
1,70 40 - l
‘n\ |
\\ =
~ | amplitude (|H(w)|)
0,85 T -n/2 1
]
~ =T
-7 . —
0 /800 /400

Fig.4.11 : Répense en amplitude et en phase du filtre passe-bas (4.27),
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- 1084

Fig.4.12 : Sensibilités individuelles du filtre passe-bas (4.27).

(o) §
2.10%1

¢ =wl

0 /800 /400

Fig. 4.13 : Indice de sensibilitd gquadratigue P(¢) du filtre passe-
bas (4.27).

Les augmentations de sensibiTité constatées sur ce dernier filtre par
}apport au précédent prouvent une nouvelle fois qu'ume structure numérique
directe canonique ne tolére pas des zéros et des pdles proches du cercle
unité et du point z=+1.

Le troisiéme exemple considére le méme filtre passe-bas de second ordre
réalisé avec le modele approché du filtre quasi-continu, c'est-a-dire par
la structure & récursion double de l1a figure 3.18. Dans ce systéme, les
valeurs numériques de la fonction de transfert (4.27) sont conservées,
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mais la fonction de transfert est produite & partir de 1'équation (3.74).
Dans le but de simplifier les calculs des sensibilités individuelles et
d'affrir une comparaisen adéquate avec les sensibilités de la structure
directe canenique basées sur (4.14), nous &liminans le coefficient ¢ en le
groupant avec les autres coefficients v; et &;:

Y86 *+ 2» Ya * 4
de plus: (4.28)
625 -+ bz 61 -+ b]

Les substitutions proposées n'enidvent rien 4 la qualité de 1'estima-
tion des sensibilités individuelles, i) s'agit en fait d'une cpération de
changenent de variables. Ce changement de variables est introeduit minu-
tieusenent dans les expressions (4.21) et le calcul fournit ensuite les
courbes de sen51b111tés individuelles 5 2 Saz’ Sb1 et S des figures
4,14 § 4.17. L'ifndice de sensibilité quadratique P(¢) est esqu1ssé 4 la
figure 4.18.

0'apr2s ces résultats, nous canstatans que Tes sensibilités sant beau-
caup plus faibles avec le circuit a récursion double qu'avec 1a structure
directe canenique. Cette remarque est une preuve expérimentale supplémen-
taire des constatatiens avancées précédemment & propos de la figure 4.4.
Ces constatations se basaient sur 1'angle proche de nonante degrés fait
par 1'intersection des courbes qui définissent les pd&les dans le plan z.

L'indice de sensibilité quadratique P{¢), dont 1'aillure est donnde par
les graphes des figures 4.9, 4.13 et 4.18 pour les treis exemples pris,
permet de canstater 1'évalution de la sensibilité des filtres numériques
lers de 1'augmentatien de 1a fréquence d'échantillennage. Oans la bande
passante du filtre canonique, 1'indice de sensibilité est de 1‘'ordre de
10" pour une fréquence d'échantillannage relativement faible, alors que
cet indice de sensibilité est de 1'erdre de 10° pour une fréquence d'échan-
tillonnage 50 fois plus &levée. En ce qui cancerne le filtre 3 récursian
double correspondant {32me exemple), 1'indice de sensibilité quadratique
diminue de facan trés marquée dans la bande passante du filtre passe-bas;
les sensibilités individuelles dans la bande blequante tendent vers 1'in-
fini au voisinage d'un plle d'atténuaticn, comme dans te cas des systémes
numériques conventionnels.
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a

2,54

0 7/800 7/400

Fig.4.14 : Sensibilitd individuelle Sa du filtre 3 récursion double (¢.28).
!

s,
5-107%¢
d=uwl
0 /800 /400
- 51077

Fig.4.15 : Sensibilité individuelle Sa du filtre & récursion double (4.28).
2

by
5-1077

wT

R
[}

0 /800 7300

- 510

Fig.4.16 : Sensibilité individuelle Sb du filtre déduit de (4.28).
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Fig.4.17 : Sensibilité individuelle Sb du filtre tiré de (4.28}.
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Fig.d4.18 : Indice de sensibilité guadratigue P{(¢) du filtre tiréd de la

substitution (4.28).

La réduction de sensibilité apparait clairement par examen des relations
(4.21): les sensibilités sont en effet inversément proportionnelies & la
fréquence d'échantillonnage. En effet, lorsque la fréquence d'échantillon-
nage augmente, la trame définie 3 la figure 4.3 diminue de taille en pro-
portion avec sa maille é1émentaire,

En conséquence et pour un filtre de caractéristiques fixdes, 1a longueur
de mot des coefficients d'un filtre numérigque quasi-continu est plus faible
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que celle d'un filtre numérique de structure directe canonique de fréquence
d'échantillonnage identique. Cette observation est valable lorsaue les
pdles de la fonction de transfert sont proches du point z =+1 du plan com-
plexe z.

La longueur de mot des coefficients d'un filtre quasi-continu est main-
tenant estimée relativement 2 la structure conventionnelle & 1'aide des
relations {4.9) et (4.11). Si 1'on suppose un écart quadratique moyen sur
Ta variation de 1'affaiblissement OpA maximal dans un intervalle de fré-
quence, i1 est possible de déduire le rapport des longueurs de mot des
coefficients des deux types de réalisation numérique quasi-continue et

directe canonique. De (4.11):

Opp = (¢)num 9, = P(@)qu_c quu-c = constante (4.29)

f num
Les figures 4.13 et 4.18 donnent 1'indice de sensibilité P(¢) dans les
deux cas retenus et permettent de déduire une valeur P(¢) moyenne dans le
cas d'un filtre passe-bas trés sélectif:

Pla) 2 4 Bla) = 2
POy 3 108 et Ple)y, 2 10 (4.30)

En introduisant 1'écart sur 1'erreur d'arrondi (4.9) dans 1'équation
{4.29), on trouve une expression fixant la longueur de mot des coefficients

du systéme quasi-continu n :
qu-C

- - ] Pau-¢
Nqu-c = Mum T ZTogiez 090 Prum (4.31)

11 vient numériquement, par (4.30):
=n - 10 (4.32)

Si 1'on imagine un systéme direct canonique sélectif qui demande par
exemple une longueur de mot des coefficients de 18 bits (définition des
ceefficients & 3+107° prés), le mBme filtre réaiisé par la structure quasi-
centinue ne nécessite qu’une longueur de mot des coefficients de 8 bits,
Ces valeurs offrent un apercu des possibilités d'applications attrayantes
des filtres numériques quasi-continus lorsque le rappert fréquence d'échan-
tillannage & fréquence de coupure est élevé.
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D'autres structures numériques, comme par exemple celle proposée en
[24], définissent une trame régulidre dans le plan complexe z, et sant
ainsi bien adaptées du point de vue de la gquantification des coefficients
pour toute caractéristique de filtrage.

Notons gue le deuxitme type d'erreur, qui résulte de la gquantification
de produits, peut 2tre analysé par différentes approches. L'apprache thé-
orique comprendrait une étude compléte des effets ngn-linéaires dus aux
multiplicateurs & taux programmables. La méthode expérimentale utilise
guant 3 elle 1a simulation sur grdinateur des structures quasi-cantinues
développées & )'aide des équations paramétriques du chapitre 3 [13].

Dans ce chapitre est apparue une propriété remarquable du modéle numéri-
que 3 récursion double des filtres quasi-continus. En effet, nous avens
montré que la densité relative des pSies dans le plan z {définie par une
trame) est constante pour les filtres & récursion double dans la zone du
plan concernant l1a fréquence de coupure. Ce fait est une conséquence d'une
définition des coefficients en précision relative, et qui présentent une
partie importante de bits nuls et une partie constante de bits significa-
tifs. Une structure 3 récursion double peut &tre réalisée de facon numé-
rigue avec une arithmétique 2 virgule flottante ou avec un filtre quasi-
continu qui posséde une arithmétique incrémentale particulitre de méme

type.

En revanche, dans ies filtres numérigues 3 structure directe canonique,
les coefficients sont implantés de maniére absolue. Lersque le rapport
r= fsjfc augmente, le maintien de 1a densité des pSles dans le plan z au
voisinage de la zone concernant la fréquence de coupure exige une défini-
tion absolue des coefficients croissante. La conséquence directe de ce
fait est 1'augmentation de la complexité de 1'arithmétique de réalisation
de ces structures numériques canventionnelles. ’
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5. CONCLUSIONS - COMPLEXITE DE REALISATION.

Dans les précédents chapitres, nous avons évoqué 1a réduction du nom-
bre de bits des coefficients et des variables des filtres numériques
quasi-continus relativement aux filtres numériques conventicnnels. Ce
sont en particulier les opérations de multiplication des variables par
des coefficients fines qui nécessitent une mise en ceuvre considérable
dans les systimes conventionnels (multiplication de type paralldle-paral-
1ele ou série-parallele) ou encore 1'utilisation d'un precesseur spécia-
1isé pour le traitement des signaux. )

Nous examingns 3 présent la ﬁomp]exité de réalisation des filtres
numériques quasi-continus relativement  d‘'autres technigues de filtrage,
comme les filtres 3 capacités commutées et les filtres numérigues conven~
tiennels qui trouvent des applications similaires sux systimes quasi-
continus (basses fréquences et systémes hautement intégrés). Cette compa-
raison porte non seulement sur la densité d'intégration par €lément de
filtrage cobtenue dans les différentes techniques, mais également en ce qui
cancerne les performances de ces systmes, telles que 1'universalité de Ta
structure utilisée, la sélectivité ou encore 1a valeur maximale de la
fréquence de coupure réalisable.

5.1. Comparaison de différentes technologies de fiitres monolithiques.

Evaluons 1a surface d'intégration sur une puce cccupée par les éléments
de base des circuits logiques. Pour cela, nous suppesons une technologie
centrée sur Tes transistors MOS de canal n et de canal p, ainsi que de
leur conjonction en technique CMOS, La tenqueur de grille Lg ¥y est une
_dimension linéaire primordiale significative de 1'état de maitrise des
procédés physiques et chnimiques utilisés pour 1'élaberation de cette
technologie, La figure 5.1 mantre le schéma d'implantation d'un transistor
MOS 3 canal n sur un substrat de Silicium. En partant de 1a configuration
géométrique d'un transistor MOS, 1a lengueur de canal Lg fixe 1'encom-
brement d'un transistor élémentaire. En conséquence, }'encombrement rela-
tif d'une porte ou d'une bascule peut Etre évalué si 1'on connait le
nombre de transisters constitutifs de chacun des éléments.
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Hiia A7
= [ _J - ) J
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a) vue de dessus b) coupe

Fig.5.1 : Implantation d'un transistor MOS de canal n sur un substrat de

Silicium.
) Surface intégrée Sc.1 Nombre d'éiéments N
Type d'élément relative a L _: par surface int. rel.
2
SSi/Lg (um] NLg/ssi [um/mm? ]
transistar‘s_l
—-I;-_-_I- —|;:|- 550 1820

D 3500 286

porte NANO CMOS

—1 ¢
b 8200 122

bascule D CMOS

4 8
K Gb— 12000 83

bascule JK CMOS

Fig.5.2 : Densité d'intégration d'éléments logiques relativement & la

longueur de grille Lg'
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La figure 5.2 donne la densité d'intégration d'éléments relativement
2 1a longueur Lg de la grille. Conformément & [41] et 2 [45], notons que
la surface occupée par un élément legique sur une puce est proporticnnelle
a la longueur du canal Lg en premiére approche pratiguement, alors qu'une
considération théerique simple fixe plutdt cette propertionmalité & la
Tongueur de grille élevée au carré.

La surface intégrée relative 3 la longueur de grille Ss,.l/Lg est une
grandeur exprimée en ym a la figure 5.2, et qui dépend du type d'élément.
La surface absclue cccupée par cet 61ément intégré sur une puce s'obtient
par multiplication de cette grgndeur SSi/Lg par 1a longueur de grille Lg.

La partie droite du tableau de l1a figure 5.2 renseigne 23 prepos du
nombre d'éléments par unité de surface relativement 3 la longueur du canal,
Le nombre d’éléments par mm? est déduit par division de cette grandeur

par la lengueur de grille Lg, exprimée en um.

Afin de comparer différentes techniques de filtrage avec les filtres
quasi-continus, nous évaluons maintenant les surfaces intégrées d'une
structure numérique et d'un filtre quasi-continu de performances compa-
rables. Pour cette raisen, i1 convient d'établir une démarche de compa-
raison cohérente qui tienne compte d'une estimation de paramétres fonda-
mentaux identigues dans les deux réalisaticns.

En premier lieu, nous choisissons la technique d'intégraticn dite MOS-
compiémentaire & haute vitesse {High-Speed CMDS) comme référence de base,
ce qui fixe la fréquence maximale d'horloge qui peut Btre utilisée dans
des systemes utilisant cette technologie:

fH = 20 MHz (5.1

Dans le filtre guasi-continu que nous allons estimer, nous admettons
que la longueur de mot n, des variables prises en contre-réaction et que
la longueur de mot significative nc5 des coefficients sont données par:

n =n%=8bits (5.2)
L4 C

Les deux grandeurs précédentes fH et n, déterminent la fréquence d'é-
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chantilionnage maximale des systémes numériques & évaltuver, ceci d'aprés
la relation (2.11) du second chapitre:

LI T (5.3)

En ce qui concerne la longueur de mot totale Ny des différents coeffi-
cients et des variables du filtre numérique, une premidre estimation dans
le cas d'une structure sélective porte ce paramdtre 3 une valeur voisine
ou inférieure & 20. 11 en découle, si 1'on utilise un multiplieur de type
série-paralitle, que la péricde de temps Tnp nécessaire & une cpeératien
de multiplication vaut:

nombre d'opérations élémentaires
= 2 1us (5.4)
op fH

Ce filtre numérique est réalisé avantageusement avec un processeur de
traitement des signaux, comprenant ainsi un unique multiplieur de type
série-paralldie utilisé en multiplex de temps, et d'autres éléments indis-
pensables tels que un additionneur, des mémaires pour les variables et
les coefficients ainsi qu'un systime de ségquencement.

Le degré du filtre numérique basé sur un processeur de traitement des
signaux avec cette Timitation du temps d'opération Top donné en (5.4) est

déduit du nombre de multiplications Nm réalisables dans l1a période T= I/fs:

12 (5.5)

C'est un filtre numérigue de S2me ordre général qui possdde approxima-
tivement ce nombre de myltiplications élémentaires. En effet, un tel sys-
t2me est constitué d'un cascade de deux structures de deuxidme ordre et
d'une structure de premier ordre. Quatre multiplications sont nécessaires
par filtre de second ordre, alors que deux multiplications par des coef-
ficients fixes suffisent dans un premier ordre. Enfin, le facteur d'ampli-
fication est fixé par une multiplication supplémentaire.

Le calcul de la complexité de ce filtre numérique de S2me ordre réalisé’
avec un processeur de traitement des signaux donne, en fonctien des para-
mtres longueur de grille Lg et longueurs de mot n, et ng H

3 o 2
SSiFN £ 0,306 Lg (nc +nv) [mm?] (5.6)
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La complexité d'une structure quasi-cantinue de Skme ordre de perfor-
mances identiques au filtre numérique précédent est estimée avec des
paramdtres comparables. Dans le filtre quasi-continu, lorsque la sélecti-
vité augmente (représentée ici par nc“), la longueur de mot n, des varia-
bles appliquées sur les multiplicateurs & taux programmables reste cons-
tante. Notans que cela n'est pas le cas dans les filtres numériques ou
la longueur de mot des variables est donnée par n, =nc° +n, bits. Ce fait
entraine un accroissement de la complexité plus fort dans les structures
numériques que dans les filtres quasi-continus lorsque la sélectivité
augmente, La surface intégrée sur 5ilicium 5Si d'un systdme quasi-continu
de S5tme ordre vaut ainsi approximativement:

SSiFQC = 0,137% Lg ncu + 0,5545 Lg n, [mm?] (5.7)

Les deux équations (5.6) et (5.7) permettent d'établir des graphiques
de comparaison des complexités respectives lorsque la sélectivité aug-
mente (figure 5.3) et lorsque la lengueur de grille diminue (figure §.4).

S [mm2]

Si |

P 4 4 " o

] 5 10 15 20

Fig.5.3 : Complexité d'intégration d'un filtre numérique (FN) avec proces-
seur de traitement de signaux et d'un filtre gquasi-continu (FQC)
en fonction de la selectivité (ici nco),- cas d'un S5éme ordre;

longueur de mot des variables n_ comne parametre.

Dans Ja mesure ou une telle comparaison reste valable, nous ajoutons
& la figure 5.4 les complexités respectives de deux systeémes de filtrage
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supplémentaires. I1 s'agit d'un filtre analegique échantillonné & capa-
cités commutées de Séme ordre et d'une structure numérique basée sur un
processeur de traitement de signaux mise au peint par les laboratoires
Bell, aux Etats-Unis f41]. De tels filtres sont utilisés dans le domaine
de la téléphonie,

Ssi |

304

204+

Lg [um]

Fig.5.4 : Surface intégrée sur Silicium de systémes de 5éme ordre en fonc-
tion de le longueur de grille Lg: ZZ filtre numérigue CMOS,
m filtre guasi-continu CMOS, ™~ = filtre numérigue des labo~

rateires Bell, ~™-w filtre & capacités commutées.

Les structures i capacités commutées présentent des possibilités d'in-
tégration beaucoup plus fortes que les filtres numériques conventionnels
ou quasi-continus, comme le montre la fiqure 5.4. Cet avantage diminue
au fur et 3 mesure de 1’amélioration de )'état de la technologie, repré-
senté par la longueur de canal des transistors MOS dans ce graphique.
Ceci s'explique par le fait que le processeur numérique de trajtement des
signaux dont on a recours dans le filtre numérique est composé au moins
d'un multiplieur trés performant; 1'intégration de ce processeur devient
plus aisée au fur et a mesure de 1'état d'avancement des techniques. En
revanche, une structure 3 capacités commutées est formée d'amplificateurs
opérationnels, de commutateurs et de capacités. Ces dernitres accuperont
pratiquement toujours la plus grande partie de la surface d'intégration,
peur n'importe quellie longueur de griile Lg'
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Dans la figure 5.3, il apparait une valeur critique de n; {qui repré-
sente jci la sélectivité) telle que si 1a sélectivité augmente encore,
une structure quasi-continue devient plus avantageuse 3 réaliser que 1a
structure numérique correspondante. Les filtres numériques quasi-continus
sont comparables en complexité aux systemes numériques convernitionnels
plutdt qu'aux filtres & capacités commutées {figure 5.4},

Un regard objectif sur les perfermances respectives de ces trois struc-
tures ne serait pas apporté si seule la complexité a 1'intégration était
examinée jci, Pour rendre mieux compte de ces performances, nous dressons
2 la figure 5.5 un tableau comparatif des propriétés principales des dif-
férentes structures énumérées auparavani ainsi que des filtres analogiques
actifs. Dans ce tableau qualitatif, outre les valeurs relatives des sur-
faces intégrées sur une puce, nous comparons des facteurs comme 1'univer-
salité du principe du filtrage considéré, les puissances dissipées moyen-
nes, les vateurs extrémales des fréquences de coupure ainsi que Te rapport
fréquence d'échantillonnage & fréquence de coupure. Par structure univer-
selle, nous entendons ici un systeéme capable, & partir du méme circuit,
de réaliser n'importe quel discriminateur de fréquence. Cela signifie que
les coefficients du filtre peuvent 8tre introduits par une manipulation
extérieure au circuit, de fagcon & déterminer non seulement le type de
filttre choisi, mais &galement ses spécifications précises. Ainsi, un fil-
tre numérique conventionnel de deuxiéme degré possdde cing coefficients,
tous placés dans des mémoires vives ou reprogrammables, qui peuvent étre
changés & volonté, Un circuit & capacités commutées est en revanche mis
en oeuvre avec des capacités intégrées sur une puce, 2t le rapport entre
ces capacités prises deux & deux fixe ces différents coefficients. I1
apparait alors clairement que les filtres & capacités commutées, contrai-
rement aux filtres numériques, ne sont pa% des structures universelles,

11 est intéressant de remarquer que les filtres monolithiques considé-
rés présentent des performances de filtrage distinctes en ce qui concerne
leur fréquence de coupure fC et leur sélectivité. Les circuits 3 capacités
commutées sont Timités dans les basses fréquences de coupure dr fait de la
surface 1imitée des capacités implantables sur une puce. Les systémes
quasi-continus trouvent d'intéressantes applications lorsque la fréquence
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Type de
filtre Filtres 3 Filtres nu-
Filtres capacités Filtres mériques
actifs numériques
Arqument commutées quasi-cont.
Traitement analogique, | analegique, numérique, numérique,
des sigraux { continu discret discret discret
Possibilite non oui oui oui
d'intégration
Surface in- —_ faihle dlevée &levée
tégrée SSi
Pufssance trés grande grande faible faibte
dissipée Pd
.Structure non non oui oui
universelle
Fréquence de| peut &tre fca 100 Hz < 200 kHz $ 10 kHz
coupure fc grande fc 5 50 kHz
faible
Rapport r _ moyen qu.) élevé
r= /7, {typiqu.
Fig.5.5 : Comparaison des performances de différents types de filtre.

de coupure est trés faible et s{ 1a sélectivité (ici fixée par le rapport
r entre les fréquences d'échantillonnage et de coupure) est élevée, comme
indiqué A Ja dernidre ligne du tableau de la figure 5.5. Remarquons qu‘un
filtre numérique conventiannel présentant un rapport r plus élevé est
possible. I1 existe naturellement en pratique d'autres circenstances ol
1'un ou 1'autre type de filtrage apparait plus ddéquat. Citons par exemple
le cas oh le signal A traiter est déjd sous une forme analegique ou humé-
rique, dans lequel 1a solution de filtrage choisie est du méme type.
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5.2. Expérimentation d'une structure quasi-continue programmable.

La description des phénomenes des chapitres précédenté est vérifide
par 1z mise au point de circuits numériques quasi-continus et par leur
expérimentation. Un systéme qui peut réaliser tous les types de filtre
par programmation des coefficients présente une forme globale complexe.
Le schéma de principe d'un systéme quasi-continu programmable est imagi-
né et décrit 3 la figure 5.6. Un te) apparei) permet de définir )ibrement
les degrés de Yiberté dus & la structure programmable retenuve et d'effec-
tuer une &tude expérimentale de cette structure. Deux parties distinctes
constituent le systéme gntier:_]a premigre partie s'identifie avec le
microprocesseur de commande des opérations, entouré des périphériques
d'entrée-sortie comme le clavier et 1'écran cathodique (CRT), ainsi que
les partes de sortie qui transmettent les valeurs de commande a la se-
conde partie. La deuxieme partie du systzme cencerne 1'élément propre de
filtrage. Cet élément est constitué d'un convertisseur analogique-numé-
rique et d'un convertisseur numérique-analegiaue de douze chiffres binai-
res chacun, entre lesquels sont insérés les filtres quasi-centinus prapre-
ment dits. Ces filtres quasi-cantinus camprennent des signaux d'entrée et
de sortie de type numérique, identiques au cas du filtre quasi-continu de
premigre forme de la figure 1.32 (chapitre 1). Une solution duale pour
une telle structure (figure 1.33) aurait été possible par le choix de
convertisseurs tension-fréguence et fréquence-tension comme éléments d'en-
trée-sortie des signaux anzlogiques. Dans un tel cas, Yes variables d'en-
trée et de sortie seraient des fréquences, tout comme dans le filtre
quasi-continu de seconde farme de la figure 1.33. La premigre sclution
est préférée ici par le fait que 1z technologie des canvertisseurs anale-
gique-numérigue et numérique-anzlogique connait un dévelappement plus mar-
. gué que V'zutre technigue de cenversion, par son utilisation courante dans
les dévelappements 3 microprocesseurs.

Aux éléments déjd énumérés, ngus ajoutons encare une 10gique de comman-
de des différents filtres ainsi qu'un systéme complet de synchronisaticn.
La logique de commande comprend des circuits qui constituent les fréguences
carrespondantes aux ceefficients du filtre (cf. figure 1.32). Natons encare
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micro- mémoire
ardinateur] programme
bus uP
= = [
CA/N
entrées- mémaire
sorties vive

commande du Filtre numérique
N e 2 qwsi-contina g
/‘ Zéme ordre
Filtre numérique
commande du _ )
! quasi-continu de
‘ 2tme filtre
/| Z2¢me ordre
|

synchro-
nisation CN/A

lus(t)

Fig.5.6 : Principe de rdalisation du filtre quasi-continu global

programmable.

que 1'appareil réalisé, dont le schéma est donné & la figure 5.6, prévoit
1'introduction possible de jusqu'd une cascade de cing étages de filtre

de second degré. Le schéma, par mesure de clarté, ne mentre qu'une cascade
de deux filtres de deuxidme ordre,

L'appareil proposé convient parfaitement, en tant que systzme universel
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programmable pour tester les propriétés des filtres ndhériques quasi-conti-
nus. 5a structure modulaire (processeur, mémoires, périphériques, synchro-
nisation, commande du type et des coefficients du filtre, convertisseurs
analogique-numérique et numérique-analogique ainsi que les filtres pro-
prement dits) s'adapte facilement a la modification de 1'une ou de plusieurs
caractéristiques. Les spécifications du filtre dont on effectue la synthése
sont introduites par 1'interface clavier-écran, ou encore par un interface
plus simple formé d'un affichage par lignes avec des diodes électrolumi-
nescentes. Une telle solution offre un confort élevé d'utilisation et le
programme de traitement des caractéristiques introduites peut Atre déve-
loppé & volonté.

La figure 5.7 présente un filire quasi-continu programmable de deuxieme
degré basé sur le circuit quasi-continu de ta figure 1.32.

cm Ty

11

11 ]
uil::}mh1 T )

<m

Tz Mp 1 MP
cm ] o, mux « y
- - 1
+ +H5 \
[--] . D -] -
RE CR Yinh MP _— 1= CR:>1nh +
£ =
cm mux
mux
by MP MP
ﬁm 1’ T i TT T
€ cm||61 |cm V., cm

inh: inhibiteur de bits des variables, mux: multiplexeur,
cm : commande inhibiteur ou multiplexeur

Fig.5.7 : Schéma d'un filtre numérique guasi-continu programmable de

type ordinateur analogigue et de deuxidme ordre.
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Parmi les degrés de liberté 1iés 2 la structure programmable, nous

distinguons ainsi:

le nombre d'étages de structures du second ordre quasi-continues mis en
cascade; ce nombre peut varier entre un et cing.

le type de filtre & réaliser dans 1'élément de premier ou de deuxiéme
ordre sous considération, c'est-d-dire passe-bas, passe-haut ou passe-
bande {élément de deuxiéme ordre).

1a longueur de mpt des variables internes, cette longueur prend une va-
leur raisonnable comprise entre n, = 4 et n, =12 (cas de la longueur de
mot de la variable d'entrée depuis le convertisseur analogique-numérique).

la longueur de mot significative des coefficients, variant de ncs= 0a
"cs= 12, cette derni2re valeur €tant la longueur de mot maximale dans
1'appareil,

le rapport entre la fréquence de travail maximale (confondue 3 la fré-
quence d'échantillonnage d'un filtre numérique conventionnel} et la
fréquence de coupure fc. 11 convient pour cela de pouvoir agir sur la
fréquence maximale de fonctionnement de 1'appareil.

L'appareil réalisé offre, par sa structure modulaire et ses spécifica-

tions programmables, la possibilité d'une étude expérimentale des propri-

étés des filtres gquasi-continus, comme par exemple:

la vérification du fonctionnement global des systémes quasi-continus,
avec le décalage des variables dans le domaine positif et le contrble
de validité des hypothéses développées précédemment.

la réponse 3 des excitations particulidres (réponse impulsionnelle,
régime sinuseTdal, etc).

le bruit di 3 la quantification des opérations, ainsi que la sensibilité
du filtre aux coefficients.

les non-lindarités de ces systémes Torsque la fréquence du signal d'en-
trée est plus élevée que la fréquence de coupure et lorsqu'elle tend
vers 1a demi-fréquence d'échantillonnage.

enfin, différentes topologies de filtrage peuvent &tre envisagées et
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testées, comme les structures ordinateur analogique, 2 boucles imbri-
quées ou autres.

- de plus, la mise en oceuvre de multiplicateurs programmables de principes
distincts est aussi possible, ce qui ouvre la voie 3 1'é€tude expérimenta-
le de cet é1ément.
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5.3. Conclusions.

Les filtres numériques caractérisés par un traitement quasi-continy de
1'information sont parcourus par des signaux discrets dans le temps et en
amplitude. Dans ces cellules, 1'opération de multiplication d'un signal par
un coefficient constant est effectuée par une modulation d'impulsions en
densité, transformant 1'information en amplitude (de type numérique “paral-
181e") en densité d'impulsions temporelie (de type "sérielie"). Une nature
"parall&le" est ensuite rendue & cette information au niveau des mémoires
des compteurs. Lorsque la fréquence de fonctionnement de ces filtres est
élevée en regard de 1a fréquence maximale du signal & traiter, 1'idéalisa-
tion de ces systémes conduit & 1a notion de filtrage fréquentiel, ol les
signaux sont supposés continus dans le temps et en amplitude. Cette idéalisa-
tion permet de vérifier Te foncticnnement général des filtres quasi-continus.

L'analyse des filtres numériques quasi-cortinus réels s'effectue avec
des modE&les mathématiques qui permettent unme comparaisan avec les filtres
analogiques et numériques conventionnels. En partant du filtre numérique
de structure directe canonigue dont une transformation topologique fourmit
le syst¥me numérique 2 récursion double, i1 est possible de déduire le
filtre quasi-continu. Pour cela, nous utilisons le filtre & arithmétique
incrémentaie 2 variabies internes bloguées, qui présente une arithmétique
a virgule flottante proche de celle qui apparait dans le filtre numérique
4 récursion double. Cette arithmétique est de type simple précision dans
Te filtre & arithmétique incrémentale alors qu'elle est & double précision
pour 1a cellule & récursion double. Le filtre quasi-continu s'obtient par
déblocage des variables internes de la structure 3 arithmétique incrémen-
tale et a les propriétés suivantes: arithmétique & virgule flottante par-
ticuli¥re et fréguence de fonctionnement maximale limitée. Le filtre ouasi-
continu apparait de complexité similaire aux autres filtres numériques.
Cette complexité relative est plus faible iorsque le filtre quasi-continu
est trés sélectif.

Le comportement des cellules numériques quasi-continues, tenant compte
de 1'aspect quantifié des phénoménes est analysé mathématiquement avec un
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systéme d'équations paramétriques. Ces équations permettent d'expliquer
théoriquement les effets non-linéaires les plus impartants dus & Ta madu-
lation d'impulsions en densité temporelle. Ces effets d'atténuation maxi-
male et de déplacement de la fréquence de coupure maximale apparaissent
aprés introduction du déveleppement en série de Taylor et de la méthode
des approximations successives {premidre approximation) dans les équations

paramétriques.

Les erreurs de quantification des coefficients des cellules quasi-
cantinues sont comparées & la sensibilité des coefficients des filtres
numériques 3 structure directe canonique. Au voisinage du point z=+1 du
plan complexe, 1a structure quasi-continue est beaucoup moins sensible a
une erreur de quantification que la cellule numérique conventiannelle
correspondante. Par conséquent, un filtre sélectif (c'est-a-dire avec un
grand rapport fréquence d'échantillannage & fréquence de coupure) demande
des longueurs de mot des coefficients beaucoup plus petites dans une
structure quasi-centinue que dans une cellule numérique directe canagnique.

La partie expérimentale de 1'&tude consiste en la réalisation d'un.sys-
téme quasi-cantinu programmable, dont les coefficients et les différents
paramétres sont chaisis de maniére interactive, D'autre part, la simulation
sur ordinateur des filtres numériques quasi-continus par leurs équations
paramétrigues apporte une solution numérique compléte. Les effets nan-
linéaires de modulation d'impulsions en densité sont mis en évidence dans
1'appareil programmable ainsi que lors de la simulation sur ordinateur.

La Timite de linéarité dépend de paramétres comme le rapport fréquence de
travail maximale & fréquence maximale du signal d'entrée, ou encore de la
valeur de 1'amplitude du signal d'entrée relative 3 sa valeur maximale.

L'analyse par transformée de Fourier rapide TFR des signaux d'excita-
tion et de réponse de ces systémes constitue un prolongement naturel & ce
travail, Les effets non-linéaires 1iés aux éléments tels que les multi-
plicateurs & taux programmables peuvent &tre mis en évidence de facon
numérigque par une telTe analyse. Notens que la modulation d'impulsians en
densité étant 3 1'eorigine des effets non-Tinéaires importants détectés
pour certaines valeurs critiques des paramdtres, 1'é&tude analytigue appro-
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fondie des multiplicateurs programmables parait indispensable. Enfin, de
nouvelles topologies de filtres numériques caractérisés par un traitement
quasi-continu de 1"information est possible, comme celles basées sur les
filtres numériques d'onde.
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ANNEXE A - Justification du made@le de fanctionnement des multiplicateurs 3

taux programmables.

Rappelons en premier lieu 1'hypaoth2se de description du multiplicateur
programmable utilisée pour 1'établissement des équations paramétriques
apparaissant dans le chapitre 3: 1'échantillonnage du signal d'entrée du
multiplicateur & taux programmable est effectué chaque fois qu'une impul-
sion est produite & la sortie de cet élément; cette valeur &chantillonnée
détermine 1'intervalle de temps jusqu'a 1'impulsion suivante. Nous allons
démontrer que le processus de fonctionnement retenu est adéquat. En effet,
st 1'gn applique un signal d‘eﬁtrée périodique et de valeur maoyenne égale
2 Ja valeur d'équilibre, le nambre d'impulsions n produites dans la pério-
de T est égal & celui qui est fourni dans le méme laps de temps si Te si-
gna) d'entrée est constant. Cette condition est indispansable pour assurer
1e bon fonctionnement de la cellule élémentaire formée d'un compteur réver-
sible et de deux multiplicateurs & taux programmables, ceci afin de prddui-
re de facon discréte 1'opération d'intégration effectuée sur le filtre ana-

logique.

Considérons un signal d'entrée du multiplicateur & taux programmable
formé par un signal rectangulaire dont 1'amplitude prend la valeur (xg+x;)
sur 1'intervalle de temps T, et {xy-x,) sur 1'intervalle de temps T,,
comme 1'indique la figure Al.

Le signal périodique d'entrée devant &tre de valeur moyenne égale 3 la
valeur d'équilibre impose:

T-= Tl. + Tz
(A1)
%1 T1= %2 T,

Ces équations (A1) permettent en effet de vérifier la condition sur le
signal périodique:

3

Ju(r} 41 = xg T (A2)
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ult)
Xg+Xy ]
Kl‘l
Xp 40— —- e — e —— e -
1=
T Xo=X2
Ty LE t
i} i ty 7 ty o
fU[t]l ATy AT,
] t,

Fig! Al : Signaux d'entrée u(t) rectangulaire et de sortie correspondant
sur un multiplicateur programmable. L‘'échantillonnage de

1'entrée est effectuée & chaque impulsicn produite en scrtie.

La partie inférieure de 1a figure A1 illustre le signal de sortie du
multiplicateur: i1 s'agit d'un train d'impulsichs dont 1'intervalle de
temps entre les impulsions est inversément proportionnel & Ta valeur du
signal d'entrée selon 1a relation suivante:

ks ATy = ky/{xe+xy) siDst<t, (3]
At = + A3
n " ulE) 8T, = kyflxg=xz)  sit St <ty

Pendant 1a durde T,, le signal d'entrée est égal 3 (xqo+x;) et 1'on sup-
pose qu'un nombre entier n, d'impulsions distantes de AT, sont créées,
alors que le nombre entier n, d'impulsions distantes de AT, peuvent &tre
insérées dyrant 1'intervalle T, (signal égal & (xg-xp)):

Ny ﬁTl = T1 et n, ﬂTz = Tz 3 Ny et n; EN (A4}

Le nombre total d'impulsions produites doit étre identique, si le si-
gnal d'entrée a 1a forme rectangulaire de la figure Al ou s'il présente
une amplitude constante (égale 2 x;) pendant une période T. Ceci s'écrit:

ny+Ny = n (As}
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avec, pour un signal d'entrée d'amplitude constante xg:

ki
X

nal = T ol @ AT = (A6)

o

11 faut donc vérifier 1'équation (A5) & 1'aide des autres relations pour
démontrer, dans le cas du signal d'entrée de la figure A1, 1a validité du
modéle de fonctionnement du multiplicateur & taux programmable. Partons de
(A5) en utilisant (A4), puis (A3} et (A1):

n1+n2,.L+_Tz_ =ﬁ-(T1+Tz)+—1"(X1T1'XzT2} (A7)
ATy AT: ky | ; e
T ]

Enfin, & 1'aide de (A6), 1'identité {A5) est retrouvée.

Cette démonstration peut s'étendre au cas d'un signal d'entrée périg-
dique quelconque, mais qui remplit cependant la condition (A2) concernant
la valeur moyenne de ce signal. Pour cela, il suffit de rappeler que n'im-
porte quel signal peut &tre approché par une somme d’impulsions rectangu-
laires de largeur suffisamment petite. La figure (A2} présente un signal
périodique remplissant ces conditions.

u(t) |
x, + x{1)
xD-
t
P
0 - T

Fig. A2 : Signal pdériodigue de valeur moyenne égale & la valeur

d'éguilibre x_ et son approche par une somme d'impulsions.

o]

IT suffit de décomposer Te signal périodique selon une somme d'impul-
sions rectangulaires et d'appairer ces impulsions rectangulaires de facon
a définir des signaux rectangulaires de méme nature que celui défini pré-
cédemment & la figure Af.
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Cette démonstration trouve une confirmation expérimentale par une simula-
tign sur grdinateur des équations paramét}iques qui décrivent le modéle de
fonctionnement adapté décrit. L'exemple d'un signal d'entrée de type sinu-
soTdal vérifie 1'exactitude du raisennement dévelappé.

Par oppasition, i1 est passible de montrer analytiquement et par simu-
lation sur ordinateur que le deuxi2me modéle, i1lustré 3 1a figure 3.2 b)
et dans lequel 1'échantillonnage du signal! d'entrée est régulier, ne pas-
séde pas cette propriété de conservation de nombre d'impulsions sur une
période. On obtiendrait une valeur dépendant de 1'amplitude du signal d'en-
trée.

Le modele de fonctionnement adapté, caractérisé par un échantillonnage
jrrégulier du signal d'entrée, est raisonnable et correct.
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ANNEXE B - Considération concernant le calcul des coefficients d'un filtre

numérique de simulation d'un filtre analogique.

Dans le paragraphe 2.3 du chapitre 2, i1 a été rappelé une solution ana-
lytique particulidre du probléme de la simulation d'un filtre analogique
par un filtre numérique. La solution s'exprime par une fonction de trans-
fert dans le doemaine de la transformation en z. Ses coefficients c; et
di sont exprimés en {2.39) en fonction des coefficients a, de la fonction
de transfert analogique initiale, ainsi qu'avec les pbles i, et A, de cette
fonction, qui dépendent des coefficients bi‘ Ces pbles sont en général ca-
ractérisés par des grandeurs complexes. Les formules (2.39) qui donnent les
coefficients du systéme numérique de simulation <, et di font donc inter-

venir des valeurs de forme complexe.

Lorsque les coefficients < et di tendent vers les valeurs limites (cas
d'un rapport élevé entre les fréquences d'échantillonnage et de coupure du
circuit numérique}, des problémes de précision de calcul surgissent, sem-
blables a ceux relevés dans le chapitre 4 au paragraphe 4.3. 11 se peut en
effet qu'une différence entre deux valeurs élevées trés voisines doive se
calculer avec une précision portant au moins sur la quinziéme décimale de
ces valeurs. Dans cette situation, Tes valeurs de forme complexe ne peuvent
étre traitées sur ordinateur, car elles ne possédent pas la précision de
calcul requise.

Cependant, les coefficients < et di prennent en définitive des valeurs
bien réelles. Cela signifie que les équations (2.39) peuvent &tre encore
transformées de manigre & ce que les variables internes y apparaissant spi-
ent réelles, afin de faciliter le traitement numérique en double précision
sur 1'ordinateur.

Soit le discriminant du dénominateur de la fonction de transfert du
systéme anralogique:

8= (e, (81)

les coefficients du filtre numérique de simulation (2.39) deviennent, avec
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des variables internes réelles:

Cs = 99

-2a,8 e-b"T/Z + —ai(\,' f.'—blw2 -20) )

€y = -aU'E{ asye b

€y = '51;{ cagye T2 + 20,88 11/ *%:‘fc e D12 ne ™y (a2)
dy = -2ee11/2
-b,T

d2=E

Les variables internes réelles a, B, v, € et 7 s'écrivent:

IEIEY

a:
sinh o si a> 0
g = 0 si A=1
sin ol si A< 0

by sinh oT + 2o cosh al si 4> 0
0 59 4= 90

b, sin aT + 2a cos ol si A< 0
{B3)

cosh al si A>0

E={ 0 si A=0
cos al si a=<d

-by sinh oT + 20 cosh aT si A>0
L= 0 si A=0
-b, sin aT + 2o cos aT si a<0
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ANNEXE C - Table d'explication des symboles utilisés dans ce iravail,

, flt)

=h _~h _—h —h _-h —h

= I & wn O

v

: coefficient d'indice 1 du numérateur de la fonction de

transfert du filtre analogique.

: amplitude et facteur d'amplification.
. affaiblissement.
: coefficient du numérateur de la fonction de transfert du

filtre analogique a variables internes bloquées.

: coefficient d'indice i du dénominateur de la fonction de

transfert du filtre analogique.

: coefficient du dénominateur de la fonction de transfert du

filire analogique & variables internes bloguées.

: coefficient d'indice 1 du numérateur de la fonction de trans-

fert dy filtre numérique de structure directe canonigue,

: capacité d'un condensateur.
+ coefficient d'indice i du numérateur de Ja fonction de trans-

fert du modele analogique lindarisé déduit des relations
paramétriques.

1 coefficient d'indice i du dénominateur de 1a fonction de

transfert du filtre numérigue de structure directe canronique,

+ coefficient d*indice i du dénominateur de la fonction de

transfert du modéle analogique linéarisé déduit des relations
paramétrigues.

. fréquence variable dans le temps.

: fréquence de coupure d'une structure de filtre,

: fréquence d'échantillonnage du systéme numérique.

: fréguence d'entrée d'un systzme.

: fréquence d'horloge ou de travail d'un systéme,

, F o f,f, fy, f_ : signaux correspondant a la modulation en fré-

X guence ou en densité d'impulsions des signaux

indicés.

. fréquence de référence d'indice i utilisée dans Tes filtres

fréquentiels et les filtres quasi-continus.

: fréquence de référence d'indice i utilisée dans le modéle

d'établissement des équations paramétriques.

1 partie significative du coefficient fi

: signal sur Y'entrée avant (+) du compteur réversible.
: signal sur 1‘entrée arridre {-) du compteur réversible.

: coefficient d'indice i du numérateur du filtre numérique 2

récursion double.

: coefficient d'indice i du dénominateur du filftre numérique

a récursion doubte.
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H{s), H{z) : fanction de transfert dans le demaine de Laplace ou en z.
i, j, ks 1, m, n, p ¢ indices de sammation.

1.
i

1(t)

k.
5

n

a
b
n
<
n:
n S
<
u
n

¥

n
Zi,

: courant électrique d'indice i.

1 répanse idéale de la cellule quasi-cantinue.

coefficient d'indice i utilisé dans le moddle paramétrique
de 1a cellule de base quasi-cantinue.

: coefficient d'indice i du numérateur du filtre numérique

3 arithmétique incrémentale.
inductance d'ume babine d'indice i.

: longueur de grille d'un transistar MOS.

: coefficient d'indice i du dénaminateur du filtre numérique

4 arithmétique incrémentale.

: nombre de bits d'ume valeur numérique.

'gfandeur numérique variable dans le temps.

langueur de mot totale du compteur réversible.

: longueur de mot de la variable utilisée en contre-réaction.

: langueur de mot des coefficients.

: langueur de la partie de bits nuls d'un coefficient,

: longueur de la partie significative de mot d'un coefficient.

n (t}, nv(t)' N, Me» Moy N @ signaux numériques correspandants aux

signaux indicés.

: longueur de mot des variables.

: valeurs d'équilibre se référant 3 la variable z d’indice i

utilisées dans te filtre fréquentiel et Je filtre quasi-
continu de premidre forme.

: indice de sensibilité quadratique.

: coefficient d'indice i du numérateur dv filtre quasi-cortinu

de deuxitme forme.

: perturbation due 3 la discontinuité des signaux praduite

par la modulation d'impulsians en densité.

: facteur de qualité au coefficient de surtension.
: rapport entre la fréquence d'échantillonnage et la fréquence

de coupure d'un systime numérique.

: valeur critique du rapport r entre les fréquences d'échantil-

lonnage et de caupure d’un systéme numérique quasi-continu.

: coefficient d'indice 1 du numérateur du filtre numérique 3

arithmétique incrémentale avec remise 3 1'équilibre du cemp-
teur réversible,

¢ résistance d'indice i.
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: reste de Lagrange du dévelappement de degré N+1.
: fréquence complexe.
: coefficient d'indice i du dénaminateur du filtre numérique a

arithmétique incrémentale avec remise & 1'équilibre du comp-
teur réversible.

: sensibilité par rapport au coefficient Xk.

: surface de Silicium otcupée aprés intégration.

: temps, temps d'indice i,

: temps a variations discrétes d'indice i.

: période ou périade d'échantilionnage.

. période nécessaire pour une opération de muttiplication.

! période du signal d'entrée.

u(t), vit), wit), x{t), y(t), z(¢t) : variables.
Xos ¥or Zo» 210s Z2n, Zag ¢ constantes, valeurs d'équilibre,

X
v,(t)

v_(t)

v+u’ Yoo

: coefficient d'indice k.
: contribution séparée de 1'entrée (+) du compteur réversible,

modéle par équations paramétriques,

: contribution séparée de 1'entrée {-) du compteur réversible,

modéle par équations paramétriques.

: valeurs constantes.
U(s), v(s),

Wis), X{(s}, ¥{(s), Z{(s) : transformées de Laplace des variables

‘ carrespendantes.
u(z), ¥{z), Wz}, X(z), ¥{z), Z{z) : transformées en z des variables
correspandantes,
Uiax® Viax’ "max : valeurs maximales des variables correspondantes.
Ynin® Ymin® Ymin valeurs minimales des variables correspondantes,
Vi : tensign d'indice i.
vit) : fonction d*interpolation continue de v(tn) discantinue.
V*(t) : fonction d'interpolation continue de v ft ) discontinue.
v_{t) : fonctian d°' interpalation cantinue de v (t ) discontinue.
z : fréquence complexe e ST.
o : coefficient de la fonction de transfert du filtre & boucles
imbriquées.
a; : coefficient d'indice i du numérateur du filtre analogique
relatif & a,.
g + coefficient de la fonction de transfert du filtre & boucles
imbriquées,
Y5 : coefficient d'indice i du numérateur de la fonction de trans-
fert du filtre fréquentiel de premidre forme.
r : coefficient d'indice i du numérateyr de la fanctien de trans-

fert du filtre quasi-continu de premidre forme.
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: coefficient d'indice i du numérateur du filtre numérique de

structure directe canonique relatif a cq.

: distribution delta de Dirac.

. coefficient d'indice 1 du dénominateur de la fonction de

transfert du filtre fréquentiel de premidre forme.

. coefficient d'indice 7 du dénaminateur de la fonction de

transfert du filtre quasi-continu de premidre forme.

variation de la grandeur x.

: fréquence de référence dans les filtres fréquentiels,

: fréquence de référence dans les filtres quasi-continus.

: fréquence de référence dans les filtres fréquentiels de

deuxidme forme,

: fréquence de référence dans les filtres quasi-continus de

deuxigme forme.

: valeur & 1'équilibre du compteur d'indice i dans le filtre

fréquentiel de seconde forme,

: pble d'indice i de la fonction de transfert du filtre

analogique.

: fréquence de référence du filtre fréquentiel de seconde forme.

: fréquence de référence du filtre quasi-continu de seconde

forme.

: rapport entre les fréquences de fonctionnement du multiplica-

teur programmable et du signal d'entrée.

: coefficient d'indice i du numérateur du filtre fréquentiel de

deuxidme forme.

: écart quadratique moyen sur 1'affaiblissement.

variable d'intégration ou constante de temps.

: fonction saut unité de Heaviside.

pulsation réduite (= w©T).

: phase de 1a fonction de transfert d'un syst&me.

: coefficient d'indice i du dénaminateur du filtre fréquentiel

de deuxidme ordre.

: coefficient d'indice 1 du dénominateur du filtre quasi-continu

de deuxidtme ordre.

: pulsation.

1 fréquence de coupure circulaire,

: pulsation du signal d'entrée,

: pulsation normalisée & la fréquence de coupure circulaire.
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