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Introduction

Pour comprendre la structure d’un groupe localement compact, il est souvent
intéressant d’étudier ses diverses actions.

Plusieurs aspects de la dynamique d’un groupe peuvent étre considérés. On
peut s’intéresser aux actions sur des espaces mesurés, sur des complexes sim-
pliciaux, sur des espaces métriques etc. Comme souvent en mathématiques,
I’approche linéaire est attirante, de par son apparente simplicité. Les actions
par isométries affines sur des espaces de Hilbert font partie de cette approche.
Cependant, elles se révelent étre bien plus redoutables que ce qu’on aurait
pu imaginer, mais également tres riches. En effet, la dynamique linéaire d'un
groupe renferme une multitude d’informations sur la structure de celui-ci.
Ceci est du au fait que beaucoup d’actions peuvent étre ”linéarisées” par
I'intermédiaire d’une représentation unitaire. Par exemple si un groupe agit
sur un espace mesuré (X, B, i), cette action fournit tout naturellement une
représentation unitaire sur L*(X, u); ou encore, 'action d’un groupe sur un
complexe simplicial Y donne lieu (si Y* désigne le k-squelette de Y) & une
représentation unitaire sur EBZZ(Yk).
k>0

Etant donné une représentation © d’un groupe localement compact G, on
peut étudier le comportement de G face aux actions affines dont la partie
linéaire est 7 et en particulier essayer de détecter certaines formes de rigidité.
Une forme de rigidité forte s’exprime par le fait que toutes ces actions ont un
point fixe et une forme de rigidité un peu plus faible est donnée par le fait
que toutes ces actions ont presque un point fixe. Tout ceci peut étre traduit
en termes cohomologiques en considérant la 1-cohomologie H'(G,7) et la
1-cohomologie réduite H(G, 7).

L’annulation de H'(G,n) traduit la premiere forme de rigidité et 'annula-
tion de H(G,7) la forme un peu plus faible.

Meéme si les définitions originales ne mentionnent pas nécessairement les ac-
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tions affines, deux propriétés des groupes localement compacts peuvent étre
caractérisées en termes d’actions affines : la propriété (T) de Kazhdan, ap-
parue en 1967 et la propriété de Haagerup, apparue en 1979.

P.Delorme et A.Guichardet ont montré (voir par exemple [28]) que la pro-
priété (T) est équivalente & I'annulation de I'espace H'(G, ) pour toutes les
représentations unitaires de G ; c¢’est donc une forme de rigidité du groupe
face aux actions affines. Plus récemment, Y.Shalom ([51]) a montré que la
propriété (T) est également équivalente, pour les groupes compactement en-
gendrés, & I'annulation de 'espace H(G,7) pour toutes les représentations
unitaires de G.

La propriété de Haagerup est, quant a elle, équivalente a 'existence d’une
action par isométries affines métriquement propre (c’est I’a-T-menabilité au
sens de Gromov [I5]). Par opposition a la propriété (T), les groupes ayant la
propriété de Haagerup peuvent étre considérés comme étant fortement non
rigides.

Etant donné un groupe localement compact GG, une représentation se présente
d’elle-méme comme une source d’information importante : la représentation
réguliere.

L’étude des actions affines dont la partie linéaire est la représentation réguliere
est étroitement liée, dans le cas des groupes de Lie connexes unimodulaires, a
I’existence de certaines fonctions harmoniques; et dans le cas discret, elle est
lide & Pannulation d’un invariant topologique : le premier nombre de Betti-L?.

C’est autour du caractere dynamique et géométrique des actions affines d’un
groupe que ce travail s’est développé.

Le premier chapitre est entierement consacré aux rappels des définitions im-
portantes et a ’exposé de certains résultats connus qui seront fréquemment
utilisés dans la suite.

Dans le deuxieme chapitre, nous établissons le lien entre I'annulation du
premier nombre de Betti-L? d’un groupe de type fini I, annulation de
H(T',1?(T)) et 'absence de fonctions harmoniques d’énergie finie sur le graphe
de Cayley de I'. Comme premier corollaire de cette équivalence nous obtenons
que si I' est un groupe discret moyennable alors H1(T",/2(I")) = 0 (Théoreme
2.1.8.).
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Divers résultats sont alors établis.

Corollaire 2.2.3. Soit H,, Hy des groupes discrets infinis et soit N <<Hy x Ho
un sous-groupe normal tel que N N (Hy x {1}) (resp. N N ({1} x Hy)) est
d’indice infini dans Hy x {1} (resp. {1} x Hy). Si HY(T',1*(T")) # 0, alors T

n’est ni quasi-isométrique, ni mesurablement équivalent (ME) a (Hyx Hy)/N.

Dans la derniere section, nous nous intéressons au théoreme de Schreier sur
les groupes libres : Un sous-groupe normal infini de type fini d'un groupe
libre est d’indice fini.

D.Gaboriau ([I4]) a établi la généralisation de ce résultat pour tous les
groupes discrets ayant un premier nombre de Betti-L? non nul.

Nous établissons une forme plus faible de ce théoreme, en nous basant sur
des techniques d’analyse harmonique.

Dans la premiere section du troisieme chapitre, nous établissons I’annulation
de HY(G, L*(@)) pour les groupes presque connexes moyennables (Théoreme
3.2.8).

Dans la deuxieme section, nous nous intéressons au défaut cohomologique de
propriété (T) des groupes localement compacts connexes.

Plus précisément, comme la propriété (T) pour un tel groupe G est équivalente
a Pannulation de H(G, 7) pour toutes représentations unitaires irréductibles
(voir le Théoreme 1.3.8), on se demande s’il y a beaucoup de représentations
irréductibles avec H!(G, ) # 0 et quelles sont les éventuelles particularités
de ces représentations. Nous montrons (Théoreme 3.6.4) qu’il n’y a qu'un
nombre fini de telles représentations et que

- ¢i (G est nilpotent, la seule représentation irréductible avec ﬁ(G ,m) #0
est la représentation triviale;

- si G est résoluble, ces représentations irréductibles sont de dimension
1 (pour les groupes de Lie résolubles connexes, ce résultat est du a
Delorme) ;

- si G est moyennable, ces représentations irréductibles sont de dimension
finie.

Finalement dans la derniere section de ce chapitre, comme application, nous
établissons un lien entre ’annulation de la 1-cohomologie réduite d'un groupe
de Lie connexe unimodulaire a valeurs dans une représentation associée a une
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"bonne” action de ce groupe sur une variété et I'absence de certaines fonc-
tions ”harmoniques” sur cette méme variété.

Plus précisément, soit G un groupe de Lie connexe unimodulaire et soit
(M,v) une variété lisse connexe non-compacte sur laquelle G agit transi-
tivement en préservant une mesure (o-finie) v. Si p désigne une mesure de
probabilité sur GG, nous dirons qu’'une fonction lisse f sur M est p-harmonique
si f(x) = [, fla™" - x)du(qg) (on - désigne 'action de G sur M).

Rappelons encore que, si (Xi,...,X,) est un systeme de Hormander de
champs de vecteurs lisses G-invariants, alors le gradient d’une fonction f €

C>®(M) est défini par Vf = (X1 f,..., X,.f) et que |V f| = (Z\Xif\z)%.
i=1

Sur G, il existe toujours un systeme de Hormander G-invariant pour la multi-
plication a droite. Ainsi puisque G agit différentiablement et transitivement,
on en déduit un systeme de Hormander G-invariant sur M.

Finalement, f € C*(M) est dite d’intégrale de Dirichlet finie, si

IV fl|22(amp) < 00. Dans la cas ol i est une mesure de probabilité a support
compact symétrique engendrant (G, nous montrons le

Théoréeme 3.7.3. Si HY(G, L*(M,v)) = 0, alors les seules fonctions lisses
sur M d’intégrale de Dirichlet finie qui sont p-harmoniques sont les constantes.

Dans le quatrieme chapitre, nous nous intéressons a la 1-cohomologie des
produits amalgamés et des extensions HNN de groupes discrets. Des résultats
sur le premier nombre de Betti-L? découlent de cette étude. Citons le

Théoréme 4.4.1. Soit ' un groupe discret agissant (sans inversion) sur un
arbre avec stabilisateurs des arétes infinis. Si les stabilisateurs des sommets
ont un premier nombre de Betti-L* nul, alors ' aussi.

Finalement, nous décrivons le défaut cohomologique d’un produit amalgamé
de deux groupes ayant la propriété (T). Nous montrons :

Théoreme 4.5.1. Soit I'y, I's deux groupes discrets ayant la propriété
(T), soit A un sous-groupe s’injectant dans ces deux groupes et soit m une
représentation du produit amalgamé T'y x4 I's. On a alors la classification
sutvante :

i) Simla n'a pas de vecteur invariant non nul, alors H'(T'y x4 Ty, m) =0

i) Sim|a a des vecteurs invariants non nuls, alors

H' Ty #4T9,7m) =0 Hy=Hi +Ho
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ou Ha désigne l’espace des vecteurs A-invariants et H; désigne [’espace
des vecteurs I';-invariants. Si de plus m n’a pas de vecteurs invariants
non nuls, cette somme est une somme directe (pas nécessairement or-
thogonale).

Dans le cinquieme chapitre, nous nous intéressons a la propriété d’annula-
tion de la 1-cohomologie réduite pour toutes les représentations unitaires 7
de G. Lorsque G est compactement engendré, un résultat de Y.Shalom ([51])
affirme que cette propriété est équivalente a la propriété (T). Il est facile de
voir que I’hypothese de génération compacte est nécessaire. Nous conjectu-
rons :

Conjecture 5.1.7. Soit G un groupe localement compact. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) Pour toute représentation unitaire = de G, HY(G,7) =0

it) G est réunion croissante de sous-groupes ouverts ayant
la propriété (T).

Cette conjecture sera démontrée dans quelques cas particuliers.

Dans le sixieme chapitre, un résultat obtenu en commun avec P.-A. Che-
rix et A.Valette nous permet de décrire la propriété de Haagerup en termes
plus géométriques grace a l'introduction de la notion d’espaces a murs me-
surés. Il est démontré qu’'un groupe discret a la propriété de Haagerup si et
seulement s’il admet une action propre sur un tel espace. Nous montrons que
les arbres réels portent une structure canonique d’espaces a murs mesurés.

Dans le septieme chapitre, obtenu en collaboration avec P.Jolissaint, nous
décrivons la propriété de Haagerup des algebres de von Neumann finies en
termes de semi-groupes ||.||o-continus d’applications complétement positives
unitales préservant la trace et L?-compactes. Plus précisément :

Théoréme 7.3.1. Soit (M, 1) une algébre de von Neumann finie a prédual

séparable. On a l’équivalence entre :

i) M a la propriété de Haagerup.

i) Il existe un semi-groupe ||.||2-continu, (0;)i>0, d’applications complétement
positives unitales préservant la trace L*-compactes avec 07 = 0; pour tout
t>0.

ou 0 est donnée par la proposition suivante :
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Proposition 7.2.2. Soit M une algebre de von Neumann finie, munie d’une
trace normale, finie, fidéle normalisée T.

Soit ® : M — M wune application complétement positive, normale, telle que
7o ® < 7. Alors il existe une unique application linéaire ®* : M — M telle
que :

i) T(®*(x)y) = 7(zP(y)), pour tout z,y € M ;

ii) ®* est complétement positive ;

iii) T o ®* < ||P(1)||T et en particulier ®* est normale ;

iv) Le prolongement Ty« de ®* a L*(M, 1) satisfait o T = (Tp)*.



Chapitre 1

Rappels théoriques

1.1 Représentations unitaires

La notion de représentation joue un role essentiel dans ce travail, ¢’est pour-
quoi nous la rappelons brievement.

Définition 1.1.1. Soit G un groupe localement compact. Une représentation
unitaire de G est un homomorphisme fortement continu m: G — U(H,), ou
H, est un espace de Hilbert, appelé espace de représentation et U(H,) est
I’ensemble des opérateurs unitaires sur H.,.

Une telle représentation est dite irréductible si les seuls sous-espaces inva-
riants fermés de H, sont {0} et H..

ma des vecteurs invariants non-nuls s’il existe un vecteur non nul £ de H,
tel que m(g)¢ = &, pour tout g € G.

Une notion plus faible est donnée par la

Définition 1.1.2.

i) Soit ™ une représentation de G, K un compact de G et € > 0. Un
vecteur non-nul de H, est (¢, K)-invariant si rgugc”w(k)ﬁ =& < ¢|l€]l.
€

ii) ™ a des vecteurs presque invariants si pour tout € > 0 et tout compact
K, il existe un vecteur (e, K)-invariant.

Rappelons finalement que deux représentations sont dites équivalentes s’il
existe un opérateur d’entrelacement unitaire.

11



12 CHAPITRE 1. RAPPELS THEORIQUES

1.2 1-cohomologie

1.2.1 Premieres définitions et propriétés

Soit G un groupe localement compact o-compact et soit (7, H,) une repré-
sentation unitaire de G.

Définition 1.2.1.

i) Une application continue b : G — H, est un cocycle (par rapport a )
si b vérifie la relation

b(gh) = b(g) + 7(g)b(h) (*)

pour tout g, h € G.
L’ensemble des cocycles muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts est un espace de Fréchet, noté Z' (G, ).

ii) Un cocycle b est un cobord s’il existe un vecteur & € H, tel que b(g) =
7(9)€ —&. L’ensemble des cobords est un sous-espace de Z*(G, ) not
BY(G, 7). L’adhérence des cobords dans Z*(G, ) sera notée BL(G, ).

On dira qu’un élément de cet espace est presque un cobord.

ii1) La 1-cohomologie de G a coefficients dans m est l'espace défini par
HY(G,7)=ZYG,7)/BY G, 7).

iv) La 1-cohomologie réduite de G a coefficients dans 7 est l’espace défini
par

HY(G,7) = ZYG,n)/BYG,).

Remarque 1.2.2.
i) Si E est un G-espace vectoriel quelconque on définit H' (G, E) de maniére
similaire.
it) Si deux représentations sont équivalentes alors les espaces de cohomo-
logie associés sont isomorphes.

Citons tout d’abord les résultats techniques suivants ([16])

Lemme 1.2.3.

i) Lorsque H, est séparable, une application faiblement mesurable qui
vérifie la propriété (x) est un cocycle.

it) Si une suite de cocycles converge ponctuellement vers un élément de
ZYG,7), alors elle converge dans Z'(G, ).
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Une des premieres questions qu’on peut se poser est de savoir quand la 1-
cohomologie réduite est égale a la 1-cohomologie. La réponse est donnée par
Guichardet ([I6]) dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.4. Soit m une représentation unitaire de G sans vecteurs
invariants non-nuls. Sont équivalents :

i) ™ ne posséde pas de vecteurs presque invariants ;
ii) BYG,7) est fermé dans Z*(G,7);
i) HY(G,7) = H(G,7) (c.-a-d. H(G,T) est séparé).

Le cas ou 7 a des vecteurs invariants non-nuls se traite alors en décomposant
la représentation en somme de deux représentations sous la forme 1 &
ou 1 désigne la représentation triviale sur I’ensemble des vecteurs invariants
HE et my est la représentation sans vecteurs invariants non-nuls obtenue en
restreignant 7 & I'orthogonal de HY. D’une part, lorsque 1'action est triviale,
BY(G,1) = 0 et d’autre part, on a la propriété ([19]) :

Lemme 1.2.5. Soit m;, i = 1,....,n une famille finie de représentations
unitaires de G. Alors

HI(G, éﬂ-z) = éHl(G, 7Ti)-
i=1 =1

Ainsi, lorsque 7 a des vecteurs invariants non-nuls, la 1-cohomologie réduite
est égale a la 1-cohomologie si et seulement si my ne possede pas de vecteurs
presque invariants.

Le lemme précédent est faux pour une famille infinie de représentations. On
a toutefois le résultat suivant ([7]) :

Lemme 1.2.6. Soit m une représentation unitaire sans vecteurs invariants
non-nuls d’un groupe localement compact séparable G. Sont équivalents :

i) HY(G,7)=0;
i) H'(G,o00 - 7) = 0.

La 1-cohomologie réduite se comporte beaucoup mieux de ce point de vue

([19]) -

Proposition 1.2.7. Soit m une représentation s’écrivant comme intégrale
directe hilbertienne de représentations unitaires, f)? medp(x).

Si HY(G,m,) = 0 pour u-presque tout x € X, alors H(G, ) = 0.
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1.2.2 Les actions par isométries affines

Nous allons donner une interprétation plus géométrique de I'annulation des
espaces de 1-cohomologie et de 1-cohomologie réduite.

Définition 1.2.8. Soit H un espace de Hilbert affine et G un groupe topo-
logique. Une action par isométries affines de G sur H est un morphisme «
de G dans le groupe Is(H) des isométries affines de 'H tel que l'application

GxH—H, (9,8 — a(g)(§)
est continue.

Si « est une action par isométries affines, alors pour tout g € G, on peut
écrire a(g)¢ = m(g)§ + b(g) ou 7 est une représentation unitaire de G et
b € ZYG,m) (car a est un homomorphisme). Réciproquement, la donnée
d’'une représentation 7 et d’un cocycle b € Z'(G, ) fournit une action par
isométries affines dont la partie linéaire est donnée par 7 et la partie de
translation est donnée par b. Par abus de notation, nous noterons o« = 7 + b.
De plus, b est un cobord si et seulement si o a un point fixe.

Définition 1.2.9. Soit a une action par isométries affines d’un groupe
localement compact G. On dit que o a presque des points fixes, si pour tout
e >0 et tout compact K de G il existe £ € 'H tel que

max|la(k)§ — & < e

keK

On remarque que o = 7+ b a presque des points fixes si et seulement si b est
presque un cobord.

On obtient alors :

Proposition 1.2.10. Soit G un groupe localement compact et soit ™ une
représentation unitaire de G. Alors :

i) HY(G,7) = 0 si et seulement si toute action par isométries affines de
partie linéaire ™ admet un point fize.

i) HY(G,m) = 0 si et seulement si toute action par isométries affines de
partie linéaire ™ a presque des points fixes.

Une application du lemme du centre (voir par exemple [28], Chapitre 3)
fournit :
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Lemme 1.2.11. Soit a une action par isométries affines d’un groupe to-
pologique G. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) a possede un point fize ;
ii) « posséde une orbite bornée ;

ii1) Toute orbite de «v est bornée.

Ce lemme a pour conséquence 1’équivalence suivante :
Soit b € Z'(G, ) un cocycle. Alors b est un cobord si et seulement si b est
borné.

1.2.3 Quelques résultats connus

Le lemme suivant est un résultat de A.Guichardet ([16]). Nous le formulons
différemment et en donnons une preuve plus géométrique.(Dans le chapitre
2, la proposition 2.3.1. renforcera ce lemme).

Lemme 1.2.12. Soit G un groupe localement compact, N un sous-groupe
normal et ™ une représentation sans vecteurs N-invariants non-nuls.

Alors Uapplication de restriction H (G, 1) — H*(N,|n) est injective.

En particulier :

i) Si H(N,7|y) =0 alors HY(G,7) =0;

i) Si Uapplication de restriction est identiquement nulle,
alors HY(G, ) = 0.

Preuve. Soit o une action affine de partie linéaire m, telle que la restriction
de a a N possede un point N-fixe et montrons qu’elle possede un point fixe
par G.

Notons H™ Dlensemble des points a(N)-fixes. Si &,n € HY, alors € —n =
a(n)é —a(n)n = m(n)(§ —n). Mais par hypothese, m n’a pas de vecteurs N-
invariants non-nuls; on conclut alors que H est réduit & un point. Il suffit
donc de montrer que HY est a(G)-invariant.

Par normalité, on a, pour tout ¢ € G, tout n € N et pour & € HY :

a(n)(a(g)é) = alg)(alg'ng)é) = alg)¢. u

Dans [51], Y.Shalom démontre le résultat d’annulation suivant :

Théoreme 1.2.13.  Soit Gy, Gy deux groupes localement compacts et m une
représentation du produit Gi X Gy. Alors soit HY (G x G, m) = 0, soit ™ a
des vecteurs non-nuls G;-invariants pour un 1.
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Finalement, nous utiliserons par la suite le résultat d’annulation suivant :

Lemme 1.2.14. Soit I un groupe discret et soit F(I') I’ensemble des fonc-
tions de I' dans C. Si on considére sur F(I') la structure de I'-module induite
par la multiplication o droite, alors H*(T', F(T')) = 0.

Preuve. Soit b un cocycle de Z'(T', F(I")). Alors pour f € F(T') définie par
f(y)=b(v)(1), onaby)=v-f—[. u

1.3 La propriété (T) de Kazhdan

1.3.1 Définition et propriétés de base

Définition 1.3.1. Soit G un groupe localement compact. G posséde la pro-
priété (T) de Kazhdan si toute représentation de G ayant des vecteurs presque
mvariants a un vecteur invariant non-nul.

Les groupes ayant la propriété (T) sont nécessairement compactement en-
gendrés et I'abélianisé d’un tel groupe est compact ([28]). Il est de plus aisé
de voir que tout quotient d’un groupe ayant la propriété (T) a la propriété

(T).

Exemple 1.3.2. Les groupes SL,(Z) et SL,(R) pourn > 3 ont la propriété
(T) de Kazhdan (voir par exemple [28]). Plus généralement, tous les groupes
de Lie simples de rang réel plus grand ou égal a 2, et leurs réseauz, ont la

propriété (T) ([25)], [56]).

Il existe une notion un peu plus faible qui est reliée a la propriété (T); il
s’agit de la propriété (T) relative :

Définition 1.3.3. Soit G un groupe localement compact et H un sous-
groupe fermé de G. La paire (G, H) a la propriété (T) relative si une des
assertions équivalentes suivantes est satisfaite :

i) Toute représentation de G ayant des vecteurs presque invariants a un
vecteur H-invariant non-nul ;

ii) Toute action de G par isomélries affines sur un Hilbert a un point
H-fize;

i) Pour toute représentation  de G, lapplication de restriction H' (G, w) —
HY(H,r|g) est identiquement nulle.



1.3. LA PROPRIETE (T) DE KAZHDAN 17

Bien entendu si G = H, on retrouve la propriété (T). Des exemples triviaux
sont donnés en considérant les cas ou le sous-groupe H a la propriété (T).
Un exemple beaucoup moins évident est donné par (R? x SLy(R), R?) (c’est
cette observation qui permet de montrer la propriété (T) pour les groupes

SL,(R) (n > 3)(voir [28])).

1.3.2 Propriété (T), fonctions conditionnellement de
type négatif et 1-cohomologie
Définition 1.3.4. Soit G un groupe localement compact. Une application

continue ¥ : G — RT est conditionnellement de type négatif, si ¥(g) =
P(g™Y) pour tout g € G, (1) = 0 et si pour tout gy,...,g, € G et tout

ai,...,a, € C avec E a; =0 :

i=1

> @a(g;g;) < 0.
2%

Un théoreme de P.Delorme et A.Guichardet ([I0] et [I6]) établit le lien avec
la propriété (T) :

Théoreme 1.3.5. Soit G un groupe localement compact o-compact. G a
la propriété (T) si et seulement si toute fonction conditionnellement de type
négatif sur G est bornée.

Le lien avec les cocycles est donné par I'exemple suivant :

Exemple 1.3.6. Soit m une représentation d’un groupe localement compact
G et soit b € ZY (G, ). Alors g — ||b(g)||* est une fonction conditionnelle-
ment de type négatif sur G.

Cet exemple est en fait universel, dans le sens suivant :

Proposition 1.3.7. Soit G un groupe localement compact et ) une fonction
conditionnellement de type négatif sur G. Il existe un espace de Hilbert H,y,
une représentation my de G sur Hy et un cocycle by, € Z'(G,my) tel que

U(g) = llbs(9)II?, pour tout g € G.

On a les caractérisations suivantes de la propriété (T) :
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Théoreme 1.3.8. Soit G un groupe localement compact o-compact. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) G a la propriété (T);
i) H'(G,7) =0 pour toute représentation  de G ;
ii1) Toute action par isométries affines sur un Hilbert posséde un point fize.

Si de plus G est compactement engendré et séparable, alors les énoncés ci-
dessus sont encore équivalents a :

i) HYG, ) =0 pour toute représentation 7 de G ;

v) HY(G, ) = 0 pour toute représentation irréductible © de G.

L’équivalence entre i) et iii) découle immédiatement de la proposition 1.2.10.
L’implication ii) = i) découle du raisonnement suivant :

Si 7 est une représentation de G sans vecteurs invariants non-nuls, alors
comme H'(G,7) = 0 la proposition 1.2.4. nous assure que 7 n’a pas de
vecteurs presque invariants.

Pour I'implication réciproque, le lecteur pourra se référer a [28].
L’équivalence avec I'assertion iv) est un remarquable résultat de Y.Shalom
(voir [51]). Finalement I’équivalence entre iv) et v) découle de la proposition
1.2.7.

Remarque 1.3.9. L’hypothése de génération compacte pour les points iv)
et v) est immédiate lorsque l'on suppose le groupe conneze.

Le théoreme précédent nous amene tout naturellement a la considération sui-
vante : pour un groupe compactement engendré (par exemple un groupe lo-
calement compact connexe) séparable G n’ayant pas la propriété (T), quelles
sont les représentations (irréductibles) de G' qui ont une 1-cohomologie réduite
non-triviale 7

Ce genre de considération apparaitra a plusieurs reprises. La premiere étape
est de comprendre le cas des groupes moyennables (non-compacts).

Définition 1.3.10. Soit G un groupe localement compact. G est moyen-
nable s’il existe une forme linéaire G-invariante m : L (G) — R telle que
essinf (f) < m(f) < esssup(f) (une telle application est appelée moyenne
G-invariante).
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Proposition 1.3.11. Soit G un groupe localement compact. Alors G est
moyennable si et seulement si la représentation réguliere de G a des vecteurs
presque invariants.

Observons que la représentation réguliere a des vecteurs invariants non-nuls
si et seulement si G est compact. D’ou la proposition :

Proposition 1.3.12. Soit G un groupe localement compact. Alors G est
moyennable et posséde la propriété (T) si et seulement s’il est compact.

Une classe d’exemples de groupes moyennables est donnée par la famille des
groupes résolubles.

1.4 La propriété de Haagerup

1.4.1 La propriété de Haagerup pour les groupes loca-
lement compacts

Cette notion est une forme faible de moyennabilité pour les groupes locale-
ment compacts. Pour de plus amples développements, on consultera [§].

Définition 1.4.1. Soit G un groupe localement compact o-compact. G a la
propriété de Haagerup s’il vérifie une des conditions équivalentes suivantes :

i) Il existe une représentation unitaire 1 de G qui a presque des vecteurs
invariants et dont tous les coefficients ¢¢, : g —< w(g)&|n > (€,n €
H.) appartiennent a Co(G).

ii) 1l existe une action o par isométries affines sur un Hilbert H qui est
propre ( c.-a-d. que pour tous sous-ensembles bornés B,C de H, l'en-
semble {g € G|a(g)BNC # 0} est relativement compact dans G).

ii1) 1l existe une fonction conditionnellement de type négatif sur G qui est
propre.

Remarque 1.4.2.

i) En comparant les définitions, on peut considérer la propriété de Haa-
gerup comme une négation forte de la propriété (T) et on observe
immédiatement que ces deux propriétés s’excluent mutuellement. Plus
précisément, la famille des groupes qui possédent ces deux propriétés
est exactement celle des groupes compacts.
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ii) De maniére similaire, on observe que si G a la propriété de Haagerup et
si H est un sous-groupe fermé tel que (G, H) a la propriété (T) relative,
alors H doit étre compact.

La classe des groupes possédant la propriété de Haagerup est passablement
riche, comme le montrent les exemples suivants :

1) Comme les coefficients de la représentation réguliere d’un groupe sont
des fonctions Cy sur le groupe, un groupe moyennable possede la pro-
priété de Haagerup.

2) Le groupe libre sur n générateurs a la propriété de Haagerup.
3) Le groupe F' de Thompson a la propriété de Haagerup. ([12])

4) Les groupes de Lie SO(n, 1), SU(m, 1) ainsi que tous leurs sous-groupes
fermés possedent la propriété de Haagerup.

Dans le cas des groupes de Lie connexes, on a la remarquable classification
suivante ([8], Chap.4, théoreme 4.0.1.) :

Théoreme 1.4.3. Soit G un groupe de Lie connexe. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

i) G a la propriété de Haagerup ;

ii) Si H est un sous-groupe fermé tel que (G, H) a la propriété (T) relative
alors H est compact,

iii) G est localement isomorphe a un produit direct
M x SO(ny,1) x ... x SO(ng, 1) x SU(my, 1) x ... x SU(my, 1)

ot M est un groupe de Lie moyennable (c.-a-d. une extension d’un
groupe résoluble par un groupe compact).

1.4.2 La propriété de Haagerup des algebres de von
Neumann

Dans [9], M.Choda a caractérisé la propriété de Haagerup d’un groupe discret
dénombrable par I'existence d’une propriété d’approximation sur 1’algebre de
von Neumann de ce groupe. Plus précisément,

Théoreme 1.4.4. Soit I' un groupe discret dénombrable.

[' a la propriété de Haagerup si et seulement s’il existe une suite (®,,)
d’applications compléetement positives sur l'algebre de von Neumann L(T")
groupe satisfaisant :

1

n>
du
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i) To®, <71 et®, s'étend en un opérateur compact sur I*(T') (T désigne
la trace naturelle sur L(T"));

ii) Pour tout x € L(T'), ||®n(x) — x]|]2 — 0.

Or, certaines algebres de von Neumann qui ne sont pas nécessairement des
algebres de von Neumann de groupes partagent ce type de propriété, (par
exemple les algebres de von Neumann AFD, voir également [4]).

D’ou la définition :

Définition 1.4.5. Soit M une algebre de von Neumann finie. Soit T une

trace sur M finie, normale, normalisée et fidele. M a la propriété de Haage-

rup par rapport a T s’il existe une suite (®,,),>1 d’applications complétement

positives de M dans lui-méme telles que :

i) To®, < 7T et pour tout n, ®, est L?-compacte (i.e. son prolongement
naturel a L*(M) est un opérateur compact) ;

ii) pour tout x € M, ||®, () — x||2. e 0.

1.5 Cohomologie-L?

Soit X un complexe simplicial orienté uniformément localement fini et notons
YP(X) l'ensemble des p-simplexes. Pour p € N on définit 1'espace des p-
cochaines de X par

CP(X)=A{f:2"(X)—C}
et I'opérateur cobord d)) : CP(X) — CP*1(X) par

p+1

d(f)(o) = (1Y f(o))

Jj=0

ol 0/ désigne la j-eme face de o. L’espace des p-cochaines-L? est le sous-
espace de CP(X) défini par

Cly(X) = {f:2P(X) = C| Y |f(o) < oo}
oceYP(X)
Cly)(X) n'est rien d’autre que I'espace de Hilbert I>(3XP(X)). La restriction
de d) a CfQ)(X) fournit un opérateur borné d, de Cf,)(X) dans Cg)rl(X)
satisfaisant d, o d,_; = 0.
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Définition 1.5.1. La p-cohomologie de X est [’espace
HP(X) = ker(dg)/[m(dgfl)
La p-cohomologie-L* réduite de X est l’espace de Hilbert

H7(3)(X) = ker(dy) /Tm(dy 1)

Proposition 1.5.2.  Pour p € N, notons H, (X) = {f € C((X) | d,(f) =
0etd, (f)= 0}. On a alors la décomposition suivante, appelée décomposi-
tion de Hodge :

Cloy(X) = Im(dy) & Hipy (X) & Im(dyp—1).
En particulier, H?5)(X) = H, (X).
Le résultat suivant est di a Dodziuk ([11])

Théoréme 1.5.3. Soit Xy, Xy des complexes simpliciauz finis et notons
Xi, i = 1,2, leurs revétements universels. Si X est homotope a Xy, alors les
espaces H{y (X;) sont isomorphes.

Ce théoreme a pour conséquence la définition suivante :

Définition 1.5.4. Soit I un groupe discret agissant librement sur un com-
plexe simplicial X, contractile et uniformément localement fini.
La p-cohomologie-L? de T est

Hp(z)(F) = Hp(g)(X).
On obtient de maniére naturelle une application de HP(9)(X) dans H?(X)

dont le noyau, appelé p-cohomologie-L? exacte, sera noté W@W(X ). On a
alors :

Lemme 1.5.5.

H'(2)e0(X) = {a € Cl)(X) | di(@) = 0 et o € Tm(dp)}
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Ce lemme montre que ﬁ(g)’ex (X) ne dépend que du 1-squelette de X ; alors
que ﬁ(g) (X) dépend également du 2-squelette. Par exemple, lorsque I" est
de type fini par S et lorsque X est le revétement universel du 2-complexe de
présentation, ¥1(X) est le graphe de Cayley de I et on a

Hlz)e(X) = {f € D(D) | A(f) = 0}
D) ={f e FO) [llo(s)f = fll2 < o0Vs € S}

et
A(f)y=#S- = p(s)(f)

seS

(p désigne la translation & droite).

On a de plus la proposition suivante :

Proposition 1.5.6. Soit X un complexe simplicial dont le 1-squelette est
fini. Alors, si X désigne le revétement universel de X :

Hl(g)m(f() =0 ﬁ(g)(ﬂ'l(X)) =0

1.5.1 I'-dimension et nombres de Betti-L?

Définition 1.5.7. Un espace de Hilbert H sur lequel un groupe discret I’
agit unitairement est un I'-module de Hilbert (de type fini), s’il existe n > 1
et une injection équivariante 0 : H — I>(T)™ (ot I*(T)"™ est muni de l’action
de I par translation a gauche).

La T'-dimension (ou dimension de von Neumann) d’un tel I'-module H est

dimp(H) =Y~ < Py()] 6 >
=0

ot P = (Pij)1<ij<n €st la projection orthogonale de I*(T)" sur 6(H).
On démontre aisément que dimr(H) = 0 implique H = 0.

Si X est un complexe simplicial sur lequel I' agit librement cocompactement
alors 'espace de p-cohomologie-L? est un I'-module de Hilbert.
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Définition 1.5.8. Soit I' et X comme ci dessus. Le p-iéme nombre de
Betti-L? de X est

b@) (X) = dimr (m@) (X))

En particulier si X est le revétement universel d’un K(I',1) fini, on définit
le p-iéme nombre de Betti-L* de T, by (), par by (X).



Chapitre 2

HUT, X)) et b%2>(F)

2.1 Introduction

Dans [3], un isomorphisme est établi, pour un groupe de type fini non-
moyennable (T, S), entre 'espace H'(T',1?(T")) et espace de cohomologie-L?
exacte H'(3),(I'). L’annulation de ce dernier est alors équivalente & I’annu-
lation du premier nombre de Betti-L? du groupe I'. D’autre part ’annulation
d’un de ces espaces est encore équivalente au fait qu’il n’existe pas de fonction
harmonique Dirichlet finie non constante sur le graphe de Cayley G(T', S).
Dans cette section nous établissons un isomorphisme entre ’espace de coho-
mologie réduite HX(T', [3(I")) et 'espace de cohomologie-L? exacte H (3 ...(T"),
sans supposer que le groupe I' est non moyennable. L’intérét de cette ob-
servation est d’exploiter 'annulation des nombres de Betti-L? des groupes
moyennables et d’autres résultats de cohomologie-L?.

Dans un second temps, nous établirons divers résultats d’annulation de
HY(T',[?(T")) (sans nécessairement supposer la génération finie des groupes).

Introduisons quelques notations. Soit I' un groupe discret de type fini et S

un systeme fini de générateurs. Nous noterons F(I') I’ensemble des fonctions
de I' dans C.

Définition 2.1.1.

i) L’espace des fonctions Dirichlet-finies est le sous-espace D(I") de F(I')
défini par :

D) ={f € FI)[lo(g)f — fll2 <ocVg €'},

25
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Comme S engendre I', on a aussi
D) ={f e FIO)[lp(s)f = fll2 < ooVs € S}.

ii) A est le Laplacien combinatoire associé a (I',S). Plus précisément si

feFT), alors
A(f)=#S- = p(s)(f).

seS
Une fonction f est harmonique si A(f) = 0.
iii) HD(I") est l'espace des fonctions harmoniques Dirichlet-finies.

Rappelons la définition de I'espace de 1-cohomologie-L? exacte de T :
On définit un opérateur de bord sur le graphe de Cayley (muni d’une orien-
tation) :

d: F(L) — F(GT,8)); f1(v,7vs) = flys) = f(7)]

et son adjoint formel :

& FGI,S)) = FI) ey > Ee)— Y &)l

e:et=vy e =v
Avec ces notations, la 1-cohomologie-L? exacte de I" est
H'(3,c0(T) = {€ € P(G(T. 8)") | d(€) = 0 et € € d(F (D)}

On a le:

Théoreme 2.1.2. Soit I' un groupe discret et S un systéme fini de généra-
teurs, symétrique. Les espaces suivants sont isomorphes :

i) HY(T,1*(T")) (T agit via la représentation régqulicre droite, p) ;
ii) HD(T')/C;
iii) H'(9)ex(T).

De plus l’annulation de ['un de ces espaces est équivalente a b%Q)(F) = 0.

Preuve. Dans le cas ou I' est fini, toutes ces assertions sont évidemment
vérifiées. Nous supposerons donc que I' est infini.

L’isomorphisme entre ii) et iii) est immédiate car I’égalité A = d*d nous per-
met d’identifier canoniquement l'espace HD(I')/C et I'espace de 1-cohomolo-
gie-L? exacte de T'.

Etablissons alors un isomorphisme entre H(T",/2(I")) et HD(T)/C .
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On définit tout d’abord une semi-norme sur D(I") par

| flloey = ZHp(s)f — f]l2. Comme S est une partie génératrice du groupe,

ses
le noyau de cette semi-norme est constitué des fonctions constantes et donc

induit une norme sur D(I')/C. En fait, D(I')/C muni de cette norme est un
espace de Hilbert pour le produit scalaire donné par

< flg>=>_ <ps)f = flo(s)g — g >
seS

En effet, si (f, + C),>1 est une suite de Cauchy de D(I")/C, alors (p(7)fn —
fn)n>1 est une suite de Cauchy dans [*(T), pour tout v € T' (puisque si v
s'écrit 8i,54,...54 (5, € 9,7 =1,...,1), alors ||p(7)(fu — fin) = (fa — fi)ll2 <
2221 10(5i;)(fa = fm) = (fa— fm)|[2). Ainsi pour tout v € I', (p(7) fr = fu)n>1
converge vers un élément de [*(T"), noté &,. L’application v — &, définit alors
un cocycle de ZY(T',[*(T")). Donc par le lemme 1.2.14, il existe f € F(T),
telle que &, = p(7)f — f pour tout v € I' (et donc f € D(I')). La classe de f
dans D(I")/C est donc la limite de la suite (f,, + C),>1.

On définit alors une application linéaire o : D(T') — Z'(T',1*(T")) par a(f)(7)
= p(v)f — f. Par le lemme 1.2.14, « est surjective et de plus son noyau
est donné par les fonctions constantes. On obtient donc un isomorphisme
linéaire, encore noté « entre D(T")/C et Z'(T',1?(T")). Montrons alors que «
est bicontinue :

1) « est continue : Soit (f,)n>1 une suite de D(I")/C telle que
| fullDrye "= 0 et montrons que pour tout v € T, [|a(f,)(7)]]2 "= 0.
Par hypothese, ZHp(s)fn — full2 "= 0; en particulier,
seS
lp(8) fr — fall2 "= 0, pour tout s € S. Ainsi, si v s’écrit s;,84,...5;,,
alors

l
|‘p(7)fn - an2 < Z”p(sw)fn - anQ
j=1

n—oo

Et donc, [a(fa)(v)[2 "= 0.

2) a~! est continue : La continuité séquentielle de a~! est immédiate
puisque la topologie de Z'(T',I*(T")) est celle de la convergence ponc-
tuelle.

1

Comme T est infini, on remarque que [*(T") s’injecte canoniquement dans
D(T")/C; nous noterons cette injection par .
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Par définition, a(i(1*(T"))) = BY(T,I*(T")) et comme « est un isomorphisme
topologique,

a(i(i*(I)) = BT, i3(I)).
Par projection orthogonale, on a la décomposition
D(I)/C = i((T)) @ i(*(1))*
Mais i(1?(T"))* n’est rien d’autre que HD(I')/C. En effet :

FeiPMmN*t e Y <ps)f = flp(s)i(§) —i(€) >2=10, V& € I*(T)

SES

& Y <pls)f = flp(s)i€) >

seS

=Y < p(s)f = fli(€) >2=0, V€ € I*(T)

seS

& > < f=plsTiG) >

seS

=Y < p(s)f = fli(§) >2= 0, V¢ € I(T)

seS

o

—2) " < p(s)f = fli(§) >»=10, V¢ € I*(T)

sES

<Y (p(s)f = fli(€) >2=0, V€ € I*(T)

ses

> (pls)f =) =0

sES

A(f)=0
fe HD(T)/C

i

¢

T ¢

Ainsi, D(I')/C = i(I1*(T")) @ HD(I')/C, d'ou o(D(I')/C) = «(i(I1?(I"))) &
a(HD(I')/C). On conclut alors que
ZNT,1*(T")) = BY(T, 12(T")) ® a(HD(T)/C).
Et donc L
HYT,I*(T")) =2 HD(T")/C.

Finalement, I'annulation de l'un de ces espaces est équivalente a I'annula-
tion de b%Q)(F) puisque H'(y) (') s’annule si et seulement si b%Q)(F) =0
(proposition 1.5.6.). |
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Exemple 2.1.3. Tout groupe I' ayant la propriété (T) annule les espaces
du théoréme. Plus généralement si N est un sous-groupe normal infini de I’
tel que la paire (T, N) a la propriété (T) relative alors H(T',1*(T")) = 0 par
le lemme 1.2.12. et la définition 1.3.3 iii).

2.1.1 Applications

Grace a I'équivalence entre I'annulation du premier nombre de Betti-? d'un
groupe de type fini I' et 'annulation de H!(T",[*(T")), nous pouvons reformuler
le théoreme de Cheeger-Gromov (voir [6]).

Théoreme 2.1.4. Soit I' un groupe discret de type fini.
i) Si T est moyennable, alors HY(T',1*(T)) = 0.

ii) Si T contient un sous-groupe normal infini moyennable,
alors HY(T, I*(T")) = 0.

Remarque 2.1.5.  Un autre preuve de l'assertion i) de ce résultat peut étre

donnée par le théoréme 4.75 de [52] et en utilisant I'équivalence entre les as-

sertions 1) et ii) du théoréme 2.1.2.

Cependant, une prewve directe de 'annulation de HY(T,1*(T)) pour un groupe

moyennable de type fini n'est pas immédiate. Sib est un cocycle de Z' (T, [*(T")),
alors il s’écrit en vertu du lemme 1.2.14. comme b(.) = Ar(.)f — f avec

f e F(). Par hypothése, il existe une suite de Folner (Ay)n>1 dans I' et on

peut supposer (voir [39], théoréme 4.16) que cette suite est croissante et que

UAH:F.

On pourrait alors espérer que la suite de cobords définie par (Ar(.)f|a, —
fla,)n>1 converge vers b. Mais il n’en n’est rien. En effet, considérons sur Z
la suite de Folner canonique ({—n,...,n})p>1.

Alors, pour f définie par

fn) = ;% stn >0

0 sinon

on a .

1) b défini par Mz(\)f — f est un cocycle de Z'(Z,1*(Z)). En effet,

1
Aa(=1)f = £l =D _I=[F < o0

1>1

et donc Az(m)f — f € I>(Z), pour tout m € Z.
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2) Mais [|[b(—1) — (Az(=1) f|a, — fla,)||3 ne converge pas vers 0 lorsque n
tend vers co. En effet cette quantité est minorée par :

S = fla) e +1) = (f = fla,)(k)]?

= (= fla) (1) — (f = fla) ()

n+1

- 1>5P
=1

qui diverge.

Nous allons alors voir que nous pouvons nous passer de 'hypothese de génér-
ation finie dans I’assertion 7).

Proposition 2.1.6. Soit I' un groupe discret s’écrivant comme réunion
croissante de sous-groupes, I'y, n > 1. o
Si HY(T,,,1(T',)) = 0 pour tout n > 1 alors HY (T, I*(T")) = 0.

Preuve. Soit a une action affine de I' de partie linéaire Ar et de cocycle
b, soit F' une partie finie de I' et soit ¢ > 0. Fixons n tel que I',, D F.
Comme [*(T') = @ I*(T,x) (ol X est un systéme de représentants de I',,\T'),
zeX
a(y) = (e (7))zex, ot az(7) = Ar, (7) + b(7), Vv € Ty .
Soit alors S C X une partie finie telle que Zbe(’y)\F < g, pour tout
¢S

v € F. Par hypothese, il existe pour tout x € X un vecteur &, tel que
| ()& — &l < /555 VY € F. On a alors, pour £ = @é‘x et y€F :

zeS

la(né—€lF = Y llaw(m)é& — &l

rzeX

= D lloa(& — &P+ DIl ()1

zeS ¢S
9

IN

Ce qui prouve que « a un point (F,e)-fixe. [ |

Ce résultat peut étre également obtenu comme une conséquence (via le lemme
1.2.6.) du résultat général suivant :
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Proposition 2.1.7.  Soit G un groupe localement compact s’écrivant comme
réunion croissante de sous-groupes ouverts, G, n > 1. Soit encore ™ une
représentation de G.

Si HY(Gp, 7la,) = 0 pour tout n > 1 alors HY(G, 71) = 0.

Preuve. Soit o une action affine de I' de partie linéaire 7 et soit K un
compact de G et e > 0 fixé. Il existe un ng tel que K C Gy, et comme alg,,
a presque des points fixes, il existe £ tel que

supfla(k)§ — €]l <e
keK
On conclut donc que a a presque des points fixes. [

D’ou le théoreme :

Théoréme 2.1.8. Soit I' un groupe discret moyennable. Alors

HYT,I*(I)) =0

Preuve. Il suffit d’observer que I' s’écrit comme réunion croissante de sous-
groupes de type fini. On conclut alors par le théoreme 2.1.4. et la proposition
précédente. [ |

En combinant les théorémes 2.1.4. et le lemme 1.2.6. on obtient alors :

Corollaire 2.1.9. Soit I" un groupe discret de type fini et N un sous-groupe
normal infini. Alors

HY(N,I*(N)) = 0= HYI',I*(T)) = 0.

Preuve. Si N est non-moyennable alors la cohomologie réduite H (N, 2(N))
et la cohomologie H!(N,[?(N)) coincident (proposition 1.2.4.) et on fait ap-
pel au lemme 1.2.12.

Si N est moyennable alors d'une part HY(N,I>(N)) = 0 par le théoreme
précédent et d’autre part H(T',1?(T')) = 0 par le théoreme 2.1.4. |

Dans [16], A.Guichardet apres avoir établit le résultat du lemme 1.2.12, pose
la question suivante :
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"Si G est un groupe localement compact, N un sous-groupe normal fermé et
7 une représentation de G sans vecteurs N-invariant non nuls a-t-on l'im-
plication : H'(N,7|y) =0= HY(G,7) =079" (¥)

Il y a plusieurs cas ou la réponse est positive :

i) Comme nous venons de le voir, pour les groupes discrets, cette affirma-
tion est vérifiée en ce qui concerne la représentation réguliere.

ii) La proposition 3.2.4. apportera une réponse positive a cette question
dans le cas ou N est cocompact.

Cependant, cette assertion est fausse en toute généralité.
Afin de construire des contre-exemples, nous aurons besoin d’une conséquence
immédiate du théoreme 6.3.10., a savoir le :

Théoreme 2.1.10. Soit H, I" deux groupes discrets dénombrables. Si " est
infini, alors le produit en couronne H T (qui est par définition le produit
semi-direct ©yerH X I', ou Uaction est donnée par le shift a gauche sur les
indices) n’a pas la propriété (T).

Corollaire 2.1.11. Soit I' un groupe discret infini ayant la propriété (T)
et H un groupe discret de type fini tel que Hom(H,C) = 0.

Alors il existe une représentation irréductible mo de H T, sans vecteurs
®~er H-invariants non nuls, telle que HY(H T, m) #0.

Si de plus H a la propriété (T), ceci fournit un contre-exemple a [’assertion
(*) (pour N = @, erH ).

Preuve. Comme H T est de type fini et ne possede pas la propriété (T
(par le théoreme précédent), le théoreme 1.3.8 v) nous assure l’existence d'une
représentation irréductible de H1 T telle que HY(H T, 7) # 0. Il suffit alors
de remarquer que cette représentation ne peut pas avoir des vecteurs @ crH-

invariants non nuls, car si tel était le cas, 7 factoriserait en une représentation
de I" et on aurait HY(HI',7) = HY(I',7) = 0.

Finalement, si H a la propriété (T), H' (D erH, 7|a, i) = 0 par la propo-
sition 2.1.7. D’olt un contre-exemple a I'assertion (*). |
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2.2 Quelques résultats d’annulation

Dans cette section, nous allons établir quelques résultats d’annulation de

lespace HY(G, L*(Q)).

Proposition 2.2.1. Soit H, I' deux groupes discrets. Alors
HY(HT,I’(HT)) = 0.

Preuve. §Si H et I sont finis, alors H { I" est fini et le résultat est trivial.
Lorsque H est infini ou lorsque I est infini, on a H(® H, [*(®f_,H) = 0,
et 2.1.9. s’applique. [ |

Proposition 2.2.2. Soit Hy, Hy des groupes localement compacts non com-
pacts et soit N <A Hy X Hy un sous-groupe normal fermé tel que NN (Hy x {1})
(resp. NN ({1} x Hy)) n’est pas cocompact dans Hy x {1} (resp. {1} x Hy).
Si G = (H, x Hy)/N, alors HY(G, L*(G)) = 0.

Preuve. Regardons Ag comme une représentation du produit H; x Hy. Par
'absurde, si on suppose que H(G, Ag) # 0 alors HL(H, x Hy, \g) # 0. Par la
proposition 3.2 de Y.Shalom ([51]), ceci nous assure l'existence d’un vecteur
non nul de L?(G) invariant soit par H; x {1} soit par {1} x H,. Et donc
ce vecteur est invariant par de H;/(N N H;) (i = 1 ou 2). Par hypothese,
H;/(N N H;) n’est pas compact et donc cette fonction est nulle; d’ou une
contradiction. |

Corollaire 2.2.3. Soit Hy, Hy des groupes discrets infinis et soit N << Hy X
Hjy un sous-groupe normal tel que N N (Hy x {1}) (resp. NN ({1} x Hy))
est d’indice infini dans Hy x {1} (resp. {1} x Hy). Si HY(T',1>(I")) # 0, alors
[' n'est ni quasi-isométrique, ni mesurablement équivalent (ME) a (Hy X
H3)/N.

Preuve. La proposition précédente nous assure l'annulation de l'espace
HI((H, x Hy)/N, L*((H, x Hy)/N)). On conclut alors en utilisant le fait que
I’annulation du premier nombre de Betti-[? est un invariant de quasi-isométrie
([52] ou [38]) et de ME (voir D.Gaboriau [14]).

|
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Corollaire 2.2.4. Soit G un groupe localement compact dont le centre n’est
pas compact. Alors H'(G, L*(G))) = 0.

Preuve. Considérons I'homomorphisme surjectif 6 : G x Z(G) — G donné
par (g,2) — gz.

Son noyau est N = {(z7,2)|z € Z(G)} et donc G = (G x Z(Q))/N.
Supposons H1(G, L*(G)) # 0. Par la proposition 2.2.2, soit G soit Z(G) est
compact. Dans les deux cas, Z(G) est compact. [

Corollaire 2.2.5. Soit I' un groupe discret tel que HY(T,1>(T")) # 0. Si
v €@ a une classe de conjugaison finie, alors v est d’ordre fini.

Preuve. Par la proposition 2.1.6, on peut supposer que I' est de type fini.
Comme le centralisateur de - dans I', noté Zp(7), est d’indice fini dans T,
HY(Zr(7),12(Zr(7))) # 0 (par Cheeger-Gromov [6]). Puisque 7 est central
dans Zr(7v), le corollaire précédent permet de conclure. [ ]

Ce corollaire nous amene a nous poser la question suivante : est-il vrai que,
sous les hypotheses du corollaire 2.2.5, le sous-groupe des éléments de I' a
classe de conjugaison finie soit fini?

2.3 Un phénomene de rigidité

Le lemme 1.2.12, nous assure annulation de H*(T",[*(T")) s’il existe un sous
groupe normal infini N avec H'(N,[*(N)) = 0. On s’intéresse ici & affaiblir
la condition sur H'(N,I?(N)). Nous allons alors appliquer ces résultats pour
établir annulation de H'(T',[?(T")) sous la seule condition qu’il existe un
sous-groupe normal non moyennable infini de type fini dont le centralisateur
dans I" est infini.

Observons alors que si IV est un sous-groupe normal d’un groupe I', on a une
action naturelle de T sur Z!(N, 7|x) donnée par

v+ b(n) = 7(y)b(y""'nv).

Remarquons de plus que cette action factorise en une action du groupe I" sur
HY(N,7|yn) (et méme sur HY(N, 7|x)) qui est triviale sur N et donc I'action
est en fait une action de I'/N . Nous allons établir un renforcement du lemme
1.2.12. du chapitre 1 :
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Proposition 2.3.1. Soit N un sous-groupe normal d’un groupe discret I’
et soit m une représentation de I' telle que 7| n’a pas de vecteurs invariants
non nuls. Alors Uapplication de restriction Res : H'(I', ) — HY(N, m|y)"
est un isomorphisme.

Preuve.

On remarque dans un premier temps que 'image de I'application de
restriction est contenue dans H'(N, 7|y)'. En effet, si b € ZY(T, 7) et
v el alors

v-b(n) = w(Y[=r(yb(y) + (v Hb(n) + 7 (v 'n)b(y)]
_ )b

Ainsi, puisque b(y) € H,, on conclut que v-b est cohomologue a b dans
ZYN,m|n).

I suffit alors de montrer que # est injective (pour une preuve plus
géométrique, voir la preuve du lemme 1.2.12) :

Soit b € ZYT',m) tel que sa restriction & N soit un cobord (i.e. il
existe £ € H, tel que b(.) = 7w(.)¢ — &) Alors comme b(yny™!) =
b(y) + w(y)b(n) — w(yny 1)b(y), Vy € T, Vn € N, on obtient que
m(yny () = m(NE+E =b(y) — (V)€ +E Yy €T, Vn € N. Ainsi
comme 7|y n’a pas de vecteurs invariants non nuls, on conclut que

b=m(.)§ —&. Donc b est un cobord.

Voyons alors que Res est surjective. Soit b € Z'(N, |x) tel que pour
tout y € I', v-b—b € BYN,n|yn). Ainsi, pour tout v € T, il existe
&, € Hx tel que w(7)b(y 'ny) — b(n) = n(n)&, — &, pour tout n € N.
Comme 7|y n’a pas de vecteurs invariants non nuls, un tel &, est unique.
On peut donc définir une application § : I' — H, par v — &,. Or cette
application est un cocycle de Z'(T', ). En effet, pour n € N, v;,72 € I':

n n +T(1)6y) — (& + m(1)6,)

1 f’Yl + W(n)7(71>£72 - (’71)572
(71 'nm1) = b(n) 4+ w(y) [ (2)b(v2 'y ny2) — by )]
)0((7172)~ n(%w)) b(n).

(n)
(n)
(
(

|
3

|
3

71

g 7]")/1

(
&y
)b
72

Donc par unicité &,,,, = &, + m(711)&,.
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7(no)b(ng 'nng) — b(n) = w(ng)[bng") + m(ng) *b(n) + m(ng 'n)b(ng)]
—b(n)
= m(no)[=m(ng")b(no) + m(no)~"b(n)
+7(ng 'n)b(ng)] — b(n)
= m(n)b(ng) — b(ng)

Ainsi par définition du cocycle £, Res(§) = b. Ce qui prouve la surjec-
tivité.

Remarque 2.3.2. (e résultat s’étend in extenso au cadre des groupes lo-
calement compacts.

Etablissons alors un lemme similaire a 1.2.14, plus approprié a notre contexte.

Lemme 2.3.3. Soit N un sous-groupe normal d’un groupe discret I'. Alors
HY(N,F()) =0 (ou la structure de N-module sur F(T) est celle induite
par la multiplication a droite).

Preuve. Si X est un systeme de représentants de I'/N on a la décomposition
F() = H]—" (x N). Cette identification est N-équivariante pour l'action de

zeX
N sur H]—"(:v N) donnée par n- (f(zn0))zex = (f(xnon))zex. Par [19] 4.1,
ona:
H'(N, F(T)) = [[H'(N. F(N))
zeX
Or le lemme 1.2.14, nous assure annulation de H'(N, F(N)). [ |

Dans ce qui suit, nous supposerons que le sous-groupe normal N de I' est
infini et de type fini. Nous noterons S une partie génératrice finie, que nous
supposerons symétrique.
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Définition 2.3.4.

i) L’espace de Dirichlet relatif D(I', N) est le sous-espace de F(I') défini
par :

DI, N) ={f € FI)|llp(n)f = fll2 < 0oVn € N}.

En d’autres termes,
D(I,N) ={f € F(L)[llp(s)f = fll2 < ooVs € 5}.

ou p désigne l'action par translation a droite.

ii) Ay est le Laplacien combinatoire relatif associé a (N, S). Plus précisé-
ment si f € F(I'), alors

An(f)=#5-f = ps)(f)
s€S
Une fonction f est N-harmonique si Ax(f) = 0.

D(I', N) est muni de la semi-norme

1wy = Y llo(s)f = fll5-

seSs

Il en découle alors une structure d’espace de Hilbert sur D(I', N)/D(T’, N)y,
ou D(T', N)g est le noyau de cette semi-norme. Notons que D(I', N)y = {f €
F(T')| f constantes sur les classes latérales de NV dans I'}. Nous noterons le
quotient D(I', N). Remarquons que l'action de I'" sur D(I', N) factorise en
une action sur D(I', N') que nous noterons encore p.

On définit alors o : D(I', N) — ZY(N, pr|n) par a(f) = p(.) f— f. Comme son
noyau est D(T", N), cette application factorise en une application injective,
encore notée «, sur D(I', N).

Lemme 2.3.5. « est un isomorphisme topologique I'-équivariant.

Preuve. Par le lemme 2.3.3, a est surjective. La bicontinuité est évidente
puisque S engendre N (on peut se reporter a la preuve du théoreme 2.1.2.).
On a de plus pour tout v € T':

v (pn)f = f) = p(V(p(y i) f = f)
= pn)(pMMSf) = p(7)f
= a(p()f)-
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Ce qui prouve que cette application est I'-équivariante. [ |

Nous noterons 7 I'injection canonique de [?(I") dans D(I", N) et remarquons
que l'on a «(i(12(T"))) = BY(N, pr|n)-

Comme D(T, N) = i(I2(T)) @ i(I*(T"))*, on a la décomposition en somme
directe suivante :

Z'(N, pr|n) = BY(N, prln) & a(i(*(I)).

Donc HY(N, pr|n) = a(i(1*(I"))*), mais cet isomorphisme n’est a priori pas
équivariant pour les actions considérées. On a cependant la

Proposition 2.3.6. La projection orthogonale P de D(I', N) sur i(1>(I"))
est Zr(N)-équivariante.

Preuve. Soit f € D(I', N) et soit v € Zp(N).
Pour un tel v, p(y) est un opérateur unitaire de D(I", N). En effet si g €
D(T, N) :

<pMflg >prwy = D <p(8)p(Nf = p(y)flo(s)g — g >2

ses

= > <o) f = flols)g — g >

seS

= S < o) f = flov ) (pls)g — 9) >

sES

= Y < p(s)f = NHlp(s)p(y g = p(v)g >

SES
= < flp(v Mg >D(,N) -

On obtient alors :

< f = Pfli(§) >pr,m= 0,V € *(T)
& < f=Pflp(v~ )z(f) >D<FN 0,V¢ € ()
& < pN(f = PHE) >prw= 0,7 € *(T)
< < P(p(7)f) = p(N(PHi(€) >prn=0,VE € I*(T).
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Mais comme P(p(y)f) — p(7)(Pf) appartient a i(I*(T")), on conclut que P
est Zr(N)-équivariante. |

On est alors en mesure de prouver le :

Théoréme 2.3.7. Soit I' un groupe discret. Si il existe deuzr sous-groupes
normauz infinis N1, Ny commutant l'un a ’autre, avec Ny de type fini, alors

HY(T,I*(I") = 0.

Preuve. Si N; est moyennable, le résultat est donné par I’assertion ii) du
théoreme 2.1.4.. Nous supposerons donc que Ny est non moyennable.
Remarquons tout d’abord que Ny C Zp(NV;) et montrons alors que 1'espace
(i (12(1)) 1) ZrV1) est nul.

Par la proposition précédente, 'action de Zr(N;) est bien définie et pour f €
D(T, N;)r™1) on a (en notant fy € F(T') un représentant de f) : p(7)fo —
fo € D(T', N1)o, pour tout v € Zr(Ny).

Ceci signifie par définition, que, pour tout v € Zp(N;) et tout n € Ny,
p(n)(p(v)fo — fo) = p(7)fo — fo.- Comme =y est dans le centralisateur de Ny
dans I', ceci est équivalent a

p(7)(p(n) fo — fo) = p(n)fo — fo

pour tout v € Zr(Ny) et tout n € Ny. Par définition p(n)fo — fo € I*(T) et
comme Zr(N) est infini (il contient Ns), on conclut que p(n)fo — fo =0 i.e
f = 0. Ainsi, (i(1>(I"))*)Zr™) = 0.

Par la proposition précédente, I'isomorphisme entre les espaces H'(Ny, pr|n; )
et a(i(*(T))*Y) est Zp(Ny)-équivariant. Donc HY(Ny, pp|y,)Z"™) = 0 et
comme N7 n’est pas moyennable, ceci signifie :

Hl(Nh PF|N1)ZF(N1) =0

On conclut donc que H'(Ny,pr|y,)' = 0 et par la proposition 2.3.1, on
obtient H'(T', pr) = 0. [

Remarque 2.3.8. Dans [1])], D.Gaboriau établit le résultat plus général
sutvant :
St N est un sous-groupe normal infini de type fini d’indice infini d’un groupe

T, alors HY(T,1*(T")) = 0.
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On obtient alors comme corollaire :

Corollaire 2.3.9. Soit I' = Ny X Ny un produit de deuz groupes infinis.
Alors HY(T',1*(T)) = 0.

Preuve. On peut écrire N; comme réunion croissante de sous-groupes de
type fini, H;, i > 1. Comme H; x {1} est normal dans H; x Ny et que
{1} x Ny est un sous-groupe infini qui centralise H; x {1}, le théoreme nous
livre annulation de H'(H; X Ny, [?(H; X N5)). On conclut alors en appliquant
la proposition 2.1.6. [

Une application directe de ce corollaire et du lemme 1.2.12. livre le

Corollaire 2.3.10. Soit I' un produit semi-direct de la forme N x, H avec
N infini et non-moyennable. Si Ker(a) est infini, alors H(T',*(T")) = 0.

Le théoreme 2.3.7. permet de retrouver le résultat suivant :

Proposition 2.3.11. La propriété des groupes de type fini ”étre un produit
de deux groupes hyperboliques” n’est pas un invariant de quasi-isométrie.

Preuve. Considérons 'extension centrale

—_—

1 —7Z — Slh(R) & SIy(R) — 1.

Si I'y (g > 2) désigne le groupe fondamental d'une surface de genre g, vu

comme sous-groupe de Sly(R), nous noterons f; le terme central de I'exten-
sion .

1 —Z—T, 5T, —1(x).
Alors E n’est pas un produit non trivial de deux groupes. En effet, supposons
par I'absurde que f\; = H, x Hy avec Hy et H, infinis, alors I'y = p(Hq)p(H2)
et les deux facteurs commutent.
Si p(H;) = 1 pour un i, alors H; = Ker(p) = Z et ceci signifie que I'extension
(%) est scindée, ce qui est impossible. Ainsi p(H;) # 1 pour i = 1,2. Mais
alors p(Hy), p(Hs) sont deux sous-groupes normaux infinis de type finis de I',,
qui commutent entre eux. Alors par le théoreme 2.1.7.; le premier nombre de
Betti-L? de T', serait nul. Ceci fournit une contradiction, puisque b%Q)(Fg) =
29—2. .
Ainsi, I'y n’est pas un produit de deux groupes. Cependant, I'; est quasi-
isométrique a I'y x Z (voir [33]). |



Chapitre 3

Groupes moyennables, ﬁ(G, )
et applications.

3.1 Introduction

Nous étudions dans ce chapitre la 1-cohomologie réduite, H!(G, ), a coef-
ficients dans les représentations unitaires, 7, pour des groupes localement
compacts connexes (. L’annulation de ces espaces de cohomologie pour
toute représentation unitaire, pour les groupes compactement engendrés, ca-
ractérise la propriété (T) de Kazhdan (Y.Shalom [51]). Pour les groupes de
Lie réels résolubles connexes, P. Delorme établit le théoreme suivant([10]) :

Théoréme 3.1.1. (Delorme) Pour toute représentation unitaire factorielle
distincte d’un multiple d’un caractere d’un groupe de Lie réel résoluble con-
nexe, la 1-cohomologie réduite associée s’annule.

Comme les groupes résolubles n’ont pas la propriété (T), on peut interpréter
ce résultat en disant que le défaut de propriété (T) de tels groupes est, d'un
point de vue cohomologique, concentré dans les représentations de dimension
un.

Une plus large classe de groupes qui n’ont pas la propriété (T), et pour
lesquels il serait intéressant de comprendre le défaut cohomologique de pro-
priété (T), est la classe des groupes moyennables. Pour ces groupes, une
représentation joue un role privilégié : la représentation réguliere. Comme
toutes les représentations unitaires d'un groupe G localement compact moyen-
nable sont faiblement contenues dans la représentation réguliere L*(G) et
que 'annulation de la 1-cohomologie réduite se comporte bien par intégrale
directe (voir [19]), on soupconne l'espace H!(G, L?*(G)) de contenir de l'in-
formation cohomologique sur les espaces de cohomologie réduite des autres
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représentations de G.

Dans cet état d’esprit, si ce dernier espace s’annule pour un groupe locale-
ment compact moyennable, on peut s’attendre a ce que le défaut de propriété
(T) soit concentré dans une ”petite” classe de représentations. Heuristique-
ment, un tel résultat peut étre considéré comme un résultat ”a la Delorme” ...

Dans la premiere section, nous établissons ce résultat d’annulation pour les
groupes localement compacts moyennables presque connexes.

Au théoreme 2.1.8, nous avons démontré que, pour un groupe discret moyen-
nable I', H1(T', (")) = 0.

Il parait donc naturel de conjecturer :

Conjecture 3.1.2. Soit G un groupe localement compact moyennable, alors

HYG,L*(G)) = 0.

Une méthode pour prouver cet énoncé serait de montrer, puisque la compo-
sante connexe du neutre dans un groupe est un sous-groupe normal, que si N
est un sous-groupe normal non compact dans un groupe G et H1(N, L*(N)) =
0 alors HY(G, L*(G)) = 0.

Cette assertion est vraie dans le cas des groupes discrets de type fini (voir
le corollaire 2.1.9.) ; mais nous ne savons pas ce qu'il en est dans le cas général.

Dans la deuxieme section, nous démontrerons ’analogue du théoreme 3.1.1.
pour les groupes localement compacts connexes moyennables.

Plus précisément, nous démontrons que si G est un groupe localement com-
pact connexe moyennable, alors les seules représentations irréductibles 7 de
G, pour lesquelles HY(G, ) # 0 sont de dimension finie et en nombre fini.
Dans la section suivante, un résultat analogue est établi pour les groupes
localement compacts connexes ayant la propriété de Haagerup, mais dans
ce cas les représentations irréductibles ayant de la 1-cohomologie réduite
non-triviale ne sont pas nécessairement de dimension finie. Finalement, nous
établissons ce résultat d’annulation dans le cas général des groupes locale-
ment compacts connexes.

L’étude des représentations irréductibles, 7w, d'un groupe G pour lesquelles
H'(G,7) # 0 est motivée par le théoreme de Vershik-Karpushev (voir [57]
et [30]). Rappelons que le support d'une représentation = d'un groupe G
est ’ensemble des représentations irréductibles de G qui sont faiblement
contenues dans 7 et que le cortex du groupe G, Cor (G), est ’ensemble des
représentations irréductibles qui sont non-séparées de la représentation tri-
viale pour la topologie de Fell-Jacobson sur le dual G (voir [30] pour plus de
précisions).
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Théoréme 3.1.3. (Vershik-Karpushev)
Soit ™ une représentation unitaire factorielle d’un groupe localement compact
séparable G. Si H'(G, ) # 0 alors suppm C Cor(G).

L’étude des représentations irréductibles, m, d’'un groupe G pour lesquelles
HY (G, m) # 0 est également motivée par la propriété (P) de Guichardet (voir
[18]) :

Un groupe localement compact G possede la propriété (P) si l’ensemble des
représentations irréductibles m pour lesquelles HY(G,m) # 0 est fini et formé
de points fermés de G.

Dans la définition originale de la propriété (P), il est également demandé que
ces représentations soient non-séparées de la représentation triviale. Comme
cette condition est une conséquence du théoreme de Vershik-Karpushev nous
I’avons omise de la définition.

Dans la derniere section, nous appliquons ces résultats d’annulation a I’étude
des fonctions lisses pu-harmoniques d’intégrale de Dirichlet finie sur des varié-
tés lisses mesurées qui sont des espaces homogenes de groupes de Lie connexes
unimodulaires. Nous montrons que si GG est un groupe de Lie connexe unimo-
dulaire agissant transitivement sur une variété lisse M connexe non-compacte
telle que HY(G, L*(M)) = 0 et si u est une mesure de probabilité symétrique
sur G dont le support est compact et engendre G, alors les seules fonctions
lisses sur M d’intégrale de Dirichlet finie qui sont p-harmoniques sont les
constantes. Ce résultat s’applique par exemple dans le cas ou G agit sur lui-
méme par multiplication. Dans [32], les auteurs démontrent ’analogue de cet
exemple dans le cas des groupes discrets. Dans [2], G.Alexopoulos démontre
ce type de résultat pour les fonctions bornées sur des groupes discrets poly-
cycliques.

3.2 HYG,L*(G)) et moyennabilité
Commencons par quelques lemmes préparatoires :

Lemme 3.2.1. Soit K un sous-groupe normal compact d’un groupe G loca-
lement compact et soit m une représentation de G telle que 7| = 1. Alors :

HY(G,n) = H (G/K,7)
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et
HY(G,7) = HY(G/K,T).

Preuve. Preuve 1 : Par Guichardet ([16]), on a les isomorphismes suivants :
HY(G,7) = H'(G/N,7) ® A(G,N, )

et
HY(G,7) = HY(G/N,7) & A(G, N, ).

ou A(K,G,7) est I'image de l'application de restriction de Z'(G, ) dans
ZY(K,7|k). On conclut alors en observant que la compacité de K nous as-
sure I’annulation de ce dernier espace.

Preuve 2 : Comme K est compact, on se convainc aisément du résultat, en
argumentant que Z'(G, ) = ZY(G/K, ). En effet, par compacité de K, si
b € ZYG, ), alors b|x = 0 (puisque bl n’est, par hypotheése sur 7, rien
d’autre qu'un homomorphisme de K dans l'espace de représentation H).
Donc b(gk) = b(g9), Vk € K, g € G.

|

Lemme 3.2.2. Soit G un groupe localement compact et ™ une représenta-
tion de G sans vecteurs invariants non-nuls. Si l’espace de représentation H

séerit Hy = J;c; Hi ot les H; forment une famille filtrante de sous-espaces
fermés invariants par 7 et si HY(G, H;) =0, Vi € I, alors H'(G,7) = 0.

Preuve. Soit b € Z'(G,m) et notons P; la projection orthogonale sur H;.
P; est équivariante et donc P o b € ZY(G, H;). Par hypothese, P, o b est
presque un cobord. De plus, la famille de presque cobords P; o b converge
ponctuellement vers b et donc cette famille converge uniformément sur les
compacts (voir [16]). On conclut donc que b € BY(G, ). |

Lemme 3.2.3. Soit G localement compact. Si pour tout voisinage V du
neutre, il existe un sous-groupe compact normal K contenu dans V tel que

HYG/K,\¢/K) =0, alors HY(G,\g) = 0.
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Preuve. Soit b € Z'(G, \g). Pour tout sous-groupe compact normal K
définissons un cocycle de Z'(G, L*(G)") (L*(G)¥ est Pensemble des éléments

de L*(@) K-invariants & droite) par :

(b5 (9))(h) = /K b(g) (hk) dk

(dk désigne la mesure de Haar normalisée sur K'). On a alors :

1060 4o 15 = [ 15(@)m) = ba)h * dn
= [ 1] elo)m) —sa)myc dn
< [ [ 1ua)nk) =~ big)in) P dkan
= [ [ 160k = )b * an
= [ Wotwibia) = blo) I

Or, par continuité forte de la représentation réguliere droite, p, au neutre,
pour tout € > 0, tout ) compact de G, il existe un voisinage V' du neutre
tel que || p(k)b(g) — b(g) ||2< ¢, Vg € Q, Yk € V. On conclut alors aisément
la preuve en utilisant I’hypothese d’annulation cohomologique.

|

Nous aurons encore besoin de la proposition suivante : (comparer avec le
lemme 1.2.12.)

Proposition 3.2.4. Soit G un groupe localement compact et N un sous-
groupe normal fermé cocompact dans G, et soit m une représentation de G.
Alors Uapplication de restriction Res : HY(G,m) — HY(N,7|y) est injective.
En particulier si HY(N, 7t|y) = 0 alors HY(G, 7)) = 0.

Preuve. Par [26], il existe une section borélienne réguliere s : G/N — G
d’image relativement compacte. Pour tout € G/N, et tout g € G, gs(x)
et s(gx) ont la méme image par la projection canonique dans G/N. On
définit alors un cocycle ("a la Zimmer”) ¢ : G/N x G — N en posant
o(z,g9) = (s(gx)tgs(x))~t. Alors o(z, g) est 'unique élément de N tel que
gs(x)o(x,g) € s(G/N). Remarquons encore que o(G/N, K) est relativement
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compact si K est un compact de G.

Considérons alors une action « par isométries affines de G telle que a|y
possede presque des points fixes et montrons que cette action a presque des
points fixes par G.

Soit K un compact de GG, alors il est contenu dans un compact de la forme
Ky s(G/N), ou Ky est un compact de N. Notons alors Kx le compact de N
(par normalité) défini par :

Adhy{s(x) 'ns(z)o(z,25") |n € Ko, x € G/N, 29 € G}.
Ainsi, pour € > 0 fixé, il existe un vecteur ¢ tel que

sup || a(n)§ — ¢ |[<e.

neKx
Notons encore dx la mesure finie G-invariante normalisée (pour l'action g -
s(z) = gs(z)o(z, g)) induite par la mesure de Haar sur G/N.
Pour gy € G, il existe un unique zg € s(G/N) et un unique ng € N tels que
go = noo. On a alors, pour gy € K :

I o(g0) / L alseds - /G R
— | a(noo) / RICCIS /G R
= || a(no) /G/N a(xos(x)a(x,:co)a(:c,xo)1)§dx—/ a(s(x))édz ||

G/N

=l a(no)/a/N CY(QJO'S(:E)U(%Io)_l)&dCC—/ a(s(x))édx |

G/N

= | Oé(no)/G/NOé(S(w)G(fval‘xaxo)_l)ﬁdﬂf—/ a(s(z))édr ||

G/N

= Natw) | et e [ at)er]

G/N

— [ alnes@)o(z, z3t))edz - / a(s(x))édz |

G/N G/N
=l a(nos(z)o(z, 25"))E — als(z))éde |
G/N
< sup |l a(nes(z)o(z,25"))€ — a(s(2))E |
zeG/N

= sup | a(s(z) nes(z)o(z,z0"))E — € | -
z€G/N
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Ainsi,

s [l a(a) [ a(sta)eds — [ alsta)eds < sup | atne ¢ <=

goeK G/N neKx

Rappelons alors : (proposition 1.2.7.)

Proposition 3.2.5. Soit 7 = f;(B medp(§) une représentation d’un groupe
localement compact qui s écrit comme intégrale hilbertienne. Si pour pi-presque
tout £ € X, HY(G,m¢) =0, alors HY(G, ) = 0.

Corollaire 3.2.6. Soit G et N comme dans la proposition 3.2.4, alors pour
toute représentation de N :

HY(N,7)=0= HYG, Ind$m) = 0.

Preuve. Il suffit de remarquer que (Ind$7)|y = co .
Décrivons la représentation induite :

Hindsn = {f:G—H:|flgn)=n(n"")f(g), Vn € N,
pour presque tout g € G, et fG/N 1 £(9)]I? du(g) < oo}

ot dy est la mesure de Haar sur G/N. Ind$r est alors donnée par Paction &
gauche naturelle sur HI ndC. Sife HIn 4. M€ N, on a par normalité de
NT NT

N, Ind§w(n) f(g) = f(n"'g) = f(g(g~'n"'g)) = 7(g 'ng) f(g). On a alors :

5]

(Ind$ )|y 2 / mdx
G/N

(o dx dénote, comme dans la preuve de la proposition 3.2.4, la mesure
G-invariante normalisée induite par la mesure de Haar sur G/N). Ainsi, si
HY(N,7) =0, alors HY(N, (Ind§7)|x) = 0 par la proposition précédente. La
conclusion est immédiate en appliquant la proposition 3.2.4. [

Rappelons encore un résultat classique ([34]) :
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Théoréme 3.2.7. (Montgomery-Zippin)

Soit G un groupe localement compact connexe. Alors pour tout voisinage V de
[’élément neutre, il existe un sous-groupe Ky, normal compact de G, contenu
dans V', tel que G/Ky soit un groupe de Lie réel.

Nous sommes alors en mesure de démontrer le résultat principal de cette
section.

Théoreéme 3.2.8. Soit G un groupe localement compact presque conneze.
Si G est moyennable, alors H' (G, L*(G)) = 0.

Preuve. Rappelons que si N est un sous-groupe fermé de G, alors \g|y =
[G: N]- Ay et que HY(N, A\g|n) = 0 & HLY(N,Ay) = 0. Ainsi, grace a la
proposition 3.2.4, on peut supposer GG connexe (car la composante connexe
du neutre est un sous-groupe normal de () et non compact.

Alors par 14.14 de l'ouvrage de J.-P. Pier ([41]), il existe dans G' un sous-
groupe normal fermé connexe résoluble cocompact, N. Il suffira alors de
montrer (grace & nouveau a la proposition 3.2.4.) que HY(N, Ay) = 0.

En appliquant le théoreme de Montgomery-Zippin, il existe dans chaque voi-
sinage du neutre V' de N, un sous-groupe normal compact, Ky, tel que N/ Ky
soit un groupe de Lie. Donc N/Ky est un groupe de Lie résoluble connexe.
Comme un ensemble fini de caracteres ne peut pas apparaitre de maniere dis-
crete dans la décomposition de la représentation réguliere de N/Ky comme
intégrale hilbertienne de représentations irréductibles, le théoreme 3.1.1. et
la proposition 1.2.7. impliquent que ﬁ(N/KV,)\N/KV) = 0. Par le lemme
3.2.1, HY(N, An/k,) = 0. Etant donné que L*(N) = Uy L2(N/Ky), et que
la famille {L?(N/Ky )}y satisfait aux hypothese du lemme 3.2.2, on obtient
alors que ﬁ(N ,An) = 0. On peut également conclure en utilisant le lemme
3.2.3. [ |

Remarque 3.2.9. En vue des propriétés de la cohomologie réduite, on
pourrait croire, a tort, que st H est un sous-groupe propre dense d’un groupe
G, tel que HY(H,L*(H)) = 0 alors HY(G, L*(G)) = 0. Mais il n’en est rien,
comme le montre [’exemple suivant.

Considérons T un réseau cocompact irréductible de S Ly(R)x SLy(R). Notons
p1 la projection sur le premier facteur (le noyau de py est fini et comme T
est irréductible, son image est dense). Rappelons alors que si I est un réseau
cocompact dans un groupe de Lie, H (T, ) est isomorphe & H'(G, IndSr)
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(voir J.Pichaud [{0]).
De plus, par la proposition 3.2 de Y.Shalom [51) :

HY(SLy(R) x SLy(R), L*(SLy(R) x SLy(R))) =0

et donc HY(TI',12(T')) = 0 et on a alors H'(p(T), *(p(T"))) = 0.

Finalement, HY(SLay(R), L*(SLy(R))) # 0 car le réseau SLy(Z) est virtuel-
lement libre de rang 2 et HY(Fy, 1?(Fy)) = HY(Fy, 1*(Fy)) # 0 (voir le lemme
5.1.4.) implique que HY(SLy(Z),1?(SLy(Z))) # 0 .

3.3 HY(G, ) des groupes connexes moyennables

Dans cette section, nous allons établir un analogue du théoreme de Delorme
(3.1.1.) pour les groupes localement compacts connexes moyennables. Plus
précisément, nous allons montrer que la 1-cohomologie réduite d’un tel groupe
a valeurs dans une représentation irréductible est nulle sauf pour un nombre
fini de représentations irréductibles de dimension finie.

Rappelons tout d’abord un lemme classique :

Lemme 3.3.1. Soit G un groupe localement compact et soit w,p deux
représentations de G. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) ™® p a des vecteurs invariants non-nuls.
it) m et p ont des sous-représentations de dimension finie équivalentes .

La preuve est un résultat standard de théorie des représentations (on peut
par exemple se référer a [33], chapitre 1).
Rappelons encore plusieurs résultats de Guichardet ([16]).

Théoreme 3.3.2. Soit G un groupe localement compact, N un sous-groupe
normal fermé de G et m une représentation de G telle que 7|y = 1.

Alors :

i) Si A(G, N, ) désigne image de 'application de restriction de Z'(G, )
dans Z*(N,1), on a l'isomorphisme :

HY(G,7) = HY(G/N,7)® A(G, N, 7).

Notons que A(G, N, ) est contenu dans l'ensemble Homg(N, ) des
homomorphismes G-équivariants de N dans H..
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ii) Si N admet un supplémentaire topologique dans G (i.e. un sous-groupe

fermé H de G tel que G s’écrive comme le produit semi-direct N x H ),
alors A(G,N,m) = Homg(N, ) et donc

H(G,7) = H(G/N,#) @ Homg(N, ).

Si K désigne le sous-groupe normal fermé engendré par I'adhérence de la
réunion des sous-groupes compacts de N/[N, N|, notons V' = (N/[N, N])/ K.
Le groupe G agit par conjugaison sur N et fournit ainsi une action naturelle
de G sur V. Cette derniere factorise en une action de G/N sur V' que 'on
notera o. Comme tout morphisme continu f de N dans H, factorise en
un morphisme continu f de V dans H,, f appartient & Homg(N,7) si et
seulement si f vérifie

f(a(9)() = 7(9)(f(v))

pour tout g € G/N et pour tout v € V.

Dans le cas ou N est un groupe de Lie connexe, N/[N, N] s’identifie a
un groupe R"” x T* et par conséquent V = R"Dans ce cas, o est une
représentation réelle (non nécessairement unitaire) de G/N de dimension
finie. On a obtenu ([16]) :

Proposition 3.3.3. Si N est un groupe de Lie connexe, Homg(N, ) est
1somorphe a ’espace des applications R-linéaires de V dans H, qui entre-
lacent o et m.

Si (6, VC) désigne la complexifiée de (0,V), on peut également identifier
Homg(N,7) a lespace des applications C-linéaires de V© dans H, qui en-
trelacent o© et 7.

On en déduit alors sous les hypotheses de la proposition précédente (voir
[16], proposition 7 ii) et [37], Chap.I §2.VI)

Lemme 3.3.4. Si 7 est une représentation irréductible d’un groupe locale-
ment compact G, alors Homg(N, ) est non nul si et seulement si  est une
sous-représentation de o. En particulier, il n’y a qu’un nombre fini de telles
représentations.

Lemme 3.3.5. Soit ™ une représentation irréductible non-triviale de G. St

HYG,7) #0, alors 7| zq) = 1 et HY(G,7) 2 H(G/Z(G), ).
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Preuve. On considére m comme une représentation du produit G x Z(G).
Alors par le théoreme 1.2.13, m a des vecteurs Z(G)-invariants et donc par
irréductibilité, 7 est triviale sur le centre. On conclut en utilisant le théoreme
3.3.2, et la proposition 3.3.3. [

On est alors en mesure de démontrer le résultat principal de cette section :

Théoréme 3.3.6. Soit G un groupe de Lie connexe moyennable.
Les représentations irréductibles m de G pour lesquelles HY(G,m) # 0 sont
en nombre fini et de dimension finie, plus petite que la dimension (réelle) du

radical de G.

Preuve. Soit 7 une représentation irréductible de G telle que H(G, ) # 0.
Dans un premier temps, montrons que 7 est nécessairement de dimension fi-
nie.

Considérons RS la décomposition de Lévi de G : R est le radical et §
est semisimple (et donc compact par moyennabilité de G). Supposons par
contraposée que 7 est de dimension infinie. Alors la restriction 7|g n’a pas
de sous-représentation de dimension finie. En effet, s’il existait y une sous-
représentation de dimension finie alors, par le lemme 3.3.1, on aurait 7|p®X D
1. Par conséquent, Ind§(n|r @ X) = 7 @ Ind$X D Ag/r- Comme G/R est
compact, la représentation quasi-réguliere Ag/r a des vecteurs invariants
non-nuls. Alors par le lemme 3.3.1, 7 serait de dimension finie (car 7 est
irréductible).

Comme R est un groupe de Lie connexe résoluble et que 7|g n’a pas de sous-
représentation de dimension finie, HY(R, 7|g) = 0 par le théoreme 3.1.1. et
la proposition 1.2.7. Comme 7|r n’a pas de vecteurs invariants non-nuls, la
proposition 3.2.4. implique que HY(G, ) = 0.

Voyons alors qu’il n’y a qu’un nombre fini de représentations irréductibles de
dimension finie pour lesquelles H'(G, ) # 0.

Soit G le revétement universel de G. Si 7 est une représentation de G et si 7
est la représentation de G obtenue par relevement, alors H (G, 7) = HY (G, 7)
(voir [10]).

On peut donc supposer que G est simplement connexe. La décomposition de
Lévi de G est un produit semi-direct R x S. Soit alors 7 une représentation
irréductible de dimension finie de G. Par le théoreme de Lie, 7|z = 1.
Comme [R, R] est normal dans G, le théoréme 3.3.2. i) s’applique et livre

H(G,7) = H(G/[R, R], ) & A(G, [R. R, 7).
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Par le lemme 3.3.4, A(G,[R, R|,7) est non nul seulement pour un nombre
fini de représentations .

Il reste donc & voir que H(G/[R, R],7) est non nul seulement pour un
nombre fini de représentations irréductibles de dimension finie.

On a G/[R, R] = (R" x T*) x S car R est connexe. Si 7 n’a pas de vecteurs
non-nuls (R™ x Tk)—invariants, alors par la proposition 3.2.4. et par le fait
que HY(R™ x T*, ) = 0 pour toute représentation sans vecteurs invariants
non-nuls (voir [19]), on a H*(G/[R, R],7) = 0.

Dans 'alternative ou 7 a des vecteurs (R™ x T*)-invariants non-nuls, on a,
par irréductibilité, que 7|gn ey = 1.
Alors a nouveau par le théoreme 3.3.2. i), on a

HY(G/[R, R],7) = HL(S,7) ® A(G/[R, R], (R" x T%), 7).

Or, comme S est compact H(S,7) = 0 et par le lemme 3.3.4, I'espace
A(G/[R, R], (R™ x T*),7) est non-nul seulement pour un nombre fini de
représentations irréductibles de dimension finie, dont la dimension est plus
petite que la dimension réelle du radical R.

|

Exemple 3.3.7. Soit G = C" x U(n) le groupe des déplacements de C";
notons m la représentation irréductible de G dans C" donnée par

m(r,9) =g
Posons b(z,g) = x alors b définit un cocycle de Z'(G, ). En effet :

b((x,9)(y,h)) = blz+g(y),gh) =+ g(y)
= b(z,g) +m(z,9)b(y, h).

Or, ce cocycle ne peut pas étre limite de cobords, et donc ﬁ(G, ) # 0.

Cet exemple montre que, dans le théoréme, la borne sur la dimension des
représentations irréductibles ayant de la 1-cohomologie réduite non-nulle est
optimale.

Théoreme 3.3.8. Soit G un groupe localement compact connexe moyen-
nable. Alors les représentations irréductibles pour lesquelles H'(G,m) # 0
sont en nombre fini et de dimension finie.
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Preuve. Par le théoreme de Montgomery-Zippin (3.2.7.), il existe un sous-
groupe compact normal K de G tel que G/K soit un groupe de Lie. Si 7 est
une représentation irréductible de G, alors a nouveau deux cas se présentent :

i) Si 7|k n’a pas de vecteurs invariants non-nuls, alors comme K est
compact H'(K,7|x) = 0 et par le lemme 1.2.12, H'(G,7) = 0. Donc
HY(G,7) =0.

ii) Si 7|k a des vecteurs invariants non-nuls, alors par irréductibilité,
7|k = 1 et par le lemme 3.2.1, H'(G,7) = H'(G/K, 7). On conclut
alors par le théoreme précédent.

3.4 HY(G,n) et la propriété de Haagerup

Dans [§], les auteurs obtiennent une classification des groupes de Lie connexes
qui possedent la propriété de Haagerup. Ils démontrent qu’un tel groupe
est nécessairement localement isomorphe a un produit de la forme M X
SO(ny,1) X ... x SO(ng, 1) x SU(mq, 1) x ... x SU(my, 1), on M est un groupe
de Lie moyennable. En utilisant le résultat précédent et les résultats de De-
lorme ([10]) sur la 1-cohomologie des groupes SO(n,1) et SU(m, 1), nous
allons classifier les représentations irréductibles d’un groupe de Lie connexe
ayant la propriété de Haagerup qui possedent une 1-cohomologie réduite non-
nulle.

Nous aurons besoin du résultat suivant (Delorme [10]) :

Proposition 3.4.1. Soit G un groupe de Lie connexe d’algebre de Lie
so(n,1) ou su(n,1). Alors il existe au moins une représentation irréductible
et au plus deux ayant une 1-cohomologie non triviale.

En particulier, il existe au plus deux représentations irréductibles de SO(n, 1)
(resp. SU(n, 1)) pour lesquelles la 1-cohomologie réduite est non-triviale. On
obtient alors :

Théoreme 3.4.2.  Soit G un groupe de Lie connexe ayant la propriété de
Haagerup. Alors HY (G, ) = 0 pour toute représentation irréductible sauf un
nombre fini.
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Preuve. Comme dans le théoreme 3.3.6, on peut supposer GG simplement
connexe. Comme de plus G a la propriété de Haagerup, il est isomorphe a
un produit de la forme ([]])

P e N o

M x SO(ny,1) X ... x SO(ny, 1) x SU(my, 1) x ... x SU(my, 1).

Démontrons le résultat par récurrence sur le nombre de facteurs du produit.
Siil n’y en a qu'un, le résultat découle du théoreme 3.3.6. et de la proposition
3.4.1. Supposons qu’il y a n facteurs dans la décomposition de G en produit
et soit 7 une représentation irréductible de G.

Si m n’a pas de vecteurs invariants non-nuls pour aucun des facteurs, alors
HY(G,7) = 0 par le théoreme 1.2.13. Dans I'alternative ot 7 a des vecteurs
invariants non-nuls par un au moins des facteurs, notons N le produit des
facteurs ot 7 a des vecteurs invariants non-nuls. Par irréductibilité, 7|y = 1
et donc par le théoreme 3.3.2.

ﬁ(G, ) = ﬁ(G/N, 7) & Homg(N, 7).
On conclut alors par hypothese de récurrence et par le lemme 3.3.4. [

On peut alors, grace au théoreme 3.2.7, étendre sans peine ce résultat au cas
des groupes localement compacts connexes ayant la propriété de Haagerup.

Théoreme 3.4.3. Soit G un groupe localement compact connexe ayant la
propriété de Haagerup. Alors les représentations irréductibles pour lesquelles
HY(G, ) # 0 sont en nombre fini.

Preuve. Par le théoreme de Montgomery-Zippin (3.2.7.), il existe un sous-
groupe compact normal K de G tel que G/K soit un groupe de Lie. Si 7 est
une représentation irréductible de GG, alors a nouveau deux cas se présentent :

i) Si 7|k n’a pas de vecteurs invariants non-nuls, alors comme K est
compact H'(K, m|x) = 0 et par le lemme 1.2.12, H'(G,7) = 0. Donc
HY(G,7)=0.

ii) Si 7|k a des vecteurs invariants non-nuls, alors par irréductibilité,
mlx = 1 et par le lemme 3.2.1, H(G,7) = H(G/K,#). On conclut
alors par le théoreme précédent.
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3.5 HY(G,n) et la propriété (T) relative

Dans cette section, nous allons étudier la 1-cohomologie et la 1-cohomologie
réduite a valeurs dans les représentations irréductibles des groupes localement
compacts G possédant un sous-groupe normal fermé N tel que la paire (G, N)
a la propriété (T) relative.

Proposition 3.5.1. Soit G un groupe localement compact et N un sous-
groupe normal fermé tel que (G, N) a la propriété (T) relative. Soit encore
m une représentation irréductible de G. Alors on a ['alternative :

i) ou bien w|y n’a pas de vecteurs invariants non-nuls, et
HY (G,7)=HYG,m)=0;

i) ou bien w|y = 1 et on a les isomorphismes H*(G,7) = H*(G/N,n),
HY(G,m) = H(G/N,).

Preuve. Par définition de la propriété (T) relative, ’application de restric-
tion Res : H(G,n) — H'(N,7|x) est identiquement nulle. Donc si 7|y n’a
pas de vecteurs invariants non-nuls, le lemme 1.2.12. nous livre H!(G, 7) = 0.
Si 7|y a des vecteurs invariants non-nuls alors par irréductibilité, 7|y = 1,
et on applique le théoreme 3.3.2. qui nous livre les isomorphismes :

HY(G,7) = H(G/N,7) ® Im(Res : H(G,7) — H'(N, 1))

HY(G,7) = HY(G/N,n) @ Im(Res : H'(G,7) — H'(N, 1)).

Mais par hypothese le second sommand des membres de droite est nul.(voir
1.3.3.) [ ]

Remarque 3.5.2. En particulier, nous retrouvons le résultat bien connu
([28]) : si G/N a la propriété (T) et (G, N) a la propriété (T) relative alors
G a la propriété (T).

3.6 HY(G,r)des groupes localement compacts
connexes

Pour étudier la 1-cohomologie réduite des groupes localement compacts con-
nexes, nous allons dans un premier temps étudier les groupes de Lie connexes
et utiliser le théoreme 1.4.3. sous la forme :
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Théoreme 3.6.1. Soit G un groupe de Lie connexe non compact. Alors
soit G a la propriété de Haagerup soit il existe un sous-groupe normal fermé
non compact connexe N tel que la paire (G, N) a la propriété (T) relative et
ces deux propriétés s’excluent mutuellement.

Remarque 3.6.2. Dans [8] théoréme 4.0.1, dans lalternative ot G n’a pas
la propriété de Haagerup, il n’est pas précisé que le sous-groupe fermé N tel
que (G, N) a la propriété (T) relative est normal et connexe. Cependant un
examen attentif de la preuve (4.1.3.) montre que le sous-groupe construit par
les auteurs satisfait a ces propriétés.

On est en mesure d’obtenir :

Théoréme 3.6.3. Soit G un groupe de Lie connexe. Alors HY(G, ) est
nul pour toutes les représentations irréductibles sauf un nombre fini.

Preuve. Si G est compact alors il a la propriété (T) et l'assertion est
évidente. Supposons donc G non-compact et raisonnons par récurrence sur la
dimension de G. Si G a la propriété de Haagerup, on conclut par le théoréeme
3.4.2. Dans le cas contraire, le théoreme 3.6.1. nous assure 'existence d'un
sous-groupe normal non compact N tel que (G, N) a la propriété (T) relative.
Par la proposition 3.5.1, les représentations irréductibles m de G susceptibles
d’avoir de la 1-cohomologie réduite non-triviale, satisfont |y = 1 et dans ce
cas on a, par la proposition 3.5.1. :

HY(G,7) = HY(G/N, 7).
On conclut alors en raisonnant par récurrence grace a la connexité de N. B

En utilisant le théoreme de Montgomery-Zippin (3.2.7.) et en argumentant
exactement comme dans la preuve du théoreme 3.4.3, on obtient le

Théoréme 3.6.4. Soit G un groupe localement compact connexe. Alors les
représentations irréductibles pour lesquelles H' (G, m) # 0 sont en nombre

fini.

Preuve. Par le théoreme de Montgomery-Zippin (3.2.7.), il existe un sous-
groupe compact normal K de G tel que G/K soit un groupe de Lie. Si 7 est
une représentation irréductible de G, alors deux cas se présentent :
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i) Si m|x n’a pas de vecteurs invariants non-nuls, alors comme K est
compact H'(K,7|x) = 0 et par le lemme 1.2.12, H'(G,7) = 0. Donc
HY(G,7)=0.

ii) Si w|x a des vecteurs invariants non-nuls, alors par irréductibilité,
7|k = 1 et par le lemme 3.2.1, H'(G,7) = H(G/K, 7). On conclut
alors par le théoreme précédent.

De cette étude, on obtient le :

Théoreme 3.6.5. Soit G un groupe localement compact connexe.
Supposons que G n’a pas la propriété (T). Alors il existe une représentation
irréductible © avec HY(G, ) # 0.

De plus, toute représentation irréductible non triviale 7w satisfaisant a cette
propriété factorise en une représentation irréductible o d’un groupe H 1iso-
morphe & PO(n,1), PU(m,1) ou a un groupe moyennable non-compact et
non-nilpotent telle que HY(H, o) = HY(G, ) # 0.

Preuve. L’existence d'une telle représentation provient du théoreme 1.3.8.
Si la seule représentation irréductible ayant une 1-cohomologie réduite non
triviale est la représentation triviale alors on s’arréte ici (voir le chapitre 5
pour comprendre annulation de HY(G,1) = H'(G,1)). Soit alors 7 une
représentation irréductible non-triviale de G avec HY(G,7) # 0. Par le
théoreme de Montgomery-Zippin, il existe un sous-groupe K normal com-
pact de G tel que Gy = G/K est un groupe de Lie. Comme H(G,7) # 0,
7 factorise par Gy et HY(G, m) = HY(Gy, ) # 0. Comme Gy est un groupe
de Lie connexe qui n’a pas la propriété (T), il existe un sous-groupe normal
fermé non cocompact N tel que G = Go/N possede la propriété de Haage-
rup, 7|y = 1, et H{(Gy,7) = HY(Gy, ) # 0.

En effet, si Gy a la propriété de Haagerup, l'assertion est claire. Sinon, il
existe un sous-groupe normal fermé connexe Ny de Gy tel que (Gy, Ny) a la
propriété (T) relative. Par la proposition 3.5.1, 7|y, = 1 et HY(Go/Ny, ) =
HY(Go,m) # 0. Si Gy/Ny a la propriété de Haagerup, on s’arréte. Sinon,
comme Go/Ny n’a pas la propriété (T), on applique les mémes raisonne-
ments que ceux ci-dessus. Puisque la dimension diminue a chaque étape (Vg
est connexe), le procédé s’arréte et le quotient final ne peut pas avoir la pro-
priété (T), donc est non compact.

Notons 7 la représentation définie sur le revétement universel de Gy, é\;
Par [10], HY(Gy, 7) & HY(Gy, ) # 0. Par le théoréme de classification 1.4.3,
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Gy est un produit de groupes SO(n, 1), et/ou SU(n, 1) et/ou moyennables
(simplement connexes). Par le théoreme 1.2.13, 7 est triviale sur au moins
un facteur. Mais par la proposition 3.3.3. (appliquée ici & ¢© = 1), comme
7 n’est pas la représentation triviale, 7 est triviale sur tous les facteurs sauf
un, que I'on notera H. On a de plus H(G, ™) = HY(H,7) #0. Cependant,

(lemme 3.3.5.), 7 est triviale sur le centre de H. Notons alors H = H/Z(H).

A nouveau par 3.3.3, on conclut que H'(H,7) = H'(H,7) # 0.Comme 7 est
irréductible et non-triviale, H ne peut pas étre nilpotent.

Par construction, GG se surjecte sur H, et 7 est triviale sur le noyau de cette
surjection ; de plus 7 et 7 coincident sur H. Ainsi HL(Gy,7) = HY(H,7) # 0
et par construction, H est isomorphe soit & un PO(n,1), PU(n,1) ou & un
groupe moyennable. [

3.7 Application en analyse harmonique

Soit G un groupe de Lie connexe unimodulaire et soit (M, v) une variété lisse
connexe non-compacte sur laquelle G agit différentiablement transitivement
en respectant une mesure (o-finie) v. Si p désigne une mesure de probabi-
lité sur G, nous dirons qu'une fonction lisse f sur M est p-harmonique si
= [, f( )du(q) (ot - désigne I'action de G sur M).
Rappelons que si (Xl, ..., X,,) est un systeme de Hérmander de champs de
vecteurs lisses G-invariants (c.-a-d. une famille de champs de vecteurs lisses
telle que en tout point, l'algebre de Lie qu’ils engendrent est I'espace tan-
gent tout entier), alors le gradient d’ une fonction f € C>®(M) est défini par

Vi=(X1f,...,X.f) et que |Vf| = Z]Xﬂ %

Sur G, il existe toujours un systeme de Hormander G-invariant pour la multi-
plication a droite. Ainsi puisque G agit différentiablement et transitivement,
on en déduit un systeme de Hormander G-invariant sur M.

Lemme 3.7.1. Soit M une variété, (X1,...,X,) un systeme de Horman-
der et v : [0,a] — M un chemin différentiable sur M tangent au systéme de
Hérmander avec ||y (t)|| < 1. Pour f € C®(M), on a l'inégalité suivante :

F(r(@)) — F(3(0))] < / V(3 (8))]dt.
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Preuve. On a, pour t € [0,q] :
Fo@) = 1600 = | [ Zro@
< / df (7' (8) | d.

k
De plus, si on écrit +/(t) = Zai(t)Xi(fy(t)), on a, puisque df ) (Xi(v(t))) =

Xif(v(t)) :

k
df, (') = |Zai(t)Xif(7(t>)‘
< W @IIG)
< Vf(v(®)]
D’ou la conclusion. [ |

Finalement, f € C*(M) est dite d’intégrale de Dirichlet finie, si
[V fl|22(a) < 00. Nous désignerons par 7 l'action de G sur C*°(M) définie

par 7(g) f(x) = f(g~" - x).

Lemme 3.7.2. Soit f une fonction lisse sur M d'intégrale de Dirichlet
finie. Alors, pour tout h € G, il existe a = a(h) > 0 telle que

|7 (R)f = fllzeuw) < a- |V Il

Preuve. Soit h € G et soit 7y [O a] — G un chemin absolument continu

tel que v(0) = e, y(a) = h, et 7/(¢ Zal X;(v(t)) p-p. avec Za

(existe toujours; voir [55] 111.4). Comme l'action est dlfferentlable et par in-
variance du systeme de Hormander on applique le lemme au chemin ¢ +—
y(t)~! -z et on obtient I'inégalité :

F ) — f(o)] < / V) )l
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Ainsi, par Cauchy-Schwarz, |f(h™! -z 7)|* < a/ IV f(vy - x)|?dt.

Soit alors (K,),>1 une suite croissante de compacts telle que UK” =M.
n>1
On a, pour tout n :

/| )~ )P <o /| n [ vt oPdavia)
of [19raeopda)
Fubini a/oa/M|Vf(7(t)_1~x)]2dv(x)dt

IN

< a/ / |V f(z)|*dv(x)dt
o Jum
< dVIlz
Ainsi, on peut conclure que ||7(h)f — flla < a- ||V f]]2. |

Théoreme 3.7.3. Soit G un groupe de Lie connexe unimodulaire agissant
transitivement différentiablement sur une variété M connexe non-compacte
lisse munie d’une mesure v (o-finie) en préservant la mesure et soit i une
mesure de probabilité sur G a support compact symétrique engendrant G.

Si HY(G, L*(M,v)) = 0, alors les seules fonctions lisses sur M d’intégrale
de Dirichlet finie qui sont p-harmoniques sont les constantes.

Preuve. Notons L?(M) = L*(M,v). Soit D(M) l'espace quotient suivant :
{fec=M)|llx(g)f — fllz <ocVg € G}/C

Considérons la structure pré-hilbertienne sur D(M) donnée par || f ||2D( )
Jollm(@) f — fHLQ(M 11(q). Notons que D(M) est séparé car ||f|[3,, =
si et seulement si 7(g)f = f, Vg € supp(p), si et seulement si w(g)f = f,
Vg € G (car supp(u) engendre G), si et seulement si f est constante (car
l’action est transitive).

Soit i I'injection canonique de C*°(M) N L*(M) dans D(M). Pour tout f €
D(M), nous noterons par 6( f) le cocycle algébrique donné par g — 7(g)f—f.
Ce cocycle est faiblement mesurable, et donc par [16], il est continu pour la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact (on utilise ici le fait
que G est séparable).

Par hypothese, 6(f) est presque un cobord. Comme C*®(M) N L*(M) est

o
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|| |lo—dense dans L?(M), il existe une suite (&,),>; de COO( ) N LA(M)
telle que 0(f)(g ) = lim"*" 7 (g9)&, — &, Ainsi, fGHw (f — &) — (f —

n—0o0o

Ellzandu(q) — "0 et on conclut que i(&,) — f dans D(M). En d’autres
termes, i(C®(M) N L?*(M)) est dense dans D(M).
Donc i(C*(M) N L?*(M))* = 0, car D(M) est séparé.

Calculons cet orthogonal :

fei(C=(M)n LA(M))*

& Jo < p(@)f = flp(@)é — & >2du(q) =0, V€ € C°(M) N L*(M)
Jo <p@)f = Flp(@)§ > dula) — [o < pla)f — f€>2du(g) =0,

Ve € C(M) N L2(M)

o Jo < f=pl@"f1E>2du(q) = [ <plq)f = fI€>2dulq) =0,
VE € (M) N L2(M)

& =2 [, <plg)f - f]é >, du(q) =0, V¢ € C*(M) N L3(M)(p symétrique )

& < Ja(pla) f — fdu()|£>2=0 VéeC“’(M)ﬂLQ(M)

VN Jo(pla) f — fdu()

& pr )fdu(q) = f

& Jo Fla™ - x)dulq) = f(),VSIJEM

L’orthogonal de i(C*(M) N L?*(M)) n’est donc rien d’autre que les fonctions
de D(M) qui sont p-harmoniques.

Soit alors f une fonction lisse d’intégrale de Dirichlet finie. Par le lemme,

7 (9) f = flle2an < a(@)||V fllL2n), Vg € G.

Ainsi, une telle f est (modulo les constantes) dans D(M). Donc si f est
p-harmonique et d’intégrale de Dirichlet finie, alors elle est constante. |

On obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.7.4. Si G est un groupe de Lie connexe ayant la propriété
(T) agissant transitivement différentiablement sur une variété M connexe
non-compacte lisse munie d’une mesure invariante v et si ji est une mesure
de probabilité a support compact symétrique engendrant G, alors les seules
fonctions lisses sur M d’intégrale de Dirichlet finie qui sont p-harmoniques
sont les constantes.

Dans le cas ou GG agit par translation sur lui-méme, on obtient :
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Corollaire 3.7.5. Soit G un groupe de Lie connexe unimodulaire tel que
HY(G, L*(G)) = 0 et soit pi une mesure de probabilité sur G a support compact
symétrique engendrant G.

Alors les seules fonctions lisses sur G d’intégrale de Dirichlet finie qui sont
p-harmoniques sont les constantes.

En utilisant le théoreme 3.2.9, on a encore :

Corollaire 3.7.6. 5i G est un groupe de Lie connexe unimodulaire moyen-
nable, et si p est une mesure de probabilité a support compact symétrique
engendrant G, alors les seules fonctions lisses d’intégrale de Dirichlet finie
qui sont p-harmoniques sont les constantes.



Chapitre 4

lI-cohomologie des produits

amalgamés et des extensions
HNN

4.1 Introduction

Nous nous intéressons ici a la cohomologie non-réduite de produits amalgamés
de groupes discrets de la forme I' = I'; x4 I'5. Cette étude est motivée, en vue
du lien entre le premier nombre de Betti-L? d'un groupe discret et 1'espace
de 1-cohomologie réduite a valeurs dans la représentation réguliere, par le
théoreme suivant ([6]) :

Théoréme 4.1.1.  Soit 'y x4 I'y un produit amalgamé. Si 6?2)(A) =0 (ie.
A est infini) et si by (T'1) = bjy(T'2) = 0 alors by (I'y %4 T'2) = 0.

Dans le paragraphe suivant, nous allons étudier de maniere plus générale la
cohomologie des produits amalgamés. Il en découlera une preuve tres simple
du théoreme 4.1.1. dans le cas ou les groupes I'; (i = 1, 2) ne sont pas moyen-
nables. Nous nous intéresserons ensuite au cas des extensions HNN et des
actions sur les arbres.

Dans le dernier paragraphe, nous allons décrire le défaut cohomologique de
propriété (T) d'un produit amalgamé de deux groupes de Kazhdan. Ceci est
motivé par les considérations suivantes.

Définition 4.1.2. Un groupe localement compact G posséde la propriété
(FA) si toute action sans inversion de G sur un arbre T posséde un point
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fize.

On a la caractérisation suivante, due a J.-P. Serre :

Proposition 4.1.3. Un groupe dénombrable T a la propriété (FA) si et
seulement st

i) T' n'est pas un amalgame ;
i) abélianisé T est fini;
iir) T est de type fini.
De plus, Y.Watatani ([58]) a montré que tout groupe possédant la propriété
(T) a la propriété (FA). Pour une autre preuve de ce résultat on pourra

se référer au chapitre 6, théoreme 6.3.3. On en déduit alors immédiatement
qu'un produit amalgamé n’a pas la propriété (T).

4.2 1-cohomologie des produits amalgamés

Proposition 4.2.1. Soit I'1,I'y deux groupes discrets et A un groupe $’in-
jectant dans T'; (i = 1,2) par les homomorphismes 6; (i = 1,2) et soit (7, Hr)
une représentation de I'y x4 Iy telle que m|4 n’a pas de vecteurs invariants
non nuls.

St HY (T, w|r,) = 0 pour i = 1,2 alors H(T'y %4 Ty, 7) = 0.

Preuve. Soit b un cocycle de Z'(I';x 4Ty, 7) ; montrons que c¢’est un cobord.
Par hypothese, la restriction de b au sous-groupe I'y (resp. I's) est un cobord.
En d’autres termes, il existe & (resp. n) dans H, tel que :

bip,(7) = w(v)€§ =& Vy el
et

blp,(v) = w(y)n —n, Vy € Is.

De plus, comme 6 (a) = 02(a) dans T'; x4 'y, on a pour tout a € A, b(0;(a)) =
b(0s(a)) et donc w(01(a))(& —n) — (£ —n) =0, Va € A.

Par hypothese, 7|4 n’a pas de vecteurs invariants et donc £ = 1. On conclut
donc que b(y) = w(y)§ — &, pour tout v € I'y UTs. Or, I'; U Ty engendre
I'y x4 'y, et donc b est un cobord. [ |
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Corollaire 4.2.2. Soit I'1,I'y deux groupes discrets de type fini non moyen-
nables et A un groupe infini s’injectant dans I'; (i = 1,2) par les homomor-
phismes 0; (i=1,2).

Si b%Q)(Fl) = b%m(l—‘g) = 0 alors b%Q)(I‘l x4 ['9) = 0.

Preuve. Comme les groupes I'y, I's, sont non moyennables, I’hypothese
implique que H'(T';, A\r;) = 0 pour ¢ = 1,2 et donc H'(T';, Aryu 1, r;) = 0
pour ¢ = 1, 2. Grace au fait que A est infini, on peut appliquer la proposition
précédente et conclure. [ |

Remarque 4.2.3. Le théoreme 4.1.1. se reformule, en vue du théoréme
2.1.2, de la maniere suivante :

Soit I'1,I'y deux groupes discrets de type fini et A un groupe infini s’injectant
dans T; (i = 1,2) par les homomorphismes 6; (i = 1,2). Si HY(T';, \p,) = 0
pour ¢ = 1,2 alors ﬁ(Fl k4 ['ay Arya,ry) = 0.

Cependant, la preuve que nous avons présentée ne s’adapte a priori pas a la
cohomologie réduite.

Remarque 4.2.4. La réciproque du corollaire précédent est fausse. En ef-
fet, considérons SLg(Z[%]) vu comme réseau dans SLa(R) x SLy(Q,).

Par la proposition 5.2 de [51], H'(SLy(R) X SLa(Qp), AsL,(R)xSLa(@y) = 0
et donc Hl(SLg(Z[%]), Aspyzt)) = 0. Or on a Uécriture :

1
P

2 ) telles que ¢ = 0 mod p.

Mais H'(SLy(Z), As1yz)) # 0 car ce groupe est virtuellement libre (voir
lemme 5.1.4.).

. . . . a
ou A est le sous-groupe infini des matrices ( .

On a toutefois le résultat suivant :

Proposition 4.2.5. Soit m une représentation du produit amalgamé
[y x4 [y telle que H' (A, w|4) = 0.
Si HY(T'y %4 Ty, ) = 0 alors HY(T'y, 7|p,) = HY(Ty, 7|r,) = 0.

Preuve. Par contraposée, supposons sans nuire a la généralité que
HYTy,w|r,) # 0. Soit alors b € Z(T'y, w|p,) \ BY(T'y, 7|, ). Par hypothese, il
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existe un vecteur ¢ dans 'espace de représentation tel que b(a) = m(a)€ — &,
Va € A. Définissons :

7 b(g) Vg eIy
b(q) —
D={ - voer:
b est alors un cocycle de Z1(T'y x4 T'y, ), qui ne sera pas un cobord puisque
b n’en était pas un. Ainsi, H*(T'y %4 Ty, 7) # 0 |
D’ou :

Corollaire 4.2.6. Soit A un groupe dont l'abélianisé contient un élément

sans torsion et soit ™ une représentation du produit amalgamé I'y x4 I'y telle
que H' (A, m|4) = 0. Alors :

H' Ty %4 Ty,7) =0« HY Ty, 7|p,) = H' (I, 7|p,) = 0.

Preuve.

=" Immédiat par la proposition précédente.

7<" On utilise la proposition 4.2.1. car les hypotheses impliquent que 7|4 n’a
pas de vecteurs invariants. En effet, si 7|4 avait des vecteurs invariants
non nuls, on pourrait écrire 7|4 = 1 @ 0. Mais alors, H' (A, |4) =
HY(A,0)®H'(A,1) # 0 car 'hypothese sur A implique que H'(A,1) #
0 (voir proposition 5.2.2.)

|

La proposition 4.2.5. et le corollaire 4.2.2. impliquent :

Corollaire 4.2.7. Soit I'|,I's deuz groupes discrets de type fini non moyen-
nables et soit A un groupe de type fini non moyennable tel que b%z)(A) = 0.
Alors :

6%2)(11 * A FQ) =0¢& bé)(rl) = bé) (FQ) = 0.

Remarquons de plus que, dans le corollaire 4.2.2, I'hypothese ” A infini” est
nécessaire. En effet, un groupe de type fini qui s’écrit comme produit amal-
gamé au-dessus d'un sous-groupe propre fini possede au moins deux bouts
(voir par exemple [27]). On conclut alors par le corollaire 1 de [3], que la 1-
cohomologie a valeurs dans la représentation réguliere d'un tel groupe n’est
jamais nulle.

Ceci démontre le :
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Corollaire 4.2.8. Soit I' un produit amalgamé de la forme I'y x4 'y, avec
HY T, Ar,) =0, (i =1,2). Alors :

HY(T,\r) =0 < A infini.

Dans le cas ou I'; (i = 1,2) sont de type fini et non moyennables, ceci est
équivalent a :

Si bl (1) = b}

(2y(I'2) = 0 alors

bipy(I') = 0 < A infini,

Ce résultat se généralise de la maniere suivante :

Proposition 4.2.9. Soit m une représentation du produit amalgamé
[y %4 Dy telle que HY(Ty, mwlp,) = 0, (i = 1,2) et telle que |r, n'a pas de
vecteurs invariants non nuls (i = 1,2). Alors

HYT 4Ty, 7) =0 < |4 na pas de vecteurs invariants non nuls.

Preuve.
7«<" Immédiat par la proposition 4.2.1.

7=" Par contraposée : Soit { un vecteur invariant non nul pour 7|4. On
définit alors un cocycle de Z'(T'y x4 I'y, 7) par

_ w9 —-¢& vgeT
b<g)_{0 VgEF;

Alors b ainsi défini ne peut pas étre un cobord. En effet, s’il existe 7
tel que b(g) = 7(g)n — n, alors les hypotheses sur = impliquent que
n = & d'une part, et n = 0 d’autre part. Mais ¢ est non nul. Donc
HYTy 4 Ty, 7) # 0.

|

4.3 1-cohomologie des extensions HNN

Proposition 4.3.1. Soit A un sous groupe d’un groupe I' et soit
0:A— 0(A) CT un monomorphisme. Soit encore ™ une représentation de
HNN(T, A,0) telle que 7|4 n'a pas de vecteurs invariants non nuls.

St HY(T,w|r) = 0 alors H'(HNN(T, A, 0),7) = 0.
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Preuve. Notons ¢ la lettre stable de I'extension HNN (i.e 6(a) = tat™!,
Va € A). Soit b e ZY(HNN(T', A, 0), ).
Par hypothese, la restriction de b a I' est un cobord. Il existe donc un vecteur
¢ € 'H, tel que

b(v) =m(7)§ —§ Wy el

Comme b(f(a)) = b(tat™'), Va € A, on obtient en utilisant la relation de
cocycle que, pour tout a € A,

(1 =m(0(a)))b(t) = (1 = 7(6(a)))(w(t)§ — ).

Ainsi comme 7|4 A 1, on conclut que b(t) = 7(t)¢ — £. Et donc, comme
{t} UT engendre 'extension HNN, b est un cobord. |

Grace a la reformulation du théoreme 4.1.1, ce résultat reste valable en co-
homologie réduite pour la représentation réguliere. Plus précisément :

Proposition 4.3.2. Soit A un sous groupe infini d’un groupe I' de type fini
et soit 0 : A — 0(A) C T un monomorphisme.
Si Hl(F7 /\F) =0 alors Hl(HNN(F, A, 0), )‘HNN(F,A,G)) =0.

Preuve. §Si l'extension HNN est moyennable, on fera appel au théoreme
2.1.8. Dans le cas contraire, on peut écrire I’extension HNN comme produit
semi-direct G x Z avec G non moyennable, ou G est limite inductive des
groupes Lo x4 ', T g4 (Doxa ), (T1 %4 (To*aly))%als, ete... Iei Iy =T
pour tout ¢ € Z. En utilisant le théoreme 4.1.1. et le théoreme 2.1.2, on
obtient, puisque G est non moyennable, H'(G, Agnn|g) = 0. Comme G est
normal dans le produit semi-direct, on conclut par la proposition 1.2.12, que

HY ((HNN(T, A, 0), \unnw.ae) = H(HNN(T, A,0), \unnrag) =0 N

Tout ceci se reformule grace au théoreme 2.1.8. :

Corollaire 4.3.3. Soit A un sous-groupe infini d’un groupe I' de type fini
et soit 0 : A — 0(A) C T' un isomorphisme.
Si b%Q)(F) =0 alors b%Q)(HNN(I‘, A, 0))=0.

Remarquons que la réciproque de ce corollaire est fausse. En effet, considérons
M un variété hyperbolique compacte de dimension trois qui fibre sur le cercle
(X — M — S') et soit A = m (M), T = m(2). On a la suite exacte
1T —A—Z—1letA=HNN(,T,0) =T xgZ. Alors bjy(A) = 0 et

bl (1) 0.
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La proposition suivante établit sous des hypotheses plus fortes, la réciproque
de la proposition 4.3.1.

Proposition 4.3.4. Soit A, ', 0 comme dans la proposition précédente et
T une représentation de l’extension HNN associée.
Si 7| anoca) n'a pas de vecteurs invariants non nuls et si H'(A,w|a) = 0, alors

HYT,7lr) =0« HY(HNN(T, A,0),7) =0.

Preuve.
”=" Immédiat par la proposition 4.3.1.

”?<" Montrons que H'(T', 7r|r) = 0. Soit donc b € Z'(T', 7r|r). Par hypothese,
il existe un vecteur £ tel que b(a) = A(a)§ — &, pour tout a € A. De
plus I'hypothese implique que H'(0(A), 7]g(a)) = 0. Il existe donc 7 tel
que b(f(a)) = w(6(a))n —n. Or, pour tout o« € ANO(A), m(a)(§ — 1) —
(¢ —n) =0. Donc, £ =n.

Définissons alors un cocycle de Z'(HNN(T, A, 0), ) par

> | blg) VgeTl
b<g)_{ﬂ(t)£—§ sig=t

En effet, I'action affine & associée & b, satisfait bien : &(6(a)) = a(tat™?),
Ya € A.

Par hypothese, ce cocycle est un cobord et donc b est un cobord de
ZY T, |r).

A nouveau, on peut reformuler :

Corollaire 4.3.5. Soit A, I, § comme dans la proposition précédente avec
I' et A de type fini .
Si ANG(A) est infini, A est non moyennable et b%Q)(A) =0, alors

bipy(I') = 0 < by (HNN(T', A, ) = 0.
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4.4 Actions sur des arbres

En vue de la théorie de Bass-Serre, les résultats des sections précédentes nous
amenent au :

Théoréme 4.4.1.  Soit I" un groupe discret de type fini agissant (sans inver-
sion) sur un arbre avec stabilisateurs des arétes infinis. Si les stabilisateurs
des sommets ont un premier nombre de Betti-L? nul, alors I aussi.

Preuve. Par la théorie de Bass-Serre, I' est le groupe fondamental dun
graphe de groupe (G,Y). Y est un graphe et G un systeme de groupes tel que
les groupes des arétes sont infinis et les groupes des sommets ont un premier
nombre de Betti-L? nul. Distinguons :

1) SiY est un segment, alors I' est un produit amalgamé satisfaisant les
hypotheses du théoreme 4.1.1. On en conclut donc que b%Q)(I’) =0.

2) Si Y est une boucle, alors I' est une extension HNN satisfaisant aux
hypotheses du corollaire 4.3.3. et & nouveau, b%Q)(F) = 0.

3) SiY est fini. On argumente alors pas induction sur le nombre n d’arétes.
Pour n > 0, on choisit une aréte et on la contracte. Plus précisément :
Si cette aréte est un segment, de groupes de sommets I'y, ['s et de groupe
d’aréte A, on la remplace par un sommet de groupe associé I'y %415 et si
cette aréte est une boucle, de groupe de sommet I', et de groupe d’aréte
A, on la remplace par un sommet de groupe associé HNN(I', A, 0).
Cette opération laisse invariant le groupe fondamental et on obtient un
graphe a une aréte de moins. On utilise alors 'hypothese d’induction
et les items 1) et 2) pour conclure.

4) Dans le cas général Y est réunion croissante de sous-graphes finis et on
utilise la proposition 2.1.6. pour conclure.

4.5 Le défaut cohomologique de propriété (T)
des produits amalgamés
Nous allons dans ce paragraphe décrire les représentations d’un produit

amalgamé de deux groupes ayant la propriété (T) qui ont un espace de 1-
cohomologie non nul.
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Théoréme 4.5.1. Soit 'y, I'y deux groupes ayant la propriété (T), soit A
un sous-groupe s’injectant dans ces deux groupes et soit ™ une représentation
du produit amalgamé I'y x4 I's. On a alors la classification suivante :

i) Sim|a n'a pas de vecteur invariant non nul, alors H (T x4 Ty, m) =0 ;

i) Simla a des vecteurs invariants non nuls, alors

HYTy %4 Ty, 1) = 0 Ha = Hy + Ho

ou Hy désigne l’espace des vecteurs A-invariants et H; désigne [’es-
pace des vecteurs I';-invariants. St de plus w elle-méme n’a pas de vec-
teurs invariants non nuls, cette somme est une somme directe (non-
orthogonale).

Preuve.

i) Ce n’est rien d’autre que la proposition 4.2.1.

11) b :>77

Soit & un vecteur non nul de H, et définissons un cocycle de
ZY Ty x4 Ty, ) par :

] 0 Vgel
bl9) ‘{ r(g)E—€ Vg e,

Par hypothese, il existe 1 tel que b(g) = w(g)n —n, Vg € T’y %4 5.
Ainsi, n € Hy et £ —n € Ha. Ce qui conclut car £ =n+ (£ —n).
Si m n’a pas de vecteurs invariants non-nuls alors H; N Hy = {0} ;
d’ou 'unicité d’une telle décomposition.
Soit b € Z'(T'y %4 'y, w). Comme les facteurs ont la propriété (T),
il existe & tel que b(g) = 7(9)& — &, Vg € T; (i = 1,2). Alors
& — & est A-invariant. Donc, on peut écrire : & — & = 01 + 0,
avec 0; € H; (i =1,2).
Posons n = & + 0,. Alors w(g)(& —n) — (& —n) = 0, pour tout
g€l (i =1,2). On conclut donc que b s’écrit comme le cobord
() —n. Dot HY(Ty %4 Ty, m) =0

|
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Chapitre 5

lI-cohomologie réduite et
groupes hypercentraux

5.1 Introduction

Une caractérisation de la propriété (T) pour un groupe localement compact
peut étre donnée en terme d’annulation des espaces de 1-cohomologie a co-
efficients dans une représentation unitaire sur un Hilbert. Plus précisément,
rappelons le théoreme de Delorme-Guichardet :

Théoreme 5.1.1. Soit G un groupe localement compact o-compact. Alors
G a la propriété (T) de Kazhdan si et seulement si H'(G,m) = 0, pour toute
représentation unitaire ™ de G

De cette caractérisation surgit une question naturelle : A-t-on la caractéri-
sation suivante : G a la propriété (T) si et seulement si H'(G,7) = 0 pour
toute représentation unitaire w de G 7

Bien entendu, puisque H'(G,7) = 0 implique que H(G, 7) = 0 quelle que
soit la représentation 7, une des implications est évidente.

Par contre la réciproque est fausse, comme le montre I'exemple bien connu
suivant :

Exemple 5.1.2. Considérons le groupe

r=z/2z

1€EN
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Ce groupe est abélien et on a, pour toute représentation w de T, ﬁ(F, ) =0.
En effet, soit (7, H,) une représentation de T et b € ZY(T', ) un cocycle et
montrons que b est presque un cobord.

n
On peut écrire I' comme réunion croissante des sous-groupes I',, = @ 727,
=0

(n € N). Puisqu’ils sont finis, tous les I'; ont la propriété (T) et donc la
restriction de b a T, est un cobord. Plus précisément, comme H*(Tp, 7|p, ) =
0, il existe &, € H, tel que b(g) = w(9)&, — &n, Vg € T,y Notons b, le cobord
de BY (T, ) donné par &,. On a alors

16(9) = ba(g)l — O

Et donc b € BT, ).

Cependant on rappelle le remarquable résultat de Y.Shalom ([51]) suivant :

Théoréme 5.1.3.  Soit G un groupe localement compact séparable et com-
pactement engendré. Alors G a la propriété (T) si et seulement si HY(G, ) =
0, pour toute représentation unitaire ™ de G.

Ce résultat répond a une conjecture de Vershik-Karpushev ([57]). Remar-
quons toutefois que la cohomologie réduite se comporte différemment de la
cohomologie non réduite, comme le montre I’exemple suivant :

Exemple :
Considérons le groupe libre de rang 2, Fy =< x,y >, alors :

Lemme 5.1.4. ([16]) Pour toute représentation unitaire w, H'(Fy, ) # 0.

Preuve. FEn effet, une représentation du groupe libre 7 est la donnée de
deux unitaires, 7(z), 7(y), sur un méme espace de Hilbert H. On a alors
un isomorphisme bicontinu entre I'espace des cocycles Z'(Fy, 7) et H & H
donné par b — (b(x),b(y)) (voir [16]). Ainsi, B!(F,, 7) s’identifie & 'image de
lapplication ¥, : H — H®H, & — (w(2)é=E&, 7(y)E—E). Done HY(Fy, 71) = 0
si et seulement si v, est surjective. Supposons alors par ’absurde que v est
surjective. Alors, pour tout 7 € H non nul, il existerait £ € H (non nul) tel
que 7(z)§ — & = n. De plus, 7(y)¢ — & # 0, car la surjectivité de ¢ implique
I'injectivité de m(y) — 1 :

m(y)§ —&=0

<&|mly HC—-(¢>=0,VCeH

£
¢ = 0 par surjectivité de )
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Ainsi, (1,0) ne peut pas étre dans I'image de 9. [ |

D’autre part :
Lemme 5.1.5. 1l existe une représentation = de Fy avec HY(Fy, 7) = 0.

Preuve. En effet, en reprenant les notations de la preuve du lemme précé-
dent, il suffit de trouver deux opérateurs unitaires 7(z), 7(y) tels que I'image
de T'application v soit dense dans H @ H. Ceci est équivalent a demander :

(m(z)~ == (r(y) " —DE=n=£=0.

Considérons I'espace de Hilbert L?([0, 27]) et soit (e, )n>1 la base hilbertienne
trigonométrique. En posant Ae, = exp(—n?)e,, on définit un opérateur borné
autoadjoint sur L?([0, 27]) dont I'image est constituée de restrictions de fonc-
tions entieres a l'intervalle [0, 27r]. Définissons alors un opérateur unitaire sur

L*(]0, 27]) par :

ve ={ ) 5 reh

Ainsi, Im(VAV-Y) NnIm(A) = {0}.

Ces opérateurs étant autoadjoints, on considéere les opérateurs unitaires 7 ()~
et m(y)~! définis par leurs transformées de Cayley, c.-a-d. m(z)™' = (1 —
iA)(1+iA) et m(y) ™t = (1 — VAV H(1 +4iVAVH~7L On aura alors :

1

Im(m(z)™' = 1) N Im(x(y) ™ — 1) = Im(VAV ") N Im(A) = {0}
Ce qui implique H(Fy,7) = 0. |

La question qu’on se pose alors est la suivante : Pour un groupe localement
compact non-compactement engendré, quelle information nous livre la pro-
priété "HY(G,m) = 0, pour toute représentation unitaire 7 de G” 7

Tout d’abord remarquons que 'exemple 5.1.2. se généralise :

Lemme 5.1.6. Soit G un groupe localement compact qui s’écrit comme
réunion croissante de sous-groupes ouverts G, (n > 1) ayant la propriété
(T).

Alors pour toute représentation (7, Hy) de G, HY(G, 1) = 0.
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Preuve. L’idée est la méme que celle présentée dans 'exemple 5.1.2.

Si (7, H,) est une représentation de G et b un cocycle de Z'(G, ), alors la
restriction de ce cocycle aux sous-groupes G,, est un cobord; i.e pour tout
n, il existe &, € H, tel que b(g) = w(9)&, — &n, Vg € G,. A nouveau, si
b, € BY(G, ) est donné par &,, on a

16(g) — balg)] "5 0

n—0o0o

car tout compact K de G est contenu dans G,,, pour n assez grand. Et donc

HY(G,7)=0. [

Il est donc naturel de conjecturer :

Conjecture 5.1.7. Soit G un groupe localement compact. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

i) Pour toute représentation unitaire = de G, HY(G,7) =0;

ii) G est réunion croissante de sous-groupes ouverts ayant
la propriété (T).

Remarquons que le cas ou G est compactement engendré est couvert par le
théoreme 5.1.3. Lorsque G est moyennable, la seconde assertion de la conjec-
ture est équivalente a dire que G est réunion de sous-groupes ouverts relati-
vement compacts.

Nous allons démontrer en particulier cette conjecture pour les groupes hy-
percentraux discrets.

5.2 L’annulation de ’espace H!(G, 1)

Dans cette section, nous allons nous intéresser a I'espace H!(G,1). Remar-
Y Y
quons qu’on a les égalités :

HY(G,1) = H(G,1) = Hom(G, C) = Hom(G*,C) = H*(G™, 1)

oll G est I'abélianisé séparé de G, i.e. le quotient de G par la fermeture du
sous-groupe engendré par les commutateurs. Dans ce qui suit A désignera un
groupe localement compact abélien, et nous noterons la loi de composition
additivement. De plus si S est un sous-ensemble de A, < S > désignera le
sous-groupe engendré par S dans A.
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Lemme 5.2.1. Soit g € A, Hy un sous-groupe ouvert de A et ®y: Hy — R
un homomorphisme continu. Posons H =< Hy U {g} >. Alors il existe un
homomorphisme continu ® : H — R qui prolonge ®y.

Preuve. On distingue deux cas :

1) Si < g > NHy = {0}, alors tout élément de H peut étre écrit de
maniere unique sous la forme h + ng, avec h € Hy et n € Z. 1l suffit
alors de poser ®(h + ng) = ®y(h).

2) Si < g>NHy# {0}, soit k le plus petit entier positif tel que kg € H,.
alors tout élément de H peut étre écrit de maniere unique sous la
forme h+ng avec h € Hy et 0 < n < k—1. On pose alors ®(h+ng) =
Do(h) + FPo(kg).

Dans les deux cas, on montre que ® ainsi défini sur H est un homomorphisme
continu qui prolonge . [

La proposition qui suit étend au cas des groupes localement compacts le fait
bien connu suivant :
S1 ' est un groupe discret alors :

HYT,1) = 0 < I est un groupe de torsion.

Si de plus T est de type fini, ceci est équivalent o la finitude de T'?.

Proposition 5.2.2. Soit A un groupe abélien localement compact. Les as-
sertions sutvantes sont équivalentes :

i) Tout sous-groupe cyclique de A est relativement compact ;
ii) Tout sous-groupe cyclique infini de A est non discret ;
iii) Hom(A,R) =0;
iv) H'(A,1)=0.
St de plus A est compactement engendré, ceci est encore équivalent a :

v) A est compact.

Preuve.
i) = 4i) Trivial.
i1) = iii) Montrons que tout homomorphisme continu ® : A — R est nul. Soit

g € A un élément de A. Si g est d’ordre fini alors clairement ®(g) = 0.
Si g est d’ordre infini, notons H le sous-groupe fermé engendré par g.
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Par le théoreme 2.3.2 de [49], H doit alors étre compact. Ainsi ¢(H) =
0, ce qui implique que ®(g) = 0.
i1i) = 1) Par contraposée, supposons qu’il existe g € A engendrant un sous-
groupe non-relativement compact. Soit alors K un voisinage compact
du neutre dans A avec g € K, et notons Hy =< K >. Alors Hj est un
sous-groupe ouvert compactement engendré. Donc, par le théoreme 9.8
de [22], il existe n,m entiers positifs tel que Hy soit topologiquement
isomorphe au produit R™ x Z™ x F' ou F est un groupe compact abélien.
Ainsi, il existe &y : Hy — R homomorphisme continu non-nul.
Soit alors £ I’ensembles des paires (H;, ®;), ou H; est un sous-groupe
ouvert contenant Hy et ®; : H; — R est un homomorphisme continu
prolongeant ®,. Cet ensemble est ordonné par la relation naturelle :
(H;, ®;) = (Hj,®;) si et seulement si le graphe de ®; est contenu
dans celui de ®;. (£,=) est non-vide ordonné et inductif puisque la
réunion croissante de sous-groupes ouverts est un sous-groupe ouvert.
Ainsi, par le lemme de Zorn, il existe un élément maximal de &£, disons
(Hmaz, Prmaz)- De plus le lemme 5.2.1 implique que H,,,, doit étre A
tout entier, et donc Hom(A,R) # 0
i11) < iv) Immédiat.

Finalement, si A est compact, A satisfait trivialement aux assertions i) a iv).

Si A est compactement engendré alors & nouveau par le théoreme 9.8 de [22],

il existe m, m entiers positifs tel que A soit topologiquement isomorphe au

produit R" x Z™ x F ou F est un groupe compact abélien. Mais si A satisfait

a 1i1), alors nécessairement n et m sont nuls et A est compact.

5.3 Les groupes hypercentraux

Rappelons la notion de groupes hypercentraux :
Pour un groupe localement compact, on définit la série centrale ascendante
transfinie par induction transfinie de la maniere suivante :

- Ny = {1}
- Soit o un ordinal, et pour tout 8 < «, notons pg I’application quotient

de G sur G/Ng. On définit alors :
+ Sia=p%, N, = pgl(Z(G/N/g));

+ Si a est un ordinal limite, N, = U Ng.

B<a




5.3. LES GROUPES HYPERCENTRAUX 79

Remarquons que cette suite croissante se stabilise a partir d’'un certain ordinal
(qui dépend de la cardinalité de G) et posons ZZ(G) = U N,.
(6%

On a alors la définition :

Définition 5.3.1. Un groupe localement compact G est hypercentral si et
seulement si ZZ(G) = G.

Citons une classe d’exemples importante :

Exemple 5.3.2. Tout groupe nilpotent est hypercentral. Il suffit d’observer
les définitions. Cet exemple justifie l'utilisation de la terminologie ”groupes
nilpotents généralisés” pour les groupes hypercentraux.

D’autres exemples sont donnés par (voir [48]) :

Exemple 5.3.3.

1) Soit (N;);>1 une famille dénombrable quelconque de groupes nilpotents.
Alors @Nj est hypercentral.
j>1
Remarquons qu’un tel groupe n’est pas nilpotent si les rangs de nilpo-
tence des N; croissent a l'infini.

2) Le 2-groupe localement dihédral, qui est donné par le produit semi-direct
@Z/ZJZ X 7/27, ot laction est donnée par le passage a l'inverse, est
j>1
hypercentral.

Proposition 5.3.4. Soit G un groupe localement compact et soit ™ une
représentation irréductible de G telle que T|zze) # 1. Alors H'(G, m) = 0.

Preuve. Soit o« = min{y ordinaux ||y, 7# 1}. Alors a n’est pas un ordinal
limite par définition des N, et donc il existe un ordinal prédécesseur 3, et on
am|n, = 1.
Soit alors b € Z'(G, ) et montrons par induction que b factorise par G/Ng
(ie b|ln, =0) :
- Si (3 est un ordinal limite, alors ’assertion est immédiate par continuité.
- Si B = ~*, considérons z € Z(G/N,) et g € G/N,. Par hypothese, b
factorise par G/N,. On a alors

m(9)b(2) +b(g) = b(g2) = b(zg) = m(2)b(g) + b(2).
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D’ou I'égalité : 7(g)b(z) — b(z) = m(2)b(g) — b(g). Or, comme 7|y, = 1,
on a 7(z) = 1 et on conclut que b(z) est fixe par 7 et donc, b(z) =0

car w est irréductible et non triviale.
Ainsi, b|y, = 0.

Soit alors zp € Z(G/Ng) tel que m(zp) # 1. On a, pour tout g € G/Ng,
m(g)b(z0) — b(z0) = (7(29) — 1)b(g). Or, comme 7 est irréductible, le lemme
de Schur nous assure que 7(zg) — 1 est un scalaire non-nul, et donc

b(20)

b(Q) = W(Q)(ﬂ_(gQ) 1 - 7_(_(2:0) —1

est un cobord. [ |

D’ou le corollaire :

Corollaire 5.3.5. Soit G un groupe localement compact hypercentral.
Sont équivalents :

i) HY(G,n) = 0 pour toute représentation irréductible ;

ii) Tout sous-groupe cyclique de G® est relativement compact.

Preuve.
i) = 4i) Immédiat par la proposition 5.2.2, et par le fait que H(G,1) = HY(G, 1).

it) = 1) Il suffit de combiner la proposition précédente et la proposition 5.2.2
en utilisant le fait que, sous notre hypotheése, ZZ(G) = G.

Remarque 5.3.6. FEn vue des résultats sur la cohomologie des intégrales
directes de représentations ([16]), les assertions équivalentes de la proposition
précédente sont, dans le cas ot G est séparable (ce qui est vrai si on se
restreint aux ordinauz dénombrables), encore équivalentes d : ii’) HY(G, ) =
0 pour toute représentation.

Une autre approche est, en vue des résultats de [30], de supposer le groupe
compactement engendré afin d’avoir [’équivalence avec l’assertion ii’). Mais
cette hypothese est bien trop restrictive ici.

Dans le cas ot G est un groupe hypercentral discret nous verrons dans le
paragraphe suivant (corollaire 5.4.8.) que l'assertion ii’) est équivalente aux
assertions 1) et ii).
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5.4 Le cas des groupes discrets localement
nilpotents

Rappelons tout d’abord :

Définition 5.4.1. Un groupe discret I' est localement nilpotent si tout sous-
groupe de type fini de I' est nilpotent.

Des exemples évidents de groupes localement nilpotents sont donnés par
les groupes nilpotents (non nécessairement de type finis). Une autre classe
d’exemples moins évidents est donnée par la proposition suivante ([31]) :

Proposition 5.4.2. Tout groupe discret hypercentral est localement mnil-
potent.

Nous aurons besoin par la suite de deux propriétés des groupes localement
nilpotents :

Lemme 5.4.3. Soit I' un groupe localement nilpotent et désignons par T
I’ensemble de ses éléments de torsion. Alors T est un sous-groupe normal de
[ et le quotient I'/T est un groupe sans torsion.

Preuve. Lelemme est un fait bien connu dans le cas des groupes nilpotents
(voir [24]). Dans notre cas, comme la seule assertion non évidente est le fait
que T est un sous-groupe, il suffit de remarquer que :

Si g, h € T alors le sous-groupe engendré par g et h est nilpotent, et donc gh
est d’ordre fini. [ ]

Le lemme suivant est inspiré du lemme 4 de [47] :

Lemme 5.4.4. Soit I un groupe localement nilpotent tel que I'/Z(T") a un
centre non trivial.

Alors T est un groupe de torsion si et seulement si I' est un groupe de
torsion.

Preuve. La suffisance est évidente. Démontrons la nécessité par contra-
posée :

Par le lemme précédent, on peut supposer que I' est sans torsion (quitte &
quotienter par le sous-groupe des éléments de torsion). Notons p 'application
quotient de I' sur I'/Z(I"). Par hypothese, il existe un élément g non central
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du second centre p~*(Z(T'/Z(T))). Alors I'application de I sur le centre Z(T")
donnée par x — [z, ¢] est un homomorphisme non trivial qui factorise par
I'abélianisé 1'%, Mais alors I'® ne peut pas étre un groupe de torsion puisque
Z(T") est sans torsion. [

Rappelons alors une propriété cohomologique des groupes nilpotents ([16]) :

Théoréme 5.4.5.  Soit I' un groupe nilpotent et m une représentation uni-
taire sans vecteur invariant non nul. Alors HY(I',7) = 0.

Remarquons que ce théoreme est une conséquence de la proposition 5.3.4.

Le théoreme suivant est une généralisation de ce résultat a la classe des
groupes localement nilpotents :

Théoreme 5.4.6. Soit I' un groupe localement nilpotent dénombrable et
une représentation unitaire de I' telle qu’il existe un sous-groupe de type fini
Iy avec w|r, 2 1. Alors HY(I',7) = 0.

Preuve. Soit I';, (n > 0) une suite croissante de sous-groupes de type finis
avec UF” = T". Alors par définition de Ty, w|r, 5 1, Vn > 0.

n>0
Par le théoreme 5.4.5, HL(T,,, 7|r,) = 0, pour tout n > 0. On conclut alors
par la proposition 2.1.7. [ |

Ce théoreme nous permet d’établir un analogue du corollaire 5.3.5, pour une
famille de groupes localement nilpotents :

Théoreme 5.4.7. Soit I' un groupe localement nilpotent dénombrable tel
que Z(I'/Z(T")) soit non trivial. Sont équivalents :

i) HY(T,7) = 0, pour toute représentation unitaire T ;
it) T' est localement fini;

iii) T' est un groupe de torsion.

Preuve. Les assertions i) et i) sont équivalentes puisqu'un groupe nil-
potent finiment engendré de torsion est nécessairement fini.

L’implication ii) = i) découle immédiatement du lemme 5.1.6. Supposons
donc que ﬁ(f‘, 7) = 0, pour toute représentation unitaire w. En particulier,
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HY(T',1) = 0. Donc, par la proposition 5.2.2, I'% est un groupe de torsion.
On applique alors le lemme 5.4.4. pour conclure. |

Comme un groupe hypercentral est localement nilpotent (proposition 5.4.2.),
on en tire le :

Corollaire 5.4.8. Soit I' un groupe hypercentral dénombrable.
Sont équivalents :

i) HY(T,7) = 0 pour toute représentation unitaire irréductible.
i) HY(T',7) = 0, pour toute représentation unitaire T ;
ii1) T est localement fini ;

iv) T est un groupe de torsion.

Preuve. Les trois dernieres assertions sont équivalentes par le théoreme
précédent, puisque I' est localement nilpotent et satisfait a I’hypothese sur
le second centre (& moins que le groupe ne soit abélien, au quel cas les
équivalences sont évidentes).

L’équivalence entre i) et iv) découle du corollaire 5.3.4. et du lemme 5.4.4.

Remarque 5.4.9. Toute la preuve repose sur le lemme 5.4.4. Dans le
cas général (sans Uhypothése sur le second centre), on ne peut pas espérer
démontrer implication i) = ii)” du théoréme, en utilisant comme seule
information cohomologique, le fait que H'(T',1) = 0. En effet, I’énoncé du
lemme 5.4.4. n’est plus valable car il existe des groupes localement nilpotents
parfaits sans torsion (et méme a centre trivial). Citons les groupes de McLain
(voir par exemple [48]) : Ce sont des analogues infinis des groupes de matrices
triangulaires strictement supérieures. Donnons-en une breve description :

Considérons l’espace de Hilbert complexe 1?(Q) et notons {vy}req une base

hilbertienne. Pour A\, € Q, A\ < u, on définit un opérateur ey, sur I*(Q)

par :
o v — v, Siv=A\
M0 siv£EN

Le groupe de McLain M(C) est défini comme le groupe des transformations
linéaires engendré par les éléments de la forme 1 + zey, avec A\, p € Q et
z € C. On sait que M(C) est un groupe localement nilpotent parfait sans
torsion.
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Chapitre 6

Espaces a murs mesurés,
propriété de Haagerup et
propriété (T)

6.1 Introduction

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en commun avec P.-A. Cherix et
A Valette.

Un groupe localement compact G a la propriété de Haagerup s’il vérifie les
propriétés équivalentes suivantes :

e (G possede une action isométrique, métriquement propre, sur un espace
de Hilbert affine;

e il existe une fonction continue 1: G — R qui est conditionnellement
de type négatif et propre (c.-a-d. limy_,o 9 (g) = 00).

Voir [8] pour d’autres caractérisations et de nombreux exemples de groupes
ayant la propriété de Haagerup.
La notion d’espace a murs a été dégagée par Haglund et Paulin (dans [20]).

Définition 6.1.1. Soit X un ensemble et M une famille de parties de X .
Pour M dans M, on appelle mur la partition de X donnée par {M, M} o
M¢€ est le complémentaire de M dans X.

Une partie de X est appelée demi-espace, si elle apparait dans une des par-
titions décrite par M. Nous noterons S l’ensemble des demi-espaces.

Pour z et y dans X, on note w(x,y), l'ensemble des demi-espaces de S qui

85
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séparent x et y, c.-a-d.

w(z,y)={Se€S |zeSety¢sS ouyecSetx¢S}

Le couple (X, M) est un espace 4 murs si, pour toute paire x,y de points
distincts de X :
0 < #w(z,y) < 0.

Exemple 6.1.2. Soit T = (V, E) un arbre. Toute aréte orientée e, d’origine
e_ et d’extrémité e, définit une partition de V' en deux classes, a savoir

Vo ={zeV]dz,e ) <d(x,e.)}

et
Ve, ={zeV|dx,er) <d(z,e_)}.

On obtient alors une structure d’espace a murs, avec w(x,y) = 2d(x,y) pour
tout z,y € V.

Soit (X, M) un espace a murs et G un groupe localement compact. Munissons
le groupe X x des permutations de X de la topologie de la convergence simple.
Une action de G sur (X, M) est un homomorphisme continu G — X x dont
I'image laisse invariant I’ensemble S des demi-espaces.

On dit que l'action de G sur (X, M) est propre s'il existe o € X tel que

lim #w(xg, gzro) = +00.
g—00

La proposition suivante, due & Haglund, Paulin et Valette ([]], pp 117-118)
établit un lien entre les actions propres sur des espaces a murs et la propriété
de Haagerup.

Proposition 6.1.3. Si un groupe localement compact G agit proprement
sur un espace a murs alors G a la propriété de Haagerup.

Cette proposition sera redémontrée comme cas particulier du théoreme 6.1.6.
ci-dessous.

Un question ouverte est de savoir si la réciproque de la proposition 6.1.3. est
vraie pour les groupes discrets. Ce probleme, que nous ne résoudrons pas,
nous a amené a généraliser la notion d’espaces a murs, et a introduire la
notion d’espaces a murs mesurés. L’idée est de munir ’ensemble des demi-
espaces d'une mesure réelle p (pas nécessairement finie) telle que pour tout
x et y dans X la mesure de w(z,y) soit finie et non-nulle. Précisément :



6.1. INTRODUCTION 87

Définition 6.1.4. Un espace a murs mesurés est la donnée d’un ensemble
X, dune famille de murs M sur X, et d’une structure (S,B,pn) d’espace
mesuré sur l'ensemble S des demi-espaces, telle que, pour toute paire de
points distincts de X :

w(z,y) € B et 0 < p(w(z,y)) < co.

Un groupe localement compact G agit sur l’espace a murs mesuré (X, M, S, B, i)
s’il existe un homomorphisme continu G — X x dont limage laisse invariant
I’ensemble S, la o-algeébre B, et la mesure pu.

Remarquons qu’un espace a murs mesurés (X, M,S, B, ) est un espace
métrique pour la distance

dm(r,y) = pw(z,y))

(I'inégalité triangulaire résulte de w(x,y) C w(x, z) Uw(z,y)).
Cette distance s’appelle métrique des murs. Nous dirons donc qu’une action
de G sur (X, M, S, B, ) est propre s'il existe zo € X tel que

lim dq(xo, gro) = 00

g—

Un espace a murs au sens de la définition 6.1.1. est en particulier un espace a
murs mesurés, ou la mesure sur les demi-espaces est la mesure de comptage.

Exemple 6.1.5. (Robertson [{4)]) Soit G = O(n,1). Alors G agit sur l'en-
semble des sous-variétés totalement géodésiques de codimension 1 (hyper-
plans) de Uespace hyperbolique réel X = H;. Robertson démontre que [’es-
pace des hyperplans est muni de maniére naturelle d’une mesure G-invariante
telle que, si [x,y]| désigne l'unique segment géodésique de HE reliant x et y,
la mesure des hyperplans coupant [x,y| est un multiple non nul de la distance
entre x et y. (Cette égalité est appelée formule de Crofton). On définit alors
les demi-espaces de maniére évidente a partir des hyperplans (un hyperplan
définissant de deuz maniéres un demi-espace ouvert et un demi-espace fermé)
et on munit cet ensemble de la mesure (G-invariante) induite par celle sur
les hyperplans. La mesure des demi-espaces séparant deux points x ety est le
double de la mesure de l’ensemble des hyperplans coupant [z,y]. On obtient
donc une action propre de G sur un espace a murs mesurés.

La notion d’espaces a murs mesurés permet d’établir le
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Théoreme 6.1.6. Soit G un groupe localement compact.

i) Si G agit proprement sur un espace a murs mesurés, alors G a la pro-
priété de Haagerup.

ii) Si G est discret, la réciproque est vraie.

Rappelons qu’un groupe localement compact o-compact G a la propriété (T)
s’il vérifie les conditions équivalentes suivantes :

e Toute action isométrique de GG sur un espace de Hilbert affine possede
un point fixe.

e Toute fonction continue, conditionnellement de type négatif sur G est
bornée.

(voir [28] pour cette équivalence, d’autres caractérisations, et des exemples).
Nous reformulons en terme d’actions sur des espaces a murs mesurés, la
caractérisation dynamique de la propriété (T) due a Robertson et Steger
[45].

Théoreme 6.1.7. Soit G un groupe localement compact o-compact.

i) Si G a la propriété (T) alors toute action de G sur un espace a murs
mesurés, a toutes ses orbites bornées pour la métrique des murs.

ii) Si G est discret, la réciproque est vraie.

Les théorémes 6.1.6. et 6.1.7. sont démontrés dans la section 6.2.

Dans la troisieme section, nous montrons qu’un arbre réel porte naturel-
lement une structure d’espace & murs mesurés (Proposition 6.3.3.). Nous
redémontrons un résultat de point fixe pour les actions d’un groupe discret
ayant la propriété (T) ([1],p.286) :

Théoréme 6.1.8. Si [ est un groupe discret ayant la propriété (T), toute
action isométrique de I' sur un arbre réel X, possede un point fixe.

Finalement, nous utiliserons le théoreme 6.1.7. pour caractériser la propriété
(T) d’un produit en couronne de deux groupes discrets.

6.2 Preuves des théorémes 6.1.6. et 6.1.7.

Le lemme suivant est un cas particulier du lemme 6.2.1. de [§]. Nous en
rappelons la courte preuve.
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Lemme 6.2.1. Soit I' un groupe discret et ¢ : I' — R* une fonction
conditionnellement de type négatif. Il existe une fonction v/ : I' — RT,
conditionnellement de type négatif, telle que

i) V' (g) =0 si et seulement si g=1;
ii) Y — 1) est bornée.

Preuve. Soit Ar la représentation réguliere gauche de T' sur I2(T), et 6, la
fonction caractéristique du neutre de I'. La fonction

V' (g) =(g) + |Ar(g)dr — &>
fait affaire. |

Preuve du théoréme 6.1.6. :

i) Soit (X, M,S,B, ;1) un espace a murs mesurés sur lequel G agit pro-
prement.
Soit ¥y € X. Notons E,, = {S € § | vy € S}. Si xg,, désigne la
fonction caractéristique de E,,, alors la fonction ¢ définie sur G par :

V(9) =l XEay = XEye, ||%2(S,u)

vérifie ¥(g) = u(w(zo, gxo)) done, est une fonction conditionnellement
de type négatif propre.

ii) Si G est un groupe discret avec la propriété de Haagerup, par le lemme
6.2.1, il existe une fonction ¢ conditionnellement de type négatif propre
sur G telle que ¥(g) = 0 si et seulement si g = 1. Soit alors
S =1{0,1}%\{(...,0,0,0,...), (..., 1,1,1,...)} Pensemble des parties non
vides et non pleines de GG. Le point central de la preuve est donné par le
résultat suivant de Robertson et Steger [45] : il existe sur S une mesure
p, borélienne réguliere G-invariante telle que p(S;AS,) = /¥ (g~1h),
ot Sg = {(2y)yer €S | zg =1}

On définit une structure d’espace a murs mesurés sur G de la maniere
suivante : les murs seront donnés par {A, A°} ou A est une partie de G,
non vide et non pleine. Les demi-espaces associés sont donnés exacte-
ment par les éléments de S. 1l suffit alors de remarquer que la différence
symétrique S;AS), est exactement I'ensemble w(g, h) des demi-espaces
séparant g et h. De plus, comme 1) ne s’annule qu’au neutre, p(w(g, h))
est non nul (et fini) pour tout g # h (g,h € G).

Finalement, l'action par translation de I' sur lui-méme préserve les
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demi-espaces, et comme 1) est propre, on a p(w(zo, grg)) — o0.

g—oo

D’ou la conclusion. [ |

Remarque 6.2.2. On sait qu’'un groupe moyennable o-compact a la pro-
priété de Haagerup ([8], 1.2.6.). Le théoreme 6.1.6. montre en particulier que
tout groupe moyennable discret dénombrable agit proprement sur un espace
a murs mesurés. Il n’est pas clair qu’un tel groupe agisse proprement sur un
espace a murs.

Exemple 6.2.3. Un groupe localement fini dénombrable (un tel groupe est
donc moyennable) agit proprement sur un espace a murs.

En effet, si G est la réunion strictement croissante de sous-groupes finis H,,
avec Hy = {1}, on définit les murs comme les partitions {gH,,G \ gH,}
(9 € G, n>0); donc, une classe latérale de H,, et son complémentaire.
Comme deuz points x,y sont dans H, pour n assez grand, il n’y a qu’un
nombre fini de classes latérales de Hy (0 < k < n) qui séparent x et y. Ce
nombre est non nul car Hy = {1}.

Enfin, comme la suite est strictement croissante, si g appartient a H, \ H,_1,
il y a au moins n murs qui séparent 1 et g. Donc l’action est propre.

Remarque 6.2.4. La seconde partie du théoréeme 6.1.6. donne une ca-
ractérisation de la propriété de Haagerup pour les groupes discrets. Nous
ne savons pas si celle-ci reste valable pour des groupes localement compacts
o-compacts arbitraires.

Preuve du théoréme 6.1.7. :

i) Si G agit sur un espace a murs mesurés (X, M,S, B, i), on a vu dans
la section précédente que 1(g) = p(w(wo, gro)), pour zo € X, définit
une fonction conditionnellement de type négatif sur G. Comme G a la
propriété (T), celle-ci est bornée, ce qui signifie exactement que 'orbite
de x( est bornée pour la métrique des murs.

ii) Soit ¥ une fonction conditionnellement de type négatif sur G et mon-
trons qu’elle est bornée. Par le lemme 6.2.1, on peut supposer que
¥(g) > 0 pour g # 1. Comme dans la preuve du théoreme 6.1.6, il
existe sur {0,1}¢\ {(...,0,...), (..., 1,...)} une mesure G-invariante
telle que \/¥(g9) = 1(SzASys,) pPour zo € I'. On se rappelle alors
que S,AS), = w(g,h) pour la structure d’espace a murs donnée par
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toutes les parties non vides et non pleines de GG. Grace a 'hypothese,
on conclut donc que ¥ est bornée. [

6.3 Exemples et applications

6.3.1 Espaces a murs et arbres réels

Dans cette section nous commencons par décrire une structure d’espace a
murs mesurés sur un arbre réel.

Rappelons tout d’abord quelques notions sur les arbres réels :

Un arc dans un espace métrique X est un sous-ensemble homéomorphe
a un intervalle compact de R. Un segment dans X est un sous-ensemble
isométrique a un intervalle de R.

Définition 6.3.1. Un arbre réel est un espace métrique (X, d) tel que deux
points distincts x,y appartiennent & un unique arc [x,y], qui de plus est un
segment fermé.

Dans tout ce qui suit, X désigne un arbre réel. Fixons z € X. Parmi tous les
segments ouverts |z, y[ (y € X), définissons une relation ~ en posant

Je, yl~Jer, 2l ], ylne, 2[4 0.

Ceci définit clairement une relation d’équivalence. Une classe pour cette re-
lation est appelée germe de segments en x.

Nous noterons T'X I'ensemble des couples (z,0) ou & € X et o est un germe
de segments en x. Soit 7 : TX — X, (z,0) — =z la projection canonique.
Pour z et y dans X, x # y, nous posons

L,={(z,0) e TX |z € [x,y], |z, y[€ 0}
Nous appelons section locale un ensemble de la forme 1, ; de plus nous dirons

que d(z,y) est la longueur de I, .
Notons B la o-algebre de parties de T X engendrées par les sections locales.

Lemme 6.3.2. [l existe sur B une mesure p telle que p(1,,) = d(z,y) pour
tout x,y € X.
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Preuve. La preuve est tres semblable a celle de I'existence de la "mesure
de Lebesgue” sur X, définie sur la o-algebre engendrée par les segments de
X (voir proposition 3 dans [54]). On considere 'anneau R des parties de
TX, engendré par les sections locales. C’est donc I’ensemble des réunions
disjointes finies de sections locales. Si B € R, choisissons une dissection finie
de B en sections locales, et définissons p(B) comme la somme des longueurs
de ces sections locales. Cette définition est alors indépendante de la dissection
choisie.
Si (By)n>1 est une suite d’éléments de R, deux a deux disjoints, avec U B, €
n>1
R, les propriétés de la mesure de Lebesgue sur R impliquent : -

u(\JB.) = S u(B,).

n>1 n>1

Le théoréme d’extension des mesures ([21],§13,A) permet alors d’étendre
de facon unique en une mesure o-additive sur la o-algebre B. [ |

Si (z,0) € TX, on construit une partition de X en deux classes, appelée mur
associé a (x,0) :
M(w,a) = {y e X | ]xay[e U}
M, 5y =X\ M0

(z,0)

Proposition 6.3.3. Soit X un arbre réel. L’ensemble T X muni de la me-
sure p définit sur X une structure d’espace a murs mesurés avec

plw(z,y)) = 2d(z,y).

Preuve. Soit z,y € X, v # y. Si M., € w(x,y), on a soit x € M,
et y e M /z,o) soit I'inverse. Analysons le premier cas. De la structure des
triangles dans X, on voit que z € [y, z[, et en fait 'ensemble des (z,0) tels
que x € M, et y € M’Z’U) n’est autre que la section locale I,,. Donc,

plw(e,y)) = pllye) + plley) = 2d(z, y). u

Ceci fournit une nouvelle preuve du fait que la distance sur un arbre réel est
un noyau conditionnellement de type négatif (voir [5], ou [28], proposition 9,
chap. 6))

Comme la mesure p sur T'X est clairement invariante par le groupe d’isométries
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I'som(X), on déduit de ci-dessus que toute action d’un groupe de Kazhdan
sur X, possede une orbite bornée. Si X est complet, on en tire I'existence
d’un point fixe dans X ([28], proposition 11, chap. 6).

Dans un arbre réel, la notion de projection sur un sous-arbre fermé, découle
de la proposition suivante (voir [53]) :

Proposition 6.3.4. Soit 11, 15 deux sous-arbres fermés d’un arbre réel X,
dont ['intersection est formée d’au plus un point. Alors il existe un unique
point x € Ty et un unique point y € Ty, tel que TiN|[x,y] = {x} et ToN[z,y] =

{y}.

La projection de y sur un sous-arbre fermé 7' est alors définie en appliquant
la proposition précédente a Ty = T et T = {y} : c’est 'unique point = de T
tel que TN [z,y] = {z}.

Dans la fin de cette section, nous voulons montrer que si on s’intéresse aux
actions d'un groupe de Kazhdan discret, on peut obtenir le méme théoreme
de point fixe sans supposer X complet.

Rappelons que le complété X d’un arbre réel X est encore un arbre réel
([35], Cor. 11.1.10). Pour g € Isom(X) notons X9 (resp. X°) Pensemble des
points fixes de g dans X (resp. X). Pour A C X, on note Adh(A) I'adhérence
de A dans X.

Lemme 6.3.5. Pour g € Isom(X), X’ = Adh(X9).

Preuve. X' est fermé dans X et contient X9, donc X’ D Adh(X9). Mon-
trons la réciproque : soit y € X°. Pour z € X, soit z la projection de y sur
le segment [z, gx] de X.

Comme gly, z] = [y, gz], on a d(z, z) = d(z, gz) et gz = z. Donc [z,y] € X".
Mais comme z € X9, on voit que y € Adh(XY) [

Lemme 6.3.6. Soit X1, ..., X,, des sous-arbres fermés de X. Sont équivalents :
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i) ﬂX £0 i) ﬁAdh(Xi) £0.

Preuve. i) = ii) : Trivial.
i1) = i) : Soit x € ﬂAdh(Xi). Fixons 2y € X et notons x; la projection de
=1

xo sur X; (donc aussi sur Adh(X;)). Pour i =1,...,n, on a [zg, z;] C [xg,x].
Soit y celui des x; qui est le plus proche de x. Comme [z;,z] C Adh(X;) N

[z, x], pour i = 1,...,n,onay € ﬂXi. [ |
i=1

Proposition 6.3.7. Soit I' un groupe de type fini agissant par isométries
sur X. Sont équivalents :

i) I' a un point fire sur X ;
ii) Toute orbite de T sur X est bornée;

iii) Une orbite de I sur X est bornée.

Preuve. i) = ii) et ¢i) = 4ii) sont immédiats.

I1 suffit donc de montrer que si une orbite de I' est bornée alors I' a un point

fixe.

Soit S une partie génératrice finie de I'. Comme I a une orbite bornée sur X,

I'ensemble des points fixes de I' sur X est non vide ([28], 10, chap.3). Ainsi,

() +# X = ﬂys = ﬂAdh(Xs) par le lemme 6.3.5. De plus, par le lemme
seS seS

6.3.6, on a ﬂX * # (). Comme S engendre I' ceci implique que I" a un point
ses

fixe sur X. [ |

Exemple 6.3.8. Soit X [” arbre réel suivant :
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€3
T2
T1
Zo

La distance entre un sommet du niveau n et un sommet adjacent du niveau
n~+ 1 vaut par définition 27". Notons X,, le sous-arbre obtenu en supprimant
tous les descendants du sommet x,,.
Soit F,, = {g € Isom(X)|g(y) =yVy € X} ; F,, est un sous-groupe fini de
Isom(X) et F,, C Fyq. Soit ' = UF”

n>0
Toute orbite de I" sur X est bornée (car en fait diam(X) = 4), mais I’ n'a
pas de point fixe global sur X.
Cet exemple montre que la proposition 6.3.7. devient fausse sans [’hypothese
que le groupe est de type fini.

Preuve du théoréme 6.1.8. :

Le théoreme 6.1.7. et la proposition 6.3.3. montrent que I' a une orbite bornée
sur X. Comme I" est de type fini ([28], lemme 10 chap.1), la proposition 6.3.7.
assure ’existence d’un point fixe. [ |

6.3.2 Produits restreints d’espace a murs mesurés et
produit en couronne de groupes

Définition 6.3.9. Soit (X;, M, B;, Si, i, 20), i > 1, une famille d’espaces
a murs mesurés pointés. Le produit restreint des ensembles X; (i > 1) est

X ={(zi)i>1 € HXZ|.:1:Z = 2¥ pour tout i sauf un nombre fini}
i>1

Notons p; : X — X; la projection sur le i-eme facteur. On définit un ensemble
de murs sur X par :

M =T]p7 (M),

i>1
Notons B la o-algebre engendrée par LL;>1B; et o l'unique mesure sur S telle
que fil 15,y = pii (oU on identifie P H(S)) et Si).
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Alors (X, M, B, S, 1) est un espace & murs mesurés, appelé produit restreint
des espaces a murs mesurés {(X;, M, By, pi, 29) bis1.
Notons que pour x = (2;)i>1, Y = (Yi)i>1 deux points de X, on a

p(w(ey)) =Y e ys)

i>1

(Remarquons que la somme de droite ne comprend qu’un nombre fini de
termes non nuls.)

Soit I', H deux groupes discrets infinis et considérons leur produit en cou-
ronne H1I' = @,epH x I' (Paction est donnée par le shift a gauche sur les
indices).

Supposons que H agisse non trivialement sur un espace a murs mesurés
(X, Mx,Bx,Sx, itx) (une telle action existe toujours par le point i) de la
preuve du théoreme 6.1.6.).

Soit xy un point base de X qui n’est pas pas un point fixe et définissons une
action de H I sur le produit restreint

{(xy), € 1_[X|JU7 =xo p.p.t. y €T}
T

par
((hy)ys ) = () = (hy - Tge )5

On vérifie aisément que 'action préserve les murs du produit restreint et la

mesure associée, [i.

Grace a cette construction, nous obtenons une caractérisation de la propriété
(T) des produits en couronne :

Théoréeme 6.3.10. Soit H, I" deux groupes discrets dénombrables. Alors :

HQ T ala propriété (T) < H a la propriété (T) et I' est fini

Preuve. La suffisance étant évidente, montrons la nécessité en prouvant
que H T n’a pas la propriété (T) des que I' est infini. Pour ce faire, il
suffit de se montrer que ’action du produit en couronne sur ’espace a murs
mesurés construit précédemment possede une orbite non bornée. Considérons
(Bp)n>1 une suite croissante d’ensembles finis de I telle que |J,, B, =T
Pour h # 1, définissons un élément (dp,(h),e) de H1 T par :

1 sig¢ B,
h sigé€B,

(5Bn (h))g = {
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Alors, si h est tel que px(wx(h -z, ) >0 :

(B, (h),€) - (20)5)) = > px(wx(h - w0, w0)) =| By | pux(wx (h - o, x0)).

B

En se rappelant que I' est infini et donc que | B, |,/ oo, on conclut que
I'orbite de (z(), est non bornée. |

Remarque 6.3.11. Dans [33], les auteurs obtiennent ce résultat par des
considérations faisant appel uniquement a la théorie des représentations.
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Chapitre 7

Algebres de von Neumann
finies ayant la propriété de
Haagerup et semi-groupes

7.1 Introduction

Ce chapitre est le fruit d'une collaboration avec P-Jolissaint.
Rappelons tout d’abord la définition de la propriété de Haagerup pour une
algebre de von Neumann finie :

Définition 7.1.1. Soit M une algébre de von Neumann finie. Soit T une
trace sur M finie, normale, normalisée et fidele. M a la propriété de Haage-
rup par rapport a T s’il existe une suite (®,,)n>1 d’applications complétement
positives de M dans elle-méme telles que :

i) To®, <7 et ®, est L*-compacte, pour tout n ;

ii) pour tout x € M, ||®,(x) — x||2- = 0.

A priori cette définition dépend du choix de la trace 7, mais il n’en est rien.
P.Jolissaint montre dans [23] que si 7 et 7’ sont deux traces finies, normales,
normalisées et fideles sur M, alors M a la propriété de Haagerup par rapport
a 7 si et seulement si M a la propriété de Haagerup par rapport a 7’.

On observe que, si I' a la propriété de Haagerup, alors il existe sur L(I') un
semi-groupe (6;)=¢ ||.||2-continu d’applications complétement positives sous-
traciales (7 0 0; < 7) L*-compactes. En effet, si ¢ est une fonction sur I' &
valeurs réelles positives qui est conditionnellement de type négatif et propre,
alors I'égalité 6,(A\(g)) = exp(—t¥(g)) - A(g) définit un semi-groupe ayant les
propriétés requises. De plus le générateur infinitésimal de ce semi-groupe est

99
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donné par I'opérateur de multiplication par ¢). On peut donc le comprendre
comme un analogue sur ’algebre de von Neumann de I' de la fonction condi-
tionnellement de type négatif et propre, 1.

Le but ici est de montrer que, méme si une algebre de von Neumann finie
M n’est pas une algebre de von Neumann d’un groupe discret, alors la pro-
priété de Haagerup pour M est toujours équivalente a I'existence d’un semi-
groupe d’applications completement positives sous-traciales, ||.||2-continu et
L?-compact.

Notre construction du semi-groupe (6;):>o est adaptée de [50], ou auteur
construit un semi-groupe fortement continu sur une C*-algebre séparable;
nous présentons ici une preuve détaillée de la construction pour le confort du
lecteur.

7.2 Préliminaires

Introduisons quelques notations. Ici, M désigne une algebre de von Neumann
a prédual séparable. Lorsque M est finie, nous noterons 7 une trace finie nor-
male normalisée et fidele sur M. L?*(M, 1) est I'espace de Hilbert standard
associé a 7 par construction GNS et nous désignerons par &, le vecteur cy-
clique de L?(M,7) qui implémente la trace 7. Pour € M, la norme ||z||,
est ||z&o|| 2. Toute application ® : M — M completement positive normale
sous-traciale (i.e. 7o ® < 1) gétend alors naturellement en un opérateur
contractant Ty sur L*(M,7) en posant Ty(x&y) = ®(x)&y, Vo € M. Enfin,
M; désigne la boule unité de M pour la norme opérateur.

Avant d’énoncer le théoreme principal (section 7.3), nous aurons besoin des
observations suivantes :

Proposition 7.2.1. [23] Soit M une algébre de von Neumann finie ayant
la propriété de Haagerup par rapport a 7. Alors il existe une suite (¢n)n>1
d’applications complétement positives sur M satisfaisant :

i) Tog, =T, ¢u(1) =1 et ¢, est L2-compacte pour tout n > 1.

ii’) pour tout x € M, ||¢pn(x) — x||2 — 0 lorsque n — oo.

Proposition 7.2.2. Soit M une algébre de von Neumann finie, munie
d’une trace normale, finie, fidéle normalisée T.

Soit ® : M — M wune application complétement positive, normale, telle que
To® < 7. Alors il existe une unique application linéaire ®* : M — M telle
que :
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i) T(P*(x)y) = 7(xD(y)), pour tout x,y € M ;
ii) ®* est complétement positive ;
iii) T o ®* < ||®(1)||7 et en particulier ®* est normale ;
iv) Le prolongement Ty« de ®* o L*(M,T) satisfait a T = (Tp)*.

Preuve. L’unicité de ®* suit immédiatement de 7). Démontrons alors Iexis-
tence d’une telle application :

Fixons © € M et définissons la forme sesquilinéaire o, : M& — M& par :
0:(y&o, 2&0) = T7(x®(yz*)). On a alors I'inégalité, pour tout y,z € M :

|72 (460, 260)| < 2[|z[[[ly]l2]l2]2 (%)

En effet, supposons d’abord que z = z* et que y = 2. Ecrivons x =z, — x_
avec r_,x, € My, xyx_ =0, ||zx] < ||z||, on obtient :

|02 (Yo, y&o)| [T( 4 P(yy™)) — T(x_P(yy")]|
max{7(zP(yy")), T(x_P(yy*))}
2|7 (P (yy™))

(EI1E1E

IN A IA

Ensuite si x = x* et si y, z sont arbitraires, on vérifie sans peine que o, (y&o, 2§) =
(20, y&o) et donc

2R€<O’x(@/£0, 250) - O.x(y£07 ZéU) + O.:E(Zéba y&))

1
= 5[093(3/50 + 2&0, y&o + 2&0) — 02 (y€o — 2&0, y&o — 2&0)]

par polarisation. Il vient :

1
[2Re(0x(yéo, 26| < Slwlldlly + 215+ [y = =I13)
=Nl dlyllz +112113)

Ainsi, |Re(0:(ySo, 260))| < [l st [|yll2, [[2]l2 <1, done [Re(ox(y€o, 260))| <

[z l[lyll2, [|2]]2- |
Or, il existe # € R tel que 619%@&), 2&0) = |oa(y&o, 2&)], et donc :

|72 (y€0, 260)| = 00 (€Yo, 2&0) = Re(0u(e"yéo, 26)) < 2 lllyll2, |12]2



102 CHAPITRE 7. AVN ET PROPRIETE DE HAAGERUP

Enfin, si x € M est quelconque, x = x1 + izy avec x} =z, ||z;|| < [|z|], (i =

1,2). Ainsi |4 (y€0, 280)| < |02, (480, 280)| + |0y (€0, 280) | < 2[|2 [yl 2, [|2]2;
ce qui démontre (*).

Puisque o, est une forme sesquilinéaire bornée sur M&y x ME&y, elle se pro-
longe contintiment & L*(M, 1) x L?*(M, 1) et elle définit un opérateur borné
®*(x) sur L*(M, 1) caractérisé par

< O (x)yolzE0 >= T(2®(yz")), Vy,z € M (*¥)

Vérifions que ®*(z) appartient a M : pour cela, il suffit de montrer que :
< O () Jw* Jy&olz& >=< Jw* JO*(x)y&o|z& >

pour tout y, z,w € M (ou J est définie par J(z&) = z*&). Or,

< O (z)Jw  Jybo|z& > = < O (x)ywép|z&y >
— (ed(ywe)
= (95(1’( (zw")"))

= " (x)ySol Jw 2§ >
= < Jw*J@*(a:)yﬁdsz >

Cela démontre la propriété i). Démontrons alors que ®* possede les autres
propriétés :
ii) Pour montrer que ®* est complétement positive, considérons
Ty eees Ty Y1y oovy Yo €6 2 dans M :

< Zyj (Tj7i)yizéol 260 > = Z < O (zjwi)yiz6oly;2&0 >

7,7=1 i,7=1
n

- ZT(x;‘wz@(yzZ(ygz)*))

,j=1

= (S () )

1,j=1

0

Vv

puisque ® est completement positive.
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iii) On a pour tout x € M :

7o ®*(x"x) = 7(x*xP(1)) < [|P(1)||7(x"x)

iv) Rappelons que Tg: (&) = ®*(x)&y, pour tout x € M. Ainsi, si z,y €
M -

< T+ (260)[yéo >= 7(y" @ (2)) = 7(P(y)"x) =< 26| Ts(yS0) >

Ce qui complete la preuve de la proposition. [ |

Corollaire 7.2.3. Soit M, 7, P et ®* comme dans la proposition et suppo-
sons de plus que |®(1)|| < 1. Alors on a, pour tout x € M :

197 (z) — 2lf2 < 2/|2]|2]|@(z) — 2|5

Preuve.
10°(@) —alls = [|@*(@)[ + |lol3 — (@ (2")2) — (2" @"(2))
< 2lfal3 - 7(2"®(x)) — 7(B(2")2)
= 2Re[r(z"(x — P(x)))]
< 2zl - @ ()]l

Corollaire 7.2.4. Soit M wune algebre de von Neumann finie a prédual
séparable ayant la propriété de Haagerup et soit T une trace sur M comme ci-
dessus. Alors il existe une suite d’applications complétement positives unitales
normales ®,, : M — M telle que

i) To®,=7etd =, Vn>1;
ii) Te, est compact, pour toutn > 1;

iii) pour tout x € M, on a ||P,(z) — x|l — 0
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Preuve. Observons que si ® est completement positive unitale et si Tod =
7 alors ®* est unitale et 70 ®* = 7.

Ainsi, si (¢,)n>1 est une suite d’applications completement positives unitales
préservant la trace avec Ty, compact et |1, () — |2 nd 0 pour tout x, on

pose P, = %(¢n + 1/}:;)
La suite (®,,),>1 ainsi définie satisfait aux conditions i) — 7iz). |

L’observation suivante est due a J.-L Sauvageot [50] :

Lemme 7.2.5. Il existe une constante universelle K telle que si E est un
espace de Banach et T € B(E) satisfait ||T'|| < 1, alors on a :

(T — Id)exp(t(T — Id))|| < K -

Sl =

Finalement nous aurons besoin du :

Lemme 7.2.6. Soit (xn)n>1 une suite d’applications c.p.u (complétement
positives unitales) préservant la trace, L*-compactes, telles que Xy © Xm =
Xm © Xn, VN, M. Supposons que le sous-ensemble

F={z¢ Ml\z Hxn — 2|2 < 0o} soit dense dans M;.

Alors il existe un semi-groupe (01)1>0 d’applications c.p.u préservant la trace
tel que, pour toutt > 0, {exp(t(x1+...+xn—nld))}n>1 converge en ||.||2 vers
0;. De plus, pour tout t > 0, sup),,<; |[(Id— 2(x1+ ...+ xn)0:(z)|]2 "= 0.
En particulier, 0, est L*-compact, pour tout t > 0.

Si de plus x = Xn, pour tout n > 1, alors les éléments du semi-groupe

satisfont 0f = 0, pour tout t > 0.

Preuve. Posons 07" = exp(t((x1+...+ xn) —nld)), pour tout t > 0 et tout
n € N*. Pour m,n € N*, m > n posons 6, , = (m—n)Id— (Xnt1+- -+ Xm)-
Comme les y; commutent, 0} = 0} exp(—tdp,m)-

Pour x € F', on a :

(0" = 07)zll2 = 1167 (exp(=t0nm)x — 2)||2
< t10nm(2)]l2

En effet, les 0} et exp(—td,,,,) sont c.p.u et préservent la trace et on a :
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1
d
lexp(—tnm)e —alla = I| [ S (exp(~tsdm)a)dsll
0

1
= H/ - Zf(sn,rn eXp(_t5(5n7m>$ dSH2
0

< [0nm(@)[|2([| exp(=tdp,m)|| + 1)
< 2t||5n,m(x)||2

car exp(—td,, ) est une contraction.

Or,
0nm(@)ll2 = [[(m —n)ld = (Xnt1 + -+ Xm)(@)]]2
= H[(Id Xnt1) + (Id = Xnt2) + -+ (Id = xm)[(2)] ]2
< Y Il -l — 0
i=n+1
car x € F.

Donc, pour tout z € F, la suite n — 0}(x) est une suite de Cauchy en
||.|l2 de M; (car F' C M;). Ainsi, il existe un élément de M, 6;(x), tel que

]2- lim 67 () = 6y(x), ¥z € F

Par densité de F', on construit ainsi des applications c.p.u et préservant la
trace, (0;)i>o0-

On obtient :

16uw) —ll = [l lin |16 () — ]
< T [+ -+ ) = nId @)

% 0
t—0
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car ||[(x1 + ...+ xn) — nld](x)]||2 est bornée (en effet pour tout = € F,

10+ 4 xn) = nld](2)]]
= (Id = x1) + (Id = xny2) + -+ (Id = xa)](2) ]2

< > lhiz) =l
=1

< S lila)  alls
=1

< 00)

La propriété de semi-groupe est de plus vérifiée :
Ossi(x) = [|-]|2- lim 02, (x) = ||.[|o- lim 6207 () = 0,0, (x)
n—oo n—0o0

Pour n > 0 fixé, considérons la suite (exp(—td,.m))msn. Cette suite converge
ponctuellement, pour n et t fixés, vers une application c.p.u, que ’on notera
Tth .
Pour x € M, t > 0 fixés, on a :

|| exp(—=tdnm)(z) = The(2)[l2 — 0

n—oo

Montrons que pour tout t > 0, n > 0, on a 6, = 07T, ;.

Soit © € M et € > 0; alors il existe un entier m (dépendant de n,t,z, ) tel
que :

o [[6:(x) — 67 (@)l < £

o || exp(—tdnm)(@) — Tralw)l]2 < 3

Donc, comme 6" = 6} exp(—td,, ), on obtient :

10:() — 07T ()] [100(2) = 01" () ]2 + 1167 (exp(=tnm) () = Tp(2))]]2
[10¢(x) = 0" (2)l]2 + || exp(=t0nm) (x) = Toa(x)|l2

IA AN A

Voyons alors qu’il existe une constante K telle que

1
117d = — (x4 X))l [mrzn) <

|-

Comme T,,; est une contraction, on a, dans un premier temps :
Ild — 5 (1 + - xa) 0l Iz < NITd = 5 Oa+ - xa))OF ez
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Posons S, = =(x1 +...Xn). On a: 0} = exp(nt(S, — Id)) et donc :

1 n
I7d = —Oa+ -l llsezan = [[(Id = Sa) exp(nt(Sn — Id))lsz2(ar)

K
<

\/nt7

la derniere inégalité étant valable grace au lemme 7.2.5.

Comme S, est L?-compact, et que I'on vient de voir que

|10 — Sn0¢|BL2(ar) "0, on conclut que 6, est L*-compact, pour tout ¢t > 0.

Finalement, il est clair que si x;, = Xy, alors on a 0; = 6,, pour tout ¢t > 0.
|

7.3 Le théoréme principal

Le résultat principal est le suivant :

Théoréme 7.3.1. Soit (M, 1) une algébre de von Neumann finie a prédual

séparable. On a l’équivalence entre :

i) M a la propriété de Haagerup.

ii) Il existe un semi-groupe ||.||2-continu, (0;)>0, d’applications complétement
positives unitales préservant la trace, L*-compactes, avec 07 = 0, pour tout
t>0.

Preuve. L’implication ”ii) = 4)” est immédiate. Montrons la réciproque :
par le corollaire 7.2.4, il existe une suite (¢,),>1 d’ applications complétement
positives unitales (c.p.u) préservant la trace, L?-compactes, telles que, Vo €
M, ||thn(x) — z||2 — 0 et satisfaisant 1, = 1*. Soit encore (a;);>1 C M;

une suite ||.||o-dense de la boule unité fermée de M. Quitte & passer a une
sous-suite, on peut supposer que ||, (x) — z||2 < 27"||x||2 sur le sous-espace
engendré par {¢F(a;) |0 < j,1 <n, k <n?}.

Posons A, = nld — (Y1 + ... +¢,) et Oy, = exp(—tA,), Vt > 0. Les &,
sont c.p.u et préservent la trace et comme A} = A, on a &} = ®;,, pour
tout ¢, n. Pour tout a > 0 :

alald+ A, = a/ exp(—ta) P, ,dt
0

Ainsi, [Id + a7 = + [Zexp(ZL)Py,dt et on conclut alors que [Id +

al,]7! est c.p.u et préserve la trace (car 7 et fooo commutent). De plus,
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([ald + A7) = [ald + A,]7F

Montrons alors que pour tout [, la suite n — [Id + aA,] " (a;) est une suite
de Cauchy dans (M, ||.|]2)-

Posons 0, = +(¢; + ... 4+ 1), (donc A, = n(Id — 6,)). Alors pour n,p > 0
et [ <n,ona:
-1 1 N \kpk
(Id = Ynip)lld + alp]™ (@) = (Id = ¢nip) 3 )"0 (ar)

na+1k20 noa+ 1

k 1
En effet, 15> — 0k = (1d — 2 —60,) 7! = [Id+ al,] 7,

9 +1 n -
no kzona+1 no+1 noa +
Posons
1 (n+p)? ney
A = (Id—pey)—— kok
1 (nJFZW no
= ( ) (Id = rnp)0h (@)
no + 1 — no + 1
et
1 no
B=(Id—1, "o
(=) —= 3 (=) Oh(a)
k>(n+p)?
Par hypothese :
1 (n+p)? ey
14l < g D7 (o) () 27
k=0
_ (_na_\(n+p)?+1
< ot ot ol
no - 1+na
< 27|y,

En effet : || (414 ...+ ¢n)(2)|]2 < [|2]]2, ce qui implique [|0%]|2(a) < [|ar]]2-
De plus :

2 no
IBll: < —= > (=) k(@)
k>(n+p)?

no 2
)" .

na + 1

< 2
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Soit alors ap > 0 et « €]0, o] ; pour n suffisamment grand,

1 no 1
1 — n _ n < o
( na—i—l) (na—l—l) < exp( 2a0)
: (n+p)
no 2 no n-—+p
(n+p)? n(n+p) _
(na—i—l) _(noz—|—1> < exp( 20 )
(En effet :
noo no+1.,. 4
<na+ 1) = no ")
1
— 1 _— yn\—1
((1+—)")
1
—  exp(——) en décroissant.)
n—oo «
Donc :

(I = i) lId + o] a2 < @<MM+2am«f2;?DWMb

< 2(27P) 4 oexp(— (n2+p)

Dl |2

Donc, pour [ fixé, n suffisamment grand et m > n, on a :

[Zd+aA ) [Td+ad,] ™ () al|]2—a||z (Td— ) [Td+a] ()]

puisque :
aZ(]d— Ynyp) = [Ld+mald —a(Pr+ ...+ Yy,)] — Id — nald+ oypy + ...
p=1
= [d+ aA,] = [Id+ al,).
Donc :
1d + 02, i1+ 0l @) - ail <:m§j 09 4 exp(— L g
- 2050
n n
< 20éllazllz(2 + exp(—go))
Or comme [Id + aA,,]™! est c.p.u, on peut conclure que
n

117+ ad\,] ™ (@) = [1d+ @l (an)l2 O + exp(—5—
0

)
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ou C' est une constante ne dépendant que de a; et a.

Ainsi la suite n — [Id + aA,] 7 (a;) est une suite de Cauchy de M; pour la
||.|]2 et par densité de la suite des a; on obtient la méme conclusion pour la
suite n +— [Id + aA,] ' (z), ot x € M;. On pose alors :

pa() = ||.||]o- lim [Id + oA, ! (x), Vo € M,
Comme M est une algebre de von Neumann finie, (M, ||.||2) est compléte et

on peut conclure que p,(x) € My, Yr € M.

Bien entendu, les p, sont c.p.u, préservent la trace et p}, = p,.

Pour = = a;, la convergence est uniforme sur |0, ap], donc ||.||2—lirr(1)pCY (@) = ay,
a—

ce qui implique que H.Hg—hﬁ(l)pa(il?) =x, V.
De plus, I'équation de la pseudo-résolvante fournit :
alld+ad,] ™ (2)=B[Id+BA,]) " () = (B—a)[ld+ad,] ™ (2)[Id+BA,] " (2),
d’ou :
APy — ﬁp,@ = (ﬁ - @)papﬁ7 vaaﬁ >0
Montrons alors que les p, sont L2-compactes, pour tout a > 0.

Pour n < m, posons a nouveau 6, = %(@bl + ...+ Y, Ay =nld — (Y1 +
+wn)7 5n,m:Am_An et Ymmn = [[d+aAn]_1[[d+ <=0, ]_l(m)'

na+1 "M

Alors :
o
= |7 I A
o= [, B ()
= [(14+na)ld+ ad,m — a(r + -Hﬁ)—ﬂé 0] (Ymon)
— n,m 1 n na+1 n,mUn|\Ymn
= [[Id+aA,] +a(A, — A,) — o'n s 0] (Yo
— (074 V) (6% m n no+ 1 nmUn|{Ymn
o’n
= [[I Al —
10+ 0] = =25 00] ()
D’ou :
[Id+ aA,] ' (z) = — [Id+aA ]‘Wﬂé 0] (Ym.n)
m = Ymmn m no+ 1 n,mUn|\Ymn
— [Id+aA,] VId+ —2—5, 1"
[+ a1+ 6, (@)
. a’n .
— [Id+ a7 Snmbn][Id + al\,]
na+1 7
[Id + ——5 ] ()

no+1
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On a donc :

[Id + al,) ™ = [Id+ oA, 7' [1d + Onm] ™!

no + 1

a’n

—[Id 4 aAy,| " [——=0p mbn] [Id + oA, HId +
nao+1 7 n

611,7)1]71

a’n . _1 o}
_— [Ld+ o) (Ap — D)0, [1d + o) Id +
no+ 1 no+ 1

5n,m] -

a’n . 1 -1
= [+ 0l (A = A+ AT 01d + —Z )
___ne ~([1d+ ad |~ = [Id+ a6, 1d + — L S

no + no+1

On considere alors la suite {¢,,, ¥, 11, . . .} et on montre comme précédemment

que la suite m + [Id + -258,,m] " () est de Cauchy dans (M, ||.[|2) et

converge en ||.|| vers disons p( n)a ( ), Vo € M.

Par le calcul précédent et en passant a la ||.||o-limite pour m — oo, on a
pour x € M fixé :

—[Id+ e p " = Y (py — [Id + @Ay )8p

na+1 no —|— 1 na+1

no

noa+1 <p0‘ -

Par hypothese, les 9, sont L2-compactes et donc 6,, aussi. Ainsi, —
[Id + aAn]_l)an% est L?-compacte.
na+1

On a alors :

1(7d = 0,)[Id + al,] ()]l = %Ilaﬁn[fﬁ al,] (@)

1
< (I +an, ] @)l + lle]l2)
2
< —|lall.
Ainsi :
(1 = 0,)[1d + ad,] ™ p (2)]l2 < —||as||2
Or,
o — On[Td + a7 p % — % (p — [Id + a2, 0,0 |(2)

na+1 no + 1 na+1

= [pa = OulId + @] 9% — (po = [1d + 2] p )](2)
= (Id — 0,)[Id + aA,]) ™ ,0 b ()

+1
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no

_ -1,
[[pa = On[Id + aAy)] Pn’;il no+ 1 SR

Ainsi :
(Po — [Id + @) 7)0,p" 0 )(@)]]2

2
< — |l
no

10— [Td+alr,] 0,0 ]

na+1

On observe que ¢, o = Qn[ld—i—aAn]_lp%

est L*-compacte car 6, 1'est.(Bien entendu, 1, , préserve la trace).
La derniere égalité nous livre :

2
_ < 2
[pa — YnallB(z2ar)) < —

On conclut que, pour tout a > 0, p, est L?-compacte.
Via I’équation de pseudo-résolvante que satisfont les p,, on conclut qu’ils
commutent. Ainsi les p 1 = X forment une suite d’applications c.p.u préservant
la trace, L2-compactes telles que :
1) Xn © Xm = Xm © Xn, V1, M.
i) |[xn(z) —2llz — 0

n—oo
iii) x% = X, pour tout n > 1.
Ces applications permettent de construire le semi-groupe cherché grace au
lemme 7.2.6. [ ]

Récemment, S. Popa a identifié dans [42] une classe remarquable de facteurs
de type II; en utilisant (entre autres) une version relative de la propriété de
Haagerup. Avant d’en donner une définition, il est nécessaire de fixer quelques
notations.

On considere une algebre de von Neumann finie M a prédual séparable mu-
nie d’une trace normale, finie, fidele, normalisée 7 et une sous-algebre de von
Neumann B de M contenant 1. On note Ep l'unique espérance condition-
nelle de M sur B qui préserve 7, et ep le prolongement de Fg a L*(M, 1),
qui est la projection orthogonale de L*(M,7) sur le sous-espace L*(B,T).
On désigne par (M, B) l'algebre de von Neumann engendrée par M U {ep};
on a egreg = Ep(r)ep pour tout x € M, et 'ensemble des sommes finies
d’éléments de la forme zepy est une sous-*-algebre faiblement dense dans
(M, B), cf [42]. Enfin, on désigne par J((M, B)) I'idéal normiquement fermé
de (M, B) engendré par les projections finies de (M, B), [42], [43]. Observons
que lorsque B = C, cet idéal est I'’ensemble des opérateurs compacts sur
L*(M,T).

Suivant [42], étant donné une paire 1 € B C M comme ci-dessus, on dit que
M possede la propriété de Haagerup relativement a B s’il existe une trace 7
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comme ci-dessus et une suite (®,),>1 d’applications completement positives
de M dans M telles que :

(1) To®, <7 pour tout n > 1;

(2) @, est B-bilinéaire pour tout n : ®,(byxby) = by P, (x)by pour tous
$€Metbl,b2€B;

(3) pour tout n, le prolongement Ty, de @, & L?(M, ) appartient a I'idéal
J(M,B));
(4) pour tout x € M, lim ||®,(x) — z||s = 0.

Il est facile de vérifier que le théoreme 7.3.1. s’étend a cette situation : si la
paire B C M possede la propriété ci-dessus, alors il existe un semi-groupe
(64)+>0 d’applications completement positives préservant 7 telles que

(a) 0y(byxby) = b1y (x)by pour tout ¢t > 0, pour tous by,by € B et tout
xr € M;

(b) pour tout ¢ > 0, le prolongement de 6; a L?*(M,7) appartient a
J((M, B));

(c) pour tout x € M, on a yr% |6:(z) — x||2 = 0.

7.4 Sur le générateur du semi-groupe

Soit M une algebre de von Neumann fini ayant la propriété de Haagerup.
Par le théoreme précédent, il existe sur M un semi-groupe ||.||2-continu,
(0;)>0, d’applications complétement positives unitales préservant la trace et
L?-compactes. Le générateur infinitésimal A de ce semi-groupe sera défini
comme suit :

D(A) = {ze€M|3K t.q. [|(*5=)]lo < KVt >0 et

t

b —2x .
H.HQ—R% ! existe}
et définissons :
A 'D(A) — M

On démontre alors :

Proposition 7.4.1. A est un opérateur a domaine ||.||2-dense.
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t
Preuve. Soit x € M. On définit / 0s(x)&ods par I'égalité :
0

< [o@ats [n>= [ <0010 >

t
pour tout n € L*(M). Alors / 0s(x)&ods € M -&. En effet, comme un élément
0

n € L?*(M) appartient a M - & si et seulement s'il existe une constante C' > 0
telle que |[Jy*Jn|[r2an) < Cllyll2, Yy € M (J étant Popérateur sur L*(M)
définit par J(z&y) = x*&) , on calcule :

t t t
|y ( / 0,(2)ods) |22 = / / < Jy*J0,(2)&o| Ty JOy(2)E > ds” ds
0 0 J0

t pt
= //||J3/*J95<x)§OHL2HJy*JGS/(x)goHLQdSv ds
Ot Ot
< [ [ 1.ttt @l s
t prt
< [ [z as
0 JO

= [zl |lyll>-

t t
Ainsi : / 0s(x)€ods € M - &y. Notons alors / Os(z)ds I'élément de M défini
0 0

t t

par l’égahté/Qs(m)dsﬁo:/HS(x)éods.

0 0
On a alors, par ||.||2-continuité de 6 :

1 t
I3[ .a)dsa) = alle 0
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t
(car limy o %/ 0s(x)&ods = z&p).
0

t
Posons x; = / 0s(z)ds. On observe alors que x; € D(A) :
0

0. —1
€

(z4)&o

0. — 1

([ 0.0)

€ 0
1 t
: / Oere(2)60 — 0u(x)€ndls
0
1 t+e

2 e@s = [ o

3

Or cette derniere expression converge vers (0;(z) — )&y par ||.||o-continuité
du semi-groupe (6;);~0.

De plus,
0. —

D’ou la conclusion.

1

(@) lop

6. —1

= sSup || (lUt)yfoHL?
[lyll2<1
1 t+e 1 5
— s IC / 0,(x)ds — / 6, ()ds )yl |2
llylle<1 € J¢ €Jo
1 t+e 1 e
< swp |1 / 0,(x)dsl s + |- / 0.()ds| L Iyl
llyll2<1 € Jt €Jo
1 t+e 1 £
< 2 1e@lrds 2 [ 6.6
t 0
1 t+e 1 £
< [ lellds + 2 el
€J¢ €Jo
< 2l

De plus, si A’ désigne le générateur infinitésimal du semi-groupe sur L?(M)
associé a (6;)i>o, alors A’ est une extension de A.

Afin de montrer que A est un analogue raisonnable des fonctions condition-
nellement de type négatif propres sur un groupe ayant la propriété de Haage-
rup, il serait intéressant de se convaincre qu’il existe une sous-*-algebre dense

dans D(A). Un candidat pourrait étre A = ﬂDom(Ak).

k>0
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