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INTRODUCTION

E.B.Dynkin est 1’un des initlateurs de la description
des sous-groupes maximaux des groupes classiques comme
GL, (€) et U (0O ( [(py]l ). Cet auteur trudle les
sous—groupes maximaux réductibles ou 1irréductibles des
groupes de Lle classiques 3 1°aide de techniques wutilisant
la finitude de la dimension de l’espace sous-jacent.

Solent A une C*—algébre avec unité, G = GL(A)° (resp.
U = U(Af ) la composante connexe neutre du groupe formé des
éléments Inversibles (resp. unitaires) de A. Dans ce
travail nous nous sommes intéressés 3 montrer la maximalité
de sous~groupes paraboliques et de <certains sous-groupes
irréductibles de G et de U. )

Plus précisément, solient p et q deux projecteurs non
nuls de A de somme 1. On dit que deux projecteurs p et q
sont équivalents 1lorsqu’il existe v,w€A avec p = vw,
q = Wv, v = pvq et w = qwp.

Cette relation d’équivalence est notée pa~q (s8a négation

pga).



Pour tout X € A noua avona x = pxp + pxq + qxp + qxgq
(1°tcriture a &té {introduite par C.S.Peirce en 1870) que

X, X

NOug noterons { ) avec )(1 = pxp, Xz - pxq, X3- qQxp,

X X,
X, = qXxq.

4
Dana le <chapitre 1 nous é&étudiona dee sous-groupes

paraboliques de ¢ et démontrons

Théoréme l.l : Soient A une C’-algébre simple avec
unité et p,q deux projecteurs non nuls de A, de eomme |.
Alors CI -{ x€G ; qxp = 0, qkdp - 0} est un sous~groupe

maximal dana G.

Rappelons qu’une C’-algébre avec wunité est simple si
elle ne possdde pas d'idéal bilatédre non trivial.

Soit c{ﬁﬁ 1’automorphisme intérieur de A défini par:

og(x) - gxJ”" pour tout x € A, od J est 1'involution p -~ q.

Considérons les sous-groupes formés des points fixes de

Xp.q:
ot
¢T = { X€G ; dﬁﬁ(x) . x }
o -
U =G AU

of
Désignonsg par NG(GN) (reap. Nu(U“) ) le normalisateur de G
dans G (resp. de U“ dans U ).

Nous démontrong alors

»
Théoréme 1.2 : Solent A une C -algébre simple avec
Jneotene ~.2
unité, p et q deux projecteurs équivalents de A de somme 1.
o R « «
Alors G est d’indice 2 dans No(c ) et NG(C ) est un

sous-groupe maximal dans G.



Par contre larsque les prajecteurs p et q sont non
tquivalents, NG(G“) - G“ (Prop.l1.1) est <contenu dsns le
groupe parabolique G du théoreme .l et n‘est donc pas un
aous—grou?e maximal de G.

S{ A eat une C“‘algébre avec unité, K un {déal Dbilatlre
de A tel que A/K soit une algébre aimple non nulle, T 1la
projection canonique A 3 A/K, nous définissons

G; - {xec ; 9xp €K, qx-’pel(}
o = {xec; %, () - xex} 5 Ul - clny
NG(G: ) le normalisateur de Gz dans G ;

N (U%) = N (6%

w oK G K nv

Les théordmes 1.1 et 1.2 peuvent se généraliser comme suit

Généralisation 1.1 : Solent A et K comme <ci-dessus, p

et q deux projecteurs de somme 1 et n’appartenant pas & K.

Alors G: est un sous-groupe mwaximal dans G.

Généralisation 1.2 : Soient A, K, 7 comme ci-dessus, p

et q deux projecteurs de A de somme 1 tels que
T (p) ~ T(q).

(6% ) et N (¢¥

o .
Alors GK est d indice 2 dans N6 X 6 K

sous-groupe maximal dans G.

Dans le chapitre 2 nous nous intéressons 3 la maximalité

du groupe wunitaire des points fixes par 1’automorphisme
dr‘q dans U.

Rappelons que si A est un facteur de type Iw , tous les

2
automorphismes [-'4 involutifs (1.e. = 1) de A sont



conjuguéa A des automorphismes de la forme a}ﬁ
({H),lemme 5).

Une motivation de ce travail éts{t de comprendre 1la
position du groupe dea points fixea par un automorphlsme
involutif (modulo les opérateurs compacts) dana le groupe
unitaire d un facteur de type 1, .

Les théordmea suivants donnent en particulier une

réponae 3 cette question

Théordmes 2.1 et 2.2 : Sodlent M un facteur , p et gq

deux projectéurs non nuls de somme 1,

(v

o« , o
S pevgq : U eat d’indice 2 dans Nu(UK ) et Ny "

[
un gous-groupe maximal du groupe unitalre U de M.

Si pabq : Nu(U‘ ) = Ud est un sous-groupe maxiwmal dans U

Nous démontrons aussi un résultat analogue lorsque le
facteur M est remplacé par une C“-algébre A de type A.F.

Rappelons que A est A.F. (approximately finite) ai A
est la fermeture normique d’une réunion croissante

d’ % ~sous-algdbres de dimension finie.

L
Théordmes 2.3 et 2.4 : Soient A wune C -algdbre A.F.

simple avec unité, p et q deux projecteurs non nuls de A, de
somme 1,
o . o «
SI pavq ¢ U est d'indice 2 dans Nu(U ) et Nu(U ) eat un
sous-groupe maximal du groupe unitaire U de M.

of
St pflq : NU(U ) = U est un sous-groupe maximal dsna U.



Une extension des théorémes ci~deasua &tant

Généralisation 2.1 : Soient A, K, T définia comme

avant, p et q deux projecteurs de aomme | appartenant 3 A-K.

S{ W(p) ~ T (q) : U: est d’indice 2 dans Nu(U:) et
Nu(U: ) est un sous-groupe maximal dana U.
M ‘ - “ -
Si W(p) n W (q) : Nu(UK ) UK eat un sous-groupe

maximal dans U.

Le chapitre 3 est consacré 3 1°étude de la position du
groupe wunitaire dane le groupe des éléments inversibles de
certaines C*-algébres.

Finalement définissons :

G(U+K) -{ x€G ; x = u+ k avec ué U et k¢ K}, nous obtenons

alors les résultats suivants :

Théoréme 3.1 : Soit M un facteur, alors

NG(G(U+K)) = G“G(U+K) est un sous—~groupe maximal dans G.

*
Théoréme 3.2 : Soit A une C -algébre U.H.F. (uniformly
hyperfinite) avec unité, alors ﬁG(U) = cu est un

sous—groupe msximal dans G.
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CHAPITRE 1

QUELQUES SOUS-GROUPES MAXIMAUX DU GROUPE

DES INVERSIBLES D’UNE C"-ALGEBRE

1.1 LEMMES PRELIMINAIRES

» .
Lemme 1.1 : Soient A une C -algébre avec unité, p et ¢

deux projecteurs non nuls de somme !. Posons
Cd-fxéc; x-léqu},Cl-ixec; x-lepAq},
03- fxeC ; 9Xp = pxq = 0} ,

alors ¢ 6,6, ’Ca> = G.

Preuve : Soit 2€G avec 1 2-1M0K '17 ; on a
-4
. (24 2, (P o)(24 0 )(F 2, lz)
= = -4
2, 2, 2,2;' q/\ 0 2,-%, %3 /10 g

qul appartient 2 <G4,Gz,03>. Le groupe G étant connexe

nous obtenons la conclusion cherchée.



Leame 1,2 ; Soient B un anneau simple avec unité, p et
q deux {idempotenta non nule de B, slora qBp eat non nul et

orp orr
aionple comme B & B
P 9% % P

-wodule A gauche ( B dénote 1°anneau

opposé ).

F
Remarquea: (1) S{ B est wune C =-slgébre simple alors
BP 1’eet aussi.
»
(2) S1 B est une C ~algeébre simple alors qBp

o )
est almple comme GL(B )} & GL(B?T ) -module & gauche (car

1
(4
tout élément de B‘1 eat somme de deux &léments de GL(% )y ).
A\
Preuve : Soit I 1°1d&éal engendré par p, comme B est

simple nous avons I = B . Il exiate donc a;,b; (L-l...,N)
N N
appartenant 3 B tels que 1 -,Za a;pb; donc 0# q = ‘Z qa; pb; .
[ (zA
11 existe alors 1 e{1,..,n} tel que qa;p ¥ 0, d'ol gBp # 0.
©
Montrons que qBp est slmple : Soient Y un qu B:P-sous
module non nul de qBp et y€Y, y non nul. Comme B est
simple, 1°1déal bilatére engendré par y est égal & B, donc
pour tout x €B, 11 existe des éléments «; , B; (i-l,...k)
k
appartenant A B tels que x = J o« yp; - En particulier el
Lz A
x € qBp, enkpoaanr_ a; = qa(;qEBq et b"- - pﬂ;pEBr , On a
X = qxp = 2: aiybLG Y donc Y = gBp .
(24
¥
Lemme 1.3 : Solent A une C ~algébre svec unité, a,be A
*

et k€ R+ .
Si aub = 0 pour tout u€U avec |l u-l)) ¢ k alora azb = 0 pour
tout z €A.

Si de plus A est simple ou A eat un facteur alors :

a =0 oubd =20,



Preuve : 11 existe 8)0 auffisamment petit tel que,
pour tout x = x" € A avec I x ||<S , on ait
u = =-{x + 1-x2 € u et I u=1 < k . On 8 donc
axb = ai%(u"—u)b = 0.

Tout é&lément de A étant somme de deux é&léments 3autoadjoints
de A nous avons azb = 0 |, pour tout z € A.

Si A est simple le lemme 8.1 de {H-S,2] nous doanne a = 0 ou
b = 0.

S{ A est un facteur:

Supposons a ¥ 0 et b ¥ 0. 1)l existe r et s € A tels que aa"r
et ab’b soient des projecteurs non nuls. Solent deux
projecteurs e et f non nuls équivalents tels que e‘aa“r,
fg sb‘b. Il existe donc Vv,w€A avec e = vw, f = wv,
v = evf, w = fwe. Sofr x = a*rvsb‘ on a8 axb = aa'rvab“b -

v # 0 ce qui contredit 1°hypothése du lenmme.

/
1.2 MAXIMALITE DE G

>
Théordme 1.1 : Solent A wune C -algébre simple avec

unité et p,q deux projecteurs non nuls de A, de somme l.

/ -4
Alors G = { x€G ; qxp = 0, qx p = 0] est un sous-groupe

maximal dans G.

Preuve : Soit g€ G-G' ; on peut supposer qgp ¥ O (sinon

on considdre g"). Comme pour tout feIR: ,_‘;__ge (G',g) .

nous pouvona supposer de plus ‘que g = (3‘ 91) avec
. 93 94
||3;|l < 1 pour ¢ = 1,2,3,4.

Soit N -{yqup ; l+y € (G',g>} . L &galité:



(pran” 0){34 31)(r*3o 91)(90' aa'),(f o)
0  RAY VARG WAY. NECH 39

9. 9,
-4 « N
ol g = (3; SJ) ,implique 3)! N ,avec 9,# 0.

N a les propriétés suivantes:
a) Nt NCN

0
b) Pour tout x& N pour tout onL(Ar) on a Xaé€N car:

(Qd O)(F 0 (0 0 p 0
°e¥q)°7)=mq)
De mé@me bx &N pour tout x € N et b e cL(a f .

1

N est donc un GL(A )°® GL(AO;r)o—aoua module 3 gauche non nul
de qAp, donc N = gAp par la remarque (2) auivant le lemme
1.2. Par guite tout élément X € G avec X -1 & qAp appartient
a <G’, gD . Comme les groupes G4 'Gl ’63 définie au lemme

1.1 appartiennent 2 (G’, g ) nous obtenons G = 467, g) .

1.3 ETUDE DES NORMALISATEURS

Lemma 1.4 : Soient A une Cx-algébre avec unité , p et gq
deux projecteurs non nulsg de somme 1 . On a les
&quivalences suivantes :

(a) pe~g
(b) 11 existe un élément x inversible appartenant

3 qAp + pAq .

Preuve : (38) = (b) : 11 exiate v,w € A tela que p = vw

et ¢ = wv avec v = pvq , Ww = qwp alora x = v + w convient.



Xy O '

o x, R
(b) =p(a8) Solt ( un tlément
o0 x
fnversible dans qAp + pAq et d’inverse x; 01) . Alors

' '
X,Xy = p et X X = q , donc p et sont équivalents.
273 ) p I ) q

Dans la proposition sufvante, étant donnés deux projecteurs
p et q de somme | dans la C*-algébre A, on note
G“-{xec;pxq-o;qxp-()} ;U"-Unc"
TG« = {x( G ; pxp =0 ; qxq = 0 } ; TU« - unTc*

S’11 existe une {isométrie partielle EP,_.1 de projecteur

inftial q et de projecteur final p , on peut aussi écrire
o 0 £ o
TG = (E Pﬁ) c .
 ©

*
Proposition 1.1 : Soit A wune C -algdbre simple avec

unité ou wun facteur et soient p , q deux projecteurs non
nuls de A de somme 1,
o« o
alors : (a) N (") = 6¢%u Tc® ; N, (U%) = v¥y TU
o of
(b) S1 pAnvgqg , alors TG _(O EH)G comme
i 0
ci-dessus;

ol
S1 p4/q , alors TG = ¢

o -3 . o ol
(c) NG(NG(G )) = NG(G ) ;.Nu(N“(U )) = Nu(U ).

o
Preuve : (a). Soit g = (9‘ 91)6 NG(G ) et posons

93 94

' /
% (6' 9‘) P uCa,y deuca,)
- . t
F:4 9; 9: our tout aé P e € 9 on a
) )
glat d)g=*ec* , donc 9529, ,4,4d 53' » 9,89, 'ﬂxdgk‘ sont tous

nuls.
Le lemme 1.3 nous donne deux possibilités pour g

- Soit G, = 0 et 33- 0 ; c’est-3-dire g€ G



- Soft g,= 0 et Gy= 0 ; c’est-d-dire g€ 6%
o o o ,
donc NG(C YC 6 ATG . L’incluajon {nverse étant triviale on
a 17kgalicé, La démonstration est identique pour
o of
Nu(U ) NG(G ynu.
(b). Résulte du lemme 1.4,

(c¢). Se déduit du lemme 1.5 ci-desgsous.

Lemme 1.5 : Soient A une C*—algébre gimple avec  unité
ou un facteur , p et q deux projecteurs non nule de A de
somme 1, Solent.gé€ G et S € R avec 0< $ < I/||gﬂ|l§4u .

S1 g(a + d)g.Aé NG(G“) pour tout an(AP)o et d€ U(Aq)o tela

que |l 8 - p|I¢ b1 ,ld - qli¢ 5 , alors gé€ NG(Gd).

Preuve : Solt g€ G avec g(a + d)éqé NG(G“) = Guu T¢%
(Prop 1.1) pour tout a et d comme dans 1’énoncé. Alors
gla + d)g.4 appartient 3 la composante connexe de ! dans

of -a ol
N (G ) c’est-a-dire gla + d)g € G . on a donc

)
9,89, + ghdg; =0 et g‘aa; + qzng = 0 pour tout a et d
comme dans 1’ é&noncé ( g '= (94' 3/ ).
i
9y 94
I1 existe & >0 tel que pour tout '+ € [-& ,¥¢€] on ait

L

lae - pll<d .

LEL ]
Nous avons donc 3>ae 9. + g“dg, =0

2 . da’
et g,ae g, % 9& = 0
ce qui implique : 9339} =0 , qugll' 0
[ !
et 94391 -0 , 9zdﬂq =0
Le lemme 1.3 nous donne : soit ge¢ da , solt gée€ Tcd. Le

lemme 1.4 et la proposition 1.l nous permettent de conclure.



Remarque : Nous pouvons remplacer dans 1 énoncé du

lemme 1.5 G par U et G‘ par v

1.4 MAXIMALITE DE NG(G") LORSQUE paq

»

Théordme 1.2 : Soient A wune C -algébre aimple avec

unité, p et q deux projecteurs équivalents de A de somme 1 .
o

Alors G™ est d’indice 2 dans N (G ) et Na(du) est un

sous-groupe maximal dans G.

Preuve ; La premidre affirmation résulte de 1a
proposition 1l.1.
Soit g eG-NG(GN) (non vide par le lemme 1.2). Pour tout
0c 8¢ 1/ fegung*un, 11 existe par 1le lemme 1.5 deux
unitalres a eU(Ar)o, d €U(Aqf avec Ha-pll< by ,
Hd-qll¢ S tels que g = g(a + d)gd € (NG(Cd),g> - No(Cd)
donc
E((pEp)'r‘-*r (q8a) ) = p + pgq(qiq)‘; + qu(pEp)}‘ + q
appartient a <N6(Gd),g> - NG(Gd). En prenant o
suffisamment petit , on peut donc Ssupposer que g est wun
élément de la forme (P 31> avec Jlg -~ 1 Il petit.

9.1

Soit N -{yéqu tel que 1 + yé(NG(Gd),g)? .

1) Montrons que N esat non nul

147 cas $1 9, =0 ; alors g,€N et 93# 0 (car
g¢ N (%) ).
2*™ cas : st 93- 0 ; p et gq &tant des projecteurs

équivalents y 11 exiate v,wé€A tela que p = vw , q = wv ,



v = pvg , w = qwp ,

Comme
e s (e ?)

o
sppartient & <NG(G ), 8) alors 0 # wq,we€N (car 34 NG(G“).

<
etme

3 cag : Si 31# 0 et g,f 0 ; alors

(5 a5 5)= 5 %)
95 911 0 (94959719 9 y o:
o) X = - %(p +3zg3) + 231(q +3351r33 est inversible dans AF

2 = q - 333‘ est {nversiblée dans Aﬁ

-4
y = -39,(p +9;9;) * 2(a+gy9 )9, 0
(sinon (q + 3’91)33(p + 9175) = 449, et donc 9y 0 )

on a alors

(x O) x* 0 P 0 «
y Mo =" 7".“1 €<N6(G).8>

ce qui fmplique yx €N ol yx ¢ 0.
2) Montroms qué N = qAp.
De méme que dans la démonstration du théoréme 1.1 , N est un

o
GL(Aﬁ) ® GL(i?’f -sous module A gauche de qAp et par le

point 1) N est non nul, La remarque (2) suivant 1le lenmme
1.2 nous permet de conclure N = qAp.
Les projecteurs p et g étant équivalents nous voyons donc

que les trois groupes G, ,G ,G définis &8u lemme 1.1

3
o o
appartiennent & <N6(G ),8) et donc G = N6(G ).8) .

2



”*
1.5 UNE GENERALISATION AUX C ~ALGEBRES NON SIMPLES

»
Soient A une C -algébre svec unité, K un idéal bilatére
»
de A tel que A/K solt wune C -algdbre aimple non nulle,
W: A—p»A/K la projection canonique (M (1) =1 ) , p et g
deux projecteurs de A-K de somme .
‘ -4
Soient G, = {xec ; qxp€ K , qx peK}

e = {xec ; X ex}); vt = c¥au
K X i PXQq € » QXp }v K "

Remarque : On a pAq ¢ K (lemme 1.2 ).
Lemme 1.6 : Avec les notations ci-dessus

cL(T(A)) = T(cL(a)) ;

v (a))° = W)

0
Preuve : Tout x € GL{ W (A)) suffisamment proche de 1 a
une décomposition polaire de la forme ey e® od y.5 € T (A)
» L] -
avec Yy = -y , 6 =S . Sotent r ,t € A tels que ==,
A\
t -t s W(r ) = Y w(t) =5, alors

x = W (e et ) € H(GL(A)O). L°inclusion inverae est facile.

La preuve vaut pour U.

Proposition 1.2 : Soient A, XK, T comme ci-dessus.

S1 H est un sous=-groupe de GL(A)° contenant
o
{ x €GL(A) ; x ~ le¢ K} tel que T{H) solt un sous-groupe
(4]
maximal dans GL{ T (A)) alors H est un sous—-groupe maximal

0
dana GL(A) .

Preuve : 11 y a une correspondance bijective entre les



° °

aous~groupes de GL(T (A)) et ceux de GL(A) contenant le
0

noyau de T0: GL(A)Y —»GL(T (A))° ([Bo],alg I , vLivre I ,

ch 1,66, a'13, Th 6 ).

Généraligaation 1.1 : Solent A et K comme ci-deasus, p

et q deux projecteurs de A de somme | et n’appartenant pas
A K.

Alors Gé est un sous-groupe maximal dans G.

Preuve : Réeulte du théoréme 1.1 appliqué & T(A) , du

lemme 1.6 et de la propoafition 1.2,

Généralisation 1.2 : Solent A, K, W comme cl~desaus, p

et q deux projecteurs de A de somme ] tels que

W(p)~ T (q).

o . o of
Alors G, est d'indice 2 dans NG(GK ) et NG(G* ) est un
sous-groupe maximal dans G.
Preuve : Résulte de la proposition 1.1 et du théoréme

1.2 sappliqués A& T (A) et du lemme 1.6 et de la proposition



CHAPITRE 2

QUELQUES SOUS-GROUPES MAXIMAUX DU GROUPE UNI1TAIRE

D’UNE C*-ALGEBRE A.F. OU D'UN FACTEUR

Notations

Soient A une C”—algébre avec wunité, p et gq deux
projecteurs non nuls de A de somme 1,
- 81 p est &quivalent & q dans A alors 11 existe un &lément

” »
dans pAq que nous notoDns !-:!MI = (qu) tel que p = EPﬂ(EPﬂ)

q = (EPﬂ)‘EPﬂ (pour 1°existence d’un " tel &lément :(Go]
Prop. 19.1 p 147 ).

- p<q signifie que p est é&quivalent dans A 3 un
sous-projecteur de q.

- G(p) = GL(AP)O et U(p) = U(AP)O .

- U(p)x U(q)_ = fxeu(p +q) ; x=u+ v, uel(p), ve U(q)}



2.1. LEMMES PRELIMINAIRES

Dans ce paragraphe A est une C'-algébre avec unité, p et

q deux projecteurs non nuls, % - {er; qxp = 0, pxq = 0}

Lemme 2.1 : Soient p et q deux projecteurs de A de

Xa Xy
somme 1, x = (x’ X“)e U avec X,€G(p), X, €6(q). Alors {1

existe deux unitaires u € U(p), V € U(q) tels que:

(o) e ) (P

appartienne au groupe engendré par U™ et x.

Notation : Si p + q = 1, y € qAp avec Iyl nous
désignons par V(y) ouparfois Vr7(y) l1‘unitaire:
*
Vp-u'y o 7Y
- ¥
Y J‘i 33

Preuve : L’élément b étant unitaire on a

*
Xg X4 " P - x;xs et comme X, est {nversible {1 existe u & U(p)

tel que x, = u Jx:x‘ = u VP - x';x3 . De méme {1 existe
. . *
veU(q) tel que X, v vq X, %, .

»

. 11t - « - o, -t "
L’&égalité g Xy Xy + X x, x, X v(q xzxz)v {fmplique

v oW *
X, X, VX XV,
La relation x;x‘ + x:xs = 0 nous donne
4 ¢ *
X, = -(x1) Xy Xy
R —
= ~u(p - x;x_’) Xy v Jq - (x;v)' (x;v)
=Y, R
- - - #* 1 - » » w -
u(p x3x3) Ip (x3v) (x3v) X, v
- - »
ux, v
et x‘ v lq X, X, v «q v x)xsv q x’xs v .



On a alors:

() (T )

Lemme 2.2 : Soient p et q des projecteura de A de
aomme 1, alora U.,V(E Ay =y,
< 9T 7
~ P E
Preuve : Soit T -i(E _H = (p -iq) od
- 2 1% -9

TV )
1) Soit x wun &lément autoadjoint de A? de norme

strictement inférieure 3 1 alors u = \}p - x* 4+ ixe u(p) et

}-‘(u O. );=<‘/F"‘1 -x Epq )= V(E‘”,x)
0 EqpuEpg Eqpx Eqp“""l Epq

appartient 2 (U“,O’) .

2) Soit y€ A 2, al
) So y Pavec “y(l(ﬁ,aors

~ -4 ( a "Ef’q )
T V(E_y)o = «
3
1° ‘ifb E‘IP a EP‘i

od a = %(\Jp- vy o+ 1y + 19" + Jp- yy* ) € G6(p)
o+ »
b-%(\lp-yy-iy+iy'- p-yy")=0bv, lblel.

Le lemme 2.1 donne 1’'existence de deux wunitaires ué€aA

P’
VE A, tels que
9
«
(u 0)( a cEpq )(f’ O)= v (E b)
o q/\egb g, €, /0 v 1
Comme b est autoadjoint le point 1) implique

V(E‘”,b)é <u%, 0> et donc V(EPy)E <u%, 6> . Le lemme 2.1

9

montre alors que tout élément unitaire suffisamment proche

de 1°identité appartient A <Uu,¢> . Le groupe U étant
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o
connexe nous avons la conclusion U ,0> = U,

Lemme 2.3 : Solent p et q des projecteurs équivalents
de A de somme l, Soient e un sous-projecteur non nul de p

(e€A) et ¢ un élément inversible dans Ae tel que IIC||<—;- R

alors:
o
V(E,, L e V(E
(‘]Pﬁ.‘ e Lu,v( ‘1Fc)>
Preuve : Soit ¢ = ux la décomposition polaire de ¢, od

u€U(A,) et x = (c'c)%'e A, 8svec llxl|<-23- . On a :
P 0 ) P 0
V(e c)( )-_ V (Eqpx)
*ep- 9P 4
0 qu(“ P ‘)E" 0 E1r(u+r-c)ﬁr" 1
qui appartient & (U“,V(Ech)) .

4
Soit m€EMN tel que V= sin.L_ et Ve<c 4x(p - ® )/2 . Alors

-4 4 4n Y,
a = £(x), (p - X2 (x(p - ") - vie)2 + tvel + p- e
est un unitsire de AP°
On a :
a 0 -4 $ BE
S V(E x)( )[v{e 7" - ( Py )
(4 0 X *
CoparEpg/ = ¥ F ¥ £y 87E,,

ol Sﬂ—i(‘lp'-Fa\Ip-x’" + xa x) €G(p)

¥ = -1(xs \Jp - xt —Jp - a”x) = sin‘.}r_eeAe.
"]

kg

A - LS w «
donc V(EﬁPTie) [V(E“Fain‘;;.e)] € U 'V(E‘it’C)) .

Le lemme 2.1 montre que V(E, sin. K e) e(U“.V(E c)) et
4m 1?

Lemme 2.4 : Soient p, q' N q“ trols projecteurs non nuls
‘
de A, orthogonaux et de somme | tels que p~q et solt

H = £ U(p) x U(q'+ q“), u(p + q') x u(q")> , alors H = U,

- 22 -



Preuve : Soit q = q¢'+ ¢ Grdce au lemme 2.1 et & 1la
connexité de U {1 auffit de montrer que V(z) appartient & H,
cect pour tout z € qAp oU |l z|j eat petit.

-A
Soient x = q'zp, y = q"zp, t = y( Vp -x"x )P et X, Y, W

comme suit (dans la décompoaition p + q' + q" = 1}:

Vr-x‘x -x" 0
X = x \,1'-;:(“ o) € R

0 0 ‘1“

E€H

0 Epq' 0
W o= Eq‘,> 0 0 }J€n
0 O qll

% * ¥
Domec WYW X = | . , ¢H et dans la décomposition
L I 4

~

p+aq-=1:

est un élément de H qul est proche de 1 si |Jlz|| est petit.

Grace au lemme 2.1 nous pouvons conclure que V{(z) appartient

A H.

2.2 SOUS-GROUPES MAXIMAUX DU GROUPE UNITAIRE D’UN FACTEUR

Dans ce paragraphe: M désigne un facteur (& prédual



séparable), U le groupe unitaire de M ( U eat connexe,[Ru]

Th.12.,37), p et q deux projecteurs non nuls de M de somme 1.

Définitions:

l. S1{ M eat un facteur infini semi-fini muni d‘une trace
T normale asemi~finie fiddle, aolent:

F = {xeM ; 11 exiate une projecteur E€M tel que T(E)< oo
et x = ExE }

F est 1°1dés]l des &léments de rang fini dans M

K =f 0 s M eat yn facteur de type I“,II4 ou III
adhérence normique de F si M est un facteur de type I
ou II°°

K est 1'idéal bilatére maximal formé des &léments compacts

de M, M/K est donc une algébre simple.

2. Si gé&M, Sp(g) désigne le spectre de g et Spe(g)
désigne le spectre esgentiel de g, c“est-3~-dire le gpectre
de la projection de g dans l1°algdbre de Calkin M/K.

3.U°‘={X€U;pxq-0 ,qxp-O}

u: = {xeU ; pxaek , qxp &K |

o of
Nu(U‘) le normalisateur de U, dans U.

2.2.1 Etude du normalisateur de U:

Proposition 2.1 : Soient M un facteur, p et q deux

projecteurs non huls de M, équivalents et de somme 1, alors

x L3 o
N (U) = U u Ty,
L

ou TU, = {xéU ; pxpeK , qxqu}



Preuve : C‘est en falt un corollsire de 1ls proposition

1.1.

«
2.2,2 Maximal{ité de Nu(UK) loraque paq

Lemme 2.5 : Soient M un facteur et e un projecteur de M

tel que e ¥ 1 et e K. Alors 11 existe NN et des

projecteurs e; nmnon nula orthogonaux équivslentsa de M
({=20,1,..,N) tels quel-eo-ig‘ei avec e e, e, 4K et
T
1 - e ¢K.
Preuve : (1) 51 M eat de type I ou II, muni d’une

trace T normale finle fidéle normaliaée
11 existe meN (m = n si M est de type I ) et un
sous-projecteur e  de e tel que T(e,) = E{;l 4 Tt(e). Nous
avons T (]l =- eo) = (o =~ 1)%{)_ donc 1 -~ e  est la sgomme de
m - 1 projecteurs orthogonaux e, de trace Eiil donc
m

tquivalents A e, (N = m ~ 1).

(2) S1 M est de type I, ou Il :
Le projecteur e est la somme de deux projecteurs équivalents
orthogonaux e, et eJ ol e, e;i K ([Dp1) Ch.III, g1, n?Z,
Cor.3). Nous avons e, {1 - e, donc 1 - e ¢ K et 1 - e  est
alors un projecteur équivalent A e,, car tous deux de trace
infinie ((D1] Ch.III, § 8, n?6, Cor.S).

(3) S1 M est de type III :

On peut choisir e, = e et conmme 1 -~ e, =1 - e ¥ 0 nous

avons donc 1 - e we, (N = 1).



Lemme 2.6 : Soient p et q deux projecteurs équivalents

de somme ] d‘un facteur M, et e un sous-projecteur non nul

de p vériftsnt e K, alors <U"V(E1r—e)> = U,
Preuve : S1 e = p ; le lemme 2.2 permet de conclure.
St e ¥ p ; solent N et €g 1€, ysey€, comme au

lemme 2.5 (appliqué 4 HP). Le lemme 2.2 sppliqué A

M implique
etE.“.e EPﬂ

«
U ,V(B” % e)) DU(e + Eﬂ eEPq)xU(p - e)xU(Eqr(p - e)EH)

Nous avons slors.:

e ) € {u )V(Eq‘,%e)>'

Eap 75
Soient E°J = (E‘jo )* des 1sométr1es partielles de M reliant
e, et e; N
t W, = E . + Eg + O E;; +E E.+E-+ZE 1
T °d 4° a:zq ‘ 9p o) o 4 Epq 9
27 4y

o,
appartient & U ( - l,..,N). Alors

Ae, )w = V(E,, 2)

eo)W4V(E _"_e )W oW V(E PG

V(E,, 2=
9P I w7
appartient aussi & L U%,V(E

* 5
iz

Grdce au lemme 2.2 nous obtenons ls conclusion cherchée.

Lemme 2.7 : Soit M un facteur et 2z = z‘é M-K avec

Nzl <1. Alors 11 &existe un projecteur e €M-K tel que
ze V1 - 2% goit un &lément inversible dans M, .
Preuve : Soient z = f AdE(A) la décomposition
. Spaz)
spectrtale de z et A la plus grande valeur spectrale

(essentielle si M est de type I, ou IIn)en module de z.
Soient & > 0 tel que 0 <[A-g]<lAICINve]CT et

e = E([ )‘-f,k)+£]). L‘élément ze Vl - z_T'. = f )J&-A"‘ dE(A)
[)'-(,)‘q]

est inversible dans He.



Lemme 2.8 : Soient M un fscteur, p et q deux
projecteurs de M équivalente de somme |, 2z = e MP avec

z¢K et fzlc _::_ , alors (U‘,V(Eqrz)) - U.

Preuve : Solent e comme au lemme 2.7 et J = 1 - 2e € U,
-4 -4
Le produtt JV(E_ z)J (V(E,, z) s’ écrit
P 9p 9 20!
( a BEP“
E,p € €
9 EapdEpq
od a et d sont inversibles dans MP car Iz < -"i- et
c = -2ze (1 - z* est aussl 1onversible dans M_,. Par le

[4

lemme 2.1 on & V(Ech)e LU, V(E, . z)> et les lemmes 2.3 et

P

2.6 nous permettent de conclure.

Lenme 2.9 : Soient M wun facteur, op et q deux

projecteurs &quivalents de M de somme 1. Si xé€ MP vérifie

x4K et hx i< %—, il existe zeMP avec z = z*¢K et
o
lzo< %— tel que v(E‘"z) € (Nu(UK),V(E,iPx)) .
Preuve : Soient J = E‘.Pq- E‘IP . L = EP‘! + EqP et
" x
Z4 V(Eﬂfx)JV(EﬁPx)J N Zz = iV(Equ)LV(Equ)L
o
(J,LeN_(U)).
Nous avons : Nz, -1V ¢ ZHV(E‘;PJ‘) -1 <1 car
||x(|<%— , de méme |z, - 1l <1.
Alors : qz,p = E‘{P( Vo - xx* x*+ x Vp - xx* ) = Eqp 24
q2,p = EqP(-i Vo - xx™ x* + ix Vp - xx* ) = Eqr z,
N * .
oU z: = z: €M _ avec lz Y A (= 1,2).
iT T ites
Nous ne pouvons avolr zZ, et z, dans K sinon

z, - iz, = 2x Vp - xx* €K ce qui implique x €K.

o
Il existe donc Z € <Nu(U&),V(E1rx)> (Z est soit z, soft Zz.)



de la forme ( hd * avec tz -18ct, z= z'¢ K et
L.z »

hzlicd. i

3

Le lemne 2.1 nous permet de conclure
of

V(E__z) € {N (U ), v(E,_ x)> .

gp 2 € N0, V(EQ XD
Théoréme 2.1 : Soient M un facteur, p et q deux
projecteura de M, &quivalents de gomme 1.

o R o “«
Alors U, est d’indice 2 dans Nu(U“) et Nu(uk) est un

gous-groupe maximal du groupe unitaire U de M.

Preuve : La proposition 1.1 donne la premidre
affirmation.
Soient geU - Nu(U:) et T la projection canonique M —pM/K
( R(A) est alors une C”-elgébre simple et U( I(A))o- w(U(A))
par le lemme 1.6 ).

Le lemme 1,5 appliqué 3 T (A) montre 1’existence de a €U(p)

et deU(q) avec l|a-pll<$16— et !ld—q|<fé- tels que
-4 o o
x = gla + d)gi e (N (UL),g) ~N, (U).
Alors x est un élément de la forme (x‘ o« ) od
. Xy xyq

lx -1l %-. et on peut supposer de plua que x3¢K (sinon
on considdre x"). Le lemme 2.1 donne alors V(x!) (3 <U“,x) .
Comme x3¢ K et ﬂx3 | < %. nous pouvona appliquer
ducceasivement les lemnmes 2.9 et 2.8, d‘od

o
N U, V(x> = U.

2.2.3 Maximalité de U“ lorsque pqq

Lemme 2.10 : Soient M un facteur fini et c €M, alors il

existe un unitaire ué&M tel que cu soit un élément



autoad joint.

Preuve : Soit ¢ = v|c] la décompoaition polaire de c ou
v,le] €M, Les projecteurs finis Vv et vv* &rant

équivalenta, 11 existe une isométrie partielle wéEM telle
que wie =1 - v’v, ww* = 1 - v ((D1], Ch.III, § 2, n? 3,

[P ]
uc .

Prop.6). Soit 1’unitaire u = v + wWeM alors cu =
Lemme 2.11 : Soient M un facteur semi=fini continu
(resp. discret) wmuni d’une trace T normale semi-finie
f{dele (resp. avec la trace des projecteurs minimaux valant
1), un projecteur q non nul de M, un opérateur positif P
de H1 tel que P ¥ q.
Soit d un nombre réel (resp. entier) tel que 0<d §7T(q),
alors 11 existe wun sous-projecteur q’ de q, commutant 3 P
tel que T(q') = d et ¢'P q'¥ ¢ .

Preuve : Soient (q; des projecteurs orthogonaux

J )J.:L"‘
équivalents de somme q, commutant & P tels que f(qj) £d (n

pouvant 8tre infini). S1 q'Pq' = q'pour tout projecteur q’
commutant 3 P avec t(q') = d alors gPg = § pour tout
d

Y ¢d. Jn a donc

SO

projecteur ¢ commutant 34 P avec T(

quqJ - q (V¥ §j=1,..,n) ce qut implique qPq = q

contrairement 3 1’ hypothése.

Théoréme 2.2 : Soient M un facteur, p et q deux
projecteurs non nuls de M, non équivalents et de somme 1.
Alors Nu(U‘) = U% est un sous-groupe maximal du groupe

unitaire U.



Preuve : L égalité Nu(u‘) - y* réaulte de la
Proposition 1.1.
Comme p-q nous aupposerona par exemple p<q. Soit
g€ U- U“. Lsa remarque guivsat le lemme 1.5 nous donne
l'exiatence de deux wunitaires 8 €U(p) et deU(q) avec
lla-pll(% et Wd - qll < 4 tela que
x =~ gla + d)g'e <U"',g)- U“ svec |[x - 11 <¢ 4.
Nous pouvons supposer que y = gxp ¥ 0 (ainon on considdre
x). Le lemme 2.1 implique alors V(y) & <U“.g) o
0< nyn<;—.
L’opérateur J;—:—;;: ttant poaftif (¥ q) 11 exisgte wun
gous—-projecteur q' de ¢, équivalent & p, commutant b
q - ¥y* tel que q¢' Vq - yy' q' ¥ q' (lemme 2.11).
sotent q'= q - q', yg = 9 ypy vy m q'yp
; .
¢, =a' Va-yy 4,0, = " Yo - yy" q"
L’ €élément V(y) dsns ls décompoaition p + q' + ¢" = 1 a 1la
forme
,P" 7‘.7")';7.&. _7“« _ 7;-
V(y) = Yi da 0
b 0 d3

d’unitsrité de v(y) donnent :
\, i L oo.

d, = 9= Yay,

. - Il- -

d, Vq Y Y,

=0

Les conditioans

«
yz )'4

'
y, ¥ 0 car d, ¥ q .

Rémarquons que
Soit J = p + q' - q”é Ud.

nous avons

30 -

Grace aux conditions d'unitaricé,



vy aviys© P-Zyy -2¥p-yly 9 0 ¥ w0
y y - -
Zy.\/r-y.“y, q'-Zy,y“ 0 Eanc * 0
0 0 q“ 0 0 g4
avee B v(y)Jv(y)d" - 18 g 2Uv(y) - 1< 1
etc-EH.Zy,Jp-y,'y, $ 0, leclct .
Soit ué U(HP) tel que z = cu soit un élément autoadjoint de

M, (lemme 2.10). Nous avons alors

P
»* * [o}
V() IV(I (o + q' + q") = Eq’f‘ x O € <u%g>
0 0 ﬁ“
et grice au lemme 2.1 :
[4 -zt - zE}q' 0
Z - € Cu%8
Evr Egplp-tt Epy O e
0 0 . q‘l
\ I 1.
od z z e Hf' z *.0’ lzl< 3
Par le lemme 2.8 on a : LUu%,z> >u(p + q‘)x u(q").

Dooac ulp + q¢')xv(q") et  U(p) xU(q' + q“) sont des
gsous-groupes de Ud,g > qui engendrent U (lemme 2.4) ,

alors <U“,g> - U,

2.3. SOUS-GROUPES MAXIMAUX DU GROUPE UNITAIRE D‘UNE

c¥-ALGEBRE A.F. SIMPLE

Dans ce paragraphe A est une C~-algébre A.F. simple
avec unité; A est donc la fermeture normique d‘une réunion
croissante de ¥ ~aous-alglbreas de dimension finie A de A

contenant toutes 1°unité de A.

- 31 -



Nous notefons A = AL, od A_ ¥ gO C).

ny4 n "m
, ) rin) "lnﬂ)
L’ homomorphismé fnjectif unital ¢ : J?“ M, (C) ———-0194 MW.‘(C)

est décrit par une wmatrice r(n + ])-foic-r(n) d’entiers
n .
( NQJ. ({Go],Prop.17.2, p 131).

Soient p et q deux projecteurs non nuls de A de somme 1.

Définitions :(1l) Un projecteur e €A, est plein dans A,
v{m)
81 e = @ e, avec 0 ¢ e (C) pour tout J = l,..,r(m).
J" "™ "‘(J)
.(2) Un homomo_rphisme kpm: Am.——»Am“ est

plein sl qm - ( «;:.\) avec 'K‘-; $0 pour tout
{=1,..,e(m+l) , 3§ = 1,..,c(m):

Dans toute la suite on se limite sans perte de
génbralité au cas d’une suite A‘_!L. A _!1, eee 00 tous les

Y, sont pleins ([E]} lemme A4.5 p 29).

Remarques :(1) Pour tout entiér m et pour tout
projectéeur non nul e€A, , e est plein
dans Am.q'

(2) Le groupe U(A) est cohnexe car

u(a) = U u(a) .
n3a
. »
(3) L’algeébre AP est aussi une C ~-algébre
A.F. simple ({E] lemme 9.4 p 60 et

remarque (1) suivant le lemme 1.2),

2.3.1. Maximalité de Nu(U“) lorsque pwgq

Lempe 2.12 : Soient B unewsalgdbre sur € avec unité,
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X,%, 0 O

D = xyx, 0 0 606(8) H xkeB (k = l...,s)}
0 0 rg X¢
00 x, xg

et ¥ ={o 4 0 o €u (®),
o Yz o

0o 0 0 4
alors
" n n "
(o, ¥> = <0, ¥p¥"> et L @0, %> = & <n;,¥>
J=4 Jtl J:A J J
ol DJ-D' ‘j-x pour tout § = 1,.,.,n.
R
1 e/l‘
Preuve : Soient J = 4, € D et R = A 1 € D.
Preuve ( i et
3
A

Le produit L S )'-‘Rf.]“ donne ¢D,¥> = <D, ¥D8*>. Le
-4
groupe <@ ,87% > contient (@¥. XD, @18 ... 01)(?t~) et
iy ! :
D,®1®...81 donc aussi le groupe (D,,%,>® 16 ...81. En

faiaant varier j, nous obtenons la conclusion cherchée.

Lemme 2.13 : Soient A une C'-algébre A.F. oeoimple avec
unité, m un entier 3 1, deux projecteurs équivalents p et q
de Am, de somme 1. Soient e un sous-projecteur non nul de p

- 4
appartenant 2 A et H < u(p)x U(q) WVoq (ﬁEqu)> , alors
H = U.

»
Preuve : La C -algéebre AP est A.F. aimple avec unité p
et e un projecteur plein dans pAm”p (remarque (3) et (1)

ci~dessus).

r(n) rin) r(m
Pour n = m+l, solent p -j=? p",j et e = Jg‘ eh'J GJ;G‘M"(J.)(C)»
ol e.: ¥ 0 pour tout Jo=1,..0,v(n) et solt Y

I\,J
1’isomorphisme
U(Apeqg ) ——— 0, (4,)
b d (a b Epq ) (a b)
E .———’
9 < Eqpd Epq ¢ d
: - 33 -



Pogons DJ - 'U(p":j M P - )xU(ph,J. Mn".) |:a“'j ) et

LY

Ae . e - A .
. ze"'J*P"‘J 3% rod e,.,J
lj = Aoe. - A CUI(AP)
z " 7 6nj *Pnj-€n)

pour § = 1,..,r(n).
Comme AP o} ;0 p,,'jm,‘q)p”'j alors 1‘image par & de H
contient @D . t done @® <., ¥
<JJoJ;0)‘J> e J_<J-J>
(lemme 2.12).
Le lemme 2.6  appliqué pour chaque h] au facteur

MZ(P-\.J H"{j) P"~j )} donne 1‘appartenance de

Ao . A, A <A
'g') G P ALTREE ekl N
4 | Ao . VPR R (- A
J 4 a3 r'*.‘) TT-P"‘J 'rz—P ey P

(LE )eH, et H = U par le lemme 2.2.

3y (H). Alnsi vy, L

Lemme 2.14 : Solent A une C‘-al’gébre A.F. avec unité,
k un entier 31, p et q deux projecteurs non nula de Ay et
2 €qAp avec 0 izl 1.
Alors il existe me€WN, m> k, deux projecteurs non nuls €er €
équivalents de A, tels que e $P, ezgq, et deux unitaires

u,€U(p), v, € U(q) avec la propriété suivante

Il existe un Elément inversible ceAe‘ tel que
Vp - 2z o) 3 3 ¢
u,ze, Vp =z 2z u, = E,,¢ © Eju = (841) est une isométrie

partielle de A, reliant e, et e, -

S1 p = q on peut choisir E,, unitaire dans (Am)P .

Preuve : Pour tout & >0 il existe m €N, m 3Pk et a €A,

tel que lz - ap<ce , Nhay = Wzh; alors ai ! - qap on a
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Wz - z'|<£ et z'e A,, - Soit e, le projecteur sepectral

de %2 correspondant & une valeur propre A de £z telle

que A = [ £* ' (<A<,

Sotentx-ze,“p—z'z : x'-z'e4dp-z"z/€A,,‘
f, (reep. fz) le aupport initial (reep. final) de x
e‘(resp. ez) le support initial (resp., finsl) de x'
(e‘,eze A, et e, ¢p, e, ¢ q).

1) Par choix de £ nous avons :

™ ' v
) e 2z ze‘(eaz z ze, est inversible

¢ -4
z e4)¢- e, iK1 donc e,

A

dans Ac‘ .
2) Montrons que fl(resp. f‘) est arbitrairement proche

de el(resp. e,) par choix de & :
-4,
' s 4 i3
~ze (e z z e, )e,‘ € A, (v

Sofent v = ze, (e, z" ze )-‘/2 et v'
a 4 ale,

existe par 1) ), alors :

v = support final de ze, = f

»
-
vV Vv e 4 2

4'
- ' P

Vi e . Vv v'e - support final de 2z’ e, = e
donc fl = vv' est arbitrairement proche de v v = e par
choix de & .
Sot » | O

ofent w = (e, ,(p - z z)e4)¢4 e, {\p-z z et

-4/
w\. (9-4(p - z"‘z')e‘ )cf e‘ ‘P - z'.zl

alors ww” = e, W o= support {nitial de e, Vp - 2"z = f,

U
ww'' - e, wiw'= support inittal de e, Np - 2z = e

donc f, = w'w est arbitrairement proche de w u! - e par
choix de & .

3) Définissons les unitaires u,& U(p), u, €U(q) :
Par le point 2) ona VUf, - e, 01, N £, -eall<1 donc 11
existe deux unitaires wu, €U(p) et u, € U(q) tels que
ufe =, u,‘flu: =- el([E] Cor.A8.3 p 58).

S{ p = q alors e, et e, étant des projecteurs équivalents



dans pAn pC A, sont unitairement équivalents

([D1] Prop.6 ,p 243); soit u € U(pA, p) tel que ue‘u' - e,.
L]
Définissons E,, = E,, = v st p ¥ q
u sl p = q (Eué A, )
3 . " u f xf u = E" “e, €A
Nous avons (Ez-) uyXu” = E,, u fxf u TS LA e,

4) Montrons que E; uxxu: est inversible dans Ae‘:
L‘élément xx" est arbitrairement proche de
x'x'% = (1 -A')z'e‘z" - (1 - A )A'e‘ qui est {inversible
dans Ae, - Donc par choix de £ nous avons :

» ® ‘ ' -4 »~
buxx®u((1 -} );ael_)¢x - e llg hu,(xx"- (1 - £, Yu” '(n')a'
hxx® = x'x™ g+ (1 = 3")xWe, - £ 1)
< Clhxx® = x"x™p + ( A e, A,w <

donc ulxx'u: est inversible dians A .
z

» «
’ € .
L’inverse de Ez:“;x“! est alors u, xu (uzxx u‘l‘ E.. A¢4
Lemme 2.15 : Soient A une c‘—algébre A.F., simple avec
‘unité, p et q deux projecteurs de A équivalents de somme 1.
Si zeAP vérifie 0 < |z | ¢ ,% , alors <U.‘.V(EqP )Y = U,
Preuve : Il existe k€N et un projecteur ﬁ'e Ak tel que
Wp=-Pll&l et donc un unitsfire ueA tel que upu® = 3

([E]) Cor.A8.3 p 58).

~ - L]
Notons q = 1 = p¢ A, et EiF - (EFq ) 1°isométrie partielle
quPu reliant p et ;.
Posons z' - uzu’& AF'
*
(Nous avons uV(E, z)u = V. . (E~-uzu ) = -(E-.z ) ).
9p Fq ¥

Nous sllons montrer que le groupe :

u <U“.V(E 2 u¥e CU(P) x U(T), (E~~z')> est &gal au

K]

groupe U.

Grice su lemme 2.14, 11 existe melN, = 3k et deux



projecteurs e, et e, non nuls bquivalents de A tels que

e, & P, e, ¢ P et deux wunitsires u,, u, € U(AF ) tels que

-2uzz'e‘ P - s u: = wc od ¢ est inversible dans A, avec
A
2
c L et weU((A _)v).
Kenel mf
Sofent W+ u, + Bypuu Eoo et J - P - o2e,+ 9 (€U x WD) ),
3 z'f w est un é&lément de

alors wJV~-(Eqr 2/ )y V~~(E,P

u(p) x v(Q), V~7 E~-z )> de la forme

( 8 LEF‘T )
Biic FAF 4 B
ol 8 et d sont invergibles dans AF car j1z'jig %..
Le lemme 2.1 implique
-(ch)€<u(p)xu(q) 1 z’)>.

Les lemmes 2.3 et 2.13  nous permettent de conclure

< U(P) xu(y), v-q(s~~ z')> = Uu(fF+ 7).

Théoréme 2.3 : Soient A wune C”-slgébre A.F, simple
svec unité, p et q deux projecteurs bquivalents de A, de
gomme 1.

o . o o
Alors U° est d“indice 2 dans Nu(U ) et Nu(U ) est un

sous—groupe maximal dans U.

Preuve : L &galité Nu(Ud) - Uuu T0% réeulte de ls
proposition 1.1. Soit geU - N, (U™).
L8 remarque suivant le leume 1.5 nous donne 1’ existence de
deux unitaires a €U(p), de€U(q) avec s - plig %- et

a -4 «
Id - q fi< 3 tels que x = g(a + d)g ¢ Nq(U ).

Nous avons llx -~ 1 |l ¢ % et qxp = B’Pz avec z eAP,
Nzl % . On peut supposer z mnomn nul (sinon on
considdre x°) et nous obtenons V(E”z)é <Nu(U“).g>



(lemme 2,1).
Le lemme 2.15 nous permet slors de conclure

< Nu(U.‘).g) - u.

2.3.2. Maximalité de 0% loraque paq

Lemme 2.16 : Soient A une Oﬁ-qlgébte A.F. simple avec
unité, k un entier 31, p et q deux projecteurs non nuls de
Ay de somme 1 et mnon équivalents.

Si H est wun sous=groupe de U contenant strictement
U(p) x U(q), alors H contient le sous-groupe dense y U(A“)

de U.

Preuve : Grfice su lemme 1.5 et 3 1a proposition 1.1 11
existe dans H-U(p) xU(q) wun élément de la forme (: { )
dans la décomposition p + q = 1, qui soit arbitrairement
proche de 1’41dentité. Nous avons alors

Vr,1 (z) € H-U(p) xU(q) (lemme 2.1).

Grfce au lemme 2.14 11 existe me€M™, m 2k, deux projecteurs

non nuls équivalents e, et e, de A tels que e, <p, e, <q et

2 m

deux unitaires u,€ U(p), u, € U(q) tels que

=2u, ze, Vp -~ 2%z u: -~ E,,¢ od ¢ est inversible dans Ae‘ et

Eix = (541)' une i{sométrie partielle de A, teliant e, et e,

Solent W = u, + 4, J = p =~ 2e + q deux unitaires de

UCp) » U(q) &l NIV, (203 v () " * *)e H et

T8 : - t
PIxr q alors Pq z f1 z (Ebc ~ et es
un élément proche de 1 si Wzl est suffissmment petit.
Nous avons donc VH (El‘c)e H (lemme 2.1) et le lemme 2.3
donne :



\/ =
e,e,(ﬁ

Comme Vpo (Ej c) = Ve ¢ (Ejpc) + p - e

Eyae,) € CUle ) xUle)),V, o (B, c)D> CUle + e).

Lt e e, 1" &élément:

Y - V'1 (-’—‘i,-Eu e ) e“l(FB“e‘) +p-e +q- e

appartient & LU(p)x U(q),V (Ezlc)> c H et t‘euuh).

Pa
Nous avons alors (U(p)xU(q), ¥D>CH obu e, est un
projecteur plein dans A, (remarque (1) ¢ 2.3).

Pour tout njm + 1 , eolent :

r(n) f(»)

2] .
j:d q":J

e = @ f,. od f ‘~'1‘ 0 ( §=1,¢0,7(n) )

r(n)
sppartensnt tous 2 0 Mn(})( c.

Posoas Dj = U(P'\,jn"(j)P".j ) x U(q"'jm"})q"'i) et
¥, = v, . (AE ) pour tout § = 1,..,r(n).
I ST I ALY r(ny r()
Pour tout o3jm + 1, H contient < & D/,
"

) a4’
.® (nJ,xJ (lemme 2.12).

K > et donc

Pour chaque J€{ 1,..,r(n) }, (MMJ-) étsnt un fscteur le lemme

2,6 ou le <théoréme 2.2 (suivant que p,\'j est équivalent ou
'ln

non A q'J) implique | U(H“‘j)) = U(A,) qui est contenu dans
[ JS

H, Ceci étant pour tout njm + 1, nous avons donc

Uuca,) cu.
ng4

Lemme 2.17 : Solient A une c*-algébre A.F, simple avec
unité, e et f deux projecteurs de A, &quivslents de somme 1.
Si H est un sous~-groupe de U contenant U(e) x U(f) et wun

sous-~ensemble dense D dans U, alors R = U.
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Preuve : Dans 18 décompogition e + f = 1, {1 existe
Y = (; 1 ) €D u'appatrtenant pas & U(e) xU(f), tel gque
hy -110 ¢ % (car D est dense). Nous pouvong eupposer
z ¥ 0 (sinon on considdre Y").
Gréice su lemme 2.1 nous avons Vef (z)€H od Nz < i,- , et
comme lés projecteurs e et f sont &quivalents le lemme 2.15

nous permét de counclure

<U(e)uU(f),\'¢{-(z)> = U et donc H = U,

Lemme 2.18 : Solent A une C’-algébre A.F. s8imple evec
unité, k un entier 3 1, p et q deux projecteurs non nuls de
Ay de somne 1 et q' un projecteur de Au équivalent 3 p tel
que §'¢ q ,4'# q.

Alors U(p) x U(q ) est un sous=groupe maximal dans U.

Preuve : Solent U(p)xU(q)gHCU et q" = q - q'CA .
_LEuve k

Le lenme 2.16 donhe LJ U(A ) cH et donc
ﬂ;‘
1S N 1
J{ku((A“)P‘ﬂ')Clln U(p + q')., Comme HNU(p + q ) contient

U U(q') et le sous-—ensemble U U((A,) ui est dense
(p) xU(q u Ak ((a, p+g' ) a

dsns U(p + q‘), le leame 2.17 nous donne

HAU(p + q') = U(p + q') c‘est-2-dire U(p + q')x u(q?) cu.

Les projecteurs p et q' étant équivalents le lemme 2.4 nous

permet dé conclure H = U,

Théordme 2.4 : Soient A une c’;slgébte A.F, elmple
avec unité, p et q deux projecteiirs non nuls, non
équivalents de A, de gomame 1,

Alors Nu(U‘) - U“ egt un sous-groupe maximal dans U.
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Preuve : L'égalité Nu(U") - " résulte de 1ls
proposition l.1.
11 existe m€N et un projecteur P€ A, _, plein dans A, tels
que lp - plH<l, donec 11 existe un unitaire ué€ A tel que
upu” « P ([E)} Cor.AB.3 , p 58). Soit ¢ =1 - P&A,, .
11 existe wune décomposition de ; en n projecteurs
orthogonsux non nuls a}e A, 8vec :{14"{: dsns A, .
Posons 30 - F

o= 7+ 0, +...+‘EJ' j=1,..,n (P, =7+ 9

Solt ul™u” = U(p) x U(ﬁ)%HCU et montrons que H = U,
Pour cels montrone que si U('ﬁ:‘-)xu(l - 7,

|

j = 0,..,k, k<n (ceci étant vrsl pour j = 0) alors

)gﬂ pour tout

U(PJN)XU(I - FJ.")CH pour j = 0,..,k (1“inclusion é&tant

stricte 81 k<n - 1).

Psr le lenme 2.16 nous svons V) U(A, ) CH donc
nypA
D = U U((A.\)-v ) est un sous—-ensemble dense dans
PJ qul

U(;j + qJ.“) tel que DCHOU(sj + QJ")-
er . ~ ~t -~
1 cas : Si qJ.'4 ~ P alors HnU(pj + qJ“ ) contient
U(E})xv(if“.") et l1’ensemble dense D. Le lemme 2.17 donne
HAU(R; + qdh) - u(’ﬁj + qJ,, ).
2¢"\¢ . -~ ~ -~

css : Si qJ" ép) slors HnU(pJ + qJ~M) contient
strictement U(; ) x U(qJ“ ). Le lenmme 2.18 donne
HnU(pJ~ + q‘j“) - U(p‘- + qJ-n ).
Dans les deux c8s nous svons U(FJ-“ ) xu(l - Fj*‘ )C R pour

d = 0,..,k ( 81 k¢n -1 1’inclusion est stricte car
U(p)x U(3)cH ).
Par induction sur k nous obtenons U(;h) = U(p + Q) = H donc

H=10.



» .
2.4. UNE GENERALISATION DE 2.3 AUX C -ALGEBRES A.F. NON

SIMPLES

“ .
Soient A une C -algdbre A.F. avec wunité, K un 41déal
bilatdre de A tel que A/K soit une C'~algébre simple non

nulle, B :A ——»A/K la projection canonique, p et q deux

projecteyra de A-K de somme 1 et
U: -{ x €U ; pxq€K , qxpeK}.

Généralisation 2.1 : Solent A, K, ™ , p et q commée

ci-dessus.

Alors U:

W(p) vn(q) (resp. (p) A T(q) ) et Nu(ux ) est un

est d’i{ndfice 2 (resp.l) dans Nu(u: ) st
sbus-groupe maxinal dans U.
Preuve : Résulte de 1s proposition 1.2 et du théordme

2.3 (resp.2.4) appliqués 4 T(A) , du lemme 1.6 et de la

proposition 1.2.



CHAPITRE 3

POSITION DU GROUPE UNITAIRE DANS LE GROUPE DES

INVERSIBLES D'UN FACTEUR OU D'UNE c"-ALGEBRE U.H.F

Nous reprenona les mémes notations qu’au chapitre 2.

3.1. ETUDE DU NORMALISATEUR DE U DANS G.

Soient A une C*-algébre avec unité, K un idéal bilatdre
de A tel que A/K soit wune C*-algébre simple non nulle;,
W: A—-p»A/K la projection canonique. Nous notons :

G(1+K) = { x€G ; x - 1€K }

G(U+K) = { x€G ; x = u + k avec ueU,k €K } = D-G(1+K)

Remarque : Si K = 0 on a G(14K) = 1

et G(U+K) = U.
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Lemme 3.1 : Avec les notations ci-dessus

Ng(G(U+K)) = € G(U+K).

Preuve : Soit g€ N.(G(U+K)). Alore pour tout u €U on a
gug '€ G(U+K), c’est-d-dire gug‘i"u'g'-l €K et donc
g‘gu—ug'ge K. Comme tout &lément de A eat une combinaison
linéaire de 4 wunitaires, W (g°g) appartient au centre de
K(A) donc & € (car w(A) est une C'-algébre elaple avec

unité). Nous obtenons donc g€ c*G(u+K).

3.2. LEMMES PRELIHINAIRES.

Lemme 3.2 : Soit T wun espace compact et GL(2,T)
(resep.U(2,T) ) 1le groupe des fonctions continues de T dans

GL,(€) (resp.Ul(C) ). Soit Fe€GL(2,T) de la forme :

F(t) = ({“) 0 dvec f(t) > 1 pour tout t € T.
o fu

Alot t t HE 1 £ ( -
ots pour tou GL(2,T) de la forume 0 kﬂ)‘

hit) o )

tel que h(t) 31 pour tout t €T, on a H € {U(2,T),F >,

Preuve : Sofent F et H comme dans 1’&noncé. Par
compacité de T il existe n€N tel que h(t)<f(t)4“ pour tout

tE€T. 4
hoy'- hie)

for - fo

Posods B(t) = arc sin ( 0 eat une fonction

continue gur T), et soient :
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. - ((osO(é) ~Sin(t)
o(t) SinG{t) ccsall))

S(E) = PO Rg PO F(eT Ry, PCO)"

w0 8lb) + )4 sintB(Y) sind () cos B(8) [46*™ F (6] )
'( sinB 8 [FOM )72) 0l + FE)- 1 snB ()

L’élément S appartient & L U(2,T),F D> , S(t) est positif de
déterminant 1 pour tout t€T et

2 “2n 2 -4
trace S(t) = 2 + sin2@ (£)( £(t) = £(e) ") = h(e) + h(t)

-4
L’élément S(t) a donc h(t) et h(t) pour valeurs proprea.

- 2 Cos 9((')
W)+ hit) 4

Solent [ x(t) =

od(t) = %.arc sin x(t)

Cos () - Sinalt)
S1 V(t) = Sin wit) Cos & (¢) , alorsa VEU(2,T) et on vérifie

par un calcul aimple mais faatidfeux 1’ égalité

hit) o ) ™
. = V(t)S(t)v(tr)
o hit)

qui donne la conditfon cherchée.

Lemme 3.3 : Sofent A une c"-algdbre avec unité, des
projecteurs Py 1P, 4Py orthogonaux de A de gomme | tels que
Py~ P, ¢ 0. S{ a est un opérateur positif de AP« avec
Sp(a)c )1,+[ alors pour tout ¥ 31 , on a :

rr. A é . _a
ro- ¥, € <v Eaya "Bt >
Pa ! Ps
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24 une

( sp(a) désigne le spectre dé a. Nous notons E,, = E

faomécrie partielle reliant p, et P, ).

‘ »
Preuve : La C -algébre avec unité engendrée psr & peut
8tre {dentifiée 3 1°espace C(T) dea fonctions cortinuee sur
le spectre T de a. Soit (p l'iscomorphisme de GLz(C(T)) sur

une sous-algdbre de G(p,+p,) défini par

Xy “ -
¢ :(z w) > x + yE,, +E,z+E, vi,

13
[+
) .4

¥ 31 alors H € Ju(2,T),P (a + E4:a E, ) > donc

(o]
Grice au lemde 3.2, gi H(t) = { r-q) pour tout t€T et

(rh ° )e Culp, +p.) ('i d‘od  1la
0 X.AP‘ Py ¥tP 70 64' -‘E"l )) ’

28
conclusion cherchée.

Lemme 3.4 : Soiént A une C*-algébre avec urité, des
projecteurs p4,pz,p3 orthogonaux de A de somme 1, tels que
P~ Py ¢ 0 et aoit ¥ >1. Alors pour tout x, yéc(p1),

xy x"y"
* 4
EA} x E“.l et P2
P Ps
. ¥,
appartiennepnt 2 <U, M e ’Pl >.
Ps

Preuve : Soit b eG(p,) positif inversible. Identifions
la c'-aigébre svec unité engendrée par b A 1‘espace des

fonctions continues sur T. En appliquant le lemme 3,2
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b (o)
& F = ® 0 et H = -‘( -t ) ol eat défindg
(0 L2 ) T 1o E; b€y f

conme dans le lemme 3.3 noua obtenona

b 0
-4 ¥ (o]
(0 f‘;‘: E“) 3 (U(P4+Pz). ( oP‘ 1“&)) et donce
b ® -4
( Eab Ey ) € (u,C) .
Ps

Pour tout x €G(p,), aoit x = ub aa décompoaition polaire

(b =Ix|) alors

X LY ] u | b * -4 r‘

EaxEy = P2 Enb E, EyuEn

2 P Py Py

appartient &4 U, M> et donc pour tout x, y €G(p,) :

xy#ty X y (yo™
® .4 ® -4 o
Py = Eg X €y ErY Ex £a yxEa
P Ps P Pa

appartient auassi & <Uu,™> .

3.3 MAXIMALITE DE NG(G(U+K)) DANS LE GROUPE DES INVERSIBLES

D°UN FACTEUR. N

Dane ce paragraphe M déaigne un facteur (& prédual
eéparable). Nous déaignona par K 1°idéal bilatdre maximal
de M définl au paragraphe 2.2 dont nou& reprenons les

notationa.
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Lemme 3.5 ¢ Soit M un facteur de ¢type I_,II ou III.

00 *

Pour tout gec-‘Nd(G(UH()). i1 existe un eystdme d’unités

matricielles (Eij h:j“-"" et un opérateur positif .éH‘« avec
sp(a)C ]J1,+00 [ tels que
¢ .
Eas € € N, (G(u+kK))
G .8) .
El’s
Preuve : Soit géG*NG(G(U+K)) et g * ux ss

décomposition polaire ( x = |jg| ). Le lemme 3.1 implique
x4 CG(1+K). On & <NG(G(U+K)),g> = <N (G(U+K)),xD .
Le spectre (resp. le spectre essentiel sl M est de type I,
ou II_, ) de x contient deux points A et ) avec 0<3</‘1 .
Soit E(.) la mesure spectrale associée A4 la décomposition de
x = J t dE(t). S1 £ 50 vérifie A+£ < M- € , slors les
projglc‘ieura E([A-£,A+€]) et E([/‘-C,/‘*-&]) sont
orthogonaux.
Considérons les cas sulvants :

8) Le facteur M est de type Iy ,Ilg4 oJu III,
Le projecteur E({A-¢ ,A+¢£)) étant infini ([Ka),Prop.3.8),
il est la somme de deux projecteurs E,, et F orthogonaux,
équivelents et commutant A x.
Soient E,, = E([ M-¢ P PYE 1) et Eyy = 1 = Eqy = By
{E{ )(:"1'3 forment une partition de 1‘unité de M que 1’on
compldte en un systlme d‘unités matricielles (s.u.m.)
(£} Alors X = Xotxtxg od x; = B xEr (4= 1,2,3),

i,j:d,t,g‘ o e

Sp(x,) € [A-¢ ;A+& 1N Sp(x),
Sp(x,) = [p-¢€,,2+E 10 8p(x).

A _a
’ { " - -
Soit l’unitaire V E“ + Eu+ E” , alors 8 VXV X est un
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opérateur inversible de (Ng(G(U+K)),x ) de la forme

b

E..L'E 4
24 42 O b = E E - M
£ ou 42 250 ¥4 g

1 a1

Soit b = wa la décomposfition polatre de b ( a = lbl ).

Alors

wl b 544
-4
514 8_4541 = En EUL En Euwsu
€33 Eyy €5 Esns

a

appartient A <N6(G(U+K)),x > et
I\a"“(ﬂx4uux;‘|(>"_€<l donc Sp(a)c Jl,+o0 |,
A-¢€
b) Le facteur M eat de type II,, muni d’une trace normale
finie fiddle normalisbe T .
Il existe k&N, k )1 et un sous-projecteur E_, (resp. E;;)
de E({AN-€ ,M +£]) (resp. de E([/‘-z,/«+£l)) commutant a

X et de trace

({pi}, ch IXI, § 2, Prop.l4).

A

Soient Eyy un eoug-projecteur de 1| ~ E,, - E,, de trdce ek
X

commutant A x et E, = (E“) une isométrie partielle
reliant E_ et Eu.

Sofent F =1 -E,, ~E; ~E;3 et x = x, + x, + X,y + y ol
x = E.. xE;; (¢=1,2,3), y = FxF. En conatruisant les

“d .4

€léments V = E;, +E,,+E,, +F et B = VxV x , comme au point a)

nous obtenons un élément de la forme

a
h = E“a"£“_ appartenant a (N(’(U),x>

Eys
F

et ou Sp(a)c]l,+=|. Comme T(F) = 3(k-l)-31k_, on pedt
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décomposer F en somme de 3(k-1) projecteurs orthogonaux,
commutant A x et de trace ——.

3k
En effectuant wun produit de k=1 <conjugués (par des

unitaires) de h nous obtenons la concluaion cherchée.

Lemme 3.6 : Soit M un facteur, alors tout opérateur
inversible de M eat un multiple scalaire d‘un prodult fini

de commutateura multiplicatifa.

Preuve : Si M est de <type 1, ,I1  ou III, wvoir
[Ha},Prob.192, ai M est de type 11, voir (F-H]},Prop.2.5 et
el M est de type I, 11 eat blen connu que le groupe dérivé

de GL,(¢) est SL _(C€).([Ar],Ch.,1V,Th.4.7,).

Théordme 3.1 : Soit M un facteur, alors

N (G(U+K)) = ¢"G(U+K) est un sous-groupe maximal dans G.

la

Preuve : §4 M eat un facteur de type Ins

démonatration est faite dans [No)J. Supposons donc que M eat
un facteur I,,II ou III.
Soit g€ G-NG(G(U+K)), alora les lemmes 3.5 et 3.3 donnent

1”exiatence d°un s.u.m. {E; . }

J i,J‘: 4,2,3
Yo
r= ¥ Ez

appartient 3 <N (G(U+K)),g D pour tout A >1.

tel que

E}l

Nous allons montrer que { N (G(U+K), ry =g¢.
Soit a8 €G et a <« vB aas décomposition poldire od VvEU,

~
B =Vs®a . Il existe un a.u.m. {E,. )i-'cj.nlz'3 tel que

J



~ ~ ~

avec b; = E.. BE.. pour d = 1,2,3 et des {gométries

d U
partielles UJ‘ telles que UJ~ UJ'*- EJ.J. . U;UJ' = EJA pour
4 = 1,2,3.

”®
Soit 1‘unitaire U = U,+U,+U; alors UBU a la forme
by
b,
by
dans le s.,u.m. (E;} )LIJ.:A‘I". Grice au lemme 3.6 11 existe
)

Aer” tel queb, = Ab! od b/ €M, est un produtt fiat
“
de commutateurs multiplicatifs. Donc
1 A Y
b, ‘fy [ b, A3E, ACE,,
E = A 3 "/3
u 1 X3Ey, €
E € € -7
1) 3 53 A gy,
appartient & (N, (G(U+K)), > (lemme 3.4).

Comme EM , E et E33 sont des projecteurs équivalents,

22

E Ean
( “ b, ) et £y et done
£ b b

3 N 3

b,
bz

appartiennent (NG(G(UH()),"‘) . Nous avons la conclusion
cherchée car B et donc ausal a sont des &léments de

N (Gu+k)), M >
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3.4. MAXIMALITE DE N,(U) DANS LE GROUPE DES ELEMENTS

*
INVERS1BLES D'UNE C -~ALGEBRE U.H.F.

Dans ce psragraphe ndus reprenons les notations du § 2.3.

Lemme 3.7 : Soit A ure C*-Blgébre A.P. simple avec
unité. Pour tout g€ G-C*U, 11 exiate un entier n3» 1, des
projecteurs non nules orthogonaux p;€ A, (L = 1,2,3) des
somme | avec

Py et P, équivalents dans A,

Pytp, équivalent & un sous-projecteur de p3y dans A,

aidaf qu’un Glément positif aeA" avec Sp(a)c Jl,+ 00 |

tels queée
a

P24 8™ paz
Ps
appartient 3 <¢C'U,g>

»
(od pyy = P4y est une ifsométrie partielle reliant p, et

Py) -

Preuve : Soit gE.C-C'U et g = wlgl sa d&composition
polsire,igid ¢'1. on a <c’u,g> = <¢'U, g .
Soient 14 et Rz deux valeurs spectrales de |g| avec
Aag¢ X, et o ER, tel que d(min(?.z_;ﬁ ,_7‘2_1.). Soft
0<E<wx et solent m€N" er y positif €GL(A,) tel que
l1gl = yl<CE et /&,‘*; deux vdleuts spectrales de y svec
JAc- pilce  pour 1= 1,2,
Soient p, et Py deux projecteura de Ag tels que

P;Y = Yp; = Mipi. pour L = 1,2. En remplacant m psr m+k = n



(ou kGIN'-) et p,, p, par des projecteurs plus petits on
peut supposer Pa™ P2 ( remarque (l),§ 2.3 ) et
Patpy <1-p,-p, = by ( 11 suffit de choisir n tel que tout

idéal bilatére minimal de A, aoit de la forme M _(¢) avec

n
r34 ),

Soient p,, = p,: une isométrie partielle de A, reliant p,
et p; ; U = po+py, tps € u(aA,)

et h = |glulg'uvecc u,g) , alors

) A & M
z = yuy ut= PP oﬁ/“--7:—>l.

Ps

Par choix de £ , les £léments h et z et donc aussi |h| et z

sont arbitrairement proches.
Ay- ot Vat
Aat X < /‘ 7% <

0 < § ¢umin( 24=81 | -4+8 ;5 4
2 2

R) <1-S<1<1+s</u-5.

A;"’d

On 81 £ a = = b, et pour tout

11 existe €= € (8), £<8 tel que 81 WIhl - z (I<c¢
alors Sp(1hl)C Bg(p ") UBg(p U Bg(1) od Bg( W), Bg(p),
By (1) sont des ouverts disjoints
CBg(p) = {2€c; [A-plc§)).
Soient 919, 9, les projecteurs spectraux de ] hi
correspondant respectivement 3 ces 3 ouverts disjointa. On
a donc
ha
In| = h, € (c’u,g>
h

( dsns la décomposition qtq,*q, = 1 ).
Sotent s = (z = & )(z =M)=(Ihl =M )(Ihl =p) et
et r o= (Inl = AR = p)=(1= (1= gy
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slora Nell & Nzmpu Wz= bl + I Ihi- AU Uz=10ill ¢ & 5p
Nell & Why= /', hy=/qul + = flqy il b= pay i
+ by —qyh + AU hy=q 4 hymgy
€8 (3 inyy +/~+/d‘+1+/«~"+/a)s Sll/u
( se rappeler : £<8 , M L1, UINMIRC p +]1 < 2p0)
donc I (1= p*)(1-p)(py=a )l = ha+ rh Step .

D'ol Il py-ayf ¢ 246N < SA6pP o 5 ach?
(4=p=*)(p-1) (M-a)t (a-4)

En choisissant S suffisamment petit on obtient llps-qan < 1
et donc les projecteurs p, et q, soat équivalents ([E},
Cor.A8.3). De m2me p; et q; sont équivalents pour i = 1,2

) » Ll
donc 11 existe vje A tels due vi v F:I :
(43 = 1,2,3).

+v,. € U at x = vlh]v'; alors x é.(C‘U,g) et

Solent v = v,,*-vz 3

est de la forme

X2 dana la décomposition p1+pz+p3 -1,
X3
. -4
ol Sp(x1)cB;(/a ), Sp(xz)cBS(/‘ >, Sp(xy)c Bg(l) et xJ- sont
positifs dans GL(AP, ) pour J = 1,2,3.
4
Soit wa la décomposition polaire de p,, x,7P,, x;‘ ou we U(Ah)

et a est positif, alors

a
-4 - . *
Pua Pax = W, uxu x‘wz € {C U,g>
Ps

N *
ou H4 w ~0>p,‘+pJ €U et "2 = patry, up"_ +p3€ u.
Par choix de £ mnoua avons “P4zxzﬂ4 x:‘-IAIH et donc aussi
las- /41|l qui est arbitrairement petit. Comme M > 1, on

peut aupposger que Sp(a)C ]l,+ o0 [.



Lemme 3.8 : Soit A une C'-algébre A.F. simple avec
unité telle que deux projecteurs quelconques de A solent
toujours comparables (au sens de Murray et von Neumann),
alors

GL(A) € 6 DGL(A)

od DGL(A) est le groupe dérivé de GL(A).

Preuve : Avec les hypothéses faites, A possdde une
unique trace positive normelisée T et GL(A)/DGL(A) peut
s’ideatifier via le déterminant Zkt 3 un sous-groupe de ¢..
donc GL(A) C C'DGL(A)' (pour 1les notstions et résgultsts

(H-s,1],p 194 ).

Lenme 3.9 : Soit A une. C.—slgébte A.F. simple avec
unité telle que deux projecteurs quelconques de A solent
toujours comparsbles.

Soientrleu', 50 et p‘,pz,p3 des projecteurs orthogonaux
non nuls de A,, de somme 1 avec

P, et p, équivalents dans A,

PatP, équivalent 3 un sous-projecteur de p3 dsns A,.
Alors 1l existe des projecteurs aon nuls orthogonaux pu
(&£ = 1,2,3) de somme 1, appartenant & A, avec

P~ P

p; < p: dans A,

tels que

AT R A RS TEANEY RS, Y
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Preuve : Comme p4+pz4(p’ i1 existe des projec:gurs
orthogonaux q; {(J = 3,..,k) avec k 34, tela que Py - '2: q:
P Jl3 4
od % ~ 5' pour tout § = 3,...,k-1 et qk4 Py
Soient p; - p4+q>+...+q1[£;i]_4
X
Pa T Bt edg
2
i v
py = 1-p,/ -p/
Nous avona m'A,p; et p,'( p: dans A, .

Soient E et E,J des 1lsométriea partielles reliant

4

respectivement p, et qj, et (§ = 1,.00,k=1) et

Py 9y
» - i: .
Ute = Bal *Ey Epp *E,p + 9 €V
4=3
j¢gf
C,0 €{l,.0u,k=1}, (¥ £ . Nous avons alors :
"
Mer oo, P u¥ L Urkeas A1l U _J)appartient A
4 Uy i) afbt) T el e
LU, P> ({k] désigne la psrtie entidre de k).

»*
péfinition : Une C =-algdbre A avec unicé est dite
U.H.F. (uniformly hyperfinite) ai A est 1la fermeture
normique de la réunion d’une suite crolasante
d’#-goua-algébres A, de A contenant l’unité de A, 1somorphes
A mr‘“)( €).
Remarque : Une C'-algébre U.H.F. avec unité est aimple

({sa},Prop.1.23,8)

»
Lemme 3.10 : Soient A une C -algébre U.H.F., avec unité
et ¥ >1, p", pz', p3' coume dang 1‘énoncé du lemme 3.9,
alors
|

! / ! . AL
Glp, )X G(p, ) xG(py ) € LE v, M= ¥, >
Py
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Preuve : Comme Ap,! eat wune C*-algébre U.HLF. avec
unité pA', alora pour tout x€ G(g' ) 11 exfate A €& ¢’ et
x'e DGL(Ar: ) avec x = A x' (lemme 3.8). Gr8ce au théordme
3.1 appliqué au facteur A, _nous avons
Le'ua), M > = GL(A,) et donc Ap,’

P,

H

Py

appartient 3 ( C’U,F“> . Noua obtenons alors
!

x )
( 23 ' = A Pa P! )(x P!
P} PJ Fy

*
appartient ausal & <€ U, ™' > opar le lemme 3.4.
Comme p4IN pz’ et p3'< p; , nous avons la conclusion

cherchée (en conjuguant par dea unitaires).

Théordme 3.2 : Soit A une C'-algébre U.H.F. avec

unité, alors NG(U) = ¢"U est un sous-groupe maximal dans G.

*
Preuve : Le lemme 3.1 donne 1’égalité Ns(Uu) = ¢ u.
Soit g€ 6-¢"U. En enchatnant les lemmes 3.7, 3.3 et 3.9
nous avons 1‘existence de ¥ >1 et de projecteurs p“ € A,

((=1,2,3) décrits dans le lemme 3.9 tels que

| xﬁ,
¥

-4

»
P2 ' € Lcu,g>.
Ps
Comme G est connexe {11 auffit de montrer que tout Xx €A
arbitrairement proche de ! appartient 3 < ¢ U, > . Ppour
]
un tel x, FM'x et h =|M'x| aont proches de M' . Le spectre

de h est contenu dana une réunion de trois ouverta diajoints



centrés en Y, X‘Met 1. Sotient gq,, 9, q3 les projecteurs

spectraux de h <correapondant A& <ces ouverts. Nous avons
Vaq;- p;' I £ 1 pour {= 1,2,3 (voir 1la démonstration du

lemme 3.7 od N’ joue le role de z).

il L3

Solent v, € A tels que v, v(’ = p; et vo v, = q . ( ¢ o= 1,2,3)

et v = V4+V1+V36 U ([E],Cor.A.8). L’é&lément vhv® & alors 1ls

forme X4
X3
X3

dans la décompoafton p“’+pl' +p3l -1,

Grdce su lemme 3.10, vhy ¥ appasrtient & <€.U, l"‘) ; d’olu h

' * i
et IMx et donc x sont dans <¢C U, ™ > .



SYMBOLES ET NOTAT1ONS

Ensemble vide.

#H &

Est inclus strictement.

N : {0,1,2,... }

[ : R - {0}

R: : ]0,+~u[

¢’ : ¢ - {0}

p°Pf : L’anneau opposé de 1’ anneau B,

M, (B) : L'ensemble des wmatrices n-~fois=-n 3

coefficients dang B.

U,.(B) : L’ ensemble des matrices unitaires
de M, (B).
L M ()

GL,(€),SL,(¢€),U,(€): L 'ensemble des éléments de M, (C)
qui sont respectivemént inversibles,
de déterminant 1, unitaires.

c(T) : L'ensenble des fonctions continues sur T
4 valeurs dsns ¢.

GL(2,T) : L';nsemble des fonctions continues de T
dans GLI(C).

v(2,T) t L°ensenble des fonctions continues de T

dans Ul(C).



G = CL(A)O

Le composante connexe de 1’identité du

groupe des élémenta inversibles de A,

U = U(A)° La composante connexe de 1‘identité du
groupe des unitalres de A.

AP : L’algébre réduite pAp.

c(p) s CL(Ap)°

u(p) u(ap)’

G(p) x G(q) : {x +y ; x€G(p) , ve C(q)} .

U(p) x U(q) : fu + v ; uéeu(p) , v €U(q)} .

Né(H) Le normalisateur du groupe R dans G.

{ H,g ) : Le sous-groupe engendré par H et §g.

p~q (resp. pgq):

p<q

Bg(p)
(k]
G,

n

S.,uU.D,

R

1x] :

Les projecteurs p et q sont é&quivalents
(resp. non équivalents).

Le projecteur p est équivalent A un
sous—projecteur de q.

{rec; (a-p1cs}) .

La partie entidre de k.

Le groupe des permutations de n
éléments.

Syastéme d'unités matriclelles.

lsomorphisme,

*
\}xx.



{Ar]

(Bo]

D1}

[Dy)

[E]}

(F-H)

(Go]

(R)

[R=-5,1]
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