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INTRODUCTION 

E.B.Dynkln est l'un des Initiateurs de la description 

des sous-groupes maximaux des groupes classiques comme 

GLn(C) et I)n(D ( (Dy] ) . Cet auteur étudie les 

sous-groupes maximaux réductibles ou Irréductibles des 

groupes de Lie classiques à l'aide de techniques utilisant 

la flnltude de la dimension de l'espace sous-jacent. 

Solent A une C -algèbre avec unité, G » GL(A) (resp. 

o 
U » U(A) ) la composante connexe neutre du groupe formé des 

éléments Inversibles (resp. unitaires) de A. Dans ce 

travail nous nous sommes Intéressés à montrer la maxlmalitè 

de sous-groupes paraboliques et de certains sous-groupes 

irréductibles de G et de U. 

Plus préclsémentt soient p et q deux projecteurs non 

nuls de A de somme 1. On dit que deux projecteurs p et q 

sont équivalents lorsqu'il existe v,w£A avec p * Vw1 

q « wv, v - pvq et w " qwp. 

Cette relation d'équivalence est notée P^q (sa négation 

P^q) 
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Pour tout X d A nous avons x - pxp + pxq + qxp t qxq 

(l'écriture a été Introduite par C.S.Pelrce en 1870) que 

/ec x - pxp, x - pxq, x - qxp, 

qxq. 

/*. X 1X nous noterons ( 

Dans le chapitre 1 nous étudions des sous-groupes 

paraboliques de C et démontrons : 

Théorème 1.1 : Solent A une C -algèbre simple avec 

unité et p,q deux projecteurs non nuls de A, de somme 1. 

Alors G • j x € G | q x p - 0 , q x p - 0 | est un sous-groupe 

maximal dans G. 

Rappelons qu'une C -algèbre avec unité est simple si 

elle ne possède pas d'idéal bilatère non trivial. 

Soit 0^., l'autoraorphisme Intérieur de A défini par: 

od (x) - JxJ pour tout x ( A , oil J est !.'Involution p - q. 
M 
Considérons les sous-groupes formés des points fixes de 

OCn: 

G* • j x t C ; Oi ( x ) » x | 

u - c n u 

Désignons par N (G ) (resp. N (U ) ) le normalisateur de G 

dans G (resp. de U dans U ) . 

Nou6 démontrons alors : 

Théorème 1 .2 : Solent A une C -algèbre simple avec 

unité, p et q deux projecteurs équivalents de A de somme 1. 

M « « 
Alors G est d'Indice 2 dans N (G ) et N (G ) est un 

& 6 
sous-groupe maximal dans G. 
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Par contre lorsque les projecteurs p et q sont non 

équivalents, N ( G ) - G (Prop.1.1) est contenu dans le 

groupe parabolique G du théorème 1.1 et n'est donc pas un 

sous-groupe maximal de G. 

Sl A est une C -algèbre avec unité, K un Idéal bllatère 

de A tel que A/K soit une algèbre simple non nulle, TT la 

projection canonique A >A/K, nous définissons : 

{ x t G ; qx p é K , qx'*p£ K j 

[ x £C ; 0^-(3O - » a ] ; < - < A U 

N, (G„ ) I e nortnali8ateur de G dans G ; 

V < > ' V G K )rt » 
Les théorèmes 1.1 et 1.2 peuvent se généraliser comme suit 

Généralisation 1.1 : Solent A et K comme ci-dessus, p 

et q deux projecteurs de somme 1 et n'appartenant pas à K. 

Alors G est un sous-groupe maximal dans G. 

Généralisation 1.2 : Soient A, K, TT comme ci-dessus, p 

et q deux projecteurs de A de somme 1 tels que 

TC ( p ) r\/ Tt ( q ) . 

Alors C? est d'indice 2 dans N.(G* ) et N (G? ) est un 

sous-groupe maximal dans G. 

Dans le chapitre 2 nous nous Intéressons à la raaximallté 

du groupe unitaire des points fixes par 1'automorphlsme 

K M dans U. 

Rappelons que si A est un facteur de type I , tous les 

autoraorphismes o( involutlfs (i.e. oi - 1) de A sont 
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conjugués A des automorphismes de la forme o/ 
M 

((H] ,lemme 5) . 

Une motivation de ce travail était de comprendre la 

position du groupe des points fixes par un autoraorphlsme 

lnvoltitlf (modulo les opérateurs compacts) dans le groupe 

unitaire d'un facteur de type I00 , 

Les théorèmes suivants donnent en particulier une 

réponse à cette question : 

Théorèmes 2.1 et 2.2 : Solent M un facteur , p et q 

deux projecteurs non nuls de somme 1. 

Sl p^,q : UK est d'indice 2 dans Ny(U* ) et N 1 4(U*) est 

un sous-groupe maximal du groupe unitaire U de M. 

Si p/pq : N^(U ) = U e s t un s o u s - g r o u p e maxltnal dans U 

Nous démontrons aussi un résultat analogue lorsque le 

facteur M est remplacé par une C -algèbre A de type A.F. 

Rappelons que A est A.F. (approximately finite) si A 

est la fermeture normlque d'une réunion croissante 

d' *-sous-algèbres de dimension finie. 

Théorèmes 2.3 et 2.4 : Soient A une C -algèbre A.F. 

simple avec unité, p et q deux projecteurs non nuls de A, de 

somme 1. 

Si p «j q : U est d indice 2 dans N (U ) et N (U ) est un 

sous-groupe maximal du groupe unitaire U de M. 

Sl p^/q : N (U ) - U est un sous-groupe maximal dans U. 
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Une extension des théorèmes ci-dessus étant : 

Cenerai 1 satIon 2.1 : Solent A, K, Tt définis comme 

avant, p et q deux projecteurs de somme 1 appartenant à A-K. 

Sl Tî(p) ~ TT(q) : U* est d'Indice 2 dans N11(U? ) «t 

N U ( U K ) est un sous-groupe maximal dans U. 

Sl TT(p) rp Tf (q) : N (U ) - U est un sous-groupe 

maximal dans U. 

Le chapitre 3 est consacré à l'étude de la position du 

groupe unitaire dans le groupe des éléments Inversibles de 

certaines C -algèbres. 

Finalement définissons : 

G(U+K) - j x é G ; x - u + k avec u é. U et k < Kf , nous obtenons 

alors les résultats suivants : 

Théorème 3.1 Soit fac teur , alors 

N (G(U+K)) - t G(U+K) est un sous-groupe maximal dans G. 

Théorème 3.2 : Soit A une C -algèbre U.H.F. (uniformly 

hyperfinite) avec unité, alors N^(U) - I U est un 

sous-groupe maximal dans G. 
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CHAPITRE 1 

QUELQUES SOUS-GROUPES MAXIMAUX DU GROUPE 

DES INVERSIBLES D'UNE C*-ALGEBRE 

1 .1 LEMMES PRELIMINAIRES 

Lemme 1 . 1 : S o i e n t A u n e C - a l g è b r e a v e c u n i t é , p e t q 

d e u x p r o j e c t e u r s n o n n u l s d e somme 1 . P o s o n s 

G 1 1 - J X t G ; x - l é q A p ] , G - ? x e G ; x - 1 € pAq ^ , 

G - J X t G ; q x p - pxq - O j , 

a l o r s < G1 ,G1 , G J > - G. 

P r e u v e : S o i t î €G a v e c I i - 1 II < -£- ; on a 

q u i a p p a r t i e n t à <G^ ,G , G > . Le g r o u p e G é t a n t c o n n e x e 

n o u s o b t e n o n s l a c o n c l u s i o n c h e r c h é e . 
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Lemme 1.2 ; Solent B un anneau simple avec unité, p et 

q deux ldempotente non nuls de B1 alors qBp est non nul et 

Off erf 
simple comme B ft B -module A gauche ( B dénote l'anneau 

opposé ) . 

Remarques: (1) Sl B est une C -algèbre simple alors 

Bp l'est aussi. 

(2) Sl B est une C -algèbre simple alors qBp 

est simple comme CL(B ) ® GL(B ) -module à gauche (car 

0 
tout élément de B est somme de deux éléments de GL(B ) ) . 

Preuve : SoIt I l'Idéal engendré par p, comme B est 

simple nous avons I « B . Il existe donc â  ,b; (i--l,..,N) 
K) H 

appartenant à B tels que 1 - 2- a- pb- donc Oj* q - Z qa- pb; . 
i = 4 is A K 

Il existe alors i £J1,..,NÌ tel que qa; p + 0, d'où qBp i* 0. 

OPP 

Montrons que qBp est simple : Soient ï un B. $ B -sous 

module non nul de qBp et y 6 Y, y non nul. Comme B est 

simple, l'Idéal bllatère engendré par y est égal à B, donc 

pour tout X É B , il existe des éléments C*; , ß^ (i»l,..,k) 
k 

appartenant à B tels que x - X «': yß; • En particulier si 
U A ' 

x ç E q B p , e n p o s a n t a; » q 0^qC B- e t bj • p | 3 ; p ( B . , o n a 

qxp Z . a- y t ^ e Y d o n c Y - qBp 

Lemme 1.3 : Solent A une C -algèbre avec unité, a , b £ A 

et k £ R . 

Si aub - 0 pour tout u€ U avec II u-l|/ < k alors azb » 0 pour 

tout z 6 A. 

Sl de plus A est simple ou A est un facteur alors : 

a - 0 ou b - 0. 
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Preuve : Tl existe o > O suffisamment petit tel que, 

x ||< A , on ait 

On a donc 

x" é A avec pour tout 

u - -Ix + y 1-x2" E U et II u-1 II < k 

axb - a — ( u -u)b - 0. 
Zi 

Tout élément de A étant somme de deux éléments autoadjoints 

de A nous avons azb • 0 , pour tout z £ A. 

Sl A est simple le lemme 8.1 de (H-S,2] nous donne a - 0 ou 

b - 0. 

Sl A est un facteur: 

Supposons a 4 0 et b 4 0. Il existe r et s £ A tels que aa r 

et sb b soient des projecteurs non nuls. Soient deux 

it 
projecteurs e et f non nuls équivalents tels que e < a a r, 

# 
f ï sb b, Il existe donc v , w £ A avec e - v w , f « wv, 

v - evf, w - fwe. SoIt x « a rvsb on a axb -

v y 0 ce qui contredit l'hypothèse du lemme. 

1 v* u 

rvsb b 

1.2 MAXIMALITE DE G 

Théorème 1.1 : Soient A une C -algèbre simple avec 

unité et p,q deux projecteurs non nuls de A, de somme 1. 

Alors G - \ x i. G 

maximal dans G. 

qxp - 0, qx p - 0 est un sous-groupe 

Preuve : Soit g€ G-G ; on peut supposer qgp 4 0 (sinon 

on considère g" ) . Comme pour tout r é R. , — g É «CG ,g } , 

nous pouvons supposer de plus 'que g - / "•* ^i j avec 

||<);|| < 1 pour t - 1,2,3,4. 

Soit N - f y É q A p ; 1+y é < G ; , g > ] . L'égalité : 
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\ 0 . , j ig , g J l o <, K9, ' 3,' J * (33 1 i 

-H fa.' %'\ 
o ù g " I q ' q ' / , I m p l i q u e O i N , a v e c q\ i< 0 . 

N a les propriétés suivantes: 

a) N Î N CN 

0 
b) Pour t o u t x t N p o u r t o u t a CGL(A ) on a XftfcN c a r : 

(*" °]fr °)(a ° ) /p M 
U <}/(x () y l 0 «J / - ( xa q ) 

1 1 ° 
De même bx £ N pour tout X g N et O E G L ( A ) . 

0 off 0 
N est donc un GL(A ) ® GL(A ) -sous module à gauche non nul 

de qAp, donc N - qAp par la remarque (2) suivant le lemme 

1.2. Par suite tout élément * é G avec X -1 £ qAp appartient 

à ^G , g ^ . Comme les groupes G,, ,G, ,G, définis au lemme 

1.1 appartiennent à < G , g > nous obtenons G - 4.G , g ^ . 

1.3 ETUDE DES NORMALI SATEURS 

Lemme 1.4 : Solent A une C -algèbre avec unité , p et q 

deux projecteurs non nuls de somme 1 On a lés 

équivalences suivantes : 

(a) p r~j q 

(b) 11 existe un élément x inversible appartenant 

à qAp + pAq . 

Preuve : (a) .-=^(b) : Il existe v,w € A tels que p -

et q - wv avec v » pvq , w - qwp alors x » v + w convient. 
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un élément ( b ) = ò ( a ) SoIt / * M 

Inversible dans qAp + pAq et d Inverse /^i - I . Alors 

*2 *3 " p et ^x** - Q » donc p et q sont équivalents. 

Dane la proposition suivante, étant donnés deux projecteurs 

p et q de somme 1 dans la C -algèbre A, on note : 

G - { x é C ; p x q - 0 ; q x p - o } ; U1* • U n e " 

TG - j x £ pxp O ; qxq - O } ; TU* U A TG 

S'il existe une isoraétrle partielle E de projecteur 

Initial q et de projecteur final p , on peut aussi écrire 

o 
TG C1K-

Proposition 1.1 : SoIt A une C -algèbre simple avec 

unité ou un facteur et soient p , q deux projecteurs non 

nuls de A de somme 1. 

Alors : (a) N-(G ) - G^u TC* ; N (U ) - U*u TU * 

(b) Sl p 'V q , alors TG 

ci-dessus; 
(LV G comme 

-1P 

S l pyf>n , a l o r s TG - <}> 

( c ) N fN . ( C * ) ) « N (G*) ; N (N ( U * ) ) - N ( U * ) , 
6 6 O u n U 

P r e u v e : ( a ) . S o i t g = [ 9 " ^ i \ £ N ( G * ) 

Ui d») 
e t p o s o n s 

P o u r t o u t a t U ( A p ) e t d é U ( A ) on 8 "U* 9:) • 
g( a • d)g-'1£ G * , donc <j} a g, , a d a J , a a ̂ 2 , a d <a' sont tous 

nuls. 

Le lemme 1.3 nous donne deux possibilités pour g 

- Soit g, •= O et ^ 3 - O ; c'est-à-dire gÉC* 1 
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SoIt g^ - 0 et Q11 - 0 ; c'est-a-dlre g £ TG* 

donc N-(C )C G rt T G . L'inclusion Inverse étant triviale on 
O 

a l'égalité. La démonstration est Identique pour 

N11(U
1") - N, (G*) H U. 

( b ) . Résulte du lemme 1.4. 

(c ) . Se déduit du lemme 1.5 ci-dessous. 

ft 
Lemme 1.5 : Soient A une C -algèbre simple avec unité 

ou un facteur , p et q deux projecteurs non nuls de A de 

somme 1 . Soient, g é G et €. K avec O < S < 1 / || g || || g"" U . 

Si g(a + d)g" e N (G ) pour tout a EU(A ) et d£ U(A ) tels 

q u e II a - p H < d" , || d - q || < o~ , a l o r s g é N (G ) . 

Preuve : Soit g é G avec g(a + d ) g" é N (G ) - G C TG 

(Prop 1.1) pour tout a et d comme dans l'énoncé. Alors 

g(a + d)g appartient à la composante connexe de 1 dans 

rf -AU 
N (C ) c ' e s t - à - d i r e g ( a + d ) g £ G . On a d o n c 

Q^ag^ + Q d a - O e t < ] , a V + £ ) i d l 3 i < " " p o u r t o u t a e t d 

comme d a n s l ' é n o n c é ( g" • / 9< 51 \ ) • 

l 3» 31 ) 
Il existe £ > 0 tel que pour tout ^f £ [-£ ,-fi] on ait 

P II < 
ti*f 

O Nous a v o n s d o n c Q%&£ <\A + 9 do. 

et Ve 'V + 9id9<.' " ° 
ce qui implique : Q aQ - O , O d«j - O 

et g, a 9,'- O , V3«;- O 

Le lemme 1.3 noue donne : soit g£ C , soit gé TG . Le 

lemme 1.4 et la proposition 1.1 nous permettent de conclure. 
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Remarque : Noua pouvons remplacer dans l'énoncé du 

lemme 1.5 G par U et G par U . 

.4 MAXIMALITE DE N 0(G ) LORSQUE p ~ q 

Théorème 1.2 : Solent A une C -algèbre simple avec 

unité, p et q deux projecteurs équivalents de A de somme 1 . 

oc vt et 

Alors G est d'Indice 2 dans N-(G ) et N,(G ) est un 
Cr Cr 

sous-groupe maximal dans G. 

Preuve ; La première affirmation résulte de la 

proposit ion 1.1. 

Of 

Soit g t G - N 6 ( G ) (non vide par le lemme 1 . 2 ) . Pour tout 

O < o < 1 / H g If |l g ~4 H , il existe par le lemme 1.5 deux 

unitaires a 6 U( A )° , d € U(A )° avec Il a - p II < S" , 

Il d - q \\c S tels que g - g(a + d) g"' è < N (C* ) , g > - N^(C*) 

donc : 
g((pgp) D + (qgq) ) - p + pgq(qgq). + qgp(pgp) + q 

appartient à <^N (G ) ,g*} - N, (G ) . En prenant S 

suffisamment petit , on peut donc supposer que g est un 

élément de la forme /P Jl\ avec |l g - 1 II petit. ilèment de la forme (P j l 

W. i 
Soit N - ^ y € qAp tel que 1 + y € < N^ ( G* ) ,g > j 

1) Montrons que N est non nul : 

Si ^ alors ^ N et S> t O (car 

g ^ N 6(G ) ) . 

2 cas : Si 3. - O ; p et q étant des projecteurs 

équivalents t 11 existe v , w £ A tels que p ° vw , q » Wv , 

- 1 5 -



PVq , W - qwp 

Corame 

lo * Wf U)IO * \ / f O 

a p p a r t i e n t â <N (C ) , g > a l o r s O i wo^wÊN ( c a r S ^ N 4 ( C ) . 

3 c a s : Sl ¢ , ^ O e t ^11* O ; a l o r s 

[P Wir ° wp 9 i ) \ / * °) 
13» 1/1 0 ( ^ 5 ^ 1 ( ¾ <?/ [y « / 

. - < 

où x - -j(p +3,5 3) +
 2<3,(<I + <ij StMs e s t i n v e r s l b l e dans A_ 

z » q - q,q est inversible dans A. 

y - - J 9 , ( P +JJ5,> + 2 ( q + 3i3, M » ' ° 

(sinon (q + 4>g > 9j(P + î ̂ i ̂  * A 9 J et d o n c 3l" ° * 

On a alors 

(; WV I £ < N . ( G " ) > 8 > 

ce qui implique yx" £. N où yx j< 0. 

2) Montrons que N = qAp. 

De même que dans la démonstration du théorème 1.1 , N est un 

O Off 0 

GL(A ) ® GL(A ) -sous module à gauche de qAp et par le 

point 1) N est non nul. La remarque (2) suivant le lemme 

1.2 nous permet de conclure N - qAp. 

Les projecteurs p et q étant équivalents nous voyons donc 

que les trois groupes G ,G ,G, définis au lemme 1.1 

appartiennent à ^ N G (
G ) » O et donc G - < N (G ),g) . 
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1.5 UNE GENERALISATION AUX C -ALGEBRES NON SIMPLES 
1 

Solent A une C -algèbre avec unité, K un Idéal bllatère 

de A tel que A/K soit une C -algèbre simple non nulle, 

TC : A » A/K la projection canonique (TT(I) - 1 ) , p et q 

deux projecteurs de A-K de somme 1. 

Soient C^ » jxfcG ; qxp £ K , qx~ p £ K ] 

- { x € G ; pxq « K , qxp € K j ; UR • C ^ U 

Remarque : On a pAq <£ K (lemme 1.2 ), 

Lemme 1.6 : Avec les notations ci-dessus 

G L ( K ( A ) ) 0 - TT(GL(A)° ) ; 

U(TT (A)) 0 - TC(U(A) 0) 

Preuve : Tout x € G L ( T C ( A ) ) suffisamment proche de 1 a 

une décomposition polaire de la forme e e où u ,S € TT(A) 

avec V - - M , S * S • Soient r , C €. A tels que ' " - , 

t - t , Ti ( r ) - ^ , ~ ( C ) - 5 , alors 

x " Tf (e
r e ) é. TT(GL(A) ) . L'inclusion inverse est facile. 

La preuve vaut pour U. 

Sl 

Proposition 1.2 : Solent A, K, Tf comme ci-dessus, 

.0 
H est 

.0 

un contenant sous-groupe de GL(A) 

I x £ G L ( A ) ; x - le K J tel que T ( H ) soit un sous-groupe 

maximal dans GL(Ti(A)) alors H est un sous-groupe maximal 

0 
dans GL(A) . 

Preuve : Il y a une correspondance bijectlve entre les 
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o e 
sous-groupes de Cl.(TT (A)) et ceux de GL(A) contenant le 

noyau de TT: GL(A) >GL(TT(A))° ([Bo] 1AIgI?' , Livre Jl , 

Ch 1, $ 6, n: 13, Th 6 ) . 

Généralisation 1.1 : Solent A et K comme ci-dessus, p 

et q deux projecteurs de A de somme 1 et n'appartenant pas 

à K. 

Alors G est un sous-groupe maximal dans G. 

Preuve : Résulte du théorème 1.1 appliqué à TT(A) , du 

lemme 1.6 et de la proposition 1.2. 

Généralisation 1.2 : Solent A, K, TT comme ci-dessus, p 

et q deux projecteurs de A de somme 1 tels que 

TT (p) rj TT (q) . 

Alors G? est d'indice 2 dans N^(C* ) et N,(C°Î ) est un 

sous-groupe maximal dans G. 

Preuve : Résulte de la proposition 1.1 et du théorème 

1.2 appliqués à TT(A) et du lëmme 1.6 et dé la proposition 

1.2. 
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CHAPITRE 2 

QUELQUES SOUS-GROUPES MAXIMAUX DU GROUPE UNITAIRE 

D'UNE C*-ALCEBRE A.F. OU D'UN FACTEUR 

Not a tIons : 

Solent A une C -algèbre avec unité, p et q deux 

projecteurs non nuls de A de somme 1. 

- Sl p est équivalent â q dans A alors il existe un élément 

dans pAq que nous notons Ep<, - (Eqp) t e * ^ue P " Epq(Ep<i) 

, q " (E ) E (pour l'existence d'un ' tel élément :[GoJ 

Prop. 19.1 p 147 ) . 

- p-< q signifie que p est équivalent dans A à un 

sous-projecteur de q. 

- G(p) - GL(Ap)° et U(p) - U(Ap)° . 

- U ( p ) x U ( q ) - j x é U(p + q) ; x - u + v, u € U ( p ) , v« U(q)J 
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2.1. LEMMKS PRELIMINAIRES 

Dana ce paragraphe A est une C -algèbre avec unité, p et 

q deux projecteurs non nuls, U - j KtD; qxp « 0, pxq " 0 J 

Lemme 2.1 : Solent p et q deux projecteurs de A de 

somme 1, x - I/ „l J 6 U avec X 1EG(P), X^6G(q). Alors 11 

existe deux unitaires U £ U(p) , V £ U(q) tels que: 

/u* o\/x4 X1Wf o \ JJfTfT? - » ; \ 
1° V K Mio tfV I *} ffT^f J 

appartienne au groupe engendré par U* et x. 

Nottition : Si p + q - 1 , u £ qAp avec || y ||< 1 nous 

désignons par V(y) ouparfols Vp«(y) l'unitaire: 

(F 
/ YM 

P r e u v e L ' é l é m e n t x é t a n t u n i t a i r e 

x. X-, » p - x x e t comme x ^ e s t i n v e r s i b l e 11 e x i s t e u £ U ( p ) 

t e l q u e x • u y x X4 • u y p - x x , . De même 11 e x i s t e 

V € D ( q ) t e l q u e x - v ^ q - x x ; . 

L ' é g a l i t é q - x , x * + x x, » x x * + v ( q - x X , ) v implique 
3 3 UH 3 3 2 2 

« * * 
X Z X l " V X î X 3 V i 

La r e l a t i o n x . x , + x, x , - 0 n o u s d o n n e : 

x x - - ( x , > x i x * 
- - u ( p - X* Xj ) X 3 V V l - ( X j V ) ( x * v ) 

- - u ( p - x j x , ) V p - ( x * v ) ( x j V ) " x * v 

- - U X j V 

/ q - x * X 1 - v Vq - V 4 X 1 X j V - Vq - x } x * v . 
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On a a l o re 

c ;)(:;:;)(: :-)-H, 
Lemme 2 . 2 : S o l e n t p e t q d e s p r o j e c t e u r s d e A de 

somme 1 , a l o r s < u" , V ( E.„ 4= ) > " U. 
1° <T 

P r e u v e : S o i t ±(f c £ n ) . 
v -v1 

<T(p - I q ) 

0" - V ( E q p ^ ) . 

v il 

1) S o I t x un e l e m e n t a u t o a d j o i n t d e A. d e norme 

s t r i c t e m e n t I n f é r i e u r e à 1 a l o r s u - y p - x x + I X É U ( p ) e t 

a p p a r t i e n t à < U , C > . 

2 ) S o I t y t A . a v e c /| y | | < — , a l o r s 
<î 

<r V(E-O y> <r" = ^ E 

c £ P1 \ 

1fk V V 
où a = i ( \ / p - y * y + I y + I y " + / p - y y * ) £ G ( p ) 

c a r II y II < 
Vf 

b - L ( ^p -y*y - Iy + iy* - V P " yy* ) - b* , Il b ||< 1 . 

Le lemme 2.1 donne l'existence de deux unitaires u € A p, 

v € A- tels que 

/ « ' O W « CEn Wp o \ v ( n 

(o <,My> ^ . ^ / ( ° W 1r 

Comme b est autoadjoint le point 1) implique 

V(E..b)É < ü " , r > et donc V ( E y ) £ < U ", <T > . Le lemme 2. 1 

montre alors que tout élément unitaire suffisamment proche 

de l'Identité appartient à < U , <T > . Le groupe U étant 
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connexe nous a vons la conclusion <[ U , °° > " U. 

Lemme 2.3 : Solent p et q des projecteurs équivalents 

de A de somme 1. Soient e un sous-proJecteur non nul de p 

(eéA) et c un élément Inversible dans A tel que Il c II < -— , 

alors : 

V(E £ e)€ <U ,V(E c)> 
IP Vl ir' 

Preuve : SoIt c » ux la décomposition polaire de c, où 

u £ U(A 6) et x - (c* c ) 1 £ Ae avec II x II <: £• . Oh a : 

qui appartient à < U ,V(E o nc)> . 

"r . « » S o i t ra £ ti t e l q u e >> - s i n J l e t v e < « x ( p - x ) . A l o r s 

4 . ( x ) " " ( p - X 1 T 1 I ( A x ^ p - x 1 ) - V l e ) V l + I V e ] + 
2 e 

e s t un u n i t a i r e de A 

: ] + p - e. 

On a : 

- l ^ ( ; J £ j M ' 1 ; ( % ( 3 E n 

•V" 7 1 V Vv, 
où 8 •= - i ( ^ p - X * a V p - x 1 ' + x a * x ) € G ( p ) 

t * - i ( x a \J p - x1 - ^p" x a t ) • s i n JL. e £ A . 
4m e 

Le l emme 2 . 1 m o n t r e q u e V ( E . 0 s i n J £ . e ) é < U . V ( E - C ) S e t 
ir ^m "r 

donc V(E0 ± e ) - [V(E^sInJLe)] 0 £ <U",V(E„ c) > . 
"P >I7 Y ^m 1' 

Lemme 2.A : Soient p, q , q trois projecteurs non nuls 

de A, orthogonaux et de somme 1 tels que p«q et soit 

H - <U(p) * U(q'+ q"), U(p + q') * U(q")> , alors H - U. 
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P r e u v e S o i t q - q + q Grâce au lemme 2.1 et a 1< 

connexitê de U il suffit de montrer que V ( z ) appartient à H, 

ceci pour tout z £ q A p où Il z II est petit. 

So ient x y( ^p - x* x ' ) et X, Y, W q *p, y - q *p, t 

comme suit (dans la déco m p o s i t i o n p + q + q • 1 ) : 

x ^a'. x x*' O 

O O <)" 

P O O 

e H 

€. H 

t-c, M' Vl"-tt*'. 

i r O O ÉH 

Donc WYW X 

p + q " 1 : 

* * # 
X •* y 

£ H et dans la d é c o m p o s i t i o n 

WYW X 

est un élément de H qui est proche de 1 'si II z || est p e t i t . 

Grâce au lemme 2.1 nous pouvons conclure que V(z) appartient 

à H. 

2.2 SOUS-GROUPES MAXIMAUX DU GROUPE UNITAIRE D'UN FACTEUR 

Dans ce p a r a g r a p h e : M désigne un facteur (à prédual 
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separable), U le groupe unitaire de M ( U est connexe,[RuI 

Th .12.37) , p et q deux projecteurs non nuls de M de sonne 1. 

Définitions : 

1. Sl M est un facteur Infini semi-fini muni d'une trace 

t normale semi-finie fidèle, soient: 

F - J x £ M ; il existe une projecteur E e M tel que r ( E ) < eo 

et x - ExE J 

F est l'Idéal des éléments de rang fini dans M 

K » / 0 si M est un facteur de type In, II. ou III 

adhérence normique de F si M est un facteur de type I -

ou II 
oo 

K e s t l ' i d é a l b l l a t è r e m a x i m a l f o r m é d e s é l é m e n t s c o a p a c t s 

d e M, M/K e s t d o n c u n e a l g è b r e s i m p l e . 

2 . S i g £ M , S p ( g ) d é s i g n e l e 6 | W c t r e d e g e t S p e ( g ) 

d é s i g n e l e s p e c t r e e s s e n t i e l d e g , c ' e s t - à - d i r e l e s p e c t r e 

d e l a p r o j e c t i o n d e g d a n s l ' a l g è b r e d e C a l k i n M / K . 

3 . U - j x f c \ U ; p x q " 0 , q x p - O } 

U - J x £ U ; pxq é. K , qxp £ K } 

N (U ) le normalisateur de V dans U. 

2.2.1 Etude du normalisateur de U_ 

Proposition 2.1 : Solent M un facteur, p et q deux 

projecteurs non nuls de M, équivalents et de somme I1 alors 

H U(U") - U ?U T U ^ 

où TU* « I x t U ; p x p é K , qxq £ K } 
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Preuve : C'est en fait un corollaire de la proposition 

1.1 

2.2.2 Maxlraallté de N (U ) lorsque pA/q 

Lemme 2.5 : Solent M un facteur et e un projecteur de M 

tel que e y 1 et e ̂ K . Alors 11 existe N £ N et des 

projecteurs e. non nuls orthogonaux équivalents de M 

( i - 0,1,..,N) tels que 1 - e 0 - Z. e- avec e £ e , e ^Y. et 
i.-l " 

1 - ejK. 

Preuve : (1) Si M est de type I ou II muni d'une 

trace T normale finie fidèle normalisée : 

Il existe mfeN (m - n si M est de type In) et un 

sous-projecteur e de e tel que T ( e8 ) • —'—L ^ T ( e ) . Nous 

avons C(I - e ) - (m - I) T(^) donc 1 - e est la somme de 
m 

m - 1 projecteurs orthogonaux e^ de trace T(4) donc 
m 

équivalents â e (N - m - 1 ) . 

(2) Si M est de type I00 ou H 0 0 : 

Le projecteur e est la somme de deux projecteurs équivalents 

orthogonaux e0 et e' où e , e ' ̂. K ([Di] Ch.Ill, Çl, n:2, 

Cor.3). Nous avons e ' <, 1 - e. donc 1 - e ^ K et 1 - e. est 
O ^ O OT O 

alors un projecteur équivalent à eQ , car tous deux de trace 

infinie ((Dl] Ch.III, § 8 , nt6, Cor.5). 
(3) Si M est de type III : 

On peut choisir e • e et comme l - e o - l - e ) < 0 nous 

avons donc 1 - e m e (N - 1 ) . 
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Lemme 2.6 : Solent p et q deux projecteurs équivalents 

de somme 1 d'un facteur M, et e un sous-proJecteur non nul 

de p vérifiant etK, alors < U* , V(E.„ i-e ) > - U. 

T V5 

Preuve : Sl e - p ; le lemme 2.2 permet de conclure. 

Sl e 4 p ; soient N et e
0 »

 e,i » • • • eu comme au 

lemme 2.5 (appliqué â M- ) . Le lemme 2.2 appliqué à 

« + E0C,e £ V e tM 
Implique : 

<u",V(E < ) p * e)> ;>U(e + E ^ eE p ( ) ) A U ( p - e ) * U ( E ^ (p - e ) E p t ) , 

Nous avons alors.: V(E J- e ) é ^ * . V ( E ^ 0 -4, e) > . 
IP VT '1P 7? 

Solent E 0- - ( E j 0 ) des lsométrles partielles de M reliant 

e° et ei u 
et W- - E o J + Ejo + . I E,-£ + E l p(E 0 j. + E > + £ E,. )Ep, qui 

oi 
appartient à U ( i - 1 , . . , N ) . Alors 

V < E , P & e « ) w « v < E i p ^ e . ' w " - - - v ( E i p é - e - > w - " V ( E I P ? f ) 

appartient aussi à ^U*,V(E 1, -4= e ) > . 

Grâce au lemme 2.2 nous obtenons la conclusion cherchée. 

Lemme 2.7 : SoIt M un facteur et z - z £ M-K avec 

z H < 1. Alors 11 existe un projecteur e € M-K tel que 

: Vl - j' soit un élément Inversible dans M . 

/ Preuve : Soient z m \ "X dE( X) la décomposition 

spectrale de z et X là plu6 grande valeur spectrale 

(essentielle si M est de type I 0 0 ou II )en module de z. 

Soient £ > 0 tel que 0 < / >'-£ j < | ̂  | < I ̂  tt| < 1 et 

e - E([ >'-f, A*+*) ) . L'élément ze Vl - z1' - ( X V-I- A1' dE( * ) 

est Inversible dans M . [*-*>•*] 
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Lemme 2.8 Solent M un facteur, deux 

projecteurs de M équivalents de somme 1, z • z £ M_ avec 

z ^ K et l|z||< i- . « I « ™ < " .V(E z)> U. 

Preuve Soient e comme au lemme 2.7 et J " 1 - 2e é U 

Le produit JV(E z)J (V(E z)) s'écrit 

/ a UP1 \ 

où a et sont Inversibles dans M„ car 

c - -2ze \/l - z1 

lemme 2.1 on 

2.6 nous permettent de conclure 

Il z II < i- et 

est aussi Inversible dans M . Par le 

V(E c)fe <0"<,V(E<, z)> et les lemmes 2.3 et 

Lemme 2.9 Solent M un facteur, d e u x 

p r o j e c t e u r s é q u i v a l e n t s d e M d e somme 1 . S l xé Mp v é r i f i e 

x 4 K e t Il x II < -Ì- , i l e x i s t e z fcM a v e c 

H z B < i - t e l q u e V(E z ) é < N u ( U* ) , V(E x ) > . 

z ^ K e t 

1f 

P r e u v e S o i e n t Epq - E<,p . EP1 + E1P 

V ( E , x ) J V ( E f l x ) J , Z, - I V ( E 0 0 X ) L V ( E 0 1 , x ) L 
'IP 

( J , L E N 1 1 ( U * ) ) . 

ÏP IP V 

Nous Il Z. 1 II < 2 H V ( E a ( > x ) < 1 

Il x | | < ±- , d e même || Z 1 - 1 II < 1 . 

E<,p ( / p - xx"' x * + x \jp - xx*' ) E1P Z1 

E ( - 1 V1P - xx"' x * + ix ff XX ) 

V* 

A l o r s : qZ,, p • 

q z z p • 

OÙ ZJ 

Nous ne p o u v o n s a v o i r zA e t z d a n s 

Ẑ  - I z 2 - 2 x VP - x x " é K c e q u i I m p l i q u e x é K . 

I l e x i s t e d o n c Z e < N U ( U ) , V ( E - . x ) > (Z e s t s o i t Z^ s o i t Z ) 

z * É M a v e c II z • || < ± ( j - 1 , 2 ) . 

s i n o n 
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de la forme I * * \ 

i c i . ir ' 

avec II Z - 1 II < 1 , r - r ̂ . K et 

* II C ± 
3 

Le lemme 2.1 nous permet de conclure 

v ( V z ) f e < % < u K ) - v ( E < ) r x ) > • 

Théorème 2.1 Soient M un facteur, et q deux 

projecteurs de M, équivalents de somme 1. 

A l o r s U^ e s t d ' i n d i c e 2 dans Nu(UK) e t N
u < u

k > e 8 t u n 

sous-groupe maximal du groupe unitaire U de M. 

Preuve : La proposition 1.1 donne la première 

affirmation. 

Soient g eu - N (UK) et TC la projection canonique M • M/K 

(TC(A) est alors une C*-algèbre simple et U(K(A)) -TC(U(A)) 

par le lemme 1.6 ). 

Le lemme 1,5 appliqué â Tt(A) montre l'existence de a £U(p) 

et deU(q) avec H a - p U < -̂- et Il d - q I < i- tels que 

x - g(a + d)g- £ <Nw(U|(),g> "N01(U
1;). 

Alors x est un élément de la forme où 

Il x - 1 II < 4- , et on peut supposer de plus que x.^K (sinon 

on considère x ) . Le lemme 2.1 donne alors V(x ) fe<^U ,x> . 

Comme x ^ K et II x, U < ~- nous pouvons appliquer 

successivement les lemmes 2.9 et 2.8, d'où 

< N14(U^)1V(X3) > - U. 

2.2.3 Maximallté de U lorsque p jj q 

Lemme 2.10 : Soient M un facteur fini et cfcM, alors il 

existe un unitaire u é M tel que eu soit un élément 
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autoad joint . 

Preuve : SoIt e - v|c| la décomposition polaire <je c où 

v, ) cj £ M . Les projecteurs finis v v et vv étant 

équivalents, Il existe une Isométrle partielle w C M telle 

que w*w - 1 - v ¥v, ww* - 1 - vv* (IDl], Ch.III, § 2, n°3, 

Prop.6). SoIt l'unitaire u - v + w é M alors eu - u c . 

Lemme 2.11 : Solent M un facteur seml-flnl continu 

(resp. discret) muni d'une trace X normale semi-finie 

fidèle (resp. avec la trace des projecteurs minimaux valant 

1 ) , un projecteur q non nul de M, un opérateur positif P 

de M tel que P + q. 

Soit d un nombre réel (resp. entier) tel que 0 < d £ T ( q ) , 

alors 11 existe un sous-projecteur q de q, commutant à P 

tel que T ( q ' ) - d et q' P q' 4 q' . 

Preuve : Soient ( q : ):..(..„ des projecteurs orthogonaux 
J d ' 

équivalents de somme q, commutant à P tels que T(q. ) ̂  d (n 

pouvant être Infini). Si q'Pq' • q'pour tout projecteur q' 

commutant à P avec t(q') - d alors qPq - q pour tout 

projecteur q commutant à P avec T(q) i d . On a donc 

1\ P<1i " qi ( V J " ! f i " ) c e 9 u l implique qPq - q 

contrairement à l'hypothèse. 

Théorème 2.2 : Soient M un facteur, p et q deux 

projecteurs non nuls de M, non équivalents et de somme 1. 

Alors N (U ) • U est un sous-groupe maximal du groupe 

unitaire U. 
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Preuve L'égalité N (U ) - U* résulte de la 

Propos It Ion 1.I. 

Comme P-^q nous supposerons par exemple p •< q. SoIt 

gtU- U . La remarque suivant le lemme 1.5 nous donne 

l'existence de deux unitaires aCU(p) et dtU(q) avec 

Il a - p II < À. e t Hd — q II <T — t e l s que 

x - g ( a + d ) g " < é < U * , g > - u" avec | |x - 1 II < -±- . 

Nous pouvons supposer que y - qxp i 0 (sinon on considère 

x " ) , Le lemme 2.1 Impl ique a l o r s V(y) é <U , g > où 

0 < Il y II < ^- . 

L'opérateur yq - yy" étant positif (4 q) 11 existe un 

Sou 6-projecteur q de q, équivalent a p, commutant à 

V<1 " yy* t e l 1 u e fl' ̂ q - yy* q' 4 q' (lemme 2 . U ) . 

Soient q - q - q', ŷ  - q' yp , yi - q" yp 

a, - q' \fq - yy*' q' . *2 - q" U - y y* q" 

L'élément V(y) dans la décomposition p + q + q" • 1 a la 

forme : 

f\l-y*y*-y%7Î ~1* '?* 
VW =1 v / a* O 

o dj 
y* 

Les conditions d'unitarité de V(y) donnent : 

d, - v q' - y* y / 

»t - / q " - y x y / 

Remarquons que y ^ 0 car d. 4 q . 

Soit J - p + q ' - q ' t U . Grâce aux conditions d'unitarlté, 

nous avons 
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V ( y ) J V ( y ) J 
P-2*** -iU-tfi y* o Ik « o 

Ç.1. c * O 
ir 

avec 

e t c 

2 * Vr- *"y- i ' - 2 * > * o 
O O «j* / ^ O O «j'y 

D V ( X ) J V C y ) J * - 1 I/ £ 2 | |VCy) - I « <£ 1 

E ^ ^ y , | /p - y,* y / i< O. || c ||< 4. 

e t g r â c e au lemme 2 . I 

•W 

' o o <j«. 

où z - z * é M-, z 4 0 , Il t Ii < Y • 

Par l e lemme 2 . 8 on a : < 0 * , 2 > J U ( p + q ' ) x U ( q " ) . 

Donc U(p + q' ) .* U(q") e t U ( p ) x U ( q ' + q" ) sont d e s 

s o u s - g r o u p e s de <£ U ,g > qui engendrent U (lemme 2 . 4 ) , 

a l o r s <V*,g > - U. 

2.3. SOUS-GROUPES MAXIMAUX DU GROUPE UNITAIRE D'UNE 

C"-ALGEBRE A.F. SIMPLE 

Dans ce paragraphe A est une C -algèbre A.F. simple 

avec unité; A est donc la fermeture normlque d'une réunion 

croissante de *-sous-algèbres de dimension finie A n de A 

contenant toutes l'unité de A. 
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Nous no te t -ons A » U A . p i A1. • d H.. . . , (C). 
*>4 p 'ngr 

«7» ) «•/»•I) 
L'homomorphisraé lnjectlf unltal if: © M,-,(C) »A M ,,(C) 

" j« 4 Kijl /»4 *«'(j> 
est décrit par une natrice r(n + l)-fols-r(n) d'entiers 

( «". ) . (IGo] ,Prop.17.2, p 131). 
J 

Solent p et q deux projecteurs non nuls de A de somme 1. 

Définitions :(1) Un projecteur eèA^est plein dan« An 

il e - ® em • avec O 4t
 e

m * wte,,( Ç) pour tout j •> l,..,r(o). 

.(2) Un homomorphlsme U> : A^ — * A _ „ est 

jleln si 
^ • ( *ij > 

4Ci( + O pour tout 

1,>.,r(m+l) , J - I , ..,r(m), 

Dans toute la suite on se limite sans perte de 
J te 

généralité au cas d'une suite Ai——-» A • » ... ou tous les 

43^ sont pleins ((E] lemme AA.5 p 29). 

Remarques :(1) Pour tout entier m et pour tout 

projecteur non nul eé A1n , e est plein 

dans A_ .. 

(2) Le groupe U(A) est connexe car 

U(A) - U U(Xn) . 
» 

(3) L algèbre Ap est aussi une C -algèbre 

A.F. simple ([E) lemme 9.4 p 60 et 

remarque (1) suivant le lemme 1.2). 

2.3.1. Haxlmallté de N(U ) lorsque p<vq 

Lemme 2.12 : Soient B une«algèbre sur Ç avec unité, 
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«»»„0 O I 6 11 . (8 ) ; x. t B (k - 1 , . . , 8 ) 
o o *, n I * * J 
OO «, *, / 

e t J - I O -1 0 O 1 6 U 1 ( B ) , 
,*/¾ o %r o 
i0 O O A 

alors 

CD, If > - < D , JfD r * > et < e D,• , ê *j > - © <D; , tf •> 
JS 4 ti J « * C tsA J J 

où Dj - D1 ti- - ti pour t o u t j - 1 , . . , n , 
J J 

Preuve : Soient J - ( S 1 ) . . et R 
^¾ 

%-;% É D-

Le produit if - J if R t j " donne < D, V > - < D , Y D S " ' > . Le 

groupe < © D; , © ïj > contient (© *• J(D4 © 1 O ...» 1 X* *•) et 

i ' j J J J 

D4 6 1 1 ... S 1 donc aussi le groupe < D,, , $,,> * IS . . . O l . En 

faisant varier j, nous obtenons la conclusion cherchée. 

Lemme 2.13 Solent A une C -algèbre A.F. simple avec 

unité, m un entier ^ 1, deux projecteurs équivalents p et q 

de A , de somme 1. Soient e un sous-projecteur non nul de p 

appartenant à A et H - < U( p ) * U(q) ,V (-̂  Eaj> e) > , alors 
»•« ri VJ |i 

H - U . 

Preuve : La C -algèbre Ap est A.F. simple avec unité p 

et e un projecteur plein dans p A m p (remarque (3) et (1) 

ci-dessus). 

Pour n » m+1, soient p - © p. • et e » ( e u ; £ JlH ,.,(C). 

où e B • j 0 pour tout j • l,..,r(n) et soit If 

1'isomorphlsme : 

f "(A p + q ) > U1(Aj, ) 

l ̂ V E1PdW " I'd/ 
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Posons D; 
",J "(J) *.j "'J "O' *>0 

J 
*f %* N'" c,\i Vf e"-J 

JrSi+N"'^ 
t«,(Af) 

pour J - 1,..,r(n) . 

Corame A p D © p „j M n ^ p . alors l'image par «f- de H 

contient < © D; , © / • "•> et donc © <£ D • , ï\-> <ÎDJ ' f * j> 
(lemme 2 . 1 2 ) , 

Le lemme 2 .6 a p p l i q u é p o u r c h a q u e j 

M f ( P - - M , . P • ) donne l ' a p p a r t e n a n c e de : 

au f a c t e u r 

J n f"vi Tr •*".; < iTrP ^f-P /T' 

à VJ-(H). Ainsi V,,- ( i. E . ) £ H , et H - U par le lemme 2.2. 
>< YJ "r 

Lemme 2.14 : Soient A urte C -algèbre A.F. avec unité, 

k un entier .̂ 1, p et q deux projecteurs non nuls de Aj, et 

z i. qAp avec 0 < Il z II < 1 . 

Alors 11 existe m C(N, m ̂ . k , deux projecteurs non nuls e (, e 

équivalents de A1n tels que e ^ ^ p , e, £ q , et deux unitaires 

U 1 C U ( P ) , U 1 C l K q ) avec la propriété suivante : 

Il existe un élément inversible c £ A tel que 

/ ï?—* * * à 

U 1 Ze 1 Y p - z z \iA • E l i ( c où Z14 - (E-1 ) e s t une i s o m é t r l e 

partielle de A reliant e . et e . 

Sl p - q on peut choisir Ea<) unitaire dans (An,) . 

P r e u v e : Pour t o u t £ > 0 i l e x i s t e m £ N , i ) k e t a £ A1n 

t e l que II i - a | < ( , H a Ij - B z J ; a l o r s s i r - q a p o n a 
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H z - Z ' K ^ £ et Z 1^A 1 n . SoIt eA le projecteur spectral 

de z z correspondant a une valeur propre A de z z telle 

que A' . (I t " z' H (O < A' < 1) . 

Soient x - ze \ | p - z 1 ' z ; x ' " z e V p - z z (. An, 

f 4(resp. f, ) le support Initial (resp. final) de x 

e.(resp. e, ) le support Initial (resp. final) de x 
4 2 

1) Par c h o i x de £ nous avons : 

l i e z : e ( ( e z z e ) - e^ II<1 donc e z ze e s t I n v e r s i b l e 

dans A, . 

2) Montrons que f ( r e s p . f ) e s t a r b i t r a i r e m e n t proche 

de e ( r e s p . e . ) par c h o i x de £ : 

S o i e n t v - z e . ( e. z ze„ )_ e t v ' " i e . ( e r * « e ) é A. ( v 
* 4 4 C4 4 4 4 £ m 

existe par 1) ) , alors : 

=4 • 

v v 

« support final de ze. - f 
4 i 

- e , v v - support final de z'e^» e 

donc f « vv est arbitrairement proche de v v - e par 

choix de £ 

:44 » 'i f *—^ 
Soient w - ( e4 ( p - z z) e^ ) e4 ( p - i z et 

w • (e,(P " Î O e , ) , e4 < p - z z 

alors ww* » eH , w w - support initial de e( ( p - z* z • tA 

ww » e , w w - support initial de* e \p - z*z' - e 

donc f, - w w est arbitrairement proche de w w - e par 

choix de £ . 

3) Définissons les unitaires u 4 £ U ( p ) , u , 6 U ( q ) : 

Par le point 2) on a U f„ - e, Il < 1 , |\ f t - e, Il < 1 donc il 

existe deux unitaires u,,£U(p) et U j £ U ( q ) tels que 

«.,f, u / - e< , U ^ 1 U * - C 1(IE] Cor.A8.3 p 5 8 ) . 

Si p - q alors e et e étant des projecteurs équivalents 
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dans pA p C A m sont uni tal reinen t Équivalents 

([Dl] Prop.6 ,p 243); soit u t U ( p A „ p) tel que ue.u* - e^. 

Définissons E , • E ^ - J v si p ¥ q 

lu si p - q (E 1 4* A m ) 

Nous avons (E^ ) U4Xu4* - E1' u ^ x f , u" - E* e ^ x u ' e , t A^ 

4) Montrons que E, u, xu. est Inversible dans A : 

L'élément xx" est arbitrairement proche de 

x'x'"" - (1 -à')«'e, r'* - (1 -X))Je1 qui est inversible 

dans A- . Donc par choix de £ nous avons : 

» U lxx"u*((l "A* )*'e2>^ - B 1 I U I I u 1 ( X x " - (1 - A ' M ' ^ ) » , * ! ! / ^ . 

C ( Il xx* - x' x'* Il + (1 - *' ) >' « e, - f II )-l_- < l 
(*-A )A 

donc u,xx u est Inversible dans A^ . 
2» 2 e 2 

L'Inverse de E. u xu. est alors u x u (u xx u ) E , . * A. . 
Ii 2 * * l t 1 t *•* «4 

Lemme 2.15 : Soient A une C -algèbre A.F. simple avec 

unité, p et q deux projecteurs de A équivalents de somme 1. 

Si z £ A - vérifie 0 < | | z | | < *. , alors <u",V(È <)> - U . 

Preuve : Il existe kfeN et un projecteur p £ A. tel que 

U P •* P II <- 1 et donc un unitaire u É A tel que upu* - p 

([E] Cör.A8.3 p 58) . 

Notons q - 1 - pC A^ et E-- - (Egg ) l'isométrie partielle 
Tf - K*H 

uE..U reliant p et q. 

1 *< Posons z » uzu e Aj. 

(Nous avons uV(E„„z)u - V-- (E-.uzü*) - V v-(E_«z') ) . 

Nous allons montrer que le groupe : 

u <u",V(Eif> z)> u*- <U(p)x U(q),V-- (E.-z1 ) > est égal au 

groupe U. 

Grâce au lemme 2.14, 11 existe m t IN, m ̂ k et deux 
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p r o j e c t e u r s e,, e t e t non n u l s é q u i v a l e n t s de A m , t e l s que 

c. I p 1 e £ p e t deux u n i t a i r e s u A , u £ U(A~ ) t e l s que 

- 2 u 2 z ' C 4 y p - z z' u4 - wc où c e s t i n v e r s i b l e dans A avec 

K c d <_L et w « Uf(A111 ) - ) . 

Solent W - u4 + E-.w^u^E-- et J - p - 2e,, + ^ (éU(p)x U(q) ) , 

alors W J V - - ( E Ï Î r')j"Vj-(E-- z' " V* est un élément de 

< o ( ï ) ( U ( î ) . V . , ( E . . i ' ) S de la forme : 

I ' t £ M ) 

où a et d sont inversibles dans A- car II z ' Il < î- . 

Le lemme 2.1 implique : 

Les leanes 2.3 et 2.13 nous permettent de conclure 

< U(p) * U(q) ,V-, (Ejr z' ) > - U(p + q) . 

Théorème 2.3 : Soient A une C -algèbre A.F. simple 

avec unité, p et q deux projecteurs équivalents de A, de 

somme 1. 

Alors U* est d'indice 2 dans N (u") et N (U -) est un 

sous-groupe maximal dans U. 

Preuve : L'égalité N (U ) - U <J TU résulte de la 

proposition 1.1. Soit g € 0 - N u ( u " ) . 

La remarque suivant le lemme 1.5 nous donne l'existence de 

deux unitaires a fc U( p) , d £ U( q) avec It a — p U < — et 

U d - q |< L tels que x - g(a + d)g"^ N14(U") . 

Nous avons || x - 1 || < i. et q x p - E, z avec z É A. , 

Il z II < 4 • On peut supposer z non nul (sinon on 

considère x ) et nous obtenons V(E z ) £ ^ N
u ( u ) »8 > 
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(lemme 2.1). 

Le lemme 2. 15 nous permet alors de conclure 

< N U ( U
W ) , 8 > - U. 

2.3.2. Maxlmâllte de U lorsque p </> q 

Lemme 2.16 : Soient A une C -algèbre A.F. simple avec 

unité, k un entier J 1 , p et q deux projecteurs non nuls de 

A, de somme 1 et non équivalents. 

Sl H est un sous-groupe de U contenant strictement 

U ( p ) * U ( q ) , alors H contient le sous-groupe dense UlI(A ) 

de U. 

Preuve : Grâce au lemme 1.5 et à la proposition 1.1 il 

existe dans H-U(p)xU(q) un élément de la forme I , ) 

dans la décomposition p + q - I1 qui soit arbitrairement 

proche de l'identité. Nous avons alors 

V n (z) fcH-U(p) xU(q) (lemme 2.1). 

Grâce au lemme 2.1A il existe m C (N, m >k, deux projecteurs 

non nuls équivalents e,, et ez de A tels que e,,£p, e x £ q et 

deux unitaires u f 6 II(p) , u^ £. U( q) tels que 

-2u,ze. VP ~ z*z u.* " E,.c où c est inversible dans À* et 

E 1 . - (E-11 ) une lsbmétrle partielle de A m reliant e^ et e . 

Solent W - u4 + u , J - p - 2eA + q deux unitaires de 

» » a l * * \ 
U(p)x U(q) aloru WJV„ (z)J V *(*) W - L t ^ J é H et est 

un élément proche de 1 si H z II est suffisamment petit. 

Nous avons donc V (È c ) £ H (lemme 2.1) et le lemme 2.3 

donne : 
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\tl<^E24e, > * < U ( e < ) x U ( e , ) . V t 4 t i ( E ï < c ) > C U ( e 4 + e , ) . 

Comae V p . ( E z < c ) - V ^ , ( E „ c ) + p - e^ + q - e t , l ' é l é m e n t : 

a p p a r t i e n t à < U ( p ) « U ( q ) , V ( E 2 < c ) > £ H e t ï é U ( A ^ ) . 

Nous a v o n s a l o r s < U ( p ) x U ( q ) , Y > C H où e „ è s t un 

p r o j e c t e u r p l e i n d a n s A ( r e m a r q u e ( 1 ) £ 2 . 3 ) . 

Four t o u t n Jm + 1 , s o i e n t : 

«Y«0 rl») 
P - © p • : q - © q 

e - © fK • où f - i l 0 ( J - l , . . , r ( n ) ) 

E - © E_ • 

appartenant tous â © M_...( C) . 

Poèons Dj - "(PB(JM„fj,PKtj) f "('«!,,jM^^q^) ^ 

Pour tout n > m + 1 , H contient < © D.', © If : > et donc 

® < D : ,X: > (lemme 2.12) . 

Pour chaque J c{ l,..,r(n) }, IM,̂  .» étant un facteur le lemme 

2.6 ou le théorème 2.2 (suivant que p„ • est équivalent ou 

non à q( •) Implique ft U(Mn...) - U(An) qui est contenu dans 

H. Ceci étant pour tout n >m + 1, nous avons donc 

U U(AR) CH. 

Lemme 2.17 : Solent A une C -algèbre A.F. simple avec 

unité, e et f deux projecteurs de A, équivalents de somme 1. 

Sl H est un sous-groupe de U contenant U(e) x U(f) et un 

sous-ensemble dense D dans U, alors H - U . 
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Preuve : Dans la décomposition e + f - 1, 11 existe 

Y - ( » (• J É D H'appartenant pas A U(e) XlK f ) , tel que 

Il Y - 1 II < •£• (car D est dense). Nous pouvons supposer 

z y 0 (sinon on considère Y ). 

Grâce au lemme 2.1 nous avons V.r (z) € H où U t K ^ 1 et 

comme lés projecteurs e et f sont équivalents le lemme 2.15 

nous permet de conclure : 

<U(e) « U(f),Vt*(s) > - U et donc H - U . 

Lemme 2.18 : Solent A une C -algèbre A.F. simple avec 

unité, k un entier > 1, p et q deux projecteurs non nuls de 

Aj1 de somn|e 1 et q un projecteur de A^ équivalent a p tel 

que q < q ,q i q. 

Alors U(p)xU(q ) est un sous-groupe maximal dans U. 

Preuve : Soient U(p)»U(q)SHCU et q" • q - q'* Afc. 

Le lemme 2.16 donne U U(A n)CH et donc 

^LU^AI>)<.«<II ) c H1U(p + l'). Comme H f\U(p + q" ) contient 

U(p) XU(q') et le sou s-ensemble U U((A ) , ) qui est dense 
*>k P+T 

dans U(p + q ), le lemme 2.17 nous donne 

HhU(p + q1) - U(p + q') c'est-à-dire U(p + q')xU(q*)CH. 

Les projecteurs p et q étant équivalents le lemme 2.4 nous 

permet dé conclure H - U . 

Théorème 2.4 : Solent A une C -algèbre A.F. simple 

avec unité, p et q deux projecteurs non nuls, non 

équivalents de A, de somme 1. 

Alors N (U ) - U est un sous-groupe maximal dans U. 
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Preuve : L'égalité N
U<U ) " u * résulte de la 

proposit ion 1.1. 

Il existe a £ IN et un projecteur p t Km.A plein dans A M tels 

que Hp - p II < 1, donc 11 existe un unitaire u £ A tel que 

upu* - p ([E) Cor.A8.3 , p 5 8 ) . Soit q - 1 - 'p<A M . 

Il existe une décomposition de q en n projecteurs 

orthogonaux non nuls q. é A avec q • .< p dans A ^ . 

Posons P 0
- P 

^v yv 
p.- - P + q« +• ••+ q.- i - i,--.n (p B - p + q) 

Soit ul/u" - U(p) x U(q) £ H C U et montrons que H - U . 

Pour cela montrons que si U(|>- ) X U(I - p- )£ H pour tout 

j - 0,..,k, k < n (ceci étant vrai pour J - O ) alors 

U(p. ) x U ( l - P„A)C H pour J - 0,..,k (l'inclusion étant 

stricte si k < n - 1) . 

Par le lemme 2.16 nous avons U I ) ( A j C H donc 

D - ( J U((A )- «, ) est un sous-ensemble dense dans 

U(P: + q>.) " 1 que D C H O U(p- + q j > 4 ) . 

1 r cas : Sl q . /v P- alors Hf*U(p- + q". ) contient 

U(Pj)xU(q- T ) et 1'ensemble dense D. Le lemme 2.17 donne 

HOU(Pj- + q^. ) - U(Pj + qJ + 1 ). 

6 : s l q.\n < P- alors H n u ( p ; + q,-,. ) contient 
— J" * J J J 

Le lemme 2.18 donne 

2 ca 

strictement U( p,- ) X U( q • ) . 

H A U ( P . + q j ^ ) - U(Pj + OTj + 4 ). 

Dans les deux cas nous avons U ( P 4 1 ) X U ( I - p • , ) C H pour 

i - 0,..,k ( si k < n - 1 l'inclusion est stricte car 

U(p)x U(q)C H ) . 

Par induction sur k nous obtenons U(p ) - U(p + T j ) - H donc 

H - U . 
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2.4. UNE GENERALISATION DE 2.3 AUX C*-ALCEBRES A.F. NON 

SIMPLES 

Solent A une C -algèbre A.F. avec unité, K un Idéal 

bilatère de A tel que A/K soit une C -algèbre simple non 

nulle, Tt : A *A/K la projection canonique, p et q deux 

projecteurs de A-K de somme 1 et 

U * - j x t U ; pxq « K , qxp t. K ] . 

Généralisation 2.1 : Solent A, K, *C , et q comme 

ci-dessus, 

Alors Ü * est d'indice 2 (resp.l) dans N u < U * ) si 

Tt(p) /VTt(q) (resp. lt(p) ///1T(q) ) et N u(u£ ) est yn 

sous-groupe maximal dans U. 

Preuve : Résulte de la proposition 1.2 et du théorème 

2.3 (resp. 2.4) appliqués à Tt(A) , du lemme 1.6 et de la 

proposlt ion 1.2. 
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CHAPITRE 3 

POSITION DU GROUPE UNITAIRE DANS LE GROUPE DES 

INVERSIBLES D'UN FACTEUR OU D'UNE C*-ALGEBRE U.H.F 

Nous reprenons les mêmes notations qu'au chapitre 2. 

3.1. ETUDE DU NORMALISATEUR DE U DANS G. 

Solent A une C -algèbre avec unité, K un Idéal bllatère 

de A tel que A/K soit une C -algèbre simple non nulle, 

Tt : A »A/K la projection canonique. Nous notons : 

G(l+K) - { x £C ; x - 1 é K } 

G(U+K) - { I i G ; x - u + k avec u f e U . k e K } - U G ( I +K) 

Remarque : Sl K - 0 on a G(l+K) - 1 

e t G(U+K) - U. 
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Lenirne 3 • I : Avec les notations ci-dessus : 

N0(G(UtK)) - c""c(U+K) . 

Preuve : SoIt gt N6(C(IItK)). Alors pour tout u*U on a 

gug'* fe G(U+K) , c'est-a-dlre gug4 g*'*u" g* - 1 £ K et donc 

g*gu-ug*g£ K. Comme tout élément de A est une combinaison 

linéaire de 4 unitaires, rt"(g"g) appartient au centre de 

TT(A) donc à C (car IT(A) est une C -algèbre simple avec 

unité). Nous obtenons donc g£ C G(U+K). 

3.2. LEMMES PRELIMINAIRES. 

Lemme 3.2 : Soit T un espace compact et GL(2,T) 

(reSp.U(2,T) ) le groupe des fonctions continues de T dans 

GL1(C) (resp.U (C) ) . SoIt FéCL(2,T) de la forme : 

/ W O \ F( t ) « / „ | â v e c f ( t ) > l p o u r t o u t t £ T . 

Io f(0'V 
(UM O \ 

Alots pour tout H€GL(2,T) de la forme I ̂  L/M-4 I 

tel que h( t) > 1 pour tout t £ I , on a H £<U(2,T),F>. 

Preuve : Soient P et H comme dans l'énoncé. Par 

compacité de T 11 existe n £ h tel que h(t)<f(t) pour tout 

un _ hit) /x 

Posons 6(t) - arc sin ,• ( Q est une fonction 

f(t)în_ fft)'1* 

continue sur T ) , et soient : 
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/cojero -j.»B(t)\ 
[ l inetO Coi 9 « ) / HnO(O Coi 9«) 

ero -j-'nBw^ 
XO coi 9 ( 0 ; 

S (i) - F < t ) n R B ( U F ( t ) F ( t ) K$({) F ( t ) 

co»1««» + {«) <* un1 e(t) UH« (V (M eco [ {w l n - f a)"2*] 

L'élément S appartient à ^ U ( 2 , T ) , F > , S(t) est positif de 

déterminant 1 pour tout t 6 T et 

t r a c e S ( t ) - 2 + s i n * f l ( t ) < f ( t ) 2 H - f U ) 2 " ) * - h ( t ) + h ( t f 

-A 

L ' é l é m e n t S ( t ) a donc h ( t ) e t h ( t ) pour v a l e u r s p r o p r e s . 

S o l e n t { x ( t ) - -
2 Cot M) 

0/(, t ) - ± arc s i n x( t ) 
2 

Kos <<(t) - iinxlt) \ 

[sinum » * - u ) j • a l o r 8 V e u < 2 - T > 
par un calcul simple mais fastidieux l'égalité 

Sl V(t) et on vérifie 

KIO o 
- v(t)s(t)v(t) 

Vo M0"\ 

qui donne la condition cherchée. 

Lemme 3«3 : Soient A une C -algèbre avec unité, des 

projecteurs p̂  ,p ,p orthogonaux de A de somme 1 tels que 

P,* p ^ 0. Sl a est un opérateur positif de A avec 

Sp( a) C ] 1 ,+ oo l alors pour tout if > 1 , on a : 

h. 
p* e <o 

P» P » ' 
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( Sp(a) désigne le spectre dé a. Nous notons E^1 - Ej4 une 

lsométrle partielle reliant p. et p ) . 

Preuve : La C -algèbre avec unité engendrée pat a peut 

être identifiée a l'espace C(T) des fonctions continues sur 

le spectre T de a. SoIt <̂> 1' lsomorphi sue de GL (C(T)) sur 

une sous-algèbre de G(p/( + p ) défini par : 

«M::J •* * + v E < 2
 + Z4i * * E u w E <i 

It o \ 

Grâce au lemme 3.2, si H(t) - I- ••-< I pour tout t (. T et 

i } 1 alors H € <U(2,T) , f (a + E,,* a E ^ ) > donc 

(oh A J é < B ( * + p ' } Tc . . vx )> ' 
* p , o 
o V'fl 

conclusion cherchée. 

d'où la 

Lemme 3.4 : Solent A une C -algèbre avec unité, des 

projecteurs pA ,p ,p orthogonaux de A de sommé 1, tels que 

p <v p f O et soit t > 1 • Alors pour tout x, yfiG(p1)l 

fi / 

appartiennent à <U, P 

i -* -A 

fxyx y 

P» 

Preuve : SoIt btG(p^) positif inversible. Identifions 

la C -algèbre avec unité engendrée par b a l'espace des 

fonctions continues sur T. En appliquant le lemme 3.2 
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à F - / ¥ ° \ e t H - / , « . - 4 où IP e s t d é f i n i 

et donc 

(o î-0 " " - f i o ^cO-4 f 

conte dans le lemae 3.3 nous obtenons 

/b 0 \ 

( 0 " X J £ <u,r> . 

Pour tout xéGCp,,), soit x - ub sa décomposition polaire 

( b » Ix I ) alors 

appartient a < U , P > et donc pout tout x, y 6 C ( P 1 ) : 

/'y*4/4 \ I* \ / y \/(y*r* 

appartient aussi à < U, f1 > . 

3.3 MAXIMALITE DE N g(G(U+K)) DANS LE GROUPE DES INVERSIBLES 

D'UN FACTEUR. 

Dans ce paragraphe M désigne un facteur (à prédual 

separable). Nous désignons par K l'Idéal bllatère maximal 

de M défini au paragraphe 2.2 dont nous reprenons les 

notations. 
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Lemme 3.5 : Soit M un facteur de type I1-IlI ou III. 

Four tout g CC-Ha(G(U+K)) , 11 existe ün système d'unités 

matricielles {E ;• J1; ,^,3 et un opérateur positif a £ M£ avec 

Sp(a)C ]l,+ oo[ tels que 

I C » 4 ^ « J £ <Nö(G(U+tC)),g> . 

Preuve : Soit g C-G-N6 (C (Ü+K) ) et g <• ux sa 

décomposition polaire ( x - Ig) ) . Le lemme 3.1 Implique 

x$I*C(l+K). On a <N Ö (G(U+K) ) ,g > - < N& (G(U+K) ) ,x> . 

Le spectre (reap. le spectre essentiel si H est de type I -

ou H - ) de x contient deux points A, et H avec 0 < A < h • 

Soit E(.) la mesure spectrale associée à la décomposition de 

x - J t dE(t). Si £ > 0 vérifie A + £ < M - £ . alors les 

projecteurs E ( [ A - £ , A + £]) et E( (/«-£, J* + £ ) ) sont 

orthogonaux . 

Considérons les cas suivants : 

a) Le facteur M est de type I - J I ^ du III. 

Le projecteur E ( [ A - £ , A + £]) étant infini ([Ka] ,Pr op. 3.8) » 

il est la some de deux projecteurs E 4 4 et F orthogonaux, 

équlvalehts et commutant à x. 

Soient E1J - E(( /*-1 ,/i+£ ]) et E 3 3 - 1 - E„4 - E11 . 

^Eii'"-,ii » forment une partition de l'unité de M que l'on 

complète en un système d'unités matricielles (s.u.m.) 

<E;j );•=.,,,,• Alors * - x̂  + x^Xj où x- - E;i xE^ (i - 1,2,3), 

Sp(X1) C [ X - i i A + £ ]f\ Sp(x) , 

Sp(X1) - \f*-{ .;«+£ Ifl Sp(x). 

Soit l'unitaire V - E-11+ E + E , alors B - VXV X*4 est un 
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o p é r a t e u r i n v e r s i b l e d e ^ N Ö ( C ( U + K ) ) , x } d e l a f o r m e 

^x ̂ 1 
où b - E , , x E x t H, 

' I i 

S o I t b - wa l a d é c o m p o s i t i o n p o l a i r e d e b ( a - | b | ) . 

A l o r s 

Ê Z < a " < Ê l i 

•Si • J î 

E11IT
4Eu j / \ w £ , 

a p p a r t i e n t â < N 6 ( G ( U + K ) ) , x > e t 

H a'" U < H * « « Ä * i 4 | i - ^ - < 1 d o n c S p ( a ) c J l , + oo J . 

b ) Le f a c t e u r M e s t d e t y p e I I , , , muni d ' u n e t r a c e n o r m a l e 

f i n i e f i d è l e n o r m a l i s é e T . 

I l e x i s t e k fc N , k > l e t un s o u s - p r o j e c t e u r E^ ( r e s p . E Ü ) 

d e E( [ >i - £ , * + £ . ) ) ( r e s p . d e £ ( [ / • - £ . / 1 + £ I ) ) c o m m u t a n t à 

x e t d e t r a c e — — ( [ D i J , Ch I I I , § 2 , P r o p . 1 4 ) . 

S o l e n t E , , un s o u s - p r o j e c t e u r d e 1 - Z^ - E 1 1 d e t r a c e — , 

art ielle commutant à x et E^, - (E ) une lsométrle p 

reliant EA A et E, . 

Soient F - I -E-11 -E^, -E,, et x - X 4 + x + x. + y où 

x - E - XE^- ( <• - 1 , 2 , 3 ) , y - FxF. En construisant les 

-4 .4 

éléments V - E1, +E, +E.,+F et B - VxV x , comme au point a) 

nous obtenons un élément de la forme 

n - | £l**~"£-4i a p p a r t e n a n t à <̂  N ( U ) , X ^ 

•ÌÌ 

e t où Sp( a ) C ] 1 , + oo [ . Comme r ( F ) - 3 ( k - l ) - ± _ , on p e u t 
3k 
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décomposer F en somme de 3(k-l) projecteurs orthogonaux, 

commutant à x et de trace — . 

En effectuant un produit de k-1 conjugués (par des 

unitaires) de h nous obtenons la conclusion cherchée. 

Lemme 3.6 : Soit M un facteur, alors tout opérateur 

Inversible de M est un multiple scalaire d'un produit fini 

de commutateurs multiplicatifs. 

Preuve Si1 M est de type I ,II-, ou III, voir 

[HaJ,Prob.192, si M est de type H 1 voir (F-HJ, Prop.2.5 et 

si M est de type In 11 est bien connu que le groupe dérivé 

de GL n(I) est SL n(t).([Ar],Ch.IV,Th.4.7.). 

Théorème 3.1 Soit M un facteur, alors 

N6(C(U-J-K)) - t G(U+K) est un sous-groupe maximal dans C. 

Preuve Si M est un facteur de type I , la 

démonstration est faite dans [No]. Supposons donc que H est 

un facteur I-,II ou III. 

Soit g £ G-N &(G(U+K)), alors les lëmmes 3.5 et 3.3 donnent 

l'existence d'un s.u.m. ( E - } • . ... tel que 

r = I r V •r-o appartient à < N6(G(U-I-K) ) ,g > pour tout t > l . 

Nous allons montrer que < N 6 ( G ( U + K ) , T > - G. 

SoIt a £ G et a • vB sa décomposition polaire où v Ê U , 

B - Va*a' 

& • • 

Il existé un s.u.m. {E ,• • ) • . ... tel que 

y \ J 'J 
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avec b; - E BE pour J - 1,2,3 et des lsomêtrles 

* • » ~ 

partielles U: telles que U; Uj » E-- , U- U; - E.-. pour 

i - 1,2,3. 

SoIt l'unitaire U - U,+U 2+U, alors UBU a la forme 

b, 
b» 

dans l e s . Grace au lemme 3 .6 11 e x i s t e .u .m. <E-^ Jd^ 1 J 1 J 

A €. R t e l que b„ - ^ b,, où b,, é M, e s t un p r o d u i t f i n i 

de commutateurs m u l t i p l i c a t i f s . Donc 

A*£. 
I A, 

» ' 
appartient a < N 6<G(U+K)),P > (lemme 3.4). 

Comme E , E,, et E 3 , sont des projecteurs équivalents, 

K 
•« 

et £ 
11 et donc 

appartiennent à ^N,(G(U+K)),r 1 > . Nous avons la conclusion 

cherchée car B et donc aussi a sont des éléments de 

< N6(G(U+K)) , r- >. 
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3.4. MAXIMALITE DE N 6(U) DANS LE GROUPE DES ELEMENTS 

INVERSIBLES D'U^E C -ALGEBRE U.H.F. 

Dans ce paragraphe nous reprenons les notations du § 2.3. 

Lemme 3.7 : Soit A 

unité. Pour tout g é. 

projecteurs non nuls 

somme 1 avec 

P-1 et p, équivalents 

^ + P 1 équivalent à u 

ainsi qu'un élément 

tels que 

\ Pi 

appartient à < C * U , g ^ 

(où P2,, - p„j eut une isoraétrie partielle reliant p,, et 

P 1 ) . 

Preuve : Soit g £ G-C U et g - w IgI sa décomposition 

polaire ,|gl 4 «*1. On a < « * U , g > - <C*U,|g|> . 

Soient X4 et A 1 deux valeurs spectrales de |g| avec 

> „ < > x et « é R* tel que <* < min( h ' ** , ii_ ) . Soit 

0 < L < ci et soient m t «* et y positif E C L ( A - ) tel que 

Il ISl - y II < £ «t />A,^i deux valeurs spectrales de y avec 

I *i - /»; | < £ pour i - 1,2. 

Soient p4 et p 2 deux projecteurs de A m tels que 

Pt y " yPi " /"i P; pour i - 1,2. En remplaçant • par m+k - n 

une C -algèbre A.F. simple avec 

G-C U, 11 existe un entier n > l , des 

orthogonaux p; £ A n (L - 1,2,3) de 

d a n s A n 

n s o u s - p r o j e c t e u r de p 3 dans An 

p o s i t i f a é A. avec S p ( a ) C ] 1 ,+ eo 1 
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(où k*iN ) et P-1 , p par des projecteurs plus petits on 

peut supposer p^ nj p^ ( remarque (1), b 2.3 ) et 

P1 + P2 < I -p., -P1 - p, ( 11 suffit de choisir n tel que tout 

Idéal bllatère minimal de A n solt de la forme l»r(t) avec 

r > A ) . 

Soient px<( - P^1 une lsométrle partielle de A^ reliant p̂  

et Pl ! u - P-U+P*.,+Pî fc U<A«) 

et h - |g| ulgfu'^t <«*U,g> , alors 

z « yuy u 
/ . - > 

/1Px 

r> 
»ù /* • ^ r > » 

Par choix de £ , les éléments h et z et donc aussi IhI et z 

sont arbitrairement proches. 

On a 1 < a - — ^ < /• - 4-- < — - b, et pour tout 
*A t * ' / • * «< 

0 <. % < mln( 4 - a " * , -*** ) on a 
2 2 

/•"+ î < l - S < l < l + î < / 4 - J . 

11 e x i s t e £ - « " ( $ ) , £ < S t e l que s i U Ih I - z || < £ 

a l o r s Sp( I h I ) C Bj(^i"4) Li B j ( ^ ) 0 B1J(I) où B j C / . ' ' ) , B j ( ^ ) , 

B^(I) sont des o u v e r t s 

( B j ( ^ ) - { *(. C ; 1¾ - / « I < S ) ) . 

Solent I* 1^i »̂-i * e s projecteurs spectraux de 

correspondant respectivement à ces 3 ouverts disjoint 

a donc 

disjoints 

M 
On 

lh| 
K 

K e < c % , g > 

( dans la décomposition q,,+q,+ <K " I ) . 

Soient s - ( z -/•"")( z -/<)-( lh| -/"*)( IhI -/») et 

et r - (IhI -/<'")( IhI -/•)-U-/«",)(l-/,)q, 

- 53 -



a l o r s Ils II 4. Il z - /> Il II z - | h | Il + Il | h | - / " l l Il z - JhJI/ < S if 

M f I I i U h 4 - Z i ^ q J l II h 4 - / < q 4 ü + l | h t - z ,'<q1 H II h 1 - / « q 1 l l 

+ Hh* - q j l l + / " H h } - q j U + / 1 l l h , - q 3 H 

^ S (3 II |h |U +/1+Z^"* + ! +Z*'4+/1 ) 4: ^ 11^. 

( se r a p p e l e r : £ < J , Zi"4< 1 , Il I h | | < / +1 < 2y*i * 

donc II ( 1 - Z i - 4 X l - / X P j - q j ) Il - « s + r j 4 ^ 1 6 ^ . 

D'où H P^-qj H < l*(>/* ^ %/(> »l
 < £ / ! ¢ 1 , 1 

En c h o i s i s s a n t O su f f i samment p e t i t on o b t i e n t II P j - q . H < 1 

e t donc l e s p r o j e c t e u r s p , e t q, sont é q u i v a l e n t s ( [ E ] , 

C o r . A 8 . 3 ) . De même p; e t q; sont é q u i v a l e n t s pour t » 1,2 

donc i l e x i s t é v € A t e l s q̂ ue v- v; - p- , v ; v- - q-
J ** * J • il 4 

U - 1 . 2 , 3 ) . 

S o i e n t v - v„+V1 +v. € U e t x - v | h | v ; a l o r s x fe <C U , g > e t 

e s t de l a forme 

*i 1 da ns l a d é c o m p o s i t i o n P 1
+ P 2

+ P . " ' i 

où Sp(X4 ) C Bj ( f ) , S p ( X 1 ) C B j ( M , Sp( x , ) C Bj( 1 ) e t Xj sont 

p o s i t i f s dans GL(A-. ) pour J - 1 , 2 , 3 . 

SoIt wa l a d é c o m p o s i t i o n p o l a i r e de P41
 x2 Pj4 *,, o u "EU(Ap ) 

e t a e s t p o s i t i f , a l o r s 

I Piia"*PtZ 1 - W4UXu4X-4Wj 6 <C U,g > 
V P* / 

où W4 - w +P 1
+ Pj « U e t W2 - P 4

+ P 2 4 Wp41 + P j £ U. 

Par c h o i x de £. nous avons II p 4 , X1 p
 xî* ~f* Il e t donc a u s s i 

Il a - M II qui e s t a r b i t r a i r e m e n t p e t i t . Comme / > 1 , on 

peut s u p p o s e r qui: S p ( a ) C ] l , + e ô ( . 
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Lenme 3.8 : Soit A une C -algèbre A.F. simple avec 

unité telle que deux projecteurs quelconques de A soient 

toujours comparables (au sens de Hurray et von Neumann), 

alors 

CL(A) C I*DGL(A) 

où DCL(A) est le groupe dérivé de CL(A). 

Preuve : Avec les hypothèses faites, A possède une 

unique trace positive normalisée T et CL(A)/DCL(A) peut 

s'Identifier via le déterminant A r a un sous-groupe de t , 

donc CL(A) C C DGL(A) (pour les notations et résultats 

[H-S,1],p 194 ) . 

Lemme 3.9 : Soit A une C -algèbre A.F. simple avec 

unité telle que deux projecteurs quelconques de A soient 

toujours comparables. 

Soient n £ M . î>0 et p. ,p, ,p, des projecteurs orthogonaux 
* * 3 

non nuls de A n, de somme 1 avec 

P4 et p équivalents dans A n 

p^+p équivalent à un sous-projecteur de p 3 dans A n. 

Alors il existe des projecteurs non nuls orthogonaux p. 

( i. - 1,2,3) de somme 1, appartenant â A*n avec 

P / " P1' 

P3I < P,' dan« An 

t e l s que 

-r-v-, É < U , P 
'tfp„ 

f>' 
Pl 

p> 
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Preuve : Comme p.tp ^ p 11 existe des projecteurs 
• ' k 

orthogonaux q; (J » 3,..,k) avec k > 4 , tels que p, - *- q; 
4 * jw ) J 

où q-/vp; pour tout J - 3 k-1 et q -< p . 
4 i " 

Solent P1' - P̂  + q^+.-. + q^rk^-].,, 

p,' - Pi+q4
 + - --+I2^i 

Nous avons P1
1A/ p,' et vJ< P.' dans A n . 

Soient EA- et Etj des lsoraétrles partielles reliant 

respectivement p,, et q-, P 1 et q' (J • I1...,k-1) et 

"CC - E-u + E«* .+E2f + E/< + X Ij e u : 

4* i.t 

Nous avons alors i ,i É U k-1}, i i £ 

r'm r vHr UH •••'M'vO-vlVl r u i [M) - ' - t t¥ j u p p a r t : l e n t à 

< U , r > ([k] désigne la partie entière de k) . 

Définition : Une C -algèbre A avec unité est dite 

U.H.F. (uniformly hyperflnite) si A est la fermeture 

normlque de la réunion d'une suite croissante 

d '-»-sous-algèbres A n de A contenant l'unité de A, Isomorphes 

à(M r < n )(C). 

Remarque : Une C -algèbre U.H.F. avec unité est simple 

([Sa] ,Prop.l.23.8) 

Lemme 3.10 : Soient A une C -algèbre U.H.F. avec unité 

et S > 1 , P^ • P,' i P,' comme dans l'énoncé du lemme 3.9, 

alors 

r 2 . i-j 

;(p„' >* G(P1' ) * G ( P > ' ) c <<t"u, r' (X ) 
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Pre uve Comme A-I est une C -algèbre U.H.F. avec 
M 

unité pA' , alors pour tout x£C(p 4' ) .11 existe A €. C et 

x E D G L ( A , ) avec x - À x' (lemme 3.8). Grâce au théorème 
ri 

3.I appliqué au facteur A n 

< C*U( A^) , P ' > - GL(A n) et donc / A p ' 

nous avons 

rV 
Pi' 

appartient à < C U, P > . Nous obtenons alors : 

Pl' **'»> h' 
rj / I Pi' / \ fV 

appartient aussi à < C U, " > par le lemme 3.4. 

Comme p„ ~ p et p, •< pA , nous avons la conclusion 

cherchée (en conjuguant par des unitaires). 

Théorème 3.2 : Soit A une C -algèbre U.H.F. avec 

unité, alors N-(U) - I U est un sous-groupe maximal dans G. 

Preuve : Le lemme 3.I donne l'égalité N 6(U) " C U. 

SoIt g € G-C U. En enchaînant les lemmes 3.7, 3.3 et 3.9 

nous avons l'existence de • > l et de projecteurs p; £ A 

( i - 1,2,3) décrits dans le lemme 3.9 tels que 

<V 
rV 

r." 
É <C U,g> . 

Comme G est connexe 11 suffit de montrer que tout x<SA 

arbitrairement proche de 1 appartient â < t U, P > . Pour 

un tel x, r x et h - I P x I sont proches de f1 ' . Le spectre 

de h est contenu dans une réunion de trois ouverte disjoints 
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centrés en Y , ï et 1. Soient qH , q , q les projecteurs 

spectraux de h correspondant a ces ouverts. Nous avons 

111;- P; Il ̂  1 pour l - 1,2,3 (voir la démonstration du 

lemme 3.7 où P Joue le role de z ) . 

Soient v ^ e A tele que vt-v(- - p; et v(- v ; - q ; ( <. - 1,2,3) 

et v - v.+v,+v. É U ( [ E ] , Cor . A .8 ) . L'élément vhv a alors la 
1 l 3 

forme 

dans la decomposi ton p +P 1 +P 1 » 1. 

Grâce au lemme 3,,10, vhv appartient à ^ t U, P > ; d'où h 

_ i « i 

et P x et donc x sont dans <£ C U, " > . 
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SYMBOLES ET NOTATIONS 

0 

« 

R" 

K 
C* 

Boer 

Wn(B) 

M B ) 

Ensemble vide. 

Est inclus strictement. 

{0,1,2,... } 

K - {0} 

Jo,+ -[ 

C - (Oi 

L'anneau opposé de l'anneau B. 

L'ensemble des matrices n-fois-n à 

coefficients dans B. 

L' ensemble des matrices unitaires 

de /Mn(B) . 

Hn : Mn(C) 

GLn(C)1SL^(I)1Un(C): L'ensemble des éléments de Mn(C) 

qui sont respectivement Inversibles, 

de déterminant 1, unitaires. 

L'ensemble des fonctions continues sur T 

à valeurs dans <t. 

L'ensemble des fonctions continues de T 

C(T) 

GL(2,T) 

U(2,T) 

dans GL (C). 

L'ensemble des fonctions continues de T 

dans U1(C), 
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G - GL(A) 

U - U(A)" 

A f 

G(p) 

U(p) 

G(p) * G(q) 

U(p) X U(q) 

N 6(H) 

< H,g > 

p « q ( resp , 

p < q 

B S(/-) 

m 

s . u .m . 

1̂ 1 

: La composante connexe de l'identité du 

groupe des éléments Inversibles de A, 

: La composante connexe de l'Identité du 

groupe des unitaires de A. 

: L'algèbre réduite pAp. 

: GL(Ap) 0 

: U(Ap)° 

: { x + y ; x €C(p) , y é C(q)} . 

: } u + v ; u C U(p) , v £U(q)} . 

. : Le normal Isateur du groupe H dans G. 

: Le sous-groupe engendré par H et g. 

p^Oq): Le6 projecteurs p et q sont équivalents 

(resp. non équivalents). 

: Le projecteur p est équivalent à un 

sous-projecteur de q. 

: | U t ; |>-/« I < S } 

La partie entière de k. 

Le groupe des permutations de n 

élément s. 

Système d'unités matricielles. 

Isomorphi sme. 

V x x . 
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