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AVANT-PROPOS

Retrocer I'évolution de la notion de continuité en mothématiques conduirait a
remonter ¢ ['origine méme de lo science hellénigue, a revoir des muvres de toutes
les épogues, Une étude historique et critique compléte dépasseroit donc de beau-
coup le cadre d'une thése. Du reste, bon nombre de textes ont été comntentés,
tant dons I'ouvrage de Moritz Cantor que dans les publicotions de Th. L. Heoil,
P. H. Michel, G. Milhoud, A. Rey, P. Tannery et H. G. Zeuthen (voir biblio-
graphie}. Il n'est pas dans notre intention d'approfondir I'étude des auteurs
anciens, d autont moins qu'une telle entreprise ne pourrait se justifier entiérement
que par lo découverte de textes nouveaux.
Par contre, nous avons constaté que pour la seconde moitié du XI1X° siécle ot
le continu posait des problémes multiples aux mothématiciens, des commentaires
historiques ef critiques font défout.
Il est vroi que Schoenflies a résumé les découvertes des mathénioticiens de son
époque dans un ouvrage remarqueble (Schoenflies) (1). Mais le probléeme du
continu #’y o pas été spécialemens pris en considération. De plus, des travaux
plus récents, tels les Grundlagen der Geometrie de Hilbert, ont mis en évidence
de nouveaux ospects de la question,
Nous nous sommes done efforcée d'étudier les textes qui iffustrent I'évolution de
fa continuité mothémoltigue pendant I'époque relativement récente qui fut celle de
Georg Cantor, Dedekind, Fréchet, Veronese, Hilbert, époque pendont laquelle
de profondes tronsformotions dans la pensée mathémarigue ont remis en quesrwn
fa plupart des notions de hase.
Notre entreprise est double :
19 trouver les textes qui ont une importance primordiale pour le développement
de lo notion de continuité en mathémaiigues ;
2% montrer les influences des difjérents auteurs ler wis sur les autres.
Nous avans ainsi é1¢ omenée d metire en évidence certaines constantes qui se
retrouvent a trovers les siécles depuis I' Antiquité. Ce foit nous a incitée ¢ faire
précéder notre étude principole d’une introduction qui doit aider, nous I'espérons,
& mieux foire ressortir ceriaines lignes directrices. Si nous ovons infroduil au
cours de notre chapitre préliminaire quelques réflexions personnelles, nous ne



prétendons nullemeni avoir épuisé le sujet. En revanche, nous croyons ovoir signolé
les principoux auteurs qui ont influencé Vépoque que nous ovons étudiée plus
spécialement.

Le plan choisi n’est pos sans inconvénients : plus d'une fois, le maintien de la
chronologie nous oblige & nous répéter. Mais nous croyons ces inconvénienls
compensés por le foit que la gestation des idées des auteurs et I'évolution histo-
rique peuvent éire nrieux Suivies.

Pour justifier nos développements, nous ovens ¢ité un nombre de textes qui pour-
rait paroitre excessif. Néanmoins ce procédé nous semble nécessaive pour fociliter
la lecture de nos commeniaires. Les fragmenis cités soni en effet dispersés dons
un grand nombre d’ceuvres.



CHAPITRE 1

INTRODUCTION

§ 1. L’antiquité

a) Les Pythagoriciens et les Eféates,

Nous ne nous attarderons pas sur ce que P. H. Michel (1} (p. 663) appelle
«la controverse du Ve siécle », controverse qui opposait les Eléates aux Pytha-
goriciens. En schématisant quelque peu la pensée des auieurs grecs, nous
aimerions simplement rappeler que les Pythagoriciens avaient déja réalisé
une certaine synthése de Parithmétique et de la géométrie ; ce fut au prix d’une
décomposition de 'espace en atomes, qu’impliquait un monde physique « non
continu ». La découverte des nombres irrationnels allait fortement ébranler les
théories pythagoriciennes et permettre aux Eléates de défendre les leurs.
Rappelons ici que ¢ "est Héraclite qui a introduit le « flux », notion repnse plus
tard par les premiers analystes.

C’est certainement Zénon qui a le plus contribué 4 renverser les positions des
Pythagoriciens, On peut méme se demander si ce ne sont pas les « paradoxes
de Zénon » qui ont incité les géometres grecs a introduire une premiére axio-
matique pour prévenir foute critique.

Résumons sommairementi 'objection des Eléates :

Soit un «ensemble » composé d'unités indivisibles, par exemple un segment
de droite. Ces indjvisibles ne sauraient avoir une grandeur, ¢car toute grandeur
peut étre soumise A des divisions réitérées. L'« ensemble » ne peut étre modifié
par I'adjonction ou la soustraction d’une unité sans grandeur, Or & lui seul, un
arien » nc modifie pas un « ensemble » quand on I'y ajoute ou qu’on l en sous-
trait. ‘Ainsi, d’une part, ces « uniés » sont donc des « riens ».

D’autre part, ces « ensembles » ont une « grandeur » ; un segment a une longueur.
Les ¢« unités » n’ayant pas de ¢ grandeur », il faut « quelque chose » qui constitue
cette « grandeur », il faut donc quil y ait des « parties entre les unités ».



Cette idée de « parties entre » est un des problémes essentiels que sonléve I'idée
d’un continu composé par des éléments.

Les « parties entre les unités » doivent avoir une grandeur, clles doivent étre
séparées par d’autres parties qui ont une grandeur, et ainsi de svite. L«en-
sernble » envisagé qui, par hypothése, devait étre constitué par des « unités»
indivisibles, est donc finalement composé par des parties qui, avant une grandeur,
sont par la méme divisibles, ce qui est en contradiction avee Phypothése de
départ. :

Bolzano commentera d'ailleurs ces difficultés dans les Paradoxien des Unend-
lichen (Bolzano) (2).

Répétons enfin que ces raisonnements supposent l'acceptation de l'axiome
d’Archiméde — un segment a une longueur — et qu'ainsi la situation,
a l'époque de la controverse du V© siécle parait trés semblable 4 celle
devant laquelle se trouvera Georg Cantor dans la seconde moitié du
X1X¢ siécle ; la question de la continuité était certes discutée, mais nutlement
résolue encore.

Un exemple illustre bien le fait que les Grees n’abordaient la continuité mathé-
matique qu'avec la plus grande prudence : c’est celui de la cissoide.

b) La cissoide,

Au 11e sigcle av. J.-C., Dioclés avait fourni une construction de la cissoide
point par point. C'est pour cette raison que les Grees ne considéraient pas cet
«ensemble de points » comme vne ¢ courbe »; pour eux une courbe devait en
effet pouvoir étre dessinée « d'un trait ». Ce fait a son importance en ce qu'il
laisse entendre que les Grecs faisaient en quelque sorie voe distinction ana-
logue 4 celle de la «ponctuelle » et de la «droite-support ». Nous verrons
qu’au X1Xe siécle cette question sera reprise dans un autre contexte.

c} Aristote,

La controverse du Vesiécle a été critique, mais non constructive. Elle a dénoncé
les difficuliés que souléve I'étude du continu, mais elle n’a doané aucune solu-
tion aux prablémes posés.

Aristote, tout en admettant les difficultés, alla de 'avant et donna des définitions
formulées avec une rigneur certaine.

Rappelons 'essentiel de ses textes (Physique, V, 227 a).

11 définit d’abord la consécutivité, donc ce que nous appelons la notion 4" ardre.
Definissant la contiguité, immédiatement aprés la conséeutivité, Aristote décrit
ce qu'il entend par ¢ contact »

Contigu est ce qui, étant consécutif, esl en outre en contaet. Mais, comme tout
changement suppose une opposition et que Foppaosition cst ou contrariété, cu
contradiction, comme d'autre parl les contradictoires n'admettent pas de
milieu, €'est dans les contraires, on le voit, que sera I'intermédiaire,



On est tenté de faire nn certain rapprochement entre la notion de densité et
celle de la contiguité d’Aristote. Toutefots, il faut alors admettre que les mots
«en contact » donnent la possibilité d’envisager des voisinages arbitrairement
petits, c'est-a-dire d’introduire la notion de point d’accumulation. Ce serait
13 une interprétation qu’il semble trés difficile de maintenir dans le détail.
Citons maintenant sa définition de ia continnité :

Le continu est dans le genre du contigu ; je dis qu'il ¥ a continuilé, guand les
limites par o( les deux choses s¢ touchent ne soni qu‘une seule et méme chose,
et. comme l'indique l¢ nom, tiennent ensemble; or cela ne peut se produire
quand les extrémités sont deux. Une telle défnition monlre que le continu se
trouve dans les choses dont la nature est de ne faire qu'une lorsqu’elles sont
en contaci, El I'unité du toui sera celle du facteur éventuel de continuité,
comme le clouage, le collage, I'assemblage, la greffe.

Sonlignons gu”Aristote, pour passer de la contiguité a la continuité doit utiliser
des termes tels que « clouage », « greffe ». Ce passage constifue, comme nous le
verrons tout an long de notre exposé, le probléme crucial de la définition de
la continuité : comment passer du discret au continu a priori ?

Retenons pour le moment qu’Aristote a introduit une ¢ hiérarchie des notions » :
consécutif — contigu — continu et qu’il a bien spécifié que la continuité
entraine et la consécutivité et la contiguité, les réciproques n’étant pas vraies,
Dans le livre V1 de la Physique (231 a), il dit expressément :

— il est impossible qu'un continu soit formé d’indivisibles, par exemple
qu’une ligne soit formée de points, 5°il est vrai que la ligne soit un continu et
le point un indivisible.

Aristote justifie son assertion en soulignant une difficulté discutée plus tard
par Bolzano: comment admettre gu’on puisse juxtaposer des points pour
coustituer un ¢« un», puisque Ics points n’ont pas d’extrémités (n’ayant pas de
grandeur) qui puissent permettre une juxtaposition ?

Ici Aristote fait une distinction trés semblable a celle que nous faisons aujour-
d’hui pour la droite entre « ponctuelle » et « droite-support ».

Drauire part, il reléve que la relation d’ordre est indispensable pour définir un
continu (Physigque, V1, 231 a):

— car le continu a des parties élrangéres les unes aux autres ¢l il se divise en
parties qui se distinguent de cette fagon, c'est-a-dire qui sont séparées quant
au lieu.

Dans le méme texte Aristote affirme également qu’aucun continu n'est divisible
en «choses» sans parties et qu'il n'est pas possible qu'entre les points (de la
droite) et les instants (du temps) il y ait un intermédiaire d’un genre différent,
car cet intermédiaire devrait soit &tre divisible, soit indivisible ; or, les deux
hypothéses méneraient 4 des contradictions.
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1l s’agit ta de résultats importants puisque nous verrons que les idées de
Cavalier) ne sont pas sans analogie avec ce texte et que de son edté, Veronese
(voir chap. VI) éludera simplement le probléme en alléguant le « mystére » du
continu, ‘

d} Laxiome d’ Archiméde.

Les définitions d'Aristote sont, comme nous venons de le constater briévement,
une étape importante dans I'étnde de la continuité. Mais, c’est 1"énoncé de
I'axiome d’Archiméde qui constitue sans ancun doute I'apport essentiel des
Grees dans ce domaine. Aristote a montré qu’une composition du continu
par parties pouvait étre envisagée. Ses commentaires montrent toutefois la
complexité du procédé dont I'efficacité n’est nullement assurée par le « clouage »
proposé.

L'axiome dit d’Archiméde est indispensable pour fonder le calcul d’exhaustion
puis, plus tard, "analyse. Nous verrons cn effet au conrs des différents chapitres
que I'axiome d’Archiméde est introduit implicitement ou explicitement dans
toute 'analyse classique, ce qui ne signifie pas que nous prétendions qu'une
géométrie non archimédienne, telle que Veronese nous I'a proposée (voir
chap. V1), puisse &tre simplement reléguée dans le domaine des curiosités
mathématiques.

Dans la perspective grecque, Archiméde postnle la possibilité de « mesurer »
un segment par un duotre segment, choisi arbitrairement comme unité. Si le
segment 4 mesurer et le «segment-unité » sount incommensurables, 1'axiome
d’Archiméde permet une « mesure » par approximation.

Comme Rey, Heath (2) (p. 125-§26) attribue axiome dit d’Archiméde a
Eudoxe, en s’appoyant sur. Proclus. Ce dernier considérait du reste Eudoxe
comme le fondateur de la méthode d'exhaustion.

Citons la définition 4 du livre V d’Euclide/Endoxe, dans la traduction de
Zeuthen (1} (p. 114):

Deux quantités forment un rapport, si les multiples de chacune d’elles peuvent
arriver 4 surpasser I'autre.

Nous retronvons cetle méme proposition dans le livre X d’Euclide comme
théoréme | (Heiberg (1), t. 11, p. 7):

Soient deux grandeurs inégales AB et J dont la plus grande soit AB. Si de AB
on soustrait plus de la moitié et du reste plus de la moitié et ainsi de suite,
la grandeur qui restera sera finalement plus petite que 17,

Dans les scolies de Proclus se trouvent plusienrs commentaires concernant la
définition 4/V (Heiberg (1), t. V, p. 288), dont le snivant particuliérement
significatif

1’y a pas de rapport de I'infini avec Vinfini ni du fini avec l'infini.
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Si le début de cettec phrase sera en quelque sorte contredit plus tard par la
théorie des nombres transfinis, la seconde partie est d’une importance extréme :
elle touche le fond méme du probléme : admettre la définition 4/V d’Euclide/
Eudoxe permet d’éliminer le danger d'introduire I'infini dans le fini. La défi-
nition 4/V est toutefois susceptible d’étre appliquée méme dans Uinfini ; elle
évite alors de confondre des infinis d ordres différents. Mous verrons (chap. 111)
que Georg Cantor a essayé de transformer la définition 4/V d'Euclide/Eudoxe
en un théoréme a I'aide de sa théorie des nombres transfinis.

Heath toyjonrs (2) (tome 11, p. 124), se référant a un certain Simon et & Zeuthen
remarque qu’Euclide avait déja défini I'équivalence de deux rapports de la
méme maniére que Weierstrass définit I'égalité de deux nombres. De plus, il
montre qu’il exisie une¢ correspondance étroite entre la définition 4/V d’Eunclide/
Eudoxe et celle des nombres irrationnels par le procédé de la coupure de
Dedekind.

En général, la définition 4/V est appelée axiome d’ Archiméde. En effet, elle
figure dans le livre 1 De la sphére et du cylindre sous la désignation postulat V
{trad. Ver Eecke (1), p. 6}:

D autre part, parmi les lignes, surfaces et solides inégaux, le plus grand excéde
le plus petit d'une grandeur telle que celle-ci étant ajoutée & elle-méme, elle
peut dépasser toule grandeur donnée ayant un rapport avec I'une cu lautre
des premiéres,

Archiméde se référc aussi 3 Endoxe dans La méthode mécanigue et La quadrature
de la parabole. Notons quEutocius a critiqué assez sévérement les bases
d’Archiméde. D’aprés M. Cantor en effet, Entocius aurait parlé de « stetige und
unstetige Proportionen ». Il n'est pas dans notrc intention de confirmer on
d’infirmer I'interprétation des textes d’Eutocius. M. Cantor a fait bien des
réserves a leur sujet, mais nous nous conteittons de souligner que le postulat V
avait ainsi suscité des réflexions déja a I'époque helténique.

C’est certainement par prudence qu’Archiméde a pris la précaution d’énoncer
le postulat 4/V d’Euclide/Eudoxe au début de son ouvrage. Sachant prabable-
ment combien ses méthodes étaient andacieuses, il tenait i se meitre 4 "abri
des critiques qui pouvaient toucher les fondements de ses calculs, mais non
ces derniers.

Par Pintroduction de I'axiome d’Archiméde, le calenl d’exhanstion est ainsi
fondé ; le « mystére » de I'indivisible et de Pinfiniment petit n’est plus i craindre
{Zeuthen (1) p. 142).

Cependant et malgré les travaux d’Archiméde, le calcul infinitésimal n’est pas
né pour autant.

M. Canior (1) (I, p. 217) pensait que les auieurs grecs avaient manqué d’audace,
redoutant I’intervention d’un nouvean Zénon. Reconnaissons que les difficultés
étaient rendues qoasi insurmontables par une certaine Intuition grecque de
I'idée d’« élément mathématique ».
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En effet, une droite était, pour les Grecs, un élément, un point en était un autre,
Dés lors, ils ne pouvaient prendre des éléments « non droites » pour composer
une droite « non-point ». Du reste, nous verrons que le passage d'un ensemble
de points A Uentité droite incitera Georg Cantor 4 €noncer son axiome. Si
Moritz Cantor accusa les Grecs de manquer d’audacs, nous-méme aimerions
plutdt souligner Teur finesse et leurs hantes exigences concernant les bases
mathématiques.

Notons aussi que dés maintenant, nous nous trouvons en présence de
deux conceptions différentes du continu: pour certains auteurs, le continu
est un «continu un, a priori », tandis que pour d’autres il est composé par
parties.

Nous pensons qu'il n’est pas abusif de considérer Zénon comme un représen-
tant caractéristique du premier groupe. Aristote est le chefl de file du second
groupe jusqu'au XXe siécle. En composant le continu par parties, il désirait
recréer le continu a priori, comme Fessayerant presque tons ses Successenrs.
Les nécessités mathématiques réclamaient un compromis: un continn axio-
matisé. En effet, un continu a priori non décomposable est inefficace en mathé-
matiques. Mais, ce qui a été¢ décomposé dans certaines circonstances doit pou-
vaoir étre recomposé dans d’autres. Nous savons aujourd’hoi que le seul axiome
d’Archiméde est insuffisant pour définir un continu composé par parties. §’il
nous permet de mesurer un segment par un antre sans nous henrter a un résultat
paradoxal, il ne nous garantit pas 'existence de ce résultat dans I’'ensemble ol
nous avons choisi le segment-unité, il n'exclut pas la présence d’une lacune et
il faudra attendre les travanx de Dedekind {voir chap. 1V) pour avoir une
axiomatique excluant toute lacune.

Faut-il donc admettre que les Grecs, si subtils par ailleurs, aient pu commettre
une omission de ce genre ? Cela nous semble impensable.

C’est plutét dans Pattitude des Grecs vis-d-vis de la cissoide que se trouve
I'explication : unc courbe n'est pas un ensemble de points, ¢lle n’est pas compo-
séc, elle est une «ligne tracée », continue a priori. Méme en envisageant un
ensemble de points, donc des « principes de la droite », pour reprendre le terme
de Platon (Milhaud (1), p. 340 et suiv.) nous ne «créons » pas une droite.
Dés lors, la lacune n’existe pas, ne pent pas exister ; nous avons une courbe
« compléte » a priori.

Aristote fait-il exception ? Non, lui anssi refuse de composer une droite par des
points.

S’il définit un continu composé par parties, les parties sont des parties de ce
continu-la: seuls des segments de droite peuvent constituer une droite.
Veranese (voir chap. V1) adoptera plus tard une attitude analogue.

La rigueur grecque rendait difficile la naissance du calenl infinitésimal dans
lequel, a ses débuts, on ne se souciait pas outre mesure des éléments composant
une courbe. 1l fallut donc 'eubli de certaines des traditions grecques & travers
le Moyen Age pour donner aux chercheurs I'audace, voire I'insouciance,
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nécessaires A leurs travaux. Et si la définition d’Euclide/Eudoxe a toujours été
appliquée implicitement, il fallut pourtant attendre que O. Stolz ¢n soulignét
I'importance réelle. Ce ne fut qu’en 1883 (voir chap. VI).

§ 2. De la fin de IAntiquité an XVIII® siécle

Ceite époque ne donna pas naissance a beaucoup d’ouvrages marquants dans le
domaine qui nous intéresse plus particulierement. Nous ne voulons pas dire par
ld que les mathématiciens du XiX® siécle ne soient pas les hénitiers de tous les
progrés antérieurs, mais nous devons constater qu'aucun des auteurs dont
nous étudierons'ceuvre n’a cité explicitement des sources datant de cette époque.
Soulignons toutefois qu’il n’en serait pas de méme si nous nous occupions de
la fagon dont les premiers analystes ont envisagé le probléme du continu.
11 faudrait alors citer le De Tricugulis de Jordanus Nemorarium (XI1¢ siécle),
le De Beryllo de Nicolas de Cues (XVe siecle), les travaux sur « I'angle de
contingence » (I’«angle » que fait la tangenie avec I'arc de cercle) traité entre
autres par Viéte (XVIe siécle), les remarques de Neper (XV11¢ siécle) (peut-étre
le véritable auteur de Vidée de « fluxus ») la Steregmetria dolorium (1615) de
Kepler, etc.

Nous voulons toutefois examiner trés brievement quelques textes de Bona-
ventura Cavalieri (Cavaleri, Cavaglieri), parus sous le nom de Geometrica
indivisibilibus continuorum nova quodem retione promota 1635 (2¢ édition 1653,
Bologne.) ’

Disons d’emblée que cet examen ne sera pas approfondi ; en effet, nous nous
bornerons a relever quelques lignes particulierement intéressantes, négligeant
d’autres questions, celle par exemple de Porigine du terme ¢ indivisible » dont
la définition manque totalement -dans I'ceuvre de Cavalieri (M. Cantor (1),
H, p. 759).

La position de Cavalieri- est étonnante, surtout si I'on considére I'époque ol
il vivait. 11 ¢vita en effet le probléme du_continu et il faudra attendre Veronese
(voir chap. VI} pour retrouver une attitude quelque peu semblablc.

Cavalieri se proposait de calculer des volumes et des aires. Par ses méthodes,
il fut amené & devoir reconstituer a4 I’aide des «indivisibles » les corps et les
surfaces considérés comrne des continus a priori,

Nous verrons (chap. 111) que Cantor se trouvera dans une situation analogue.
Or, contrairement a celui-¢i comme & d’autres mathématiciens, Cavalieri a
simplement refusé d’envisager une discussion en en montrant 'inutilité. Cela
ne veut d’ailleurs pas dire que I'ccuvre de Cavalieri soit sans intérét. 11 suffit
pour s'en convaincre de rappeler I’avis — combien autorisé — de Pascal
(letire de M. Dettonville & M. Carcavi):

... comme ¢ela est vistble par la doctrine des indivisibles, laquelle ne peut &tre
rejetée par ceux qui prélendent avoir rang entre les géoméires.
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Si nous résumons les idées de Cavalieri (1) (p. 104/105) (M. Cantor (1) vol. 11,
p- 760 et suiv.), nous pouvons dire :

De deux choses 'une ; Qu le continu est composé d’indivisibles ou il ne I'est pas,
Si le continu est composé d’indivisibles et si les ensembles d’indivisibles (conge-
ries) ne peuvent pas étre comparés entre eux, nous énongons une contradiction,
car nous savons comparer des volumes, donc des continus, entre eux.

Mais, si le continu n'est pas seulement composé d’indivisibles, c'est qu’il
contient encore autre chose. Cet « autre chose » doit alors se trouver entre les
indivisibles — (Nous retrouvons la pensée éléate) — ¢t il est donc impossible
de comparer des columes (continus), car ce qui se trouve entre deux indivisibles
ne nous est pas connn quant & son nombre. — Cavalieri a ici une certaine
intuition de la noticn de puissance d’un ensemble. — Or nous savens que ce
serait un non-sens de prétendre que 'on ne peut pas comparer les droites et les
plans constituant denx volumes.

Nous pouvons donc comparer les ensembles (congeries) d'indivisibles entre eux
sans nous poser de question quant A la composition du continu.

Dans le texte de Cavalieri, on est tenté de retrouver des idées proches de celles
de 1a théorie des ensembles : les indivisibles non définis peuvent étre envisagés
comme des «éléments ». Malgré la puissance — dirions-nons aujourd’hui —
non déterminée de ses volumes, Cavalieri les trouvait comparables a des
ensembles équipotents. 11 parlait pour cela de la possibilité de calculer les
rapports entre des continus et entre ce qu'il appelait des ensembles {congeries)
d’indivisibles. ' .

Mais, si nous croyons ces quelques points d’un grand intérét, ils sortent de
notre sujet. 1l nous importe seulement de voir que la notion de continu a priori
a été déja jugée inefficace, voire superflue a I'époque de Cavalieri. Nous verrons
{chap. 111) que Cantor ne suivra cette voie qu'a contre-ceeur et qu’il faudra
attendre plus de deux siécles pour retrouver des mathématiciens préts a se
distancer du continu a priori, si puissamment ancré dans la tradition.

§ 3. La fonction centinne

Ce sujet, trés vaste et intéressant en soi, n'entre pas dans notre étude. En effet,
Cantor et ses contemporains pouvaient déja disposer de définitions telles que
celle donnée par Cauchy dans le résumé des legons données i I’Ecole Rovale
Polytechnique publié en 1823 (Cauchy (1), tome 1V, p. 19):

Lorsque la fonclion f{x) admettant unc valeur unigque et finic pour toutes

valeurs de x comprises entre deux limites données, la différence
flx+H—fx

est toujours edire ces limites une quantité infiniment petite, on dit que f(x)

est fonction continue de la variable x entre les limites dont il s’agit. (Plus haut,

lauleur avait fait I’hypothése ; i est infiniment petit.)
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Si I’élaboration de la notion fut longue, et pas tonjours aisée, une circonstance
a singnlierement facilité ce travail : dans I'idée de fonction ou d’application
se trouve une idée de transformation. Newton déja exprimait bel et bien une
idée de ¢ devenir » quand il introduisit le mot « fluxus ».

11 est évidemment facile de considérer une application comme étant en quelque
sorte une action qui se déroule dans le temps, action qui peuat étre volontaire-
ment interrompue ou non. Elle définit le « passage » d’un élément 4 un autre,
la « transformation » d’un élément en un autre. Or I'tdée d’une transformation
coniinue est si proche de notre « continuité temporelle intuitive » gue la notion
de fonction continue n’a gnére été discutée.

De plns, si nous admettons la possibilité de travailler 4 'aide de fonctions,
nous avons déja fait le pas décisif. Saveir qualifier une fonction de continne
n'est alors plus qu'un probléme technigque et les analystes ont évidemment cté
satisfaits sitdt que la définition efficace a €t€ trouvée.

Nous définissons donc Iaction, I'application, la fonction continue on discon-
tinne. Par contre, si nous voulons décrire un continu que nous croyons « cxister »
en dehors de nons, le probléme est tout autre. Nous ne pouvons plas nous
permettre d’énoncer une définition arbitraire, méme si elle sc révele efficace. 1l
fandrait trouver touot d'abord tountes les qualités essentielles de la notion
donnée en dehors de nous et les formuler ensuite dans un langage mathéma-
tique. Nous verrons combien ce probléme est ardu,

Il en va autrement pour la hotion de fonction gni est une création abstraite.
Dés lors, le mathématicien est libre de définir sa continuité dans le langage qu’il
veut poarvu qu’il soit adéguat & son projet. La notion ne ponvait donc donner
lien & des critignes autres que techniques et il faut convenir que la fonction
continue telle gue Cauchy I’a définie ralliait et rallie encore les suffrages.
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CHAPITRE 11

BERNHARD BOLZANO

Onnesaurait aborderlestravaux de Cantor et de Dedekind sans avoir prisconnais-
sance de certaines réflexions de Bolzano. L’cenvre de cet autenr établit une liaison
cntre la méthode des anciens analystes et les mathématiques qu’on pourrait quali-
fier de modernes. Ce penseur, désireux de voir les mathématiques munies de
fondements logiquement inattaquables, reprenait ainsi la tradition des Grecs.
Nous allons donc brigvement commenter les parties de 'euvre de Bolzano
qui touchent au probléme de la continuité en mathématique.

Il est intéressant de constater que des lacunes et des confusions peuvent rester
ignorées pendant des siécles. A propos de la continuité mathématique, la
notion de flux, si efficace pour élaborer les débuts de I'analyse, était trop sou-
vent utilisée pour déerire et méme définir tant bien que mal le continu tout
court. Georg Cantor démontrera méme I'tmpossibilité de conclure  la conti-
nuité de I'e ensemble-support » du seul fait que les applications opérant sur
Fensemble sont continues.

Pourguoi fut-ce Bolzano — ct non Gauss — qui, juste 4 ce moment-la, déeou-
vrit une lacunc importante en analyse ? |l est difficile de répondre avee certitude
4 cette question. 11 cst toutefois probable que cela tient aux préoccupations
de ces deux savants. Bolzano recherchait une certaine synthése logique de la
science mathématique, tandis que Gauss était davantage préoccupé par des
problemes techniques bien précis.

Toujours est-it que les deux auteurs avaient examiné le probléme qui consiste
a déterminer le nombre de zéros d’un polyndme. Gauss réussit & démontrer un
théoréme important : Toute fonction algébrique {a coefficients réels] rationnelle
entitre & une variable peut étre décomposée en Tacteurs réels du premier ct
[ou] du second degré. Toutefois, c’est 4 Bolzane que revient le mérite d’avoir
su le placer dans l'ordre logique des théorémes lui servant de contexte. A cet
effet, il dut démontrer le théoréme qui porte encore son nom anjourd’hui.
Occupons-nous dc ce théoréme, publié en 1817 4 Prague.
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§ 1. Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen
zwei Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewiihren,
wenigstens eine reclle Wurzel der Gleichung liege, Prag, 1817

Une introduction, relativement longue comparée au volume de la publication,
nous montre que la démonstration du théoréme cité pouvait encore &tre consi-
dérée comme superflue par ses contemporains. Bolzano note que d’Alembert,
Euler, Lagrange, Laplace, ne s’étaient pas préoccupés de le démontrer antre-
ment que par quelgues considérations géométriques. Par contre, Gauss et
Bolzano désiraient établir une démonstration purement analytique.

Gauss démontra d’abord le théoréme sur la décomposition d’une fonction
algébrique que nous venons de citer. 11 utilisa alors son résnltat pour démontrer
ce que nous appelons aujourd’hui le « théoréme de Bolzano ». Gauss en publia
trois démonstrations. La premiére étajt géométrique et n’avait pas dii satisfaire
son auteur qui, cn 1816, reprit la question ¢t donna deux nouvelies démonstra-
tions apparemment rigourzuses.

Or Bolzano montra que, méme si les trois démonstrations étaient justes en elles-
mémes, le procédé de Ganss comportait néanmoins unc grave lacune (1} {p. 11} :
Pour démontrer le théoréme de Gauss, sur la décomposition des fonctions
algébriques, il fallait en effet avoir démontré celui dit de Bolzano ; Gauss qui
avait voalu suivre le chemin inverse, se tronvait donc emprisonné dans un cercle
vicieux. Pour défendre son point dec vue, Bolzano reprit la derniére démons-
tration de Gauss et montra que son théoréme y était tacitement admis,
Bolzano réfutait ainsi les démonstrations basées sur la géométrie : Dire que
« Une ligne continue d’une courbure simple qui passe d’une ordonnée posi-
tive 4 wne ordonnée négative doit nécessairement couper ’axe des abscisses
eh un point qui se trouve quelque part entre les deux ordonnées », c’est énoncer
le théoréme en question, mais ce n'est évidemment pas le démontrer,

Une fois engagé dans la critique des fondements, Bolzano s’attaqua a des
notions étrangéres aux mathématiques, mais qui s’y trouvent utilisées, telles
quc celles de temps et de mouvement. Ces deux notions avaient été 4 la base
de certaines démonstrations du théoréme, démonstrations qui comparaient
deux fonctions et qui postulaient teur égalité « 4 un certain moment ». Citons un
raisonnement dun genre de ceux qui indignérent, a juste titre, Bolzano (1) (p.6) :

Da aber beyde Funclioncn vermdge ihrer Stetigkeit erst alle mittleren Werthe
durchgehen miissen, bevor sie zu cinem héheren gelangen kénnen; so muss
es irgend einen mittleren Augenblick geben, in welchem beyde cinander
gleich warer.

Bolzano se défendait d’étre puriste et il voulait bien admettre certaines notions
étrangéres comme des iflustrations (Ertduterongen) concrétes. 11 ne niait nulle-
ment leur efficacité pour faciliter la compréhension d'aon cxposé, mais il les
récusait absolument en tant que chainons d’une démonsiration rigoureuse.
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Refusant de s’appuyer sur la notion intuitive de flux, Bolzano reprit la définition
de la continutté d’une fonction (1) (p. 7):

Nach ciner richtigen Erkldrung ndmlich versteht man unter der Redensart,

" dass eine Function f(x) fur alle Werthe von x, dic inner- oder ausserhalb
gewisser Grenzen liegen, nach dem Gesctze der Stetigkeit sich dndre, nour so
viel, dass, wenn x irgend ein solcher Werth ist, der Unlerschied f{x + w)
— f{x) kleiner als jede gegebene Grdsse gemacht werden kénne, wenn man w
5o klcin, als man nur immer will, annchmen kann.

Notons que I'expression ¢ man ... kann » est défectueuse dans la perspective
actuelle et que Pénoncé de Cauchy (chap. 1, § 3) ne présente pas ce défaut.

Tl est fort intéressant d’étudier les commentaires de Jourdain (Bolzano (1)
p. 41). H compare les travaux de Bolzano et de Cauchy et prétend que la tradi-
tion attribuait a Cauchy les résultats de Bolzano, tels la définition moderne
de la continvité d’une fonction et les critéres de convergence. St nous avons
persiste dans cette voie, c’est que Cauchy a eu le mérite de donner a ces résul-
tats (déja énoncés par Bolzano) unc forme apparemment plus efficace ¢t qui
connut peut-étre une metlleure diffusion.

Sans vouloir entrer dans les détails de la démonstration que Bolzano donna
de son théoréme, citons-en un passage important (13§ 7, p. 21):

Bolzano avait formé unc suite de fonctions, Fy(x). Fo(x). .. F,(x). ... F, .. (),
tel que F, . .(x) — F, (x) soit arbitrairement petit pour » suffisamment grand.
1l déduisait alors qu’i]l existe une valeur constante vers laquelle tendent les
termes de la suite, mais, et ceci est essentiel, qu’i] faut démontrer que cette
limite est unique.

‘Jourdain (Bolzano (1) p. 42) a souligné dans son commentaire que Bolzano,
par son raisonnement ab absurdo, avait démontré que I'existence de la valeur
limite n’entrainc pas de contradiction, mais que existence clle-méme de la
valeur n'était en fait pas établie : Bolzano avait admis implicitement I'existence
des nombres réels. :

C'est la découvertc de cette lacune importante qui provoqua les recherches
bien connues du X1X¢ siécle sur les nombres réels.

Cauchy donna unc définition des nombres réels en 1821, mais 1l commit encore
une erreur. Nous ne pouvons dire simplement: un nombre réel-est ¢gal 4 la
limite de la n¥*™ somme particlle d’une séric infinie, ou: un nombre réel est
égal 4 1a somme d’une série infinie ; il faut avoir défini au préalable un ensemble
de nombres dans lequel cetie limite ou cetie somme puisse étre exprimée.

§ 2. Paradoxien des Unendlichen, Leipzig 1851
Disons en passant que les paradoxes de Bolzano sont des antinomies, des contra-
dictions leur étant intrinséquement liées. Sans doute, le terme allemand préte-t-il

a confusion : Paradoxie = bizarrerie, antant que paradoxe.
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F. Prihonsky, collaborateur de Bolzano, n’a édité cet ouvrage qu'apres la mort
du maitre. Dans sa préface, il déclare gn’il s’est contenté d’ordonner au mieux
les écrits laissés par Bolzano. C'est probablement cet aven de I'éditeur quj
permit 4 Fraenkel d*accuser Prihonsky d’avoir modifié le manuscrit, & moins
que Fraenkel n’ait en connaissance de faits qu’il ne relate pas {Fraenkel (1)
p. 10).
Nous n'essayerons pas d’approfondir cette question, qui n’a d’intérét que pour
un historien de Bolzano. Ce qui importe, ¢’cst de connaitre I'ouvrage qoi a
directement inspiré Cantor, méme si cet ouvrage ne devait pas tonjours étre
absoloment conforme an mannscrit de l'auteur.
Ne soyons donc pas ingrats envers Prihonsky. Son initiative a permis aux
mathématiciens de prendre connaissance de réflexions qui renfermaient bien
des idées remarquables. Nous nous bornons toutefois & examiner les paragraphes
qui concernent la notion de continnite,
Dans le § 38, Bolzano cherche tout d’abord un modeéle du continu, afin de
rendre son étude plus concréte. 1l constatera immeédiatement que ni le temps,
ni Pespace ou la matiére {époque de Bolzano justifie, ce dernier terme) ne sont
des exemples utiles, car leor étnde parait aussi complexe que celle dn continu
mathématique. Plus exactement, 'étnde des exemples concrets cités n’est pos-
sible qu’a partir d'an continu bien défini on réciproquement.
Bolzano reléve dés le début de son étude les difficultés majenres que Fon ren-
contre dans la composition d’un continu a I'aide de parties. 1l rappelle que
dés ’Antiquité, on a reconnu que tout continu {Ansgedehntes), pour éire uti-
lisable en mathématiques, devait £tre composable par partics. Mais, en méme
temps, il est impossible d’envisager la composition d*un continu a "aide de
pariies n'ayant pas de grandenr. Cette hypothése méne a4 un cercle vicienx
comme nous 'avons va dans le chapitre 1. Admettre un continn composé de
parties ayant une grandeur ne fait que déplacer la question ; en effet, de telles
parties sont 4 leor tour des continus et le méme probléme se pose & leur propos.
Nous verrons que Veronese reprendra cette idée (chap. V). :
Bolzano sonléve aussi la question d'on continn ayant one dimension, mais
composé par hypothése de partics sans dimension, de points, par exemple.
C’est alors qu'il fait une remarque qui exprime son attitude et qui résout, a ses
yeux, le paradoxe.
Pourgnoi le continn, donc le tont, n'aurait-i] pas ane qualité gue ne posséde
point la partie ?

— Eine Beschaffenheil, dic allen Teilen mangelt, soll auch dem Ganzen nicht

zukommen diirfen ? Gerade umgekehrt ! Jedes Ganze hat und muss gar manche
Eigenschafl haben, welche den Teilen mangeln. (2) (p. 72).

Bolzano ayant écarté la question embarrassante des dimensions se met.alors
4 examiner on continu composé de points. Poor que des points constituent un
continu a ses ycux, il exige la propriété suivante : Chaque point do continn
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doit avoir un vaoisin et ce dernier doit pouvair étre chaisi aussi proche que I'on
vent. 11 fant donc que I'ensemble des points soit, comme on dit anjourd’hui,
dense en soi.

Ensuite, Bolzano donne, sans toutefois introdutre le terme. la définition de ce
que nous appelons un point d’accumulation. 11 demande au surplus qu’aucun
point d’accumulation ne soit un point 150lé.

Nous verrons (chap. I11) que Cantor reprochera &4 Bolzano de ne pas avair
postulé un continu ¢sans lacune » an sens de Dedekind, reproche peut-&tre
sugeéré par la déclaration snivante (2) (p. 74) :

Denn was noch sonst wollten wir verlangen ?
«Diescs», erwidert man, «dass jeder Punct cinen habe, den
er unmitielbar berihrt.»

Bolzano dit avoir renoncé A cette exigence en alléguant les mémes raisons

qu’Aristote. :

1l pressent le probléeme de la puissance du continu quand il écrit (2) (p. 74)
Wie unbegreiflich ist es, sich der kleinsten Linie noch cine Anhiufung von
uncndlich viclen Puncten, ja eine unendliche Menge solcher Anhidufungen
von Puncien vorzustellen, wie man dies alles nach der gewdhnlichen Lehre
thun muss.

L’autenr réintroduit également I'axiome d’Archiméde que les mathématiciens
avaient oublié depuis longtemps et il I'énonce sons une forme qui dérive
directement du théoréme 1 du livre X d’Euclide {2) (p. 74):

" Denn selbst die kleinste Linie soll man ja noch in einc unendliche Menge
anderer Linien zerlegen konnen, indem man sie erst in zwet Hiilften, dann
diese abermals in Hélften und so ohne Ende fort zerlegt !

Si 'on résame la pensée de Bolzano, on peut dire que d'une part, dans les
conditions énoncées plus hauot, des points penvent former un continu, mais que,
d’autre part, une division quelconque du continu n’aboutit jamais aux paints
eux-mémes.

Bolzano souléve ici le probléme primordial du cantinu: le continu a priori et
le continu construit par parties sont différents. Le « clonage » d’Aristote restait
encore i trouver!

Le § 39 (2) (p. 78) est consacré a la nation de temps. Bolzano considére le temps
comme une notion abstraite, comme le milieu dans lequel se déroulent les
actions variables. Le temps chez Bolzano est donc fixe, il n'y a pas trace du
devenir, du « flux » de Newton.

Notons en passant que 'auteur discute dans le § 40 le probléme de I'espace.
A I'époque de Bolzana on admettait la théorie de I’éther. N était danc naturel
que, pour Bolzanao, 'espace fiit un « support » continu. de la méme facon que
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la théorie de I'éther incitait a considérer le continu comme une donnée a
pricri.

Notion abstraite comme le temps, 'espace était congu comme le lieu ol
s’opérent les transformations qui se produisent dans le temps.

Ainsi, Bolzano repousse comme autant de faux problémes (Scheinwider-
spriiche) les difficultés que pouavait soualever un espace concret, par exemple la
question du « contact » des points de 'espace. '
Quand Bolzano dit dans le § 4] (2) (p. 83):

Bet einem Paar Raumdingen, welche cinander vollkommen &dhnlich sind,
miissen sich auch die Mengen ihrer Puncte genau wie ihre Gréssen verhalten,

il pressent une fois de plus le probléme de la puissance d’un ensemble, Dans
le § 49 (2} (p. 103) nous retrouvons encore des préoccupations du méme genre :
Un ensemble contenant une infinité de points n’est pas nécessairement an
continu. Le nombre (Menge) des points ne détermine pas un continu. Si deux
grandeurs {Auasdehnungen) sont jugées équivalentes (gleichgross), 'une ne
peut contenir une infinité de points de plus ou de moins que I'autre.

Les Paradoxien des Unendlichen contiennent ainsi les ébauches de bon nombre
d’idées qui joueront un réle essentiel dans I'évolution des mathématiques au
XIXe siécle, mais nous n’avons cité que celles gui ont influencé I'élaboration
du continu. Rappelons encore une fois que le texte n'a pas été publi¢ du vivant
de Tauteur et qu’il est possible que Bolzano eiit désiré y apporter cncore des
précisions. Aurait-1l ainsi échappé aux critiques de Georg Cantor ?

§ 3. Conclosion

On ne soulignera jamais assez le role considérable que Bolzano a joué en
mathématiques. Son cuvre contient ’ébauche de maintes notiens modernes,
telles celles de puissance et de classe d’un ensemble.

Un agtre mérite incontestable de Bolzano est d’avoir signalé V'existence de
lacunes dans I'édifice logique de I'analyse. 11 a montré combien il est dangereux
d’énoncer et de démontrer des théorémes isolés sans contrdler les théorémes
leur servant de base et sans examiner trés soigneusement leur ordre logique.
Bolzano avait comblé une lacune importanie. Mais son théoréme, 4 son tour
en fit apparaitre une nouvelle qui lui avait cette fois-ci échappé : le théoréme
exige une définition rigoureuse de 'ensemble des nombres réels (voir chap. 1V).
Mais la lacune méme de 'euvre de Bolzano devait étre fructueuse ; elle est a
Porigine des recherches sur ’enscmble des nombres réels, qui allaient débuter
incessamment. '
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CHAPITRE 1Nl

GEORG CANTOR (1845—1918)

L’époque dent nous allons nous occuper est particulidrement riche en résultats.
Si Dedekind a mis au poini le continu arithmétique par sa définition de I'en-
semble des nombres réels a 'aide du procédé de la coupure (voir chap. 1V), le
mérite d'avoir discuté le probléme du continu dans toute sa généralité revient
plutdt & Cantor. Ce dernier s’est occupé des difficultés mises en lumiére par les
Paradoxien des Unendfichen de Bolzano. Pour Fraenkel (1) (p. 101), c'est
Cantor qui a réussi a jeter un pont sur 'abime séparant le discret et le continu.
Cette affirmation signifie sans doute que Cantor a su donner des définitions
mathématiquement satisfaisantes et du discret et du continu a I'aide de la seule
théorie des ensembles. Nous verrons dans ce chapitre qu'a son grand regret,
Cantor n’a pas réussi a4 trouver un passage du discret an continu a priori.
Mais, avant d’aborder ses travaux, montrons l'influence de Weierstrass sur
son éléve Cantor.

§ 1. Karl Weierstrass (1815-1897)

Cantor a emprunté a2 Weierstrass la notion de « zusammmenhingend ». Nous
renongons a traduire ce met, car nous verrons (chap. V) que le terme a été
utilisé différemment par Hansdorffet que interprétation que ce dernier endonne
est entrée dans la terminologie moderne avee le terme francais de « connexe ».
Weierstrass, occupé i des recherches sur le prelongement d'une fonction
analytique, fit paraitre le 12 aolit 1880 dans le Monarshericht der Kéniglichen
Akademie der Wissenschaften, Berlin, un article intitule Zur Funktionenlehre, .
Weierstrass y définissait un ensemble A (Gesamtheit) de domaines de conver-
gence (Convergenzbereiche) formant une variété 3 deux dimensions. Clest a ce
propos qu’il introduisit le terme de « zusammenhingend ». Hl n’en donna mal-
heurcusement aucune définition, d'ol les différentes interprétations possibles.
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1l est probable que Weiersirass comprenait le mot ¢« zusammenhiéngend » dans
le sens des Grecs: « d’un seul trait, d’un seul morceau ». 1l jugeait par la la
notion probablement trop courante et suffisamment intuitive pour mériter des
commentaires. Vu le contexte, il nous semble que la définition de Hausdorff
répondra mieux i ce qu'entendait Weierstrass par « zusammenhingend » que
celle énoncée par Cantor.

Weierstrass parlait également d’un continu (Continuum) sans spécifier ce qu’il
entendait par ce terme. 1 est possible qu'il ne se soit pas posé de question
ce sujet, 1l étudiait en effet dans ce texte les fonctions analytiques ct il n’est pas
exclu qu’il ait simplement transposé la continuité d’unc fonction & la continuité
de ensemble sur lequel opére cette fonction. 11 semble bien que la transposition
soit intuitivement évidente.

Mais nous verrons qu'il faudra justement les travaux de Georg Cantor pour
que les mathématiciens abandonnent cette maniére de faire un peu simpliste.

§ 2. L’axiome de Cantor

Avec les travaux de Georg Cantor, nous allons aborder une époque durant
laguelle I'élaboration du continu mathématique a été un sujet de préoccupation
constante pour les mathématiciens. ‘Afin de bien comprendre coembien ce
travail était ardu, nous suivrons son évolution a travers les textes, dans 'ordre
de leur parution. ‘

En essayant de suivee 1'évolution de la notion de continuité, nous espérons
signaler toutes les réflexions que Cantor a faites an sujet de ce probléme et
déceler ics causes des fluctuations de ses idées.

La continuité d’un ensemble a &té un des « leitmotiv » des travaux de Cantor,
le drame méme de sa vie. Comme nous allons le montrer, Cantor, penseur,
n'a jamais été entiérement satisfait par la solution du probléme du continu
donnée par Cantor mathématicien. C'est sans doute pour cette raison qu'il
parle A touie occasion du continu, de ce probléme qui allait finalement devenir
pour lui une hantise.

Soulignons que Cantor n’a écrit aucun traité. 11 a publié ses résultats sous forme
d'articles parus dans diverses revues, d’ol certaines redites, reprises et mémes
confusions dans la terminologie employée.

Au fur et & mesure des résultats obtenus, il introduisait des commentaires mnter-
calés souvent entre I’énoncé d'un théoréme et sa démonstration. Sortir de lear
contexte ces lignes si spontanément écrites pour les analyser 4 part serait
trahir sa pensée. ’

Suivons maintenant les travaux de Cantor :

En 1872, il publia dans les Mathematische Annalen vol. 5 (p. 123-132) une
étude intitulée Uber die Ausdehnung eines Saizes aus der Theorie der trigona-
metrischen Reihen.
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C’est 4 cetre occasion qu'il sentit la nécessité de définir les nombres réels,

La construction des nombres réels n'appartient pas directement & notre sujet
et nous noterons seulement que Cantor procédait d'une maniére analoguce a
celle de Weierstrass et admettait comme scul fondement valable le livre X
d’Euclide. Ce qui nous intéresse, c’est 'application géométrique qu’elle suggéra
a son auteur.

Avant défini les nombres réels, Cantor tenta immédiatement d'établir un lien
étroit entre 'arithmétique et la géométrie: Aprés avoir défini 'abscisse d™un
point sur un axe, il reconnut aussitdt les difficultés que représente 1'établisse-
ment d’une correspondance bijective entre les nombres réels et les points d'un
axe. Aucun auteur avant lui n'avait pergu cette lacune de la géométrie analy-
tique ct, par 13, de foute I'analyse. Citons son texte.(1) (97):

Um aber den in diesem § dargelegien Zusammenhang der Gebiete der in § 1
definierten Zahlengrissen mit der Geometrie der geraden Linie vollstindig
zu machen, ist nur noch ein Axiem hinzuzufigen, welches einfach darin
bestehi, dass auch umgekehrt zu jeder Zahlengrosse ¢in bestimmter Punkt
der Geraden gehdrt, dessen Koordinate gleich ist jener Zahlengrdsse, und zwar
in dem Sinne gleich, wie solches in diesen § erklart wied.

v
Cantor avait donc reconnu — et en cela il était probablement le premier — que
la bijection entre ’'ensemble des points d'un axe et I'ensemble des nombres réels
exige une base axiomatique. La chose est importante puisque cette bijection
sert de fondement a la géométrie analytique, utilisée par tous les analystes.
Nous pouvons nous demander pourquoi ee rdle devait échoir & Cantor et
pourquoi ses prédécesseurs avaient passé outre. En fait nous pensons qu'on
doit I'axiome de¢ Cantor en grande partie 4 Bolzano, ce dernier ayant mis en
évidence la nécessité d’une compléte rigueur dans I'élaboration des bases.
L’article que nous venons de citer ne contient pas seulement 'axiome qui porte
aujourd’hui le nom d’« axiome de Cantor », mais aussi la plupart des notions
importantes pour élaborer le continu: puissance d’un ensemble (lerme que
Cantor attribua a Steiner), ensemble dérivé d’un ensemble (ensemble des points
d’accumulation d’un ensemble), notions dailleurs devenues classiques.

C'est sans doute pourquoi Zermelo (1) (p. 102) a pensé que cet article était a
I'origine méme de la théorie des ensembles.

§ 3. La réduction du continn 2 n-dimensions 3 Pintervalle ouvert | 0-1 |

En 1878, Cantor fit paraitre dans le Journal de Crelle, vot. 84 (p. 242-258)
Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitsiehre (1) (p. 119 et suiv.). :

Dans cet article, Cantor introduisait une relation d’égquivalenee : deux ensembles
sont en relation d’équivalence si ’on peut établir une bijection de I'un sur
I'autre. On dit alors qu'ils ont méme puissance.
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Mais le sujet principal de cet écrit est 1a réduction do continu & # dimensions R,
au continu linéaire de I'intervalle ]0-1 [.

Cantor commence par I'examen d’ensembies infinis pour en étudier la puis-
sance. 1l énonce la proposition suivante: la puissance de l'ensemble des
nombres entiers positifs est la plus petite possible.

Cantor décide alors d’étudier la puissance d’autres ensembles infinis, tel le
continu qu’il envisageait a ce moment comme composé par parties. |l importe
ici de faire remarquer que toute ’étude du continu par la théorie des ensembles
a débuté a ce moment-1a: ayant défini la puissance d’un ensemble, Cantor
désirait appliquer sa nouvelle notion & tous les ensembles connus. Aprés
I'étude des ensembles dénambrables, celle des ensembles non dénombrables,
tel celui des nombres réels, s'impasait alors tout naturellement.

Cantor n'est pas satisfait par les travaux de Riemann, Helmholtz et d’autres
mathématiciens contemporains (Riemann und Helmholtz und nach ihnen
andere). En effet, tous ces auteurs ont considéré un ensemble continu de dimen-
sion a1, dont les éléments dépendent de r variables indépendantes x,, x;, ... X,
Cantor remarque tout de sulte gu’ils ont sous-entendu une correspondance
bijective continue entre les éléments et les variables en ce sens qu’a une ¢rés
petite variation des uns correspondait également une trés petite variation des
autres. :

Cantor ne peut se déclarer d’accord avec cette fagon de faire et il décide done
de mettre au point la notion de la continuité d’un ensemble. 1l reconnait que
ses confréres confondent, sans exception, ce que nons nommons aujourd’hui
une ¢ application continue » et un «ensemble continu », ou plutdt « compact »
{voir chap. V).

Cantor veut examiner si la continuité d'un ensemble est impliquée par I'exis-
tence d’une bijection établie entre I'ensemble en question et I'ensemble des
nombres réels.

Pour cela il se propose tout d'abord de montrer qu’un continu de dimension n
dépend du choix de » variables indépendantes. 11 y échoue et démontre au
contraire que tout continu, quelle que soit sa dimension, peut &tre bijectivement
appliqué sur le continu linéaire de 'intervalle ] 0-1[; il suffit de choisir une
seule variable indépendante 1.

Qu’un continu de dimension # soit de méme puissance que celui de I'inter-
valle ] 0-1 [, cela semblait paradoxal a I'époque, méme & Cantor. Ce dernier
avait soumis une premiere démonstration de ce theoréme i Dedekind (lettre
du 20 juin 1877). Il la modifia ensuite en remplagant certaines fractions déci-
males par des fractions coatinues, ce qui demandait un remaniement complet.
Cette seconde démonstration contient la méthode graphique biea connue.

Le 29 juin 1877, Cantor écrivit de nouveau a Dedekind, car il était impatient
de connaitre son opinion au sujet de sa seconde démonstration. C'est en frangais
qu’ll exprima son étonnement a propos du résultat obtenu: « Je le vois, mais
j¢ ne le crois pas. »
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Dedekind, dans sa lettre du 2 juillet, répondit qu’il trouvait la démonstration
rigoureuse, mais que le théoréme heurtait son intuition. Le fait que des mathé-
maticiens comme Gauss, Riemann et Helmholtz avaient toujours admis taci-
tement qu'un contine de dimension n dépendait de # variables indépendantes
rendait Dedekind trés prudent. 11 conseilla donc & Cantor de ne pas entreprendre
de polémique publique «contre les articles de for admis jusqu'a présent ».
{(Cavailles (1) p. 216). Signalons que la crainte d’une controverse passionnée
était fondée ; Cantor, dans son enthousiasme, parlait de « déductions philoso-
phiques ou mathématiques qui utilisaient cette hypothése erronée, inadmissible s,
Dedekind avait du reste mat interprété les intentions de Cantor en croyant que
ce dernier voulait remettre en question le concept méme d’un continu a »
dimensions, A cette occasion, il signala la lacune réclle contenue dans les théo-
ries émises-a Pépoque : les auteurs admettaient implicitement que la bijection
entre I'ensemble des anciennes coordonnées déterminant I'ensemble continu
a »n dimensions et I'ensemble des nouvelles coordonnées était une fonction
continuc ¢t ¢’est Dedekind qui souligna que Cantor, dans la démonstration
de son théoréme, utilisait une fonction discontinue.

Cantor finit par rassurer son prudent correspondant dans une lettre du 4 juil-
let 1877.

Répétons que Cantor avait trouvé 1'énoncé de ce théoréme presque acciden-
tellement. Son intention premiére n’était que de rechercher les propriétés d'un
ensemble continy, afin d’en examiner la puissance. Le probléme toutefois avait
déja attiré son attention. ‘
Fraenkel, dans sa biographie (Cantor (1) p. 452-483) note, en effet, que Cantor
s’occupait de la réduction du continu de dimension # depuis 1874,

Aprés les échanges de vue avec Dedekind, le travail intitulé « Eine nach »
Dimensionen ausgedehnte stetige Mannigfaltigkeit lasst sich eindeutig und
vollstindig einer stetigen Mannigfaltigkeit von einer Dimension zuordnen », fut
déposé au Journal de Crelle 1e 12 juillet 1877. 11 ne fut publié qu'en 1878. Ce
retard affligea Cantor, qui y wvit I'effet de la malveillance de Kronecker, un
de ses maitres et Fraenkel pense que tel fut effectivement le cas.

Soulignons encore I'importance du résoltat de Cantor. Son théoréme raméne
I’étude d’un continu de toute dimension a 1’étude d un continu a une dimension.
Mais il faut reconnaitre qu'intuitivement, il reste encore aujourd hui assezdifficile
d’admettre que I'on puisse négliger sans plus les dimensions dans un probléme
mathématique.

§ 4. L’idée d’un espace discontinu

Cantor fit paraitre dans les Mathematische Annalen (vol. 15 (1879, vol. 17
(1880), vol. 20 (1882), vol. 21 (1883), vol. 23 (1884) un texte intitulé Uber
unendliche fineare Punkimannigfaltigkeiten. Nous ne relevons ici que ce qui
concerne notre sujet.
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11 semble bien gue les résultats intéressants déja obtenus I'aient encouragé a
poursunivre I'étude du continu,

Tout d’abord, il introduit la notion d’ensemble dérivé (Ableitung) en signalant
tout de suite qu’elle va &tre primordiale dans son étude (1) (p. 139).

Relevons en passant gqu'il y définit des ensembles de premier et deuxiéme type
{erster und zweiter Gattung): Si I'on caleule les dérivées successives d’un
ensemble de premier type, il en existe une telle que P = 0; si tel n’est pas le
cas, I'ensemble est dit de second type. .

Pins loin (1) (p. 140), Cantor note gue la comparaison d’un ensemble de points
avec I'intervalle continu ] 0-1 [ de la droite — il prend ici le continu a priori —
peut donner des résultats intéressants. il se base ainsi sur le modéle guasi concret
de la droite-support. Comme nous le verrons, il récusera plus tard tout modéle
concret du continu, par exemple celui de I'espace, représentable pourtant par
I'intervalle ] 0-1 [ de la droite. Nous trouvons ici peut-8tre une des raisons qui
ont incité Cantor & rechercher plus tard une définition du continu aussi parfaite
que possible. Notons pour son importance la définition d’un ensemble ponctuel
partout dense dans un intervalle (iiberalldicht in cinem gegebenen Intervalie) :

Liegt P teilweise oder ganz im Intervalle (« ... f)so kann der bemerkenswerte
Fall eintreten, dass jedes ttoch so kieine in{d ... f)enthaltene Iniervall{(y ... &)
Punkte von P cnthdlt. In cinem solchen Falle wollen wir sagen, dass P im
Intervalle (e ... B) iiberali-cliche (partout dense) sei, (1)} (140).

Cantor rappelle ensuite guelques définitions données antérievrement, ielle
celle de la puissance d*un ensembile. 11 répartit les ensembles de méme puissance
dans une méme classe: le dénombrable constitue la premiére de ces classes,
I'ensemble des nombres réels de Iintervalle ]10-1 [ est un représentant de la
denxiéme classe. Pour justifier cette idée, Cantor revient a son théoréme sur la
non-dénombrabilité de I'ensemble des nombres réels, énoncé en 1874,

A la page 143, Cantor démontre cc gui suit :

Soit un ensemble E partout dense dans 'intervalle [¢ — #]. Tout intervalle
[¢ — ], conlenu dans [@ — b], arbitrairement petil, contient des nombres
faisant partie de E. Alors on peut montrer qu'it existe dcs nombres # dans
[a — &) non éléments de E.

Ce théoréme souligne donc la différence qui cxiste entre la densité et la conti-
nuité. Mais ce n'est pas tout. Cantor reprend ici nne vieille idée : on doit pouvoir
compléter un ensemble partout dense, afin de le rendre continu.

Citons encore quelques résultats intéressant notre étude: On groupe les
ensembles de méme puissance dans une méme classe. En fait, Cantor proposait
en guelgue sortc une partition des ensembles en classes d’égquivalence d’en-
sembles éguipotents. Les ensembles équipotents sont dits du méme type ou
appartenant 4 la méme classe. Les ensembles du premier type sont définis par
P==) = 0 et Cantor affirme, sans donner de raison, que le denxiéme type ne
saurait étre décrit aussi simplement.
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11 a, & cette époque, pleinement pris eonscience du rdle joué par la théorie des
ensembles dans I'étude du eontinn et a reconnu que sa théorie pouvait servir
4 déerire aussi bien le discontinn que le continu et gu’'elle donnait, au surplus,
la possibilité de les distinguer 1'un de 'autre (1) (p. 152}:

Unstefiges und Srefiges findet sich soleherweise von demselben Gesichtspunkt
aus betrachiel und mit gemeinschaftlichem Mass gemessen.

Plus lain, il donne encore des résultats d’une importance primordiale :

Soit un domainc A continu et un ensemble ponctuel M dénombrable et partout

dense par rapport & ce continu. Dans le domaine restant E M il est encore
A

possible de relier deux points par une ligne continue dont tous les points
appartiennent 4 A sans gu'elle rencontre aucun point de M.

Ce théoreme exprime une propriété importante du calcul des alephs, dont
Cantor parlera quand il aura introduit les nombres cardinanx. 1l met déja en
évidence que N — No = N

11 montre aussi que le fait de sonstraire un ensemble dénombrable d'un eontinu
crée relativement pew de lacunes dans ce continu, si pgu méme que des appli-
cations continues sont encore possibles sur lui. Ce résultat sera étayé par un
second théoréme :

Soit A unc partie continue et ¢ zusammenhingend » du plan infini, M un
ensemble de¢ points partout dense dans A et dénombrable. Soient N et N*
deux points de A, non de M. Joignons N et N’ par une courbe continue / dans
A. | peut &ire remplacée (ersetzt werden kann) par une autre courbe I’ qui
relie N et N” d’une maniére continue et qui ne passe par aucun paint de M,

Comme nous Pavons fait pour Weierstrass, nons renongons a tradnire « zusam-
menhéingend » dans les textes de Cantor. Cette notion lui est propre et elle est
également trop différente du «connexe» moderne introduit par Hausdorff
(voir chap. V). Du reste, Cantor utilise ict les mots « stetig» et « znsammen-
hiingend » sans les avoir encore définis.

Par ailleurs, Cantor avait remarqué qu'il devait préciser davantage la notion
de continu ¢t il en donne sinon une définition prédicative, du moins quelques
commentaires (1) (p. 156 et suiv.).

1l pense que ses théorémes doivent aider 4 concevoir espace & trois dimen-
sions, notion dont nous nous servons pour expliquer le monde eoneret et ses
phénomenes naturels. D’aprés lui, notre espace, par tes formes (Formen) que
nous y tronvons comme par les mouvements que nons y voyons, semble étre
un contina a priori. Or, les études de Dedekind (Cantor cite Sretigkeit und
irrationale Zahlen), eomme aussi ses propres travaux, ont montré gue I’hypo-
thése de la continuité de I'espace 2 trois dimensions en impligue une autre
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sclon laquelle chaque peoint donné dans un systéme de coordonnées rectan-
gulaires par trois nombres x, y ct z, ¢'est-a-dire trois ¢léments de ’ensemble des
nombres réels, fait partie de 'espace continu 4 trois dimensions.
Cantor souligne qu’admettre ce fait est un acte arbitraire (ein freier Akt unserer
gedanklichen Konstruktionsfihigkeit). Nous savons du reste que le « freier
Akt » est consacré par 'acceptation de "axtome de Cantor. Ainsi il écrit (1)
(p. 156):
Die Hypothese der Stetigheil des Raumes ist also nichts anderes, als die an sich
wiltkiirliche Voraussetzung der vollstindigen, gegenseitig-eindeutigen Korres-
pondenz zwischen dem dreidimensionalen rein arithmetischen Kontinunm
{x.y.z.) und dem der Erscheinungswell zugrunde gelegten Raume,

Cantor reléve immédiatement que rien ne nous empéche d’envisager un espace
a trois dimensions dont nous aurions soustrait certains points, donc de conce-
voir un espace discontinu. Et ¢’est ici qu'il sc désolidarise de ses prédécesseurs
et d’'un bon nombre de ses contemporains pour lesquels 'analyse était en
quelque sorte supportée par un continu.

Cantor a privé le continu de son rdle prépondérant. A 'aide des théorémes
cités il a montré que le mouvement continu, le flux, ne nécessite pas de « sup-
port » continu. 1l n"est donc pas possible de conclure a la continnité du « support
d’un mouvement » de {a senle continuité du mouvement.

Rappelons qu'Aristote, dans ses définitions et ses commentaires, avait deja
séparé I'espace et le mouvement. Comme nous ['avous dit aussi, une certaine
insouciance avait été fructueuse au début de Panalyse, mais la theorie des
ensembles devait presque automatiquement nécessiter une revision compléte
des fondements. ‘

Nous ne saurions assez insister sur l'originalité de la pensée de Cantor. En
effet, aujourd’hui « hériticrs » de Cantor, il nous semble évident qu'une appli-
cation peut se faire d’une maniére continue, méme si les ensembles de départ
et d’arrivée sont discontinus, que applicatior est une chose et 'ensemble une
autre. D'ailteurs, dans la notion d’zpplication continue, nous avons gardé
une certaine continuité intuitive qui soutient la notion abstraite.

Mais pour les contemporains de Cantor, cette différence entre application
continue et les ensembles-support n’était nullement acquise, I'un étant intuiti-
vemcent substitué & Iauire. Dans cetie perspective, on comprend que les théo-
rémes de Cantor devaient heurter plus d’un mathématicien de I’époque.
Notons encore que Cantor, comme Bolzano, considérait I'espace continucomme
une création mathématique, comme une « willkiirliche Voraussetzung» pour
reprendre ses propres termes, Or, plus tard il en viendra i nier touie création
mathématique et il considérera ses résultats comme des « découvertes », ¢'est-
a-dire comme la prise de conscience de certains éiéments réels et préexistants.
Est-ce une influence fortuite de Dedekind qui lui avait fait admettre le terme
de « création » 7 Cela n’est pas exclu. Mais n’oublions pas que c’est la défense
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de I'eexistence réelle » des nombres transfinis qui a poussé Cantor a rejeter
plus tard toute idée de « création » cn mathématiques. Dans ce texte-ci, n'ayant
pas a défendre I'existence du continu a priori, Cantor ne semble pas redouter
la « création » d'un continu mathématique a ’aide d’une définition efficace.

Le continu dont Cantor parle dans ses commentaires n'est rien d’autre que
'espace ponctuel, image de 'ensemble des nombres réels. Cet espace est continu
pour 2uiant que 'ensemble des nombres réels le soit. Au moment o Cantor
écrivait ccs lignes, il était encore entiérement d’accord avec Dedekind ; il ne le
restera pas sans réserve, comme nous le verrons bientot.

11 est (ort probable que Cantor a emprunté les termes « continu arithmétique »
a Dedekind. Le « continu arithmétique » est un continu composé par parties.
Soulignons te fait, car Cantor ne reparlera plus jamais d’ensemble continu,
mais de domaine continw, ce qui aura son importance.

En résumé, nous pouvons dire que Cantor a, par ses articles publiés de 1878
A 1882, précisé la notion de continuité en arithmétique en insistant sur la dis-
tinction a faire entre la continuité d’une application et celle d’un ensemble et
en montrant que la premiére n'implique pas la seconde. Du méme coup, il
suggérait qu'un espace discontinu n’était pas a reléguer parmi les curiosités
mathématiques, mais qu’il pouvait jouer un réle utile en analyse.

Toutefois, hormis quelques commentaires, nous ne savons pas encore cc que
Cantor cntend par un continu ; il ne nous a pas encore donné sa propre défi-
nition. Tout au plus a-t-il introdnit I'axiome qui offre une possibilité de définir
le continu, possibilité qui est peut-&tre une des plus efficaces que nous con-
naissions cn analyse. Une application bijective peut &tre établie entre I'ensemble
des points d’un espace ponctuel et I'ensemble des nombres réels.

§ 5. Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, Leipzig 1883
(Math. Annalen, vol. 21)

a} Cantor et la «réalité mathématique » des nombres.

L’article cité fait partie de « Uber unendliche lincare Punktmannigfaltigkciten »,
mais il porte un sous-titre autonome. Dans son introduction, Cantor souligne
qu'il est bien conscient de la nouveauté du sujet et dcs méthodes mises en jeu.
Pour nous, ces pages sont précienses, car plus d’une fois Cantor y précise ses
intentions, indique ses sources et cherche des comparaisons concrétes.

S’il y reprend des définitions et des résuitats contenus dans ses travaux anteé-
rieurs, il n’en reste pas Ia.

Tout d'abord, il défend sa notion de transfini contre de trés nombreuses
attaques. L’introduction d'un calcul qui utilisait systématiquement la notion
d'infini n’allait pas sans chogquer tant les mathématiciens que les philosophes,

32



voire les théologiens. Cantor prospecta les ceuvres des mathématiciens et
philosophes grecs pour y trouver des arguments qui pourraient appuyer sa
notien de «uncigentlich Unendliches», notion mal comprise 3 ['époque.
Notons en passant qu’il appliqua le « principe de la continuité » de Poncelet,
principe qui permet d’affirmer que dans une certaine mesure une fonction
jouit a I'infini d’une propriété qu’elle posséde dans le fini.

D’autre part, il reprend la question de la puissance d’un ensemble. 11 annonce
{(t) {p. 167) qu'il démontrera ultérieurement que la puissance de la seconde
classe non seulement est différente de celle de la premiére, mais encore qu'il n'y
en a point d'intermédiaire.

Aun début du § 4 (1) (p. 171), se trouve un passage intéressant :

Die erweiterte Zahlenreihe kann, wenn es die Zwecke fordern, ohne weiteres
zu einer kontinuierlichen Zahlenmenge vervollstindigt werden, indem man
zu jeder ganzen Zahl « alle reellen Zahlen x, die grosser als Null sind und
kleincr als Eins hinzufiigt.

Cantor reprend ici 'idée de « compléter » le discontinu afin de le rendre continu.
11 se pose alors une question qui occupa aussi Hermann Weyl (1)

Avyant obienu une certaine extension « vers le haut » des nombres réels (Erwei-
terung des reelien Zahlengebietes), peut-on intercaler des nombres « hyper-réels »
entre les nombres réels déja obtenus a 'aide des nombres rationnels ?
Autrement dit, y a-t-il des nombres contenus «entre » les récls, de la méme
fagcon que les nombres irrationnels le sont entre les nombres rationnels?
Y aurait-il des lacunes (muimassliche Zwischenstellen) dans I'ensemble des
nombres réels ? Cet ensemble ne serait-il donc pas complet ?

Ici, Cantor mettait méme en gquestion le bien-fondé de son propre axiome;
une fois de plus, il ne se refusait pas a discuter les fonderents les mieux accep-
tés. Et cela montre que, pour lui, un axiome pouvait, devait méme étre aban-
donné dés qu’il ne répondait plus 4 la « réalité mathématique ». Par cette atti-
tude, Cantor est assez proche de Veronese (voir chap. V1), mais non de Dede-
kind (voir chap. 1V).

A vrai dire, il ne donna jamais de réponse 4 sa question, mais en la posant, il
témoignait n’avoir pas admis sans autre que les nombres réels « couvrent » le
continu a priori, la droite-support. Dans les lignes qui suivent, Cantor défend
la nécessité de bien distinguer entre « eigentlich- und uneigentlich Unendliches »,
notions confondues jusque-la. Il attaque également les mathématiciens qui
tenaient & fonder les nombres réels sur des nombres entiers et pour lesquels les
nombres irrationnels n’avatent qu’une signification formelle ; it lenr reproche
Iinexactitude de leur procédé. Mais ne perdons pas de vue que Candor écrit
ces lignes pour la défense de ses nombres transfinis qu’il veut «réels, exis-
tants ».

Cantor n'a pas résisté a la tentation de tous les auteurs qui s’occupent du
probléme du continu ct il écrit aussi des considérations sur le monde physique,
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Il nons dit ne pas croire aux atomes, « chemisch-physikalisches Atom, Demao-
kritisches ». 11 ne croit pas & leur existence, mais les tient cependant pour une
fictian (Fiktion) utile,

Nous constatons une fois de plus combien Cantor tenait au continu a priori
¢t nous y trouvons la raison pour laquelle il se souciait tant de sauvegarder ce
cantino qu’il jugeait indispensable en tant qu’homme, sinon en lant que
mathématicien.

Comme on le voit, les Paradoxien des Unendlichen ont beaucoup occupé la
pensée de Cantor; Bolzano demeure I'instigateur de la théorie des ensembles.
Mais il restait beaucoup a faire. Bolzano ne confondait-il pas encore, comme
le reléve Cantor, « Anzah! » et « Méchtigkeit »?

La position de Cantor face & la métaphysique nous est également connue (1)
(p. 183). Il trouve dangereux que les mathématiques puissent étre soumises
préalablement 4 son contrdle ; elles risquent de devenir stériles. 11 revendique
pour elles une liberté totale : « ... denn das Wesen der Mathematik liegt gerade
in ihrer Freiheit. » 1l demande toutefois une certaine prudence lorsqu’il s"agit
de recherches en mathématiques appliquées.

Si Cantor récusait un contrdle métaphysique, il ne se prive pas de I'exercer
lui-méme ; il exige une liberté totale pour les mathématiques, mais recherche
constamment la « réalité mathématique ». 11 y a ict une certaine contradiction
peut-étre due a son attitude passionnée. Dans ses théories sur les nombres
transfinis, Cantar est amené a reparler de la définition des nombres réels. 1
signale que Weierstrass est le premier & avoir renoncé & définir I'ensemble des
nombres réels comme 'ensemble des sommes des séries convergentes 4 termes
rationnels, évitant ainsi une vieilie erreur. 1l critique par contre la coupure de
Dedekind en utilisant un argument repris depuis par certains intuitionnistes :
tout en admettant lefficacité de la coupure, il lni reproche de ne pas donner
une vue d’ensemble des nombres réels. En effet, le procédé permet bien de
définir n’importc quel nombre réel et de le calculer par approximation, mais il
n’indique pas comment obtenir d'une maniére simple et cfficace tout I'ensemble
des nombres réels.

Pour définir 'ensemble des nombres réels, Cantor applique la théarie des
suites fondamentales que Heine avait utilisée également. Nous en reparlerans
(vair chap. 1V). Pour Cantor, si dans une suite fondamentale }, a, = b existe,
b n’est pas « construit » par ce procédé, mais seulement ¢ décrit ». Un nombre
irrationnel existe indépendamment de sa construction ; il existe de facon
intrinséque, aunssi bien qu’un nombre natorel et ce n'est nullement le calcul
qui le crée. Cela ini permet de revendiquer le méme degré de « réalité » pour
ses nombres transfinis si discutés i ’époque.

Une fois de plus, tout en revendiquant une liberté théarique, Cantor voulait
néanmains construire scs théories de telle sorte qu’elles atteignent la « réaliié »,
En formulant son axiome, il prenait la droite comme modéle de Pensemble des
naombres réels. Les lacunes de I'ensemble des nembres rationnels ne sont
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alors pas comblées par le travail des mathématiciens créatcurs des nombres
irrationnels, mais uniquement par ce que Cantor appelait «la réalité mathé-
matique ». Pour lui, nen seulement les- nombres irrationnels existent, maijs ils
préexistent 4 toute activité mathématique.

Techniquement, il définit des suites fondamentales de premier ordre et il indique
un procédé pour former des suites analogues d’ordre supérieur. H remarque,
en réfutant une critique de Dedekind qui avait mal compris, que ces suites
fondamentales aboutissent également 4 des nombres réels et non 4 des nombres
d’une nouvelle espéce encore inconnue. Non sans surprise d’ailleurs, puisqu’il
considére comme bizarre (merkwiirdiger Umstand) le fait que des suites fon-
damentales ayant un nombre ordinal de la troisiéme classe n’existent pas.
Autrement dit, les nombres de la premiére et de la seconde classe épuisent toutes
les possibilités de construction de nombres Tmaginables 4 laide des suites

fondamentales et applicables en analyse: il n’y aurait donc pas de nombres
« hyper-réels » dans une analysc cohérente. La démonstration de cet énoncé
ne fut jamais donnée. ’

Eanfin Cantor souligne qu'il n’a pas cu besoin, comme Weierstrass, de la com-
mutativité dans ses calculs, ce qui lui a permis de généraliser sa méthode pour
les nombres transfinis.

b) Quelques considérations générales sur le continu.

Dans le § 10 des Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigheitsiefire, Cantor
reprend la question du continu pour la discuter plus 4 fond. Pourquoi a cet
endroit-ci 7 Nous pensons y voir I'influence de Dedekind qui avait mis en
rapport la définition des nombres réels avec le continu arithmétique dans
Stetighkeit und irrationale Zahlen en 1872 déja. Nous venons de le voir, Cantor
avait repris dans son § 9 la notion de nombre réel et celle de nombre transfini.
Comme Dedekind, il allait commenter la notion de continuité.

Cantor commence le § 10 par ces mots (1) (p. 190):

Der Begriff des Kontinuums hat in der Entwickiung der Wissenschaflen
iiberall nicht nur eine bedeutende Rolle gespielt, sondern auch stets die
grossten Meinungsverschiedenheiten und sogar hefiige Streitigkeiten hervor-
gerufen.

I est donc prét 4 se lancer dans ce qu'il appelle « heftige Streitigkeiten »,

il estime que la différence des points de vue est due a une mauvaise transmission
de la notion a travers les siécles. Au surplus, il trouve que les Grees ont manqué
de clarté dans leurs définitions qu’il qualifie d’incomplétes.

Daprés Pinterprétation de Cantor, Leucippe, Démacrite et Aristotc envisagent
le continu composé de parties — nommées atomes chez Démocrite — divisibles
indéfiniment. Par contre, Epicure et Lucréce considérent le continu composé
d’atomes indivisibles.
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Remarquons que cette différence de conception soulignée par Cantor n’a guére
influencé les mathématiciens, mais plutét les philosophes.
Cantor écrit (1) (p. 190-191):

— ; andere wieder statuierten, um diesem Streit fern zu bleiben, mit Thomas
von Aquino, dass das Kontinuum weder ans unendlich viclen, noch aus ciner
endlichen Anzahl von Teilen, sondern aus gar keinen Teilen bestehe ; diese
letztere Meinung scheint mir weniger eine Sacherklirung als das stillschwei-
gende Bekenninis zu enthalten, dass man der Sache nicht auf den Grund
gekommen ist und es vorzieht, ihr vornchm aus dem Wege zu gehen. Hier
sehen wir den minelaltertich-scholastischien Ursprung eincer Ansicht, die wir
noch heutigentages vertreien finden, wonach das Kontinuum ein unzeclegbarer
Begriff oder auch, wie andere sich ausdriicken, eine reine gpriorische Anschauung
sei, dic kaum ciner Bestimmung ducch Begriffe zugénglich wire ; jeder arith-
metische Determinationsversuch dieses Mysteriwns wird als ein unerlanbter
Eingriff angesehen und mit gehdrigem Nachdruck zuriickgewiesen ; schiich-
terne Naturen empfangen dabei den Eindruck. als ob es sich bei dem ¢ Konti-
nuum ¢ nicht um einen mathematisch-logischen Begriff, sondern viel eher um
¢in religidses Dogma handle.

[1 faut insister sur ces lignes: I'auteur condamne le continu a priori comme
inefficace. 1l pecnse méme que le continu a priori non composé, non composable,
n'est qu’une maniére d'ignorer le probléme, donc une attitude négative qui doit
aboutir & un échec. I faut donc, tel Aristote, composer ce cottinu. Mais nous
verrons que, si Dedekind a été conséquent, Cantor ne I'est pas toujours. Ce
dernier, tout cn composant le continu par parties, a un but idéal, jamais atteint,
un « but limite », le continu a priori, le continu linéaire de I'intervalie 10-1 [.
Cantor refusc le « mystére du continu a priori » et il s'oppose par la & Veronesc
(voir chap. V1). Mais nous devons avouer qu’il ne saura pas éclaircir compléte-
ment ce « mystére », qu’il se contentera finalement d’une solution efficace.
Cantor dit ne pas vouloir rouvrir la controverse ; il recherche unc hypothése
de ftravail qu'il n’a pu trouver chez aucun auteur, hypothése nécessaire
qu'il vent «logisch-niichtern », mathématique et applicable en théorie des
ensembles. ,

Dans les lignes qui suivent, nous retrouvons les Paradoxien des Unendlichen de
Bolzano, non seulement les idées, mais encorc leur cnchainement ct leur
développement.

Cantor cherche, comme presque tous les auteurs, un modéle concret du continu.
Il reprend la notion de temps et remarque tout de sunite que sa description
nécessite la notion de continuité. Le temps admis a priori n’est pas une substance
ni un concept objectif. En le désignant comme un ¢« Hilfs- und Beziehun'gsbegriﬁ'»:
Cantor lui refuse tout statut objectif et absolu.

Fidéle a Bolzano, Cantor examine aussi I'espace comme modéle possible du
continu a priori. Ici aussi, la continuité [ui sermble indispensable 4 la description
de ce concept.
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Pour mieox comprendre les idées de Cantor et montrer jusqu’a quel point sa
vision mathématique était englobanie, anticipons sur ses publications uité-
ricores : Cantor fera paraitre un travail intitulé Uber verschiedene Theoreme
aus der Theorie der Punktmengen in einem n-fach ausgedehnten stetigen Raume G,,
(zweite Mitteilung, Acra Mathematica, vol. 7, 1885) (1) (p. 261).

Il v expose ses vnes snr le monde concret, Nous y trouvons guelques rémi-
niscences pythagoriciennes. L'autenr espére arriver un jour & expliquer lcs
phénoménes de la nature & 1'aide de ta théoric des ensembles en ntilisant
surtont ta notion de puissance. | n’est pas satisfait des théories émises jns-
qu’alors. 1l ne peut, par exemple, accepter que les atomes (sogenannte Atome)
alent un certain volume, si petit soit-il. 1! est persuadé que les éléments’de la
matitre sont strictement sans dimension (streng panktuell) et en nombre infini
(aktonal-unendlichj. Cantor se dit inspiré par Faraday, Ampére, Weber et
Cauchy (1) (p. 275). 1l est probable qu’il pense aux théories des corpuscules
électriques et il affirme sans plos que pour entreprendre des recherches plos
approfondies encore, il considére les résultats de ses propres travaux comme
indispensables,

Sutvant la tradition de Leibniz, Cantor nomme des monades ou unités (Mona-
den oder Einheiten) les « éléments » de la matiére. L’ayant rejeté auparavami,
il ne ponvait pas reprendre le terme d’«atome ». 1l distingue denx matiéres
différentes : la matiére des corps composée par des « Kdrpereinheiten » et la
matiére de I'éther « Aethermaterie ». Tout phénoméne doit étre explicable par
la différence des puissances des ensembles d’éléments des denx matiéres.
Sans donner de précisions, Cantor affirme que la matiére des corps doit
&ire un ensemble de la premicre puoissance, celle de I'éther un ensemble de la
scconde.

It atilise donc PPopposition entre le dénombrable et le non-dénombrable. Il ne
s’agit pas d’un simple jen puisqu’il annonce — sans d’aillenrs la donner —
une jostification de ces théories assez déconcertanics. Des définitions telles
que celles de « décomposition en adhérences, cohérences et inhérences » furent
considérées eomme infructueuses en mathématiques par Zermelo (1) (p. 277).
Mais Cantor n’avait-il pas ébauché ces théories pour construire un systéme de
la matiére, sans se préoccuper particnlierement des applications éventuelles
en mathématiques 7 1l restait bien ainsi dans la tradition de certains mathéma-
ticiens : en s'occapant de la continuité, il émettait ses propres hypothéses pour
tenter de donner une explication mathématique do monde physique,
Relevons encore que Cantor répéta dans cet article, § 3 (1) (p. 271):

— dies wird erst dann sichergestelll sein, wenn wir gezeigt haben werden, dass
bei den Punkrmengen inmnerhall Gy, keine hihere Michtighkeit vorkommen kann
als die zweire ;

Nous trouvons ici le premier énoncé de ’hypothése du continu (Cantorsche
Vermutung) sor laguoelle il reviendra sonvent,
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¢) La définition mathématique du continu.

Aprés avoir exposé ses réflexions el ses réserves, Cantor se résigne, comme
Eudoxe, a procéder d'autorité (1) (p. 192):

Somit bleibt mir nichts anderes tibrig. als mit Hilfe der in § 9 definierten reellen
Zahlenbegriffc cinen moglichst allgemeinen rein arithmetischen Begriff cines
Punktkontinuums zu versuchen, Als Grundlage dient mir hierbei, wie dies
nicht anders scin kann {pour les travaux de Cantor !} der n-dimensionale ebenc
arithmetische Raum Gy, d. h. der Inbegriff aller Wertsysteme (x, fx. ... [ x,),
in welchen jedes x unabhingig von den anderen alle reellen Zahlenwerte
von — oo bis + oo erhalten kann.

Cantor prend donc des systémes de nombres réels, x;, ... x,. Chacun est
appelé point de G, et la distance entre deux de ces paints est donnée par la
formulc :

F(-\':’ —_ xl)g + (-'xz' — %P4+ .+ ("‘-n' - "“-rl)2

1 rappelle qu’il suffit d’examiner le continu linéaire de Uintervalle 10-1 [, sa
puissance étant celle d"un continu de dimension # quelconque.
Permetions-nous ung remarque : la métrique de Cantor est celle de ce continu
linéaire, Déia en parlant de ’espace ponctuel, image de 'ensemble des nombres
naturels (voir § 4) il admettait une base orthonarmée ; or, un systéme d’axes
affines aurait été suffisant, mais n'était pas encore courant & époque (les idées
de Klein ne sont apparues quen 1872 dans le programme d’Erlangen). Dans
le continu congu par Cantor, "axiome d’Archiméde est vérifié ; en envisageant
unc base orthonormée, it introduisait une méthode glabalc. En fait, on pourrait
travailler avec des hypothéses moins fortes en se référant & une base affine, ce
qui implique alors #» métriques unidimensionnelles, une sur chaque axe, sans
relation 'unc avec Pautre. Or dans espace G,,, elles pourraient cffectivement
gtre différentes dans chaque direction fondamentale de la base choisie. Nous
pourrions donc travailler en géométrie affine archimédienne.

Afin de micux comprendre la suite des idées de Cantor, suivons ses textes,
méme au risque d’un exposé peu systématique.

Cantor se posc la question suivante : Que faut-il pour qu'un ensemble de paints P
contenu dans G, soit un continu?

Avant de répondre, Cantor nous fait part de résultats plus ou maoins fondés: Il
forinule la remarque que le continu doit avoir la puissance 2 si le dénombrable
a la puissance 1. 1] en promet unc démonstration qu’il chercha sa vie durant.
sans parvenir a un reésultat. Malgré les travaux en cours, la démaonstration
compléte manque toujours et I'énoncé subsiste encore sous le nom de « Can-
forsche Vermutung », I'« hypothése du continu ».

L’hypothése du continu une fois admise, Cantor affirme que:

1) les ensembles infinis de points sont de Ia premicre ou de la seconde classe ;
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2) I'ensembie de toutes les fonctions qui peuvent &tre représentées par une série
infinie n’a que la deuxiéme puissance ; il est « dénombrable » par les nombres
de la troisiéme classe ;

3} un ensemble infini est toujours « dénombrable » (dans le sens généralisé de
Cantor) par 1a classe des nombres qui [ui est supéricure,

Ces affirmations ne sont pas démonitrées. :

Dans la note 10 de la page 207, Cantor va encore plus loin en supposant

que:

1} Tensemble de toutes les fonctions continues et de toutes les fonctions inié-
grables pourrait avoir la puissance 2;

2) I'ensemble de toutes les fonctions continues et discontinues pourrait avoir
la puissance 3.

Dans ses commentaires (8) (1) (p. 209), Zermelo eonsidérait ces affirmations

comme des extensions de I'hypothése du contina.

Cantor découvre encore (1) (p. 237) que tous les ensembles parfaits ont méme

puissance : celle du continu linéaire ] 0-1 [. '

Poursuivant ses recherches (1) (p. 193):

Um nun dem aligemeinen Begriff eines innerhalb G, gelegenen Konlinuums
nédber zu kommen...

Cantor part donc de G,, défini auparavant, espace arithmétique 4 n dimensions
contenant un continu. Cela était nouveau, Jusqu’alors, le continu avait tou-
Jours été considéré comme un « contenant »; le voila « contenu » dans un espace.
Tout d’abord Cantor définit, 4 ["aide des ensembles dérivés, {a notion d’ensemble
« parfait »© un ensemble est dit « parfait » s'il contient tous ses points d’accu-
mulation.

Easuite, il montre: Si P est de paissance 2, I'ensemble se compose d’un sous-
ensemble réduetible (ensemble dont I’ensemble dérivé R™ = 0) et d’un sous-
ensemble parfait. 11 note immédiatement que « réductible » n’est pas synonyme
de « parfait» ni «imparfait » d’«irréductible ». 1I souligne également gqu’un
ensemble de points « parfait » n'est pas nécessairement « dense partout ».

La premitre qualité que posséde le continu de Cantor est d’étre « parfait ».
Cette condition semble lui étre nécessaire, mais elle est insuffisante. Notons
que, dans un ensemble parfait, il est possible de définir une limite.

La deuxiéme qualité requise cst celle de « zusammenhiingend », notion que
Cantor va enfin définir: Un ensemble de points T est « zusammenhingend »
si pour deux points quelconques ¢ et ¢, points appartenant & T, il se trouve
toujours et pour chaque &> 0 arbitrairement petit un nombre firi de
points &, fo, ... 1,, tous €léments de T et que I'on peut choisir de différentes

maniéres, de telle sorte que les distances #1, t)4y, ... f," soient toutes infé-
rienures a &.

39



Comme Zermelo le nota (1) (p. 194) immédiatement, dans le texte méme de
Cantor, il s’agit d’une propriété métrique du continu.

Hausdorff appellera « Liickenlosigkeit » ce que Cantor nomme « parfait » et
Hilbert en fera I'axiome V..

« Zusammenhédngend » dans la perspective de Cantor équivaut a I’axiome
d’Archiméde, axiome qui est a la base de tout procédé de mesure.

Cantor résumc sa définition ainsi :

— und lich} definiere daher ein Punktkontinuum innerhalb G,, als eine perfekte,
zusammenhingende Menge.

1l reléve qu’il a enfin obtenu les définitions rigoureuses des concepts « parfait »
et «zusammenhingend » et qu'il ne s'agit pas de ¢« mots» seulement (blosse
Worte). Sans doutc craint-il que sa définition du continu ne subisse le sort de
ceiles de ses prédécesseurs.

Comme chaque fois que Cantor a donné unc définition, il en entreprend la
défense. A cette occasion, il critique Bolzano et prétend que la définition de ce

dernier st encore satisfaite, si’on considére EP, ol G,, est Uespace arithmé-
‘ Gn

tique de dimension 2 et P un ensemble de points isolés, éléments de G,,.
De méme, remarque-t-il, des continus séparés les uns des autres répondraient
a la définition de Bolzano.

En prenant le texte de Bolzano a la lettre, les réserves de Cautor se justifient.
Mais, il est difficile de savoir si Bolzano aurait éié d’accord avec Pinterpréta-
tion que donne Cantor de son texte. 1l se peut que Pabsence d’une termino-
logie adéquate ait empéché Boizano d’exprimer micux son idée.

Relevons que dans E P une application pent étre continue. Bolzano s'était-il
n

donc contenté d'un «continu» qui permettait la chose essentielle & I’épo-

que? Cest fort possible, car rappelons-nous que Cantor a été le premier a

reconnaitre que la continuité d’ume application wentraine par la continuité

d’un ensemble sur lequel on opére.

Cantor critique ensuite le continu de Dedekind, tel qu’il I'a défini dans « Stetig-

keit und irrationale Zahlen ». Pour Cantor, le continu de Dedekind n'est que

« parfait » et Zermelo note, dans son édition des ceuvres de Cantor, dans Ic texte

méme, «also Liickenlosigkeit bei Hausdorff ».

Cantor dit que le continu de Bolzano jouit d'une des propriétés nécessaires et

celui de Dedekind dc I'autre. Pour Cantor, le continu de Bolzano ne serait donc

pas « complet », mais ¢« zusammenhingend », tandis que celui de Dedekind serait

« complet » mais non « zusammenhiingend ».

Ces remarques de Cantor sont assez troublantes. 1] faut bien avouer que Bolzano

n’a pas £te trés clair en parlant des « points isolés » et des points d’accumulation.
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Quant & Dedekind, il n’a pas spécifig, il est vrai, que son continu arithmétique
était « zusammenhingend » Nous pouvons donc nous demander si nous avons
le droit de parler d’un « continv de Bolzano » ? Nous ne le pensons pas. Bolzano,
homme d’une autre époque. n'a jamais prétendu définir le continue; il s’est
_contenté de Panalyser. Tl en énuméra certaines propriétés et souligna diverses
contradictions. On peut supposer qu’il partzait d’on continu a priori dans lequel
il admettait « des points». Un « mystére » subsistait pour lui quand il affirmait
que le tout pouvait avoir une propriété dont la partie était dépourvue. Cette
derniére réserve permet de réfuter bien des critiques. Enfin rappelons une fots
de plus que Bolzano n’a pas publié son texte lui-m&me.

Nous avons vu que Cantor, lors de sa premiére description du continn, était
d’accord avec Dedekind. Comment donc fut-il amené a élever des critiques ?
Cantor ne se sent pas lié par sa suggestion d’envisager la définition du continu
par la simple bijection entre 'ensemble de I'espace ponctoel et I'ensemble des
nombres réels quand il écrit (1) (p. 208):

Ich weiss sehr wohl, dass das Wort « Kontimuun » in der Mathematik eine feste
Bedeuatung bisher #ickt angenommen hat; es wird daher meinc Definition
desselben von einigen als zu eng, von anderen als zu weit beurteill werden,
hoffentlich ist es mir gelungen, dabei die richtige Mitie zu finden.

Zermelo a relevé d’ailleurs plusienrs inexactitudes dans la terminologie de
Cantor, dues vraisemblablement a I'évolution de sa théoric. Rappelens que
Cantor n’a pas écrit de traité, mais une suite d’articles. Signalons par exemple
qu’il employait dans Beitrdge zur Begriindung der fransfiniten Mengenlehre
{Math. Annalen: vol. 46, 1895, vol. 49, 1897} le terine « abgeschlossen » non
dans le sens de¢ « fermé » comme anparavant, sens conservé jusqu’a anjoord’hui,
mais dans one signification bien différente: dans un ensemble dit « abge-
schlossen », les points limites sont tons du méme type d’ordre. 1l y a évidemment
une différence assez considérable entre ces deux acceptions.

Cela nous monire que Cantor pouvait fort bien reprendre un concept, le définir
a nouveau, en négligeant purcment et simplement sa premiére maniére de voir.
1l pouvait aussi avoir oublié Papprobation donnée a la notion de continuité
de Dedekind. En owntre depuis ses premiéres considérations sur le continu, sa
pensée avait évolué. 1l avait publié ses travaux sur les nombres transfinis ol
it avait renoncé, nous 'avons vu, 4 toute idée de ¢ création mathématique »
La «willkiirliche Voranssetzung» d’on continu créé par la bijection entre
I'ensemble des points de I'espace et I'ensemble des nombres réels n’était plus
conforme 4 ses vues. Cantor, refusant toute création abstraite pour n’admettre
que la déconverte mathématique, ne voulait pas abandonner le continn a
priori, intnitif ; il Ini fallait trouver un critére de comparaison entre un ensemble
de points (Punktmannigfaltigkeit) et ce continu id2al qui reste «un». Nous
avons vn comment Bolzano avait résolu, ov plutdt refusé de résoudre le
dilemime : le tout n’a pas toujours les mémes propriétés que la partic. Mais
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Cantor ne voulait pas se résoudre 4 adopter la méme attitude. Et il était, ici,
trés conséquent avec lui-méme : quand il se refusait 4 admetire que te « tout»
n’a pas d’antres propriétés que la partie, il raisonnait exclusivement en théoric
des ensembles, ol ce point de vue-la est le seu! possible.

Or, depuis Aristote, le probléme était resté entier : entre le continu a priori et
le continu composé par parties, il restait a trouver le « clovage ».

Les critiques que Cantor fit 4 Dedekind sont apparemment injustifiées, si
«zusammenhingend » équivant 4 axiome d’Archimede, ce dernier €tant,
gomme nous le verrons, contenu dans la définition de Dedekind. Faut-il donc
prendre le concept de « znsammenhiingend » dans sa forme stricte ? Pour Cantor,
« zusammenhingend » signific alors deux choses 2 la fois : 'axiome d’Archiméde
et la connexité dans le sens moderne du terme, telle que Haunsdorff I'a définie.
Vue sous cet angle, la définition du continu de Cantor est done plus massive que
celle de Dedekind et on peut admettre que Cantor a micux réussi la compaosition
du continu par parties que n’importe qui.

Mais cette définition massive, composée des propriétés exprimges par « zusam-
menhdngend » ¢t « parfait » est-elle efficace ? Les mathématiciens ne 'ont pas
reprise, bien que Pon doive considérer les travaux de Cantor comme fonda-
mentaux dans ce domaine. Le concept de ¢ compact » est bien plus précis et il
est détaché de toute tradition compromettante.

La tcrminologie ne pouvait étre créée par un seul avicur, d'autant moins que
Cantor n'était pas toujours ires systématique. [ fandra attendre Fréchet et
Hausdorff pour reprendre la question.

§ 6. Quelques commentaires de Zermelo

Cantor publia les Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre dans
les Mathematische Annalen (vol. 46, 1895 et vol. 49, 1897).

Zermclo considérait que J¢ § 11 de cette publication, Der Ordnungstypus © des
Linearkontintnns X marque le sommet de ’ceuvre de Cantor (1) (p. 351).
Celui-ci y montre qu'un ensemble M est du type d’ordre du continu lindaire @
si cet ensemble M satisfait aux conditions suivantes:

1) Venscmble doit &tre parfait ;
2) il doit posséder un sous-ensemble § dont le nombre cardinal S est No

entre des éléments quelconques /m, et m, de M, il y a des éléments de S dans
leur ordre.

Draprés Zermclo, la propriété 2, c'est-a-dire Iexistence d’un sous-ensemble
partout dense dans M, est une des déconvertes les plus importantes de Cantor.
Par contre, il n’est pas nécessaire d’exiger que 'ensemble M soit « parfait »; la
fermeture de M aurait suffi puisque la propriété 2 implique le «dense en
501 .
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Zermelo suggére de remplacer la propriété | par I'exigence de continu {stetig)
dans le sens de Dedekind, ce qui allégerait la démonstration. Nous savous
toutefois qu'd cette époque Cantor ne voulait plus utiliser la continuité de
Dedckind.

Ce point présente une certaine importance pour nous: Zermelo trouve que la
notton de ¢ parfait » est une exigence plus forte que celle de «stetig» de Dedekind
ou de « lickenlos » de Hausdorff. Or, ce qui vaut pour le type d’ordre vaut aussi
pour le continu au sujet duquel Zermelo n’a pas formulé d’objections.

Si Zermelo avait eu raison, Cantor aurait énoncé une axiomatisation plus riche.
Dans le § 16 (1) (p. 331) du méme article, Cantor montre que la puissance de la
seconde classe est ¢gale & N, second nombre cardinal. Cette découverte fait
une fois de plus ressortir I'importance de 'hypothése du continu et la lacune
de Veeuvre de Cantor : N, est-il le nombre cardinai du continu ?

§ 7. Essai &’unc démoustration de Paxiome & Archiméde

En 1888, dans Zeitschrift fiir philosophische Kritik (vol. 91/92), Cantor publia
un certain nombre de mémoires et de lettres.

Il attaque en particulier les méthodes que Kronecker, son maitre devenu son
adversaire trréductible, décrivait dans le Journal de Crelle {vol. 92). Cantor
insiste surtout sur le fait qu'on ne peut pas décrire d'une maniére simple et
exacte sa notion d'«aktual-unendlicher Punktvorrat des rdumlichen und zeit-
lichen Kontinuums » 4 I'aide du «ideellen Vorrat » que certains défendaient.
La puissance du continu est en effet plus grande que celle de I'ensemble des
nombres entiers. A notre connaissance, ¢'est la seule fois que Cantor mena une
attaque précise & propos du continu et non des notions du transfim.

Le terme « provision de points » (Punktvorrat) du coutinu nous confirme que
Cantor n’a jamais réellement renoncé au continu a priori ; le « Punktvorrat » est
« sur » ce continu a priori, qui en reste le support. Cela nous montre unc fois
de plus les raisons profondes de la critique que Cantor adressa 4 Dedekind.
Nous n'insisterons pas sur la longue et pémible défense que Cantor avait
entreprise pour imposer les nombres transfinis, défense qui le conduisit a
envisager méme des problémes théologiques. Sonvenons-nous seulement que
pour lui, les nombres transfinis existent dans leur « réalité mathématigue ». '
Dans I'alinéa VI, Cantor résume deux lettres, soit celles qu'il adressa le 13 mai
1887 a F. Goldschneider 4 Berlin et le 16 mai 1887 & Weierstrass. A cette occa-
sion, il énonce un théoréme qui met en question I'axiome d’Archimede comme
tel (1) (p. 407):

Von Null verschicdene lineare Zallengriissen (d. h. kurz gesagt, solche Zallen-
grossen, welche sich unter dem Bilde begrenzier geradeliniger sietiger Strecken vor-
stellen lassen), welche kleiner wéren als jede noch so kleine endliche Zahlengrisse,
gibt es nicli, d. . sle widersprechen dem Begrifl’ der linearen Zallengrisse.
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Cantor ne publie pas la démonstration de cet ¢noncé mais ce qu'il appelle un
« Gedankengang meines Beweises ». De plus, il ne spécifie pas ce qu’il entend
par « lineare Zahlengrdssen ».

Der Gedankengang meines Beweises ist cinfach folgender:

[ch gehe von der Voraussetzung einer lincaren"Grosse £ aus, die so klein ist,
dass ibir »-faches £ - » fiir jede noch so grosse endliche ganze Zahl » kleiner ist
als die Einheit und bewcise nun aus dem Begriff der lincaren Gréssc mit Hilfe
gewisser Sitze der transfiniten Zahlenlehre, dass alsdann auch £- v kiciner ist als
Jede noch so kleine endliche Grisse, wenn v irgendeine noch so grosse trans-
finite Ordnungszahl aus irgendeiner noch so hohen Zahlenklasse bedeutet.

! pense démontrer en méme temps I'impossibilité de I'existence des « aktual-
uncndlich kleine Gréssen », ce qui I'incite a critiquer fes travaux de O. Stolz ct de
Dubois-Reymond, travanx qui faisaient entrevoir la possibilité d’une géométrie
non archimédienne.

Dans son texte, Cantor prétend (1) (p. 408) qu'Archiméde aurait remarqué
la nécessité de donner une démonstration de son axiome. C’est pour cela qu'il
aurait utilisé le terme de postulat plutdt que celui d*axiome.

Cantor écrit en conclusion :

Abcr aus dem oben von mir aufgefiihrten Satze folgt, wenn er auf geradlinige
Strecken angewendct wird, unmittclbar dic Notwendigkeit der Euklidischen
Annahme. Also ist das sogenannte « Archimcdische Axiom» gar kein Axiom, son-
dern ein, aus dem linearen Grissenbegriff mit logischem Zwang folgender Satz.

Dans ses commentaires (1) (p. 439) Zermelo intervient & ce propos et il nous
rappelle que les travaux de Hilbert montrent bien qu’un axiome ne doit pas étre
sorti de son contexte.

§ 8. L’hypothése du continu {Cantorsche Vermutung)

Comme nous avons pu le constater, en 1884, compte tenn des travaux de
Cantor, le probléme du cantinu était presque au point; la lacune qui subsiste
est encore un sujet de recherche aujourd’hui. La démonstration de I'hypothése
" du continu, de la « Cantorsche Vermutung », 8, est la puissance du continu,
semble difficile, voire problématique. Cantor ne s’est jamais résigné 4 aban-
donner le probléme, drame de sa vie, faille dans son ecnvre si critiquée par
ailleurs.

En 1900, & Paris, dans son exposé au Congrés des Mathématiciens, Hilbert
désignait le probleme du continu comme le premier probléme a résoudre.
Dans les Gattinger Nachrichten (vol. 1900), il avait déja écrit un article 4 ce
propaos, article qu’il compléta pour son exposé. Un comple rendu s’en trouve
dans les procés-verbaux du congrés, rédigé en francais par L. Laugel.
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Cantor fut impressionné, flatté méme, de I'importance attribuée & son travail,
mais aussi dépité de n"avoir réussi a jeter ce que Hilbert nommait « le nonveau
pont entre les ensembles dénombrables et le continu ». Relevons que Hilbert
parlait de I'idée d’ordre et de la notion de « bien ordonné », et qu’il dénonqait
I'impossihilité momentanée de montrer que Ie continn est bien ordonné en ces
termes (texte publié en frangais par L. Laugel):

H me semble extrémement désirable d'obtenir une démonstration directe de
cette remurquable affirmation de M. Cantor, en assignant par exemple effecti-
vement un ordre des nombres, tel gue dans tout ensemble partiel on puisse
assigner un nombre précédant tous les autres.

Depuis les travanx de Russell et de Zermelo, nons savons que l'introduoction
de I'axiome du choix allait étre nécessaire.

1l va sans dire que I'exposé de Hilbert suscita de nouveaux travaux. Schoenflies
(Cantor (1) p. 473) (Schoenflies, Jafresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 31, 1922)
rapporte que Cantor fut fortement impressionné (aufregendes Erlebnis) par
la communication faite par Julius Koenig, en 1904, au Congtrés international
de Mathématiques & Heidelberg. Koenig prétendait avoir démontré que ia
puissance du contino ne pouvait étre égale a un aleph. Comme Cantor, le
monde mathématique ressentit une forte impression. Une fois de plus, Cantor
se remit au travail. Il monira qu'un lemme de Bernstein, nécessaire dans la
démonstration de Koenig, avait été mal interprété par ce dernier. L’affirmation
de Koenig s'écroula, la ¢ Cantorsche Vermutung » restait une hypothése.

§ 9. Bilan provisoire

Cavailles qualifiait Cantor de « Romantiker » et Dedekind de « Klassiker ».
Nous avons relevé que Cantor, dont on loue si souvent la « eréation », voulait
étre un aexplorateur » et non un ¢ créatenr », Citons a cet effet une lettre de
Cantor a Mittag-Leffler, datée du 26 janvier 1884, lettre que Cavailles (1)
(p. 183) traduisait de la fagon sutvante:

Si 'essence de la mathématique est la liberté, le mathématicien ne fait que
déeouvrir un monde, immanent & son esprit, résidant en soi dans une objecti-
vité absolue — je ne suis quant au contenu de mes travaux que rédacteur et
fonctionnaire {Berichterstatier und Beamter).

Ce point de vue impliguait pour Cantor un continu idéal, a priori. L’autenr se
plagait donc sur le méme plan que les Eléates: le continn étant un tout, un
élément unique, comment pourrait-on le recréer 4 Paide dlautres éléments
pour le rendre « un »?

Si nous ne considérons que le texte de la définition du continu de Cantor, nous
ne le trouvons guére différent du continu arithmétique, Mais, si nous tenons
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compte des eritigues que fit Cantor 4 Dedekind et a Bolzano, nous devons
admettre que le continn de Cantor était nn eontinn idéal donné a priori. Sa
définition, extraite du contexte des eommentaires, ne pent cxprimer la pensée
de son anteur.

Pour le eréateur de la théorie des ensembles, théorie du « décomposé », le désir
d'atteindre cet idéal d’un continu «un, a priori» tel qu’Aristote espérait le
recréer par le « clonage », devait mener 4 un dilemme psychologique. Une
eontradiction demeure, celle qui se tronve entre le modéle et le schéma proposé,
le mod¢le étant trop cxigeant.

Mais Cantor lui-méme dut finalement se contenter d’un schéma mathématique-
ment efficace, utile & ses travaux, sinon parfait. Un continu d’an seul tenant
est trop pen maniable, eomme nous 'avons vu par I'exemple gree et comme
nous pourrons éncore le vérifier plos tard ; il parait inefficace. Or les mathéma-
ticiens doivent pouvoir disposer d’un instrument qui leur permette non seule-
ment la synthése, mais aussi et sortout I'analyse.

La correspondance Cantor-Dedekind (chap. 1V} nous fera mienx comprendre
encore les idées du premier.
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CHAPITRE 1V

DEDEKIND ET L’ELABORATION
DU CONTINU ARITHMETIQUE

Un grand nombre de mathématiciens se sont efforeés simultanément de doter
Ianalyse de fondements solides. Nous pensons que I'ceuvre de Bolzano y est
pour beaucoup. Mais la rigueur exigée par ce dernier allait maintenant étre
appliquée & son propre théoréme ! Dans le chapitre 11, nous avens vu que la
démonstration de Bolzano présente une faille, si Pon ne dispose pas au préalable
d’une définition inattaquable de 'ensemble des nombres réels. C’est ponrquot,
dés cette époque, les analystes se sont efforcés de définir les nombres réels au
début de leur traité ou de lenrs cours universitaires.

C’est 4 Dedekind que revient le mérite d’avoir donné la définition adoptée fina-
lement par la plupart des mathématiciens 4 'exception des seuls intuition-
nistes.

Nous avons déja cité (voir chap. 111) le texte dans lequel Weicrstrass utilise la
notion de « znsammenhiingend ». Dans ces pages, Weierstrass proposait éga-
lement de répartir 'ensemble des « grandeurs mathématiques » — sans spéci-
fier ce qu’il entendait par cette notion — en denx classes. 11 admettait que ces
« grandeurs mathématiques » forment un ensemble totalement ordonné. 1l
utilisait la notion d'agrégat, terme qui désignait le résultat de la sommation
des «éléments constituant le nombre». Heine et Cantor remplacérent la
4 somme » par des suites convergentes appelées suites fondamentales. Leurs
publications parnrent presque simultanément en 1872, 11 n'est pas dans notre
intention d’examiner laquelle d’entre elles eut la priorité. ! se pent que Weier-
strass ait ét¢ Ic premier & donner nae définition inattaquable des nombres réels,
si I'on tient compte de ses cours universitaires dont Ja plupart n’ont malheu-
reusement pas été publiés (Cavaillés (1) p. 39),

47



§ 1. Edvard Heine (1821-1881)

Heine a été trés prés d'élaborer la notion de coupure et il a été par 1a un pré-
curseur de Dedekind. Soulignans qu'il se considérait comme un disciple de
Weierstrass et reconnaissait avoir été influencé par les travaux de Cantor,

En 1872, dans le Jaurnal fiir reine und angewandre Mathemarik {Fartsetzung
Crelle’s Journalj, vol. 74, Heine publia un article intitulé Die Elemente der
Funktionentheorie ou it manifestait le désir de donner des fondements a
I'analyse, de combler la lacune qui rendait illusoire la démoanstration dn
théoréme de Bolzano: En fait il cherchait & définir les nombres réels (1)

. 172).

Die Wahrheit |der Analyse] beruht aber auf den nicht vollig festsiehenden
Definitionen der irrationalen Zahlen, bet welcher Vorstellungen der Geometric,
nimlich Gber die Brzeugung ciner Linie durch Bewzgung oft verwirrend ein-
gewirkt haben.

Notons que le mot « Wahrheit » est moins restrictif en allemand qu’en frangais.
1l peut recouvrir aussi bien la notion de « validité » que celle de « bien-fondé ».
Vu I'époque dont nous nous accupons nous sommes enclin & croire que Heine
recherchait bel et bien une mathématique « vraie », « réelle ».

Notons aussi qu'il distinguait la continuité d’une application de celle de Ven-
semble sur lequel elle opére.

Une analyse approfondie du travail de Heine sort de notre sujet, mais nous
désirans, comme nous 'avons dit, mettre en évidence qu'il cantient I'idée de
coupure de Dedekind (1) (A, § 2, spécialement p. 177).

Si une suite de nombres rationnels converge vers une valeur, on dit qu'il s’agit
d’une suite fondamentale (Elementarreihe), qui désigne ce nombre. Le nambre
défini par la suite convergente posséde un ¢ Zahlzeichens. Tout nombre
rationnel est confondu avec son « Zahlzeichen ». D’aprés Heine, nos calculs se
font a 'aide des sculs « Zahlzeichen », désignés par A, B, C, etc. tandis que
les nombres rationnels comme tels sont notés a, b, ¢, etc. Pour Heine dong,
I'ensemble des nombres rationnels aurait un «degré de réalité» plus grand
que ’ensemble des nambres réels.

Heine introduit alors sa définition 3:

A > Bsia, — b, est toujours supérieur 4 0, a partir d’un certain n;
A < Bsia, — b, est tonjours inférieur 4 0, a partir d'un certain n.

Une explication (Erliiuterung) fait suite a cette définition :

L’égalité exclut tout accroissement ou diminution, car si A = B, les termes a,,
et &, font partic d’une mémic suite fondamentale ; mais, si A # B, alors a,, ¢t
b, n'appartiennent pas i la méme suoite fondamentale ; danc a,— &, % O et
nous en dédunisons soit A > B soit A < B.
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Adillenrs, nous trouvons des réflexions analogues 4 celles de Cantor :

« Les nombres généraux » (aligemeine Zahlen), méme s’ils sont parfois ration-
nels, sont dits ¢« nombres irrationnels du premier ordres. En utilisant ces
nombres irrationneis de Ia méme maniére que les nombres rationnels pour la
formation de A, il est possible de construire des « nombres irrationnels » dn
deuxiégme ordre, A’; 4 'aide de A’ on pent de méme définir des nembres
irrationnels A" du troisieme ordre et ainsi de suite, des nombres A® de
I'ordre m <+ |,

Mais Heine fait tout de suite la remarque suivante ; les nombres irrationnels
de Fordre m + 2 ne sont pas de « nouveaux nombres » (neue); ils sont iden-
tiques aux nombres du premier ordre.

Heine obtient donc des snites fondamentales plus fines tout en étant bien cons-
cient de n’avoir pas défini de « nouveaux nombres irrationnels ». Son ensemble
est donc complet.

Dans le méme paragraphe, alinéa B, i1 énonce la définition de la continnité
d’une fonction, définition devenue ciassique depuis Bolzano; nous i‘avons
citée dans le chapitre II.

Le § 3 (1) (p. 185) porte le titre Eigenschaften continuierficher Funktionen et il
contignt notamment 'affirmation suivante :

Soit @ un nombre entier qui n’est pas un carré parfait. La solution de I'équa-
tion x* — g = 0 n’est donc pas un nombre entier, nt, en conséguence, un nombre
rationnel, Mais, sclon la valeur attribuée 4 x, on peut trouver x*—a > 0 on
x®—a < 0; 1l existe donc une solution de I'équation +* — ¢ = 0. Comme
nous venons de le dire, elle ne peunt étre rationnelle et Pexistence des nombres
irrationnels est ainsi démontrée.

Heine a donc appliqué le théoréme de Bolzano pour démontrer 'existence des
nombres irrationnels. Or nous venons de dire que la démonstration de ce
théoréme implique la connaissance des nombres irrationnels. Son procédé qni
devait assurer la construction des nombres réels, constitue en réalité un cercle
vicieux.

11 vaut la peine de rappeler que Heine a publié son travail en 1872, année o
Dedckind a également fait paraitre sa célebre étude Sretigkeit und irrationale
Zahlen. Comme nous le verrons, ce dernier fit allusion a la publication de
Heine, tout en revendiguant la priorité de 1'idée de la coupore. ]I semble bien
que cette question de priorité ait finalement décidé Dedekind a4 publier son
travail, esquissé déja en 1858. Il n’y a aucune raison de douter de sa boune foi.
Constatons seulement que si Heine a congu de son ¢dté, indépendamment de
Dedekind, la possibilité de définir un nombre réel 4 'aide du procédé de la
coupure, en revanche, il n’a pas su éviter le cercle vicieux cité plus haut. Ce
parallélisme dans la naissance d’nne méme idée sera expliqué par Dedekind
dans Was sind und was soffen die Zahlen.
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§ 2. Richard Dedekind (1831-1916)

Dedekind publiait souvent ses travanx bien aprés leur premiére rédaction.
Nous venons de voir que cette maniére de faire obligea a revendiquer cnsuite
la priorité ponr certaines de ses idées. Une querclle Dedekind-Heine aurait été
tout anssi possible que celle qui s’éleva entre Newton et Leibniz.

En lisant les écrits de Dedekind, on constate aisément que ses habitudes ne
présentaient pas que des inconvénients, en ce sens qu’il ne publiait que des
textes dont il était sdr. 1] soumettait volontiers ses travaux au contrdle de ses
collégues, entre autres & Georg Cantor, ¢e qui nous a valu une correspondance
des plus précieuses. Nous y reviendrons encore. Si les publications de Cantor
sont souvent d’une richesse déconcertante et nous livrent des réfiexions mul-
tiples, celles de Dedekind sont dépouillées de toute idée sortant tant soit peu
du sujet traité. Les écrits de Dedekind sont remarquablement systématiques
et rigoureux dans lcur terminologie. Cela n’est peut-éire pas étranger a leur
autorité aussi immédiate que durable.

a} Sretigkeit und irrationale Zahlen.
(premiére édition en 1872, Vieweg, Braunschweig) (1) (p. 315 et suiv.).

Dans lintroduction, Dedekind nous dit pour quelle raison il a entrepris ses
recherches sur ensemble des nombres réels. 1l rapporte qu’en antomne 185§,
il devait préparer un cours J’analyse pour I'Ecole Polytechnique fédérale de
Zurich. Soucieux de bases solides, il constate alors la fragilité des fondements
des mathématiques.

Comme Cantor, ¢’est en vain qu’il a cherché chez ses contemporains une défi-
nition satisfaisante du continu, notion qui se trouvait pourtant dans tous les
traités de ’époque. Il trouve cette lacune d’autant plus grave que chacun est
d’accord pour considérer I'étude des « grandeurs continues » comme 1'un des
objets principaux duo calcul différentiel. Mais dés qu’ils abordent la continuité,
les traités se fondent plus ou maoins implicitement sur une simple intuition géo-
métrique (geomcirische Vorstellungen) pour justifier lenrs affirmations ou bien
ils basent leurs démonstrations sur des affirmations arithmétiques non démon-
trées.

Dedekind précise que les origines de son travail remontent an 24 novembre [858.
Soutenant ainsi I'antériorité de ses recherches, il formule, d’autre part, des
critiques sur le travail de Heine. Il signale également gu'il vient de prendre
connaissance d'un article de Cantor, recu le 20 mars 1872, ct intitulé Uber die
Ausdelmung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen, texte qui
contient '« axiaome de Cantor »,

Dedekind constate que cct axiome cst équivalent 4 ce qu'il considére comme
I'cesscnce de la continuité » (Wesen der Stetigkeit) et qu’il va exposer dans
le § 3 de sa publication. Soulignons que Dedekind se dit d’accord avec Cantar,
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sans restriction aucune, tandis que ce dernier, nous I'avons vu, faisait des
reserves sur les idées de Dedekind.

Le but de Dedekind était de soustraire I'analyse hors du cercle vicieux contenu
dans I’'ceuvre de Bolzano ; il recherche donc une définition efficace et rigoureuse
de ’ensemble des nombres réels. Mais cela ne revenait pas nécessairement 4
donner la définition générale d’un continu, objectif de Cantor. Celui de
Dedekind est donc plus modeste.

Pour bicn fonder le théoréme de Bolzano, il fallait prouver que, dans 'ensemble
des nombres réels, il ne peut y avoir de lacunes. C'est ce probléme qui a déter-
miné la recherche de Dedekind et c’est paurquoi son continu est le « continu
arithmétique » dont la propriété essentielle est précisément d’étre sans lacune :
a lickenlos ». C’est sans donte nne des raisons pour lesquelles Cantor ne pou-
vait adhérer sans réserve aux idées de Dedekind. Du reste, aujourd’hui encore,
quand il s'agit de spécifier qu’un ensemble est complet, sans lacunes, on parle
de « Liickenlosigkeit » ou méme de ¢« continu au sens de Dedckind ».

Dans le § 1 (1) (p. 317) Dedekind commence par rappeler quelgues propriétés
des nombres rationnels et par introduire une relation d’ordre. Citant le travail
de Heine, 1l précise les notions de « plus petit que », de « plus grand que » et de
«entre », H se sert ici, sans plus, de I'intnition géométrique (ohne Scheu vor
dem Anklang an geometrische Vorsteltungen), point de vue qu’il récusera
bientdt.

Dans le §2 (1) (p. 319), intitulé Vergleichung der rationalen Zahlen mit den
Punkten einer geraden Linie, 11 n'explique pas ce qu’il cntend par « extensive
Grassen », notion qu'il dit utilisée .couramment dans les définitions contem-
poraines des nombres réels. S’agissait-il de ]a notion géométrique de grandeur,
d’une métrique quasi axiomatisée 7 C'est probable, car il cite comme exemple
les nombres complexes, mal définissables a I'aide des « extensives Grissen ».

Si Dedekind refuse ainsi de donner une définition de la notien de grandear,
il refuse également d’utiliser des rapports de grandeur. Ce n’est gu’aprés avoir
défini les nombres irrationnels qu’il accepta d’introdnire cette notion. La
raison invoquée pour juostifier ces refns était ]a nécessité de se baser sur la seule
intuition géométrique. 11 nous semble que Dedekind ne s’est pas embarrassé
d’autant de scrupules ponr introduire sa notion d’ordre.

Mais ce qu’il fant finalement retenir, c’est que Dedekind voulait définir les
nombres réels en partant des nombres rationnels et cela sans devoir recourir
a [a géamétrie. 1] considérait du reste les nombres rationnels comme une exten-
sion des nombres naturels, Notons en passant qu'a propas de sa construction
essentiellement arithmétique de 'ensemble des nombres réels, il parlait de
« création » (freie Schipfung), ce qui de nouveau I'oppose’a Cantor.
Remarquons anssi qu'en admettant comme bien-fondé ’ensemble des nombres
rationnels, Dedekind ntilisait implicitement Paxiome d'Archiméde.

Dans ce § 2, ol Dedekind se proposait donc d’examiner la possibilité d’une
rclation bijective entre 'ensemble des poinis d’une droite et 'enscmble dcs
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nombres réels, il définissait la position des points sur la ponctuelle. 11 ehoisis-
sait une origine et une unité de longueur. Cette métrique introduite, il étdit
alors possible de construire les points correspondants aux nombres rationnels.
Dansle § 3 (1) (p. 320), Stetigkeit der geraden Linie, Dedekind remarque immé-
diatement que tous les points de la droite n"ont pu étre atteints par le procédé
indiqué au § 2 ; il n'existe pas de bijection entre I'ensemble des nombres ration-
nels et 'ensemble des points d’une dreite (1) (p. 321):

Die Gerade ist unendlich vicl reicher an Punktindividuen, als das Gebiet R der
rationalen Zahlen an Zahlenindividuen.

(Dedckind désigne ’ensemble des nombres rationnels par la lettre R).

Tl se contente, pour justifier cette affirmation, de rappeler qu’il y a une infinité
de nombres qui ne peuvent étre exprimés 4 I'aide de I'unité.

Soulignons que Dedekind dit que la droite est « riche en points »; elle « posséde »
donc des points. De plus, il met ['accent sur I'existence de « lacunes ».

Il note aussi que, jusgu’ici, il n’a rien introduit dans son textc qui ne it pas
déja connu des Grecs. Toutefois, il considére son exposé comme une récapi-
tulation utile et nécessaire a la suite de son développement.

Enﬁn citons le texte qui est en quelque sorte Ta conclusion du § 3 (1) (p. 322):

Die obige Vergleichung des Gebietes R der rationalen Zahlen mit einer Geraden
hat zu der Erkenntnis der Liickenhaftigkeit, Unvolistindigkeit oder Unstetig-
keit des ersteren gefithrt, wihrend wir der Geraden Vollstindigkeit, Liicken-
losigkeit oder Stetigkeit zuschreiben,

Aprés ces considérations, Dedekind énonce I'axiome qui confére, dapres lui,
la continuité a la ponctuelle (1) (p. 322): :

Zerfallen alle Punkte der Geraden in zwei Kiassen von der Arl, dass jeder
Punkt der ersten Klasse links von jedem Punkte der zweiten Klasse liegt. so
cxistiert ¢in und nur ein Punkt, welcher diese Einteilung aller Punkte in zwei
Klassen, diese Zerschneidung der Geraden in zwei Siiicke hervorbringt.

Comme Cantor avant lui, il craint que son axiome ne soit également considéré
comme irivial par bien des lecteurs. Et comme Cantor, Dedekind refuse expres-
sément de se satisfaire de considérations vagues telles que « ununterbrochener
Zusammenhang in den kleinsten Teilen » pour qualifier un continu.

Dedekind fait ensuite une constatation trés importantc: si 'cspace avait une
existence réelle, il ne serait pas nécessairement continu. Mais d’innombrables
propriétés resteraient tout de méme valables. Si, en revanche, I'espace étail
discontinu, rien ne nous empécherait de le « compléter » par la pensée. Relevons
que ces lignes ont €té écrites avant le théoréme de Cantor, dont nous avons
parlé plus haut, théoréme pubii¢ en 1879 et qui permet d'envisager un mouve-
ment continu dans un espace discontinu. Nous y reviendrons.
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Dans les §4 et §5 (1) (p. 323-329) de ce méme ouvrage, Dedekind déerit le
procédé de la coupure gu’il a imaginé pour définir I'ensemble des nombres
réels. 11 eonclut quiil avait obtenu un ensemble bien ordonné (wohlgeordnet)
et unidimensionnel, et qu'il a « complété le domaine discontinu » des nombres
rationnels. Mais il insiste sur la nécessité de doter encore Pensemble des
nombres réels d’une propriété que la coupure ne lui a pas conférée ; il faut cn
assurer la continuité (1) (p. 328):

Ausser diesen Eigenschaften besitzt aber das Gebiet & auch Steligkeit, d. h. es
gilt folgender Satz: IV, Zerfdlh das System # aller reellen Zahlen in zwei
Klassen A,, A., von der Art, dass jede Zahl g, der Klasse A, kleiner ist als jede
Zahl a, der Klasse A., so existiert eine und nur eine Zahl a, durch welche diese
Zerlegung hervorgebracht wird.

11 démontre ensuite que P'on peut toujours effectuer une coupure dans Ven-
semble des nombres réels, celle-ci ne définissant jamais qu’un seul de ces nombres
réels. 11 en conclut : I'ensemble des nombres réels est continu.

Ainsi, pour Dedekind, la continuité est équivalente au caractére interne du
processus de la coupure.

Ce qui est de la plus grande importance, c’cst qu'on peut denc affirmer que
Pensermible des nombres réels est continu par définition ou encore qu’une cer-
taine continnité, la continuité de Dedekind, caraciérise cet ensemble.

Dans le § 7 Infinitesimal-Analysis (1) {p. 332), 1l applique la méme méthode de
la coupure pour démontrer que :

Wichst eine Grésse x bestindig, aber nicht itber alle Grenzen, so nihert sie
sich einem Grenzwert.

Dedekind considére cette affirmation comme équivalente au principe de la
continuité ; 1t sonligne qu’elle n’est plus valable dés qu’on enléve ne serait-ce
qu’'nn seul nombre 4 I'ensemble des nombres réels, 11 note que cette affirmation
garantit donc aussi la validité du Sarz IV § 5. 1] en énonce dailleurs encore une
aunire forme équivalente (1) (p. 332):

Lisst sich in dem Aenderungsprozesse einer Grisse x fiir jede gegebene positive
Grisse § auch eine entsprechende Stelle angeben, von welcher ab x sich um
weniger als § dndert, so nihert sich x einem Grenzwerl.

La démonstration se fonde sor la coupure.

En derniére analyse, 1a continuité de Dedekind postule ’absence de lacune dans
I'ensemble des nombres réels et donc 1a possibilité d’établir vne bijection entre
I’ensemble des nombres réels et I'ensemble des points de la droite. C’est ce que
Cantor avait exigé par son axiome.
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b) Was sind und was sollen die Zahlen ?

C'est cn 1888 que Dedekind fit paraitre cet ouvrage qui eut six éditions dont la
dernigre date de 1930. Cela témoigne de sa qualité et de son actualité. Nous n'en
discutons ici qu'un des aspects, 4 savoir les idées qui concernent fa continuité
mathématique.

Dedekind n’avait pas été seul & s’occuper de l'ensemble des nombres réels,
En 1873, E. Schroder avait fait paraiire & Leipzig un Lehirbuch der Arithmetik
und Algebra; de leur coté Kronecker et Helmholtz avaient poblié en 1887 2
Leipzig dans Saminlung der an E. Zeller gerichteten philosophischen Aufsitze :
Uber den Zahlbeeriff und {iber Zidhlen und Messen. » Les travaux de ces divers
auteurs ne satisfaisaient nullement Dedekind.

Tout en leur accordant nne certaine valeur il fait hien des réserves, insistant
sur Poriginalité de son propre travail qu'il déclare expressément avoir entrepris
afin de préciser son propre point de vuc (1) {p. 335). Si ce dernier ne s'oppose
pas nettement & ceux de ses contemporains, il I'estime toutefois fort différent,
Ces remarques, comme on le voit, sont nuancéces et ¢’est ainsi qu'il évite d'in-
disposer des mathématiciens tels que Kronecker et Helmholtz, tout en récusant
leur point de vuc. Cantor n'cut pas cette sagessc.

Dedckind publia donc cet article pour critiquer certains t