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Abstract

This thesis is organized in two parts. The aim of the first one is to provide a characterization
of the Haagerup property for locally compact second countable groups in terms of actions on
o-finite measure spaces, with some examples and a noncommutative analogue. In the second
one, we investigate the Baum-Connes assembly map through concrete examples. More preci-
sely, given a semidirect product of Z? by F,, where F, denotes a free subgroup of rank 2 in
S L,(Z), we study on the one hand the K-theory of its associated C*-algebra, and on the other
hand the geometric K-homology of its classifying space. Thus, the study of these groups, gives
us in some cases explicit generators. From this natural description of K-groups, we try to iden-
tify them via the assembly map. In doing so, we reprove the Baum-Connes conjecture for some
of these groups.

Keywords : Locally compact groups, group actions, unitary representations, Haagerup pro-
perty, Baum-Connes conjecture, K-theory, K-homology.
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Résumé

Ce travail s’organise en deux parties. La premiere s’intéresse a caractériser la propriété
de Haagerup pour les groupes localement compacts, dénombrables a I’infini en termes d’ac-
tions sur des espaces mesurés o-finis, avec quelques exemples et un analogue dans la cadre
non-commutatif. Dans la seconde, on investigue la conjecture de Baum-Connes sur quelques
exemples concrets. Plus précisément, étant donné un produit semi-direct de Z* par F,, ou F,
désigne un sous-groupe libre de rang 2 dans S L,(Z), on étudie d’une part la K-théorie de sa C*-
algebre associée et d’autre part la K-homologie géométrique de son espace classifiant. Ainsi,
I’étude de ces groupes, nous donne dans certains cas des générateurs explicites. De cette des-
cription naturelle des K-groupes, on essaie de les identifier par le morphisme d’assemblage. En
d’autres termes, on redémontre de maniere explicite la conjecture de Baum-Connes pour cer-
tains de ces groupes.

Mots clés : Groupes localement compacts, actions de groupes, représentations unitaires, pro-
priété de Haagerup, conjecture de Baum-Connes, K-théorie, K-homologie.
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Introduction

Cette these rassemble plusieurs travaux ; certains provenant de mes directeurs de these tandis
que d’autres provenant d’une démarche plus personnelle. Elle se compose de trois articles,
dont un est publié (voir [DJZ20]) en collaboration avec Thiebout Delabie et Paul Jolissaint,
un plus personnel en cours de perfectionnement et un dernier en progres avec Alain Valette,
Ramoén Flores et Sanaz Pooya. Ce mémoire s’organise en deux parties. La premiere traite de
la propriété de Haagerup pour les groupes localement compacts, dénombrables a I’infini tandis
que la seconde aborde la conjecture de Baum-Connes. Précisons que ces deux sujets ne sont pas
completement étrangers 1’un de 1’autre. En effet une motivation importante dans 1’étude de la
propriété de Haagerup découle du théoreme suivant (voir [HKO1]) :

Théoreme 0.0.1 (Higson et Kasparov, 2001). La conjecture de Baum-Connes a coefficients est
vraie pour les groupes ayant la propriété de Haagerup.

Dans cette introduction, on désignera par G un groupe localement compact dénombrable a
I’infini qui de plus sera suppos€ non compact car le cas compact n’est pas pertinent lorsque 1’on
s’intéresse a la propriété de Haagerup.

Partie I : Propriété de Haagerup dynamique

La propriété de Haagerup est une propriété des groupes topologiques qui a de nombreuses
caractérisations différentes. Des la fin des années 70, U. Haagerup définit dans [Haa78a] ce
que I’on nomme a présent la propriété H; motivé par la caractérisation des C*-algebres nu-
cléaires et des algebres de von Neumann injectives en termes d’existence d’applications com-
pletement positives et désirant démontrer que le caractere completement positif était nécessaire
dans ces résultats. Dans les années 60, D. Kazhdan définit sa propriété (T) (voir [Kaz67|]) pour
les groupes localement compacts et I’utilise comme outil pour démontrer qu’une grande classe
de réseaux sont finiment engendrés. La propriété (7) a été initialement définie en termes de
représentations unitaires. On se rendit compte (voir [Del77]], [Gui72]]) qu'un groupe localement
compact o-compact a la propriété (T') si toute action par isométries affines sur un espace de
Hilbert admet un point fixe; cette propriété est connue sous le nom de propriété (FH). Dans
le contexte de 1’étude dynamique des actions par isométries d’un groupe, M. Gromov definit
I’a-(T)-moyennabilité dans [Gro88]] comme négation forte de cette propriété (7).

Théoreme 0.0.1 (Théoréeme 2.1.1, [CCJ*12]). Soit G un groupe localement compact, dénom-
brable a I'infini. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. II existe une fonction continue propre ¥ : G — R, qui soit définie conditionnellement de
type négative ;

2. La C*-algebre abélienne Cy(G) possede une approximation de 1’unité formée de fonctions
définies positives normalisées, i.e. il existe une suite (¢,),>; de fonctions définies positives

dans Cy(G) telles que ¢,(e) = 1 pour tout n, ¢, — 1 uniformément sur tout compact de
G.
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3. 1I existe une représentation unitaire Cy de G sur (m, H), i.e. les coeflicients matriciels
Gen: 8 = (m(g)é, n) appartiennent a Co(G) pour tout £, 77 € H, et contenant faiblement la
représentation triviale 1.

4. G est a-(T)-moyennable : il existe un espace de Hilbert # et une action isométrique affine
a de G sur H qui est propre, i.e. pour toute paire de sous-ensembles bornés B et C de H,
I’ensemble

{g€G: a,(B)NC # 0},

est relativement compact.

Définition 0.0.2. Un groupe G a la propriété de Haagerup s’il satisfait une et donc toutes les
conditions équivalentes ci-dessus.

Il découle alors immédiatemment des définitions qu’un groupe a simultanément la propriété
(T) et Haagerup si et seulement si il est compact. Ainsi on interprete la propriété de Haagerup
comme négation forte de (7) et c’est pourquoi on supposera G non compact. Comme la pro-
priété (T') est souvent considérée comme une forme de rigidité en théorie des représentations,
par contraste on dit que les groupes ayant la propriété de Haagerup sont fortement non rigides.
Dans ce registre, il existe aussi une autre classe de groupes treés importante due a J. von Neu-
mann ( [VN29]); les groupes moyennables. Une caractérisation de ceux-ci est la suivante (voir
Théoréeme G.3.2 de [BALHVOS]) :

Définition 0.0.3. Un groupe G est moyennable si et seulement si 15 est faiblement contenue
dans la représentation réguliere gauche Ag.

On déduit alors que les groupes moyennables ont la propriété de Haagerup. La réciproque est
fausse puisque, par exemple le groupe libre a deux générateurs est Haagerup mais non moyen-
nable. Ainsi la propriété de Haagerup peut également s’interpréter comme une forme faible de
moyennabilité.

Actions Cj sur les espaces mesurés infinis

De nos jours, il existe plusieurs caractérisations de la propriété de Haagerup : a part celles
présentées dans [CCJ*12]], on peut notamment mentionner celle impliquant des actions sur des
espaces a murs mesurés ou sur des espaces L” (voir [CDHI10]). L’objectif principal de cette
partie est d’étudier la propriété de Haagerup par des actions sur des espaces de mesures infinis.
Ce travail tire ses origines de la caractérisation initiale de la moyennabilité : G est moyennable
si et seulement si I’algebre L™ (G) possede une moyenne G-invariante par rapport a I’action de G
sur lui-méme par translation gauche. Remarquons que cette action est un cas particulier d’une
action propre. De ce fait il est 1égitime de se demander quels groupes admettent une action
propre sur un espace localement compact 2 muni d’une mesure invariante et tel que L*(€2)
admette une moyenne invariante. La proposition suivante donne la réponse :

Proposition 0.0.4. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a I’infini et Q un espace
localement compact sur lequel G agit proprement et admet une mesure borélienne réguliere G-
invariante . Si L (L)) admet une moyenne invariante, alors G est moyennable.

En effet, il est connu que I’existence d’une moyenne invariante sur L*(£2) est équivalent au
fait que, pour tout compact K C G, pour tout & > 0, il existe une fonction continue a support



compact & sur Q telle que ||£]], = 1 et

sup [(ma(g)é, &) — 1 < e,

gek

oll o désigne la représentation unitaire de permutations de G sur L*(€2). Comme 1’action est
propre et £ est a support compact, alors le coefficient ¢ = (m(-)&, &) est également a support
compact et donc la fonction 1 est limite uniforme sur les compacts de G de fonctions défi-
nies positives a support compact; ce qui signifie que G est moyennable. Par conséquent G est
moyennable si et seulement si il admet une action propre préservant la mesure sur un espace lo-
calement compact Q de sorte que L () admette une moyenne G-invariante. On en déduit donc
que la propreté d’une action est trop forte pour caractériser la propriété de Haagerup. Dans
le cadre des actions préservant la mesure sur des espaces probabilisés, P. Jolissaint démontre
dans [[CCJ™12] chapitre 2 que la notion d’action fortement mélangeante est bien adaptée :

Théoreme 0.0.5. (Théoreme 2.1.3, [CCJ"12]) Un groupe G localement compact dénombrable
a I’infini a la propriété de Haagerup si et seulement si il a une action préservant la mesure sur
un espace standard probabilisé qui est fortement mélangeante et admet une suite non triviale
asymptotiquement invariante.

Dans le cadre des actions préservant la mesure sur des espaces mesurés, on considere la
propriété suivante :

Définition 0.0.6. Soit (Q2, B, u) un espace mesuré sur lequel G agit par automorphismes boré-
liens qui préservent u. On dit que le systéme dynamique correspondant (€2, B, u, G) est Cy si,
pour tous A, B € B tels que 0 < u(A), u(B) < co,on a:

lim u(gA N B) = 0.
g—00

Remarque 0.0.7. Soit (Q2, B, u, G) un systeme dynamique préservant la mesure. Alors c’est un
systeme dynamique Cj si et seulement si g est une représentation Cy. Donc on déduit que si G
admet un systeme dynamique Cy (€2, 8, ) tel que L*(€2) a une moyenne G-invariante, alors G
a la propriété de Haagerup.

Le résultat principal est donc la réciproque :

Théoreme 0.0.8. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a I’infini avec la pro-
priété de Haagerup. Alors il existe un systeme dynamique Cy (€2, B, 1, G) tel que L*(€2) a une
moyenne G-invariante. Plus précisément :

1. la mesure u est o-finie, G-invariante et L*(Q, 1) est un espace de Hilbert séparable ;

2. pourtous A, B € Btels que 0 < u(A), u(B) < oo,on a:
lim u(gA N B) = 0;
g—)OO

3. il existe une suite de vecteurs unitaires (£,),=1 C L*(Q, u) tels que &, > 0 pour tout n et,
pour tout compact K C G,ona:

lim sup(ma(g)én. &) = 1.

gek
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D’un point de vue dynamique, il est possible de s’intéresser a d’autres cadre pour caractériser
la propriété de Haagerup. En guise d’exemple, on peut notamment citer les articles [AIM19],
[MV20] qui traitent des actions non-singulieres :

Théoreme 0.0.9 (Corollaire 6.6, [AIM19]). Soit G un groupe localement compact. Les énoncés
suivants sont équivalents :

1. G ala propriété de Haagerup;
2. G admet une action non-singuliere de type zéro qui a une moyenne invariante ;

3. G admet une action non-singuliere de type zéro qui admet une entropie presque nulle.

Il est a noter qu’il existe une différence majeure entre la caractérisation du théoreme [0.0.5|
et notre résultat, le théoréme [0.0.8] Des actions fortement mélangeantes sont nécessairement
ergodiques, tandis que les actions que 1’on étudie, les actions Cy, ne le sont pas en général. En
effet, considérons I’action par translations de Z sur R muni de la mesure de Lebesgue u. Alors

A=| |tk k+1/2)

kezZ

est Z-invariant et u(A) = u(A°) = +oco. Comme I’action est propre, alors elle est C.

Question 0.0.10. Pour quels groupes ayant la propriété de Haagerup peut-on trouver un sys-
teme dynamique C ergodique ?

Rappelons qu’un groupe localement compact est dit périodique si chaque sous-groupe cy-
clique est relativement compact. Ainsi un groupe est non-périodique si et seulement si il contient
un sous-groupe discret isomorphe a Z.

On démontrera que sous I"hypothese de non-périodicité du groupe, 1’action Cy peut étre suppo-
sée ergodique. Cela suivra de la proposition suivante qui est une extension du théoreme 9.1.3
de [MV20] au cas des groupes localement compacts :

Proposition 0.0.11. Soit G un groupe localement compact dénombrable a I’infini ayant la pro-
priété de Haagerup. Soit © : G — O(H) une représentation orthogonale Cy et soit ¢ € Z'(n, H)
un 1-cocycle évanescent qui n’est pas un cobord. Alors ’action tordue 8 définie dans la section
[2.2] est faiblement mélangeante.

Un résultat plus fin, utilisant des méthodes completement différentes, a ét€ donné récemment
par A.Danilenko (voir [Dan21]]) valide pour les groupes localement compacts :

Théoreme 0.0.12 (Théoreme B, A. Danilenko). Les énoncés suivant sont équivalents :
1. G ala propriété de Haagerup;

2. 1l existe une G-action 7" faiblement mélangeante conservative de type zéro préservant la
mesure sur un espace standard infini o-fini admettant une suite exhautive d’ensembles de
T-Fglner;

3. 1I existe une G-action T faiblement mélangeante conservative de type zéro préservant
la mesure sur un espace standard infini o-fini (X, 8, ) admettant une suite exhautive
d’ensembles de T-Fglner (A,),>; avec u(A,) = 1 pour tout n.



Suivant la définition [0.0.2] de la propriété de Haagerup, il est possible pour beaucoup de
groupes de donner des exemples naturels de représentations avec la propriété (3). On donne
ici, en guise d’exemple, la construction standard pour le groupe libre sur deux générateurs. U.
Haagerup montre dans [Haa78al] que la longueur des mots |-| pour [F, est une fonction condition-
nellement de type négative propre. Ainsi en utilisant le théoreme de Schoenberg, on déduit que
W(g) = exp(—1|g|) est définie positive pour tout ¢ > 0. D’ou en considérant la suite 7, = 1/n pour
tout n > 1, on peut utiliser la construction GNS (voir théoreme C.4.10 [BALHVOS]]) sur ¢,, pour
obtenir son triplet associé (r,,, H,, &,). En posant 7 = @, 7, on obtient donc une représentation
Cy ayant des vecteurs presque invariants. Cependant notre théoreme [0.0.8] permet d’affirmer
que lorsqu’un groupe a la propriété de Haagerup, il est toujours possible de se ramener a une
représentation de permutations étant C et avec une suite de vecteurs presque invariants. On a
vu que pour les groupes moyennables, cela est évident. D’ou la question suivante posée par Y.
Stalder :

Question 0.0.13. Quel pourrait étre un exemple explicite d’un tel systeme dynamique lorsque
G n’est pas moyennable ?

En utilisant des méthodes de [MV20], [AIM19], nous donnons des exemples pour les groupes
agissant proprement sur les arbres dans la section[2.3] Dans le cas du groupe libre IF,, on obtient :

Exemple 0.0.14. Soit o : F, ~ T, son action sur son graphe de Cayley. Alors un exemple
d’espace mesuré infini pour le théoreme|[0.0.8 est donné par :

1 x? e
<R, E exXp (—?) dX) ® (R, /l)

ou 'action de F, est ’action tordue définie dans la section 2.2 associée a o.
Dans le contexte des actions non-singulieres, on a :

Exemple 0.0.15. Soit o : F, ~ T, son action sur son graphe de Cayley. Alors un exemple
d’espace mesuré infini pour le théoreme|[0.0.9 est donné par :

(T XR,u® ),

ou (Ty) est I’espace de toutes les orientations possibles de I’arbre et ’action non-singuliere
de I, est définie dans la section[2.3]

Pour terminer, en utilisant de I’induction sur la 1-cohomologie, on traite également un exemple
de systeme dynamique C, pour S L,(R). La construction obtenue sera étendue aux groupes de
Lie simples de rang 1 : SO(n, 1) et SU(n, 1), n > 2. On renvoie au chapitre 3 [[CCJ"12] pour
plus d’informations sur la propriété de Haagerup de ces groupes.

Actions C sur les algebres de von Neumann

Une motivation supplémentaire a 1’étude de la propriété de Haagerup est qu’elle s’étend aux
algebres de von Neumann. La premiere extension de la propriété de Haagerup aux facteurs de
type /1; est due a M. Choda [Cho&83] :

Définition 0.0.16. Un facteur de type I1; (M, 1) a la propriété de Haagerup s’il existe une suite
d’applications de M — M unitales completement positives (¢,), telle que :
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1. Pour tout n, I’application ¢, préserve la trace 7 et s’étend a un opérateur compact sur
L*(M, 1),
2. Pour tout x € M, on a lim,,_,, ||¢p,(x) — x|, = 0.

L’extension aux algebres de von Neumann finies est due a P. Jolissaint dans [Jol02] et fi-
nalement aux algebres de von Neumann quelconques par R. Okayasu, N.Ozawa et R. To-
matsu [[OOT15]. Le résultat fondamental suivant établit un autre lien entre les algebres d’opé-
rateurs et la propriété de Haagerup :

Théoreme 0.0.17. Pour un groupe discret dénombrable G : G a la propriété de Haagerup si et
seulement si son algebre de von Neumann de groupe L(G) a la propriété de Haagerup.

Comme L>*(£, 1) est une algebre de von Neumann commutative pour tout espace mesuré
(Q, p), les algebres de von Neumann sont souvent interprétées comme une version non-commutative
de ces espaces. Ainsi il est possible de trouver des analogues non-commutatif aux théoremes
et[0.0.8] Le résultat suivant est di a PJolissaint :

Théoreéme 0.0.18 (Théoreme 2.1.5, [CCJ*12]). Soit G un groupe localement compact, dénom-
brable a I’infini. S’il existe une action de G sur une algebre de von Neumann N munie d’un état
fidele normal ¢ qui est G-invariant et telle que 1’action soit fortement mélangeante et possede
une suite non-triviale asymptotiquement invariante pour ¢, alors G a la propriété de Haagerup.
Réciproquement, si G a la propriété de Haagerup, alors il admet une telle action sur chacun des
facteurs N suivants :

1. N = R, ou R est le facteur hyperfini de type /1, et ¢ = 7 sa trace canonique ;
2. N = R® B(I?) de type Il et ¢ = 7 ® w, ol B est de type I, et w est son état normal ;
3. N = R,, ou R, est le facteur de Powers avec ¢ = ¢, I’état de Powers.

Dans le méme esprit, on obtient :

Théoreme 0.0.19. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a I’infini. S’il existe
une action de G sur une algebre de von Neumann N munie d’un poids semi-fini ¢ et telle que
I’action soit Cy et possede une suite de vecteurs presque invariants pour ¢, alors G a la propriété
de Haagerup.

Réciproquement, si G a la propriété de Haagerup, alors il existe une algebre de von Neumann
de chaque type pour laquelle il existe une action de G sur N étant Cy, et admettant une suite de
vecteurs presque invariants.

Dans la section [3 on introduira le contexte précis ainsi que les différentes définitions dans
le cadre non-commutatif afin de pouvoir traduire ces notions dans le langage de la théorie des
algebres opérateurs. De plus, on démontrera qu’une telle action existe pour tout groupe ayant la
propriété de Haagerup et chaque algebre de von Neumann listée ci-dessous :

1. N = L®(Q, u), ou (Q, u) est I’espace mesuré du théoreme[0.0.8];
2. N = BUA(Q, w);
3. Quand G admet un sous-groupe discret I" satisfaisant certaines hypotheses (voir la propo-

sition[3.2.T1)) :
N =L7(Q,u) =T

4. Si G est unimodulaire :
N = B(L*(Q, 1)) = G;

5. N = R, ® B(LA(Q, ).



Partie II : Conjecture de Baum-Connes

La K-théorie débute avec les travaux de A. Grothendieck sur des problemes de géométrie

algébrique dans les années 50. Plus précisément, il introduit cette notion pour formuler le théo-
reme de Grothendieck-Riemann-Roch sur les schémas. En 1959, J-P. Serre initie la K-théorie
algébrique en appliquant la construction de Grothendieck aux modules projectifs sur un anneau.
A la méme période, M. Atiyah et F. Hirzebruch s’intéressent aux fibrés vectoriels complexes
sur un espace topologique et s’inspirent des idées de Grothendieck pour définir une K-théorie
topologique qui aura un role majeur dans le théoréme d’indice d’ Atiyah et Singer. Ceci conduira
a la K-théorie des C*-algebres qui est une notion centrale en géométrie non-commutative.
La conjecture de Baum-Connes apparait en 1982 a la suite des travaux de G. Kasparov et A. Mi-
shenko sur la conjecture de Novikov. A 1’origine P. Baum et A. Connes établissent leur conjec-
ture pour les groupes discrets en utilisant une description géométrique de la K-homologie, notée
K*(M, G), avec M une G-variété. En considérant les opérateurs elliptiques et la théorie d’indice,
ils construisent une application de la K-homologie géométrique a la K-théorie des C*-algebres.
IIs affirment alors que :

pi - K'(M, G) = Ki(Co(M) >, G), i = 0,1

est un isomorphisme ( [BCOO]). En 1994, P. Baum, A. Connes, N. Higson annoncent une refor-
mulation et une généralisation de la conjecture [BCH94||] en englobant tous les groupes locale-
ment compacts, dénombrables a 1’infini et tous les coeflicients plutdt que C. En effet, il a fallu
attendre deux ingrédients essentiels pour cette extension. D une part, la premiere clef était d’in-
troduire et utiliser I’espace classifiant des actions propres d’un groupe, noté EG. D’ autre part, le
précieux travail de Kasparov [Kas88]], [Kas83|] sur I’'indice d’un opérateur différentiel elliptique
et la création de la KK-théorie. Par ce language, I’application d’assemblage s’interprete comme
une application d’indice. La conjecture se formule ainsi :

Conjecture 0.0.1 (Baum-Connes a coefficients). Soit G un groupe localement compact, dénom-
brable a infini. Soit A une G-C*-algebre. Alors I’application d’assemblage

u§* - RKG(EG, A) > K;(A =, G)

est un isomorphisme pour j =0, 1.
Citons également celle plus digeste, sans coeflicient :

Conjecture 0.0.2. Soit G un groupe localement compact et dénombrable a ’infini. Alors I’ap-

plication d’assemblage
K KP(EG) — K{(C(G))

est un isomorphisme pouri =0, 1.

Il est a noter que la seconde est posée dans le cadre originel; c’est-a-dire sans impliquer de
K K-théorie, mais avec la description géométrique de K-homologie. L.’avantage de cette dernicre
est que les éléments formant cette théorie sont, en principe, plus concrets et par conséquent plus
facile a comprendre. En effet, un K-cycle géométrique sur un espace localement compact est
composé d’une variété compacte, d’un fibré vectoriel complexe sur celle-ci et d’une application
reliant la variété a I’espace.
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En résumé, partant d’un groupe G localement compact et dénombrable a I'infini, on peut
s’intéresser a la C*-algebre réduite de G, notée C;(G), ou encore a I’espace classifiant des ac-
tions propres de G, EG. 1l existe des théories permettant d’associer a ces nouveaux objets un
groupe abélien que I’on nomme la K-théorie des C*-algebres et la K-théorie homologique G-
équivariante. A priori, les groupes que 1’on obtient par ces deux théories n’ont aucun lien puis-
qu’ils découlent de deux objets mathématiques completement différents. Cependant, la conjec-
ture [0.0.2] affirme que les deux groupes obtenues sont identiques. Ainsi cette conjecture permet
de faire le pont entre deux branches des mathématiques, et par conséquent donne un acces a la
compréhension d’un objet plutdt difficile, C:(G), via un objet plus simple en pratique EG. On
se référera au c6té droit comme le c6té analytique et le coté gauche comme le c6té topologique.

En raison de 1’énorme panel de conséquences qu’une preuve de cette conjecture aurait, elle
est devenue 1’un des problemes les plus connus et dans un sens a orienté le développement des
algebres d’opérateurs et de la théorie des groupes depuis plusieurs décennies. En effet, I'injec-
tivité de I’application d’assemblage a de nombreuses conséquences en topologie. Par exemple,
A. Mishenko a démontré dans [Mis74] que la conjecture de Novikov est vraie pour les varié-
tés orientées fermées avec groupe fondamental satisfaisant 1’injectivité de Baum-Connes. De
méme, la surjectivité de cette application a des impacts en analyse. Par exemple, elle implique-
rait la conjecture des idempotents :

Conjecture 0.0.3 (Kaplansky-Kadison,1949). Si G est un groupe discret sans torsion, alors
C:(G) n’a pas d’autre idempotent que O et 1.

La preuve repose sur I’intégralité de la trace :

Proposition 0.0.4 ( [BCH94], Proposition 7.15). Soit G un groupe discret sans torsion. Si I’ap-
plication d’assemblage est surjective, alors I’image de la trace induite sur Ko(C;(G)) est exac-
tement Z.

La conjecture a été démontrée pour de larges classes de groupes incluant notamment :

® Sous-groupes discrets de S O(n, 1) et S U(n, 1) (Kasparov [Kas83|] et Julg-Kasparov [[KJ93]);

® Réseaux co-compacts de S L;(F), ou F est R,C, ou un corps p-adique (V. Lafforgue
[Laf98]);

e Groupes a un relateur (Beguin-Bettaieb-Valette [BBV99]));
e Groupes avec la propriété de Haagerup (Higson-Kasparov, voir théoreme [0.0.1)

e Groupes hyperboliques agissant proprement et co-compactement sur un espace CAT (0)
et donc réseaux co-compacts des groupes de Lie simples S O(n, 1), SU(n, 1), S p(n, 1) et
F4(=20) (V. Lafforgue [Laf02]);

® Sous-groupes des groupes hyperboliques (Mineyev-Yu [MYO1]).

Il est & noter que la conjecture n’est pas connue pour S L3(Z) qui est un groupe ayant (7). Pour
de plus amples informations sur ce sujet, on renvoie a [AJV19].

Baum-Connes explicite pour certains produits semi-directs de Z> par F,

En définitive, la formulation de la conjecture de Baum-Connes dans 1’une ou 1’autre de ses
descriptions ainsi que les résultats positifs sur celle-ci sont techniques et abstraites. Par consé-
quent, seuls les spécialistes du domaine peuvent comprendre et utiliser ses étonnantes appli-
cations. Afin de pallier ce probleme, sous I’impulsion de mon directeur de these A. Valette, le



projet Baum-Connes explicite a été créé. Le but est donc de décrire explicitement la conjec-
ture de Baum-Connes pour certains groupes ou la conjecture est connue. En d’autres termes,
on aimerait répondre a travers des exemples concrets aux questions suivantes qui apparaissent
naturellement :

Question 0.0.5. Comment l’application d’assemblage traduit l’information encodée du coté
topologique au coté analytique ? Autrement dit, supposons que les K-groupes sont munis d’en-
sembles "naturels" de générateurs, c’est-a-dire que I’on comprend assez bien. Peut-on espérer
que satisfaire Baum-Connes signifie que [’application d’assemblage envoie ces ensembles les
uns sur les autres ?

Ce projet a débuté il y a une vingtaine d’années avec ’article [BBV99|] qui démontre la
conjecture de Baum-Connes pour les groupes a un relateur. Quelques années apres, la these de
O. Isely [Isel1] s’occupe de I’analyse du groupe d’Heisenberg et plus généralement des diffé-
rents produits semi-directs de Z? par Z. En 2018, S. Pooya [Poo18] s’est intéressée aux groupes
résolubles de Baumslag-Solitar et aux produits en couronne d’un groupe fini avec des groupes
libres. Ces groupes ont la propriété de Haagerup et donc par théoreme [0.0.1] satisfont Baum-
Connes a coefficients. Le but de leurs theses respectives était donc de mettre en lumiere I’appli-
cation d’assemblage de ces groupes sous un angle différent que celui de Higson-Kasparov. Ces
groupes peuvent étre vus comme produits semi-directs ce qui permet d’utiliser plusieurs outils
pour calculer les K-groupes. Plus récemment dans [ABA*21]], les auteures traitent le cas des
groupes de tresses pures.

C’est dans ce contexte qu’un projet en collaboration avec R. Flores, S. Pooya et A. Valette a
vu le jour. L objectif est de traiter le cas des produits semi-directs de Z> par H, ol H est un sous-
groupe non-moyennable de S L,(Z). L’intérét réside dans le fait que contrairement aux groupes
cités précédemment, ils n’ont pas la propriété de Haagerup. En effet, la paire (Z> = H,Z?) a
la propriété (T') relative (voir [Bur91], p.62). De plus, ils ne sont pas hyperboliques puisqu’ils
contiennent une copie de Z>. Cependant la conjecture de Baum-Connes et méme la conjecture
de Baum-Connes a coeflicients sont connues pour ces groupes ; cela découle du résultat de H.
Oyono-Oyono [OOO01]] qui a démontré que la conjecture de Baum-Connes a coefficients est
stable sous les actions de groupes sur les arbres. Plus précisément si G est un groupe agissant
sur un arbre sans inversion d’aréte, alors G satisfait la conjecture de Baum-Connes a coefficients
si et seulement si tous les stabilisateurs de sommets dans G la satisfont également.

Dans cette these nous allons étudier le cas Z* = F,, ot F, est un sous-groupe libre de rang 2 de
S Ly(Z). On peut déduire pour ces groupes la conjecture de Baum-Connes via un autre résultat
d’extension de H. Oyono-Oyono :

Théoreme 0.0.6 (Oyono-Oyono, [Oyo01]). Soit0 — I'y —» I'; = I'; — 0 une suite exacte de
groupes discrets. Supposons que :
1. I, satisfait la conjecture de Baum-Connes a coefficients;

2. Chaque sous-groupe de I'; contenant 'y comme sous-groupe d’indice fini satisfait la
conjecture de Baum-Connes a coefficients.

Alors I'; satisfait la conjecture de Baum-Connes a coeflicients.

En effet, en considérant la suite exacte :

0->N->G-G/N-QO,
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une conséquence de ce résultat est le corollaire suivant :

Corollaire 0.0.7. On suppose que N est normal dans G et que G/N est sans torsion. De plus
si N et G/N satisfont Baum-Connes a coefficients , alors G satisfait aussi Baum-Connes a
coefficients.

Dans un premier temps, on s’intéresse a décrire les caractéristiques communes aussi bien
du coté analytique que topologique pour G = Z? = F,, ou le groupe libre FF, est engendré par
deux matrices abstraites @y, a; dans S L,(Z). Dans un second temps, on traite deux exemples
explicites :

1. G=7%*=S,0uS estle groupe de Sanov de S L,(Z), c’est a dire le sous-groupe engendré

. 1 2 1 0 , L .
par les matrices 0 1 et 21 )¢ est une application bien connue du lemme du

ping-pong que le groupe de Sanov est non-abélien libre de rang 2; avec indice 12 dans
S Ly(Z).

2. G = Z* = C, ou C est le sous-groupe des commutateurs de S L,(Z). C est engendré li-
brement par les deux commutateurs ( ? } ) et ( i é ) (voir remarque 3.9 in [Kei] ;
proposition 4, p. 14 de [SB77]).

Pour le c6té analytique, comme les groupes sont des produits semi-directs, on utilise les suites
exactes a 6-termes de Pimsner-Voiculescu [PV82] pour obtenir les résultats :

Théoréme 0.0.8. Soit G = 7> = S.
1. Le groupe Ky(C;(G)) est isomorphe a Z*. Les générateurs sont donnés par [1], [Py],
[P, ] and [Py, ].

2. Le groupe K;(C;(G)) est isomorphe a Z*@Z/2Z®Z/2Z. Les générateurs sont donnés par
les €léments sans torsion [u;], [u2],[Qf' ] and [Qg2], avec les classes [v] et [w], qui sont
d’ordre 2.

Théoréme 0.0.9. Soit G = Z> = C.
1. Le groupe Ky(C;(G)) est isomorphe a Z*. Les générateurs sont donnés par [1], [P,,,],
[p1lo — [g1]o et [p2]o — [g2]o-

2. Le groupe K{(C:(G)) est isomorphe a Z*. Les générateurs sont donnés par les éléments
sans torsion [u1], [us], [Qg!] et [O2].

Le calcul explicite du membre de gauche est possible grace a I’existence d’un modele de
dimension 3 pour EG. Plus précisément, comme G est sans torsion on considere BG également
de dimension 3. En utilisant un résultat de M. Matthey [M™02], ce calcul se simplifie en un
calcul d’homologie. Avec la description géométrique de K-homologie, on obtient les résultats :

Théoreéme 0.0.10. Soit G = Z? < S.

1. Le groupe Ko(BG) est isomorphe a Z* et engendré par §; = [*,C,* — xy C BG], 6, =
[TQ, T? x C, 1], 61'1 et 61'2.

2. Le groupe K| (BG) est isomorphe a Z*®Z/2Z&®7Z/27Z. Les générateurs sont donnés par les
éléments sans torsion y = [Mry2 ,,, My24, X C, Idy,, N 1, vi = [Mp24,, Mr2 4, X C, Idy,, a2],
¥4 et y3, avec les classes y; et y,, qui sont d’ordre 2.
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Théoreme 0.0.11. Soit G = Z* x C.

1. Le groupe Ky(BG) est isomorphe a Z* et engendré par 6, = [*,C,* — xy C BG], 6, =
[T2, T2 X C,i], [Z4,, 2y, X C, fi,] et [Z1,, 2y, X C, fi,], avec xy, X, € Hy(BG) explicites.

2. Le groupe K;(BG) est isomorphe a Z*. Les générateurs sont donnés par les éléments sans
torsion y} = [Mx24,, M2 4, X C, Idy,, 1. Y3 = [Mp 4, My2 4, X C, Idy, 1. yi et y3.

Finalement, on discute de la possibilité de rendre explicite la bijection u¢ dans chacun des
cas :

Théoréme 0.0.12. Soit G = Z? = S. Alors
1. L application d’assemblage u§ est un isomorphisme ;
2. Lapplication d’assemblage u¢ est une bijection en dimension 1 et non-nulle en dimension
3.
Théoréme 0.0.13. Soit G = Z? = C. Alors
1. L’ application d’assemblage u§ restreinte a un terme en Z? est une bijection;

2. Lapplication d’assemblage ¢ est une bijection en dimension 1 et non-nulle en dimension
3.

Organisation de la these

Cette these est organisé€e de la maniere suivante.

Chapitre 1 On donne les préliminaires nécessaires a la compréhension des chapitres suivants. On in-

troduit donc le vocabulaire et les différents outils bien connus utilisés dans ce travail. Pour
la propriété de Haagerup, on rappelle les principales notions de la théorie des représenta-
tions ainsi que celles des algebres d’opérateurs. Pour la conjecture de Baum-Connes, on
décrit d’une part la K-théorie des C*- algebres. D’autre part, on définit la K-homologie
géométrique et analytique. Ce survol nous permet ainsi d’expliquer et de définir I’appli-
cation d’assemblage.

Chapitre 2 Dans un premier temps, on démontre le théoreme [0.0.8] en plusieures étapes; on donne

une preuve pour les groupes discrets, puis pour les groupes co-Fglner et finalement de
maniere générale pour les groupes localement compacts, dénombrable a 1’infini. Dans un
second temps, on discute de I’ergodicité des systemes Cy et on traite des exemples.

Chapitre 3 On donne le cadre non-commutatif de la section précédente et on démontre le théoreme

0.0.19

Chapitre 4 Premicrement, on rappelle certains calculs explicites fait par O. Isely dans [Isell] sur

lesquels on se base. Puis on décrit completement la K-théorie ainsi que la K-homologie
associées a Z? = F, dans chacun des cas mentionnés précédemment.
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1. Préliminaires

Durant I’entiereté de cette section, G sera supposé, sauf mention contraire, étre un groupe
localement compact, dénombrable a I’infini.

1.1. Propriété de Haagerup

Dans cette section, on rappelle quelques notions importantes lorsque 1’on s’intéresse a la
dynamique des groupes topologiques. On commence par introduire les actions de groupes sur un
espace. On définit ensuite les représentations de groupes ainsi que la théorie de 1-cohomologie.
Ceci nous permettera de définir des propriétés de groupes liées aux représentations. Finalement,
on donne les rudiments des algebres d’opérateurs avec un accent sur les C*-algebres de groupes.

1.1.1. Actions de groupes et Représentations de groupes

L’essentiel de cette section est inspiré des appendices de [BALHVO08] ainsi que du premier
chapitre de [BBMOO] et du deuxieme chapitre de [CCJ*12].
Actions

On commence par donner la définition d’un groupe localement compact :

Définition 1.1.1. Un groupe topologique G est localement compact si tout élément ¢ € G
possede un voisinage compact.

Un intérét de considérer ces groupes-ci lorsque 1’on étudie des systemes dynamiques est
donné par le résultat suivant :

Théoreme 1.1.2 (Mesure de Haar). Il existe sur I’espace mesurable (G, 8), ou B désigne la
tribu borélienne de G, une unique mesure de Borel quasi-réguliere invariante par translation a
gauche. On note cette mesure yg et on I’appelle la mesure de Haar de G.

Définition 1.1.3 (Fonction modulaire). Pour tout g € G, la mesure m,: A — ug(Ag) est inva-
riante a gauche. Ainsi par unicité de la mesure de Haar, m, est un multiple de celle-ci. Ainsi
il existe une constante, notée Ag(g), telle que m, = Ag(g)ug. L'application A: G — R est un
homomorphisme continu appelé fonction modulaire. Le groupe est dit unimodulaire si Ag = 1.

On renvoie a [BALHVOS]| pour des exemples de tels groupes.

Définition 1.1.4. Soit X un espace et soit G un groupe. Une action de G sur X, notée @: G ~ X,
est une application
a:GxX - X

(& X) = ax),
vérifiant les propriétés suivantes :
1. Vx e X a.(x) = x;
2. Vg, h e GVx € X a,an(x) = ag(x).

Si X est un espace topologique et si @ est continue, on appelle X un G-espace.
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On utilisera également la notation gx := a,(x) et pourunensemble A C X, gA = {gx: x € A}.

Définition 1.1.5. Soit x € X. Le sous-groupe G, = {g € G : gx = x} est appelé le stabilisateur
de x. On définit également I’orbite d’un élément O, = {y e X : g € G : gx = y}. Une action
est libre si G, est trivial pour tout x € X. Elle est dite transitive si elle possede une seule orbite.

Lorsque I’on considere un G-espace X localement compact, on s’intéresse a la propreté d’une
action :

Définition 1.1.6. L’action est propre si I’application

GxX — XxX

(g, x) — (g-xx (1.1.1)

est propre, i.e. la pré-image d’un sous-ensemble compact de X X X est compacte dans G X X.
Ceci revient a regarder que pour tous sous-ensembles compacts K, L C X, I’ensemble :

{geG: gKNL+0},

est relativement compact.

Dans le cas d’un espace métrique (X, d), on s’intéressera a la notion d’action métriquement
propre qui est mieux adaptée pour les actions isométriques sur des espaces métriques pas loca-
lement compacts.

Définition 1.1.7. L’action @: G ~ X est métriquement propre si

lim d(gx,x) = +c0 Vx e X.
g—

Ici, tendre vers I’infini dans G signifie quitter les sous-ensembles compacts.

Cette derniere définition est équivalente a demander que I’application (I.1.T)) satisfasse la
condition suivante : la pré-image d’un sous-ensemble borné de X X X est bornée dans G X X. Les
définitions et sont donc équivalentes seulement pour les espaces métriques propres,
i.e. les espaces métriques ou les boules fermées sont compactes. De plus, dans la section[I.3.4]
on donnera une "image locale" des actions propres afin de définir I’espace classifiant des actions
propres (voir la définition [1.3.72]).

Dans cette thése on considere essentiellement des actions sur des espaces mesurés. Soit
(X, B, u) un tel espace.

Définition 1.1.8. L’action de @: G ~ X est dite mesurable si I’application @: G X X — X
est mesurable. On peut alors définir pour tout g € G, une mesure p,(A) := u(g~'A) pour tout
ensemble mesurable A de X. On dit que cette action est non-singuliere si i, et u sont des mesures
équivalentes pour tout g¢ € G. L’action est dite invariante si yu, = u pour tout g € G. On abrégera
p-m.p (préservant une mesure de probabilité) si u est une probabilité et G-invariante. Finalement
I’action est dite ergodique si pour tout mesurable A € B avec gA = A pour tout g € G, on a soit
u(A) = 0 soit u(A°) = 0.
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L’ étude de la théorie ergodique des actions de groupes est motivée par de nombreux exemples
venant aussi bien de la théorie ergodique classique, que de la géométrie ou encore de la combi-
natoire. Pour ne citer qu'un exemple, on peut s’intéresser au sous-groupe de S L,(Z) engendré

01 1
étre savoir si ’action est ergodique et mélangeante afin par exemple de pouvoir déterminer la
vitesse de convergence d’une marche aléatoire vers la loi uniforme de T2.

par les matrices < 2 ) , ( 2 i ) qui agit par automorphismes sur le tore T2. On veut peut-

Une fonction f: X — C est dite G-invariante (resp. essentiellement G-invariante) si f(gx) =
f(x) pour tout g € G et pour tout x € X (resp. pour u-presque tout x € X). Le résultat suivant
permet de caractériser les actions ergodiques :

Proposition 1.1.9. Soit : G ~ X une action mesurable. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. a: G ~ X est ergodique;

2. toute fonction mesurable et essentiellement G-invariante est constante u-presque partout.

Proposition 1.1.10. Soit G un groupe compact. Soit H < G un sous-groupe de G. Alors ’action
H ~ G par translations est ergodique si et seulement si H est dense dans G.

On retrouve ainsi I’exemple de I’ergodicité des rotations irrationnelles sur le cercle T.

Définition 1.1.11. Soit G ~ (X, B, 1) une action p.m.p sur un espace de probabilité. On dit que
I’action est fortement mélangeante si pour tous mesurables A et Bde X, on a:

gigg H(gA N B) = u(A)u(B),
c’est-a-dire pour tout € > 0, il existe un compact K C G tel que :
lu(gA N B) — u(A)u(B)l < e YgeG\K.

L’action est dite faiblement mélangeante si I’action diagonale sur (X X X, u ® u) est ergodique.
Une suite de sous-ensembles boréliens (A,),>1 de X est dite asymptotiquement invariante si pour
tout compact K de G,on a :

supu(gA, A A,) = 0, n — oo,
gek

De plus elle est dite non triviale si inf, u(A,)(1 — u(A,)) > 0.
Une suite de Fglner dans X est une suite (A,),>; avec u(A,) — 0 quand n — oo et pour tout
compact K de G,on a:

u(gA, A Ay)

geK ,U(An)

-0, n-o oo

Constatons qu’une action fortement mélangeante est nécessairement ergodique. En effet si
A € Besttel que gA = A pour tout g € G, alors u(A) = u(A)? et donc u(A) € {0, 1}.

Définition 1.1.12. Soit (X, B, 1) un espace mesuré sur lequel G agit par automorphismes bo-
réliens et préservant p est appelé un systeme dynamique et est noté (X, 8, i, G). On dira que
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le systtme dynamique (X, B, u,G) est mélangeant, ou Cy, si pour tous A,B € B tels que
0 <u(A),u(B) < oo,ona:

lim u(gA N B) = 0.

g—)OO

Remarquons qu’une telle action n’est pas nécessairement ergodique. En effet en considérant
I’action par translations de Z sur (R, 1), ou A désigne la mesure de Lebesgue, on constate que
I’action est Cy car elle est propre. Mais 1I’ensemble

A= |_|(k,k +1/2),

keZ
est Z-invariant et A(A) = A(A°) = +oo.

Représentations

Dans cette section on introduit la notion de représentation d’un groupe qui n’est autre qu’un
homomorphisme du groupe vers GL(V), les opérateurs linéaires inversibles d’un espace vecto-
riel. Plus précisémment :

Définition 1.1.13. Une représentation d’un groupe G sur un espace vectoriel V est une applica-

tion
.G - GLV)

g P~ n(g),

telle que m(e) = Idy et n(g) o w(h) = n(gh), pour tout g, h € G. Le degré d’une représentation est
la dimension de V.

Dans cette these, on travaillera uniquement avec des représentations unitaires sur des espaces
de Hilbert, i.e. a valeurs dans les opérateurs unitaires (isométriques) sur un Hilbert :

Définition 1.1.14. Une représentation unitaire d’un groupe G sur un espace de Hilbert H est
une application
7:G — B(H)
g = n(g),
telle que n(e) = Idy, n(g) o n(h) = n(gh) et n(g)* = n(g™!) pour tout g,h € G. De plus, on
impose que la représentation soit fortement continue, i.e. I’application g — m(g)& soit continue
pour tout ¢ € H.

On donne a présent quelques exemples élémentaires de représentations. Chaque groupe pos-
sede la représentation triviale, ou chaque élément est envoyé sur I’opérateur identité. On la note
1. Un autre exemple important est la représentation réguliere gauche :

Définition 1.1.15. Soit L*(G, u¢) I’espace de Hilbert des fonctions carré intégrable f: G — C.
Pour g € G, on définit I’opérateur unitaire A5(g) : L>(G) — L*(G) par :

A6(QE(x) = £g7'x), €€ LX(G), x€G.
La représentation A ainsi obtenue s’appelle la représentation réguliere gauche de G.

On peut étendre cet exemple aux actions de groupes. En effet considérons une action mesu-
rable non-singuliere continue a: G ~ X sur un espace mesuré o-fini. Ainsi par le théoreme de
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Radon-Nikodym, il existe une fonction positive mesurable sur X, notée %, telle que :

d
/ f(gx)%(x)du(x) = / F@dux),  Vf € L\X,p).
X M X

De plus la fonction mesurable

c,: GXxX — R}

(&x) = cy(g,X)=‘f1Lj(X),

satisfait la relation d’un cocycle, i.e. c,(gh,x) = c,(g, hx)c,(h,x), pour tous g,h € G et u-
presque tout x € X. Ainsi, en posant

mx(@)E(x) = cu(g7' 0 Pé(g7'x) g€G, £ € P(X,p),

on obtient une représentation unitaire de G. La continuité forte vient de ’hypothese de o-
finitude de X (voir appendice A de [BALHVO08g]).

Définition 1.1.16. Sous les hypotheses précédentes, la représentation my est appelée représen-
tation de Koopman. Dans le cas particulier ou u est G-invariante, yx est appelée représentation
de permutations.

Lorsque H est un sous-groupe fermé de G, il existe une mesure v quasi-invariante sur 1’espace
homogene G/H. En effet, il existe toujours une fonction p pour la paire (G, H) (voir chapitre 8
de [RS700]), i.e. une fonction continue p : G — R satisfaisant :

An(h)

PO =5

po(x), VxeG, heH.

De cette fonction on peut définir la représentation quasi-réguliere de G associée a H :

p(g'x)
p(x)

1/2
A/n()E(x) = ( ) &g 'x), gxeG, e ’(G/H).

On s’attarde a présent sur une notion importante de la théorie des représentations ; I’induction.
A chaque sous-groupe fermé H de G et i chaque représentation unitaire (o, K) de H, il est
possible d’induire o a4 G ; cette représentation se note Ind% o

Soit p la projection canonique de G sur G/H et considérons A I’espace vectoriel de toutes les
applications continues & : G — K a p-support compact et telles que &(xh) = o-(h~")&(x) pour
tout x € G et tout & € H. On peut alors équiper A d’un produit scalaire :

&m = / (€(x), n(x))dv(xH).
G/H

On complete alors A par ce produit scalaire pour obtenir un espace de Hilbert H,. Définissons
alors pour tout g € G, I’opérateur :

dve-1(xH)

1/2
-1
dv(xH) ) &g ), £eAxeq.

m,()é(g) = (
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Cet opérateur sur A préserve le produit scalaire, ce qui permet de I’étendre a un opérateur
unitaire sur H,.

Définition 1.1.17. La représentation unitaire m, sur H, s’appelle la représentation de G induite
par la représentation o de H. Elle est notée Ind%o-.

Exemple 1.1.18. Pour tout sous-groupe fermé H, on considere la représentation triviale de H,
i.e. 1. Alors on a Indf,]H = Ag/H-

On termine cette section en donnant 1’analogue des définitions|I.1.11|et[I.1.12] Pour ce faire,
on commence par définir la notion de vecteurs invariants :

Définition 1.1.19. Soit (7, H) une représentation unitaire de G.

1. Pour un sous-ensemble K de G et € > 0, un vecteur & € H est (K, €)-invariant si :

sup [|m()é — &I < el[é]l.

gekK

2. La représentation (rr, H) a des vecteurs presque invariants si elle a des vecteurs (K, €)-
invariant pour tout ensemble compact K de G et tout € > 0. On dit alors qu’elle contient
faiblement la représentation triviale et on note 15 < 7.

3. La représentation (7, H) a des vecteurs invariants si il existe & € H, & # 0, tel que
n(g)¢ = & pour tout g € G. On dit qu’elle contient la représentation triviale et on note
1 C m. Les vecteurs invariants forment un sous-espace vectoriel de H qui est noté H™.
On a donc

lg o H™ #{0}.

Définition 1.1.20. Soit (7, H) une représentation unitaire de G.

1. On dit que la représentation 7 est C, ou mélangeante, si ses coefficients matriciels

Gen: & P (m(Q)E,m)

sont dans C((G) pour tout &, 77 € H.

2. On dit que la représentation r est faiblement mélangeante si elle ne contient pas de sous-
représentation de dimension finie non-nulle.

Considérons alors une action a: G ~ (X, B, u) p.m.p. et regardons sa représentation de per-
mutation 7y : G — U(L*(X, p)). On définit alors un sous-espace fermé G-invariant de L*(X, u) :

LX) = {-f € *(X.p) : / Edp = 0},
X

de sorte a pouvoir considérer py la restricion de mx sur ce sous-espace. Le prochain résultat
établit le lien entre I’action « et py.

Proposition 1.1.21. Soit a: G ~ (X, B, u) une action p.m.p. Soit ny la représentation de per-
mutations associée et px sa restriction a L3(X, p). Alors « est fortement mélangeante (respec-
tivement faiblement mélangeante) si et seulement si py est Cy (respectivement faiblement mé-
langeante). De plus, I’existence d’une suite de Fplner pour a implique que 1 est faiblement
contenue dans py.
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Finalement, on rappelle ci-dessous quelques propriétés utiles dans le cadre plus général des
actions non-singulieres :

Proposition 1.1.22. Soit : G ~ (X, B, u) une action non-singuliére et soit ny: G ~ L*(X) sa
représentation de Koopman associée. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. @ n’a pas de mesure de probabilité invariante ;

N

x n’a pas de vecteur invariant,;

3. il existe & € LX(X)* telle que infec(mx(g)é, &) = 0;

4. nx est faiblement mélangeante.
Proposition 1.1.23. Soit a: G ~ (X, B, u) une action non-singuliére et soit ny: G ~ L*(X) sa
représentation de Koopman associée. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. @ a une suite de mesures presque invariantes, i.e. pour tout € > 0 et pour tout sous-
ensemble compact K C G, il existe une mesure de probabilité n sur X telle que :

lg.n—nll<e VYgeKk;

2. a possede une moyenne invariante, i.e. un état G-invariant ¢ € L*(X)*;

3. mx a des vecteurs presque invariants;

4. il existe une représentation orthogonale o: G — O(H) telle que nx ® o a des vecteurs
presque invariants.

Les preuves de ces deux derniers résultats peuvent se trouver dans 1’appendice de [AIM19].

1.1.2. 1-cohomologie de groupes
Cette section est enticrement basée sur le chapitre 2 de [BALHVOS]].

Définition 1.1.24. Un espace de Hilbert réel affine est la donnée d’un ensemble H venant
avec une action simplement transitive du groupe additif d’un espace de Hilbert réel H°. On
désigne par O(H°) le groupe orthogonal de H", ¢’est-a-dire le groupe des opérateurs linéaires
isométriques inversibles sur H°. Le choix d’une origine sur H nous donne, par le théoréme de
Mazur-Ulam, la décomposition :

Isom(H) = O(H®) < H°.

Définition 1.1.25. Une action isométrique affine de G sur H est un homomorphisme de groupe
a: G — Isom(H) telle que I’application G — H,

g = a(g)x
est continue pour tout x € H.
Le lemme suivant nous donne la description générale d’une telle action.

Lemme 1.1.26. Soit & une représentation orthogonale de G sur H°. Pour une application « :
G — Isom(‘H), les conditions suivantes sont équivalentes :

1. « est une action affine isométrique de G avec partie linéaire m;
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2. il existe une application continue b: G — H° satisfaisant la relation de 1-cocylce :

b(gh) = b(g) + n(g)b(h),
et telle que
a(g)x = n(g)x + b(g)
pour tout g,h € G et x € H.

Définition 1.1.27. Soit 7 une représentation orthogonale de G sur un espace de Hilbert réel H°.
1. Lapplication b: G — H° du lemme précédent s’appelle un 1-cocycle par rapport a 7.

2. Un I-cocycle de la forme :

b(g) =n(g)é—¢&, VgeQG,

pour un & € H° fixé, s’appelle un 1-cobord par rapport a 7.

3. L'espace noté Z'(G,n), ou Z'(n, H), est celui de tous les 1-cocycles par rapport a .
C’est un espace vectoriel réel et le sous-espace de Z!(G, ) de tous les 1-cobords est noté
B!(G, ). L’espace vectoriel quotient :

H'(G,n) = Z'(G,n)/B'(G,n),
est appelé le premier groupe de cohomologie a coefficients dans 7.
Le lemme suivant donne une caractérisation des 1-cobords.

Lemme 1.1.28. Soit m une représentation orthogonale de G sur H°. Soit b € Z'(G, ) et soit a
I’action affine isométrique associée. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. b e B\(G, n);

a a un point fixe dans H

a est conjuguée a m par une translation;
b est bornée;

toutes les orbites de a sont bornées ;

S

il existe une orbite de a bornée.

On termine cette section en s’intéressant aux actions affines isométriques propres. Plus pré-
cisément, on donne une méthode pour construire de telles actions. Supposons que 1’on ait un
G-espace X et un espace de Hilbert H avec une représentation unitaire 7 de G. De plus, on sup-
pose qu’il existe une application continue de c: X X X — H telle que les conditions suivantes
soient satisfaites :

Loc(x,y) +c(y,2) = c(x,2), Vx,y,z€X;

2. c(gx,gy) =n(g)k(x,y), VYVx,yeX, VgegG;

3. limy,o [lc(gx, X)|| = 400, x€X.

Alors en fixant un point-base xy € X et en posant b(g) = c(gxo, Xp), on obtient un 1-cocycle
propre par rapport a et donc une action affine isométrique (métriquement) propre.
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1.1.3. Caracteres et groupe dual

Nous introduisons dans cette section une notion qui apparaitra plus tard : le groupe dual de
G.

Définition 1.1.29. Soient (7r;, H,), (12, H,) deux représentations d’un groupe G. On dit alors
que 7, est équivalente a m, s’il existe un opérateur d’entrelacement 7' € B(H,, H>) unitaire tel
que Tm(g) = m(g)T pour tout g € G. On note alors m; =~ ;.

Définition 1.1.30. Une représentation unitaire (, ) de G est dite irréductible si H ne possede
pas de sous-espace fermé G-invariant non trivial.

On définit alors le dual de G, noté G, comme I’ensemble des classes d’équivalence des repré-
sentations irreductibles de G.

Définition 1.1.31. Un caractere de G est un homomorphisme continu y: G — T, ou T désigne
le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1.

Supposons a présent que G est un groupe topologique abélien. Alors en utilisant le lemme de
Schur, on déduit que chaque représentation irréductible de G est de degré 1. En effet, comme
n(G) C n(G), ou n(G)" désigne le commutant de 7(G) (I’ensemble des opérateurs qui com-
mutent a 1(g) pour tout g € G), on a donc que n(g) = y(g)I. Ainsi on obtient la définition
suivante :

Définition 1.1.32. Pour un groupe abélien G, on définit le groupe dual G = Hom(G,T), i.e. le
groupe abélien des caracteres avec la multiplication ponctuelle.

L’exemple suivant sera utilisé par la suite.

Exemple 1.1.33. Considérons le groupe discret Z. Un homomorphisme y: Z — T est entiere-
ment déterminé par l’'image de 1. En effet, il suffit de remarquer que pourn > 1 :

xm)=x(1+...+1)=x(1),
et y(—n) = y(n). Ainsi on obtient Z = T. Plus généralement, 7k = T* pour tout k > 1.

1.1.4. Moyennabilité et non-moyennabilité

La moyennabilité est une propriété de groupe qui généralise a la fois la notion de groupe fini
(compact) et la notion de groupe abélien. On rappelle la définition suivante :

Définition 1.1.34. Soit G un groupe localement compact, de Hausdorff. Une moyenne sur
L>(G) est une fonctionnelle linéaire positive de norme 1.

On dit alors que G est moyennable si il existe une moyenne invariante a gauche m sur L*(G),
i.e.pourtoutg € G

m(g- ) =m(f), [f€L”G),
ol g - f(x) = f(g"'x) pour tout x € G.

Remarquons qu’un groupe compact possede une moyenne invariante. En effet, il suffit de
considérer I’intégration contre sa mesure de Haar :

1
m(f) = oG /G F(X)duc(x).
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De plus, on sait que les groupes abéliens sont moyennables (voir par exemple le théoreme de
Markov-Kakutani appendice G de [BALHVOS]).
De plus, la moyennabilité se comporte bien sous les suites exactes et les réunions directes :

Théoreme 1.1.35. Soit G un groupe localement compact, de Hausdorff. Soit H un sous-groupe
normal fermé de G.

1. Si G est moyennable, alors G/H est moyennable.
2. Si H et G/H sont moyennables, alors G est moyennable. Autrement dit la moyennabilité
est préservée par extensions.

3. Soit (G,);e; une famille inductive de sous-groupes fermés de G telle que | J,.; G; soit dense
dans G. Si G; est moyennable pour tout i € I, alors G est moyennable.

On peut donc considérer la plus petite classe de groupes contenant les groupes abéliens et fi-
nis et étant fermée sous extensions et unions directes. Les groupes dans cette classe s’appellent
les groupes moyennables élémentaires. Tous les groupes moyennables ne sont pas élémentaires ;
par exemple le groupe de Grigorchuk est un groupe moyennable mais pas élémentaire.

Nous donnons a présent deux non-exemples importants.

Exemple 1.1.36. . Le groupe libre F, sur deux générateurs a et b n’est pas moyennable.
En effet, supposons par I’absurde qu’il existe une moyenne invariante m sur [*(F,). On
considere alors A I’ensemble des mots réduits commencant par une puissance non-nulle
de a. Ainsi Fy, = aAUA. De plus, m(A) = m(aA) et m(F,) = 1. D’ ot m(A) > % Cependant :

1 = m(F,) > m(A) + m(bA) + m(b*A) = 3m(A) > %

ce qui est une contradiction.

2. On considere le groupe fondamental d’une surface fermée orientable de genre g > 2,
noté I'y. 1l existe un homomorphisme surjectif évident de I'y vers F,. Ainsi en utilisant le
théoreme précédent, on déduit la non-moyennabilité de T ,.

On termine cette section en donnant une autre caractérisation de la moyennabilité en terme
de représentations :

Théoreme 1.1.37 (Hulanicki-Reiter). Soit G un groupe localement compact. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. G est moyennable;

2. 16 < Ag;

3. m < A pour toute représentation unitaire x de G.

On déduit de ce résultat que les sous-groupes fermés d’un groupe localement compact moyen-
nable sont moyennables. En effet, il suffit de constater que Ag|y < Agy. Par conséquent, un groupe
localement compact contenant IF, comme sous-groupe fermé n’est pas moyennable. Ceci per-

met d’affirmer, par exemple, que le groupe SL,(R) n’est pas moyennable. En effet, considérons
H le réseau non co-compact de SL,(Z) engendré par les deux matrices

1))
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Il s’avere qu’une application du lemme du ping-pong sur R?> montre que H est un groupe libre
de rang 2.

1.1.5. Propriété (7)) de Kazhdan et a-(7)-moyennabilité

On définit dans cette section une propriété centrale de cette these, la propriété de Haagerup,
aussi connue sous le nom a-(7')-moyennabilité.
On commence par déterminer les groupes ayant une action isométrique propre sur un espace eu-
clidien E". La structure de tels groupes a ét€ donnée par Bieberbach (voir par exemple [Chag0]) :

Théoréme 1.1.38. Soit I un groupe discret agissant proprement et isométriquement sur E”".
Alors I' est un groupe cristallographique, c’est-a-dire il s’obtient via une suite exacte courte :

O—>Zk—>r—>F—>O,

ou k < n et F est un groupe fini. Si de plus I’action est co-compacte, alors k = n et le sous-
groupe normal Z" agit automatiquement via n translations indépendantes.

Cependant la situation est completement différente lorsque 1’on remplace 1’espace euclidien
par un espace de Hilbert arbitraire.

Définition 1.1.39 (Gromov). Un groupe localement compact G est dit a-(7")-moyennable s’il
possede une action affine isométrique propre sur un espace de Hilbert .

On remarque que les groupes cristallographiques sont donc a-(7")-moyennables. Cependant,
il existe beaucoup d’autres exemples, comme le montre le théoréme suivant.

Théoreme 1.1.40 (Théoreme 2.1.1, [CCJ*12]). Soit G un groupe localement compact, dénom-
brable a I’infini. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. II existe une fonction continue propre ¥ : G — R, qui soit définie conditionnellement de
type négative ;

2. La C~-algebre abélienne Cy(G) possede une approximation de 1’unité formée de fonctions
définies positives normalisées, i.e. il existe une suite (¢,),>; de fonctions définies positives

dans Cy(G) telles que ¢,(e) = 1 pour tout n, ¢, — 1 uniformément sur tout compact de
G.

3. 1I existe une représentation unitaire Cy de G sur (r, H), i.e. les coeflicients matriciels
Gen: 8 > (m(g)é, n) appartiennent a Co(G) pour tout £, 77 € H, et contenant faiblement la
représentation triviale 1.

4. G est a-(T)-moyennable.

Définition 1.1.41. Un groupe G a la propriété de Haagerup s’il satisfait une et donc toutes les
conditions équivalentes ci-dessus.

Ainsi, de maniere plus générale, les groupes moyennables ont la propriété de Haagerup; il
suffit de comparer le théoreme [I.1.37| avec la condition (3) du théoréme ci-dessus. C’est pour-
quoi la propriété de Haagerup est souvent vue comme une propriété de moyennabilité faible.
En considérant le lemme[I.1.26] on peut reformuler la définition[I.1.39en termes de 1-cocycles :

Proposition 1.1.42. Un groupe G localement compact est a-(T)-moyennable s’il existe une
représentation unitaire n de G et un 1-cocycle propre b € Z'(G, n).
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On donne a présent quelques exemples de groupes ayant la propriété de Haagerup :

Exemple 1.1.43. 1. Les groupes agissant proprement sur les arbres ont la propriété de Haa-
gerup. En effet, soit T = (V, E) un arbre sur lequel G agit proprement. On note E [’en-
semble des arétes orientées, ou chaque aréte géométrique possede deux orientations pos-
sibles. Soit t la représentation de permutation de G sur I>(E). Pour x,y € V, on note [x, y]
I’ensemble des arétes orientées sur [’unique chemin géodésique reliant x a y. On dit que
e € [x,y] est cohérent si l’aréte pointe de x vers y et incohérent sinon. On définit alors un
cocycle

c:VxV - E),

ou pour tout x,y € Vete€E:

0 si e ¢ [x,y]
c(x,y)e) = 1 si e € [x,y] et est cohérent
—1 si e € [x,y] et est incohérent.

On vérifie sans mal les trois conditions énoncées a la fin de la section[I.1.2] Ainsi, on dé-
duit par exemple que le groupe libre sur deux générateurs IF, a la propriété de Haagerup.

2. Les groupes de Lie SO(n, 1) et SU(n, 1), i.e. les groupes d’isométries de I’espace hyperbo-
lique de dimension n réel et complexe respectivement, ont la propriété de Haagerup. En
effet, des actions affines isométriques propres ont été construites par A.M. Vershik, .M.
Gelfand et M 1. Graev ( [VGG73], [VGG74]).

3. Les groupes de Coxeter ont la propriété de Haagerup. M. Bozejko, T. Januszkiewicz et
R. Spatzier ont démontré que le systeme de Coxeter (W, S) admet une métrique des mots
définie conditionnellement de type négative (voir [BJS88|]).

Notons que, dés le moment ou un espace topologique X admet un noyau conditionnellement
de type négatif, on peut plonger notre espace dans un espace de Hilbert .

Théoreme 1.1.44 (construction GNS). Soit ¥ un noyau conditionnellement de type négatif sur
un espace topologique X et soit xo € X un point-base. Alors il existe un espace de Hilbert réel
H et une application continue f: X — H avec les propriétés suivantes :

1. ¥(x,y) = If(x) = fO)II* pour tout x,y € X;
2. L’ensemble des combinaisons linéaires de {f(x) — f(xo) : x € X} est dense dans H.

De plus, la paire (H, f) est unique a isomorphisme canonique pres.

Par exemple pour un arbre T = (V, E), il suffit (voir exemple ci-dessus) de considérer f(x) =
c(xp, x), oul xo € V est un point-base fixé.

On termine cette section avec une autre notion tres importante en théorie des représentations :
la propiété (T') de Kazhdan.

Définition 1.1.45. Soit G un groupe topologique. Un sous-ensemble K de G est un ensemble
de Kazhdan si il existe € > 0 avec la propriété suivante :

Toute représentation unitaire (7, /) de G ayant un vecteur (K, &)-invariant admet aussi un vec-
teur non-nul invariant.

On dit alors que (K, &) est une paire de Kazhdan pour G. Le groupe G a la propriété (T) si G
admet une paire de Kazhdan compact.
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Autrement dit, G a la propriété (T') si et seulement si pour toute représentation unitaire (7, H)
de G telle que 15 < m implique 15 C m. Ainsi le nom (7)) vient de la caractérisation que la
représentation triviale est isolée pour la topologie de Fell. Il existe plusieures caractérisations
différentes de la propriété (T') :

1. Toute fonction conditionnellement de type négative definie sur G est bornée ;

2. Toute action affine isométrique sur un espace de Hilbert H a un point fixe;

3. Toute suite de fonctions continues, normalisé€es, définies positives sur G convergeant uni-
formément sur tout compact de G vers 1, converge uniformément vers 1 sur G.

On remarque donc que la propriété de Haagerup peut étre vue comme la négation forte de la
propriété (T). En effet, les seuls groupes ayant a la fois (7') et étant a-(7)-moyennables sont les
groupes compacts. La propriété (T') est donc une obstruction a la moyennabilité. De plus, elle
est considérée en théorie des représentations comme une forme de rigidité. Par contraste, on
peut donc dire que la propriété de Haagerup est une propriété forte de non-rigidité.

Définition 1.1.46. Soit G un groupe topologique et soit H un sous-groupe fermé de G. On dit
que la paire (G, H) a la propriété (T') relative si toute représentation unitaire (, H) de G ayant
des vecteurs presque invariants, possede un vecteur non-nul 7r(H)-invariant.

Exemple 1.1.47. 1. Un groupe G a (T) si et seulement si la paire (G, G) a la propriété (T)
relative.

2. Soit T un sous-groupe non-moyennable de SL,(Z). Alors la paire (Z*~T', Z?) a la propriété
(T) relative (voir [Bur91l]).

Finalement, une motivation dans I’étude de la propriété (T') est donnée par la théorie géomé-
trique des groupes.

Théoreme 1.1.48. Soit I" un groupe de type fini, résiduellement fini et infini ayant (7). Soit S un
ensemble fini symétrique de générateurs et soit £ > 0 une constante de Kazhdan pour S. Alors
pour toute suite décroissante (H,),>; de sous-groupes d’indices finis de I" avec (), H, = {1}, la
famille de graphes de Cayley (Cay(I'/H,, S)), est une famille (k, £?/4)-expanseurs, ou k = |S|.

Ainsi en considérant le groupe SL3(Z), ayant (T'), ou encore (SL,(Z)~Z?, Z?) avec la propriété
(T) relative, on obtient les premiers exemples construits de graphes expanseurs réguliers (voir
[Mar73])). Pour plus d’informations sur ce sujet, on renvoie au chapitre 6 de [BALHVO0S]].

1.2. C*-algebres et algebres de von Neumann

Dans cette section, on donne les préliminaires d’algebres d’opérateurs nécessaires a la com-
préhension aussi bien du membre de droit de la conjecture de Baum-Connes que de la partie
dynamique de la propriété de Haagerup sur les algebres de von Neumann. Les références prin-
cipales de ce chapitre sont [Dav96], [Tak13], [Tak79], [Ped79].

1.2.1. C~-algebres

Définition 1.2.1. Une algebre de Banach A est une algebre complexe normée complete satisfai-
sant :
eyl < lixll iyl Vx,y € A.

Par exemple /*(C) muni de la multiplication ponctuelle.
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Définition 1.2.2. Une application x: A — A, a +— a* est une involution si pour tout x,y € A,

ona:

1
2
3
4

(X)) =x;

(Ax)" = Ax*, avec 1 € C;
(x+y)" =x"+y5

(xy)" = y*'x".

Définition 1.2.3. A est une C*-algebre si A est une algeébre de Banach complexe munie d’une
involution telle que :

2
x|l = [IxlI” € A.

On remarque que pour x € A, ||x|*> = ||x*x|| < ||x*|| ||x||. Dot :

el < 1711 < ™1 = [l

Ainsi I’involution est une application isométrique.

Exemple 1.2.4.  [. L’algebre des nombres complexes C munie de la conjugaison est une

C*-algebre.

Soit H un espace de Hilbert. Alors I’algébre des opérateurs bornés sur H, notée B(H),
munie de [’adjoint et de la norme opérateur est une C*-algebre.

De plus, on voit facilement qu’une sous-algebre fermée (pour la norme) d’'une C*-algebre
qui est fermée par involution est également une C*-algebre. Une telle sous-algebre se
nomme une C*-algebre concrete.

Ainsi on constate que ’algébre des opérateurs compacts, notée K(H), est une C*-algébre.

Soit X un espace localement compact, de Hausdorff. Alors Cy(X), I’espace des fonctions
contiues s’annulant a infini, muni de la conjugaison complexe et la norme supremum
est une C*-algebre.

Cependant IP(C) avec 1 < p < oo n’est pas une C*-algébre. En effet, seule la norme [~
est une C*-norme.

En fait, les exemples précédents sont, en substance, essentiellement les seuls pouvant appa-
raftre :

Théoreme 1.2.5 (Gelfand). Soit A une C*-algébre commutative a unité. Alors il existe un espace
compact X tel que A est s-isométriquement isomorphe a C(X).

Théoreme 1.2.6 (Gelfand, Naimark, Segal). Pour chaque C*-algebre A, il existe un espace de
Hilbert H avec un s-homomorphisme isométrique ¢: A — B(H). En d’autres termes chaque
C*-algebre abstraite peut se représenter comme C*-algebre concrete. Si A est séparable, alors
H peut étre choisi séparable.

Les définitions qui suivent sont analogues a celles pour les opérateurs mais sont ici énoncées
dans le cas des C*-algebres.

Définition 1.2.7. Soit A une C*-algebre a unité.

1) On dit que p € A est une projection si c’est un élément idempotent auto-adjoint, i.e.

p*=petp* =p;
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i1) On dit que x € A est une isométrie si x*x = 1;
111) On dit que u € A est un unitaire si ¢’est une isométrie satisfaisant également uu™ = 1;

iv) Un élément a € A est dit positif s’il existe y € A tel que a = y"y. Dans ce cas, remarquons
que a est nécessairement auto-adjoint. De maniere équivalente, cela revient a dire que a
est un élément auto-adjoint avec spectre positif.

Exemple 1.2.8 (Algebre de matrices). Si A est une C*-algeébre dans B(H), alors pour tout
n € N, ’algebre de matrices M,(A) C B(H") est une C*-algebre.

Définition 1.2.9. On dira que la C*-algebre A est de dimension finie si elle est finie en tant
qu’espace vectoriel complexe.

Proposition 1.2.10. Soit A une C*-algebre de dimension finie. Alors il existe un unique k > 1 et
des entiers (uniques a permutations pres) ny, ..., ny tels que : A = M, (C)® ... ® M, (C).

Il est important de constater que la définition [1.2.7| impose que la C*-algebre possede une
unité. Certaines C*-algebres n’ont pas d’unité. Il suffit de considérer Cy(X), ou X est non-
compact ou encore K(H), avec H de dimension infinie. Cependant, une C*-algeébre peut tou-
jours étre plongée canoniquement dans une a unité. En effet, soit A une C*-algebre et considé-
rons la somme directe d’espaces vectoriels complexes A @ C. En définissant I’opération :

x+DO+p)=xy+ux+Ay+Au, Vx,yeA, L, ucC,

A @ C devient une algebre complexe a unité. En la munissant de 1’involution et de la norme
suivante :
(x+D)*=x"+1, xe€A, 1€C,
lx + All := sup [lxy+ Aylla, x€A, 1€C,
lIylla=1
elle devient une C*-algebre a unité avec plongement isométrique de A. Elle s’appelle 1’uni-

talisation de A et est notée A. Pour une utilisation ultérieure, on définit le *-homomorphisme
ma: A — Cparmy(x+ 1) =Apourtoutx € Aetd e C.

1.2.2. C*-algebres de groupes et produits croisés

On décrit ici une construction produisant une source considérable de C*-algebres : le produit
croisé. Cette construction permet d’obtenir des C*-algebres a partir des groupes. On démarre
par une sous-classe importante des produits croisés : les C*-algebres de groupes.

On commence la construction dans le cas d’un groupe discret. Pour un groupe discret G, on
considere I’algebre de groupe

CG = Zagg: a, €C,,

geG

ou les sommes formelles sont supposées finies. L’algebre CG vient avec la multiplication et
I’involution suivantes :

(Z ass)(z a;t) = Z asa,st, (Z ags)” = Zass_l.

seG teG s,teG seG seG
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On étend alors la représentation régulicre gauche a 1’algebre de groupe :
1: CG — B (G)).

Dans le cas localement compact, on considere 1’algebre des fonctions continues a support com-
pact de G, notée C.(G), ou le produit vient de la convolution, i.e.

Frs= [ Fs0ds. fig € CG)
et I’involution est donnée par :

[0 =AD" f(h),  feCAG),

Comme dans le cas discret, on étend la représentation réguliere gauche de G, pour obtenir une
action de C.(G) sur L*(G) :
A: C(G) = BLXG)),

A(NHED) = /Gf(S)f(s_lt)ds, [ €CG), £ € LX(G).

Ainsi I’action est simplement donnée par la convolution dans L*(G). Par conséquent, A est une
représentation fidele de C.(G) par des opérateurs bornés.

Définition 1.2.11. La C*-algebre réduite de G, notée C:(G), est la complétion de C.(G) par
rapport a la norme :

|l == ||/1(X)||B(L2(G))-

Exemple 1.2.12. Considérons un groupe abélien G. Alors la transformée de Fourier fournit un
isomorphisme entre C*(G) et Co(G). En effet, pour f € C.(G), la transformée de Gelfand envoie
f vers sa transformée de Fourier f dans Co(G) :

Foo) = F o) = / Fowdr, x €6,

On déduit ainsi, par exemple, C:‘(Zz) =~ C(T?).

Définition 1.2.13. La C*-algebre universelle de G, notée C*(G), est définie comme la complé-
tion de C.(G) par rapport a la norme :

[|x1],, := sup {HJT(X)H : 7 est une *-représentation non-dégénérée de CC(G)} .

La C*-algebre universelle est caractérisée par la propriété universelle suivante :
tout x-homomorphisme de C.(G) dans B(H) s’étend en un *-homomorphisme de C*(G) dans
B(H). Ainsi comme A est non-dégénérée, on obtient une surjection de C*(G) dans C;(G). Par
conséquent :
C:(G) = C*(G)/Ker(A).

Théoreme 1.2.14 ( [BOO08], Théoreme 2.6.8). C*(G) = C;(G) si et seulement si G est moyen-
nable.

On définit a présent le produit croisé d’un systeme dynamique non-commutatif.
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Définition 1.2.15. Soit G un groupe et A une C*-algebre. Une action de G sur A, notée @: G ~
A, est un homomorphisme de G dans le groupe des #-automorphismes de A. De plus, on impose
que la fonction g = a,(a) soit continue pour tout a € A fixé. Une C*-algebre équipée d’une
telle action s’appelle une G-C*-algebre.

Soit A une G-C*-algebre. On considere C.(G, A), I’ensemble des fonctions continues de G a

valeurs dans A a support compact, avec un produit de convolution twisté par « :

fxgn)= / f()ay(g(s™'0))ds,  f,g € CAG,A).
L’involution est donnée par

[0 = A0 a(f)),  feCG,A).

Définition 1.2.16. Une représentation covariante (u, 7, H) d’une G-C*-algebre A est la donnée
d’une représentation unitaire u: G — U(H) et d’une *-représentation 7: A — B(H) telles
que :

u(@)n(a)u(g)" = n(agy(a)), geG,acA.

La représentation réguliere gauche de C.(G, A) sur L*(G, A) est donnée par :

AP = / a0 (f)EG™ Dds, | € CuG,A).

Définition 1.2.17. Soit (A, @, G) un C*-systeme dynamique.

1. Le produit croisé réduit de A par G, notée A >, , G, est la complétion de C.(G, A) par
rapport a la norme opérateur sur L*(G, A) donnée par la représentation réguliere gauche.

2. Le produit croisé universel de A par G, noté A =, G, est la complétion de C.(G,A) par
rapport a la norme :

llxll, := sup {llx(x)|l : 7 est un *-homomorphisme de C.(G,A) dans B(H)} .

Remarque 1.2.18. Lorsque A = C, on retrouve, en considérant 1’action triviale de G sur C, les
définitions des C*-algebres de groupes.

De plus cette construction permet une meilleure compréhension des C*-algebres des groupes
qui sont un produit semi-direct. En effet, on considere G = N = H, alors I’action de H sur N
induit une structure de H-C*-algebre sur C*(N) en définissant I’action de H sur C.(N) :

(h-f)n) = f(h™"-n), feCuN).
On obtient ainsi la proposition suivante.
Proposition 1.2.19. Si G est un produit semi-direct G = N =< H, alors :
C:(N) >, H=C/(G), C'(N)=xH=C"G).

On termine cette section en s’attardant sur le cas discret. Supposons G discret. Alors les
produits croisés peuvent €tre vus comme la complétion de 1’algebre des sommes formelles
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finies de la forme :
Z ai”g;a a; € A, 8i € G’

i

ou I’on associe a chaque élément du groupe ¢ € G, un unitaire abstrait i, satisfaisant :
8
— * —
Uglty = Ugh,  UgXUy = g * X.

En d’autres termes cette construction de C*-algebres permet non seulement d’encoder I’action
de G sur A, mais également d’avoir une copie de G dans le groupe unitaire et de retrouver A de
maniere canonique par inclusion.

1.2.3. Algebres de von Neumann

Il y a plusieurs topologies importantes sur B(H) étant plus faibles que la topologie de la
norme. On introduit ici uniquement la topologie faible des opérateurs, et on 1’abregera WOT.
Elle est définie comme la topologie la plus faible telle que les ensembles de la forme :

W(T,x,y)={A e B(H): (T -Ax,y| <1}, TeBH),x,yeH

sont des ouverts. L’ ensemble des éléments de la forme

ﬂ W(T;, xi, yi)

i=1
forment une base pour cette topologie. Ainsi une famille 7, converge WOT vers un opérateur
T si et seulement si lim,{(7T,x, y) = (T x,y) pour tout x,y € H.

Définition 1.2.20. Une C*-sous-algebre de B(H) contenant 1’identité et fermée dans la WOT
topologie est appelée une algebre de von Neumann.

Soit S un sous-ensemble de B(H). Le commutant de S, notée S’, est I’ensemble des opéra-
teurs qui commutent a S, i.e.

S ={TeB(H): ST=TS VS €S8}.

Le commutant d’un sous-ensemble auto-adjoint est auto-adjoint. De plus le commutant est
fermé dans la WOT topologie. En particulier, le commutant d’une C*-algebre est une algebre de
von Neumann. Le théoréme suivant nous donne le lien entre la donnée algébrique et la donnée
topologique des algebres de von Neumann.

Théoreme 1.2.21 (Théoréme du double commutant de von Neumann). Soit A une C*-sous-
algebre de B(H) de noyau trivial. Alors

A7 = ZVOT

Il s’avere qu’il existe plusieurs types d’algebre de von Neumann et que chaque algebre de
von Neumann se décompose en somme directe d’algebres de von Neumann de ces types. Ainsi,
I’étude des algebres de von Neumannn se réduit a la compréhension de ces types.

Définition 1.2.22. Soit N une algebre de von Neumann. On note N, I’ensemble des projections
de N. On définit sur N, une relation d’équivalence de la maniere suivante :
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Soit e, f € N,. On dit que e ~ f si et seulement si il existe un élément u € N tel que u*u = e et
uu* = f.Onnote e < f s’il existe f; € N, telle que e ~ f; et f; < f, ou I’ordre partiel provient
du fait que les projections sont des éléments positifs.

Soit e € N,,. On dit que :

1. e est une projection finie si e ~ f < e implique e = f. Si e n’est pas finie, alors e est dite
infinie ;

2. e est dite purement infinie si il n’existe pas de projection finie non-nulle f € N, telle que
f<e

3. e est dite proprement infinie si fe est infinie pour toute projection centrale f, i.e. f € N’,
telle que fe # O;

4. e est abélienne si eNe est une algebre de von Neumann abélienne ;

5. e est minimale si eNe = Ce.

Une algebre de von Neumann N est dite alors finie, resp. infinie, proprement infinie ou purement
infinie si la projection identité 1 est finie, resp. infinie, proprement infinie ou purement infinie.
De plus N est o-finie si elle admet au plus un nombre dénombrable de projections orthogonales.

Définition 1.2.23. Soit N une algebre de von Neumann.

1. N est de type I si chaque projection non-nulle centrale domine une projection non-nulle
abélienne ;

2. N estde type Il si il n’existe pas de projection abélienne mais que chaque projection non-
nulle centrale domine une projection non-nulle finie. On dit que N est de type II; si de
plus N est finie. On dit que N est de type Il si de plus N n’as pas de projection non-nulle
centrale finie;

3. N est de type III si elle ne possede pas de projection non-nulle finie.

Une algebre de von Neumann est appelée facteur si son centre est trivial, i.e. Z(N) = NNN’ = C.

Par exemple, B(H) est une algebre de von Neumann de type I. Une algebre de von Neumann
abélienne est de la forme L™(X, i). Dans I’optique de donner quelques exemples supplémen-
taires, on définit a présent la trace.

Définition 1.2.24. Une trace 7 sur une algebre de von Neumann N est une application 7 sur le
cone positif N, a valeurs dans [0, co] satisfaisant les conditions suivantes :

(1) T(x+y) =1(x) + 7(y) pour tous x,y € N,;

(i) 7(Ax) = At(x), 1 >0,x e N,;

(ii1) 7(x*x) = T7(xx") pour tout x € N;
avec la convention usuelle O(+c0) = 0. Une trace 7 est fidele si 7(x*x) = O si et seulement si
x = 0, et normale si T(sup x;) = sup 7(x;), pour toute famille bornée croissante {x;} dans N,. On
dit que la trace est finie si 7(1) = 1 et elle est semi-finie si pour tout x € N, non-nul, il existe
y € N, non-nul tel que y < x et 7(y) < oo.
Remarquons que si la trace 7 est finie, elle s’étend en une fonctionnelle linéaire positive sur N,

aussi notée 7. Autrement dit, une trace finie n’est autre qu’une fonctionnelle linéaire positive
avec la propriété (iii).



32 1. Préliminaires

Soit I un groupe discret dénombrable. En considérant un systeme dynamique (N, I, @), on
construit comme dans la section précédente le produit croisé réduit de 1’algebre de von Neu-
mann N parI', N>, ,I'. Lorsque N = C avec action triviale, on trouve 1’algébre de von Neumann
de groupe, notée L(I'), qui n’est autre que /l(CF)WOT.

On a alors un critere tres utile :

Théoreéme 1.2.25. Soit N une algebre de von Neumann abélienne. Soit (N, I, @) un systeme
dynamique, ou I’action est libre et ergodique. Alors N =, , I" est un facteur et son type dépend
de a de la maniere suivante :

1. Nx, I estde type Isiet seulement si N a une projection minimale p telle que > |  %(p) =
1;
2. N =,, ' est de type II; si et seulement si N possede une trace finie invariante sous «;

3. N =, I' est de type Il si et seulement si N n’a pas de projection minimale et admet une
trace semi-finie, infinie invariante sous «;

4. N =, I est de type III si et seulement si N n’admet pas de trace invariante sous a.

Considérons alors I' un ICC-groupe, i.e. un groupe ayant la propriété que chacune de ses
classes de conjugaisons :
C(y):={hyh™" : hel}

sont infinies, sauf pour y = e.
Alors il s’avere que L(I') est un facteur. Comme L(I') admet une trace finie :

7(x) = (Xb¢, ) = Xe,
on a que L(I') est un facteur de type II;. Ainsi on déduit, par exemple que L(F,) est de type II;.

1.2.4. Actions C, sur des algebres de von Neumann

Le but de cette section est de donner I’analogue des définitions de la section [[.I.T] dans le
cadre non-commutatif. Elles seront rappelées et utilisées dans le chapitre 3.
Soit N une algebre de von Neumann avec prédual séparable, et soit ¢ un état normal fidele sur
N, i.e. une fonctionnelle linéaire positive de norme 1 et soit ¢ un poids normal fidele semi-fini
sur N, i.e. 'extension linéaire d’une application ¢ : N, — [0, o] avec Y(Ax + y) = Wy(x) +
Y(y) et telle que p, = {x € N: (x"x) < oo} est dense dans N pour la topologie faible. On
considere ||x[|, (respectivement || x||,) 1a norme hilbertienne associée a @(x*x)"/? (respectivement
Y(x*x), x € py). En complétant alors N (resp. p,) par rapport a || - ||, (resp. || - ||, ), et en étendant
la multiplication, on obtient un espace de Hilbert L2(N, ¢) (resp. L*(N, )) sur lequel N agit.
Supposons qu’il existe une action @: G — Aut(N) telle que ¢ est a-invariant : ¢ o @, = ¢ pour
tout g € G.

Définition 1.2.26. Sous les hypotheses précédentes, on dit que 1’action « est fortement mélan-
geante pour ¢ si :
lim p(ag(x)y) = (D)), Yx.y €N.

Une suite de projections (e;)r>; sur N est dite €tre une suite non-triviale asymptotiquement
invariante pour « et ¢ si :

lim sup ||, (er) — exll, = 0,
k— o0 gek
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pour tout compact K de G et
lim e(er)(1 - ¢(er)) > 0.

La suite de projections est une suite de Fglner si :

. Qgl€k) — €k
lim sup llarg(ex) — exll,
k—co gek ||ek||<p

-0,

pour tout compact K de G et
l}im w(er) = 0.

Définition 1.2.27. Sous les hypotheses précédentes, on dit que I’action a est C pour ¥ si elle
s’étend en une représentation unitaire sur L*(N, ) et

gijg Yla,(x)y) =0, Vx,y € py.

Une suite de projections (ex)k>1 C Py est dite étre une suite presque invariante pour « et i si
llexll, = 1 pour tout k et :
lim sup [|a,(exr) — exlly = 0,

—00 gek

pour tout compact K de G.

1.3. Introduction a la conjecture de Baum-Connes

Cette partie est consacrée a la mise en place du cadre général de la conjecture de Baum-
Connes. On commence par définir le membre de droit de la conjecture, i.e. le co6té analytique.
Pour se faire, on se base principalement sur [RLLLOO]. On présente ensuite les suites exactes
a six-termes de Pimsner et Voiculescu [PV80] [PV82]; outils majeurs utilisés dans les cal-
culs explicites. Dans un deuxieme temps, on décrit le coté gauche de la conjecture de maniere
géométrique et analytique. Cette section est essentiellement basée sur [Isell]. Finalement, on
explique la construction de I’application d’assemblage. On donne comme référence [MVO03]
et [Val02].

1.3.1. K-théorie des C*-algebres

L’idée de la K-théorie est d’associer a chaque C*-algebre A, deux groupes abéliens Ky(A)
et K{(A) qui refletent, dans un certain sens, la structure de A. La K-théorie des C*-algebres
est un outil qui joue un rdle important dans la résolution de plusieurs problemes en algebre
d’opérateurs. En effet, dans le programme de classification d’Elliott des C*-algebres, on peut
notamment citer que les AF-algebres sont classifiables en utilisant uniquement des données
venant de K-théorie.

Ky-groupes
Soit A une C*-algebre a unité. On considere le systeme inductif formé des algebres de ma-
trices M, (A) et des *-homomorphismes :

Mn(A) - Mn+1 (A)

M 0
Ml—)(oo),



34 1. Préliminaires

I’inclusion de 1’algebre de matrices M, (A) dans M,1(A) pour n > 1 entier. On note

Mo(4) = | M.(4)

la limite inductive de ce systeme. De maniere similaire, on note P,(A) la limite inductive asso-
ciée aux ensembles P,(A) de toutes les projections de M, (A), pour n > 1 entier. On définit une
opération binaire :

p 0
®q= . D.q € P(A).
poOq <O q) p-q
On considere la relation d’équivalence de Murray-von Neumann sur P, (A) :
p~q &= veM(A): p=w,qg=VVv, p,qe€ P(A).
On note V(A) I’ensemble des classes d’équivalence et on définit I’opération :

[p]+1[q]l =[p®ql

Ainsi (V(A), +) est un semi-groupe abélien. On peut alors obtenir un groupe abélien en lui
appliquant la construction de Grothendieck (voir section 3.1.1 de [RLLLOO]).

Définition 1.3.1. Soit A une C*-algebre a unité. Alors Ky(A) est la complétion de Grothendieck
de V(A).

Proposition 1.3.2 (Image standard de K;). Soit A une C*-algebre a unité. Alors

Ko(A) = {lplo = [glo : p.q € Px(A)},

ou [-]o: Po(A) = Ky(A) est donnée par :

[plo = y([pD), p € Po(A),

avecy : V(A) — Ko(A) U'application de Grothendieck.
De plus,

L. [p@qlo=[plo+[glo, VYP,q € Pu(A);

2. [04]0 = 0, 01t 04 est la projection nulle de A ;

3. Sip,q € P,(A) pour un certain n et p ~;, q dans P,(A), alors [plo = [q]o;

4. Si p,q € P,(A) sont mutuellement orthogonales, alors [p + qlo = [plo + [qlo-

Si¢: A — Bestun x-homomorphisme entre C*-algebres a unité, alors il induit un homomor-
phisme ¢, entre les K-groupes. En effet, il suffit de poser

¢.([plo) = [#(P)lo, P € Peo(A).

Ceci nous permet de définir le groupe K, dans le cas non-unital :

Définition 1.3.3. Soit A une C*-algebre. On pose :

Ko(A) := Ker((m).: Ko(A) = Ko(C)).
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De plus, si ¢: A — B est un *-homomorphisme entre C*-algebres, alors il induit un *-
homomorphisme ¢: A —> Ben posant ¢(x) = ¢(x) + A, pour tout x € A et 1 € C. Comme

le diagramme suivant commute :
C
A—" B

alors ¢ induit un homomorphisme ¢. de Ky(A) dans Ky(B) de maniere consistante avec le cas
unital. Ainsi, K est un foncteur covariant de la catégorie des C*-algebres avec comme mor-
phismes les *-homomorphismes, dans la catégorie des groupes abéliens avec les homomor-
phismes.

Remarque 1.3.4. Cela peut paraitre étrange de distinguer le cas unital du cas non-unital dans
la définition du groupe K, puisqu’il n’est pas nécessaire de posséder une unité pour définir
les projections. Cependant, cela s’explique par le but de s’adapter a la K-théorie topologique ;
théorie en lien étroit via le résultat suivant.

Théoreme 1.3.5 (Serre-Swan). Soit X un espace compact. Alors il y a équivalence de catégories
entre deux notions : "les projecteurs dans M, (C(X))" et "les fibrés vectoriels complexes sur X".
Plus précisément, il existe un isomorphisme de monoides :

V(C(X)) = Vecta(X).

Ainsi pour X compact, en utilisant la complétion, on a Ky(C(X)) est isomorphe a K°(X), la
K-théorie topologique de X, i.e. la complétion des classes d’isomorphismes des fibrés vectoriels
complexes sur X avec la somme de Whitney. A présent, pour un espace localement compact X,
la K-théorie topologique réduite est définie par

K°(X) := Ker(i* : K°(Xs) — K°(»)),

ou X, est le compactifié a un point de X et i : * — X 1’adjonction d’un point base sur X. Par
conséquent, la définition|1.3.3|se justifie par le but de garder un isomorphisme de Swan dans le
cas général. On termine cette section par quelques exemples :

Exemple 1.3.6. . Ky(C) = Ky(C(*)) = K°(x) = Z[1];

2. Plus généralement, pour toutn > 1,on a:
Ko(M,(C)) = Z,

I’isomorphisme venant de la trace canonique sur M, (C);

3. Ko(B(H)) = 0, pour un espace de Hilbert H de dimension infinie. Cela s’explique par le
fait que V(B(H)) = {0, ..., 00}. De plus Ko(K(H)) = Z,

4. Si X =T, le cercle unité, alors Ko(C(T)) = K°(T) = Z[1].

K -groupes et K-groupes d’ordre supérieur

On vient de voir que le groupe K, donne de I’informations sur les projections de notre C*-
algebre. Le groupe K, capture I’information relative aux unitaires.
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Pour un espace topologique X, on dit que deux points a, b dans X sont homotopes dans X et on
note a ~, b si il existe une fonction continue v: [0, 1] — X telle que v(0) = a et v(1) = b. La
relation ~, est une relation d’équivalence sur X.

Définition 1.3.7. Soit A une C*-algebre, pas nécessairement a unité. On considere le systeme
inductif formé des algebres de matrices U,(A), i.e. le groupe des unitaires de M,(A), et des

inclusions . .
Uu(A) — Upni(A)

U 0
Ul—)(()l).

On note U (A) la limite inductive de ce systéme. On définit la relation d’équivalence d”homo-
topie sur Us(A) :

u 0 v O ~
U~ v < dm: (0 1)me ~, (0 1>mxm, u,v € Uy(A).

Définition 1.3.8. Pour chaque C*-algebre A, on définit le groupe
Ki(A) := Un(A)/ ~1,

muni de la loi
[ul; + V] = [ue@vl, u,ve Us(A).

Proposition 1.3.9 (Image standard de K;). Soit A une C*-algebre. Alors
Ki(A) = {[ul; : ueUs(A)},

et Uapplication [, : Us(A) = K, (A) a les propriétés suivantes :
1. [1]; =0;
2. Siu,ve Uy,A) et u~y, v, alors [ul, = [v]y;
3. Siu,ve U,A), alors [uv]; = [vuly = [ul; + [V];.

Ainsi, K (A) peut étre vu comme un groupe multiplicatif abélien.

Si¢: A — Bestun *-homomorphisme entre C*-algebres, alors ¢ induit un *-homomorphisme
de U.(A) dans K, (B) par
¢.(u) =[], u € Us(A).
Ainsi, K, peut étre vu comme un foncteur covariant de la catégorie des C*-algebres dans celle
des groupes abéliens.

Exemple 1.3.10. /. K;(C) = K;(M,(C)) = 0;
2. Plus généralement, K\(B(H)) = 0 pour tout espace de Hilbert H.,
3. Ki(C(T)) = Z.

On peut définir les K-groupes d’ordre supérieur, et en particulier K, a partir de Kj. Soit A
une C*-algebre. On consideére la suspension de A :

SA={feC(T,A): f(1)=0}.

On pose alors :
K,(A) = Ko(§"(A)), neN.
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Résulats fondamentaux
On termine cette partie en énoncant quelques résultats essentiels de K-théorie.

Théoreme 1.3.11 (Continuité de la K-théorie). Si A est une C*-algeébre apparaissant comme
limite inductive d’un systeme (A,, ¢,,,) de C*-algebres, alors (K.(A,), ¢nnx,) €St un systeme in-
ductif de groupe abélien et on a :

K.(A) = K.(limA,) = lim K.(A,).

Théoreme 1.3.12 (Stabilité de la K-théorie). Soit K 1’algebre des opérateurs compacts. Il existe

un isomorphisme
K.(A) = K.(A®K),

induit par le *- homomorphisme e: A — A ® K donné par a = a ® e, ou (e;;); jen est la base
de K définie par e;;(e;) = d;e; pour tout k € N.

Théoreme 1.3.13 (Demi-exactitude de la K-théorie). Soit
¢ v

0—-1I—-A—>B—0,

une suite exacte courte de C*-algebres. Alors la suite :
e U
K.(I) = K.(A) — K.(B),

est exacte, i.e. Im(¢,)) = Ker(y..).
De plus si la suite se scinde, alors la suite se scinde également en K-théorie. En particulier, on

a .
K.(A® B) = K.(A) ® K.(B).

Théoreme 1.3.14. Le foncteur K, est homotopiquement invariant, i.e. si ¢ et ¢ sont des *-
homomorphismes homotopes, alors ¢, = /..

PR . N e, . ¢ ¥ .
Théoreme 1.3.15 (Suite exacte a 6-termes et naturalité). Soit0 - A —» B — C — 0 une suite
exacte courte de C*-algebres. Alors il existe une suite exacte a 6-termes :

Ko(A) —2— Ko(B) —=— Ko(C)

o] Ja

Ki(C) «5— Ki(B) «5— Ki(A),
qui est naturelle dans le sens suivant : si on a une autre suite exacte courte :
0-aLploso
telle que le diagramme suivant est commutatif :

A
A/

¢

o

0 5

g

QA+—OAO

\
7

¢/

o — ™

e

g

\
7
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Alors le diagramme suivant commute :

Ko(4)  Ko(B) » Ko(©)
Ko() ‘  Ko(B)  Ko(©)

Ki(C) ¢ Ki(B) Ki(4)
Ki(C) < Ki(B) ¢ Ki(4)

Les suites exactes a 6-termes sont des outils particulierement efficaces pour calculer la K-
théorie de C*-algebres, notamment quand celles-ci proviennent d’extensions. On verra par la
suite les suites exactes a 6-termes de Pimsner-Voiculescu dans le cas des produits croisés par un
groupe libre. Pour I’instant, nous illustrons la puissance de ce résultat via I’exemple de C(T").
Dans ce but, nous donnons encore deux résultats majeurs.

Théoreme 1.3.16. Soit A une C*-algebre. Alors il existe un isomorphisme naturel, noté 6, entre
K] (A) et KQ(SA)

Théoreme 1.3.17 (Périodicité de Bott). Soit A une C*-algebre. Alors il existe un isomorphisme,
noté S, entre Ko(A) et K;(SA).

Ainsi en combinant ces deux résultats on déduit :
Ko(A) = Ky(S*(A),  Ki(A) = Ki(S*(A)).

Par conséquent la K-théorie des C*-algebres est 2-périodique. Regardons a présent la suite
exacte courte suivante :

0-SCH M c—o,

ou e; est ’application d’évaluation en 1. Ainsi, on obtient la suite exacte a 6-termes :

Ko(SCT) —— Ko(C(T)) — Ky(C)

o] Ja

K (C) e K(C(T) <—— Ki(SO),

On a déja compris que Ky(C) et Kyo(C(T)) sont isomorphes a Z. De plus par les théorémes

et[I.3.17 ona:
Ko(SC) = Ki(C) =0, Ki(SC) = Ko(C) = Z.

D’ou la suite exacte a 6-termes se déroule :
e1)s O Iy
052 72% 75 k(C(T) — O.

Comme (e;).[1] = [1], on déduit que (ey). est I’identité. Par exactitude, d, est 1’application
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nulle. Par conséquent i, est un isomorphisme, ce qui implique :

K (C(T)) = Z.
Un générateur explicite est donc donné par I’inclusion de T dans C, noté «.
On remarque qu’on peut généraliser :

Théoreme 1.3.18. Soit X un espace compact non-vide. Alors
Ko(C(X xT)) = Ko(C(X)) & Ki(C(X)) = Ki(C(X X T)).
En effet, il suffit de considérer la suite exacte courte
0 - SCX)> CXxT) S cx) — 0,
ouY(f)(x) = f(x, 1), f e C(XxT). Cette suite admet une section

a(HxD) = f(x), [felX).

D’ou
K.(C(X xT)) = K.(SC(X)) & K.(C(X)).

On déduit donc par récurrence : 1
K.(C(T") = 7.

1.3.2. Suites exactes a 6-termes de Pimsner-Voiculescu

On présente dans cette partie I’outil principal permettant de calculer les K-groupes de produit
croisé d’algebre par un groupe libre.

A>~Z

Soit A une C*-algebre unitaire et @ : Z — Aut(A) une action de Z sur A. Par les arguments du
chapitre précédent, on voit A >, , Z comme I’algebre engendrée par A et un unitaire u tel que
a(x) = uxu* pour tout x € A.

Soit § une isométrie non-unitaire et soit C*(§) la C*-algebre générée par S. On peut prendre,
par exemple, 1’opérateur de décalage a droite sur />(N). Posons encore T := [ — SS*.

Définition 1.3.19. L’algebre de Toeplitz pour le couple (A, @) est la C*-sous-algebre de (A >,
Z)® C*(S) générée par A® I et u® S. Elle se note 74, ou simplement 7 lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité.

Comme on peut le lire dans [PV80], il existe un *-homomorphisme ¢ : K — C*(S) donné
par ¢(e; ;) = S'TS* tel que Im(yp) est un idéal fermé engendré par T’ dans C*(S). Ainsi, I’algebre
quotient C*(S)/Im(yp) est isomorphe a C(T), ou I'image de S dans C(T) est la fonction identité
z sur T. On obtient donc une suite exacte courte :

0-K5ScCc(S)D o) —o.

Remarquons a présent que 7 est invariant par 1’automorphisme de (A >, Z) ® C*(S) donné par
u ® I. Ainsi on peut définir une Z-action sur 7~

amn)(x)=wD"x(ueI)™.
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Soit J € 7 I’'idéal fermé engendré par 1®7. On a un *-homomorphisme injectif y: AQK — T~
donné par o
Y(a®e; ;) =uau”’ ®¢@e; ).

De plus, y(A®K) = J et (A =, Z) ® o(K)) N T = J. Par conséquent on obtient la suite exacte
courte :
05 A%Z2) @K -5 (A=, Z)®C*(S) = (A=, Z)®C(T) — 0.

Comme ((A =, Z) @ o(K)) N T = J et que I'algebre 7 /J peut étre identifiée avec la C*-sous-
algebre de A >, Z ® C(T) générée par A® 1 et u ® z qui est isomorphe a A < Z, alors on obtient
I’extension de Toeplitz :

05 ARK ST D As, 7 —0.

De plus, en regardant d: A — 7 défini par d(a) = a ® I et en considérant le diagramme
commutatif suivant :
AT
NP
A >, Z

on peut montrer qu’en K-théorie, on obtient le diagramme commutatif pour j = 0, 1 (cf. lemme
2.1 et2.2de[PV80]):

K(A®K) — K(T)

id,—a;
Ki(A) —— K;(A).
De plus, comme d, est un isomorphisme(cf. lemme 2.3 [PV80]) on obtient :

Théoreme 1.3.20. Sous les isomorphismes induits par d et I’inclusion e de A dans A ® K,
I’extension de Toeplitz induit la suite exacte a six termes :

id—a;! iy
Ko(A) —=" 5 Ko(A) — Ko(A %4, Z)

a.T o

Ki(A >, Z) S Ki(A) T K(A)

ou 0 est I’application d’indice et dy est 1’application exponentielle.

Comme nous voulons faire des calculs explicites, on explique comment fonctionnent 9; et
0y. Considérons premierement

61 : KI(A Xa,r Z) — KO(A)

Pour une classe [x]; € K;(A >, Z) donnée par x € U, (A >, Z), prenons x* € U, (A »,, Z)
de telle sorte que [x @ x*]; = [1,];. En effet ceci découle du lemme de Whitehead (voir lemme
2.1.5 de [RLLLOO] pour plus de détails). Ensuite, il suffit de trouver un y € U, (7 4,) tel que

p(y) = x®x".
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En notant p, la matrice diagonale dans M,,(7 4,) formée des n premiers éléments diagonaux
par 1 ® I et les n derniers par 0, on a

ypay" — Py € ker(p) = Im(y).

Ainsi, il existe un unique z € M,,(A ® K) tel que

Y(2) = ypuy" — P

En définissant P, = 1,80, € M,,(C), on obtient que z+ P, est une projection dans M,,((AQK)™)
et donc par construction, on obtient :

0\([x]1) = [z + P,lo — [Pulo-

En guise d’exemple, nous montrons le lemme suivant.

Lemme 1.3.21. Soit A une C*-algébre unitaire. Considérons le produit croisé Ax, ,Z ou l’action
a est représentée par 'unitaire abstrait u € C*Z C A < Z. Alors 0,([u];) = —[1]o.

Démonstration. Soit N = (”QSS Ml 2;) e U(T). Ainsi, on a bien p(N) = |, L?)
Regardons alors NpyN* — p; = <_1(§9 T 8) En prenant z = (_1 Qgeo’o 8) € M)(A®K),
on a bien Y(z) = _189 T 8 . Ainsi, on a que 0;([u];) = —[-z]o. Avec I'isomorphisme
Ko(A®K) = Ky(A), I’élément [—z] = [1 ® e o] correspond a [1]. O

I1 existe des projections privilégiées lorsque 1’on s’intéresse a d,.

Définition 1.3.22. Une projection de Rieffel dans A =, , Z est un élément auto-adjoint et idem-
potent s’écrivant sous la forme p = u*x] + xo + xu, ou u est I’'unitaire abstrait décrivant I’action
de Z et Xp, X] € A.

On déduit immédiatement de p* = p que xo doit étre auto-adjoint. et de p> = p, les trois
relations suivantes caractérisant une projection de Rieffel :
® x)= x% + a‘l(x*fxl) + x1x7;
® X1 = XxoX1 + x1(xX0);
e 0=0a"(x)x.
Définition 1.3.23. La projection de support gauche (resp. droit) d’un élément x € A est définie
comme la projection sur la fermeture de Im(x) (resp. comme la projection sur (Ker(x))*) et est

notée [, (resp. ry).
De plus, on a [,x = x et xr, = x pour tout x € A. Si x est auto-adjoint, alors r, = [,.

Grace a la proposition suivante, on connait I’image par d, de ces projections.

Proposition 1.3.24 (Pimsner-Voiculescu, [PV80]). Soit p = u*x] + xo + x,u une projection de
Rieffel dans A =, , Z. Alors ['unitaire exp(2mixol,,) est dans A et

do([plo) = [exp(2rixoly,)],

ou l,, est la projection de support gauche de x;.
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A=F,

De maniere plus générale mais néanmoins similaire au cas du produit croisé A > Z, Pimsner
et Voiculescu ont obtenu dans [PV82]] une nouvelle suite exacte a six termes pour le cas des
produits croisés par des groupes libres.

On commence par introduire I’extension de Toeplitz pour les produits croisés avec F,. Soit
{g1,...,8s) un ensemble de générateurs de FF,,. On considere pour I'; le sous-ensemble de F,
constitué des mots réduits ne terminant pas par g;'. On remarque que pour i # j,onae € [,
yli=Tietyli =T\ {e}.

Soit A une C*-algebre a unité vue comme algebre d’opérateurs sur un espace de Hilbert H. On
considere une action de F, ~ A notée a. De plus on suppose que I’action « est donnée par
une représentation unitaire g — v, de [, sur H, i.e. v,av, = a(g)a. On voit A <, F, comme la
C*-algebre des opérateurs sur [*(F,, H) = [*(F,) ® H générée par les opérateurs n(a) = 1 ® a et
(ugk)(h) = vok(g~'h). On notera u; pour uy,.

Chaque I'; détermine une extension de Toeplitz de A ® K par A =, F,,. Pour le voir, on considere
Py, H) C [2(F,, H) et soient py, U; (j € {1,...n} \ {k}) et Sy, la restriction de m, resp. u;
(j € {l1,...n}\ {k}) et resp. u;. L’algebre de Toeplitz 7, est la C*-algebre générée par pi(A),
Ui, ...,Ui-1, Sk Ugsts - - -, Uy On pose comme dans le cas précédent :

Tk:I—SkSZ

la projection orthogonale de I*(T';, H) sur 6, ® H.

Constatons que U;p(@)U; = pr(a(g)a) (i € {1,...n}\ {k}) et Sor(a)S i = pr(a(g;")a). Comme
dans la section précédente, on peut montrer que J;, I’'idéal fermé dans 7, engendré par Ty,
est isomorphe 2 K(I*(T)) ® A. En effet, il suffit de considérer e(g, g’) le systtme de matrices
élémentaires et de regarder y,,; donnée par :

e(g',8) ®a - w(g)Tiw(g Hpra(g)a),

oll w(g) pour g = g ... g" est obtenu en remplagant g; (j € {1,...n} \ {k}) par U}, g par S} et
g par Sl (1> 0).
Le lemme 1.1 de [PV82] nous donne I’extension de Toeplitz :

V7 nk nk

P
0-AK — Ty — A>,, F, -0,

ou la surjection P, est définie par : P, (pr(a)) = n(a), P, (U;) = u; (j € {1,...n}\ {k}),
Poi(Si) = uy.

De plus p(A)U{U; : j € {1,...n}\{k}} détermine un *-homomorphisme injectif dy : A=, F,_; —
T k- On note i ’inclusion canonique de A dans A =, FF,_; de sorte a avoir d; o i = py.

D’autre part en notant @ : Z — Aut(A) I’action donnée par ai(n) = a(g}), on obtient I’algebre
de Toeplitz de qu’on note 7 (A, &, Z). Ainsi en utilisant le lemme 1.2 de [PV82] il existe
un *-homomorphisme injectif noté ¢ de 7 (A, ay, Z) dans 7, de sorte que le diagramme suivant
soit commutatif :
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A
AN
d
t

TA apZ) ——— Tk

De plus, comme dans la section [[.3.2] on peut montrer qu’on a le diagramme commutatif (cf.
lemme 1.3 de [PV82]]) pour j =0,1:

Ki(A®K) 2% Ki(Tu)

Kj(A) —% K,(A).

Dans le deuxieme chapitre de I’article [PV82], les auteurs montrent que dj.. est un isomorphisme
pour j = 0, 1. Ainsi on obtient le théoréme suivant.

Théoreme 1.3.25. (Théoreme 3.1, [PV82] ) L’extension de Toeplitz induit la suite exacte a six
termes :

ivo(idi—agl)

Ko(A) 2255 Ko(A 2y Fust) — Ko(A =g, F)

alT o

KI(A Xa,r IFa‘n) <k— KI(A Xy Fn—l) o(idu—ar)) KI(A)
. io(id.—ar,

ou 0; est 'application d’indice, dy est I’application exponentielle et k est I’inclusion naturelle
de A < F,_; dans A < F,,.

Il existe une autre suite exacte a six termes. On considere

Bn = {(tl’--wtn) € @ﬂ,i | Pn,l(tl) = ... = Pn,n(tn)}

i=1

le produit fibré des C*-algebres 7,,; au-dessus de A = F,,. Ainsi, on obtient la suite exacte sui-

vante :

05 AeK) D g Py s wE, S0,

On définit R, : A — B, par
Ry(a) = p1(a) ® ... ® pa(a).

On voit que B, est généré par R, (A) et les isométries :
r,=U;e..UjeS;eU;®...0U,;(1<j<n).

Le lemme 3.4 de [PV82] permet d’affirmer que R, induit en K-théorie un isomorphisme et ainsi
on obtient :
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Théoreme 1.3.26. (Théoreme 3.5, [PV82]) Le diagramme suivant est une suite exacte :

DL, Ko(A) ——— Ko(A) —— Ko(A x,, F,)

o] o

Kl(A ar Pn) <T KI(A) <T @7:1 KI(A)

n

. -1.

o, = E id, —a;,;
i=1

2. i, est I'inclusion de A dans A < F,, au niveau de la K-théorie ;
3. Pour j=0,1:

;= P,
i=1

avec 8; est ’homomorphsime de connexion en K-théorie entre K;(A =< F,) et K;,1(A ® K)
associé a I’extension de Toeplitz de I';.

On termine cette section par la démonstration du résultat suivant qui généralise le lemme

321

Proposition 1.3.27. Soit A une C*-algebre unitaire. Pour i € {1,...,n}, on considere a; €
Aut(A) de sorte a définir une action a de F, sur A. Alors

0+ Ki(A = F,) = (D) Ko(A),

i=1

envoie [u;]y sur (0,...,0, —[1]o ,0,...,0),
——

i—eme coordonnée
out les unitaires u; € C;(F,) C A < F, proviennent des générateurs de F,.

En utilisant le lemme 1.2 de [PV82], il existe un *-homomorphisme injectif D,: B,_; — B,
tel que

Dn(Rn—l(a)) = Rn(a) et Dn(zn—l,j) = 2:n,j-
AinsiR, =D, o ... 0 Dj.

Lemme 1.3.28. Le diagramme suivant est commutatif :

Ga:":| l//n,i

A®K) —— B,

ikT Rﬁ]\

A ® 7( L) T(A’ alk,Z),

oi RX est définie par RX(a) = R, (a) pour a € A et R(S;) = Z,4.

Remarque 1.3.29. Comme 7 (A, a;, Z) est générée par S et pi(A), alors R est bien définie.
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Démonstration. Comme (A ® K) = J; et J; étant un idéal engendré par T}, il suffit de vérifier
que cela commute pour 7. Ainsi regardons

RS o y(1 ®eqp) = R(Ty)

=p(He®...ep,(H)-U,Ui®..0 U U_ &S S, @ U U, ®...0U,U,
=06..0007,00&...60

=@ ,:0,...,0,1®e00,0,...0) = & ¥, (ix(1 ® eg)).

Lemme 1.3.30. Le diagramme suivant est commutatif :

B, — " Ax,F,

q

T (A, a1, Z) —2— Ax,, Z.

En effet on a P, o R¥(pi(A)) = m(A) = io p(A) et P, o RX(Sy) = uy = io p(Sy).
Ainsi, on obtient le diagramme commutatif page 104 de [Pool8]] :

00— AQK)" > B, > Ay, F, —— 0

T

0 —— AK —— T A, a, Z) —— A=, Z —— 0.

En combinant avec la naturalité de la suite exacte a six termes, on obtient le diagramme
commutatif suivant :

Ko((A®K)") > Ko(B,) » Ko(A =0, Fy)
Ko(A® 7()/ T > Ko(T (A, ay, Z))/ > Ko(A Z)/

Ki(A >0, Fy) < Ki(By) < Ki((A®K)")
K (A > Z)</ Ki(T (A, , z))/< Ki(A® 7<)./

Comme Ky(A) = Ko(A ® K) et Ko((A ® K)") = D, Ko(A ® K), alors en considérant le carré
vertical gauche, on obtient le diagramme commutatif suivant

Ko(A) — @, Ko(A)

i i

Kl (A ~ <7/k>) —_— Kl (A ><1w,r IF;n)
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Par le lemme|1.3.21, on a 6’{([u,~]) = —[1] € Ky(A). On conclut en constatant que ¢, envoie —[1]
sur la k-eme composante du n-tuple (0,...,0,-[1],0,...,0).

1.3.3. Description géométrique et analytique de la K-homologie

Dans cette section, nous allons considérer le coté gauche de la conjecture de Baum-Connes. 11
existe essentiellement deux approches pour introduire la K-homologie ; celle que I’on appellera
géométrique et qui est due aux travaux de Baum et Douglas (voir [BD82]), ainsi que celle de
Davis et Liick (voir [DL98]) qui est basée sur la construction d’un foncteur. Afin de pouvoir
se référer et utiliser les résultats de O.Isely dans [Isell], nous introduirons la K-homologie
géométrique. De ce fait, cette section est completement basée sur le chapitre 2 de [Isel1].

Description géométrique de la K-homologie
Algebres de Clifford et le groupe Spin(n)

On donne une introduction rapide aux algebres de Clifford et a 1a géométrie spin. Un lecteur
intéressé peut aller voir [LM16] pour de plus amples informations.

Définition 1.3.31. Soit K un corps de caractéristique différente de 2, et soient V un espace
vectoriel sur K et Q: V — K une forme quadratique. Une algebre de Clifford pour Q est une
K-algebre associative et unitale C(Q) avec une application linéaire j: V — C(Q) telle que pour
toutve V,ona:

J0)? = QW) - L)

satisfaisant la propriété universelle suivante : pour chaque K-algebre associative et unitale A et
pour toute application linéaire i: V — A telle que i(v)> = Q(v) - 14 pour tout v € V, il existe un
unique morphisme d’algebres ¢: C(Q) — A tel que le diagramme suivant soit commutatif :

v — ¢
\ l¢
A
L application j est injective et génere multiplicativement C(Q).

Proposition 1.3.32. Soit K un corps, V un K-espace vectoriel et Q une forme quadratique sur
V. Considérons [’algebre tensorielle de 'V,

T(V):K@@év,

neN* =1

et on note 1(Q) l’'idéal de T(V) généré par I’ensemble {v ®v — Q(v)| v € V}. Alors T(V)/I(Q)
est une algebre de Clifford pour Q.

La propriété universelle d’une algebre de Clifford pour une forme quadratique Q implique
I’unicité, a isomorphismes d’algebres pres. Ainsi, en parlant de 1’algebre de Clifford pour une
forme quadratique Q, on la regardera comme le quotient de la proposition ci-dessus.

Proposition 1.3.33. Soit V un K-espace vectoriel et Qy, Q, deux formes quadratiques sur V.
Alors

C(Q1© 0r) = C(Q1) ® C(Qy).
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On rappelle également qu’une forme quadratique sur un K-espace vectoriel V' induit une
forme bilinéaire B, sur V en définissant pour tout v;,v, € V' :

1
Bo(vi,v2) = E(Q(Vl +v2) = 0(vi) — Q(1n)).
De plus on a, pour v, v, € V tels que By(vy,v,) = 0, I'égalité suivante dans C(Q) :
Vi-Vy ==V V.

Théoreme 1.3.34. Soient V un K-espace vectoriel de dimension n et Q une forme quadratique.

Il existe une base {vi,...v,} de V telle que la forme bilinéaire associée a Q est donnée par
A 0
BQ = .
0 A,

oudy,...,A, € K.
De plus le K-espace vectoriel C(Q) est de dimension 2". Une base étant donnée par :
(Bufvi-..ovll<s<n 1<ij<...<i;<n}.

On s’intéresse dans notre cas aux algebres de Clifford réelles et complexes.

Définition 1.3.35. Soit n € N. L’algebre de Clifford réelle définie négative de R”, notée Cl (n),
est celle associée a la forme quadratique sur R” définie par :

2 2
loeeesXp) = — — ...~ .
Q(x X) ‘xl Xn

pour tout (xq,...,x,) € R".

Par exemple CI (1) est isomorphe a C via I’application que envoie e; sur i. Pourn = 2, 0on a
CIl(2) est isomorphe a I’algebre des quaternions H.

Définition 1.3.36. Soit n € N. L’algebre de Clifford réelle définie positive de R", notée CI*(n),
est celle associée a la forme quadratique sur R" définie par :

2 2
OX1, ..., X)) =X+ ...+ X

ne
pour tout (xy,...,x,) € R".

Pourn = 1, ona CI"(1) = R ® R en envoyant e; sur (1, —1). Et CI*(2) = M,(R) via I’homo-
morphisme
cre) - MM®)
0 1
1 0

. -1 0
(%) 01

€
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Définition 1.3.37. Soit n € N. L algebre de Clifford complexe de C", notée CI‘(n), est celle
associée a la forme quadratique sur C" définie par :

2 2
0@,z =2+ ...+ 2,

pour tout (zy,...,z,) € C".

Proposition 1.3.38. Soit Q une forme quadratique sur un espace vectoriel réel V. On définit
sur le complexifié Vo =V ®g Cde V la forme quadratique complexe Q¢ par

0c(v®z) = Q)7

pour tout v € V et 7 € C. Alors C(Qc) = C(Q) ®r C.

I1 est alors évident que le complexifié de CI*(n) ou de CI™(n) est, dans les deux cas, Cl°(n).
En effet les isomorphismes sont donnés par :

Cl'(n)@C — Cl(n) et CI'(n)®C — Cl(n)
€j®1 > fj €j®1 = lf]

ou (e j)'}:l et ( fj);f: , sont les bases canoniques de R" et C".
On a également la proposition suivante.

Proposition 1.3.39. Pour toutn > 1, ona:
Cl(n+2)=Cl'(n)®Cl (2) et Cl'(n+2) = Cl (n)® CI*(2).

Ainsi on obtient le corollaire :

Corollaire 1.3.40. Soitn € N.
1. Sin =2k, alors
k
CI(n) = (R My(C) = End(C?).
i=1

2. Sin=2k+1, alors

k k
Cl(n) = Q) Ma(C) & (R) Ma(C) = End(C* ) & End(C").

i=1 i=1

Définition 1.3.41. Soit k € N. Pour n € {2k, 2k + 1}, on appelle c* I’espace vectoriel de n-
spineurs et on le note A,. La représentation spinorielle de dimension n est la représentation de
Cl°(n) sur A, donnée par I’isomorphisme du corollaire.

On construit alors deux groupes intéressants a partir de CI~(n) et Cl°(n).
Un élément de x € R" \ {0} est inversible dans CI~(n) car :

-1 -1

X = sy x=

X- X = XX =
x> [l

Ainsi si x € S"7!, son inverse est noté —x. De méme maniére un élément inversible dans C” est
inversible dans Cl‘(n).
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Définition 1.3.42. Soit n € N*.

1. Le groupe Pin(n) est défini comme le sous-groupe de (C/™(n))* généré par les éléments
de ™71, i.e. est formé par les éléments de la forme

X1 oot Xy

oum>1letx; €S" ! pourtoutie{l,...,m}.

2. Le groupe Spin(n) est le sous-groupe de Pin(n) engendré par les produits contenant un
nombre pair d’éléments de S"'.

3. Le groupe Spin‘(n) est le sous-groupe de (C/(n))* généré par Spin(n) et T.

Comme Spin(n) N'T = {1, -1}, on obtient alors :
Spin“(n) = (Spin(n) X T)/ {(1, 1), (=1, -1)}.

La topologie sur le groupe Spin(n) est donnée par la restriction de la représentation spinorielle
a Spin(n) C CI"(n) € CI°(n). Ainsi on obtient une représentation fidele sur A, et par conséquent
une application injective de Spin(n) dans My (C), ou k est tel que n € {2k, 2k + 1}. Alors on
munit Spin(n) de la topologie induite de My (C).

Exemple 1.3.43. Pour n = 1, on a vu que ClI"(1) = C. Ainsi Pin(1) est formé par les produits
de i et —i et donc Pin(1) = {1, -1, 1, —i}. Par conséquent, on a Spin(1) = Z, et Spin°(1) = T.

Pour n > 1, on définit I’application linéaire y : Cl"(n) — CIl (n) par y(x) = x pour tout

xeR"ety(x-y) =y(x)-y(y) pour tout x,y € Cl"(n).
Proposition 1.3.44. Soit n > 1. On définit (A(x))(y) = x -y - y(x) pour x € Pin(n) et y € R".
Alors Iapplication A de Pin(n) dans O(n) est continue et surjective. De plus on a :

1. ker(d) ={-1,1};

2. 1S O(n)) = Spin(n);

3. Spin(n) est connexe si n > 2, simplement connexe si n > 3 et Alspinny est le revétement

universel S O(n).

Ainsi A donne une application bien définie continue et surjective :

A : Spin‘(n) — SO(0n)
[x,y] = A).

Exemple 1.3.45 (Cas de Cl7(2)). On rappelle que Cl~(2) est isomorphe a H [’algebre des
quaternions via I’homomorphisme qui envoie e, sur i et e, sur j. On rappelle que S' peut étre
vu comme [’ensemble

{cos(8)i + sin()j | 6 € [0,2n]}.
Comme (cos(0)i+sin(6) j)(cos(6)i+sin(8)j) = cos(m+6—-0)+sin(m+0—-6")k, alors Spin(2) = T.
Ainsi on a Spin°(2) = (T x T)/{(1,1),(=1,-1)}. De plus pour x; = cos(0)i + sin(6)j et x, =
cos(@')i +sin(@')j, on a

(A(xy - x2))(@) = cos(20 — 26")i + sin(26 — 26') ]
(A(x1 - x2))(j) = cos(20 — 26')j + sin(26 — 26')i.
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Comme R? est vu dans H comme le sous-espace engendré par i et j, alors x € Spin(2) donné par
0 € [0, 2rr], A(x) est simplement la rotation d’angle 26. En identifiant SO(2) avec T, I’application
A devient simplement A(x) = x.

Structure G-Spin°‘ sur les variétés et K-homologie équivariante

On commence par introduire les fibrés.

Définition 1.3.46. Un fibré est la donnée d’un quadruplet (E, B, F, xr), ou E, B, F' sont des es-
paces topologiques, m: E — B est une surjection continue, appelée application de projection,
satisfaisant une condition de trivialisation locale, précisée ci-dessous. On appelle E 1’espace
total, B espace de base du fibré et F la fibre. On demande que pour chaque x € B, il existe un
voisinage U C B de x tel que qu’il existe un homéomorphisme ¢: 7' (U) — U X F de sorte
que le diagramme suivant commute :

~(U) —— UXF,
U

ol 7, est la projection sur le premier facteur. Ainsi pour tout p € B, 77! ({p}) est homéomorphe
a la fibre F. Comme pour chaque fibré 7: E — B est une application ouverte, B est muni de la
topologie quotient déterminée par 7.

Définition 1.3.47. Soit 7 : E — Bun fibré de fibre F . Une section est une application continue
s: B — E telle que pour tout b € B on a n(s(b)) = b.

Définition 1.3.48. Un fibré vectoriel réel sur B est la donnée d’un espace total E, d’un espace
de base B, d’une application de projection 7: E — B et pour tout b € B la fibre au dessus de
b, n71(b), posséde une structure d’espace vectoriel réel de dimension finie, notée Ej,. De plus,
pour tout b € B, il existe un voisinage U de b, un nombre naturel n et un homéomorphisme
h: UxR" — 7~ '(U) tel que chaque h, : v — h(x,v) soit un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Définition 1.3.49. Un fibré G-principal sur B est la donnée 7: P — B et d’une action continue
de G sur P telle que pour tout b € B, il existe un voisinage U de b et un homéomorphisme
G-équivariant ¢: U X G — n~'(U).

Autrement dit, c’est un fibré muni d’une action continue de G préservant les fibres, agissant
librement et transitivement sur celles-ci de sorte que pour tout b € B, ’application G — P,
g — yg soit un homéomorphisme. Ainsi, P/G est homéomorphe a B.

Soit G un groupe localement compact, Hausdorftf et dénombrable a I’infini. On considere
alors un fibré vectoriel V sur une G-variété propre, lisse, connexe et avec bord M. On demande
de plus que V soit G-équivariant c’est-a-dire que I’action de G sur V envoie linéairement la fibre
de x sur la fibre de gx, pour g € G.

Si V est muni d’une orientation G-invariante et d’une structure euclidienne, on notera S O(V) le
fibré sur M dont la fibre sur x € M est formée par la base orthonormale orientée positive de la
fibre de x dans V. Ainsi S O(V) est un fibré S O(n)-principal G-équivariant.
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Définition 1.3.50. Supposons que V soit comme ci-dessus. Alors une structure G-Spin‘ sur
V est la donnée d’un fibré P Spin‘(n)-principal G-équivariant sur M et d’une application G-
équivariante A de P dans S O(V) tels que le diagramme diagramme suivant commute :

P x Spin‘(n) ——— P

[ NN

SO(V)xSOm) —— SO(V) —— M.

V muni de cette structure a une orientation. En considérant son opposé, i.e. V avec I’orienta-
tion inverse, noté —V/, il est possible de construire une structure G-Spin‘. Dans la littérature, la
construction de la structure G-Spin‘ sur —V s’appelle la structure G-Spin“ opposée.

Définition 1.3.51. Supposons que V soit muni de deux structures G-Spin‘ de fibrés sous-jacents
Py, P, et d’applications A, A,. On dira que les deux structures sont équivalentes s’il existe un
homéomorphisme de fibrés, a la fois G-équivariant et Spin‘(n)-équivariant, de P; vers P, tel
que le diagramme suivant commute :

P —L— P,

[ A

SOV).

Lorsque I’on considere une variété riemannienne orientée M, on peut prendre comme V le
fibré tangent 7M. Dans ce contexte, on dit que M est une G-Spin‘-variété lorsque 7'M est muni
d’une structure G-Spin‘. Si G est le groupe trivial, on dira que M est une Spin‘-variété.

Exemple 1.3.52. On peut mettre une structure Spin® sur T. En effet, T est une variété munie de
I’orientation provenant de la base de I’espace tangent au point e*™" € T donnée par le chemin :

10,1] — T
S —  expmi(t+ s — %))

pour tout t € [0,1]. En munissant T de la métrique induite par la restriction de la métrique
usuelle de R?, on obtient une variété riemannienne orientée. Le fibré S O(TT) est isomorphe au
cercle T car TT = T X R. Ainsi le fibré Spin‘(1)-principal est T X T vu comme un fibré sur T
par la projection sur la premiére coordonnée, de fibre Spin°(1) = T et I’action donnée par la
multiplication standard de T.

De maniere plus générale, on a :

Proposition 1.3.53. Supposons que M est une variété riemannienne orientée telle que son fibré
tangent T M soit trivial, i.e. TM = M X R". Alors M posséde une structure Spin‘.

En effet, il suffit de prendre le fibré trivial Spin‘(n)-principal P = M X Spin“(n) et de prendre
la G-application Id X A : P - M X SO(n) = SO(TM).
Si I’on suppose que M possede une structure G-Spin®, alors il est clair qu’une G-sous-variété N
de méme bord que M hérite de cette structure par restriction.
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Proposition 1.3.54. Une structure G-Spin® sur M induit une structure de G-Spin‘ sur son bord
oM.

La derniere propriété de stabilité de cette structure dont nous avons besoin est la suivante :

Proposition 1.3.55. Supposons que le bord de M ne soit pas vide et que G agisse de maniere
triviale sur [0, 1]. Alors une structure G-Spin® sur M induit une structure G-Spin‘ sur M x [0, 1].

On peut a présent définir les K-cycles G-équivariants.

Définition 1.3.56. Soient X un G-espace et Y un sous-espace fermé de X qui est G-invariant.
Un K-cycle G-équivariant sur le couple (X, Y) est un triplet (M, E, ¢), ou :
(1) M estune G-variété propre, lisse, G-compacte, avec bord, ayant une structure G-Spin®;
(2) E estun fibré vectoriel complexe sur M qui est G-équivariant;
(3) ¢ estune G-application de M dans X telle que #(OM) C Y.

De plus on dira que le K-cycle est pair, respectivement impair, si chaque composante connexe
de M est de dimension paire, respectivement impaire.

Un exemple simple d’un tel K-cycle est de partir d’'un G-espace X qui est lui-méme une
variété satisfaisant les conditions de (1). Ainsi (X, X x C*, Idy) est un K-cycle sur (X, 9X).
Lorsque 1’on considere le couple (X, 0), on parlera de K-cycles sur X au lieu de sur (X, @). Dans
ce contexte un tel K-cycle est nécessairement composé d’une variété sans bord.

On aimerait mettre a présent une relation d’équivalence sur I’ensemble des K-cycles sur (X, Y).

Définition 1.3.57. Soient X un G-espace et Y un sous-espace fermé de X qui est G-invariant.
Supposons que (M1, E1, ¢y) et (M,, E,, ¢,) sont deux K-cycles sur (X, Y) avec P et P, comme
fibrés G-équivariants Spin“(n)-principaux. Alors (M, E\, ¢1) et (M, E,, ¢,) sont isomorphes
s’1l existe un difféomorphisme G-équivariant f : M; — M, tel que :

1. P, = f*(P,) en tant que fibrés G-équivariants Spin‘(n)-principaux sur M.

2. E; = f*(E,) en tant que fibrés vectoriels complexes G-équivariants sur M.

3. ¢1=¢rof.

On remarque que deux K-cycles isomorphes doivent avoir la méme parité.
Définition 1.3.58. Soient X un G-espace et Y un sous-espace fermé de X qui est G-invariant.
Un bordisme pour la paire (X, Y) est la donnée suivante :

1. L est une G-compact G-Spin‘-variété propre, lisse et avec bord ;

2. un fibré vectoriel complexe G-équivariant F sur L;

3. une G-application ¢ : L — X;

4. une fonction G-invariante et lisse 7 : L — R ayant —1 et 1 comme valeur réguliere et

telle que y(h~'([-1,1])) C Y.

La derniere condition implique que M, := h~'([1,00[) et M. = h™!(] — o0, —1]) sont des
sous-variétés G-invariantes de bords dL. Ainsi (M., Fla,, ¥lu,) et (M_, Fly_, ¥ly_) sont deux
K-cycles sur (X, Y) par les propriétés de stabilité de la structure de G-Spin‘. Dans ce cas, on dit
que (M., Fly,,¥lu,) est bordant a (—M_, Fly_, ¥ly)-

Considérons une derniere opération sur ces K-cycles. Soient X un G-espace, Y un sous-espace
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fermé de X qui est G-invariant et (M, E, ¢) un K-cycle sur (X, Y). On suppose qu’on dispose d’un
fibré vectoriel réel de dimension paire V sur M qui est muni d’une structure de G-Spin‘. On peut
alors considérer V @ R et le munir d’une structure de G-Spin“. On restreint alors cette structure
au fibré en disques de V @R et I’on considere son bord My, qui est le fibré en spheres de V @& R.
Par la proposition on peut également munir My d’une structure de G-Spin‘ et 1’on note
Py son fibré G-équivariant Spin‘(n)-principal. On construit alors un fibré vectoriel complexe
G-équivariant Py Xgpine(n) An que I’on appelle fibré spinoriel. Comme 7 est pair la représentation
spinorielle de Spin(n) se décompose en somme directe de deux sous-représentations irréduc-
tibles, ce qui induit une Z, graduation du fibré spinoriel. Regardons alors la partie graduée paire
du fibré spinoriel associé a la structure de G-Spin® et notons-la S'y. Considérons de plus S le
fibré dual de Sy. On a alors la proposition suivante :

Proposition 1.3.59. (My, S}, @ nj,(E), ¢ o y) est un K-cycle sur (X, Y), ouny : My — M est la
restriction de la projection de V ® R sur M.

Définition 1.3.60. Soient X un G-espace et Y un sous-espace fermé de X qui est G-invariant.
Sur la classe de tous les K-cycles sur (X, Y), on considere la relation d’équivalence générée par
les isomorphismes et les trois relations élémentaires préservant la parité suivantes :

1. Si (M, E,, ¢) et (M, E,, ¢) sont deux K-cycles, alors
(MUM,E,L1E,,¢11¢) ~ (M, E, ® Es, ¢);
2. Si (M, Eq, ¢y) et (M, E,, ¢,) sont bordants, alors
(M, Ey, ¢1) ~ (M2, E, ¢);

3. Si (M, E, ¢) est un K-cycle et V est un fibré vectoriel de dimension paire muni d’une
structure de G-Spin°, alors

(M,E’ ¢) ~ (MV’S#{/®7T>€/(E)’¢ 0 7TV)-

On note alors KOG (X, Y), respectivement ch(X, Y), lensemble des classes d’équivalences des
K-cycles G-équivariants pairs, respectivement impairs.

Sur ces ensembles, on définit une addition :
(M\,E\, 1] + [Ma, Es, ] := [M, U My, E, 11 E,, ¢y L ¢5].

Cette opération est associative et commutative. Il est clair que le neutre de cette loi est (0, 0, )
et que I’inverse de [M, E, ¢] est donnée par [-M, E, ¢], ou —M est simplement M muni de la
structure de G-Spin“ opposée. Ainsi on obtient le résultat suivant.

Théoreme 1.3.61. Pour chaque couple (X, Y) avec X un G-espace et Y un sous-espace fermé
G-invariant, les ensembles K§(X,Y) et KY(X, Y) sont des groupes abéliens pour la loi définie
ci-dessus. Ils forment ce qu’on appelle la K-homologie géométrique G-équivariante de la paire
(X, 7).

Lorsque Y = 0, on écrit Kl.G(X) a la place de KiG(X, 0) pouri =0,1.
Soit (X, Y) et (X', Y’) deux paires formées de G-espaces et sous-espaces G-invariants. Soit f :
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X — X’ une G-application telle que f(Y) C Y’. Alors f induit un homomorphisme pour j = 0, 1
[ KSX,Y) - K§(X',Y")
en posant simplement pour [M, E, ¢] € KJ.G(X, Y):

J(IM,E, ¢]) = [M,E, f o $].

Ainsi cette K-homologie G-équivariante peut €tre vue, en analogie a la K-théorie, comme un
foncteur covariant entre la catégorie des paires formées d’un G-espace et d’un sous-espace
fermé G-invariant et la catégorie des groupes abéliens.

Proposition 1.3.62. Soient X, X' deux G-espaces et fi, f> deux G-applications de X dans X'.
Si fi et f, sont G-homotopes, alors (f1). = (f2)«. En particulier si X et X" ont méme G-type
d’homotopies, alors K]-G(X) = K]-G(X/), pour j =0, 1.

Rappelons qu’une G-application f est une application continue et G-équivariante entre deux
G-espaces X, X', 1.e. f(gx) = gf(x) pour tout g € G et x € X. Deux G-applications sont dites
homotopes s’il existe une homotopie G-équivariante entre elles, ou G agit trivialement sur [0, 1].
Afin de faire un lien avec la K-théorie des C*-algebres, il nous faut faire un petit aparté sur la
KK-théorie de Kasparov.

K K-théorie de Kasparov et K-homologie Analytique

La KK-théorie permet de généraliser a la fois la K-théorie et la K-homologie. Elle a été
introduite par G. Kasparov dans les années 80 et elle est inspirée de la théorie sur les modules
de Fredholm due a Atiyah lors de ses travaux sur son célebre théoreme d’indice.

Définition 1.3.63. Soit A une C*-algebre. Un Hilbert C*-module sur A est un A-module droit
H venant avec un produit scalaire a coefficients dans A, i.e. une application (.,.) : HX H — A
satisfaisant pour tout £,&',n € Hetx € A :

o (L+& m=(&m+ &)

® (&, nx) = (&, mx;

® (& m =&

® (£,6)>0dans Aet(&,&) =0sietseulementsié =0,

et tel que H soit complet pour la norme :

Il == 1K€, N2

pour tout ¢ € H.

Ainsi on remarque qu’un Hilbert C*-module sur C est simplement un espace de Hilbert com-
plexe. C’est donc une généralisation du concept d’espace de Hilbert. De plus si H est un espace
de Hilbert alors on remarque que H ®c A est un C*-module sur A en définissant le produit
scalaire :

<§®x»77®}’> = <§’77>®X*y
pour tout £,n € Hetx,y € A.

Définition 1.3.64. Soit H un Hilbert C*-module sur A.
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1. On note L,(H) I’ensemble des opérateurs linéaires de H dans H ayant un adjoint, i.e.
(T¢é,m) = (€, T™n) pour tout €, € H. Ainsi L4(H) muni de la norme opérateur est une
C*-algebre.

2. Un opérateur T € L,(H) est de rang fini s’il s’écrit comme combinaison linéaire d’opé-
rateurs de la forme T ¢ ol

Tep(m) = EXEm
pour &, & € H.
3. Un opérateur 7' € L4(H) est compact s’il est la limite en norme d’opérateurs de rang fini.
Ces définitions sont simplement des généralisations du cas d’un espace de Hilbert.
Définition 1.3.65. Soient A et B deux G-C*-algebres. On appelle un cycle de Kasparov G-
équivariant sur (A, B) la donnée du triplet (H, &, F), ou :

1. H estun Hilbert C*-module sur B muni d’une représentation unitaire p de G dans le sens

()€, p(M) = g - &)

pourtoutg € Geté,n € H.

2. m est une représentation de la C* algebre A sur H, i.e. un *-homomorphisme de A dans
Lp(H), qui est covariant dans le sens

p(@n(x)p(g™") = n(g - x)

pour tout g € G et x € A.

3. F est un opérateur dans Lz(H) tel que ’application de G dans Lg(H) définie par g —
p(g)Fp(g™") soit fortement continue et tel que pour tout x € A et g € G les quatre opéra-
teurs :

A(O(F? = 1dp), 7()(F" = F), [x(x), F1, [p(g). F]
sont compacts.

De plus si H est Z,-gradué et que p et w préservent la graduation tandis que F la renverse, on
dit que le cycle est pair. Sinon il est impair.

On peut définir une opération sur les K-cycles en prenant la somme directe des Hilbert C*-
modules, représentations et opérateurs.
En guise d’exemple prenons un s#-homomorphisme entre deux G-C*-algebres A, B que 1’on note
¢. Alors (B, ¢,0) est un cycle impair sur (A, B). En effet B peut étre vu comme un Hilbert C*-
module sur lui-méme. L’action de G sur B donne une représentation sur B. De plus ¢ donne une
représentation de A sur B par les opérateurs multiplications.

Exemple 1.3.66. On considere M une variété compacte et soient E, E’ deux fibrés vectoriels
sur M. On suppose que G est trivial. Posons I'°(E) (resp. I°(E")) I’ensemble des sections lisses
sur E(resp. sur E') et regardons :

D : T(E) — [™(E)

un opérateur différentiel elliptique de degré 1. Considérons alors le Hilbert Z,-gradué H :=
L*(M,E)®L*(M, E"). Soit alors © : C(M) — H le x-homomorphisme donnée par les opérateurs
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de multiplication ponctuelle. Soit 2 : R — [—1, 1] une fonction impaire lisse positive sur R} et
telle que lim,_,, Z(x) = 1. Définissons alors I’opérateur

_( 0 ED)y
F= (E(D) 0 )

ou Z(D) est donné par le calcul fonctionnel continu.
On peut démontrer que (H, t, F) est un cycle pair sur (C(M), C).

On veut a présent, comme dans le cas des K-cycles géométriques, mettre une relation d’équi-
valence.

Définition 1.3.67. Soit A, B deux G-C*-algebres et (H, n, F), (H', 7', F’) deux cycles de Kaspa-
rov sur (A, B) de méme parité.

1. Lecycle (H, r, F) est dit dégénéré si chacun des quatre opérateurs compact de la définition
[[.3.65]est nul pour tout g € G et x € A.

2. Les deux cycles sont dit homotopes si H = H', p = p’, # = n/, et qu’il existe un chemin
continu pour la norme opérateur (F,).ej0.1; € Lp(H) tel que Fy = F et F; = F’ et que pour
tout 7 € [0, 1] le triplet (H, , F;) est un cycle sur (A, B) de méme parité.

3. Les deux cycles sont dit unitairement isomorphes s’il existe une application continue,
bijective et A-linéaire  : H — H’ qui préserve le produit scalaire, et dans le cas pair la
graduation, telle que p’(g) o = Yo p(g), '(x) oy = Yom(x)et F' oy = o F pour tout
geGetxeA.

4. Finalement les cycles (H,n, F) et (H',n’, F’) sont équivalents s’il existe deux cycles dé-
générés (Hy, my, Fo) et (Hy, mrpy, Fj) de méme parité tels que

(H,n,F) @ (Ho, 7o, Fo) et (H',n',F") & (Hp, mg, Fp)
sont homotopes a isomorphismes unitaires pres.
C’est une relation d’équivalence et on a :

Théoreme 1.3.68. Avec les notations de la définition ci-dessus, I’ensemble des classes d’équi-
valence des cycles pairs, respectivement impairs, est un groupe abélien avec la loi provenant de
la somme directe de cycles, noté KK§ (A, B), respectivement KK (A, B). Ces deux groupes sont
appelés les KK-groupes G-équivariants de (A, B).

Il est clair, par la définition de la relation d’équivalence, que le neutre de ces groupes est la
classe représentant les cycles dégénérés. De plus, si (Hy ® Hy,my ® 7y, F) est un cycle pair de

Kasparov sur (A, B), ou F est donné par F = ( I«E) 1*;)10 respectivement a la graduation du
01
. . .. . , , 0 Fo
Hilbert C*-module. Alors I’inverse est donné par (H; @ Hy, 1y @ my, ') avec F’ = F 0
10

ou I’on a simplement renversé la graduation. Pour le voir, il suffit de considérer la somme des
deux cycles et de montrer que ce cycle est homotope a un cycle dégénéré. Dans le cas non-
gradué, I'inverse de [H, &, F'] est donné par [H, r, —F].

Dans ce contexte, on a également la notion de foncteur qui intervient. Soient A, B, C trois
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G-Cr-algebres et soit (H, m, F) un cycle sur (A, B). En considérant un *-homomorphisme G-
équivariant ¢: C — A, on peut construire a partir de (H,n, F) un cycle de Kasparov G-
équivariant de méme parité sur (C, B). En effet, il suffit de considérer le triplet (H, n¢, F). Ainsi
¢ induit un homomorphisme

¢": KK(A,B) > KKY(C, B)

pour j =0, 1.

De I’autre c6té en considérant un s-homomorphisme G-équivariant ¢: B — C, on peut construire
naturellement un Hilbert C*-module sur C en considérant HQzC. Ainsi (H®pC, n®ld-, FRIdc)
est un cycle sur (A, C) de méme parité que (H, , F'). Donc ¢ induit un homomorphisme

¢. : KK7(A,B) » KK$(A,C)

pour j =0, 1.

Ainsi K KJG peut étre vu comme un bifoncteur, contravariant en la premiere variable et covariant
en la seconde, de la catégorie des G-C*-algebres et des G-équivariants *-homomorphismes dans
la catégorie des groupes abéliens et des homomorphismes.

De plus on a la propriété :

KKY(A,C)® KK} (B,C) = KK{(A® B,C).

Donnons a présent la définition de la K-homologie analytique.

Définition 1.3.69. Soit A une G-C*-algebre. La K-homologie analytique G-équivariante de A
est le groupe Z, gradué KK§(A,C) ® KKY(A, C).

On termine cette sous-section par quelques résultats importants permettant de faire le lien
entre la K-théorie analytique des C*-algebres et cette K-homologie analytique.

Théoreéme 1.3.70 (Isomorphisme de Bott). Soit A une G-C*-algebre et j € {0, 1}. Alorson a:
KK$(SA,C) = KKY (A,C),

ou S A est la suspension de A.

Théoreme 1.3.71. Soit A une C*-algebre. Alors

pour j =0, 1.

On termine cette section par I’exemple de C(T). Par le résultat précédent, on déduit :
KKy(C(T),C) = Z = KK(C(T),C).

D’un coté, un générateur de KKy(C(T), C) peut étre donné par le K-cycle dégénéré [C@ 0, e, &
0,0], ou e; est I’évaluation en 1 € T. De I'autre c6té, en suivant [MVO3], un générateur de
KK,(C(T),C) est donné en considérant I’espace de Hilbert L*(T) avec la représentation par
multiplication ponctuelle de C(T) sur L*(T). L’ opérateur F est donné par :

F(ey) = sgn(k)e,, VkeZ,
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o {e; = e* : k € Z} estlabase de L*(T) et sgn est la fonction signe.

1.3.4. Espaces propres, G-CW-complexes et Espace classifiant

Avant d’établir un lien entre les différentes théories de K-homologie introduites, on donne une
introduction a certaines notions capitales lorsque 1’on s’intéresse a définir le coté topologique
de Baum-Connes : I’espace classifiant des actions propres.

On commence par la notion de propreté d’un espace.

Définition 1.3.72. Un G-espace X est dit propre si pour tout x € X il existe un triplet (V, H, f)
ou :

e V estun voisinage ouvertde x telque G-V C V;

e H est un sous-groupe compact ;

e f:V — G/H estune G-application.

Si de plus I’espace X est localement compact, alors X est propre si et seulement si I’applica-

tion suivante
GxX —» XxX

(g,X) = (g-x,x)

est propre, i.e. la pré-image d’un compact de X X X est compacte dans G X X.

Définition 1.3.73. Un G-espace propre X est universel pour les actions propres de G si pour
tout G-espace Y, il existe une G-application de Y dans X, unique a G-homotopies pres.

Proposition 1.3.74. Il existe un G-espace universel pour les actions propres de G. On le note
EG.

Pour G discret, un modele de cet objet peut €tre construit par fonctorialité en utilisant les
co-ensembles G/H avec H sous-groupe fini de G. Pour plus de détails sur la construction, on
peut lire [MVO3|] page 6.

Définissons a présent un G-CW-complexe.

Définition 1.3.75. Un diagramme commutatif

|

'

8 D,

A— >

|

est un diagramme de push-out si pour chaque paire d’applications ¢ : B —» Xety : C - X
telles que le diagramme suivant commute

B

¢

X,

l

il existe une unique applicationn : D — X telleque no f =gpetnog =y.

]
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Définition 1.3.76. Un G-CW-complexe X est un G-espace venant avec une filtration G-invariante

XOCX‘C...CUX”:X

n>0

et donc muni de la topologie finale. De plus, pour tout r, X" est obtenu de X"~! en attachant des
cellules G-équivariante de dimension 7, i.e. il existe un diagramme de G-push-out

A, x ST xr!

! |

A, X Bt — X",

ou A, est un G-espace discret pour tout 7.

On remarque que si G est le groupe trivial, alors on obtient la définition d’un CW-complexe
standard. Ainsi X" est appelé le n-squelette de X et X est de dimension n si X" = X mais
X #X.

Lemme 1.3.77. Si G est un groupe discret, alors un G-CW-complexe est propre si et seulement
si tous ses stabilisateurs sont finis.

Définition 1.3.78. Un CW-complexe avec groupe fondamental G et comme revétement univer-
sel contractile EG est appelé I’espace classifiant de G, ou un modele pour BG, que I’on note
BG.

On donne une caractérisation d’€tre universel lorsque G est discret afin de trouver quelques
exemples :

Théoreme 1.3.79. Soit X un G-espace propre métrisable avec X/G paracompact. Alors X est
universel si et seulement si d’une part pour tout sous-groupe fini H de G, on a les H-points fixes
XH # () et d’autre part les projections canoniques X X X — X sont G-homotopes.

On rappelle ici la définition de paracompact :

Définition 1.3.80. Un espace X est paracompact si tout recouvrement ouvert posséde un raffi-
nement localement fini, i.e. pour {U,} un recouvrement ouvert, il existe un autre recouvrement
ouvert {Vﬁ} tel que pour tout « il existe 5 avec Vg C U, et pour tout x dans X il existe un
voisinage de x ne rencontrant qu’un nombre fini de V5.

Des exemples importants de tels espaces sont les CW-complexes.

Remarque 1.3.81. Dans un espace paracompact X, il existe toujours des partitions de 1’unité
subordonnées a tout recouvrement ouvert, i.e. si {U,} est un recouvrement ouvert alors il existe
(¢a) C Co(X) telle que supp(@,) C Uy, 0 < ¢, < let:

> gux)=1, VxeX

Exemple 1.3.82 (exemples d’espaces classifiants). ® Si G est un groupe fini ou compact,
alors chaque G-espace est trivialement propre. Ainsi {*} est universel.
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® A l'autre extréme, si G est un groupe ne contenant aucun sous-groupe compact non-
trivial, alors EG = EG. Ainsi, si G est discret et sans torsion, il suffit de connaitre EG.

® Si H est un sous-groupe fermé de G, alors EG est aussi un modele pour EH.

® Soit G un groupe discret, alors I’ensemble des probabilités a support fini

{go :G — [0, 11| g est & support fini et ) _ ¢(g) = 1}

geG

muni de la topologie induite par la métrique d(g, ) = sup,cc lp(g) — Y ()| est un modele
pour EG, ou G agit par translations.

Terminons cette liste d’exemples par les groupes libres F,. Un modele pour ETF, est donnée
par son graphe de Cayley. En effet le graphe de Cayley est un arbre qui peut étre vu comme un
F,-CW-complexe avec stabilisateurs finis.

Lorsque I’on s’intéresse a des produits semi-directs de la forme G = N=H, les deux propositions
suivantes peuvent étre utiles.

Proposition 1.3.83. Supposons que G est un produit semi-direct G = N = H avec N un sous-
groupe discret d’un espace vectoriel réel de dimension finie V et H C GL(V) tel que H(N) = N.
Alors un modele pour EG est V X EH.

Proposition 1.3.84. Avec les hypotheses et notations de ci-dessus, on a également :
BG = BN x4 EH.

On termine ce petit chapitre par un théoreme important lorsque 1’on considere le coté gauche
de Baum-Connes :

Théoreme 1.3.85. Si G est un groupe discret et sans torsion, alors :
KK§(Co(EG),C) = KK,(Co(BG), C),
pour j =0, 1.

1.3.5. Lien entre la K-homologie géométrique et analytique

Dans ce paragraphe on note K,G(X, Y) la K-homologie G-équivariante géométrique d’un G-
espace X et de sous-espace Y, et conformément 2 la notation de la section précédente K Kf(A, B)
est la K-homologie G-équivariante analytique de la paire de G-C*-algebres A, B.
Le théoréme suivant permet de faire le lien entre les deux théories de K-homologie définies
précédemment.

Théoreme 1.3.86. Soit G un groupe de Lie compact. Soit X un G-CW-complexe G-compact et
Y un sous-complexe fermé G-invariant. Alors il existe un isomorphisme naturel pour j = 0,1 :

v, K$(X,Y) - KK$(Co(X \ Y),0).

Une preuve complete de ce théoreme se trouve dans [BOOSW10], et dans [BHSO7] dans le
cas ou G est trivial. Pour plus d’informations sur I’équivalence des K-homologies différentes,
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on invite le lecteur a regarder [HROO] et [MVO3]]. Ici, on explique comment cet isomorphisme
est construit. Soit (M, E, ¢) un K-cycle sur (X, Y), o M est une variété riemannienne avec bord,
connexe et de dimension impaire. On considere alors la connexion de Levi-Civita sur son fibré
tangent :

VEC . T™(TM) - T(TM @ T*M).

Alors cette connexion peut étre étendue au produit tensoriel du fibré spinoriel venant de la
structure G-Spin® de M et E, c’est-a-dire il existe une connexion

VICQE) > TS QEQT*M),

telle que :
V(- f5)® fe) = x - V(fs ® f) + (V0 - fs) ® fe

pour tout y € I'*(TM), fs € I(S), fg € (E). On considere ensuite la composition suivante :

IS ®FE) TS @ERTM) =TS @ TM® E) — I(S ® E),

ou la derniere application vient de la multiplication de Clifford. On obtient ainsi un opéra-
teur différentiel elliptique de degré 1, noté Dg, qui n’est autre qu’un opérateur de Dirac. Ainsi
comme dans [[.3.66] on considere une fonction impaire lisse Z et on pose Fr = E(Dg) qui est
un opérateur borné de L?>(M, S ® E). Finalement en prenant 7 la représentation de Co(M) sur
L*(M,S ® E) donnée par la multiplication point par point, on obtient un K-cycle de Kasparov
sur (Co(M), C). Ainsi :

vi: K9X,Y) — KKS%(Co(X \ Y),C)
[M.E,¢] — (¢lcooxn)([LX(M,S ® E), 7, Fg]).

Pour vy, on considere une variété de dimension paire et la construction est exactement la méme
sauf que S devient Z,-gradué. On donne un analogue de ce théoréme dans le cas ou G est discret
(voir [BHS10]).

Théoreme 1.3.87. Si G est un groupe discret et X est un G-CW-complexe G-compact propre.
Alors
K7 (X) = KK} (Co(X),C)

pour j =0, 1.

Terminons cette partie en considérant deux exemples.

e Si M = x alors la structure G-S pin® sur M est donnée par le fibré S pin°(0)—principal.
Alors le fibré spinoriel est § = * X (C® 0) = C® 0. On considere le fibré trivial E = C
sur x etdonc S ® E = C® 0. Comme T*x = 0, alors V = 0 et donc Dy également. Ainsi
Fg est I’opérateur nul. Ainsi pour X un G-CW-complexe propre G-compact, on a :

vo([*,C, ¢ : x — X]) = ¢*[C,1dc © 0, 0].

Ainsi Ky(*) est engendré par [*, C, Id,] car Ko(x) = Ky(C) = Z.

e On a vu que la K-homologie analytique de C(T), pour i = 0, 1, les KK;(C(T),C) sont
isomorphes a Z. Un générateur de KKy(C(T),C) est donnée par [C,e; & 0,0], ol e; est
I’évaluation en 1. KK,(C(T),C) est généré par [L*(T),r, F], ol x est la représentation
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de C(T) sur L*(T) donnée par la multiplication ponctuelle et F(e,) = sgn(n)e, pour tout
n € Z, oll {e,},z est la base trigonométrique de L*(T).
En définissant

07 :=[%,C,x — {1} c T] € Ko(T)

et
¥y =T, TxC,Idlr] € Ki(T),

on a bien vy(67) = [C,e; ®0,0] et vi(y}) = [L*(T), «, F].

1.3.6. Isomorphisme de Bott et suite exacte a six termes en K-homologie
Soit X un G-espace propre. On considere la suspension de la G-C*-algebre Cy(X) :

§Co(X) = {f € CU, Co(X)| f(0) =0 = f(1)}
= {f € Co(X x D] f(x,0) =0 = f(x,1) Vx € X}

~ Co(X x 1),

ou I = [0, 1] et I est 'intérieur de /. Par le théoreme|1.3.70, on a pour j =0, 1 :

KKS(Co(X x I),C) = KK? (Co(X), C).

Ainsi par on a donc I’équivalent de I’isomorphisme de Bott pour la K-homologie géo-
métrique.

Théoreme 1.3.88 (Isomorphisme de Bott). Soit G un groupe de Lie compact. Soit X un G-CW-
complexe G-compact propre. Alors

9t KS(X X1, X x0I) — K{ (X x{0}) = K ,(X)
(M, E,¢| > [0oM := ¢~'(X x {0}) N OM, Elsymr, Plogu]

est un isomorphisme pour j = 0, 1.

Un inverse explicite de dy peut étre construit de la maniere suivante. En utilisant la stabilité
de la structure de G-Spin‘ de la proposition|1.3.55, on a :

K¢ (X) -  K§(XxI,Xxdl
[M,E,¢]| — [MXIExI ¢xId/]

pour j =0, 1.

Terminons en donnant une suite exacte a six termes qui sera utile pour des calculs explicites de
K-homologie.

Soit X un G-espace muni d’une action de Z donnée par un homéomorphisme G-équivariant
a : X — X. On définit le mapping torus :

Myo = (XX 1)/ ~,

ol (x,0) ~ (a(x),1) pour tout x € X. On lui confere une structure de G-espace par 1’action
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g-[x,t] :=[g-x,t]. Ainsi X peut &tre vu comme un G-sous-espace fermé de My, via I'injection :

i:X — My,
x = [x0].

Théoreme 1.3.89. Supposons que G soit un groupe de Lie compact. Soit X un G-CW-complexe
G-compact propre et @ un homéomorphisme G-équivariant de X. Alors on a une suite exacte a
six termes naturelle :

K§(X) —— K§(X) —— K§(Mx.,)

I |

K¢ (My,) A K{(X) «+—— K{(X)

N

ol :
l. o, =Id-a;';

2. Les fleches verticales sont simplement la composition dy o (g.)™! o i’ avec ¢, I’isomor-
phisme venant de 1’application quotient et i’ étant I’inclusion de la paire (My,, ) dans
(MX,(W X)

1.3.7. Application d’assemblage

Afin de définir I’application d’assemblage dans la conjecture de Baum-Connes, il nous faut
au préalable deux théoremes importants dis a Kasparov dans le contexte de la KK-théorie
(voir [Kas93]).

Théoreme 1.3.90. Soit A, B et C trois G-C*-algebres séparables. Alors il existe un couplage
bilinéaire

KKS(A,B)x KK9(B,C) — KKS(A,C)

(7, 0) B y®pd
oui, je{0,1}eti+ jestpris modulo 2, tel que :
e Le couplage est contravariant en A et covariant en C;

e Si D est une autre G-C*-algebre séparable, alors

(Y®p06)®c { =y ®p(6®c )

pour tout y € KKP(A, B), 6 € KK$(B,C) et { € KK{(C,D);
e SiB=Aety = [A]Id4,0], alors y ® 6 = 9§ et de maniere similaire si B = C et
0 = [B,1dg, 0], alors y ®c 6 = .
Ce couplage définit un produit associatif sur les K K-groupes qui s’appelle le produit de Kaspa-
rov.

Considérons A, B deux G-C*-algebres et [p] € Kyo(A) = KK((C, A). La projection p induit un
*-homomorphisme p : C — A en posant p(1) = p. Alors le produit de Kasparov de [p] avec la
classe [H,n, F] € KK;(A, B) est donc la classe [H, np, F] € KK;(C, B) = K;(B) pour j =0, 1.
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Théoreme 1.3.91. Soit A, B deux G-C*-algebres. Alors pour j = 0, 1, il existe un homomor-
phisme de descente :
Jo : KK$(A,B) > KK;(A %, G, B, G).

De plus si A et B sont séparables, cet homomorphisme commute avec le produit de Kasparov.

Définition 1.3.92. Soit X un G-espace propre. La K-homologie G-équivariante a support G-
compact de X est pour j =0, 1 :

RK$(X) := colimKK§(Co(Y),C)

ou la colimite est la limite inductive du systeme formé par les sous-espaces G-compact ¥ de X
avec I’inclusion et induit par les isomorphismes en K K-théorie.

Si X est G-compact, alors RK]-G(X )=K Kf(CO(X), C) et donc réduit a la K-homologie analy-
tique. Ainsi si G est discret et sans torsion avec espace classifiant BG compact, on a :

RK$(EG) = KK;(Cy(BG),C)

pour j =0, 1.
Soit X un G-espace propre et G-compact. Il existe, voir [[Val02], une fonction réelle positive
Jx € C(X) telle que

/ Felgvdg = 1.
G

On définit alors une projection dans 1’algebre de convolution C.(G, Cy(X)) :

Px(©)() = (f()fig™' ).

Ainsi on obtient une classe dans Ko(Cy(X) », G) = KKy(C, Co(X) =, G).
On compose alors I’homomorphisme du théoreme[1.3.9T]et le produit de Kapsarov pour obtenir
un homomorphisme noté ,ufx :

KK%(Co(X),C) 2% KK (Co(X) =, G, CHG)) L KK,(C, C(G)).

Par propriété universelle de la colimite, on obtient une application, appelée 1’application d’as-
semblage ou application de Baum-Connes :

H$ : RKF(EG) — K/(C(G)),

pour j = 0, 1. Remarquons que lorsque I’on considere un groupe G discret, sans torsion avec
BG compact, I’application de Baum-Connes est simplifiée puisqu’il suffit de considérer ,ufBG.

Conjecture 1.3.93 (Baum-Connes, 1982). L’application d’assemblage est un isomorphisme
pour tout groupe G localement compact, de Hausdorff et dénombrable a I’infini.

Cette application d’assemblage est naturelle dans le sens suivant :

Théoreme 1.3.94 (Corollaire 1.2, [MVO03]). Pour un monomorphisme a: I'j — I, il existe un
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diagramme commutatif :

RKM(ET)) —2— KA(C:(I'y))

2 la*

Iy

RK(ET,) —— K(C:(T»))

Cette conjecture peut étre étendue a un cas plus général. En effet, la méme construction fonc-
tionne en remplacant C par une G-C*-algebre A. Plus précisément, on définit la K-homologie
G-équivariante a support G-compact et a coefficients dans A de EG par la colimite du systeme
formé par les groupes :

KKJ(Co(X), A),

ou la limite est prise parmi les sous-espaces G-compacts X de EG ordrés par 1’inclusion. Ainsi,
on obtient la conjecture de Baum-Connes a coefficients :

Conjecture 1.3.95 (Baum-Connes 2 coefficients, 1982). Soit A une G-C*-algebre. Alors uS+*

est un isomorphisme pour tout groupe G localement compact, de Hausdorff et dénombrable a
Uinfini.

Cependant, en 2001, les auteurs de [HLS02]] ont donné des contre-exemples a cette dernicre
conjecture.
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2. Une nouvelle caractérisation de la
propriété de Haagerup par des actions
sur des espaces mesurés infinis

Lorsque I’on s’intéresse a la propriété de Haagerup dynamique, il existe un résultat important
dans le cadre des actions préservant un espace de probabilité :

Théoreme 2.0.1 (Théoreme 2.1.3, [[CCJ12]). Soit G un groupe localement compact dénom-
brable a ’infini. Alors G a la propriété de Haagerup si et seulement si il existe une G-action
préservant la mesure sur un espace standard probabilisé (S, By, v) avec les propriétés suivantes :

(a) L’action de G sur § est fortement mélangeante ;

(b) L’action admet une suite asymptotiquement invariante non-triviale.

De plus, S peut étre supposé€ métrique et compact sur lequel G agit continliment et v a comme
support S. En effet, cela suit de la preuve du lemme 1.3 de [AEG94]].
Dans le cas des actions sur des espaces mesurés infinis, il existe le théoréme suivant pour les
groupes dénombrables :

Théoréme 2.0.2 (Théoreme 7.5.1, [CCJ*12]). Soit I' un groupe dénombrable. Alors I' a la
propriété de Haagerup si et seulement si il existe une I'-action préservant la mesure sur un
espace mesuré (€, B, u) et un ensemble mesurable S tel que u(S A gS) < co pour tout g € T, et
la fonction g — u(S A gS) est propre sur I'.

Cependant, dans le chapitre 7 de [CCJ*12], la généralisation de ce résultat aux cas des
groupes non-discrets est laissée en tant que question ouverte.
Cette section est composée de deux parties distinctes. Dans la premiere, on démontre 1’un des
résultats principaux de cette these qui répond completement a la question précédente. Le but
est donc de caractériser la propriété de Haagerup, pour des groupes localement compacts et
dénombrables a I’infini, par des actions sur des espaces de mesures infinis. On se place dans le
cadre des actions préservant la mesure sur des espaces mesurés infinis et on définit la propriété
bien adaptée dans cette situation :

Définition 2.0.3. Un espace mesuré (X, B, u) sur lequel G agit par automorphismes boréliens
et préservant p est appelé un systeme dynamique et est noté (X, 8, i, G). On dit que le systeme
dynamique (X, B, u, G) est mélangeant, ou Cy, si pour tous A, B € B tels que 0 < u(A), u(B) <
oo, 0n a:

;i_{gy(gA NB)=0.

La premiere partie est donc consacrée a la démonstration du résultat suivant :

Théoreme 2.0.4. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a I’infini. Alors G a la
propriété de Haagerup si et seulement si il existe un systeme dynamique Cy (2, B, u, G) tel que
L>(Q2) a une moyenne G-invariante. Plus précisément :
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1. la mesure u est o-finie, G-invariante et L*(€, u) est un espace de Hilbert séparable ;

2. pourtous A, B € Btels que 0 < pu(A), u(B) < oo,0n a:

lim u(gA N B) = 0;
g—00

3. il existe une suite de vecteurs unitaires (&,),=; C L*(Q, u) tels que &, > 0 pour tout 7 et,
pour tout compact K C G,ona:

lim sup(ra(g)é,, &) = 1.

g€k

La démonstration de ce théoreme est donnée dans 1’ordre chronologique des avancées suc-

cessives durant la these. Elle n’est donc pas fidele a I’article [DJZ20]. Plus précisément, on
démontre le théoreme pour les groupes discrets. Puis, on étend le résultat aux groupes conte-
nant un réseaux et finalement on donne une preuve dans le cas général.
La deuxieme partie de cette section s’intéresse a déterminer si une action comme dans le théo-
reme [2.0.4] peut toujours étre supposée ergodique. De plus, on traitera deux exemples de tels
systemes dynamiques ; d’une part les groupes agissant proprement sur les arbres et d’autre part
SL,(R).

2.1. Preuve du théoreéme principal

Par la remarque il suffit de démontrer la réciproque du théoréme [2.0.4] On commence
par donner une esquisse de la preuve. On suppose donc G avec la propriété de Haagerup. On
considere I’espace produit X = [],., S, ou S satisfait toutes les propriétés du théoréme
On munit X de I’action diagonale de G et avec une famille "convenable" # de sous-ensembles
de la forme B = [], B, tels que le produit infini [ [, 2v(B,) converge, ou B, € By pour tout 7.
On construit une mesure sur o (¥ ), la o-algebre engendrée par 7, satisfaisant :

uB) = ][ 2v(B.).

pour tout B comme ci-dessus. Ainsi on peut extraire de la famille (A,) venant de la condition
(b) du théoréme une suite (X,,,),, C F telle que la suite de vecteurs unitaires associés
&n = 1y, satisfasse la condition (3) du théoréme Ces vecteurs sont unitaires car v(A,) =
pour tout n (voir théoréeme 2.2.2. de [CCJ*12])).

Pour démontrer que la condition (2) est satisfaite, on considere A = [[, A, et B = [], B, tels
que les produits infinis [ [, 2v(A,) et [ [, 2v(B,,) convergent. Soit € > 0, on choisit N assez grand
tel que :

1
2

1 1
§—8<V(An), V(Bn)<§+8 Vn > N.

Alors en utilisant la propriété de mélange fort de 1’action de G sur S (condition (a) dans le
théoreme [2.0.1)), on peut choisir un nombre positif & > 0 adapté, un entier m > 0 et un compact
K c G tels que

v(gA, N B, <v(A)v(B,)+& VgeK',YN<n<N+m.
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Ainsi, on a :

N+m

N-1
ueAan B < [[2van- [ 2v@n - ] 20140, + &)

n=1 n>N+m n=N
N+m

WA, W(B,) + 2¢'
o [ 2 220
n=N

car le quotient (2v(A,)v(B,) + 2&")/2v(A,,) appartient a un intervalle de la forme (0, 6) avec un é
convenable, i.e. § < 1 et tel que "' < &/u(A).

Il s’avere que la o-algebre o (F) est trop grande pour que le systeme dynamique (X, o(F), 1, G)
soit o-fini et, comme observé par A. Calderi et A. Valette (cf. remarque [2.1.10), la représenta-
tion de permutations associée my sur L*(X, u) n’est pas continue quand G n’est pas discret.
C’est pourquoi la preuve se fait en plusieurs étapes : dans un premier temps on montre que
le systtme dynamique (X, o (F),u,G) est Cy et on construit la suite de vecteurs presque in-
variants. Puis, dans le cas discret on restreint facilement notre systeme dynamique afin qu’il
soit o-fini; ce qui termine la preuve sous cette hypothese. Dans un second temps, on étend le
résultat au groupe contenant un réseau. Pour conclure dans le cas général, on définit une o-sous-
algebre o (7.) de o(F) et une mesure u. de sorte que pour tout A € o(F.) tel que u(A) < oo,
on a lim,_,, u.(gA A A) = 0. Ceci implique la continuité de la représentation de permutations
nx: G — UL*X,0(F.), 1)) et finalement on montre qu’on peut resteindre notre systéme
dynamique pour obtenir une mesure o-finie.

2.1.1. Preuve du Théoreme 2.0.4, Partie 1

Soit G un groupe localement compact, dénombrable a I’infini avec la propriété de Haagerup.
Selon le théoreme [2.0.1] soit (S, By, v) I’espace métrique compact muni d’une probabilité v de
support S et sur lequel G agit continiment en préservant v et satisfaisant les conditions (a) et
(D).

Posons X = anl S ={(s)n>1 : S, €S V¥n}.SiS est une famille non-vide de sous-ensembles
de X, on note o°(S) la o-algebre engendrée par S.

Définition 2.1.1. 1. On note F, la famille des sous-ensembles de X de la forme A = anl A,,
ol A, € By pour tout n, tel que le produit infini [],., 2v(A,) existe, i.e. la suite des pro-
duits partiels (HnN:1 2v(A,))ns1 converge vers une limite dans [0, co). On pose également :

%,+={B:H3ne%: V(B,,)>0Vn}.

2. On définit une suite (7,),>; de collections de sous-ensembles de X par induction : pour
n>1,onpose ¥, ={B\A: A,B € ¥,,}. Finalement, on regarde :

F = U F-
n>0

Constatons que @ € ¥ et donc F, C ¥, pour tout n.

Lemme 2.1.2. Pour tout A, B € Fo,ona AN B € Fy.
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Démonstration. Soit A,B € F,. Onnote A = [[, A, et B = [[, B, comme ci-dessus. Alors
v(A, N B,) < min(v(A,), v(B,)) pour tout n. S’il existe un entier n tel que min(v(A,), v(B,)) = 0,
alors le produit []°~, 2v(A, N B,) converge trivialement et donc A N B € F. Supposons donc
que v(A,) > 0 pour tout n et considérons le produit de probabilités conditionnelles :

N Y (A, N B,
ay = | [vB.A) = | | ——2.
N Hl Hl V(A,)

Comme 0 < v(B,|A,) < 1 pour tout n, on a 0 < ay;; < ay < 1 pour tout N et ainsi la suite
bornée monotone décroissante (ay)ys; converge vers a € [0, 1]. Ainsi la suite :

N N
H 2v(A, N B,) = ay - H 2v(A,)

n=1 n=1
converge vers a [ [, 2v(A,). O

Lemme 2.1.3. La famille F est un semi-anneau d’ensembles de X, i.e. :
(i) SiA,Be F,alors ANB € T,

(ii) SiA,B€ F,alors B\A € F.
En particulier, I’ensemble de toutes les réunions finies disjointes d’éléments de F est un
anneau d’ensembles de X. C’est un anneau engendré par F, noté R(F). De plus :

(iii) Pour tout A € ¥, il existe B € ¥ tel que A C B.

Démonstration. (1) On prouve par induction sur n que pour tout A, B€ ¥,,onaANB € F.
Par lemme [2.1.2] I’ancrage est vérifié. Supposons donc que I’assertion est vraie pour
n > 0, et soit A,B € F,,. Alors il existe Aj,A,,B;,B; € F,telsque A = A \ A; et
B = B; \ B,. Ainsi par hypothese d’induction, il existe m > n tel que A; N By € F,.
Comme
ANB=(ANA)NBINBY =(A1NB)\ A\ By,

celamontre que AN B € Fp CF.
L’assertion (ii) suit des définitions et (iii) se montre par induction sur 7.
O

La prochaine étape consiste a définir une mesure convenable sur o(¥) = o(F). Pour cela, on
associe a chaque élément B = [ [, B, € ¥+ une probabilité Py sur la o-algébre o(C) engendrée
par la famille des cylindres de X, notée C. Remarquons que %, C o(C) et donc o (Fy) C o(C).
On définit Pz comme le produit de mesures de probabilité ®,v, g, ol v, g est la probabilité sur
By donnée par :

WENB,)
By v(E|B,),

pour tout E € By et pour tout n. Ainsi en prenant C = [[ C,, ou C,, C S est un borélien pour tout
n, alors Pp(C) = [, vap(Cy) car C =y CM, 00 C™M = C; X Cy X ... XCy XS XS X...€C

n=1

et Pg(C™) = [TV, v,.5(C,) pour tout N.

n=1
On définit a présent une pré-mesure sur ¥ :

Vn,B(E) =
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Définition 2.1.4. Pour A € F,A =[], A,, on pose :
uA) = [ J2r@n.
n=1

Pour A € |, %, soit B € ¥ tel que A C B. Alors on pose :

_ J Pe(Au(B) si Be Ty,
Hd) = { 0 si u(B) =
On vérifie que u est bien définie :

Lemme 2.1.5. Soit A € F.

(i) S’il existe B € ¥ tel que A C B et u(B) = 0, alors Pc(A)u(C) = 0 pour tout C € Fy 4 tel
que A C C.

(ii) Si B,C € Fy sont tels que AC BNC, alorsona :
Pp(A)u(B) = Pc(A)u(C). (2.1.1)
Démonstration. (i) Si B et C sont comme ci-dessus, alors

0 < Pc(A)u(C) = Pc(A N B)u(C)
< Pe(C N Bu(C)

_ HV(B(Q)C n) Hz ()

n=1
oGy
= jim H e,y e

ﬁZv(Bn NC,) < ﬁ 2v(B,) =0

n=1 n=1

(i) Observons premierement que si B, C € ¥, sont tels que u(B) = u(C) = 0, alors I’égalité
(2.1.1) est trivialement vraie. Par (i), I’égalité est encore vraie si u(B)u(C) = 0. Il reste
donc a montrer 1’égalité (2.1.1) quand A ¢ BN C avec B, C € Fy, et u(B)u(C) > 0.
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Supposons premierement que A = [, A, € . Alors :

A,NB
By = [ "4 0 B T V) H2<B>
n=1 n

H 2v(A, N B,)

= li
= 2v(B,)

N—oo

2v(By)

ﬁ 2v(A, N B,)

=[hi=

2v(An) = pu(A).

Il
—_

n

De méme maniere, on montre que Pc(A)u(C) = u(A).
Pour le reste de la preuve, on fixe B,C € ¥y, tels que u(B)u(C) > 0 et on définit deux
mesures u® et 4© sur la o-algebre o(C), contenant o<(¥), par :

uB(E) := Pg(BNE)u(B) VE € o(C)

et similairement pour u©. Alors u'®(X) = Pg(B)u(B) = u(B) < oo (resp. u'“(X) = u(C))
et donc sont toutes deux des mesures finies sur o (C).

Posons A= {A € o(F): tPANBNC)=pu“YANBNC)}.Onadémontré que Fy C
Aetcomme BN C € Fy, X € A. Montrons que A est stable par passage au complémen-
taire. Soit A € A. Comme BNC =(A°NBNC)U(ANBNC),alors :

uPUAUNnBNC)=u®BNC)-uPANBNC)
=u9BNC)-u“AnBNC)
= (AN BNC).

Ainsi A° € A. Finalement, on peut aisément vérifier que A est une classe monotone.
Ainsi, par le théoreme des classes monotones, on en déduit que A = o (F).
]

Comme conséquence du lemme [2.1.5] et du théoreme de Carathéodory, on a le résultat sui-
vant :

Proposition 2.1.6. La pré-mesure u: ¥ — R, est o-additive et donc s’étend en une mesure,
également notée , sur la o-algeébre o (F). Cependant, u n’est pas o-finie; en particulier, u est
infinie.

Démonstration. Soit (AP);s; C F une suite d’ensembles deux-a-deux disjoints tels que A :=

|l;»; A® appartienne encore a . Soit B € ¥ tel que A ¢ B. Comme A® C B pour tout k, si
u(B) = 0, par le lemme [2.1.5] u(A®) = u(A) = 0 pour tout k. Si u(B) > 0, on a:

p(A) = Py(A)u(B) = > PrA®)u(B) = > u(A®),
k k

ou I’on utilise le fait que P est o-additive. Ainsi, par le théoreme de Carathéodory (voir, par
exemple, théoreme 11.1 de [B1l08])), i s’étend en une mesure sur o (7).
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Pour montrer que u n’est pas o-finie, choisissons A € Bg tel que v(A) = % et posons Ay =
A, A = A A présent, pour toute suite € = (&,),»1 C {0, I}N* =: E, on pose A; =[], A, € Fo.
Alors u(A,) = 1 pourtoute € Eet A,NA, = 0 pour tout & # &’. Si u était o-finie, alors E serait
dénombrable : en effet, il existerait une suite croissante (X; )1 telle que u(Xj;) < co pour tout k
et J, Xx = X. Alors pour tout k > 2, on pose

1
Ek:{SEEI ,U(kaAs)ZE}

Ainsi |E| < 2u(Xy) est finie. Comme limy_,o (X N A.) = u(A.) = 1 pour tout &, alors E =
\U, Ex serait dénombrable ; ce qui n’est pas le cas. O

A présent, on considere 1’action diagonale de G sur (X, o (%), ), i.e.

g (Sn)nzl = (gsn)nzl
pourge Get(s,)1 €X =[], S.

Lemme 2.1.7. L’action de G sur X définie ci-dessus est mesurable. En particulier, G agit par
automorphismes mesurables sur (X, o(F), u) et préserve p.

Démonstration. Soita: G X X — X définie par a(g, (x,),>1) = (gX,)n>1. Pour montrer que « est
mesurable, il suffit de montrer que la pré-image d’un élément dans 7 est mesurable.
Soit A = H,o;l A, € Fo. Pour m > 1, on définit une fonction de permutations §,,: GXX — GxXX
par:

(&> (X)n=1) > (85 (Xims X15 X2, -+« s X 1> Xt 15 X2 - - -)),
qui est mesurable.
Considérons @~ !(A), on a :

@' (A) = {(g, (Xnz1) = (g, (Xn)us1) € A}
= {(g9 (xn)nzl) : (gxn)nzl € A}

= (V{(& Ceaduzt) = gxc € A}
k

A k fixé, comme I’action y: GxS — S donnée par y(g, s) = s est continue et donc mesurable,
ona:

{(8 (nz1) = Xk € Ay =B (7 (A X S X8 X..) € B(G) X 7(F).
D’ou
a l(A) = ﬂﬁ;‘ (y_l(An) X HS) € B(G) x o(F).
n>1 k>2

En particulier, si B € o(F) et pour g € G fixé, alors
gB= (g 'Bea(F).

Ceci termine la preuve de mesurabilité de 1’action de G.
On prouve a présent que ’action préserve . Si A = [[, A, € Fo, alors gA =[], gA, et I’égalité
u(gA) = u(A) se déduit du fait que I’action est diagonale et que v est préservée par 1’action de
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G sur S.
SiA e F,soit B e Fy, tel que A C Betavec u(A) = Pg(A)u(B). Alors gA C gB de sorte que

p(gA) = Pop(gA)u(gB) = Pp(A)u(B) = u(A),

pour la raison suivante : pour tout cylindre de la forme C = C; XCyX. .. XCyXS XS X... € 0(C),

ona:
N

Pep(8C) =

« Hl v(gBy)
Cette égalité tient pour tout élément de 1’algebre engendrée par les cylindres et donc pour tout
élément C € o(C) par unicité des mesures de probabilité qui coincident sur des algebres d’en-
sembles. En particulier, on a bien u(gA) = u(A) pour tout A € ¥ et donc dans I’algebre R(F).
Finalement la construction de 1’extension de u sur o(¥) est donnée par :

"8G N8B _p ).

H(E) = inf {Zu(Bm) : (Bt € RO, E | Bm}

m>1 m

pour tout £ € o(F). Ainsi pour g € G fixé,on a :

H(GE) = inf {Zuwm : (Bulns1 CROP), E | g‘le} = W(E)

m>1

car R(F) est G-invariant et que chaque recouvrement dénombrable de E € o(¥ ) dans la défini-
tion de u(E) ci-dessus peut étre pris de la forme :

Ec|Jg'Bu

avec (B,,)u>1 C R(F) par G-invariance de R(¥F). O

On peut a présent démontrer la premiere partie du théoreme [2.0.4] dans le cas général, c’est-
a-dire I’existence, pour un groupe localement compact (non-compact) et dénombrable a I’infini
ayant la propriété de Haagerup, d’un systeme dynamique C avec une suite de vecteurs presque
invariants :

Proposition 2.1.8. Le systeme dynamique (X, o (F), u, G) est Cy, i.e. pour tout A, B € o(F) tels

que O < u(A),u(B) < oo,ona:
lim u(gA N B) = 0. (2.1.2)
g—00

De plus, il existe une suite de vecteurs unitaires (£,) C L*(X, o/(F), u) tels que &, > 0 pour tout
n, et pour tout compact K de G,on a :

lim sup(mx(8)¢aléi) = 1. (2.1.3)

geK

Démonstration. On commence par supposer que A, B € ¥y avec A = [[ A, et B =[], B, tels
que :

p@) = [T, wd =T]2vB0.



2.1. Preuve du théoréme principal 75

Soit € > 0 fixé et prenons & > 0 assez petittel que 6 :=1/2+ & +&'/(1/2 -¢&") < 1.
Comme 0 < u(A), u(B) < oo, il existe N assez grand tel que :

1 1
5" g <v(A,), v(B,) < 3 +& VYn>N.

Comme § < 1, il existe un entier m assez grand tel que 6™! < (g/u(A)). L’action de G sur
S étant fortement mélangeante, il existe des sous-ensembles compacts K, de G pour tout n €
{N,N+1,...,N + m} tels que :

V(gA, N B,) — v(A,)V(By) < & VgeG\K,.

On pose alors K = UHN:](," K, qui est compact. Ainsi on a pour toutg € G\ K :

N-1 N+m
ugAnB) < [[2van - [[20vBy +¢)- I 2vAn
n=1 n=N n>N+m+1
T 2v(AV(B,) + 26
= u(A)
LIV 2v(A,)
N+m

8/
= u(A) 11 (v(Bn) o An))

N+m 1 &
<,U(A)H <§ +& + 1/2—8’)
n=N

:/l(A)6m+1 <eé.

Par conséquent, on a bien
limu(gANB)=0 VA,Be%F,.
g—)(x)

La méme chose reste vraie pour A, B € ¥ puisqu’il existe C,D € Fyavec A Cc Cet BC D et
u(gA N B) < u(gC N D) — 0lorsque g — oo. On déduit donc que 1’égalité (2.1.2)) est vraie pour
tout élément de R(F).

Finalement, si A, B € o(¥) avec 0 < u(A), u(B) < oo, par construction de la mesure u sur o (%),
si € > 0 est donné, il existe deux suites (Cy)i>1, (D;)i»1 C R(F) telles que :

ACUCk, BCUD[
k [

et

HA) <D pC) < p(A) +, u(B) <Y (D) <u(B) +e.
k [

Choisissons N assez grand tel que ), u(D,) < &/3. Alors, on a :

gANBC (LNJgAmDZ> U (UD;) :

=1 I>N
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On déduit

N
ugANB) <Y u(gAnDy)+e/3.
=1

Choisissons ensuite M assez grand tel que ), ,, u(Cy) < &/3N. Alors, comme

gAND,C (LMJngﬂD1> U (U ng>

k=1 k>M
pour tout 1 </ < N et en utilisant la G-invariance de u, on a :

N N
2e
uEANB) <> Y u(gCin D)+ 3 VYe€G.
=1

k=1

Par la premiere partie de la preuve, il existe un sous-ensemble compact K C G tel que
ugAnNB)<e VgeG\K.

Ceci conclut la preuve de la premiere assertion de la proposition.

Montrons a présent 1’existence d’une suite (£,) C L*(X, o<(F), u) satisfaisant (2.1.3)).

L’espace standard probabilisé (S, u) contient une suite asymptotiquement invariante (A,),>; C
By telle que v(A,) = % pour tout n et pour tout ensemble compact K de G, on a:

n—oo 1
supv(gA, NA,) — 5 (2.1.4)

geK

Comme G est localement compact, dénombrable a I’infini, on peut choisir une suite croissante
d’ensembles compacts (K,),»1 C G telle que G = | J, K,, et telle que pour tout compact K c G,
il existe un entier m > 1 tel que K C K,,. Par conséquent, en utilisant (2.1.4), pour tout k, m > 1,
il existe un entier n(k, m) tel que :

1 1 L
|V(gAn(k,m) N An(k,m)) - El < E(l - € mzk) vg € Km
On pose alors pour tout m > 1 :

é‘:m = 1Hk21An(k,m) € L2(X’ /l).

Par construction 0 < &, < 1 et ||€,]l, = 1 pour tout m.
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Soit K € G un compact. Alors il existe m > 1 tel que K C K, et ainsi :

1> (x(8)émlém) = / 1T A (@ OTT,, A (DAR(X)
X

= / ]‘szl(gAn(k,m)mAn(k.m))(x)d/’l(x)
X

= (H(gAn(k,m) N An(k,m))> = H 2v(gAnkemy N Antem))

k>1 k>1
1 1 I i
>[[2(5-50-ew)) =]]e
(2 2
k>1 k>1
= e TR E = emm 225 1,
uniformément sur K ; ol la premiere inégalité suit de Cauchy-Schwarz. O

Remarque 2.1.9. La construction de I’espace mesuré obtenu (X, o(7), u) peut étre généralisée.

En effet, dans un premier temps, en fixant une variable # > 0, on considere ¥ la famille des

sous-ensembles A de X de la forme A = [, A, avec A, € B pour tout n et tels que [ [, 1v(A,)

converge dans [0, o). On définit alors 7! et ' par 7 = {A\B: A,BeF  }etF' =, F.

On peut également définir ¢’ comme dans la définition et ensuite 1’étendre sur o (¥"). Pour
0 <t<1,onadonc Hn tv(S) = limy_ ¥ = 0, et donc ¢/ = 0. Pour ¢ = 1, la famille 7:01

contient les cylindres A; X ... X Ay X S X § X ... et donc u! = ®,v. Finalement pour ¢ > 1,

I’espace mesuré (X, o(F'),u") admet une action de G qui est o(F')-mesurable préservant p'.

On peut également vérifier que le systeme dynamique correspondant est Cy et, en utilisant les

mémes arguments que le lemme 2.1 de [JS87], on peut montrer qu’il existe une suite asymp-

totiquement invariante (A,),>; C By telle que v(A,) = % pour tout n. Ainsi la proposition [2.1.8

peut &tre obtenue en remplacant & par 7'. On remarque que le cas traité dans cette section
correspond au cas particulier ¢ = 2.

De maniere plus générale encore, en considérant une suite d’espaces probabilisés ((S ., B, V,))us1
et en fixant une suite ¢ := (#,),»1 avec t, > 1 pour tout n, on peut, de la méme facon, construire
un produit infini singulier d’espaces de probabilité (X, B,, i'), ou la o-algebre B, est engendré

par les éléments de la forme A = Hn A,, avec A, € By pour tout n et tels que Hn t,v.(A,)

converge.

Remarque 2.1.10. La remarque suivante est due a A. Calderi et A. Valette que nous remercions.
La représentation de permutations x de G sur L*(X, o<(¥), 1) n’est pas continue en général. En
effet, si ¢’€était le cas, alors on aurait :

}s’iig(ﬂx(g)flﬁ = €l V€ € LA(X, ).

En particulier, lim,_,, u(gB N B) = 1 pour tout B € ¥, avec u(B) = 1. Choisissons alors un
borélien A C S tel que v(A) = % et posons B = [[ A € Fo. Si g € G est tel que v(gA & A) > 0,
alors u(gBN B) = 0car v(gA N A) < % Ainsi si on peut faire tendre g — e, on a prouvé que
mx n’est pas continue. C’est le cas si I’on considere G = § = T avec la mesure de Lebesgue
normalisée.
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2.1.2. Cas des groupes discrets

Par la proposition [2.1.8] il reste a démontrer le résultat suivant pour déduire le théoreme
dans le cas des groupes discrets :

Proposition 2.1.11. Si G est discret, il existe un sous-ensemble G-invariant Q € o(F) tel que la
restriction de p1 a Q soit o-finie de sorte que I’espace de Hilbert associé L*(Q, u) soit séparable
et contienne la suite de vecteurs presque invariants (¢,) de la proposition[2.1.8

Démonstration. En reprenant les notations de la preuve de la proposition [2.1.8] on pose X, =
[1; Anemy- Comme G est discret et donc dénombrable, on pose :

a=UUs x.

geG m>1

ou X,, est donc le support de &, pour tout m. Ainsi, par construction, {2 est G-invariant, la
restriction de u a Q est o-finie et donc L*(€, i) est séparable et contient la suite (£,,). O

Remarque 2.1.12. Pour compléter la remarque [2.1.10] on observe (en reprenant la notation de
celle-ci) que si G est dénombrable et en posant Xo = B = [ [, A et en prenant Q = 4G U0 8-
X, le vecteur unitaire 15 € L*(Q, i) satisfait la condition suivante :

o 1, s g=e
0p(g) := (mx(g)1p, 1p) = { 0 sinon.

Ce qui signifie que @3 est la fonction définie positive ¢,, dont la construction GNS est la repré-
sentation réguliere gauche de G. Ainsi, on déduit que Ag est une sous-représentation de 7.
Si G n’est pas discret, on ne voit aucune raison valable pour que 7 contienne la réguliére.

2.1.3. Cas des groupes contenant un réseau

Dans la derniere section, nous avons démontré le théoreme [2.0.4] pour les groupes discrets.
Dans cette partie, nous allons étendre ce résultat aux groupes localement compacts, dénom-
brables a I’infini contenant un réseau.

Soit G un tel groupe ayant la propriété de Haagerup et soit H un réseau. Nous noterons 1’espace
homogene associé X := G/H et u la probabilité G-invariante sur celui-ci. Pour construire le
systeme dynamique associé€ a G, on s’appuie sur une construction introduite dans [Jol14].
Comme H est discret avec la propriété de Haagerup, par la section précédente, il existe un sys-
teme dynamique (2, B, H, v) avec v H-invariante et o-finie, qui est Cj et tel que la représentation
de permutation associée mq sur L*(€, v) contienne faiblement 1. On construit alors le systéme
dynamique (Q X X, G, v X i) de la maniere suivante : on choisit une section borélienne réguliere
v : X — G pour la projection canonique p: G — G/H = X et on définit @: G X X — H par

a(g, x) = y(gx)_lgy(x) VgeG,VxeX.

Alors a est un cocycle borélien (section 4.2, [Zim13])), i.e. @(g182, x) = a(g1, g2x)a (g2, X) pour
tous g1, 82 € G et tout x € X et propre au sens de la définition 1.3 dans [Jol14]. On peut alors
définir un G-espace X X,  de la fagon suivante : X X, Q = X X Q en tant qu’espace mesuré
muni de la mesure produit u X v, et I’action de G sur X x Q donnée par :

g (%, w) 1= (gx, (g, Y)w).
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On montrera que cette construction nous donne bien une action de G qui est mesurable. De plus,
le systeme (X X Q, G, v X u) est Cy avec u X v o-finie et G-invariante. Finalement, on exhibera
une suite de vecteurs presque invariants dans L>(X X, ) ; ce qui permettra de conclure.

Lemme 2.1.13. L’action de G sur X X Q définie ci-dessus est une action mesurable, c’est-a-
dire que ’application B : G X (X X Q) — X X Q définie par B(g, (x, w)) = (gx, a(g, X)w) est
mesurable.

Démonstration. Ceci détermine bien une action grace a la relation de cocycle, i.e. @(g1g2, x) =
a(g1, g2x)a(gs, x) pour tout g1, g, € G et tout x € X. Il reste a voir que S est mesurable. Soit
A € B(X) et B € B. Regardons

BN AXB)={(g (x,w) €Gx(QxX): (gx,a(g, x)w) € A X B}
Ainsi on obtient
{(g,(x,w) eGXXXQ): al(g,x)we B} N{(g,(x,w) e GX(XXQ): gxeA}
qui appartient a la tribu 8(G) X B(X) x B car le cocycle est mesurable et I’action sur 1’espace
homogene également. O

Lemme 2.1.14. La mesure produit u X v est o-finie et G-invariante.

Démonstration. Comme v est o-finie, alors il existe une suite d’événements de mesures finies
(E,)ns1 telle que Q = U5 E,. Comme u est une probabilité, il suffit donc de poser B, = E, X X
pour tout n afin de conclure que la mesure produit est o-finie.

Soit A € B(X) et B € Betsoit g € G. Regardons

(L% V)(g(A X B)) = / Ly (x, @)d(pt X V)(x, )

XxQ

— [ aaale xae 00 x V)
XxQ
:/ 1a(g™'%) / 15(a(g™", Yw)dv(w)du(x)
X Q
:/IA(g_lx)du(X)/1B(w)dV(CU)
X Q
= / 1,4(x)du(x) / 13(w)dv(w)
X Q
=/ Laxp(x, w)d(p X v)(x, w)
XxQ

= (uXVv)(AXB)

ou I’on utilise le théoreme de Fubini ainsi que I’invariance des mesures v et u. O

Proposition 2.1.15. La représentation de permutation mayx est unitairement équivalente a

Indg(ﬂg).

On rappelle, de la section (voir également 1’appendice E de [BALHVO08]), que Ind%(rq)
agit sur I’espace de Hilbert H,, qui est I’espace des fonctions mesurables & : G x Q — C telles
que :
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(@) &(gh, w) = ma(h™)é(g, w) = &(g, hw) pour tout h € H et presque tout (g, w) € G X Q;
(b) lI€15 == [ ||§(x)||%2(md;1(x) < o0. ol I’on utilise le fait que, par (a), g — [|€(g)|l, dépend
uniquement de la classe de g mod H.

Alors la représentation induite est définie par (Indg(ng)(g)f)(g’, w) = &g 'g’, w) (ouT’on utilise
ici la G-invariance de ).

Démonstration. Définissons a présent une application borélienne ® : X X, Q — G X Q par
O(x, w) = (y(x), w). Alors I’application ¢ > £o® est une isométrie surjective de H,, sur L*(X X,
Q). En effet, la condition (b) ci-dessus implique que c’est bien une isométrie. Finalement, a
EeH,,geGet(x,w)e X X, Qfixés,ona:

Txx,0(8)(E 0 DY(x,w) = E0 D(g ' x, (g™, Nw)
= &y(g™' 0, a(g”, Dw)
= &(y(g ' Da(g™", 1), w)
= (g 0y 0 g y(x), w)
= &g 'y(x), w)
= (Ind§j(m0)(g)¢) © D(x, w).

Ce qui montre mx,, o et IndgnQ sont équivalentes.
O

Corollaire 2.1.16. La représentation de permutation ryyq sur L2 (X X Q, uxv) est Cy contenant
faiblement la représentation triviale 1.

Démonstration. En effet par le lemme précédent, on a my«q est équivalente a Indg(nQ). En utili-
sant le lemme 6.1.3 de [CCJ*12]], on déduit que Indg(ng) est Cy. De plus, comme 14 est faible-
ment contenue dans g, alors par continuité de I’induction (voir appendice F de [BALHVO08]),
ona:

Ind% (1) < Ind$ ().

Mais Indg(lH) = Ag/u sur L*(X, ). Comme H est un réseau, 15 C Ag/u. Ainsi on a bien 15 <
Ind$(nq). Et on peut donc conclure que 1 < mayx par équivalence des représentations. O

Remarque 2.1.17. 1. Cette preuve admet une légere généralisation. On rappelle la défini-
tion 6.1.4 de [[CCJ"12] : un groupe fermé H d’un groupe localement compact G est co-
Fglner dans G si il existe un état G-invariant sur L*(G/H), ou de maniere équivalente si
la paire (G, G/H) est moyennable. Ceci est équivalent a demander que 15 < Ag/y. D’ou
I’extension reste vraie sous les hypotheses :

Soit G un groupe localement compact, dénombrable a 1’infini ayant la propriété de Haa-
gerup et contenant un sous-groupe fermé H satisfaisant les trois conditions suivantes :

a) Les fonctions modulaires Ag et Ay satisfont : Agly = Ay,
b) H est co-Fglner dans G ;
¢) H satisfait le théoreme [2.0.4]

Alors G satisfait le théoremme 2.0.4
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2. Une construction d’une suite de vecteurs presque invariants pour mx, o peut étre exhibée.
Soit (&,)ps1 C L*(Q,v) la suite de vecteurs presque invariants de 7g. On considere les
fonctions u,: H — C dans L*(H) définies par u,(h) = (na(h)é,, &,). On construit alors,
comme dans [Jol14], la suite de fonctions i,: G — C en posant

it(8) = / un(a(g, X))dp(x).
b'¢

Par propreté du cocycle, on peut démontrer que i, 2%, 1 uniformément sur tout compact
de G. En d’autres termes la suite (%,),>; C L*(X x Q) définie par h,(x, w) = &,(w)1x(x)
est une suite presque invariante.

2.1.4. Cas des groupes localement compacts, dénombrables a I’infini

On commence par une remarque qu’on doit a S. Baaj : rappelons que pour un groupe G
localement compact, dénombrable a I’infini agissant sur un espace mesuré (€2, u), ol u est o-
finie et G-invariante, et si L*(Q, 1) est séparable, alors la représentation unitaire associée 7o
est automatiquement continue. En effet, cela suit de la proposition A.6.1. de [BALHVOS]|| par
exemple.

Cela signifie que si nous sommes capables de restreindre 1’action de G sur un tel espace mesuré,
alors la preuve du théoreme [2.0.4] serait complete. Malheureusement, nous n’avons pas réussi a
faire de la sorte. On doit donc procéder de la facon suivante : on définit une sous-famille 7. de
F et on construit une mesure . sur o<(¥.) de sorte que la représentation ry sur L>(X, o-(F.), ic)
soit continue, et dans un second temps, en utilisant la continuité, on restreint 1’action de G sur
un sous-espace mesuré o-finie de X ayant toutes les propiétés désirées.

On se fixe une suite cr01ssante (K,)n>1 de sous-ensembles compacts de G avec la propriété

suivante : e € K 1, K, C Kn+1 pour tout n et G = | J, K,,. Posons K := K; qui est un voisinage
compact de e.

Définition 2.1.18. 1. La famille %, est la collection d’ensembles A = [[, A, € Fy tels que
u(A) =11, 2v(A,) = 0ou
lim H2v(gA NA, =1,
uniformément sur K.

2. On définit la suite (F.,).>1 de collections de sous-ensembles de X par induction : ¥, =
{B \A: A,Be 7—}7,1_1} ,eton pose e := 50 Fen-
On note o(F.) la o-algebre engendrée par F.; c’est une o-sous-algebre de o (F).

Constatons que la suite (] | i1 Anckym))m=1 construite dans la preuve de la proposition est
contenue dans 7. En effet, on a démontré que :

2V(gAnkmy N Angemy) € e 1], Vg e K.
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Ainsion a :

N—oo

1> lim H 2v(gA k) N Ancem)
k=N

Lyy; © 1
- e_(a)th—mo Zk=N27 — 1’

uniformément sur K. Ainsi, on déduit que la suite de vecteurs unitaires presque invariants
Em=1 C L2(X, 0(F,), ). Dans le but de démontrer que F .o est stable par intersections finies,
on a besoin du lemme élémentaire suivant :

Lemme 2.1.19. Soit (x;)i>1, (ar)i=1 C R, deux suites telles que :
H;ka = IHE‘OH(I —a) = 1.
k=N k=N

Alors
lim H(xk —a) = 1.

k=N
Démonstration. Par hypothese, il existe N tel que x; > % et0<a < % pour tout k > Ny. Ceci
implique immédiatement :

3
(—2a; + a,%)xk < —Eakxk < -a, VYk=>=N,.

Ainsi, on a pour tout N > Nj :
2
[Tx0 = a0? < [Jw —ao < [ [
k>N k>N k=N
ce qui démontre 1’énoncé. O

Lemme 2.1.20. Soit A,B € F.y. Alors AN B € F..

Démonstration. Soit A,B € F.avec A = [[, A, et B =[], B,. Si A ou B est de mesure nulle,
alors u(A N B) = 0 et donc A N B € ¥.y. Supposons donc u(A N B) # 0. Ainsi on a que les 5
suites suivantes :

ﬁ 2v(gA, N A,), ﬁ 2v(gB, N B,), ﬁ 2v(A, N B,), ﬁ 2v(A,), ﬁ 2v(B,)
n=N n=N n=N n=N n=N

convergent uniformément vers 1 sur K quand N — oo.
Comme v(A,), v(B,) # 0 pour tout n, on a :

ﬁ 2v(gA, N A,) ﬁ 2v(gB, N B,) ﬁ 2v(A, N B,) ﬁ 2v(A, N B,)
2v(A) 2v(B,)

n=N
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convergent uniformément vers 1 sur K quand N — oo.
De plus,
-1 2v(g(A, N B,) N (A, N B,
1> tim [ 2640 B 0 (As 01 By)
noeo ko 2v(A, N B,)

2v(A, N B,)

0o

i ] (1 1A\ gAY 2(B, \an)) |

2v(A,NB,) 2v(A,NB,)

En utilisant le lemme [2.1.19] on va démontrer que :

= 1. (2.1.5)

T () 2\ gAY 2v(B, \ gBy)
e 2v(A,NB,) 2vA,N B,

On doit donc vérifier :

)

. (1 _ 2v(Bn\an>) L
1 2v(A, N B,)

2)

= 2v(A
lim AL GIAY A W
L 2v(A, N B,)

On démontre en détails (1) ; et comme (2) s’obtient de maniére similaire, on aura (2.1.5)). On a
T 2v(B, \ gB,) T 2v(B,\ gB,)\ .. 1T 2v(A.N B,
| l-——7—— =1 - ————— ] 1 —_—
e ll ( 2v(A, N B,) ) Nﬂg ( 2v(A, N B,) ) Noew 11 2v(B,)
1 [ 2v(A, N B,) - 2v(B, \ gB,
limH( W )= 2v(B, \ g )>.
N n=N

2v(By)

Avec

lim (1 _ M) —im ] (2V(Bn) — 2%(B, \ gB,,))
N—oo 2v(B,,) N—co 2v(B,)

n=N n=N
o0

H 2V(Bn N an) -1

=i
o 2v(B,)

N—oo

2

comme observé ci-dessus, on déduit le résultat.
O

Les mémes arguments que ceux énoncés dans la section précédente, i.e. du lemme [2.1.3|
jusqu’a la proposition [2.1.8] nous permettent d’obtenir les propriétés suivantes :

Proposition 2.1.21. La famille F. a les propriétés suivantes :
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(i) Pour tout A,Be€ F.,onaANB e F.et A\ B e F.de sorte que F. est un semi-anneau
d’ensembles, et [’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de F. est un anneau
engendré par F., noté R(F.).

(ii) L’action diagonale de G sur X =[], S est o(F.)-mesurable.

(iii) Il existe une mesure p1.: 0(F.) — [0, 0] qui est G-invariante et telle que u.(]],A,) =
I1,2v(A,) pour tout A = ], A, € Fepo.

(iv) Le systeme dynamique (X, o (F.), 1., G) est C.

(v) Soit (Ankmy)m la famille construite a la proposition et posons X, = [, Anem) €t
En = 1x, pour tout m > 1. Alors (&,)m=1 est une suite de vecteurs unitaires presque
invariants contenue dans L*(X, 0(F,), lc).

A présent, on peut démontrer que la représentation 7y sur L2(X, o-(F.), ) est continue. Pour
cela, il suffit de montrer que pour tout A € o(F.) tel que u.(A) < co,ona:

mx(9)1a — 1all5 = / [1ea — L4PPdu, = / [1ea — Laldu, = u(gA & A) — 0,
X X

quand g — e.

Proposition 2.1.22. Soit A € o (F.) tel que u.(A) < 0. Alors

limu.(gA A A) =0.
g—e

Démonstration. On note S la famille d’ensembles A € o(%,) tels que u.(A) < oo et avec
lim,_,, u.(gA A A) = 0. On montre les assertions suivantes.

(i) Ona ¥, C S, ie. lim,,, u.(gA A A) = 0 pour tout A € Fp.
En effet, si u(A) = 0, I"assertion est triviale. Supposons donc que A = [, A, et

N—oo

lim [ [2v(gA, nA,) =1
n=N

uniformément sur K. Soit (g,,).>1 une suite dans K qui converge vers e. On montre que
u(gnANA) - u.(A) quand m — oo; ce qui démontrera 1’énoncé puisque pour tout m, on
a:

/'lc(gmA AA) = / |1gmA - lAld,uc
X

< /(1A =1, ana)du. + /(lgmA — 1, ana)du,
X X
= 2(IJ(,(A) - :uL(gmA N A))7

ou I’on utilise la G-invariance de u. et le fait que u.(A) < oo.
Comme H;":N 2v(gA, N'A,) — 1 uniformément sur K, il existe N, tel que :

ﬁ WE <V1—8, 'V1+£), Ym.

n=No+1
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(i)

(iii)

Comme la représentation de G sur L*(S, v) est continue, on a pour chaque n fixé :
V(gmAn N Ap) = V(A,), m — oo

Il existe donc M tel que pour tout n € {1,..., Ny},

v(gmA, NA,)

) © [(1—8)"*", (1 +&)*"], VYm > M.

Alors on obtient pour tout m > M :

[Tt 27(8nAn N An) _ (ﬁ 2(g,A, mA,J) . < ﬁ 2v(g,A, N A,)

anl 2v(A,) 2v(A,) 2v(A,) ) €E(l-gl1+e).

n=Ny+1

Ce qui montre que u.(g,A NA)/u.(A) — 1 etdonc u.(g,ANA) — u.(A) quand m — oo.

SiA,B e S,alors ANB € Set A\ B € S. En particulier, S est un semi-anneau de X
contenant 7. En effet, soit A, B € S et soit g € G. Alors

u(8(ANB)A(ANB)) = / Lgalen — 1alpldue
X
< / |1gA(1gB - lB)ld,uc + / |lB(lgA - lA)ld,uc
X X

< u(gA 2 A)+pu(gBAB)— 0,

quand g — e. Ceci montre que A N B € S. De plus,
H(g(A\ B)A(A\ B)) = /Xllg(A\B) — 1q\sldu.
= /X|1gA(1 - lgB) —1,(1 = 1p)ldu,
= /XllgA -1, - (lgA]-gB —1,1p)ldu.

<2u(gAAA)+u(gBAarB)—0,

quand g — e. Ceci montre que A \ B € S. Ainsi en combinant avec le lemme [2.1.20] on
déduit que ¥, C S.

SiA;,...,A, €8, alors leur union U?zl A; € 8. En particulier, S est un anneau d’en-
sembles de X contenant R(¥F.).
Par (ii), on peut supposer que A; NA; = 0sii+# j. Enposant A =| |_, A;, ona:

Z lgAi - Z 1Ai
i=1 i=1

<) ugAin Ay -0,

i=1

du,

pe(gA 8 A) = /
X

quand g — e.
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(iv) Soit A € o(F.) tel que u.(A) < oo, alors
limu.(gA A A) = 0.
g—oe
En effet, fixons & > 0. Par construction de la mesure y. sur o(¥,.) et comme S est un

anneau d’ensembles contenant R(%,),

i>1 i

He(A) = inf {ZMA» L A€ RFO Vi, Ac UAI} .
Par conséquent, il existe une suite (4;); telle que A C |J; A; := B avec
e
HA) < D He(A) < pe(A) + <.

Par (ii), on peut supposer A; N A; = @ pour i # j. Choisissons N assez grand tel que :

> onan < <.

>N

Soit V C G un voisinage ouvert de e tel que :

N
Z:uc(gAi A A < g, VgeV.
i=1

Ainsi pour tout g € V,ona:

:uc(gA A A) < / |1gA - lgBld,uc + / |1gB - lBId,uL + / |]-B - lAld,uc
X X X

< 2e(B)+ ) pe(gAi b A

N
SUBNA) + ) p(8AiAA) +2) p(A) <e.
i=1 i>N

O

Remarque 2.1.23. Comme u n’est pas o-finie, il n’y a aucune raison pour que u coincide avec
U sur o(F.), méme si c’est le cas sur . C F.

Lemme 2.1.24. Soit (Q, B, p) un espace mesuré sur lequel G agit par automorphismes boréliens
et tel que p(gB) = p(B) pour tout B € B avec p(B) < oo. Alors ’action de G préserve p, i.e.
p(gB) = p(B) pour tout B € 8.

Démonstration. S’il existait un g € G et B € B tels que p(B) = oo et p(gB) # p(B), alors
nécessairement p(gB) < oco. Ceci contredit I’hypothése puisque p(g~'gB) = p(B) serait fini. O

Proposition 2.1.25. 1l existe Q € o(F.), G-invariant, tel que la mesure p: o(¥.) — [0, o],
définie par p(B) := u.(B N Q) pour tout B € o(F.), est o-finie et G-invariante. De plus, [’es-
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pace de Hilbert L*(Q, p) est séparable et contient la suite de vecteurs unitaires (&,)ms1 de la

proposition[2.1.21]

Démonstration. Soit D = {g| = e, g»,...} C G un sous-ensemble dense, dénombrable de G.
Posons ¥ = {J,,5; Xin, o0 X,, = [ [, Aum de la proposition [2.1.21|et posons

Q:UhY.

heD

Comme p sur (X, o(¥.)) est définie par
p(B) = p(BN Q)

pour tout B € o(¥.), on a bien p o-finie. Il reste donc a montrer la G-invariance. Par le lemme
précédent, il suffit de montrer que pour tout g € G, on a p(gB) = p(B) pour tout B € o(¥.) avec
p(B) < co. Posons alors pour touti > 1 :

i—1
B;=(BNgY)\ <U g,,-Y) :

J=1

de sorte que BN Q = | |, B; et ainsi p(B) = ) ., p(B;) < oo.
Ona:
p(gB) = p(g(BNQ) = > p(gB).

Pour i fixé, soit (h"),»; C D une suite telle que 1) — gg; quand n — c0. On a
p(gB;) = p(gB; Nh g B) Vn
et de plus :
p(gB; N h g By = u(gB: N hPg; ' Bi) — 1 (gB:) = p(By).
Par conséquent p(gB;) > u.(B;) et donc :

PgB) 2D p(sB) 2 ) p(B) = (BN Q) = p(B).

D’ou
p(B) < p(gB) < p(g”'gB) = p(B).

Pour conclure la séparabilité de L>(€, p) suit de la dénombrabilité de D ainsi que de sa densité
dans G. |

2.2. Discussion sur I’ergodicité

Un systeme dynamique Cy au sens de la définition[I.1.12]n’est pas nécessairement ergodique.
En effet, on rappelle I’exemple suivant : on considere 1’action de G = Z muni de la topologie
discrete agissant par translations sur 1’espace mesuré o-fini (R, B(R), 1) ou u désigne la mesure
de Lebesgue. On a bien une action par automorphismes boréliens et la mesure u est G-invariante
puisque c’est la mesure de Haar de R.
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De plus I’action est "ergodique" sur les événements de mesure finie. En effet soit A € B(R)
de mesure finie tel que x + A = A Vx € Z. Supposons par 1’absurde que u(A) # 0. Alors par
régularité de y, il existe un ouvert U de mesure non nulle tel que U C A. Ainsi il existe a,b € R
tel que [a,b] C A. D’ou

U[x+a,x+b] C A.

X€Z
Ce qui implique que u(A) = oco; ce qui est une contradiction.
Cependant en prenant A = (0,1) +Z, onax+A = A pour tout x € Z. Mais (A) = pu(R\A) = oo.
Ce qui montre que I’action de Z n’est pas ergodique.
La fonction x — u((x + A) N B) est continue pour tous A, B € B(R) puisque Z est discret. De
plus, il est évident que cette fonction est Cy pour tout intervalle borné de la forme A = [a, b] et
B =[c,d]aveca,b,c,d € R. Soit A, B € B(R) de mesure finie. On a :

00 > p(A) = AN | Jn+11) =D AN (nn +1]).

nez nez

Soit € > 0. Alors il existe ny et np assez grand tel que u(AN[—na,n41°) < € et u(BN[—ng, npl°) <
€. En posant pour A (la décomposition pour B se fait de la méme maniere), A} = A N [—ny4, nal°
et Ay = AN [—ny,n,], on obtient une décompositionde A ot A = A; LI A, avec u(A;) < €. Ainsi
en prenant |x| > ny + ng, on obtient :

u((x+A)N B) = u((x+A) N By) + u((x + A) N By)
<€+ pu((x+ A1) N By) + p((x + Az) N By)
< 2€+ u(@) = 2e,

ou I’on utilise I'invariance de . Ce qui démontre que le systeme dynamique (R, B(R), Z, ) est
Co.
Montrons encore que ce systéme contient une suite de vecteurs presque invariants. Posons &, =

(znl)l/z'l[—n,n] pour tout n. On a bien ||&,]l = 1 pour tout n :

S |
/gn(x)gn(x)dx = 2_/1([—7’1,71]) =1.
R n

De plus pour tout x € Z, on a :

- 1
<7TR(X)§m §n> = /gn(u - x)fn(u)du = 2_ / 1[7n+x,n+x](u)l[fn,n](u)du
R nJr

1 2n— .
- {Z fR 1 pemu) = 52 >0 1, six 20,

1 _ 2n+ :
m fR 1[—n,n+x](u) - % n—ooo la six <0.

Ainsi on a bien que (mg(x)¢,, &,) converge uniformément sur tout compact de Z vers 1.

Remarque 2.2.1. De maniere plus générale, si 1I’on considere un groupe G localement compact
(non-compact) moyennable et H un sous-groupe discret propre de G. Alors 1’action de H sur G
ne sera pas ergodique, cependant le systeme dynamique sera C, dans notre sens.

Le théoreme [2.0.4] caractérise la propriété de Haagerup de G en termes d’actions sur des
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espaces mesurés infinis. Dans cette section, on détermine si de telles actions peuvent €tre sup-
posées ergodiques. L’exemple précédent montre qu’il faut étre prudent sur le choix du systeme
dynamique Cy. La question est donc la suivante :

Question 2.2.2. Etant donné un groupe avec la propriété de Haagerup, existe-t-il un systéme
dynamique associé étant C et ergodique ?

Premieérement, on donne une autre preuve du théoreme [2.0.4] en utilisant des actions tor-
dues introduites dans la section 2.5 de [MV20]. Puis, par des outils développés dans [MV20]
et [AIM19], on démontrera qu’il est possible de construire de tels systemes dynamiques.

On commence par un bref rappel sur les processus Gaussiens. On réfere a [AIM19] pour
plus d’informations. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Par la remarque A.7.7 de
[BALHVO8], il existe un espace standard probabilisé (H, i) et une isométrie linéaire ¢: H —
L*(H, u) telle que :

1) Pour tout & € H, 1(€) est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance ||€]|*;

2) La famille de variables aléatoires (¢(£))zerr €ngendre la o-algebre de (7:( , ).

De plus, ce processus aléatoire est unique dans le sens suivant : supposons qu’il existe un autre
triplet (X, v, (") satisfaisant (1) and (2), alors il existe une bijection bimesurable ¢: (H,u) —
(X, v) telle que ¢.u = v et presque partout

(&) o = u8),

pour tout ¢ € H. On utilise les mémes notations que [MV20] et on note ce processus Gaussien
(é)geq{. Remarquons que 'unicité de ce processus Gaussien implique que pour toute transfor-
mation orthogonale U € O(H), il existe un automorphisme préservant la mesure U de (H, 1)
tel que

Ue=¢oU".
En définissant une nouvelle mesure sur par la formule du, = exp(—%lln”2 + f))du pour un
vecteur fixé 7 € H, on remarque que la variable aléatoire

A

&—<&m

a une distribution normale N(0, ||€]|*) par rapport a Hy. Par conséquent, en utilisant I’unicité, il
existe un automorphisme non-singulier Tn de (‘H, ) tel que

EoT ' =&— (&),

pour tout ¢ € H. On utilise la notation Tn(w) = w+n de sorte que la formule intuitive (w+n, &) =
(w, &) + (n, &) soit valable, ou (w, &) désigne é(a)). Un calcul montre alors que pour V € O(H)
etneHona:

Viw+1n) = V(w) + V).

Par conséquent, on obtient un morphisme de Isom(H) vers Aut(7:{ , [u]). En particulier, pour
toute action a: G ~ H par isométries affines, on a une action gaussienne non-singuliere
a: G~ (H,u.

Soit 7 : G — O(H) une représentation orthogonale de G avec la propriété de Haagerup. Soit
¢ € Z'(n, H) un 1-cocycle propre et soit @ : G ~ HH I’action affine isométrique propre associée.
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Considérons alors 1’espace mesurable Q = H xR €quipé de la mesure produit v := u® A, ou 4
désigne la mesure de Lebesgue. On définit alors 1’action tordue : G ~ (£, v) par la formule :

Be(w, 1) = (R(Qw, 1 + (w,c(g™ ), (2.2.6)

de sorte que la mesure produit infinie soit préservée. Dans un premier temps, on montre que
la représentation de Koopman associée a 3 est de classe Cy en utilisant la proposition suivante
(voir page 54 de [AIM19]) :

Proposition 2.2.3. Soit 0: G ~ X une action non-singuliere de G sur un espace X et w: G ~
L*(X) la représentation de Koopman associée. Alors sont équivalents :

(1) limg_,(m(g)¢, &) = 0 pour un certain vecteur séparateur & € L*(X)*.

(i) 7 est mélangeante.

Soit (g,).>1 une suite dans G qui tend vers I’infini. On note X,, la variable aléatoire cfg\n) de
densité

el
o exp )
lle(gn)ll V27 2llc(gnll?
Soité = 1 ®h € L*(Q, v), ot h(t) = —. On calcule alors :

1+12°

,}Lrgo (ma(gn)é, &),

ou g est la représentation de Koopman associée a §. Comme v est G-invariante, on a que mg
est simplement la représentation de permutations sur L?(Q). Donc :

(ma(gn)é, &) = /Q (ma(gn)&)W)é(u)dv(u)

= [ EPBg(w, )é(w, Nd(u® D(w,1)

HxR
1 1
B /I:IXR I+ (t + )(n(a)))2 1+ t2d(l'l ® /l)((,(), t)

En utilisant le théoreme de Fubini-Tonelli, cette derniere intégrale est égale a :

1 1
/R L+ </H 1+ (r+ Xn(w))zdr“(w)) dr.

/ ( / 2|l (Xn)Hz (l ) clt
] 2 [~ I 28 (8] X .

En appliquant a nouveau le théoreme de Fubini-Tonelli, cette intégrale devient :

Ainsi on obtient :

1 1 1
EE——— 2l dA(x, ).
lle(g)ll V27 /M 1+21+(t+ x)ze x.1)
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En écrivant pour tout n :

1 1 1 )
W(x, 1) = e2cenl? |
S lle(g)ll V2 1 +221 + (¢ + x)?

on remarque que | f,(x, )| < W pour tout (x, ) € R? et pour tout n suffisamment grand,
ou C > 0. En effet, comme le cocycle est propre, alors pour N assez grand on a :

lle(g)ll > A >0Vn > N.

De plus, la suite de fonctions (f,) converge ponctuellement vers 0, par propreté du coycle c¢. En
utilisant le théoréeme de convergence dominée, on déduit :

lim (7a(g,)€,£) = 0

Comme ¢ est un vecteur séparateur, la proposition [2.2.3| permet d’obtenir :

Proposition 2.2.4. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a ’infini étant a-(T)-
moyennable. Alors g, la représentation de Koopman associée a B, est Cy.

Remarque 2.2.5. Constatons qu’avec une telle action la propriété de ng, d’étre Cy dépend uni-
quement du 1-cocycle, et non des propriétés de I’action p.m.p. 7.

On montre a présent que mg admet une suite de vecteurs presque invariants. On considere
pour tout n

1
w=1® —=1_n.
& Vo
Alors :
(ma(g)én, &n) = ! / e2HL<g>H2 ( / Lo (O = (2 + x)dt> dx
2n IIC(g)II lle(g)ll V21 ’ ’
1 / 1
eznc(g)n? 2n — x)dx e2Hf(a’)H2 2n + x)dx
" 2n IIC(g)II lle(g)ll V2r " n IIC(g)II lle(g)ll V2 J-
2(n + 1980
B 2n '

Ainsi par continuité du 1-cocycle, on déduit que pour tout sous-ensemble compact K de G, on
a:
Sup(ra(8)éns &) —— 1.

gek

Pour conclure la continuité de g est obtenue en utilisant le lemme A.6.2 page 309 de [BALHVO0S].
On améliore a présent le théoreme [2.0.4] (I’amélioration se trouve dans le dernier énoncé). Pour
cela, on rappelle qu’un groupe localement compact est dit non-périodique si et seulement si il
contient un sous-groupe discret isomorphe a Z.

Théoreme 2.2.6. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a I’infini. Alors G a la
propriété de Haagerup si et seulement si G admet une action par automorphismes boréliens
sur un espace mesuré (€, i) tel que u est o-finie, G-invariante et satisfait les deux propriétés
suivantes :
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1. Pour tout sous-ensemble mesurable A, B C Q tels que 0 < u(A), u(B) < oo, la fonction
g — u(gA N B)est Cy,i.e. (Q, B, u,G) est un systeme dynamique Cy;

2. 11 existe une suite de vecteurs unitaires (£,),s1 C L*(Q,u)* tels que pour tout sous-

ensemble compact K de G, on a

lim sup(mo(8)én. &) = 1.

i
—00 gEK
De plus, si G est non-périodique, alors le systeme dynamique C, peut étre supposé ergodique.

Il reste donc a démontrer I’ergodicité. La preuve se fait en deux étapes. Premierement, on
montre la proposition [2.2.10| qui est une extension du théoreme 9.1.3 de [MV20] dans le cas
localement compact. Puis, on verra qu’un groupe G non-compact et non-périodique ayant la
propriété de Haagerup satisfait toujours les hypotheses de cette proposition. Pour ce faire, on
commence par quelques définitions et rappels qui permettent également de fixer les notations.
Dans [AIM19] les auteurs introduisent une notion importante pour étudier les actions affines
isométriques :

Définition 2.2.7. Soit @: G ~ H une action affine isométrique. Alors le support de « est le
sous-espace linéaire de H° défini par

supp(a) = [ | K°

KeE

ou E est I’ensemble de tous les sous-espaces affines non-vides a-invariants de H. Si supp(a) =
{0}, on dit que « est évanescente.

Par la proposition 2.10 de [AIM19], on dit que le 1-cocycle ¢ € Z'(x, H) est évanescent s’il

existe une suite décroissante de sous-espaces H, fermés n(G)-invariants tels que [, H, = {0}
et tels que pour tout n fixé, le 1-cocycle ¢ est cohomologue a un 1-cocycle prenant des valeurs
dans H,.
De la section 2.7 de [MV20)] on rappelle un résultat important quand on s’intéresse a démontrer
I’ergodicité d’une action. Soit K c H un sous-espace fermé et 7x : H — K la factorisation
naturelle préservant la mesure. Pour tout & € H, on note par M(¢ + K) C L¥(H x R) la sous-
algebre de von Neumann des fonctions de la forme :

(w,1) — FAg(w),t +{(w, &), FeL°(KxR).

Alors :

Proposition 2.2.8. (Proposition 2.7, [AIM19]) Soit (&; + H,)ie; une famille de sous-espaces
affines fermés d’un espace de Hilbert H. Notons K = (., Hi, M = (..,(&i+H), A = ()., M(&+
H)).

1. SiM =0, alors A =L (K)® 1.

2. Sine M, alors M =n+ K et A= M@n+K).
Remarque 2.2.9. Rappelons qu’une action non-singuliere o: G ~ X est faiblement mélan-

geante si I’action diagonale c®p: G ~ X®Y est ergodique pour toute action p.m.p. ergodique
p:GY.
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On peut énoncer la proposition principale qui sera démontrée plus bas :

Proposition 2.2.10. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a !’infini et non-
périodique. Soit 1 : G — O(H) une représentation orthogonale de classe Cy et ¢ € Z'(r, H)
un 1-cocycle évanescent n’étant pas un co-bord. Alors I’action tordue 8 définie par (2.2.6)) est
faiblement mélangeante.

On a encore besoin d’un résultat de [AIM19] qui généralise le théoreme 2.3 de [SWE2].

Définition 2.2.11. Soit 7: G — O(H) une représentation orthogonale. Un sous-ensemble dé-
nombrable A C G est dit mélangeant par rapport a & si pour tout £&,7 € H,ona:

ge}\{g m(ﬂ(g)ﬁ ) =

Définition 2.2.12. Soit o: G ~ X une action non-singulieére. Un ensemble dénombrable A ¢ G
est dit récurrent par rapport a o si pour tout B C X avec B # 0 il existe une infinité de g € A
tels que gBN B # 0.

Théoreme 2.2.13. (Theorem 7.13, [AIM19]) Soit o: G ~ X une action non-singuliere et
p: G ~ (Y,v) une action p.m.p. Supposons qu’il existe un sous-ensemble A C G tel que A est

récurrent par rapport a o et mélangeant par rapport a p. Alors chaque fonction o ® p-invariante
dans L*(X ® Y) est contenue dans L™ (X).

Avec ce résultat, nous sommes préts a démontrer la proposition [2.2.10]:

Preuve de la proposition|2.2.100 Soit o: G ~ (Z, p) une action p.m.p ergodique quelconque et
considérons 1’action dlagonale y: G ~ (H xR) x Z. Supposons que K ¢ H est un sous-espace
fermé n(G)-invariant et que c(g) €K K* pour tout g € G. En 1dent1ﬁant H avec K x K+, on peut
voir y comme 1’action gaussienne 7T| « : G ~ K, T’action tordue G ~ KLxRetl’action G ~ Z.
Prenons a présent un sous-groupe cyclique infini discret A de G. Alors par le théoreme 9.1.2
de [MV20], I’action A ~ K+ X R X Z est conservative. Donc A est récurrent par rapport a cette
action. De plus, par hypothese 1’action G ~ K est mélangeante. Alors A est mélangeante par
rapport a celle-ci. Par le théoreme[2.2.13] on peut conclure que :

L (HxRx2Z)° =1® LKL xR x Z)°. (2.2.7)

Par conséquent, nous sommes dans la méme situation que dans la preuve de [MV20]. On peut
donc conclure de la méme maniere. Par hypothese ¢ est évanescent. Il existe donc une suite
décroissante de sous-espaces fermés n(G)-invariants H, C H et des vecteurs &, € H; tels que

c(g) + ﬂ(g)fn - é:n € Hn,

pour tout g € G et n € N. Comme H n’admet pas de vecteur m(G)-invariant, les vecteurs &, sont
déterminés de maniere unique et Py (&,) = &, pour tout m > n. Comme ¢ n’est pas un co-bord,
on a ||£,|| = +co quand n tend vers I’infini. En utilisant (2.2.7)) on obtient pour tout n :

L(H xR x 2)° ¢ M(&, + H)QL™(Z).
Avec les notations de la proposition [2.2.8] on a donc M = 0 et par conséquent A = 1. Ainsi, on

déduit
L°(HXxRx2Z2)° cl1®L2Z)° =
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Donc S est faiblement mélangeante. |
On termine cette section avec la remarque suivante qui conclut la preuve de I’ergodicité.

Remarque 2.2.14. Un groupe G localement compact, non-compact admet une action affine
isométrique évanescente sans point fixe avec partie linéaire C si et seulement si G a la propriété
de Haagerup. En effet, cela suit des propositions 2.12 et 2.13 de [AIM19]]. Par conséquent, la
familles des groupes avec la propriété de Haagerup est une classe de groupes pour laquelle, sous
I’hypothese de non-périodicité, la proposition peut Etre appliquée.

2.3. Exemples de systemes dynamiques C)

2.3.1. Groupes agissant proprement sur les arbres

Un exemple classique, ou il est facile de construire un systeme dynamique C, avec une

moyenne invariante comme dans le théoréme [2.0.4] est donné par les groupes moyennables.
En effet, il suffit de considérer la représentation réguliere gauche (voir par exemple le théoréme
[I.1.37|ou de maniere plus générale la proposition[0.0.4). L’avantage d’utiliser le foncteur Gaus-
sien pour démontrer le théoreme [2.0.4] est qu’il nous donne un acces pour exhiber de maniere
explicite de tels systeémes pour les groupes agissant proprement sur les arbres. On commence
par quelques rappels permettant de fixer les notations. On renvoie aux préliminaires ou au cha-
pitre 2 ainsi que 1’appendice C de [BALHVOS|| pour plus de détails.
Soit T = (V, E) un arbre localement fini. On identifie T avec son ensemble de sommets. On note
E I’ensemble des arétes orientées, ol chaque aréte géométrique vient avec deux orientations
possibles. Pour x,y € V, on note [x,y] ’ensembles des arétes orientées sur I’unique chemin
géodésique reliant x a y. On dit que e € [x, y] est cohérente si e "pointe" de x vers y et incohé-
rente sinon. Il existe alors un unique plongement ¢ : 7 — H sur un espace de Hilbert affine H
tel que :

L. d(x,y) = ll(x) — I
2. H est engendré affinement par «(7T).

On voit donc T directement comme sous-ensemble de H. Supposons que G agisse proprement
sur T par automorphismes, alors par unicité du plongement, 1’action de G s’étend de maniere
unique en une action affine isométrique a: G ~ H avec a,(t(x)) = 1(gx). De plus, ’action de
G sur T étant propre, on déduit en combinant les propositions 8.6 et 9.3 de [AIM19]], que « est
propre. Ainsi on obtient :

Exemple 2.3.1. Soit G un groupe agissant proprement sur un arbre localement fini T. Soit
a: G ~ H son action affine isométrique propre associée. Par conséquent

. 1 x? e
(H,p) = <R, —ex <——) dx) .
Cela vient de la construction standard de I’espace Gaussien, et de la propriété (2) du plonge-
ment (voir appendice A.7 de [|[BALHVO0S] ou chapitre 2 de [[CCJ™ 12|]). Ainsi pour le groupe libre

sur deux générateurs, F,, soit a : Fy, ~ H son action affine isométrique associée a son action
sur son graphe de Cayley T,4. Alors un exemple d’espace mesuré infini comme dans le théoreme
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pour Fy est donné par :

1 x? o
(R, E exp (—E> dx> ® R, ).

Cela répond a une question posée par Y.Stalder.

Pour ces groupes, il est possible de trouver un tel espace mesuré d’une autre maniere dans le
cadre des actions non-singulieres. Cela donnera un exemple explicite au théoreme [0.0.9]
Considérons Q(T') I’espace compact de toutes les orientations possibles de 7. Rappelons qu’une
orientation de 7" est une application w: E(T) — {—1, 1}. On définit alors pour tous x,y € T la
fonction continue c(x, y) sur Q(T') par la formule :

)W) = Y wle) =n,—m,,

e€lx.y]

ou n, (respectivement m,) est le nombre d’arétes de [x,y] qui sont cohérentes (resp. incohé-
rentes) par I’orientation w € Q(7T). Remarquons que c(x, y) satisfait la relation de cocycle, i.e.
c(x,y) + c(y,2) = c(x,z) pour tout x,y,z € T. A présent fixons un point-base x, € T et définis-
sons une orientation aléatoire de 7 de la maniere suivante : chaque aréte e € E(T) est orientée,
de maniere indépendante, en direction de x; avec probabilité p et s’éloigne de x, avec probabi-
lit¢ 1 — p, ou p € [0, 1]. Cela définit une mesure de probabilité sur (T'), not€e uf . Prenons un
autre sommet y € 7. Orienter une aréte en direction de x, ou de y donne le méme résultat, sauf
si cette aréte est dans [xp, y]. Comme [xy, y] est fini, alors ML est équivalente a uf et la dérivée
de Radon-Nikodym est donnée par :

d,uf (1 _ p) —c(y.x0)

d:ugo - P .

On peut donc voir (Q(T),u%) = HeeE(T)({—l, 1}, pé; + (1 — p)d_1). On considere le cocycle
c: G xXQ — Z défini par :

(g, w) = c(xp, gxo)(w).

Ainsi on a ¢(gh, w) = c(g, w) + c(h, g"'w). On prend donc I’action tordue non-singuliere de G
sur (U(T) X R, u® A), donnée par :

Bo(w, 1) = (gw,t + (g™, w)). (2.3.8)

Pour montrer que la représentation de Koopman associée est Cy, on note X une variable aléa-
toire de Bernoulli a valeurs dans {—1, 1} de parametre p et soit (X, ).cgr) une suite de variables
aléatoires 1.i.d, indexée par les arétes, de méme distribution que X. Soit (g,),>; une suite dans G
tendant vers I’infini. Pour tout n, on pose

Sui=Sen= Y, X
e€[x0,8nx0]

Comme ’action de G sur T est propre, on obtient un processus aléatoire (S ,),>1 qui n’est autre
qu’une marche aléatoire sur Z. Prenons p # % afin d’obtenir que S, puisse €tre simulée par une
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chalne de Markov étant transiente. Ainsi :
P(lim |S,| = +o0) = 1.
n—oo

D’ou pour presque tout w, le cocycle c(g, w) est propre. 11 suffit donc de considérer, par exemple,
le vecteur é = 1 ® h € L2 (Q X R, u® 1), avec h(t) = ¢~”. On obtient en utilisant le théoréme de
Fubini :

(m(gn)é, &) = /

QxR

1
1 —_ _ic(gn XO’XO)(w) (7("7“)2
< C/ <—p> e du(w),
o p

1-p -1 (g x0.30)(w) L,
(_) e~ HeEn.w)” =1 d(u® )(w, 1)

pour une certaine constante C > 0. Alors :

1 _ —%c(g,’ll,w) Cgmwz
m&magc/(if) e du(w)
Q

Comme le cocycle est propre presque partout, en utilisant la convergence dominée, on déduit :
lim (w(g,)¢, €) = 0.

De plus, comme I’action sur la seconde variable imite le comportement de 1’action par trans-
lations de Z sur R, alors la représentation de Koopman associée a 8 admet une suite de vecteurs
presque invariants. En effet, en considérant pour tout 7 :

1
'fn =1® _1[—n,nJ’

V2n

ona:

l-p

—3c(g7" x0.%0)(w)
<7T(g)§n’ §n> = / (—) 1[—n,n](t + ngo(w))l[—n,n](t)d(,u ® /1)(&), t)-

QxR 14

En utilisant le théoreme de Fubini-Tonelli, on a :

-1 ‘lx,x w
(1_p) z(g 05%0)( )2n_|ng0(w)|

— o du(w).

(m(8)&n: &n) = /

Q

Ainsi pour un sous-ensemble compact K de G, il reste a appliquer la convergence dominée pour
conclure
n—o0

SUP<7T(g)§n, gn) — L.

gekK
Remarque 2.3.2. Dans cette construction, comme le cocycle ¢ est a valeurs dans Z, on peut
remplacer 1’espace mesuré infini (R, 1) par (Z,m), ou m est la mesure de comptage, de sorte a
obtenir de I’ergodicité.

Ainsi pour le groupe libre [F,, on obtient :
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Exemple 2.3.3. Soit 0: F, ~ T4 son action sur son graphe de Cayley. Alors un exemple
explicite d’espace mesuré infini comme dans le théoreme est donné par :

(QUTHXR, 1 ® ).

2.3.2. SLL(R)

Soit I" un sous-groupe fermé d’un groupe localement compact G. Soit (7, H) une représen-
tation de I'. On rappelle que lorsque I' est un réseau dans G, il s’avere que sa représentation
induite, Ind? (7), est donnée par translations a gauche. Dans ce contexte, il existe une autre ma-
niere de construire la représentation induite, voir [Sha0O]. Soit X un domaine fondamental pour
G/T',i.e. G = XT'. Considérons le cocycle @: G X X — I" défini par :

a(g,x) =y © gxyeX.
Alors Ind¥r peut étre identifée avec I’espace L>(X, H) et la G-action donnée par :

gf) =moa(g™, 0)f(g" ).

Ainsi il est possible de définir une opération d’induction sur le premier groupe de cohomologie
de T. En effet, pour b € Z'(T', ), on considere, pour tout g € G, la fonction b: G — Ind?ﬂ
définie par :

b(g)(x) = boa(g™", x).

On énonce a présent le résultat suivant, qui est un cas spécial du lemme de Shapiro :

Lemme 2.3.4. Soit G un groupe localement compact et soit I un réseau co-compact de G. Alors
H'(T', 1r) = H'(G, Ag)r),

ou lr est la représentation triviale de 1" et Agr est la représentation quasi-réguliere de G asso-
cieal.

Soit a présent G = S L,(R). Soit X, une surface de Riemann fermée de genre g > 2. Alors
le groupe fondamental I' = 7;(Z,) peut étre identifi€ avec un réseau co-compact de G par la
théorie d’uniformisation. Comme H'(T', 1) = Hom(T', C) # 0, considérons un 1-cocycle b pour
1r. On prétend alors que le 1-cocycle b pour Ag,r est propre. En effet, considérons la fonction
continue conditionnellement de type négative ¥(g) = |b(g)|*. Par le théoréme de Schoenberg,
on déduit alors que ¢ = exp(—Y¥) est définie positive. Soit (o, H, ¢) le triplet GNS associé a ¢.
Comme b n’est pas borné, prenons une suite (g,),>; dans G telle que

lim |b(g,)| = +co.

Ainsi, o n’a pas de vecteur fixe non-nul. Rappelons que G a la propriété de Howe-Moore (voir
[Zim13] pour plus de détails). Par conséquent o est une représentation Cy, ce qui implique
que b est propre. Notons X = G/T et prenons I’action tordue de G préservant la mesure sur
(X X R, u® A) donnée par :

Be(x, 1) = (gx,1+ b(g™")(x)).

On se retrouve donc dans le méme cadre que précédemment (voir équation (2.3.8)). Ainsi de



98 Une nouvelle caractérisation de la propriété de Haagerup par des actions sur des espaces mesurés infinis

maniere similaire, on peut montrer que la représentation de permutations associée est Cy avec
une suite de vecteurs presque invariants.

Remarque 2.3.5. Soit G groupe localement compact ayant la propriété de Howe-Moore et pos-
sédant un réseau uniforme I" tel que Hom(I', C) # 0. Alors la construction ci-dessus s’applique.
En utilisant la proposition 5.4 de [BV95] et le théoreme 1 de [Kaz77]], on déduit que S O(n, 1)
et SU(n, 1) satisfont ces hypotheses.
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3. Propriété de Haagerup dynamique et
actions sur les algebres de von
Neumann

Les algebres de von Neumann sont souvent vues comme une version non-commutative des
espaces mesurés, puisque 1’espace L™ (€2, u) est une algebre de von Neumann pour tout espace
mesuré (Q, u). Dans la section |1.2.3} on a vu que le théoreme ci-dessous admet un cadre non-
commutatif.

Théoréme 3.0.1 (Théoreme 2.1.3, [CCJ*12]]). Un groupe G localement compact, dénombrable
a I’infini a la propriété de Haagerup si et seulement si il admet une action préservant la mesure
sur un espace standard probabilisé qui est fortement mélangeante et admettant une suite non-
triviale asymptotiquement invariante.

Il est donc possible de généraliser ce résultat pour inclure le cas non-commutatif. Ceci a été
fait dans le chapitre 2 de [CCJ*12] :

Théoréme 3.0.2 (Théoréeme 2.1.5, [CCJ"12]). Soit G un groupe localement compact, dénom-
brable a I’infini. S’il existe une action @ de G sur une algebre de von Neumann N avec un état
normal, fidele ¢ qui est a-invariant et tel que « soit fortement mélangeante et N possede une
suite non-triviale asymptotiquement invariante pour « et ¢, alors G a la propriété de Haagerup.
Réciproquement, si G a la propriété de Haagerup, alors il admet une telle action sur les facteurs
suivants :

1. N = R, ou R est le facteur hyperfini de type II; et ¢ = 7 est la trace canonique ;

2. N=R® Bdetypell, et ¢ = T® w, ou B est le facteur de type I et w est un état normal
convenable sur B;

3. N = R,, ou R, est le facteur de Powers de type III, et ¢ = ¢, I’état de Powers associé.

Dans le méme esprit, on peut donc considérer le théoreme [2.0.4] et donner une version non-
commutative de celui-ci.

Théoreme 3.0.3. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a I’infini et soit N une
algebre de von Neumann. S’il existe une action de G sur N qui soit Cy et admettant une suite
presque invariante, alors G a la propriété de Haagerup.

Réciproquement, si G a la propriété de Haagerup, alors il existe une algebre de von Neumann
de chaque type pour laquelle il existe une action de G sur N étant C et admettant une suite
presque invariante.

Dans la section [3.1) on montre comment le théoreme [2.0.4] se traduit dans le langage des
algebres de von Neumann. Plus précisément, on montre qu’un groupe a la propriété de Haagerup
si et seulement si il admet une action C sur L*(£2, i) avec une suite presque invariante. De plus,
on montre que 1’existence d’une telle action implique la propriété de Haagerup. Dans la section
[3.2] on montre qu’une telle action existe pour tout groupe avec la propriété de Haagerup et pour
toutes algebres de von Neumann listées ci-dessous :
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1. N = L®(Q, u), ou (Q, u) est I’espace mesuré du théoreme [2.0.4];
2. N = B(L*(Q,p));

3. Sous la condition que G admette un sous-groupe discret satisfaisant les hypotheses de la

proposition[3.2.11]:
N = L™(Q,p) =T

4. Si G est unimodulaire :
N = B(L*(Q, ) < G;

5. N = R, ® B(L*(Q, p)).

3.1. Des actions sur les algebres de von Neumann a la
propriété de Haagerup

Dans cette section, G sera un groupe non-compact localement compact, dénombrable a I’in-
fini. Par commodité, on rappelle ici le théoreme [2.0.4]:

Théoreme 3.1.1. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a 1’infini. Alors G a la
propriété de Haagerup si et seulement si il admet une action par automorphismes boréliens sur
un espace mesuré (€, u) tel que u soit o-finie, G-invariante et satisfaisant les deux propriétés
suivantes :

1. pour tous ensembles A, B C Q tels que 0 < u(A), u(B) < oo, la fonction g — u(gA N B)
est Cy, i.e. (Q, B, u, G) est un systeme dynamique Cy;

2. 1l existe une suite de sous-ensembles (A,),>; C B de mesures u(A,) = 1 pour tout n tels
que pour tous sous-ensembles compacts K de G on a

lim sup u(gA,AA,) = 0. 3.1.1)

n—e ok

Le théoreme [3.1.1] peut étre exprimé en termes d’actions sur 1’algebre de von Neumann com-
mutative L*(€). De plus, il s’avere que ce théoreme admet un analogue non-commutatif. Cette
section est donc dévouée a I’énoncer et montrer comment 1’analogue non-commutatif implique
la propriété de Haagerup. On commence par rappeler quelques préliminaires (voir section[1.2.3|
ou [Tak13]] pour plus de détails) :

Soit N une algebre de von Neumann avec prédual séparable, et soit ¢ un poids normal fidele
semi-fini sur N. On rappelle qu'un poids sur N est I’extension linéaire sur une sous-algebre
dense d’une application ¢ : N* — [0, +00] satisfaisant les conditions suivantes :

e(x+y)=@(x) + (), xyeN'; @Ax)=Ap(x)>0.

Le poids est dit semi-fini si
p, = {x € N" : p(x) < oo}

engendre N et fidele si ¢(x) # 0 pour tout élément non-nul x € N*. Soit

n,={xe€N: @o(x"x) < oo},
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et on note L*(N, ¢) la complétion de n, par rapport a la norme
2 = ¢(xr'x) xenm,.

Ainsi en étendant la multiplication a gauche sur n,, on obtient une action de N I’espace de
Hilbert L>(N, ¢) qu’on supposera séparable. De plus, on veut disposer d’une action a: G —
Aut(N) telle que son extension a L*(N, ¢) soit une représentation unitaire. Ce prérequis est
satisfait sous quelques hypotheses :

Proposition 3.1.2. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a I’infini avec une ac-
tion a sur une algebre de von Neumann N. L’action « s’étend en une représentation unitaire
sur L*(N, ) si et seulement si a préserve le poids ¢, ¢’est-a-dire ¢ o ay = ¢ pour tout g € G, et
I’application g — p(x*ay(x)) est mesurable pour tout x € n, fixé.

Démonstration. 1l est clair que I’action donnée s’étend en une représentation unitaire sur L>(N, ).
Cela suit du fait que G agit par isométries sur 1, et ainsi il suffit de considérer son extension.
En d’autres termes, pour obtenir une représentation unitaire, il suffit de poser pour tout g € G

A(g)(x) = lim ay(x,)  x € L*(N, ¢),

ou (x,),=1 C M, est n’importe quelle suite telle que ||x, — xl|, 2%, 0. La continuité forte de
7 suit du lemme A.6.2 de [BALHVO0S]|. En effet, on a supposé L*(N, ¢) séparable et la suite de
fonctions définies par :

fn: G- C: g (n(g)xn, xn)zp = (,O(XZCL’g(Xn))

avec (X,)u21 C M, est une suite de fonctions mesurables. Par conséquent, pour tout € € L*(N, ¢)
fixé, on a que I’application g — (n(g)&, &), est mesurable puisque c’est la limite simple de la
suite (f;,),-

A présent montrons la réciproque. On a @(x*a,(x)) = (m,(x), x) pour tout x € n,. Comme
m est fortement continu, on a bien que les applications g — ¢(x"a,(x)) sont continues et donc
mesurables. Il reste donc a montrer que « préserve le poids ¢. Supposons par 1’absurde qu’il ne
soit pas préservé. Comme c’est I’extension linéaire d’une application sur les €léments positifs
de N, on peut prendre x € N et g € G tels que ¢(x*x) # ¢ o a,(x"x). Sans perte de généralité,
on peut supposer ¢(x*x) < co. Cependant, ceci implique ||x||3, # o ay(x"x) = ||ozg(x)||fa, ce qui
contredit le fait que 7 est unitaire. O

On rappelle la définition

Définition 3.1.3. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a I’infini avec une action
a sur une algebre de von Neumann N. L’action « est Cy pour ¢ si son extension a L*(N, ¢) est
une représentation unitaire et

lim p(a,(x)y) =0 Vx,y €n,. (3.1.2)
g—)OO

Une suite de projections (ex)i=1 C m, est dite étre une suite presque invariante pour « et ¢ si
llexll, = 1 pour tout k et
lim sup |lag(ex) — exll, = 0, (3.1.3)

—00 gek
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pour tout sous-ensemble compact K de G.

On montre a présent que si « est Cy et n, contient une suite presque invariante pour « et ¢,
alors G a la propriété de Haagerup.

Proposition 3.1.4. Supposons qu’il existe une action @ : G — Aut(N) qui est Cy pour ¢ et
que n, contient une suite presque invariante pour « et ¢. Alors la représentation définie a la
proposition[3.1.2) contient faiblement la représentation triviale de G et est Cy. En particulier, G
a la propriété de Haagerup.

Démonstration. L’ensemble n, est total dans L*(N, ¢) par construction, et pour tous x,y € 1,

(m(g)x,y)p = (¥ ag(x)) — 0,

quand g — oo. Cela prouve que 7 est de classe Cy. De plus, 15 < 7 par I’existence d’une suite
presque invariante. m|

On peut désormais traduire le théoréeme [3.1.1] en termes d’actions sur les algebres de von
Neumann.

Corollaire 3.1.5. G a la propriété de Haagerup si et seulement si il existe une algébre de
von Neumann commutative L™ (), u) avec sa trace canonique T semi-finie, mais infinie, et une
action @ de G sur cette algebre de von Neumann qui soit Cy pour T et contienne une suite
presque invariante pour « et T.

Démonstration. Si G a une telle action sur L*(€2), alors G a la propriété de Haagerup par la
proposition [3.1.4 Maintenant, si G a la propriété de Haagerup, alors par le théoreme [3.1.1]
il existe (€2, B, 1, G), un systeme dynamique Cy, qui contient une suite de vecteurs presque
invariants. On considere 1’algebre de von Neumann commutative N = L () munie de sa trace
canonique donnée par 7 = [, du. Alors L*(N, 1) = L*(Q, 1) est séparable puisque u est o-finie.
[action mesurable de G sur N est donnée par la représentation de permutations g qui préserve
7 car y est G-invariante. De plus, la condition (1) dans le théoreme[3.1.T|implique que la fonction
g P T(x"a,(x)) est mesurable pour tout x € n, fixé, ainsi que 1’action soit Cy pour 7. Finalement
de la famille (A,), on considere la suite de vecteurs unitaires associées &, = 14, dans N. Comme
elle satisfait la propriété (3.1.1), alors cette suite est une suite presque invariante pour @ et 7. O

Dans la prochaine section, on construit de telles actions sur des algebres de von Neumann
non-commutatives.

3.2. Construction d’actions Cj sur des algebres de von
Neumann

Dans cette section, G désigne un groupe localement compact, dénombrable a I’infini avec la
propriété de Haagerup. Cette section est composée de trois parties. Premierement, on commence
par construire une action sur le facteur I, B(H{) muni de sa trace canonique Tr et on démontre
que cette action est Cy pour Tr et qu’il existe une suite presque invariante. Deuxiemement,
on donne des action sur des produits croisés de la forme N >, G et sur des algebres de von
Neumann de la forme N >, I', avec I un groupe discret. Finalement, on considere des actions
sur des produits tensoriels.
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3.2.1. Action sur ’algebre des opérateurs bornés sur un espace de Hilbert

Comme G a la propriété de Haagerup, il existe donc une représentation (xr, H) de G qui est C,
et contenant faiblement la représentation triviale. On rappelle qu’on peut supposer sans perte de
généralité que H est séparable. Remarquons qu’on peut utiliser le théoréme pour prendre
H = L*(Q), avec la représentation de permutations.

Ainsi considérons N = B(‘H), le facteur I, muni de sa trace :

Tr(T) = Z(Tena en)a

ol (e,), est une base hilbertienne de H, et T € B(H). Soit a I’action de G sur N donnée par :

a,(T) = n(g)Tn(g)".

On a bien que Tr est a-invariante :
Tr(ay(T)) = Y _(mM(Q)Tr(8) s en)

= Z(Tﬂ(g_l)em ﬂ(g_l)en>-

La trace étant invariante par changement de base, on a par conséquent Tr(a,(T)) = Tr(T).
Le résultat suivant peut étre déduit de [BALHVOS|| page 294.

Proposition 3.2.1. Soit H un espace de Hilbert séparable. Alors 'application ¥ de H & H

dans L*(B(H), Tr) définie par
Y(E®ENM =, 6H)E,

est un isomorphisme d’espaces de Hilbert.
On remercie A. Valette pour la remarque suivante :

Remarque 3.2.2. Avec la proposition [3.2.1] en téte, il est alors facile de voir que le produit
tensoriel 7 ® 7 est unitairement équivalent a la représentation adjointe de 7. Par conséquent, la
proposition [3.2.4|suit des deux remarques suivantes :

1. Comme 7 est Cy, alors 7 ® 7 est Cy.

2. Comme & et 7 admettent des vecteurs presque invariants, alors 7 ® 7 également.

Néanmoins, par souci de complétude, on donne une preuve de la proposition qui a
I’avantage d’exhiber une suite presque invariante pour la représentation adjointe de G. De plus,

cela complétera et justifiera la remarque[3.2.5]
Il reste encore a voir que I’action « est mesurable.

Proposition 3.2.3. Soit T € ny, fixé. Alors I’application de G dans C définie par g — Tr(T"ay(T))
est mesurable.

Démonstration. Comme on a

g Tr(T (7)) = Y (m(g)Tn(g) ex. Tex),
k
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il suffit de montrer que les applications f;: g — (n(g)Tr(g)*ex, T e;) sont mesurables pour tout
k. En utilisant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

|fx(8) — f(@)l < |fi(g) — (m(g)Tex, Tex)| + Km(g)Tex, Tex) — (Tey, Tey)l
< lr@INT ()" — Id)exlll|Texll + Km()T e, Ter) — (Tex, Te)l.

Comme SOT lim,_,, n(g) = Id, alors fi(g) —4. fi(e). Ainsi pour tout k, on a bien f; est
continue. En particulier f; est mesurable pour tout k. Donc I’application g = (T"a,(T)) est
mesurable puisqu’elle est limite simple de fonctions mesurables. O

Proposition 3.2.4. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a l'infini avec la pro-
priété de Haagerup. Alors il existe une action de G sur (B(H), Tr), qui est Cy pour la trace Tr
et admet une suite presque invariante.

Démonstration. On commence par montrer 1’existence d’une suite de projections presque inva-
riantes. Comme G a Haagerup, alors la représentation 7 a une suite de vecteurs unitaires (&),
dans H telle que pour tout sous-ensemble compact K de G :

lim sup [|7(g)&, — &ll = 0.
n—-0o0 gEK
Posons P, = Y(&, ® &,) pour tout n. Ainsi :

Tr(PiPy) = Y (Puews Puer) = Y _((ew Enen (er £nVén)

k

k
=3 Kew &P = 6P = 1,
k

ou I’on utilise I’identité de Parseval. De plus,

@y (P (1) = 7(g)P(g™" (1)
= <7I, ﬂ(g)§n>7r(g)§n
= Y(7(g)&, ® m(g)&,)(1).

Par conséquent :

llag(Py) = Pl = ()€, ® ()€, — €, @ &P
= (In(@é&lI* = 2Re ((n(@)n, £)°) + lIEI*)
=2 (1 -Re ((n(g)én. &)%) -

D’ou pour tout sous-ensemble compact K de G, on a :

lim sup ||a,(P,) — P,l| = 0.

n—oo gekK

Il reste a voir que a est Cy pour Tr. Premierement, prenons des éléments de la forme &, ®7,,6®
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1, € H®H et considérons leurs images sous ¥ notées T¢, ,,,, T¢, ,, € . On a:

Te(T}, @ (Tery)) = > (@), 7(8) er Te i)
k
= (m(g)a(g Vew. 2. er E1)m)
k

= (@2 m) Y (g Ve E2) e €1)
k

Ainsi on obtient par inégalité de Cauchy-Schwarz :

ITe(T;, (T )| < (@), n)llIE ()& -

Comme 7 is une représentation unitaire Cy, on déduit

;l—g}o TI‘(T; 0 a/g(T,fz,nz)) =0

A présent, prenons Ty, T, € ny,. Par la proposition il existe &, € HH qui représente
T,,T,. De plus, a € > 0 fixé, il existe deux suites (£,), (r7,) € H telles que :

L= e, @&l <&
2. [lp =320k en ®mll < &
Ainsi

Ng

TI'(T a’g(TZ)) = <lP (‘f Z €, ® ‘fn) ag(\P(n)»Tr + <\P <Z €, ® fn) s ag(\P(n))>Tr

n=1
= (¥ (5 Zemfn @y (Y ))me+

¥ (Zen%), ( Zemm))m
+ (¥ (;en%) a (\P (;emnn))m

Donc en utilisant Cauchy-Schwarz et le fait que a est Cy pour les €léments de la forme T, ,,, il
existe un sous-ensemble compact K de G tel que pour tout g € G\ K :

/\\/

Ng
Tr(T} g(T)) < &l Tallre + & /I Tl + & + Z e
ij=1 s

<e(l + [Tl + VTl + &)

O

Remarque 3.2.5. Dans le contexte du théoréme [3.1.1] cette construction donne une action Cy
sur (B(L*(Q, n)), Tr) relativement 2 la représentation de permutation mq. De plus, une suite de
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projections presque invariantes est donnée par la famille (A,), C 8 en considérant

<f’ 1An>

P.(f) =
D=

Aps

pour tout f € L*(Q).

3.2.2. Actions sur des produits croisés

On commence cette section par un bref rappel sur les produits croisés de sorte a fixer la
notation ; on renvoie a la section[I.2.2] pour plus de détails. Soit N une algebre de von Neumann
agissant sur H. Soit I' un groupe discret et soit @: I' — Aut(N) une action de I' sur N. On
note K = I*(I', H) I’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable a valeurs dans H.On
considere la représentation 7, de N definie par

(Mo (0)E)(s) = ' (0)E(s), E€ K, x€N, seT.
De plus, on regarde la représentation A de I :
(ANENs) = E7's), £ €K, 5,1 €T,
qui est covariante avec 7, 1.e.
A, (x)A(s)" =y 0o ag(x), x€N, seT.

Définition 3.2.6. L’algebre de von Neumann engendrée par ,(N) et A(I') sur K est appelée le
produit croisé de N par « et est notée N >, .

Pour chaque x € N >, I' on peut associer une fonction x: I' — N avec I'idée que x est
représenté par » | 7, (x(g))A(g). Il est bien connu que cette fonction détermine de maniére unique
x ( [Tak79], p.366, [Ped79], p.284). Cependant la convergence de la série n’a lieu dans aucune
des topologies usuelles sur N =, I' ( [Mer83]).

Soit ¢ un poids normal fidele semi-fini sur N que 1’on suppose a-invariant et soit ¢ le poids
canonique induit sur N >, I":

P(x) = p(x(e)), x € N <, I'.

Proposition 3.2.7 (Corollaire 4, [Mer85)]). Pour tout x € N =, I' on peut trouver une unique
fonction a valeurs dans N sur T, aussi notée x, telle que Y 7, (x(s))A(s) converge dans
L*(N =, T, ) vers x.

Rappelons que "> 7, (x(s))A(s) converge dans la topologie T" signifie que la suite

sel’

O malx(@)A(Q)}r

geF

sur I’ensemble des sous-ensembles finis F de I' converge dans la topologie T. Pour tout x €
N =, T, on note xp = > _,m,(x(g))A(g). Ainsi en appliquant la proposition 3 de [Mer85] a
pom,ona:

geF

(P(xx") = P(xpxf)) — 0. (3.2.4)
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Lemme 3.2.8. La fonction x de T dans N représentant x € v, est L*-carré sommable.

Démonstration. Pour tout ensemble fini F cT"'ona:

il = @Opxr) =@ [ > ﬂa(CY;l(X(S)*))ﬂ(S)*ﬂa(X(t))/l(t))

s,telF

=¢( > na(agl(x(s)*x(t)))ﬁ(s*n)
s,teF

203 as-1<x<s>*x(s>>>
seF

= Z o(a1(x(5)"x(s)))

seF

=> ()l

seF
On conclut en utilisant la normalité du poids et I’équation (3.2.4)). m]

Supposons a présent que G admette une action C, avec une suite presque invariante sur (, ¢),
notée B, qui commute avec «, i.e. a; o B, = B, o a, pour tout s € I', g € G. Alors on peut définir
une action ¢ de G sur N =, I" par

LX) =) To(By(x())A(s), X € N, T.

sel’

Ainsi @ est t-invariante puisque ¢ est S-invariante. De plus, 1’action est mesurable dans le sens
suivant :

Proposition 3.2.9. Pour tout x € ny, fixé, ’application de G dans C definie par g — ¢(x"14(x))
est mesurable.

Remarque 3.2.10. Pour montrer cette proposition, on a besoin de 1’observation suivante. Soit
F un sous-ensemble fini de I et considérons un élément dans N de la forme

Z x(s)y(s), x(s),y(s) €n, Vs € F.
seF

Alorsona:

¢ (Z x(s)y(s)) = o(x(s)y(s)). (3.2.5)

seF seF

Puisque ¢ (ZSE 7 x(s)y(s)) peut étre construit de :

¢ (Z(x(s) +3(5)) (x(s) +y<s)>) P (Z y(s)*y(s)) Lo (Z x(s)*x(s)) ,

seF seF seF

on peut montrer que la partie réelle et la partie imaginaire du membre de gauche sont égaux a
celles du membre de droit dans (3.2.5).
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Démonstration. Soit x € ny fixé. Alors on a pour tout sous-ensemble fini F C I":

Ppte(xp)) = | > ﬂa(as_l(X(S)*))ﬂ(S)*ﬂa(ﬁg(X(t)))/l(t))

s,teF

Il
S

PN G (X(S)*)ﬁg(CY}l(X(t))))/l(s_lt)>

s,teF

203 a;l<x<s>)*ﬁg(a;1(x<s>>>>

seF

Par la remarque précédente et 1’équation (3.2.4)), on obtient :

PO (0) = Y @ (07 (x(9))"Beler; ' (x(5)))) -

sel’

Comme I’application g = @(y"B,(y)) est mesurable pour tout y € 1, fixé, alors g = @(x"14(x))
est limite simple de fonctions mesurables. Par conséquent, elle est mesurable. m|

Proposition 3.2.11. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a I’infini avec la pro-
priété de Haagerup. Soit I un groupe discret et soit N une algebre de von Neumann, avec un
poids fidele normal semi-fini ¢, telle que G et I ont des actions 8 et « qui commutent. Supposons
que B est Cy pour ¢ avec une suite presque invariante. Alors G a une action Cy sur N =, I" avec
une suite presque invariante pour .

Démonstration. On commence par montrer que 1’action ¢ de G sur N >, I est Cy pour $. Soit
X,y € Ny avec x = »_ Ta(x(s)A(s) ety = > - m(¥())A(r). Alors en utilisant la remarque
précédente et I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

Pue(0y) = D ¢ (Bex(s)er; ()

sel’
<Y )Nyl

sel’

1
<5 > (I + Iy -

sel’
Ainsi par le lemme[3.2.8]on a
> (I + lyI) < oo.
sel’
D’ou pour € > 0 fixé, il existe un sous-ensemble fini K de I' tel que
D (I + lyoIE) < &/2.
seK*

De plus pour tout 2 € K, comme (3 est une action C pour ¢, il existe un sous-ensemble compact
0, C G tel que

P(B (x(h)a; (y(h))) < ﬁ Vg e G\ Oy
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Posons alors Q = | J,.x Ox qui est un sous-ensemble compact de G tel que pour tout g € G \ Q
ona:

1
Bl < 5 D (IKIE + IS + D lp(Be(xtm)a ()

seK® heK

A présent, par hypothese il existe une suite presque invariante (e);»; pour B et ¢. Donc en
considérant la suite suivante :
Xn = Ta(en)A(e),

on obtient une suite presque invariante pour ¢ et ¢ car pour tout k on a :

lleg(x1) — xille = [1Bg(er) — exlly-
O

Remarque 3.2.12. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a I’infini avec la pro-
priété de Haagerup. Alors en utilisant le corollaire [3.1.5] il existe une action Cy de G avec une
suite de projections presque invariantes sur L*(€2). Supposons qu’il existe un groupe I agissant
sur L*(€) et qui commute avec la G-action. Alors en utilisant la proposition [3.2.11] il existe
une action Cy de G sur le produit croisé L*(Q2) = I" avec une suite presque invariante. De plus,
si ’action de I est libre et ergodique, on obtient une action de G avec les propriétés désirées sur
une algebre de von Neumann de type II,. La méme chose peut étre déduit pour B(L2(Q)) = T.

Notre prochain objectif est de considérer des actions de G sur le produit croisé N >, G, ou @
est une action Cy avec une suite presque invariante dans N. Dans ce contexte, on rappelle que le
W*-produit croisé peut étre vu comme la fermeture faible de 1’x-algebre d’opérateurs K(G, N)
(les fonctions bornées o-faiblement continues a support compact). Pour chaque y € K(G, N) et
& € L*(G,H), en considérant la représentation réguliere (m, X A, L*(G,H)), on a :

(e X y)EXT) = / (o () A()E)(D)ds = / (@ (Y()))EGs™ 1)ds.
G G
De plus, on rappelle que I’involution et la convolution dans K(G, N) sont définies par :

yi(t) = A0 a (")

O x2)(1) = /y(S)Ols(Z(S_lf))ds,

pour tous y,z € K(G,N), ou A est la fonction modulaire. On renvoie a [Ped79] pour plus de
détails sur les W*-produits croisés avec des groupes localement compacts. Considérons un poids
fidele normal semi-fini ¢ sur N. En utilisant le théoreme 3.1 of [Haa78b]], on dispose du poids
dual @, qui n’est autre que pour x € K(G,N) :

P((7ra X D(x" X X)) = @((x" X x)(e)).

On suppose a présent qu’il existe une action Cy de G sur N, notée @, avec une suite presque
invariante pour ¢. On peut considérer le W*-produit croisé N >, G muni du poids fidele normal
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semi-fini @. On définit une action ¢ de G sur N >, G par :
(%) = A(g) ' Ag)xA(g), x€Nx,G.

Pour x € K(G,N),on a:

(1o (0E)(1) = A(g)™ / (a1 (x($)E(s™ 1)ds.
De plus, en utilisant le théoreme 3.1 parties (c) et (d) de [Haa78b], on a :

Pleg(x" x X)) = (pomy') 0 T(ty(x" X X))
= (¢ 0 1, NADTL((x"X)(€)A(g)")
= p(a,((x"x)(e))),

pour x € K(G, N). D’ou ¢ préserve @.

Proposition 3.2.13. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a I’infini, unimodu-
laire avec la propriété de Haagerup. Soit N une algebre de von Neumann, avec un poids fidéle
normal et semi-fini ¢ telle que G a une action Cy a avec une suite presque invariante pour .
Alors G a une action Cy sur N =, G avec une suite presque invariante pour .

Remarque 3.2.14. Comme G est unimodulaire, on a A = 1. Cependant dans le but d’exhiber
ou cette hypothese est nécessaire dans ce résultat, il a été décidé de commencer la preuve en
considérant un groupe localement compact, dénombrable a I’infini quelconque.

Démonstration. On commence par montrer que I’action ¢ de G sur N », G est Cy. Soit x,y €
K(G,N) N ny et supposons sans perte de généralité que ||x|l; = [lyll; = 1. Ainsi, en rappelant
que G est premierement supposé étre un groupe localement compact, dénombrable a 1’infini
quelconque, on regarde :

P(x + ) (X + 1)) = @ ((x + ()" X (x + 1, ()(e))
¢ ( / (x + () () ((x + Lg(y))(s_l))dS)

=y ( / A g ((x + 1,57 as((x + Lg(y))(S‘l))dS>

D’ou:
@ < / ACs) ar(x(s7)" + AQ) ' A@)y(sT ) A(g)ar(x(s™") + A(g)“ﬂ(g)y(s“)/l(g)*)dS) :

1

En utilisant la relation de covariance et en faisant le changement de variable u = s~', on obtient :

2 ( / (1 (x()) + A@) ™ 1, () )] [ (x(w)) + A(R) ™ @1 (v(w)] du) :
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Comme ¢ est normal, on a alors :
/ lIx(u) + A(Q) ™ g (Y(wW))llodu = / @I + 2Re ((x(u), AQ) ™ g (v(w))),) + A(Q)lly(w)llodu.

A présent on utilise I’hypothése que G est unimodulaire et donc A = 1. Ainsi :

P((x + ()" (x + 1,(n) = @(x"x) + &(y'y) + 2Re ( / w(X(u)*ag(Y(u)))du) :

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

1
x@), ag(yu)))e < [Ix@)llplly@)ll, < E(IIX(M)Ili + ly@)l)-

Comme x,y € ng, ce sont donc des fonctions de carr€ intégrable (c’est I’analogue du lemme
[3.2.8|pour les groupes localement compacts). Ainsi en utilisant de la convergence dominée et le
fait que x, y soient a supports compacts, on déduit :

lim 2Re (/ go(x(u)*a/g(y(u)))du> =0,
g0

Il en résulte
lim @(xt,(y)) =0 Vx,y € K(G,N),
g—00

ce qui montre que ¢ est Cy pour @.
Par hypothese, il existe une suite presque invariante (e )x>; pour « et ¢. Considérons une fonc-
tion continue f : G — C a support compact et prenons

X, =enf.
Alors :
lleg(n) = 2all7 = / llorg (xa(10)) = 2, (0|3l
= / lrg(en) = eallZ|f(w)Pdu.
Par conséquent pour tout sous-ensemble compact K C G, on a bien :

5 n—c
sup ”Lg(-xn) - xn”¢ — 0.
geK

3.2.3. Actions sur les produits tensoriels

Proposition 3.2.15. Soit G un groupe localement compact, dénombrable a l’infini avec la pro-
priété de Haagerup et soient N et M deux algebres de von Neumann avec des poids fideles
normaux semi-finis @y et @y telles que G a une action Cy sur N avec une suite presque in-
variante et G a une action sur M qui s’étend en une représentation unitaire sur L*(M, @y)
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et admettant une suite presque invariante. Alors G a une action Cy sur N®M avec une suite
presque invariante.

Démonstration. Soit @ ’action de G sur N et 8 I’action de G sur M. On prend ¢ = ¢y ® @y.
Par la définition 4.2 and la proposition 4.3 de [Tak13]], on sait que ¢ est un poids sur N@M. On
montre que ’action y = @ ® 8 de G sur N®M est C, et admet une suite presque invariante.
Premiérement, constatons que L>(N®M, oy ® ¢u) = L*(N, on)®L*(M, ¢);). Comme les deux
extensions de « et B a L2(N, ¢y) et L>(M, ¢,,) respectivement sont des représentations unitaires,
on a bien que y s’étend en une représentation unitaire. Comme a est C,, pour ¢y, par la propo-
sition son extension est Cy. Comme le produit tensoriel d’une représentation Cy avec une
autre représentation est Cy, alors y est Cy pour ¢.

Finalement, par la proposition [3.1.4] les deux extensions de @ et 8 ont des vecteurs presque
invariants. D’ol y a des vecteurs presque invariants. O

Remarque 3.2.16. Avec ce résultat, on peut construire des nouveaux exemples d’algebres de
von Neumann qui ont une action Cy de G avec une suite presque invariante. Du corollaire [3.1.5]
et de la proposition on sait que G a une telle action sur L*(Q) et sur B(H). De plus, par
le théoreme [3.0.2] G a une action sur le facteur hyper-fini R de type II; muni de sa trace 7 et
sur le facteur de Powers R, avec 1’état de Powers ¢,. Ainsi par la proposition [3.2.15] on sait
que G a une action Cj avec une suite presque invariante sur L*(Q)®R, B(H)®R, L*(Q)QR, et
B(H)®R;. Ainsi on a des exemples d’algebres de von Neumann de type Il et de type III.
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4. Baum-Connes explicite pour certains
produits semi-directs de 72 par [F»

Le but de cette section est de rendre explicite la conjecture de Baum-Connes pour certains
produits semi-directs de Z? par F», ou le groupe libre est vu comme sous-groupe libre de rang
2 de SL,(Z). Dans un premier temps, on dégage les caractéristiques communes aussi bien du
coté analytique que topologique pour ces groupes abstraits, i.e. sans aucune hypothese sur les
générateurs du groupe libre. Dans un second temps, on traite deux exemples ou 1’on décrit
explicitement le membre de gauche ainsi que le membre de droit :

1. G = Z*=S, ou S désigne le groupe de Sanov. On rappelle ici que S est engendré librement

1 i I 2 1 0
par les matrices { o ), |, {]-

2. G = Z*? = C, ou C désigne le sous-groupe des commutateurs de SL,(Z). On rappelle que

C est engendré librement par les deux commutateurs <% i) , G ;) .

On se base notamment sur les travaux de O.Isely [Isell]. C’est pourquoi on commence par
rappeler certains résultats de sa these.

4.1. K-théorie et K-homologie pour certains produits
semi-directs de Z> par Z
K-théorie
On commence par s’intéresser a la K-théorie des fonctions continues sur le tore T? dans le
but d’extraire des générateurs explicites. Ainsi on pourra calculer explicitement la K-théorie des

C*-algebres de groupes de la forme Z? =, Z. Cette partie s’appuie entierement sur le chapitre 3
de [Isell].

4.1.1. K-théorie de C(T?)

Comme corollaire du théoreme [[.3.18] nous avons déja déterminé de maniere abstraite les
K-groupes de C(T?). En effet, nous avions déduit :

K.(C(T?) = 7.

A présent, dans le but de déterminer des générateurs explicites, nous utilisons la suite exacte a
6 termes de Pimsner et Voiculescu et les isomorphismes

C(T?) = C}(Z%) = C}(Z) = Z = C(T) x. Z,

ou 7 est I’action triviale de Z.
Soient r; € C(T?) les i-eme fonctions coordonnées, pour i = 1,2 et soit ¢t € C(T) I'inclusion
de T dans C. Ainsi, vues comme C*-algebres, C(T) est engendrée par ¢ et C(T?) est engendrée
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par 7 et m,. En regardant C(T?) comme le produit croisé décrit ci-dessus, on a que C(T) est la
C*-sous-algebre générée par m,, et mr; est I’unitaire représentant I’action 7. En effet,

* * — —
M) = MMMy = My = T7(m).

Ainsi les homomorphismes id — 7, !, dans la suite exacte a 6 termes associée a ce produit croisé,
sont nuls en K et K;. On obtient alors deux suites exactes courtes :

1.
0 — Ko(C(T)) 5 Ko(C(T?) 2 K\(C(T)) - 0;

0 — Ki(C(T)) l—*> Kl(C(Tz)) a—l> Ko(C(T)) — 0.
On en déduit Ko(C(T?)) = Z? est généré par [1] = i,([1]) et une pré-image de [¢] par &,. De

méme, on a que K, (C(T?)) = Z? est généré par [r,] = i.([¢]) et une pré-image de [1] par 9.

Proposition 4.1.1. L’homomorphisme
0, : Ki(C(T?)) = Ko(C(T))

envoie [m;] sur —[1].
Démonstration. Conséquence du lemme|1.3.21 O
Corollaire 4.1.2. Le groupe K (C(T?)) = Z? est généré par [r]; et [m];.

Considérons pour tout ¢ € [0, 1] les matrices

Xo(f) = cos4(§t) + sin4(§z) Cos3(gt) sin(21) - Sin3(gt) cos(21)
o) = cos* (%) sin(%1) — sin’(Z1) cos(%1) 2 cos?(21) sin*(%1) ,
et
X, () = cos(Ztysin(Zpy ((0SGDSINGH - sin’(G1)
. 2 2 —cos’(5n)  —cos(5n)sin(5r) )

0
00 0 0)°
fonctions continues de T dans M,(C), i.e. X; € M,(C(T)) pour i = 0, 1. On peut ainsi construire
une projection de Rieffel dans M,(C(T?)) (les relations caractérisant une projection de Rieffel
sont satisfaites) :

Comme Xy(0) = Xo(1) = ) et X;(0) = Xi(1) = on peut voir X; comme des

P(y, exp(2rit)) := ((y_) (y)) X (1) + Xo(®) + X, (1) ((y) (y)) ;

poury € Tett € [0,1].
Proposition 4.1.3. L’homomorphisme
8o : Ko(C(T?) = K1(C(T))

envoie [P] sur [t].
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Démonstration. On utilise la proposition Considérons Ix,(t) = proj,,)- Comme

Im(X, (7)) est engendrée par le vecteur (_Sg;(s%,t_,)t)) pour ¢ # 0, 1 et vaut {0} sinon, alors
2
in2(Z - T sin(E
Iy, (1) = 51171r (20 . cos(3 ;) Zm(zt) ’
—cos(51) sin(51) cos“(51)
sit# 0,1 etly (z) =0 sinon.
Définissons alors L(t) € M,(C) par
sin®(Z¢) —cos(2t)sin(31)
L(t) = T 2' n 22 n 2
—cos(51) sin(51) cos“(31)

pour tout ¢ € [0, 1].

Il est facile de contrdler que L(r) est idempotent et que Xo(¢)L(¢) = sin2(§t)L(t) pour tout z. De
plus, on a exp(27iXy(t)L(t)) = exp(2niXy(t)lx, () pour tout ¢ € [0, 1].

En effet, il suffit de le montrer pour ¢+ = 0, 1. Le cas t = 0 est évident car Xy(0)L(0) = O.

Regardons
exp(2miXo(1)L(1)) = exp <27”' <(1) 8) ((1) 8))
= @riy (1 0\"
B ; n! \0 O

=5+ <(1) 8) (exp(2ri) — 1)
= 12
= exp(2niXo(1)ly, (1))

En regardant le chemin continu c¢ : [0, 1] = GL,(C(T)) défini par c¢,(t) = exp(2ri sinz(’—zrt)L(rt))
pour tout r, ¢ € [0, 1], on a dans K :

[exp(2riXo(Dlx, (1)] = [exp(2miXo(r)L(1)]
= [exp(2mi sinz(gt)L(t)]

= [c1(2)]

= [co(?)]

_ ) E 00

= [exp (2m sin (2t) (0 1))}

= [exp(2mi sin2(gt))],
pour tout ¢.
Finalement en combinant avec le chemin continu ¢’ : [0,1] — GL,(C(T)) défini par c/.(t) =
exp (2 (rt + (1 - r)sin*(%t)), on déduit que dy([P]) = [¢]. O

Corollaire 4.1.4. Le groupe Ko(C(T?)) = Z? est généré par [1] et [P).
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4.1.2. K-théorie de C*(Z* =~ Z)

Soit G = Z? =, Z, ob @ € Aut(Z*) = GL,(Z). On commence par rappeler comment se
transforme 1’action a dans C(T?) », Z. On note, en toute généralité

_(a b
a = c d .
L’action a s’étend en un automorphisme de C?. (Z*) et donne ainsi pour f € C.(Z*) et y € 72 :

/ (a- f)gx(g)dg = / fl@  (9w(g)dg = / f(@x(a(g))dg.
72 72 72

D’ou I’action sur C (2\2) correspondant a « via la transformée de Fourier est :
(a- Nl = fla-x).
En identifiant 72 = T2, on obtient :

(@ - X(.5)(m,n) = x.5(am + bn,cm + dn)
~ exp(2ni(amt + bnt + cms + dns))
= exp(2ni((at + cs)m + (bt + ds)n))
= X(at+cs,bt+ds) (m9 }’l),

pour tout (e*™, ¢*") € T2, (m,n) € Z>. Ainsi on obtient que a donne lieu A I’automorphisme de
C(T?) venant de ’homéomorphisme suivant :

T - T?
(x,y) = (a0
Par conséquent on obtient que la C*-algebre

CH(Z* %y Z) = C(T?) >, Z,

est générée par trois unitaires v, w, u satisfaisant les relations :
1. uvu* = a(v) = v*we;
2. uwux = a(w) = vPw?;
3. vw = wvy,

ol la C*-algebre commutative C(T?) est vue comme 1’algebre de rotation A.
Par Pimsner et Voiculescu on a donc la suite exacte a six termes :

Ko(C(T?) s Ky(C(T?)) —— Ko(C(T?) X, L)

o] Ja

Ki(C(T?) x4, Z) — K (C(T?) A K (C(T?)),
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ot i est I’inclusion de C(T?) dans C(T?) =, Z donnée par i(m;) = v et i(7y) = w.
Soit x' € U(C(T?)) qu’on suppose fixe pour 1’action @ de Z déterminée pas I’unitaire u. Dé-
finissons x := i(x’) de telle sorte que uxu* = x. Ainsi on trouve une surjection de C(T?) dans
C'(u,x):
C(T?> — C*(u,x
e u
V[¥) = X.

Notons P, 'image de P par I’extension au niveau matriciel de cette surjection. Ainsi par
naturalité de la suite de Pimsner-Voiculescu et par la proposition 4.1.3| on obtient directement
le résultat suivant :

Proposition 4.1.5. Soit x' € U(C(T?)) fixe par a. Alors I’homomorphisme
0o : Ko(C(T?) >, Z)) = K1(C(T?))
envoie [P, ] sur [x'].
De plus un résultat important que 1’on retrouve page 87 de [Isel 1] est le suivant :

Proposition 4.1.6. Supposons que « soit de déterminant 1, i.e. ad — bc = 1. Alors I’homomor-
phisme
@, Ko(C(T?)) = Ko(C(T?))

est l'identité.

Ainsi on en déduit que dans K, I’homomorphisme induit par id —a~! est nul. Ce qui implique
que [@"'(P)]y = [P]o. Par conséquent, il existe un élément D, € M,(C(T?)) tel que DD, = P
et DD, = a~'(P). On définit alors :

1. E, :=i(D,)etP,, =i(P);
2. 04 =E(uwou)P,,+6L—-P,,.

Lemme 4.1.7. L’élément Q" est un unitaire dans My(C(T?) =, Z).

Démonstration. Par définition de E,, on a :

P,,(u®uE, = (u®ua '(P,,)E,
=wue®uwkEEE,
=u®uE,P,,.

Ainsi P,,, commute avec (u ® u)E, et donc également avec son adjoint. En utilisant ce fait, on
montre facilement que Q4(Q%)* = I, et (Q4)* Q% = I,. O

Proposition 4.1.8. L’homomorphisme
91+ Ki(C(T?) %0, Z)) — Ko(C(T?))

envoie [Q4] sur [P].
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Démonstration. Dans notre cas, I’extension de Toeplitz est

0 CT)RK S Temya > C(T2) =g, Z — 0.
Une pré-image de Q% @ (Q4)" par p est donnée par la matrice M suivante :

Ewou)P,, 5 +(L—-P,,)1 0
P,,,®T P,u®uwE,®S +(,-P,,)01)"

De plus M € U4(T ¢(12),,) et donc en rappelant que p, = (1@ NS (1N ® 000 € Mu(T¢c(12)0)

ona
. 0 0
Mp:M _p2:(0 P, ®T>'

En prenant z = (O ) on a bien ¥ (z) = Mp,M* — p,. Ainsi

0 P®€(),()
01([Q,]) =[P ® (P®epp)] — [P2] = [P®epl,

ou P, = I, ® 0,. On conclut en rappelant que [P ® ey] est envoyé sur [P] par I’isomorphisme
Ko(C(T*) ® K) = Ko(C(T?)). m|

En revenant a la suite de Pimsner-Voiculescu, on déduit, en utilisant la proposition[4.1.6] la suite
exacte courte suivante :

0= Ko(C(T) 5 Ko(C(T) =, Z) = Im(@) = 0.
Ainsi étant des groupes abéliens libres, la suite se scinde et on trouve :
Ko(C(T?) %, Z) = Ko(C(T?)) & Im(dp).

De maniere similaire, on a :

0 — Ker(d,) — K(C(T?) x, Z) 4 Ko(C(T?) — 0,
et donc
Ki(C(T?) %, Z) = Ker(d;) & Ko(C(T?)).

De plus en utilisant I’exactitude de la suite et le premier théoreme d’isomorphisme, on a :
Ker(9,) = K,(C(T?)/Im(c,), Im(dy) = Ker(c,).

11 suffit donc de comprendre id — @' en K pour conclure. On termine cette section en énongant
les résultats de O. Isely dont nous aurons besoin :
Théoreme 4.1.9. On suppose a de déterminant 1, de trace 2 et que b = 0, ¢ # 0. Alors :

1. Le groupe Ko(C(T?) >, Z) est isomorphe a Z>. Les générateurs sont donnés par [1], [P,,,,]
et [P,].

2. Le groupe K;(C(T?) =, Z) est isomorphe a Z* & Z,,. Les générateurs sont donnés par les
éléments sans torsion [Q%], [u] et [v], ensemble avec la classe [w], d’ordre |c|.
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Théoreme 4.1.10. On suppose a de déterminant 1, de trace 1 ou 3. Alors

1. Le groupe Ky(C(T?) =, Z) est isomorphe 2 Z2. Les générateurs sont donnés par [1] et
[Py ]
2. Le groupe K, (C(T?)x,Z) est isomorphe a Z2. Les générateurs sont donnés par [u] et [O4].

K-homologie

De maniere analogue au calcul de K-théorie, on commence par s’appuyer sur les travaux
d’Olivier Isely [Isell] pages 109-119, chapitre 4. Ainsi, par ses calculs, on connaitra la K-
homologie du tore ainsi que de 1’espace classifiant de Z? >, Z; ce qui nous permettra de calculer
le coté gauche dans notre cas.

4.1.3. K-homologie de T>

L’espace T? peut étre vu comme un mapping torus trivial :
Tz = M’]I‘,ld-

De plus on rappelle que T est vu dans T? via I’injection i; : T — T x T donnée par i;(x) = (x, 1)
pour tout x € T. Ainsi par[[.3.89 on a:

Ko(T) —2— Ko(T) —225 Ko(T2)

) !

K,(T?) oo Ky(T) «—— Ki(D.

Ainsi en se rappelant que K;(T) = Z pour i = 0, 1, on obtient la suite exacte courte pour j = 0, 1 :
O—>Z—>Kj(T2)—>Z—>O.
Comme Z est un groupe abélien libre, alors
Ki(T?) = 72,

pour i = 0, 1. Ainsi on déduit directement que K;(T?) est généré par y; := i.(y}) = [T, TxC, i;]
et une pré-image de &7 par . De méme que Ky(T?) est généré par &) := i.(67) = [*,C,* —
{(1, 1)}] et une pré-image de y{ par d.

On va démontrer dans un premier temps que y5 := [T, T X C, 1] est une pré-image de 67 par 0.

Lemme 4.1.11. 1 existe un bordisme dans K,(T?,T) entre (T,T x C, i») et I’opposé de (I, 1 x
C, iy o exp’), ou exp’(t) = e¥™" pour tout t € I.

Démonstration. Regardons I’application continue

f TxI — T
(e 5) eXP(ﬂi% sire[y,1-14]
, 1 sinon.

On remarque que f restreinte a T = T X {0} est I’identité. On considere alors le bordisme avec
les notations de [1.3.58]:
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1. L :=T x I muni de la structure de {e}-Spin® héritée de T comme dans|1.3.55
2. F := L x C e fibré complexe trivial.
3. ¥ : L — T? définie par ¥(x) = (1, f(x)) pour tout x € L.

4. Finalement I’application lisse 2: Tx{0, 1} — R est donné par h(e*",0) = —7 et h(e*™, 1) =
1 — cos(2nt) pour tout ¢ € 1.

Ainsi dans K;(T?,T) on a bien un bordisme car 2~'([—1, 1]) = {(*™, 1)| r € [0, 3] U [2,1]} et
donc W(h~'([-1,1])) = {(1, 1)} C T x {1}. De plus

(M-, Fly_,¥lu.) = (T x {0}, T x C, Idlr)
et

. 13 . )
(M, Fly,, Pla,) = ({(eZ’”’, Ditely, Z]} M, X C Py, (e2™,1) = (1,e"’<4’—“>) :

Cette dernicre étant isomorphe a I’opposé de (1,1 x C, i, o exp’) via :

I - M,
t > exp (2711'”4—“) .
O
Proposition 4.1.12. L’homomorphisme 8 : K\(T?) — Ko(T) envoie v, sur &7.
Démonstration. Du théoreme|1.3.89, on a d = d, o (Id x exp’)~! o i,. Ainsi on doit montrer :
i.(y5) = ((Id x exp!) 0 33" )(&Y)
D’un coté on ai.(y;) = [T, T x C, i,] dans K; (T2, T). De ’autre, on a :
9, (67) = [I,I x C, {1} x Id|I] € K(T x I, T x oI).
Donc
((Id x exp’) o 661)(6’1’) =[I,I xC,{1} xexp'] = [I,I X C, i, o exp’].

Par le lemme précédent, on a bien [/, X C, i, o exp’] = [T, T x C, i,] dans K;(T?, T). O

Corollaire 4.1.13. Le groupe K(T?) = Z? est généré par vy et 5.
De méme maniere on démontre que &, = [T2, T2 X C, Id|] est une pré-image de y/’ par .
Proposition 4.1.14. L’homomorphisme 0 : Ko(T?) — K(T) envoie &y sury/.

Démonstration. 11 suffit, comme précédemment de regarder :
1. i.(6%) = [T?, T? x C, Id|r=] dans Ko(T?, T).
2. ((Id x expl) 0 dg)(yY) = [T x I, T x I x C, Idy X exp’].

Le second membre étant isomorphe au premier en utilisant quasiment le méme bordisme que
précédemment; 1’'unique différence étant de prendre dans tous les K-cycles le produit avec
T. O

Corollaire 4.1.15. Le groupe Ko(T?) = Z?* est généré par &, et 5.
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4.1.4. K-homologie de I’espace classifiant de Z> =, Z

b
d
T? xz R, ol I’action diagonale de Z est donnée par la translation sur R et est induite par « sur
BZ? = T?. Plus précisément 1’automorphisme « induit un homéomorphisme, noté également a,
qui est I’application classifiante du fibré Z>-principal R? x> Z? :

Soit G = Z? %, Z, ol @ = (CCI ) € GLy(Z). Par la proposition |1.3.84, on a donc BG =

a: T2 > T2
(x,y) = (xyP, xy9).

En effet si I’on note a*(R?) le tiré en arriere par « du fibré 7 : R> — T2, on a :
" (R?) = {(x,y,1,5) € T> X R?| a(x, y) = (2™, *™)}
est isomorphe en tant que fibré Z2-principal a R? Xz Z? via I’'isomorphisme Z>-équivariant :

i Rxp? - o' (R?)
[(2, ), (m,n)] +— (2™ ¥ at + bs + m,ct + ds + n).

De plus il est clair que BG est homéomorphe a M2 ,. On peut donc utiliser le théoréme[1.3.89]:

Ko(T?) —Z Ko(T?) —"— Ky(BG)

] |

K\(BG) +—— Ki(T?) «— K\(T?).

Définissons un élément particulier dans Ko(BG) relatif 2 ¢ : T — T? un lacet lisse fixe par a,
1.e. a(p(x)) = ¢(x) pour tout x € T. Supposons ¢ injective et notons T, le sous-espace de M2,
donné par les classes [¢(x), 7] pour x € T et 7 € 1. Il est évident que T, est homéomorphe a T?.
En effet, il suffit de considérer I’application définie par [¢(x), f] — (x, e*™). Définissons alors
Oy 1= [T2, T2 x C, T? = T, C My ,]. Ainsi par naturalit€ de la suite exacte a six-termes et en
utilisant la proposition d.1.14] on déduit directement la proposition suivante :

Proposition 4.1.16. Si a(p) = ¢, alors I’homomorphisme 0: Ky(BG) — K,(T?) envoie Op SUr
I’élément [T, T X C, ¢].

Il nous faut également regarder I’injection de T dans BG :

ih: T — BG
it s 1, 1,1].

Ainsi en prenant y; := [T, T X C, i3], en utilisant également la naturalité et la proposition{4.1.12}
on obtient :

Proposition 4.1.17. L’homomorphisme 8: K,(BG) — Ky(T?) envoie y; sur &;.

O. Isely a eu besoin a ce stade, et nous devrons également le réutiliser dans notre cas, d’établir
un lien entre la K-homologie d’un CW-complexe connexe X et son homologie standard. Cette
connexion est due aux travaux de Michel Matthey dans [M*02]].
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Théoreéme 4.1.18. Soit X un CW-complexe connexe de dimension plus petite ou égale a 3.
Alors il existe des isomorphismes :

chg ® ch, : Ko(X) = Ho(X) & H(X)

et
ch; ®&chs : Ki1(X) - H{(X) & H3(X)

qui sont compatibles avec les caracteres de Connes-Chern et naturels si dim(X) < 2.

Dans les bons cas, on peut donc se restreindre a 1’homologie standard pour déterminer la
K-homologie géométrique. Pour un usage ultérieur, on s’attarde a décrire les inverses des ca-
racteres de Chern ch; :

Bj: Hi(X) = Kjmoa)(X).

Comme X est connexe, la projection de X sur un point * donne un isomorphisme Hy(X) =
Hy(*). De plus, on a Hy(*) = Ky(*) en envoyant sa classe fondamentale sur le cycle [*, C, Id,].
Ainsi I’adjonction d’un point-base dans X fournit un homomorphisme Ky(x) — Ky(X). La
composition de ces trois applications définit I’homomorphisme :

Bo: Ho(X) — Ko(X).

Soit ¢: T — X un lacet. D’une part, le lacet définit un K-cycle [T, T X C, ¢] dans K;(X). Par
conséquent, on a un homomorphisme «: m;(X) — K;(X) qui est bien défini par la proposition
D’autre part, on dispose de 1’homorphisme :

¢t Hi(T) = Hi(X).

On a alors B (¢.([TD) = «([¢]).
Finalement on rappelle de [Tho54] que pour un élément x € H,(X), il existe une surface de
genre au moins 1, notée X, et une application continue :

ferZi— X
telle que (f;). envoie la classe fondamentale [X,] € H,(X,) sur x. Alors :
Ba(x) = [Z, 2, X C, fi].
Proposition 4.1.19. Dans K,(T?), ona :
[T, T x C,i}'i52] = kiy; + kavh,
pour tout ki, k, € Z.
Démonstration. Le lacet

ki oky T — T2

SR
x (xR

est clairement homotope a la concaténation de k; lacets i; et k, lacets i,. Ainsion a :

[i}'i5] = ki [i1] + kaliz]
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dans 7, (T?). Définissons alors I’homomorphisme

k: m((T? — K (T?)
(o] — [T, TxC,d¢].

Cet homomorphisme est bien défini car si on a deux K-cycles (M, E, ¢,) et (M, E, ¢,) sur un G-
espace X et ¢; est G-homotope a ¢,, alors les deux K-cycles sont bordants et définissent donc
la méme classe dans K. Par conséquent, on obtient :

[T, T x C, %] = «([i* %))
k(ky[i1] + kaliz])
= kik([i1]) + kok([i2])

= kY| + kays.

O

Supposons a présent que 1’action «a est de déterminant 1. On a alors 1’analogue du résultat
4.1.6lde K-théorie :

Proposition 4.1.20. L’homomorphisme id — o] : Ko(T?) — Ko(T?) est identiquement nul.

Démonstration. Comme dét(a™!) = 1, alors @~! induit un homéomorphisme préservant I’ orien-
tation de T2. Par conséquent, il est nécessaire que a;' soit I’identité sur 1’homologie paire de
T2. On conclut en utilisant le théoreme [4.1.18] ]

Un résultat de géométrie important que nous utiliserons, dii a Steenrod, est le fait que toute
variété de dimension 3 orientable est parallélisable. Ainsi on déduit directement que My2, est
une variété compact lisse parallélisable. Ainsi par la proposition on a que B(Z* x Z) est
une Spin‘-variété avec fibré Spin“(3)-principal trivial. D’ou le triplet (M2 o, M2, X C, ierz,a)
définit un K-cycle impair sur BG. Notons yy := [M12 4, Mp2 , X C, idMTzﬂ].

Proposition 4.1.21. L’homomorphisme 8: K,(BG) — Ky(T?) envoie vy, sur .

Démonstration. Comme d = dy o (g,)~" o i’, il suffit de montrer :

iL(y2) = (q. © 3, )(6)).
D’un ¢dté on a que (g. 0 9, )(05) = [T? x I, T> x I X C, q]. Cet élément dans K;(My2 ,, T?) est le
méme que i, (y4) via le bordisme donné par :
o la variété M, X I;
e le fibré complexe M2, X I X C;
e L’application ¥ : My, X I — M2, définie par :

4t—s : s s
X33 site [4’ 1 Z]
Y(x,t1],s) = [x, 0] sit<y
[x,1] Sit>1—4—SL.
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e [.a fonction lisse
h: Mp,x0l — R

([x,7],0) -7
([x,11,1) = 1 —cos2nt).

Par la proposition 4.1.20] on déduit la suite exacte courte suivante :

0 — Ko(T?) 5 Ko(BG) > Im(8) — 0,

et par conséquent Ko(BG) = Ko(T?) @ Im(9). Les générateurs étant donnés par §; := [, C, * —
{{(1,1),0]} € BG] et 6, := [T?, T? x C, i] avec les pré-images par d des générateurs de Im(9) =
Ker(o,). De méme maniére on a :

0 — Ker(d) — K (BG) > Ky(T?) — 0,

et donc Ko(BG) = Ker(d) ® Ko(T?). Ainsi K;(BG) est généré par y; et y, avec les générateurs
de Ker(0). De plus par le premier théoréme d’isomorphisme, on a :

Ker(d) = Im(i,) = K(T*)/Ker(i,) = Ki(T*)/Im(0.).
Lemme 4.1.22. Dans la base {yi, )/é} de K,(T?), o, est donnée par la matrice I, — a™ .

Démonstration. La classe y, est envoyée par @' sur [T, T X C,a! o ;] avec (@' o ij)(x) =
(x, x™°) pour tout x € T. Ainsi par la proposition onal[T,TxC,a!oi] =dy| - cy.
D’ou :
o.(yp) = (1 =)y + ¢y

De méme maniére on calcule o.(y5) = by + (1 — a)y;. O

En définissant y; := i,(y}) pour j = 1,2, on déduit le théoreme suivant :
Théoréme 4.1.23 (Isely). Soit G = Z? =, Z. Supposons dét(e) = 1, b =0 et ¢ # 0.

1. Le groupe Ky(BG) est isomorphe a Z* généré par 6, 6, et ;.

2. Le groupe K;(BG) est isomorphe a Z* ® Z,; donné par les générateurs sans torsion s, ys,
v, ensemble avec la classe y,, d’ordre |c| .

Théoréme 4.1.24 (Isely). Soit G = Z? =, Z. Supposons dét(a) = 1 et tr(a) € {1,3}. Alors :
1. Le groupe Ky(BG) est isomorphe a Z? et est engendré par §; et &;.
2. Le groupe K(BG) est isomorphe a Z? et est engendré par s et y;.

Ces théoremes nous permettront de calculer la K-homologie géométrique de 1’espace classi-
fiant de notre groupe, i.e. Z? >, F,.



4.2. K-théorie et K-homologie pour certains produits semi-directs de Z> par F, 125

4.2. K-théorie et K-homologie pour certains produits
semi-directs de Z> par F,

4.2.1. 7? = F,, avec F, un sous-groupe de rang 2 dans S L,(Z)

Caractéristiques communes

Soit F, un groupe libre de rang 2 dans SL,(Z), engendré par les matrices «; et @;. Comme
dit précédemment, dans cette section on ne donne pas de description précise des acteurs en jeu
dans la conjecture de Baum-Connes pour G = Z? = F,. Nous allons plutdt collecter quelques
caractéristiques communes a tous les sous-groupes libres de rang 2 de SL,(2).

Le coté gauche

Dans cette partie, on utilise la description géométrique de la K-homologie pour décrire le
membre de gauche de la conjecture. On rappelle que comme G est discret, sans torsion et avec
un espace classifiant compact, alors le coté gauche de la conjecture se ramene a calculer la
K-homologie de son espace classifiant. BG peut étre vu comme un CW-complexe connexe de
dimension 3 (voir ci-dessous). En utilisant le théoreme {.1.18] on peut donc se ramener a de
I’homologie standard afin de calculer la K-homologie de BG.

On démarre par la description de 1’espace classifiant de notre groupe. Par la proposition [I.3.83]
on a EG = R?> x T4, ou T, est I’arbre de Cayley de F, par rapport a a;, @;. Comme G est sans
torsion, nous avons en fait EG = EG = R? x T,. L’action de G sur EG est donnée par:

@: G X EG — EG
((z,w), (x,5) = @z, 0)(x,s) = (z+ wx, ws),

Ainsi BG = EG/G est un fibré. Les fibres sont des tores et la base est X = \/f:1 T, i.e. le bouquet
de deux cercles collés en un point base x. L’application R?x T, — T, passe au quotient et définit
I’application : BG — X.

En considérant que I'; =: Z? =, Z agit de manicre affine sur R? et par translation sur R via
I’application quotient I'; — Z, on pose ¥; = I';\(R? x R) pour i = 1,2. Ainsi BG peut étre
également obtenu en collant ensemble Y; et Y, le long du tore au-dessus de xj. En effet, il suffit
de constater que ¥; — T est un fibré en tores au-dessus d’un cercle pour i = 1,2. De plus,
remarquons que BI; = Y;. En utilisant la section précédente, Y; peut étre vu comme un mapping
torus :

Mr,,.

Par le théoremed.1.18, on a :
Ko(BG) = Hy(BG) ® Ho(BG) et K,(BG) = H,(BG)® Hx(BG).

On commence donc par calculer les groupes d’homologies H,(BG) pour n = 0,1, 2,3 afin de
déterminer abstraitement Ky(BG) et K;(BG). Pour ce faire, on utilise la suite exacte longue en
homologie de Mayer-Vietoris. Comme BG est connexe, on a Hy(BG) = Z. De plus, comme
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BG =Y, UY,etY,NY, =T2 onobtient :

0 = Hy(T?) —2— Hy(Y)) ® H3(Yy) —— H;3(BG) 7
0

L Hy(T?) —2— Hy(Y)) @ Hy(Yy) —— H,(BG) 7
0

[—> H(T?) —2— H\(Y))® H,(Y,) —— H,(BG) — 0,

ou les homomorphismes @, ¥, d sont simplement induits par la suite exacte courte de complexes
de chaines formés par les suites :

0 G NY) 5 C(1) 8 CuY) S C(1 U Ya) — 0
avec ¢(x) = (x, x), Y(x,y) = x — y et d étant I’application de bord.
Lemme 4.2.1. L’application ¥ : H3(Y) ® H3(Y,) = Z & Z — H3(BG) est un isomorphisme.

Démonstration. Par la suite exacte de Mayer-Vietoris, il suffit de montrer que I’application
ij 1 Hy(T?) — H,(Y;) induite par I’injection de T? dans Y; est injective pour i = 1, 2. Pour cela,
on considere la suite exacte a 6 termes associée au mapping torus Y; :

Ko(T2) 5% Ko(T2) — s Ko(Y))

i s
K\(Y) «—— K(T?) §o— Ku(T?).

Par la proposition 4.1.20, (Id — ;). : Ko(T?) — Ky(T?) est I’application nulle. Ainsi on déduit
la suite exacte courte suivante :

0 — Ko(T?) 5 Ko(Y)) S Im(8) — 0.

Donc Ky(Y;) = Kyo(T?) ® Im(0). En combinant avec le théoreme |4.1.18 on a Ky(Y;) = Im(9) &
Hy(T?) & H,(T?), ce qui démontre 1’assertion. O

Corollaire 4.2.2. L’inclusion i : T?> < BG (comme fibre au-dessus de x,) induit une injection
i, : Hy(T?) = Z — H,(BG).

Démonstration. On factorise i par I'inclusion i; : T? < Y; et I'inclusion ¥; — BG. Alors (i}).
est injective sur H,(T?) par la preuve du lemme De plus, W|,(y,) est injective par la suite
la suite de Mayer-Vietoris ; ce qui complete la preuve.

]

Pouri = 1,2, on note :

o = (“i ’C’l{) € SLy(Z).
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Lemme 4.2.3.
H\(BG) =Z* ® (Z*/{(a1 — 1,¢1), (b1, dy = 1), (az — 1,¢2), (b2, dy — 1))).

Démonstration. On utilise le fait bien connu que H;(BG) = G, ot G* désigne I’abélianisé de
G. Une présentation de G est donnée par :

1

G = (x,y, a1, alxy = yx, apxa; = x"y“, ozl-ya/i_1 = xPiy® (i = 1,2)).

Par conséquent une présentation de G*” (vu comme groupe additif) est donnée par :
G =(x,y,a1,02 1 (g = Dx+ ¢y =0, bix+ (d; = )y =0 (i = 1,2)).

En identifiant le groupe abélien libre sur x,y avec Z? par x = (1,0),y = (0, 1), on obtient le
résultat désiré.
O

Pour finir, en combinant le théoreme [@.1.18] avec le lemme @.2.1] le lemme [.2.3] et le corol-
laire d.2.2] on déduit :

Corollaire 4.2.4. 1. Ky(BG) = Hy(BG) ® H»(BG) = Z & Im(¥Y) & Im(0),
et Im(\Y) contient une copie de Z;

= (Z*®(Z*/{(a1 — 1,¢1), (b, dy — 1), (a2 = 1,¢2), (b2, dy — 1)))) ® Z°.

Le coté droit

Notre outil principal est la suite exacte a 6 termes de Pimsner-Voiculescu pour les produits
croisés par un groupe libre. En effet, comme C?(G) = C(T?)x,,,F,, on peut calculer la K-theorie
de C:(G) en utilisant le théoréeme Par la proposition I’application o} est I’identité
sur Ko(C(T?)) pour i = 1,2. Par conséquent la suite exacte a 6 termes (dans notre cas n = 2) se
déroule en deux suites exactes courtes :

1.
0 = Ko(C(T?) 5 Ko(C(T?) 0, Fa) = Ko(CH(G)) 2 Im(Bp) — 0; (4.2.1)

_ 2
0 — Im(i.) = K;(C(T?) o F2) = K1(CH(G)) iR @ Ky(C(T?)) — 0. 4.2.2)
i=1

Théoreme 4.2.5. 1. Ko(CH(G)) = Z> ® Im(dy).
De plus, I’application d’assemblage ug en degré 0 est une bijection de Im(i,) = Z> C
Ky(BG) restreinte au premier terme Z> de Ko(C (G)).

2. Ki{(C:(G)) = Im(i,) ® Z*.

De plus, I’application d’assemblage i en degré 1 induit une surjection de H;(BG) sur un
terme Im(i,) ® Z* de K,(C:(G)).
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Démonstration. La structure des K-groupes provient du fait que Im(d) et Ko(C(T?)) sont des
groupes abéliens libres.

L’énoncé a propos de ug en degré O provient de la naturalité de 1’application d’assemblage
appliquée a l'inclusion i: Z> — 7Z? =« F, et avec I'injectivité de i,: Ko(T?) — Ky(BG) (voir
corollaire [4.2.2) et de i, : Ko(C*(Z%)) — Ko(C:(G)).

Afin de prouver I’énoncé a propos de us en degré 1, on rappelle que, pour un groupe discret
arbitraire H, la restriction de uy a H,(BH) = H® consiste a envoyer un élément h € H* sur sa
classe [u;]; dans K (C:(H)) (voir théoreme 1.4 de [MVO03])). Ainsi, dans notre cas par le lemme

423 ona:
H\(BG) =77 & (Z*/{(a; — 1,¢1), (b1, dy — 1), (a2 — 1,¢2), (b, d> — 1))).

D’oll ug envoie le second terme sur Im(i,). Le premier terme Z? est engendré par a, a et ug
est injective sur ce terme. En effet, comme G est K-moyennable (voir [JV83]), alors on peut
remplacer K.(C(G)) par K.(C*(G)) et la composition des applications quotients :

G- F ->F =7,
induit une application (voir théoreme 1.1 et corollaire 1.3 [MVO03])) :
Ki(C'G) = K\(C*(Z%) = 7

qui envoie les classes de «;, @, sur les générateurs de K,(C*(Z?)) = Z°.

4.2.2. Le cas de Z> < S, avec S le groupe de Sanov

On considere dans cette section G = Z? =, S, ou S est le groupe libre de rang 2 avec généra-

1 2 1 0
teurs @ = 0 1 and a, = ) 1)

Le coté gauche

Dans le but d’énoncer le résultat principal de cette partie, on rappelle de la section 4.1.2]
certains éléments privilégiés dans K;(¥;) (j = 0,1). Soit ¢ : T — T2 un lacet supposé fixe par
@;, 1.e. a;(¢(x)) = ¢(x) pour tout x € T. Alors, si ¢ est injectif, on note T, le sous-espace de Y;
donné par I’ensemble des classes d’équivalence [¢(x), ], ou x € T, t € I. Remarquons que T,
est homéomorphe a un tore via I’application :

T, - T2

[e(x),1] +— (x,exp(2mit)).

On définit 5, = [T?, T>* X C, T* = T, C Y;] € Ko(BI'}). Pour K,(BI;), on considere premiérement
1; (respectivement ¢,) I’inclusion de T dans le premier (resp. le second) facteur de T x T = T2.
On définit ainsi pour k = 1,2 les classes v, = [T, TXC,ioy] € K,(BI';). Finalement, on rappelle
qu’un élément important en K-homologie est donné par I’ application :

ii: T — B
eznit '._) [1’ 1’ t]’
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représentant le cercle de base et est noté yg = [T, T x C,i3]. Le but de cette section est de
démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.6. 1. Le groupe Ky(BG) est isomorphe a Z* et les générateurs sont donnés
par 6, = [*,C,* — xy C BG], §, = [T?, T? x C, ], 6;, et &;,.

2. Le groupe K|(BG) est isomorphe a Z* @ Z, ® Z,. Les générateurs sont donnés par les
éléments sans-torsion y; = [My2,4,, Mp2 4, XC, IdMTz N 1,y:= [M72 4,, M2, X C, IdMTz 02],
¥} et y3, ensemble avec les classes y; et y, d’ordre 2.
Lemme 4.2.7. L’application ® : H,(T?) — H,(Y,) ® H,(Y,) est injective.
Démonstration. Comme H,(BI';) = I'*» pour i = 1,2, on a comme présentations de groupes
abéliens :
1. H(T? = 7% = (v,w);
2. H(Y)) = Ffl’b ={v,w,a; :2v=0);
3. H(Y,) = rgb ={v,w,a : 2w = 0).

Ainsi on obtient :
(1o, i) = @ : H{(T?) — H(Y))® H(Y>)

v — v, v)
w = (W’ W)’

est injective. O
Par le lemme 4.2.77] on déduit directement le corollaire suivant :
Corollaire 4.2.8. L’homomorphisme 0 : H,(BG) — H\(T?) est ’application nulle. |

D’un co6té on sait grace au lemme @.2.T|que H3(BG) = H;3(Y;) ® H3(Y,) et d’un autre coté on
a les deux suites exactes courtes suivantes :

1.
0 = Hy(T2) = Z 2 Hy(Y)) @ Hy(Ys) — Ho(BG) — O: (4.2.3)

0 H(T} =72 5 Hy(Y)) @ Hy(Y,) = H\(BG) — 0. (4.2.4)

Théoreme 4.2.9. Les groupes d’homologie pour le CW-complexe BG de dimension 3 sont :

1. Hy(BG) = Z?;

2. H,(BG) =7;

3. HHBG) =7’ ® Z, 9 Z,.
En particulier Ko(BG) = Z* et K|(BG) = Z* ©® Z/2Z & Z/2Z.

On rappelle également que pour un élément x € H,(X), il existe une surface de genre g > 1,
notée Z,, et une application continue f, : £, — X telle que (f,). envoie la classe fondamentale

[2:] € Hy(X,) sur x. Ainsi I’inverse de ch; : Kyo(X) — H,(X), noté 3,, envoie x sur [X,, X, X
C, fi]. Nous sommes prét a démontrer le théoreme 4.2.9
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Démonstration. La premiere égalité suit du lemme et du fait que Y;, i = 1,2, sont des
variétés de dimension 3. Pour la troisieme, on abélianise G et on obtient comme présentation de
groupe abélien :

G = (v,w, @, : 2v = 2w = 0).

D’ou H((BG) = Z* ®Z/2Z & Z/2Z.

Ainsi la partie principale de la preuve est de montrer la deuxieme égalité. Pour cela on utilise
la suite et le théoreme Par le corollaire Ko(T?) = Z? est engendré par
& = [,C,x = {(1,1)} c T?],8, = [T, T? X C,1d;2]. De plus, on a Bo(IT?]) = &, o [T?]
représente la classe fondamentale du tore, qui géneére H,(T?). En considérant le diagramme
commutatif suivant :

(I145024)
Hy(T?) —=5 Hy(Y)) @ Hy(Y>)

lﬁz lﬂzﬂBﬁz

(I14,i2+)
Ko(T?) —5 Ko(Y1) ® Ko(Ya),

on a (i, i2.)(8) = 633, ot 6, = [T2, T>XC, i] un générateur de Ky(Y;) par le théoreme[4.1.23]
i = 1,2. Parle théoreme[d.1.18] on a que I'image de d, par ch; est un générateur, respectivement,
de H,(Y)) et Hy(Y,). Par conséquent I’image de [T?] par @ est généré par chy(6)) @ ch2(6§), qui
est un élément primitif dans H,(Y;) & H,(Y,). De plus, Hy(Y;) = Z? pour i = 1,2, grice au
théoreme [4.1.23]:

Ho(Y)) @ Hy(Y) = Ko(Y;) = Z°.

En utilisant la suite (4.2.3)), on déduit :
Hy(BG) = 7" [{chy(6) ® chy(63)) = Z°,
ce qui termine la preuve. O

Pour étre completement explicite, on doit encore trouver des générateurs. On démarre avec
Hy(BG). Comme BG est connexe, il suffit (voir section[4.1.2)), de considérer :

ﬁ() . H()(BG) e K()(BG)
[x0] — 0 = [%C,* > xy C BG].

Ainsi 0; correspond a la contribution de Hy(BG) dans Ky(BG). Les autres générateurs de
Ko(BG) viennent de H,(BG). Par le théoréme pouri = 1,2 on a Ky(Y;) = Z3 avec géné-
rateurs 01,6, and J,,, ou ¢; 'injection de T dans le i-eéme facteur de T? = T x T. Par conséquent,
en utilisant la suite (4.2.3), on déduit la premiere partie du théoreme {4.2.6|
Pour K;(BG), on commence par H3(BG). Pour i = 1,2 on a H3(Y;) est engendré par la classe
fondamentale [Y;]. Par le théoreme ces classes correspondent a )/Q = [Mp,,, My, X
C, IdMTzﬂ,.] dans K (Y;) pour i = 1,2. Comme H3(BG) = H;(Y,) ® H3(Y,), on a que la contribu-
tion de H3(BG) dans K;(BG) est donnée par y, and y;.

Regardons finalement H;(BG). Premiérement, on a y4 correspondant 2 I’espace de base, i.e. le
cercle, de Y;. De plus, on dispose également de ¥, and ¥, dans K;(BG) qui viennent de K;(T?).
Plus précisément, par le corollaire on a K((T?) = Z? généré par y, = [T,T x C, 1]
et y; = [T, T x C,1,], qui correspondent aux cercles fondamentaux du tore. Ainsi en compo-
sant avec I’inclusion naturelle i de T? dans le mapping torus, on a y; = [T, T x C,i o ¢;] et
v2 = [T, T xC,iou]. A nouveau par le théoreme pouri=1,2,onaK\(Y)) =727,
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généré par les éléments sans-torsion ', ¥4 et yaimod3) €nsemble avec les classes y; d’ordre 2.
Par conséquent, en utilisant la suite (4.2.4), on déduit la seconde partie du théoreme [4.2.6]
Le coté droit

On commence par décrire la C*-algebre de G. Comme C;(G) = C (T?)=, S, elle est engendrée
par quatre unitaires abstraits v, w, uy, u, satisfaisant les relations suivantes :

L. wpvi = a1(v) = v et upvus = an(v) = vw?;

2. yywui = a;(w) = V2w et uywi, = ar(w) = w;
3. vw = wy,

On rappelle de la section en tant que C*-algebre, C(T?) est engendrée par r;, pouri = 1,2.
De plus, par corollaire 4.1.2, on a K;(C(T?)) = Z? est engendré par [r] et [7>]. Pour K;, on a
besoin de considérer les deux matrices suivantes, t € [0, 1]. :

1.
Xo(1) = cos*(51) + sin’ (51) cos* (51 sin(31) - sin’(31) cos(50) |
o cos3(gt) sin(51) — sin3(§t) cos(51) 2 cosz(gt) sinz(gt) ’
2.
B . 7w (cos(Zt)sin(3r) sin®(Zf)
%) = COS(EI) s1n(§t) ( —éos2(’—2rt)2 - cos(gt)zsin(gt)) '

Ainsi en définissant :

P(y, eZm”) = (g g) Xik(t) + X()(f) + Xl(t) (g S) s

pour y € T et ¢ € [0, 1], on obtient une projection de Rieffel dans M,(C(T?)). Par corollaire
on a Ko(C(T?)) = Z? est engendré par [1] et [P].
Le but est de rendre la suite du théoreme [{.2.19] complétement explicite dans notre cas. Avant
cela, dans I’optique de rappeler les notations, on énonce quelques préliminaires vus dans la
section précédente. On considere, pour i = 1,2, le produit croisé C (T?) o, L, ou Z s’identifie
avec {(;). On dispose de I'inclusion naturelle de C(T?) dans C(T?) =, Z donnée par i(m;) = v
and i(m,) = w. Soit X' € U(C(T?)) qu’on suppose fixé par a;. Ainsi en définissant x := i(x),
on a u;xu; = x. Alors on obtient une injection de C(T?) dans C(T?) =, Z. En effet, on a une
surjection de C(T?) sur C*(u;, x), la C*-sous-algebre de C(T?) o, Z générée par u; et x, donnée
par:
C(T?> — C*u;,x)
T u;
V() = X.

On note P,, , 'image de P par I’extension de cette surjection au niveau matriciel.
Ainsi, on a [a;'(P)] = [P]. Par définition, il existe D,, € M,(C(T?)) tel que :
D,D;, =a;'(P) and DD, =P

Afin d’énoncer le théoréme principal de cette section, on rappelle les éléments importants in-
troduits dans la section précédente :
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1. E,, :==i(D,,)and P,,, :==i(P);
2. Q(uzll = E;l(u;k & u?)Pv,w +5L - Pv,w-

Théoreme 4.2.10. 1. Le groupe Ko(C*(G)) est isomorphe a Z*. Les générateurs sont donnés
par [1], [Py], [Py ] €t [Pyl

2. Le groupe K;(C;(G)) est isomorphe a Z* ® Z/27Z & Z/27Z. Les générateurs sont donnés
par les €léments sans-torsion [u;], [u2], [Qf! ] et [Qg2 ], ensemble avec les classes [v] et [w]
d’order 2.

On dispose donc de la suite exacte a six termes du produit croisé par le groupe libre a deux
générateurs :

D7 Ko(C(T%) —"— Ko(C(T?) —— Ko(C(T?) x4, S)

A Jo

Ki(C(T?) =, §) «—— Ki(C(T?) +—5— D, Ki(C(T?).

Comme dans la section précédente, on applique la proposition pour déduire les deux suites
exactes courtes (]4.2.1[) et (]4.2.2[). Etant un sous-groupe de P;_, K;(C (T?)) qui est libre, Im(8y)
est également libre. Par conséquent (4.2.1)) se scinde et donne :

Ko(C(T?) 0, §) = Ko(C(T?)) & Im(@y), (4.2.5)

généré par i.([1]) = [1], i.([P]) = [P,,.] et les pré-images par 9y des générateurs de Im(9y) =
Ker(o.). De maniére similaire, de la suite (4.2.2)) on déduit :

2
Ki(C(T?) %4, S) = @ Ko(C(T?)) @ Ker(d)). (4.2.6)

i=1

En utilisant la proposition |1.3.27| on remarque que K;(C(T?) <, S ) est engendré par [u;], [u:]
et les pré-images par d; de ([P],0) et (0, [P]), ensemble avec Ker(8,) = K;(C(T?))/Im(c,).
En effet en utilisant I’exactitude de la suite ainsi que le premier théoréme d’isomorphisme, on
a:

Ker(d1) = Im(i,) = K1(C(T?))/Ker(i,) = Ki(C(T?))/Im(0.).

Le prochain résultat utilise les notations introduites précédemment.
Lemme 4.2.11. L’application

2
do : Ko((C(T?) >0, §) = EP Ki(C(T?)

i=1
envoie [P, ] sur ([x'],0) et [Py, ] sur (O, [x']).

Démonstration. On a a disposition le diagramme commutatif suivant en K-théorie, qui apparait
naturellement lorsque I’on considere des extensions de Toeplitz associ€ées au produit croisé
réduit par un groupe libre (voir [PV82] pour plus de détails ou voir la preuve de la proposition
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1.3.27) :
Ko((A ®K)") > Ko(By) > Ko(A >, Fy)
Ko(A® 7()/ T > Ko(fr,,,,-)/ » Ko(A > z)/
Ki(A >, Fy) < Ki(By) < Ki(A®K)")
Ki(A = Z)</ K (ﬂ,i)</ Ki(A® «)./

En considérant le carré vertical droit, on obtient dans notre cas :

Ko(C(T?) = (ui)) —— Ko(C(T?) =, S)

l@é l()()

Ki(C(T?) —— @1, Ki(C(T?).

Par la proposition on a d5([P,,.]) = [x'] et en composant avec ¢;, qui est le plongement
dans la i-eme composante, on déduit le résultat. ]
Lemme 4.2.12. L’application
2
91+ Ki(C(T?) %40, §) — @D Ko(C(T?))
i=1
envoie [Qg! ] sur ([P],0) et [Qy2] sur (0, [P]).

Démonstration. Premierement, par le lemme [#.1.7] on a que Q! est un unitaire dans
2
Mo(CZ™ <, Z))

pour i = 1, 2. Par conséquent, on peut considérer le carré vertical gauche du diagramme introduit
précédemment :

Ko(C(T?) —— @7, Ko(C(T?)
aflT alT
Ki(C(T?) > (u;)) —— Ky(C(T?) =, ).

Par la proposition on a 8§([ngi 1) = [P] pour i = 1,2. En composant avec ¢;, on déduit le
résultat. |

Finalement, il reste a étudier I’application o dans K|, i.e. déterminer son noyau ainsi que son
image. Cependant, dans la base de @1.2:1 K (C(T?))

{([1],0), (2], 0), 0, [71]), (O, [72 )} ,



134 4. Baum-Connes explicite pour certains produits semi-directs de Z> par F,

cet homomorphisme est exactement décrit par la matrice :

1000 1 =2 0 0 0200
o000 o1 0 o] |[0000
T T 1loo1 0] |o 1 ol ]l0o00 0

0001 0 0 -2 1 0020

Pour étre plus rigoureux, on doit préciser qu’il s’agit en fait de la matrice :

0200
0020
qui caractérise o ..

Par conséquent Ker(c,) = Z? engendré par ([rr;],0) et (0, [r,]). Tandis que Im(c,) = 2Z & 2Z
engendré par 2[r;] et 2[,]. En combinant (4.2.5)), (4.2.6)), ainsi que le lemme[4.2.TT]et le lemme
4212 on déduit le théoréme

Pour étre complet, il reste a identifier les éléments D,, pour caractériser sans équivoque Q' et
02 Définissons pour y € T et ¢ € [0, 1], la matrice :

By.1) = (cos(’—gt) —sin(%t)) .

sin(51)  cos(51)

On remarque que B n’est pas un élément de C(T?) car B(y,0) # B(y, 1) pour tout y € T. Posons
alors D,, = B(n3 ® 1)B*P. On a bien D,,, € M,(C(T?)) car :

2
By, 0)(r3(y, exp(0)) & 1)B*(y, 0) = (é ‘1)) (B ‘1)) ((1) ‘1)) -1,

et

0 -1 120 0 1

2 . * — —
B(y, D)(m5(y, exp(2ni)) & 1)B*(y, 1) = <1 0 ) (0 1) <_1 0> =D.
De plus en constatant que B*B = BB* = I,, on obtient facilement que :

D. D,, = P'B((n3)" ® 1)B*B(n; ® 1)B°P = P* = P,

7]

Et de méme :

D,,D;, = B(m3® 1)B"PP*B((r3)" & 1)B"
= B(m3 ® 1)B*PB((m3)" ® B’
= B(r} ® 1)B*B((,)" ® 1)B'p,B(m; & )B*B((n3)" & 1)B*
= B(m3(m1)" ® 1)B"p1 B(ni(m3)" & 1)B"

B(a7'(m) @ 1)B*pyB(a7' (n}) ® 1)B*

a7 (B(m ® 1)B* p B(x; ® 1)B")

;' (P),
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ou I’on utilise le fait que P = B(n] © 1)B*pB(m, @ 1)B".
Par des calculs similaires on montre que D,, = B(n ® 1)B*P est tel que D,,D;,, = D, D,, = P.
Ainsi on choisit de prendre :

L. Q?xll = E;(”T S MT)PV,W + 12 - Pv,w;
2. Qu2 = EZZ(MZ @ u;)Pv,w + 12 - Pv,w-

(23
On termine cette section par la démonstration du résultat suivant sur 1’application d’assem-
blage :

Théoréme 4.2.13. 1. L’application d’assemblage u§ est un isomorphisme ;

2. Lapplication d’assemblage u¢ est une bijection en dimension 1 et non-nulle en dimension
3.

On donne a présent la définition d’étre Baum-Connes essentiel pour une variété (voir défini-
tion 1.4 de [HKRSOS])).

Définition 4.2.14. Une Spin‘-variété orientée fermée M est dite Baum-Connes essentielle si
I’image de sa classe fondamentale sous la composition des applications :

K.(M) 5 K.(Bry(M)) 55 K.(C(m (M)
est non-nulle.

On est prét pour la preuve du théoreme 4.2.13]

Démonstration. Pour la premiere partie, par le théoreme |4.2.5| 1l nous reste a regarder 1’appli-
cation d’assemblage sur le second terme Im(dy). Pour cela, il suffit de considérer les deux in-
jections non-triviales de ¢;: Z* < G données par, resp. aux présentations de groupes abéliens,
Z* ={x,y) et G = (v, w,ay, molava;! = v,aywa;! = v aavas! = vw, aowas! = w)

u@ =v, u(y)=a; et k) =w, @) =a.
En utilisant le théoreme 1.3 de [MVO03]], on a le diagramme commutatif :

72

Ko(BZ?) —— Ky(CH(Z2))

r

ll,'* lt,'*
G

Ko(BG) —— Ko(C}(G)).

Ainsi on déduit u§(6,,) = [Pu,.] et u§(6,) = [Puyuw]-

Pour ,u1G en dimension 1, on a déja vu (voir théoreme m que ,ulG(yg) = [u;] pour i = 1,2.
Montrons alors que I’'image de vy, (resp. y,) par ,u? est bien [v] (resp. [w]). Mais ceci est évident
en considérant I’inclusion naturelle de Z> dans G et en utilisant le théoréme 1.3 de [MVO03]. En

effet, on a
72

Ki(BZ?) - K\(CH(Z?))

r

Lo,

Ki(BG) —2— K,(C*(G)),
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d’ot i, o g% (y}) = uS(y;) pour i = 1,2. Mais on sait que i, o u% (y}) = i.([r;]). La deuxidme
assertion de la seconde partie du théoreme se déduit directement du théoreme 1.5 de [HKRSOS]
avec le théoreme 5.4 page 304 de [LM16] appliqués aux mapping torus My, . En effet, en
regardant ensuite les inclusions i: I'; — G on a le diagramme commutatif :

Ki(BL) —s K\(Ci(T)

2 v

K\(BG) —s K\(CL(G)).

Comme ,ug" (y,) # 0 dans K;(C:(I';)), on a bien I’assertion énoncée.
O

4.2.3. Le cas de Z> = C, avec C le sous-groupe des commutateurs de S L,(Z)
Dans cette section, on considere le groupe G = Z? =, C, ol C est le sous-groupe des commu-

) 2 1
tateurs de S L,(Z). Il s’avere que C est un groupe libre sur les deux générateurs a; = ( )

1 1
and a, = (i é)

Le coté gauche

Dans cette partie, on utilise les mémes notations que dans la section4.2.2] Par conséquent, on
adopte également le méme point de vue de la K-homologie et on utilise la méme stratégie pour
décrire la K-homologie de I’espace classifiant de G. En d’autres termes cette partie est dévouée
a démontrer le résultat suivant :

Théoréme 4.2.15. 1. Le groupe K(BG) est isomorphe a Z* et engendré par 6; = [*,C, * —
Xo C BGL 62 = [TQ, Tz XC’ l]9 [le ’ le XC’ fxl] et [zxza Exz XC’ fxz]a avec xi, X € HQ(BG)’
deux éléments explicites.

2. Le groupe K;(BG) est isomorphe 2 Z*. Les générateurs sont donnés par les éléments
sans-torsion y} = [My2 4, My2 4, X C, Iy, 1. Vi = My q,, M2, X C, Idy, N ¥l ety3.

En utilisant le théoreme [.1.24] et le corollaire [4.2.2] 1a longue suite de Mayer-Vietoris nous
donne dans ce cas :

0 -2+ ZaeZ —=— HyBG) j
0

{—> Z-237e7Z —* H,(BG) j
0

[—> 72 Y5 707 —— H(BG) — 0.

En effet un présentation de groupe pour G est :

2

G={v,w,u,uy: ulvufl = vzw, ulwu[1 =V, ugvugl =vw, uzwugl = VWS, YW = Wv).

On déduit donc H,(BG) = G* = Z* engendré par u;, u,.



4.2. K-théorie et K-homologie pour certains produits semi-directs de Z” par F, 137

Théoreéme 4.2.16. Les groupes d’homologie pour le CW-complexe BG de dimension 3 sont :
1. Hy(BG) = Z?;
2. H,(BG) =7;
3. H\(BG) = 7%

En particulier Ko(BG) = Z* et K,(BG) = Z*.

Démonstration. 1l reste a démontrer la deuxieme assertion. On dispose de la suite exacte courte
suivante :
0 — Ker(d) — Hy(BG) — H(T*) — 0.

D’ou Hy(BG) = Im(¥) & H,(T?) = Z°. O

Comme dans la section précédente, la contribution de H;(BG) dans K;(BG) est donnée par
les v} pour i = 1,2. Le calcul de G nous montre que la contribution de H;(BG) dans K,;(BG)
est donnée par les €léments sans-torsion ¥4 pour i = 1, 2.

Pour Ky(BG), comme dans la section précédente, on a la contribution de Hy(BG) donnée par
01. De plus, par le corollaire la classe fondamentale du tore [T?] nous fournit un élément
sans-torsion de H,(BG), qui est d,. Il reste a trouver des générateurs de H,(BG) venant de
Im(0). Une premiere approche serait de considérer des applications de tores dans BG. On peut
donc s’essayer a créer un programme qui permette d’en trouver (voir Annexe [A)). Cependant,
aucun résultat n’a été trouvé par cette méthode. C’est pourquoi, on considere des applications
de surface de genre 2, notée X,. Soit e; € Z> = H,(T?) le premier cercle fondamental du tore
au-dessus de x,. Alors e, € Z? est tel que (a; — 1dy)e; = e;. Il existe donc une paire de pantalon
dans le tore qui réalise le cobordisme entre e; et ae,, e;. A présent, en propageant e; le long de
a1, on obtient un cylindre ayant comme bord e,, @ e, dans la fibre au-dessus de x,. En répétant
I’argument de I’autre coté avec e, —e,, —a; le,, on obtient un élément, noté x,, dans H,(BG) :

ay as

> A

Par construction, x; est tel que dx; = e;. Par conséquent x; est I'un des générateurs de
H,(BG) qui nous donne le premier élément non-trivial [2,,,2,,, f;,] dans Ko(BG). Le deuxiéme
est obtenu exactement de la méme maniere. Ceci termine cette section.



138 4. Baum-Connes explicite pour certains produits semi-directs de Z> par F,

Le coté droit

On commence cette section par définir quelques éléments dans Ky(C;(G)). Soit F(u;, u,) I’en-
semble des mots réduits composés des deux unitaires u;, u,. En suivant les idées de 1’appendice
de [PV80], on définit ce que 1’on appellera une projection de Rieffel généralisée, i.e. un élément
auto-adjoint idempotent de la forme :

p= W*Xik +X0 + fﬁW
dans P,(C(T?) = C), ot W € U,(F(u;, u)), Xo, X, € M,(C(T?)) pour un certain n. De p* = p,

on déduit directement X;; = X,. Constatons que les autres relations vont fortement dépendre du
choix de W. Considérons a présent la projection de Rieffel généralisée suivante :

0 0 W\ /X, 0 0 x? 0 o0 Xp 0 0 0 w 0
p=|w; 0 0 0 X3 0]+ 0 XP o0 ]+{0 Xn 0 0 0 ws, 4.2.7)
0 wjy 0 0 0 X5 0 0 X(()3) 0 0 X3 wr 0 0

oll w; € F(uy,u,) va induire une Z-action «; sur C(T?) pour i = 1,2, 3. De p?> = p, on obtient
les relations suivantes :

1X0 = XV 4 07 (X2 X33) + X1 X

X? = X2 4 03 (X5 X11) + Xon X

XO = X8 + 031 (X5 X00) + X33Xoa;

Xy = X(()l)Xn + Xlla'z(X(()Z));

Xy = X(()Z)Xzz + Xzzas(X(()3));

X53 = X§ X33 + Xz (X5);

a;' (X11)Xp = 0;

;' (X2)X33 = 0;

a7 (X33)X11 = 0.

On donne a présent quelques remarques sur ces relations pour une utilisation future. Consi-

dérons Ay, (resp. po;1(x,,)) 1a projection de support gauche de X33 (resp. la projection de support

droit de «; (X11)) dans I’algebre de von Neumann enveloppante de C(T?). Alors (8)(resp. (7))
donne :

A T AL T o

a5 (X2)Ax,, = 0 (resp. Pozt iy X22 = 0).
De (3) (resp. (2)), il découle :

. 2 - 2
XXy = A (Xg) = X5 = (X5 = X§7)Ax,,

y 2 2
(resp. QEI(XIIXH) = (X(()Z) - X(()Z) )pail(Xll) = p“il(xll)(x(()Z) - X(()z) ).

De (6) (resp. (4)), on déduit :
Ay X5 X33 = X0 X33 (resp. ;' X)X o) = @' X1DXE),
et avec X(()3) = X(()W (resp. X(()z) = X(()z)*), ona:

(X5, Ax,,] = 0 (resp. [X5, pozi ] = 0.
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Finalement, de ces relations, on a également :
a3 (Xn)(XS" — X$)Ay,, = 0. (4.2.8)

A présent on construit deux projections de Rieffel généralisées dans Py(C(T?) = C). Pour t,6 €
[0, 1], on pose dans :

X1 = X1(0), X = X1(1), X33 = X,(t + 6), ensemble avec X = Xo(6), X" = Xo(0). Xy =
Xo(t + 6), ou X, X; sont les matrices définies dans la section [d.2.2] et on prend w; = uy, w, =
ujur, w3 = u,. On notera cette projection p;. La deuxiéme projection, notée g;, est obtenue
exactement de la méme manieére en posant :

X = Xi0).Xn = X0, X5 = X(0), avec Xy = Xo(0),X5" = Xo(0).X§) = Xo(),w; =
Uyuy, wy = Uiy, w3 = 1. On définit alors p, (resp. g») de maniere similaire a p; (resp. g;) en
remplacant le rdle de u; par u, et vice-versa et en adaptant X; et X,,.

Lemme 4.2.17. p; et q; sont des projections de Rieffel généralisées (i = 1,2).

Démonstration. Cela suit du fait que Xy, X; satisfassent déja les trois relations caractérisant

une projection de Rieffel dans C(T) ;4 Z. On montre, en guise d’exemple, la premicre relation
I -1

de p;; les autres sont obtenues de la méme maniere. Comme afl‘l = ( | 2

) , on a alors
a7'(X33) = X,(6). Par conséquent (1) devient
Xo(6) = Xo(6) + X, ()X, (6) + X1()X,(6)",
qui est I’une des relations de la projection de Rieffel P(y, e*™) € M,(C(T?)). o
Le reste de la section est consacré a démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.18. 1. Le groupe Ko(C:(G)) est isomorphe a Z*. Les générateurs sont donnés
par [11, [Pyw], [p1lo — [g1]o and [p2]o — [g2]o-

2. Le groupe K;(C:(G)) est isomorphe a Z*. Les générateurs sont donnés par les éléments
sans-torsion [u1], [us], [Qg! ] et [O2].

Dans ce cas, nous utiliserons la seconde suite exacte a 6 termes de Pimsner-Voiculescu pour
les produits croisés réduits par un groupe libre, que nous rappelons ici (voir théoreme [1.3.25)) :

Théoreéme 4.2.19. Le diagramme suivant est une suite exacte a 6 termes :

i* i 1 -l 5 ”
Ki(A) ") K (A g, Fosy) —2s Ky(A %4, Fy)

(')0]\ lﬁl ’

KO(A Xa,r IFrn) —— KO(A ot r Fn—l) S KO(A)
’ ke ’ i.((id.—a(g;).)

ou k, est I’inclusion naturelle de A >, , F,_; dans A >, , F,.

Comme Tr(e;) = 3, par la proposition {.1.6| et la preuve du théoreme {.1.10] dans [Isel1],
on déduit que i.(id. — a(g,"').) sont les applications nulles en K, et K;. Par conséquent la suite
exacte a 6-termes se déroule dans notre cas en deux suites exactes courtes :
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1.
0 = Ky(C(T?) 0, Z) 25 Ko(C(T) 4, C)) 2 K(C(T?) — 0 (4.2.9)
2. ) ;
0 = K1(C(T?) xq, Z) = K (C(T?) >4, C) = Ko(C(T?)) — 0. (4.2.10)
Ainsiona:

Lemme 4.2.20. Pouri =0, 1
K(C:(G)) = Z*.

I1 reste donc a trouver les générateurs de ces groupes. On démarre avec Ky(C;(G)). En utili-
sant le théoreme [4.1.10] on sait déja que [1], [P,,,,] sont 2 générateurs venant de la contribution
de Ky(C(T?) x,, Z). Il reste donc a démontrer la proposition suivante :

Proposition 4.2.21. L’application
By : Ko((C(T?) >4, C) = K;(C(T?))

envoie [pilo — [q11o sur [w] et [p2lo = [g2]0 sur [v].
Démonstration. L application de connexion d, est associée a I’extension de Toeplitz suivante
(revoir section[1.3.2)) :

0 CTY®K S 775 C(T?) =y, C — 0.

On rappelle que 77 est ’algebre de Toeplitz vue comme C*-sous-algebre de (C(T?) x,, C) ®
C*(S) généréeparu; @ S,u, @letx1, x € C (T?). A présent un n-relevé auto-adjoint de p; au
niveau matriciel est donné par :

0 0 WX, ®S* xPol 0 0
a=| wiX:, ® S 0 0 + 0 XxPel 0
0 WiX5, ® 1 0 0 0 XVl
0 Xll(l)z ®S* 0
+ 0 0 Xnw3 @1
X33(1)1 ®S 0 0
Remarquons :
0 0 0
@d=a-|0 o;'X;, X1)®T 0 ,
0 0 X53Xi®T

ou 7T =1-SS". En utilisant les relations décrites précédemment, on obtient :

0 0 0
2
A=a+ |0 X7 =X, ®T 0
2
0 0 X =X Ax, © T
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En définissant pour tout n :

0 0 0
M,:= [0 X" = XPWosix,) ® T 0 ,
0 0 X = XAx, @ T
on a
al=a+M,.

En effet, par récurrence, supposons que I’assertion est vraie pour n. Alors :

at' = ad" = aa + M,) = a* + aM,

=a+ M,
0 0 w1 X353 08"
+ | 03X}, ®S 0 0 M,
0 w3 X5, ® 1 0
x"el 0 0
+ 0 xPel 0 |M,
0 0 XVl
0 X”a)z ®S* 0
+ 0 0 Xpw3s @1 | M,.
X33w1 ®S 0 0

Par conséquent, en développant et en utilisant les relations, on a :

a"” =a+ M,

0 0 0
+10 0 0
00 6U;Xz*z(x(()w - X(()z))Pagl(xl.) ®T
0 0 0
+]o x@ - X(()Z)Z)Pagl(x.o ®T 0
0 0 X" XAy, © T
0 0 0
+10 0 Xpws(Xy = X)Ax, @ T
0 0 0

La derniére matrice s’annule par la relation (4.2.8)). De plus :

wyrx (2" (2) I s ) 2y _
w3 X5 Xy — Xp )Pag'(xu) = w3X22Pa;'(xU)(Xo - X;7)=0.
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Par conséquent, on a :

0 0 0
n+1 2
a'=a+My+ |0 X =X e ®T 0
n+1 2
0 0 K - XA, @ T

=a+ Mn+1,

ce qui démontre 1’assertion.
Ainsi via I’assertion, on déduit :

exp(2ria)
1T +10~T) 0 0
- 0 exp2iX( posi) @ T + 1@ (1 = T) 0
0 0 exp2miXy Ax,,)® T + 1@ (I - T)

Ainsi au niveau matriciel, en utilisant I'isomorphisme K;(C(T?) ® K) = K,(C(T?)), on déduit :

B0([p110) = [expriXy pus1 )1 + [expQRaiXs” Ay,
= [exp(27iXpx,)]1 + [exp2riXS Ax,)]1.

On revient a la définition de X33 pour p; afin de calculer [exp(27riX(()3)Ax33)] 1- On remarque que
(X1)12 et (X1)»; sont des fonctions 2-périodiques, on doit donc les étendre par 1-périodicité afin
d’avoir X33 € My(C(T?)). Donc on a :

Xoe = X(t+0) si 0<r+0<1
BTN X (t+60-1) sil<r+0<2.

En utilisant les calculs faits dans la preuve de la proposition 3.1.3 dans [Isel 1], on obtient :
[exp(2miX§  Ax,,)]i = [exp(2ris)]i,

ol
t.0) = sin*(7r/2(t + 6)) if 0<t+6<1
BB sinf(n/2+0-1) if1<t+0<2.

De plus, I’application ¢ : [0, 1] = GL,(C(T?)) définie par :
(1, 0) = exp2ri(rx(z,0) + (1 — r)s(z,0))),

(avec x(1,0) =t +60si0<r+0<1,etx(t,0) =t +6— 1 sinon) nous fournit un chemin continu
dans les éléments inversibles de C(T?) reliant exp(27is) a vw.

Il reste a calculer [exp(27riX(<)2)pX22)]1. On rappelle que la projection de support droit de X, =
X, (¢) est la projection sur Ker(X,(¢))*. Mais le sous-espace Ker(X;(#))* est clairement engendré
cos(51)

Sin(’—ét)) sit# 0,1 etest{0}siz=0,]1. Ainsi,

par le vecteur (

B cos?(%¢) sin(Zt) cos(%¢)
px, (1) = (sin(%’t) ccz)s(gt) s2in2(’§“t) ’ ) ’
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sit# 0,1 etpx (0) =0 = px, (1). Définissons pour tout ¢ € [0, 1] :

R() = ( cos*(%1) sin(%1) cos(%t)) .

sin(3)cos(3)  sin*(%1)

Un calcul direct montre que :
Xo(OR(7) = Cosz(gt)R(t).

Ainsi en suivant la preuve de la proposition 3.1.3 dans [Isel1]], on a:
Sy (2) .
[exp(2riXy px,,) 1 = [exp(27i cos (Et))]l = [v]i.

Finalement, on a :
Oo([p1lo) = 2[v]y + [w];.

De la méme maniere, on peut montrer

0o([g110) = 2[v];.
Par conséquent, on a bien 6o([p;] — [¢1]) = [w]. Ce qui termine la preuve. O

Il reste a traiter K;(C;(G)). En utilisant la suite (4.2.10) et le théoréeme #.1.10] on a que [u;]
et [Q% ] sont des générateurs de K ((C(T?) >, C)) venant de K(C;(Z? »,, Z)). Par conséquent,
pour conclure cette section, il suffit de montrer le lemme suivant :

Lemme 4.2.22. L’application
01 1 Ki(C(T?) =4, C) = Ko(C(T?))
envoie [u] sur —[1] et [Qy2] sur [P].

Démonstration. Le lemme suit de la naturalité et des lemmes [I.3.21] et Montrons néan-
moins la seconde assertion. On considere 1’extension de Toeplitz :

05 CT)OK S T35 C(T?) =y, C — 0,

une pré-image de Q42 ® (Q;2)" par 7 au niveau matriciel est donnée par :

M = EZZ(MEGBME)PV,W®S*+(12_Pv,w)®l 0
B P,,®T Py ®u)E,, S + (I, —P,,,)®1)"°

ou I’on utilise les notations de la section précédente. De plus, en considérant p, = (1)@ (1®

Doe0®0,0ona:
. (1®1 0
MpM ‘( 0 PV,W®T)'

Comme Mp,M* —p, = 0&(P,,, ®T), alors une pré-image par ¢ au niveau matriciel est donnée
par 0 ® (P ® ep). Ce qui permet de conclure. O

Remarque 4.2.23. L’analogue du théoréme [4.2.13| dans ce cas est un travail en cours. En di-
mension 2, u est plus compliquée a décrire que dans le cas précédent. En effet, on a vu qu’on
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ne dispose plus de suffisamment de tores différents; qui apparaissaient apres passage au quo-
tient de R? x R dans B(Z* = §). Ceci a pour conséquence qu’il faut, dans ce cas, jouer avec des
surfaces de genre 2 et essayer de comprendre 1’application d’assemblage pour de telles surfaces.
En considérant £, comme une somme connexe de tores et en utilisant des résultats comme le
théoreme 2.1 de [BMVO05]], on peut espérer obtenir explicitement I’isomorphisme de u§.

Dans le cas de u%, on peut néanmoins garantir le méme résultat que dans le théoréme
En effet, la preuve reste identique. Cependant, nous ne savons pas comment gérer, de maniere
explicite, I’application d’assemblage en dimension strictement plus grande que 2. C’est pour-
quoi, nous n’avons pas pu, pour le moment, garantir la bijectivité de u$ en dimension 3; ce qui
impliquerait I’isomorphisme de u¢ dans les deux cas.
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A. Annexe Code Python

Cette annexe est entierement dédiée au probleme d’existence d’applications de tore dans BG,
ol G = Z?>C (voir section . Le but est de trouver une application de tores représentant un
élément de H,(BG) qui soit non-nul par I’application de bord 9. On peut formuler le probleme
de la maniere suivante :

On dispose d’un alphabet composé de 4 lettres A, B,A~', B~! représentant respectivement
@y, ay,a7', a5, Le programme doit regarder tous les mots possibles de longueur n que 1’on
peut former a partir de ces lettres en évitant la redondance ; par exemple, le mot ABA~'ABA
est en réalité le méme que ABBA car dans la multiplication matricielle A™'A = Id. En d’autres
termes, on désire créer une liste formée des mots réduits de longueur n sur cet alphabet. A partir
de cette liste, on sélectionne les mots qui, une fois évalués (c’est-a-dire qu’on a procédé a la
multiplication matricielle), ont comme trace +/ — 2. En effet, ceci équivaut a demander que le
déterminant soit égal 2 +/ — 1 ce qui permet de trouver un vecteur dans Z?, i.e. représentant un
cercle dans le tore au-dessus de xy dans BG, qui soit "fixé"; ce qui permet le recollement de ce
cercle dans BG et ainsi obtenir une application de tore. On sépare cette liste étoffée en 2 :

1. Liste des mots sans exposant entier |k| > 1, i.e. on a pas deux fois la méme lettre de
suite qui apparait dans le mot. En d’autres termes on a donc une alternance de lettres ; par
exmple, ABA~! B~! serait un mot dans cette liste tandis que AAB~'A~'BA~! n’y serait pas.

2. tous les autres.

Pour tous ces mots possibles, on calcule le vecteur propre dans Z? associé au mot w, que
I’on note v. Dans un second temps, puisque chaque paire (w,v) calculée par le programme
[A.0.1] réalise une application du tore dans I’espace classifiant de notre groupe, on désire donc
effectuer le calcul de I’application de bord pour cet élément. Il y a deux cas :

1. A partir d’'un mot dans la sous-liste 1), on fait le calcul suivant; par exemple pour le mot
ABA™'B7!, on consideére son vecteur propre dans Z> que 1’on note v et ensuite on fait
—v+ B —A"'B v + BA7'B v, Ainsi, on lit le mot w de droite & gauche et on somme
les images consécutives de v en alternant les signes avec la condition d’arrét suivante :
quand le mot commence par B ou B~!, dans I’exemple B~!, on termine au dernier B ou
B! du mot (le plus & gauche possible) et respectivement pour A ou A~". En effet, ce calcul
suit de la description explicite de d appliquée a notre cas (voir page 150 de [HatOS5]). On
note I’image par 1’application de bord v,,. Le programme garde donc en mémoire la paire
(W, vy).

2. A partir d’un mot dans la liste 2), on fait le calcul suivant; par exemple pour le mot
AAB'A7'BA~! on considere son vecteur propre dans Z* que I’on note v et ensuite on fait
—v+A"'W—BA W+ A'BAT'v—B'A"'BA~'v+ A2B~'A"'BA~!v, ol1 2 1a derniére étape on
a directement "sauté" en considérant A2. Ainsi, il faut que le programme détecte ot il y a
des lettres consécutives et qu’il transforme le mot, par exemple AABABB en A2BAB?, afin
qu’il puisse reprendre le méme algorithme que décrit précédemment sur les puissances;
ici —v + B>v — AB>v + BAB*v.
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Pour ce code et le suivant, j’ai demandé de I’aide a un doctorant de I’institut d’informatique,
Rémi Dulong. Voici ci-dessous le programme :

Programme A.0.1. import numpy as np

from numpy.linalg import inv, eigvals, eig
from itertools import permutations

from sympy import *

import multiprocessing

import pickle

A

np.matrix(’1, 1; 1, 2’
B 1

np.matrix(’2, 1; 1,

matrix = {

"A": A,

"B": B,

"a": inv(Ad),

"b": inv(B),

}

Ho
# Part 1 : Generate

# _______________________

def remove_useless_matrices(words_zip):
ret = []
for (word, word_value) in words_zip:
if not np.array_equal (word_value, np.identity(2)):
if abs(np.trace(word_value)) == 2:
ret.append((word, word_value))
return ret

# Gets a word, and converts it in the actual matrix product
def compute_word_value(word) :
result = matrix[word[-1]] # Last matrix
for i in range(len(word) - 2, -1, -1):
result = np.dot(matrix[word[i]], result) # Multiply from right to left
return result

# Creates all combinations that are considered valid
def generate_all_valid_words(word_len):

alphabet = ’ABab’
words = list(alphabet)



147

# Generate all words (each process has a prefix assigned)

for i in range(word_len-1):
nb_words=1en(words)
for j in range(nb_words):
word = words.pop(0) # "consumes" the first element of the list
invert_last = word[-1].swapcase()
valid_letters = alphabet.replace(invert_last, ’’)
for letter in valid_letters:
words.append(word+letter)

return words

def find_eigenvect_in_z(word):
M = Matrix(word.astype(int))
evec_in_z = M.eigenvects(simplify=True) [0][2][0]

return evec_in_z

# Transforms ’AABb’ in [’ABb’, [2, 1, 1]]
def analyse_power (word):

word_clean=""
powers=[]

i=0 # Position in the word
while i<len(word):
j=1 # Number of repetitions of the word[i] character
while (i+j)<len(word):
if word[i+j]==word[i]:
j+=1
else:
break

word_clean +=word[i]
powers.append(j)

i+:j

return (word_clean, powers)
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def compute_v_w(word, eigenvect):
word, powers = analyse_power (word)

v = eigenvect

sum = -v

temp = v

stop_letter = word[-1].lower() # "a" or "b", in lowercase

for i in range(len(word)-1, -1, -1):
if stop_letter not in ’’.join(word[®:i+1].lower()):
# Check everything in lowercase
break

# Directly apply when we have several times the same matrix
for k in range(powers[i]):
temp = matrix[word[i]]*temp

ifi%2==0:

sum = sum - temp
else:

sum = sum + temp

return sum

def compute_all_v_w(words):
eigenvects = [find_eigenvect_in_z(word_value) for (word, word_value) in words]

v_ws = []
for i in range(len(words)):
v_ws.append(compute_v_w(words[i][0], eigenvects[i]))

return v_ws

# Takes a list of prefixes, generates all valid words from this prefix.
# If we generate the prefixes before, this function is independant
# and can be parallelized.
def generate_and_check_all_valid_from_prefix(prefix_word_len):
prefix = prefix_word_len[0]
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word_len = prefix_word_len[1]
alphabet ’ABab’
words = prefix

# Generate all words (each process has a prefix assigned)

for i in range(word_len-1):
nb_words=len(words)
for j in range(nb_words):

word = words.pop(®) # "consumes" the first element of the list

invert_last = word[-1].swapcase()

valid_letters = alphabet.replace(invert_last, ’’)

for letter in valid_letters:
words.append(word+letter)

# Filter these words

words_values = [compute_word_value(word) for word in words]
words = [[words[i], words_values[i]] for i in range(len(words))]

final_words = remove_useless_matrices(words)

# Compute vectors
v_ws = compute_all_v_w(final_words)

final_words = [word[®] for word in final_words]

return [final_words, v_ws]

print ("Generate and filter useful words...")
stage_before_parallelism = 3
# We create prefixes of 3 characters before parallelization

# Compute prefixes
prefixes = generate_all_valid_words(stage_before_parallelism)
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# Start parallel code

prefixes = [[[prefix], n-len(prefix)+1] for prefix in prefixes]
pool = multiprocessing.Pool(processes=len(prefixes))

ret = pool.map(generate_and_check_all_valid_from_prefix, prefixes)

results = []

# Join results
for element in ret:
for i in range(len(element[0])):
results.append([element[0][i], element[1][i]])

return(results)

if __name__=="__main__":

# We create a file named "vectors-X.data"

# and dump all the valid pairs of

# words + vectors inside to check them later.
# On a 40 cores machine, going to i=14 takes
# only some minutes.

for i in range(4, 16, 2): # 4 to 14
print("Processing i=", i, "...")
with open(’vectors-’+str(i)+’.data’, ’wb’) as vectorfile:
a = main(i)
pickle.dump(a, vectorfile)

Finalement, pour chaque mot w de longueur 7, on a associé un vecteur v,,. Le but étant de
trouver deux applications du tores dans BG telles que leurs images par d génerent le réseaux
Z? = H,(T?), on fait, dans un second programme, le déterminant de la matrice formée de Vi, €t
v,,, Mis en colonne, pour chaque paire de mots possibles wy, w,. Si le déterminant vaut en valeur
absolue 1, il faut que le programme retourne la paire w;, w, ainsi que v,,, et v,,.

Programme A.(0.2. import numpy as np
from itertools import permutations
from sympy import *

import pickle

def check_all_combinations_det(vectors):
ret = False

tests = list(permutations(vectors,2))
nb_tests = len(tests)
for i in range(len(tests)):
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if(i%1000==0):
# Prints something every 1000 combinations tested
# to keep track of progress.
print("test", i, "/ ", nb_tests)

tests[i][0]
tests[i][1]

vecl
vec2

M = Matrix([[vecl[0], vec2[0]], [vecl[1], vec2[1]1]11)

if abs(M.det()) == 1:

# Immediately print the 2 vectors
print("---------- THIS PAIR WORKS !--------—--- ")
print("Vect 1: ", vecl)

print("Vect 2:", vec2)

print("---------- - ")
ret = [vectors.index(vecl), vectors.index(vec2)]

return ret

for i in range(4, 16, 2):
with open(’vectors-’+str(i)+’.data’, ’rb’) as vectorfile:
# Loads the pairs (word, vector) stored in each file
v_words = pickle.load(vectorfile)

vectors = [v_word[1l] for v_word in v_words]
indexes = check_all_combinations_det(vectors)
if(indexes):
# Looks for the words associated with these vectors
print(" Word 1 :", v_words[indexes[0]])
print(" Word 2 :", v_words[indexes[1]])
print("---------— - ")

Remarque A.0.3. On remarque que dans le programme Rémi Dulong a également pa-
rallélisé le code afin de permettre une plus grande force de calcul. On a donc pu tester toutes
les paires de mots de longueur 4 jusqu’a 16; sans résultat. Ceci est probablement di au fait que
les seuls mots valides sont a ces longueurs-ci sont des conjugués de commutateurs de la forme
[A*', B~/*1] ou [A, B)*.
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