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Abstract 

Let a be an orthogonal representation of a group G on a real Hilbert space. We show 
that a is irreducible if and only if its commutant or(G)' is isomorphic to R, C or H. This 
result is an analogue of the classical Schur lemma for unitary representations. In both cases 
(orthogonal and unitary), a representation is irreducible if and only if its commutant is a 
field. If ~r is irreducible, we show that there exists a unitary irreducible representation rr of 
G such that the complexification ere is unitarily equivalent to 7r if a(G) '  "~ R, to 7r @ T if 
a (G)' "~ C, and to 7r @ 7r if ~r (G)' "~ H (here ~" denotes the contragredient representation of 
lr). These results are classical for a finite-dimensional a, but seem to be new in the general 
case. 

1 Introduction 

Soit 7r une repr6sentation d 'un groupe G sur un espace vectoriel sur un corps K.  Darts sa 
forme la plus simple, le lemme de Schur affirme que, si 7r est (alg6briquement) irr6ductible, 
alors le commutant rr(G)'  de rc est une alg6bre h division sur K.  (En effet, si T E 7r(G)', le 
noyau et l ' image de T sont des sous-espaces invariants de 7r, d 'o~  on tire que T e s t  nul ou 
inversible). 

Si rr est irr6ductible et de dimension finie sur K,  alors rr(G)' est une alg~bre ?a division de 

dimension finie sur K.  Si K est alg6briquement clos (par exemple K = C), alors le commu- 
tant est rEduit aux scalaires : re(G)' = K.1. Si K = N, alors 7r(G)' est isomorphe h N, C 
ou ~t I'alg~bre H des quaternions de Hamilton (voir [Kir76], section 8.2 ou l 'appendice II de 
[Bou82]). 

Exemple 1 Ddcrivons trois representations sur  R 4 : 

1. G = SO(4)  ; la reprdsentation standard (donn#e p a r  l 'act ion lin~aire) de G sur R 4 est 

irr~ductible, de commutant  R.  
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2. G = SO(2) × 0 (2 )  ; la reprdsentation standard de SO(2) sur R 2 est irrdductible de 
commutant C, ceUe de 0(2)  sur R 2 est de commutant R. Done la representation "produit 
tensoriel externe " de ees deux representations est une reprgsentation de G sur R 2 ® I~ 2, 
irr~ductible de commutant C ®R 1~ = C. 

3. G = Sp(1) ; le groupe G est donc le groupe multiplicatif des quaternions de module 1. 
La representation de G sur ~4 donnde par  la multipli-cation & gauche de G sur ~ est 
irr~ductible de commutant ~ (le eommutant dtant fourni par  les multiplieations ?t droite 
par  les ~l~ments de ~). 

Pour d'autres exemples, voir le livre de B. Simon [Sire96]. 
Pour les repr6sentations unitaires sur un espace de Hilbert complexe, ou orthogonales sur un 

espace de Hilbert r6el, la notion pertinente d'irr6ductibilit6 est l ' irrfductibilit6 topologique : 
une reprfsentation rr de G sur 7-t,~ est irr~ductibIe si les seuls sous-espaces invariants ferm6s de 
~,~ sont {0} et ~,~. Pour une repr6sentation unitaire ou orthogonale, le commutant rr(G)' est le 
commutant de 7r(G) dans l 'alg6bre B ( ~ )  des op6rateurs lin6aires born6s sur 7-/~. Si 7r est de 
dimension finie, ces notions coincident bien stir avec celles discut6es plus haut. 

L'exemple suivant g6n6ralise la proposition 1 du Chapitre V, §2 de [Bou68]. 

Exemple 2 Soit rr une representation orthogonale irr~ductible d'un groupe G. Notons encore 
rr son extension ?~ l'algObre de groupe CG. S'il existe a E CG tel que 79 :=  Im(Tr(a) ) soit de 
dimension finie impaire, alors 7r(G)' ~- R. En particulier, s'il existe g E G tel que I - rr(g) est 
de dimension finie impaire, alors ~r( G)' ~- ~ .  

En effet, si on prend U E rr(G)', U commute ~t 7r(a) et donc U(79) C_/9. Comme 79 est de 
dimension impaire, l 'op6rateur Ulv poss6de une valeur propre c~ r6elle. Le sous-espace 35 = 
ker(U - a I )  est ferm6, 7r-invariant et contient 79. Par irrfductibilit6 de 7r on a 35 = ~ d'ofl 
U = aI .  

Pour obtenir le cas particulier, on remarque que I -  zr(g) = ~r(~¢ - 5g), oth 5g d6signe la masse 
de Dirac au point 9. On prend donc a = ~ - ~g. [] 

Pour les reprdsentations unitaires, le lemme de Schur s '6nonce comme suit : une repr6senta- 
tion unitaire ~r de G est irr6ductible si et seulement si rr(G)' = C.1. Cet 6nonc6 est tout-h-fait 
classique (voir [Lan75], Appendice 1) : la preuve est une application du th6or6me spectral pour 
les op6rateurs auto-adjoints born6s sur un espace de Hilbert complexe. 

Notre but ic ies t  de d6montrer un lemme de Schur pour les repr6sentations orthogonales *, 
qui est l 'analogue exact de l '6nonc6 rappel6 au d6but pour les repr6sentations sur des espaces 
vectoriels r6els de dimension finie~ Notons que des repr6sentations orthogonales irr6ductibles 
apparaissent naturellement dans des questions li6es aux fonctions conditionnellement de type 
n6gatif (voir [VK84], Th6or6me 1 ; [Sha00], 6.1 ; [LSV]). 

Th~or~me 1 Soit cr une representation orthogonale de G sur un espace de Hilbert r~eL La 
representation a est irr~ductible si et seulement si cr( G) ~ est isomorphe gl l~, C ou I~ 

~Ce rfsultat est peul-~tre connu, mais nous n'en avons pas trouv6 trace dans la litt6rature 
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Si 7 / e s t  un espace de Hilbert r6el, le complexifid de 7-I est l 'espace de Hilbert complexe 
74¢ = 74 ®~ C, muni du produit scalaire 

(¢ ® ;~1,7 ® #) = (¢1,7)~# 

(~, r/ E 74; ,~, # E C). Si ¢rest une repr6sentation orthogonale de G sur 74,,, la complexifide de 
a est la repr6sentation unitaire ac  de G sur (7-G)c donn6e par crc(9) = cr(g) ® 1 pour g E G. 

Le r6sultat suivant, classique pour les representations de dimension finie (voir [Kir76], 
ThdorSme 3 de la section 8.2), dfcrit la complexifi6e d'une representation orthogonale irrd- 
ductible. Avant de l'6noncer, rappelons la notion de repr6sentation conjugude d'une repr6sen- 
tation unitaire. Si 7 /es t  un espace de Hilbert complexe, notons 7 / l ' espace  de Hilbert avec les 
m~mes vecteurs et la m~me addition que 74, mais la multiplication scalaire donn6e par 

et le produit scalaire donn6 par 

[fl,7] = (fl,1) (f,,7 c 74). 

Si 7r est une repr6sentation unitaire de G sur 7-G, la representation conjugude de 7r est la 
repr6sentation unitaire ~ de G sur 7/,~ donn6e par ~(g) = 7r(g) pour g E G. 

Exemple 3 Soit 7r une reprdsentation unitaire de dimension 1, donnde par un homomorphisme 
X : G --+ U(1) ; alors K est gquivalente gtla reprdsentation donnde par l 'homomorphisme 

X -1 : G -+ U(1);g ~+ x(g-1) .  

Th~or~me 2 Soit cr une reprdsentation orthogonale irrdductible de G. 

1. Si ~r( G)' ~_ R, alors ~r c e s t  irrdductible. 

2. Si (r( G) ~ ~- C, alors it existe une reprdsentation unitaire irrdductible 7r de G, non uni- 
tairement dquivalente ~ sa conjugude ~, telle que crc est unitairement dquivalente gl rr ON. 

3. Si ~r( G) j ~- ~ alors il existe une reprdsentation unitaire irr~ductibIe 7r de G telle que ~r c 
est unitairement dquivalente ?l 7r ~ it. 

La preuve du Th6or~me 1 occupe la section 2, celle du Th6or~me 2 la section 3. Nous avons 
choisi de r6diger les r6sultats pour les repr6sentations de groupes, mais le contexte est beaucoup 
plus g6n6ral : par exemple, si A est une alg~bre r6elle munie d 'une involution a ~ a*, et si 
~r : A --+ /3(74~) est un homomorphisme d'alg~bres r6elles tel que or(a*) = (r(a) t pour a E A 
(ot5 T ~ d6signe l'op6rateur transpos6 de T E /3(7/~)), les deux 6nonc6s et leurs preuves ne 
subissent aucun changement. 



282 Y. Stalder and A. Valette 

2 Preuve du Th~or~me 1 

Si la representation orthogonale a est rEductible, la projection orthogonale sur un sous-espace 
invariant non trivial, est un ElEment non nul et non-inversible de or(G)' ; ainsi le commutant 
a(G) '  n'est pas une alg~bre i~ division, et doric n'est isomorphe ~ aucune des alg~bres R, C, H. 

S upposons maintenant cr irrEductible. Muni de la norme-opErateur induite par/3 (H~), le com- 
mutant cr(G)' est une alg~bre normEe rEelle. La version rEelle du thEor~me de Gelfand-Mazur 
(voir le ThEor~me 7 de la section 14 de [BD73]) affirme qu'une alg~bre ~t division normEe rEelle 
est isomorphe ~ R, C ou H. I1 nous suffit done de montrer que a(G)' est une alg~bre h division. 

lerpas S o i t A  E c ~ ( G ) ' t e l q u e A  = A t . I l e x i s t e A o  E I i t e l q u e A  = Ao.l. Eneffet ,  
pour les opErateurs Egaux ~t leur transpose sur un espace de Hilbert reel, le thEor~me spectral 
a exactement la mSme forme que pour les opErateurs auto-adjoints sur un espace de Hiibert 
complexe (voir ! e n ° 107 de [RiNa55]) : le spectre de A est 

SpA = (A E I~: A - A.1 n'est pas inversible dans B ( ~ ) } .  

qui est une partie compacte non-vide de R. De plus, il existe une resolution spectrale B 
E(B), dEfinie sur les borEliens B de SpA, telle que 

A =  [ AdE(A). 
ds pA 

I1 suffit alors de montrer que SpA = {Ao). Si ce n'Etait pas le cas, on trouverait At, A2 E SpA 
avec A1 < A~. Soit alors 

AI + A2. 
B = {,~ E SpA : ,~ ~< ~ )  ; 

c 'est un borElien de SpA et E(B) est un projecteur orthogonal distinct de 0 et de 1. Comme 
E(B) commute a tout opErateur qui commute ~ A, on a E(B) E ¢(G)' .  Ceci contredit l'irrE- 
ductibilitE de la representation a. 

2~me pas Soit A E a(G) ' ,  A ~ 0. Montrons que A est inversible dans B(~o) .  Par le thEor~me 
de l'application ouverte, il suffit de montrer que A est bijectif comme opErateur sur ~,, .  Pour 
cela, considErons l'opErateur AtA E a(G) ' .  Par le premier pas, il existe Ao > 0 tel que AtA = 
Ao.1 (puisque AtA est un opErateur positif non nul et que (AtA) t = AtA). De cette 6galitE, il 
r&ulte que A est injectif et A test surjectif. En permutant les rEles de A et A t, on voit que A est 
surjectif (et A test injectif). Donc A est bijectif, ce qui termine la preuve. 

Remarque 1 Si ~r est une representation unitaire irrEductible de G, la technique ci-dessus 
donne une preuve non classique du lemme de Schur : 7r(G)' = C.1. En effet, on montre d'abord 
que 7r(G)' est une alg~bre h division, puis on utilise le thEor~me de Gelfand-Mazur pour con- 
clure. 

Remarque 2 On peut trouver dans [Goo72] une version du thEor~me spectral pour les op&a- 
teurs normaux sur des espaces de Hilbert reels, dont nous n'avons pas besoin ici. 
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• 3 P r e u v e  d u  T h ~ o r ~ m e  2 

Nous utiliserons tout le temps le fait, facile h 6tablir, que 

~rc(G)' = ~(@' ®R C. 

1. Si a(G)' = 1~..1, alors ac (G) '  = C.1, donc ac est irr6ductible. 

2. Si a(G)' ~ C, choisissons un op6rateur J E a (G) '  avec j2  = - 1 .  Comme a est une 
reprSsentation orthogonale, on a aussi j t  E a(G)', donc (jr)2 _,_ - 1 ,  et J t  = + J .  
Comme JtJ est un op6rateur positif, on doit avoir J t  = - J .  

Le commutant de ac(G)  est isomorphe comme alg~bre ~t 

C ®R C_',~ C ~ C. 

Cette alg~bre contient exactement deux idempotents non triviaux, P+, P_, qu'on peut 
rfaliser comme suit : 

P + = I ( I ® I W J @ / )  et P _ = ~ ( l @ l - J ® i ) .  

Les opSrateurs P+, P_ sont les projecteurs orthogonaux sur deux sous-espaces ferm6s 
orthogonaux, compl6mentaires l 'un de l'autre, invariants par a t ( G ) .  En utilisant le fait 
que tout vecteur de (74,,)c s'6crit de faqon unique ~ ® 1 + r/® i (~, r /E 7/~), on voit que 
l ' image de P+ (resp. P_) est l 'ensemble des vecteurs de (7 / , )c  de la forme ~® 1 + J(~)®i 
(resp. ~ @ 1 - J(~) ® i), pour ~ E 7-/~. Nomns 7r+ (resp. 7r_) la sous-mpr6sentation de a¢ 
sur l ' image de P+ (resp. P_). On a donc crc = 7r+ @ 7r_. 

Montrons que rr_ est unitairemcnt 6quivalente h la conjugu6e de 7r+. Pour cela, consid- 
~rons l 'application 

cr: 7-/,_ ~ 7-/•+ :~  @ 1 , - . J (~)  ® i ~ ¢ @ 1 + J(~) ® i; 
/ 

c'est  une bijection anti-lin6aire/qui entrelace ~'_ et rr+. De plus, en utilisant jt = _ j  on 
v6rifie que pour ~, r /E 7-G : 

(c~(~ @ 1 - J(~) @ i)lc~(~ ® 1 - J (~)  ® i)) = (( @ i - J(~) ® i[u ® 1 - J@) ® i). 

Ceci montre que c~ r6alise une 6quivalence unitaire entre 7r_ et ~++. 

II reste ?a montrer que 7%, 7r_ sont in6quivalentes et irr6ductibles. Mais si V : 7/~+ 
~ . _  est une 6quivalence unitaire entre lr+ et 7r_, alors dans la d6composition (7-/,~)¢ -= 

~,~+ @ ~ _ ,  l 'op6rateur V 0 est un ~l~ment de ~c(G) '  qui est lin6airement 

ind~pendant de P+, P_. De m~me, si 7r+ est r6ductible, on trouve un op~rateur non 
scalaire T E B ( ~ ÷ )  qui commute h rr+(G), et TP+ est encore un ~l~ment de a t ( G ) '  
qui est lin6airement ind6pendant de P+, P_. Dans les deux cas, on contredit le fait que 
dim(c ere(G)' = 2. 
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3. Si ~r(G)' ~ H, choisissons une base 1, i,j, k de ~r(G)' v6rifiant les relations usuelles ; 
elle permet de d6finir la conjugaison quaternionnienne q ~+ ~ sur ~r(G)' : c 'es t  un anti- 
automorphisme involutif de a(G)', qui permet ~ son tour de d6finir la norme d 'un 616- 
men t ;  N(q) = ~q. D'autre  part, le passage ~ l 'op6rateur transpos6 q ~ q~ d6finit un 
second anti-automorphisme involutif de cr(G)'. 
Assertion : qt : ~ pour q E a(G)'. 
En effet, par le th6or6me de Skolem-Noether (voir [Coh77], section 10.7), deux anti- 
automorphismes involutifs de a ( G ) '  sont conjugu6s par un automorphisme int6rieur de 
a(G)' : il existe u E or(G)', avec N(u) = 1, tel que q* = ~.~.u pour tout q E a(G)'. 
D'autre  part, on montre comme dans le second pas de la preuve du Th6or6me I, que pour 
q E a(G)' il existe Ao > 0 tel que qt.q : Ao.1 • D o n c  

qt.q = ~.~.u.q = A0.l 

En prenant tes normes, on trouve Ao = N(q), pour tout q E a(G)'. Si N(q) = 1, on voit 
que ~.~.u.q = 1, donc u commute h tout 616ment de norrne 1 dans ~r(G)' ; ainsi u = -4-1, 
ce qui d6montre l 'assertion. 

Munissons a c ( G ) '  "~ H ®~ C de l ' involution anti-lin6aire (q ® A)* = q~ @ A. Notons 
M2(C) l 'alg~bre des matrices 2 x 2 ~ coefficients complexes, munie de l ' involution anti- 
lin6aire A ~ A* (o~ A* d6signe la transpos6e conjugu6e de la matrice A). D6finissons 
a : ~rc(G)' --+ M2(C) sur la base : 

0) 0) 
a ( l ® l ) =  0 1 0 - i  ; 

(o 
a ( j ® l ) =  _ 0 ' i 0 ' 

c~ : crc(G )' --+ M2(C) est un isomorphisme d'alg~bres complexes qui, par l 'assertion 
pr6c6dente, satisfait a(T*) = a(T)* pour tout T E ~rc(G)'. (00) ( ) 
Posons Pt = o~-1( 0 0 ), P2 = a - l (  0 1 ) et E = oL-l( 0 0 1 0 ) . L e s  

op6rateurs/91, P2 sont les projecteurs orthogonaux sur deux sous-espaces ferm6s orthog- 
onaux, compl6mentaires l 'un de l 'autre, invariants par ~rc(G). Notons 71" 1 (resp.  7/'2) la 
sous-repr6sentation de ~rc sur l ' image de P1 (resp. P2). On a donc ac  = 7rl ® rr2. 

I1 reste ~ montrer que ~1, 7r2 sont unitairement 6quivalentes et irr6ductibles. Mais la re- 
striction de E ~ 7-/~ 1 est un op6rateur unitaire de 7-/~, sur 7-/~ 2 qui entrelace r l  et 7r2. 
D'autre  part, si 7rl 6tait r6ductible, on trouverait un op6rateur non scalaire T E B(7-/~1 ) 
qui commute h 7h(G), et TP1 serait un 616ment de a c ( G  )' lin6airement ind6pendant de 
Pt ,  P~, E,  E* : ce qui contredirait le fait que d ime a t ( G ) '  = 4. 

Ceci termine la preuve du Th6or6me 2. 
Dans [LSV], on trouvera une preuve d 'un r6sultat 16g6rement moins pr6cis que le Th6or6me 

2 : si crest une repr6sentation orthogonale irr6ductible de G, il existe une repr6sentation unitaire 
irr6ductible 7r de G telle que ~rc est unitairement 6quivalente soit h 7r, soit ~ r @ ~, soit "~ ~r ® rr ; 
la preuve ne fait pas appel au lemme de Schur. 

Nous remercions Pierre de la Harpe pour nous avoir signal6 l 'Exemple 2 et pour plusieurs 
remarques sur une premi6re version de l 'article. 
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