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LA CLASSIFICATION HIERARCHIQUE ASCENDANTE
SELON LA METHODE DES VOISINS RECIPROQUES
{CAH. VOIS, RECIP]

par C. de Rham (')

1 Introduction : En classification hiérarxchique ascendante, le procé-
dé consiste a grouper les observations individuelles en c¢lasses par a-
grégation successive jusqu'd ce que toutes les observations fassent
partie de la méme classe. Les méthodes se distinguent par le choix de
la distance entre les observations et la définition de la stratégie d'a
grégation.

Dans l'algorithme de hase, le calcul des distances (1l s'agit plus
exactement d'une gquantité critdre gue l'on appelle distance par abus
de langage) entre classes se fait par ré&currence &3 partir de la matri-
te des distances entre chservations.

D&s gque l'utilisateur de l'algorithme de base veut trailter des en=-
sembles de plus de quelgues centaines d'observations, il se trouve comr
fronté 4 un probléme de place nécessaire en mémoire centrale et 3 un
probléme de temps de calcul. )

Nous montrons dans cet article que ces deux problémes peuvent étre
résolus de maniére &€légante par la méthode des voisins réciprogues
Cette méthode permet d'é@difier une hiérarchie totale exacte suivant les
principaux critéres ne comportant pas d'inversions (agrégation suivant
le saut minimum, le diamétre, la distance moyenne et la variance).

On trouve les hases théoriques concernant les voisins réciproques
chez Bock et quelgques caractéristiques sont &galement mentlonnées chez
Bruynocghe (¢f bibliographie). On ne reprendra ici gque les notions né&-
cessaires 3 1l'élaboration des programmes.

La méthode des voisins réciproques comprend deux phases distinctes.
La premiére consiste 3 chercher tous les couples d'é&l&ments tels gue
chague &lément du couple soit le plus proche Elément de l'autre &1é&-
ment. Ces couples sont appelés voisins réciprogues. La deuxi@me phase
agglomére tous les couples de voisins réciprogues et forme une nouvel-
le classe pour chacun des couples. Les deux phases sont exécut&es al-
ternativement jusqu'i ¢e gue tous les objets soient réunis en une seu-
le classe. ‘

) Dans ce travall, nous dé&velopperons deux réalisations de la métho-
de des voisins réciprogues. La premiére, basée sur la matrice des dis-
tances est trés proche de l'algorithme de base. I1 y a toutefois une
différence importante : comme 1l'algorithme forme plusieurs classes par
itération, il faudra &tendre la formule de récurrence au cas suivant :
d{iuj, kvm) =£{(d(1,j),d{i,k),d(1,m),d(],k},d{j,m},d({k,m),ni,nj,nk,nm}

La seconde méthode est basé&e sur la matrice des données. Cette ap-
plication est la plus intéressante pour le praticien . Car , avec les
(1) Dipldmé de 1l'école polytechnique de Zilrick, MBA INSEAD de Fontainebleau, Dr és

&.ces, Cet article est extrait de la thése de doctorat de I'auteur présentde g
L'univ. de Neuchdtel, Suisse. Directeur de thise : Professeur A. Strokmeier.
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mé&mes moyens en place et en temps nécessaires & l'algorithme de base
pour guelques centaines d'ohservations, celui-ci peut en traiter quel-
ques milliers.

Comme les calculs de distance se font 3 partir de la matrice des
données, cette seconde méthode n'est applicable efficacement qu'aux
stratégies de centre de gravité et de variance. Ce petit inconvénient
est largement compensé par le fait que l'on peut éviter de mettre en
mémoire la matrice des distances.

2 PDéginitions

2.1 La foamufe de nlcusanence : La distance entre une nouvelle classe
i yj et une classe guelcongue k se calcule par une formule de récur-
rence de la forme (i) :

div ik =a; Ak + o dliK + AL, + via(i,ky - a3,k |

Le tableau suivant donne les coefficients ai ,a.,B et Y pour les
7 stratégies d'agrégation. J

N° Nom oy a. A Y pmonotone conservation
J de 1l'espace

I saut mi- 1/2 1/2 0 [-1/2] oui contractant
nimum{2)
diamétre (3} 1/2 1/2 0 [+1/2] oui dilatant

3 dist. moy. ni nj 0 0 oui conservant
noen pond . | nitnj | nitnj

4 dist. moy. i/2 1/2 0 0 oui conservant
pondérée

5 le, de'gr . ni nj |wo.| O non conservant
non pond . | ni+nj [ ni+nj J

6 c. de gr. 1/2 1/2 -1/4 0 non conservant
pondéré

7 variance ni+nk | njtnk | -nk 0] oui dilatant
intex-cl. N N N
N=ni+nj+nk

ni, nj, nk : poids des classes 1, j et k

On trouve le calcul détaillé des coefficlents pour chague straté-
gle chez Jambu.

2,2 L'algoriihme de base de £a classdification hifranrchigue ascendande:

Soit l'ensemble I des observations

pas a) calculer les distances d(i,j) pour toute paire (i,j) d'é&léments
de I

pas b) trouver i et Jj €I tels que pour tout i', jJ'eI :d{i,j)sda(l',j".
pas ¢) pour le couple (i,j)
-former une nouvelle classe ¢ = 1 v j
-falre I:=1-1{i}-{3) et € ={c)

{1) ef Lance et Williams, 1973 ; in 1l'Analyse des Données, TI B n° 4 ;
C.AH.; 1873 ; ou Jambu 1974 ; des commentaires importants sont dans
Bruynooghe [CLASS. RAP.1 § 2.2.

{2) en anglais : single linkage.
{3} en anglais : multiple linkage.
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pas d) si |Il = 0 : STOP-
pas e) calcul des distances entre les classes existantes

i €¢I et la nouvelle classe ¢ & l'aide de la formule de ré&currence
choisie + [d(i,¢) pour tout i1e¢ 1

pas f) faire I := IuC, aller 3 b}

2.3 Lles vodsins nlcipaogues : Soit I une partition de 1'ensemble I,
des objets en classes disjointes, Ie P(Ip). Soit 1 et j deux classes
de I, i, jeI.

Oon note : ¥ 1 €I : dd(i) = inf{d(i,NljeI, J # 1} ;
et vii) = {jlje1, 3 #1i, d(i,3) =dd(ir}.
Par dé&finition, i et j sont deux classes voisines réciprogues si
on a .

i e vi{j) et e vii)

0On notera M l'ensemble des paires voisines réciprogues de la par-
tition I .

M

{3 [i, JeI, 4 # 3, ievii), Jevii)]
{{i,3)]i, JeI, 1 # 3, dd(i) = ad{}

1

.4 Exemple numirdique pouxn £'algoniihme de base : Soit un ensemble
= {a,b,c,d,e,fJ de 6 observations représentées par des points dans

2
I
un espace & deux dimensions avec la condition ¥ ie€I : ni = 1.

coordonnées

ola0
15|45

of o
2010
40 |40
45 |20

L T = "R o T o

pas a) calcul des (6-1) (6/2) = 15 distances d{i,j) pour la stratégie
n® 7 lcritdre de variance} :

a%(4,9) = (ni.nj)/(ni+ni) . IXL - TiI2

J a b c a e £
i
a 0 125 800 650 800 1213
b 125 0 1125 625 325 763
C 800 1125 0 250 1600 1213
[ 650 625 250 C &50 363
e 800 325 1600 650 0 213
£ J1213 763 1213 363 213 0
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Itérations
pas: b) ¢) d} e)
itération couple nouvelle | | I} calcul des
dmin classe distances
1 (a,b) g=aub 4 dlg,c) = 1242
d{g,d) = 808
d{g,e) = 708
d(g,£f) =1275
2 {e,f) h=egu £ 3 d(h,g) =1381
d(h,c) =1804
d(h,d) = 604
3 {c,d) i=¢cvuvd 2 d(i,g) =1413
d(i,h) =1681
4 (h,qg) j=hug 1 d(i,j) =1602
5 {i,9) k=iuj | © '
STOP

3 L'application de £'algornithme selon £es voising riciprogues avec
£a matrnice des distances

3.1 Extension de £a formufe de rdcurrence pour fa caleul de £a dis-
tance entre deux efasses nouvellement foimées

La formule de récurrence vaut pour le cas suivant

q=ivj k

di{g,k) = d(in,K) = £{d{i,5), d{i,k), 4{3,k), ni, nj, nk)

L'algorithme selon la méthode des voisins réciprogues forme plu-
sieurs classes par itération. Il faut donc &tendre la formule de T é-
Currence au cas nouveau :

i . k

9=iw ]
p=kwvm

dig,p) = d(ivj, kum} = £(d(i,3), a{i, k), d{i,m),
dik,my, d{j, k), d{j,m,

ni, nj, nk, nm)


appZUc.atA.an
Exte.niU.on
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[CAR. VOIS. RECIP.1] 139

Afin de simplifier les calculs, on traltera séparément les straté-
gies pour lesquelles y # 0 ou y = 0.

Agrégation suivant le saut minimum et le diamétrg'(Y 7 o)

saut minimum :

dlivy,k) = infl{d{i, k), (3, k]
d(iuj,m) inf{d{i,m), 4(j,mh
d(ivj, kum)=inf (¢ {iuvj,k) ,d(ivi, m}
=d{ivj kvmy=inf{d{i,k), 4(j, k), d{i,m), 4(j,m})

3

diametre :
d{iyj, k) sup{d{i, k), d4(j,kh
d{ivj.m} = sup{d{i,m}, d{j,m)
d(iyj,kum= sup{d(ivj,k), &(ivj,m)
=d{iyj,kunFsupld{i,k), 4(3,k), d{i,m}, d{j,m)

Ces deux expressions trés simples seront utilisées pour l'applica-
tion informatique.

Moyenne, centre de gravité et variance (y = &)

I1 faut noter que la stratégie du centre de gravité est incluse i-
ci tout en rappelant que n'étant pas monotone, elle ne peut donner que
des solutions heuristiques. Selon la formule de récurrence :

d{ivj,k) = el.d{i, k) + 02,d{3,k) + 81.4(1i,])
d{ivj,m) = a3.&(i,m) + a4.d{j,m) + 82.d4(i, ]}
d{ivi,kum)pE=a5.d(iv i, k+eb.d{ivi,m}+ B83.4({k,m)
d{ivj,kvmF a5, {al.d(i,k) + a2.d(j,k) + BL.d(i,iD
+a6.{a3.d(i,m) + «4.d{j,m) + B2.d(i,3iN
+ f3.4(k,m)
d{ivi,kuem}= d{(i,k}).ol.a5 + d{(3,k).c2.e5 + &{i,m}.aldab
+ d{j,m).xd4.06 + d{i,]j).(fl.a5+82.a6)+ d{k,m),.B3

avec aik = al.a5
ajk = a2.aS
aim = a3.ab
ajm = ad,ab
fij = Bl.a5 + B82.06
fkm = 83

on peut &crire l'expression générale

d(ivj,kum) = aik.d(i,k) + ajk.d(3,k) +eim.d(i,m) +aim.d(j,m)
+ Bij.d(i,3) + Bkm.d(k,m)

Le tableau de la page suivante donne les valeurs de a et 6§ pour
les différentes stratégiles.
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Tableau des valeurs de otk, ofk, ofm, ojm, Bij, Blwm, pour les stratégies 3 ¢ 7

N Nom aik ajk aim ajm Bij Bkm

3 | dist. moy. ni.nk nj.rk ni.nm nj.m 0 1]
non pond. | nij.nkn | nij.nkm | nij.nkm | nij.nkm

4 [dist. moy. '
pordérée .25 .25 .25 .25 0 0

5 |c. de gr. ni.nk nj.nk ni.m nj.m -ni.nj -nk.nm
non pond. | nij.rdon | nij.rdem | nidonkn | nijonbon | (nitng)2 {rksrm)2

6 |c. de gr. .25 .25 .25 .25 =-.25 -.25
pondé&ré

7 | variance ni+nk nj+nk ni+m njtm | =(nk+mm) - (ni+nj)

nijkm nijkm 1 jhan ni jkan nijlm ni jkm

nij=ni+nj, nkm = nk+nm ; nijkm = ni + nj + nk + nm
3.2 L'afgondithme : Soit l'ensemble I des observations

pas a) calcul des distances d(i,j) pour tout i, jeI, 1 # j et défini-
tion de v (i) pour tout iel

pas b) trouver l'ensemble M des couples de voisins réciprogues
M= {{i,3) i, jeI, i # 3, ievii), jevi(i)]
définir € := @
pas ¢) faire pour chaque couple (i,j) eM
-former une nouvelle classe c = 1 v j
-faire I := I ={il-{j3} et C := Cc+ {c}
pas d) si |I| + |C} =1 : STOP
pas e) calcul des distances

-entre les classes existantes ie¢ I et les nouvelles classes
¢ ¢C 3 1l'aide de la formule de récurrence

d{i,c) pour tout idans I et pour tout c dans C

- entre les nouvelles classes ceC & l'aide de l'extension de
la formule de récurrence (pour tout c, ¢' dans C)

pas f) faire I := IuC, aller A b}

3.3 Exempfe numirique pour L'algonithme sefon -Les vodieins nfciprogues

avee matiice des disfances : Soit le mé&me ensemble de 6 observa -
tions I, = {a,b,c,d,e,£] que sous 2.4. ) .

. pas a) calcul des 15 distances entre cobservations

Exemple : calcul détaillé de d{g,h) selon l'extension de la formule de
récurrence,

d(g,h} = cae.d{a,e) + aaf.d(a,f} + abe.d(b,e) + abf.d({b,f)
+ Rab.d{a,b) + Bef.d(e,f)
d(g,h) = 1/2, 800 +1/2. 2203+ 1,2, 325+ 1/2, 763 ~1/2. 125 - 1/2. A3

= 1381.

L'algorithme de base avait fait 5 itérations et calculé& 10 distan-
ces., Celul-ci a fait 3 jitérations et calculé 4 distances.


nu.mtf1i.qn2
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pas : b) e) d) e)
itération ensemble nouvelle 171 [¢] calcul des
M classe distances
1 {a,b} g = aub
(e, f} h=eguf
(c,d) i=cud
D 3
d(g,h)=1381
d{g,i)=1413
d(h,i)=1681
2 (g,h) ij=guh
1 1
d(i,3)=1602
3 1,9 k=iuj
0 1
STOP

t L'application de L'afgoenithme selon Les voisding néciphoques avee La

mathice des données

4.1 Intrcduction : cette application a 1'avantage de ne pas dépendre
de la matrice des distances. Par contre on ne peut l'appliquer effica-
cement qu'aux stratégies bas&es sur le centre de gravité des classes
(centre de gravité pondéré et non pond&ré, variance interclasses).

IL.a place nécessaire & l'algorithme de base est de

N - 1;{N/2) + 28 mots
La solution proposée ici a besoin de
N * (K + 5) nots

(N = pombre d'cbservations, K = nombre de variables)

L'algorithme basé sur la matrice des données est plus E&conomique
dé&s que
N > 2K + 7

ce qui est presque toujours le cas dans la pratique.

4.2 L'algonithme : En ce qui concerne l'algorithme proprement dit, il
ne différe du précédent gque dans la mesure od les distances ne sont
Plus calculées sur la base de la matrice des distances entre observa-
tions mais sur la base des centres de gravité des classes.
Soit l'ensemble I des observations
pas a) calcul des distances d(i,j) pour toute paire (i,j} d'éléments
de I et définition de v(i)} et dd{i) pour tout ieI.
pas b) trouver l'ensemble M des couples de voisins réciproques
M={(l,])|i,j€1, i#jr lEV(j)JjEV(l)}
définir C := @ '
pas c) pour chague couple {i,j) ¢ M
~former une nouvelle classe c= iuj
~calculer le centre de gravité de ¢
~faire I :=1 - {i} ~ {3} et C := C + {c}
pas d} si |I| + |¢| =1 : sTOP
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pas e) calcul des distances sur la base des centres de gravité

-entre les classes existantes ie¢1 et les nouvelles classes ce C:
d(i,c) pour tout f eI et pour tout ceC

-entre les nouvelles classes ce¢C

d(c,c') pour tout ¢, c'
-définition de wvi(i)
IuC,

eC, c<c'
et dd (i) pour tout ie I et pour tout i¢¢C

pas f) Faire I. := aller 3 b)

4.3 Exemple numirique pour L'algorithme sefon Les vodlsins nfeiprogques

avee matnice des donnles
={a,b,c,d,e,f)] que sous 2.4

Soit le méme ensemble de 6 observations

pas 3} calcul des 15 distances entre cbservations et déf:.mtion de v(i)
et dd({i) ¥ ie1 :

i: a b c - -] f
vi{i}: b a d c f e
dd{iy: {125 125 250 250 213 213
pas: b) c} d) e)
itération ensemble nouvelle | (I] [Cl] caleul des i |v (i) &i(i)
M classe distances
1 (a,b) g=av b
(e,f) h=eu £
{c,d) i=cyd 0 3 |d{g,n=13B1|g] h [1381
é(g,i)=1413|h| g |1381
dh,i)=1681|i ] ¢ |[1413
2 {g.m) i=guh 11 |awu,)=602lif 4 f1602
] 1 11602
3 Wi, k=1iuj 0 1
STOP

5 Comparaison des penformances Les performances ont &té comparées
sur trois ensembles de données construits 3 1'aide d'un programme de
génération de hiérarchies artificielles.

Les comparaisons concernent le nombre d'itérations, le nombre de
calculs de distances, la place en mémoire centrale et le temps d'exé-
cution.

L'algorithme de base (BASE) sert ‘de ré&férence aux deux versions
de l'algorithme selon les voisins réciprogues. DIST est la version a
veC matrice des distances, DONN celle avec matrice des données.

-Les mesures ont €t€ faites sur le CDC 6500 de Fides a3 Zurich. La
place est mesurée en mots, le temps en ms, Le temps (nécessaire au cal-
cul de la hiérarchie) est une moyenne des stratégies 1 & 7 pour BASE
et DIST et des stratégies 5 & 7 pour DONN,

Remarques d propos du tableau comparatif des performances Le nombre
d'itérations de DIST et DDNN est trés inférieur 3 celui de BASE. Ceci
aura des répercussions trés favorables sur le temps de calcul, car la
recherche des voising réciprogues et .la mise 3 jour de la matrice des
distances ne sont exécutées qu'une fois par itération,

Pour le nombre de caleuls de distance, les deux algorithmes propo-
s¢s sont nettement meilleurs que BASE.
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Tableau comparatif de performances des trois algorithmes

grandeur falgor, dimension de l'endemble {obs x var)

comparée (32 x 2) (64 x 2) (128 x 2)
abs | % aba | % aba | %
nombre BASE 31 | lo0 63 | 100 127 | 100
d'itera- | DIST 8t 26 9 | 14 10 8
tions DONN 8 26 9 14 i0 8
nombre BASE 465 1100 1953 | 100 8001 | 100

de cale. | DIST 222 | L8 718 ( 37 2734 | 34
de dist., | DONN 2751 59 771 39 2878 35

place en | BASE [1088 |100 4224 1 100 16640 | 100
mémoire [ DIST 1152 [106 4352 103 16896 | 102

centrale DONN 224 21 4o 11 896 g
tenps BASE 201 tioD 1197 | 100 81911 100
d'exécu- | DIST 97 48 294 | 25 987 | 12
tion DONN i 37 171 14 4g4 ()

La place en mémoire centrale est 3 l'avantage de DONN, car pour
cet algorithme, elle croit comme I au lieu de 12 pour BASE et DIST.

Les deux algorithmes proposés obiiennent d'excellents résultats
pour le temps ealcul. L'implantation de DIST est intéressante lors-
que 1l'on veut appliquer les stratégies du saut minimum, du diamétre
et de la distance moyenne. Si cela n'est pas le cas, DONN est alors
préférable. '

6 Conclusdions : En classification ascendante, méme les mé&thodes d'a-
grégation fond&es sur les critdres les plus connus et mentionnés dans
toutes les références bilbliographiques peuvent &tre améliorées sensi-
blement grace 3 de nouveaux algorithmes.

Alnsi ces méthodes sont désormais applicables & des ensembles en-
viron dix & vingt fols plus importants gue ceux traités jusqgu'ici. Ce
qul permet d'élargir considérablement le champ d'application de ces
méthodes et nous nous en réjouissons.

Nous pensons gue dans cette vole le présent travail représente un
progrés notable, non seulement sur l'algorithme de base (gui requiert

O(n3) opérations pour traiter n individus) ; mais aussi sur des algo-
rithmes plus récents {(cf Bruynooghe [CLASS. RAP.] ; et sa mlse en oeu-
vre par Jambu & Lebeaux : CAHZ) dans la mesure ol ceux-ci requiérent le
choix souvent dé&licat d'un seuil ; toutefois des camparaisons précises
restent a faire.

De plus apparaissent désormais possibles des programmes de CAH ne
regquérant pas le calcul de toutes les distances entre paires {(ce que

falt O(nzn ; mals fonddes sur l'organisation de 1'ensemble I en boules
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