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AVANT - PROPOS

Voici quelques années, J.-B. Grize, directeur du Centre de
Recherches Sémiologiques de 1'Université de Neuchatel, mettait en &-
vidence que les objets de 1a logique naturelle satisfont les proprié-
tés d'une classe collective. L'approfondissement de cette notion 1'a

conduit 3 prendre conscience que ces quaiités collectives étaient pa-
rentes de celles de 1a classe méréologique de Stanislaw Ledniewski.

Participant aux travaux de Grize, nous nous sommes intéressé
d comprendre cette notion de classe méréologique ainsi qu'a cerner les
systémes logiques dans Tesquels elle prend vie formelle. Cette démarche
nous a conduit d pénétrer peu a pew !'oeuvre de Legniewski, de la pro-
tothétique 4 sa théorie générale des ensembles, en passant par 1'onte-
logie. La lecture des documents dont nous disposions nous a stimulé,
parfois provoqué; elle nous a engagé surtout & proposer un déveioppement

des théories Togiques de ce savant polonais.

L'ouvrage que nous présentons est un témoignage de cette re-
constitution ainsi que 1'expression de nos réflexions qui 1'accompa-
gnent.
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PREMIERE PARTIE

L'HOMME ET SON GEUDVRE



Chapitre 1

ELEMENTS DE BIOGRAPHIE

1. PREAMBULE

En Pologne, le développement de la logique mathématique »
connu un épancuissement remarquable dans les premiéres décennies de
notre siécle, Des noms fameux y sont aujourd'hui associés: Jan Luka-
siewicz, A. Lindenbaum, A. Tarski, Des savants, aux noms compliqués
pour nous, mais surtout moins connus, ont participé a cette renaissan-
ce de la logique polonaise. Cette participation n'a pas été une action
de second ordre, bien au contraire. Mafs le mystére de 1'histoire, par-
fois le caractére de ceux qui ont contribué A cette &laboration scien-
tifique ont relégué quelque peu des contributions déterminantes dans
les oubliettes du temps. L'oeuvre de Stanislaw Lesniewski est de cel-
les-14.

La biographie que nous proposons retrace la vie de ce logi-
cien et présente le cheminement de sa pensée, [1 ne s'agit pas d'une
étude historique, critique et systématique de 1'oeuvre leéniewskienne.
Notre {intention est plus modeste et plus limitée. Elle consiste 3 si-
tuer et & signaler les réalisations scientifigues de Leshiewski; elle
veut également témoigner de ses influences, Enfin, elle veut décrire
les moments significatifs de 1'élaboration d'une oceuvre particuliére-
ment riche et originale.



2. De 1886 & 1911: PHILOSOPHIE

Né en Russie & Serpukhov, ville situde au sud de Moscou, de
parents polepais, Stanislaw Lesniewski (1886-1939)* commence sa scola-
rité en Sibérie. Eléve, "he was shown to be [not?#] adherent to any
principles and intolerent of exceptions" rapporte Surma {1977, p. 191).
De Sibérie, Leshiewski poursuit ses &tudes en Allemagne od il assiste
aux cours de Hans Cornélius (1863-1947}. 11 s'engage alors, au travers
d'un m&lange particulier de positivisme et de kantisme, dans le domai-
ne de la psychologie (Kotarbinski, 1856, p. 157).

Puis c'est la rencontre avec Kazimierz Twardowski, professeur
de philosephie & Lvov, alors ville polonaise, actuellement rattachée
& 1'U.R,S.S. Sous la direction de Twardowski, Lesniewski présente upe
thése de doctorat qui portait sur: "une contribution & 1'analyse des
propositions existentielles” [Lesniewski, 194N), Twardowski, considé-
ré come le pére de la philosophie pelonaise, semble aveir eu une forte
{nfluence sur Lesniewski, tant par sa recherche de rigueur que par sa
clarté.

Lesniewski was deeply influenced not so much by Twar-
dowski's philosophical opinfons as by his asisience on
rigor and clarity, solidly grounded in history of philoso-
phy and logical t'raditions, and based on precise defitition
and analysis, which he inherited from Brentano and passed
on to hwim (Luschei, 1962, pp. 18-15/.

Philosophe avant tout, Lesniewski s'intéresse aux questienms
de “grasmaire générale" ainsi qu'aux écrits relatifs & la philosophie
du langage de Marty (Kotarbimski, 1967, p. 5). Influencé par les tra-
vaux logico-sémantiques de Johm Stuart Mill (Luschei, 1962, p. 19}, i1

*Luscheir (1962, p. 308) cite la date du 30 mars 1586 et
Sobocinski (1949-50, p. 94! celle du 18 mars 1886, Cette différence
s'explique par la référence & deux calendriers différents: grégo-
rien, respectivement julien. Surma ({1977, p. 191} denne la date

du 28 mars 1886, [l existe un accord concernant le date de son
décés: 13 mai 1939.

[



1'est probablement aussi par le ‘psychelogisme® du Husserl de Ja Philo-
sophie der Arithmetik (Husserl, 1891). C'est la période ob Lesniewsk i
se jette avec passion dans le 'tourbillon de la spécuwlation philasophi-
que' (Kotarbinski, 1976, p. 5). 11 est préoccupd par le probléme de

la précision du langage comme ¢&lément indispensable a toute recherche
philosophique.

He was convinced, at that time, that on had first to
realize the meanings of words before one could philoso-
phize with any responsibility (Kotarbinski, 1976, p.3).

Cette citation est d'importance: elle annonce le Lesniewski
des explications terminologiques dont Ja clarté et la précision ont
rarement &té &galées,

3. LE PASSAGE A LA LOGIQUE

L'annge 191] est une année déterminante pour Lesniewski. La
lecture de “"Ueber den Satz wvon Widerspruch bei Aristotles” {(Lukasie-
wicz, 1910} Je marque profondément. I1 découvre la logique symbolique
et 1'antinomie russelliemne. Cet événement important va déterminer son
orientation dans le champ de 1a logique formelle. Lesdniewski se plenge
alors dans la lecture des oeuvres de Frege, de Husserl: les Logische
Untersuchungen (Husserl, 1900-1901) et de Whitehead et Russell: le mo-
numental Principia Mathematica {Whitehead et Russel, 1910-1913), Cette
découverte du formalisme et du paradoxe russelliem se confond, dans

un premier temps au mains, avec un refus du formalisme, Lecteur atien-
tif des Principia Mathematica, Ledniewski les décortique sysiématique-

ment pendani prés de 4 ans (1914-1918). Cette lecture minutieuse lui
pose probléme. Lesniewski ne comprend pas le rdle du signe de 1‘'asser-
tion. 1) n'accepte pas la définition de la classe-vide. L'étude

des Principia Mathematica développe chez lui une grande méfiance & 1'é-

gard d'une logigque symbolique qut se veut ddpouillée de tout fondement
intuitif. Cette hostilité disparaitra lorsque Leéniewski réalisers



qu'il peut accepter les systémes légiques come des systémes interpré-
tés.

Les réactions de Lefniewski & 1'égard du paradexe russellien
et les réflexions qu'elles suscitent en lui méritent attention. Formu-
1ée en 1902 dans le cadre de la théorie cantarienng des ensembles, 1'
antingmie russellienne proveque un réel beuTeversement dans 1’univers
mathématique de )’&poque. Cette révélatien canduit & diverses recher-
ches visant a reformuler la théorie des fondements mathématiques, Les
Principia Mathematica ainsi que la théorie des ensembles que propose

alors Zermela (Zermela, 1908) en sont deux exemples. Cependant les dé-
marches praposées se caractérisent bien plus par une volonté d'8viter
la farmulation des antinomies que par le falt méme de les surwonter,
"... or un te)l procédé n'est qu'une protection cantre les contradic-
tians qui menacent d'apparaltre au dedans du systéme et ne surmonte
pas !'antinomie elle-méme* {Sobocinski, 1949-50, p. 16). En effet, la
théorie des types que propose B. Russell &vite 1’antinomie mais ne la
résoud pas.

Afin de bien comprendre la démarche de Ledniewski, i) y a
quelque intérét 3 préciser la définition de ce qui était alars considé-
ré comme une antinomie, Empruntons la définition de Nelsan

An Antinomy is a contradiction which arises from axioms,

which we believe to be correct, by the use of deductive
rules, which we believe to be valid [Rickey, 1977,p.408).

Leéniewski va s’atteler au probléme de la résolution des an-
tinomies. Ses démarches se caractérisent par la discipline qu'il s'im=
pose pour vérifier que, dans les Systémes ol )‘'antinomie apparait, au-
cune incorrection ne réside dans les régles de raisonnement, ni dans
la validité des présupposés admis. Le projet de Ledniewski est danc
simple dans ses intentions:

1. vérifier les régles de raisonnement;

2. vérifier la validité des présupposés.



5'11 apparaissait qu'une régle de raisonnement &tait incorrecte ou qu’
un des présupposés du systéme était faux, le probléme de !antinomie
n‘en serait plus un. En effet, déceler 1'origine de Ta contradiction
expliquerait 1a raison de 1'existence méme de )'antinomie.

La vérification des régles de raisonnement ne pose guére de
probléme & Lesniewskd dans 1a mesure oii la consistance de la théorie
de la déduction - la logique des propositions - est déja établie. I1
étudie alors la signification des présupposés & la lumiére des diffé-
rents tevmes primitifs qu'ils contiennent: ensemble, classe, &lément
de,... Rappelons briévement le climat mathématico-logique d'alors; ce
rappel est de nature & caractériser 1'esprit dans lequel 1'analyse de
Lesniewski s'est développée. On assiste aux balbutiements d'ume science
logique qui se cherche. Tarski n'a pas encore é&laboré ses résultats
relatifs au probléme de Ta vérité. La frontiére entre syntaxe et sé-
mantique n'est pas réellement tracée. lLogique et métalogique s'inter-
péndtrent de waniére non contrdlée. La théorie des ensembles ne fait
qu'émerger; les définitions proposées sont souvent oiseuses et circu-
laires. Schrider ose invenier la classe vide qui tout en étant un en-
semble, n'‘en est pas un. La comaunauté des mathématiciens est profon-
dément perturbée par Ta découverte de V'antinomie russellienne. Les-
niewski aborde cette situation avec un esprit critique féroce. C'est
le temps de sa lecture de traités sur la théorie des ensembles, de cel-
le des Principia Mathematica, et surtout de celle de 1'oceuvre de

Frege pour laguelle i1 n'a jamais caché son grand respect. Nous wvou-
lons restituer ici, dans leur esprit pour le moins, deux moments de
de ses interrogations. Le premier correspond i une des résolutions de
1'antinomie russellienne qu'i) propose. Le second représente le che-
minement analytique par leguel Le$niewski s'oppose aux définitions de
'a 'classe' qui sont données a cette &poque et quf e conduit & défi-
nir la notion de “"classe collective”,



4. ANALYSE DE L'ANTTMOMIE DES CLASSES

Pour exposer la premiére démarche, nous nous inspirons du
chapitre |l de sur les fondements des mathématiques (0 podstawach ma-

tematyki, Ledniewski, 1927, pp. 182-189). Les quelques pages qui le
composent ont 1'avantage de présenter la résolution de 1'antinomie sans

un lourd qutil symbalique.

Formulons 1'antinomie russellienne relative & la classe des
¢lasses qui ne sont pas leur propre &lément. Pour ce faire, rappelons

que les objets appartenant & une classe sont dits subordonnés 3 cette
classe. Partant de 1&, il est possible de constituer une Classe 5 qui
sgit la collection de toutes Jes classes nan vides. Lukasiewicz dit
de cette classe qu'elle est la classe des classes pleines (kukasiewicz,
1910). Etant nécessairement une classe pleine, elle est donc subordon-
née & elle-méme. Remarquant oqu'il existe des classes subordonnées &
elles-mémes, et sachant qu'il existe des classes qui ne sont pas su-
bordonnées & elles-mémes - par exemple |'ensemble des nombres natu-
rels - rien ne défend de constituer la classe des classes non subor-

données 3 elles-mémes, soit R .

Une interragation surgit alors: f est-elle subardonnée & el-
Te-méme?
Si nous rapondons par 1'affirmative: R est subordonnée 3 elle-méme,
naus rencontrerans un premier probléme., En effet, les classes subor-
dornées & la classe R ne sont pas subordonnées 3 elles-mémes;, c'est
méme en raison de ceite caractéristique qu'elles appartiennment & la
¢lasse R.Ainsi donc R ne peut pas é&tre subordonnée & elle-méme. 11 ¥
a contradiction,
Supposons alors que la classe R n'est pas subordonnée & elle-méme, Cet-
te hypothése nous oblige & admettre que la classe R appartient & la
c¢lasse des classes non subordonnées & elles-mémes, donc & Ta classe
R elle-méme. Situation facheuse puisque en ce cas, la classe R est su-

bordannée & elle-méme.



Quelque soit donc 1 hypothése choisie, Va contradictiop subsista.
Représentons formellement cette démarche. Définissons 1'ensemble R:
1. (¥x) (~(xe x) = xgR)
par substitution nous obtenons:
2. ~(Re R} = (R&R) 1,%/R
11 s'agit bien d'une contradiction.

Sur la base de ses propres intuitions - nous devrions dire
de ses croyances - relatives & la notiom de c¢lasse, Lesﬂiewski dévelop-
pe ensuite un rajsonnement par leque) il &tablit qu'aucun objet n'est

Ja classe des classes non subordonnées a elles-mémes., En 1914, Leéhiew-

ski publiait une premiére analyse de )‘antinomie russellienne (Lesniew-
ski, 1914}, Cette démarche est présentée et commentée par Sinisi (1975,
pp. 19-33). La deuxiéme analyse 2 &té publide en 1927 (tesniewski, 1927,
pp. 187-189); elle vient d'étre traduite par Sinisi (1983, pp. 14-17).
Enfin, la troisiéme analyse de Leshiewski n'a jamais été publige de son
vivant; elle a &té exposée par Sobocinski {Sobocinski, 1949-50) Nous
présentons la deuxiéme 2nalyse de Ledniewski,
0} jeieli jakid przedmiot jest klasa p-to’w a,to pewien przed-
miot jest a

5i un objet est la classe des objets a, alors un objet est
a

La classe est considérée comme un tout, vue comme le 'tas’
d'&léments qui la constituent.

(2) Wciaz sig zdarza, iz ten a ten prredmiot jest klasa przed-
miotdw takich a takich i zarazem klas? przedmiotdw callciem
innych

Il arrive fréquemment qu'un objet scit la classe de tels et
tels objets tout en étant la classe d’ohjets tout & fait dif-
férents



Explicitons davantage ce jugement: ume classe générée par tels
et tels objets peut éire générée par des objets bien différents.

A cet égard, 1’'exemple d'une classe de segments donné par Lesniewski
est trés explicite.

A p—t——+—— B
¢ 0D

A peut étre la classe des segments AC, CB, comme i) peut étre la clas-
se des segments AD, DB. (Ledniewski, 1927, p. 187},

{3) jeZeli jeden i tylko jeden przedmiot jest P, to P jest klasa
p-taw P

5i un et un seul objet est P, alors P est la classe des
objets P
A ta différence de la classe distributive, Lesniewski ne fait
aucune distinction entre un objet P et la classe iP! .

b

{4) P jest podporzadkowane klasie K wtedy I tylko wtedy, gdy
przy pewnem zpaczeni wyraz ‘'a' sa spelnione warunki:
o) K jest klasa p-tow a,3 ) P jest a.

P est subordonné & la classe K si et seulement si en fone-
tion d'une certaine signification de ‘'a’ [5'il  existe
'a_’]: «x} K est la classe des objets a, P/ P est un des 2

{5) jezeli P jest a, to jeden: tylke jeden przedmiot jest P

51 P est un des a, alors unm et unp seul objet est P

(6} jezeli P jest a, to P jest P
5i P est un des a, alors P est P

De (5) et {3) Ledniewski en déduit:

(7) jezeli P jest klasa, to P jest klasg p-tow P
51 P est une classe, alors P est la classe des objets P

De (7} et (&)

(8) jezeli P jest klasg, to @/ P jest klasa p-téw P, a/J P
jest P



Si P est une classe, alors: <) P est la classe des objets
P, p) Pest P

De (8}
(9) jezeli P jest klasg, to przy pewnem znaczeniu 'a’ sa spel-
nione warunki: &) P jest klasg p-tdw a, P/ P jest a

5§ P est une classe, alors pour une certaine signrfication
de 'a’ [il existe a7 : «JP est la classe des 2, () P est
un des a

De {9) et (8)

(10)jeseli P jest klasa, to P jest podporzg¢dkowane klasie P

S5i P est une classe, alors P est subordonnée & la clas-

se P
De (10}
(]]);z'aden przedmiol nie jest klasa, nie pordporzadkowano so-
ie
aucupn objet n’est une classe non subordonnée 3 elle-méme
De {1} et (11)
(12) zaden preedmiot nie jest klasq klas, nie podporzadkowa-
nych sobie

aucun objet n’est la classe des classes non subordonnées
a elles-mémes

Convaincu de ce résultat, Lesniewski ne voit plus d'antino-
mie. En effet, i1 ne croit pas en la supposition &nongant que la clas-
se des classes non subordonnées § elles-mémes est subordonnée & elle-
méme, comme en Ya suppostiion contraire du reste. I1 ne peut accepter
1"extstence de ce présupposé, comme il ne peut accepter 1’existentce
d'un objet qui soit un rond-carré "-ze zaden przedmiot nie jest okrag-
Tym kwadratem-" (Ledniewski, 1927, p. 188). En effet, une telle propo-
sition générerait, & coup sir, une contradiction,

5. ANALYSE DE LA NOTI!ON DE CLASSES
Abordons maintenant le second moment de la réflexion de Leé-
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niewski annoncé plus haut, et dans leguel celui-ci s’gppose & la défi-
nition de la notion de classe telle gu'elle &talt alors présentée, Cet-
te réflexion se trauve dans le chapitre 111 de Sur les fondements des

mathématiques ( Lefniewski, 1927),

Rappelons que pour Ledniewski Ta classe est une réalité, un
objet, un 'amas', un 'tas' canstitué d'é&léments disjoints ou nan. Elle
n'‘est pas une invention de mathématicien, invention bien abstraite.
Sa conception de la 'classe' est rourrie de 1'appréhension naive qu'il
en a, de l'usage méme du vocable de ‘classe’ ou d'ensemble’ dans le
Jangage mnaterel. Sa conception de la 'classe' ne s'&loigne cependant
pas de celle de 1’inventeur de la théorie des ensembles: Georg Cantor,

Jede Menge wohlunterschiedener Dinge kann als ein_einheit-
liches Ding fiir sich angesehen werden, in welchem jene

Dinge Bestandteile oder constitutive Elemente sind {Cantor,
1887, p. 83).

' Chaque ensemble de choses bien distinctes qui peut étre en-
visagé comme un tout dont elles constituent les ingrédients
ou les éléments constitulifs,

Lesniewski (1927, p. 191) émet bien un doute & propos d'un

autre énonca relatif a Ya notion d'ensemble proposée par Cantor:

jede Zusammenfassung M, von bestimmten wohlunterschiede-
nen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche 'Elemente’ von M gennant werden) zu einem Ganzen
{Cantor, 1895, p. 4317,

Chague collection M réunissant en un tout des objets définis
et bhien distincts de notre Inturtion ou de notre pensée fob-
jets appelés 'éléments’ de M/,

Lesniewski n*a aucune sympathie pour ce type de définition
vague et peu significative, comme il n'en a auCune pour les inventions
mathématiques bizarres, pour ces monstres théoriques, dit-il, comme
la classe wide. Au sujet de la classe vide, i) partage pleinement les
vues de Frege, Dans le chapitre Il de Sur les fondements des mathéma-




tigues, (Ledniewski, 1927, pp. 190-206), i1 cite abondamment les ‘atta-
ques’' de Frege contre Dedekind et Schrioder parues dans 1'introduction
des Grundgesetze der Arithmetik ainsi que dans V’article Kritische Be-
leuchtung einiger Punkte in E. Schriider (Frege, 1895). La réaction de
Lesniewski & 1'Sgard de Ya classe vide est violente et sans appel: elle

n‘existe pas! Reprenant une définition, cowmunément acceptée alors,
qui pose gque les éléments créent la classe de ces éléments, Ledniewski
écrit (Ledniewski, 1927, p. 196):

Stojac na stanowisku, e, jeZell jakis przedmiot jest klasa
Jakichd a,..., to sie z tych wlasnie a sklada, odrzuca-
lem zawsze zgodnie... Istnienie monstrow teoretyczaych w
redzaju klasy hwadratowych kdl, dobrze rozumiejac, iZ nie
sie nie moZe skladac z czegos, czego wcale niema.

Acceptant que si un objet est la classe des &..., alors
il se compose des a, je refuse a jamais I['existerice de
monstres théoriques tels que la classe des cercles-carrés,
car rien ne peut étre créé de ce gui n'existe pas.

C'est alors qu'il cite la déclaration de Frege:

Wenn ... eine Klasse aus Gegenstinden besteht, eine Sam-
mlung, collective Vereinigung von Solchen ist, so muss ver-
schwinden, wenn diese Gegenstinde verschwinden. Wenn
wir sdmtliche Riume eines Waldes verbrennen, so verbrennen
wir damit den Wald. Eine leere Klasse kann es also nicht
geben. (Frege, 1895, pp. 436-437).

5i une classe se compose d'objets, si une collection est
la réunion collective de ces objets, alors la classe doit
disparaitre lorsque ces objets disparaissent. Lorsque nous
briilons ls totalité des arbres d'une forét, nous brilons
par ce moyen la forét, Il ne peut 8tre guestion de classe
vide.

Leshiewski ne se contente pas d'étre d’accord avec Frege sur
la non existence de la classe vide. Son accord va plus loin. 11 partage
&galement la supposition selon laquelle *toute classe singuliére coin-
cide avec son propre &ldment. Partant de la thése (3) {p.8) 1) le dé-
montre effectivement (Ledhiewski, 1927, p. 197).
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(A} jezeli jeden i tylko jeden przedmiot jest elementem klasy
K, to element klasy K jest klasa elementow klasy K,

Sr un et un seul objet est un élément de la classe K, alors
'élément de la classe K est la classe des éléments de la
classe K.

B8/ jeieli X jest klasg elementow klasy K, to klasg K jest tym
samym przedmiotem, co X.

Si X est la classe des élémenis de la classe K, alors la
classe K est le méme objet que X.

Nous pouvons déduire de ces deux points:

) jezeli jedem i tylko jeden przedmiot jest elementem klasy
K, to klasa K jest tym samym przedmiotem, co element
klasy K.

Si un et un seul objet est ['élément de la classe K, alors
la classe K est le méme objet que l'élément de la classe
K.

rh) K jest klasg jednostkowg wtedy 1! tylko wtedy, gdy jeden
i tylko jeden przedmiot jest elementem kilasy K.

K est une classe singulidre s et seulement si un et un
seul objet est ['élément de la classe K.
Le point D est la présentation d'une définition. Des poinis
(D} et {C) nous obtenons {E}.

(E) jefeli jakas' klasq jest klasa jednostkowg, to fest tym samym
przedmiotem, co jedyny jey element.

5f une classe est une classe singuliére, alors elle est le
méme objet que cet élément.

Sans prétendre & 1'existence de classes singuliéres, Lesniew-
ski est convaincu de la thése (£). ) est Zgalement convaincu que tout
objet n'est pas la classe dont cet cbjet est 1'unique &lément. C'est
2n raison de cette conviction qu'il s'oppose alors & Frege, (ette oppo-
sition va plus loin qu'un simple refus d'une définition ou qu'une 'vue’
non partagée, car elle signifie 1'impossibilité dans laguelle se trouve
Lesniewski de comprendre Frege. Nous 1'avons dit et montré, Leshiewski
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est un lecteur critique féroce: aucung imprécision, 2ucun raisonnzment
faltacieux ne lui échappent. I1 y a chez Frege une démarche de pensée
que Leshiewski ne saisit pas. Tentons de rendre compte de cette démar-
che at par ce biais d'infirmer oy de partager les refus que Lesnviewski
oppose & Frege. Refusant |'hypothése selon laquelle chaque ¢lasse de
tels ou tels obje:is se compose précisément de ces objets, Frege définit
1a classe comme 1'extension d'un concept.

Der Umfang eines Begriffes besteht nicht aus den Gegen-
sténder, die unter den Begriff fallen, etwa wie ein Wald
aus Bdumen, sondern er hat an dem Begriffe selbst und
nur an diesem seinen Halt (Frege, 1895, p. 455/,

L'extension d'un concept ne se compose pas des objets qui
sont subsumés auw concept, un peu comme une forét se com-
pose d'arhres, mais au contraire découle uniquement du
concept.
. .
Leshiewski avoue n'y rien comprendre (Lesniewski, 1927, p.
200). Si la classe composée des a ne constitue pas 1'extension du con-
cept a, alors qu'est-ce que ceite extension du concept a? La vieille
rancune de Lesniewski & 1'égard des mathématiciens s'éléve une fois
encore. Parlant de cette extension i1 &Crit:

ze chodzi tu poprostu o jakl'es' przedmioty, ”wy:;'.lys'fone”
przez logikdw na utrapienie licznych pokoled. (Leshiewski,
1927, p. 200).

Il stagit tout simplement de quelques objets "inventés" par
les logiciens pour le tourment de nombreuses générations.

Cet accés de mauvaise humeur ne va pas sans un désir violent
de comprendre, c'est-i-dire de rechercher une formulation de la défini-
tion de 1'"extension d'un concept”. Une 2uire remarque de Frege n'é-
claire en rien les choses:

Bei solchen Functionen, deren Wert immer eine Wahrheits-
wert ist, kann man demnach statt, " Wertverlauf der
Function” sagen "Umfang des Begriffes” und es erscheint
zweckmissig, Begriff geradezu eine Function zu nennen,



deren Wert immer ein Wahrheitswert ist (Frege, 1962, p.8).

Dans le cas de foncifons dont la valeur est toujours une
valeur de vérité, on peut dire & la place de "parcours
des valeurs de la fonction’, ‘extension du concept”, et
il parait convenable de nommer précisément corcept la fonc-
tion dont fa valeur est toujours la valeur de vérité,

Nous avons wvouly comprendre les difficultés de Lesniewski

4 saisir, 3 appréhender 1la définition de 1'"extension d'un concept”,

Pour ce faire nous sommes retournés aux sources mémes, les Fondements

de 1‘'arithmétique, de Frege et plus précisément les paragraphes 68 et

69. Nous empruntons Ta traduction frangaise qu'en donne Claude Imbert.

Dans le paragraphe 63 nous lisons:

La direction de la droite a est ['extension du concept "pa-
ralléle a la droite a". La forme du triangle d est l'exten-
sion du concept "semblable au triangle d

Le nombre gqui appartient au concept F est ]'extension du
concept: ‘equinumérigque au concept FY. (Frege, 1969, pp.
193-194).

Ces quelques lignes ne nous éclairent en rien sur ce que

pourrait étre 1'"extension d'un concept”. Continuons notre lecture.

Peut-étre voit-on mal la justesse de cette définition. Ne
peut-on pas comprendre autre chose sous les termes: exten-
ston de concept? Ce gqu'rl faut entendre par 1a ressort clai-
rement des énoncés premiers que l'on peut formuler concer-
nant les extensions de concept. Ce sont:

. leur identité
If. qu'une extension est plus vaste que Ifautre. (Frege,
1969, p. 194).

L'espoir de trouver quelques précisions dams la suite du

§ 69 reste vain. Une note relative & 1'extension d'un concept n'expli-

cite rien:

Je pense qu'on pourrait dire tout simplement ‘Yconcept" a
la place de "extension du concept” (Frege, 1969, p. 194).




Paragraphe “dense et obscur" dit C. Imbert (1965, p. 53}.
Nous ne pouvons que partager cet avis, I1 semble en effet que Frege
n'a pas su donner de 1'extension d'un concept une définition satisfai-
sante, Imbert, encore, suggére une explication qui rend compte de la
difficulté qu'a eue Frege & définir clairement la notion d'"extension
de concept”.

Il semble que Frege, cherchant & discerner une notion pour
laquelle le vocabulaire n'est pas encore fixé, ait quelque
peine & distinguer !extension du concept, en tant qu'elle
est une classe d'éguivalence qui peut &tre incluse dans
une autre classe plus vaste, et cette méme classe en tant
qu'elle est un élément, une unité pour employer les termes
de Frege, dans 1l'ensemble quotient. D'od les précautions
de langage, et les nombreux retours sur la notion d'exten-
sion du concept. C. Imbert, 1969, p. 54/.

C. Imbert poursuit:

En conséquence, si le nombre, en tant gqu'objet, est é&lément
de ['ensemble quotient, il ne saurait E&tre inclus dans une
classe définie sur !Nensemble initial, L'ambiguité signalée
nalt de ce que Frege n'a aucun moyen, ni dans fa langue,
commune ni dans 1l'idéographie, pour distinguer !'extension
de concept, en tant gufelle est une classe d'équivalence,
de I'élément correspondant définit sur l'ensemble guotient.
Il faut penser que Frege n'avait qu'un sentiment Iimprécis
de cette différence si 1’idéographie, congue pour représenter
les articulations conceptuelles que la langue ignore, n'a
pas évité ce défaut (C, Ilmbert, 1969, p.57).

Leshiewski a vécy prafondément ce 'sentiment d'fimprécision’
inhérent & la d&finition freg@enne. Nous voulons encore citer Frege
qul sait bien qu’ume justification, un &claircissement de sa définition
de 1'extension de concept reste nécessaire.

Es bleibt also wohl nichts anderes iibrig, als die Begriffs-
wnfinge oder Klassen als Gegenstdnde im eigentlichen und

vollen Sinne dJdieses Wortes anzuerkennen, zugleich aber ein-
zurjumen, dass die bisherige Auffassung der Worte "Umfang

eines Begriffes" einer Berichtigung bedarf {Frege. [962,
op. 255-2%6),

Il n'y a rien d'autre & faire que de recomnafire dans les
extensions de concepts ou classes, des objels au sens pro-
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pre et plein du mot, tout en admettant que la maniére dont
nous interprétons l'expression 'extension d'un concept' au-
rait besoin d'étre justifiée,

A relira Frege, nous réalisons combien i1 lui é&tait difficile
de composer entre les exigences d'un systéme formel et 1'&laboration
d'un modéle. 1) faudra attendre les résultats de Tarski pour se con-
vaincre de la nécessité de sé&parer franchement 1'univers d'un jeu syn-

taxique de celul de son interprétation sémantique. Comme le dit C. Im-
bert *“La subtilité de la construction des fondements wvient de ce que

Frege méne de front la construction des é&noncés et la construction du
modéle de ces &noncés*. Dans cet amalgame i) est normal qu’apparaissent
des zones obscures gue, seule, la distinction tranch&e entre domaine

syntaxigues et domaine sémantique aide & éclaircir. Pevt-on dire que

Tarski a puisé dans 1‘oeuvre de Frege les &léments gqui ont contribué
& la genése de ses résultats? {1 nous est difficile de 1'affirmer main-
tenant. Mais larsque 1'an salt que son oceuvre s'est comstruite sur cel-
le'de Lesniewski, il est des associations qui ne nous semblent pas sans
signification. Nous ne pouvons pas imputer uniquement & Frege la res-
ponsabilité du mystére qui s'attache 3 )’'expression “extension de con-
cept"., Au début du siécle, cette “chose” mal définie est analysée par
d‘autres auteurs. Comme i1 arrive souvent, la méme expression prend
des significations différentes, ce qui rend la quite de Lesniewski plus
difficile encore, et i) avoue (Lesmiewski, 1927, p. 202) ne pas avoir
trouvé de solution & la lecture, en particulier, des &crits de Zermelo
(Zermelo, 1908).

11 reste bien sir la lecture des Principia Mathematica, mais

Leshiewski en ressort insatisfait. Nous voulons terminer )'exposé de
ce deuxiame moment de la ré&flexion de Lesniewski en présentant ses dé-
saccords avec Whitehead et Russell, dé&saccords relatifs & la notion
de classe. Comme le fait Leshiewski (1927, pp. 202-203) citons up pas-
sage significatif des Principia Mathematica. Son intérét pour notre

propos excuse sa relative longueur,
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Classes, The symbals for classes, Iike those for descrip-
tions, are, In our system, incomplete symbols: their “uses”
are defined, but they themselves are not assumed to mean
anything at all, That is to say, the uses of such symbols
are so defined that, when the "definiens” is substituted
for the "definiendum®, there no longer remains any symbol
which could be supposed ¢o represent a class. Thus clas-
ses, So far as we introduce them, are merely symbolic
or linguistic conveniences, not genuine objects as their
members are if they are individuals.

It is an old dispute whether formal logic should concern
itself mainly with intensions or with extensions, [n general,
logicians whose training was wmainly philosophical have
decided for intensions, while those whaose training was
mainly mathematical have decided for extensions. The facts
seem to be that, while mathematical logic regquires exten-
sions, philosophical logic refuses to supply anything except
intensions. Our theory of classes recoghnizes and reconciles
these two apparently opposite facts, by showing that an
extension f(which is the same as a class) is an incomplete
symbol, whose wuse always acgquires its meaning through
a peference to intension.

In the casse of cdescriptions, 1t was possible to "prove”
that they are incomplete symbols. In the case of classes,
we do not know of any equally definite proof, though ar-
guments of mere or less cogency can be elicited from the
ancient problem of the One and the Many™., It s not neces-
sary for our purpeses, however, to assert dogmatically that
there are no such things as classes. It is only necessary
for us toe show that the incomplete symbols which we intro-
duce as representatives of classes yleld all the proposi-
tions for the sake of which classes might be thought es-
sential. When this has been shown, the mere principle of
economy of primitive ideas leads te the nonintroduction of
classes except as incomplete symbols.

* Briefly, these arguments reduce to the following: [f
there is such an object as a class, it must be In some
sense ‘''one"” object. Yet it is only of classes that "many”
can be predicated. Hence, if we admit classes as objects,
we must suppose that the same object can be both one and
many, which seems impossible,

{Whitehead, Russell, 19010, I, p. 758).
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Dans ce passage Lesniweski retient les trois points suivants:

1. Les symbales de ciasse sont utilisés comme des commodités Tinguis-
tiques au symboliques, Rien n'est dit de ce que peut étre une clas-
se, sinon qu'elle est l1a méme chose qu'une extension et qu'elle
n*est pas un objet authentique.

2. Le refus d’'accepter la classe comme un objei; cette impossibilité
se soutient du fait qu'um objet ne peut é&tre & la fois un et plu-
sjeurs.

3. Une imprécision génante dans ce qui est écrit, qQui ne peut que dé-
sécuriser davantage un Tecteur en quéte d'informations précises.
En effet, le fatt que: "The symbols for classes...are incomplete
symbols" et "...an extension {which is the same as a class) is an
incomplete symbol..." ne contribue pas & donner de la classe une
définition ferme,

Nous avens relu tes trois chapitres de 1'introduction des
Principia Mathematica en nous plagant du peint de vue de Leéniewski,

c'est-3-dire en recherchant une définition de contenu. Dans cette in-
tention, notre attente de trouver une définition claire de la notion
G'extension a été dégue. Voici ce que nous avans trouvé:

When twc functions are formally equivalent, we may say
that they have the same exteasion. In this definition, we
are in close agreement with usage. We do not assume that
there {5 such a thing as an extension: we merely define
the whole phrase “having the same extension'.,

Since extensional functions are many and Iimportant, it Is
natural to regard the extension as an object, called a
class, which is supposed to be the subject of all the equi-
valent statements about various formally eguivalent func-
tions. (Whitehead, Russell, 1910, p. 77).

Lesniewski recherche une définition concréte, réelle de la
classe. Dans cet esprii, il est manifeste que le recours & la défipi-
tian de 1'extension pour éclairer celle de classe ne 1'aide en rien.

Ce qu'il sent dans ces définitions 1'inguidte, 11 pergoit que Whitehead

et Russell, comme Frege du reste, metient en question 1’existence des
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classes telles qu'il en a 1'intuition,

Sa réponse, ou plutdt le sentiment qu'fl ressent & Ta lecture
des oeuvres citées, s'exprime de maniére bien ironique:

Czujqc w ‘“kilasach" pp. Whiteheado | Russella, podobnie
jak w "zakresach projec’ Fregego, zapach mitycznych oka~
zow z obfitej galerji przedmiotow "wymyslonych®, nie moge
sie ze swej strony pezbycskdonnesci do selidaryzowania sig
“na kredyt" z watpliwodciami autorow, by przedmioty, beda-
ce takiemi "klasami", istniady no swiecie. (Leshiewski, 1927,
pp. 206-205).

De la notion de ’'classe’” de Whitehead et Russell, comme
de celle d'"extension de concept” de Frege, émane une odeur
particuligre, celle des échantillons mythiques provenant
de la riche exposition des objets "inventés'. Je ne peux
pas m'empécher d'étre solidafre - & crédit - avec les dou-
tes des auteurs concernant l'existence de telles classes.

Pour Les’nieuski, 1a classe est bien réelle, ce n'est pas uniguement
une commodité symbolique ou linguistique. La classe est un objet, un
“amas", le "tas" des objets qui la constituent, Parler de 1'existence
d'une telle classe fait sens. Whitehead et Russell voudraient égalemen:
considérer la classe de cette fagon. Somme toute, la notion de classe
est un produit de 1'gbservation, Les présupposés qui lui sent associés
ne permettent cependant plus de lui attribuer une valeur existentielle,
Russell le reconnait clairement:

Nous avons géj4 vu que les classes ne peuvent pas étre
regardées comme des espéces d'individus, a cause de la
contradiction relative aux classes qui ne sont pas membres
d'elles-mémes... Nous ne pouvons pas considérer les classes
d'une manjére purement extensionnelle... comme des amas
ou des agglomérations. S5i nous étions tentés de le faire,
nous ne pourrions comprendie comment Il peut y avoir une
classe telle que la classe nulle, qul n'a pas de membre
du tout et ne peut Etre considérée comme un "amas": nous
trouverions aussi bien difficile de comprendre comment il
arrive gqu'une classe gqui n'a gqu'un membre ne sort pas
identigue a ce membre. (Russell, 1970, p. 217, premiére
édition 1918).

La position russellienne est ferme dans ce paragraphe; elle
1'était moins dans les Principia Mathematica.
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A class ‘which is the same as a manifold or aggregate)
is all the objects satisfying some propositional function.
{Whitehead, Russell, 1910, p. 24).

I1 est intéressant de remarguer que la critique sévére formu-

1ée par Ledniewski & 1'égard des Principia Mathematica nait d'une in-

compréhension de 1'intention des autewrs. Whitehead et Russell atta-
chent une grande importance au formalisme, 11s privilégient la forme
par rapport au contenu. l.es’niewski, Tui, fait une lecture qui ne quitte
jamais ce qui relie les formes au réel., 1! ne peut donc trouver dans
les Principia Mathematica ce qu'ils ne donnent pas a voir.

6. LA ROTIOW DE CLASST COLLECTIVE

La Tongue démarche que nous vencns de présenter montre com-
bien 1'appréhension de Les’niewski de la notion de rlasse différe de
celles de Russell, Frege, Zermelo, ... Née de 1'analyse de 1'antinomie
russellienne et du refus des définitions proposées par Tes auteurs ci-
tés, la notion de classe que Ledniewski va &laborer - classe collective
ou classe méréclogique - se construit donc sur son intuition de 1'or-
ganisation des objets dans le monde, sur sa profonde conviction que
seuls les objets, les individus existent. Elle s'&léve, non & 1'&cart
dv monde de la mathématique d'alors, mais dans un rapport de méfiance
& 1'encontre d'une mathématique qui s'efforce d'inventer des outils
particuifers - des objets bizarres disait-il - pour préserver en faft
sa valeur opératicnnelle,

La premiére réussite qu'on deoit & Ledhiewski est d‘avoir
montré gue les présupposés supposés vrais dans le systéme o0 apparait
T*antinomie ne le sont pas. Par 1id, il a su montrer que I'antinomie
russellienne n'en était pas une, Cette confusion nait, en effet, de
1*amalgame inacceptable de deux notions de la classe, une notion dis-
tributive et une notion collective. Sobecinski les précise:
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La classe distributive

L'expression “classe (a/" n'est au sens distributif, qu'un
nom apparent qui remplace le terme bien connu de la logi-
que classigue "lextension des objets a* S5i 1'on prend le
terme "classe” dans ce sens, la formule YA € Kl (a)" signi-
fie la méme chose que "“A est un élément de l'extension
des objets a', c'est-a-dire, plus briévement "A & a’. (So-
bocinski, 1949-50, p. 240).

La classe collective

Par contre, le terme '"classe collective" est un nom réel:
on ne peut pas l'éliminer en le ramenant & aucune autre
conception de la logique. Au sens collectif, 1'expression
"elasse (al" indigue un objet existant réellement, composé
de tous les objets du domaine des objets a. En d'autres
mots, s'il nous est donné un domaine quelcongque des objets
4, nous pouvons & l'aide du terme ''classe” pris au sens
collectif obtenir un objet composé uwitiquement des objets
appartenant au domaine indiqué, des objets a. (Sobocin-
ski, 1949-50, p. 241).

Le formalisme utilisé par Sobocinski est en fait di & Les-
niewski, Dans son acception distributive, 1'expression A € Kl (a)
doit se lire: A appartient & la classe des a. Dans son acception col-

lective, cette méme expression se 1it: A ast la classe des a. Quant
& V'expression A g a, elle peut s'interpréter ainsi: 1'objet désigné
par A est un des objets désignés par a - A est un des a - L'epsilon

"g" posséde des propriétés différentes de celle du signe d'appartenance
de Ta thdorie des ensembles, le “g*. Il serait donc faux de leur attri-
buer la méme signification.

Grize propose une analyse extrémement claire de la démarche
de Ledniewskd {Grize, 1973, pp. 77-100}. Partant de présupposés rela-
tifs 3 la classe, présupposés jugés “parfaitement acceptables”, 1'au-
teur met en évidence qu'ils sont inacceptables dans les deux interpré-
tations, distributive d'une part, et collective d'autre part, Analysant
ces présupposés, il montre gue soit "leur apparente acceptabilité repo-
se en fait sur la confusion Spontanée des deux interprétations”, soit
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"les deux interprétations sont incompatibles entre elles” {Grize, 1973,
p. 27}.

/
La deuxiéme réussite de Lesniewski est d'avoir créé des sys-
témes qui remplissent le méme réle que les Principia Mathematica: celui

de fonder les mathématiques. Pour cette téiche, Ledniewski n'a besoin
ni de la notion de "classe vide*, ni de celle de "classe abstraite”.
I1 a certes recours & une théorie des catégories sémantiques, mais,
bien que jouant un rdle analogue & la théorie des types de Russell,
celle-ci n'est pas une simple "thérapie" é&laborée pour échapper aux
contradictions. Les catégories sémantiques sont considérées comme une
structure linguistique qui permet d'exprimer des "distinctions gramma-
ticales".
Im J, 1922 habe ich eine Konzeption der 'semantischen Ka-
tegorien” skizziert, die mir diese oder jene efner jeden
intuitiven Begrindung fir mich entbehrenden "Hierarchien
der Typen" ersetzen sollten, und die, wenn ich {lberhaupt
mit Sinn reden wollte, ich heute mich gezwungen fiihlen

wiirde anzunehmen, auch wenn keine "Antinomien" auf der
Welt bestinden (Ledniewski, 1929, p.lkl.

En 1922, j'ai esgquissé une conception de ‘‘catégories séman-
tiques” qui devait remplacer la ‘"hiérarchie des types".
A mon avis, cette derniére manguait de fondements Intui-
tifs. En fait, je voudrals avouer qu’aujourd’hul je me sen-
tirais convaincu d’accepter la théorie des catégories séman-
tiques, méme s5’il n'existait aucune ‘Yantinomie"” dans le
monde.

7. MEREOLOGIE, ONTOLOGIE, PROTOTHETIQUE

L'Elaboration de la nation de classe collective améne Les-
niewski & construire au cours des années 1914-1917 une nouvelle théorie
déductive, la méréplogie. Cette théorie n'est pas 3 proprement parler
logique car tes termes et les axiomes qui la fondent ne sont pas déduc-
tibles des principes ltogiques.

{Cette théorie | précise les relations plus générales entre
les objets pouvant exister dans l'univers, par rapport aux
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propriétés du terme ‘'classe collective ainsi qu'ad celles
des autres termes qu'on pourrait définir dans le cadre
de la méréologie & lfaide du terme ‘'classe collective” (So-
bhocinski, 1949-50, p. 254/,
7/
La volonté de farmaliser les raisonnements logiques que Lesniewski a-
vait utilisés de menibre intuitive dans 1‘analyse de 1'antinomie se
concrétise au cours des années 1919-1921 par la constryction d'une
théorie générale des noms: 1'ontologie. Slupecki nous donne la raisen
du choix de ce nom:
The only primitive term of Professor Stanislaw Leshiewski's
system of the Calculus of Names -ontologie- is the verb
”]‘S"...
...This was by no means the only reason for Leshiewski
to have given his system a name indicating of the branches
of philosophy. Thus in Leshiewski’s article "On the Founda-
tions of Mathematics'' fLes’m'ewski. 1931, p. 163] we read:
“] used the term ‘ontology’ for the theory | developed,
as this was rnot opposed to my ‘linguistic Intuition', just

in view of the fact that [ formulated in that theory a sort
of ‘general principles of being'". (SMupecki, 1955, p.7).

L'ontologie couvrre la théorie du syllcgisme, 1'algébre de
la logique et la théorie des relations. La protothétique - +héorie des
théses premidres - est la “derniére" des théories lesniewskiennes, tlle
est en fait le produit d'une nécessité, celle de baser les raisonne-
ments de 1'ontologie et de la méréologie sur les lois d'un sysiéme des
propositions. La protothétique est un calcul des propositions élargi.
Ce systéme correspond & un sysiéme des propositions quantifides ol Ta
quantification ne porte pas uniguement sur des variables proposition-
netles mais également sur des variables de foncteurs.

Ainsi, 1'ordre chronologique de la création des systémes de
Le{nieuski est 1'inverse de leur ordre logique. En effet, la méréolo-
gle se base sur Ves deux systémes déductifs que sont 1'antologie et
la protothétique et, 1‘ontologie, & son tour, se fonde sur la protothé-
tique qui constitue Je systéme de base.
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8. LES MODES B CONSTRUCTION DE LE§NIEHSKI

Nous parlons ici abondamment de systeme
Bien que Lesniewski pense toujours en termes de systémes interprétés,
il est possible, bien sir, de les considérer & 1'image des systémes
formels classiques. Cependan:, cette comparatson deit &tre menée avec
précaution. En effet, les systémes formels de Le.{niewski sont é&tablis
d'une maniére irés particuliére. Leur &laboration est contrdlée par
des régles dont la formulation et 1°'utilisation sont trés particulié-
res: les régles de procédures. Ces régles sont explicitées par les ex-

plications terminologiques.

Ces explications (1) précisent tout d'abord quels "mots* sont
considérés dans le sysiéme, puis quels en sont les "termes", Elles (2)
formulent une terminologie qui désigne les "&l&ments constituants® si-
gnificatifs de ce qui est é&crit dans e systéme, par exemple "quantifi-
cateur", "sous-quantificateur”. Elles (3) nous apprennent & former des
"complexes de mets et de termes” qui nous permettent d'inscrire des
expressions que nous pouvons qualifier de bien formées. Enfin, et sur-
tout, elles (4} s’'achévent par la formulation des régles d'inférences:
les régles de procédures. Les explications iterminclogiques ne présen-
tent pas de caractére récursif {inductif}, elles sont des énoncés dé-
finitoires utilisés par Le{niewsm pour parler de ces systémes formels.
Les explications terminolagiques, une fois exprimées d'une maniére en-
tiérement formell2, constituent 1'explicitation de la métalangue utili-
sée par Lesniewski pour parler de ces sysiémes, Leur originalité con-
siste non en une volonté de présenter une catégorisation des "marques"
Gui apparaissent dans un systéme - mais de caractériser ces "marques*
en fonction de leur forme et de leur position dans une inscription.
Comme le dit Kearns:

The [terminological expianations] do not refer to the mea-
nings of the terms in the system - these terms are charac-
terized by means of their shapes and positions.., The

terminological explanations should not be considered as
expressions in a formal system, they are statements in the
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i
language used by lesniewski. (Kearns, 1967, p. 66/.

Ces explications terminologiques - quarante-neuf pour la pro-
tothétique {Lefhieuski, 1929, pp. 59-76) et cinquante-sept pour 1'onto-
logie (Ledniewski, 1930, pp. 116-128) - sont exprimdes & )’aide du sym-
bolisme de Ta protothétique et de 1'ontologie. Ce fait est significatif
de la pensée Jeshiewskienne. Nous développerons te point lorsque nous
expliciterons la notion de systéme formel interpré&té.

4
9. COMPARATSON SYSTZMES CLASSIQUES / SYSTEMES LESNIEWSKI

L'analogie avec la présentation usvelle des systémes formels
parait, & premiére wvue sinon Jjustifide, em lous les cas pertinente,
Une ta2lle comparaison n'est cependant pas fondée. Pour le montrer, nous
rappelons bridvement comment se présente les systémes formels standard
{ou tlassfques}. c©)le nous permettra de mieux expliciter les différen-
ces entre les systémes 1e§;iewsk1ens et les systdmes classiques.

X
On appelle systéme formel la donnée des objets suivants:

I. Un vocabulaire (1] s'agira en général d'un ensemble dénom-
brable de symboles/;

I Un procédé de lormation de formules (la notion de Formule
est l'analogue de celle de phrase grammaticalement correcte
et consiste en une suite finie de symboles du vocabulaire;
le procédé de formation sera en général effectif.../;

III. Une liste d'axfomes (dont chacun sera une formule);

Iv. Une liste linie de régles qui permettent de déduire une for-
mule A fou chacun des éléments d'un ensemble de Jormu-
les) d'une formule B (ou d'un ensemble de formules/.
fEncyclopédie Universalis, Vol. 10, 1974, p. 54).

En vye de mettre en &vidence les différences et les similitu-
des des présentations leshiewskienne et classique, nous allons analyser
ces divers points.
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point 1

Partons de la présentation classfque et chofsissons un sous-
ensemble de c¢et ensemble dénombrable de symboles; par exemple celui
dont on dit qu'il est constitué d'un ensemble de varfables d'objets.
L‘usage Tes {nscrit telle une suite de leitres particuliéres: x, y,
Z, ... Dans les systémes classigues, la ‘caractérisation’ de ces symbo-
les, fci des varfables d4'objets, est fixde par le genre des symboles
choisis. Le symbole x ne peut pas, dans ce contexte, représenter autre
chose qu'une variable d'objet, nous n2 pourrions pas Jui attribuer
une valeur de foncteur, par exemple. Rien de tel dans les systémes les-
niewskiens. Le méme symbole x pourrait tout aussi bien &tre le symboie
d’une variable d'objet que celui d'ume variable de foncteur. Ne nous
leurrons pas, une telle liberté n’est pas inconditiomnelle. Elle est
liée aux procédures de construction des systdmes de Lesniewskl, procé-
dures gqui permettent d'éviter toute confusion. Ainsi, dans les systémes
de Lesniewski, tous les “termes” n'ont pas un type prédéterminé, i)
s'agit d'une marque. En elle-méme, une marque n'appartient pas & ume
catégorie sémantique; elle n'a pas, prise isoldment, de signification
sémantfque. La caiégorie sémantique d'une marque particuliére se préci-
se en contexte. L'apparienance d'une marque i une catégorie particulié-
re est déterminie d'une part pariiellement par sa forme et par la place
qu'elle occupe dans Y'inscription & laguelle elle appartient et, d'au-
~re pari, par la relatfon que cette marque soutient avec d'autres mar-
ques qut ont &té précédemment inscrites.

Point 11

Les explications terminologiques ne proposent pas, 3 stiricte-
ment parler, de régles de formation. Les régles de formation alnsi que
celles de transformaiion de théses (théordmes) sont intimement lides
les une aux autres dans ce que nous avons désigné sous 1'expression
de régles de procédures. Nous explicfterons ce probléme lorsque nous
aborderons 1'analyse du point 1V.
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Point 111

Les systémes 1es’nieuskiens ne peuvent pas non plus se passer
d'une liste d'axiomes. 51 ces axiomes jouent le rdle de théses premié-
res, comme le font les axiomes dans les systémes classiques, ils le
font de maniére différente.

Contrary to the fashion prevailing among mathematicians
Leéniewski insisted that only lrue propositions should be
allowed as axioms of a deductive theory and that only those
rules of transformation should be admitted which embodied
intuitively valid rules of inference (Lejewski, 1958, p.150/,

Cette remarque est importante. Les’nieuski a congu des systé-
mes logiques qui conservent constamment une dimension rattachée au ré-
el. Ils ne sont pas ume construction symbolique que 1'on interpréte
par la suite. Les axiomes du calcul des propositions de Lesniewski,
la protothbtique, sont Tes expressions formalisées qui décrivent 1'in-
tuition profonde qu'il posséde des lols, des relations et des constan-
tes susceptibles de construire la Togique des propositions.

The constants in Lesniewski's systems have meaning from
the first. Their meaning is not conferred upon them by the
axioms, rather it is the meaning they already hare that
makes the axioms true. (Kearns, 1967, p. 64},

Les axiomes ont encore une dutre fonction, I's sont les for-
mules de base qui inscrivent les premiers symboles que le systéme a
sé@lectionné, et sur lesquels ce dermier va pouvoir se développer. Les
termes qui composent un axiome ne référent pas 3 des listes de symboles
préalablement dé&finies; c’est 1'organisation contextuelle d'un terme
dans un axiome qui, comme dans une expression bien formée d'ailleurs
détermine son appartenance sémantique ainsi que son statut de variable
ou de constante.

Point IV

I
Nous 1'avons dit, dans les systémes de Lesniewski, les régles
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de formetien et celles de transfermatien ne présentent pas entre elles
une frontidre tranchée, Au premier temps de 1'é&Tabgration d¢'un systéme
les'niewskien il y a les axiemes - nan pas des schéemas d'axiomes -; par-
tant de 13, et utilisant les régles d’inférences - les régles de procé-
dures - nous pouvons créer de nouvelles théses - théorémes - en fonc-
tion de ¢e que le systéme contient & ce moment-)d. Ainsi, ces systémes
ne sont pas donnés ou prasuppesés exister une fois pour toutes; ils
se construisent peu 3 pew, C'est une explosion progressive de théses
qui se réalise dans 1'espace et le temps. 11 n'y a pas tout d'aberd
les expressiens bien formées, puis ensuite celles particuliéres dont
on démontre qu'elles sont des théorémes. [1 ne s'agit pas d'un Juxe
d'élégance ou d'une originalité gratuite. Cette fagon de faire ré&pond
& la conviction profonde de Lesniewski. Un langage logique se présente
un pew 3 1'image d'un discours qui se censtitue et se développe dans
le temps. Mon & un langage pré&tabli, meis des langages possibles. Ain-
si, i1 serait faux de considérer le¢ systéme de la pretathétique gu le
systéme de 1'antolegie. C'est au pluriel qu'il faut en parler. Partant
d'une axiomatigue et des régles de procédures nous avans une grande
liberté, mais une libertéd contrdlée, de canstruire des systémes et de
les "orienter" en cours d'&laberation. On pourrait é&tre tentés de re-
présenter les systémes 1es‘niewskiens a 1'image des systémes classiques.
Cela signifie fixer un ensemble de symboles et n'utiliser qu'eux. Ce
faisant, on ne paurrait toutefois représenter qu'une partie des systé-
mes potentiels de Ledniewski. Non seulement an trahirait dans une cer-
taine mesure 1'esprit attaché & Ja construction des systémes proposés
par Les’nieuski, mais on figerait encore ses systémes,

10. ELEMENTS DE BIOGRAPHIE: 1919-1939

Tout en conduisant ses activités de recherches dans le champ
de la logique, celut de la sémantique et celui des fondements des me-
thématiques, Lesniewski enseigne Ja philosaphie des mathématiques &
1'Université de varsovie (1919-1939). Cette péricde voit se créer un
centre de logique. Ledniewsk ¥y travaille en c¢¢llaboration étraite
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avec, notamment, JLukasiewicz et Katarbinski; i1 participe également
4 la fondation d'une novvelle revve Fundamenia Mathematicae, qui parait
dés 1920,

In Warsaw a period of splendour in the field of mathemati-
cal logic and the foudation of mathematics had begun
dcrit Surma (1977, p. 194). I1 n'y a pas & en dovter lorsque 1'on sait
les noms prestigieux qui ont gravité autour et collaboré avec Lesniew-
ski et Xukasiewicz: A. Tarski, A. Lindenbaum, K. Twadorwski, 8. Sobo-
cinski, M. Wajsberg, J. SXupecki, Cz. Lejewski, H. Hiz,...

Il est des questions sans réponse, la suivante est de celles-
¢i: "gue serait-i1 advenu de cetie effervescence - de ce bovwillement
scientifique - si la pesie nazie ne 1'avait ni dispersée, ni décimée"?

n. JUGEMENT D'ENSEMBLE

De 1'ocuvre de Lesniewski pourrait se dégager, en premiére
impression, 1'idée d'une création principalement orientiée par des inté-
réts de pur formalisme. I1 serait favx de le croire, car ses Systémes
formels représentent, avant toui, la formulation de ses intuitions lo-
giques.

Intuitive interpretation, meaning, and truth concerited him
[Ledniewsk]] more than mere formal consistency and techni-
que; and his formal systems themselves represent the codi-
dification of his intuitive logic developed, systematized,
axiomatized, symbolized, and formalized over the years...
Formalization served him but as a precision instrument of
rigor and clarity, an effective technigue in the service
of meaning and truth. He formalized his terminological ex-
planations and directives with great care-but not because
he favored formalization for its own sake. He was too con-
cerned with interpretation to enjoy even formally consistent.
{Luschei, 1962, p.50).

Ces quelques lignes de Luschei montrent bien que Lesniewski
n'a jamais cessé d'étre un philesophe, un itype de philosophe qui sen-
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tait la nécessité et le besoin de communiquer les résultats de ses re-
cherches de la manidre la plus claire et la plus rigoureuse qui soit;
le choitx du formalisme s’imposait. La réalisation de ce choix est d’une
qualité rare.

There are many ’pure” formalists among logicians and ma-
thematicians but there are few "pure” formalists among phi-
losophers. For philosophers are, for the most part, pre-
occupied with the problem of meanming. Whether they deal
with expressions of ordinary language or with logical for-
mulae, they are concerned with interpretation rather than
with formal elegance alone. The doctrine of "pure” forma-
lists could perhaps be condensed into the following motto:
formalization before interpretation. Lesniewski’s principle
would lead in the reverse (Lejewski. 1958, p. IS51).

.
tesnfewski me croit pas en 1'utilitéd d'ur pur jeu symbolique. Un sys-
téme formel nan basé sur 1'intuition est déficient. Les constantes
- celles qui apparaissent dans les axiomes - ogni une signification dés

le départ. Parlan:i de ces constanies, Kearns écrit:

Their meaning is not conferred upon them by the axioms,
rather it is the meaning they already have that makes the
axioms true. Of course, we understand the meaning of these
terms by considering fow they are employed in the axioms;
this is the reason why Lesniewski thinks that it is useful
to formalize inturtion (Kearns, 1967, pp. 64-65).

Notre oeil de logicien d'aujourd'hyi ne décéle pas ume confu-
ston dans cetie atlitude, mais 1’'"amalgame” des niveaux syntaxique et
sémantique, I1 est "écrit" queique chose dont on dit gqu'il "a cette
interprétation”. 11 faudra attendre )’avénement des théories sur Ja
vérité de Tarski pour clarifier pleinement ce probléme,

!
Nous ne pouvons pas résister 3 la tentation de citer Lesniew-
ski lui-méme gqui se définit comme wun intuitionnisie confirmé, doublé

d’un formaliste radical.

Ich sdhe keinen Widerspruch darin, wenn ich behaupten
wollte, dass ich eben deshalb beim Aufbau meines Systems
einen ziemliche pradikalen "Formalismus' treibe, weil ich
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ein verstockter *“Intultifonist bhin: indem ich mich beim Dar-
stellen von verschiedenen deduktiven Theorfen bemiihe, In
einer KReihe sinnvoller Sitze erfne Reihe von Gedanken auszu-
driicken, welche ich iiber dieses oder jenes Thema hege,
und die einen SHtze aus den anderen Sitzen auf eine Weise
abzuleiten, die mit den Schlussweisen harmoniesieren wiir-
de, welche ich Pintuitiv" als fir mick bindend betrachte,
kenne ich keine wirksamere Methode, den Leser mit meinen
“logischen Intuftionen' bekannt zu machen, als die Methode
der "Formalisierung” der darzulegenden deduktiven Theorien,
die jedoch heineswegs unter dem Einfluss solch einer “For-
malisierung" aufhtren, aus lauter sinnvollen Sitzen zu be-
stehen, welche flir mich intuitive Geltung haben. (lLesniew-
ski, 192%, p. 78).

Je ne vois aucune contradiction en disant que, par consé-
quant, J'ai pratiqué un “formalisme" plutdt radical dans
la construction de mon systéme, tout en &tant un “intuition-—
niste’” obstiné: je me suis efforcé de représenter différentes
théories de la déduction, d'exprimer % ['aide d'une suc-
cessfon de propositions sensées, une succession de pensées
gue Je possédais sur tel et tel topigue, et de dériver une
proposition d'une autre d'une telle maniere gu’elle s'har-
monise avec la méthode gque je considérais comme ‘intuiti-
vement' déductive, Je ne connais aucune méthode plus ef-
fective pour partager mes Intuitions logiques avec le lec-
teur gue la méthode qui consiste & “formaliser' les théo-
ries déductives exposées. Néanmoins, sous !l'influence d'une
telle ‘'formalisation’, ces théories ne cessent, en aucune
maniére, de consister unigquement en des propositions sen-
sées gqui gardent pour mei une valeur fntuitive.

Dans les affirmations qui précédent, quelgque chose nous géne.

Notre ewbarras naft d'un terme que la logique ne devrait pas connaftre,

nous voulons parler de 1'intuition. De quelle intuition s'agit-il?

D'une intuition empirique, d'ume intuition raticnnelle ou métaphysique,

voire méme divinatrice? Cette intuition a-t-elle quelque chose 3 voir

avec la Jogique intuitionnisie de Heyting? Non assurément pas!

’
Le probléme de 1'intuition chez Lesniewski n'est pas simple.

A plusieurs reprises Ledniewski fait part de sa profonde conviction
en “)'inteitive, 1'irrésistible validité" de ses axiomes, de ses métho-
des de définition et d'inférence.
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E’ch h&tte ] mip nicht die Mihe der Systematisierung und
der vielmaligen skrupuldsen Kontrollierung der Direktiven
meines Systems gegeben, wenn ich nicht in die Thesen die-
ses Systems einen gewissen ganz bestimmten, eben diesen
und nicht einen anderen, Sinn legen wiirde, bei dem fiir mich
die Axiome des Systems und die in den Direktiven zu diesem
System kodifizierten Schluss- wnd Definitionsmethoden
eine unwiderstehiliche intuitive Geltung haben. (Les’niewski.
1929, p. 78).

je n'aurars pas pris la peine de systématiser et de fré-
quemment contrdler scrupuleusement les directives de mon
systéme, siI je n’avais pas introduit dans les théses de
ce systéme un certain sens complétement déterminé - unique-
ment celui-ci et pas un autre - sens en vertu dugue! ses
axiames, ses directives finales, et ses directives de défini-
tions, codifiés pour ce systéme, possédent pour moel une
irpéfutable et Intuitive validité.

Se référant aux écrits de Les’niewski, Jordan &crit:

Lesniewsk! did not consider a formalized system as a play
with signs, & game of chess, or anything of this kind.
He bellieved in the absolute truth of some assumptions and
formed his apinions abeut different systems from this point
of view. fJardan, 1967, p. 385).

Cette remarque ne nous permet cependani pas de caractériser ses Suppo-

sitions, ses hypothéses essentielles. Hous pourrions multiplier les

les références concernant "1'intuition chez Lesniewski”. Aucune analy-

se n'offre de solution satisfaisante. Y em a-t-il une du reste? Les-

niewski lvi-méme s’est gardé de proposer une explication.
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The psychic ‘'sources” of my axioms are my Intuitions,
which simply means, that T believe 1n the truth of my
axioms, but 1 am unable to say why 1 believe, since [
am not acquainted with the theory of causality. My axioms
do nat have a logrcal "source”, which simply means that
these axioms do not have proofs within my system,  just
as In general no axioms, In the nature of things, have
proofs in that system for which they are axioms. I am quite
unable to answer the question, what is the "ohbjective va-
lue” of my axioms, nor any other similar gquestions, which
concern the exponents of the so-called theary of knowledge
- because [ admit sadly and to my clear disadvantage,
that despite my most sincere wishes, I am still unable to




understand even one of the problems which occur in the
just mentioned respectable "science".{Lesniewski, 1916, p.4).

Rappelons que Les’niewski a construit un systéme des fonde-
wents de la mathématique, La connaissance qu'il possédait de 1’antino-
mie russellienne et la résolution qu'il en a proposée ont motivé cetite
construction. L'esprit avec lequel i1 a abordé cette situation est ré-
lateur, “tedniewski is choosing to understand rather than to invent"
{Kearns, 1967, p. 63). 11 refuse de considérer la mathématigque comme
détachée du réel.

iInder the pervasive influence of Russell's investigation,
the problem of the ‘antinomies' has become a central pro-
blem in the intellectual efforts of a number of eminent
mathematicians., Again and again these efforts depart sighi-
ficantly from the historico-intuitive basis from which
the ‘antinomies' have developed, This has contributed to
the deterioration of the feeling of the difference between
the mathematical sciences, consirued as deductive theories
serving to formulate the heterogeneous reality of the world
in the most exact laws, and those noncontradictory deduc-
tive systems which indeed assure the possibility of obtain-
ing on their basis a wealth of continually new theorems,
but which, however, are simultaneously characterized by
a lack of any intuitive-scientific advantages linking them
to reality. (Leshiewski, 1983, p.8).

F AR . . - .
La position de Lesniewski relaiive au rdle des ihéories déductives le

conduit 3 concevoir des systémes logiques qui sont profondément asso-
ciés & une réflexion sur le discours pour en parler.

L'oeuyre de Les’niewski étonne par sa richesse, sa précision
et son originalité. Mous ne pouvons pas manquer d'éire surpris de sa-
voir ses contributions si peu, voire si mal connues. Cette surprise
s'explique cependant. Lorsque Les’niewski décide de "formaliser" ses
différents systémes au moyen de ses explications terminologiques, les
Principia Mathematica sont bien connus au sein de la communauté des

logiciens et des mathématicliens. Ils signifient plus qu'une simple réa-
1ité scientifique. 1)s ont également imposé le choix d'un langags, ¢'un
style, d'un point de vue surtout. Une certaine ynité dans le courant
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scientifique d'alors s'est cristallisée autour des Principia Mathemati-

ca, offrant peu d'espace & d'autres approches. Dans une Certaine mesu-
re, Ledniewski a &té victime de cette situation, tout comme McCal) du
reste., En effet, 1'esprit constructif des systémes de Ledniewski est
une caractéristique que les Principia Mathematica ne considérent pas.

Le rdle qu'il attribue & la définition s'écarte profondément du statut
abréviatif communément accepté. Enfin, sa conception de la notion de
classe différe grandement de celle qui est définie dans les Principia
Mathematica.

On aurait cependant tort d'imputer uniquement Jla raison de
la mécannaissance des oeuvres de Lesniewski & la publication préalable
de celles de Whitehead et Russe)). Ledniewski a peu publié. Des raisoms
qui tiennent i son haut niveau d'exigence relativement 3 Ja qualité
de ce qui devrait étre publié en sont partiellement responsables. Le
Pére Bochenski nous avouait, dans une conversaticn, que Les’n'lewslci a-
vait résalu prés de trois cents antinomies; i1 a publié moins de Qix
résolutions, 11 est &galement nécessaire d'ajouter qu'un grand nowbre
de documents, de notes et d'articles dus & Les'niewski ant éié détruits
pendant I'insurrection de Yarsovie. Enfin, des raisons d'ordre linguis-
tique contribuent & expliquer Ja non-imméd{ateté de la diffusion des
peuvres de Le§hiewski. En effet, le polonais et le russe n'étaient
pas 2alors des langues idéales pour une rapide diffusion scientifique.
(Luschei, 1962, p.44).

12. UNE CQEUVRE RECONNUE

Terminons cette biographie en présentant tré&s sommairement
)'importance et 1'influence de Les’niewski sur des personnages de grande
impartance scientifique. Le plus bel hommage que nous pouvons lui ren-
dre est d'"écouter” ces personnalités sclentifiques affirmer ce qu'ils
doivent au maitre polonais,
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I have learned most from Professor Stanislaw Lesniewski.
I explicitly indicate this (n the various places in the
texts, but those indications pertain only to the most impor-
tant points. But I admit that all my reflections have been
imbued with the influence of that extraordinary intellect
of whose priceless gifts favourable fortune has anabled
me to partake for many years In almost daily comtact. T
am decidedly a pupil of Professor Lesniewski whom I have
the pleasure here of thanking cordially and respectfully
for all he has ever taught me. (Kotarbinski, 1966, XII/.

Kazimierz Ajdukiewicz, dans sa contribution relative aux con-
nections syntaxiques, dcrit:

We shall base our work here on the relevant results of
Lesniewski, adding on our part a symbolism, in principle
applicable to almost all languages, which makes it possible
to formally define and examine the syntactic connexion of
a word pattern (Adjukiewicz, 1967, pp. 207-208).

Tarski, dans som &tude sur le concept de vérité relate:

Les remarques faites & ce propos [définition de 1’expres-
sion ‘proposition vraie'] ne constituent pas, dans la ma-
Jeure partie, les résultats de mes propres recherches. Elles
refletent les idées développées par Stanislaw lLesniewsk:
dans ses cours donnés & [I'Université de Varsovie depuis
1919-1920, dans ses interventions auw cours de discussions
et dans ses entretiens privés. il en est ainsi en particu-
lier de la presque totalité de ce gque je diral des expres-
sions entre guillemets et des antinomies sémantiques. {(Tar-
ski, 1972, p. 162, note 1/.

Parlant des fondements du principe d'individualisation qui
ne peut pas &tre résolu & partir de la métaphysique d¢'Aristote, Luka-
siewicz affirme que la résolution de ce probléme requiert "a more solid
basts"” et que ceite base existe.

I am referring to 2 logical system created by my colleague
Lesniewski and called by him ‘“entology”. This system is
little known in this country, because neither the author
himself has ever given a full account of it, nor are the
respective papers easily accessible. It is an extremely rich
system and built up with the utmost care and precision,
so that ft deserves our highest attention. {(Zukasiewice,
1953, p. 771,
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La distinction entre logique et mé&talogique peut &tre attri-

buée & Lesniewski. Méme si cette distinction n'a pas &té explicitement

énoncée, elle a &td effectivement employée, 1} me s’agit pas uniquement

d'un sentiment qui se dégage & la lecture des “Grundziige eines neuen

Systems der Grundlagen der Mathematik" (Lesniewski, 1929) ou des "teber

die Grundlagen der Ontologle" (Ledniewski, 1930), mais bien d’une réa-
1it&; Leéniewski réalise une distinction franche entre le langage Togi-

que et le métalangage qui permet d'en parler. Notre conviction est par-

tageée par Luschei et Jordan notamment.

Et,

In his seminal lectures from 1919 onward, Lesniewski was
the first [(at least in modern times, to Tarski's knowledge/
to attain, express clearly, and appreciate the conseqguences
of certain fundamental insights, anticipating Russell, Ram-
sey, and Gbdel. PRecognizing that semantic concepts are
relative to the 'object’ language or theory discussed, which
may not cowmncide with thought it may be part of the "meta-
ianguage” In which it is discussed. Lesniewski stressed
the distinction between these correlatives. {Luschei, 1962,

pp. 3=351.

A rather misty and somewhat loose relation between logic
and the theory of proof gained in precision when Hilbert
introduced the fundamentally important distinction between
mathematics and metamalhematics, meaning by the latter
a system of rules having mathematical formulae for their
object. Simultaneous, In close relation to Hilbertean idea,
the Lwow-Warsaw Schoo! formulated the distinction between
logic and metalogic.

The introduction of special metalogical notation Is advisable
for reasons of convenience, as f§t enables us to avoid an
excessive us of quotation marks and guarantees a certain
conciseness and elegance In speech and writing. Not only
this, it was justified later on by fits fruitfulness and the
numercus important results it yielded.

Historically speaking the incentive in this direction was
given by Ledniewski. (Jordan, 1967, pp. 165-367).



Nous pourrions multiplier les exemples et les citatfons qui
dtablissent Y'importance, 1'originalité et la richesse des contribu-
tions de Ledniewski. Nous préférons les présenter peu 3 peu en expo-
sant un développement de ses systémes logiques.
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DEUXIEME PARTIE

LA PROTOTHETIQUE



CHAPITRE 11 - LES CALCULS EQUIVALENTIELS

1. PREAMBULE

Nous avans montré ]'impartance de la découverte de 1'antino-
mie russellienne dans le cheminement de la pensée de Ledniewski. Cette
decouverte -révélation- le projette littéralement dans 1'univers de
Ta logique. Mous avons esquissé Jla maniédre dont i) résoud la contradic-
tion. Enfin, nous avons présenté, de fagan trés sommaire 1 est vrai,
les systémes logiques de Ledniewski,

La construction de la protothétique ne s'est pas imposée d'un
seul coup, elle s'est progressivement développée. En 1929, Leshiewski
expose notamment le calcul équivalentiel § ainsi que cinq calculs des
propositions, &1 - §5. 11 ne fournit aucune information relative aux
différentes analyses qui T'ont amené, 3 partir du systéme §, & conce-
voir le systéme S, Nous naus sammes donné comme objectif de présenter
un développement de systémes lagiques qui &tablit un lien entre le cal-
cul le plus elémentaire développé par Lesniewski, S, et Je systéme
5), qui sans étre un systéme achevé de la protothétique en passéde les
caractéristiques essentielles. Nous présenions cette histoire sous la
forme d'une genése possible de la construction des systémes de 1a pro-
tothétique. Partant du calcul équivalentiel le plus rdduit, S, naus
nous sommes demandé de quelle maniére atteindre la protothétique élé-
mentaire S1 en introduisant de nouvelles régles.

Chague reconstitution d'un systéme intermédiaire se concoit
comme une extension du systéme qui le précdde immddiatement. Tout se
passe comme si les limites d'um systéme, son incapacité i recouvrir
un calcul des propositions, nous donnaient la c1& de 1°'&laboraticn d'un
nauveau systéme. L'é&dification des systémes que nous proposons recouvre
probablement Ja démarche de Lesniewski. En effet, le développement suc-
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cessif des protothdtiques non &l&mentaires qu'il expose {Lesniewski,
1929) participe du méme esprit,

Sur 1a base du calcu) &quivalentiel 5, guatre nouveaux systé-
mes, 5Q1 - SQ4, peuvent étre postulés car, selon maus, ils représentent
des étapes nécessaires qui permettent d'atteindre le systéme &lémentai-
re de 1a protethétique, 351. HNoire construction n'est pas uniguement
moiivée par cet objectif génétique, mais également par un objectif di-
dactique: il s’agit de profiter de la présentation de systémes simples
paur, d'une part, inscrire une terminalogie précise et, d'autre part,
amener le lecteur & s’imprégner peuw & peu du caractére dynamique et
craatif des systémes de Lesniewski.

1.2. QUELQUES CONSIDERAT1QNS HISTORIQUES

L'&laboratjon progressive des systémes de Lesniewski s'ins-
crit dans le courani de pensée particulier & 1'école polonaise de logi-
que. Une fois encore, Ta canception de lLesniewski s'oppase & celle des
Principia Mathematica. Le statut de la dé&finition proposée par White-

head et Russell, en effet, ne le satisfait pas.

Beide Ausgaben des Systems der Herren Whitehead und Rus-
sel besitzen auffillige Mangel... Insbesondere -ist auf dem
Grunde dieses Systems dfe Sache der Festsetzung der Bedin-
gurigen fatal gestellt, denen irgendein Ausdruck geniigen
soll, damit man ihn als ein Definition annehmen oder als
ein neues Theorem zu dem System hinzufiigen darf, (Les-
niewski, 1929, p.6/.

Les deux wversions du systéme de Whitehead et Russell pos-
sédent des faiblesses frappantes... En particulier le pro-
bleme de 1'établissement des conditions qu'une expression
quelcongue doit satisfaire de maniere a &tre acceptée comne
une définition ou a &tre introduite comme une nouvelle thé-
se, embarrasse les fondements de ce systéme,

IT n'accepte pas de considérer les définitions cosme de simples abré-
viavions. Il les considére comme suffisamment importantes pour &tre
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plus que des commodités linguistiques. Pour Jui, les définitions iniro-
duisent toujours des idées nouvelles.

E.'.es'niewskjg wark resulted in the rejection of the view
that definitions are conventional abbrevations for econamy
and convenience in the presentation of a formal system,
without which the system can do as well. Far from being
an ‘expedient in presentation” or a "mere assignment of
names', definitions are an act of choosing the camplex and
various ideas which are to become the object of study.
fJordan, 1967, pp. 362-363),

Ledniewski veut assigner un statut de thése aux définitions.
Son intention est de formuler une régle susceptible d'imscrire dans
les systémes formels des définitions qui ne soient ni des axiomes, ni
des expressions imposées de 1'exiérieur par 1'usage d'un signe qui n'
appartient pas au systéme. Les idées introduites par le moyen des défi-
nitions voni apparattre comme des idfes nouvelles consiruites en fonc-
tion de ce qut existe d&ji, issues de celles qui sont déja présenies.
Elles expriment donc la potentialité de ce qui existe déja, 0'autre
part, Ledniewski est &galement convaincu par le “principe d'&conomie"
qui consiste & formuler les axiowes en utilisant le minimum de termes
primitifs. I1 a éiudié les iravaux de H.M. Sheffer. Ce darnier, en
1912, avait montré que deux foncteurs particulfers pris 1'un ou !'autre
comme unique Terme primiiif, étaient susceptibles de définir tous les
autres foncteurs. Notons cependant que Peirce d&ja avai: mis en éviden-
ce 1'existence d'un tel foncteur; i) Y'appelait alors 1'amphec, c.i.d.,
Y'incompatibilité. (Blanché, 1970, p. 344}.

gn 1917, J.6.P. Nicod avait réussi a fonder la théorie de
'a déduction sur un seu) axiome exprimé 3 1'aide de 1'unique foncteur
primitif appel& la "barre de Sheffer":

Pi.alr:] ct] .t} us)q.f ip1s.] .pIs

(Ledniewski, 1929, p.10).
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Sheffer et Nicod, towt comme PRussel du reste, utilisent un

signe spécial pour les définitions,

A definiYiton Jis a declaration that a certain newly introdu-
ced symbol or combination of symbols is to mean the same
as a certain other combination of symbols of which the mea-
nring Is already known.

We wiil give the names of definiendum and definfens res-
pectively to what is defined and to that which it is defi-
ned as meaning. We express a definition by putting the
definiendum to the left and the definiens to the right, with
the sign "=" between, and the letters "Df" to the right of
defintens. It is te be understood that the signe =" and
the letters "Df' are to be regarded as together forming
one symbol. .. :

it is to be ohserved that a definition is, strictly speaking,
no part of the subject in which it occurs., ...Thus although
we employ definitions and do not define "definition", yet
“definition” does not appear among our primitive rdeas,
because the definjtions are not part of our subject, but
are strictly speaking, mere typographical conveniences,
{Whitehead, Russell, 1910, pp. 11-12).

Nous avons déja dit que cette attitude face au probléme de
Ta définition géne Leéniewski. 11 'sent’ dans ce signe de Ta d&finition
*...=Df..." conme une espéce de second signe primitif. Cette géne révé-

ie bien plus sa position novatrice par rapport au probléme de Ta défini-
tion qu'une querelie de fond avec les auteurs des Principia Mathewmati-

ca.

11 s'attéle & la téche qui consiste & formuler d’ume part
les axiomes, et, d’autre part, les régles fondant les différents systé-
mes de la protothétique.

Die Definitions -und Schlussdirektiven bemiihte ich mich
in emer solchen Weise zu formulieren, dass man sie mit
Leichtigheit den verschiedenen Systemen der Protothetik an-
passen kénnte- in Abhdngigkeit von den verschiedenen pri-
mitiven Terminen, auf welchen die erwdhnten Systeme aufge-
bhaut werden soliten. (Leshiewski, 1929, p. 14/,

Je me suis astreint & formuler les directives de définition

ainsi que les directives finales de telle maniére qu’elles
pouvalent facilement é&tre adaptée aux différents systémes
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de la protothétique, relativement aux différents termes pri-
mitifs sur lesquels les systémes mentionnés pouvalent étre
construits,

Ce projet Jui prendra du temps. I1 commencera par examiner la possibi-
1ité de construire des systémes &lémentaires basés sur la bicondition-
nelle comme unique signe primitif, Ce foncieur Tui semble en effet un
bon candidat pour exprimer les définitions dans un systéms formel.

in den axiomatischen Forschungen konzentrierte ich mich
auf die Aufgabe der Konstruierung eines méglichst einfachen
Axiomensystems fir das,..., wenn auch in der Praxis noch
nicht realisierte, System der Protothetik, welches auf das
Aequivalenzzeichen, als den einzigen primitiven Termin,
gestiitzt ist. (Lesniewski, 1929, pp. l-15).

Dans les recherches axiomatiques, je me suis concentré sur
la téche de construire un systéme axiomatique, le plus sim-
ple possible, pour la protothétique, gquand bien méme en
pratique, elle n’était pas encore réalisée. (e systéme axio-
matique est basé sur 1l'équivalence Ea biconditionnelle]
comme unigue terme primitif.

Le premier systéme consisite en le calcul équivalentiel 3.
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2. LE SYSTEME EQUIVALEZNTIEL S

11T s*agit comme nous 1'avons dit du sysiéme Je plus &lémen-
taire., 11 est le point de départ, dans la quéte de Le;niewski, de Ja
construction des systémes de la protothétique. Deux intentions sous-
iendent sa recherche: d'une part une volonié de consiruire les systémes
logiques sur une base axiomatique ne comportanmt qu'un seul foncteur
primitif: la biconditfonnelle e%, d'auire part, la volonté d'&laborer
une procédure autorisant & introduire les définiiions comme des théses
des systémes. Lukasiewicz déclare (1967, p. 80} que Ledmiewski a &:é
te premier 3 recomnaitre que Je systéme equivalentiel bivaleni pouvail
étre axiomatisé et, Surma (1977, p. 204} affirme que Ledniewski a été
le premier & axiomatiser un tel calcul. 11 a &tabli cetle construction
sur la base de deux axiomes et de deux régles d'{inférence: la directive
de substitution et la directive de détachement.

2.1. LES AXIGMES
Al ((p=r)={q=p}}z(rzq)

AZ  (pzigsri}={{p=gl=r)

{es deux axiomes cantfennent un umique foncteur; i1 s'agit du fomcteur
z formateur de propositions & partir de deux argumenis proposition-
nels. Nous pouvons observer que seules les trofs variables proposition-
nelles p, g, r sont inscrites dans les axiomes. D'amblée deux

remarques ¢'importance s'imposent,

1} Lesniewski considére ses sysiémes logigues comme des sys-
témes interpréiés. Ainsi, les axiomes ne sont pas considérés comme un
un groupe de symboles qui ne prendraient “sens" qu’aprés une interpré-
tatign, Une fois inscrits les deux axiomes Al et AZ, on saft qu'ils
contiennent des variables propositionnelles et que celles-ci sont in-
tercannectées par le foncteur constant de biconditionnelle. Les catégo-

Ties semantiques des composants des axiomes leur donnent valeur de thé-
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ses premiéres. L'axiome AY propose ume organisation formelle qui per-
mettra d'établir la propriété de transitivité pour la relation d'é&qui-
valence et 1'axiome A2 énonce la loi d'associativité pour 1'opération

de biconditionnelle.

2) La seconde remarque concerne une caractéristique essen-
tielledes systémes de Lesniewski. On n'y propose ni de schémas de thé-
ses ni de métavariables. Ainsi on ne dispose pas d'expressions schéma-
tigues qui engloberaient en un seul temps toutes les situations parti-
culidres possibles, Ledniewski a toujours considéré que ses sysiémes
se développaient dans 1'espace et le tewps, gqu'ils avaient possibilitd
de crpissance infinie. A chague étape de la consiruciion d'un systéme,
les expressions sont donc en nombre fini. Cette croissance est néces-
sairement déterminée par les axiomes et les directives du sysiéme, mais
cette détermination n'est pas univoque. Les directives qui seront four-
nies, notamment celle de dé&finition, préserveront ume grande libertd
de choix dans la construction. Une analogie formulée par Luschei expri-
me de maniére particuliérement éclairante cette caract@ristique:

... their directives like gernes comtroliing without completely
determining their growth, so as to preserve the design ana
maintain proper fonctioning of the system. (Luschei, 1962,
p. 127).

Cette expansion contrdlée des systémes de Le§hiewski, liée
i tette Yiberté constructive d'inscrire peu & peu des constantes ou
des foncteurs nouveaux mnous incite & parler, comme le fait Simens
(1982, ». 167} pour 1'ontologie, de systémes au pluriel. A chaque étape
d'une construction, 1'ensemble des théses inscrites constitue 1'expres-
sion d'un systéme particulier. Toutefois, maintenant, il est plus inté-
ressant de considérer les systémes élémentaires dans leur potentiatité;
c'est ce que nous ferons., A cetie pluralité constructive il faut y a-
Jjouter une dimension nominaliste. En effei, dans la conception de Les-
niewski, deux expressions inscrites en des endroits différents et ayan:
la méme organisation symboligue ne sont pas cansidéries comme la méme

expression; on les dira simplement &quiformes. Cette proprigié mérite
d'étre présentée.
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2.2, L'EQUTFORMITE

Deux inscriptions -deux marques écrites ou deux groupes de
marques é&crites- sont équiformes si et seulement si elles sont compo-

sées du méme nombre de symboles -mots- et si & chaque place correspon-
dante de chaque inscription correspond un sywbole de méme forme.

Les expressions “place correspondante” et “méme nombre” d'4-
léments n'exigent aucune explication. 11 n'en va pas de méme pour les
notions de symbole -mot- et de méme farme. Précisons-les. Par "marque",
"symboie", plus généralement "mot" nous désignons une unité graphique,
discréte, isolée ou non dans une inscription. Afnsi PEIRCE est une ins-
cription compaosée de six mots alers que PEIRCE  est également une ins-
crintion mais composéde d'un seul moi; il a'y a qu'un seul symbole gra-
phiquement distinct. Le bon sens incite 3 considérer la lecture des
inscriptions de maniére linéairement horizontale., Ainsi, par “méme for-
me"., nous signifions que les dnscriptions sont homéomorphes, c'est-id-

dire superposables par translation, sans rotation.

Les deux inscriptions distinctes p et p sont équiformes,
PATR et AIR ne sont pas équiformes mais possédent des ingrédients é-
quiformes: AIR,

L*inscription pzq est équiforme 3 elle-méme.

La propriété "étre aquifarme" est donc réflexive, comme elle
est aussi symeirique et franpsitive: c'est une relation §'équivalence.
Nous verrons qu'elle joue un réle important dans 1a formulation des
directives de transformation propres aux systémes de la prototh&tique.

Nous avons choisi de présenter les sysiémes logigues simples
de maniére trés conventionnelle, L'usage de définitions inductives et
de métavariables sera donc zbondant. Ce choix est guidé d'une part par
des motifs lies & la simplicité d'une telle présentation et, d'autre
pari par notre volonté de respecter la réalité historique: celle qui
refléte les premiéres tentatives encore hésitantes de Ledniewski &
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Ta recherche d'un systéme des propesitiens. Le systéme S dent neus al-
lons parler est &lémentaire. 11 se constrwit & partir d'un ensemble
E, au plus dénombrable de variables prepesitiomnelles, E = ip, q, r,..j
11 posséde wn seul foncteur constant, = , la biconditionnelle; i1 s'a-
git d'un fencteur formateur de proposition & partir de deux arguments
propositionnels. 11 contient les deux axiomes, Al et AZ. Enfin, deux

régles d'inférence permettent d'inscrire 1'ensemble des théses.

2.3. EXPRESSIDN EQUIVALENTIELLE

Dans le systéme S, les propesitiens sent toutes des expres-
sions équivalentielles, Dé&finissons cet ensemble de maniére inductive.

1. Une variable propositionnelle est une expression dquivalentielle,

2. Si A, B sont des expressions équivalentielles, (A=B) esi une ex-
pression éguivalentielle.

3. Rien n'est une expression équivalentielle sinon par ce qui pré-
céde,

Convention: nous supprimerens la paire de parenthéses extérieures
d'une expression équivaleniielle,

2.4, LES REGLES D' INFERENCE

Nous présentons ces régles -directives- sans expleiter d'em-
blée le formalisme développé par Lesniewski. Nous n'exposerens donc
point ici Jes explications terminologiques qu'il donne, Ce cheix est
motivé par notre volonté de rendre ces explications plus accessibles
dans un premier temps. L'apprentissage du langage formalisé des expli-
cations terminologiques est en effel d'une réelle difficulté pour celui
qui n'a pas déjad une certaine connaissance de la protothétique et de
1'ontologie. En effet, les explicatiens terminologiques sont systémati-

quement exposées -en plus des termes primitifs particuliers- a 1'aide
de termes et du formalisme de la protothétique et de 1'entelogie. I
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s'agit, bien sir, de 1'expression formalisée de la métalangue. Nous
cherchons plutét & donner accés & la compréhenston des systémes logi-
ques de Ledniewski en en parlant dans une langue naturelle. Une fois
ces systémes assimilés, i1 sera aisé de les traduire dans le formalisme

de la métalangue.

2.4.1. DIRECTIVE DE DETACHEMENT: dét

Cette directive offre une analogie certaine avec la régle
bien connue de détachement de la conditionnelle, que 1'on appelle par-
fois régle du "modus ponens”. MNous ne ferons pas ici la distinctfion
qu'opére kukasiewicz (1963). Cettie directive permet d'obtenir une nou-
velle thése du sysiéme 5 3§ partir de deux autres théses du systéme
préalablement inscrites, & la condition que celles-ci aient entre elles
une relation formelle bien déterminge,

Spit dewx théses de 5. $7 1'une est équiforme & 1°'argument
gauche de 1'expression équivatentielle qui constiiue 1'autre thése,
alors 11 est possible d’introduire 1'argument droic de cette thése com-
me thése du systéme. L'argument gqauche (respectivement droit} d'une
expression équivalentielle consiste en la partie gauche (respectivement
droite] du connecteur dominant de cette expression. Schématisons ceite

régle:
m R =T
théses de $§
n R
T m, n, d&t (T résuite de la directive

de détachement en fonction des
théses m et n).
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2.4.2. DIRECTIVE DE SUBSTITUTION: sub

Cette directive permet d'introduire dans le systéme S une
nouvelle thése 3 partir d'une thése préalablement inscrite dans $
en substituant & chaque occurence d'une variable équiforme une expres-
sion équivalentielle équiforme. Schématisons cette directive.

Soit Alp} une thése de S contenant la variable proposi-
tionnelile p.

m Alp} thése de $§

A(E} {thése obtenue par sub. 4 partir de la thése Alp}
en substituant aux variables équiformes & p dans
A, une express}on équivalentielle équiforme a £.)
Notation: m, '/E

Afin de r&duire la longueur des démonstrations nous nous autorisons
d utiliser des substitutions simultandes.

Sur la base de ce que nous avons présenté, déduisons gquelques théses.

T (f{qarisirzq))=trzr} Al p/q, a/r

T2 (({r=lqzrttz=lirzq}sriz((gsri=lir=q}}
a] ] p/"’ r/qirs q/riq

13 drslgzr))z{lrzq}sr) Az, p/r
T4 ({qzrisirzq) T2,T3, dét.
5 rzr 74,71, dét.

Cette numérotation différe de celle de Lesniewski (1929, pp. 16-22).

Arrétons-ncus un instant et observons 1a thése Th. Elle mon-
tre que la variable propositionnelle r a une relation d'équivalence
avec elle-méme et que cette relation est réflexive, Mais elle ne le
dit que pour cette inscription, d'une part, parce que notre systéme
re comporte que 7 théses et rien d'auires et, d'autre part, parce que
nous ne dispesons pas de métavariables. Toutefois, penser le systéme $
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dans sa paotentialité comnme la réalisation théorique de ce qu'il peut
promettre est conceptuellement beauwcoup plus riche. A cette fin, comme
nous 1'avons fait d'ailleurs pour la présentation des directives de
transformation, nous parlerons en termes de métavariables dans le sens
d*une généralisation. Cela signifie que nous considérons toute thése
de 5 comme le support d'une généralisation & toutes les expressions
équivalentielles possibles qui sont susceptibles de se conformer au
moule de la thése. Cette fagon de faire nécessite, en partant d'une
thése particuliére, de penser & ume infinitd de substitutions possi-
bles. Nous percevons donc ici 1'intérét qu'il y aurait & utiliser le
quantificateur universel.

Ce qui vient d'étre dit peut paraitre ambigu. N'y a-t-il pas
quelque incompatibilité entre 1'intention de Ledniewski de praposer
des systemes spatio-temparels et cette wvolonté de considérer Te sys-
téme 5 dans sa potentialité? En fait, d'une part, le systéme 35 rend
compte dans sa conception méme de certaines hésitations. Le calcul é-
quivalentiel, tel qu'il 1'expose, ne présente pas encore clairement
les caractéristiques des systémes achevés. D'auvire part, il y a sems
4 s'interroger sur les prapriécés non pas d'un systéme privilégié&, mais
de tous les systémes possibles et, ceci par rapport au mode de cons-
truction qui est proposé.

For Lesniewski, a formal system exists in space and time,
and it contains just those results which have actually been
deduced. This means that there are no unproved theorems
of a formal system., However, this claim does not make
proofs of completeness and consistency either trivial or
senseless, These proofs must be upnderstood as proofs about
all possible weli-formed formulas or theorem, rather than
as proofs about this or that Ideal system. Any problems
connected with potentiality or possibility are different from
those which result from admitting abstract entities, To say
that every well-formed formula which can be conastructed
will either be provable or contradictory is not to say any-
thing which commits us to recognizing the formal system con-
taining the theorems. (Kearns, I967, p._6—6J.
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2.5. REGLES DERIVEES

Les quelques régles que nous présentons serviront avant tout,
d'alléger les démonstrations.

2.5.1. DIRECTIVE DE COMMUTATIVITE: comm

Cette directive énonce que pour toute expression éguivalen-
tielle qui est ume thése de 5, il est toujours possible de commuter
les arguments du foncteur biconditionnel dominant.

Schématiquement, cela correspond 3 la transformation sui-
vante:

m AsB these de S

A=A m, comm

Ce résultat est, en fait, un cas particulier attaché aux théses de $
de la proprigté de commutativité inhérente au connecteur logique de
biconditionnetle, La thése T4, écrite en termes de métavariables, donne
& voir cette propriété:

1 AzB thése de S

2 (A=B)=(BzA) T4, p/A, q/B

3 B:z4 2, 1, dét

Partant de 1'expression A=B considéré&e comme une thése du systéme, en

utilisant la thése T4 ainsi que la directive de détachement, on obtient
immédiatement la thése B:A.

Sobocinski (1960} a établi des métarégles de procédures en relation
avec la protothétique, notamment, une métarégle qui s'apparente a la
directive comm. Ses mdtarégles sont en relation avec le systéme complet
de Ta protothétique. Nous aurons 1'occasion d'y revenir.
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2.5.2. DIRECTIVE D* INTRODUCTIDN DU = : int.

Partant de deux théses A et B, préalablement inscrites dans
S, cette directive autorise a introduire la thése A=B.

schéma: m A thése de S
n B thése de S
AzB m, n, int.

Justifions ce résuliat.

Spit A et B, deux théses de S

1. A thése de S

2. 8 thése de 5

3. (As{B=(A=B)})={({A=B)=(A=B)) AZ, p/A, q/B, r/AzB
4. ((AzB)=(A=B))=(A:(B=(AsB))) 3, comm

5. (A=B)=(A=B) 15, r/AzB

6. Az{Bz(Az8)} 4, 5, d&t.

7. Ba(AzB) 6, 1, dét.

8. A=B 7, 2, dét,

2.5.3. DIRECTIVE DE DEPLACEMENT: dpl.

Cette directive permet d'introduire une nouvelle thése du sys-
téme 5 & partir de deux autres théses du systéme préalablement inscri-
tes, & la condition que celles-ci aient entre elles une relation for-
melle bien déterminge,

Soit deux théses de S qui sont des expressions &quivalentiel-
tes. Si l'argument droit de la premiére est &quiforme & 1’argument gau-
che de la seconde, alers il est pessible d*introduire comme thése dans
le systéme une expression équivalentielle dont 1'argument gauche est
équiforme & 1'argument gauche de la premiére thise, et dont 1'argument
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droit est équiforme & 1'argument droit de la seconde, Schématisons ce:-

te régle.
m AzB
théses de §
" Bsl__
A=zC m, n, dpl.

Justifions ce résuliat.
Soit  AzB et B=C, deux théses de S,

I, AzB thése de S
B=C thése de §
{(B=A)={C=B))=(A=C)
Al, p/B, r/A, q/C

B=A 1, comm
5. C=B 2, comm
6. {BzA)=(CzB} 4, 5, int
7. AsC 3, 6, dét

2.5.4. DIRECTIVE D*ASSOCIATIVITE: ass.

Cetie directive permet d'introduire une nouvelle thése du
systéme $ & partir d'une autre thaése du systéme préalablement inscrite,
d la condition que celle-ci posséde un argument droit qui soit une ex-
pression équivalentielle, Cette directive découle directement de 1'ax-
fome AZ.

Schématisons ceite régle.

Seit  A=(BzC) wne thése de S

1. Az(B=C) thise de §
2. {Az(BzC})}z({A=B):C)

A2, p/A, q/B, r/C
3. {AsB)=C 1, 2, ass

57



Les propriétés de commutativité et d'assoctativité attachées au connec-
teur logique = permettent de transformer de maniére quasi mécanique

toute thése de S. Observons quelques transformations & partir de la
thése 74.

T4 (qzr)z{r=q)

T6 (rzq)z{g=r) T4, comm
17 { r=q)zqlzr T6, ass
T8 rz({ rzq)zq} T7, comm
T8 (rz(rzqgll=zq T8, ass

Nous établirons une méthode d'inscription plus générale que cette ap-
proche basée sur les directives que nous venons de présenter. Pour
1'instant nous nous contenterons de ces directives pour démontrer guet-
ques théorémes qui nous serviront dans la suite de notre propas.

2.6, QUELQUES SCHEMAS DE THEOREMES
Tlo (P2(QzR) = (P=Q) =R) a2, Pre, Y0, /e
Tt ((P2Q) zR)=(R=(P=z0Q) Ta, 9P = qQ, "/R
T12 (QzP)=(PzQ T4, 9/Q, T/p
T3 (((P=Q) 2R = ((Q=P) 2(P=zQ))) =(R=(Q=2P))
al, Preg, 9k, TrQ = P
Ti4 Rz@QzP) = (((P=Q =R)= ({(Q=P)z(P20Q))
Ti3, commn
T1S (Rx(QaPNe{(((PzQ:=zR=({0=P)=(PzQ))=

((Re(QaP)=((PaQaR)s Q=P =(P=0Q)
a2, PrR=(Q=P),
P =k
/HQ=P) e (P=0Q)



Tié

T17

T18
Ti9
T20
T21
T22
T23
T24
T25
T26
T27
T28
T29
T30
T3]
T2
T33

((R=(Q=P))=(P=Q =R))

((Q=P)= (P

Q)= ((R=(Q

(R=(Q=zP)=(P=2Q) =R}
(P=® =R =(R=(Q=P)
R=z(@Q=z=P)) ={(Q=zP)=R)
(P =zR)=(R=(Q=P)
((Q=P)=R) =(R=(Q=P))
R={@Q=P)=((R=Q =P)
((Q Rz
((RzQ) aP)=(P=(ReQ)
((Q =P} aR) =(P=(R=0qQ))
((PgQ) =R)=(R=(Q=P))
(P =R) =((R=Q =P)
((P=Q)«R)=(PaiR=q)
(P=z(ReQ))=((PekR)=qQ)
((PzQ zR) = ((P=R)=qQ)
(PR} £Q =(Q = (P xR
((PeQ =R) =(Q=(P=R)

Py = R) P)

((Q=P)=(P=qQ))

L)

TIS, Tl4, dét

= ((P Q) =R}

T16, comm
T7, T12, dét

T18, comm

T4, YR, FfQ =P

T19, T20, dpl
T20, comm
a2, Prr, 9q,

T22, T23, dpl

T4, YR=q, ¥

T24, T25, dpl
T21, T22, dpl
T27, T23, dp)
T28, T25, dpl
Az, Pre, 9m,

T29, T30, dpl

Trp

/P

r/Q

T4, /P 2 R, T/Q

T31, T32, dpl
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Ces quelques thdses n'ont pas grand int&rét en elles-mémes. Elles per-
mettent d¢'observer cependant un fait intéressant: toutes les variables
dquiformes d'une thése apparaissent en nombre pair. Ce résultat, induit
pour 1*instant, aura a &étre prouvé. La relation de transformation ainsi
que le métathdoréme de la transformée permet d'@tablir cette propriété
de pairité, propriété essentielle attachée aux expressions équivalen-

tieiles qui sont des théses.
2.7. LA RELATION DE TRANSFORMATION, tr.

2.7.1. DEFINITICN

Une expression équivalentielle E posséde Ja relation tr. avec
une expression equivalentielle D, s§ et seulement si, E=D
est une thése, vE=D. La relation tr est transitive, r&flexive

et symétrique, c’est une relation d'équivalence.

2.7.2. METATHEQREME DE LA TRANSFORMEE

Pour toute expression équivalentielle E et pour toute variable
P qu'elle contient, il existe - si les conditions 1-4 sont remplies - une
expression équivalentielle F tel que E posséde la relation de transforma-
tion avec P z F, {c'est-d-dire, r E = (P = F}}

1. P est une des variables inscrites dans E.

2. F est une expressian équivalentielle qui posséde un connecteur

de moins que E

3. Pour toute variable X différente de P dans E, 1'ensemble des va-
riables équiformes & X dans £ est &quinumérique & 1'ensemble des
variables équifarmes & X dams F, c.d.d., £ et F contiennent le
méme nombre d‘occurences de chaque variable, excepté pour P,

4. L'ensemble des variables équiformes & P dans E posséde un &lément
de plus que I'emsemble des variables équiformes & P dans F,c.d.4d.,
E a une accurence de P de plus que F.

Proposons un exemple

Seit E & {q={p=r))ss
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Partant de 1'expression équivalentielle E, i1 est possible d'inscrive
la thése E=z{p=F}, ol F est équiforme &, par exemple, q={r=s)., L'ex-
pression F est congue A partir des informations contenues dans E; elle
posséde un conmecteur de moins que E, et la variable p n'y est plus
présente.

Le résultat que nous proposons Etablit que quelque soit 1’ex-
pression équivalentielle E, et quelque soit la variable P dans E, il
existe F tel que FEz(P=F). Nous pourrions généraliser ce résuliat pour
une organisation quelcanque de F congue relativement & E, harmis un
P, mais nous n'aurons pas bescin de ce résultat. La démonstration s'ef-
fectue par induction sur le nombre n de connecteurs que E posséde.

Base: n=1

Les seuls représentants possibles sont de la forme AzB. o0 A et B sont
des variables propositionnelles équiformes ou non,

1. pap ou, 2. pzq
le résultat est trivial.

Hypothése d'induction: supposcons que le théordme est démontrd pour tou-
te expression &quivalentielle E possédant un nombre de connecteurs in-
férieur & n.

Fas d’induction: démontrons le métathEoréme pour une expression E pos-
sédant n connecteurs,

al. [ est ure expression &gquivalentielle, elle posséde un connecteur
dominant.,

b). E posséde la structure formelle AzB, par a).

¢). La relation de transformation est réflexive,

d). E posséde la relation de transformatian avec elle-méme.
F Bzt (EsE est ume thése), ou F E={AzB}, par b) et c).

e). Choisissons une variable quelconque inscrite dans E, par exemple P,
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f).

9.

h).

il.

E est AzB, A cu 8 contient la variable P, par exemple B.

B posséde au moins un connacteur de moins que E; B entre donc dans
le champ de 1'hypoth@se d'induction.

FB={P=C), par g}.

Sur la base de ces informations, montrons qu'il est possible d'ob-
tenir une thése possédant la structure formelle suivante:

- Ez(P=F).

Démonstration du pas 4'induction.
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v E=(A=DB) Eest Az B
r B (PsC) hypothése d'induction, h
r(Ex(A=B) = ((E=xa) =8y a2, P/g, Ya, '/

r{E=24)zB 3, 1, dét

F(Bz(PaC)) = (E=4a)=B))=x ((P=xC)=(E=Ah))
Al, B/, Tsp=C, YE = A

+r{(B2(P=C)}= ((Exay=0) 2, 4, int
r(PzC)z (E=a) 5, 6, dét

{E = &))
133, Pre, Yp = c, B/a

r ((E=(P2C))=a)y=((P=C)

m

v ((P=xC)=z(ExA)) = {((Ex(P=zC)) i)
8, comm

r (E=(P=C))=A 9, 7, dét

= ({(Ex{(PzC))=h)=(((PzC)=E)=zaA)
T21, P/E. Q/ch. R/a

v {((P=C)=E)=zA 11, 10, dét

r A= ((P=C)zE} 12, comm



14

15
16

17
18

19
20
21
22
23
24
25
26

(A =({(PaC)=E)

(A= (P=C))=E)

az, P, Yo, T/E

(A=(P=C))=E 14, 13, déc
(A =(P=C))=E)ye({(P2C)=(A=E))

133, Fra, Yp = c, Rse
(P=C)=z (A=E) 16, 15, dét
((P=C)={(AxE))s{(({PaC)=A)zE)

Az, P/pzc, Y, "/E
{((P=C)=24)=E 18, 17, dét
Ex=({PxC)=a) 19, comm
(PzC M) e(hz(C=Pn ™19, 77, Y, B

(A =(C=P))=((a

((p
(A
«p
Es«

<7}
n

ol

C)=P) az, P, Y, Trp

=0 =)= {(Az=0 =Pk 21, 22, dp]
0O =Pz (Pz(AzC) T4 Yasc, o
tC)=a)s(Ps(AxC)) 23, 24, dpl
(P=z(A=C)) 20, 25, dpl

= (P = (A=C)) est bien de la forme E = (P = F),

F est A=C
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z.8. LA PROPRIETE DE PALRITE

L'ensemble des théses du systéme 5, bien qu'infini dénombra-
ble, ne présente guére d'intérét en lui-méme. Seules des expressions
équivalentielles sont dérivables, I1 est cependant partinent de se de-
mander d'une part, quelles sont les propriétés de 5 et, d'autre part,
quzlies relations 1'ensemble des ihéses de S soutient avec celui du
calcul des propositions.

Lesniewski y a répondu en preoposani unme analyse extrémement
compléte tLes’nienski. 1929, pp. 15-30}. [V démentre:

«us In sich [S] alle in der gewdhnlichen Theorie der De-
duktion beweisbaren Aequivalenzensdtze und keine anderen
Sédtze enthilt, {Lesniewski, 1929, pp. 15-16].

§ contient toutes les expressions €quivalentielles qui sont

démontrables dans falghéorie de la déduction habituelle,

et aucune autre proposition.
Ce résultat est établi en considérant la démonstration de 79 théses
du systéme 5 et d'une déduction em langage naturel qui wtilise deux
notions nouvelles relatives aux expressions du systéme. Lesniewski a-
vait remarqué {Lukasiewicz, 1967, p. 107) que dans toute thése du sys-
téme S, le nombre doccurences des variables équifermes est pair. Par-
tant de cette constatation, i1 définit deux notions nouvelles:

1} Le degré d'une expression &quivalentielle (Lesniewski, 1929, p.22)}.

2} L'absurdité de type n d'une expression équivalentielle {Lesniewski,
1929, p. 27).

Dans la logique des propositions, il est possible de démon-
“rer les deux axiomes de S , comme 71 est possible de prouver que les
deux directives conservent la validité; Ledniewskd démontre ainsi que
toute thése de S est démontrable dans la lTegique des propositions. 11
utilise la notion “d'absurdité de type n" ainsi que celle de "degré
d'une expression équivalentielle" pour établir 1'inverse. Pour notre
part, afin d'établir ces résultats, neus utiliseroens la propriété de
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pairité,

Lesl;liewski was the first to note that in all theses of the
equivalential system the number of equiform variables of
each shape... is even (Lukasiewice, 1967, p. 107).
En d*autres termes, dans une thése, chaque ensemble de variables équi-
formes est de cardinalité paire. Nous parlerons de prapriété de pairi-
té et la désignerons par P.

Avant de démonirer ce résultat, nous développons un calcul qui permet
de 1'abréger. Ce calcul se fande sur 1'inscription d'une séguence asso-
cide & chague expression équivalentielle, Toute expression bien formée
du systéme 5 posséde des variables. Nous nous intéressons & ces varia-
bles et considérons la cardinalité de 1'ensemble des variables &quifor-
mes & chaque variable. Soit A, ume expression éguivalentielle: nous
désignons par V{A} la séquence associde & A. Cette séquence indique,
pour chacune des variables de A, son nom et le nombre de ses occurences
équiformes, Taute séquence V(A) associde & une expression &quivalen-
tielle A prand donc la forme générale suivante:

V(&) = («p,pea,--- ) 8ov)

Toute séquence consiste en une tiste finie de termes, Chaque tazrme se
compose de deux unités significatives; la premiére est 1'argument odu
terme, Va seconde est 1'indice du ierme. Toui argument d'un terme indi-
que la cardinalité de 1'ensemble des variables, dans A, &quiformes au
nogm de 1'indice qui Tui est associ&. Pour &tablir la séquence d'une
expression équivalentielle A, nous procédons ainsi:

1. neus inscrivons comme premier terme de la séquence le nom de

o

premiére variable que nous renconirons lorsque nous lisons
A, Cette information apparait en indice du nombre exprimant
la cardinalité de 1'ensemble des wvariables aguiformes, dans
A, & cette premiére variable,

2. naus inscrivons tomme deuxiZme terme de la séquence le nom
de la deuxiéme variable (si elie existe) qui n'est pas édqui-
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forme & la premiére. Cette information apparait en indice du
nombre exprimant la cardinalité de 1'ensemble des variables
gquiformes dans A & cette deuxiéme variable.

3. nous procédons atnsi jusqu'a &puisement des variables de formes
différentes dans A.

Toute expression bien forméeA dans S est nécessairement fimie, une sé-
quence est donc toujours une suite finie. Toute expression équivalen-
tielle A de S est constituée d'un nombre fini de variables; cette pro-
cédure est donc effectrive.

Considérons gquelques exemples.

Al: (ipar)={qsp))=lrza)
Séquence associée § Al:
ViAl)=(2.p, 2.7, 2-q)

A2: {pzlqarh)={{pzqlzr)
Séquence associbe 3 A2:
v{A2) = (2-p, 2:q, 2:r)

E: {p=r)z{{rzq)={rzp))
Séquence associde § E:
v{€) = (2-p, 3r, V- q)

Seule lg cardinalité de )'ensemble des varisbles équiformes de chaque
forme et leur nom importent. Pour notre propos, 1'ordre des termes ne
nous intéresse pas. [) est passible maintenant de définir la propriété
de pairité en utilisant la notion de séguence associée a une expression
éguivalentielle, Une expression éguivalentielle posséde la propriété
de pairité, si et seulement si, chague argument de terme de la séquence
qui lul est associbe est um multiple de deux. La régle de substitution
ainsi que celle de détachement se traduisent aisément sous forme d'un
calcul qui gpére sur les séquences.
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2.8.1, TRADUCTION DE LA OIRECTIVE DE SUBSTITUTION

Considérons une expression E du systéme $. Une te)lezxpression
consiste nécessairement en un arrangement de variables &quiformes ou non
équiformes. Ces variables sont en nombre fini., Désignons-les par p,

[ T X
Soit ¥(E), la séquence associde & E.

VE) = (2 p,prqy 2 60D

Substituer au nom d'une variable de E une expression équivalentielle
8 consiste 3 substituer & chaque variable équiforme & cette variable,
1'expression équivalentielle équiforme & B.

Considérons un exemple:
A2: {pzlqzr})={{pzqlzr)
B : pzar

T ¢ (p=tlpzr)zr))=({pzlpzr)izr) A2, /pzr

Afin de déterminer la séquence associée & T, 1'expression résultant
de 1'application de la régle de substitution, nous proposons un calcul
qui s'apparente quelgue peu & la multiplication. Par abus de langage,
nous dirons que le nombre 3 , qui exprime la cardinalité de |'ensemble
des variables é&quiformes & q dans AZ, multiplie la séquence associée
& )'expression substituée B.

Via2) = (2:p, 2:q, 2o1)
vig) = (-p, 1vr}

La séquence de )'expresston transformée T, 1'expression équivalentielle
obtenue par subditution, résulte d'une multiplication de séquences.
La séquence V¥(B) multiplie la séquence V¥{A2} par rapport & lavariable
q, e que nous noterons:

YT} = V(B) @V(A2)
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lIn tel calcut s'effectue de la maniére suivante:

V(TH = V(B) B ViA2)
{1p, 1) & {2p, 2q. 2r)

H

(2p, 2.{1p, 1r), 2r}

{2p,{2.1p,{2.0)r, 2r})

{2p, 2p, 2r, 2r}

Cette derpidre information n'est pas suffisante. En effet, les indices
des termes de la séquence associde & T pe sont pas indépendants. Noys
ajouterons alors, pour obtenir une séquence de termes d'indices indé-
pendants, un principe de réduction. Nous le formulons ainsi: Si la sé-
quence rasultant d'une "multiplicatian" contient plusieurs termes de
méme indice, elle se réduii, par addition des arquments de ces termes,
a une séquence dont tous les indices sont distincts. Avec ce principe
de réduction, V(T} se réduit ainsi a: V(T) = {4p, 4r). Rappelans que

seulz la cardinalité des ensembles de variables &quiformes & chaque
variable nous ‘importe. Nous nous désintéressons donc de 1'ordre des

termes.

GENERALTSATION DU CALCUL
Sait A une expression du systéme de séquence
ViAY = (&p,pg,....8r) «,p ... 83 1.

S50it E 1'expression qui va étre substituée & 1'une des variables

de A.
V{E} = '[95,...,(.“ Grevesé 3 1.
Substituer E dans A, & une variable quelconque, ¢ par exemple

nous permet d'engendrer une nouvelle expression 1.
La séquence assaciée & T se calcule ainsi,

@
VIT) = WE) x V{A)

@
= (g5,...,e8) x (4p, B, ., EF)
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{(p, p.{gs,..., et),..., &1}

@p, (p.g)s, ... (pEL, ..., dr)

Application du principe de réduction si nécessaire.

2.8.2. TRADUCTION DE LA DIRECTIVE DE DETACHEMENT

Cette directive ressemble & une opératien de soustraction,
Partons d'un exemple:

Soit V'expressten A: ({pzqlziqszpl,
et soit 1'expression §: ({p=q)ziq=p))={psiqzlpzq)})}
Grice & la directive de détachement, neous pouvons obtenir 1'expression
B : pzlqzlpzq)) 0, A dét.

De maniére imagée, nous pourrions dire que 1'expression B s’obtient
par "soustraction® de 1'expression A & 1'expression . Or, notre nou-
velle opération consiste précisément & produire la séquence Y(B) en
soustrayant la séquence V{A) de la séquence V{E). Une telle "soustrac-
tion" de sé&quence opére uniquemsni entre termes d'indices &quiformes.
Reprenons noire exemple:

¥(a) = {2p, 2q)
¥(Q) = (4p, 4q)
viB) = ¥(Q) & v(A)

{4p, 49)O(2p, 2q)

{4p-2p, 4q-2q)
{2p, 2q)

1

GENERALISATIOR DU CALCUL

Soit V(A) = {£p,..., 9q)

Soit ¥(Q) = {dp,..., P9, ..., &)
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Vi{B)

vig) © via)
s lapyypay 8 @l €p, -y fa)

(d¢-£?,~‘-ﬁq‘?qn“‘:5')

A8 p, - CPgday o 8T

I1 est évident que si le résultat d'une "soustraction™ de termes est
nulle, 1'information ne nous intéresse plus. Nous T'Eliminerons donc
de la séquence résultante. IT s'agit du principe ¢'€&limination.

2.9, QUELQUES METATHEOREMES

Les métathéorémes que nous présentons établissent Tles liens
qui existent entre la propriété de pairité d'une expression équivalen-
tielle et, d'une part, les théses de S, et, ¢'autre part, les tantolo-
gies du systéme 5.

METATHEOREME P: Toute thése du systéme $ posséde Ta propriété de
pairite P,

La démonstration s'effectue par induction sur Te nombre n ¢'application
des régles d'inférence,

BASE : n =0

Les seules théses possibles sont les axiomes
Al: ((pzrlz(gzpllzirzq)

A2: (pzlgzr)iz{{p=qlzr

Le résultat est trivial; en effet, les ségquences associées aux axiomes
montrent immédiatement que ces deux théses possédent la propriété de

pairité,

V(A1)
V(AZ}

(z-p, 27, 2:q)
(2p, 2:q. 2:7)

HYPOTHESE D' INDUCTION: La propriété de pairité P est conservée pour
tout nombre d'application de régles d'inférence inférieur & n.
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PAS D'INDUCTION : Verifions que la propriété de pairité est conservée
pour n applications des régles. 11 s'agit de vérifier dans ce cas que
1'expression T résultant de la niéme application d'une régle d'inféren-
ce conserve la propriété P . 11 est donc nécessaire de monirer que,
quelque soit la régle utilisée Tors de la niéme application, la pro-

priété de pairité est conservée. Deux cas sont 3 étudier:
I. utilisation de la directive de détachement. I!. utilisation de 1la

directive de substitution.

I. La thése T est obtenue par application de la directive de détache-
ment. Elle résulte par application de la directive & partir de
deux autres théses qui ont &té préalablement inscrites. Ces théses
sont dans la relation formelle suivante: EzT et E. Ces deux
théses ont $t& introduites par un nombre d'applications de régles
inférieur a n. Ces deux théses entrent donc dans le champ de 1'hy-
pothése d’induction, Elles possédent toutes deux ?a propriété de
pairité., Leur séquence associée présente une forme générale dont
on sait que 1'argument de chague terme est un multiple de deux.

VIESF) = ({2u}p,..., (2P)q,..., (29}%)
v{E) = ({2e¢)p,..., (24 )q)
Calculons la séquence associée & Ta thése résultante T,
VIT) = ({24)p,... (200, Q2@ 20)p ..., (28)9)

= ((d1p~t26)p, - (2PN~ (28)q ..., (22E)

= (2A-8)p, ., LU -8Y, .. (2 )
La relation formelle entre les deux théses, nécessaire pour admet-
tre le détachement, garantit que ce type de "soustraction* est
une opération interne: chaque terme de V{EzF) qui contient wn in-
dice équiforme & un terme de V{E} posséde un argument plus grand
ou égal & celui qui Jui correspond dans ¥{E). La théorie des nom-

bres et le principe d'élimination garantissent que la thése T pos-
séde la propriété de pairité,
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11. La thése T est obtenue par application de la directive de substi-
tution. Elle résulte par application de 1a régle & partir d'une
thése £ préalablement inscrite dans le systéme. La thése £ entre
donc dans Te champ de 1'hypothése d'induction. £ posséde la pro-
priété de pairité; tous les arguments des termes de la séquence
qui Tui est associde sont des multiples de deux.

Y(E) = ((2e)r,..., (2§)s)
T est abtenue par substitution d’une expression S 3 une des varia-
bles de E, soit r cette variable, Attribuons & $ une ségquence

quelconque,

y(s) = (&b, -, B¥) | et calcuions la séquence associde & la

thése résultante T.

r
VIT) = VI(S) @ V(E)

r
(d{;'"f'sv) @ ((ltl}r,"' ,(.2.5)5’1
(2O AL, pvY, -, (28)8)

= ((Zzead b ), CREPIV, (2 8Y8Y

La théorie des nombres et le principe de réduction garantissent
que la thiése T posséde la propriéié de pairits,

Le métathéoréme P est ainsi démontré. Ce résultat n'est pas négli-
geable. 1 en est un autre, non moins important, qui permeitra

d*inscrire les théses de 5 d'une maniére quasi "mécanique”.

METATHEOREME £ : Toute expression équivalentielle qui posséde la pro-
prigté de pairité est une thése de S,

Démonstratian:

Toute expression équivalentielle passédant n variables, nal, non
nécessairement disfinctes, contient n-1 connecteurs. Toute expression
équivalentielle posséogant la propriété de pairité posséde 2-k varia-
bles. Sur 1a base de ces résultats, i1 s'ensuit immédiatement que toute

expression équivalentielle de propriété Pposséde 2k-1 connecteurs.
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Notre démonstration procéde par induction sur ce k.,
BASE : k =]

Les seules expressions égqulvalentielles possibles sont celles qui possé-
dent deux variables Equiformes. £lles cansisient en une forme analogue
& 1'expression rzr. Kous 1‘'avonms démoniré, il s*agit de la thése T5.

HYPOTHESE D'INDUCTION : Toute expression Squivalentielle qui posséde
la propriété de pairité et dont le nombre de conmecteurs est fonction
d*une valeur inférieure & k est une thése de §.

PAS D'INDUCTION : Soit E une expression Equivalentielle qui posséde
la propriété P et dont le nombre de conmecteurs esi fonction d'une va-
leur €gale & k; démontroms que E est une thése de §.

L'expression E posséde au moins deux variables éguiformes: soii p ces
variables.

1. r E=(p=D) Métathéoréme de la rransformée
2. D contient une variable équiforme a p, par 1.
3. r = (p=F) Métathéoréme de la transformée
4. F posséde la propriété de pairité, par 2 et 3.
5. F entre dans le champ de 1'hypothése d'induction, par 2 et 3,
6. r F 4 et 3
7. r {E = (p = D))=((E 5p)=D) A2, P/E, 9/p, */D
8. r (Ezp) =D 7, 1, dét
9. r ((D=(p=F)) =({E= P) = De, s(P = F) 5 (E = p))
z=F, YEzp
10. r (D= (p=F)) = ({Ezp)=b) 2, 3. int
11. ~ (p=F) =(E= p} 9, 10, dét
12, ~ (Ezp)=(p=F) 11, comm
13, v ((Eep) 5 (psF))=(((EgP) = P) ;. q .
/E=p, “/p, /F
14, + ((Ezp)l=p)=F 13. 12, dét
15, r F= ({E 5 p)=p) 14, comm
16. - (Esp)=p 15, 6, dét
17. - (E=(p=p) = ((Bep=p) 42, P/B, Yp, "/p
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18. - ((E=zp)=z=p)=(E=(p=p)) 17, comm

19, + E=(p=p) 18, 16, dat
20. + (p=p)zE 19, comm
21. r pap 15, “/p
22. - E 20, 21, déc

L'expression équivalentielle £ est bien une thése de S.

METATHEOREME T : loute expression &quivalentielle qui posséde la pro-
prigta de pairité est une taiclogie.

DEmonstration: toute expressian équivalentielle de prapriété P posséde
2-% variables nan nécessairement distinctes. Hotre démonstration pro-

céde par induction sur ce k.
BASE @ k=1

Le seul cas possible est un représentant Ge la forme A = A, ol A re-
présente une variable propasitiomnelle. S0it rzr un de ses représen-
tants. I1 s'agit bien d'une tautologie que nous &crirans, conformément

a4 la tradizion, ® rzr.

HYPDTHESE 0‘INDUCTION : Toute expression Gquivalentielle qui posséde
la propriété de pairité et dont le nombre de variables est fonctian
d’une valaur inférieure a k, est une tautolagie.

PAS O'INOUCTION : Soit £ une expression Bquivalentielle qui posséde
la propriétd de pajrité et cont le nambre de variables est fonction

-~

d'une valeur égale 3 k; démontrons que £ est une tautologie.

Considarons une expression &quivalentielle E possédant la propriatée P
et possédant 2-k variables.

E posséde au mains deux variables équifarmes; soit p ces variables.

E posséde la relation de transformation avec 1'expression équivalen-
tielle ({pzp}zC. Cette relation est une relation d’équivalence.

1. {pzplzC += E
2. pzb  est une tauviglogie
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3. C posséde la propriété de pairité; en effet, elle est congue par
transformation a partir de 1'expression £. C entre dans le champ
de 1*'hypothése d'induction,

4. C est donc une tawiologie , par 3

$. {pzp)=C est une *asiologie, par 2 et 4

6. E est une tautologie , par 2 et 1

METATHEOREME v : Toute tantologie qui est une expression équivalen-
tielle posséde la propriété de pairits.

Démonstration: Elle est faite par induction sur le nombre k de con-

necteurs.

BASE : k = 1.

Le seul cas possiole est wn représentant de la forme AzA, ot A repre-
sente une variable propositionnelle. Soit p cette variable. L'expres-
sion pzp est une tautologie; la séquente associée & cetie expression
équivalentielle met en évidence sa propriété de pairité: Vipzp) = {2p).

HYPOTHESE D'INDUCTION : Toute tautologie qui est une expression é&qui-
valentielle et qui contient un nombre de connecteurs inférieur & k pos-
séde la propriété de pairité.

PAS D'INDUCTION : Seit E, une taulolegie qui est une expression équi-
valentielle contenant k connecteurs; démontrons que E posséde la pro-
priéié de pairité. Analysons deux situations:

1. E posséde au moins deux variables équiformes; soit p ces variables.
E posséde 1la relation de transformation avec 1'expression (p=p)=C.
Cetie relation est une relation d'éouivalence.

1. psplsC E
2. E est une tautologie
3. psp est une tautologie
4. (pzp)zC est une tautologie , par 1,2,3.
C posséde un nombre de connecteurs inférieur & X, par 1,

[=a]

C enire dans le champ de 1'hypothése d'induction , par 5.

75



76

C posséde la propriété de pairité , par 6 .

pzp possdde la propriété de pairité

(pzp)=C posséde la-propriaté de pairité , par 7 ¢t 8.
t posséde la propriété de pairité par 9 et 1,

L'expression équivalentielle E ne posséde pas deux variables équi-
formes. Montrons dans ce cas qu'elle ne peut pas étre wne tautolo-

gie.

E contient des variables propositionnelles toutes aon équifor-
mes; s0it p 1'une de ces variables.
E e pz0 par métathgoreéme de la transformée
b posséde des variables toutes non équiformes | par 1 et 2.
0 possdde des variables toutes non Equiformes @ p,
par 1 et 2
0 ne posséde pas la propriété de pairité , par 3 .
0 posséde un nombre de connecteurs inférieur a k .
U n'est pas ume ltas:tologie , par | et contraposée de 1'hypo-
thése ¢'induction .
ia table de vérité de D poss2de au moins un "zéro", par 7.
Construisons la table de vérité de pzD =t organisons les va-

leurs de vérit? dans un ordre canonioue.

p = D
1

1 .

1 g 0
i|’
00
0

0 1 9
o .

1 11



La table de vérité de pzD posséde au moins un "zéro". Celte
expression n'est denc pas une tautolegie, par 1,3,3,8.

10. E n'est pas une tautologie , par 2 et 9.

It s'ensuit de 1 et 1[ que toute tautologie qui est une expression
équivalentielle posséde la propriété de pairité.

2.10. ORGANISATION DES RESULTATS

Les résultats précédents permettent d'établir la complétude
du systéme S. Rappelens nos conventions d'écriture:

a) A est une thése: r A
b} A est une tautologie: w A
c} A posséde la propriété de pairité: plA)

Nous. avons montré:
1. Si bA alors pla) métathéoréme P
2. Si p{A) alors ¥ A métathéoréme T
3. Si RA alors pla) métathéoréme V
4. Si p{A} alors A métathéoréme £
11 découle de ces résultats que:
3. toute thése de S est une tautologie , par 1 et 2 .
6. touie tautologie est une thése de S, par 3 et 4, et donc:

7. Le systéme 3 est complet, par Set 6 .

REMARQUE FINALE

Nous avons établi la complétude du systéme S en n'empruntant
au calcul des propositions que ta table de vérité de la biconditionnel-
le. tious pouvons ainsi affirmer gue 1'ensemble des tautologies qui soni
des expressions équivalentielles du calcul des proepesitions est équi-
forme & celui des théses de 5. Ces résultats sont intéressants, [ls
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montrent les propriétés du systéme 5, et, par 14, ses limites par
rapport au calcul des propositions. [ls nous engagent 3 modifier les
directives ou les axiomes de telle maniére qu*il nous soit possible d'ob
tenir un sysiéme dquivalent & celui des propositions. Dans les pages
suivantes nous présentons plusieurs démarches qui vont dans ce sens.

Ajoutons encore que notre démonstration de la complétude du
systéme $ différe considérablement de celle de Surme (1973, 63-71).
Partant des deux axiomes Al et A2 et de la réple de détachement, il dé-
montre, dans un premier tewmps, 20 théorémes. Puis, s'appuyant sur la ré-
gle d'extensionnalité ainsi qu'une régle de déduction modifiée, 11 pro-
pose six lemmes qui permettent de conclure 3 la complétude du “fragment

équivalentiel' du calcul classique des propositions.
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3. LE CALCUL EQUIVALENTIEL QUANTIFIE SQI

3.1 PREAMBULE

11 s'agit d'aller plus lain maintenant dans notre reconstitu-
tion progressive de la logique des propositions que Lesniewski a cons-
truite.

L*&tape que nous allons présenter semble nalurelle. Elle ré-
pond & la question suivante: qu'obtenons-nous en quantifiant les théses
du calcul équivalentiel 57

Ce chapitre permet d’exposer & un niveau relativement &1&men-
taire et sans passer encore par le formalisme des explications termino-
logiques, une terminglogie relative aux systémes de Leé’niewski‘ Nous
utiliserons tout d'abord ces explications de maniére informelle. Notre
intention est de modifier le calcul é&quivalentiel S de manidre a obte-
nir des expressions quantifiées sans variable libre. Ceci demande i
étre précisé. Commengans par définir ce que nous entendons par quanti-
fication et par expliciter sous quelle forme nous 1'inscrirons dans

. _ [ .
le systéme. Une fos encore référons-nous & Lesniewski.

W czasie, gdy jeszcze nie umiafem oper‘owar:' Ykwantyfika-
torami’}, a potrzebowalem w jezyku potocznyin, ktérego uiywa-
dem, jakiché odpowiedkuikdw wyrazen typow ¢ (3 al.ffa}",
“W3X,alfiX,al" it. p., manych z jezyka "symboh'u;:znego"&,
postugiwatem sig odpowiedniemi wyraZeniami I!ypow ‘przy
pewnem znaczeniu wyrazu "a" f{a)" Vprzy pewnych znacze-
niach wyrazdw "X i fa' (X, al" [t.p.: Ledniewski, 1927,
p. 187).

Lorsque j'ignorais la smaniére d'utiliser les ‘“guantifica-
teurs”3? et lorsqu'il m'était nécessaire dans le langage na-
ture! de formuler I'éguivalent des expressions ‘'symboli-
ques’s telles gque *“(3al.ffa/¥, *f3IX,a/, fiX,al", eftc., j'u-
tilisais les expressions suivantes: “en forction d'une certaj—
ne signification du mot "a” ffa), "en fonction de certalnes
significations des mots “a" et "X“, f(X,a}", etc...

Les notes 3 et 4 renvoient d'une part a4 la définition du
quantificateur de Peirce (1885, p. 195) et, d'autre part,
& la formalisation des quantificateurs dans les Principia
Mathematica (Whitehead et Russell, 1910, vol. I, p.16)
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Dans les sytémes de Lesniewski }'interprétation des quantifi-
cateurs pose un réel probléme. Cette interprétation ne peut pas étre
gqualifiée d'objectuelle (Russel), Peirce), ni de substitutionnelle
(Kripke, Leblanc). Nous exposerons une réflexion relative & ce problame
dans le calcul des noms, 1'ontalagie.

3.2. DEFINITION DE L'EXPRESSION EQUIVALENTIELLE QUANTIFIEE
DANS  5qt

Une expression équivalentielle quantifiée est une expression
équivalentielle précédée d'un quantificateur dans lequel est inscrit
une et une seule fois tous les termes équiformes aux variables de 1'ex-
pression quantifiée, 1‘ordre n'important pas. Une expression éguivalen-
tielle de 501 ne posséde pas d'expression gquantifiée.

Partons de 1'exemple d'unme expression équivalentielle quanti-

fige que la pratique actuelle nous fait &crire de la maniére suivante:
(¥p){¥a) () (palqzr))

On y trouve trois quantificateurs dont les noms lient chaque fois une
. . cps o . /.
variable dans 1'expression quantifide. L'&criture choisie par LesSniew-

ski admet, dans ce cas, un et un seul quantificateur:

—_ _ ]
LPar, "p=lgzr)

Le quantificateur de l'expression b est le complexe des motsLp qrJ;
i1 se 1it: pour tout p, pour tout g, pour tout r. Les délimitaieurs

du quantificateur sont les mots L et J ; ils entourent les lieurs p,
q et r. Les lieurs sont des termes qui possédent des termes équiformes
dans 1'expression quantifige. L'expression quantifiée s'appelle Te
sous-guantificateur; c'est le complexe composé du mot r, de 1'expres-

sion équivalentielle pz(qzr) et du mot —. Les délimitateurs du Sous-
quantificateur sont les moi{sr et 7. Une généralisation est le complexe
constitué d'un quantificateur et du sous-quantificateur qui lui est
assacié, 11 est pratique de parler du quantificateur de la généralisa-
tion ou du sous-quantificateur de la généralisation. L'essence d'ume
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généralisation est le complexe des mots internes du saus-quantificateur

de la généralisation.

3.2. 1. RESUME

1.

12.

13.

Un mot est une unité graphique, une merque.
Le premier mot du quantificateur est nécessairement égquifarme &y .
Le dernier mat du quantificateur est nécessairement équiforme & 1

Le quantificateur vide n'existe pas. Ainsi, J¥'inscriptioni .1 ne
signifie rien dans notre systéme. £11e ne peut y &tre inscrite,

Les mots internes au quantificateur sant des lijeurs.

Ltordre des Tieurs dans un gquantificateur n'imparte pas.

wPa_P=q" et | qp_,"B=q", bien que représentant la méme réalité lo-
gique, ne sont tautefais pas équifarmes. Sur ce point, nous sommes
en désaccard avec Sobocinski (1960, p. 53}. Natre présentation de
1'équiformité reste cependant canforme & celle de Lesniewski.

Tout quantificateur ne coptient qu'une seule occurence d'un lieur.
Ainsi deux lieurs équifarmes ne peuvent é&tre présents ensemble dans
un méme guantificateur. Cette restriction est motivée par des rai-
sons sémantiques.

Deux quantificateurs ne peuvent étre concaténés. Nous ne rencontre-

: 7 i . Lonfian
rons jamais Ta situatian suivante: Py,

Le premier mot d'un sous-quantificateur est nécessairement équi-
forme a .

. Le dernier mot d'un sous-guantificateur est nécessairement équifor-

me & 7.

. Le sous-quantificateur vide n'existe pas. L'inscriptian © =ine peut

€tre inscrite,
Deux sous-guantificateurs ne peuvent étre concaténés.

A tout quantificateur carrespand um sous-quantificateur qui lui
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est associé. Le gous-quantificateur s'écrit & la suite immédiate

du quantificateur.

14, A tout sous-guantificateur correspond un quantificateur qui lui
est associé. Le quantificateur précéde immédiatement Te sous-quan-

tificateur.

15. Tout lieur d'un quantificateur lie au moins une variable dans 1'es-

gence du sous-guantificateur qui lui est associé.

16. A toute variable de )'essence d'une généralisation correspond un

Yieur qui lui est équifarme.

17. Un terme est un mot qui n'est pas un délimitateur ni une paren-
these.

Ces remargues générales et ces conventions terminalogiques
conservergnt leur validité dans les systémes logigues de Lesniewski.

Naus voulons construire un systéme dont toutes les théses
soient des généraliszations et telles que toutes les essences des géné-
ralisatians soient des expressions éguivalentielles. Les théses seront

don¢ sans wariable libre.

3.3 LES AXIGMES

Al : qu:JrTTpgrls(Qipllf(T5671
AZ & par, Tpzlqzr)iztipzqizr)?

Les deux axiomes de SQ) consistent en généralisations dont les essences

sont équiformes aux axiomes Al et AZ de §. 11s n'appellent aucun com-
mentaire particulier guant & leur contenu. Leur arganisation formelle
sucite cependant une remarque. Nous savions que les termes des essences
équiformes & p, g, r devaient é&tre considérés comme des variables pra-
positionnelles; dans 3, une liste préalable de ces variables avait &té
posée d cet effet. Maintenant, si nous observons 1'essence de chacu-
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ne des deux généralisations, nous réalisans que seules deux catégories
de termes somt présentes; 1) s’agit, d'une part, des termes qui possé-
dent un lieur équiforme dans le quantificateur, et d'autre part, de
ceux qui ne présentent pas cette caractéristique. Grice i cette orga-
nisation syntaxique, nous pouvons attribuer le nom de variable aux ter-
mes qui possédent dans le gquantificateur un Yieur qui leur est équifor-
me et le nom de constante aux termes qui ne possédent pas cette carac-
téristique. Nous verrons plus tard de quelle maniére Leshiewski a pro-
cédé afin d'amener ces axiomes & monirer un peu plus. En effet, leur
organisation syntaxique permet une détermination sémantique.

3.4, LES REGLES D' INFERENCE
3.4.1 LA DIRECTIVE DE SUBSTITUTION

Nous ne woulons, dans ce systéme, que des théses sans varia-
bles 1libres; 1'essence de leur généralisation consistera uniquement
en une expression équivalentielle. En raison de ces deux resirictions,

1a puissance de la régle est relativement lTimitée.

T est une thése résultant de la directive de substitutian appli-
quée & une thése A préaltablement inscrite dans le sysiéme, si

. A chaogue variable équiforme de A, nous substituons une expression
équivalentielle équiforme.

2. Le quantificateur de 7 contient des Tieurs équiformes 3 toutes les

variables de son essence et ceux-la seulement.
Remarques:

- Par la condition 1, nous savans gque A est une généralisation. Cela
signifie que nous me pouvons substituer qu'a partir d’une thése qui
est une généralisatian,

« La condition 2 nous engage & préciser deux mouvements dans 1'inscrip-
tion d'une nouvelle thése par la régle de substitution:
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* 5i, aprés substitution, des variables non équiformes & celles de A
apparaissent dans I'essence de 1'expression T, alors des termes Bqui-
formes & ces variables doivent &tre introduits dans le quentificateur

de la génératisation T.
Exemple:
A \Pa, Tpzp)ziazq)’

T: 'T(PEI"]E(PET‘))E{QEQ‘T A, p/pzr

P
* S, aprés substitution, des variables equiformes a celles de A n'ap-
paraissent pas dans ['essence de 1'expression T, algrs des termes
equifarmes & ces variables ne dgivent pas &tre introduits dans le

quantificateur de la généralisation T.

Exemple:
A P9, q}ip)z (qzq)
T g Taza) = (9za)" A, p/q

3.4.2. LA DIRECTIVE DE DETACHEMENT

Avant d'exposer cette directive, proposons deux définitions.
On trguvera les définitions précises page 126.
La premiére &quivalence d'une expression équivalentielle consiste en

1*argument gauche {le premier arqument} de san connecteur dominant.

La deuxiéme équivalence d'une expression équivalentielle consiste en

1'argument drait {le deuxiéme argument) de son connecteur dominant.

Exemple: E: (per} = (gz{rzp))
-

deuxiéme dquivalence
premiére équivalence
Toute thése du sytéme SQ1 est une géndralisation, la régle

de dérachement ne peut donc gpérer que sous le sous-quantificateur.
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T est une thése résultant de ta directive de détachement
appliguée 3 deux théses, A et C, préalablement inscrites
dans le systéme et qui possédent entre elles une relation

formelle bien déterminée, si

1. L'essence de A est équiforme & la premiére équivalence de 1'es-
sence de C,

2. L'essence de T est &quiforme & 1a deuxiéme é&quivalence de 1'es-
sence de C,

3. Le quantificaieur de T ne contient que des lieurs é&quiformes
2 toutes les variables de son essence,

Schématisons cette régle:

Ll |
m g 1
n Ll Ll
L:“L_,F!o

- -
(ER m,n, s-dét.

Exemple: A : pg, Tp=lazp))=q"

C: pan 'I_{pa{qul)zq}z{{{r'zq)zf)fa

T yar, '(_{raq)ar)z_ci' AC, s-dét.

Nous avons défini, dans le sysiéme 35Q1, 1'essence d'une inscriptian
comme étant le complexe des mots internes de son  sous-quantificateur.
D'autre part & tout sous-quantificateur correspand nécessairement un
quantificateur qui lui est associé. A et C sont donc des gépéralisa-
tions.

3.5, REMARQUES GENERALES

Le systéme $Q1 n'offre rien de plus que le systéme S mis &
part tes oquantificatewrs. Ces derniers permettent de discriminer les
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termes variables des termes constants. La maniére dont les expressions
équivalentielles quantififes ont é&té définies ne permet pas d'obienir
des théses dont 1'essence soit d'une autre nature que les expressions
dquivaientielles de §.

As Lesniewski proved, the axiomes Al and AZ together with
the customary rules of substitution and detachment (adjus-
ted only to the system without free variables) constitutes
a complete axiom system of the bi-valued equivalential cal-
culus of propositions. (Sobocinskr, 1960, p.56).

Une expression retiendr2 toutefois notre attention: 11 s'agit
de la thése _r, "rzf", thése parente de T 5§ que nous avions inscrite
dans 5 . 51 nous donnons au quantificateur le sens de "pour toute va-
leur de wvérité de u, u=u", nous obtenons, dans une interprétation en
termes de 0 et 1, 0z0 et iz1, ce qui est manifestement toujours wvrai,
Ceite expression ,u, "uzu' exprime d'ume certaine fagon le‘vrai’. Ce
n*est bien sar pas la seule possibilité, mais c’est 1tune des plus sim-
ples. Cette expression nous engage & concevoir ume nouvelle formulation
des régles de maniére & introduire, via la régle de susbstitution, des
expressions quantifides dans 1‘essence des généralisations. Ceci per-
meitrait, entre autres choses, d'envisager dans le systéme 1'organisa-
tion du jeu du'vrai' et du'faux' Nous pourrions le faire en utilisant
1'expression | r, "rar" ainsi que 1'expression _r,"r" qui sembie un bon
candidat pour exprimer le faux' C'est cela que nous offrira le systéme
5Q2. Une derniére remargue encore. La notion de pairitd attachée aux
théses du sysiéme 5 s'applique sans autre aux théses de 3Q1 dés lors
que nous considérons indépendammeni 1'essence des théses de S5Q1. Ainsi,
les métath&orémes é&noncés dans le systéme S conservent toute lTeur va-
Teur dans ce nouveau systéme.
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4. LE SYSTEME EQUIVALENTIEL QUANTIFIE 5Q2

Ce systéme se caractérise par un enrichissement considérable
de )'ensemble des théses par rapport au systéme 5Q1. La modification
essentielle consiste & renfarcer la régle de substitution. Les théses
de $02 conservent la caractéristique de ne présenter aucune variable
libre, mais ceci ne signifie plus gqu'elles soient toutes des générali-

sations.

4.1. LES AXIOMES
502 contient des axiomes &quiformes & ceux de 5Q)
A par, Tiper)zlqzp)alrsq)’
A2 par, Tpzlaar))al(psqlar]’

4.2. LES REGLES D' INFERENCE

4.2.7. LA DIRECTIVE DE SUBSTITUTION

La transformation consiste en la possibilité de substituer
aux varfables équiformes d'une thése, non plus uniquement des expres-
sions équivalentielles, mais également des expressions qui peuvent étre
des généralisations ou des formes complexes. L'écriture de plus en plus
subtile des expressions du systéme 502 nous engage & modifier et a af-
finer notre terminologie.les remarques et conventions terminolagiques
présentées en pages §1-83 conservent ici toute leur pertinence. ('est
la définition de la généralisation qui subit une modification profonde.
Une notion nouvelle, celle de fonction &quivalentielle, est introduite.

GENERAL ISATION

1. St A est une expression &quivalentielle, ..., "ATest une généra-
lisation, si et seulement si, une variable au moins de A posséde
un terme équiforme dans le quantificateur de la généralisation,
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2. Si A, B sont des géméralisations ou des expressions égquivalentiel-
tes, ... "AzE" est une généralisation, si el seulement si, une
varigble au moins de AzB posséde un terme équiforme dans Te gquan-

tificateur de la généralisation.
3. Rien n'est une généralisation, sinon par ce qui précéde.
Remarque: Grace a cette définition, certaines inscriptions contien-

nent des variables libres, alors que d'autres présentent des générali-

sations dans la généralisation.
txemples de généralisations
r —

A: pg, (psgler

N L L B |

B:  pypzu, v
Le quantificateur de la généralisation B est p , c'est le quantifice-
teur général. B contient dans son essence une généralisation, il s'agit

de 1'expression u,Tu", c'est une généralisation dans la généralisa-
tion B.

FONCTION EQUIVALENTIELLE

}. Une expression équivaleniielle qui posséde au moins un connecteur de

biconditicnnelle est une fonction équivalentielle.

2. Si A, B sont des fonctions &quivalentielles ou des généralisations,

{AzB) est une fonction &quivalentielle.
3. Rien n'est une fonction équivalentielle, sinon par ce qui précéde.
flemarque: Une fonction équivalentielle se présente donc sous la forme

d’une expression de deux arguments connecités par la biconditiomnelle;

ce n'est pas une généralisation.
txemple de fonction équivalentielle

Lp_,r(.ﬁﬁ' slrz u, W)
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FORMULATION DE LA REGLE DE SUBSTITUTION

T est une thése résultant de la régle de substitution appliquée
a une thase A préalablement inscrite dans le systéme, si

1. A est une généralisation sans variable libre.

2. A chaque variable équiforme de A qui posséde un lieur équiforme
dans le quantificateur général de A, nous substituons une expres-
sion équiforme. Cette expression pewt étre une variable proposi-
tionnelle, une fonction équivalentielle ou une généralisation.

3. L'expression substituée & une variable doit rester libre pour cette
variable dans 1'essence de la généralisaticon A,
Soit une expression E. Nous disons que E est libre pour la varia-
ble p dans l'expression B{p) si mise & la place de p dans B, toutes
ses variables libres restent libres.

4. Le quantificateur de T contient des lieurs équiformes & toutes les

variables libres de son essence, et Ceux-1la seulement.
Remarques:

- Par la condition 1, nous savons gue A est une généralisation. lela
signifte que nous ne pouvons substituer gu'a partir d'une thése qui
est une généralisation.

= Les différents types d'expressions qu'il est possible de substituer
permettent d‘cbtenir un ensemble rejativement riche de théses. En
plus des théses qui sont des généralisations, des théses sans quanti-
ficateur général apparaissent. Ces derniéres toutefois conservent
la propriété de ne contenir que des variables lifes. Montrons, dans
te cas de la régle de substitution, 1'inscriptien d'une repré&sentant
de cette catégorie.

Considérons la thése LpJ'bsﬁ‘ et décidens de substituer § la varia-
ble p 1’expression Luj'u‘. Rapnelons que les lieurs ne sont pas des
variables.
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T: v, HE e, 1, p/uy'u”

La thése résultante T ne posséde pas de quantificateur général. 11 n'y
a pas de quantificateur de T, bien qu'il y en ait dans T. Ce fait nous
oblige & préciser la netion d'essence. Jusqu'ici nous parlions de 1'es-
sence d'une généralisatian. I1 s'agissait de !'expression interne du
squs-quantificateur. Cette définition suffisait dans 1a mesure ol nous
étions uniquement en présence de théses qui &taient des géndralisa-
tians. Cela n'est plus le cas maintemant et c'est la raisan pour la-

quelle nous devans compléier la définition.

ESSENCE

L'essence d'une expression B est 1'expression interne au sous-
quantificateur si B est une généralisation, sinon elle est 1'ex-
pressian B elle-méme.
Ainsi 1'essence de 1‘expression  p, T=p” est 1'expression &quiforme
3 pzp; 1'essence de 1'expression u, "u”z u, "uT est 1'expression elle-
méme. Cetie précision rend plus explicite la condition 4. de la régle

¢e substitutian,

4.2.2. LA DIRECTIVE DE DETACHCMENT

It est loisible d'inscrire dans le systéme SQ2 deux catégo-
ries formelles de théses: celles qui sont des généralisations et celles
qui n'en sont pas. Cette sitwation pourrait inciter & proposer une ré-
gle de ditachement opérant de deux maniéres différentes selon la caté-
gorie formelle des théses en présence.

Schéma [ : détachement sous le sous-guantificateur

ro-
m \_”_JA
[ ]
ni ... AzB
ra
v B n,m, s-dé%,
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Schéma V1[: détachement externe au sous-quantificateur

ro
m Lo A
-~ " -y
" leis Aoy B
r.=
Loy B n, m, s-dét.

Bien qu'apparemment souhaitable une double formutation de
la régle de détachement n'est pas nécessaire, 11 suffit de considérer
uniquement le détachement sous le sous-quantificateur. Nous jJustifie-
rons ce choix lorsque nous abordercns le probléme de Ja pairité des
théses de SQ2.

FORMULATION DE LA REGLE DE DETACHEMENT

T est une thése résultant de la régle de détachement appli-
quée ax théses A, B,préalablement inscrites dans le systéme,
si

1. A et C sont des généralisations sans variable libre,
2. L'essence de A est Equiforme & la premiére éguivalence de C.
3. L'essence de T est Bquiforme 3 la deuxiéme équivalence de C.

4. Le quantificateur de T ne contient que des lieurs équiformes & tou-
tes les variables libres de son essence, et que ceux-1a,

Remarque: Dans )'énoncé de cette régle, i1 esi nécessaire de spécifier
que A et C sont des généralisations; le fait que nous ayons élargi la
définition de 1'essence d'une expression 1'impose.
QUELQUES THESES DE SqQ2
r =
A2 P, {p=lqzr))={{pzq)=r)
Lot ]

[ rd s - -
1o gr, (u tuwalese))s(l o W=qder] A2, p/ u,u
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2 (uy uzlep PP gy, TN, s, TP b, )
A2, p/u, e/ p,TRzB, v/ T

3 pq, (pzplziqzq) thése de SQ1, pairité
r () ro = -
t4 g, (u, uzu ulzlgzq) t3, pipu, u

t5 L|:|_;(_"I W, i 5.4, 0 Jz(eza))z({{ v fu'z v, 0 )zqlzql
A2, p/ o, "uts u,"0, r/q

th

=

(0, s u, W)zt eS, td, dét.
Tg_u_; ru-‘-:-lquu‘ ]E(LP_,rPic-l' £,P, rpial

t3, D/‘_UJ"U“, q/LpJ"psq“'

-
t7 La, )

La justification de Ya thése t3 peut paraftre surprenante; en effet
nous la justifions en nous référant au systéme 3Q¥. Ceci n'est pas sur-
prenant dans Ta mesure o0 502 est une expansion de 5Q1. Toutes les thé-
ses de SOV sont donc des théses de 5Q2. La propriété de pairité vatable
dans SQ1 permet de justifier immédiatement ta thése £3. Une guestion
s'&léve alors! Qu'em est-il de cette propriété dans le sysiéme 5027
La partie suivante donne une réponse 3 ceile interrogation,
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4.3. LA PROPRIETE DE PAIRITE

Nous avons d&find plus haut {(p.&s) la mation de pairité d'une
expression E 3 1'aide de Ta séquence V(E) associée & cette expression.
Y{E) indiquait pour chacune des variables de E la cardinalité de 1%en-
semble de celles qui Tui sont Equiformes. La séquence associée 3 une
expression £ de SQ1 se définissait de la méme fagon en considérant
1'essence de E. Les choses se compliquent toutefois un peu dans 542,
puique les essences des expressions de ce nouveau systéme peuveni con-
tenir, outre des variables, un certain nombre de généralisations, et
que nous voulons que les séquences associes renseignent ausst sur la
cardinalité des généralisations équiformes a chacune de celles qui fi-
qurent dans 1'expression. Soit alors E une expression de 542 qui com-
tient des variables p, q,..., r et des g&néralisations , p "..p..7,
an, f.g..n.0 ,... Pour éviter d'alourdir les écritures, nous nomme-
rons ces généralisations £ 1,%,, ..., Z .. Dés lors, la séquence V{f)
associde a une expression £ sera de la forme:

VIE) = (D, P ay.. S T EZ S, o, 87))

ol les Tlettres grecques, les arguments, désignent Ja cardinalité de

V'ensemble des inscriptions équiformes i ce que désigne leur indice.

L'&tablissement de la séquence VI(E) associée & une expres-
sion E ne pase guére de probl&mes. La séquence associée & une expres-
sfon E consistera en la séquence de son essence, Paur &tablir cette
séquence, d'une part il suffit de déterminer ses termes qui rendent
compte de la cardinalité de chaque ensemble de variables libres équi-
formes; cette démarche est en tous points semblables & celle exposée
dans le systéme S, D'autre part, i) suffit d'effectuer un travail si-
milaire en ne considérant que ses généralisations considérées comme
des touts.

23



Exemples:

1 oo T, W staer el (U sqder )
esssence de tl : (, wslqerhi=l{ v, “u'zq)ar
variables libres
de
1'essence de tl : qr qr
généralisation
de
1'essence de t1 : T U,TuT désignées par X )
recherche des
argurents : 2 pour g, 2 pour r, 2 pour X
eétablissenent
de
1a séquence V(1] v{t1} = {2q, 2r, 2%1)

L -
3 PPy 3,9 = ,u, e (par)
essence de E : W, s LuJ'u“s {p=r)
variables libres pr
généralisation : X 209,795 v
argumenis : 1 pour p, 1 pour r, 1 pour ¥ 2
séquence : V(E) = (1p, Tr, 1E2)

Considérons le cas d'une expression F qui n'est pas une généralisation,
L'essence de F esi donc F elle-méme

F : R e C R A
variables libres q q
généralisations  : %3:.p,"pzp’  ZTa:p, Pq
arguments : 2pourq, 1 pourf3, 1 pourié
séquence : WF) = (2q, 123, 1Z4)
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4.3.1.

4.4,

DEFINTTION

11 suffit maintenant de poser de nouveau la définition:

Une expression de SQ2 posséde la proprigté de pairité P, si et
seulement si, chague terme de la séquence qui lui est associéd
posséde un argument pair.

QUELQUES RESULTATS

La directive de dé&tachement sous le sous-quantificateur con-
serve la propriété de pairité,

La directive de substituticon conserve Ta proprisié de pairité.

Par une démonstration analogue & celle présentée pour le sys-
téme $, on verra que toute expression sans variable libre pos-
sédant la proprigté de pairité est celle d'une thése de $4Q2.

L'essence des théses du systéme SQ2 posséde la propriété de
pairité&, Pour le montrer, i1 suffit d'effectuer une démonstra-
tion similaire -aux noms des généralisations prés- a celle

présentée pour le systéme S. Nous ne la donnons donc pas.

Une régle de détachement externe au sous-quantificaiewr n'en-
richit en aucune fagon 1'ensemble des ihéses possibles de SQ2.
gEsquissons une démonstration qui utilise {a notion de pairiié.

Considérons une thése Q de 52 qui n'est pas une générali-
sation et qui aurait &té obtenue par une régle de détachement
externe au sous-guantificateur. A la thése Q est associde une
séquence V(Q). V{Q) est constituée d'une suite de termes dent
les arguments sont tous multiples de 2.

ViQ)  {2a%F, 2pEp, ..., 2y}

Associons & chague ‘nom' différent. de généralisation une va-
riable chaque fois différente.
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Constituons meintenant une nouvelle expression P sur le modéle
de 1a thése (. HNous procédons ainsi: A chaque inscription
d'une geénéralisation de 'nom' ii . nous notons la variable qui
Jui est associée. Nous obtenons afnsi une expression composée
uniquement de variables 7libres. Lions ceite expression par
un quantificateur général poss&dant des lieurs éguiformes 4
toutes les variables. P est donc une expression sans variable
libre. L'expression P a été concue sur la base de 1'expression
Q@ qui posséde la propriété de pairité. La transformation opé-
rée conserve cette propriété: V{P)=(2« p, 2P q, ..., 2¥ S}
P posséde la propriété de pairfré. 11 s'agit donc d'ume thése
de $Q2. Ainsi, pour obtenir  en partant de la thése P, i)
suffit simplement de subsiituer & chaque variable, la généra-
lisation au ‘'nom' de laquelle elle &tait associée. La régle
de détachement externe au sous-quantificateur n'est donc pas

nécessaire,

1! y a peu d'intérét i terter une analyse analogue 3 celle des 'tables
de vériié€’, analyse interne au systéme lui-méme, [T est vrai que nous
avons maintenant deux expressions intéressantes, (u,;7v* ot (v ,"wsu™ que
nous pouvons finterpréter comme le ‘'faux', respectivement le ‘'vrai'.
Nous pouvons substituer ces deux expressions & toute variable d'une
thése. Mais nous souhaitons plus. Hous voulons inscrire dans le systéme
méme une évaluvaiton des expressions en termes de ‘vrai' et ‘faux'.
Toutefois, pour cela i) nous faudra attendre 1'introducticon d'une régle
de définition.
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Bien que considérablement plus riche que le systéme précé-
dent, 502 n'est cependant pas suffisamment puissant pour qu'on puisse
¥y démontrer toutes les thé@ses qui paraissent intuitivement acceptables
en termes du connecteur de biconditiommelle et du quantificateur. L'ex-
pression suivante en est le témoin.

E : (g, pad’z pq, "ozp’

Cette expression E qu'il y aurait tout lieu d'accepter comme une thése
n'en est pas ume dans S5Q2. En effet, elle ne posséde pas la propriété
de pairité.

wE) = (07, 1) ob Z:pg Tped!
IJ:LPQ,'QEF

Dans le systéme suivant 5Q3, nous introduirons ume nouvelle
régle de transformation qui rendra possible 1'imscription d'expressions
telle que E comme théses du systéme.
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5. LE SYSTEME EQUIVALENTTEL QUANTIFIE 5Q3

5.1. PRE AMBHLE

La présentation de ce nouveau systéme se Jjustifie par les
limites des Systémes précédents. Comme nous venrons de le voir des ex-

pressions telles gue:

P9, Tp=d' = pq, Q=p”
ou

e (pzr)zlpzqT = ar, Fed®
ne sont pas démontrables dans SQ2 Une medification de la régle de sub-
stitution ou de celle de détachement ne saurait pallier cette lacune.
En effet, aucune modification de ces régles n'est capable de rompre
1'éguilibre de la pairité. Cette situation nous incite & proposer une
nauvelle régle de transformation: la régle de distribution des quamti-
ficateurs qui, elle, transformera 1'organisation interne des théses
auxquelles elle sera appliquée. Aucune thése de 503 ne posséde de va-
riable libre.

5.2. LES AXIOMES
5Q3 contient des axiomes équiformes & ceux de SQ2
Al QQ&T(nsr}stqspllz{rEq?
AZ :(pgr rtpifQEF])E{fPEq}ir?
5.3, LES REGLES D' INFERENCE
5.3.1. LA DIRECTIVE OE SUBSTITUTION

Cette régle s'Enonce de la méme maniére que celle qui est
formulée dans le systéme 5Q2 {cf. pp. 89-90).
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5.3.2. LA DIRECTIVE DE DISTRIBUTION DES QUANTIFICATEURS

Avant de formuler cette directive, interrogeons-nous tout
d'abord sur les deux exemples proposés plus haut:

A : pq, "p=q = pg, Tqzp”
8 :  por, Tpsr)zlqsp? = Q% frzq®

Comparons ces deux expressions avec les deux théses suivantes:

AY: pq, 'ﬁ)sql'afqu?

Al pgr, '({p=r)z(qzp))={r=q]

I1 existe un lien de parenté évident entre A et A* d'une part et B et
Al d'autre part. Tout donne & penser qu'il y a ed ‘glissement' et ‘du-
plication' compléte ou partielle du quantificateur général & 1‘'intéri-
eur méme de 1'essence de généralisation., C'est bien avec cet ‘esprit
distributif' qu'opére la nouvelle régle.

Lr} -
(P9, (P=q)z(qzp)'—y  pa,"p=q"z pa,"qzp"

régle dist

Cette régle peut davantage. Appliquée & une thése E, elle permet d'in-
troduire dans le systéme une nouvelle thése qui se caractérise par une
disiribution sélective des lieurs du quantificateur.

Considérons 1'exemple suivant:

. Lt | Lot by |
B: o p 0, P g, 7q5p"".

Cette inscription peut surprendre de prime abord, Elle se révéle tou-
tefois étre une thése dans le calcul propositionnel quantifié, Mon-
trons-te en utilisant de fagon trés libre les régles de la déduction
naturelle,
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1. yp 9.7 p:g’ hyp.

2. 9{airq 1, reit
3, p=q 2, GE
4, q.p 3, comm
5. \4qzp? 2-4, {1
6.1 g, pq% q,0:p 1-5, 01
7. 4,7 q:p" hyp.

8, “q W, fq:p” 7, reit
9. q.p 8, QF
10, pP.q 9, comm
1. 4.7p:q" 8-1¢, 01
12, j,_qdfq_p"anerzq“ 7-1, i
13. ] a,7p.q’=q.7q:p" 6,12, déf =

M. [.p 9 Pa% g qp 1-13,

La régle de distribution des quantificateurs appliquée & la thése A*

permet d'introduire dans ke systéme |'expression E.

[ P | r L= .
P2, (p=g)={qzp) —» 9,9, 'p=q = g, QP

régle dist

11 s'agit maintenant de formuler cette régle avec soin. Nous procé-
drons en deux temps, Tout d'abord, nous praésenterons cetie régle de
manidre intuitive. Enfin, nous formulerons les directives rigoureuses
qui caractérisent 1'inscription d'une thése par 1'application de cette

régle,

Avant d'entreprende cet exposé quelques explications termino-

togiques sont nécessaires.

L'inscription A est la premiére gquivalence de B, (respectivement la

deuxiéme équivalence), si et seulement si,
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1. B est une fonctien é&quivaleniielle, il posséde donc un cennecteur
bicenditionnel dominant.

2. A est 1'argument gauche, {respectivement 1'argument dreit) de la
fanction équivalentielle 8.

L'inscription A est le premier terme, {respectivement le deuxiéme ter-
me), si et seulement si, A est la premiére &quivalence de I'essence
de B, [(respectivement la deuxidme équivalence).

L'inscriptien A est un ingrédient d’ume ins¢ription B, si et seulement
si, 1. Aest B
au
2. A est une partie de B

Exemples: A : _p, Psp’
B : pzp
C: z

A est un ingrédient de lui-méme
B est un ingrédient de A

C est un ingrédient de B et A

B n'est pas un ingrédient de C.

La relation "&tre ingrédient” est réflexive et transitive, (elle est en
fait faiblement réflexive).

5.3.2.1. PRESENTATION LNTUITIVE

Seit E, une thése inscrite dans le systéme 5Q3. Si E est une
généralisation, sans variable 1ibre, la rdgle de distribution des quan-
tificateurs peut lui &tre appliquée pour inscrire une neuvelle thé-
se T, Cette transformation consiste en la distributien de tous, ou d’une
Partie des lieurs du quantificateur général de E dans un quantificateur
qui précéde le premier terme de E d'une part, et le deuxiéme terme de
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£ d'autre part.

Soit E, une généralisation, dont la forme générale est la suivante:

£ L‘?]""’““—l "saé? BE ov € contiennent des variables libres &quifor-
mes & oy, A .
Par la directive de distribution des quantificateurs, i1 est possible
de transformer t de telle maniére a obtenir une thése T.

~ » e r.""
fl"”'“v"'“y”"m ﬁf”ﬁJBEff”ﬁlc

ol
L signifie que K, est omis de la liste,

T:

REMARQUES

1. Le guantificateur général de T ne contient plus les Tieurs &qui-
formes & ceux qui viennent d'étre distribués.

2. Lle quantificateur d'un terme de T ne coptient un lieur équiforme
au lieur distribué que si le terme correspondant de E contient

une variable libre équiforme d ce liewr.

EXEMPLES

1. A2 : psr, qps(qy))s((psqlar?
| S

deuxiZme terme de A2
premier terme de A2
I
T IR, 9T (ps(qar)—i‘ = Lqr_,'itpsq)sr')‘_' AZ, dist.
Les lieurs q et r ont été distribués.
- -
1. E + pq, {(qz(pzp})zq

-
™ AP qu(pspl?a q-1l E, dist.
Le Tieur p a éta distribué

Nous wvoulons présenter une formulation rigoureuse de cette
régle. Celle de Lesniewski (1929, pp. 59-78), trés condensée, est pew
aisée a appréhender de maniére immédiate. ('est la raison pour laquelle
nous empruntons 4 Rickey (1973, pp. 36-37) la structure de !a présenta-
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tion formelle qu'il en propose. Dans son étude, Axiomatic inscriptional

syntax, part II: The syntax of protothetic, Rickey formule les régles

d'inférence de la prototh&tique d'une maniére plus accessible, tout
en conservant la méme rigueur que celle atteinte par Lesniewski. Naus
ne décrirons pas la théorie syntaxique - General Syntax -~ (Rickey,
1972} qu'il a construite pour cela. Nous nous contenterons d'utiliser
certatnes des expressions terminclogiques qu'il a développes. Notre
inteniion vise bien plus la mise en &vidence des mécanismes qui réglent
1'inscription d'une thése que la description des fondements de la ihéo-
rie syntaxique. En exposant de maniére formalisde cette directive de
distribution dans SG3, nous visons deux abjectifs. L'un esi opération-
nel: proposer la démarche rigoureuse qui contrdle 1'inscription d'une
thése nouvelle; 1'autre abjectif est de mettre en &vidence une démarche
de la pensée déductive qui s'écarte quelque peu de celle communément
utilisée. 11 nous semble en effet important de commencer & nous rappro-
cher de 1'esprit trés particulier qul régne dans les systémes de Les-
niewski. Les régles qu'i) nous propose vont en quelque S0rte en Sens
inverse de celles auxquelles ngus sammes habitués. Elles ne nous disent
pas que falre, mais elles contrilent si, une inscription ayant été po-
sée, celle-ci est en accord avec une transformation correcte, Nous a-
vons choisi de présenter la formulation rigoureuse de la directive de
distribution des quantiffcaleurs parce qu'elle reste d'un abord relati-
vement accessible, et que la pensée peut la cerner sans trop grande
difficulté.

$.3.2.2. FORMULATION RIGOUREUSE DE LA DIRECTIVE DE DISTRIBUTION

A est une thése résultant de la régle de distribution des

quantificateurs appliquée & une thése 3 préalablement inscri-
te dans le systéme, si

1. L'essence du premier terme de A, (respectivement le deuxiéme
terme) est équiforme & )'essence du premier terme de B, (res-
pectivement le deuxiéme terme).
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2. Pour tout C, s5i C est un Tieur de A
alors, il existe D, D est équiforme 4 C

at

D est un lieur de B

3. Pour tout C, D, E, si [(C est le premier terme de A et D est
le premier terme de B}

ou

{C est le deuxiéme terme de A et D est
le deuxidme terme de B):]

et

[:E est une variable de 31

et

[E est un mot de ]
alors, il existe I, I est éguiforme & E

et

(I est un lieur de A
ou
1 est un lieur de C}

4. Pour tout C, D, E, si EC est le premier terme de A et D Tle

—_——

premier terme de B}

oM

(€ est le deuxiéme terme de A et D le

deuxiéme terme de B)]
et

(€ est un lieur de 0 ]
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alors, i) existe H, | H est équiforme 4 E

et

H est un lieur de C

5. Pour tout C, D,E, si EC est le premier terme de A et D le
premier terme de B)

ou

(C est le deuxiéme terme de A et D le
deuxiéme terme de B)]

et
[E est un lieur de C]

alors, i1 existe H, [(H est &quiforme & E et H
est un ingrédient de D)

et

{H est une variable de B
ou

| H est une variable de D)

6. Pour tout, C, D,E, £, i EC est Te premier terme de A et D le

premier terme de B}

ou

(T est le deuxiéme terme de A et D le
deuxicme terme de B)]

et

£F est un tieur de A7) et
EE est un lieur de l:] et
EF est équiforme & E]

alors, il existe &, [ & est équiforme 3 E et
G est wn lieur de D
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REMARQUES

Les points 1 et 2 précisent que la thése B est une essence, sans $peci-
fier ') s'agit de 1'essence d'une généralisation ou non. Cette infor-
mation n'est point nécessaire. En effet, si B est une généralisation
n'importe quelle transformation peut é&tre effectude. 5i B n'est pas
une généralisation, la seule transformation conforme aux conditions

enoncées est la transformation friviale.

Aucune condition n’est présentée relativement au statut des variables.
Cette liberté est importante. Cela signifie que cette régle pourra étre
utilisée quelque soit la catégorie sémantique des variables présentes,
Ceci nous intéressera directement lorsque nous aborderons des systémes
ol les variables ne seront pas uniquement des variablies proposition-

nelles.

EXEMPLES
deuxiéme terme de B équiforme
- 1 & V'essence du deuxiéme terme de B
B: _pg ipslqsqlisp
M
premier terme de B equiforme & 1'essence
du premier terme de B
Essence du premier terme de A,
(—..-t‘hﬂ

deuxiéme terme de A équiforme a
1'essence dv deuxiéme terme de A

premier terme de A

Vérifier que A résulte de la thése B par la directive de distribution,
c'est contréler si 1'inscription A répond aux conditions imposées par
cette directive.

La condition 1 est vemplie: T'essence du premier (deuxiéme) terme de
A est équiforme 2 1'essence du premier (deuxiéme) terme de B.

La condition 2 impase de vérifier si le lieur de A, p, posséde un lieur
de B équiforme; ¢'est bien le cas.
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Par la condition 3, i1 est nécessaire de contrdler si toute variable
de B qui est inscrite dans son premier (deuxidme} terme, possiéde un
lieyr de A égquiforme ou un lieur du premier (deuxiéme) terme de A &qui-
forme. Quelque soit la variable de B prise en considération, la condi-
tian 3 est vérifide.

La condition 4 stipule: tout lieur du premier {(deuxiéme) terme de B
dait passéder un lieur du premier {(deuxiéme) terme de A &quiforme. Au-
cun terme de B ne posséde de lieur. La condition 4, ayant la structure
d'une conditionnelle, est vérifiée par "le vide", 1'antécédent n'étant
pas réalisé.

La condition 5 énonce que tout lieur du premier {deuxiéme) terme de
A dait contenir une inscriptien du premier {deuxidme} terme de B équi-
farme, et, posséder une variable de B &quifarme ou une variable du pre-
mier {deuxi®me) terme de B équiforme. Seul le premier terme de A pos-
séde un lieur, q; ce lieur posséde effectivement ume inscription du
premier terme de B équiforme, et, cette inscription est bien une varia-
ble de B.

La condition & impose de vérifier si, lorsqu'il existe un lieur de A
équiforme & un lieur du premier (deuxiéme) terme de A, ce lieur est
équiforme & un lieur du premier (deuxiéme} terme de B. Une fois encare,
catte conditian est vérifiée par le vide.

Considérons maintemant une inscription A* qui ne vérifie pas toutes
les conditions de la directive de distribution,

—

B ,pa, (p=lazabhsp’

— Lt | r1a1-
A%, LPy 10, tpzlazql) = ,q5p
La condition 5 est violée en ce cas. En effet, le deuxiéme terme de A*
Posséde un lieur, gq; ce lieur pesséde bien une variable de B équiforme,
mais nme contient pas d'inscriptian Bquiforme dans le deuxidme terme
de B, p.
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A* ng résulte donc pas de Ta thése B par la directive de distribution.

5.3.3. LA DIRECTIVE DE DETACHEMENT

C'est de maniere délibérée que nous présentons la directive
de détachement aprés la directive de distribution des quantificateurs,
Dans le systéme précédent, 502, nous avions choisi une régile de déta-
chement qui opérait sous le sous-quantificatevr. Rappelons que nous
avions fait ce choix pour conserver 1'indépendance des régles du systé-
me, Nous veulons également conserver cette indépendance dans 5Q3. Mais
la situation est autre dans ce nauveau systéme. En effet, la directive
de distribution brise T'harmonie de la pairité comme le montre 1'exem-
ple page 102. I1 est donc lé&gitime de mpous Tnterrager & nauveau sur la
pertinence d'ume double action de la régle de détachement. Afin de
Justifier le choix que nous avons opéré, atablissons les deux schémas
de détachement qu'il est possible d'envisager dans 543.

Schéma ¥ : régle de détachement sous le sous-quantificateur
m. A une thése de 5Q3
n. LoAzB une thése de 5Q3
Lol )
ko m. n, s-dét. sous le sous-quantificateur
Schéma 2 régle de détachement externe au Sous-quantificateur
m. L thése de 503
n. Csd thése de 5Q3
o m, n, s-dit. externe au sous-quantificateur

Analysons de plus prés ces schémas.

1. La thése A est une généralisation. Cela entraine que toutes ses
variables sont liges. Ainsi, dans 1'inscristion _-.,"As8" les lieurs
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du quantificateur général n'opérent gque sur les variables de B.
Utilisant la régle de distribution i1 esi possible de ramener le
schéma 1 au schéma 2.

v B m, n, s-dét. ext. D esty o8

La thése A n'est pas une généralisation., Elle est de 1a forme PzQ.
Toutes ses variables somi lides, Une fois encore, les lieurs du
quantificateur général de 1'expression L_..-__,Tla? il L JTPEQ}aE‘

n‘opérent que sur les variables de 8. La régle de distribution per-
met de modifier cette thése et d'obtenir 1'expression [PEQ)EM"J'—B“

comme une thése du svstéme, Ici encore. le schéma | peut se ramnener
au schéma 2.

m. P=z0 qui est A

n. _(PzQ)sL-aB  thése de SQ3
vaB' m,n,s-dét. ext. D esty-5"B"

Tout autre situvation est exclue. Nous voyons ainsi qu'il est
inutile de conserver une double action de la régle de détachement.
Cette fois, comntrairement & ce qui étaft le cas dans le systéme
SQ2, la régle de détachement externe au sous-quantificateur, en
relation avec la régle de distribution, permet de rendre compte
de tous Jes détachements possibles.

Comme nous 1'avons fait pour ta régle de distrfbution du
quantificateur, et en utilisant les mémes références, nous propo-
sons une formulation rigoureuse de cette régle. Bien que formulée
de maniére extrémement simple, elle conservera toute sa validité
dans les systémes plus &laborés qui contiendront encore le connec-
teur de la biconditionnelle comme connecteur primitif.
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5.3.3.1, FORMULATION RIGOUREUSE DE LA DIRECTIVE DE DETACHEMENT

A est une thése résultant de la régle de détachement relati-
vement & deux th&ses 8, C préalablement inscrites dans Ve
systéme, si

1. € est &guiforme & 1a premiére &quivalence de B

2. A est équiforme 3 la deux{éme équivalence de B.

Toute thése de S{3 n'offre qu'une organisation -bien complexe
il est vrai- de variables propositionnelles quantifiées et de comnec-
teurs , la biconditionnelle. Le projet de trouver ‘autre chose' reste
vain, Afin de tenter de ré&aliser notre intention premiére, viser un
systéme complet du calcul des propositions, i1 est nécessaire d'envi-
sager une démarche supplémentaire: introduire une régle de définition.
C'est dans cet esprit que nous proposons un nouveau systéme é&quivailen-
tiel quantifi&, SO4.
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6. LE SYSTEME EQUIVALENTIEL SO4

6.1. PREAMBULE

Le systéme précédent se caractérise par la possibilité d'ins-
crire des thdses dont la formuiation est extrémement riche en termes
de fonctions éguivalentielles et de généralisations. I1 n'en reste pas
moins, toutefois, que, au-dela des formes complexes accessibles dans
$Q3, seules Tes significations logiques fondées sur fa biconditionnelle
sont susceptibles d'étre inscrites, et rien d'auire. De maniére imagée,
noys pourrions dire, gue le systéme 503 ne dévoile que les instances
de tautplogie fondées sur 1a biconditionnelle uniquement. L'&tape que
nous présentons 1ci, expose un moyen de dépasser une telle limitation
en yue d'obtenir un calcul complet des propositions. Une manidre de
fournir une expansion du systéme SQ3 est de propposer une nouvelle di-
rective susceptible de dépasser les limites de ce systéme. Le systéme
S4 rend compte d'une telle alternative en proposant une directive de
définition.

Le systéme SQ4 est con¢u sur la base de deux axiomes équifor-
mes & ceux de SQ3, et se caractérise par la présence de guatre régles
d'inférence: les directives de détachement, de substitution, de distri-
bution des quantificateurs, mais i) contiendra de plus une directive
de définition. Ce systéme représente donc une expansion des systémes
précédents. Les théses n'ont aucune variable libre. La guantification

continue d'opérer uniquement sur des variables propositionnelles.

Le systéme SQ4 constitue notre derniére tentative de fonder
le calcu! des propositions sur les bases d'un systéme dquivalentiel?
qQuantifig et dont la quantification ne porte gque sur des variables pro-
positionnelles, La puissance des systémes précédents n'est pas suffi-
sante pour introduire comme thése autre chose qu'une organisation com-
Plexe de propositions en termes du quantificateur, de variables propo-
sitionnelles et de la biconditionnelle. I1 n'y a en effet pas moyen
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d'obtenir d'autres opérateurs. Les trois régles de 3503 n'agissent que
sur Ta 'syntaxe' du systéme, elles ne permettent aucune expansion 'sé-
mantique'. La directive de définition que nous formulerons permetira
cette expansion.

6.2. A PROPOS DE LA DEFINITION

Dans 1'optique de Le$niewski, la définition prend une dimen-
sion autre que celle qui est communément acceptée. 11 congidére les
définitions comme des théses du systéme. Ainsi, aucun terme métadiscur-
sif spécial ne doit étre utilisé pour les formules, contrairement &
la pratique de Whitehead et Russell. En effet, toutes les définitions
des Principia Mathematica sont de la forme “A = 8 df", ol le symbole

. ¢ . .
= df" n'appartient pas au systéme. Lesniewski refuse d'attribuer i
ta définition un statut de stricte abréviation comme le fait Russell.

A definition fs a declaration that a certain newly-introdu-
ced symbol or combination of symbels is to mean the same
85 a certarn other combination of symbols of which the mea-
ning is already konwn. (Russell, 1910, p. 11},

Et plus précisément encore,

Thus although we employ definitions and do not define 'de-
finition", yet 'definition" does not appear among our primi-
tive 1deas, because the definitions are no part of our sub-
ject, but are, strictly speaking, mere typegraphical conve-
niences. (Russell, 1910, p.12/.

Le refus, par Ledniewski, de ceite pratique assez commune
tient &, mais pas uniquement, sa volonté d'élaborer un calcul des pro-

positions qui ne contiendraii qu'un seu! terme primitif,

Die Definitionen des Herrn Scheffer haben die Gestalt der
Ausdriicke vom Typus ‘o = g" die Definitionen Nicods -die
Gestalt der Ausdricke vom Typus "p = g Df*, die von den
Herrn Whitehead und Russell gebraucht werden. Dieser Um-
stand bedingt es, dass es schwer 1st zu sagen, dass z.B.
die Nicodsche Theorie der Deduktion in der Tat auf dem
einzigen primitiven Termin " " konstrulert ist. (Leéniewski,
1929, pp. 10-11).
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Les définitions de Mr Scheffer ont la forme d'une expres-
sion du type "p=g"; les définitions de Nicod, la forme d'une
expressian du type "p=g Df", expressions également uweili-
sées par Mrs Whitehead et Russell, En fonction de cette
situation, il est difficile de dire, par exemple, que la
théorie de la déduction de Niced est en fait concue sur
1z base de l’unique terme primitif ‘|7,

11 désire également domner une dimension nouvelle & Ja notian de dafi-
nition. S'exprimant & propos de sa théorie des types, Lefniewski &nance
clairement sa volanté de combler une lacune en proposant une régle de
définition qui permet d'inscrire dans le syst@me une définitian qui
est une thése du systéme.

Ich betrachtete mein "Typentheorie” schon In dem Augen-
blicke, alfs ich sie aufbaute, pnur als ein unhzureichendes
Palliativ, welches mir, ohne mich mit der "Antinomien" :zu
bedrohen, wenigstens einstweifen bei der Auslegung der
grundiegenden mathematischen Theorien... das {perieren
mit allen Arten der Funktionsvariablen, mit welchen ich
operieren wollte, ermiglichen sollte und mir in gewlssem
Grade die auffdlligen Licken im Gebiete der Definitions-
direcktiven ausflillen ktnnte, die in den verschiedenen mir
bekannten Systemen der mathematischen Logik auf ungenii-
gende Werse formuliert oder auch iberhaupt nicht formu-
liert werden. (Ledniewsky, 1929, p. 13).

Lorsque je construisais ma théorie des types, je ne [a con-
sidérals gque comme un palliatif insuffisant, qgu) me permet-
tait d'opérer, sans étre menacé par les antinomies, avec
toutes les formes de variables de fonctions que je désirais,
en tous les cas, & celte époque, et refativement & I['inter-
prétation des théories mathématiques fondamentales; elle
pouvait remplir dans une certaine mesure les facunes frap-
pantes que j’observais dans Jle champ des directives de
définition, directives gui sont formulées de maniere insuf-
fisante, voire méme non formulée du tout, dans les diffé-
rents systémes de la logigque mathématique.

[V est intéressant de remarquer que méme Russell a eu quel-
ques scrupules & ne voir dans la définition qu'une commodité linguisti-
que. I1 sentait bien de maniérse intuitive que ce n'est pas nécessaire-
meny de cette maniére gue la pensée procéde.
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It is a curious paradox, puzzling te the symbolic mind,
that definitions, theoretically, are nothing but statements
of symbolic abbreviations, Irrelevant to the reasoning and
inserted only for pratical convenience, while yet, In the
development of a subject, they always require a very large
amount of thought, and often embody some of the greatest
achievements of analysis. This fact seems to be explained
by the theory of deneting. An object may be present to
the mind, without our knowing any concept of which the
said object is the instance; and the discovery of such a
conncept Iis not a mere improvement in notation. The reason
why this appears to be the case Is that, as 5soon as the
definition s found, it hecomes wholly unnecessary to the
reasoning to remember the actual object defined, since only
concepts are relevant to our deductions. In the moment of
discovery, the definition is seen to be true, because the
object to be defined was already in our thoughts; but as
part of our reasoning it is not true, but merely symbolic,
since what the reasoning requires is not that it should
deal with that object, but merely that it should deal with
the object denoted by the definition. (Russell, 1937, p.
&3/,

L'attitude de Le;niewsk‘l face au probléme de la définition,
comme du reste face & la conception méme de ses systémes, est fondamen-
talement consiructive. Le qualificatif de “constructive" est a com-
orendre dans le sens d'une extension progressive et contrdlée de 1'en-
semble des théses de ses systémes. Cette extensian est diriqée oar les
directives du systéme. Toute thése nouvelle est syntaxiauement cons-
truite sur les matériaux contenus dans les axiomes et dans les théses
qui la précedent, Aucune liste de symboles n'est préalablement propo-
sée, aucune dé&finition récursive de formules bien formées n'est &non-
cée, Ainsi, la directive de définition nous dit comment introduire une
thése-définition sans nous dire ce qu'il faut définir, Elle nous infor-
me comment Je faire & un moment donné, sur les bases de Ce que le sys-
téme contient actuellement. Avec la directive de définftion nous dispo-
sons d'une liberté canditionnelle d'introduire une constante ou un
foncteur constamt nouveau. Les conditions portent uniquement sur la
nécessité de n'introduire ni confusion ni ambigufté, mais elles ne dé-
werminent pas quels symboles vont étre inscrits. Cependant la régle
de définition fait plus que simplement introduire un terme constant
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noyveay; elle peut, par 1'inscription d'un tel terme, introduire une
catégorie Sémantique nouvelle. Au débui de 1'existence d'un systéme
il n'existe que les axiomes; ces derniers ne contienneni que deux types
de catégories sémaniiques: la catégorie des propositions et celle des
foncieurs formateurs de proposition & partir de deux arguments propo-
sitionnels, Par Ta régle de définition, 11 sera passible d'intr¢duire
d*auires foncteurs. 11 y aura d'ume part ceux qui appartiemnent & des
catégories sbmantiques dé&j3a inscrites, mafs é&galement ceux auxquels
ne carrespondent aucune catégorie sémantique déja introduite. Ainsi
par ce biais, non seulement un foncteur nouveau apparaft dans le systé-
me, mais également wune catégarie sémantique nouvelle Avec 1'inscription
d*une thése-définition, c¢‘'est 1'éclasion d'une idée nouvelle qui appa-
rait dans le systéme en fonction de ce qui le constitue déja.

Imposer & un systéme la possibilité d'introduire ume thése-
définition nécessite de respecter plusieurs contraintes. Premiérement
nous décrirons les conditions essentielles & 1'introduction de toute
définition qui permettent de se mettre le plus possible & 1'abri de
Ta contradiction ou de 1'ambiguité. Bien gque concernant directement
notre propos, elles sont abordées en toute gfnéraliié. Ensuite, nous

dirans les conditions nécessaires a 1'inscription d'une thése dans les
systémes de Ledniewski,

Que 1'on considére la définition comme une simple commodité
linguistique -une simple abréviation- ou aw coniraire que 1'on attribue
4 la définition le statut de thése, i) n'en reste pas moins que, comme
rous 1'avons dit, des conditions minimales et essentielles doivent étre
respectdes de maniére & éviter contradiction et ambigufte. Nous ne dé-
velapperons ici que <e qui concerne la définition explicite. Ainsi nous
négligerons le probléme de la définition régressive qui utilise le ter-
me “"dé&fini" pour “se définir". Nous empruntons cette distinction 3
Carnap, (1949}.

L'expression d'une définition explicite consiste dans la mise
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en relation de deux propositions, par exemple A = Of B ou A = B. Ce
type d'énoncé veut préciser ou imposer le sens d'un symbole. 11 y a
donc “ce qui définit": le definiens et “ce qui est défint":le definien-
dum. Par tradition, nous choisissons d'écrire, ici, le definiendum §
gauche du symbole de relation. Le definiendum contient le terme cons-
tant qui est défini, Le definiens est une expression bien formée, elle
ne peut contenir que des symboles primitifs ov des termes constants
préalablement définis. Ainst t'ordre dans lequel nous d&finissoms n'est
pas arbitraire. Carnap parle & ce sujet de chaine de définitions (Car-
nap, 1949, p. 24). Une chaine de défimitions est toujours finie, donc
univoquement déterminée,

LES CONGITIONS D'UNE DEFINITION EXPLICTTE

Condition 0O

Le definiendum contient un, et un seul, terme nouveau, donc
différent par rapport & ce qui est déji proposé dans le sys-
téme. Deux cas se présentent:
* le definiendum consiste en un terme unique: nous parlons
dans ce cas de constante;
* te definiendum contient, en plus du terme nouveau, d'au-
tres inscriptions -variables et parenthéses-: nous par-
lons alers de fonction associée & la définition et nommons
le ierme constant -foncteur constant. Nous verrons que
le statut de la fonction associdée & la définition peut
étre multiple.

Condition 1

Le terme nouveau ne figure pas dans le definiens. C'est bien

ainsi gue nous avaons caractdrise la définition explicite.
Condition 2
Toute variable libre du defimiens posséde une inscription

équiforme comme variable libre dans le definiendum. Cette
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condition est essentielle. Elle empéche 1'introduction de certaines
contradictions. Voyons-le sur une 1llustration.

Définissons Ta négation de wmaniére non conforme & la condigien 2 :

wip) = (urs s 0.Aq)

1. wip)slor T F =p.ag) définition
I PR AR A FT AU SN A A SO TR0 o B PR TATRR S PAUAR 1o
3. o e TR e th,
4. [ ~(n ) 2,3, dét., comm,
P A EI E AU R N 1, p/ v, "0, g/ n,"F
(e rn s, no 4, 5, dét.
I yryffe r,rt th,
g0 5 6,7, dét.

Dans cette démonstration présentée de maniére trés libre, une contra-
diction apparaft. €n effet, les expressionsa(_r, “r"} (ligne 4] et

n Fr (ligne 8) sont des expressions contradictoires. Cette contradic-
tion est rendwe passible par la présence d'une variable libre du defi-
niens, q,qui ne posséde pas d'inscription équiforme comme variable libre
du definfjendum,

londition 3

Cette conditfon -inverse de la condition 2- bien que non né-
cessaire est souvent admise pour des raisons d'esthétiaue,
Toute varfabie Tibre du definfendum cosséde une inscriotion
équtforme comme variable libre dans le definiens. (Rickey.
1982, nates de cours).

S1 1'on définit le foncteur constant pde la maniére suivanie:
# {p.qlap, cette définition impropre ne cause aucun ennui.
En effet, le definiens est logliquement &quivalent a pA. qszg
et Plexpression #(p,qlz{palqzq)) est une bonne définition.
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Condition 4

Le¢ definiendum ne contient pas |'inscription de deux varia-
bles identiques. Cette condition n'est pas imposée pour &vi-
ter une contradiction, mais bien pour permettre d'étiminer
certaines expressions 1iées & la définitian. Considérons en-

cOore un exemple,
1. *ip,p.q)zipaq) :définition

Aprés cette inscription, si nous rencontrons 1'expression
*{p,r,q) qui peut s'introduire par substitution, nous ne
pourrons pas &liminer 1'expression. Cette situation 'blagque’
en effet quelque peu la tramsitivité. Nous sommes donc en
face de la situation swivante: Une expression B introduite
par la régle de substitution et contenant le foncteur * sous
la forme suivamte:  *(p,r,q) et la définition elle-méme:
*(p,p.qiz{pAgq). Nows ne pourrions ainsi &liminer, & partir
de B, !'expression *(p,r,q). 11 s’agit cependant d'une condi-
tion dant nous voulons disposer.

11 importe de préciser encore la spécification de la condi-
tion 1: *le definiendum contient un terme nouveau, donc différent, par
rapport a ce qui a d&ja été proposé dans le systéme”, La nouveautd peut
référer 3 la forme du terme défini; généralement 1'dquiformité renvoie
& une identification seémantique, mais ce n’est pas touwjours Te cas.
Dans les systémes de Ledniewski, comme dans d'autres systémes, la forme
n'est pas suffisante pour juger de 1'appartenance 4 une catégorie sé-
mantique. {'est bien plus la catégorie sémantique des arguments et leur
nombre qui importe plutdt que la forme du foncteur constant. Ses Systé-
mes, nous ['avans dit & plusieurs reprises, ne contiennent pas de liste
de symboles auxquels i1 est attribué une valeur sémantique. Un nouveau
terme inscrit grace & la directive de définition ne passéde une identi-
té sémantique qu'en fonctian des arguments auxguels il est associé,
arguments qui, eux, détiennent déji une valeur sémantique.
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Ainsi dans ces systémes, la syntaxe n'a pas seulement une
valeur ‘prthographique’ mais &galement une imporiance pour la 'recon-
naissance sémantique'. Dans S04 nous avons donc a expliciter une &cri-
ture conforme & cet objectif. Cette &criture subira une modification
profonde par rapport & celle que nous avons utilisée jusqu'alors. Les
parenthéses y jouent un rdle essentiel qui n’est plus celui d’une sim-
ple 'ponctuation’'. Nous allons maintenant dé&finir et justifier une tel-
le écriture.

6.3, QU TL EST QUESTIDN D'ECRITURE

Lesniewski a su présenter les directives de procédure de ses
systémes avec une précision remarquable. La formulatton en est extréme-
ment formelle, Rigueur et précision, dans la métalangue formalisée,
sont atteintes en considérant uniquement les composants qui sont en
relation directe avec la signification logique d'une expression dv sys-
téme. Atfnsi, Lesniewski va s'abstenir d'utiliser une ponctuation qui,
si elle a le mérite d'assurer vne lecture plus naturelle, est de fait
inutile. Le choix d’une écriture qui s'inspire de 1'&criture polonaise
se justifie dans ce qui va suivre,

L'écriture polonaise pré- ouw past-fixée permet d'éviter toute
une 'ponctuation' (le parenthésage habituel ou la ‘ponctuation’ peanc-
russellienne}, Certes, ume telle ponctuation facilite la lecture imma-
diate, mais elle allonge considérablement les expressions et plus enco-
re, elle fragmente Y'information logique. De de fait elle rend plus
difficile le discours sur la syntaxe des expressions du systéme. Lors-
qu'on veut, comme Le{niewski, ne parler que de 1'indispensable, 1'&)§-
mination de la ponctuation superflue s'impose. Bien qu'elle s'appuie
sur une pratique congue par Kukasiewicz (1966, 1870} et largement parta-
gée par tous ceux qui ont contribud au développement de cette &cole
de logique, 1‘'&criture de Lesniewski est plus qu'une simple reproduc-
tion de cette fagon de faire. Elle est un moyen qui permet d'inscrire,
dong de déterminer, la catdgorie sémantique de tout terme, de toute
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fonction, de toute formule bien formée du systame.
Considérons 1*axiome A}:

Al pqr, “Upsr)zlqsp))slrsq) et 1'ingrédient {par):={qsp) . Dans 1°&-
criture polonaise cette expression s'écrit:

=pr z qp {en fait EEprEqp)
Ledniewski propose 1'inscription

s=tprizigp))  {en faiv  $(b{pridlqp}). Lesniewski conserve les pa-
renthéses, Mais, dans chacune de ces versions, les parenthéses ne rem-
plissent pas les mémes fonctions.

L'axiome s'écrit:  pqr, r}(s(s(prls(q))s{rql?

Dans ce dernier exemple, 1'écriture de Lesniewski est allongée, elle
apparait un peu ‘lourde' vaire méme gratuite. I1 n'en est rien bien
sir, car elle foyrnit par sa forme une information qui n'existe pas
au méme niveau dans les autres versions. UDans 1a version classique
en effet, les parenthéses jouent le réle de délimitateur d’unité synta-
xicue: les formules atomiques et leyrs comppsé€s successifs. Dans la
version de Le§niewski, les parenthéses vont prendre une autre signifi-
cation, elles remplissent globalement trois fonctions,

1. Elles délimitent les arguments du foncteur logigue sur
lesquels i1 opére, tout conme les parenthéses normales.

2. Elles informent, en relation avec le nombre des arguments
sur lesquels le foncteur opére, de 1a catégorie sémantique de 1'opé-
rateur,

3. Elles informent, toujours en relation avec le nombre d’
arguments qu'elles délimitent, de la catégorie sémantique de ces argu-
ments. La nature des parenihéses dans les systémes de Ledniewski est
ainsi déterminanie. Afin de rendre ces propriétés plus claires rappe-
tons et diveloppens quelques &léments.
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LES PARENTHESES

I1 est fait un large usage des parenthéses dans les systémes
de Les’niewski. Outre les parenthéses équiformes & (, )} qui sont systé-
matiquement utilisées, on trouve d'autres formes enpcore. I1 n'est pas
possible de fixer d’emblée la liste des parenthéses utiles. Comme nous
le verrons, les conditions de leur introduction sont imposées par la
régle de définition, Les parenthéses apparaissent toujours comme un
couple d'inscriptions symétrigues. En fajt, ¢'est ce couple qui impor-
te. C'est don¢ lui que nous considérerons comme un des termes primitifs
de la m&taTangue utilisée pour parler des systémes. Pour cette raison,
nous introduisons le terme de parenthéses symétrigues.

A est une parenthése symétrique & la parenthése B, si et seu-

lement si, A et B sont deux inscriptions symétriques; elles ont entre
elles la propriété d'étre réciproguement en miroir ({(Rickey, 1973,
p. 10, &, N LY 5 .y %, ¥ scont des exemples de parenthéses
symétriques; p, q ausst du reste, Nous ne devrions donc pas utiliser
ces derniéres formes pour inscrire des variables propositionnelles
(Rickey, 1973, p. 10}, Le poids de la tradition justifie cependant
quelque peu cette entorse syntaxique.

PARENTHEME

Le parenthéme est une expression dont le premier et le der-
nier mots sont des parenthéses symétriques, & conditicm que ces paren-
thése délimitent ‘'quelque chese'; les inscriptions suivantes, {pr},

{rq), {z{pr)z{gp)) sont des parenthémes équiformes & certains de ceux
inscrits dans 1’axiome 1.

Les inscriptions {}, [(=pgq} me sont pas des parenthémes. Bien que com-
posée de deux parenthéses symétriques, 1a premiére n'en est pas un par-
e qu'elle pe contient aucune inscription entre ses parenthéses. La
deuxiéme ne répond pas aux exigences de la symétrie.
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FONCTTON

Une fonction est une expression composée d'un terme suivi
de parenthémes, Nous qualifions une- fonction composée d'un parenthé-
me unique de fonction reguliére. I1 existe des fonctions d'ume autre

nature. Nous étendrons plus tard cette notion de fonction. Les inscrip-
tions suivantes sont des fonctions: =zipql ,*{tv} , o¢rsu> .1l s'agitde

fonctions réguliéres,

FONCTELR

Le terme associé & ume fonction et qui précéde le parenthéme
de la fonction est un foncteur. Dans les exemples précédents, = ,

* gt o sont des fonCteurs.

ARGUMENT

Les familles d'expressions qu'i} est possible d'inscrire dans
un parenthéme sont les arguments. Ils peuvent éire de trais types:
des termes: p, q, T, ...
B, ayslpal .
des fonctions: z{pq), z{=ipris), ...

des généralisations: | p,

Soit A: {qz{rs}}; c'est un parenthéme dent les deux arguments sont
d'une part le terme q et d'autre part la fonction =(rs).

PARENTHEME SIMILAIRE

A est un parenthéme similaire & B, si et seulement si,

1. A et B sont des parenthémes,
2. Lewrs parenthéses symétriques sont équiformes.
3. Leur nombre d'argumenis est le méme.

Ainsi, les parenthémes {pq}! et (rq) sont deux parenthémes similaires,
mais les parenthémes {(pr) et {(p) ne le sont pas, comme Tes parenthé&mes
(pr) et (pf} du reste. Les inscriptions (pr) et { p “p'slqqll sont deux
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parenthémes similaires; en effet, ils ont tous deux des parenthéses
symétrigques &quiformes et chacun d¢'eux contient deux arguments, p et
r pour le premier, et  p,"p* et z(gq) pour e second.

Revenons & 1'axiome Al. De maniére traditionnelle nous sa-
vons gue les variantes équiformes 4 p, q, et r appartiennent & la ca-
tégorie sémantique des propositions, S. Cetie identification est due
au fait qu'une liste de variables est donnge préalablement et que nous
y reconnaissons les variables particuliéres p, q et r. Rien de tel chez
Lefniewski. Bien que 1'usage aide & identifier ces variables comme des
variables propositionnelles, c'est par un autre biais qu'il faut procé-
der pour les reconnaitre comme telles. Au temps premier de 1'inscription
des théses d'un systéme, i1 n'existeque les axiomes. Lesniewski a choi-
si de les inscrire en utilisant, entre autires, des parenthémes a deux
arguments dont les parenthéses sont &quiformes & ( et ). En consiquen-
ce c'est parce que les arguwents sont inscrits dans de tels parenthémes
qu'ils appariiennent & la catégorie sémantique des propositions S.
C'est aussi pour la méme raison que le foncieur de biconditionnelte
est upn foncteur formateur de propositfion & deux argumenis propesition-
nels. Si, par la régle de la définition, 1'inscription *{st) s'impusait
dans le systéme, la catdgorie sdmantique du foncteur * ainsi que celle
des arguments s et T serajeni univoquemen® déterminées., 11 s'agirait
également d'un foncteur formateur de propositon & deux argumenis pro-
positionnels. De méme, dans |'expression fa, '-5(5 o ;‘ nous saurions
que la catégorie S@mantique des variables § el « est de la catigorie
ces propositions. ’

Hous désignons la catégorie sémantique des proposition par
S, et 13 catégorie sémantique des foncteurs formateurs de proposition
d deux arguments propositionnels par: 5/83. 51, d'aventure, le
systéme permettait 1'inscription de la catégorie sémantique des fonc-
teyrs formateurs de proposition a n arguments propositionnels, nous
la désignerions par $/S...S.
Nyt
n fois
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Cette neotion de catéqorie sémantique (Ajdukiewicz, 1967, pp. 207-231)
fera 1'objet d'une présentation rigoureuse dans 1*'introduction du sys-
téme de la protothétique &lémentaire Sl.

Le systéme esquissé maintenant contient les parenthéses symé-
iriques sélectiennées par Lesniewski. Ce choix s'exprime dans les deux
axiomes du systéme. [1 s'agit en fait des seules parenthéses pour les-
guelles la faorme est impesée. Nous les appellerons les parenthéses pri-

mitives du systime. Leur réle est important.

A part les parenthéses fixées par les axiomes, le choix des
autres que nous voudrions imposer au systéme est libre pour autant qu'
il ne géndre aucune confusion ave¢ ce qui existe déji au moment de leur
introduction. Pour expliciter cette assertion, 11 faut se demander
pourquo’ 11 est nécessaire d'inscrire des parenthdses syméiriques dans
la description d'ume fonction. L'intention méme de Lesniewski fournit
un élément de la réponse, 11 désire en effet formuler une directive
de définition de telle maniére que, en présence des axiomes, il sojt
possible d*inscrive dans le sysitéme des expressiens de n’importe quelle
catégorie sémantique, Cette expansion spuhaitée ne se veut 1iée 3 aucu-
ne prédétermination. 11 pourrait &tre utile d'obtenir dans le systéme
des expressions de méme cat&gorie sémantique que Tla biconditionnelle:
$/55, de méme que des fencteurs formateurs de proposition & un seul
arqument prepositionnel: $/5, ainsi que des 7oncteurs formateurs de pro-
position & un nembre quelcenque n  d'arguments propositionnels. Mais
Ledniewski voudrait davantage encore: des foncieurs qui n'ajent pas
nécessairement des arquments propesitionnels. Bien que cette tentative
d'cbtenir des foncteurs de n'importe quelle catZgorie sémantique n'a-
boutisse pas dans le systéme S(4 (p.142), 11 est nBcessaire d'envisager
tout de méme cette possibilité pour comprendre les raisons de 1'écritu-
re #laborée par Lesniewski. Un jeu raisonné sur les parenthéses symé-
triques associées au parenthéme d'une fonciion permettra de distingquer
les différentes catégories sémantiques introduites, camme i1 rendra

124

[————— )



possible d'intredyire sans confusion de nouvelles constantes ou de
nouvelles catégeries,

6.4. LES AXIDMES

r ]
A1 par =l={prizlqplk(rq))
"~
Az pay =z(z(pzlar))s(=(pa)zr)}
Syntaxiquement et sémantiquement parlant, les axiomes jouent un ridle
de référence. ('est pourquoi nous signalens, en relation avec ce qu'ils

contiennent, quelgques B1éments terminologiques empruntés dans leur es-
prit, & Rickey (Rickey, 1973, pp. 24-26).

FONCTEUR ANALOGUE

$oit A et B, deux fonctions: 11 s‘agit chaque fois d'un terme suivi
d'un parenthéme.

Le foncteur C de A est dit analogue au foncteur D de B, si et seulement
53, Teurs parenthémes sont similaires.

Consid&rons un exemple de foncteurs analegues,

A ={pq)

B: =(p, P q, Faal)

Les parenthémes associfs & A et B sont similaires; les deux foncteurs
s sont don¢ analogues.

ARGUMENT ANALOGUE

Deux arguments A et B sont analogues, si et seulement si, le parenthéme
assaci® § A est un parenthéme similaire au parenthéme associé & B, et
que ces deux arguments correspondent chacun § la méme place dans leur
parenth&me respectif. Dans 1'exemple précédent, )'argument p dans A

est analogue & 1'argument , p, "p* dans B, et i'argument q dans A est
analogue & 1'argument LqJ‘-E{qq? dans B.
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PREMIER (DEUXIEME) ARGUMENT
A est le premier argument (respectivement le deuxiéme) de B,si et seu-
lement si,

1. B est un parenthéme.
2. A est un argument analogue & 1'argument p (respectivement 1°'arqu-
ment q) ¢'un parenthéme &quiforme i (pq).

Exemple. A: {th.-p- A “lqqh)

T deuxiéme argument de A

premier argument de A.

PREMIER (DEUX1EME) EQUIVALENCE

A est la premiére &quivalence {respectivement la deuxiéme} de B, si

et sevlement si,

1. Le premier mot de B est équiforme a =
2. Il existe C, tel que A est Te premier argument {respectivement le
deuxiéme) de C et
B est le complexe de mots formés du premier
mot de B suivi de C.
Exemple. B: ={q.p, )
e e
deuxiéme Equivalence de B

premiére équivalence de B
PREMIER {DEUX1EME) TERME
A est le premier terme {respectivement le deuxiéme) de B,si et seule-

men: si, A est la premiére (respectivement la deuxiéme} équivalence
de 1'essence de B.

Analysons les inscripiions C et D swivantes:
. L i
£ . p,zlpp)

0: z4,p, P PP
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L*inscription € est ume généralisation, I'inscriptiaon D n'en est pas une
Le premier terme de C comsiste en la variable p inscrite Comme le pre-
mier argument du parenthéme associé & la fonction z{pp). Cette fonction
constitue 1'essence de Ta géméralisation C. L'inscription D n'est pas
une généralisation, 1'essence de D est D elle-méme. Le deuxiéme terme
de 0 consiste en la géndralisatian  p, “p™ inscrite comme le deuxiéme
argument du parenthéme associé a la fonction D, =(,p, P p,P*).

SEMANTIQUE

Pour toute inscription B, le premier terme et le deuxiéme terme de B

sont de la catégorie sémaniique des propositions, 5.

Sur la base de ces informations, i1 est maintenant possible
d'attribuer une valeur de catégorie sémantique aux composants des axio-
mes, et ceci, sans se référer & une liste de symboles préalablement
&tablie.

Cansidérons 1'axiome Al.
o _ _ ]
P, s(=(z(pr)z(qp})={rq)}

Le premier terme de Al consiste en 1'inscription z(z{pr)ziqn}}, il 5'a-
git d'une functign, cette fonction est de la catégorie sémantique des
propasitions, 5. Le deuxiéme terme de Al consiste en 1'inscription
s(rq), 11 s’agit &galement d'une fonction de la catégarie des propasi-
tions, 5. Le premier terme du deuxiéme terme de Al, r, est un terme;
C'est un terme de la catégorie des propositions, 3. 11 en va de méme
pour q, le deuxiéme terme du deuxidme terme de Al. (Quand est-il de 1°
inscription = dams la fonction ={rq). Le tierme = opére sur deux arqu-
ments de la catégorie 5, r et g, et fournit la fonction =(rq), de la
catégorie des propositions, 3. 11 s'agit donc d*un foncteur formateur
de proposition i deux arguments propesitionnels, 5/5S.
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6. 5. LES REGLES [’ INFERENCE

La présentation des directives du systéme SQ4 pose plusieurs
probtémes. Ces problemes sant directement 1iés 3 la possibilité d'ex-
pansion sémantique offerte par ce systéme et, en relation avec elle,
a la nécessité d'une modification profonde de 1'&criture des expres-
sions. Le lecteur sera systématiquement confronté & une difficulté de
tecture. 11 n'est, en effet, pas trés facile de se détacher de 1'écri-
ture classique qui semble plus naturelle, Mous tentons d'obwier & cette
difficulté en offrant, dans un premier temps en tous Tes cas, deux ty-
pes d'écriture pour chaque signification logique, 1‘'une classique, 1'
autre conforme aux exigences imposées par Ledniewski. 0'autre part,
nous nous donnons 1a liberté de privilégier, selon les besgins du mo-
ment, 1'une qu 1'avire écriture; lorsque 1'intérét de la présentation
porte sur les caractéristigues générales d'une directive ou sur 1'es-
prit logique de tel ou tel aspect du systéme, une écriture tradition-
nelle, plus familiére, est utilisée. Lorsque nous développons 1’aspect
purement formel, 1°’&criture rigaureese est indispensable.

Nous formulons lTes directives de maniére & restituer V'esprit
d'un mécanisme constructif au moyen d’une approche qui se veut a 1la
fois intuitive et malgré tout gpératoire. Mous profitons de la présence
de la directive de d&finitian pour exposer la procédure rigourevse qui
permet de wérifier si, une inscription étant posée, c¢elle-¢i correspond
& une thése-définition gque le systéme, actuellement, peut accepter,
Cette présentation nous permet d'insister, une fois entore, sur 1'es-
prit trés particutier propre aux directives élabarées par Leshiewski,

6.5.1. LA DIRECTIVE DE DETACHEMENT

11 s'agit d'un détachement externe au sous-quantificateur,
Le détachement est rendu possible si le systéme pusséde deux théses
qui possédent, entre elles, une relation formelle bien déterminge.
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Soit B et (, deux théses du systéme préalablement inscrites. 5i B pos-
séde la forme générale ={CA), i) est alors possible d'introduire A
comme une nouvelle thise du systéme.
SCHEMA

n [

n ={CA)

l A n, m, dét,

FORMULATION DE LA DIRECTIVE

A est une thése résultant de la directivem de détachement relati-
vement a deyx théses B, {, préalablement inscrites dans le systéme,
si

1. € est équiforme a la premidre équivalence de B

2. A est équiforme a la deuxidme équivalence de B.

6.5.2, LA DIRECTIVE DE DISTRIBUTION DES QUANTIFICATEURS

La directive présentée rigoureusement dans 503 est wvalide
dans 504 et s'énonce de maniére semblable, {p. I03), Il est toutefois
nécessaire de spécifier que les é&léments terminologiques qui permettent
sa présentation dans le nouveau systéme doivent étre appréhendés dans
Jeur nouvelle acception, c'est-a-dire, en fonction de 1'écriture compa-
tible avec celle de Les'niewski.

Un exemple permettra de fixer les choses.

A pary Telztstpr)zlap))slra) )
premier terme second terme
T: ._qu'.ftLrJrz(a(s(pr]elqp)-)' L'I'J‘-El:rq-f }" Al, dist

Te Vieur r a été distribué. La présence de )a variable r dans le gre-
mier terme de 1'essence de Al,d'une part, et dans le second terme de
t'essence de Al,d'autre part,nécessite d'introduire devant 1'un et 1'
dutre termes un quantificateur contenant le lieur r.
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6.5.3. LA DIRECTIVE DE SUBSTITUTION

Nous nous contenterons d'une présentation trés générale. Le
désir de nous attacher plus particuliérement & la directive de défini
tion justifie ce choix. Nous expaserons de maniére plus compléte la

direciive de substitution dans le systéme suivant, S$1.
FORMULATION DE LA DIRECTIVE

T est une thése résultant de la directive de substitution
appliquée & une thése A préalablement inscrite dans le systéme, si

1. A chaque variable équiforme de A, nous substituons une ex-
pression équiforme., Cette expression peut étre une variable
prapositionnetle ou une consiante propositionnelle préalable-
ment inscrite, une foncticn réguliére de foncteurs constants
préalablement inscrite, ou ume généralisation construite sur
la base de ce que le systéme posséde actuellement.

2. L'expression substituée 3 ume variable doit rester libre pour
cette variable dans 1'essence de la généralisation A,

3. Le quantificateur de T contient des lieurs équiformes & tou-

tes les variables libres de son essence et & ceux-Ta sewle-

ment .,

6. 5.4. LA DIRECTIVE DE DEFINITION

6.5.4.1 GENERALITES

“taus opdrerons une distinction entre les conditions qui, d’une
part, conduisent & 1’introduction de termes constants de la catégorie
des prepositions, 5, et celles qui, d'autre part,réglent }'introduction
de foncteurs constants. Nous ne reviendrons pas sur les propriétés mi-
nimales de la définition exposées précédemment (pp. 116-118),
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DEFINITION DE CONSTANTES

D est une *hése résultant de la régle de d&finition et intro-
duisant un terme constant de Ta catégarie des propositions, si

1. D est wne fonction &quivalentielle.
2. Le deyxiéme terme de D est un terme constant non &guiforme & un
terme constant de la catégorie sémantioue des propositions. 5.

3. Le premier terme de D est une expression bien formée du systéme,
sans variable libre, et construite sur Ya base de ce que le systéme
contient actuellement.

Commentaires Ecriture Ecriture compatible

traditionnelle avec celle de
Ledniewski

La condition 1 &tablit

ung forme générale: AsB =(4B)

La condition 2 stipule, entre

autres, que le deuxiéme terme Az d =(A%)

est constitué d'un terme (mot)

unique. C'est le definiendum,

La condition 3 impose, entre

auires, 1'absence de variable r .

Py pep' 4 =t,p, =lpp)*)

libre dans le premier terme
de G: le definiens.

EXEMPLES DE DEF IN1TIONS

Dans Tes exemples qui suiveni, nous opposerons chaque fois
1'écriture traditionnelle avec celle de Les’niewski‘ Nous expliciterons
plus tard les raisons qui ant déterming Ledniewski & choisiv Ye deux-
itme terme pour inscrire, contrairement 53 1'habitude, le definiendum,
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[ I . _ ™, )
D1 P, p2p gl : ={1°J s{pp)' 1)
L'inscription du 1 syntaxique nous engage & proposer une d&finition
du 0 syntaxique.

F

N . L v
174 PP =0 H :tLp.l P 0

Les expressians proposées comwe definiens dans ces deux définitions
n'ant rien de mystérieux, nous en avons d&jad parlé (page 86).,  Nous
les retenons ici en raison de Teur simplicité. 0'auires formes bien

sir sont acceptables, par exemple:
r— -]
DI* - qu‘rbe(qs(qu)T =1 E(quJ =(p=(q=(qp))) T)
02* - _pq,psqd z ; =( pq, (pal o}
Dans ces deux derniéres définitians, inscrites dans le systdme que nous
développans actuellement, i) est néceéssaire de choisir des definiendums

{les termes constants 1 eto) non équiformes & ceux préalablement ins-
crits et de méme catégorie sémantique (clause 2, p.131).

Naus pourrions prolonger cette illustration et proposer d'au-
tres exemples de définitions représentant d'ume part le vrai et, d'au-
tre part Te faux. Une questian reste encore en suspens, Est-il possible
d'inscrire dans S04 des définitians de termes constants autres que cel-
les du’vrai’ et du ‘faux? La réponse est négative. Seuls les termes cons-
tants appartenant 3 )'une des deux familles mentionnées sont suscepti-
bles d'étre inscrits dans S5Q4. Si le systéme développé est assez puis-
sant, il est alars possible de démantrer les théses sufvantes:

1=1 5 =)

et
0=w :  =sl0v)

DEFINITION DE FONCTEURS CONSTANTS

D est une th&se résultant de Ta régle de définition qui in-
troduit un foncteur constant, si et seulement si,

1. D est une généralisation.
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2. L'essence de D est une fonction Equivalentielle.

3. Le second terme de D est unme fonction réguliére F.

4. Le foncteur de la fonction réguliére F n'est pas équiforme & un ter-
me de méme catégorie sémantique dé&jid introduite.

W

Les arguments du parenthéme de la fonction régulidre F sont tous
des varfables propositionnelles qui possédent un lieur é&guiforme
dans Ve quantificateur de Ta généralisation D.

6. Les mots du second terme de [ ne sant pas répétés.

7. Le premier terme de D est une expression bien farmfe du systéme en
fonction de ce qu’il contient actuellement.

8. Le premier terme de 0 contient des variables libres et ces variables
libres sont équiformes aux variables libres du second terme de D.

9. SI le parenthéme P de la fonction réguliére F est similaire & un
parenthéme Q d'une fonction B préalablement inscrite dans le systéme
ALCRS chagque argument de P est de la catégorie S.

10.51 les arguments du parenthéme F de F sont &guinumériques au paren-

théme  d'une fonctiom réguliére B préalablement inscrite dans le

systéme et chague argument de P dans F est desting 3 étre de la méme
catégorie sémantique que celwi gqui Jui correspond dans le parenthéme

Q de 8,

ALORS les parenthémes P et Q sont similaires.

COMMENTAIRES

Les conditions 1 ¢t 2 &tablissent une forme géndrale

L Y (RST
D ..y RES 3D ..., =(RS)

ta condition 3 précise la forme géndrale du second terme de la généra-
Tisation D

1~ [t r

Re*i..b 5 0: .0

-
e*iL Y )

[l LY
Dty (R*% .3
La condition 4 restreint la liberté de choisir une forme arbitraire

pour le foncteur constant,

les conditions 5 et 6 précisent le statut et la catdgorie sémantique
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des arguments du parenthéme de la fonction définie: il s'agit des va-
riables propositionnelles de la thése-définition D, et chacune n'appa-
rait qu'une fois dans le parenthime de la fonction.

r . oy r : 357
D:I_pq...a Rz *-‘pq...r‘: 300 Py = (R *1pg...ri)

Les conditions 7 et 8 confirment que le definiens est une expression
bien formée R qui posséde tosutes ses variables libres équiformes & cel-

les du definiendum, et seulement celles-13, libres: R "y Elles n'{m-

Pq.-
pose pas l'inscription d'ume unique variable de chague forme,
[ o - . T

D:pg...p R = *-:pq...r:' 3 Dipq...yy #iR o a‘p...r} )

pg...r 0q-. -
Les conditions 9 et 10 réglent le chpix des parenthdses symétriques
de maniére & pe créer aucune confusion. Plus précisément, nous savons
par la condition 9 que si le parenthéme de la fonction définie est si-
milaire & un parenthéme d’une fonction préalablement inscrite dans le
systéme, les arguments analogues de ces deux parenthémes sont de la
meéme catégorie sdmantique.

La condition 10 est la condition inverse de 9. Si les arguments du pa-
renthéme 'en devenir' de la fonction définie sont dquinumériques & ceux
d'un parenthéme d'une fonction préalablement inscrite damns le systéme
et si les arguments correspondants sont destinés 3 étre dans la méme
catégorie sémantique, les deux parenthémes sont similaires. En bref,
'a condition 9 nous impose en fonciion du choix des parenthéses symé-
trigues de la fonction définie upe obligation relative & la catégorie
sémantique des arguments, et Ja condition 10 nous impose, en fonction
du nombre d'arguments et de leur catéqgorie sémantigue, une obligation
relative & la forme des parenthéses symétriques. Ainsi, d'une part,
tout terme, toute fonction réguliére, toute expression bien formée n'
appartiennent qu'd une et & une seule catégorie sémantique et, d'autre
part, toute réalisation formelle conforme 4 1'expression d'une catégo-
rie sémantique est déterminée contextuellement de maniére univogque.
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QUELQUES DEFINITIONS

Mous altons inscrire maintenant de nouvelles définitions dans
le systéme S04 conformément aux directives exposées. HNous acceptons
en plus des axiomes, les deux définitions de termes constants D1 et
0z, '

. L P . . L 3
D3: P p=+(p} : 03: _p, zlp+4 {p)}

11 s'agit de la définition dv foncteur constant+ , de la catégorie
sémantique de foncteur formateur de proposition & un argument proposi-
tionnel $/5. Ce foncteur unaire représente une des formes possibles
de 1'"assertion® d4'une proposition. Ainsi, par la définition D3, le
systéme ne s'enrichit pas unigquement d'un foncteur nouveau et d'une
thase nouvelle, mats également d'une catégorie sZmantique qu'il ne conm-

tenait pas encore.

Cette définition est, bien sdr, conforme aux prescriptions
imposées: ¢'est une généralisation; le definiendum, une fonction régu-
liére, contient la variable p; une variable libre écuiforme & p est
contenue dans le definiens; toutes deux soni liées par le guantifica-
teur général; aucun mot n'est répété dans le definiendum; le foncteur
constant — n'est éguiforme & aucun terme de méme catégorie sémantique
préalablement inscrit dans le systéme. Quant au choix des parenthéses
symdiriques du definendum, i1 est conforme -par le vide- aux conditions
9 et 10. En effer, ces deux derpiéres conditions énoncent gqu'il n'est
nécessaire de prendre garde au choix des parenthéses symétriques gue
dans le cas ob:

1} T'inscription ¢'un parenthéme similaire & celui du definiendum exis-
te déja dans le systéme;

2) Tle parenthéme 'en devenir' du definiendum contient le méme nombre
d’arguments qu'un parenthéme déja inscrit dans Ye systéme, et que
Tes arguments correspondants appartiennent & la méme catégorie sé-
mantique.
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Ni 1'un ni 1'autre des antécédents de ces conditions ne sont remplies
dans 03. Le chaix des parenthéses symétriques, dans ce cas, é&tait donc
libre. Nous aurions pu tout aussi bien en choisir qui soient équiformes
a { .l par exemple, Nous aurions obtenv la d&finition swivante:

D ¢ . p, rps_. {pil . En fait, mnotre premier choix dépend de Ta volonté
d'obtenir une certaine systématique dans ta syntaxe des fomctions du
systéme. C'est pourquoi nous avons décide d'inscrire tous les parenthé-
mes associés aux foncteurs formateurs de proposition d’arguments propo-
sitionnels avec des parenthéses symétriques équiformes & {(, ). IV s’a-
git simplement d'aveir un code d'écriture qui permet une lecture plus
facile,

D& : _p, (pzplzalp)’ ;D4 Lp_f:—(f(pp)u—uip)?

11 s*agit de la définition du foncteur | de la catégorie des foncteurs
formateurs de preposition & un argument propositiommel: 5/S. Ce fonc-
teur représente une des farmes possibles du verun de p, C'est wne défi-
nition confarme aux conditions énoncées. Contrairement & la définition
D3, le choix des parenth&ses symétriques é&quiformes & (, ) est mainte-
nant obligatoire. Cette nécessité découle de 1*introduction préalable
de la définition D3 et du choix particulier de parenthéses symétriques
qui 1'accompagnait.

"
05 : _p, (o Ppeslp)’ 5 05 : _p,=lz(_p “Fp)rip)

IT s'agit de la définition du foncteur |- de la catégorie des foncteurs
formateurs de promositions & un argument propositfonmel: 5/5. Ce fonc-
teur représente une des formes possibles de Ya négation de p (tradi-

tionnellement — covrespond auv A .
 d iy [ )
D6 :  py w{pzp)z-{p) i D6z p, =(-lz(pph)-(p)
IT s'agit de la définition du foncteur de la catégorie sémantique 5/5.

Ce foncteur représente une des formes possibles de la fonction unaire,
le falsum de p.

Remarguons que le definiens ~{p=p) est effectivement une expression
bien formée du systdme an fonction de ce que ce dernier contient main-
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tenant, En effet, Ye foncteur wnaive de négation vient d’étre défini;
il est donc passible de V'utiliser.

Les formes <4 ,% .=, - n*ont pas &té choisies au hasard. Ce
sont celles que Lesniewski employait, mais il ne s'agit pas d'un homma-
ge rendu 3 !’histofre, car ces formes sgnt un véritable code de recon-
naissance des foncteurs, En effet, chaque foncieur est identifiable
par rapport a une matrice générale caractdérisant les foncieurs forma-
tears de praposittions & un argument propasitionnel, Soit 0-1 cetie ma-
trige. Une barre verticale i gauche ou & droite de la barre horizontale
indique ta présence de Jla valeur 1, son absence indique la présence
de Ta valewr 3. 1) s’agit en fait d’un moyen de risumer les valeurs
de la table de vérité qui caractérise un foncteur particulier. Ainsi
le foncteur ¢~ od&crit par sa forme la transformation des valeurs sui-

vantes.
1) 0;'
- 11 s'agit bien du foncteur de négatian, D5.
+
1-0
2) Q-1 3} 0-1 4) G-1
13 3 3
= Félsum, Db. 4 Verum, DA. = Assertium, D3.
b I8 +
6-0 I-1 0-1

{Luschei, 1961, p. 290; Leéniewski, 1967, pp. 135-137).

De maniére snalegue & ta définition des termes canstants qut
permeitatt d'inscrire deux familles de constantes -chacune d’entre el-
les représentant la méme réalité logique- la régle de définition rend
possible 1'inscription de quatre familles de foncteurs constanis unai-
res, chacune d’entre elles représentant la réalitd opératoire d'un des
quatre foncteurs unaires mentionnés. Cette passibilité qui esi offerte
de représenter une méme réaliié togique de diverses manidres n'est pas
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un luxe d'&légance. Elle fournit um accés souvent plus facile & certai-
nes démonstrations {Sobecinski, 1961, note 59). Le langage logigque de
Ledniewski offre 1a passibilité de parler de maniéres différentes de
la meme signification logique; ceci n'enrichit pas uniquement le langa-
ge, mais le rend plus efficace encore.

11 est temps de s'intéresser aux foncteurs formateurs de pro-
positions & deux arguments propositionnels, Cette catégorie sémantique
$/65 est déja représentée dans le systéme; en effei, la fonction wipr)
est hien de ceite catégorie. {ecl oblige & respecter -pour cetie caté-
gorie- le cheix des parenthéses symétriques &quiformes & (, ).

07 : quj?-(s{pq)}a-a-[pqlf‘ ;3 D7 quJ'}(b[s(qu)-O-lpq}i1
—— T
definiens definiendum
Il s'agit bien d'une définition: ¢'est une généralisation; le definmfen-
dum est une fonction réqulidre; le parenthéme associé 3 la fonction
respecte le jeu des parenthéses; aucun mot n'est répétéd; le terme cons-
tant défini n'est &quifaorme & aucun autre terme de méme catégorie sé-
mantique préalablement inscrit; enfin, les variables {libres} du defi-
niendum possédent des termes équiformes (libres) dans le definiens.

Le definiens est une expression bien formée du sytéme, cons-
truite avec ce que le systéme contient actuellement. Ce foncieur repré-
sente le foncteur binaire de disjonction exclusive. Afin d'ideniifier
olus clairement les différemis connecteurs définis, nous é&tablirons
systématiquement une correspondance, lorsqu’elle existe, avec les réfé-
rences suivantes: {Church, 1956), C, {Piaget, 1972}, P. [ .1 ;
F.C5 4, r]

DB l_pq_,'-.-n {zlpq})= -§- (pq? ; D8 l_pq_l"s'h-l {e(pq})-r}-tpqi'

11 s'agii également d'une 'bonne’ définition. Le foncteur -b- repré-
sente le foncteur ‘tautologique’ & deux arguments. [ - P]
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pd : ‘_pq_l';-(-b-(pq)}so(pq—}‘ ; D9 qu_";(l-t-!}-!pqllo!pqw
Le foncteur o représente le foncteur 'contradictoire' & deux arguments,
[o.L; o, F]

D0 :  pa,lee-(ph)=-bipal i DI : g, Etzle-(ph)-blpq)}!
Le fencreur -b représente le foncteur 'négation du conséquent’.

[ -b.L; ated, P]

LA IER ) 'Tqan{p))zq-tpq? ; om ‘_pq_"}{s(quto}}q-tou}?
Le foncteur ¢- représente le foncteur 'affirmation du consdquent’.

[ p-.1 5 qipl, é]

D12 :  _pq, Tp=-(adizb-(pa} 5 D123 pq, Fl=(p-(q}}b-(pg}}

Le foncteur b- représente le foncteur 'négation de 1'antécédent’'.
[ 6-.L5 5, #]

. Moe cecboo) . . (= -oipa))
D13 :  pq, {p=wla))z-¢ho) 3 D13 pq =lz(pr{q))-¢lpg))

Le foncteur -q représente le foncieur 'affirmation de 1'antécédent'.

[ _Qs]- M Ptq}s iﬂ

La forme donnée aux foncteurs binaires répond &galement 3

un besoin d’identification. En rappert avec ume mairice générale carac-
térisant les foncteurs formateurs de propositions 3 deux arguments pro-
pasitionnels, chaque foncteur binaire y est identifié en fonction des
valeurs de la table de véritd qui le caractfrise.

Considérons cette matrice:

toa)
(10} p {01)

{11}

Une barre @ gauche ou & droite ou au-dessus ou au-dessous du symbo-
Te o fournit une indication relative au résultat de 1'opération dont
i1 est question. En effer, 1'inscription d'une barre signifie que le
résultat de )'opération a la valeur 1, son absence la valeur 0.
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Voayons-le sur un exemgle.

1)

{o0) {00} o
(10)o-(01) (g () — 1 ]
amn i1} 1)

Cette matricee fournit donc immédiatement la table de vérité de 1'opé-

rateur - ¢ 00) o
{10} 1
{01) 1
(1) o

2) o 3] 4 4) < 5) ¢ 6) & 74

{00) % {00) 1 {o0) o f0a) o (0Q) 1 (00} o
(10] g (10) ! {10} 1 (10} o {10] a {10
{0 0 {01} ! (01} o0 {on) 1 {at] 1 o} o
(n o {11) | {11y 1 {11 1 {1t o
Hotre imscription de Ta biconditiomnelle sous la forme = dérange

quelgue peu cettre systématique, mais €lle suit 1'usage, Ledniewski pro-
nasait une farme conforme au code d'identification mentionn&, Naus 1'a-
vons indiqué en page 120, il s'agit du symbole

b, 8 )

——
(0o} 1
(10 o
(n} o
(1} 1

Les définitions D7-013 inscrivent sept foncteurs binaires
constants nouveaux. Les axiomes imposaient la présence de la bicondi-
tionnelle, Actuellement notre systéme est riche de huit foncteurs bi-
naires différents. Y en a-t-il d'autres de cette catégorie-1a? Sans
étre normande, la réponse est double. 11 y en a d'autres, mais gui ne
peuvent décrire que la réalité opérataire d'un des huit foncteurs que
le systéme contient dé&ji. Surma propose un résultat quelque peu éton-
nant en rapport avec ce systéme:
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Notice that the first oerder propesitional logic based on e-
quivalence as the only primitive connective, f.e., the logic
of pure equivalence with quantifiers binding only proposi-
tional variables gives nothing essentially new. In other
words, quantifiers over propositional variables make it
possible to define twe propositional constants... and four
functions of one argument... hut nothing more (Surma,
1977, p. 199/.

I1 n'en est rien comme on 1'a vu. [l est vrai cependant que
les gpérateurs binaires {nscrits dans ce systéme n'ont qu'une importan-
ce relative. Aucume de leurs combinaisans n'est susceptible de ‘géné-
rer' un calcul complet des propositions. L'excellent article de Scharle
(1961) A diagram of the functions of the two-valued propositional cal-

culys, nous a motivé 4 conduire une analyse particuiiére des opérateurs
des systémes logiques de Ledniewski. Dans cette étude, ngus organisions
ces opérateurs en fonction de leur propriété d'en engendrer d'autres.

Les résultats que nous avions obtenus s'opposaient avec ceux de Surma.

Un résultat mérite d'&tre mentionn&; {1 concerne les mécanis-
mes opératoires fondamentaux de la logique interpropositionnelle biva-
lente examinge par Piaget (1971, pp. 259-B1). Etudiant la structure
de 1'ensemble des opérations interpropositionnelles, Piaget organise
les seize opérations binaires en fonction de leur inverse, de leur ré-
ciproque et de leur corrélative, Quatre 'quaternes' sont dégagés: cha-
cun d'eux est formd d'un ensemble de quatre opérations. On sélectionne
d'abord deux groupes de quaire opérations. La caractéristigue essen-
tielle de chaque groupe (quaterne) réside dans le fait que chaque opé-
ration qui y est associée posséde de fagon distincte, une opération
directe.

Directe Inverse Réciproque Corrélative
Quaterne A p v q P.Q pla P.q
Quaterne 8 p 5 q p.q qa v P.q

Un troisieme quaterne d'opérations se caractérise par le fait que d‘une
Part, la réciproque y est fdentique & 1'opératian directe et que, d'au-
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tre part, la corrélative est identique a 1'inverse.

Directe Inverse Réciproque Corrélative
Cuaterne C pP=q pwaq paq pwq
P *aq {c) P9 {o)

Enfin un quatriéme ouaterne d’onérations se caractérise par le fait
aue d'vne part. 1'cpération directe est identioue & la corrélative et
que, d'aulre vcart, la réciprague est identigue & 1'inverse.

Directe Inverse Réciprogue Corrélative
Quaterne D p(a) p (a0} n (o) p {q)
qa {0 a o a {0} g (9)

11 est intéressant de remarquer aue les opérateurs -o-. o,
-$-. § dEfinis dans $04 corresoondent au guaterne C et cue les o0é-
rateurs =b, ¢-. -g. b- définis dans SO#. correspondent av ouaterne D.
Aucune correspondance avec les guaternes A et B ne peul &ire lrouvée
dans S04. Il n'est oas oessible de définir, dans ce systéme, un opéra-
teur binaire auquel on pourrait assocCier de manifre distincte. une apé-

ration inverse. une cpération réciprocue et une opération corrélative.

La régle de définition propre & S04 peut encore olus. Au-deld
des foncteurs formateurs de orcoositions & un. respectivement deux ar-
guments propositionnels, elle rend possible 1'introduction de toul
foncteur formateur de proposition & p{neN jarguments propositionnels,
mais seulement ceux-1a. La restriction imposée par la régle de défini-
tien {clause 5) en est responsable; en effet,elle ne permet d'inscrire
dans le parenthéme de la fonction d&finie que des variables proposi-
tionnelles. Ainsi toute variable conienue dans une thése de S(4 est
wne variable propositionnelle. De plus, par le jeu méme des différenies
directives de 5Q4, toute variable propositionnelle d'une thése est une
variable liée.

Proposons, & des fins d'illustration, deux définitions de
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foncteurs constants formateurs de propositions & plus de deux arguments
propositionnels,

D14 :  par, Mipzq)zr)= '}[pqu-' H L'pqr_l';lz{s{pq}r}h{pqr}r
{'est une 'bonne' définition: i1 s'agit d'une générzlisation; le defi-
niendum est uwne fonction réguliére: Je choix des parenthéses symétriques
est conforme -par le vide- aux conditions 9 et 10. {e chgix particu-
lier est motivé par notre volant@ de systématiser les résultats. Le
jeu des variables libres dans le definiendum et le definiens est res-
pecté; le definiendum ne présente aucune répétition de mots; le fonc-
teur constant § de la fonction §(pr) n'est pas de la méme catégorie
sémantique, Ce foncteur représente le foncteur 'triconditiomnel' de
la catégorie $/%%%.

015 :  par, T-é{pq)zl-[-0-{rs)})zu(pqrs? H
LPan '_é[E{-MIJQh-{-m{rs)))u{pqrsf}—'

0 15 est é&galement une ‘bonne’ définition du foncteur © de catégorie
5/5588S.

6.5.4.2. FORMULATION RIGOUREUSE DE LA REGLE DE OEF INITIGN

Cette formulation ne présente pas une distinction explicite
entre la définition de constantes propositionnelles et celie de fonc-
teurs constants,

A est une thése résultant de la directive de définition en
fanction d'une thése B préalablement inscrite, si
1. Le premier mot de 1'essence de A n'est pas une variable de A,

2. Le premier mot du deuxidéme terme de A n'est pas une variable de
A,

3. Le premier mot du deuxiéme terme de A n'est pas équiforme i une
constante de méme catégorie sémantique préalablement introduite.
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Pour tout € :

5. Pour tout C, D :

6. Pour tout € :

7. Pour tout C :
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$1 | C est un terme et
C est un mot du premier terme de A

ALDRS, i) existe G, C est un Tieur de la générali-
sation G

Qu
il existe 0, D est un ingrédient de A et
C est une variable de D
ou

C est équiforme & un foncteur constant préa-
Tablement introduit.

SI D est un ingrédient de A et C est un lieur de
la généralisation I

ALORS, i1 existe £, E est une variable équiforme
i C dans D,

51 C est un lieur de la généralisation A

ALORS, i1 existe D, |D est un mot du premier terme
de A
et

D est une variable équiforme &
C dans A

SI € est un lieur de la généralisation A

ALORS, 1) existe O, | D est un mot du deuxiéme terme
de A
et
D est une variable équiforme &
C dans A




8, Pour tout O, E, F : SI [F est un mot du premier terme de A et
D est un mot du premier terme de A ev

F est une variable équiforme & O dans la
généralisation E

ALORS F et D sont identiques
aou

F est de 1a méme catégorie sémantique
que D

3. Pour tout € : SI € est une généralisation et C est un ingrédient
interne & A

ALORS, 1) existe D, £, F, ! D est de }a catégorie
sémantique des propo-
sitions

et

£ est un ingrédient
d'une thése priéala-
blement inscrite

-1

F est un ingrédient
de A

-

ay

D dans £ est un argu-
ment analogue & C
dans F

10. Pour tout C, D : SI C est une généralisation et C est un ingrédient
de A et [ est 1'essence de €
ALDRS, |0 est un mot
ou

i1 existe E, 0 est une fonclion analogue
& 1a fonction £ préalablement
introduite
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11. Pour tout £ : SI

C est une fonction et C est wn ingrédient du pre-

mier terme de A

ALORS,

il existe D,

12. Pour tout C, D : ST

il existe D,

D est une généralisation et
C est 1'essence de D

ou
C est une foanction analogue @

la fonction D préalablement
introduite

D est interne & C et C est le parenthéme du

deuxiéme terme de A

ALORS,

D est une variable de 12 généralisation A

13. Les mots du deuxiéme terme de A ne sont pas répétés.

14. Pour tout C,

$I C est un mot interne au parenthéme du deuxiéme

terme de A
ALORS, € est de la catégorie sémantique des propo-
sitions
15, Pour tout C: 51 |C est le parenthéme du second terme de A et

il existe F,

ALORS,
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F est une fonciion réguliére préa-
lablement inscrite, qui est de la
catdgorie sémantique des proposi-
tions

et
les arguments dv parenthéme de F
sont Squinumériques avec les ar-
guments du parenthéme C

et

tes arguments du parenthéme C sont
destinés 3 étre dans la méme caté-
gorie sémantique que les arguments
correspondants du parentheme de F

le parenthéme C et Te parenthéme de F sont
similaires,



16. Pour towt C, O : SI JC est le parenthéme du deuxiéme terme de A
et

D est le parenthéme d'une fonctiaon préala-
blement introduite

et

C et D sont similaires

ALORS, !les arguments de { sont destinds 4 étre
dans 1a méme catégorie sémantigque que
Tes arguments Correspondants de D.

Remargues

Les conditions 6, 7 et 13 imposent gue les variables du de-
finiendum (s'i1 y en a) soient toutes nom équiformes et que le defi-
niens contiennent 2galement ces variables, et sewlement celles-1a.

Les conditions 15 et 16 &tablissent le jeu de la bonne é&cri-
ture des parenthéses symétriques de la fonction définie et ceci de ma-
niére & ne créer aucune confusion avec ce gqui existe dé&ja.

Cette exposition de l1a directive de définition est motivée
par natre volonté de mettre en &vidence ume derniére fois 1'esprit gqui
caractérise les régles de transformation de Lefniewski. Elles ne di-
sent pas ce qu'il faut faire powr inscrire une thése, mais, une chose
gtant posée, elles conirdlent si elle est en accord avec ce qu'il est
possibile d*inscrire actuellement comme thise du systéme.

6.6. QUELQUES THESES

Nous allons présenter queigues théses; certaines d'entre el-
les ne seront pas démontrées, i1 s'agit de celles qui 1'ont &té dans
les systémes précédents. Quant aux autres, seules des indications de
démonsiration seront proposées. Nous utiliserons le termea en lieu et

place de F, et ceci, uniquement pour des raisons qui relévent de la trs-
dition,
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mn
0
12
oz
T3
T4
15
T6
17
T8
T4
T4
™I
T2
T3
T14
T15
Tl6
Tz
T18
719
120
121
122

T23
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“_ a
P, =(pp)

r

(.5 s(op] 1)

1
:(p, P 0)
=(0,p,"p")
=(00)

=(2{12{06})={={10)0}}
=(=(=(10}0)5{12000}})
2z 0,fp*=110)) w (2 (1002}
2l p P10~ (=103

=(0=(= (10 ({10} 1)

=i1z000))
={=110}Q)

=(0=(15)}

(z(0z0101 Y (201000}

a {2(10}}

2z(=(01)0) A2 (=(01) }}

~ -
LPq, z{z(z{pg)plq)

zlzlzt0140) 1
={1={z(aN)2 )}
s(z(01)0)

A (2(01))}

={z( p,"p 0} & {0))

théoréme
définition

Ti, D1, dét,
définition

02 comm

n, Pro

01, comm

n, °n

Az, Pn1, 970, "0
17, comm

Ds, p/=(10}

19, comm, AZ, dét.
THD, T3, Al, dét.
T2, T4, = nt,
T2, 77, dét.
T13, comm

T1i1, AZ, dét.
T14, T15, dét.
analogue T11
théoréme

T8, p/0, g/l
T19, comm

T2, T20, dét.
T2V, T17, dét.

DS, p/0




24 =(p p (0 A (0))) 123, A2, dét,

125 ={0={9 ~ (D))} T3, T24, N, dét.
6 z(z(00) ~ (D)) 125, A2, dét,
127 ~{0) T26, T4, dét.

L'aspect privildgié au travers de ces quelgues théses est le jeu des
valeurs de wvérité du foncteur de négation et du foncieur de bicondi-
tionnelle. Cette démarche peut également se géndraliser & tout foncteur
inserit dans Je systéme. Ainsi, en partant de la définition D4 et D8

'3 -

D4 : b s(=lpp) = (p)}
-
D8 : LP‘L‘-E {w {=(pg)} -b- (pa))

il est atsé {'inscrire

T28 -p- (1)
129 -b- (00
T30 -$- (10)
™ -4 (01)

11 serait intéressant d'exprimer en une thése Je jeu des valeurs de
vérité de la biconditionnelle. $i nous disposions de la conjonction
¢ dans 504 nous pourrions obtenir la thése T*:

T2 Qz(1)et & {2(10}) ¢ (w{z{01)} = (00))))

Ceci n'est pas réalisable. SQ4 n’est pas suffisamment puissant pour
inscrire la conjonction, Nous pourrions le montrer en déraulant une
démonstration par induction gui se base sur 1'ordre d'introduction des
Géfinitions. Nous ne ferons que 1'esquisser.

1. lne fonction t-réguliére est une fonction réquliére qui posséde
n arguments, nyo. Une constante est donc une fonction t-régulidre.

2. Toute définition dans SQM est une fonction {-réguliére faormateur
de proposition A& arguments oropositionnels tous différents - di-
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6.7.

rective de définition -,

Soit uwne fonction t-réguiiére 3 n arguments tous non &quiformes.
La table de vérité associée a cetie fonction posséde 2 n valeurs,
k valeurs 1 et 2 "-k valewrs o. Le couple (k, 2"-k) est une carac-
téristique de ceite fonction,

La caractéristique d'une fonction t-réguliére est dite non impaire
si et seulement si, le produiv k.{2 ".k) est pair ou nul.

La fonction {-réguliére exprimant la conjonction posséde une ca-

ratéristique qui n'esi pas non impaire.

La démanstration met en &vidence que tout definiendum défini dans
SQ4 est une fonciian t-régulidre poss&dant une caractéristique

non impaire.

La base de 1'induction vérifie que 1a premiére d&finition est bien
une fonction de cette catégorie. En ce cas, le definiens ne peut
étre construit qu'en fonctian de ce que contiennent les axiomes.
$'11 s'agit d'une fonction équivalentielle, le résultat est tri-
vial. 5i le definiens est une généralisation, la démonstration
est plus délicate. En effet, j1 est nécessaire de la développer
saus sa forme normale conjonctive en y remplagant les wvariables
liées par 1 puis par 0.

r_n _ _
P P2 lsq-4a=9g

On montre alors que cette forme possdde 1a propriété de nan-impai-

ricé.

Sous 1'hypothése d'induction que la n-]iéme définition oossdde la
dite propriété, le pas d'inductian est simple a réaliser.

QUALITES DE SQ4

Le systéme représente d’une certaine maniére 1°'aboutissement

des tentatives visant & fonder un calcul des propasitions sur ta base

d'un c¢alcul &quivalentiel quantifié dans lequel la quantification ne
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porte que sur des variables propesitiomnelles. {eci est bien plus un
résultai que 12 constat d'un &chec. Au travers du sysiéme SQ4 iranspa-
rait déjad T'esprit des "véritables” systémes de la protothétique et,
plus encore, 1a conception que Ledniewski défendait de 1a notion du

langage: une concepiion apparentée 3 celle du langage naturel.

- Le langage se développe de maniére constructive et pon pré-détermi-
née,
- Le lingage s’accomode & son propre développement ei cré&e ses propres
'opérateurs’'.
- Toute extension du langage est contextuelTement déterminée.
- Les définitions sont porieuses d*'idées ncuvelles, elles sonpt créa-
trices.
- Toute forme n'est pas wnivoouement déterminée.
... in Lesniewskian languages, as in natural languages,
expressions of the same form can enjoy a variety of si-
gnificance . But these directives do not merely reduce the
ambiguity latent in wusing analogous forms of expression
within the same language, they eliminate ambiguity. (Canty,
1969, p. 458).

Terminons en relevant une dernidre gqualité de ce systéme,
qualité qui s'étend d'ailleurs & tous les systémes de la protothétique.
Le théor&me de Tarski sur la vérité soutient up lien &troit avec le
théoréme d'incomplétude de Gidel. Paraphasant Gawthier (Gauthier, 1978,
p. 128), nous pourrions écrire: si un systéme est indécidable, Ta véri-
‘& de ce systime ne peut étre représentée dans le méme sysiéme. Or les
Systémes de la protothétique sont décidables, Une vérité interme au
systéme peut y &ire définie. {'esi ce qu'offre d&js SQA.
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CHAPITRE III - LA PROTOTHETIQUE

1. LE SYSTEME ST

1.1, PREAMBULE
La longue démarche présentée dans le chapiire précédent a-

boutit @ une conclusion inéyitable: la logique des propositions bi-
valentes ne peut se conceveir sur les bases &'un calcul équivalentiel
quantifié dont la guaniification ne porte que sur des variables propo-
sitionnelles. Ledniewski poursuii donc ses travaux. Ses réflexions le
conduisent & conserver une base axiomatique augsi réduite que possible,
les axiomes ne contiendront, en plus des délimitateurs et des paren-
théses ‘primitives', que des inscriptions de ia catégorie des proposi-
tions ainsi que de celles des foncteurs formateurs de propositions &
deux arguments propositionnels. La réussite de son projet & &té rendue
possible grace 3 une découverte faite par A, Tarski, Ce dernfer était
parvenu & démontrer gque dans ume logique des propositions du second
ordre -Jogigue dont la quantification opére sur des variables propesi-
tionnelles ainsi que sur des variables de foncteur formaieur de propo-
sttion 3 arguments propositionnels- la conjonction peut s'exprimer
& 1'aide de 1a biconditionnelle. Ce résultat est guelque peu surpre-
nant.
Im 1. 1922 hat Herr Tarski die paradoxe Entdeckung ge-
macht, die in der Feststellung bestand, dass ber entsprech-
ender Verwertung der Funktionsvariablen und Quantifikato-
ren alle bekannten Funhtionen der Theorie die Deduktion
mittels der Hquivalemzfunktion, angenommen als die einzige

primitive Funktion, definiert werden konnen (Lesniewskr,
1929, p.11).

En 1922, Monsteur Tarskr a fait une découverte paradoxale;
il a établi gqu’avec une utilisation appropriée des variables
de fonctions et des quantificateurs, toutes les fonctions
connues de la théorie de la deéduction peuvent étre définmies
au moyen de la fonction équivalence {la biconditionnelle/
comme unigue fonction primitive.

Ceci va permettre & Lesniewski de réaliser son projet: éta-
blir un calcul complet des propositions, $1, sur la base d'un seul
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foncteur primitif, l1a biconditionnelle. Nous savons &galement 1'impor-
tance qu'il attachait & ce foncteur dans la description d'une régle
de définition. Cependant i1 veut plus et ne voit aucune raison de 1i-
miter la portée de la quantification aux seules variables propesition-
netles ainsi qu'a celles des foncteurs formateurs de proposition 3 ar-
guments propositionnels. 11 va donc formuler des régles -substitution,
détachement, distribution, définition- susceptibles de s'appliguer &
un guantificateur qui opére sur des variables de toute catégorie séman-
tique. Pour ce faire, 1! faut disposer de ‘noms' pour les variables.
Or, nous 1'avens wvu, les systémes de Ledniewski se caractérisent par
le fait qu'ils ne contiennent aucune liste de 'noms' pour les varia-
bles. 11 est donc nécessaire de procéder de maniére différente. Les
régles du systéme indiquent comment introduire de nouvelles irscrip-
tions -en fait comment les inventer- de maniére 3 ne produire aucune
confusion avec ce qui existe déja., Nous le verrons, cette introduction
se réalisera par le biais de Ta régle de définition ainsi que par celle

de substitution,

Avant d'aborder 3 groprement parler le systéme S), nous pré-
senterons maintenant de facon précise la théorie des catégories séman-
tiques {introduite pp. 123-5 ). [mportante en elle-méme, elle joue un
role considérable dans 1'énoncé des régles du systéme. Nous développe-
rons ensuite 1a démarche qui a ameng Tarski au théorime qui établit
ure relation entre la conjonction et som expression en termes de bicon-

ditionnelle et d'un quantificateur.

1.2. LES CATEGORIES SEMANTIQUES
1.2.1. PRESENTATION GENERALE

En 1922, Le;hiewski €labore une théorie des catégaries séman-
tiques. ('est d'une certaine maniére 1'aboutissement d'une analyse de
la théorie ramifiée des types et donc des paradoxes. C'est également
une nécessité épistémologique profondément ancrée dans la conception

154




que Les‘niewski a du langage. En effet, i1 congoit les caltégories séman-
tiques de maniEre analogue aux distinctions grammaticales qu'opére le
langage. Bfen que née des paradoxes, Ledniewski affirme que sa théorie
répond a plus que cela: & une nécessité.

Im J. 1922 habe ich eine Kormzeption der “semantischen Kate-
gorien" skizziert, die mir diese oder jene einer jeden in-

tuitiven Begriindung fiir mich entbehrenden ‘'Hierarchien
der Typen! ersetzen sollten, und die, wenn ich iiberhaupt
mit Sinn reden wollte, Ich heute mich gezwungen fiihlen

wiirde anzunehmen, auch wenn keine "Aptinomien" auf der
Welt bestsinden. (Ledniewski, 1929, p. 14).

En 1922, j'al esquissé une conception de *"catégories séman-
tiques” qui devait remplacer la ‘“hiérarchie des types‘.
A mon avis, cette derniére manguait de fondements intuitifs.
En {fait, je voudrais avouer gqu'aujourd‘hui je me sentirais
convaincu d‘accepter la théorie des catégories sémantigues,
méme s'Il n'existairt aucune "antinomie* dans le monde.

Une précision s'impose. Bien que remplissant en partie la
méme fonction que la théorie des types de Russell, la théorie sémanti-
que ne peut y &itre assimilée.

Ledniewski's theory of semantical categories is In some ways
similar to the simple theory of type, but It has much in
common with the categories of a natural language and is

perhaps best considered as a theory of 'parts of speech”,
{Canty, 1969, p. 459/,

Le nom de s&mantique peut surprendre. En effei, ceux
qui se sont plongés dans les explications terminologiques ou Teurs
équivalents simplifiés et commentés par F.¥. Rickey (1972, 1973}
ressentent combien Te terme de sémantique est incomplet, On vou-
draiz pouvoir dire syntaxtco-sémantique ou sémantico-syntaxique,
Coamme le reléve Luschei:

... for Lesniewski categories are both: semantic in inten-
tion but syntactic in formalisation’. {(Luschei, 1962, p.91).

Les’niewski puise son inspiration dans la sémantique des lan-

ques naturelles. La formalisation de ses systdmes est indissociable
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de leur interprétation; i1 s'agit d*un formalisme tnterprété, un forma-
lisme accepté dans la mesure o@ il sert & préciser, clarifier une pen-
sée, La syntaxe ne se détache jamais de la dimension sémantique.

On a vu dans SQ4 que 1'usage de 12 régle de définition per-
mettait 1'introduction de théses qui inscriraient des termes constants
nouveaux: des constantes propositionnelles et des foncteurs constants,
Au-deld de 1'inscription de ces termes, le systéme s'enrichit de caté-
gories sémantiques nouvelles. £'est donc au travers de 1'existence de
cette régle et sur 1a base des trois axiomes que possédera 51 que nous
aborderons 1a théorie des catégories sBmantiques. Pour ce faire i1 est
nécessaire de garder & l'esprit le schéma général d'ume thdse-défini-
tion el de 1'é@tendre & 1'inscripiion de tecute definition. Hous Ve rap-
pelons rapidemeni en privilégiant un unique aspect: les foncteurs cons-

tants.

A est une thése définition,

- A est une généralisation dont T'essence E est une fonciion équivalen-
tielle {Rz3 : s(RS)).

- Le premier terme de £ consiste en une expression B bien formée du
sysiéme, construite sur 1a base de ce que le systéme contient actuel-

fement. C'est le definiens.

Le second terme de E consiste en une fonction D. (Dans un premier

temps, nous ne considérons que les fonctions régulidres (p. 122 )},
Cetie foncuion est constitude d'un terme constant non équiforme &
une constante de méme catégorie sémantique. Le terme constant est
suivi d'un parenthéme. Les arguments du parenthéme sont des variables
de catégories sémantiques quelcongues pour autant qu'elles ent &té
préalablement intrcduites dans le sysiéme. Les termes du second ter-
me, qui corresnond au definiendum, ne sont pas répétés,

- A chaque variable libre du definiens correspond une variable équifer-

me dans le definiendum.
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- A chaque variable libre du definiendum correspond une varisble &gui-
forme dans te definiens.

- Le quantificateur général de A ne posséde que des lieurs éguiformes
aux variables 1ibres du definiendum.

Schéma A "8 { v
C : | I H aaa
ema Ve By MY Yy

LA.—._".‘———--——"'

definiens definiendum

VoL, =
ou v (B\|r L TLIPRRY

Hous ne répitons pas ici la procédure permettanty d'inscrire sans confu-

sion les parenth&ses symétriques.

C’est sur la base d’une succession de d&finitions que nous
&tablirons 1'expression de différentes ca*tégories sémantiques. Nous
visons, par 13, une présentation générale des catégories sémantiques.

Considérons les trois axiomes de $)

Al par, ({psriziqzp)iz(rql’
Uy v
Az par, {pzlqzr))={{pzqizr} ;

[l — _ - at_ —1_ ~ _ _ ro "l"_
A3 ep, f, alpplz r, (f{rrizglpp))z v, (firrizg{pz g q p‘_l =z .
9, 9igp) "

Ils contiennent des expressionsde deux catégories sémantiques.

1. La catégorie $ ay travers de, par exemple, 1'inscription des varia-
bles p, q, r, la fonction ={pr}, la généralisation l_c|_.'_g{qp]“',
ou les axiomes eux-mémes.

H. La catégorie $/55, au travers notamment du foncteur de la bicondi-
tionnelle = et des variables de foncieurs équiformes & f, g.

Acceptons comme acquis dans S1 (S04 est wn fragment de S$1} les défini-
tlons inscrites dans SQ4. 11 y a celles qui sont de la catégorie $/§
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ev celles de la catégorie des foncteurs farmateurs de proposition &
n arguments progasitionnels $/5...5; le foncteur constant © en est
un exemple, n fois

La description d'une catégorie sémantique est rapidement com-
plexe. Nous avons chgisi une forme d'&criture particuliére pour la re-
présenter, Dans la pratoihétique, la catégorie sémantique primitive
est celle des propositians S. A partir de cette catégorie, des formes
complexes sont générées C/C] ...Cn . Chaque forme complexe représente
la catégorie sémantique d'un foncteur., Un foncteur opére sur des argu-
ments dont la catégorie sémantique de chacun d'eux est déterminable
et engendre une fonction dont la catégorie sémantique est é&galement
déterminable. Soit C/C“.‘Cn la forme générale d'une catégarfe séman-
tique complexe. Les Ci. situds & droite de la barre oblique, désignent
les catégories sémantiques des arguments sur lesquels opére de maniére
ordannge le foncteur. Le C, situé & gauche de la barre oblique, désigne
Ja catégorie sémaniique de la fonction engendrée, Lorsque 1'un des C
ou Ci est une catégorie sémantique complexe, sa description est entou-
rée d'une paire de parenthéses, sinon cela ne sera pas le cas. D'autre
par:, ngus n'inscrivons pas de parenthéses extérieures & la forme défi-

nitive C/C] .. ‘Cn‘

Analysans une nouvelle définition bien canstruite,
- = L -
Ex. 3. fp, fippl=a {pf) 5 fp, z(Flpp}a{pf] )

le foncteur constant défini opére sur deux arguments. Le premier ar-
gumeni p du parenthéme {pf] est équiforme au premier argument p du
parenthéme {pp); p est donc de la catégorie S, Le deuxiéme argument
f du parenthéme [pf} est équiforme au foncteur variable f qui opére
sur deux argumenis propasitvionnels {cf. A3); f est donc de la catégo-
rie $/55. La fonction afpf] est le deuxiéme argument de Va fonction
=(--) qui constitue )'essence de la définition. La fonciiona }pf] est
donc de Ya catégorie des propositions 5. (1 découle de ces observations

que & est un foncteur formateur de proposition & deux arguments: Jle
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premier est de la catégorie 5, le second de 1a catégorie 5/55. La caté-
gorie sémantique de & s'fcrit ainsi  S/S{S5/5S)

I

C/C] C2

C:2 est une forme complexe, sa descripiion est donc entourde d'une paire
de parenthéses.

Ex. 2. qu_'rg{q)s*[qgl" H Lgchrstg{q) *fq_é:[ }1

Un nouveau foncteur * opére également sur deux arguments. Le premier
est équiforme & la variable g inscrite dans un parenthéme équiforme
5 (q) Le choix particulier des parenthéses symétriques équiformes &
{, } d'un parenthéme ne possédant qu'un argument détermine la catégorie
sémantique de q. C'est en effet de cette fagon que nous avians défini
dans S04 les foncteurs de caiégorie $/5 (déf. D3-D6). g est donc de
la catégorie S, Pour des raisons semblables, le foncteur variable g
est de Ta catégorie S/5. Le foncteur * est donc de la catégorie séman-
tique des foncteurs formateurs de proposition & deux arguments; le pre-
mier est de la catégorie 5, e second de la catégorie 5/5. La catégorie
sémantique du foncteur * se décrit donc aimsi: 5/5(5/5).

tx. 3. Lkpf‘r(k{oﬂ sk { pf] )504k9f>1 H
r -
Kpf, = {={k{ost kipfl 1adkpf> )

Le nouveau foncteur ¢ opére sur trois argument{s. Le premier est &qui-
forme & la variable k. k est un foncteur variable qui précéde le pa-

renthéme {pf] de Ta fonction k { pf}. k est donc de la catégorie ) ¢

5/5{5/55) (Ex. 1)

Le deuxiéme est équiforme @ 1a variable p dans le pasrenthéme {pf} ou
{pp). p est donc de la catégerie Cz: s.

te troisiéme arqument est équiforme & la varfable f dans le parenthéme
{Pf] : f est donc de Ya catégorie Ly 5/SS.
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Le foncteur & est donc un foncteur formateur de proposition
& trois arguments; le premier est de la catégorie Cl, fe deuxiéme de

la catégoie Cz et le troisiéme de la caiégorie C3.
La catégorie sémantique de & se décrit donc ainsi:

5/15/5(5/55))5(5/55)
——— | —

c.s du c.5. du
ler arg. Je arg.

c.s. du 2e arg.

1.2.2. GENERALISATION
Il est possible de décrire 1'ensemble de toutes Tes catégo-
ries sémantiques de maniére récursive.
1. S est une catégorie sémantique
2. 51 { et C],...,Cn sont des catégories sémantiques, alors
c/ C] Cz
qui posséde n argumenis de cat&gories Cl, respectivement Cz,...

- €, est une catégorie sémaniique; i1 s'agit de celle

respect ivement €, et qui engendre la catégorie C.

3. Rien n'est une catégorie sémantique sinon par ce qui précéde.
{Adjukiewicz, 1967; Bar-Hillel, 1950; Rickey, 1977)

Cette description des catégories sémantiques est peu &légan-
te. Nous 1'avons cependant choisie dans ta mesure o d'une part, eile
rend bien compte de 1a fragmentation des catégories sémantiques de la
séquence des arguments et, d"autre part, elle sdépare, sans équivoque,
la valeur obtenue C de celles des arguments. La description fraction-
nelle horizontale de Adjukiewicz ou celle wverticale de Davis (Davis,
1975) ne nous semblent pas d'une lecture plus facile. On peut observer
qu'en proto-fvique toute catégorie se décrit comme une combinatoire
de la catégorie sémantique primitive 5. Dans la présentation discursive
des catégories sémantiques, 1’expression C peut surprendre. Pourquoi
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ne pas avoir choist la valeur 5 qul serait canforme aux exemples propo-
sés? La réponse est simple; elle passe encore par 1z régle de défini-
tion. Jusque 1a nous proposions des définitions de foncteurs de fonc-
tions réguliéres. La r&gle de dé&finition rend possible 1'introduction
de foncteurs associés & des fonctions d'une avtre nature. 11 s'agit
de ceux que Sobocinski nomme "multi-lTink-functors™ (1970, p. 53} et
que King {1982, p. 140) appelle “many-link-functors". Nous leur donne-
rons le nom de foncteuwrs paraméirés. Nous agissons ainsi non pour al-
longer 1a 1iste de leurs d2nominations, mais bien parce que cetie ira-
duction dénote exactement ce qu'ils sont.

La fonction régulidre a &té définie comme suvit: il s'agit
d'un terme (le foncteur} suivi d'un parenthéme.

Exemples: ={pg} A[pf}

o} 0 {kof)

La fonction paramétrée se d&finit ainsi:
i1 s'agit d'un terme (le foncteur) suivi de plus d'un parenthéme.

Exemples: ofpgri(s) eépiiqri(st) 4 L fal wig)

Nous ne nous occuperons pas maintenant du jeu syntaxique qui
commande ‘leur inscription. Nous postulons simplement leur existence
passible via la régle de définition et c'est sur cette base que naus
les abordons pour déterminer les catégories sémantiques qui leur sont
ass0cides.

Généralisans la notion de déffnition par Te schéma
r -
. = L ..“‘
A: L‘fl”"‘n_g "‘)‘Hdnﬁ =(¢]H‘¢n el A n}
La seule modification essentielle consiste dans la présence possible

de plusieurs parenthémes aprés 1'inscription du terme constant.
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Exemple:

- -
A: Parg ((p=qlz(rzt))z v éptqiit)

pary '-s(a(qu}s(rtllvépﬂqr}(t))ﬁ
'™ " — |- 'f'--‘

Ter argument 2e argument

Les arguments de 1'essence de cette gé&néralisation appartiennent tous
les deux & la catégorie sémantique S, en effet ils sant arguments de

la fonction =(~-}

F : wipitqri{t) H

Considérons 1'ingrédient 1: = {p3tgr} de cette fonction F,
I précéde le parenthéme (t), c¢'est don¢ un foncteur {variable). Agis-
sant sur 1'argument d'un parenthéme de parenthéses symétriques Squi-
formes & (,), ce foncteur opére sur un argument de la catégorie 5. I)

appartient don¢c 3 Ta catégorie $/S.

I : wiépitqr} : S/S.

Considérans mainienant 1'ingrédient J: = €p} du foncteur I,
Cet ingrédient opére sur le parenthéme {qr} & deux argumenis et forme
le foncteur I décrit plus haut. La valeur des catégaries sémantiques
des argumenis q et r est donnée au iravers d'inscriptions &quiformes
du definiens. q et r appartiennent tous deux 3 des parenchémes simi-
laires & (pq), i) s‘'agit donc de la catégorie des propositians. Ainsi
le foncteur¥ {p3 est un foncieur formateur de foncteur de la catégorie
S/S, & deux argumenis propositionnels.

K : v £p3 i (8/5}/38

IT reste a déterminer la catégorie sémantique du foncteur
constant difini. Ce foncteur opare sur un argument équiforme a p. p
dans le definiens est inscrii dans un parenthéme similaire & {pg). p
est donc de lta catégorie des propositions 5. Ainsie est un foncteur
farmazeur de foncteur , de néme catégorie que celle de K, & un argument
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propositionnal

v ((5/5)/55)/5

I1ysirons encare ce mécanisme par un exemple plus complexe,
- |

_pafg, (Fipplzglad)=rfobfal {pf}
r ==

Lpafg, =(s(fipplata)*fakial L pf} )

Foo *fok{al | pf) :S
IR T 251 : S/5(S/SS)
I est un foncieur formateur de proposition & deux argumenis
propasitionnels:
- le premier p est de la catégorie §

- le deuxiéme f est de la catégorie 5/55
d o el : (8/8(8/88))/8

J est un foncteur qui opére sur un argumeni propositionnel
q. {1 forme un foncieur de méme catégorie que celle de |

K ;= : {(8/8(5/55)1/8)/(5/5)

Le foncteur * gpére sur un seui arqument g de la catégorie
5/5 et forme un foncteur de la méme catégorie que celle de J,

Ces deux exemples font voir la raison paur laquelle, dans
le cadre de la protothéiique, la catégorie sémanticue C n'est pas né-
cessairement de celle des propositions.

Au-deld des expressions compiexes qui vienment d'étre expo-
sées transparatt la richesse potentielle de 1'ensemble des catégories
sémantiques de la protothétique. Canty a moniré la possibilité d'attri-
buer d'yne maniére univoquemeni déterminfe un nombre 3 chaque catégorte
sémantique. Sa méthode est parente de celle de Gbdel (Canty, 1963).
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Agissany ainsi i1 lui est possible d¢'ignorer ta forme des parenthéses
syméiriques qui, en relation avec le nombre d'argumenis, caractérise
la catégorie sémantique d'un foncieur. Une seule forme Juf suffit, mais
une forme indicie du nombre qui caraciérise la catégorie sémantique

du faoncteur en question.

Terminons enfin cette présentation des catégories simantiques
en les associant encore davantage aux sysiémes de la protoihitique.
Les axiomes propeseni des inscripiions de la catégorie primtive S, La
rggie de d&finition rend possible 1'introduction d'un terme consiant
d'une quelconque catégorie sémantique. Ceite catégorie sémantique est
décrite comme une combinatoire en iermes de $, Quelgue soit la descrip-
ign d'une catdgorie sémanvique C/(‘1 .HCn {od tout { est fonction de
5), il sera possible via ta régle de définition d'obtenir une constanie
de cevie catégorie. St la régle de d&finition n’@puise pas tous les
cas possibles -ils sont inépuisables- elle a le pouveir de les epvisa-
ger ‘ous. Deux modes og pensée se combinent, 1'une constructive, 1'au-

“re récursive,
1.3. TARSKI: UNE DEFINITION DE LA CDNJONCTION

Lesniewski désire, nous 1'avens dit, dépasser les lTimites
inhérenies aux systémes S-54. Son objectif est clair: construive un
systéme qui, sur la base d'un unique foncteur propositionmel primitif,
la biconditionnelle, permet. de d&finir tous les foncteurs constants
du calcul propositionnel. SQ4 offre une sclution partieile, mais encore
insuffisante, seuls 4 foncteurs unaires et 8 foncteurs binaires peuvent
ézre inscrits. I1 s'agit donc de modifier les régles d'inférence des
systémes précédents et de proposer une nouvelle base axiomatigue.

£in weiteres Entwicklungsstadium der Protothetik habe ich
erhalten, indem ich iiher die Frage nachdachte, mittels
welchen Axiome und Direktiven man das im vorhergehenden
und besprechene System § verstdrken miisste, um aus fhm

ein System des gewdhnlichen "dussagenkalkiils” zu erhalten,
vervolistdndig durch  die Hinzufiigung der These, die be-
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sagt, dass |, pgf ?;q.a.f(p)sffq;‘, zugleich mit allen Kon-
sequenzen dieser These, (Ledniewsky, 1929, p.30).

J'ai obtenu une nouvelle étape de développement de la pro-
tothétique en réfléchissant & la question suivante: au moyen
de quels axiomes et directives le systéme S5, discuté précé-
demment, doit-il &tre renforcé de maniere & obtenir un sys-
téme du calcul ordinaire des propositions cciﬂp!été par l'ad-
dition de la thése | pgf, “psq. 3. fplsfiq] et de toutes
les conséguences qui en deécoulent.

La réalisation de ce projet est dans une grande mesure due
a Tarski. La solution qu'il propose nécessite donc d'étre présentée.
Ay début des années 20, Tarski étudie avec Lefniewski, il collabore
Gégalement avec lui. Tarski deviendra en 1923 1'unique docteur que for-
mera Lesniewski (Leéniewski, 1929, p.8). C'est dans sa thése de docto-
rai sur le terme primitif de la logistique que Tarski Enonce et démon-

tre le résultar fort intéressant dont nous avons parld: dans un calcul
des propositions du deuxiéme ordre, un calcul dans lequel Tes variables
peuvent E&gatement étre des variables de foncteurs propositionnels, la

conjonction peut s'exprimer & 1’'aide de la biconditionnelle comme umi-
que foncteur constant.

Ecoutons Tarski:

Le probleme pour leguel j'offre une solution est le suivant:
est-il possible de construire un systéme de la logistigue
comportant comme seul signe primitif le signe d'équrivalence
{en plus bien sdr, des gquantificateurs/? Ce probléme me
semble intéressant pour les raisons suivantes. Nous savois
qu'il est possible de construire le systéme de la logistigue
& l'aide d'un seul terme primitif, utilisant pour cela, soit
le signe de !'implication, si Il'on veut suivre 1exemple
de Russell, soit ['idée de Sheffer qui! introduit spécialement
& cet effet le signe d'incompatibilité. Pour réellement par-
venir & ce but, il faut se garder de faire entrer dans les
énoncés des définitions tout terme constant particulier, dis-
tinct a la fois du terme primitif adopté, des termes préala-
blement définis, et du terme & définir. le signe d'équiva-
lence employé comme terme primitif présente a4 ce point de
vue {'avantage de permettre strictement cette régle et de
donner en méme temps aux définitions une forme aussi patu-
relle que commode, celle d'une équivalence. (Tarski, 1972,
pp. 3-47.
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Cette citation, de caractére introductif, présente &galement une remar-
que quelque pew surprenanie. Tarski fait référence a deux constructions
du systéme de la logistique a 1'aide d'um seul terme primitif. Si, dans
cette perspective, 1'idée de Sheffer -le signe d'incompatibilité- ren-
contre notre total accord, nous ne pouvens accepier que les dix axicmes
de Russell rendent compte de cette possibilité, mais peu importe ici.

La solution offerie par Tarskiprend la forme du thoréme sui-
vani:

" r Tqsfir] " zpaq

e T .
ps. 1, paflrf = v,

P9
Cette thése est fondamentale pour Lesnfewski. C’est pourqual nous al-
lons présenter le cheminement démonstratif suivi par Tarski,

Nous commencerans par fnscrire des foncteurs unaires D3-D6 qu'il a été
possible de défimir dans SQ4. Cette maniére de faire n’est pas ambigué,
En effey, Tarski travaille dans un systéme des propositions du deuxiéme
ordre, un systéme dans lequel les variables peuvent étre de la catégo-
rie des propositicons ou de la catégorie des foncieurs propositicnnels.
Le systéme SQ4 apparait ainsi comme un fragment du systéme que Tarski
utilise, Ensuite nous exposerons les déductions de Tarski {1972, pp.
5-7); elles sont reproduites avec des modifications minewres. Mous uti-
1isergns généralement Ja technique de Ta déduction naturelle et certal-
nes directives établies dans les systémes précédents.

Définitions

D3 plpsiwd Lz (p) Kégatian
D4 pipzA(p) Assertion
D5 .pfp=p.:V(p)T? Verum

D6 pSpw(p}.:F{p) Falsum
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Théordwe 1 p7¥(p)’
dém. 1. _pipep.=¥(p)
2. prpsp
3. pipsphp V()
4. ppY
Théorgme 2 plg p¥(q)ap’
dém. 1. p . pa¥(q)”
2. p=qi¥(q)’
3. CRICH
4. P
5. la&p:V{g)op
6. papVa)ap’

Théordme 3, pip>.qipz¥(q)™
Lip ,_E_
2. a4p
3, ENICIN
4. Pegiv(q)’
5. QPraiV(g)
6. P> praiV{q)’
7.1 p"pocafpaegdvia)”

D5
théoréme
1, dis.
2,3, dét.

hyp.

1, dis.
™. 1
2,3, det,
1-5 i

1-6, i

hyp.
1, reit,

Th. 1

2,3, =i
2-4, 054
1-5, >i

1-6,uri
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Théoréme 4 PP pi¥ig)-p Th.2, Th, 3

Théoreme 5 pqff pr.orip:f{r) . rq.f(risg’

1. . PYy

12. P

LT pe () g ()T
-_;! Lo pVie): rigav(ry’
Sl opE¥(r)p”
TP Y{rY s p

.rfq:¥(r)-q

pr-P-q

pap.=q
Rpp

pip

q

psoripfir)arigif(r)s g

13, | pgif, o pf(r) g F(r) o g
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LPArstpI.QiriaiqaS.a.Lritiaipy,

hyp.

1, .e, /¥

Th. 4

3,--e plp

3,18, p/q

5517
2,4,5,6
7, Ax.2

th,

loi
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Theoreme 6 .p‘w{.a p.A(q)"Y
1.0 p | Pre{p)
2, P
3. pe{p)
4. ~{p}
5. ~ipl
6. i P
7. .‘(PE“{p)}
3. -arpsa’
g, p~{p)
10. : ~(pe-(ph}
11, I!.\._q:'p.-'q"
12. " ;qusk(q}“
13 Qi «aP:Ala)’
14, ; p:Aq)
5. -q/q:A{q)”
16, ' q:A{q)
17. Alqlzq
18, 5 Alq)rq.x.p:A{q):-.
19, % bp:q
0. 1 ke
21, t viqip:q’
22. imq_’prh(q)"
23| _pj~a Pz ALq)™?

hyp.
hyp.
1, reit.
2,3, ze
2.2.4, i
5,1.-¢e
1,5,6, ~i
hyp.
8,--e, g/ .{p)
7, reit,
8,9,10, i
hyp.
12, reit.
13, vee, 9/9
D4
i5, --e, q/q
16, com.
q 17,14, Ax).p/Alq).
a/p, r/q
17,14,18, - e
13-19, . o4
11, reit.
12, 20,21 ~ i

1-22, i
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Théorame 7 pg.r'prA(rY=riq-A(r)”

1.oopguplaf{ ripAlry ) th. 6

2. A~ q:A(r)y Y th. 6

3. Arap=Air)) 1,..e, p/p
4. o q:A(r)?) 2, ..e, 9/q
5, o AR Yze( g A(r)T) 3,4, A
6. 24 p:g.s ~{ph~(a) loi logique
7. rp-AleY s origaA(r) 5,6

8 | .po rp Alr)y..rg:A(r)" 1-7, =-i

Théoréme 8 .pg, f,p-=..rip f{r). ra:f{r)p"’

TopRa) [fiperp fry-.r q:f{ry" hyp.

2. p-..r. p A{r)- . rq A(r)’ Ty:e F/A

3, ! LPOIr TR AT n g A(r) T th.7

4 [ I AP e geA(r)” 3,cre, p/P, 9/9
5. :l D 2,4 2 e

6. cEopso o prf{rYar g f{riep V-5, n

7. ,‘qu;f."p.;..r,-"pef{r)‘:_Lr.'n=.f(r)‘?sp 1-6, i

Arrétons-nous guelques instanis.Deux théorémes revétent une importance
particuliére pour définir la conjonction en termes de 1a biconditionnel-
le uniquement. I1 s'agit des théorémes S ei 7. Schématisons-les ainsi:
r |
Th. 5 P4 Fpgaq
r -
Th. 8 P9, Fparop
La tentation est grande d'é&tablir les théorémes suivants:
- - - o ; .
WPa, Fpo » .prg et P4, P*q.2Fpq ce qui permetftrait
d‘obtenir
- |
P9, Fogs.pag
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1.

Z,

Pq

C'est ainsi que va procéder Tarski.

P
p
q

qp

-+

rlpgrf, f{r}g.r.p:
f(r):q.=.p=f{r}:
fr):q.:.p-f{r)

p=fir}.:.q=f(r)

_rTpaf{r}.r.qaf(r)?

Théoréme i .paprg.a, i oripf(ry= rogfi{r)y™"”

Théoreme 9 \pq ' f ps. o pef{r) s g f (Y 5. pag
1. ipg opao wpef(r) s rigaf{r) " hyp.
2. PO E D n () arrg=f(r) :p’ th.8
3. PO pa. ripaf{rY o g-f{r)Y yq* th. 5
4. e pf(rPan s f (7o p 2,0 e, p/p, a/g
5. Pz orSpf(rYL e gaf(rY g 3,..e, p/p, a/4
6. p 1.4, ~e
7. q 1,5, »e
8. piq 6,7, i
9. Lp= orpef (el g f{r) 3 pag 1-8, i
10, 1opaiFip-.orip:f(r)Tsriq:f(r) 5 pag 1-9, vii

hyp.
]
e
2,3, 1
firyir.qzp A p/f{r),
r/q, a/p
I qBp 5,19
4v6v Te
T, propo. =
5"8) e i

i



r 2 r N )
10 A p=fi{r) = r, q=f(r} 9, dist.
11 p= J;rpzf(rT =) asf(r) 2,10, =1
12 f, p=. T sz(T‘).' E,_I‘Jr QEf(rT1 5-11, w0 1
13, pl'uq‘:kfar |:|5<\_r‘_,r paf(r? =Lr:_,r qsf(ry” 1212, 2 i
la, Lp(,Lr pz\q_:kf_’rp;.l‘r_.r pEf(rY ELr_,r QEf(r)“‘ 1-13,0 2 1

A partir des théorémes § et 10+, le théoréme 11 s'obtient sans peine.

. LI o r “ r ST ™
Théoréme 1 Pa, LfJ pz. 1, p=fir] 21, gxfir] ‘zpag

Tarski donne au théeréme 10 la forme suivante:

r rpsf(?? = r rqu(rf1ﬂ

-
quﬁ paq,o.ps.LJ L

Relevons encore une fois 1'importance de cette thése, et pour
cela, empruntons la terminologie de Lesniewski. La thise 11 posséde
la structure formelle d'une thése definition, ce qui va étre exploité

par Le<niewski .
- Il s'agit d'ume g@néralisation A.

- Le premier terme 8 de 1'essence de A est une expression biea formée,

considérons-la comme le definiens.

- Le second “erme € de V'essence de A est upe fonction réguliére

Alpal 5 pag, considérons-la comme le definiendum.
- Aucun mot n'est répété dans le second terme C.

- les variables libres du premier terme B et du second terme C possé-
dent des lieurs équiformes dans le quantificateur général de la géné-

rzlisation A.

- Le premier terme B de 1'essence de A contient des variables libres
et ces variables libres sont éguiformes aux variables libres du second

terme (.
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Le théoréme 11 offre ainsi un résultat précieux. Dans un sys-
téme qui admet une quantification propositionnelle du second ordre et
qui posséde une régle de définition, la conjonction peut étre 1'objet
d'une définition. Ce résultat est important puisqu'il permet de dépas-
ser les limites propres au systéme S(4. En effet, si nous disposons
de la définition de la conjonction, avec 1'aide de la négation définis-
sable dans 504, i1 est donc possible d'inscrire tous les fonctewrs bi-

naires gque 5S4 ne permettait pas de formuler.

1. quer:'paq:s‘paq_' ; ._pq_,'_a{s(pa{qu(pq}T
—
2. ‘_pq_.’:r(p}: q‘z‘p\rq_l ; qu_"_ato{w{piq}v{pq))

Mais Les’,n'iewski voulaitl davantage. D'une part, i1 ne voyait
aucune raison de ne proposer qu'un calcul propositionnel guantifié du
deuxiéme ordre. I1 lui semblait raisonnable d'envisager tous les ordres
possibles. D'autre part, i1 désirait un systéme susceptible d'effrir
fa thése qui énonce la propriété d'estensionnalité pour les proposi-
tions:

quﬁrpsq‘:).f[p}sf(qﬁj‘ ou LIJqupEQ.ELerf(p)zf(q)-l“

Cetie derniére expression sera une thése dans le systéme S1. C'est
d partir d’elie qu'il est possible de démontrer

L Ll
Jaf, pzq.afipl:afiq) ,

thése qui exprime que toute fonction qui prend pour argument des propo-
sitions est une fonction de véritée (Tarski, 1972, p.7). Cette thése
appelée aussi loi de substitution ({Tarski, 1972, p. 7) permet d'expri-
mer la conjonction sous une forme plus condensée que celle wvue plus

~ n |
haut,  pq, ,f, p=.flp)sfla) =.paq
Soulignons encore qu'il est indispensable de disposer de la thése d'ex-

tensionnaiité pour les propositions afin de le montrer

Sur la btase du résultat de Tarski, Le;niewski va renforcer
les regles d'inférence des systémes précédents; il va également en com-

pléter la base axiomatique en proposant un troisiéme axiome. Dans la
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partie suivante, nous exposerons la réflexion que Lesniewski conduit

afin de formuier ce nouvel axiome.

1.4, A LA RECHERCHE D'UN TROISIEME AX10OME

L'intention de Lesfniewski est précise. Le systéme doit con-
naitre ie principe d'extensionnalité pour Tes propositions et admetire
une quantification sur toute variable, guelque soit sa catégorie séman-
tique. Les’niewski réalise ce projet d'une part en modifiant les régles
de définition et de substitution et, d'autre part en prolongeant la
base axiomatique des systémes précédents. Dans un premier temps, nous

nous intéresserons uniquement a 1'aspect axiomatique du systéme S51.

Tout en considérant les axiomes Al et A2 qui sont équiformes
I3
4 ceux proposés pour le systéme SQ4 {p. 125 ), Lesniewski inscrit um

troisiéme axiome: A3.
[ r - r L] [ bl
A3: \pg, T, gfpplz. vy flrrizglpp) = v flrrizg(pz 9, q pr = q o9lgp)

Cet axiome parait irés Ssotérigue. Sobocinski écrit:

The axiome AJ comprises:
a’) The principle of bivalency expressed by equivalence
and variable functors for two arguments.

b/ Some forms of the law of extensionality for proposi-
tiens which together with AI and A2 enable us to ob-
tain & complete propositional calewlus. (Sobocinski,
1960, pp. 56-57).

Pour mettre en évidence ces lois et ce principe il faudrait

disposer maintenant des différentes régles d'inférence du systéme 51,
4

Nous procéderons autrement. Tout d'abord, nous montrerons comment Les-
niewski {lesniewski, 1929, pp. 31-33) s‘est assuré que, sur la base
d'un calcul propositionne} quantifié, renforcé par une des lois d'ex-
tensionnalité pour les propositions, une thése équiforme & A3 esi dé-
montrable. Ensuite lorsque nous aurons exposé ies régles d'infarence,

nous montrerons que les lois énoncées sont bien des théses de 51. Avant
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d'aborder cette présentation, faisons quelques remarques & propos de
la lo1 d'extensionnalité, Pour ce faire, nous nous appuierons encore

sur les Principia Mathematica. 1! est indispensable d'affirmer que si

une propesition appar2it dans une inscription f{p) par exemple, la va-
leur de wérité de cette expression ne doit dépendre que de la valeur
de vérité de p et non pas de la propoesition particuliére p. Seules les

fonctions de vérité sont considérées,

...if pzg, we shall have f{pl)=fiq)

We may call a function ffp!) a "truth-function" when 1ts
arguments p Is a proposition, and the truth-value of fip/
depends only upon the truth-value of p (PM, p.8/).

Ainsi une fonction de wvérité est:

Y. une fonction dont les arguments sont des propositions et qui pren-
nent valeur sur 1'ensemble \\‘, Fl .

2. Une fonction qui est satisfaite par la condition:
(A} quJ'_qu‘f{p}‘a flq)' (fonction & un argument propositionnel)
Pa, Tpzq.rz=q.f{pr): 2 f{q))  (fonction & deux arguments propo-
sitionnels)
Whitehead et Russell sentent bien gue toute fonction n'est
pas une fonction de wérité. "Leur réponse est essentiellement fondée
sur des considérations intuitives et ne semble pas convatncante". (Tar-
ski, 1982, p.10}. 11 n'en reste pas moins qu'il est nécessaire d'impo-
ser, dans les systémes considérés, que toute fonction est une fongction
de vérité, 11 s’agit donc d'intrpduire, dans ces systémes, la Joi de
substitution {A}.
...quicongue regarde comme vrale la proposition (A), ou
souhaite l'incorporer dans le systéme de laz logistique dort,
soit admettre cette proposition comme axieme, soit introdurre
un nouvel axiome qui, joint aux autres axiomes du systéme,
mmplique la proposition (A}, (Tarski, 1972, p. 10}
C'est ce que va faire Lesniewski, Avant de le montrer, retournons enco-
re aux Principia Mathematica.
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Twe functions px, Wx are called formally egquivalent when
each always implies the other, I.e. when fat: Px.=. ¥ x
and a proposition of this form is called a formal eguivalen-
ce. ...If ¢x and ¥ ax are formally eguivalent, either may
replace the other In any truth-function.

Now to say that $x and §x are formally equrvalent Is the
same thing as to say that $2 and ¥ have the same exten-
sion, i.e. that any value of x which satisfies elther satis-
fres the other. ... 4 proposition contarning a function a2
and having this property {i.e. that its truth-value depends
only wpon the extension of #8) will be called sn extensional
function of $£. (PM, p.22).

Ainsi 51 o{p) et olp} sont formellement E&quivalentes, ¢'est
)
a-dire si  p, r-ulp)so(pl cela signifie qu'elles ont ta méme exten-
sion, par exemple la négation.

u{p}Hh$

olp) -~

{1,00, (3,1}

Utilisons maintenant cette terminologie pour parler des propositions.

Si n et g sont formellement équivalentes, c'est-a-dire si p:zq,

alors p et q ont méme extension.

p p
™ ou !
-~

q-" o]

Si une proposition p apparait dans une expressien propositionnelle
fipl, la valeur de f{p) ne dépend gue de }'extension de p. Une telle
fenciion est appelée fonction extensionnelle de la proposition p. Au-
trement dit, la fonction de vérité f{p) est la fonction extensicnnelle

de la proposition p.

Dany le systéme 51, Lesniewski introduira donc le principe
d'extensionnalité pour les propositions et uniquement pour eiles. Aber-
dens maintenant la démarche par laquelle i1 s'est assuré que, dans un
calcul propositionnel quantifié renforcé par un principe d'extensionna-

1i*é& pour les propositions, le futur axiome A3 est un théoréme,
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...dass das Ax.!I! im gewdhnlichen "Aussagenkalkil", ver-
stdrke durch die Hinzufiigung der These, die besagt, dass
fal [p,q,ﬂ Spzg. 3 fipl.s.fiq). beweisbar ist, habe
ich mich iuherzeugt,... {(Leiniewski, 1929, p.31/.

Je me suls convaincu que laxiome Il est démontrable dans

le calcul propositionnel ordinaire sI ce dernier est renforceé
e . - ml

par la thése survante: (al qufl p=g.> . fiplzfig/.

Sur la base de ce calcul, i1 affirme avoir &tabli les deux théses sui-

vantes:
fb) [g,lﬂ :gtp.pl.g(ﬁlp}’p}.a.[q] .9(q,p) et

{c} [g,é ia(p)zip

- 4] .q.'.319(~(D].D]-E‘9(DE.LC|] .9, p)
{Lesniewski, 1929, p.31)

Nous démontrerons d'abord une forme simplifiéde de la thése
(b), c¢'est-a-dire du ‘principe de bivalence' pour les propositions.
Ce choix est motivée par la longueur méme des démonstrations. Cette for-

me simplifiéde est

{hx) e, fiph.fi~ipllz g, flq)

Th, 1 Pt Ppsq‘ 2 .f(p)zf(q)_‘ principe d'ex*ensionnalité
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Th.

178

2

ey Tpeq.r f, (P F(q)?

| pa 29 hyp.
f tpzq 1, reit.
paf, TP f(plef(al’  th
p2q.0.f(pl=f{q) 3,14
| f{p)afla) 2,4, dét
o, CF(p)af(a)” 2-5, ¢ 4
pzq.2. 1, F(p}:f(q) 1.6, =i
RARGEHCH hyp.
A{p):A{q) 8, ae, f/A
Alp)=p D4., L€
A{q)=q Dh.yy e
p:q g9,10,11, 225‘
(P21 (a) 9. p2q 6-12, o i
pra.z f,"F(p)=f(g) 7,13, dif. =
pa, pra. =, f, F(p)=f () -1, o




Th, 3 quf‘ rpaq.f{pl.: f{q}_'
1. paf 3 pq.fip)
Z. p=q
3. fip}
4. Paf, "paq. > .F(pzfiql"
5. fiq)
6. pzq.fi{p}. 2 f(q)
7.1 th.
. 4 p, Tovaip)’
Th. 5 p,"pa.pz g Masq
.| p | P
2. a, Tazg
3. pr.g, qsq
a, P3.pz,q, "q:q
5. | pzy0, “azq”
5. 9, Ma=a”
7. p
8. = a9, "a=qLop
9. pz.pzq," azq™

loi de substitution

4.ua8,2 30
1-5,91

1-6,nai

th,

hyp.

1.2,

m
—

=3, 02 i
hyp.
th.

5.6,

m
L]

5-7.
4.8, déf.z

1-9. v a1
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17.

18.

19.] s ~(p)=.p=1q,

LQJqu D
ps,q, g
~(p)s.p=,q,Mq?

pz a,"q?

l'q N l"q*1

~(p})

pz9," 940 (p)

~(piE.pE gy

P24,

o

! ~(a,Mqh)

i B |

hyp.

hyp.

1, reit,
2,3, ~e
2-4, i
hyp.

b,.3e, q/p
6-7, of
5,8, def.:z
1-9, i

hyp.

hyp.

11, reit.
12,13,= €
th.
12,14,15, 4
11-16, i
10,17, def. =

]‘]B,L.Ji




e S I U P -
LA I = T

q

— e o —
om o

20.
21.
2z.
23.
29.

Lo T V= B 5 < T A 2 B — S S By ot B

fl,a, a
r _ b |
L4y Tat cfla, Tazqt dorf(p)

[ ]
[ f{ ay Q). flqy '9z0)

r_ "
f{,a,"a")
-
fl ., a=q" )
p. “pemiplt

wd

pvaipl
i
P=.Pz 9, 6=9
Pz 8, ‘=g

- -
LPaf, p=g. 2. fiplefla)

LR |

f{ K *q=q" )af(p)
f{ g, "g=q")

fip)

~{DJ

[

L} [ . ]
‘fil_q‘ qaq .2 fip}

Q' ).f(,q, qza 1.3fip)

9,229 =p.3 F( g, Tq=q }=fp)

hyp.

1,he

1,Ae

th,

4.+ a0

hyp, ¥ e

th.

6,7, = @

8, comm

th. 1

18, p/ a,'p=d,q/p

1, 9, dét

3, reit

12, 13, det

hyp. ¥ e

th. 6

16, 15, =z e

17, cormm

th. 3 p/ 9,"q",
q/p

2, reit,

19,18,20,2e 2x

5,6-14, 15-21,v e

1-22, 21

1-23 141
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3

—
+

L I o N O L L B N L S L Y
. . M . - b h . h - h b . . .

182

L =B - - TR VI - T L R A )
T s s e e e

J

pa, f(p).Te: (p)) 2F(q)

frq

'__f(D)- fi~ip))
L pvlp)?
Pa(p)

P

Pz=.Ps, 9,7 9:9"
Pz,9,79:9
fip)

(9, Tq:dY)
~(p}=.pz QyFq"
P=9,"q". ={p)
p=. 9, fq*={p)
WAt ={p)
f(~{p})

£(,9, ")
f(,9,M:=4").f( 9, ")

'___mtp)

CRCEY

p)z 4, 4=

fllp))

f([_qj rqi"i‘)

~P}z-Pz 9,77
pzQ,fa

f(p)

fl,q,%")
fl,q,7e").7(,9, ")

flig"e7q" ). fl q,%a")
f(q)
f(p).fl~(p)>f(a)

fPq, FF(p). flnlp))of(q)”

hyp.

th.4

2,nae

hyp., Ve
th. 5

5.4, :e

1, reit, ae
7,6, th.3
th.%

9, comm

10, ass.
4,1, ¢

1, reit. Ae
12,13, th.3
8,14, Al
hyp. Ve

th.

16, V7, =
1, e, reit.
18.19, th.3
th, &

16,21, =
1.4 e, reit,
22,23, th.3
20,24, pi
3,19,25,Je
26, th.7 p/q
1-27,21
1-28, ai




Th. 9 pf,TE(0),Finlp}).2q, Fla)”

1. ] of | f(p).f(~(P)) hyp.

2. q | fip).f{~{p}) 1, reit.

3. _ f{q) 2, th, 8

4. 19 f(a)" 2-3,,.i

5. £(p).f(~{p))2yq, F(a)" 1-4, 5

6. v, (q)? hyp.

1. hf_(p) 6, Lae, a/p
8, f{~(p}} 6, Lae, q/(p)
g, f{p).f{~(p)) 7.8 pi

10. . Faitof(p). fi~(p)) 6-9, i

. f(p)-F{~(p))=a, " f(q)" 5.10, déf. =
12.| pf, o) flolpder T 1IN

Une forme simplifide de la thdse (C) s'obtient en considé-
rant Je principe d'extensionnalitéd (thése 1):
(©) (pf, wlp)z.pz g, Ta* 19 .flm(plafips g, Q)
th. 1, p/w~lpl, a/pz 9,9"
S$1 1'on accepte une régle de substitution de formules incomplétes, les
théses (b) et (c) s'obtiennent aisément:
) o, "g(pp).g(wtp}p!.iLqug(qp)-'-'
at th.g f/9(-,p)

© =.ps L = = Fq " -
{e) 99, {p)a.ps= 9, .a.gtnip}p}.g(p-‘_qa ap (b*) f/gl-,p)

Cetie facon de faire n'est pas admissible dans les systémes
de Ledniewski. En effet, seule une expression bien formée, c'est-&-di-
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re ayant statut de catégorte sémantique, peut &tre substitude.

Nous exposons maintenant le détour démonstratif qui réalise
le méme effet dans les systémes de Lesniewski. Les fonctions paramé-
trées y jouent un rdle essentiel.

A 1'aide du théoréme {c], nous obtenons le théorédme {e}.
{e}  op, '—g{m[p}p)eg{pa .__qa'"q'l P (Lesniewski, 1929, p. 32}
Considérant les théorémes (b) et {e) ainsi que la Jof logique
LPars, rpzq..{'l".p. 2s}:9.(r.q.% s}-‘
le théoréme (f) est aisé & obtenir:

{f) qu,rg{pp}.g{patqarq‘p}.a (9, "otapl " (Ledniewski, 1929, p.32)

Posons Te théoréme (g}

~ | o -~ -
P9, p.q._=‘_1’J p=..r, flrr).zp =

tg) r, rf(rr}aq_‘ Tedniewski,

v 1929, p.32)

Cette thése présente une parenté étroite avec Ta thése 11 -le résultat
de Tarski {1972, p. 7). I1 s'agit de )'expression de la conjonciion
4 1'aide de 1'unique terme primitif -l1a biconditionnelle. Cette thése
différe cependani de la thése 11 par la présence de foncteurs binaires
en lieu et place de foncteurs unaires, Elle se démontre de fagon anale-
gue & 1a thése 11, nous ne la Fournirons donc pas.

Terminons cet exposé démonstratif en justifiant 1'inscription
de 1a thése (h], le futur axiome A3.
Partons de la thaése (g).

L . r inl r I B
{g) P9, p.q.:‘_f_' Pz, ¥, flre).zp 5", flrrizg
substituens & p/g(pp} et & q/gipz{ Lq-" 4'p)

9Py '_gfpp).glpa,_q_," q"p}.;lfJ "gtppls.hra "f(rr)sglpp}"; r Tfler)

LY
= 9lp= a, top o0
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5t 1'on considére la thése (f) et la loi logique, pgr, Ppsq.psr.e:qsr-'
1a thése A3 s'cbtient facilement:

-, r
R3 e, f, alppl= ry T ttrrisgtppl s r, T Flrr)s g(p=._9J qQ'p)

a,%ep 0 7

Ainsi, dans un systéme logique qui admet une quantification sur des
variables de foncteurs propositiomnels et auquel est ajouté le principe
d'extensionnalité pour les propositions, 1‘expression A3 en est un
théordme.

1.5, LES AXTOMES DE S1

Le systéme 51 posséde trois axiomes, Al et A2 é&quiformes
d ceux du systéme S04 et A3 dont nous venons Juste de parler. On aura
donc :

Al PO, T pEr.z.gzpis.req
= a=r:=:nza =r "t
A2 JPar,  pR.QErizip=q.zr
r_r r o Ll
A3 gp,  f, alpp)e. r, flrr)zglpp) = r Cirriegips q qQ'pl

o ¥ slopi™™
ou dans 1'&criture rigoureuse de Lesniewski
r— zf= = 3 e
Al par =(=(=(pr)ziap))slrq)
A2 ,_anrs(a(ps(qr))s(e(pq)zr))—‘
A p, =0 f, =tglpp)ztr, TelFireiglop) ) | v, T s (Frriglzlp g, @)

)}‘i‘LqJ ata’) 7=

Les termes qui apparaissent dans ces trois axiomes appartien-
rent & deux types de catéqorie sémantique. D'ume part, i1 y a les ter-
mes de la catégorie des propositions; i1 s'agit de toutes Tes variables
qui sont inscrites dans des parenthdwes & deux arguments, dont les pa-
renthéses symétriques sont é&quiformes & (,), c'est-3-dire p, g, r.
gnsuite, i1 y a les termes de la catégorie des foncieurs formeteurs
de propositions ¥ deux arguments propositionnels; i1 s'agit de tous les
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termes qui précédent un parenthé&me & deux arguments, doni les parenthé-
ses symétriques sont &quiformes & (, ). Ces termes ont statut soit de
variables, f, g (ce sont des variables parce qu'ils possédent un lieur
dquiforme dans e quantificateur associé au sous-quantificateur dans
lequel ils sont inscrits), soit de constante =, Le terme = est le seul
terme primitif que contient ces axiomes.

Lesniewski tient a fournir une base axiomatique dont le nom-
bre des catégories sémantiques est aussi rdduit que possible. I s'en
explique:

_ ...das Einfithren noch einer dritten ‘’semantischen Kategorie'
in die Axiomatik des Systems S1 wollte ich aus anndhernd
solchen Antrieben vermeiden, welche die Bemiihungen zahi-
refcher Forscher in ihrem Streben nach Verringerung w.B.

der Zah! der Axiome oder der Zahl der primitiven Termine
dieser oder jener Theorie leiten, (Ledniewski, 1929, p.33/.

Je désirais éviter d'introduire encore une troisidme 'catégo-
rie sémantique' dans !Maxiomatigque du systéme SI, et ceci,
pour des raisons & peu prés semblables & celles qui con-

duisent de nombreux chercheurs a s'efforcer de réduire,
par exemple, le nombre des axiomes, ou le nombre des ter-
mes primitifs de telle ou telle théorre.

1.6, LES REGLES D*INFERENCE DE SI

Les régles d'inférence du systéme S$1 sont au nombre de quaire,
1. Régle de détachement.
2. Régle de distribution des quantificateurs.
3. Régle de dé&finition.

4. Régle de substitution,

Ces directives sont trés semblables & celles qui sont exposées dans
le systéme SQ4. En fait aucune modification n'altérera ou ne transfor-
mera les deux premiéres régles (détachement et distribution). Nous les
inscrivons donc dans S1 comme nous les avons présentdes dans SQ3 et

SQ4. Las régles de substitution et de d&finition vont conmattre une
?ggificaticm profonde par rapport & S(4.



D'une part, la régle de substitution permettra de substituer aux
variables des expressions d'une quelconque catégorie sémantique pour
autant qu'elle solt d&ja représentée dans le systéme. 0'autre part,
1a régle de définition permettra d'inscrire un foncieur consiant d’une
quelcongue catdgorie sémantique en fonction de ce qui est préalablement
insertt,

Afin de ne pas répdier ce qui est déjd expos&, nous indique-
rons les références utiles et nous résumerons simplement les explica-
tions relatives aux régles de détachement et de distribution.

1.6.1. LA DIRECTIVE OE DETACHEMENT

La formulation de cette directive est en tous points identiques
d celle du systéme SQ4, (pp. 128-29).

1.6.2. LA DIRECTIVE DE DISTRIBUTION DES QUANTIFICATEURS

Nous nous contentons d¢'illustrer cette régle en partant de
1'axiome A3. Mous pensons en effet inutlle de reproduire les &iéments
exposés précédemment (pp. 103-3,. p. 129)

r L o r _ o r - - ros ‘l"= Ll el |
A3 gp L f g{|:r|:r)s.‘_|r-‘l flrrizglpp) 5, f(rr)-g(p_‘_qJ q p} =4, glqp)

Décidons deux applications de cette régle. La premiére consistera &
distribuer uniquement le lieur p du quantificateur de A3 dans le quan-
tificateur principal du premier terme de 1'essence de A3, respeciive-
ment du deuxidme terme:

r r r hl [ o ] e 3
A3 g, P, 9lpplz. r "flrrizglpp) = 1, f(rr}sg(pz‘_q:q p) ztpq_’"g_‘
qp
La deuxiéme consistera & distribuer tous les lieurs du quantificateur

9¢néral de A3, 9 et p, dans le quantificateur principal du premier
terme de 1'essence de A3, respectivement du deuxiéme terme:

A3n r - L - - - r - - L T o [ -
LPf9, alopl=. ¢ “Firel=g(pp) =, ffrr)-g(p.Lqu p? = P9 giqp)
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1.6.3. LA OIRECTIVE DE OEFINITION

Cette directive est ume extension de celle qui est exposée
dans 5Q4. Oans $1, il sera pogssible d'inscrire, en plus des constantes
de la catégorie sémantique $ et des foncteurs constanis & arguments
propositionnels, tout foncteur constant, gquelle que soit sa catégorie
sémantique. Pour cela i1 sera nécessaire de respecter un ordre dans
1*inscription des définitions. Cet ordre n'est pas fixdé & priori, i)
s'impose par |'orientation du ddveloppement du systime en devenir. Tou-
te définition est congue sur ce qui a &té préalabiement construit. Tout
foncteur est donc nécessairement d'une catégorie sémantique qui est
fonction de la catégorie sémantique de base, celle des propesitions
S.

Tout foncteur est associé & une fonction. Une fonction peut
étre riguliére (p.161 ) -un terme suivi d'un parenthéme, ou elle peut
étre paramétrée {p, 161 | -un terme suivi de parenthémes., Nous avons
montré 1'importance de la forme des parenthéses symétriques dans 1'ins-
cription d'une fonction. Cette forme, associde au nowbre d'arguments
du parenthéme de la fonction, permet de déterminer la catégorie sé&man-
tique du foncteur de la fonction. L'existence possible de fonctions
paramétrées nécessite un contrdle du choix des parenthéses symétriques
encore plus subtil que celut qui est présentd dans SOQM.

Nous traiteroms tout & la fois de la définition de constan-
tes, de foncteurs de forctioms ré&guliéres et de foncteurs de fonctions
paramétrées. Agissant ainsi, nous nous écartons de la présenmtation de
Lesniewski (1929, pp.34-35) qui opére une distinction entre la directive
de définition de constantes et celle de foncteurs constants.

1.6.3.1. FORMULATTON DE LA OWRECTIVE DE DEFINITION

A est une thése résultant de Ta directive de définition et
introduit un terme constant, si
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1.

2.

F-3

wh

o
.

L'essence de A est une fonction #quivalentielle

ey "s(BC) ou  s(BC)
Le deuxiéme terme de 1'essence de A, le definiendum, est une fonction
F (réguliére ou paramétrée) ou une constante

=u{Be)

s HBLOT

ol

r YA A%
N E(B"{..q;..:,..'\..:]

. Le foncteur ¢ de la fonction F{ow la constante ») n'est pas &quiforme

3 un terme de méme catégorie sémantique.

Les arguments des parenthémes de la fonction F sont tous des varia-
bles qui possédent un lieur Bquiforme dans le quantificateur de la
généralisation A,
t'_ I y
I =(B§-‘v]...v1; )
oy .
r I b { vy M
LV oYy 2BV v v )
Les mots du deuxiéme terme de 1'essence de A ne sont pas répétdés.
Deux variables &quiformes ne peuvent pas étre inscrites.

Le premier terme de 1‘'essence de A, le definiens, est une expression
bien formée du systéme en fonction de ce qu'il contient actuellement.

$i A est une généralisation, le premier terme de son essence contient
des variables libres et ces variables libres sont &quiformes aux va-
riables 1ibres du deuxidme terme de A

~ Fi by J
LYy oYy s{Bvl N .vi"\vl‘”"i} )

ou

r ‘ U ; Vo=
JY, '{Bvl...vih"l"'vf! see e s ¥y }
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8. Si A n'est pas une généralisation, son premier terme est une ex-
pression bien formée du systéme relativement 3 ce qu'il contient
actyellement, sans variadle 1ibre.

9. $i £ est le dernier parenthéwe d'une fonciion préalablement ins-
crite de Ta catégorie des propositions
et
Tes arquments de £ sont Equinumériques aux arguments du der-
nier parenthéme C duv definiendum de A
et
les arguments de E et ¢ sont destinds & &tre de 1a méme ca-
tégorie sémantique.

Alors, les parenthdses symétriques de C sont &quiformes & celles
de E.

10. $f 6 est un parenthéme d'une fonction H préalablement inscrite
de la catégorie des propositions
et
le dernier parenthéme I du definiendum de A est similaire &
G

Alors, les arquments correspondants de G et I sont destings § &tre
de la mime catégorie sémantique
et
G est le dernter parenthéme de H

11. 54 J est une fonction préalablement inscrite de 1a catégorie sé-
mantique des propositions
et
K est un parenthéme de J
et
L est un parenthiwe de definiendum de A
ef
les arguments de K et de L sont &quinumériques
et
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les arquments correspondants de K et de L sont desiinés & étre
de la méme catégorie sémantique

et

M est un parenthéme de J quf suit tmmédiatement K

et

N est un parenthéme du definiendum de A qui sult inmédfatemant L
et

M est similaire 4 N

Alors, K est un parenthéme similaire § L

12. 51 0 est un parenthéme du definiendum de A
et
P est un parenthéme du definiendum de A qui suit immédiatement 0
et

0 est simtlaire @ ur parenthéme Q d'une fonctfon R préalablement
inscrite de 1a catégorie des propositioné

Alors, R posséde un parenthéme $ quf suit femédiatement §
et
P es: similaire 4 §
et
1es arguments correspondants de 0 ei § sont destinés & étre
de 1a méme catégorie sémantique.

REMARQUES ET EXEMPLES

Les conditions 1-8 déterminent la forme générale d'une thése-
définition, qu'il s'agisse de la définitiorn d'une constante ou d'un
foncteyr constant.

Qefinfenduu
Constante: ;(? d)

definiens

9



| o * LY I 1 =1
Foncteur constant: v ...v,, (B $ev vy )

Vpeeevys }
e — o
definiens definiendum

foncteur constant

Insistons @&galement sur la structuration des variables dans le defi-
ntens et le definiendum d'une th@se-définition de fonCteur constant,
L'un et Y'autre possédent des vaciables libres &quiformes et uniquement
ces variables. Le quantificateur général associ® § une thése-définition
passdde des lieurs équiformes aux variables libres du definiens et du
definiendum, et uniquement ceux-14.

Les conditions 9-12 réglent 1'inscription des parenthéses
symétriques des parenthémes du definiendum. Elles n'imposent pas de
formes particulidres. Une forme particuliére de parenthéses symbtriques
étant choisie, ces conditions permettent de vérifier s1 elle est con-
forme 3 )'état actue) du systéme, c'est-i-dire, si elle n'introduit
pas de confusion s&mantique.

A travers une succession d'exewples nous illustrerons ces
différentes conditions. Les axiomes et les régles d'inférence de §)
ne 'déforment’ pas ce qu'il est posstble d'inscrire dans SQ4. Le systé-
me $1 est uné expansion de S04, Les thdses de SQ4 conservent donc leur
validité dans S1. Nous profitons de ce fait pour admettre dans 51, les
définitions inscrites dans SQ4: les deux termes constants de la catégo-
rie 5, les quatres foncteurs formateurs de proposition & un argument
propositionnel, 5/5, (parenthéme associé: (-} ), et les 8 foncteurs
formateurs de proposition a4 deux arguments propositionnels, $/SS, (pa-
renthéme associé: (-~} ). Dans un premier temps, nous définirons
les huit foncteurs propositionnels binaires qu'il n'était pas possible
de définir dans SQ#. Nous chofsirons les formes proposées par LeSniew-
ski car, rappelons leur qualitd, elles permettent ume identification
de leur signification logique (pp. 139-140),
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o : g, f, “etpeteipIfiq)T glpa))”

I1 s'agit de la définition de Va conjonction. C'est une “bonne® défini-
tion en ce sens gu'elle satisfait toutes les conditions requises.

[9;'—3 . aP]
- D14 est une généralisation,

- L'essence de D14 est une fonction é&guivalentielle

=( f, HoxtF(pIF(a)) Y glpa))

——t S

A B
={AB}

- Le deuxiéme terme de 1'essence de D14 est une fonction (réguliére).
Les conditions 10 et 11 fmposent 1'inscription de parenthéses symé-
triques a {, ).

- Le foncteur ¢ n'est pas équiforme 3 un terme de méme Catégorie séman-
tique.

~ Les variables libres p et q du definiendum sont &quiformes aux varfa-
bles libres du definiens. Elles possédent des lieurs &quiformes dans
le quantificateur général de D14.

- Les arguments du parenthéme du definiendum sont des variabies.
- Les mots du definiendum ae sont pas répéiés.

- Le definiens est une expression bien formée du sysiéme en foncCtion
de ce qu'il contient actuellement. Analysons en effet cette expres-
sion A,

A f MeloalF(p)F (@)

Le systéme connait des fonctions unaires, H{p) par exemple, La régle

de substitution permet, si un fonCteur constant d'une gquelcongue caté-
gorie sémantique est inscrit dans le systéme, d'utiliser une variable
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de cette catégorie. Ainsi, H(p) &tant inscrit, i1 est possible d'ins-
crire le foncteur f par exemple, comme foncteur variable de ia catégo-
rie 5/S. F est de cette catégorie parce qu'il précéde un parenthéme
3 un argument dont les parenthéses symitriques sont &quiformes & (, ).

f est une variable, parce qu'il est inscrit dans wn sous-quantificateur
et qu'il est directement associé & un lieur &quiforme dans le quantifi-

cateur 11& 3 son sous-quantificateur.
r "
K 3(95({12}{13)))
[}

~~
Hip)

fip) (ou F{q) } est une fonction de la catégorie des propositions.

f(p) = flq) est de la catégorie des propositions.

p est de Ya catégorie des propositions.

- pz.flp)zflg) est de la catégorie des propositions.

th'ba.f(D)zf(qf‘ est de la catégorie des propositions.

En conséquence cette dernidre inscription est une expression bien for-
mée en Fonction de ce que le systéme contient actuellement. I1 &tait
donc possible de la choisir.

- Les conditions 9 et 10 sont remplies. Les arguments du parenthéwe
du definiendum sont Equinumériques aux arguments du parenthéme de
la fonction préalablement inscrite, -o-{pq) par exemple; ils sont
destings 3 étre dans la méme catégorie sémantique que les arguments
de cette fonction. Le choix des parenthéses symbtriques Bquiforwes
5 (, ) 8tait e seul passible.

- les conditions 11 et 12 sont respecides “par le vide*. 1} n'existe
en effet aucun parenthdme qui suit Jemédiatement ]‘unique parenthéme
du definiendum,

Dans la suite, nous ne justifierons pas systématiquement tou-
tes les théses que nous inscrirons.
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- ‘ =
ns ;. pq, =(~{plp~lq))) 9-(pa))
11 s’agit de 12 d&finition de Ya conditionnelle,

~lolp~iq))) représente dans 1'&criture conventionnelle, 1'expression

~lpanq).
[c}—,L; 2 ,P;: D ,C]

D16 : pq_:-z(”w-(pqi)-o(pq)r

LS

[-o,l. : 3 P .C]

. r -g- N
0z pe, =l {glr(p)~ (q)))-g-(pq))
I? s'agit de Ya dafinition de la disjonction.
[t v p 5 v
D18 :  pa, 2(~{-g-(pa))dlpq))”
b8 1, P
B s ... p s W)

019 : qu_.'-3(¢-(~(p)~(q})-¢(pq}f‘
[-4L: e P 5 o)

- -
D : | pq, zl~{-4{pq))o-ipq}}
[o-als . sp 5 $C]

: r: b-(pa} )

021 = pq, =l~ (g(pq))-b-{pq})
[-b-.L: «-- p 5 1,2]

Les définitions D14-D20 et le foncteur de biconditionnelle
inscrit dans les axiomes dpuisent les 16 opérateurs binaires de la lo-
gique bivalente. Dans le systdme 51, i1 s'agit de 1'dpuisement des
significations logiques que recouvrent ces 16 opérateurs, et non pas
de celui des formes syntaxiques qu'ils peuvent prendre. Ainsi, i1 est
possible d'inscrire par définition e foncteur de conditionnelle d'une
autre manidre.

n, r - ﬂ
D15 * 9, s(~(-o(pq))alpq))

C'est une "bonne“ définition ([les foncteurs -o, ~ ont &té préalablement
inscrits (D16 et DS). Cependant la condition 4 nous impose de choisir
une jnscription non dquiforme 3 {~. Si le systéme est assez riche, i)
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est possible de démontrer Ta thése suivante: qua';(éipqla{pqlT; elle

exprime '1'équivalence’ de ces deux definiendum. L'utilité d'exprimer
un foncteur de plusieurs manidres différentes apparait dans certaines
démonstrations; la modification du definiens peut permettre une trans-

formation plus simple.

Nous n'avons traité jusqu'ici que de trois types de défini-
tions: les définitions de termes constants, de foncteur constant forma-
teur de proposition & un argument propositionnel S5/5, et de fontteur
constant formateur de proposition & deux arguments propositionnels $/55.
I1 est bien siir possible de définir des foncteurs constants formateurs
de proposition 3 n arguments propositionnels (cf. p. 143 ). Mais nous
voulons maintenant nous intéresser & la définition de foncteurs cons-
tants qui opérent sur des arguments de catégories sémantiques pouvant
étre différentes de celle des propesitions, et plus loin, présenter
la définition de fonctions paramétrées.

D2z : thEJr}{a(f{p)h{pp)l*chfp> )
— e e

definiens definiendum

D22 est une thése-définition,

- C'est une généralisation dont 1'essence est une fonction équivalen-
tielle.

- Le Jeu des variables libres dans le definiens et le definiendum est
respecté.

- Le quantificateur de la généralisation posséde des lieurs tous &qui-
formes aux variables libres du definiens et du definiendum.

- L& definiendum est une fonction réguliére.

- Le foncteur constant * est formateur de propositions & trois
arguments. Le premier argument h est de la catégorie 5/35; en effet,
dans le definiens i) précéde un parenthéme de deux arguments dont
les parenthéses symétriques sont équiformes & {, ). Le deuxizme f
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est de la catégorie 5/5; en effet, il précéde un parenthéme d'un arqu-
ment dont les parenthéses symétriques sont &quiformes & [, ). Le troi-
sidme p est de la catégorie S; en effet, i) est contenu dans un paren-
théme d'un {ou deux) arqument(s) dont les parenthéses symétrigues sont
dquiformes a {, ).

- Le foncteur constant * est donc un foncteur formateur de propositions
& trois arguments; sa catégorie sémantique est 5/{S/35)(S/S)S.

= Le foncteur constant * n'est pas équiforme & un terme constant de
méme catégorie sémantique.

- Le choix des parenthéses symétriques du parenthéme du definiendum
respecte les conditions 9-12 "par le vide'. En effet, le parenthéme
<hfp> n'est pas similaire & un parenthéme préalablement inscrit.

r r - -
023 :  gh, z({.p, =z(g{pp)hipp)) olgn})
D23 est &galement une bonne définition.

- Le foncteur constant e opére sur un parenthéme de deux arquments qui
sont de la catégorie S$/53. I1 s'agit donc d'un foncteur formateur
de proposition & deux arquments. I[) appartient & la catégorie séman-
tique S/(S/55){3/55).

- Ce foncteur constant e n'est pas équiforme & un foncteur constant
de méme catégorie sémantique.

= Le choix des parenthéses symétriques du parenthéme du definiendum
doit &tre non équiforme & (, ). Sinon i) imposerait que h et g dans
Ya fonction s{gh) soient de la catégorie S (cond. 9); une telle écri-
ture conduirait & une confusion inacceptable,

02 i v, S(lvOIOm(O1 Ny lvd T

=

D24 est une bonne définition.

- Le foncteur constant ¢ est de la catégorie S/{S/55)($/SS).

= Le choix des parenthéses symétriques équiformes 3 ¢ .} est rendv
nécessaire par la présence de la définition 23 (conditions 9 et D).
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Décidons de maniére arbitraire d&'inscrire dans notre systéme
un foncteur de la catégorie S/{S/(5/5S}{S/88))(S)). Ce foncteur doit
étre un fonctewr formatewr de propositions 3 deux arguments; le premier
étant de lacatégorie S/(5/55)(5/55) et le second de 1a catégorie S.

Wotre systéme connait d8ja ces deux catégories:S/(5/55){S/5S)
apparait dans le systéme grice 3 la définition D24 et S est déji pré-
sente dans les axiomes.

. - ~ n . -
0250 gp,"2( K, o ¥k p) +§rpf’)

definiens definiendum
D25 est une bonne défimition.

- Le jeu des variables est respecté.

- Le definiens est bien formé en fonction de ce gque le systéme connait
actuellement. La conjonction g est déja inscrite, 0145 § est un fonc-
teur variable de catégorie S/(S5/SS)(§/58), le systéme connait cette
catégorie, D23 et D24.

- + est un foncteur constant qui n'est pas équifcrme & un foncteur de
méme catégorie sémantique préalablement inscrit.

- Les parenthéses symétriques du parenthime de la fonction ﬁ?p? ne
créent aucune confusion, mais nous n'aurions pas pu choisir des pa-
renthéses symétriques équiformes & (, ) ou & 3.5 .

S$i d'aventure te foncteur constant que nous voudrions inscri-
re opérait sur des arguments dont la catégorie sémantique n'est pas
encore présente dans le systéme, nous devrions alors les inscrire préa-
lablement en utilisant la régle de définition.

Abordons matntenant 1'inscription des fonctions paramétrées

et rappelons la forme générale de leur définftion.
A 4 Yoo

r 7
Vio..¥. =
L ! '1_, w"l‘“'i *i\v] 'ff ‘\'h“"t:)
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Intéressons-nous plus particulidrement au definiendum:
¥ L} I 13
{ﬁv]...vff...\vh...vg
De menidre schématique, nous inscrivons des parenthémes dont les paren-
théses synétr1ques ne sont pas équiformes dans la fonction paramétrée,

N ' 3 BN ... Ce fait est imposé par la condition 6: les mots du se-

LY
cond terme de 1'essence de A (la dé&finition) ne sont pas répétés. Cette
condition n'est bien sire pas suffisante; la présence de plusieurs pa-
renthémes impose un coniréle trés précis du jeu des inscriptions de

leurs parenthéses symétriques.
026 :  par, =ls(pzlar))ztpitadir))’
— N

definiens definiendum

D26 est une bomne définition. Analysons Ja catégorie sémantique du
foncteur 2 . Pour cela, il est nécessaire d'&tudier les différents &l1&-
ments qui composent la fonction paramétrée,

Jer parenthéme
parenthéme
-3 parenthéme
= fpitqi{r) est de la catégorie sémantique des propositions S,
= {pitqi est un foncteur variable qui cpdre sur un varenthéme J
un argument propositionmel (r). iLe cheix des parenthéses

symétriques équiformes & {, ) est donc nécessaire}.
{cf. D3} Sa catédgorie sémantique est 5/5 .,

= {pd est un foncteur variable qui opére sur un parenthéme i
un arqument propositionnel g}, {La condition § interdit
dans ce cas )'inscription de parenthéses symétriques é-
quiformes & (, ) ). Sa catdgorie sémantique est (5/5}/S.

= est un foncteur constant qui opére sur un parenthéme d'un
argument propositionnel ¢p#. {La condition 6 interdit
1'inscription de parenthéses symétriques &quiformes §
{, Yet & &, } ). Sa catégorie sémantique est ((5/5)/5)/S
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- Bien qu‘équiforme au foncteur de la fonction =(pq), le foncteur cons-
tant ¥ inscrit par D26 n'est pas équiforme & un foncteur constant
de méme catigorie sémantique préalablement inscrit dans le systéme,
i1 &tait don¢ possible de le choisir.

027:  parst,"z(s(=(pglagarst)) I épadérsH(t))

iy
Avant de justifier le choix des parenthéses symétrigques du

parenthéme du definiendum. nous ddsirons mettre en &vidence les catdgo-
ries sémantiques qui y apparaissent.

*tngiérsi{t) catdgorie sémantique S

*Epaiirsd est un foncteur variable qui opére sur un parenthéme 3
un argumeni propositionnel; le choix des parenthdses sy-
métriques équiformes & {, ) est don¢ ndcessaire,
Catégorie sémantique: S/S.

*épa3 est un foncteur variable qui opdre sur un parenthdme 3
deux arguments propositionnels.
Catdgorie sémantique: (S/S}/SS.
* est un foncteur constant qui opére sur un parenthéme i
deux arguments propositionnels.
Catdgorie sémantique: ((S/$5)/$5}/SS
- La condition 6 nous impose de choisir pour chaque parenthéme des pa-
renthéses symétriques non équiformes.

*#pqitrsi(t)
| |— 3aéme parenthéme
2éme parenthéme
Ter parenthéme

Le choix des parenth2ses symétriques du 3e parenthéme est imposé par
la définition D3.

Le choix des parenthéses symétriques des ler et 2e parenthémes ne pro-
voque aucune confusion, [1s sont certes dquiformes aux parenthéses sy-
métriques du ler et 2Ze parenthémes de la dafinition 26, mais leur nom-
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bre d'arguments est différent, et cela suffit pour é&liminer toute con-
fusion. Ainsi les conditions 1) et 12 sont réalisées par le vide.

Construisons un coOntre-exemple pour expliciter davantage ce
mécanisme qui régle les possibilités de choix des parenthéses.

[ -
D* : Pars, x{s{s(pg)=(rs}ietpgi(rs))
ofpqi(rs) catégorie sémantique S

ot pol foncteur variable qui opére sur un parenthéme i deux
arguments propositionnels. Les parenthéses symétriques

du parenthéme (rs} doivent étre équiformes a ([, ).
Caté&gorie sémantique: 5/SS.

8 foncteur constant qui opére sur un parenthéme 3 deux
arguments propositionnels,
Catégorie sémantique: (5/55)/5S,

Cette définition vigle la condition 12, En effet

~ £pq} est un parenthéme de la fonction efpqiirs) dans D*.

- {rs) est un parenthéme dans D* qui suit fpq}

- 4pg¥ est similaire au ler parenthéme du definiendum de D27,

- Le definiendum de D27 posséde un parenthéme frsk qui suit $pqd

Mais (rs} dans D* et érs} dans D27 ne sont pas des parenthémes similai-
res.

D* n'est donc pas une bonne déFinition.

Si nous voulons corriger cette expression, nous devons donc inscrire
d'autres parenthéses symétriques équiformes ni 3 , 3 ni & £, 3,

Deuxiéme contre-exemple

-
D**:  par, std-(z(pair)e doad (r})
. Jpq; {r} Catégorie sémantique: S

‘ L— Z2e parenthéme
ler parenthéme
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. lpqs est un foncteur variable opérant sur un parenthéme & un
argument propositionnel; le choix des parenthdses Symé-
triques &quiformes & (, } dans {r) est nécessaire.
Catégorie sémantique: 5/5.

. est un foncteur variable opérant Sur un parenthéme 3
deux arguments propositionnels.
Catégorie sémantique: ({S/5}/55

0** n'est pas une bonne définition. En effet, le choix des parenthéses
symétriques du ler parenthéme viole la condition 11:

- lpq5 est un parenthéme de D**,

- ¢rs¥ est un parenthéme d'uyne thése préalablement
inscrite, D27

- les arguments de {rs} et !pq" sont équinumériques et
chaque argument correspondant est destiné 3 &tre dans
Ta méme catégorie sémantigue.

- {r) est un parenthéme qui suit lpqs dans Dk
- {t) est un parenthéme qui suit €rs) dans D27
- (r) dans D** est similaire § {t) dans D27,

MALS 2pq5 et ¢rs} ne sont pas similaires,

Terminons cette présentation par une définition d'une fonc-
tion paramétrée conforme aux conditions énoncées.

D28
r~ - - -
hap, =(.s, -olh(sslqpp)) n«!h; ﬁg? {p)}
D28 respecte les conditions générales d'une bonne définition,

Le jeu des parenthéses symétriques du parenthéme du definiendum ne crée
aucune confusign,

Ulh& ﬁg‘ {p) Catégorie sémantique: 5
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u!h!r fg‘ est un foncteur variable qui opére sur un argument pro-
positionnel. 11 est don¢ nécessaire d'inscrire des pa-
renthéses symétriques &guiformes 3 (, ) dans le paren-

thime If).
Catégorie sémantique: S/S.
Ulhl est un foncteur variable qul opére sur un argument de

1a catégorie 5/55. g est de cette catégorie parce qu’
il précéde, dans le definiens, un parenthéme similaire
i {pg}.

Catégorie sdmentique: (S/S1/(5/55).

a est un foncteur constant qui opére sur un argument de
13 catégorie 5/55. h est de cette catégorie parce qu’
il précéde, dans le definiendum, un parenthéme similai-
re & {pg}.
Catégorie sémantique: ((S/S)/(S/SSW(S/3S).

Le choix des parenthéses symétriques des parenthémes lh!r et fgr

est conforme par le vide aux conditions 11 et 12, En effet, le systéme,
avant 1'introduction de la thése D28, ne contenait pas de parenthémes
simllaires 3 ceux-13, ni de parenthémes dont 1'argument est de 13 méme
catégorie que b dans 1h$ ou g dans ﬁg‘ .
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1.6.4. DIRECTIVE DE SUBSTLTUTION
1.6.4.1. PREAMBULE

11 est communément admis que Hilbert et Bernays ont &té les
premiers & formuler convenablement une régle de substitution. Dans la
présentation de la formalisation du calcul des propositions Hilbert
écrit ceci

Ans dir Bedewtong  dit Erseizharkefl cotochonn wiv zandichst
folgeside allgemeinen Snbstitutionsregehn:

51: Es sei ein Ausdruck W durch ¥ ersetzbar; A, ..., K scien die
in 11, ® vorkommenden Varinblen, ynd os entatehe 1 s 31, 8 ans %,
inslem Bie die Varioblen A, ..., K dic Ausdriicke ... ., Mgzl
woerdin;, dann st amch W' dorelr 3 ersetzbar,

$2: Ky sei der Aosdrock (b durch 8 ersetzbar, dor Auwsdmck € ent-
Talte R ads Bestagdtes], md aus € sutstohe 57, indem an S0dle des Bestand-
teils 1l der Ausdruck 8 grsecze werth-; dann dest & cdurch @ ersclzbar,

Wir stellen ferver vine Rethe von speziclleren Ersetzbarkeiten, die
sivh ams dra Definitionen deg WalirheilshukGonen i Verbindug mit
der Hegel S ergeben, als |, Ersetzungsregein® 'n. {Hilbert,

1934, p.49}

Ces régles dérivées concernent la conjonction et la disjonc-
tion, la négation, la réduction {Kérzung) et 1'expansion (Erweiterung)
d'expressions et 1'élimination de Jla conditionnelle ainsi que de la
biconditionnelle. L’esprit de ces régles de remplacement présage 1'in-
troduction des régles de 1a déduction naturelle. Pour le calcul des
prédicats, Hilbert et Bernays étendent et adaptent les régles générales
de substitution du calcul des propositions. 11s proposent natamment
deux régles: "der Regel der ELinsetzung fir die Individuen-Variablen"
et "der Regel der gebundenen Individuen-Variablen* (Hilbert, 1934,
pp. 87-119). Cing ams plus tdt, Ledniewski publiait un article dans
lequel Ja régle de substitution est correctement et farmellement décri-
te, "... it should be nated that Lefniewski had already done it... in
1929" (Rickey, 1973, p.39).

Les systémes de Ledniewski différent profondément de ceux
de la tradition hilbertienne. La rigle de substitution (remplacement)
participe de cette méme diff&rence. Les systémes de Lesniewski ne con-
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tiennent & priori aucune Tliste de variables et permettent 1'introduc-
tion de constantes et de variables d'une quelconque catégorie sémenti-
que, I1 est donc nécessaire de formuler une régle de transformation
qui organise la substitution non pas en disant ce qui est substitué
i, meis qui expose les conditions qui régissent la mise en place d'ex-
pressions nouvelles en Jieu et place de variables. A 1'approche pré&-dé-
terminaliste de Ta tradition hilbertienne s'oppose celTe sémantique
et structurelle de LeSniewski. Pré&cisons ces qualificatifs. L'ensemble
des catégories sémantiques est potentiellement {11imité. La régle de
substitution doit donc prendre en compte Ta coordination sémantique,
D*autre part, elle doit contrdler 1'agencement des expressions nouvel-
les substituées aux variables. Ce contrble s'effectue sur la base d'une
analyse de la structure méme de la thése sur laguelle opdre Ta régle
de substitution. Une substitution n'est possible qu’3 partir d'une thé-
se qui est une généralisation. Seules les variables qui ont un lieur
Squiforme dans le quantificateur général de la thése en question (et
qui lui sont directement associ&s) sont concernés par 1'opération de
substitution. Les conditions de substitution réglent la transformation
en s'appuyant sur la structure de 1'essence de la thése sur Jaquelle
1a régle agit. La succession des mots et la catégorie sémantique des
termes qui composent cette essence sont déterminantes. 11 y a d'une
part les mots fixes, les mots qui ne seront pas modifiés par Ta substi-
tution et les autres, les variables, qui sont 1'objet de la substitu-
tion,

Considérons deux exemples.

- -
ex. 1 E:  .p, slpp) thése
t. décisfon: substituer g & p dans E: p/g

2. essence de E: z
3
: 3

o -

w W ey
—

3. découpage en mots:

&~ = &7

mots 12
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4. L'expression p est bien un substituens, i) passéde un lieur équifor-
me dans le quantificateur général de la thése E.

5. L'expression q est un bon candidat pour étre un substituendum,

o

DElimitation des mots fixes de 1'essence de E: mots, 1,2,5. Ces wots
ne sont pas touchés par la substitution.

7. Remplacement de tout ce qui n'est pas mot fixe par le substituendum q

g {
=

)

[

qQ q )

8. Une deuxiéme étape consiste & ajuster les lieurs du quantificateur
général {s'il y a lieu) de la thése gbtenue par substitution

r ~
E': ,q,={qa)

L'exemple 1 illustre une substitution é&lémentaire, c'est-§-
dire la substitution d'un unique terme aux variables é&quiformes § p.
11 existe également une substitution d'expressions complexes aux varia-
bles. Considérons cette situation.

-~ [ il | by | .
ex. 2: D: Pq, 3(s( p, p plaip)) thése (définition)
1. décision: substituer ._q_'rs(qp}-' 4 p dans D, p/‘_q_"-a(qpr
2. essence de D: =(=( p “p plw(p))

3. découpage en mots:
z (=0 _p 3 " p P )~ {p))
" " p———
motne 1l ... motno 6 ... wotna 9 ... mot no 11 ... mot no 15 ...
4, Les p équiformes sux mots 1) et 15 sont des substituens, 115 possé-
dent un lleur équiforme dans le quentificateur généra) de la thése
D, et ce lieur leur est directement assacié. Ce n'est pas le cas

pour les p équiformes aux mots no & et no 9.

5. '_Q_.r:{qp)-' est un bon candidat pour étre un substituendum. Cette
expression est de la méme catégorie sémantique que p dans D) une
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généralisation est toujours de la catégorie S. Les termes qui 1la
composent ne créent aucune confusion.

6. DEtermination des mots fixes: mots 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, B, 9, 10,
12, 13, 14, 16, 17.
7. Remplacement de tout ce qui n'est pas mot fixe par le substituendum

=1 ziner-‘

| ]
s(=(00,0" L0, alepl" Iv (9, 2 0ep)" })

B. Une dernidre &tape consiste & ajuster les lieurs du quantificateur
général (s'il y a lieu) de la thése obtenue par substitution.
"~ I L |
o' o p=tz0, 0 0, =lap) Jv (9, = (qp) 1)
Proposons tout d'abord les conditions générales qu'il est nécessaire
de respecter afin d'obtenir une thése par substitution.

& est une thése résultant de la régle de substitution rela-
tivement 3 une thiése B préalablement inscrite dans le systéme, si

1. B est une généralisation.

2. A chaque varjable équiforme de B qui posséde un lieur &quiforme dans
le quantificateur général de B & laguelle il est directement asso-
ci&, une expression équiforme E est substitude.

3. L'expression E est de 1a méme catégorie sémantique que la variable
3 laquelle E a &1& substitude.

4. L'expression substitufe 3 1a variable doit rester libre pour cette
variable dans T'essence de 1a généralisation B.

5. Le quantificateur général de A contient des lieurs &quiformes § tou-
tes les variables libres de son essence et i celles-13 seulement.

6. Si une inscription destinge & avoir statut de variable est substi-
tuée 3 une variable, cette inscription ne peut &tre équiforme 3 une
constante préalablement inscrite dans le sysiéme,
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Les‘nfewskf propese une directive de substitution qui ne dit
pas ce qui est substitué pour les variables. Une inscription étant po-
sée, cette directive fournit le moyen de Contrbler si elle est en ac-
cord avec Tes conditions générales attachées & toute substitution, et
ceci, en fonction des théses qui sont actueliement inscrites dans le
systéme, Avant de formuier cette directive, proposons quelques défini-
tions terminologiques.

FOMCTI0OK DERIVEE
A est une fonction dérivée de la fonction B, si et seulement

si,

1. A posséde un nombre &gal au inférieur de parenthémes au nombre des
parenthémes de B.

2. Les parenthémes de A sont en correspondance directe avec un ingré-
dient terminal des parenthémes de B

et

chaque parenthéme C de A est similaire au parenthéme D de B qui tui
correspond directement,

Exempies

-0

L] D!l
B 'f#p#‘f&j_(‘:) fonction
Voo correspondance directe

ey
A otpt (r) fonction dérivée de B
» »
c‘ cll
L' est similaire & D' et C*' est similaire &4 D'
At Pégd Es3 (D) fonction dérivée de B

AR $lp, ) fonction dérivée de B
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Contres-exemples

e *rk £s¥ (e} (v) fonction non dérivée de B. Le pa-
renthéme £rE n'est en correspon-
dance directe avec aucun paren-
théme de B.

E'': otar} (r) fonction non dérivée de B. Le pa-
renthéme tar} est en correspondance
directe avec {q¥, mais il ne s'agit
pas de deux parenthémes similaires.

ARGUMENT AMALOGUE

L'argument A d'un parenthéme € est analogue 3 un argument
B d'un parenthéme D, si et seulement si,

J. C et D sont des parenthémes similaires.

2. L'argument A est en correspondance directe avec 1'argument B.

Exemples A OAT A™
[} 1 L]
c {p q r)
\ A \ correspondance directe
p~—
(5% zlpa}'s)
o ol
BI B.‘ Bfll

L'argument A' {respectivement A'', A" } dans C' est analogue
a 1'argument B' {respectivement B" , B"' ) dans B'

Contres-exemples

c* {pa)
[} correspondance directe
(| (zp]

L'inscription p  {respectivement g} n'est pas un argument analogue
d of {respectivement P) car Jes parenthimes C* et D" ne sont pas simi-
laires.

¢ {pqg}
P non correspondance directe
e {pqnr)
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FONCTEUR ANALOGUE

Le foncteur A de la fonction C est analogue au foncteur B
de la fonction D, si et seulement si,

1. Le nombre de parenthémes de € qui suwit A est égal au nombre de pa-
renthémes de D qui suit B,

2. Chaque parenthéme E de C est similaire au parenthéme F de D qui est
son correspondant direct.

Cl
[ | ‘_L correspondance directe
o' wts} (t) {u}
| ] ]
Bl ?I FI! FII‘

les foncteurs * et + sont analogues
A [
: L IR
C' i wépy ta} (r)
| ‘ carrespondance directe

P e

@@ (o)

]
D¥ D**

a-®

b :

-
-

-

Ltes foncteurs *¢p} ei O sont analogues

cantre-exeaple

}em

o
*
-~
-
-
—

{r

wm—

correspondance directe
Ll

r

[—]
.
-
o
B} -1
b
-

N

Les parenthémes E et F ne sont oas similaires. les foncteurs
* el e« ne sont donc pas analogues.
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ANALOGUE
L*inscription A est analogue & B, si et seulement si,

1. A existe
2. A est un foncteur analogue & 8
ou

A est un arqument analogue 4 B.
1.6.4.2. FORMULATLION OE LA DIRECTIVE DE SUBSTITUTION

A est une thése résultant de la régle de substitution rela-
tivement 4 une thése B préalablement inscrite dans le systéme, si

1. A existe.

Condition 1 - Les tests & effectuer présupposent )'existence d'une ex-
pression sur laquelle opérer: A existe. Il n'est rien dit ici de la
structure formelle de A. Ainsi, si B est: P rg(pp? une expression
quelconque satisfait la condition 1, par exemple:

-,
Al aq, alqq)
L1 I r, h
AY . qu rx
comme
At e!laar) d'ailleurs.

2. L'essence de A est le complexe des a.

Condition 2 - Elle précise quelque peu lz structure formelle de A, cela
peut &tre une généralisation ou non, et son essence est décomposée en
é1éments désignés par le nom général a.

3. Les a sont équinumériques aux mots internes du sous-quantificateur
de B.

n



Condition 3 - Pour qu'une expression A soit une réaltsation conforme
d la régle, il est nécessalre que les &léments de son essence désignés
par a soient en correspondance directe avec Jes mots internes au sous-
quantificateur de 8.

r =
B : A =(pp)
pi correspendance directe
At g
RS Py q?
a
B p, "= (PRI
N ﬁtﬁ;‘ carrespondance directe
. r 'r‘}'- ! -
AT g s_(_?{qglg_}gq_}}
\.‘ fr’.-'.’
a
Contre-exemple
. r— ™
8 LA -{pp}?
' non correspondance directe
Aty T zlpgr)”
) P pq()
al

4, Si D est un mot fnterne au sous-quantificateur de B
et
E est un mot des a
et
E et D sont en carrespondance directe
Alers D est une variable de B
ou
D est équiforme & E.

Condition 4 - Elle est vérifiée si: 1) 11 y & correspondance directe
entre les &léments de 1'essence de A désignés par a et les mwots inter-
nes au seus-quantificateur de B, 2} & chague correspondance directe en-
tre un mot [ interne au sous-quantificateur de B et un des &léments £
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désignés par a, D est une variable de B ou D est &quiforme A E.

I. Exemple sous-quantificateur de B
f n LRl
‘D
R A
soit 8 : | pq, slp=lg=ipg))) thése

“—“—“—'-”—"—I-L—) mots internes au Sous-

quantificateur de B
E‘EHEOU
: * xlpz(pstppi))”
soit A : L, ={p={p=lpp

N
\’

Choisissons trois témoins: D', D", D' et leurs correspondants directs:
E', E’, E'”-

Les expressions B et A possddent la correspondance directe exposée
en 1).

D' et E* sont en correspondance directe, et D' est une variable
de B.

D" et £ sont en correspondance directe et i1s sont &quiformes.

D** et £*' sont en correspondance directe, D"' est une variable de B
et

p"* et £*' sont &quiformes.

Les dix autres correspondants directs remplissent &galement la sous-
condition 2); ainsi B et A remplissent structurellement la condition 4,

11. Contre-exemple

-p-,—.———-——-p;-:—) mots internes au sous-
soit B :  pq "elpsiqeipq))) quantificateur de B

soit A : l_pc!. .{p;{qilpq)ll

N
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A et B possiédent la correspondance directe imposée par 1) mais D' et
E', tout ep &tant en correspondance directe, ne remplissent pas le con-
séquent, de 1a sous-condition 2}:

0' n'est pas une variable de B,
ni
0' ntest dquiforme 3 E'.

5. Si D est un mot interne au sous-quantificateur de B
et
£ est un mot de a
et
E et 0 sont en correspondance directe

Alors E est un terme
ou
E est une g&ndralisation
ou
E est une fonction
ou
E est &quiforme & D,

Condition 6 - Elle impose le statut possible des &léments désignés par
a., 5i Jes mots internes au sous-quantificateur de B sont en correspon-
ce directe avec chaque &lément E disign® par a, alors E est un terme
ou une gbndralisation ou une fonction ou est &quiforme 4 son correspon-
dant direct dans B.

Exemple 0'oMo"
v/
1. 8 '_p-"'s(pp)"
PtN ™. correspondance directe

A ,_r;'f(a"(“r"ﬂ;?i-?:i'
Ei E‘ll
E‘l
a
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L'expression A remplit la condition 5, la sous-condition de correspon-
dance directe est satisfaite et chaque &lément désigné par a est terme
ou fonction ou posséde un Correspondant direct qui Jui est &quiforme.

- E' est un terme, i1 est &galement &quiferme 3 D*.

- E" est &quiforme & D",

- Le correspondant directe de D"' est £*':  =(rr}, 11 s'agit d'une
fonction,

Contre-exemple
D'
[
m. 8: .p slpp)’
HIIN\ corresppndance directe
. Ly »
A l-qJ =(r‘={r‘])

La sous-candition de correspondance directe est satisfaite, mais E*
n'‘est pas un terme, ni une fonction, ni une généralisation, et n'est pas
équiforme 3 D',

6. 5% D est une variable de la généralisation B, équiforme & E

et

F est un des a
et

F et D sont en correspondance directe
et

G est un des a
et

E et 6 sont en correspondance directe

Alors G ot F sont équiformes.

Condition 6 - E1te impose 1a conservation des formes équiformes. Si B
posséde deux variables équiformes, alors les deux correspondants directs
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qui Teur sont associés sont &galement Equiformes entre eux.

Exemple
DE
LA
B: _p, =(pp) o direct
correspondance directe
A tn £ (:(tr)=(tr))
[

—
e
\}

a

=

D et £ sont équiformes dams B.
Les correspondants directs F et G dans A sont é&quiformes.

La restriction aux variables de B s'explique par le fait que seules
les variables ne sont pas des mots fixes; 12 conservation de 1'&qui-
formité ne peut &tre brisée que par elles.

7. 54 D est un ingrédient de 1'essence de B

et
E est un lieur de D
et
F est une variable de la généralisation B 1iée par K
et
F est un ingré&dient de D
et
E est un mot dans 1'essence de B
et
G est un des a
et
€ et G sont en correspondance directe
et
F est un mot dans 1'essence de B
at
H est un des a
et
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F et H sont en correspondance directe
et
L est un ingrédient de A
et
I est une variable de la généralisation L, tiée par G

Alors 1 n'est pas un ingrédient de H.

Condition 7 - Elle est intédressante. Elle impose que toute expression
substitude & une variable dans B doit rester libre pour cette variable,
11 n'y a de précaution & prendre que lorsque le sous-quantificateur
de B posséde une généralisation et que )'essence de cette génédralisa-
tion contient une variable associde 3 un Yieur du quantificateur géné-
ral de B.

r =
9, slgp} }

généralisation contenue dans e sous-quantificateur de B

variable associde au Tieur p du quantificateur

général de B.
En présence d'une telle expression B, la condition 7 empéche d'accepter
pour A, toute expression qui aurait pour correspondant direct du p con-
sidéré, un &l&ment désigné par a qui serait ume expression possédant

q libre,
Exemple b
i
E F
J =

| -
B: o, 0,9, 5(apT L, =(ap) )"

K |III||I|I|III ll” ‘““ | correspondance directe

. l'_ ~ l ~ L |
A:o rozla, :(qr). Ch s(qr)

!
6

H
"!—w-'_"—r—'
L_.i

I
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5t 1 est une variable équiforme au lieur G dans L, alors ] n'est pas
un ingrédient de H.
Ce qui est bien le cas dans notre exemple;ce que désigne ] n'est pas
un ingrédient de H.

Contre-exemple

-—--.._,Q._-—-
i - i
- |1~ ) ==
B A ={LqJ z{qp) A, s{qpl )
correspondance directe
[ o r n " el
A A s\{‘_q_' ={qq) KR s{aq) )

Cette expression ne peut étre acceptée. En effet, si I est une variable
équiforme au lieur G dans L, alors 1 n'est pas un ingrédient de H. La
variable I] dans L tout en &tant &quiforme au lieur G ne pose pas pro-
bléme. Mais 5 , qui est H, est dans un ingrédient de H. 1] est néces-
saire que l2 ne soit pas ingrédient de H.

B. Si D est un lieur de la généralisation A
et
E est équiforme 4 D
et
t est ingrédient de B

alors il existe F, £ est un lieur de la généralisation F
ou
il existe F, G, F est un ingrédient de B
et
G est une variable de la généralisation F,
ligée par 6
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Condition B8 - Si un lieur de A est équiforme & un terme E de 8, alors
E est un lieur de 8 ou, E est un lieur d'une généralisation contenue
dans 1'essence de 8 ou E est une variable de B, ou E est une varisble
d'une généralisation contenue dans 1'essence de 8.

9. Si D est wn terwme
et
D est un mot de A

alors i1 existe G, 0 est un VTeur de la généralisation &

ou
il existe G, D est une variable de la généralisation G
et
G st un Ingrédient de A
ou

D est une constante de Ya protothétique, préalablement
introduite.

Condition 9 - Tout terme de A est un lieur de A ou un lieur dans A,
ou une varisble de A, ou une variable dans A ou une constante préala-
blement introduite.

10. 5i E est un ingrédient de A
et
D est un lieur de la généralisation E

alars 1) existe F, F est une varisble de la généralisation E,
1ée par D.

Condition 10 - A tout lieur de {(ou dams) A, correspond une variable
au moins qui Tul est directement associde.

. Si £ est un ingrédient de A
et
F est une variable de la généralisation E et
D est une variable de la généralisation E, équiforme a4 F
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alors F est identique 34 D
ou
F est de la mime catdgorie sémantique que D

Condition 11 - Deux termes variables équiformes d'une généralisation
de {ou dans} A sont de méme catdgorie s&mantique.

12. $i D est une génératisation
et
D est un ingrédient de A
et
D est différent de A
alors i1 existe E, G, H, E est de la catégorie sémantique des
propositions
et
G est un ingrédient de B
et
H est un ingrédient de A
et
E dans G est un argument analogue i
D dans H

Condition 12 - S5i, a une variable dans B, nous substituons une généra-
lisation, 11 est nécessaire de s'assurer que cette variable est bien
de la catégorie des propositions. En effet, une géndralisation est tou-
jours de la catégorie des propositions. Le test s'effectue en comparant
les arguments de deux parenthémes G et H. G est un parenthéme d'une
thése préalablement inscrite dans ie systéme., H est un parenthéme de A,
La généralisation 0, argument de H, doit d&tre un argument analogue &
1'argument E, de la catégorie des propositions de G. La condition est
remplie si les pareathémes sont sieilaires.
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Exemple
- hn
B: .p zlpp)

A: 9,2 "=pal b, =tpa] )7

G : [p_p) qarguments du parenthéme G
- = - -
H: {Lp_' ={pq)" p, =(po) }
N — b

arguments du parenthéme H

I1 s'agit bien de deux parenthémes similaires; ils ont tous les deux
le méme nombre d'arguments et possedent des parenthdses symétriques
dquiformes: (--). D'autre part, 1a variable p dans G est bien de 1la
catégorie sémantique des propositions.

13. S D est une géndralisation
et
D est un tngrédient de A
et
E est 1'essence de D

atlors E est un wot
ou

il existe F, F est une fonction({réguliére ou paramétrée)
préalablement inscrite dans le systéme, de
1a catégorie sémantique des propositions

et
E est une fonction dérivée de F

Condition 13 - Seule 1a régle de d&finition permet d'introduire de nou-
velles catégories sémantiques. Rester en conformité avec la régle de
substitution nécessite de ne considérer que Tes catégories préalable-
went introduites 3 un instant donné. La condition 13 régle partielle-
went cette obligation.

Toute essence de {ou dans} A peut &tre un mot ou une fonction dérivde
d'une fonction que le systéme connalit déja. 5’11 s'agit d'un wot, les
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conditions précédentes garantissent que c'est une variable d'une caté-
gorie sémantique préalablement introduite dans le systime.

Exemple

B : '_eratppP

c: \_pq_r,'s{;(p;(qrn@;{?ﬁ?ﬁ'
N N RN 8, p/,p,"p"

e

LL—D, une généralisation dans A'

—— £, essence de D; £ est bien un mot

A Qen =CRHO Qi) B, p/qépHir)

¥ est une fonction paramétrée préalablement inscrite de la caté-
gorie des propositions, définition C.

Linscription €, §¢pd(r} est bien une fonction dérivée de la
fonction F

14, Si D est une fonction
et
D est un ingrédient de A

alors D est identique & A

ou
il existe £, £ est une généralisation
et
D est 1'essence de E

ou
il existe E, F, F est de 1a méme catégorie sémantique
que £ dans une thése préalablement

inscrite
et
D est une fonction dérivée de F
et
il existe 1, J, 1 est un ingrédient de A

et
J est un ingrédient d'u-
ne thése préalablement
inscrite

et
D dans 1 est analogue
i £ dans J
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Condition 14 - 51 D est une fonction de {ou dans) A, trois situvations

sont possibles,

1.

2.
ex. | B
A
ex.2 B
A
E!

3.
inscrit.

Exemple

D est A
e: 8
A

Lo -1
P, =lep)
{11} p/1; cette inscription n'est plus une
b généralisation. £11e ne contient plus

de variable. C'est bien une fonction.

La fonction D est 1'essence d'une généralisation de {ou dans) A,

. r " J
PP, zlep)
: ng's(qqf‘ p/q; D est 1'essence de A, C'est une
“1;‘ fanction.
r e |
g, zlpp)
L' "P—L Fg'
-_ Y | P B | r_ v
9, =(.p2lpa) p"=lpa) } 79/ p =lpa)

et E* sont deux généralisations dans A.

D est une fonction dériviée d'une fonction d'une catégorie sémant)-

que que le systdme connait déja, et D est un argument analogue dans
un parenthéme de A, & un argument d'un parenthéme préalablement

Soit 1a définition d'une fonction paramétrée:

Par, “={xlpzlariripitqir))”
et

Soit

B

F
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F est bien une fonction; de cette derniére composons la fonction déri-
vée D : eotgi(r)

F est de 1a catégorie sémantique des propositions, comwe D d'ailleurs.

A o.an =t etgir)  etgir) )
wan 9 9
D! bl
LN R

A est une inscription conforme aux conditions imposdes par la régle
de substitution. En effet, et conformément & la troisiéme sous-condi-
tion de la condition 14, D' et 0" sont des fonctions et D' et D" sont
respectivement arguments apalogues & des arguments d'un parenthéme
préalablement introduit, par exemple J.

1.7. QUELQUES THESES

Les démonstrations suivantes offrent avant tout un support
illustratif aux régles d'inférence du systéme S1. Nous utiliserons ce-
pendant certains résultats dans Ja suite de notre travail,

Les systémes de Lesniewski se caractérisent par le fait que
1'ensemble des théses se développe dans 1'espace et le temps. Chague
inscription est ou n'est pas une thése en fonction des conditions impo-
sées par les directives, Cette déctdabilité joue sur ce qui a &té préa-
lablement inscrit. Ainsi, chague jnscription acceptée est une démons-
tration. 1 est &vident cependant que certaines théses particuliéres
nous intéressent plus que d'autres. I) est souvent nécessaire, pour
les inscrire, de fournir préalablement des théses qui contribuent i
leur inscription. Dans cette perspective, nous parlons de construction
démonstrative. Ainsi, une telle construction se caractérise par 1'ins-
cription d'ume succession de théses, dont seule 1a dernidre nous impor-
te vraiment.

Jouer le jeu absolu de Y'inscription d'un ensemble de théses
qui se dévelappe dans 1'espace et le temps en fonction de ce que le
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systéme a préalablement accepté est irrdalisable icd. En effet, la jus-
tification de chague &tape nicessiteratt trop d’espace. Nous nous som-
mes déterminé 3 résumer certaines transformations. Ainsi, nous nous
référons perfols & des thises de systimes &lémentaires, dont nous sa-
vons par ailleurs qu'ils peuvent Etre plongds dens S5T. 11 nous arrive
également de proposer des transformations qul sont en fait le résultat
d'ude succession de transformations conformes aux directives. 39 nous
prenons une grande liberté dans 1'&criture des théses c’est que nous
désirons avant tout privilégler tel aspect d'un résultat plutdt que
tel autre. Pour faciliter la compréhension logique d'un résultat, nous
sacrifions la rigueur totale imposée par les directives du systéme.

Ler:niewsld a démantré la thdse suivante en utilisant les axi-
omes at les directives de 51:

T 381 Lgpthrplq. s.giplzalq) . (Ledniewski, 1939, p. 137).

11 s'agit de la thése qui &nonce le principe d'extensionnalité pour
les propositions. C('est bien cette 1ol que Lesniewski désirait pour
ces systémes (p. 173 ). L'inscription de cette thése nécessite la dé-
monstration de plusieurs dizaines d’autres thises dont certaines com-
portent prés de deux cents mots. La thése 202 en est un exemple,

e .:p,rqs ¢(.;,'¢{_nr Aglewnsinn]) e dneny
Hf|FPI._9,"¢"'¢lfwln‘)é(f(#h"rl;lmﬂh(?(élr pio-
’ Pi)@(._r:é(!{r Aelsinne lml}‘.r,'o(nr Ao lolemria.
I'q*l {la rl}”)))’ [r31:¢(.r,'¢(nr A¢leinm et e,

"Qlﬁr el f M &lr J"-‘;'l,“'l"l &t M“‘)’/ % f( ¢ ipI p ;{PIMIF.]

Lesniewskd, 1939, page 108)
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Nous utiliserons la thése d'extenstonnalité pour les propositions comue
un résultat démontré. En effet, inscrire cette thise sur la base des
trots axiomes de 51 nécessiterait une longue &tude et mériterait un
ouvrage & soi seul, {Ledniewski, 1939), {Sobocinski, 1960), {SYupecki,
1953). Le lecteur comprendra que nous ne développions pas davantage
1a démonstration de 1a thise d'extensionnalité pour les propesitions. -

¥oici quelques théordmes plus rapides 3 démontrer, et que

nous ne numéroterons pas.
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Théorgme ¢(N)

déut,
2.

7.
8.

o " e L=
N . .

1. ._m_,"._ffpeof(p)ef(q)"-so(m)"

I 12 6261 20 (1)
(P, P2 ez q2q”
MARERERIIPE
1= . s 1 0)2r (1)
1
RAERDE Y
(M)

Théoréme A+{0(00))

=D

.OIU\J-

a0, £, p= f(p)=f(a) 2¢(pa)
L3702, F{0)=7(0)' =q(00)
19702 0,7 Pl em(p)”
0(0032,p, " +{9(00))
W' P 20 '

P TpipE.Qzq

JF)” 02102, F(0)= (0}

0z f,7 0=, £(0)2£(0)
PP f, 0= F(0) 2P (0]
B8 20(00)

{00z p, P’

~(4{00))

d&f. 013

l,uae, p/l, g/
thése

s e, p/,q/F(1)
4, dist

thise

6,5, dét.

7,2 ds&t.

déf, 013

tyvie, p/0, q/0
déf,

3,eae, p/e(00)
d&f,

thase

- 63'\-J e, Pfo. Q.ff(o)

1, dist
8,5, Ax)
2,9, Axl
10, comm,

n, 4, dét.
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Thdoréme

0,
1,
12,
13,
1,
15,
16,
7.
18,
19,
20,
21,

Ll o h T N
- . M H

~{(10})

P8,” 1, Pz f(p)=f(a) =o(pa}

2 12 (126 (0F 20(10)

Pas MpEiope.gzris.ger”

RALEERER (AR EER AP EL ()
L2 £ 0)=6(0) 2.6 )26 (0F

-
m

1
i =
\.fJ 1=. f(] ):f(o):

0(10)= f, 7 (1)=f (0]
9, Fpza.2 £, F(p)=f ()"
10,2 £, "F()=6 (0]
W14, p=:peg. 2q°
12:1:=0,=0
1:0.:0
0z f,7F(1)=f (2}
¢{10)z0
., p'=0
¢{10)z p," "
9 Pz b, P amlp)
0(10)z,p, 0" . 2m¢(10))
#(9(10})

f(1)=£(0)
Tz f)= 07 = f, "r(1)= (0]

d&f. D13

LiLae. p/i, q/0
thése

3,iae. p/1, o/F(1), p/f(0)
4, disk

thise

6,5, ddt.

7 dist
2,8,Ax.1

these

0,L4e, p/1, 9/0
these

12,+4e, p/1, ¢/0
6,13, dat.

14, 11, Ax.]

15, 9, Ax. 1
def,

16, 17, Ax
déf.

19,va e, p/e(10}
1, 20, dét.

L*inscription de ces trois théorémes met en évidence la possibilité

d'introduire dans 51 les valeurs de vdritd 4'un foncteur proposition-

nel.
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Theéoréme

1. .9p, Lf “alpp)=. why “firriaglpp? 5 rSf

(rrizglp= g fo p)¥*:z g Folap) ™7

2. _pq," f s ._"f[rrlap s flrrsq”
3p.Q™

3. “alppda. r, flrr)zglpp) 5
?(rr'fag(p; q-,i“’qg Pz.q(pp). g(p- ar
q p

4. o0 Talpp).afez 9, P}z 9 glep}?

5. ‘_p_' Pz .9 "q sw(p)"

6. { }-. = iz "f[,.[ N=fips

2N TN pq.-qf)-:-:

[
l_f;l_"'f{m {p})=fipz q Q")

907 0lgR (~(p})zoTad (pz,9, q")"

90, “a{pp) gl (plo}s a; glap)

Ax. 3

def.

2, p/9lppl.q/gles q,
Ax. 1, 1, 3

déf,
thése ext., sub.

5, &, dét, comm, dist
7, f/6T99]

9, ‘_gps'—g(pp).g(T‘p}.qu_:g(qp-}' 1z OFof (r)” def,

—
L=

92, "alpp).glps q,7d"p) .5 q Malge):

1. 9n," ofA fpz g )"
12. ,_gn"ol'gli’l (a(p}}"

13. a0, "9(pp}.glrtpp} .2 gﬁggqp: };5
~{p

14 ng’glppl.g(»lp}p}.squ gtqp)™

+

1T s'agit de ia thése qui exprime Je principe de bivalence
foncteurs & deux arguments propositionnels.

sk (pa 9, "9, p/pz q,Fq"

4, 10, dét.
8, 11, dét.

12, 13, dét.

qu p}

pour les

La démonstration suivante montre le m&canisme d'une substitu-
tion trés particulfére. Partant d'une thése acceptée:

~ -
Ay, e f(1)af(1)

nous voudrfons obtenir 1:.p(01)z¢(01). La tentation serait de substi-

tuer ie symbole incomplet

directives du systéme., En effet,

plo—1} & f. Or ceci n'est pas conforme aux
il n'est pas possible de substituer

& un terme variable qu'un terme de méme catégorie sémantique; le terme

f est de la catdgorie §/S5,

alors que g{0—} n'appartient 3 aucune ca-

tégorie sémantique, c'est une expression incompléte. Le ddtour par la
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définition d'une fonction paremétrée est nécessaire.

B : '_pg:p (op)s t(qitp? définition

“q'} est un foncteur formateur de propositions opérant sur unm
parenthéme & un argument propositionnel,

Catégorie sémantigue: S/S

Le foncteur qu} est donc de 1a méme catégorie sémantique que f;
il peut donc étre considéré comme un candidat substituable 3 f.

¢ : a teorn=teorm A, £/ 140}
0 : pton:Teo3(1) B. p/1, /0
£ :  =.gl0))=plON) L. 0, Ax.1, Ax.2

La transformation présentée est trés artificielle. En effet, 12 thése
E peut s'obtenir de manidre quasi triviale sans passer par ce détour.
Il s'agissait avant tout pour nous de mettre en évidence un mécanisme
démonstratif propre aux systémes de Lesniewski. 11 est cependant des
transformations qui doivent faire nécessairement appel 3 ce “détour
substitutionnel”. Sobocinski e montre en partant de la thése Z10 pour
obtenir 12 thése 711.

" r- . an
N0 f, fifl g, q De,g, flq)

Foenx uTuY = g Tn=gt
Zn p,"pzipz w2 q Tpsq

Cette transformation est rendue possible grice & 1'inmtroduction de la
définition suivante:

2 (P pza.z.5 tpd(q)” (Sobocinski, 1960, p.60)

Ces quelques démonstrations montrent que les directives du
systéme ne conduisent pas 3 un jeu démonstratif trés agréable, ni du
reste aisé., L'utilisation des régles de la déduction naturelle serait
de nature 3 faciliter grandement la recherche de 1'inscription d'une
thése.
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1.8. QUELQUES METAREGLES

IT est communément admis que Ta méthode de l1a déduction natu-
refle remonte § Gentzen. C'est oublifer qu'd l1a fin des anndes 20, T'E-
cole polonaise de Togique -et probablement Lesniewski- connaissait des
procédures démonstratives parentes de celles &tabifes par Gentzen.
Jaskowski a €t& t’auteur de ces recherches.

Logics with schemata have no axioms, only derivation sche-
mata applicable to propositions. Within this formalism, logic
is no longer a theory of prapositions, but a theory of de-
monstration. G. Gentzen constructed a complete logic of this
kind, with schemata of sequences, in his weork Untersuch-
ungen iber das logische Schii ("Mathematische Zeit-
schrilt”, 1934). Gentzen conmstructs in various works, one
by eone, different formalisms of this type, corresponding
to the logic of propositions, to the elementary logic of pre- -
dicates, . t0 the intuitionist logic, to a certain form of the
theory of types, te arithmetic, and te a certain part of
the theory of transfinite cardinal numbers,

In the same year, -Stanislas Jaskowski published his work
On_the Rules of Suppositions in Formal Legic ("Studia Lo-
gica", Warsaw 193:). In this work a similar theory is ex-
pounded, but quite independently of Gentzen's.,

Jaskowski begins kis study by mentioning that his first
resuits were achieved in 1926, when he presented them in
one of dLukasiewicz's seminary; the same results formed la-
ter the subject of a paper at the "First Polish Mathematical
Congress" (Lwow, 1927). This is what he writes about £u-
kasiewicz's point of view regarding the subject of his stu-
dy: "In 1926 Professor fukasiewicz drew attention to the
fact that in their demonstrations mathematicians never use
methods of the theory of deduction, but usually apply to
other methods of reasoning. They often apply to the use
of an arbitrary supposition, Mr. fukasiewicz raises the pro-
blems of turnipg these methods inte the form of structural
rules and then analyse their relations to the theory of de-
duction”. (Dimitriu, 1977, pp. 211-12).

Sobocinski {1961a, 196ib} a ddveloppé dans le cadre d’une
protothétique un peu plus puissante que 51 six métardgles de procédures
qui s'apparentent & Ya déduction naturelie. Nous pourrons également
les utiliser dans S51. En effet, le systéme de la protothétique dans
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lequel Sobocinski les démontre différe de S par 1'existence d'une di-
rective d'extensionnalité pour toutes les catégories sémantiques diffé-
rentes des propositions, mats cette régle n'est pas utilisée dans les
démonstrations qui nous intéressent. Voici ces métarégles:

51, If in the Jield of owr sysiem we bave & thesils of ibe [ollowing struc-

Joe:
(€ 8,¢...0:0. x. 9

(where eicher the maio quastifier doew mot exise or &, b, £, . . . are the vari-
ablew which beloag to this quantifier sad cccur un free in the formuls P ,
a . %), then we can always odd 1o the system the following thesin:

[c,‘i. - J:¥.n. 8 (19612, p.114)

SH. I ia che field of the system we bave two theses of the following
stroclure:

{a,b,e,...1:®.a. ¥

and

o, b,¢,...1. %
{whete a, b, c, . .. are variablea which belong to the muin quaarifiers of
thene thesew md occur cither in *®® or in ™P* or in both), then we con al
ways add to the system the following thesis:

(e, boe,...). @ (19612, p.014)

St i two jormulas o ond f balomg to tbe semanticel catepory of
proporitions and if in the field of owr systewm we bave fwo theses of the
following structure:

lo,b,0,...0: .0, 8
ond

[o,b,c,...]. ®{a)
tlrlute '0' ulmmocl-ulu-.lmk poyiticn-forming | for one
, snd where the wlablu a, b, ¢, ... may occur as

.Iru' variablew Ml only in "o", sad "A™ but also in "D"), then we cam al
ways add to,the system the jollowing theais:

(o, b,e,...0. 0@ [(1961a,pp. 115-116)
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SIV. If under the same conditions as in SIif in the field of the system
we bave two thesss of tbe following structures:

la,b,c,...1: 2. 2.8
and
(o, b,c,...1. % (D)
then we can ahways add to the system the following thesis:
{a,,¢,...1. %) (19612, p. 116)

Y. i in the field of the aystem a formmla
la, b, ..., 5]. ¢ ()

possesinz o lun. Joe $l e h & well formed formala, io which *p*® belocge

* the itione, and il the varinbles 4, 5, ¢ .

sre free ia *$" ﬂhid! h « auple ¢ & multi-link functor bclongu; w0 nhe
fu ¢ for one proposi a

of p
ond, finally, if the following two formulas
[a,b,c,...1. ¢ (. v}

ond
[a, b, ¢,...). 0] . v. 0. [a]. 0

are alteady proved in the zystem, then we can always add to it as o new
thexiz the formulo

labc....pl.0¢ (1961a, p. N9

SVL If two formulas of tbe Jollowiog form:
{abe,...]. 0

ad

[r,5,0,...1. ¥
(in which the variablex g, b, ¢, . . . occur and are frer in 9, snd in which
the varisblies r, 2, ¢, . . . oceur and see ltee in V), are theses of the srystem,

then we can add 1o the sysiem a naw thexiz of the following form:
(b eenortnt,...]:®. 0, % (19610, p.132)

Dans les chapitres 9-11 de son article de 1929, Lesniewskd
expose ses raisons et les démarches qui 1'ont amené i présenter de nou-
velles bases axiomatiques pour ses systdmes. 11 dit notamment avoir
uttlisé un résultat de Tarski pour certaines de ses transformations.
Ce résultat est de nature & nous intéresser directement car i1 présage
1a régle d'€limination de 12 conjonction.
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Im J. 1923... [Tar'skr'] hat bemerkt, dass aus den zwel
Thesen, von welchen d:'e_|efne besagt, dass

(1} _pgy Yeipgibigpl)

. und die andere irgende{ne These von Typus

(2} o fp, S PpY(f(QPIP)}

(Eine der Formen des 'logischen Produkts" der Sitze '"P"
und "Q"... ist, in der "P" und "Q" beliebige Sitze E=ind,
welche keine von dem die gegebene These beginnenden Quan-
tifikator " fp," abhdngigen Variablen enthalten und welche
in der Protothetik efnen Sinn haben,... die S&tze "P" und
"Q"  selbst... abgeleitet werden kinnen..."” (Ledniewski,
1929, pp. 50-51}.

En 1923, Tarski remarquait qu'ad partir de deux théses,
l'une étant: - -
1) pa, Yeipglyigpl}

20 U bf(PpIGtEIQPIPIT | these qui inscrit une
des formes du produit logique de P et G, ou P et Q sont
des propositions gquelcongues ayant sens dans la protothé-
tigque et ne contenant aucune variahle dépendant des quan-
tificateurs fp, , il est possible de déduire les propositions
P et @ elles—mémes, ..

et l'autre:

Leéniewski présente une démonstration schématique de ce ré-

sultat dont nous allons rétablir le cheminement démanstratif complet.

SWII:

METAREGLE D*ELIMINATION DE LA CONJONCTION 50US LE
QUANTIF ICATEUR

S$i C, une thése du systéme, est une généralisation dont T'es-

sence est la conjanction de deux propositions A et B, alors i) est pos-
sible d'inscrire les théses suivantes:

L.

II.
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) s

LS <o Sqa A oft les 4 sont les lieurs équiformes aux
1]
! variables libres de A dans C
L
woj - S5 8 ol les S5 sont les Tieurs équiformes aux va-
1 3

riabtes 1ibres de B dans C,


file:///_fpj

SipeSie A TS
s, .5 ,787 1, svl
L TR ¥

Les $4 dans 1 et les s‘j dans Il sont &quiformes aux s dans C. Cette
distinction d'&criture est rendue nécessaire par le fait qu'il n'est
pas certain que les variables libres de A soient toutes équiformes aux
variables libres de B.

Démonstration

Partons d'une forme de la définition de la conjonction propo-
sée par Iarski et conforme & la régle de définition de Ledniewski .

- L - -~
DI sy Py flrpla.fisplspiz.r.s d&finition

1. ._..f.]...sm;'-a!t.Bg thése supposée
2. ._si...s"“rA.B-' 1, s./sy, de telle maniére
qu'aucun S, ne soit &quiforme
dpai &f
r s - -
3. Ls;...s"nnpr f(Ap)s.f(Bplzp =A.B D1, r/A, s/B
4, Ls]‘...sﬁpﬁrf(ﬁp):.f{ﬂples‘s
5oy ABT 3, dist
L] L] r ﬂ
5. L5]---5.pf) f(Apla.f(Bplap 4, 2, dét
F
DIl | pq, Paq.s.qzpix $lpq) définition
6. P Psq.5.qsp 2, pq, b(pal’ D 11, dist
7. P Peq.x.qzp’ thése
8. .0q ¢lpa) 6, 7, dét
-
9. (S4-ee5y, b(AR)s. $(BA)SA 5. p/A, f/h
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10.

1.

12.
13.

14.
15.

22,
23

24.
25,

26.
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L -

Sy--5'g SHAR) 8, p/A. qfA
Yy

$1. .58 . 50...5"

1 1M g gist

{BA)sA
' , F -
51e 5y $(BA)zA 1, 10, dét

r r"
S S ¢{n§\'e,.s‘:]...s;,nn 12, dist

Le quantificateur du deuxiéme terme de 1'expression
ne contient que des lieurs &quiformes aux variables
1ibres de A (directive de distribution)

RERNTAL 10N 3. p/B. q/A
r.n

LSy <)y A 13, B, dét

) e \
'_si]...s‘.J A 15, si/'si
L5 S0 aB)=. ¢ (88)2B:=:

1 ARl 08) .26 X 2 p/H(AB}, a/4iBB), /B
WSy oSpa AB)s. §(BBYE =
‘_s]...sn_,aiﬁB} 4(ss).c8T 17, disk

WSheeesy  YAB)e. blBB)B 5, p/B, /b

B 1B, 19, dét

W
(S} Sha GUAB)= §(BB).

Iy ‘¢(nB}-§(BBl

Lle. i ©8” 20, dist
L5} .--5h 3 a8 8, p/A, a/B
Ls‘. j, T ¢ is8) B, p/B, q/B
Lsi...sr'n_,.;'[nBlsQ{BBP 22, 23, SVI
...sjfs" 21, 24, dét
L .
,_sj1...sij B 25, sj/sj



SVI11 : METAREGLE O INTRODUCTION OE LA CONJONCTION

SOUS LE QUANTIF ICATEUR

5i A et B sont deux théses du systéme, alors {1 est possible
d'introduire une nouvelle thése dont 1'essence est la conjonction de

1'essence de A et de 1'essence de B.

Schéma
r.n
1 Si oSy P
Lol |
2

Oémonstration

e

1. S; «-.3% P
w 1] i

-

2. L5 ...sjk Q

3.0 pay T e F)=FAT spaq
O S AL R FT

5. L8y-e<Sps P2z, F, FPIRF(Q]
6. uSy-ee5y _:'P:Q

O v ; P Q:‘gl...s f, 2:;;%

B 1 8yeees,fy FPIF(Q]
9. ($yeees s PeLFPIF(QT

10. Ls‘...smerPi.f(Ple(Ql 5

1, 2, s¥ill

thése supposde

thése supposée

définition
3, p/Py 9/

thése extensionnalité
1, 2, Svl

5, dist

1, 6, d3t

1, 8, 5¥1

)_;"st4 dist
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-

. Fe.0 10, 9, dét

‘—sl'“sl'l-l

Remarques

1. Nous avons utilisé une nouvelle définition de la conjonction sans
prendre la précawtion de choisir ua nouveaw symbole de foncteur
constant (ligne 3}. Cette liberté est justifiée par le fait qu'il
est possible de démontrer 1'é&quivalence de ces deux définitions
de 1a conjonction.

2. Afin de ne pas allonger cette démonstration, nous nous sommes abs-
tenus de modifier les variables des deux premiéres thiéses (lignes
1 et 2). 11 est en fait nécessaire de Ye faire afin d'Eliminer la
sftuation possible de voir un des s, Ou un des 8 Equiforme & f
(Vignes 4, 5, 7-10}.

SIX: METAREGLE OELIMINATION DE LA CONDITIONNELLE

Si A et B sont deux théses du systéme possédant la relation
formelTe suivante:

A L5peeeS 'Poq-' oi représente le foncteur de
md
conditfonnelle
et
B : “p ™ | t équif i
: ‘_sil...sil14 es s, sont équiformes aux varia

bles s libres de P dans A

alors i1 est possible d'introduire Ta thése C comme modéle de thése

C : LSy oSy ‘rt}-' les S sont équiformes aux varta-
LI bles s libres de Q dans A.

Démonstration

i c._ A

SC ITTRE A P20 thése supposée
2 Lsi1“‘5inlrp-‘ thése supposée
3. 2q,"pzpqzpaq d&finition
4, l_sl...sm:P;.P.Q:;.PoQ_' 3, p/Py 970
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[ = L. |
5. i Sna Pz.P.0 a,.s.]...sm,l'oq 4, dist

6. 1SyeerSpy PO 0 85,5, PP 5, SI
-y

o Syeespa Pl 6, 1, det
o o

8. l-si]'“siﬁJ PraSpee.sy, P 7, dist

9 (SyeeeSy PO 8, 2, dét
L |

10. \S¢ -+5:2 @ 9, svit

T
SX :  METAREGLE OE DISTRIBUTION DU QUANTIFICATEUR

ASSOCTE A LA CONJONCTTON

51 A, une thése du systéme, est une généralisation et que
son essence est une conjonction de deux expressions propositionnelles,
alors i1 est possible d'introduire une nouvelle thése en distribuant
un ou plusieurs lieurs du quantificateur de A dans le quantificateur
associé 3 la premiére conjonction, et dans celui assacié 3 ta deuxiéme
conjonction.

11 s'agit d'une régle semblable & la directive de Ta distri-
bution des quantificateurs assoCiée 3 Ya biconditionnelle,

Démonstration

Nous démontrons une distribution "partielle” quelconque.

" =
1. L) Sy P.q thése suppgsée
2. Ay fy PE-Fip)sflal sp.q” définition
ro
3. Sy ey 2P 1. sYn
r A
a, S. .S, 4 Q 1, SV
[ j1 jEJ
5. WSSy PaQ 3, 4, SVI
6. S oS S s, T P a5, YO 75, dis
LEhee s B s1h4 szc sjﬂJ Q t {z)
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-
7. ,_pq_,rpsq.atf:f(p};f{qr thiése d'ext.
1

r n
8. '-sh"‘sr-ﬂsia“‘sis' P x"sjc'”sjd'l
r
Q‘i‘_f-lrf{._si ...si,lrl-")a 7. p/P. qQ/Q
Fasy sy
LS .55
§o g
I e ...sis.'" ﬁ'i‘sjc'“si&‘
a
G = sy, fa Flusy o5, P s 8, dist (s)
a
s, ...5, 30"
jc J d
r -
10, (sp...8.F flos, ..us.4 P )=
R Wl 9, 6, dét
i‘(._sj 859 Q)
1. s ... fj'P;.f(.'fsi ..‘.’si," Pz
= P a_ v 3, 10, SVI
1'{,“53‘:...5‘]."J Q)

12, Spees fiuss s S PN
e R ‘”) ( e dist
Fles, .5, 5 P laflys, ..5, ;@
la ig 3¢ 34
r.r "
3. e aafy msib" P.aflys; ...sib,
a

P }if(l_sjc...sjd:Q“:a:Ls,]a...si P 7R3 ...sib"—P‘.
a
AR Ta
$, ...5. 0 9/, 5, ...5 1]
|_‘jc ‘]d‘ L Jc ‘jd‘

r r L]
(L MO R ...sisl P dﬂ"sia”.s‘b"lp )

) 3
=f(,_sj ...sjd_, Q &Sy 0Sp 50 54 oS50 13, dist ()

e s s rq‘l
4Si +++54 0
3 g
r [y "
15. l._sh...sr,-I Lsia'”sib.l P ."sjc...sjd_.q 14, 12, det

La remarque faite en rapport avec la métarégle SY11I conserve ici toute
sa validité.
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Ajoutons encore deux métardgles qui découlent directement de celles
que nous venons d'&tablir,

SXI: METAREGLE D' INTRODUCTION DE LA CONJONCTION
HORS DU SQUS-QUANTIFICATEUR

Schéma

L |
L5y 5P

MO N PSPPI 1, 2, sxi

SX1I: METAREGLE DE DTSTRIBUTION DES QUANTIFICATEURS
ASSOCIEE A LA CONDITIONNELLE

Schima
r
o (8ye5, P20
- (" |
Y 2REET NPPOE F UEERT AT RS S 1
k 4 :
1 3k ms‘ s‘gl}"" 1, dist (2}
g S

Une derniére métarégle retiendra notre attention; i1 s'agit de celle
qui conmande 1'introduction du foncteur de conditionnelle. La situation
sous-jacente i cette métardgle est particulidre. En effet, tout systéme
de la protothétique se pridsente comme une succession de théses. Toute
thése nouvelle hérite d'une certaine maniére des caractéristiques de
celles qui la précddent. Introduire la "conditionnelle" c'est postuler
une démarche quelque peu autre: partant d'une expression A, et i1 ne
s'agit pas nécessairement d'une thése, si l'on parvient A déduire B,
alors A2 B est une thése. Cette inscription A, 1'hypothdse, est relati-
ve 3 un &tat de diveloppement de la protothdtique. A est une proposi-
tion sans variable libre; elle est bien formée en fonction de ce que
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le systéme contient actuellement. Son inscription dépend donc des fonc-
teurs constants, des constantes, ainsi que de tout ce qu'fl est possi-
ble d'inscrire en fonction des catégories sémantiques que le systéme
contient actuel lement.

Schématisons 1'inscription possible A :

r.™
A YV P

Cette expression peut contenir des variables 2 de catigorie sémantique
quelconque, pour autant que cette catégorie soit contenue dans le sys-
téme. Le statut de A peut étre de deux natures

1) A est une thése du systéme
11) A n'est pas une thése du systéme,

Moatrons dans ces deux cas que si, partant de A {1 est possible d’ins-
crire une expression B en wutilisant uniquement les directives du systé-
me appliquées aux th&ses inscrites actuellement et & A, alors 1'expres-
sion A2B est une théese du systéme,

I. A est une thése du systeme,
L)

1. YV P thése postulée, A.
2. ‘_w]...w.JrQ‘ thése inscrite conformé-
J ment aux directives des

systémes appliquées aux
théses actuellement ins-
crites.

3. ‘_\r]...wj‘rP-Q-' 1, 2, S$¥IHI

r -

4. AARERL P.3P.Q 1, 3, svl

5. POy PE.p.qiz.p3q" definition

6. ._v]...wj_,'Pz.P. 0:z.PaQ" 5, p/P, 6/0

7oy W PP v P00 6, dist (s)

AN AL ) 7, 4, dét

9. W¥y.e-¥ys Po ._u]...uj,'u‘ 8, dist {9)

242



I1. A n'est pas une thése du systéme,
Dans ce cas, toute expression nouvelle B &tablie conformément aux
régles d'inférence du systime appliquées aux théses actuelles et
i A peut, soit étre une thése, - A n'a pas &té utilisée-, soit ne
pas &tre une thése,- A a &té ytilisée,

11.1 L'expression B est une thése

T. 1."‘]""‘1:0‘ thése postulée, B
2. 1 thése
3. ._u]...uj,"o".-.l 1, 2, svill
4. ‘_pq;-l:ls.p.q:l.pnq-‘ définition
5 Jz.l.l:g.121 4, p/1, g/l
6. 02.0.T:w.031 4, p/0, g/l
7. 1= thése
8. 02.0.7 thise
9. 121 5, 7, dét
10, 031 6, 8, dét
n. e, pa1" 9, 10, SV
12. mg'p 3Q.9 ira, 5 .par thése
13. Lo ‘poat.aral.s.pae” 12, q/1
- . r ~
14, P pal 5, pr, rzl.3.par 13, dist {2} SXIT
15 pr,rs 1.3.par” 14, 11, dét
ro ¢y
16. ._u'...ujlo5].’.kv|...v“P e
> j;a-' 15, p/ ¥y ¥y, P
r -
r/‘_u]...uj‘ Q
o s
V. vy Py Mo (00 16, 3, SIX
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11.2 L'expression B n’est pas une thése

Proposons le résultat suivant: 5f une expression bien formée C sans
varfable libre n’est pas une thése, alors C z 0 est une thése.
Ce résultat découle du principe de bivalence attachd aux proposi-

tions.
Lo, |
Vo ¥y Pso thése, v ...v_.P est A,
et A n’es{ pas une theése
2. ‘_pc&'p.;.p.q:s.psq" définition
3. o0:z.0.0:z.0%0 2, p/o, qfo
4. o0 z.0.1:z.091 2, plo, qf)
5. 0 s.0.0 thése
6. o0 =.0.1 thése
7. os0 3, 5, dét
8. o»l 4, 6, dét
9. an"’ oc]" 7, 8, 5S¢

10. l_pqn:"p: q.2 :rap.a.roq" thése

N. par,"02q9.2 :rac. 2.raq* 10, p/o

2. _a, oaq A " rs0.5. ragq® 11, dist (3), SXI
3. 9%, “rzo. a.r:q 12, 9, dét, S1X
- -
14. R P
M P R r=
0‘], v] v Jl;n Q" 13, rf‘_\rl...v“ P q/Q

LA l'
15. Viooo¥. P 2O.2 W, ..o.W,
w1 - 33 14, dist (2), SO

Jyeevy, Pa

’
16. LSRR ...vi_‘l’:ﬂ 15, 1, dét, SIX

-
ja

- e
‘_v.l...v“PaLur..uj‘Q 16, dist (&), 5XI
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Nous pouvons maintenant &noncer cette derniére métarégie.

SXITi : METAREGLE O INTRODUCTION OE LA CONDITIONNELLE

Soit A, une expression bien formée en fonction de ce que con-
tient actueliement le systéme et sans variable libre, 5i, partant de
A, i1 est possible d'inscrire une expression B en utiTisant uniquement
Jes directives du systéme appliquées aux théses inscrites actuellement
et 3 A, aiors 1'expression A9B est une thése du systéme,

1.9. REMARQUES

Le systéme S1 est 1'expression d'un caicul des propositions
‘@largi' d'une rare richesse. il différe profondément des systémes tra-
ditionnels. La dynamique constructive qui participe & son &laboration,
Jes définitions qui s'inscrivent en tant que théses et la possibiiité
de faire apparaitre dans Je systéme des foncteurs constants de catégo-
rie sémantique quelconque, constituent ses caractéristiques essentiei-
les.

Lesniewski expose un systéme S qui différe quelque peu de
celui qui a fait 1'objet de notre présemtation. La principaie modifica-
tion réside dans une formulation différente des rdgles d'inférence.
Ay Teu de quatre directives, ii en utitise six:

o) ia directive de détachement;
f) la directive de substitution;
¥) 1a directive de distribution des quantificateurs;

€) la premiére directive de dafinition. Eile concerne 1'inscription
des constantes; ces derniéres apparaissent dans des théses qui
sont des essences sans généralisation, (L'essence est donc une
fonction équivalentielle);

&) 1a deuxidme directive de définition. E1le concerne 1'inscription
des foncteurs constants; ces derniers apparaissent dans des théses
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qui sont des généralisations et dont 1'essence est une fonction
dquivalentielle;

'S) 1a directive relative & la quantification,

{Lesniewski, 1929, pp. 33-35).

Ces deux systdmes ont la mime puissance. L'un et |'autre sys-
téme permettent 1’inscription des °‘mémes’ thédses. Des réflexions ulté-
rieures ont amend Lesniewski 3 formuler une unique directive de dé&fini-
tion, ainsi qu'd supprimer la directive ‘! }-

Bien que o'une richesse incomparable, S1 n'est cependant pas
suffisamment puissant pour y démontrer des thdses qui paraissent intui-
tivement acceptables; celles par exemple qui expriment le principe 4’
extensionnalité pour les variables de catégorie sémantique différente
de celle des propositions.

leh wusste nicht, Im System 51 eine Reihe von Thesen zu
beweisen, die in diesem Systeme sinnvoll sind und die fir
mich dieselbe Geltung haben, wie jede bekannte These des
gewbhnlichen ‘Aussagenhalkiils” iberhaupt. Ich konnte mir
im bhesonderen in dieser Beziehung mit den zahlreichen The-
sen keinen Rat schaffen, welche Variablen enthalten, die
nicht Satzvariablen, sondern variable Funhtionszeichen sind.
Es war mir ginzlich unbekannt, ob im System 51 z.B. die
These ableitbar ist, die man in einer im Stile der Symbolik
der Herren Whitehead und Russell gehaltenen Symbolik in
die Form des Satzes
Ur.8 ~1p.ql :fip,q).z.8(p.q):=: (%] - ¥{A 2. 9 {g

fassen kénnte. (Ledniewski, 1929, p. 36).

Je ne savais pas comment prouver, dans [e systéme 51,
une liste de thdses qui sont sensées dans ce systéme et
qui, gquant & moi, détiennent la méme validité gque celles
du calcul ordinaire des propositions. En particulier, dans
cette perspective, je ne trouvais aucun moyen pour traiter
des nombreuses théses dont ifes variables ne sont pas des
variables propositionnelles, mais des variables de signes
de fonctions. J'ignorais complétement si, par exemple, la
theése qui peut &tre formulée dans le style symboligue de
Whitehead et Russell dans la forme de la proposition
(f.81: {p.,q) :fip,q).=.gip,q):=:T9} : i} .=. ¢ |g}
est prouvable dans Si1.
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Lesniewsks poursuit donc ses recherches. Elles aboutissent
i 1'exposition de différents systémes,S2 notamment,qui réalisent le voeu
de Ledniewski. 11 s'agit des protothétiques complétes dans le sens qu'
elles possédent cette 'puissance’ que le Malttre polonais voulait teur
donner. C'est de ces systémes dont i1 sera gquestion dans la derniére
partie de ce chapitre.

2. LES PROTOTHETIQUES COMPLETES

2.1, PREAMBULE

Dans cette partie, nous exposons quatre systémes logiques
de Les'nieursu, 52 - 55. Chacun de ces systémes posséde la méme puissan-
ce logique: celle d'étre une protothétique compldte. Ils se distinguent
tes uns des autres par des régles ou des axiomes différents. Les systé-
mes 52 et 53 sont une expansion immédiate du systéme $1; ils possddent
les mémes axiomes, mais 1ls contiennent en plus une directive suppilé-
mentaire. Cette nouvelle directive, formulée de maniére différente dans
S52 et dans 53, permet d'inscrire des théses qui expriment le caractére
extensionnel des catégories sémantiques différentes de celles des propo-
sitlons. Le systime S4 est la réalisation d'une protothétique compldte
fondée sur le signe primitif de la conditionnelle; ses directives et
ses axiomes possédent un lien étroit de parenté avec ceux du systéme
53, Eni’in, le systéme $5 s'impose comme le systéme de référence, 11
est congu sur 1a base d'un seul axiome. Ses directives ont &té quelque
peu modifiées par rapport § S$3. Les modifications apportées répondent
avant tout & une volonté de simplification, de “purification” de la
formulation des directives précédentes,

2.2. LE SYSTEME 52

Ledniewski wveut obtenir un systéme qui, tout en contenant
Tes mémes axiomes que S1, posséde une directive de plus: 4] en explique
1a raison:
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Da ich ein System des ‘’Aussagenkalkills’ aufbauen wollte,
welches, das System 51 enthaltend, zugleiche die Eigenschaft
besftzen sollte, dass ich keine in diesem System sinnvolle
These zu konstruferen weiss, die ich nicht in 1hm zu be-
weisen oder zu widerlegen wiisste, habe ich im J. 1922 das
System 51 mittels einer neuwen Direktive § vervollstindigt,...
Die Direktive % gestattete mir, zu dem System eine neue mit
einem universalen Quantifikator, welcher variable Funk-
tionszeichen Dbeliebiger ‘'semantischer Kategorien' enthdlt,
beginnende These T hinzuzufiigen, wenn zu dem System be-
reits die Thesen gehbren, die man aus der These T erhalten
konnte, wennr man in ihr fir die genannten Variablen ge-
wisse Konstante Funktionszeichen ensetzte, deren Definrtions-
methode fiir alle ’semantischen Kategorien’ wvollstindig ge-
nau im voraus bestimmt ist. Das aus dem System S1 -durch
die Vervollstindigung dieses Systems mittels der Direktive%-
gebildete System werde ich hier der Kirze halber das Sys-

tem S2 nennen. (Les;:iewski, 1929, p. 36/.

En 1922 j'ai renforcé S§1 au moyen d'une nouvelle directive
% car je voulalis construire un systéme du calcul des pro-
positions quif, tout en contenant le systéme 51, devart éga-
lement posséder la propriété de copstruire des théses sen-
sées que Jlignorais comment prouver ou réfuter dans le
systéme SI... La directive § m’a permis d’introduire dans
le systéme de nouvelles théses T; ces théses commencent
par un gquantificateur universel contenant des variables
de foncteurs d'une gquelcongue catégorie sémantique pour
autant que le systéme contienne déja toutes les théses qui
pourraient étre obtenues de T en substituant % ces varia-
bles de foncteurs certaines constantes. La méthode de défi.
nition pour ces dernfers ayant été complétement déterminée
par avance pour toutes les catégories sémantiques. J'appel-
lerai ce systéme qui, pour abréger, est congu i partir de
51 compiété par la directive ? , le systeme 52,

La régle? s'inspire d'une régle que Lukasiewicz considérait comme ma-
nifeste. 11 s'agit de la régle (d).

(d} I assert any expression containing variables with uni-
versal quantifiers which yields only asserted expressiens
on the replacement of the variables by the values 0 and
1. (Lukasiewicz, 1970, p. 99/.

La régle § différe de la régle (d) par le fait gqu’elle concerne les

variables de catdgories sémantiques que contient le systéme et qui ne
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sont pas de la catégorie des propositions. L'inscription d'ume thése
T, par cette régle, nécessite donc 1'inscription préalable de toutes
les théses que 1'on pourrait obtenir de T en substituant aux foncteurs
variables certains foncteurs constants. Une telle maniére de procéder
nécessite de fixer les différentes "classes* d'équivalence de foncteurs
constants pour chaque catégorie s&émantique différente de celle des pro-
positions:

4 pour la catégorie S$/5; 16 pour la catégorie 5/85; 256 pour la
catégorie $/555; 8 pour Ta catégorie S/{5/5); ...

Pour chaque catégorie sémantique différente de celle des propositiens,
il est donc nécessaire d'inscrire la lof du nombre des fonctions. La
tiche est d'autant plus difficile que le systéme n'offre pas umiquement
1a posstbilité d'introduire des foncteurs constants de catégorie séman-
tigue ‘'sage', & savoir celle du type 5/%5...5, mais également des formes
complexes. Considérons la 1ol du nowbre des fonctions de catégorie $/S,
{Tarskt, 1972, pp. 0, 11}

A 'f(p)strtp'}.v.,“p_"f(p)zas{pr .v.Lp"ftpls ~{p-l'.v.,_p_,' fp)sf1ip)

Cette expression, d&ji bien complexe, laisse présager de la difficultéd
de formuler une régle générale qui englobe tous les cas possibles

To formulate the directive W precisely I needed a complica-
ted apparatus of numerous terminological explanations. This
circumstance induced me to look for some other directive
that whould accomplish the same thearetical effect as the
d:rectzve‘ , and at the same time could be precisely formu-
lated in a simpler way, (Lesniewski, 1967, p. 122).

Dans 52, deux familles de théses particulidres peuvent entre autres
s'inscrire grice & la régle® . I1 y a (a) celles qui représentent le
principe d'extensionnalité pour les foncteurs variables apparaissant
dans le systéme:
r " - - -
9, .pq, firalzgipq) 5.8, 61 e8iq}
- r > "
L0y F9, SiR=Wig = F F1g3 53
wpa Lpars, " pad(rs)pipgd (rsT = 6 "ald sciA™
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et (b} celles qui &tablissent que chague fonction -dont un argument
au moins n'est pas une proposition- est satisfaite pour toutes les va-
leurs possibles de ses arguments pour autant que la 1fste de ces 'va-
Teurs’ ait &é fnscrite: d," £, 8 {1 solved slas) ol (Y

Ledniewski désire remplacer ia directive de 52 par une directive qui
Tul permettrait d'inscrire directement une thése d'extensionnalité pour
toute catégorie sémantique différente de celle des propositions et qui
apparait dans le systéme. Son probléme est le syivant: est-11 possible
dans un Ssystéme qui a la pufssance de 51 renforcé par les théses de
ia famille {a), d'obtenir les théses de la famille (b), et cect sans
utiliser la régle § . La réponse vient encore une fois de Tarski.

This question was answered In the affirmative by Tarski,
who in 1922 sketched a general method of proving in 51
individual propositions of kind (b}, given corresponding
propositions of kind fal.

«vs 1 decided to replace the directive by a new 'extensio-
nality directive’ W %, The system of protothetic based on
the axiomes Al1-A3 and the directives « , 0 ,¢ , & , ¢t and
n % I call the system 83, (Lesniewski, 1967, p. 124).

Avant de présenter ce nouveau systéme, insistons encore sur le fait
que le systéme S$2 présente toutes les gualités requises pour &tre une
protothétique compléte.

In sehr freien Worten kbnnte ich sagen, dass das System
ein absolut "finitistisches" System Ist, denn es gestattet
uns fiir die Variablen jeder ''semantischen Kategorie”, die
im System auftritt, eine genau bestimmte endliche Anzahl
verschiedener méglicher Werte festzustellen. (Lesniewski,
1929, p. 37}

De maniére trés libre, je peux dire gque le systéme 52 est
systeme absolument "finitiste”, car il nous permet d’établir
pour les varisbles de chague catégorie sémantique qui ap-
paraissent dans le systéme, un nombre fini exactement dé-
terminé des différentes valeurs possibles.
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2.3. LE SYSTEME $S3

La base axiomatique du systéme S$3 contient trois axiomes:
Al - A3, Tis sont équiformes & ceux des systémes 52 ou $1. Pour cette
raison nous ne les Inscrirons pas & nouveau. 53 posséde cing régles
d'inférence:

«) directive de détachement {dét.)
p) directive de substitution {sub.)
¢) directive de distribution des quantificateurs (dist.)
$,£) directive de définition (déf.)

¥*) directive d'extensionnaifté {ext.)

Les quatre premiéres directives ne différent en aucune manié-
re de celles présentées dans S1. Nous nous abstiendrons donc de les
répéter. A la différence de Leéniewski, nous avons combing en une seule
directive, les deux directives de définition. La cinquiéme directive
est nouvelle. Son exposé consistera dans |'essentiel de notre propos.

Ledniewsk{ propose six directives de transformation - «
P2 8,6, N " pour le systéme 53. Nous n'en avons proposé que
cing: les riégles &quivalentes & « ¢, ¢, 5 et € réunies, et R *.
Le systéme S3 est d'une certaine maniére une expansion des systémes
51 et S2. Le systéme 52 contient sept régles de transformation: o
poy o8 .6 LY et SUsixia,p .y, 8,8 ,Y). Larigle
¥ . relative & la quantification, n'apparait plus dans S3. Cette 'sup-
pression’ posséde une histoire. [ y a tout d'abord les rafsons qui
Justifient 1'existence de cette régle .
When I formulated the directive 1 of the system §1 I was

aiming above all at the simplest method of guaranteeing
the demonstrability in the system of propositions of the
type:

() ap>. Vgl ffg):z:p 2 .flg),

(fo)ips. Ug A .fg.rr:z: Uq,rd :po.faq,rl, ..., etc.

the signs here appearing in the expressions fiq), fiq,r},...
etc. being of any member or any semantic category. These
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propositions assured me of the possibility of carrying out
all the familiar operations with universal quantifiers.
(Ledniewski, 1967, pp. 122-123).

Les théses citées font explicitement référence au signe de la condi-
tionnelle., La conditionnelle n'est pas un terme primitif de 52 ou de
5)1. Lesniewski ne veut donc pas spécifier, dans les directives duv sys-
téme, des conditions particuliéres relatives & un foncteur constant
qui doit étre pré&alablement d&fini. I1 s’agit alors de formuler une
directive qui, sans mentionner explicitement les conditions relatives
§ la conditionnelle, traite entre autres choses de ce terme, C’est dans
te sens que la directive ] opére,

LiIch habel die Direktive § auf eime solche Weise formuliert,
dass diese Direktive, wihrend sie verschiedene Beziehungen
zwischen Aquivalenzen und Quantifikatoren betraf, das Im-
plikationszeichen gar nicht berithrte. (Lesniewski, 1929,
p. 38).

Jtai formulé la directive } de telle maniére que cette di-
rective, tout en concernant différentes relations entre les
équivalences biconditionnelles et les quantificateurs, ne
faisait pas du tout allusion au signe de I'implication con-
ditionnelle

Des recherches postérieures & 1’inscription de cette régle &tablissenmt
son inutilité, En effet, dans un premier temps, Tarski, puis Ledniewskd
simplifient la directive ‘ . Plus tard, Tarski trouve une solution dé-
finitive en démontrant que 1’on peut tout 3 fait se dispenser de cette
régle.

However, the whole question was finally liguidated in 1922
by Tarski, who showed that no special directive at all
was necessary, each of the above-mentionned propositions

[ gp% po g, f(q) 2. q  pfa)" ] p. ex.

being provable in the system SI with the help of the direc-
tives already in that system. (Ledniewski, 1967, p. 123).
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2.3.1. LA DIRECTIVE D'EXTENSIONNALITE

La directive d'extensionnalité permet d'inscrire dans le sys-
téme des théses qui portent en elles le caractére extensionnel pour
les variables de catégorie sémantique différente de celle des proposi-
tions. Cette restriction est due au fait que le principe d'extensionna-
1ité pour les propositions peut s'inscrire dans le systéme sur 1a seule
base des axiomes Al - A3 et des régles« ), ), ¥ }, & },t ), Si cette
directive autorise 1'inscription de formes globales nouvelles, elle
ne peuyt pas considérer des termes de catégorie sémantique qui n'appar-
tient pas encore au systéme. Elle construit donc avec ce qui a d&ja
été construit. Le privilége de faire apparaitre dans le systéme de nou-
velles catégories sémantiques reste celui de Ta rigle de définition.
Soit 1'expression suivante:

r._r o r 9
E: ‘_ng A fiplzalp) 2 ¢, viflzvig

Cette inscription est une thése introduite par la régle d'extensionna-
1ité, si et seulement si, les termes qui la composent appartiennent
d des catégories sémentiques que le systdme conmait déji. 5i $3 ne con-
tient que les axiomes Al - A3, cette expression ne peut pas étre une
thése. En effet, les axiomes contiennent des inscriptions des catégo-
ries sémantiques 5/SS et S et celles-1i seulement. Dans cette perspec-
tive, 1'expression E ne peut &tre inscrite et plus que cela elle n'a
méme aucun sens. Envisageons la chose autrement. Proposons deux défini-
tions,

r "
Ao p Pesip)
. r e o -
B : K P kipls) z.oi)
La premiére définition inscrit un foncteur constant de 1a catégorie
§/5 et la deuxidme un foncteur constant de la catégorie $/{5/5). Remar-

Quons en passant que la deuxiéme définition ne peut &tre inscrite qu'd
1a condition que 1a premiére 1'ait &té,

3i Y'on considére mainienant un systéme composé des trois axiomes
Al - A3 ainsi que des théses-définitions A et B, quatre catégories sé-
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mantiques sont présentes: S5/S5, S, S/S5, $/(S/8). Les régles du systéme
permettent alors d'inscrire des thédses qui contiennent des variables
de ces catdgories-13, et uniquement de celles-13. La régle d'extension-
nalité procéde de l1a mEme maniére. Elle permet alars 1'inscription de
Ta thédse E qui contient le caractére extensionnel pour ta catégorie
$/5, en utilisant des varisbles de cette catdgorie-1a, Dans cette si-
tuation 1'expression E est une thdse et elle est introduite conformé-
ment aux conditions énoncées par la régle d'extensionnalita.

Nous exposerons la directive d'extensionnalité en inscrivant les ex-
pressions sans utiliser 1'dcriture conforme 3 celle de Ledniewski.

2.3.2. FORMULATIDN DE LA DIRECTIVE D'EXTENSIOMNALITE

A est une thédse résultant de la directive d'extensionnalité
relativement 3 ce que contient actuellement le systéme, si et seulement
si,

1. A existe,

2. A est une généralisation.

A H ——

L3 L

3. Ll'essence de A est une fonCtion dquivalentielle,

r - -
A e S—

4. Le premier terme de A et le deuxiéme terme de A sont une générali-

sation.

; Y. r__
A e R r D T S

$. Le quantificateur général de A contient deux lieurs o, qui cor-
respondent & des variables de A, de méme catégorie sémentique que
le systéme connait actuellement.
r ro . * b
Ar WPy vy — & my— -'
6. L'essence du premier terme de A et 1'essence du deuxiéme terme
de A sont une fonction &quivalentielle.
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10.

A bl

LSP.IFL:‘ A—r— = urﬁ;--" -
Le premier terme et le deuxiéme terme du premier terme de A,
{respectivement du deuxiéme terme de A} sont des fonctions. £1les
sont nécessairement de la catdgorie sémantique des propositions.

L - =

|
Pt EF2 2 _FIsFS

A:

Le foncteur de la fonction F1 (respectivement F2) est une varia-
ble dquiforme au lieur & {respectivementp ) du quantificateur gé&-

néral de A, et elle lui est associde.

- T

r e, oy k) Ly
At b wma 2 ER—2 "5 'msh
Les arguments du (ou des) parenthéme(s) de 1a fonction FI, (res-
pectivement F2), sont des variables qui possédent des lieurs dqui-
formes dans le quantificateur du premier terme de A, {respeciive-

ment Te deuxidme terme)}, et ces lieurs leur sont associés
et

Les parenthémes de F1 sont similaires aux parenthémes correspon-
dants de F2
et

Les arguments des parenthémes de F1 sont analogues et &quiformes
aux arguments des parenthémes correspondants de F2.

A " ro(':v A ;;“:v v? i ..rF35.F411

Wil LN AR | 1) A | i s
Le foncteur de la fonction F3 {respectivement le foncteur de
Ta fooction F4) est un foncteur variable formateur de proposition
& un argument équiforme do( {respectivement 3 p ), et 11 posséde
un liewr &quiforme qui Tui est associ® dans le quantificateur du
deuxiéme terme de A.
et

Le quantificateur du deuxiéme terme de A ne contient qu'un seu}
lieur,

. " f'.- ‘.1 - 7
Al Wia ._v]...v“l(..v]...vi‘. By ey, "\"1“‘"1.‘ "
LA -
WP # ?“.}1 v 255



1. Les foncteurs du deuxiéme terme de A sont d'une catégorie séman-
tique que le systéme contient actuellement.

REMARQUES

11 est nécessaire d'insister une fois encore sur le fait que la direc-
tive d'extensionnalité ne permet d'inscrire de nouvelles théses qu'd
12 condition que les foncteurs variables qui entrent dans le jeu d'une
fnscription extensionnelle soient de catégorie sémantique Connue préa-
labTement du systéme,

Dans 1*'énoncé de la directive, la condition 7 impose que les fonctions
F1 - F4 soient de la catégorie sémantique des propositions. Notons que
cette précision est due 3 notre volonté d'insister sur ce point. Elle
est en fait inutile, En effet, les fonctions F1 - F4 sont les arguments
de fonctions &quivalentielles. Elles ne peuvent donc appartenir qu'ld
la catégorie des propositions.

La directive d'extensionnalité ne permet d'ins¢rire que des théses qui
contiennent le principe extensionnel uniquement pour les catégories
sémantiques différentes de celle des propositions. Rappelons que le
caractére extensionnel pour les propositions découle de la base axioma-
tique.

EXEMPLES

1. Considérons f et g deux foncteurs variadles de la catégorie 5/55
et introduisons la définition suivante:
Bk ipaizh (apl 2 4T 51 5ragit d’une 'bomne' définition.

Cette définition introduit un foncteur constant de la catégorie séman-
tique 5/(5/55). 11 est danc loisible d'envisager un foncteur variable
de cette catégorie, soit € ce foncteur-1i. Les conditions nécessafres
i 1'introduction de la thése d'extensionnalité pour les foncteurs de
la catégorie 5/55 sont ainsi satisfaites:

f9,Lpa, Flpalagtpal” 50,01 sofe)”
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I1. Considérons un exemple qui utiTisa 12 principe d'extansionnalité
en rapport avec une fonction paramétrée,

introduisons Ta définition suivante:

Lpars,” paigs.rzsi.s tépteqhérd(s)”

ttpdtaderils) s

Tép¥iqiiry : $/%

Tiphiqd : (5/5)/5

tepd : ((S/5)/5)/S

' : (1($/5)/8)/5)/S

Nous désirons introduire 12 principe d'extensionnalitd pour ia catége-
rie sémantigue & laquelle appartiemt T, c'est-a-dire {(({$/S)/5)/5)/S.
Pour ce faira i1 faut reconnaitre dans Te systéme, la catégoria
SAUI((S/S)/S)/S)/S).

Elle n'y est pas. I1 faut donc 1'introduire & travers une thése-défi-
nitien. La suivante par exemple:

‘_o_.':_pqrs_, %*p#qﬂﬂ(s!a? z +If0l.'l.'

La systéme contiant mainteznant des constantas de catdgerie sémantique
qui permettent d'eovisager 1'inscriptien d'une thése d'axtznsiconalitéd
pour 1a catégorie ({{S/5)/5)/S5)/S

~ = ~ ni
AP LPIS d tpdtaHr}(s)s P HaHris) = a0 aidwald

Les foncteurs variables of et > appartiennent 3 la catdgorie sémantique
(({S/5}/5)/$)/S et le foncteur variable LL 3 la catégorie sémantique
S/ULLIS/S) /S rs)rs).

Une question reste cependant en suspens. Dans la dernier exempla trai-
té, nous avons inscrit le principe d'extensionnalité pour la catdgorie
sémantique (((S$/5)/S)/S)/S. Cette catégorie apparait dans le systéme
au travers de V'inscription du fonctzur constant + a2t d'une certaine
manidre, i1 s'agit d'une catégorie privilégide en c2 sens qu'elle pos-
séde au moins un représantant constant .
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Si 1'on considére maintenant 1’expression T tpléq} qui est une fonction
variable de la catégorie (5/5}/5, une question se pose: Est-il possible
d'inscrire une thése important le principe d'extensionnalité pour cette
catégorie? La ré&ponse est affirmative si le systdme contient la caté-
gorie sémantique S/{(5/S)/S}. Cela n'est pas le cas, mais i1 est pos-
sible de dé&finir une constante de cette catégorie.

Ly N -
Lts'LPg, Efpia) = 45
Le principe d'extensionnalité pour la catégorie (S/5}/S s'écrit alors
"~ - r 1
oo P, Sépdtade otpial 2 8 Talq) sty
Les foncteurs vartables & et ¢ appartiennent 3 la catégorie sémantique
{S/S}/S et le foncteur variable A& 3 la catégerie S/{{5/5}/S).

2.4, LE SYSTEME 54

Lorsque Ledniewski entreprend de formuler les directives des
systéemes “classiques” de la protothétique, i1 a déjd le souci de conce-
voir une formalisation qui puisse &tre facilement adaptéee i une base
axfomatique dont le terme primitif est différent de la biconditionnelle,

Die Definitions- und Schlussdirektiven bemiikte ich mich
in einer solchen Weise zu formulieren, dass man sie mit
Leichtigheit den verschiedenen Systemen der Protothetik an-
passen konnte- in Abhdngigheit von den verschiedenen pri-
mitiven Terminen, auf welchen die erwédhnten Systeme auf-
gebaut werden sollten;... (Ledniewski, 1929, p. 14/,

J'ai pris soin de formuler les directives de définitions et
les directives finales d‘une telle maniére qu'elles puissent
étre adaptées avec facilité aux différents gsystemes de la
protothétique, et ceci, en relation avec les différents termes
primitifs & partir desquels les systémes mentionnés pouvaient
étre construits,

Le systéme 5S4 est d'une certaine maniére une répligue, dans 1'esprit
en tous les cas, du systéme S3. Les différences résident dans 1'ins-
cription d'axiomes qui ne contiennent que la conditicnnelle comme terme
primitif. Pour inscrire ces axiomes, Leshiewski utilise une base axio-
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matique établie pear Tarski qu'il compléte per un quatri&me axiome qui,
de maniére fonctionnelle, est analogue & 1'axiome AJ de $1. En 1921,
Tarski proposait trois axiomes qui, sur la base de la conditionnelle
comme ynique signe primitif, offre la possibilitd de dériver la théorie
‘ordinatre' de la déduction, {Legn'ieuski. 1929, pp. 46-47).

Y '_ps"'ps. qp

A2 qut:‘rpsq.::q:r.:. p:r-'

A3 qur_'.rpaq.: riaprr.ar Y

Ad ._pqg_,'g{pp):.g{{pokq_,rq‘) p)ag{qpl-'

Les directives du systéme S4 se fondent Egalement sur la seule existen-
ce de la conditionnelle.

Tarski et Lesniewski poursuivent leurs recherches. Elles les
conduisent 3 modifier quelque peu les rdgles d'inférence du systéme
S4 de manidre 3 obtenir un axiome unique qui ne soit pas simplement
la conjonction de ses quatre exiomes.

. . - rx =
A* o parf flrp)o . flr(p) (s, s ))2 f(rq)

2.8, LE SYSTEME $§5

2.5.7. PREAMBULE

Ce systéme présente une base axiomatique qui ne contlent que
la biconditionnelle comme unique terme primitif. C'est d'une certaine
manidre le produit d'ume vcéflexion qui s'inscrit sur le systéme §3,
et plus particulidrement sur les directives de définition & et & . Ces
régles, § et € , permettent 1'inscription de théses-déFinitions dont
le definiendum est le premier argoment de 1'essence de la thése et dont
le definiens en est le deuxiime. Ledniewski décide de renverser cet
ordre, Le definiendum consistera dorénavant dans le deuxidme argument
de V'essence et le definlens le premier. I1 s'agit des directives
&* et £+, C'est ainsi que nous evions présentd la directive de défini-
tion. En opérant cette transformation, Ledniewski obtient un systéme
fquivalent au systdme S3. Les axiomes de S§ sont dquiformes esux axiomes
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Al - A3 de 83, donc de S { p. 185 ). 55 ppssidde six régles d'infé-
rence:

#) Régle de détachement {pp. 128-129)

p) Régle de substitution (pp. 211-224)

¥} Régle de distribution des quantificateurs  (pp.103-105)
& cte*) Régles de définition (pp. 188-191)

7} Réqle d'extensionnalité {pp. 254-256)

Lesniewski présente ces différentes directives de manidre formelle,
i 1'aide de 49 explications terminologiques (Lesniewski, 1929, pp.63-78)

7.45.2. A LA RECHERCHE D'UN AXTOME UNTQUE

Les systémes S5 et S3 différent bien peu 1'un de 1'autre.
ta modification apportée par rapport 3 53 n'est qu'apparemment futile
en fait. Elle posséde une signification métalogique. En effet, cette
légére modification va permettre, sans altérer les directives du systé-
me 85, de construire une proiothétique sur un axiome unique. Une fois
encore, une coniribution de Tarski offre une solution partielle. IN
observait en 1923 un fait intéressant: si um systéme te) que 53 con-
~ient les théses suivantes:

() _pq,"pza.c.qzp”
r -
(21 fp" F(Pplz.FlQP)sP

il est alors possible d'inscrire dans ie systéme les théses P et (.
La these (1] représente la loi de commytativitd pour la biconditionnel-
le, et la thése {2), 1'expression de la conjenction P et . Partant
de ce résultat, Tarski remarquait:

T 1923 Tarshi nobidd that hawever inany axiona » given sel
A anficient for S, may have, it may e replaced hy a set of uuly
two axioms without altering the direclives of tho system. Of
Unsw utwe i the thesic

M Jl¢( «P”#('ﬂ']) !,
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while the other is the 'lugical product’, expresacd in twrina of
the funcetion ‘¢{pq)’, of all proprsitiona belouging 1o 4 which
arg alistinet from the abuve thesis, Twrski slso vatablished a4
e saurmie Liwe that snich o logiesd product’ of e axioma 4 1- 13

. e canhi take the form of the
Folliwing expicession :

Lh«JI ¢(h[ f:q¢(r.(3:f¢(ﬂ0fl¢{kt RQ)'s) *’))‘

where the Titters * 8, @, and “B' are Lo be replaced by the
axioms A1, 42, snd A3, (Ledniewski, 1967, p. 127).

lesniewski poursuit ses recherches sur Ta base de ces résultats. 11
e rend alors compte qu'avec la modification de 'ordre du definiens/
definiendum, c'est-a-dire avec la formulation de nouvelles directives
de dafinition ¢ §* et£ *}, un seul axiome suffit pour fonder un Systéme
de la protothétique équivalent & 55. 5i cette modification est appor-
tée, Y'axiome exprimant la loi de commutativité pour 13 biconditionnel-
le n'est plus n@cessaire. Cette wodification spparemment mineure est
toutefols nécessaire si 1'on veut obtenir une base axiomatique composbe
d'un axiome unique.

Es ist mr hkein Axiom bekannt, welches, allein genommen,
zum Aufbau eines Systems der Protothetik mit Hilfe der Di-
rektiven o . P § § .t und W * des Systems Si...
geniigen wtirde. (Lesniewski, 1929, p. 58/,

Je ne connais auvcum axtome qui, de manitre unique, suffi-
rait  pour construire un systéme de lx protothétique aver
Haide des directives & . p § , & , ¢ et % ¥ du systé-
me 51

Lesniewsk ne va pas se contenter de ce résuitat et va continuer, tout
comme Mordchaj Wajsberg {1884—1949 ), & chercher un axiome unique, de
plus en plus simple, qui, en relation avec les directives du systéme
55 fonde une protothétique ‘complate’.

Le premier résultat (1923} consfiste dans le produit logique des axiomes
At - A3, cet axiome compte 290 signes. 11 s’agit du point de départ
d'une succession de simplifications gui aboutissent en 1926 & 18 formu-
lation d*un axiome unique qui ne compte que 82 signes.
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Jperel, ':’(':'(N)J:%(ﬂlﬂh‘f‘"» t'.lrﬂ!‘)‘{'

(a(é(#trwk)v(ﬂwr)y))))") .

this axtom of such a protothetic 55  devised by me
in 1926, has not yet [ 19393 , as far as ! know, been fur-
ther shortencd by anybody (Ledniewski, 1967, p. 113}

Plus tard, Sobocinski parviendra & Ve réduire encore, Ses réflexions
se fondent sur le métathGorme L de Ledniewsk.

METATHEOREM L: Ao axiom-system of prototheric having the rules of
peocedure inferentislly cquivaleac wich the fule of 84 conaritores & complete
system, if La its field che following thees conditions are satisfied:

1) The aystem € (l.e. the pl quivaleotial calcnlns of propositioas)
peovable,

ia
§) There are provable the following four laws of the jogicsl product for
conjunction: $1}

Kl 1=t}

K2- 07%0.9

K3 0=0.1

K¢ 0=:t.0

£ ) The peinciple of bivalency for propositions is provable as 5 merarule

. swying thet if £ formuls ** & (pF’ bes 2 3eunc in the ay and the formul

@0 and " {10 arc alimuly peoved, thas s formala *[p] . ¢ (p)* is
alsn » thesis of this aystzm. 401 (Sobocinski, 1960, p.63}

1) Here 0 and I are not defined constants, but the ab-
breviations of fu) v and {u] .us Tu) .u respecti-
vely

40)  Ohviously, In ¢ there can occur the other variables,
{Sebocinski, 1960, p.70}.

En 1945, Sobocinski finscrit 1'axiome nn que 1’'on considére aujourd’bui
comme te plus court, (54 signes dans le symbolisme authentique de la
protothétique). I1 présente 1°histoire de ses transformations in
(Sohocinski, 1960).

A, [pq] tipages.s. [F} Sof(pflp Tu] .u)d.s: () :flqri.s.qep

Ut)  seems to be alsoe the shortest single axiom of the
system S5 although I have not been able to prove it yet.
{Sobocinski, 1960, p. 67).
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Le métathéoréme L constituz pour Sobocinski unm puissant
outil d'investigation dans catte lonque at fastidieuse démarche
qui vise & proposer un axiome de plus en plus court. 11 n'utilise pas
uniquement ce résultat de Lesniewski mais i1 réalisa également qu'il
peut étre simplifié. A la fin des annfes trente, i1 avait mis an &vi-
dence que 12 condition b) na dépendait pas de ce métathéordme. En 1952,
i1 réalisa que la condition a} pevt-#re affaiblie, c'est-2-dire que
seul un fragment du systéme S &tait indispensable. I en vient alers
tout naturellement & offrir un nouveau métathfordme,

METATHEOREM $: An axiom-sysiem of protothetic havisg the rules of pro-
cedwre inferentinlly equivalent with the rule of €, conatitans & romplete sys-
cee, if in ita field te following conditions ace sutislied:

I Thete aee peovable the followiog two theses:
Fl. [(s].v.=[n].«
F2. (pel.p=:qmp.myg
. The principle of bivalercy far peopositions is peovable s s metarule
saying chat if & formuls " ¢ {p)"" has & sense ih the aysiew amd the formulas
TS [s] . w)and " $( (6] . u.m [4].z)"are alrendy proved, thes the
formls ™ [p). #(p)" is also a thesis of this system.

(Soboctnski, 1960, pp. 67-68)

Ce métathéordme est précisux en Ce sens que c'251 un exemple des démar-
ches métalogiques qu’il est possible d'entreprendre sur e base de &
protothétique. 11 permet &galement de contrdler ia complétude d'un
quelconque systéme axiomstique de la protothétique. La lecture des ar-
ticles de Sobocimski aurait probeblement &clairé Grzegorczyk at 1'eu-
rait certainement empdché d'écrire:

"On_ account of the above peculiarities of the language of
Ledniewski's systems, such an obvious theorem of the com-
pleteness of protothetics is very difficuit to prove precisely
and, according to some [ ?) logicians, it is even impossi-
ble to prove".
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et encare

“Therefore, although the exact description of _the rule of
definition given by Lesniewski was at the time a great
theoretical success, his systems are most inconvenient for
metalogical research®. (Grzegorczyk, 1955, p. 88/,

2.6, CONCLUSION

Nous ne voulons pas terminer cette présentation des protothé-
tiques Sans mentionner une autre réalisation de Ledniewski qui prend
naturellement place dans Te champ de ses calculs des propositions: les
protothétiques calculables. Ces systimes Yui permettent de fournir
une preyve facile de la complétude de la protothétique, (Rickey, 1977,
pp. 413-414}),

I constructed in 1924, a system of protothetic based on
principles quite different from those according to which
the systems 82 - 55 had been constructed. ..., | was con-
cerned to employ an ‘algorithmic’ or ‘computative' style
in my new system, as opposed to the much more common
'substitution-detachment' style. (Ledniewski, 1967, p. 149).

Ce systéme est basé sur deux termes primitifs, le signe de la condi-
tionnelle et le zéro Jogique, A. L'unique axiome est fort simple: h{AA),
Les neuf directives trés originales qui rdglent ce systéme ne seront
pas présentées dci. Nous renvoyons le lecteur intéressé & 1'article
de Lesniewski, (1967, pp. 149-155).

Nous avons consacré beavcoup d'espace 3 la présentation des
protothétiques de Lesniewski. Notre objectif n’était pas uniquewent
de présenter un développement de ses calculs des propositions qui abou-
it au systéme de référence $5. Nous voulions également, reppelons-le,
révéler peu 3 peu, 3 travers cette exposition, 1'esprit constructif
et dynamique des protothétiques. Nous retrouverons cet esprit dans les
autres systémes de Lesniewski.
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TROISIEME PARTIE

ONTOLOGIE



CHAPITRE 1¥ - L'ONTOLOGIE

1. PREAMBULE

Mous avons choisi d'exposer les systémes de Le{niewski dans
Teur gendse structurelle, L'ontologie se fonde sur le calcul &largi
des propositions, la protothdtique. Cette gendse, rappelons-le, est
1'inverse de celle historique. En effet, la protothétique a #td congue
aprés Tes présentations de la méréologle et de 1'ontologie. 11 est une
anecdote historique intdressante quant & ce dernier systéme. Nous la
citons maintenant, elle est de nature & fixer d'emblde 1a spécificitsd
de 1'ontologie.

It was in 1921, I was dissatisfied with the inexact descrip-
tion of the copula ‘'is' given by Peano, and with the vague
symbol & of the theory of sets. In the course of a logical
discussion I asked Lednfewski what he meant by the ex-
pression 'a is b'. He replied that he was using it in
the sense of everyday life. [ was still dissatisfied, for
I thought that the copula ‘is' should either be defined,
or described by axioms, if taken as primitive terme. Some
time later Ledniewski told me that he had found the requi-
red axfoms sitting on & bench in the Warsaw Saxon Park.
{Eukasiewicz, 1953, p. 78).

L'ontologie de Ledniewski est une calcul des termes qui sert
de base & 1'dlaboration d'une thdorie formelle des noms. C'est un sys-
téme qui explicite le concept de classe distributive et qui peut &tre
basd sur 1'unique terme primitif « , dans les propositions singulidres
telles que Asb et qu'il est possible de Tire: le A est un des b.

Ontology is a modernised version of traditional logic; in
its structural aspects it is includes a theory of classes
and relations". {(Gratten-Guiness, 1981, p. 503).

Cette facon de caractdriser 1‘ontologie reste vague et elle
pourrait conduire 3 des incomprdhensions. Parler de 1'ontologie comme
d'une théorie de la classe distributive (Sobocinski, 1954) est quelque
peu ambigu., En effet, 1°'ontologlie présente un traitement distributif
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des objets, mais la classe distributive n'y est jamais définie. Enfin,
introduire sans plus 1'epsilon peut conduire & une confusion. Dans la
ttradition' ensembliste, 1'epsilon dénote le symbale d’appartenance
3 une classe, mais 1'epsilon de 1'ontologie, lui, est nan véflexif et
transitif et ne décrit pas cette appartenance particulidre. D'autre
part, le terme ‘ontologie’ conduit naturellement & se demander quelles
relations le systéme de Lefniewski souttent avec certains travaux d'A-
ristote. S'agit-il de quelque chose de 1'ordre des ‘principes géndraux
de 1'étre’ présenté dans les oceuvres métaphysiques du savant grec? Il
difficite de V’'affirmer sans nuances. La réponse de Kotarbinski est
de nature & faire comprendre et 3 préciser pourquai Ledniewski a choisi
ce nom,

We have decided to adopt Ledniewski's system— known 1o us in menuscript
Form snd communicated by him in his lectures =33 the foundation of the calouho
af terms. We consider that tystem of the calculus of terms 10 be {he most natural,
most evolved and most practical in application of all the systems known 1o ug, At
the same Lime, it is most closely connected with traditional Aristotclian formal bogic,
of which it is an extension and improvemeni, while, on the other hand, it is the
terminsl point of the endeavours to build the cakculus of terms in Jogisiic,

Let it be added that Lefnicwski cslted his system
antology, in conformity with certain terme already used (cf. the rerm “ontological
principle of coniradiction™ a3 the name of the thesit that no object can have and
aot have a given praperty; see also Lukasiewicz's terminology in his book O 10-
sadzic spriecznofci uw Arysiotelesa (The Principle of Comradiction in Arvistotle's
Warks), 1910, p. MT; cf. also Theorem 19). The term is further justified by the
fact that the only specific primitive term which occurs in the axiom of the system
in question is “esr”, or “is”, which corresponds 1o the Greek Zavl. Now if we wanl
to emphasize thal, we may call the system afier the appropriate Greek participle,
namely v (gen. 8rvog), which means “being™.

That term has hecome accepted in another role—namely,
that of enquiry into the “general principhes of existence™, conductsd in the spirit
af certain parts of the Aristotelian “melaphysical” books. ! must, however, be ad-
mitted That if the Aristoiclian definition of the supreme theary (mpdity priogaplu),
to which those books mainly refer, be interpreind in the spitit of a “general theory

of objects”, then beth the word and its meaning are applicable to the cakeulus of
1erms as expounded by Leiniewski,

{Xotarbinski, 1966, pp. 210-211).
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Bien qu'utile et intéressante, cette citationdoit &tre consi-
dérée avec prudence. En effet, on pourrait penser que 1‘'ontologie est,
d'une certaine fagon, "une théorie générale des objets®, mais cela est
faux. La problématique de 1'ontologie de Lesniewski ne concerne pas
“le monde des objets” mais bien la facon d'en parler. Elle est ontolo-
glquement neutre, elle ne présuppose rien sur 1'univers; elle n'attri-
bue aucun statut particulier d'existence aux objets qui pourraient la
constituer. Elle est d'ailleurs capable de 'parler' d'un univers vide,
C'est bien une théorie formelle des noms mais de quels noms? KNous au-
vrons & le préciser., Un rappel des conditions mémes de son &laboration
est susceptible de mieux en faire comprendre )'esprit. Lorsqu'auv début
des années 20, Lefniewski sent le besoin d'&laborer une premiére base
logique pour la méréologie, qu'i)l appelle alors théorie géndrale des
ensembles, un premier probléme se pose. Lles fondements eux-mémes de
cette nouvelle théorie ne sont pas en cause et la difficulté réside
dans la présentation de leurs fondements. Ledniewski faisait usage du
langage naturel pour décrire ses thiories. Sa crainte du pur formalisme
s'ancrait dans sa conviction gque tout systéme formel se doit d'étre
un systéme interprété, d'étre en quelque sorte ume abréviation du lan-
gage utilisé pour parler du monde et de ses abjets, un formalisme donc
profondément ancré dans 1'intuition (Kearns, 1967). HNous avons dit
{p- 21 } les réticences de Lesniewski & 1'&gard des Principia Mathemati-
ca. Ce refus du formalisme disparaft lorsqu'il voit la possibilité d'

appréhender 1'ceuvre de Whitehead et Russel)l comme un systéme inter-
prété, Ceci le détermine & tramscrire en langage symbolique les déve-
loppements théoriques &laborés jusqu'alors dans un langage naturel.
Cette décision s'‘accompagne d'un probléma délicat. Transcrire un dis-
cours logique exprimé dans un langage formalisé exige une exacte d&fi-
nition de tous les composants fondementaux que ce langage nature] orga-
nise. Comme nous le savons, tout langage nature]l est polysémique. De
ce fait, 1) est difficile de Te projeter, de le plier aux exigences
et & la précision d'un langage logique formalisé. Ledniewski le savait
bien,
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sdecydowalem sie pa
wprowsdzenis do swojei praktyki navkowe] jskiegud jeryka ym
bolicznego”, opartego o wiory, stworzane prisz Jogikéw mates
ostycznych®, zamiast jezyka potocznego, jakim sig do owege
cragu ¥ uparty premedytacjy poslugiwalem, starajac sig, juk tyln
inoych, o ujarzmienis tege jgryka potocznego pod wagledem
«logictnym® i negigie go do teoretycznych celéw, do kibrych

ie 2ostel stworzomy.
e ' " (Ledniewski, 1991, p. 154).

...Je me suis déterminé & introduire un langage symboligue
dans ma pratique scientifique en lieu et place du langage
naturel que j'utilisais avec obstination, essayant, comme
beaucoup d'autres, de le maftriser sous le rapport logigque
et de {e soumettre aux exigences théorigques pour lesquels
il n’a pas été congu.

La lecture des fondements de l1a théorie générale des ensembles {Les-
niewski, 1916) est révélatrice & cet d&gard; les sxiomes et les dé&fini-
tions, les 58 théorémes et leur démonstratfon qui en constituent 1'ex-
posé sont présentés 3 1'aide du lanmgage naturel. L'expression ‘est'
{'jest' en polenais) y est partout présente et toujours insérde dans
des propositions singulidres non formalisdes.

Th. IX If some object is a part of object P, then P is the class of
parts of object P, (Lesniewski, 1916, p.8).

T™h. LV No object is the complement of itself with respect for some
objects. (Ledniewshi, 1916, p.33).

En voulant dommer ‘vie formelle' i ses développements démonstratifs
et définitoires qui &taient jusque 13 exposds de maniére discursive,
Lefniewski est confrontd & plusieurs problémes. Tout d'abord, caractd-
riser axiomatiquement la théorie logique, 1'ontolegie, qui fonde sa
théorie géndrale des ensembles. I1 lui faut &galement trouver un terme
primitif qui prend Sens dans et par la base axiomatique. I1 Tui faut
ensuite traduire de la facoen la plus rigoureuse qui soit les proposi-
tions du langageé naturel qu'il utilisait dans sa pratique scientifique.
L'usage courant de 1'expression ‘est’ dans 1a proposition singuliédre
"A est {un des) b” le conduit & s'y intéresser, & 1'&tudier, pufs &
V'utiliser.
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zamisst wyracn jest” w zdeniach ,jednostio-
wych® typu .4 jest 5* ssczplom, waonujac sig ne p. Peanis,
ukywaé zasku 4%, jako plerwaze] litery wyrazu doel*

(Ledniewski, 1934, p.155)

A la place de la forme verbale ‘est' dans les propositions
singuliéres du type "A est b", je me suis déterminé, comme
le fait Peanc, & utiliser le signe ' g ', premidre lettre du
verbe “ &exl"

IT ne s'agit pas d'une séduction mais du résultatd'une tongue réflexion.

Josseze w tych ciasach, gdy sis poslugiwalem w zwoje]
praktyce savkowej jerykiem potocznym, coysiac préby opano-
wania go pod wigl¢dem ,logiczayn®, starslem sig jaked zracjo-
nalizowaé sposbb, w faki atywalem we wimiankowanym jetyku
potocenym réinych przekazanych przez logike tradyeyjng™ ty-
pow xdak.

Tak sig dotylo, & w swigzks 2 eanlizami semsatycenaei,
jskim poddawatems rozmaite kategorje zdad, oraz w zwigzka z ros-
taniami, jakic przcprowadzalam as temat moiliwoici ,3prowa-
drania® przy pomocy definicy] jednych typdw zdai do innyih
przy maoim sposobic poslugiwania sig odnoiseni typami zdad,
zdenis ,Jednostkows™ typu A « F' oraz swinthi wzejemna po-
migdzy takiemi rdeniami staly sig w r. 1920 ne cres pewiam
punktem cantralnym moich zaintereznwas,

(Ledniewski, 1934, pp. 155-156}.

Lorsque j'utilisais le langage quotidien, en tentant de le
dominer & des fins logiques, je me suis efforcé de raticnna-
liser, dans ce {angage, ma manitre de mettre en oeuvre
diverses propositions découlant de la "logigque traditionnelle".

e

Mes analyses sémantiques relatives a différents types de
propositions et mes considérations en rapport avec une pos-
sibilité de les réduire les uns aux autres, & ['aide de
définitions, m'ont amené A me préoccuper des propositions
singulidres du type "A & b"; ces propositions ont été, pen-
dant lfannée 1920 le théme central de mes réflexions.

La synthése ae ces réfiexions s'exprimz non pas par Ta pré-
sentation d'une théorte formelle des ‘choses’ mais par T'exposé d'une
théorie formeliie des noms: 1'ontoiogie. L'epsifon & en est le terme
primitif. 11 s'inscrit dans 1a proposition singulidre "Ag b™ et connec-
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te deux expressions de méme catégorie sémantique, celie des noms.

Dans un premier temps nous présentercns 1'epsilon de 1'ontolo-
gie et la proposition singulidre par le biais d'une s&mantique intulti-
ve, puis, dans un second temps, nous les caractériserons de maniére
précise en exposant 1'axiome de 1'ontoliogie.

2. INTERPRETATION PRESEMANTIQUE DE L'EPSILON

Par interprétation présémentique, nous entendons une inter-
prétation nafve. Bien que conforme aux propriétés qui définissent 1'ep-
silon et qui sont contenues dans 1'axiome de 1'ontologie, 1'interpréta-
tion présémantique n'a pas la prétention de rigueur et de précision
de cet axiome, Elle est, avant tout, un préalable & ta compré&hension
du nouveau signe primitif:'&* .

Par sa volonté de transcrire le discours de 1'ontologie dans
un langage formaiisé, Lefniewski est confrontéd & un premier probléme.
Le discours naturel fait un usage abondant de Ta copuie ‘'est’, Cette
copuie révédle une grande diversité sémantique. Dans ta présentation
de 1'ontoiogie en iangage naturel, Leéniewski attachait 3 cette copule
une signification univoquement déterminde; i1 n'attribuait qu'une et
une seule signification & Y'est' qu'il utilisait. C'est de ce sens dont
nous vouions parier. Nous ilons 1e cerner 3 travers une succession
d'exemples. Considérons donc 1'interprétation de la proposition singu-
lidre Ag b en asstgnant des noms aux deux arguments A et b,

ex. 1 : Reagan est le 40iéme prédsident des Etats-Unis.
ex. 2 : Le 4Didme président des Etats-Unis est républicain.

Ces deux propositions singuiliédres rendent compte du sens de 1'epsilon
et sont vraies. Dans 1'exemple 1, 1'epsilon connecte deux noms qui ne
dénotent qu'un seul objet; objet qualifié d'individuel et inscrit &
1'aide d'une lettre majuscule: A, B, ... Dans 1'exemple 2, 1'epsilon
connecte un nom individuel ~le 401éme président des Etats-Unis- et un
nom qui ddsigne, qui dénote plus d'un objet -rédpubiicain-. On qualifie
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ce nom de ral; i1 est géndralement inscrit 3 1'aide d'une lettre
minuscule a, b, ... {Cette maniére de représenter les noms répond &
une convention informelle qui est de nature 3 faciliter la compréhen-
sion.). De maniére analogue, 1a proposition: “"Aristote est mortel” peut
s'exprimer sous forme d'une proposition singuliére de 1'ontologie et
elle est vrale. Qu'en est-i! de l1a proposttion "L'homme est mortel”?
L'epsilon connecte deux noms généraux,’aeb! 11 $'agit d'une proposi-
tion bien formée de 1'ontologie, mais comme nous le verrons plus tard,
elle est fausse. L'exemple 1 suggére que 1'epsilon se soutient unique-
ment de Ta relation d'{dentité. Quant 3 1'exemple 2, 31 fournit un can-
didat qut s'interpréte généralement en termes de relation d'appartenan-
ce. De telles interprétations sont erronées dans 1‘ontologie. 11 se-
rait, en effet, faux d'envisager la lecture de 1a proposition singulié-
re'Aeb de 1a manidre suivante: 1'objet dénoté& par A appartient & 1'ex-
tension des objets dénotés par b, Proposons une lecture autre:'Ae b
est vrate si le nom A, qui est un nom individuel, dénote un des objets
désignés par le nom général b. Le nom général b posséde une extension
mais ne la dénote pas, 1) n'est pas le nowm de cette extension. Le sché-
m2 suivant est de nature 3 &clatrer quelgque peu ta situvation.

noms individuels Objets noms genéraux
A » 0l a
8 —» 02
L —— 03
D -'-___.--'

Quatre noms individuels dénotent trois objets:

le nom A dénote 1'cbjet 01 A0l
le nom B dénote 1'cbjet 02 8~02
le pom  dénote 1'objet 03 C~03
le nom 0 dénote 1'cbjet 03 D03

Deux noms généraux apparaissent &galement:
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le nowm a dénote 1'objet 01 et 02 et 03 a~ 01
a~02
a~03

le nom b dénote 1'objet 02 et 03 b 02
b 03

La correspondance 'a. ' inscrit une relation entre un nom et vn {ou des)
objetis).

L'exemple chaisi montre qu'il est possible d'avoir plusieurs noms {ndi-
viduels pour le méme objet. Pr&cisons encore que )'extension de'a' est
bien 01, 02, 03, mais ‘a‘ n'est pas le nom de cette extension, ici

c'est un nom commun.

Une propasition singuliére est vraie si le premier argument est un nom
individuel et que ce nom d&signe, dénote un des objets désignés par
le second argument nominal, éventuellement 1'unique objet.

MNous aurans ainsi:

E]A

T oM D O® B
o o 0 C O -
o 0o 0 — o |»
[ - R A
[ - R - -
O O et o e
[ — J Rt

Lorsqu'un nom individuel est un nom d'abjet désigné par un nom général,
nous le nommerons un sous-nom du nom général. Le nom géndral n'est ja-
mais un moyen d'identification d'une classe de noms individuels,

tes quelques exemples qui précédent ainsi que 1'illustration
d'une premi{ére "interprétation nafve® montrent qu'il est difficile d4'
affirmer sans autre que 1'epsilon de 1'ontologie a la méme significa-
tion que le est' frangais pris dans son acception distributive. Stupecki
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(1955, pp. 13-17) et Gombocz (7982} soulignent aussi cette difficulté
d*interpréter 1'epsilon dans ie sens du 'is' anglais, respectivement
du "ist' allemand. Tentons de dégager les raisons de cette difficulté
d'interprétation pour le'est’ francais. Le champ sémantique du'est' cou-
vre des réalités discursives que 1'epsilon de t'ontologie refuse. L'ha-
bitude de fonder 1'interpré&tation du 'est' en termes de relations d*iden-
tité, d'appartenance, ou d'inctusion s'Ecarte de 1'acception de 1'ep-
silon. Que ce serait-il passé si la thforie des ensembles n'avait pas
&t "invent&e"? L'analyse de Ledniewski a &t& &laborfe dans une langue
bien différente, dans sa structure, du frangais. Le polomais ne connait
pas d'articles et Te 'jest' semble avoir une signification bien plus
précise que le ‘est'. Si nous introduisons cette modalité, c'est que
nous ne mattrisons pas le polionais. Cependant une remarque de Skolimow-
ski permet de penser que 1'interprétation du 'jest' n'est pas aussi
univogue que 1'affirme SXupecki (1955, pp. 13-14), Skolimowski &crit:

The copule ‘is' may be used in many different senses., Va-
rious usages and therefore various meanings of this term
were penetratingly analyzed by Ledniewski, who found about
twenty meanings of the term (in Polish). (Skolimowski,
1967, p. 9.

Enfin, une tentative de traduction de “D zdoniach jednostkowych® typu
"Agb® (Leéniewski. 1931, pp. 153-170) nous a permis de trouver des
propositions du type: "czlowiek jest ssakiem" dont 1'&quivalent ne peut

étre que *1'homme est un mammifére". S cela est correct, le'jest‘
n‘exprime pas sans autre l'epsilon de 1'ontologie; le'jest’ est plus
"fort". SYupecki conseille de remplacer les exempies anglais par leur
traduction latime. (S}upecki, 1955, pp. 13-14). Kiing tempére quelque
peu ce conseil.' ...the analogy between Les'niewskian'&' and the Latin
‘est'  does not hold in all respects: 'Homo est animal’is true, but in
terms of ontology ‘Homo is animat' is false [because wmore than onething
is a man}'. (Kiing, 1982, p. 171},

Insistons encore, Ledniewski n'a retenu qu‘une seule signification du
‘jest':song.
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Retenons pour 1'instant deux choses.

1] La preposition singuﬁére'ntb' connecte deux noms par 1'ep-
sllon't'. Les deux arguments appartiennent 3 la méme catégorie sémanti-
que: celle des noms N. Ceci distingue 1'epsilon de 1'ontologie de ceiui
de la théorie des ensembles qui &tablit une relation d'appartenance
et impose une distinction de type. (Dans les PM en tous les cas).

2} La proposition singuliére n'est vraie que si le nom du
premier argument'a' est un nom individuel et que ce nom individuel est

a) soit un des sous-noms du nom géndral "o qui posséde une extension
mafis ne la nomme pas;

b} soit un nom individue) B’ qui disigne le méme objet que celui dénotéd
par A,
Sinon elle est fausse,

Cette formulation n'est ni simple ni satisfaisante. Lesniewskf a &td
confrontd & la méme difficultd. Citons-le:

"Conveesations T held on various occasions nade ne belicve that vhe afore-
saded “sinzulac® propositions were not always undersiond as I intended them
to bt 11 was afien the case that the person 1 spoke ro failed 1o realize the
mezning in which | employed 1he symbol ”e” in my ontology, and he had
imzepriationsl difficuliics when trying ro bring this symbol iswvo some se-
sraic relation 1o vhe traditiomal syinhols of “matlwmatical fogic” and *the
thicory of sets”. Froin a theoretical point of view this satc ol alfairs put me
in an awtward position and T founi! myself sharing the diflieultics of all whom
cirenmntanees foree to express *in their own words” the meaning of primi-
tive terms in deductive theories of their making. [ brought such situations
to a close with or without success by employing various merhnds of approach
1o the intuitions of the person [ spoke to. Thus if one person might he con-
vinced by the face that T use the term “2” in such 3 meaning a3 1o satisfy the
abisve axiom of ontology, another would feel more satisfied on hearing thay
propositions of the rype »4 € B are cquivalent to corresponding propasitions
of the type "every A is B anil one object at the most is A”; if a thivd petson
was satisTied with the fact rhat in my cirreent language propesitions of the
wype A is B” are ¢quivalent to corresponding propositions of the type A4 is
une ol the vhivets 8 5o understood thar they temain valid also when Ais the
only object whichis 8, - yct anothee might hegin o grasp the semantic situa-
tion on being rald that T employ the syinbol %" in propositiens of the type
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* 4 B" in that meaniang in which I use the word *is” inpropositions belonging te
current kanguage such as *this man is long-lived”, *Rome is vliler than Warsaw®,
*the point of intersection of the lincs P and R is the centre of the circle K"

{Lesniewski, 1931, pp. 163-164; traduit in SJupeckf, 1955,

pp. 16-17}.
Avant de procéder & une présentation plus formelle, exposons encore
queiques exempies et tentons de faire voir les propriétés de 1'epsilon
de 1'ontologie. Considérons T1'intuition de Ledniewski et proposons l1es
valeurs de vérité des différentes propositions singuliiéres suivantes
en explicitant Tes raisons qui réglient 1'attribution de ljeur valeur
de vérité,

ex. 3: La baleine est un mammifire F

Cette proposition est fausse parce que le nom ‘baleine’ dans ce contex-
te ne dénote pes un objet unique. Elle reléve en fait d'une réduction
de Ta proposition affirmative oniverseile: "pour tout x, si x est ba-
leine, alors x est mammifére”,

ex. 4: Reagen est une baleine F

Cette proposttion est fausse parce que tout ce que dénote ie nom 'Rea-
gan' est &galement ce que déoote le nom ’baleine’, et le 40iéme prési-
dent des Etats-Unis n'est pas une baleine,

ex. 5: Le rond-carré est une figure géométrique F

Cette proposition est fausse perce que Te nom “rond-carré” n'est ni
un nom Individuel ni un nom général; c'est un nom vide, un nom qui ne
dénote pas quelique chose. Revenons sur le fait que Leshiewski ne veut
pas faire une théorie du monde. Admettre comme {1 le fait, un nom vide
n‘est pas ﬁne prise de position sur Te wonde, mats bien sur Ta fagon
d'en parler et de traiter les noms. Selon ce qu'on pense du monde, un
modéle, 1'expression singulidre est vrale ou fausse.

ex. 6: Reagan est Reagan oy
Cette proposition est vrate. Le nom 'Reagan’ dénote un objet, et cet
cbjet est bien lui-mime.
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ex. 6: Reagan est mortel. ¥

Cette proposition est wraie. Le nom individuel 'Reagan’ est un des sous-
rnoms du nom qui dénote ‘mortei’.

ex. 8: Jean-Paul Il est le 227éme pape., F

Cette proposition est fausse. Dans 1'histoire de Ta papauté, le nom
individuel 'Jean-Paul I1' ne dénote pas Te méme objet que celui dénoté
par le nom individuel 'le 22iéma pape’.

ex. 9: Reagan est le 40iéme président des Etats-Unis. ¥

Cette proposition est vraie. Le nom individuel ‘Reagan' est bien 1'ob-
Jet dénoté par le nom individuel *le 40idme président des Etats-Unis’,

pu travers de ces exemples, 1'on s'apercoit que le' est’ frangais n'ex-
prime pas taujours les propribtés que sous-tend 1'epsilon. Et lorsque
1'on affirme qu'il y a des situations ol Ya correspondance est conve-
nable, il est nécessaire d'en modaliser la portée, C'est la raison pour
laquelle SYupecki écrivait & propas d'une relation entre 1'eps{lon et le
Yis anglais:

...The meaning of the primitive term ' & ' in Lesniewski's
ontology makes it impossible to illustrate the schema A€B
by means of examples taken from the English language.
{S2upecki, 1955, p. 13/.

et nous ajouterons qu'il en est de méme des exemples en frangais si
interprétation proposée se veut conforme & 1'identité stricte, § V'
inclusion ensembliste ou & la relation d'appartenance, {(Mais est-ce

'est!

vraiment cefa que Te frangais exprime?} Cette liste n'est bien
siir pas exhaustive. Le “est’ dans le sens ‘Dieu est’ ou le ‘est mainte-
nant' de la proposition 'la communauté francaise de Montréal est plus
importante que celle de Marseille' sont des exemples qui ne correspon-
dent pas au schéma de la proposition singuliére, Tout comme la proposi-
tton 'la lune est pleine'. Une ‘traduction’ possible wais inélégante
de la proposition vraie est:

"(elui-13, désigné par un nom individue'lsﬁ: est un de ceux-13 dénotds
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LI |
par un nom général b: Agb" au
"Celui-13, dEsigné par un nom individuel ‘A, est celui-ci désigné par
un nom fndividuel'g: At8*,

On peut &tre surpris de voir apparaitre le nom vide dans le
commentaire de 1'exemple 5. Nous avons distingué d'une part le nom
individue?, d'autre part le nom général. L'ontologie propose plus; elle
permet 1'inscription du (des) nom{s) vide{s). Le nom vide est un nom
qui ne dénote rien; c'est un nom qui ne désigne pas quelque chose. Nous
verrons comment i1 est possible de le définir formellement.

Complétons donc le schéma de la page 273:

e o )
-I.l’

e — 2 =)

C —» 03

D/

E —m £ ~ rien!

Lejewski a inventé une table ontologique extrémement astucieuse. Elle
permet d'illustrer d'une part la nature des noms, et, d'autre part les
relations possibles de tout couple de noms, (Lejewski, 1958, p. 155).
Hous 1'utiliserons & plusieurs reprises. Dans cette table, un et wun
seuyl objet nowmé par un nom individuel est représenté par un cercle
noir, L!. Plusieurs abjets, chacun desquels est nommé par un nom géné-
ral est représenté par un cercle blanc, I2. Aucun cercle ne sera utili-
sé dans le cas du nom vide L3.

a a il
1.1 1.2 [.3

3. L'AXIOME DE L°ONTOLOGIE

Des quelques exewples et remarques qui précédent, tirons les
propriétés de 1'epsilon de la proposition singuliére.
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"Agb "’ est vraie, si et seulement si,
1. A est 'non vide' (A dénote, désigne un objet au moins)
2. A est 'unigue’ (A désigne un et un seul objet}

3. Tout ce qui est A est aussi b. {5i'A*dénote un objet, objet £gale-
ment dénoté par' bi alors A’ est un des sous-noms de'b.)

11 est temps de présenter plus formellement Ta signification
de 1'epsilon. Pour ce faire, nous choisirons un des axiomes qui peut
fonder 1'ontologie, celui que proposait Lefniewski en 1920, (Lesniewski,
1930, p. 114},

A Aab.2: 38, BeR. D, DeA. CeA0DeC: | B, DeasDeb’

De maniére plus globale, cet axiome est une thése, la premiére propre-
ment ontologique. C'est d'ajlleurs une proposition qui posséde la struc-
ture formelle d'une généralisation. Son essence est une fonction équi-
valentielle dont le premier argument consiste en une proposition singu-
liére et le deuxiéme en trois conjonctions.

Explicitons cet axiome en le décomposant en trois implications:
1. A" Acboo 38,"BeA "

2. _Ab " Aeb.> 0, DeA-crasDec™ T

3. oAb " A2 0, DA 0 0007

La premiére implication impose 1‘existence de ‘A’ Si'A’est'b, alors
2" n'est pas le nom vide (A dénote au moins un objet}. L'wpsilon porte
en lui une dimension existentielle. Le probléme de 1'extstence dans
1'ontologie doit &tre considéré avec beaucoup de précaution; nous en
reparierons. La deuxiéme implication inscrit 1'unicité de A, $i’A’est
‘v, alors pour tout D et'C) si'D est'A et’C'est’A, alors' D est identique
§°C. Enfin, la troisiéme implication impose une 'convergence’ de tout
ce qui peut 8tre’A': tout ce qui est'A’est &galement'b.
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avb a\ Jb a@b a@ b

Afnsi, la proposition singuliére ‘aeb’ est vrale, si et seulement si,
elle correspond aux situations représentées par les diagrammes [I1.1
ou I1.3; elle est fausse autrement,

Leéniewski propose deux écritures différentes de cet axiome.

(A a)::efAal .o ~((B).~(E1BAY)) ». (8C): C{BA} .L1CAY. 2. €1BCY: . {B): £1BAY
(Lebniewski, 1930, p. 114}  -2¢183
A, S ead p(+ (8, (188 Php(e,"b-tqle BAYC AL ) elBa ' B, D -
{EtBAYEEBAY) 1Y
{Lesniewski, 1930, p. 115)

Comme dans Ta protothétique, les fonctions de 1'ontologle sont des ex-
pressions composées d'un foncteur sulvi de parenthémes{s), par exemple.
etAal (nous 1'avons présenté sous 1a forme' Ac2). Le contenu de ces deux
axiomes est Te méme. Ils différent uniquement par le choix de leur re-
présentation &crite. Le premier, non conforee 3 1'&criture rigoureuse
de Les’niewski. procure une lecture un peu plus aisée. Le second répond
aux canons de 1*&criture de Ledniewski.

La premiére conjonction du deuxiéme argument de 1'essence de 1'axiome
peut se transformer: .._B_.'nlstk}-"_, ,_33_:-8;&1. Cette transformation doit
toutefois &tre considérée avec prudence. Elle consiste en effet en une
sbréviation: 1'expression » B~ s'écrit 38,. C'est bien 13 seule abré-
viation -et non pas ume définition- que nous utiliserons. 11 s'agit
simplement de 1'expression simplifiée d'une forme complexe.

Wenn man iiber den 'partikuliren' Quantifikator verfligen
wilrde, was in meinem System nicht der Fall ist..., kbnnte
man im Axiom statt " a{( B).~ {€¢4BAJ }}" einfach "(3B).
e BA} " schreiben. (Leshiewski, 1930, note 3, p. 114),
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Lorsqu'on dispose du gquantificateur particulier, ce qui
n'est pas le cas dans mon systéme, on peut écrire dans
axiome simplement (¥B}. #{AB} " au lieu de

"oee{ (B}~ (€LAB) H)V.

Ledniewski n'a formulé aucune régle d'introduction de quantificateurs
{"was in meinem System nicht der Fall ist..."), et c'est bien Ta raison
pour Jlagquelle nous parlons d'abréviation et non pas de définition ou
d'introduction du quantificatewr existentiel.

On peut avec SJupecki (1955, p. 10, note 11) s'interroger sur les rai-
sons gqui ont conduit Lesniewski & me pas introduire de quantificateur
ex{stentie] autrement que comme une simple commodité d'écriture, Sebo-
cinski répond & cette question (1960, p. 68, note 3). Lesniewski dési-
rait introduire dans ses systémes non seulement un quantificateur exis-
tentiel particulier, mais tous ceux gqu'il serait possible d'obtenir;
par exemple les guantificateurs sé€lectifs (3 lxl {1) existe un seul
Xaeisls (321(} {i) existe deux x,...), ... . Un peu & }'imege des caté-
gories sémantiques qui apparaissent progressivement dans un systéme,
il aurait blen voulu admettre 1'introduction de quantificateurs de na-
tures différentes; en fait tous ceux qu'il est possible d'imaginer,
tels le ‘game quantifier' (Barwise 1977) ou les 'branching quantifiers'
{Barwise, 1979). Ces découvertes récentes aurajent également dif entrer
dans le champ des quantifications possibles.

Leshiewski aurait bien voulu formuler une directive relative & la quan-
tification, directive susceptible de régler 1'inscription de quantifi-
cateurs de natures différentes. 11 n'a pas réussi a la formuler de
meniére satisfaisante; i1 a donc préféré se passer de cette directive.

3.7, LA PROPOSITION

Nous parlons sans cesse de proposition, ce qui n'est pas surprenant
dés lors que 1'on sait qu'une ontologie se construit sur la protothéti-
que. Les théses de la protothétique sont indispensables pour contrdler
le mécanisme démonstratif de 1'ontologie. L'analogie avec un calcu?
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des propositions qui se prolonge dans celui des prédicats est suffi-
samment explicite pour ne point développer davantage cet aspect. Ajou-
tons que ce prolongement de Ja protothétique n'a été réalisé qu'en a-
joutant un nouvel axiome, et comme nous le verrons, en renforgant les
régles d'inférence {définition ontologique et extensionnalité ontologi-
que), et en proposant de nouvelles expressions linguistiques dont la
catégorie sémantique n'est plus nécessairement fonction de la catégorie
de base S, mais é&galement de }a nouvelle catégorie sémantique des noms,
N, ou des deux. Parler de propositions et plus spécifigquement de propa-
sitions singulidres, détermine au travers de )'axiome la catégorie sé-
mantique de 1'epsilon dans ‘Aeb’' (conformément 3 1'é&criture de LeSniew-
ski: etabd’ ).

- Atb est de la catégorie sémantique des propositions, 5.

- A et b sont de la catégorie sémantique des noms, N.

- € st donc un foncteur formateur de proposition & deux arguments
nominaex.

€ : S/NN

Une derniére remarque s'impose. La catégorie sémantique des noms K dans
I'ontologie constitue une catégorie sEmantique & part entiére. Le fait
de pouvoir parler de noms individuels, généraux ou vides n'ajoute rien
3 la notion de catéqorie sémantique. Tout now, gu'il soit individuel,
généra)l ou vide remplit le méme rble grammatical. De ce fait, nous au-
rions trés bien pu proposer un axiome qui n'opére pas la distinction
entre )a notation des noms individuels (inscrits en majuscules) et cel-
le des noms généraux (inscrits en minuscules), L'analyse de Ja signifi-
cation de 1'epsilon et de la proposition singuliére dans )'axiome suf-
fit & fournir cette distinction. La concrétiser dans }'écriture de !'a-
xjome offre une compréhension plus immédiate des théses de )'ontologie.
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4, REGLES D'INFERENCE DE L'ONTOLOGIE

4.1, PREALABLE

Nous nous contenterons d'expliciter les régles d'inférence
de 1'ontologie sans les ddcrire avec la précision et la rigueur propres
i Lesniewski et ceci pour deux raisons. L'une est que nous voulens pri-
vildgier une prédsentation simple et schéwatique; nous pensons qu'elle
est de nature & permettre une meitleure compréhension tout en conser-
vant une valeur opératofre. L'autre est plus profonde; le mécanisme
précis des régles d'inférence de la protothétique présente une grande
parenté avec celui des régles de 1'ontelegie. Les inscriptions de réfé-
rence ne sont certes pas toujours les mémwes, mais le "jeu' des paren-
théses, par exemple, ou les conditions algorithmiques qui réglent 1'
tnscription d'une thése sont en accord complet avec les caractéristi-
ques opératoires développées dans les chapitres précédents. Les régles
d'inférence de la protothdtique sont ainsi & considérer comme un modéle
da référence pour les régles de 1'ontologie.

tes directives de 1'ontologie sont au nombre de sept:

1) directive de définition ontologique de type protothétique
2) directive de définition ontologique de type ontologique
3) directive de distribution des quantificateurs

4) directive de dé&tachement

5) directive de substftution

€) directive d'extensionnalité de type protothétique

7) directive d'extensionnalité de type ontologique.

Certaines d'entre elles sont semblables 3 leur analogue de la protothé-
tique, & la différence prés qu'elles s'appliquent & des théses préala-
btement inscrites de 1'ontologie., Hous ne les développerons donc pas.
D'autres subiront des modifications profondes; nous les présenterons
avec soin, mais sans détails excessifs.
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Die Bedingungen 1 und 3 - & sind hier den Bedingungen
i - 5 der Vorschrift, betreffend die Kenstruktionsmethode
des Systems der Protothetik, entsprechend analog, w&hrend
die Bedingungen 2 und 7 meinem System der Ontologie eigen-
téémliich sind. (Ledniewski, 1930, p. 128}

Les conditions 1 et 3 - 6 sont ici les conditions ! - §
(d;0,¢,8 .x ¥ des directives correspondantes concernant
la méthode de construction du systéme de la protothétique,
alors que les conditions 2 et 7 de mon systéme de !'ontolo-
gie sont caractéristigues.

4.2, LA DIRECTIVE DE DETACHEMENT

Cette directive opére avec des théses de 1'ontologie, mais
le mécanisme qui régle la transformation ne considére que 13 structure
propositionnelle des théses en présence, La formulation de cette direc-
tive reste donc la méme que celle présentée précédemment, (p.129 }.

4.3. LA DIRECTIVE DE DISTRIBUTION DES QUANTIFICATEURS

Lorsque nous présentions cette directive dans le cadre de
la protothétique, (pp.103-105), nous avons insisté sur e fait que cet-
te régle ne précisait jamais la catégorie sémantique des variables qui
correspondaient aux lieurs distribués. Seule ta propriété d'étre une
variable importait. Nous pouvons donc importer cette directive dans
'ontologie sans modification, sinon celle de 1'appliquer aux théses
de 1'ontologie.

Exemple:
-
Ax : (Ab, Aeb.z: 3B, BeA ' 0C,” DeA-CeAsDeC’ . D DeAsDeb™
. L r r..n r - " Ty
E o A b, M xb” 387 68eA™ D6 DeA-Censnec®. 0 Deas0eh
Ax. dist.
4.4, DIRECTIVE DE SUBSTITUTION

Les conditions générales de cette directive sont les mémes
que celles présentées dans la protothétique (pp.211-224 }. Ledniewski
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offre cependant une explication terminologique nouvelle, spécifique
& 1'ontologie, ce qui n'est pas le cas pour les deux directives précé-
dentes. En fait la formulation des conditions qui réglent la substitu-
tion dans la protothétique, T, E. XLVII, (Lesniewski, 1929, pp. 73-74),
est 'quasi' équiforme & celle des conditions qui réglent la substitu-
tion dans 1l'ontologie, T. E. XLVII®, {Lesniewski, 1930, pp. 120-121).
Elles différent par seulement quatre spécifications. L'une d'entre el-
les présentent la nature protothétique (respectivement ontologiquel
des constantes. Une autre spécifie la nature protothétique {respective-
ment  ontologique) des fonctions. Enfin les deux dernféres informent
de la nature protothétique (respectivement ontalogique) des catégories
sémantiques qui entrent dans le jeu de la substitution,

4.5. LES DIRECTIVES DE DEFINITION

L'ontaolagie contient deux types distincts de définition; 1'un
est protothdtique et ]1'autre ontologique. Cette dichotomie s'explique
par le fait que ce systéme contient deux catégories sémantiques primi-
mitives: la catégorie des noms, N, et celle des propositions, S. Décri-
vons 1'ensemble de toutes les catdgories sémantiques de 1'ontologie

de maniére récursive:
1. S, N, sont des catégories sémantiques.

2. %1 Cet C1,...,(n sont des catégories sémantiques, alors
c/C1c2...Cn est une catégorie smantique; i) s'agit de celle qui
qui posséde n arguments de catégories C), respectivement C2,...,
respectivement Cn, et qui engendre la catégorie {,

3. Rien n'est une catégorie sémantique sinon par ce qut précéde.

I1 est intéressant de remarquer que 12 description de la catégorie sé-
mantique d¢'une constante définie permet de reconnaftre si elle est de
type protothétique ou de type ontologique. Pour ce faire, i1 suffit
d'observer la premiére occurrence de la description de Ta catégorie con-
sidérée; s’il s'agit de S, alors nous sommes en présence de la ré&alisa-
tion d'une définition de type protothétique,
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premiére occurrence {S/M}.../...
—_—

s'i1 s'agit de N, alers nous sommes en présence de la réalisation
d'une définition de type ontelegique,

premiére occurrence {EISNI.../... .

4.5.1. DIRECTIYE DE DEFINITION DE TYPE PROTOTHETIQUE

A est yne thése résultant de Ta directive de définitien de
type protethétique relatfvement & ce que le systéme contient, si

1. A est une généralisation.
2. L'essence de A est une fonction équivalentielle.
L -
——, F1zF2
3. Le premier terme de A est une expression bien formée du systéme

en fonction de ce qu'il contient actuellement. I1 s'agit du defi-
niens.

4, te deuxidme terme de A est une fonction constante (réguliére ou
paramétrée). I1 s'agit danc d'un terme constant suivi d'un (ou de}
parenthime({s). C'est le deffniendum.

5. Le terme constant d&fini dans le definiendum n'est pas équiforme
3 un terme de méme catégorie sémantique.

6. Les mots du definiendum ne sont pas répétés,

7.  Les arguments du {des} parenthéme{s} du definiendum sont tous
des variables qui possédent un lieur éguiforme dans le quantifica-
teur de 1a généralisation A.

8. Le definiens contfent des variables Tibres &quiformes aux variables
du definiendum, et seulement celles-1a,

9. Le choix des parenthéses symétriques du definiendum est fonction
d'un jeu de ‘bonne écriture’ en tout point semblable 3 celui pré-
senté dans la protothétique {pp.189-191),
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SCHEMA GENERAL

I‘é . " ‘* [ [}a]
A Ve v]”'vn. vy ¥y “""j”"rj
‘ r LN —
definiens avec definiendum
variables libres
\"],...\‘n

4.5.1.). EXENMPLES DE DEFINITTONS ONTOLOGIQUES DE TYPE PROTOTMETIQUE

Avant de proposer quelques d&finitions, nous reproduisons
la table ontologique de Lejewski {1958, p. 155); elle est de nature
& faciliter la compréhension des nouveaux termes d&finis.(Voir page 280)

b4

[ 1.2 13

YWE®
VRYAVAY,

g9 8 @
bd B/ \d N/
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Four des raisons de compréhension, nous nous autorisons &
utiliser des é&critures hybrides qui faciiitent 1a lecture ontologique
des expressions définies ou démontrées. Nous &crirons donc 1'expression
L&q;Fﬁtb:&t§1 au Tieu de 1'expression rigoureuse L&Q,rQ[Sinblt!AA!i1.
L'axiome de 1'ontologie, dans son écriture rigoureuse, justifie quelque
peu ce choix:
0V | Aa dleina) gl B, ~( e8M Mol 8C," q-(qtz:-gﬁpg:: ) :‘tf;:\g’a‘ oy
Bien que nous n'utiliserons pas systématiquement i1a forme rigoureuse
de ia proposition singuliére.‘etﬁa\ﬂ retenons cependant ie choix des
parenthéses symétriques; ce choix interviendra nécessairement chaque
fois que nous définirons un foncteur formateur de proposition A& deux
arguments nominaux ainsi que des foncteurs formateurs de proposition
4 un ou 3@ plus de deux arguments nominaux; |'empiol de ces parenthédses,
en relation avec ces dernidres “catégories®, ne reléve pas d'une néces-
sité, il s'agit simplement d'une fagon de systématiser certains résul-
tats afin de mieux les recomnaitre. Nous avons agi de méme lorsque nous

inscrivions des foncteurs formateurs de propasitions 3 arguwents propo-
sitionnels.

I TAF P
catégorie sémantique: S/N
11 s‘agit bien d'une bonne définition:
- le definiens est une expression bien formée du systéme;

~ 1a variable libre du definiens est é&quiforme & 1a variable libre du
definiendum;

- le lieur du quantificateur général de D) Tlie 3 Ta fois la variabie
libre du definiens et celle du definiendum;

= le definiendum est une fonction réguiiére bien formée;

- le foncteur constant ! n'est pas &quiforme & un terme constant de
méme catégorie sémantique;
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- cette dafinition introduit um foncteur constant dont la catéqorie
sémantique S/N n'apparaissait pas encore. Le choix des parenthéses
symétriques du parenthéme du definiendum était donc 1ibre. Afin de
systématiser les résultats, nous avons choisi des parenthéses symé-
triques équiformes a {,} . Cecl ne génére aucune confusion.

Letture de t{a} : les a existent

ou
11 existe au moins un a.

Une proposition de ce type est vrale, si et sevlement si, 1'une des

situations représentées par les diagrammes 1.1 ou 1.2 est rgalisée;

elle est fausse autrement.

-

02 : a, ._Bgraga.tta.aﬂee zafat

catégarie sémantique: S/N

I1 est nécessaire d'inscrire ici des parenthéses symdtriques équiformes
& .} . En effet, la catégorie sémentique S/N apparait d&ja dans le
systéme (M), [1 est donc nécessaire de respecter 1'écriture choisie
préalablement.

Lecture de  -»fa} : i1 existe au plus un a.

Une proposition de ce type est vraie, si et seulement si, V'ume des
sitvations représentées par les diagrammes [.1 ou 1.3 est réalisée;
elle est fausse autrement.

. roor, S al
D3 : A T bl Ab 2 414)
catégorie sémantique: S/N

Lecture de 118 ;i) existe exactement un A,

Une proposition de ce type est wraie, s et seulement si, Ta situation
représentée par le diagramme 1.1 est réalisée; elle est fausse autre-
ment.

. L o
D4 : a8, AtB.BeA .5+1AB}

catégorie sémantique: S/NN
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Le foncteur constant = est d'une catégarie sémantique qui apparait déja
dans le systdma [axiome). 11 est donc nécessaire de respecter )'écritu-
re des parenthéses symétriques préalablement choisie.

Lecture de ={a\8k : A est identique & B, 11 s'agit de 1'iden-
tité& singulidre.

Une proposition de ce type est vraie, si et seulement si, la situation
représentée par le diasgramme J1.1 est réalisée; elle est fausse autre-
ment.

r -
05 : _AB, AtA.BeB.~{=1AB)):5y AB
catégorie sémantique: S/NN
Lecture de #ABy A et B sont des individuels différents.

L'opérateur = ayant &té défini préalablement, D5 est bien une bonne
définitian,

06 : _ab" A AcazAeb zofabl '
catégorie sémantique: S/NN
Lecture de ofab} : a égale b. 1)1 s'agit de 1'égalité faible.

Une propasftion de ce type est wraie, si et seulement si, 1'une des
situations représentées par les diagrammes 71.1, 71.9 ouv IL.16 est réa-
lisée; elle est fausse autrement.

-
D7 : ,ab, 36, 6ea .6, Geaseb .= glath”

catégarie sémantigue : S/HN

Lecture de oiab} a est fortement &gal 4 b,

Une praposition de ce type est vraie, si et seulement si, 1'une des
situations représentfes par les diagrammes I11.1 ou 11.9 est réalisée;
elle est fausse autrement.

2N



08 : (ab, A, Atas Atb = Clath'
catégorie sémantique: S/NN
Lecture de c{ab} : tout a est b, (inclusion faible).

Une proposition de ce type est vrafe, s et seulement si, 1'une des
situations représentées par les diagrammes 11.1, I[1.3, 11.8, I1.9,
11.10, I1.15, ou 11.16 est réalisée; elle est fausse autrement,

D9 : ab, '-éG"'—qul .._G_:-Gcaa(itl;' .5 Clabl
catégorie sémantique:  S/NN
Lecture de tiabl : chague a est b, (inclusion forte).

Une proposition de ce type est vraie, si et seulement si, 1'une des
situations représentées par les diagrammes 11.1, 1I1.3, I1.9 ouw I1.10
est réalisée; elle est fausse autrement.

T L

DI0:  _ab, 36, Gea.Geb = atab)”

catégorie sémantique:  S/HN

Lecture de atact : quelque a est b, (inclusion partielle},

Une proposition de ce type est vraie, si et seulement si, 1'une des
situations représentées par les diagrammes 1[.1, I1.3, iI.4, 1I1.10,
I1.11 ou II1.12 est réalisle; elle est fausse autrement.

fous nous sommes contentés de ne présenter que des foncteurs formateurs
de groposition & arguments nominaux. I1 est bien sir possible d'en in-
troduire d'autres.

oi:  f, 3 a2t el

C'est une bonne d&finition. Le systéme compait une constante de la ca-
tégorie 5/M; i1 est donc possible d'introduire des variables de cetie
catégorie-14, Le fonCteur constant ! appartient, ici, & la catégorie
sémantique des foncteurs formateurs de proposition & un argument de
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la catégorie 5/N, sa catégorie est donc S/(S/N). Le foncteur constant !
bien qu'équiforme au foncteur ! de la catégorie S/N, n'est pas équifor-
me & une constante de méme catégorie sémantique. Les perenthéses symé-
triques du parenthéme de la fonction !{f‘ ne crée aucune confusion.

Les onze foncteurs constants définis, D1 - D11, sont des foncteurs de
fonctions réguliéres., MWais la régle de définition de type protothétique
permet E&galement d'introduire des foncteurs constants de fonctions pa-
ramétrées.
r -
Dr2; S b s £404{ Al
e N

definiens definiendum
11 s’agit d'une bonne définition.
g{bHA’l 1 est de la catégorie sémantique des propositions, S

ol : est un foncteur variable qui opére sur un unigue argument
nominal. 11 est donc de la catégorie sémantique des foncteurs
formateurs de propositions & um argument nominal S/N. Lle
choix des parenthémes symétriques équiformes & 1,} était donc
nécessaire.

(3 i est un foncteur constant qui opére sur un argument nominal,
t est de la catégorie sémantique des foncteurs formateurs
de foncteurs formateurs de proposition & un argument nominal,
& un argument nominal (S/N)/N. Le choix des parenthémes sy-
métriques équiformes & 4,¥% , ne crée sucune confusion. Le
terme constant équiforme & & ne crée aucune confusion. En
effet, 1'epsilon €& dans D12 n'est pas de la méme catégorie
sémantique que 1'epsilon & dans 1'axiome de 1'ontologie.

Considérons |'exemple suivant:
Asb ¢ Girardet est cuisinier; A/Girardet, b/cuisinier

tibAl  : est -cuisinier- Girardet
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Paraphrasons cette expression:
Girardet cuisine.

Cet opérateur’6' est particuliérement intéressant: appliqué & un nom,
i1 détermine un nouvel opérateur que 1'on peut assimiler 3 un verbe,
‘est -cuisinier-* = ‘cuisinel A ce propos, il est intéressant de lire
Henry, {1972, pp. 42-43) et Kiing, (1981, pp. 172-173).

4.5.2. DIRECTIVE DE DEFINITION DE TYPE ONTOLOGIQUE

Cette nouvelle directive permet de définir des noms, ou des
foncteurs aqui forment des noms, ou des foncteurs qui forment des fonc-
teurs qui forment des noms, etc... . Avant de la formuler, i) est né-
cessaire de donner quelques éléments terminologiques.

PREMIER ARGUMENT ONTOLOGIQUE

A est le premier argument ontologique de B, si et seulement
st,

1. B est un parenthéme.
2. A est un argument analogue 3 1'argument a d'un parenthéme é&quifor-
me & fabl.
DEUXIEME ARGUMENT ONTOLOGIQUE

A est le deuxiéme argument ontologique de 8, si et seulement
si,

1. B est un parenthéme,
2. A est un argument analogue & 1'argument b ¢'un parenthéme &quifor-
me & fab).
SUJET
A est le sujet de B, si et seulement si,

1. Le premier mot de B est &quiforme 3 &,
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2. 11 existe L, A est le premier argument ontologique de C
et

E est le complexe des mots formé par le
premier mot de B suivi de C.

Cette terminologie est empruntée & Les'niewsk'l, {1930, p. 122 T.E.LI.).
I1 utilise 1'expression A€ Shjct(R).

PREDICAT

A est le prédicat de B, si et seulement si,
1. Le premier mot de B est &quiforme ¢

2. il existe C, A est le deuxidme argument
ontologique de C
et

B est le complexe des mats formé par le
premier mot de B suivi de C.

A £ Prdct(B), (Le§n1euski, 1930, p. 122, T.E. LI1.).
Exemple
t{Ab}
tPrédicat
Sujet
FONCTION ONTOLOGIQUE

Comme nous 1'avons fait dans la présentation de la protothé-
tique, nous opérerons une distinction entre une fonction ontologique
réquliére, et une fonction ontologique paramétrée.

F est une fonction ontologique régulire, si et seulement
si,

1. F est le complexe formé d'un terme suivi d'un parenthéme,

2. F est un ingrédient d'une expression qui est de la catégorie des
noms.
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Exemples
£': tiAmcar})
e

F' est une fonction réguliére

E*:  g{feaars bT}

F* est |uﬂe fonction réguiiére

| S—
0 est une expression de 1a catégorie
sémantique des noms.

F est une fonction ontologique paramétrée, st et seulement si,
1. F est le complexe formé d'un terme suivi de plus d'un parenthéme.

2. F est un ingrédient d'une expression qui est de la catégorie séman-
tigue des noms.

Exemples
E" e{A ngax <by<cr]
\—.—\(—J
l Fv I
F.V

F" et F*” sont des fonctions ontologiques paramétrées.
De maniére informelie, nous utiliserons la formulation suivante

Aeb au ltev de  giAbY

At~ <by au lieu de  gjA -~ <b>)
etc...

4.5.2.1. FORMULATION DE LA DIRECTIVE DE DEFINITION ONTOLOGIQUE
DE TYPE ONTOLOGIQUE

A est une thése résuitant de 1a directive de définition de
type ontologique, relativement & ce que le systdme contient actuelle-
ment, si
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8.

A est une généralisation
- -
[ W) —_—
L'essence de A est une fonction équivalentielle
| o nl
T -_—a
Le deuxiéme terme de A est une proposition singuliére -c'est le
definiendum-,

- -

Le sujet du deuxiéme terme de A est une variable qui posséde un

lieyr équiforme dans le quantificateur général de A.

-y
‘-!_-_-.l_ ﬁhl._.

Le prédicat du deuxiéme terme de A est soit une constante, soit
une fonction ontologique constante.

By mAes”
ou
A N PP 5

Les mots du deuxiéme terme ne sont pas répétés.

Les arguments du {des) parenthdme(s) du prédicat du deuxiéme
terme de A sont des variables qui possédent des lieurs qui leuwr
sont associés dans le quantificateur général de A
- -
LAV ey —sA E *={v].. Yy )r:...{vk..vn‘,
11 extiste C, C est le premier terme de A ou ([ est
une conjonction du premier terme de A
et
le sujet de C est une variable équiforme ay
sujet du deuxidme terme de A
- _ -
WA eov g Re- 2 ARt dy v ey vy
ou

i T * o) !
L‘“I”‘vn.; Ac- ., .£. Ae yl..vj‘,-...(vk..vn}
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9, Le premier terme de A constitue le definiens, c'est une expression
bien formée du systéme en fonction de ce qu'il contient actuelle-
ment

10. Le definiens conrtient des variables libres. Elles sont Equiformes
& celles du definiendum, et chacune de celles-13 est représentée

dans le definiens.
-

I”"vn.i. e vy vy Foodyvy

11. Le terme tonstant du definiendum n'est &quiforme & aucune constan-

A “A
WAV ey, ACB

te de 1a méme catégorie sémantique.

12. 51 le prédicat du deuxiéme terme de A est une fonction ontologi-
que, alors les parenthéses symétriques de ses parenthémes se choi-
sissent de maniére & ne créer aucune confusion. Les conditions
gqui réglent le bon choix des parenthéses sont semblables 3 celles
qui ont &t& exposées pour les systémes de la protothétique.

Avant de donner quelques exemples, rappelons quelles sont
les parenthéses symétriques qui ont &té utilisdes jusqu'ici dans 1'on-
tologie. Nous 'ignorerons' quelque peu celles qui caractérisent 1a pro-
tothétique. L'axiome de 1'ontologie propose une forme unigue, § ,} ,
dans des expressions du type ¢{ab} . Les définitions D1-DI0 conservent
soit par obligation, soit par choix, des parenth@ses symétriques &qui-
formes 3 {, 1, dans des expressions telles que —=}al,.(S/N), ou
# LAB}, (S/NN}, La définition D1 offre des parenthéses symétriques
equiformes 3 {4 . ¢ {7} ,(S/ES/ND), et 1a définition D12 inscrit dans
la fonction paramétrée des parenthéses symétriques &quiformes & 4.p .
edobr{ Al , (S/NIN.

Rappelons enfin que le choix des parenthéses symétriques est }ié au
nombre des arquments des parenthémes qui lui est associd ainsi qu'd
la catégorie sémantique de ces arguments.
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4.5.2.2. EXENPLES DE DEFINITIONS DE TYPE ONTOLOGIQUE

D13 : A TAtA.w(ACA).5A ¢ A" o

A, CEAAL ol eiARY ). 2. clAAYY

I1 s'agit bien d'une 'bonne définition'. Le definiens est ume conjonc-
tion de deux expressions bien formées constryites sur la base de ce
que le systéme contient actuellement. Une des conjonctions est équifor-
me 5 'Aed’ et 'A" est bien le sujet du parenthéme du definiendom. Le prédi-
cat du definiendum est un terme constant de la catégorie s&mantique
des noms, N.I1 n'est &guiforme & aucun terme constant de méme catégorie
sémantique. Les mots du definiendum ne sont pas répétés. Le jeu des
variables est en accord avec les conditions énoncées précédemment.

Lecture de AsA: A est le nom vide
A est le nom qui ne dénote rien
A est Te nom contradictoire
A est le nom qui ne dénote pas queique chose,

014: A Aeksaey’

11 s'agit d'une bonne définition. V est de la catégorie sémantique des
noms, N.

Lecture de AgV: A est un nom d'objet
¥ est 1e nom universel.

D15:  Ab AeA.w(Ach).zhemcts

Le prédicat du definiendum est une fonction ontologique régulidre. Le
foncteur ontologique constant 4 n'est pas &quiforme 3 une constante
de méme catégorie sémantique. Le foncteur ontologique constant A opére
sur un parenthéme d'une argument nominal. Comme i1 s'agit d'un foncteur
ontologique nous ne pouvions pas choisir des parenthéses symétriques
équiformes & {,} . Si nous 1'avions fait, nous aurions attribué 3 .. la
catégorie sémantique S/N, ce qui n'était pas notre intention, o est
de la catégorie sémantique des foncteurs formateurs de noms & un argu-
ment nominal N/N.



Lecture de Azme¢hy : A n'est pas b

Nous wontrerons plus loin que cette proposition n'est

pas &quivatente & . (Agh),
D6 Ajab AcA. Aca. Atb:shAtmcabs”
Le prédicat du definiendum est une fonction réguli&re. Le foncteur on-
tologique constant opére sur un parenthéme % deux arguments nomwinaux;
il est de la catégorie N/NN. Cette d&finition introduit donc une caté-
gorie sémantique nouvelle. Le choix des parenthéses symétriques &qui-
formes & ¢,>» permet une fois de plus de systématiser les résultats,

Lecture de Agn<ab> : A est aeth
niab> est un nom

ex.: Ce pull est bleublant

catégorie sémantique: N/NN

Cette définition est iniéressante & plus d'un &gard., Notamment, elle
met en &vidence Ta richesse de 1'ontologie, I1 s'agit d'un langage bien
plus subtile et plus perfarmant que le calcul des prédicats pour expri-~
mer les nuvances grammaticales de la langue. le calcul des prédicats
ne connait que ia conjonction propositionnelle.

ex.: Son pull est blanc sOn chapeau est noir.

5758,

11 est possible, dans 1'ontologie, de distinguer ces deux conjonctions,
comme il est encore possible d'en inscrire de toute nature sémantique.

ex.: Jean desire partirmurir

N/{S/N)(S/N)

Lorsque nous finscrivions la dé&finition D12, nous avans montré que le
foncteur variable &4 bl appartenait & la catégorie sémantique S/N.
Nous avions ators qualifié ce type de foncteur, de ‘verbe'.
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ex.: Pierre est un dtudiant : Aghb

£ otiay
i

Pierre &tudie

Montrons la transformation inverse., Dans 1'ontologie, comme dans la
protothdttque d'ailleurs, il est possible, lorsqu'une catégorie séman-
tique est dé&j§ représentde par une constante, d'fnscrire une variable
de cette catégorie.

Posons la définition suivante:
r
017 : AP, AeA. PiAL .z Agstsfd 1Y

Nous empruntons & Sobocinski (1967, p. 194} 1'expression du fontteur
‘stsf' (il doit étre considérd comme un mot); {1 s'agit de 1‘'abrévia-
tion du verbe ‘'satisfy'. Henry utilise 1'expression 'trm' pour dési-
gner le méme opérateur (Henry, 1972, p.42). Le foncteur 'stsf' forme
un nom & partir d'un foncteur formateur de proposition & un argument
nominal, N/{S/N). 11 s'agit d'une catégorie que le systime ne conpait
pas encore. I1 &tait donc ndcessaire d'introduire des parenthidses de
manidre 4 pe créer aucune confusion, Elles devalent notamment étre dif-
férentes des parenthéses §.} et £,y .

Amalysons cette d&finition et pour cela considérons dans une
approche présémantique une constante de la catégorie S/N, 9 par exemple.
Attribuons a § Ta valeur du verbe cuisiner,

0: (A ACANIA}.z.Aestsfiyy " 017, Wy

Le premier terme de 1'essence de D exprime: A existe et A cuilsine. Le
prédicat du deuxidme terme de D, stsf{[} est un nom; il s'agit du nom
de "qui fait acte de cuisiner", “"qui satisfait le fait de cuisiner”,
c'est-3-dire, “cuisinier". Le deuxiéme terme de 1'essence de D exprime
donc: A est cuisinier,

Proposons la définition d'une fonction ontologique paraméirée,

301



-
018 Abe, AlA.A(b.Mc.aMtqb?<c>-';

< o

oAbg, ={oleiam pleiAbief Ach))elAcebracy )

La succession de deux epsilons é&quiformes parait &range dans 1'écritu-
re traditionnelle du deuxiéme terme de DI6. L'analyse de 1a catégorie
sémantique de ces termes monire que cette fagon de faire est totalement
en accord avec Ta régle de définition et qu'elle ne provogue aucune
confusion,

Soit At abyccy £ Avabrecr

A, b, ¢ sont de la catégorie sémantique des noms M; Ta structure formel-
le du definiens donne cette information.

E4br<c> est de la catégorie sémantique des noms N; c'est le prédicat
du deftniendum.

E4 by est un foncteur formateur de nom qui opére sur un parenthéme
4 un argument nominal; catégarie sémantique: MN/N. Le choix
de parenthéses symétriques &quiformes & <,» dans le parenthé-
me cc» est nécessaire,

3 est un foncteur constant formateur de foncteur varisble
teby , N/N, qui opére sur un parenthéme : un argument nomi-
nal; ceatégorie sémantique (X/N)/N. Le choix de parenthéses
symétriques &quiformes 3 £,% dans 4by ne crée aucune con-
fusion. Des parenthéses équiformes 3 ¢,y ou 4.t par exemple
ne peuvent &tre admises.

Ainsi le premier mot et le quatridme mot de 1'expression t{Atebr<crl
bien qu'équiformes ne sont pas de la méme catégorie sémantique. Le jeu
des parenthéses symétriques des parenthémes qui les suivent permet de
distinguer leur catégorie et d'&liminer ainsi toute confusion.

Une interprétation nafve de ce definiendum n'est pas facile

4 exprimer dans le largage naturel. Une soTution est possible mais peu

satisfaisante: attribuons 3@ b et ¢ les valeurs nominales suivantes:
b/ dentiste, c/ médecin
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¢t [Acdrecy] @ A est {midecin qui est dentiste}
A est médecin-dentiste

4.6. QUELQUES DEMONSTRAT IDNS

Avant d'expaser les directives d'extensionnalité&, i1 nous
a semblé utile de proposer quelques théses. Certaines d'entre elles
nous permettent de mettre en é&vidence quelques caractéristiques de '
ontologie alors que d'autres ne possédent qu'une valeur d"illustration.

-
Tt LAe, Acad 38, 8en" " Ax.,
12 A2, Acas €D, 7Cen.DeA s CeD VT Ax.
3 Aa “Age €, Cepecea Ax.
T4 JAa, "a8 .7 BeA . €07 CeA.DeA.aCeD”.
r . -
L, CetaCea AL Ax,
15 Aa " Acasner”
1] Aa Ata hyp
2 38,7 8eA” 1.
3 (60, Cen.DeA.5CeD? L2
4 €, Censcen” thése prot.
5 Aeh 2,3,4,a/h, T4
6 Aea s AeA 1-5, 91
7| Ay, "Aas Ak’ 16,04

Lecture de T5: Si A est quelque chose, alors A est un individuel.
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T6

W W w0 Ea W N

—
(=3

n

Lad b
LABa, AwB.Bea.> BrA

ABa AzB.Bea
Mg
Bea
111
W3¢, ces”

v -y
CD, CeB.DeB.aCeD
BeB.ALE.* BEA
BeB.ALE
BeA
AtB.Bea.a2BRA

~ ]

JABy ~ AB.Bea.aBeA

hyp

Yione

3, T5, A/B

3, 11, A/B

3, T2, A/B
6,uae, C/B, D/A
4, 2, M1

7, B,oe

1-9, 2 i
1=-10,ua1

11 s’agit de la thése caractéristique de 1'ontologie.

T7

LT - - B NI - O L . L

b=

- a
JJBa, AB. Beasrhea

ABa AzB.Bea
AeB
Bea

ot T
28,76eA .
LCD,"CeA. DA 2 CeD
._CJ'CtBSC(a"
ABrAsa
Ata
ALB.»Bea, Ata

L -
oABy, ALB. Bea.2Ata

hyp

}‘I,Ae

2, Tl, a/B
2, T2, a/8
3, T3, A/B
6,0ae, GFA
7, 2,2e
1-8,21
1=-9,5 43




r -
T8 I.“J ~r{Aeh)

H A | AEA hyp

2 A A v (aeh) aEAT 013

3 AGA. ~(ALA).2ALA 2ae

4 AtA. ~(AtA) 3, 1,5e

5 AcA

6 ~{ACA) }"' he

7 ~{ALA) 1,5 6, a1

8 | Agma)” 1-7,0a
% w~ (NEN)

L] A" 18

2 |~ Tase, AN

Lecture de T9: le nom vide n'est pas un nom individuel,

TI0  a A AeA’
| AR hyp
2 ACA lpae, A7A
3 AeA) T3
4 b a, AR 1, 2, 3, A

Lecture de T10: §1 n'est pas le cas que tout nom soit un nom
individuel,



Cette thése est intéressante. Elle renvoie directement ad probléme de
la définition, et, surtout, & Ta qualité de certaines définitions. La
thése T10 ne contient pas 1'inscription du nom vide bien que sa présen-
ce $0it nécessaire pour fournir la démonstration de cette thése. La
définition du nom vide,A, dans le développement de cette ontclogie est
créative. Simons &crit: “Definitions in Ledniewski's system can also
be creative; that is, they can facilitate the proof of theorems not con-
taining the defined signs which are umobtainasble without using the de-
finitions". (Simons, 7982, p. 168)}. Le "peut faciliter" est de trop.
Une gdéfinition est créative relativement au développement d'une ontolo-
gie si elle permet de fournir une démonstration d'une thése qui ne con-
tient pas le terme d&fini et qui ne pourrait &tre démontrée sans cette
définition, {(Rickey, 1975, 1978), La définition du nom vide est créati-
ve. Dans une discussion, Rickey nous a appris que Kukasiewicz passédait
une preuve de ce fait, Elle a &té perdue. Davis (1975, pp. 150-15))
résume une preuve possible pour Te montrer. La démerche est la suivante:

1. Etendre 1'ontologie en y ajoutant une suvite d'axiomes qui caracté-
risent la relation & .

2, Montrer que toutes les théses d'extensionnalité ontalogique sont
vérifides lorsque le terme primitif est interprité comme la rela-
tion & .

3. Considérer V'axiome simplifié de 1‘ontologie:
Aa,"nea s 38,7 AeB.Bea" ", (Sobocinski, 1967).

4. Démontrer l1a thése ._ab;a.sb H ac;asc.c*b“
5. Démontrer enfin que 1'expression ,a,"aga™ est une thése.

Ainsi, cette interprétation rejette la thase de l'ontologiec\_a,'ata‘.
La définition du nom vide est donc indispensable paur la démontrer,
et cette dafinition est blen créative,
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m A LAy A (ALh) D At cbd>

1. LAb, v (Atb)> Agwcby " hyp

2. [ (AEA) 2 AL a <Ay 1aae, AR, b/A

3 A (AEN) T9

4. Aevery 2,3,0e

5. (AL, Aeh.(AtD).zhsw<b> D 15

6. ARl .~ [heh ).z AEVLAY Saae, A, bi

7. AtA. ~ (AEA) 6,4,z e

8. AeA 7.he

9. | o 0, w (Al At ety 1,3, 8 wi
2 b, At a3 (Ad)

1. Ab At~ by hyp

2. A€A. 4 (AtD) D15, 1, = e

3. ~ [Atb) 2,ne

4, Akawsbd >~ [AD) 1-3, 91

5. A0, “Aenaby o (AeD)™ 1-4,0a1

Nous ne pouvons pas prouver 1'inverse, En effet, partant de 1'hypothé-
se ~(Ab) i1 n'est pas possible de déduire AgA.
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T3 Ab,

! Ab J‘b

2 Atm by

3. Ach. w{Ath)
4, ar{ALh)

5 Atb

6. ~{AlatDY)

7. AeA

8. i AtA ~{ALach>)
9. ' Ak~ <a¢hyy
10. .. Athd v & by>
1. | |_Ata<aebry
12. " ~ (Asb)

13. i AtA

4. ¢ ! Aeh . #{Asb)
15. ! ; Ak~<b>
16. ~ {AE ~2bY)
17. ~w{Asb)

18. Atb

19 ACadadny o Agh
20. b 5 As~cavchry
21. ._ﬁgrﬁzb z Auuw‘b»-‘
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Ab. Atb 5 Atwca<hyr

hyp

hyp

2, D15

J,a e

1, reit,

2y 4y 5ymi
1, 15

7, 6, A

8, DIS

1-9, 2 %

hyp

hyp

n, 1%

12, 13,61
14, 015

11, D15

12, 15, 16, ~ i
17, nég. ~ e
1-18, a3
10, 19, déf. 5 .
1-20,n 4 i



T4

15

6

Eal O S

9 op N =

™~

10.

L B )
A Aep
@b.,rntb"
AcA> ab, A’
MNCYTER [N T

— {al

- "
L3y (BC, Bea.Cea.oBel = afal”
80 BULA.CLA. 28¢C 2 ath

¢h.CLA
B €A
CeA
Beg.~(BL8)
BeB
«~{B€B}
BeC
BEA,Cen 2 BEC

LBC, T BeA.CeA 2 BeC”

— 1A

BC

~ {4 1A})
IRE

b Ach
b |Aeb
AeA
~ {AEA)

"~ 9
a3b, Ach

~d 18

.
A, AsAsdb “ae

-

rooFon
M dby A 3 I
Aoy Aeb 3 1A}

w@byAeh’

hyp

1, 3 i, [amn]
1-2, 2 i
1-3,0a1

Bs,he
w

?, B,N e
3-9, 214
3-10,4. 4
2,11, a e

hyp

D3

2,|..|E, Aln
3, 1, ze
hu.‘l'p. 3 e

5, T5

79

6, 7, v @

4, 5-8, 3 e
1, 4, 9, ~i



Tz arl 1EAY )

1 1 §AY hyp
rFoor. " -
2. 8, A, Ata st {a D1
3. L‘aﬁ_‘: ﬁh\:s !h“ Z.na€, a’/p
4. ) L‘a.l Ath 3p 1) £ e
5. Al_Aeh hyp, 3 e
r =
6. Lﬁan{ﬁtﬂ T8
7. PURY LY 6,rae
8.
r -
g. wBh ALA 5, 7, & €
[ hae
19, wdh, AEN 4, 59,3e
11. (i) 1, 4, 10,4+ i

Lecture de Ti17: i1 n'est pas le cas que A soit un nom individuel.

Arrétons-nous un instant et profitons de ces quelques théses pour met-

tre en évidence la subtilité de 1'outil ontologique. Pour ce faire re-

venons encore une fois & Russell. I1 écrivait en 1905:
En verty de la loi du tiers exclu, ou bien 'A¢B' ou bien
‘d n'est pas B' doit étre wvrai. Donc ou bien 'lactuel rolf
de France est chauve' ou bien '!'actuel roi de France n'est
pas chauve' doit 8tre vrai. Néanmoins si nous <&numérions
les choses qui sont chauves et ensuite celles qui ne sont
pas chauves, nous ne trouverions pas l'actuel roi de Fran-
ce ni sur une liste ni sur l'autre. Les hégéliens qui ai-

menté une synthése, conclueront probablement gqu'il porte
une perruque, f(Russell, 1970, p. 177},

Attribuons le nom R & 'l'actuel roi de France'. De maniére empirique,
‘1'actue) roi de France' est un nom vide; on obtient donc:

> {R} 115
~{1RY) 117

Ces deux théses expriment que le nom R est unique, mals vide,

Traduisons dans le symbolisme de 1’'ontologie les deux &noncés sulvants:
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1. 11 n'est pas le cas gue 1'actuel roi de France est chauve.
E': a(Rtc)
2. L‘actuel? roi de France n’est pas chauve.
E* Rewmvscy
Ces deux expressions ne possédent pas entre elles la relation d'&quiva-
lence, - commentaire de la thése T12 -,

La proposition E' est vraie,

1. Rec hyp.

2. ReR 1, 15

3. BA, AR 2,314, {(r/aA]
4, ~ (11RY) s

5, ~ AT AR 4, d&f |

6. | w{Rec) 1, 3,5 ~ 1

La proposition E* est fausse; en effet, elle entraine une contradic-
tion,

1. Reaicy
2. ReR 1, 16
3. »{ReR} T9, R est un nom vide.

Il est ainsi possible de ré&soudre dans 1'ontclogie certains des pro-
blémes soulevés par Russell, {Rickey, notes de cours, 1973).
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L - | =
g M8, AeB. LD, CeB.D¢B.> = {CDi .2={ABS

1.1 A8] |_ aB.co, ces.oes 2= fcof’  hyp

2. ALB lae

3. 0, "CeB.DeB.> = £C0} Lae

4. AeB. BeB.3 = 1AB) 3,.se, C/A, D/B
5. o |CtB.DeB hyp

5. 0, “ce.0eB.3 <fCO 3, reit

7. ! CeB. DeB.2> = {CDY fuae

8. ' =1c0 7, 5,3 €

9. . CeD . Det 8, def. =

10. : l ced 9, e

n. . CeB.DeB.> LD 5-10, 9 i
12. l o £D;CeB.DeB.A CeD 517,12 =1

13, ¢ CeB hyp

14 ! iEcB 13, vép.

15, . C¢85C¢B 13-14, >

16. BT Cedsced’ 13-15, 141

17. Acs ces’ 2,214, fascl
18. B¢B 17,16,12,8i, Ax A/B,

a/B

19, AtB.BeB 2, 18, M
20. = {as} 19, 4, 2 e
2. AtB . €07 CeB.DeB.> =1cOF . 2~1aB8 1-20, 51
22. A AR, CD" CeB.DeB.> ={C08" . ={ABY"  1-2),aai
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Terminons cette partie en exposant sans démonstration une liste de thé-
ses et de définitions.

9 I_ABa_;-ltB. Bea.oAca
120 A8, ACA.BeB.AB 2 BEA™
T2) B, AcB.Bea.s = ABL"
T2z Jbafﬁta. atabl . 2Aeh
T23 2, araal

124 2" afabi> ofbal’

125 Wbc,"a1abl .otbet doqacy’

sait la relation d'@galité faible, f, définie ainsi:
afb = df ofab} est une thése.
Cette relation est réflexive, symétrique et transitive.

T26 A ';r(= 1aa} y

127 Lt "={abd > =t bal'
128 Labc;ﬂabt .=ibey 2 ~tact

soit la relation d'identité, d, définfe ainsi:
adb = df ={abf est une thise
Cette relation est irréflexive, symétrique et transitive.
129 AB) = 1ABL.2. ofABY”

Les définitions et théses suivantes sont empruntes & Rickey, (1972,
p. B}

09 ¢,  abc, "$labl- dtack 2 4ibdT . abe §1aby- dfct 2 pract a2 (g}
Lecture de ¢ "‘* : ¢ est 1a conmection binaire bijective.

F -, L r - L, r
D20 ab, 3¢, T{6). A, Acaz 3B, #labl. Beb . A Achs
38, ¢18AY. Bea’ "z oo fab)"

Lecture de oo jab} : a et b sont dguinumérigues.

- r > bl
o2t b, 3¢, cich}. @ical .~ (@ {ab}).x <iaby
Lecture de <tabj ¢ a est plus petit que b
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D22 ._al:urdablv.{ abi. = glaby .
Lecture de g {aby : a est plus petit ou égal 3 b
r r ] -
B23 Lia.l gias. b, cfbat.¢ibj.oofabl .z lrr< gy {a}

Lecture de Irra fp» { a3} : a est minima) relativement 3 ¢

- o ¢
D28, a, #b, $Ibh, 4, 1 discidal .3c Trr & gm0 4 a Fin{a}”
Lecture de finjal : a est fini.

T30 ,_a;- o faay

™ .__alg,ro fablsmbal’

132 Labgfeiant e{bct .omfact

133 L0, Fintats Finfacabst’

4.7. LES DIRECTIVES D'EXTENSIONNALITE

Nous wvenons d'exposer deux directives de définitian ontalogi-
que; 1'une possédant le caractére protothétique, 1'sutre le caractére
ontologique. Cette méme dualitd existe au niveau de |'extensionnalité.

4.7.1. LA DIRECTIVE D'EXTENSIONNALITE ONTOLOGLQUE
DE TYPE PROTGTHEYIQUE

La formulation de cette directive est semblable § celle expo-
sée dans le systéme 53, pp. 254-256. L'application de cette régle dang
1'ontologie fournit un ensemble de théses plus vaste que celui de la
praotathétigue. La raison en est simple: 1'ontologie connait des Catégo-
ries sémantiques que la protothétique ne posséde pas; toute thése qui
résulte de la directive d'extensionnalité ontolagique de type .protothé-
tique s'inscrit en fonciion de ce que le systéme contient actuellement.
La base sémantique de 1'ontologie Etant plus Etendue que celle de la
protaothdtique, 1'ensemble des -thEses obtenues par cetle directive est
dont plus riche. Rappelons le schiéwa géhéral exposée dans la protothé-
tique; i) est de nature & préciser cette différence,
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r r, . D e st
TR AR CRA R T IO R YU BY 7L Y
——— v e -, T
Fl F2 F3 F4
F1-F4 sont des fonctions qui appartiennent & 1a catégorie sémantique des
propositions.

Les foncteurs variables & et (* appartiennent donc & la catégorie des
foncteurs fom_ateurs de proposition & arguments vl...vj; ces arguments
sont de catégorie sémantique que connalt actueilement 1’ontologie. (’est
notamment ici qu'apparaft une distinction avec une réalisation de la
directive d'extensionnalité dans 1a protothétigue. Dans ce dernier sys-
téme les fonctions Fl et F2 possédent des arguments qui appartiennent
4 des catégories sémantiques spécifiquement protothétiques. La situa-
tion est différente dans 1'ontologie puisque en pius de la catégorie
primitive des propositions apparait la catégorie primitive des noms.

Avant de préciser davantage cette directive, &tudions les relations
qui existent entre les fonctions F1-F4,

- Les forcteurs ot etfi des fonctions Ft et F2 sont analoques. Les pa-
renthémes qui les suivent sont similaires.

e of{Mb{ v} et P4vik{vd

~ Les foncteurs of et (3 appartiennent 3 1a méme catégorie sémantique.
11 s'agit des foncteurs formateurs de proposition 3 arguments de ca-
tégorie sémantique contenue actuellement dans 1’ontologie, ou de fonc-
teurs formateurs de foncteur formateur de proposition i arguments
de catégorie sé&mantique contenue actuellement dans 1'ontologie, &
arguments de catégorie sémantique contenue actueliement dans 1'onto-
logie, ou, etc. .,. . Le caractére protothétique dans 1’ontologie
est ainsi associé 4 ces foncteurs.

- Les foncteurs F1 et FZ possédent une relation bien déterminée avec
F3 et F4. Attribuons aux foncteurs olet [} 1a catégorie sémantique ¢y
Le foncteur des fonctions F3 et F4 doit étre de la catégorie S/C1.
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ex.: F1: ofa} catégorie sémantique de o : S/N

F2: piyd catégorie sémantique de P : S/N
F3: Wiud catégorie sémantique de @ : S/(S/K)
Fa . pip

- Les foncteurs o et $ sont d'une catdgorie sémantique différente de
celle des catdgories primitives, 5 ou N, Leur catdgorie sémantique
ast donc complexe; Ci : C.,i !C.1 % . Nous savons davantage: ces fonc-
teurs possédent le caractédre protothétique dans 1'ontologie; la pre-
miére occurrence de la description de leur catégorie sémantique est
donc 5.

ci: Soen ML C,

- Insistons une fois encore sur le faitqu'il n‘'estpossible d'inscrire
une thése ré&sultant de la directive d'extensionnalité qu'a J*unique
condition que les catégories sémantiques qul y sont représentées ap-
partiennent actuellement au systéme.

Deux conditions fondamentales ré&glent donc 1'inscription d'une thédse
d'extensionnalit&. I1 y a d'une part 1‘exigence d'une relation séeanti-
que bien déterminde entre ses foncteurs. I1 y a dgalement )a ndcessitd
d'opérer dans un systéme qui contlent actueiiement les catégories sé-
mantiques qui sont }'enjeu de la thése.

Considérons ce que le systéme développé ici contient comme ceatégories
sémantiques. Ceci permattra de wmettre en &vidence si cette ontologie
est suffisamment riche pour inscrire une thédse d'extensionnalité de
type protothétique.

CATEGORIES CONSTANTES PARENTHEMES
SEMANT IQUES ASSOCIES
1. S =, bed-F, -}
Irr<~-%, Fin
2. S/NN = #, 0,6, i--}
€., € 04,4
3 SHS/N) ' {-1
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1

q. $/{S/nN)

i

5. M Ao v

6. NN w. E4-¥ <->

7. NN a AR

8. NS/} stsf $-1

9. (S/NI/N 3 5F
10, (S/R)/{S/NN) Irr &
. (MRIN ¢ <7

La directive d'extensionnalité ontologique de type protothétique permet
d'inscrire des thdses d'extensionnalité pour les catégories sémanti-
ques qui possédent le caractére protothétique, c'est-d-dire celles dont
la premiére occurrence de Jeur description est une proposition, 5. Dans
la liste ci-dessus, i1 s'agit des catégories 1-4 et 9-10. Inscrire la
thése d'extensionnalité pour la catégorie t:1 , hécessite de reconnaftre
dans le systéme la catégorie sdmantique S/ci. Seule 1'existence de deux
catégories sémantiques qui possédent entre elles cette relation rend
possible 1'inscription d'une thése d'extensionnalité de type protothé-
tique. Actuellement, cette situation est réalisée pour la catégorie
S/N assoctie & la catégorie S$/(S5/N) ainsi que pour la catégorie S/NN
assacide & la catégorie S/{S/NN). 11 est dés lors possible d'inscrire
deux théses d'extensionnalité,

™o e _,"alq ) pioy Yoy _."TM sylph” °

S/ —relation_5/(5/K)

W e i s iy sein
l

\---V—Il

S/NN — relation— $/{5/HN)

Aucune autre thése d'extensicnnalité de ce type ne peut &tre inscrite
actuellement. Pour dépasser cet é&fat, i1 est nécessaire d'étendre sé-
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mantiquement le systéme, c'est-d-dire d'introduire, via la directive
de définition, de nouvelles catégories sémantiques., C'est ce que nous
allons faire maintenant,

Wous aTlons opérer de la manidre suivante:

1. s&lectionner une catégorie sémantique Ci pour laquelle nous avons
1a volonté d'introduire le principe d'extensionnalité.

2. définir un foncteur constant de la catégorie S/C‘.
3. inscrire la thése d'extensionnalité pour la catégorie Ci‘

tExemple 1 : Inscription du principe d'extensionnalité pour la catégo-
rie sémantique S/(S/N)

- Introduction dans le systéme de la catégorie S5/{5/{S/N)).
P A T IS T

L'opérateur * est de la catégorie désirée, S5/(S/{5/N)). 11 est
donc possible maintenant d'utiliser une variable de cette catégo-
rie,

- Inscription de la thése d'extensionnalité pourla catégorie sémantique,
S/(5/M)

136 m[._l';]_"-?m it ” L {} ’TM-‘

S/(S/M) — relation — S/(S/(S/N))
Exemple 11 : Inscription du principe d'extensionnalité pour 1a caté-
gorie sémantique (S/N)/N
- Introduction dans e systéme de la catégorie S/((S/N)/N)
D26 |, 30b, § 4 abin's v Hal 7
L'opérateur * est de la catégorie désirde, S/((S/N)/N}

- Inscription de la thése d'extensfonnalité pour 1a catégorie sémanti-
que (S/N)/N
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137 ,_,,P_,':_ab_," eIHaHbs spgapgot” s,_q:;qlxl' spipf ©

-y =

{S/H)/N = relation — S/{{S/N}/H)

Ce dernier exemple est' intéressant car il montre qu'il est aussi possi-
ble d'inscrire le principe d'extensionnalité pour une catédgorie séman-
tique qui est lide & une fonction paramétrée.

Remarquons enfin que les définitions D25 et 026 n'ont pas une signifi-
cation logique profonde. Leur valeur rdside bien plus dans le rdle de
révélateur de catégorie sémantique nouvelle que ces deux définitions
jouent,

4.7.2. LA OIRECTIVE O'EXTENSIONNALITE ONTOLOGIQUE
OE TYPE ONTOLOG[QUE

Cette directive permet d'inscrire le principe d'extensionna-
1ité pour les catégories sémantiques qui possddent un caractére ontclo-
gique, c’est-d-dire celles dont 1a premiére occurrence de leur descrip-
tion est un nom, M. Oans la liste précidente (p. 317), i1 s'agit des
catégories 6-8 et 11. Au caractére ontologique prés, les conditions
fondamentales qui r2glent 1'inscription d'une thase d'extensionnalité
de ce type sont les mémes que celles présenties pour la directive pré-
cédente. 11 est donc ndcessaire que les deux catégories sémantiques
qui sont 1'enjeu de la thése d'extensionnalité solent contenues actuel-
lement dans Je systémwe, comme i1 est nécessaire qu'elles possddent en-
tre elles une relation bien déterminde. Pour inscrire le principe d'ex-
tensionnalité ontologique pour la catégorie 51 + 1] est indispensable

que le sysidme contienne actuellement les catdégories €, et S/Cj.

i

4.7.2.1. FORMULATION DE LA OIRECTIVE O'EXTENSIONMALITE
ONTOLOSIQUE DE TYPE ONTOLOGIQUE

A est une thise résultant de la directive d'extensionnalité
de type ontologique relativement & ce que le systéma contient, si
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A est upe généralisation et son essence est une fonction Equiva-
lentielle.

2. Lle premier terme de A, (respectivement le deuxidme terme} est une
généralisation dont 1'essence est une fonction équivalentielle.
YR - TN SR - I

3. Le guantificateur généra)l de A contient deux ljeurs, of ety , as-
sociés 3 des variables de méme catégorie sémantique, Ci. et il
s'agit d'une catégorie que le systéme connait actuellement.

4. Le sujet de F1 et Te sujet de FZ possédent un ¥ieur équiforme qui
leur est associé dans le quantificateur du premier terme de A.

r-
A: pi By Moz AE-Tz L F3 R

5. Le prédicat de F1 (respectivement de F2) est

5.1 soit un terme variable et ce terme variable est associé (donc &-
quiforme) au Vieur & (respectivement 1‘3 My guantificateur géné-
nérai de A,

5.2 soft une fonction ontologique variable de la catégorie des noms
dont e foncteur est associé (donc égquiforme) au lieur of (respec-
tivement {5 )} du guantificateur géndral de A. ’

6. Les arguments du (des}) parenthéme(s) des fonctions F1 et F2 sont
des variables qui possédent des tieurs associés (donc équiformes)
dans e guantificateur du premier terme de A, et
les arguments du (des) parenthéme{s) des fonctions F1 et FZ ne
sont pas répétés, et
1a fonction Fi1 est analogue & 1a fonction F2, et
les parenthémes similaires de F1 et F2 possédent des arguments
équiformes.

L [ g ] - - %

Schéma I : A: v WAy Ae s Acf 2. F3 = F4

. . r r . . L
Schéma I1: A: tpa WYy vy Aeu,vi..vi}...\vj..v :
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7. Le foncteur J de la fonction F3 (respectivement ¢ de Ta fonction
F4} est un foncteur variable formateur de proposition & un argu-
ment équiforme au foncteur ou au terme variable ® (respectivement
Pl et i1 posséde un lieur associé (donc &quiforme) dans le quan-
tificateur du deuxiéme terme de A.

8. Le quantificateur du deuxiéme terme de A ne contient qu'un lieur,
(¥ et g# sont donc équiformes}),
L T 4
Schéma 1 : A: ==‘P-l LAy Aex s Apla g eiel 2 pIpt O
Schéma 11: A:  py an N w].. vi) ygvp s
= = voe Jin
AEp 1-v]. vi;» ..c‘v ..v\ ‘l-?-i?{"/ :‘-P‘:.!?!}
Comme nous 1‘avons fait pour la directive d'extensionnalité de type
protothétique, observons s'il est possibie d'inscrire actuellement une
thése résultant de 1a directive d’extensionnalité de type ontologique.

Deux conditions doivent &tre réunies:

T. La présence dans Te systéme
d'une catégorie Ci qui posséde le caractére ontologique, c'est-d-dire,
dont la premiére occurrence soit un nom,

2. La présence dans le systéme
de la catégorie 5/Ci.

La seule inscription possible actueliement, {voir liste pp.316-7),est
celle qui exprime le principe d'extensionnalité pour la catdgorie des
noms. En effet, les catégories N et S5/N existent dans le développement
de cette ontologie.

138 \_algj'll\_,"u? : u?";‘_?,,'w tag atisy ¥

-

N = relation =5/N

Nous wvoulons maintenant &tendre sémantiquement le systéme de telle
menidre qu'il soit possible d'inscrire d'autres théses extensionnelles
de type ontologique.
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Exemple 1. Inscriptfon du principe extensionnel pour la catégorie N/N
- Introduction dans le systéme de la catégorie S/(N/N}

L 1 1
Wi, B Agacad = * dud

L'opérateur * est bien de la catégorie désirde: S/(N/N}

027

- Inscription du principe d'extensionnalité pour la catégorie /N

T39 ;51‘.::."‘?: Aexcarshepear s ¢ Tpdal s pipb1
|

N/N = relation — S/(N/N)

Exemple II. Inscription du principe extensionnel pour la catégorie
(N/NY/N

- introduction dans le systéme de la catégorie S/({N/N)/N)
r - 1
028 (&3 dAsb, Acxéay < by 2 * g
L'opérateur * est bien de la catégorie souhaitée S/({N/N)/K)}

- Inscription du principe d'extensionnalité pour la catégorie {(N/K)/K
- _ R - _ 1N
T40 Xy LA2by Aedeay<by = Aep 4a¥< by Y, tycﬁ) ;tyﬁp?
Nt et l
{N/N)/N — relation — S/{{N/K}/N

Les sept directives qui réglent le développement d'une onto-
logie fournissent des syst®mes d'une rare richesse. Des théses de tout
ordre peuvent y étre inscrites pour autant qu'un cheminement constructif
soit respecté. Une telle générosité ne se laisse pas saisir sans diffi-
cultés. Ces derniéres proviennent avant tout d'un jeu d’'éEcriture extré-
mement subtil qui permet 1'inscription de termes ou d'expressions de
toute catégorie sémantique, et ceci sans confusion ni contradiction.
Si 1'organisation logique des catégories sémantiques ‘élémwentaires’,
N et S/NN, se laisse aborder sans trop de difficulté, i1 n'en va pas
toujours de méme Torsque 1'on cherche & maitriser les expressions d'or-
dre supérieur. Ces difficultés disparaissent dés lors que 1'on réalise
que les propriétés portées par 1'axiome o les théses en rapport avec
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les catégories N et S/NN peuvent étre 'déplaces' i tout autre caté-
gorie, Ce déplacement s'accompagne bien sidr d'une modification d'écri-
ture qui porte notamment sur les parenthéses symétriques. Mais la forme
globale reste la méme. Ainsi, la propriété portée par telle ou telle
thése d’une catéqorie sémantique é&lémentaire peut étre projetée dang
le champ d'une catégorie sémantique plus complexe. Cette opération con-
siste en une conservation de forme qlobale et en une modification des
parenth@ses syméiriques de maniére 3@ ce qu'elles soient conformes &
la catégorie traitée. C'est ce que nous allons montrer dans la partie
suivante.

5. LES EPSILONS D'DRODRE SUPERIEUR

La démonstration d'une thése qui est 1'analogue structurel
et relationnel de 1'axiome de 1'ontologie, & la catégorie sémantique
prés, est 1'objectif de cette présentation.

... the possibility arises of defining a binary functor who-
se arguments are not nouns, but which, by playing a role
in ontology very similar to the primitive epsilon of the
system, can be construed as a proposition forming functor

for ‘nouns® - such a functor is called a higher epsilon
since its arguments belong to non-primitive semantical ca-
tegories.

... It is evidend that the similarity between the primitive
epsilon and the higher epsilon is a complete analogy, for
all of ontelogy is derivable for the higher epsilon in the
sense that one is guaranteed an internal ontological model
for the defined constant.

Indeed, a higher epsilon exists for each and every
semantical category definable in ontology, (Canty, 1969,
p- 467).

Pour réaliser ce projet, nous procéderons en trois temps.
Tout d'abord nous finscrirons quelques définitions et nous établirons
quelques théses afin de préciser ce que nous entendons par 1'expres-
sion: ‘analogie structurelle et relationnelle'., Puis nous proposerons
quelques démonstrations qui Joueront un rdle déterwinant dans 1'éta-
blissement d*une thése d*epsilon supbrieur. Enfin, nous présenterons
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1a démarche démonstrative de la thése d’epsilon supérieur pour la caté-
gorie S/{S/RM{S/N).

5.1. ANALGGIE STRUCTURELLE €T RELATIONNELLE

Rappelons la définition qu’inscrit Y'égalité faible pour la
catégorie des noms, M:

D6: b A Aza x Acb® = o {ab}’

Partant de cette définition i1 avait &té &tabli les trois
theéses suivantes:

T23 : ;3..' ] aal’
26 : &b ojabl > oiba} _
25 :  abc o jaby.ofbel .2 of act

Proposons une nouvelle d&finition,

. - ~ — 4 3 [ |
029 s L3, «fab} s §ab} "= olaf)
Cette définition inscrit )’&galité faible pour la catégorie sémantigue
S/NN. Définissons une relation r entre deux termes de la catégorie
S/NN. Les termes o et ‘3 possadent entre eux la relatiom » , si et

seulement si, oll-t\l‘} est une thése. Cette relation est réflexive,
symétrique et transitive. Démonmtrons la réflexivité:

T4) e 0{3“?
! of] ab | mgubl o ariab) thése DI“OtO.-p‘:p;p‘
o ok} 2% 1ab) & pbfaarg by 1, A4
3. afaby § = 3ubl 2, dif, 3
. b, "o yabl 2 o jaby 7 1-3,0 i
- 1

5. wip s ok itz piedt'y ofab) D29
6. Lab, w jabl 7 3abd? ¥ of{x} S,ua 8, Plu

o fuxi 6,4,z @
g, | wefogue® 1-7,09 4

Les deux théses suivantes inscrivenmt Ja symétrie et la transitivité
de la relation r.
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T2 L-cp,.re L«p} ».m!.p“l"

143 kappled«pr o fpp). o '1“”‘

Proposons d'autres exemples:

030 : Lupleadalole pin) g0 tept”
égalité faible pour la catégorie S/NN

031 : sepfiabl e« ful M E pioribte of«f"‘
&galité faible pour la catégorie (S/N)/N

- ~ -
D32 :  wopd LAas Asw<ar B AG ey & o duph
égalité faible pour la catégorie N/N
- -
033 : \.apfn.ﬂahfkedéﬂ"‘b‘?! hepanrsty o 5 upp

&galité faible pour la catégorie [(N/N}/N

Pour chacune de ces définitions i) est possible de définir une relation
1iée 3 )'opérateur ‘ol Cette relation sera chaque fois réflexive, symé-
trique et transitive.

Chacune de ces définitfons posséde une méme organisation logique globa-
le (ici 1) s'agit d'une généralisation A dont )'essence est une fonc-
tion é&quivalentielle; le premier terme de A est une généralisation B,
son essence est une fonction équivatentielle dont les arguments sont
des fonctions analogues. Le deuxidme terme de A est une fanction).

A N

. s LETRPAY S
Py maFl2F2 "z 0j—;

Les catégories sémantiques présentes dans ces définitions ont entre
elles des relations similaires.

Ll Ly A N Y
[ '] - -— - = H K
GiVzars Ym s YT 2 0N

‘ [ l
‘—"V_J
catégorie sémantique Ci; catéqorie sémantique S/CiCi.
Pour ces raisons,

tes définitions D6 et 029-033 sont des amalogues structurels et rela-
tionnels. D6 et 032-033 sont des analogues structurels et relationnels
de caractére ontologique, et 029-031, desanalogues structurels et rela-
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tionnels de caractére protothétique.

Les définitions suivantes possédent entre elles, de waniére trés expli-
cite, cette propriété d'analoegie.

r -
P38 : Leoar(ofaxila Ats)
11 s'agit de la définition du foncteur contradictoire pour Ja catdgorie

sémantique 5/N; Davis (1975, p. 154) 1'appelle le prédicat contradic-
toire.

03s I-“..arvvu?lid‘}\' M"!"

Il s'agit de la définition du foncteur contradicteire pour la catégorie
sémantique S/{S/HN}.

D36 : Lt s (o !«4".) 2 A i.“‘!-‘

Foncteur contradictoire pour la catégorie 5/(S/N).

D37 Ld:w(@{dﬂ:}!ﬁ‘:“‘q

Foncteur contradictoire pour la catégorie S/((S/H)/N).

pis |.-ur~(e 3-«&) 2 ,\l«&"

Foncteur contradictoire pour la catégorie S/(N/N).
D3 ]._q_:ru ¢ o:\qq‘)] 2 ’.ﬂ‘?"l

Foncteur contradictoire pour la catégorie S/(({N/N}/N)

Ces quelques résultats n'ont qu'une impertance relative. Ils servent
avant tout & fixer cette notion d'analogie structurelle et relationmelle

Nous allons matntenant démontrer un résultat de grande impor-
tance métalegique: i1 est possible d'inscrire dans 1'ontelogie une
thése qui est 1'analogue structurel et relationnel de 1'axiome pour
la catégorie sémantigque S/CiCi, pour autant que 1'epsilon d'ordre supé-
rieur de catégorie S/CiCi ait &t& défini. )1 s'agit donc de d&finir
un epsilon supérieur, analogue & 1'epsilon primitif, c'est-i-dire un
epsilen, formateur de proposition & deux arguments de méme catégorie
sémantique différente de N.
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£iaby proposition singuligre

1 proposition singuliére supérieure

f fCi Ca

epsilon supérieur. S/CiCi

Sur la base de la définition d'un epsilon supérieur de catégorie séman-
tique  S/(SIN}(S/N), oous démontrerons la thése qui est 1°analogue
structurel et relationnel de 1'axiome, pour cette catégorie-14.
-y - [ .. - q‘
040 : L«?f..!uf« Lol . ) visdapi-y’ . taba wiv) <iby. dofabd
7 st<pd”
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5.2. QUELQUES THEOREMES PREPARATOIRES
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5.3. © AKALOGUE S‘I:RUCTUREL ET RELATIONNEL DE L'AXIOME
POUR LA CATEGORIE S/({S/N)(S/N}

Sobocinski (1965, notes de cours) a démantré 1'analogue de
T'axiome pour la catégorie S/{S/NJ{S/N), mais il 1'a fait par rapport
§ 1'axiome simplifié de 1'ontologie: J«g' Ata 2 ,_ag_,' AtB .Bea .
Nous démontrerons ce résultat par rapport 3 1Vaxiome de 1'ontalogie
{Lesniewski. 1920) aue nous avons utilisé dans cet ouvrage
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Ce résultat garantit que toutes les théses vérifides sur la base de
1'epsilon prieitif peuvent &tre transférées au niveau de 12 catégorie
S/LS/MY(S/N}. On peut donc inscrire sans démonstration les analogues
structurels et relationnels des théses T8, T9 et TI0 par exemple. .

: ' . -
61 Letse (ededly - anglogue : A/~ (8 § ARY )
162w ledaahd - analogue : . (CEARY)
v " r T
63 wmialgdas) - analogue : & ( A t1AAV )

Notre déemarche a &té de démontrer ce résultat pour la catégo-
rie S/{S/N}{S/N). 1) est possible de le répéter pour une quelcohgue
catégorie S/CiCi pour autant que cette catégorie ait &t& inscrite dans
le systéme. 11 est ainsi essoci® & 1'ontologie un outil wétalogique
d'une grande efficacité.

Cecte démarche n'est cependant pas compléte. En éft‘et. une mo-
dification des régles de trsasformation esc nécesssire de maniére 4 ce
qu'elles ‘s’sjustent’ & 'l'axiome d'ordre supérieur' considéré. Il se-
rsit donc nécessaire de montrer que ces 'régles d'ordre supérieur’ -
régles snalogues sux régles présentées - soat également vslides. Cette
vérification, par trop longue, ne sera pas exposée.
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6. QUANTIFICATION ET INTERPRETATION

6.1, PREAMBULE

IT y a un probléme d'interprétation de la quantification dans
les systéwes logiques de Leé'niewski. et plus particulidrement dans 1'on-
tologie. En effet, lorsque nous opdrions avec les quantificateurs dans
la protothdtigue nous affirmions que Lefnfewski utilisait le quantifi-
cateur au sens de Peirce et mous nous hasions sur les commentaires de
Tarski, (1972, p.3, note 3) et de Ledniewski, (1927, p. 187). Ces réfé-
rences nous engagent 3 accepter la définition proposée par Peirce comme
une solution claire.

Here, in order to render the notation as iconical as possi-
ble we may use & for some, suggesting a sum, and % for
all, suggesting a p‘roofur.:t. Thus f.xi means that x is true
of some one of the individuals dencted by i or

!l.xl, = x; + xj + xp+ etc.
In the same way, Ixi means that x iIs true of all these
individuals, or

i:‘xi = XX pxy. ete. {Peirce, 19313, p. 228}

Rester fiddle 3 1'afffrmation de Ledniewski qui se ré&fére explicitement
3 Peirce conduit 3 accepter que la quantification est objectuelle, '
est bien ce que révéle le passage précddent: ... "Thus X (%4 means that
x is true of some ane of the individuals denoted by i". Cette guantifi-
cation est bien objectuelle parce qu'elle opére "... with variables
ranging over objects referred to by names®, (Kiing, Canty, 1976, p. 169).
Dans 1'ontologie i1 est possible de dé&f{nmir Te nom vide, A, qui ne dé-
note rien.11 y a ainsi au moins un nom pour lequel il n'y a pas de sub-
stitut objectuel. Et que proposer encore pour les noms généraux, noms
qui démotent plusieurs objets? La thése T10 de 1'ontologie rend bien
compte du désaccord wanifeste qu'il y aurait 3 qualifier ta quantifica-
tion de 1'ontologie d'objectueﬂe:mhg: AR . Accepter qu'il n'est pas
vrai que tout ce que dénote un nom est identique 4 lui-wéme est en désac-
cord total avec l'interprétation proposée par Peirce.
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Le probléme de la quantification chez Lesniewski subsiste
donc. Nous avons choisl de le traiter 3 la lumiére de deux types d'in-
terprétation: celle dite standard (objectuelle, référentielle) -Quine,
et celle dite substitutionnelle -Kripke. Motre propos est, dans un pre-
mier temps, de nous engager dans une amalyse de ces interprétationms
indépendamment des systémes de Lesniewski, puis, par similarité et dif-
férence, de mettre en &vidence 1'esprit qui caractérise la quantifica-
tion dans ltes systémes de Ledniewski.

La littérature relative aux interprétations objectuelle et
substitutionnelle, ainsi que Tes rapports qu'elles soutiennent avec
les systémes de Lesniewski est abondante. La lecture des différents
articles abordant 1a question révéle une situation confuse. L'univers
philosophique interfére profondément dans celui de la pure logique.
On y traite tout & la fois du statut de l1a variable, du probléme de
1'existence et de celut de la quantification. Souvent,le lecteur a peine
d discerner s'i? s'agit de logique ou de métalogique, et le tout, bien
siir, est saupoudré de 1'ombre de PEgase qui a gquitté la mythologie pour
ajouter wune couleur angoissante & 1a logique. Les définitions précises
font souvent défaut, les affirmatfons exemptes de tout doute foison-
nent... et se confrontent dans un tumtlte de confusion qui génére 1'in-
certitude. Malgré cette situation confuse nous voulons tenter d'expli-
citer le probléme de la quantification dans les systémes de Ledniewski.

6.2. L' INTERPRETATION OBJECTUELLE

L*'interprétation objectuelle s'est imposée depuis Petrce.
A cet &gard, le qualificatif de standard (Marcus, 1972) est révélateur.
Fixée ay travers des Principia Mathematica, elle conmait aujourd’hui
de fervents défenseurs dont Quine est certajnement le plus actif,

Résumons cette notion d'interprétation standard et, pour ce-
la, empruntons & Marcus son exposé concis et précis,

Let us summarize what counts as a standard interpretation.
We specify a well defined domain of objects over which



the variables are said te range. The interpretation assigns
objects fram that domain to the individual constants. This
Is done by associating with those constants names or des-
criptions of the objects. Predicate constants are assigned
properties which in a whoily extensional language may be
identified with sets the members of which have that proper-
ty i.e. its satisfaction class. This is done by associating
whith that predicate constant a predicate name or descrip-
tion, Sentence constants are assigned prapositions which
in a wholly extensional language may be identified with
one of two truth values. The truth of an atomic sentences
is defined in terms of satisfaction. What remains to comple-
te the interpretation is a truth definition for the logical
constants., A universally quantified sentence fIs true iff
the open sentence which fecllow the guantifier is satisfied
by all the objects of the domain and an existeniially guan-
tified sentence is satisfied if the open sentence Is satisfied
by at least one ohject, (Marcus, 1972, pp. 240-241).

8ien qu'apparemment claire, une telle dé&finition souléve ce-

pendant quelques problémes. Quel est Te statut de la quantification
dans le langage objet? Quelle est la “forme" possible de 1'univers du
discours qui entre dans le jeu de 1'interprétation? Quelles reiations

soutiennent la quantification avec 1'univers du discours en fonction
de ce qui va étre interprétd? Afin de mieux cerner ces difficultds nous

nous proposcns de dissocier ce qui concerne Te pur jeu formel de ce

sur quoi il va étre appliquéd. Situons-nous pour cela au sein du calcu?

des prédicats du premier ordre et considdrons 1'expression {x}A(x) comme
celle d'une thése du systdme. Les rdgles du systéme, indépendamment

de toute fnterprétation, permettent d'opérer sur la variable x, de la
remplacer, de lui substituer une constante ¢, ...

m

]
m2
m3
med
m+5

{x)a{x) thise

Alc) m, (e, x/c

1 (x)A(x) . m, reit.
Aly) m2, (le, x/y

{yJAly) me2-m+3, (M

A{c)A(y)A(y} mel, med, A

De meniére purement syntaxique, les régles assocides au quan-

tificateur permettent une telle transformation -1 y a bien sir des
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conditions & respecter-.Nous sommes 1¢i au nivesu d'un pur jeu syntaxique
qui organise le ‘déplacement’ de variables et de constantes. La cla
de toute transformation de ce type est fournie par les variables lides
par un guantificateur général. Mais quelque chose résonne &trangement.
Nous avons dit "indipendamment de toute interpr&tation”., Nous parlons
toutefois abondamment de variables, de constantes; ne s'agit-il1 pas
déji d'une démarche qui va dans Ied sens d'une visde interprétative?
Question nafve bien sir! le pur jeu syntaxique se devrait d'8tre liba-
ré de ce pour quoi il va Etre utilisé. L'est-i) rZellement et 1a Vibar-
té du langage formel n'est-elle pas seulement apparente?

Que [a formalisation soit toujours rétrospective, cela prouve
qu’elle n'est famais compléte qu’en apparence, et que la
pensée formelle vit de la pensée intultive.
{Merleau-Ponty, 1945, p. 442).
L'antérioritd sémantique a sdlectionnd une organisation particuliére
du langage formel. Elle pe peut que soumettre la libertd du langage

formel & Ta représentation d'un choix ontologique. C'est en cela qu'il
perd ce que d'aucun appelle la neutralité ontologique.

Voyons maintenant de plus prés la problématique de 1'inter-
prétation. Imagfnons un domaine d'objets LL et une application T qui
associe d toute variable, 3 toute constante, & tout prédicat, des ob-
Jets de AL |, des sous-ensembles d'objets, des complexes de n-uples,...

L'application projette littéralement le découpage syntaxique
sur 1'organisation du réel. Cette projection n'est pas neutre. D'une
part elle présuppose 1'existence d'un domaine d'objets, ensuite elle
trafte systématiquement le statut des wvariables et des constantes i
1a lumidre d'un univers d'objets. Par ce choix, la quantification et
la notion d'existence sont indissociables et 1'on arrive tout naturel-
lement & ce que 1'on préte généralement & Quine: "to be is to be the
value of a variable”.

11 est vrai qu'utiliser la logique formelle pour parler du
monde entratne qu'il est raisonnable de postuler son existence et, par
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conséquent de concture 3 1'existence d'cbjets. I1 n'en reste pas moins
que cette condition cblige le logicien 3 accepter qu'il existe au moins
un objet. C'est bien cet engagement qui enléve 3 la logique sa dimen-
sion de compléte neutralité ontologique. Ce fait génait déji Russell.
i1 &crit dans son ouvrage “Introduction & 1a philesophie mathématique™:
Parmi les mondes possibles, au sens leibnitzien, il y en
aura ayant un, deux, trois...individus. [l n'apparaft méme
pas de nécessité logique pour qu'il doive y avoir méme

un individu pour que le monde pufsse exister, (Russell,
1970, pp. 241-242).

Dans les Principia Mathematica les propositions primitives
sont telles qu'elles permettent d'inférer qu'un individu
au moins existe. Mais aujourd’'hui je considére cela comme
un défaut de pureté logique. (Russell, 1970, p. 242, note 1).

Quine argue de la raison d'utilité pour &liminer 1'univers vide.

It behooves us therefore to put aside the one relatively
inutile case of the empty universe so as not to cut oursel-
ves off from laws applicable in all other cases (Quine,
1953, p. 161).

Plier le langage legique & la structure cobjective de 1'expé-
rience est une chose, mais c'est d'ume certaine fagon amputer 3 l1a lo-
gique une partie de sa libertéd. Lesniewski, nous le montrerons, n'a
pas &liminé la possibilité d'envisager un univers vide. Ses systdmas
sent ainsi entelegiquement neutres.

Empruntons la définition de Kripke pour préciser la quantifi-
cation objectvelle: “...referential (objectual) quantifier cver terms
take names of terms as substitutes...® {Kripke, 1975, p. 353). Ajoutons
cependant que cette gquantificatien est objectuelle parce qu'il a été
dicidé que dans le processus interprétatif tout terme nominal dénotera
un objet. Dans Je pur jeu syntaxique rien de devrait laisser supposer
que c'est de cela qu'il s'agit. Que la pertinence d'une telle constiruc-
tion se révéle au niveau de 1'interprétation d'un univers d*objets non-
vide est une autre affaire. Et ¢'est bien a posteriori et seulement
& posteriori qu'fl est possible d'affirmer que les quantificateurs sont
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objectuels. Pasons-nous une autre gquestion: que sont ces objets et ces
noms? Les objets sont-ils des entités concrétes, peuvent-ils étre des
classes,...?

Quine of course prefers physical objects to others. He works
hard to defend and justify this preference, however, but
he does not altogether succeed in giving the phrase ‘phy-
sical object' a clear meaning. Nonetheless one would not
cavil over taking D as the domain of physical objects. Set
theorists demand another domain for their variables to ran-
ge over, a domarin of sets or classes. But the theologian
needs another, and the literary critic still another, and
so on. (Martin, 1962, p. 527.)

Ce n'est pas au logicien d'en décider et le terme d'objet est bien com-
mode, mais le probléme n'en subsiste pas moins.

Le langage formel doit étre doté de conditions qui Tui of-
frent une plus grande liberté. I1 n’a pas & &tre congu uniguement sur
la base de présuppositions existentielles. 1) n'a pas non plus 3 privi-
1égfer le seul aspect de 1'individuel.

6.3, L' INTERPRETATION SUBSTITUTIONNELLE
6.3.1. PREAMBULE

ODepuis quelque vingt ans, 1'interprétation substitutionnelle
suscite un vif intérét dans J1a comnunautd des logiciens. E£1le offre
une alternative a& T'interprétation objectuelle. Leblanc Tul a réservé
quelques pages dans lesquelles il y expose certains aspects historiques
{Leblanc, 1976, pp. 293-301). On peut notamment y lire:

The substitution interpretation of the gquantifiers ¥s common-
ly attributed to Wittgenstein, (Leblanc, 1976, p. 293).

En 1973, i1 étalt plus catégorique lorsqu'il écrivait:
.++ the substitution interpretation of ‘all’ is at least fifty
years old: you find it, for example, in Witigenstein's Trac-
tacus... (Leblanc, 1973)

Baxley tempére quelque peu ce Jugement. 1) montre gqu'il existe certaine
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similarité entre 1a théorie de la quantification chez Wittgenstein et
1"interprétation substitutionnelle. Elle n'est cepandant pas suffisante
pour les confondre.

Certainly it is no exaggeration to say that Wittgenstein's
theory of guantification s neither simply truth-functional,
vwvy nor Is it simply substitutional, although there are
similarities between the two... (Baxley)
11 est possible que ce soit Beth qui ait &té le premier & engager le
calcul quantificationnel dans le domaine de 1'interprétation substitu-
tionnelle, [1 ne parie pas explicitement de 1'assignement de valeur
de vérité, mais son évaluation réguliére (reguiar valuation) remplit
e méme rdle, (Beth, 1959, pp. 263-267). Puis dés la fin des années
60, Marcus, Ounn et Belnap, Leblanc entre autres, ont contribué aux
développements de cette nouvelle interprétation.

L'interprétation substitutionnelie se caractérise par le fait
qu'elle n'utilise pas la notion de satisfaction; elle est avant tout
syntaxique. Domaine et satisfaction ne sont plus nécessaires; la quan-
tification se passe de la notion d'existence et 1a notion de validité
est ramenée au niveau purement 1ogique de tautologie,

An alternative for altering the semantics of guantification
is one which abandons a definition Iin terms of satisfaction
and consequently disconnects it from ontological commitment
altogether. Like the sentence connectives it is given In
terms of truth alone. The rest fs syntactical. (Marcus, 1972,
p. 2437,

6.3.2. UNE DEFIMITION

Les définitions de 1'interprétation substitutionnelle sont
nombreuses, Elles diffarent parfois par des détails qui ne manquent
pas d'importance, Certaines d'entre elies nous engagent i penseér que
ce qui est substitué 3 une variable liée par un quantificateur est un
nom (Marcus, 1972, p. 243), alors que d'autres précisent que le subs-
tituens n'est pas un nom (de terme) mais le terme lui-méme, Mais afin
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de ne pas offrir une définition qui, d'emblée, pourrait paraftre confu-
se, nous ne développerons pas tout de suite les difficultés que 1'on
peut observer dans la litté&rature,

Dans un irés bel article gquoique difficile, Kripke propose
une définition claire et précise. Elle nous servira de référence.

Let Lo be 2 Languege. The sentences of Lo are assumed somshow to be effectively
specified syntactically: in the larger language L. to be developed, an L-senten
ce will be called atamic, We assume that L, has a noraapty clase C of expres-
sions called the substitution clacs; the elements of C are called teyms, but we
do not assuse that teyms are to 'denote’ any objects. Nor do we assme that they
even be syntactically similar to the terms of a referential langege. Terme could
be any class of expressions of Lo, sentences, connectives, even parenthese (after
Ledriewsd ).

letx1 xz,...bemmfmitehstoivariahlﬁsmtmtahedinl.. let A be a
sentence Of Lo, An expression A' obtained by replacing 2ero or more terms in A
by variables is called an (atamic} preformuls or prefam. If the result of re-
placing variables by arbitrary terms in an atomic preformila is always itself a
semtence of Lo, the preformula is an (atomic) form. (The sentences of Lo are
automatically forws, since they are the degenerate case with oo variables.) in
general there may not be an effective test for when a preform is a form. A sim-
ple sufficient condition for such a test to exist is the syntactic requirenent
that, in any sentence of L,, replacement of any term by any other term still
yields a sentence of Lo. In this case, every (atomic) preform is a form,

We wish to extend L, to a language L. If there is an effectiwe test for the fom-
hood of a preform, take all forms to be atomic formilae of L. Otherwise, specify
samme effectively given set of forme as atomic formilae, We assme that these in-
cl\ﬂeallrl\emoﬂ.o.aﬂﬂmﬁﬁxil....,xm)ismmm
an is the result of replacing the listed voriables with any others,

Given a notion of atomic Formula of L, we now define the notion of an arbitrary
formula inductively: an atomic formula is a famula; if ¢ and ¢ are formulas,
an are grY , ~ ¢, and (2 x3). (It is assmed that the truth-functions and the
mﬂda@mﬂmﬁmmmmﬂﬁas,mtmbef@inh)
afmﬂawidntfreevmahlesiscauedasutmofuﬁtuﬂaewﬁdmam
mmmbmmmgm ; they merely play an

role, (This contrats with the referential case, where suxch formilae
define relations and ere 'satisfied’ by sequences, Here we have no satisfaction,
only truth. }

Formulae with free variables can also be called forme: usually, howrver, we
reserve thig expreszion for the atamic case, We also mention the notion of an
prery functor: this is an expression with n variables, xil"";]ﬁ’mm
when arbitrary terms replace the variables, a term results, I
mmmmdmmm,...,%,wmmdﬂm,wm
an prary fow or functor.




We agoume that truoch has already been defined for semtences of L. We note that
SAY is o sentence iff 4 andW are;.. 4 is a sentence iff 4 is; @ xjM isa
sentence iff ¢ is a formls containing at woet x; free. Then the extended truth
conditions for sentences of L are:

(&) A ¢ is true iff ¢ is not;

(5) dnew s true iff & is ad W is; \

(6) (x x5} ia true Iff there is & term b such that ¢'is tree, vhere
#' comes from ¢ by replacing all free ocaurrences of xi by t.

Plainly, granted thet truth has been characterized for the sentences of L.,
{4)(6) charactevize truth for all of L. Let me formulate this theorem more
exactly, Given any set S of sentences of L. which we-tale to be the set of
‘true’ sentences of L., there is o wiigue set $' (of woths for all of L)

satisfying (4)(6) and coinciding with S on La. i

(Kripke, 1976, pp. 329-310) :

11 nous importe de porter un jugement sur |'aspect purement
syntaxique de 1a quantification dans 1a présentation de Kripke. Dans
la langage formei, la quantification n'est qu'un jeu de formes. Nous
voulons dire par 13 que rien ne nous autorise, & ce niveau d'analyse
& y voir un quelcongue germe portant 1'idée de la ‘substitutionnalité’
et c'est uniquement dans le mouvement intzrprétatif que nous pourrons
1a qualifier ainsi.

Kripke falt explicitement référence & Ledniewski, laissant
supposer ainsi que la quantification est substitutionnelle dans ses
systémes. Nous traiterons de cet aspect plus loin. Pour ?'instant pré-
cisons davantage 1a notfon de validité dans ie sens de valeurs de véri-
té et pour ce faire, proposons un exemple. Bien qu'élémentaire i1 est
de nature i éclairer queique peu les choses,

Soit "o un langage.

alphabet: §
p
q
2 2 .2
Sl. 52, 53...
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LI |
5]. 52’ 53
termes: 1. p est un terme .
}temes &lémentaires

2. q est un terme
51 X est un terme et ¥ est un terme, alors XY est un
terme

4. Rien n'est un terme sinon par ce qui précéde.

propositions: F est une proposition,si et seulement si elle est con-
forme au schéma suivant:

i-
S§iYp i

1. Les Y sont des termes

2. Le nombre des termwes dans 1'expression parenthésée
correspond 3 |'indice supérieur i de S}

shie)

S;‘pp, q} sont des propositions de L

3
Syle. pa. P}

propositions vraies dans Lo:

La proposition S} LYo Yii est une proposition vrale
dans "o' si et seulement si, chaque terme, excepté le premier, commence
par la méme succession de termes &lémentaires que celui qui le précéde
directement.

Sfip. O H

Sgip, pppq} sont des propositions vraies de Lo

3
Sy\PP. PPAY, Ppaap}
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2
83199 q

Sgip, pp, pq}) sont des propositions fausses de Lo

2
saPs  ank

Ensemble de substitution : ensemble des termes.
Sur 1z base de L'J construisons L.

Proposons une liste infinie dénombrable de variables, des connecteurs,
un quantificateur et deux parenthéses symétriques:

[ SPRRNAE PN 2.A ,~ ; 3. (Ixi}; 4, (,}

1
Les propositions de L'J sont des propositions de L.

Si P et § sont des propositions de L, alors PA Q est une proposition
de L.

Si P est une proposition de L, ~ P en est une.

Si P est une proposition de L contenant aw plus L libre, alors
(% xiHP) est une proposition,

La notion de proposition vraie ayant été caractérisée dans "o’ elle peut
étre étendue dans le langage L.

1. ~ P est vraje ssi P est fausse,

2. P est vraie ssi P est vraie et { est vrale,

3. (2 xi)(l’) est vrafe ssi i} existe un terme t tel que lorsque substi-
tué & X3 dans P, le résultat de la transformation est une proposi-
tion yraie,

Dans cet exemple la caractérisation de la vérité est uniquement synta-

xique. La notion de satisfaction est totalement absente de cette inter-

prétation. Les termes ne dénotent aucun objet. 11 s'agit simplement
d'une succession des formes p et q qui n'ont aucune relation avec un
quelconque univers d'objets. La notion de validité Echappe ainsi com-
plétement au principe de satisfaction, Cette maniére d'envisager 1'in-
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terprétation supprime 1a nécessité de postuler 1'existence d’objets

et permet Egalement de traiter les var{ables sans nécessairement leur
attribuer la catégorie grammaticale des noms.

The utility of the substitutional quantifiers lies in the fact
that while the referential quantifiers over terms take names
of terms as substitutes, the substitutional quantifiers take
the terms themselves, which can be denotationless or can
denote other things. (Kripke, 1976, p. 353/.

Dans la VYittérature sur la quantification substitutionnelle,

les désaccords sont nombreux., Les citations suivantes en témoignent.

Remember we said that any concept that conforms to the
satisfaction paradigm Is satisfaction; thus the sophisticated
substitutional truth theory is supporting a recursion on
the corrcept of satisfaction. (Wallace, 1971, p. 208).

One would expect the problem of giving an interesting de-
finition of substitutional quantification, which may be pos-
sible for theories other than arithmetic, to be related to
the problem of defining truth without defining sat¥sfaction,
If one could define truth in some way directly, appealing
only to linguistic objects, as at Jleast not appealing to
all individuals, then this would be demonstrably different
from the usual definition If one could show that no defini-
tion of satisfaction emerges. Unfortunately there appear
to be difficult technical problems in constructing such defi-
nitions; and even if one finds examples, It may not be
possible to get a satisfactory general picture. (Tharp, 1971,
2 368/,

.+ Iinterprétation substitutionnelle ne vaut que pour la
quantification finie,.. (Gauthier, 1978, p. 171).

Les arguments proposés sont Souvent le produit d’une incompréhension

de ce qu'est cette perspective substitutionnelle. Dunn et Belnap ré-
pondent aux critiques les plus connues et, pour clore cette partie, il

nous a sewblé intéressant de les citer:
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1. The substiturion interpretation is uonclear or imprecise.
No. The sementics given herein are exactly as rigorous as ordinary
domin-and-value semantics, Just different.




2, The substzbution interpretation involves so illegitimate use of
“etc." and thereby abeurdly tries to reduce quantaficational logic to
propositional logic. No. There is an explicic reference in the sementics
to an infimite totality (of names), and reduction to propositional legic
is manifestly impossible,

3. The substitution intevpretation is merely a special case of the :
ardinary one, meldng the set. of names the damain and melding variables take
newes as values, No. On the substibation interpretation there is no damin
and variables do not take valyes at abl.

4, The intuitive quantifiers used in the meta-language in giving the
substitution imterpretation to the formal quantifiers must themselves be
taken in the ordinary domain-end—values sense, =0 that after all one is
not: freed completely from “antological import”; one oommite oneeelf at
least to the existance of names. No. The intuitive quantifier can be 5o
token, bur there is no remson not to giwe it a substitution interpretation
aa well,

S. The substitution inverpretation makes quentification essentially a
metalinguistic device and quantified statements “about™ pieces of language.
No. And this rejoinder is independent of the last, for it resmins true even
vhen the intuiriwe quentifiers wsed in giving the semntics are of the

dosain-and-values kind, It is of course trve vhat the sesentic
description of the quantifiers is eetalinguistic but this applies with
exactly the same force to the sewntic descriprion of, say, omjunction,
This is because all semantic descriptions are etalingtistic, Bur af to
deacribe the samantics of conjunction by saying that A & B is true if and
anly if both A and B are, does not meke conjunction essentially metalin-
gristic and A & B "shout” ite conjuncts, then to describe the senmntics
otthamiva‘almmttﬁerbysaymgﬂat(x)&(x):smﬁmmlyif
all itz aubstitution instances are, does not make universal
essentially metalinguistic and does not make (x)A(x) "about™ ite instances,

6. The substitution interpretation is without utility. No. Purting
axide the uses to which Professor Marcus adverts, it will often be sanewhat
eagier to use whanever, were we to use the domain-and=values interpretation,
every entity in the domin would be denoted by sowe nave. And this happens
often enough to be interesting, as in syntax, where we usually have a neme
for everything (i.e, every expreszion) we wish to talk about.

And spesidng of syntex, we mention in cloging a marvelous application
of the substitution interpretation that comes about by cbeerving that the
subetituends of variables need not be restricted to be remes (nouns).
Varisbles say occupy the place of expwessions of other grammtical catego-
ries, for example, sentences. With this convention firwly in mind, we can
say thinga like,

(1)  (PHQ) if " and "Y' are senteces, then "P & '

is a semtence, and "P" and "Y' are its conjuncts.
And we can do so without running the risk of mekdng s wistake sbout use
and mention through inadvertently referring to the sixteenth letter of
the English afphebet by using ™ P ™,
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Indeed, if we also have the convention thex. signs of the object
language are uwsed autcoymously as names of themselves, then we mey
drop the quotes without having to introduce any quasi-quotes or other
ugly notacional conventions:

(12}  (P)(Q) if P and Q are sentences, then P & Q is
a sewence, and P and Q are its conjncts.

The substitution interpretation thus gives logicians a way of preaching

what they practice.
(Dunn, 1968, pp. 184-185).

6.4. LESNTEWSKI ET LA QUANTIFICATION SUBSTITUTIOMMELLE

Dans les pages qui précédent nous citions 1’allusion de Kripke
3 Ledniewski. 17 est probable qu*il a repris cette information de Quine.

substitutional gquantification makes good sense, explica~
bie jn terms of truth and substitution, no matter what sub-
stitution class we take - even that whose soie member is
the lefe-hand parenthesis.(9)

e

(9} Lesniewsici’s example, from a conversation of 1937 in War-
saw. {Quine, 1968, p. 12/,
I1 est possible de comprendre cette citation de deux manibres.
1) Ledniewski voulait peut-étre parler de ces explications terminologi-
ques qui sont présentes dans le langage de 1'ontologie; i1 y est effec-
tivement fait ré&férence & des inscriptions individuelles telle que la
parenthése gauche, 2} {1 aurait également pu utiliser cet exemple pour
signifier que toute inscription quelle qu'elle soit peut &tre suscepti-
ble d’entrer dans Te jeu de la guantification. Cela ne signifie pas
qu'elle est automatiguement retenue.

Analysons 1a suite de 1'exposé de Quine:

In his substitutional quantification Leshiewski used different
styles of variables for different substitution classes. Substi-
tutional quantification in the substitution class of singular
terms, or names, 1s the sort that comes closest to objectual
quantification. (Quine, 1968, p. 12/.

Quine qualifie la quantification dans les systimes de Lesniewski de
substitutionnelie. Sans précaution aucune, il affirme 1’existence de
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différentes classes de substitution. Ceci laisse entendre que Lesniew-
ski a défini des classes de substitution et, de maniére corrélative,
que la présence de telles classes contribue, entre autres choses, &
Justifier le terme de substitutionnel attaché i la quantification. Or,
f1 n'en est rien. Lefniewski n’a Jjamais parlé de ses systémes en propo-
sant une (ou des} classe(s) de substitution. Agir de cette maniére i-
rait profondément & }'encontre méme de 1'esprit de tels systémes. Quine
affirme plus encore: i1 parle de styles différents de variables. En
d'autres mots, cela signifie qu'd chague catégorie sémantique corres-
pond un style particulier d’inscriptions qui contribue i leur reconnais-
sance catégorielle. I1 y aurait donc d'ume part des listes de variables
de styles différents en fonction de leur catégorie et, d'autre part,
une explicitation de ces catégories. Mais rappelons une fois encore ce
que les systémes de Ledniewski ont de particuller: ils se développent
dans Y'espace et le temps; leur développement est & chaque &tape 1'ex-
pression d'une grande liberté par rapport & V'inscription d'une thése
nouvelle {¢'est-g-dire d'un terwe nouvean, d'une définition nouvelle,
d'une idée nouvelle,...). De ce fait, 1) n'est pas possible de parler
de 1'ontologie comme exprimant un systéme particulier; c'est au pluriel
qu'il faut en parler. 11 est possible de construire des ontologies com-
me i1 est d'ailleurs passible de construire des protothétiques. Les
différences entre les ontologies sont de divers degrés. I) en est une
qui nous importe peu ici mais que nous cliterons tout de méme: i1 s'agit
de la différence due au caractére nominaliste que 1'on attribue 3 Les-
niewski. Deux systémes Equiformes, mais inscrits en deux endroits dis-
tincts, sont considérés cowme différents. Partant du méme axiome de
1'ontologie et jouant avec les mémes explications terminologiques, !’
inscription de différents systémes est passible; d'une part, la diffé-
rence existe dans le choix de formes d'inscriptions différentes pour
décrire 1a méme réalité logique et linguistique. D'autre part, dans
le choix dE1ibéré de faire apparaftre au sein du systéme telle ou telle
catégorie sémantique plutit que telles autres. Ainsi, relativement au
style des varfables (cf. citation Quine), il n'y a pas d'obligation
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dans le choix de 1'inscription de variables. Seules des reisons relati-
ves A une meitleure compréhensicn de lecture suggirent 1'utilisation
d'un style particulier d'inscriptions des termes d’une catégorie séman-
tigue particuliére, En eucune manifre, les régles du systéme nous impo-
sent telle ou telle facon de faire,

Partant de 1'axiome, nous pouvons inscrire sans scrupule les

théses:

NI LY PRISY R PRI

W3575e325e57 1 (35, Te53i s €458

q}_.rqv.jw-v-‘ ' qj_;rc'.iﬁla ™t
A, &, 3, S.Q.} sont toutes des varisbles nosinales, Elles le sont non
pas parce qu'elles possédent un style particulier nl parce qu'elles
appartiennent & une classe de substitutton particuliére, mais parce
qu'elles apparalssent dans des parenthdmes 3 deux arguments dont les
parenthéses symétriques sont équiformes & y ,] et qu'elles sont asso-
ciées § des lteurs équiformes dans le quantificatevr, Serait-ce alors
cette maniére de faire qui permet & Quine de parler de styles diffé-
rents de variasbles pour aifférentes classes de substitution? Nous pou-
vons en douter. Au temps premier de 1'élsboration d'une ontelogie, 41
y & bien V'axiome et avec lui 1'inscription de termes qui appartiennent
§ deux catégorfes sémantiques différentes (sbstraction faite des con-
necteurs purement protothdtiques). Normis cels, risn ne sugydre un dé-
veloppement futur du systéme plytdt qu'un sutre. Toute possibiiité d'in-
troduire de nouvelles catégories sémentiques est offerte, et avec elle,
une trés grande Tiberté dans T'inscription des termes de ces nouvelles
catégories. N'oublions pas non plus qu'il est permis d'inscrire des
termes équiformes qui ne sont pas de Ta méme catégorie sémantique, Les
systémes de Leshiewski possédent un caractére que les systdmes formels
traditionnels oe connaissent pas. Tel un discours dans le langage netu-
rel, ils se développant progressivement et réalisent & travers cette
gendse les outils de leur propre développement. Fixer des classes de
substitution contribuerait § #touffer cette dynamique constructive qui
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ies rend si vivants.

Hous evons qualifidé la quentificstion dens les systémes de
Lesniewski de structurelle et sémantique. Tout au Yong de cet ouvrege
nous evons mis en évidence son rdle importeat dans la formation de thé-
ses nouvelles. Par elle, et uniguewent par elle, nous savons comment
jnscrire les termes variables. (e n'est pas suffisant cependent pour
nous instruire de la catégorie sdmantique des variables et c'est enco-
re un argument en feveur d'une jmpossibilité de cansidérer, dans ces
systimes, une quantification qui opére sur des classes de substitution.
Une question reste encare en suspens: pour quelle ratson Lesniewski
n‘a-t-11 jamais attribué une catégorie sdmantique oy quentificateur?
Nous avons déjd expliqué les raisons qui 1'ont amend 3 ne considérer
qu'un seyl type de quantification. Ceci ne répond pas toutefols 3 la
derniére question. Attribuer un statut de catégorie sémantique 3 la
quantification aurait probablesent engagé tednieuski 3 imposer une ca-
tégorie sémantique particuliére pour chaque quantification en foaction
de la catégorie des lieurs qui lul sont essocids. Une telle précision
Yinguistique contribuerait 3 rendre peut-&tre plus explicite une lectu-
ve des thises du systime, oois elle figerait ta dynenique constructive
de ses systémes en priédéterminant d'une certaine manidre ce qui & &
dtre construit.

Terminons en rappelant que dans )'ontologie, bien que tout
fancteur constant a la possibilité d'étre inscrit, seuls deux noms peu-
vent &tre définis: v (ou un eutre terma) : le now universel

Alou unh sutre terme} © le nom vide.
Aucun autre terme constant de la catégorle sémantique des noms ne peut
y &tre défini. L'ontalogie ne propose jamais une liste de constantes
individuelles. Dans cette partie, nous nous sommes gardé de parler de
dénotation pour les variables nosinales de 1'ontologle. Wous voulons
Te faire maintenant. Nous procéderons en deux temps. Tout d'abord nous
sborderons le prablime de 1a quentification et de 3'existence, Puis
hous présenterons une interprétation possible des ontalogies de Les-

niewski.
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6.5. QUANTTFTCATIDN ET EX1STENCE

Le trés bel erticle de Lejewski {1954} servire de cadre A
4
rotre propos. Pertons de la thdse ._x: A1 x§) et treduisons-)a de
maniére trés libre:

"11 exlste quelque chase qui n'exlsie pas®,

Dens son traité, Mathematical Logic, Quine &nonce ce qui sult:

To say that something does not exist, or that there is so-
mething which is not, is clearly a contradiction in terms;
hence (x)(x exists) must be true. (Quine, 1947, p. 150/,
S2ns vouloir développer 1'aspect achevd ex definitif caractérisant un
peu trop Ya logique actuelle, sans trop insister sur le fagon quelque
peu terroriste utilisée par ses mentors pour 12 défendre, nous 2imerions
compléter cette citation. En fait, simplement 2jouter que le "must be
true” se verrait mleux accepté si on le complétait par “according to
such & theory”. Cette théorie est bien celle que Quine défend. Dans
ce cas, 11 est vrai gue ._:5,'-'( " xﬂq et {x}{x existe)} sont en Contra-
diction. Le probléme de 1'existence et de Ce sur quoi 2gissent les quan-
tificateurs apparalt tout natureliement. Dans 1'esprit de Lejewski,
considérons maintenant deux inférences:
de {x}{x existe) inférons "Ieus existe"
et de la proposition
"Zeus n'existe pas* inférons (3 x){x n'existe pas).

Quine attribue la valeur du *faux' aux deux propositions 'Zeus existe’
et {(d xl{x n'existe pas) et la valeur du 'vrei' eux propositions
{x}{x existe) et ‘'Zeus n'existe pas’. IV justrifie ainst sonm choix:

The idea behind such inference is that whatever is true
of the object designated by a given substantive is true
of something; and clearly the inference loses it's justifica-
tion when the substantive in question does not happen to
designate (Quine, 1947, p. 116/,

Afin d'&tre plus expticite, reprenons le prcbldme de 13 quentification
4 12 lumidre des définitions qu'en propose Quine.
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The so-called existential guantifier '(U x}' corresponds to
the words ‘there is something x such that". Application
of fax/) to the expression: (1} x ja a book. x is boring

in the fashion: (2} (&xlix is a book. x is boring)

is called existential quantification of (1).Also, the result,
f2), is spoken of as the existential quantification of (1},
To say cthat (2] Jis true is to say that there is at least
one object in the universe such that, when 'x' in (1} is
thought of as naming it, (I} become true. (Quine, I962,
p. 83).

The exsiatential quantifier has a companion-piece in the
univeraal quantifier '(fx}', which corresponds to the words
‘each thing x {in the universe ! is such that', Application
of 'fx})' to the expression: {10} x is identical with x, iIn
the fashion: (11} fx/) Ix is identical with x) is called umi-
versal quantification of (10);... To say that (11} is true
is to say that, no matter what object sn the unmiverse be
imagined named by 'x' in (10}, (10} becomes true. (Quine,
1962, p. 85..

Le probléme de la gquantification est indissociable de cetui de 1exis-
tence. Coct apparalt davantage lorsque Quine parle d'un univers fini.

1f we think of the universe as limited to a finite set of
objects a, b, ..., h, we can expand existential quantifica-
tions into alternations and universal quantifications into
conjunctions... {Quine, 1962, p. 88}.

Quine, bien sir, n'impose pas de limitatfon & 1'univers. Dans le cas
d'un univers infini, 11 est nécessaire d'affaiblir 1'&quivalence entre
1a quantification existentielle et son dévelopaement en disjonctions
et de 1s remplacer par une implication. 1} s'agit de ce que Quine nomme
12 rigle de généralisation existentielle,

Rule of existential generalization (EG): To any line we
may subjoin, as a new line, any schema which the given
line implies by existential generalization. [(Quine, 1962,
p. 157},

Thus 'Fy' jtself is said to imply '(3x)Fx' by existential
generalization (Quine, 1962, p. 18],

I1 est nécessaire de procéder de manidre similaire en ce qui concerne
V'équivalence entre 1a quantification universeile et son développement
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en conjonctions. [1 s’agit de la régle d’instanclation universalle.

Rule of universal instantiation (Ul}): To any line we may
subjoin, as a new line, any schema which the given line
implies by universal instantiation,..,{Quine, 1962, p. 157).

Thus '(x)Fx' is said to imply 'Fy’ by universal instantia-

tiony (Quine, 1962, p. 7).
En c2 qui concarne patre propos, nous envisagerans ict un umivers fini.
Cette maniére de faire permet de dissociar plus simplement l& probléme
de 1a quantification de celui de 1'existence. Soit un univars finl b
constitué de trois objets: 0%, 02, 03, nommés a, b, c. Considérons ung
interprétation I] telle que le fonctaur F & un argument nominal se vé-
rifie & la fois pour a, b et ¢, Dans cette interprétation, 1'expression
[x)Fx est vrale puisque dans la situation cholsie, {x)Fx est &quiva-
lente & FaAaFbaFc . Considérons une nouvalle interprétation lz talle
qu'un des abjets au moins n'alt pas la propriété F.
Dans catte interprétation, )'expression (#x)Fx ast vraie puisque dans
la sitvation choisle, (ax)Fx est &uivalente & FavFivFc,

N'ayant ici que trois noms qui dénotant trais objels individuels, 1'ex-
prassion {(#x)Fx peut indifféreement &tre lue:

I, Il existe un x tel que Fx ou
2. pour gualque x, Fx.

La premiére lecture privilégie la dimension existentielle, la seconde
la dimension de 'quelconguitude’ du quantificateur en question. L'ac-
cent privitégié ast d'une certaina manidre illuscire; en effet, les
deux lactures sont intimement 'plaguéas’ 1'une & 1'autre. Mais i3 est
passible d'envisager la quantification d'une maniére autre. Considérons
le méme univers d'objets L . Attribuans les noms individuels a, b, ¢
aux objats 01, 02, 02 de f),

Associans les noms généraux m, n, p, v aux différentes assactations
d’objets qu'i) est passible de farmer.

m est assacié aux objets 01, D2
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n est associd® aux abjets 01, 03
p est associd aux objets 02, 03
v est associé& eux abjets 01, 02, 03.

Introduisons enfin le nom A qui ne dénote rien,

A la lumiére de cette nouvelle organisation nominale, la quantification
‘existentieile’ et 1a guantification 'universelle' exprimbes sous leurs
développements conjonctif et disjonctif expriment gquelque chose de dif-
férent. C'est 1a raison pour isquelle 11 semble sage de les distinguer
de ce qui a &té vu précédesment.

Oans c¢e contexte, nous parlerons de gquentification particu-
iiére et de généralisation particuliére (Lejewski, 1954, pp. 113-114}
et nous les distinguerons graphigquement.

quantification particuliére: x7Fx’
généralisation particuliére: ,!x: Fx

S FX" ¢y FasFbaFCsFmsFRaFpaFvaF et
B % Fx 2 FavFbyFovFmsFneFpeFyeF .

1t est évident que sous cette nouvelle interprétation, 1a quantifica-
tion n'est plus inconditionnellement associée au probléme de 1'existen-
ce, seul un fragment -dans cet exemple- 3 formes conjonctives et 4is-
Jjonctives conserve une disension existentielle: FaaFba Fc et Fav Fby
Fc. 11 ne nous est ainsi plus possible de lire 3x” Fx , la générali-
sation particuliére, comme 'il1 existe x', weis de la considérer simple-
sent comme ‘pour quelque x'. Cette distinction est importante et ~...
thereby abolishing certain confusions which vitiate sose contemporary
logica...” (Henry, 1972, pp. 28-29). Oans cette onouvelle acception de
1a quantification qui prend en compte les noms vides, il est possible
partant de la proposition: "Pegase n'existe pas” d'en inférer

Bulgn'existe pas  c'est-d-dire pour
quelque x, la désignetion x n'ex{ste pes.

Cette derniére proposition est prouvable et vraie. Empruntant la termi-
cologie de Lejewski (1954) oous qualifierons la 'premiére’ quantifica-
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tion {(Quine} de restreinmte et la 'seconde’ {Lejewski, Les'nieusk'i). de
non-resireinte,

Finally, the unrestricted interpretation in comparison with
the restricted one appears to me to he & aearer approximation
to ordinary usage. Somehow we do not believe that every-
thing exists and we do not see a contradiction in saying
that something _ does not exist, It is only frem logicians
who favour the restricted Interpretation that we learn that
things are the other way round. We may further add that
the unrestricted interpretation of the gquantifiers is in com-
plete harmony with the formal gquantification theory. I do
not know of any formulae which are demonstrable in the
formal! quantification theory and which, under the unres-
tricted interpretation, are not applicable to reasoning with
empty noun-expressions or do not hold for universes of some
specific size, (Lejewski, 1954, p. 14J,

Relevens encore deux faits logigues auxquels la quantifica-
tion non-restreinte offre une solution {Lejewski, 1954, pp. 112-113).
I7 s'agit des deux lois svivantes:

{3 x)(Fxv~Fx) et
(x){Fx}a{3 x){Fy) {Quine, 1962, p. 96).

Ces deux expressions tirenmt lewr vérité uniguement si lewr variable
associée rend compte d'une valeur objectuelle. Elles ne peuvent é&tre
considérée dans le cas d'un univers vide, Cette lacune dispargit, si
ces expressions sont envisagées & la lumidre de la quantification non-
restreinte. Quelgue soit ta dimension de M'univers, vide ou non vide,
ces expressions restent valides. Si 1'univers est vide il existe enco-
re un nom, le nom vide A et ce qui est dit de ce nom ‘est' ou ‘n'est
pas'. Cette distinction claire entre deux types de quantification ex-
primés par Lejewski et reprise notamment par Henry est importante. Elle
permet d'étudier le probléme de 1'existence indépendamment de celyi
de 1a quantification. Lejewski entreprend d'analyser 12 signification
de ‘existeint)', et i1 rappelle que cette signification peut étre par-
faitement analysée sur la base de 1'ontelogie construite par Leshiewski
{Lejewski, 1954, p. 115). 11 présente cependant son analyse de la si-
gnification de ‘existe' sur la base d'une ontologie dont le terme pri-
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mitif est différent de I'epsilon de Leshiewski. 11 s'agit de ce qu'il
nomme 1'inclusion ordinaire: aeb

Lecture : tout a est b ou
tous les a sont b

I1 justifie son choix ainsi:

I prefer doing this because ordinary inclusion seems (o
be more intuitive to an English speaking reader than Les-
niewski's singular inclusion (Lejewski, 1954, p. 115},

Cela n'empéche pas qu'il soit raisonnable de 'décrire’ la signification
de ‘existe’' 3 1'aide de 1'epsilon £ et c'est ainsi que nous avons pro-
cédé.
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6.6. INTERPRETATION DE L'ONTDLOGIE DE LESNIEWSKI

6.6.1. AYERTISSEMENT

Les propos que nous allens développer sont & considérer avec
réserve, En effet, ils n'ont pas la prétention de proposer un exposé
achevé relatif au probiéme de T'interprétation de 1'ontologie de Les-
niewski. Hotre intention est plus modeste et plus limitée; elle vise
avant tout & offrir une ré&flexion sur le probléme de 1'interprétation
d'un systéme qui a la propriété de se développer dans 1'espace et le
temps, tel celui de Lesniewski. Cet exposd est Egalement un préalable
4 une recherche future que nous entreprendrons avec V.F. Rickey.

INTERPRETATION

Le probléme consiste & définfir Jes notions d'interprétation,
d'évaluation et de validité de telle maniére qu'elles s'appliquent aux

. i . -
ontologies de Lesniewski.

Les principes fondamentaux qui guident notre démarche sont
les suivants:

- tout systéme ontologique de Lesniewski est 1'expression d'une liste
finie de théses. Cette liste finie est déterminante dans le processus
de 1'interprétation.

- nous abordons 1'interprétation de 1'ontologie avec 1'esprit des sys-
témes de 1'ontologie. Nous respectons donc les qualités de dynamisme
qui appartiennent 3 de tels systémas,

- nous acceptons que la notion d'interprétation n'est pas déterminde
une fois pour toutes; elle est fonction de 1'état de cette ontologie,
c'est-i-dire des théses qui sont actuellement inscrites.

- nous ne considérons que les ontologies en tant que systémes purs,
nous n'abordons pas les systémes appliqués (King, 1970).

- nous opérons une correspondance entre le domaine syntaxique d'une
ontologie et un domaine sémantique composé ou non d'objets.

- dans cette é&tape de notre ré&flexion nous présenterons une interpréta-
tion qui opére uniquement sur un domaine composé au plus d'un nombre
fini d'objets,
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- dans )'esprit des systémes de Leé’niewski. toute ontologie est 1lex-
pression d'une liste finie de théses; i1 s'agit d'une liste ordonnde.
Interpréter cette liste ne posséde pas en sof d'intérét. Nous agis-
sons de maniére quelgue peu différente; chague ontologie, en tant
que liste finie de théses, donne d'‘elle-méme 1'dtat de lTa question.
Par cela nous voulons dire que cette liste finie de théses fournit
Ta clé& des expressions bien formées qu'il est pertinent d'inscrire
puis d'interpréter. En effet, les théses d'une ontologie, axiome(s)
y compris, finforment des catégories sémantiques que le systéme con-
tient actuellement et, en relation avec ces catégories, les constan-
tes qu'il est possible d'utiliser dans la formation d'une expression
bien formée, (Rickey, 1973, thése 31),

6.6.2. DOMATNE SYNTAXIQUE

Toute ontologie, 0, consiste dans 1'inscription d'une liste
finie ordonnde de théses. Elle contient {les) 1'axiome(s) et toutes
Tes théses inscrites actuellement, conformément aux régles d'inférence.
A toute ontologie correspond donc un état; il s'agit de toutes les ca-
tégories séwantiques qu'une ontologie particuliére contient, et, en
relation avec chaque catégorie, une Tiste finie de constantes ou de
foncteurs constants qui y est associde. Le domaine syntaxique d'une
ontologie correspond & 1'ensemble des expressions bien formées qu'il
est possible d'inscrire en fonction de 1'état de cette ontologie.

Considérons 1'exemple d'une ontologie minimale basée sur 1'ax-
iome unique de 1'ontologie, Ax. Cette ontologie se compose d'une unigque
thdse, Ax; 1'état associ@ & cette ontologie consiste dans les catégo-
ries N et S/NN. La catégorie S/NH est présente & travers 1'inscription
du foncteur constant & associé au parenthéme §--1, et, la categorie
N apparait & travers 1'inscription de termes variables qui sont argu-
ments de parenthémes similatres & {--}. I1 n'y a pas d'autres catégo-
ries sémantiques purement ontologiques. Le domaine syntaxique associé
§ cette ontologie minimale consiste dans 1'inscription de toutes les
expressions bien formées qu'il est possible de concevoir sur Ja base
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du foncteur constant & , {S/NN), de variables de catégorie sémantique
S/NN, et de variables de catégorie N. Dans les systdwes de Leshiewski,
la distinciion entre variables et constantes n'est pas déterminde par
une Yiste préalablement é&tablie. La détermination du statut des termes
est contextuelle. Un terme est une varfable, si et seulement si, il
posséde un lieur équiforme dans le quantificateur qui lui est directe-
ment associé. Un ferme est une constante, si et seulement si, aucun
Meur n'opére sur lui. Les théses des systémes de Lesniewski sont des
expressions sans variables 1ibres. Dans le domaine syntaxique, nous
voulons introduire des expressions avec variables libres. Pour les dis-
tinguer des constantes, nous utiliserons un artifice graphique; nous
indiquerons ce statut de variable libre en inscrivant un chapeau ren-
versé au-dessus du terme en question. Les expressions suivantes appar-
tiennent au domaine syntaxique associé & 1'ontologie minimale consis-
tant uniguement dans |'inscription de Yaxiome.

1. Ab Acb
ro ¥

2. (Al A

3. ant ;Ef

4. A Achs MA

5. Al Acasach”

6. b5 piovy™”

e 1
7. WA, w{aal

6.6.3. DOMAINE SEMANTIQUE

Hous exposons quelques &léments de notre réflexion relative
au probléme de la sémantique et oe )‘'interprétation sous la forme d'une
suite de preopositions. Ce terme est 3 appréhender dans son acception
étymologique: un propos offert au jugement de 1’autre. Elles sont donc
susceptibles d'dtre modifides, reconstruites ou niées.
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Preposition 1,

Le domaine sémantique S associé & une ontolegle consiste dans une liste
vide ou non d'objets 0i, ainsi gque d'une liste vide ou non de noms Nj.

Proposition 2.

Une crganisation sémantique primitive est assoctée au domaine sémanti-
que S. Elle est 1’expressieon d'une correspondance dén entre noms et
abjets. Cette correspondance est congue de telle maniére gqu'elle peut
assacier

- aucun objet & un nom.

= un et un seul objet & un nom.

- une association d'objets & un nom,

S1 la correspendance associe aucun cbjet & un nom, nous qualifions ce
rom, de nom vide.

[ ¥
VI(N) :~ 310, H dén 0

5i la correspandance assoecie un et un seul abjet & un nom, naus quali-
fions ce nom, de nom individuel.

Ind(N) : 2'0; N dén 0"

51 la cerrespendance assecie des objets & un nom, nous qualifions ce
now, de nom général.

Gen{N} :_‘:IOIO;r 01 # 02, N dén 01 et N dén 02"
Un objet peut posséder plusieuwrs noms individuels. Une associatien d'ab-
Jets peut posséder plusieurs noms généraux. Des noms &quiformes ne peu-
vent pas dénoter des objets ou des associations d'objets différents,
Afin de ne créer aucune cenfusion nous parlerons dorénavant de symboles
de noms pour les termes assecids & la catégerie N dans e domaine syn-
taxique, et nous conserverans 1'expression’ nom'pour le domaine sémanti-
que., 17 est dés lers raisennable de dissocier 1'&criture des symbales
de noms de celle des noms. Pour ce faire, nous soulignerons les noms.
Propasens quelques exemples de domaines sémantiques primitifs. HNous

symboliserens 1a correspondance dén de la maniére sutvante:
Adén 0y : A~0O).
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Exemple 1.

Liste de noms: A, B, C, a, b,

Liste d'objets: 0y,07,03

Organisation sémantique primitive, 0SP: An01, B~s02, L~ 03, b~ 0y,
b~ 0z, b~ 03, a~ (correspondance vide},

De maniére plus imagée, 1°0SP correspond & a situation suivante:
- 0 -

— 02 «— b

—y 03“/

= jm |»

Hous représenterons cette 0SP ainsi:

Sy:[A.B,C,a,.b; O, 0, 03; A~01, B~02, C~03, ba},
b~02, b3, a~}

txemple 2,

S2: [ ABCs 01, &, O3; AvO, BaOp, Coig]
11 s'agit d'une OSP sans noms gén&raux, ni noms vides.

Exemple 3.

S3:[AB Cabic i 01, 0 AvDy, BaOy, Cwly, a~0y,
a~02, bw, c~]

Cette OSP posséde la particularité de présenter deux noms individuels

différents dénotant le méme objet.

I1 est possible d*imaginer des 05P de toute complexité. Des domaines

sans noms ou sans objets en seraient des exemples.

I1 est évident que les organisations qui viennent d’étre ex-
posées ont peu d’intérét si on ne leur attribue pas une vie relation-
nelle et transformationnelle. 11 convient donc d’offrir, au-deld de
cette premiére &iape, 1T'expression d’une organisation relationnelle
et transformationnelle. De maniére analogique, 11 s’agit de proposer
des ensembles, des ensembles d'ensembles, ..., des ensembles de vec-
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teurs, ..., congus sur 1'OSP. A ce propos, nous sommes en désaccord
avec 1'affirmation de Kiing qui dit que:
.+. for ontology, where name can be not only singular,
but also a shared or empty name, in order to give an in-
terpretation to the system, one must not only specify a
domain of discourse; one must further consider the set of
all subsets of that domain. (Kiing-Canty, 1970, p. 178).
En effet, i1 n'est pas nécessaire, méme dans le cadre d'une interpré-
tation ensembliste traditionnelle d'envisager tous les sous-ensembles
possibles de 1'univers des objets.

Proposition 3,

Une organisation relationnelle et transformationnelle est assocife i
1'05P d'une ontologie,

L'organisation relationnelle consiste dans une liste d'associations
de noms et d'objets, d'associations d'associations de noms et d'objets,
es. o« Elle correspond aux descriptions des définitions ontologiques
de type protothétique. Nous nommerons ces descriptions Rj.
L'organisation transformationnelle consiste dans une liste d'associa-
tions de noms et d'objets, associfes & des noms et des objets, d'asso-
clations d'associatfons de noms et d'objets, associes & des noms et
des objets, ... . Elle correspond aux descriptions des définitions on-
talogiques de type ontologique. Nous nosmerons ces descriptions Ty.

Proposition 4,

Le domaine sémantique S assocife A une ontologie consiste donc dans
la donnée de

- une Jiste vide ou non d'objets.

- une Jiste vide ou non de noms.

= une organisation sémantique primitive.

- une organisation relationnelle,

- une grganisation transformationnelle.
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6.6.4, INTERPRETATION

Proposition 5.

L"interprétation 1 d'une ontologie 0, est la donnée

- d'un domaine sémantigque S.

- d*une application COR.

Ltapplication COR est ainsi congue qu'elle introduit une correspondance

entre

- les symboles de noms du domafne syntaxique associé 3 @ et les noms
du domaine sémantique S,
par exemple: COR(A) = B

- les termes des catdgories sémantiques de type protothétique inscrits
dans le domaine syntaxique et les associations relationnelles corres-
pondantes présentes dans e domaine sémantigue,
par exemple COR(t;) = Rj

- les termes des catégories sémantiques de type ontologique inscrits
dans le domaine syntaxique et les associations transformationnelles
correspondantes présentes dans le domaine sémantique,
par exemple: COR(ty} = T,.

Proposition 6.

L'axiome d'une ontologie détermine 1'orientation de 1'interprétation
en termes d'&valuation des propositions que son domaine syntaxique con-
tient, La notion d’évaluation est rattachde au concept du vrai et du
faux. Elle opdre donc sur une unité propositionnelle., Cette unité pro-
positionnelle est une donnée fournie par 1'axiome. Dans notre cas, il

s'agit de la proposition singuiiédre.
v b
Soft P, la proposition simgulidre A& b, et I une interprétation. L'é-

valuation de P dans cette interprétation est la valeur attribude i P,
solt te vrai, |, soit le faux, O, par la fonction YAL ainsi congue:

o L] - L 4
Soit P: Aeb, et COR(A) = B, et COR(b) = c.
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L4 v
VAL(P) = ¥AL{Ae b) = 1, ssi,

e nom B dénote un et un seul objet

et
V'objet dénoté par § est un des objets de T°association d'objets
{ou de 1'objet) dénoté par le nom ¢, elle est fausse autrement.

Considérons un exemple, i1 est de nature & &clairer quelque peu 1a no-
tion d'évaluation. Considérons une ontologie, 0, de telle wanidre que
son domaine syntaxique consiste dans toutes les expressions bien formdes
qu'il est possible d'inscrire sur la base des catdgories sémantigues
S/NN et N, la catégorie N ne possédant aucune constante, et la catégo-
rie S/NN ne contenant que 1a constante £,

Soit le domaine sémantique S suivant:

liste d'objets: 0y, 02

Tiste de noms: A, B, C, 0, E, F

organisation sémantique primitive:

[av0;, Bv0y, Cv0p, Do, E~, F¥ D), Fv0,]

En fonction des deux propositions singuliéres

Aec et At‘. B. proposons les correspondances suivantes:
COR{M = B, COR(B) = E. COR(CI =F.

VAL {;e E‘l =1, ssi, B dénote un et un seu) objet,
et
B est un des objets de 1'association d'objets,
ou de 1'cbjet dénoté par F.

L L
Dans cette interprétation, VAL{AEC) est le vrai, 1; nous dirons que
L ]
Ae (‘. est valide dans S par rapport & 1, et nous 1'&crirons I=I ;uc

‘ML{M: Bl' = 1, ssi, B dénote un et un seul objet
et
B est un des objets de 1'association d'objets, ou
de 1'objet, dénoté par E.

La premidre conjonction est vérifide, mais par 1a seconde, E ne dénote
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aucun objet; VAL(AEB) est donc Te faux, O,

$i nous avions choisi un domaine sémantique sans nom, les seules corres-
pondances possibles seraient 1'application vide. Dans ce cas, les condi-
tions d*évaluation ne seraient jamais remplies, et par ce fait, la va-
leyr de toute proposition singulifre du domaime syntaxique serait le
faux,

L'évaluation de la proposition singuliére seule n'est pas
suffisante pour déterminer 1'évaluation d'une proposition complexe du
domaine syntaxique, 11 est, en affet, nécessaire de considérer les con-
necteurs propositionnels ainsi que les gquantificateurs.

Soit P et (, des propositions singuliéres quelconques; nous poserons
ce qui suit:

1. VAL (~{P}}

1, ssi, VAL(P) = 0
vaL (P2 Q) =1, ssi, VAL(P) =0 ou VALIQ) =1
VAL (P.Q) 1, ssi, VAL(P) = VAL(Q) = 1

VAL (,af PR)=1, ssi, VAL(P,) =1,
quelle que soit 1"application COR dans 1'interprétation I choisie.

5. VAL (3a P)= 1, ssi, ML{—-Lg:w (P,? HIER

Analysons un exemple:
L]

Soit P: ‘_D: D«D>DeE une expression bien formée d'une ontologie 0.
Soit §, le domaine sémantique sufvent:

Liste d'objets: 0y, Oy

Liste de noms: A, B, C, a

organisation sémantique primitive:

{ Avoy, B~0p, Co, a~0y, a~0p])

Proposons une interprétation de telle maniére qu'elle applique su sym-
bole de nom E, le nom A, L'inscription P &tant une généralisation dont
le lieur du guantificateur est le symbole de nom D, 11 est nécessaire
pour évaluer P, d’envisager toutes les correspondances possibles.

Afin d"inscrire les valeurs de vérité des propositions singuliéres en
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fonction de toutes les correspondances qu'il est nécessaire d'envisager,
nous &tablirons des tables de vérité.

L
1
pEt A COR(E} = A
0-05-;—
D=+B| O
D+C| O
D+aj 0
b 0D D D
+ & ¥ &
DgO|A B € a
o+A |l - - -
6-+B8|- 1 - -
6Ci- - D -~
bsaj- - - O

La correspondance COR{E) = A &tant fixée par 1'interprétation, ana-
lysons les quatre valeurs que peuvent prendre D.

L
Si COR(D} = A alors  VAL{DEE} =1

VAL(DED) = 1
et v
VAL(DE D> D2 E)

n
—

Si COR(D) ~ B alors VAL(DEE) = 0

VAL{DE D} = )
et v
YAL(DE 0> D% E)

]
[}

St COR(D) = C alors  VAL(DGE) = 0

VAL{DL D) = ¢
et v
YAL{De«DO>De E)

n
—

n



Si COR(D) = a alors  VAL(DCE) = D

VALIDED} = D
et "
VALIDED» DeE) =

L
I1 existe un cas pour lequel VAL(DsD>DeE} = D;
i1 s'ensuit donc que VAL( D DeD>DEE'} = D.

Une grande pauvreté en termes de fonCteurs constants et de
catégories sémantiques caractérise les domaines syntaxiques é&tudiés.
En effet, seules les catégories ontologiques N et S/NN sont présentes,
11 est nécessaire d'envisager aussi des ontologies de plus grande ri-
chesse.

Propasition 7.

S$i le domaine syntaxique conmalt un terme constant ontologique de type
protothétique différent de 1'epsilon de la catégorie S/HN, 1’applica-
tion COR lui fait carrespondre une association relatiomnelle de la fa-
mille corrrespondante si elle existe.

Proposition 8.

Si le domaine syntaxique conmaft un terme constant différent de la ca-
tégorie des noms, )'application COR lui fait correspondre ume associa-
tion transformationnelle de la famille correspondante si elle existe.

Proposition 9,

L'évaluation d'une proposition ‘'atomique’ P autre que la proposition
singuliére se fera en termes d'une vérification de 1'existence des cor-
respondants de ses arguments dans le correspondant de )'association
relationnelle attachée au foncteur de la proposition P.

Proposition 10.

L'évalyation d’une expression quantifiée qui agit sur un foncteur va-
riable de la catégorie § exige )'évaluation de toutes les situations
particuliéres 1iées aux associations relationnelles correspondantes
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qui existent dans le domaine sé&mantique.

Nous avons voulu, en présentant ces quelques propositions,
esquisser l'esprit d'une finterprétation de 1'ontologie. Cette {nterpré-
tation se révéle é&tre une combinatoire trés complexe de noms et d'ob-
Jets, combinatoire qui joue un rile déterminant dans le processus de
vérification d'une expression bien formée d'un domaine syntaxique. I
s'agira maintenant de décrire avec précision 1'organisation d'une as-
socfation relationnelle, ainsi que celle dfune association transforma-
tionnelle. 11 s'agira aussi de présenter un calcul qui régle 1'évalua-
tion de toute expression bien formée d'une ontologie. Des travaux fu-
turs s'y emplojeront.

7. REMARQUES

Cette présentation de 1'ontologie de Les'nieuski n'‘est que
partielle. Elle est |‘expression d'un choix qui voulait avant tout met-
tre en évidence 1'efficacité, ainsi que la subtilité linguistique et
sémantique que 1'ontologie détient. Nous voulions également souligner
1'intérét qu'il y a d'entreprendre des recherches métalogiques sur la
base de ce systéme. Nous ne saurions accepter le dédain que Geach Tuf
attribue en 1'assimilant & “the two-name theory".

In our own time the two-name theory has been given a new
lease of life by Polish logicians, notably by Stanislaw
Leéniewski. Great logical subtlety has sometimes been shown
in developing the theory. It would be injust to call this
subtlety futil, but I do call it misdirected.

{Geach, 1972, p. 52).
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QUATRIEME PARTIE

MEREDLOGIE



CHAPITRE ¥ - LA MEREOLOGIE

1. PREAMBULE

Le.{nieuski est attiré par 12 logigue et plus tard par Te for-
maiisme lJorsqu'il est averti de )'existence des antinomies russellien-
nes {(pp. B-9}. 11 s'sgit en fait de bien plus que d'une simple attiran-
ce; c'est une provecetion. 11 refuse d'éviter 1'antinomie comme e font
ses contemporains, meis désire profondément résoudre ce problime, Ti
entreprend donc de faire e procés de la notion de classe telle gqu'elle
était alors exposée {pp. 9-22)}. S5e démarche aboutit & une conciuston
inévitable: cette notion de classe contient deux ceractéres incompati-
bies entre eux: 1'un est distributif, 1'autre collectif. Ayant mis en
dvidence cette contrediction, Les’nieuski résoud, du méme coup, le pro-
biéme de )'antinomie russellienne, 11 ne s'erréte pes 3. Ses démarches
1'aménent tout neturellement & s'intéresser 4 cette notion nouvelle
de classe investie d'un caractére collectif, I! poursuit donc ses tra-
vaux dans lTe sens de )‘&dification d'une thiorie nouvelle relative &
Ta notion de classe collective (classe méréologique). C'est en 1916
qu'il en publie une premiére synthése sous le titre de Podstamy ogolnej
teoryi mnogosci {Legnieuski. 1916} “-Les fondements de 13 théorie géné-
rale des ensembles-*. Dens son exposé, Lesniewski décrit les relations
de partie 3 tout, relations englobant tous les ‘possibles'. Le caracté-
re collectif contraste donc avec le caractére particulier et unidimen-
sionne) de la vision distributive. Cette nouvelle théorie qui prendra
plus tard le nom de méréologie "might be called an axiomatic extralogi-
cal theory of parts or wholes as pieces or aggregates, and their most
general relations®. (Luschel, 1942, p. 149},

Dans un premier temps, nous exposerons les relations que Jla
méréologie soutient evec 1'ontologie et la protothétique. Nous poursui-
vrons en décrivant certaines étapes intellectuelles de la réflexion
de Legnieuski gui sont des moments importants dans 1'édification de
tette nouvelle théorie des ensembles, Enfin, nous présenterons de me-
nidre formelle e mér&ologie et mettrons en &vidence ses caractéres
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les plus significatifs.

2. CONSIDERATIONS GENERALES

Rappelons que Lesniewski a développé postérieurement 3 1la
méréologie deux théeries: la protothétique et 1'ontalogie dont dépend
logiquement la méréclogie. MNous avens wvu le rapport gque 1'ontologie
soutient avec la protothétigue {pp. 282-283). L'expansion de 1'ontale-
gie, la méréologie, n'est pas de méme nature gque celle qui fonde le
rappert entre protothétigue et ontologie.

C'est sur 1'acquis duy systéme de 1'ontalogie que 1'inscrip-
tion d'axiomes propres permet de développer la mérdologie. Les axiomes
de la mérénlogie possédent le style de 1'écriture ontologique, En fanc-
tion des termes primitifs introduits par les axiomes, de nouveaux ter-
mes peuvent &tre définis. Le terme de classe KU est 1'un deux. K] est
défini comme un foncteur constant ontologigue, ¢'un argument nominal;
i1 s'inscrit donc dans ume proposition singuliére, A¢Kleas, qu'il est
possible de lire: A est la classe des a. Klaay est donc un nom, et com-
me nous le démontrerons, il s'agit d'un nom individuel. Ce qu'il imper-
te de retenir maintenant, c'est gue Kl<ay , comme tout terme et toute
expression nouveaux de la méréologie, répond aux propriétés, aux régles

et aux lois qui régissent 1'ontolagie.
Empruntons une thése de 1'ontologie:
TS _Ab A:brAdA’

lL.a régle de substitution rend passible 1z substitution de Kloay, qui
est un nom, & O qui est également de la catégorie des noms. Nous obte-

nans de cette maniére la thése suivante:
£ Lﬁgr a¢K1<a7:Atﬁ‘ 15, bB/Kleay
Lecture de £: si A est l1a classe de a, alers & est un nom individuel.

Parlant des axiomes de la méréologie, nous les avans quali-
figs d'axiomes propres. La méréolegie est donc un systéme appligué,
mais & quoi? Appliqué aux notions de parties 3 tout, telles que Leg-
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niewski les percevait.A ce propos, la justification de Lesniewski est
fort intéressante -mais en est-eile une?

I wish to add a few words as a preventative measure a-
gainst possible critical objections [from the Yphilosophical”
camp: that is -in my system the expressions are treated
as a hypothetical-deductive system, Irom which it f{ollows
that, properly speaking, I assert only that those proposi-
tions which 1 call "theorems" result Irom the propasitions
which I call "axioms". The psychic "sources” ol my axioms
are my intuitions, which simply means, that I believe in
the truth of my axioms, but I am unable te say why [
believe, since I am not acquainted with the theory ol cau-
sality. My axioms do not have a logical ’'source”, which
simply means that these axioms do mot have proofs within
my system, just as in general no axiams, in the nature
of things, have prools in that system for which they are
axioms . I am quite unable to answer the guestion, what
is the vobjective value of my axioms, nor any other similar
questions, which concern the exponents of the so-called
theory of knowledge- because [ admit sadly and to my
clear disadvantage, that despite my most sincere wishes,
I am stjll unable to understand even one of the problems
which occur in the just mentioned respectable "science',
(Ledniewski, 1916, pp. 3-4).

3, UNE PREMICRE APPROCHE DE LA CLASSE MEREOLOGIQUE

Lefniewski a eu un rapport bien particulier avec le formalis-
me. Nous pourrions le définir ainsi: le formalisme n'a aucun sens en
tant que création libre, i1 ne trouve de pertinence que s'il est inter-
prété. Leshiewski a senti le besoin de recourir au formalisme afin de
cammuniquer ses {dées de la facon la plus précise qu'il soit, et sur
des bases logigques oui ne souffraient d'aucune imperfection. Le farma-
lisme est avant tout pour lui un moyen de communiquer, sans équivaque
possible, les résultats de réflexions qui s'ancrent profondément dans
53 conception du monde et la facon d'en parler. I1 n'est donc pas sur-
prenant de le voir entreprendre une analyse de la notion de classe tel-
le qu'elle est pergue dans 1'usage courant. Du reste, 1'acception de
cette notion de classe n'est pas en désaccord avec celle que propose
Cantor,
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Jede Menge wohlunterschiedener Dinge kann als ein einheit-
liches Ding fir sich angesehen werden, In welchem jene
Dinge Bestandteile oder constitutive Elemente sind. (Cantor,
1887, cité in Ledniewski, 1927, p. 130).

Chague ensemble de choses bien distinctes, qui peut &tre
envisagé comme un tout dont elles constituent les ingré-

dients oy les éléments constitutifs.

Lte probléme de la classe vide se pose tout naturellement.

En effet gu'en est-il d'une classe qui n'existe que par ses constitu-

= 4
ants -les objets~- si ces derniers n'existent pas? La réponse de Les-

niewski est cinglante:
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{zagadnienie "klas pustych” nie stanowilo tematu moich rozws-
2 przy tej sposobnodei, koncepeje bowiem Mdas pustych' erak-
touaten of chwili pierwezego z mia zetkniecia ko konceptie
"aitologicany™, stojac bez Zadnych wahah na stancwisla, ze.

(1} jezeli jekdk preedmiot jest klasa 2 ptow a, to
pevien przedmiot jest a 3y,
{(Lesniewsd, 1927, p. 186).

Le probleme des ‘classes-vides’ n'a pas retenu mon atten-
ticn, car lersque j'ai été confronté & cette conception de
classe-vide, je !'al considérée comme une conception mytho-
logique. En effet, je n'hésite pas & affirmer que: (1) si
un objet est la classe des objets a, alors un objet est a.

Sur ce point Frege est d'accord avec tesniewski:

Schridnr wagt die Erdichtong
eier leoron Klaseo. Beide mind slwo darin, win o8 scheint, wit vialon

Mathometikarn einig, man durfo lwlichig otwas ordichion, was nicht da
iat, jo wap sogar uodoakbar ist; denn wenn dia Elomonte das Kyatem
bilden, 8o wird des System mit dan Elonienten zugleich sufgehpben. Wao
div Qrowzsn dioser Erdichtonguwillkdr liogen, uad ob ey iborhams drrea
gebo, dariber wird wohl wenig Elarhoit wnd Uebereinstimmung zu finden

®i0i (frege, 1893, pp. 2-3).

Schrider ose inventer la classe-vide, Tous les deux (Schri-
der et Dedekind) acceptent apparemment, ains! gue beaucoup
d’autres mathématiciens, qu'il est possible d'inventer n'im-
porte quoi, gue ce soit guelgue chose gui n'existe pas ou
quelque chose d’impensable; en effet, si les €léments cons-
tituent le systéme, alors le systéme disparaft en méme temps
que les éléments. OO se trouvent les frontiéres de la liberté
d'invention, et, tout dlabord, existent-elles? A cet égard,
on rencontre peu de clarté et d'accord.




En 1895, Frege exprime de mani&re trés imagée cette position.

Wenn, gemiss unserm bighorigen Grehmehe dos Wordes,
vine Klasse nns Gegenstimlen besteht, sine Sanmlfmng . collective
VYireinigung von tolvhien ist, ko muss sie versehwimden, wenn ilivse
{irgenstiinde  verschwimden.  Weon wir simtliche Minme eines
Waldes verbreswrn, sa verbresen wic lamit deg Wabl,  Fiue
lwwe Kilusse kann vs adso whcht pirben.

{Frege, 1895, pp. 436-437).

Conformément & notre usage actuel des mots, lorsqu'une
classe se compose d'objets, lorsqu’une collection est 1'u-
nion collective de ces objets, elle doit disparaitre lorsgue
ces objets disparaissent. Lorsque nous brilons la totalité
des arbres d'une forét, nous brilons par 13 méme la forét.
Ainsi, une classe vide ne peut pas étre.

Non seulement Les’nieuski refuse de considérer cette notion
de classe vide, mais il rejette &galement la relation '&tre é&lément
de’ telle qu'elle &tait alors dé&finie par la communauté des mathémati-
ciens. I1 revendique une dé&finition de cette relation, comme de celle

de classe, qui soit plus en accord avec le sens commun,
1 readily

sdmit thst some of my theoizms, as g, Theorem XXVI,
may offend more ot ket the "mathematical intuitlons’ ot yariouw)
lating the elega of certain th ieal con-
t indzpendentty of whether thaee i con-
irlbute to Hee scientific apprehension of reddlty In any way, or
whether they only strve to justify the mathemstical custorns
Jeigning in our epoch snd to 3 prest oxtemd chaiacterized by
ineria. | cannot, however, deny myself the pleature of sating
that | tried to write my work 30 1hat it would apply not merely
1t all kindy of "free creatioos' of various mvore 01 lest Dedekinding
crestive spirita; thus, #1 comes Kbout that | am more concerned
1hat my theorems, having as precise a form us posgble, should be
with the * sense’ of rep ives of ‘esprit

taque’ volved in investigations of & reabity thet they them-
selves bave mol ‘cresied’ than | am that what | sy should be

congatent wilh those " of prof

of sty who marched oul of the centrifwge {providad with the
PP ol “Tree tion’) of 4 cal minds & izt
by speculaii truciions ‘detached trom reality”.

(Lesniewski, 1916, p.3, cit& in Lefniew-
ski, 1930, pp. 261-262}, et traduit par
sinisi (1983, p. 24).

Les’niewski s'oppose aux mathdmaticiens d'alors. Par honnétetd
intelTectuelle, i1 refuse de partager ume réflexion qui vise avant tout
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a préserver 1'acquis mathématique du passé. Il aurait été d'accard avec
le commentaire de Baurbaki qui traite de ce théme.

Il s‘agit avant tout de ne renoncer & aucune part de 1'hé-
ritage du passé: "Du paradis que Cantor a créé pour nous’,
dit Hitbert ( 13lc , p. 274} "nul ne doit pouvoir nous
chasser’. Pour ce faire, 1ls sont disposés & accepter des
limitations aux raisonnements mathématiques, peu essentiel-
les parce que conformes & [l'usage, mars gqui ne paraissent
pas Imposées par hnos habitudes mentales et I'intuition
de la notion d'ensemble. Tout leur semble préférable & 1!
intrusion de la psychologie dans les critéres de wvalidité
des mathématiques; et plutét que de ’'faire entrer en ligne
de compte les propriétés de nos cerveaux", comme dit Hada-
mard { 10 , p. 270}, ils se résignent 3 imposer au domaine
mathématigue des bornes en grande partie arbitraires, parce
qu’elles enferment la Mathématique classique et ne risquent
pas d'entraver les progrés ultérieurs.

i3le Hilbert: CGrundlagen der Geometrie. Leipzig-Berlin,
Teuber, 7e éd. 1930.

10 R. Baire, F. Borel, 4. Hadamard, H. Lebesgue. Cing
Lettres sur la théorie des ensembles, Bull. Soc, Math. de
France, ¢, XXXIIT (1905}, pp. 261-273.

{Bourbaki, 1969, pp. 51-52/

IT est intéressant de remarquer combien Jla tradition mathématique &
travers sa pratique pédagogique a réussi & rendre paturelle une notion
qui paraissait si artificielle a 1'aube de notre siécle. Lesniewski
en parle méme en termes de théaories non nafves -nie naiwnej tearyi-
(Ledniewski, 1928, p. 261). 11 est méme quelque peu troublant de consi-
dérer aujourd'hui comme naVves certaines des théses de la théarie géné-
rale des ensembles de Ledniewski (1916). Les trois théses suivantes té-

maignent de ce fait.

- Taut abjet est un élément de Tui-méme (1916, Thése XIV¥)
- Tout objet est son propre &lément {1916, Thése XXV}

- L'assertion "si P est un &lément d'un ensemble d'cbjets m,
alors P est un des m" est fausse (1916, Thése XXVII)

La compréhension actuelle de la notion de classe est quelque peu déran-
gée & la lecture de ces théses. Dans 1'acception de la notion de classe
communément partagée aujourd'hui, 1'assertion “si P appartient & 1'en-
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semble des m, alors P est un des m* semble plus que raisomnable.

#
Proposons et analysons deux assertions présentées par Les-
niewski., Elles sont de nature & saisir davantage ce qui caractérise

la notion de classe telle qu'il la concevait.

I. Tout objet donnd P est 1a classe des objets P {1916, Thase X)
(Lesniewski, 1916, p. 9},

I1. wciat #ig zdarza, it ten a len przzdmiot jesl kiasa przed-
miotéw takich a takich i zarazem kiagy przedmictéw catkicm innych
(Lesniewski, 1930, p. 186).

Il est fréguent gu'un objet soit la classe de tel ou tel

objet tout en étant la classe d'objets entidrement diffé-

rents.
Contrairement 3 la notiom de classe standard de la théorie des ensem-
bles o0 i1 est nécessaire de distinguer un objet P et la classe compo-
sée uniquement de cet objet{ P}, 1a classe méréologique n'opére pas
cette distinction. 11 y @ é&galement une autre différence enire la clas-
se€ mérdclogique et la classe distributive. Cette dernidre fournit ex-
tensionnellement une liste d'éléments et une seule. Certes, la proprié-
té caractéristique -le concept- qui permet de générer une telle liste
peut se formuler, se paraphraser de différentes maniéres mais les ob-
Jets qui la constituent restent invariablement les mémes. Clest la rai-
son pour lagquelle nous avens qualifi& le caractdre distributif de par-
ticulier et unidimensionnel. La classe méréologique ddpasse cette limi-
tation, Ainsi par exemple, A C B 8

le segment AB est la classe des segments AC ou C8 et simultanément
1a classe des segments AD ou D8 (Ledniewski, 1927, p. 186).

Ajoutons que sur 1a base de la définition suivante
D : |, Aab,"A¢A : Aca . Atbiz AkU<aby

on peut montrer que:
1) ADecel<KICULAL Ca%2

mais
2) ADtar<wAC CBW
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Avant d’approfondir davantage Jes distinctions entre classe
méréologique et classe distributive, précisons ce que sfignifie ‘objet
P! A cet effet, rappelons que la méréologie est wne expansion de 1'gn-
tologie. U’&criture et les régles d'inférence {mis & part un nouveau
terme primitif et un petit ajustement des régles qui permet de considé-
rer 1'axiome de la méréologie et les théses qui en découlent) sant qua-
si les mémes. I1 y a deux conséquences & cela: d'ume part la classe
des P, X1«P», (qui est de la catégorie sémantique des noms) est soumis
a la 'loi des noms' développée dans 1'ontologie. D'autre part, i1 est
nécessaire d’utiliser le langage ontclogique pour exprimer le dévelop-
pement méréologique. lci, apparait une ambiguTté. En effet, nous par-
lons simultanément d'objet P, de classe et de nom. Afin de nous dégager
de cette difficulté, considérons 1'interprétation de T ontologie qui
a &té présentée. Nous avons é&tabli une correspondance entre un univers
syntaxique et un univers sémantique, Les &léments qui constituent ce
dernter sont d'une part des objets et d’autre part des noms. Les noms
peuvent étre de diverse nature. ) y a les noms généraux qui dénatent
plus d'un aobjet, les noms vides qui ne dénotent aucun objet et les noms
individuels qui dérotent un et un seul objet. Rappelons enfin que lors-
que Pous avons défini le terme constant nominal ¥V, naus avons proposé
Ta traduction présémantique suivante: AE€V: A est un nom d'objet(p.299).

Résumons-nous:
1. Tout objet est dénoté par un nom individuel.
¢. Un nom individuel dénote up et un seul objet.

Ainsi, en lieu et place de'objet P: nous devrions gcrire’ abjet de now
{individuel) P! Les raisans qui ont amené Lesniewski & ne pas exprimer
cette précision sont probablement d'ordre historique. Lorsqu'il élabore
la méréologie, les bases lagiques qui la fondent, motamment la théorie
formelle des noms -1'ontclogie-, ne sont pas encore coangues. [1 n'a
donc vraisemblablement pas senti le besoin de faire la distinction qut
nous importe aujourd'hui. Sur la base de ce qui vient d'étre dit, il
est ratsannable d'accepter comme équivalentes les expressions suivantes:
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a. objet de nom P
b. P est un nom individue)
¢. 1'objet P

Aingi 1'expression'ubjet P’ ou 'objet de nom P peut se traduire formelle-
ment par la proposition singuliére ' Pap.

La traduction du théoréme X fourrit Y'imscriprion suivante:
13 ]
P, PEPIPLKI<P?

Le caraciére méréologique se distingue du caractére distribu-
tif de plusieurs maniéres encore. Le concept de classe distributive
rne permet pas d'accepter )’'assertion suivante:

1. Si P est laclasse (distributive} des objets a, alors P est la
classe des classes des objets a
ou encore

2. 5i P est la classe {distributive} des classes des objets a,
alors P est la classe des objets a.

Dans le contexte collectif, ces assertions sont des théorémes.

Twierdzenie LTI, Jezeli P jest klamy p-tdw a, to P jest klasy klas p-tiw a.
{Ledniewski, 1927, p. 68, traduction
anglaise: Sinisi, 1976, p. 25).

SI P est la classe des a, alors P est la classe des clas-
ses des a.
Traduction formelle:  Pa’ PeKlca>sPeKl<Klcavs
Twierdzenie XOVIL, Jezeli P jest klasq klas p-tow 3, to P jest kiasq p-tdw 3.

{Ledniewski, 1927, p. 68, iraduction
anglatse: Sinisi, 1976, p.25}.

5i P est la classe des classes des a, alors P est la clas-
se des a,

Pal PeKl<Klean > PeKlcas:

Traduction formelle: |

La distinction la plus frappante entre le distributif et le
collectif apparait lorsque 1'on compare la production de deux classes,
V'une distributive, 1!'autre collective, engendrées par les mémes géné-
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rateurs. A cet égard, empruntons & Grize |'exemple trés éclairant qu'il

propose,

{far classe distrrhutive est, ) proprement parler, ['exten-
s offun concept. S1opoest le concept ‘planete’,
dire  que fupiter est une plinite c¢'est soit poser pl soit
Jel <l px. ot ["infurmation transmise est la méme dans les
doeux Geritures. Soat donc la classe distributive.

P df } Mercure, Vénus, la Terre, Mars, Jupiter, Saturne,

U!ranus, Neptune, Pluton’

£ite cantrent neuf ¢lements et riep d’autres,
Les cilottes polaires de Mars, ta tache rouge de Jupiter,
les wnneaux de Saturne n'appartiennent pas a4 P. £t pour-
tant, tout cela et miile autres choses ont affaire avec le
concept 'planéte’. La notion de classe collective doit pal-
fter cette facune. (Crize, 1972, p. 86/,

S1 1'on considére maintenant 1a classe collective des planétes
AgKlep>, Klep» comprendra "cela et mille autres choses qui ont af-

faire avec le concept 'planéte’".

Donnons un exemple géométrique élémentaire qui est de nature
i clairement mettre en évidence la distinction qlcbale entre une classe

méréclogique et une classe distributive.

A F E

- = ={
Figure 1 G al l
B c 1}

totre intention est de fournir les élémants de la classe distributive,
respectivement méréologique, caractérisée par la description générigue
a: les rectangles de ta figure 1.

Soit P, Ye nom de Ya classe distributive ainsi générée. Elle contient

d
trois éléments et rien d'autre.

F’{1 :  ABCF, FCDE. ABDE

La classe méréologique gn comprendra également ces trols éléments, mais
en plus elle en contiendra une infinité d'autres., Le point 1. le seg-
ment GH, Ya 'ligne brisée' ABCFE, 1a surface AGHF en sont des exemples.
11s sont é1éments de la classe Pm sans pour autant dtre des rectangles.
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Au caractére particulier et unidimensionnel de 2 classe dis-
tributive, la classe mérdologique oppose un caractére non particulier
et plyridimensionnel. Précisons davantage ces aspects. Considérons le
concept planéte. La classe distributive sera:

{Mercure, Vénus, Terre, Mars, Jupiter, Saturne, Uranus, Neptune,
Pluton} et rien d autre.

Cette classe ainsi constituée est unidimensionnelle parce que les élé-
ments qui la composent sont de la méme nature. I1s ne sont gue ce que
détermine exactement la propriété caractéristigue, le concept qui 1'en-
gendre. Chague &tément posséde 12 méme dimension conceptuelle. Les an-
neaux de Saturne, les taches de Mars et mille autres choses ne sont
pas &léments de cette classe. Cette classe est particuliére parce que
1a propriété caractéristique qui 1'engendre est invariable, 3 12 paraphrase
prés. ‘Planéte' peut &treé remplacé par ‘astre tournant autour du selail
et é&clairé par Jui' ou par un autre defintens édquivalent. Quelle que
s0it la description choisie, nous restons ay méme nivedu de particula-
rité, L2 classe méréologique ne saurait se soumettre aux propriétés
de Jla classe distributive. Elle posséde des quatités, des propriétés
plus riches et plus complexes que celles de la classe distributive.
EVle offre un caractére pluridimensionnel, Aux qualités différentes
des &léments qu'elle contient correspond une grande richesse de rela-
tions cui les rend sclidaires. Le support axiomatique qui ancré son
existence ‘départicularise* !'entrée en matiére d'une classe. Heureuse-
ment ce caractére a ses limites, et, s'il est pessible de considérer
des &léments de diverse nature dans une classe mérdologique, 11 n'ast
pas possible d'y mettre n'importe quol.

La classe méréologique est un tout au sens irés fort du terme,
La relation de partie & tout est bien particutiére et immensément moins
restrictive que celle qui caractérise la classe distributive, Précisons
migux cette retation. Dans sa théorie générale des ensembles de 1916,
Ledniewski propose un terme primitif ainsi que deux d&finitions qui
inscrivent des relations de partie 3 tout. le terme primitif ‘part de’
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-formellement &crit pt- est um foncteur 3 un argument nominal formateur
de nom. 11 s'inscrit donc dans des propositions de la forme : Aipt< Be.

"est part de" est ume relation irréflexive, asymétrique et tranmsitive,
Ce terme primitif lui permettra de construire le premier exposé de la
méréologie. 11 propose ensuite la définmition de 'ingrédient d'un objet
P', formellement &crit ingr<pr, ingr est également un foncteur forma-

teur de nom & un argument nominal. 11 s'imscrit dans des propositions

singulidres de la forme A& ingrepy.

Jrutilise 1'expression "ingrédient de )'objet P" pour dénoter le

méme objet P et chague part de cet objet. (1)

(1) La proposition d'utiliser 1'expression "ingrédient", dans ce
contexte, m'a &té& suggérde par Lucyan Zarzecki.

(Lesniewski, 1916, dé&finition 1.)

Lesniewski propose enfin la définition ‘&l&ment d'un objet P,
formellement el<P»>. el est ainsi un foncteur ontologique formateur
de nom & un argument nominal. Tl s'inscrit dans des propasitions singu-
liéres de la forme Alel-B».

J'utilise 1'expression “&lément de )'objet P" pour dénoter
tout abjet Py lorsque, si il existe 'x', alors

1} P est la classe des abjets x,

2) Py est x.

{Le$niewski, 1916, définition IV},

Pour bien comprendre cette définition, il nous faudrait dis-
poser maintenant de la définition de classe. Nous ne 1'avons pas encore
donnée. En fait notre propos est autre, Nous voulions seulement signa-
ler les deux définitions de relation de partie & tout que LeSniewski
donne en 1916. Deux raisons ont guidé le cheminement de natre réflexion.
La premidre est qu'il s'est avéré (Kearns, 1967, p. 82) que ces deux
définitions sont é&quivalentes. Les théorémes suivants permettent de
'sentir’ ce résultai,

S1 Py est un ingrédient de 1'objet P, alors Py est
un &lément de 1'shjet P. (Leihiewski, 1916, Thése X!I}).
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Si Py est un &lément de 1'objet P, alors Py est un
ingrédient de 1'objet P.
{Lesniewski, 1916, Thése XII)

La deuxiéme est que, dans la littérature relative a Leghiewski, on donne
parfois au definiendum ‘é&lément de', le definiens de 'ingrédient de'
{Sobocinski, 1955, p. 3). Nous procéderons de maniére similaire et ceci
pour des raisons qui retévent plus d'une perception linguistique sub-
jective que de motifs scientifiques. En effet, ‘@lément de' semble une
expression plus conforme 3 1'usage courant que l'expression 'ingrédient
de’.

Résumons ce qui wient d'&tre présenté,
atpl < B>
Lecture: A est une part de 8.

Cette expressian permet de définir une relation partitive; cette rela-
tion est transitive, irréflexive et asymétrique.

catégorie sémantique de pt: N/N - foncteur formateur de nom & un
argument nominal

pt-B>»: N
AgingriBy»
Lecture: A est ingrédient de B

Cette expression permet de dé&finir une relation d'appartenance; cette
relation est transitive, réflexive et non symétrique.
catégorie sémantigue de ingr: N/N - foncteur formateur de nom & un
argument nominal
ingr<Br: N

AgeleBy
Lecture: A est élément de B

Cette expression permet de définir une relation d'appartenance; cette
relation est transitive, réflexive et non symétrique.

Catégorie sémantique de el: N/N - foncteur formateur de nom & un
argument nominal
e1<Br: N
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AEkl:ay
Lecture: A est la classe des a

catégorie sémantique de K): N/N - foncteur formateur de nom & un
argument nominal

Kl.a»: R

Sur la base de 1‘'acquis théorique de 1'ontologie et en utili-
sant les définitions mérdologiques qui viennent d'étre exposées, nous
voulons déduire et décrire de maniére formelle quelques assertions de
Leshiewski.

I "jezeli fjeden I tylkd jeden przedmiot jest P, to P jest klasa
p-1ow Pr{Lesniewski, 1927, p. 187},

I1.5i un et un seul objet est P, alors P est la classe des P.

1. P PEPPiKICPs

11. °F pepzpev” définition; D14
AR VPRI W thése; D), D2, D4
Iv. Pa’ Peaspt P thése; T5

V. P PeKle s pep v, a/Klp?

VI, P PeKWP>zPEP” I, v, déf,
VIT. PP i§P) 4P} 5PeK1epy i, i, 4

Il s'agit d'une formalisation plus explicite de 1'assertion 1.
VUIT. K 1YeleKleK»] . o}elcK)iKn}.2e)cKIckmd KlselcKlckan ™
VII, sub, P/ el<KIiK»

Lecture: si la classe ne contient qu'un et un seul &lément, alors

cet élément est la classe des éléments (en fait de 1'&l&-
ment) de la classe.

Ledniewski exprime ce résultat ainsi:
fA} jetzeli jeden 1 tylko jeden przedmiot jest elementem

klasy K, to element klasy K jest klasa elementdw kilasy K.
(Ledniewski, 1927, p. 197/.

Si un et un seul objet est é&lément de la classe K, alors
I'élément de la classe K est la classe des éléments de la
classe K.
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IX.
X.
X1.

ledniewski affirme &galement

(B)Jezeli X jest klasg elemtdw klasy K, to klasg K jest tym

samym przedmiotem, co X,

(Lesniewski, 1927, p. 197),

Si X est la classe des éléments de la classe K, alors, par
la méme, la classe K est I'chjet X ,..,

Utilisons ce résultat dans notre perspective.

' -
K, KeKleeleKIeK® o KlaKag X

..'E: ele K1k 2 K1cele K1ckm = K1<Kr el K1:Koy' 1X, X/el¢K1iK»»

K 11elki i} .+ elcKickn)aKlekcel ¢ K1 K>
VIII, X, transitivité

Leshiewski exprime ce résultat ainsi:

(C} Jezeli jeden i tylke jeden przedmiot jest elementem klasy

K, to klasa. K jest tym samym przedmiotem, co element kla-
sy K.

fLeshiewski, 1927, p. 197/).

Si un et un seul objet est élément de la classe K, alars
la classe K, par 1 méme, est !’objet ’éiément de la clas-
se K'.

Ce résyltat désigne un type particulier de classe. 11 est

utile de lui attribuer un nom et surtout, de le dé&finir de maniére for-
melle. Le nam de classe unité, classe individu, -’klasa jednostkowa’
(Les’nieuski, 1927, p. 197) ou classe singulidre -singuldre Klasse- {Fre-
ge, 1895, pp. 444-5) conviennent parfaitement,

En utilisant la régle de définition de 1a méréologie, inscri-

vons la définition de la classe singuliére.

XII.

KT ek ) 4 de1<KI ks; #KeSing definition

I1 s’agit bien d’une bonne définition méréologique de type ontologique.
Sing est unecanstante de la catégorie des noms N.

Lesniewski propose:

(D) K jest klasq jednostkowa, wtedy i tylke wtedy, gdy jeden

i tylho jeden przedmiot jest elementem klasy K.
{Leshiewski, 1927, p. 197).
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K est une classe singuliére, si et ssulement si, un et seu-
lement un objet est élément de la classe K.

. . r "'
Traduction formelle: K¢ Sing s 2B, Belek> B : 1) existe un et
un seul b

De XI et XII nous déduisons immddiatement.
XTIT. &Sk £SingaKI<Cs EekK1¢K2>™

’ . . . - .o .
Lesniewski exprime ce résultat de Ta maniére suivante:

(E) lezeli jakas klasa jest klasa, jednostkowa, to jest tym
samym przedmiotem, co jedny jej element.
(Lesniewski, 1927, p.197 ).

51 une classe est une classe singuliére, alors elle est, par
13 méme, l'objet qu:i est som unigue élément.

Lesniewski ne présuppose pas 1'existence de classe singulié-
re dans le monde -"nie przesadzam tu kwestji, czy klasy jednostkowe
wogole istniega na swiecie” {Leshiewski, 1927, p. 198), mais il est
convaincu que si une classe est uwne classe singuligre -tel le concept
traditionnel du point géométrique- alors elle est bien identique & son
unique é@lément.

Ledniewski se sent ici en accord avec Frege; il le cite méme
ou §'y référe.

Nun st unvere Annahme, duss singulice Risssen mit ludividaen
zosaommuonbllen, cine nutwendigo Falge der Auffaseany, dass die
K kussen anis Dodividuen Destehen, einer Anfassung, Win dom Gelicto.
Splhat gemass ist wml diesein ootstemmt

{Frege, 1895, p. 445).
Maintenant, notre conjecture selon laquelle les classes sin-
guliéres cofncident avec les individus, est une conclusion
nécessaire; elle découle de la conception qui précise gque
les classes se composent d'individus.
11 accepte cette position de Frege & condition que “singulire Klassen
mit lndividuen zusammenfallen" soit d'un contenu &qguivalent & "eine
Klasse, die nur aus einem Gegenstande besteht, mit diesem selbst 2u-
sammenfdllt” (Frege, 1895, pp. 443-444},

- £ . . ]
Lte crédit que Lesniewski accorde aux assertions de Frege n'est que mo-
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wentand, En effet, dans som article “Kritische Beleuchtung einiger Punk-
te in E. Schriders Vorlesungen iiber die Algebra der Logik" (Frege,
1895), V'auteur fait un raisonmement qui, sur Ja base de présuppasi-
tions qu’il trouve acceptables -celles que nous avons cit@es- aboutit
3 une incompatibilité.
Wir lwben geschen, oo die Anfacsung, wonach Jdic Klasse
ann Inlividaen Desteht, ond slso sdaes Einzelding mit dor singuliiven

Klsase gusammenfille, in keinem Falle sufrecht erhalten werdew
kenn, AFrege, 1895, p, 445}

Nous avons wvu que la conception selon laguelle la classe
se compose d'individus, et par conséguent [a!sgj , 1'objet
singulfer cofncide avec la classe singuliére, ne peut en
aucun cas étre correcte.

En raison de cette contradiction, Frege propose alors une notion de

classe qui est 1'extension d'um concept, der Umfang eines Begriffes..

Dot Umfang cines Begriffes Lestcht wicht aus den Gegen-
stimlen, ilie unter den Noprill fallen, clwm wie ein Wald
ans Binmen, sondern er hat mn dom Regriffo sellst

nur an olissem soinen  lall. (Frege, 1895, p. 455).

Ltextension d'un concept n'est pas constitué par les objets
gui tombent sous le concept, comme une forét est constituge
d'arbres, mais elle s'appuie sur le concept méme et seule-
ment sur celur-la.

Legniewsk n'accepte pas le raisonnement de Frege qui le conduit d'une
part & refuser les propriétés de la notion de classe qu*il semblait
préalablement accepter et, d'autre part, & considérer 13 classe comme
I'extension d'un concept. 1) analyse ce raisOnmement et en découvre
la faille.

Frege met en &vidence )'inacceptabilité conjointe des asser-

tions: 1. Lt'sbjet unique -Ya chose singuliére- coTncide avec la
classe singulidre,

il. La classe se compose d'individus

Son arqumentation repose sur les bases d'un autre présupposé qui est
totalement ind&perdant de 1'assertion 1],
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L1T1. Chaque individuy doit étre considéré comme la classe
qui n'est composée que de luf,

Frege, comme nous le verrons, refuse cette assertion et met en doute
sa validité. 11 a bien sir raison d'en douter. Son tort et d'avoir uti-
lisé ce résultat pour mettre en &vidence 1'incompatibilité des asser-
tions | et Ll. La démonstration de V'inacceptabilité comjointe des as-
sertions 1 et I utilise 1'assertion 111 qui est indépendante des deux
autres. Lesniewski montre que le raisonnement de Frege est fallacieux.
11 souligne que 1'affirmation précédente ne posséde aucun fondement
et que le ‘also' qui en détermine Ja valeur de vérité n'est aucunement
justifie (Ledniewski, 1927, p. 199).

Nous allons reproduire ici la dimonstration qui améne Frege
a4 refuser 1'assertion IIl. Cect nous aidera i caractériser davantage
la classe méréclogique.

Der Zweilvl, ob jedes Lmlividoum wls Klasso betravhios wenden
darf. abiv por wua ihm lestedw, wind inech flgrnle " tglegpering
versticht,  Wir himaen fir J* i unserer virhin angestellten Ve
irarWnng auch vine Khoess nelonen, ibie seller cioe Menge ¥on
Inilivisluen wifuest s dimn wie der Vepfuser anf S 18R s, banin

bl Wlwser ple sin Golenbeialing nmd idepngenies amecl al-
blividupm  himgestellt wewbon, <t pun ¢ wiv aben adin Klusee
e mit I awmmmenlallemden Gegenstinmbs, i i @ v soulare
Klsase, die pur P nls Individoum enthalt.  Wire & nun richlig,
ilnss ving wingnlice Klaste mit ddem Jndividbuum tosamncnficle, dan
uls vinziges woter il begeiflen winl, so licle @ mit P xommmen.
Nelimen wir won wn, €= seien o oml & verschisdens Grgenatiinae,
b sls budividoen opter P begriffen wonlen, 80 wilnbn sie win
anch unler @ Yegriflen scin; lea hiesso, sowvhl o uls auch b fele
mit F* rosamneen, Fodglich fiele anch o mit & xussmmnen gogen
lie erluabiee Annaline, sie seien vorschinden,

{Frege, 1895, pp.d444-445).

Le doute relot:f & la question de savoir si chaque individu
peut étre considéré comme une classe sera renforcé par la
réflexion suwivante. Nouws pouvons également choisir pour
P dans notre considération précédente, une classe qui se
compose efle-méme d'un ensemble d'individus; comme dit
Pauteur & la page 148, une telle classe peut &tre considé-
rée comme un étre de pensée, et par conséquent, elle peut
étre également considérée comme un individu, Considérons
maintenant ) comme précédemment., c'est-d-dire cofncidant
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avec les objets P; envisagé ainsi Q est une classe singu-
liére qur ne contijent que P comme ndividu, 51 cela dtan
vra) maintenant qu'une classe sipguirere coincide avee ['in-
dividu qur y appartient, alors P coinciderait avee M. Ae-
ceptons maintenant que a et b sorent des objets différents
qur, en tant qu‘rndividus, appartrennent a P; de cotie
mamére, 1is appartiendrarent égaiement & Q; cela signifie-
rait que a comme & colncideraient aver P. [l s'ensurvrait
que a et b coinciderarent, et ceci contrairement a [‘hvpo-
theése admise selon laquelle ris serarent différents.

Cette démonstration qui montre la contradiction a laguelle on
aboutirait si on acceptait que “chaque objet peut étre considéré comme
la classe dont cet gbjet est exactement 1'unique &lément™ est carrecte,
11 est cependant injustifiéd d'affirmer que cette assertion découle de
celle qui énonce que “toute classe est composée d'individus”. Tout se
passe comme si Frege avait confondu Ta notion d'individu avec celle
de classe singu'iére et par abus de langage: individu singulier, Reve-
nons & cette troisiéme assertion. Ledniewski la refuse avec vénémence.

odrzucam
jedaccreinie najropeinie} stanowezo poglad, 1 kiteym zgodnic
(E*) kaidy przedmiod jest klasa, kiérej jedynym eclementem
jout Wwm wiainie proedmdot, (| gsniewski, 1927, p. 197}

Je refuse tout & fait catégoriquement fe point e vue

selon lequel

{E*) tout objet est la classe dont ['umique éiément est cet

objet particulier.

5't1 est pertinent de penser un objet comme une entité, il est faux
de Ye considérer -dans la perspective méréologique- comme une classe
dont 1'unique &lément est précisément cet objet. Admettre que si
FeP -pP est un objet- alors PEKI<Pr-P est la classe des P- ne signifie
pas que P est 1'unique élément de Ta classe. Un exemple facilitera la
compréhension. Considérons une orange, O, comme une entité, un individu,
un objet. Appréhendée de maniére méréologique, il est possible d'affir-
mer que 1'orange est classe d'elle-méme.

st 00 alors 0tk <0

L'orange est &lément de la classe d'elle-méme. Mais €1 n'en est pas
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le seul Elément. Un fragment de son écorce, un de ses quartiers, trois
pépins et moult autres choses sont &galement '&lément’ de 1'orange.

L'esprit méréologique apparaft tout & coup plus maturel. IV
nous permet de parler d'individus, de classes d'individus, ol V'individu
est considéré comme un tout, sans Eliminer le fait que chague individu
peut & son tour &tre analysé en ses €l&ments -s'i) en a-. Par exemple
proposer Ta classe méréologique des planétes, Klgpy, n'est pas seulemant
proposer la suite finie des planétes quf sont &lément de 1a classe mais
¢'est surtout fournir une maniére d'entrer en matiére avec Cette classe-
14. Les planétes, les &&éments des pTandtes, les éléments des &léments
des planétes,..., comme la classe Kl<p)y elle-mdme, sont des &)éments
de l1a classe Kl<py. Cette qualité nous avait engagé 3 qualifier de plu-
ridimensionnelle la relation d'appartenance wméréologique. Le nom géné-
ral P, les planétes, n'est pas & considérer -& la fagon distributive-
comme 1'"indicateur* des &léments de la classe, mais comme un générateur
possible de tous Tes é€léments de la classe., Le qualificatif de possible
est important, Em effet, une méme classe mérdologique peut se laisser
aborder par des générateurs différents, non par de simples paraphrases
d'une méme propriété caractéristique, mafs par la dénotation d'objets
différents. A cet égard 1'exemple géométrique proposé par Ledniewski
et que nous avons donmné plus haut est trés explicite. C'est emn vertu
de cette derniére propriété que nous opposons au caractére particulier
de Ja classe distributive le caractére non particulier de Ja classe
wéréologique.

4. LES AXIOMES DE LA MEREOLOGIE

En 1916 Leédniewskd proposait le systéme axiomatique suivant.
Comae nous le verroms plus loin, i1 n'est pas le plus &lé&gant, mais
il reste probablement Ye plus explicite. En effet, la formulation de
ses axiomes est de nature 3§ faciliter la saisie des informations qu'ils
contiennent. A la différence de Leéniewski, nous présenterons Jes axio-
mes de maniére formelle. Pour des raisons déjd énoncées, nrous utiliserons
Te terme de “&lément® & la place de celui de “ingrédient”. Nous nous
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donnons également la liberté de modifier le nom des variables.
Al AB Atptc< BraBeacpt< AdY" (1916)

Cet axfome &tablit I'asymétrie de la relation partitive congue sur 1'ex-
tstence du foncteur 'pt. Ce foncteur est de 1a catégorie des foncteurs
formateur de nom 3 un argument nominal, N/N. Les parenthéses choisies
sont conformes & celles exigées par la base ontologique.

AZ ,ABC Aspte< BY.Bept< C>.>Aept< CY  {1916)

Cet axfome inscrit la transitivité de l1a relation partitive congue sur
V'existence du foncteur ' pt. Ce foncteur appartient sgalement 3 la ca-
tégorie sémantique N/N.

D1 (ABS AtA: -1AB} vALpteBy . r2heelcBY” (1916}

Cette d&finition wéréologique de type ontologique inscrit le terme'el’
comme un foncteur formateur de nom 3 un argument nominal.

A est &lément de B, si et seulement si, A est identique 3 B ou A est
une part de B.

- r EY -
D2 Aa’ Ath. 3B Bea . B BrasBeelAr . B Beelch» 23D Cea.DeeleCr.
Del<B>"" :sAtKlcar (1916)

Cette d&finitian qui est de la méme nature que la précédente Inscrit
formellement le foncteur K1. Ce terme constant appartient 3 la catégorie
sémantique des foncteurs formatew de nom 3 un argument nominal.
Proposons un exemple, il facilitera 1'accéds aux relations qui organise
uhe classe méréologique. Proposons le modéle suivant:

Seit A, une figure géométrigue qui a la forme d'um disque vidé en son
centre.
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$oit a, un nom général qui dénote différentes parties de cette surface;
elles sont disjointes ou non disjointes, et dans Jeur totalité elle

recouyre la figure A,

a~ al , a~at , aw~aj

a~a2 , a~as

a~al3 , aw~ab

Considérons a comme un nom générateur qui donne accés & la classe méréo-

logi

al

b)

398

que de la figure A,
At Klear

Cette classe ex{ste bien; en effet, il existe B, B est un a.
Lala, a2-a,..., al~a]

Chacun des a est &Tément de la classe
{aleelchs, .., aTeel<Ar]

11 est ¢'un intérét certain d'analyser si cette classe posséde d'au-
tres &léments. Pour ce faire, nous nous intéresserons & la troisiéme
conjonction du definiens de la définition 02; c'est elle qui permet

d'en décider.

Nous analyserons plusfieurs cas.

Le point P est-il &lément de la classe Klcay ?
Pour répondre i cette question, 11 est nécessaire d'observer s'i)

existe bien C, D, te? que C est un a,
et
D est &lément de C
et
D est &lément de B.

La réponse est positive, en effet, il existe bien P et a3,
a3ea, Peel«<ady et Peel<Pr (réflexivité de la relation d'appartenan-
ce con¢ue sur 1'gpérateur’el’). PeelcKlcar>

La surface R est-elle &lément de la classe Klcar ?
EMle 1'est, car i1 existe ajet & tel que
a3ea, Peelcaldr et PeelcRy et atnsi Reel<Klcar>



c) La figure A elle-méwme est &lément de la classe Klcas.
En effet, impaser 1'existence de C, D, n'entraine pas 1'unicité
existentielle. De ce falt, i1 existe bien des C et des D tels que:
Ciea, CitekCi> et Cieel<Ar, et ainsi AcelcKICar>,

d) Le point S n'est pas &lément de 1a classe Kl<a.
En effet, i1 n'existe pas de D tel que D soit & 1a fois &lément de
S et élément de ai.

e} Le point { en conjonction avec 1a zone D est &galement un Elément
de 1a classe, comme 1a réunion de al et a7 d'ailleurs.

Nous pourrions muitiplier les exemples.

Avant de démontrer certalnes théses de la méréologie qui illustrent
les relations entre les &léments d'une classe, terminans la présentation
de la base axiomatique de ce systéme.

A3 (ABal AtK1<as.BeKl<ar.>3ABY {1916)

Cet axiome impose 1'unicité de la classe des a.

M P Azas3l) BeKlear {1916)

Cet axiome &tablit que la classe des a existe pour autant qu'un a
au moing existe, ou, dit autrement, si les a existent, alors la
classe des a existe,
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QUELQUES THESES

Sur 1z base du systéme axiomatique de 1916, nous proposons

quelques démonstrations de théses, Elles fournissent des résultats sus-
ceptibles de faciliter la compréhension des relattons entre les fonc-
teurs classe de, K1, @&lément de, el, et part de, pt.

Th ]

Th 2

Th 3

Th &

400

LAafAeKlcaysAer® D2, lére conjonction

S$1 A est la classe des a, alors A est un nom individuel,

LhaS AeKlcay 5,18 Bea™ D2, 2éme conjonction

Si A est Ta classe des a, alors queigue chose est un a.

LABa S AcKicar o, BeasBeelcAy’

D2, 3éme conjonction
$1 A est 1a classe des a, alors 5§ B est un des a, {1 est
é1ément de 1a classe.

LABoL AeKlcors. BeelcAy 530D lea .

ade
Deelelsy . Deeledy D2+ 4dme conjonction

$i A est Ta classe des a, alors si B est &lément de A
il existe C et D tel que, C est un des a, D est &lément
de C tout en &tant &lément de B,



™ s LAS~ (A ptecAy)”

A | Aepb<hy
AcpbcA>dAgn cptean
AtacpteAn

Ae plehy: a(Aeptcar)
- {hepkeh)
~(Aeptehr)

LA~ Che phepo)

~F P e e e

hyp-

Ar,B/0

2,4,5¢

3, dif. & mmingle
b Ae

1,9, ~4

1-6 PSRN 1

Sur la base du foncteur pt, i1 est possible de concevoir une rela-
tion partitive. La thése Th § g&tablit 1'irréflexivité de cette

relation,

Th 6 that AeasAecledy”

fla Aea

AcA
“1MlvAgpt<ny

Aeh =LARYvAeptaky
Aeeehy
AeaoAcrichr

LAa s Aca 2 AelcAy

G T o P e e e e

Th 7 LAS AsAsAcel Ay

l'u:“;.

1, Wuiolosie Bt
Z,M\.su.l*
3, vi
A

s, el el
{-6,5

1",1..;{

Th. 6, %A

5§ A est un individuel, alors il est &lément de lui-méme,
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Th 8 L het AeKicay o AeelcAy” The , */Kicor

5i A est une classe, alors elle est &lément d'elle-mdme, Ce résultat
met en é&vidence la distance qu'i) y a entre la classe mérdologique et
celle distributive de la théorie traditionnelle des ensembles dans la-
quelle une classe n'est Jamais &lément d'e)le-méme,

Th 9 LAB:“C !l‘ﬁ) 2B B‘-‘

1 |ae [Aeeledy l\iﬁb

1 =iastvAcpten> 4,48 el
3 ERLLY hyp.v ¢
A BEA 3, oml. D4
S BB b,ooml. TS
6 AEpien> bye. Ve
1 Ben<picAry 6,42

g g T, o0l 15
9 e 239,658.Ve
A0 | Aeel<@>a3 e 4-9 2
4 | Lhs AEeicB> o BeD 440 ,1ai

Ce résultat est intéressant, il posséde un rapport um peu caché avec
la classe. En effet, une classe, Klcay> par exemple, est un individuel,
et la these Th 9 dit que si A est un &lément de quelque chose, alors
ce quelgue chose est un individuel,
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Th 10 Ao Ao A KAeAY

u”qﬂm*wpé

N e e T
:uon-nc\l’-wpa.g

U

L
1
1

hap
Aot 75

2,1 [%)
hyp

1 nil_
§,6,00t T
L0l MY
Tvi
},omd, 75
9,9,Ai
40,&3:. el
b-41 51
h-AL i
-

L, teil

A%, ent 15
A6, Th Y
45,42 49,44

13105 CeA Beckelr Teeleay® 43,3 4 (M, %)

A%-4% 5

1", zﬁ,l-a i
3,43, 05 MM %
4-1¢ a1

ha] JAga
AtA
LVAAS BN
B| (ot
Aeh
AtS
=ias}
= {as}v Bepl<ay
3]
BeR: =laelvplehy
Beelehr
BeA oBeelcA>
LB ReA g eeleny”
Bl [ Heeicar
Ach
Red
Be o<y
Aeh B elchy Beelcty
| Beeiearsi (B Led Jenlels B elea
L3 Beeeaya 3R Leh . Beelelreeleny'
Aekichy
AcashekicAy
vAeS Atas heKiehy

4-2% s
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Th 11 LAJ Aehshekieay Th4o,%/A

Tout individuel peut 3tre appréhendé comme sa propre classe.

Th 12 L AJ Aeh = heKicay’ Tha, /s, Thit

A est un individuel, si et seulement 51, i1 est sa propre classe.

Thiz LhAafAtasKlicoye Kicay

4 [Aa ._A_ea. h\,“) ]
1 138) BeKlcar 1 Ak
3 L9 BEKKey 5 BeKicay' Profo. LpSpog’
h LBLIBeKlcar LeKicor, 2 =1ney”
Ax 3
5 Ki<arg Kieo) 13,9, Ay.on}.
¢ Ata o KlcargKlea) 1-3, 94
7 {1Lha, Ara o Kicay g Kicay' 4-6,1a1

Cette thése est importante. Elle démontre en effet que Ta classe des
a, Ki<a> , est un nom individuvel. I) montre ainsi la pertinence d'en
parler en la singularisant, la classe des a. L'axiome 3 faisait bien
pressentir ce résultat.

Th 14 Las KicareKl<ass Kicay g theKicayy '
Thn, AfKlcay
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Démontrons maintenant deux th&ses ontologiques dans 1a méréologie. Elles
permettront d’'inscrire d'autres thises méréclogiques.

Th1S L acreel Cee 21ASAED = Act™

LB I L R T S

o
=

A4
12
13
14
15

ot l_est..t:e
pet

ted

A [Aee
1314
L1314
Aed o Asl
_&et
ted
AER
Astohked
Aes= Acl
LAl Atz At
Bel .CemarhlAcosAet®

LRCTaEt T8 s AJAet =A™

hyp .
}4,;\ ]
hyp
1, reit
45,0001, ¢
§-6,51
L)
3, reil
33,00l TR Y
-0, 5 4
L4, &l e
*'“'. kat
4-43,3 1
=48 L ai
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Th 16 LABLU Ac§ <8y =iaed. oALy<Cy

A jAstt]  JAevq<e>.=ist hyp.
1 Atgeey
3 = e} }1’ he
X Bet. e 3,4, »
5 LA hepaket® 4, This
A LABACY<ar s 2 1qE 1Ak difinkon
1 LobJLATAL ae kel 2 LS tnle xin)"”
Piwe wat.
3 LASAEg el s Lt TRy urfLt”
L ,q/a,l'h
3 Lot 18y zeill” 35,2
16 254} Harisl= devraminy 9,0se, eTrsrad
" As p<n) = £ imind & ,at
12 ¢ 19Fat18) i4,2,2 ¢
9 £ evd Ak ity 40,4882
Ab Aeqety = €49t amils 6,0 e,%
48 Agacety Ab Ad = e
18 Aegesy. s18tl .o Ae<a i- 18,3,
17 | 1AatasAedeey, = 1otk s Aetee” f-A6, i

Sur la base de ce résultat, i1 est possible d'inscrire les théses sui-
vantes:

Th 17 LAgtSAept<B>. =i8t) . sAeptety”  Thil, T/pl.

Th 18 LAstSAcel<cBy. =infl oheelec®™  That, ¥/el
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Th 1%

[ IR AT - B 7~ N W

LABtS Aepkady +1ATY 5L gptesy”

Ast [ TAcplend =tat)
hepl<sy
= 1M}
Cea
Leh  Aeplesy oteph<ss
tea-Aeplats>
Leplens
hepless. = {aty .oteplets
LABES REpl <8>. = 1ALY 2 Cepleey’

hyp-
}4,M:

3,4d].=

ol T, A B pheny
L ¥ W

5.6, o ¢

1-f,2 ¢

A-8 ,uai
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Th 20 LASCS Acelcny. Beelely ohselety

1 At | Aceleay geelce> bup .

2 21ABY v Aeple®> 1‘1'““\

3 ={stivaepic?

3 = 148} 1 ypve

5 = Intlvieplet> 3wt

4 R 5, p.ve

] = JABY bt

t « AL B éanlo 128

3 = $AtEvAgpl <o $,vi

I  Bepicty 5, p-ve

.y s thsd it

A Aepicty 44,40, Th 4

13 =UAtyvAgplety 2,y i

4 = 1AtivAepl<et> 5 69,40 i3 Ve
As | Aeplees Limp. Ve

16 ={stiveept<t> 3,reit

b =it} 44, Wp.v e

it r;.c Pt 15, vl

9 hepdcl> 10,42, Th A2

p1 = JAtY v Aeplety 9,v i

u [ eeptety Ab, Jop ve

u Aepl <oy 45, reit

8 Aepl<ty 22U At

1y = {Ativheplets 3v i

s siAtivheptet> Ab AFd0 218V &
u 1AtV Aept o O 14258 e
bl Aeelcty 26, . o

2 Aceledy peelety. s hEciety 4-27, 5 4

23] LABtI e el ey Beeletd oAl by 423,050
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Cette thése inscrit gque la relation d'appartenance congue sur le fonc-
teur el est transitive. La thése suivante &tablit que cette relation
est également réflexive par rapport aux noms individuels,

21 LAS Rehaheeleay

Th 22  thelhetasheelaKicayy®

{4 [ Aa Aea hyp.

) | xicarsxicar prote. Lplpog

kY Aerl<kicar 2,4, Thy, Miricar Bfa
! Aea 3 Aeelekicary -3 58

5 ) LAaS Agas heelekicary A% 0,0

$i un individuel est un des a, alors i1 est &lément de 1a classe génbrée
par le nom a.

Th 23 1 ABaf AeKleg> Bea. o= TABY

4 |Ada{ | Aexwar. bia hugp.

1 ArKleny 14 e

3 fto §

¥ Bed 3, 0ni0,T5
5 1113 473 33 L

6 = § ABY .7, Ay
] hexicn). pea.o=1A8) A=6,51
3 |sABal AeKicay. fea.n= 1ARY A-F s

51 A est 1a classe générée par B et que B est un individuel, alors
AetB sont identiques.
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T 24

S o e s R

W
=’

WP 0 D G M A e P A T

=
- 3 > & & 2 2

40

25

o

Ao

thal AtKi<ay 2 = § A Kicar}®

Ag¥lcay

130 Ace”

Kleas g Kicay

§ AKlcary

J AeKicas s = JAKIcas)

LAaJAeK cars a1 A Klcast

Lol tial = '{Kicarl®

__! {el
viASAed®
AJAta
136 & eKicay
YiKicard
'iKicay)
"oy 2t iKlcar)
L {Klcos}
118 ae Kicay™
BFe Ki<a>
WAAfAga
LIATALd
'ia)
"1Kicas} 5! fa}
'1ad 2 ikicar}

Lo Yiad 2 Yfkicas}

hyp

44051
1., Th4}
3.4, 0nde 718
1-4 01
1-5, 0.0

i A est la classe des a, alors A et classe des a sont identiques.

hyp.

4, &80 1)
1,4..1,,‘3;
3, A0

b, &' 8)
1351,
4-6,2 %
hp

g,df 443
3, bp.3e
Ao,

g 4o-M ,Te
1z, ot 14
3-43,5 0
9,4y, 8§ #
4'45,Lai



S1 les a existent, alors la classe des a existe, et réciproquement.

Th 26

Ao

W oew o O o o b e M

=
-

—
-

Th 27
Mo

2 dy - o LA A e e A

LAal AgKlcar 3 At KicKicow®

[ A ¢ Kicay
L3873 ¢ Kickicay'
B |B8exickican

Agkicay
s{ A K1car)

B e xicay
=18A%

A e Kican
| AeKicklon

L} eX1car s Ac ¥y

LAaf Aekicars AgKlckicary®

LtAa) Ag KicKican 5AgKizay'
__!«tk\ck\m»
Acel<iy
U tekicar Deatetr Deddea?
) [tekior Detdely Jederr
texieny
2§ Ukknd
AeveRicaw
ReKl<ty
tsl
131.14]
AeKlcay
A Kizay
AsKicKicarya heKlicar

] LAaf hexleKicon aAeX cay?

hp-

[ Py PR
Lyp.de
4, veik

LAy
35,4, %o
s N % Yricar, 56
39, Mise ok
2,32 3¢
1-9 914
LR [ I

b,

4,The

43,1, % ko
3, e 3
5,7hay

1wt
104, Y
5, onde, T%

18, Thay

48,5, Thise exl.
3.04M,3 ¢
IWTIPE

A- 43 a4t
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Les théorémes 26 et 27 montrent que dans la méréologie la classe des
a et la classe de 1z classe des a représentent le méme objet. Ce résul-
tat est en compléte opposition avec ce que permet la théorie tradition-

nelle des ensembles.

Th 28 ~{ _Aaf AegKicay)

4 LAaf Arkicay®
2 Aekieny

3 pEn

k ~{(AeA)

51 ~{L Aol Agkicay™

Th2e [ afutAckteny)?

11 A A E KAZAy
) VIBSBEA
3 ~138) BEX
] ~ (AR KI<AY)
51 LAS~(Aekiean)”

hyp

e, 20 %
2,0mle 38
onle ., T3

4,35, %~

Pyp.
A,The %/
onde , T4
423,418
A-¥ 5046

Quel que soit A, 11 n'est jamais Je nom d’une classe générée par le
nom vide. La classe générée par le nom vide n'existe pas.
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Th 30 LobfLitifea. 307600, odel<Wcomel cklehnl L orel BaKicaroBeKLeby™”

A [ab]lL3t Tea 1367 6eb°, o felckican elekichn hyp.
1 (Y | 8 ekicar byp.
3 Bed 2 onle. TS
» Kleay e Xicay A, Ae,Thily
5 B eel < Klcayr 2.1 M, Yacay
¢ _ 18 BeeleNcon = BrelcKicbyy Ane, &l 0t-3
9 Kiebr e Klchy A, They
8 seelekiehn 65,2 ¢
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Ce théordme &tablit que sf les &léments de Ya classe des a sont les
mémes que Tes Sléments de la classe des b, alors la classe des a est
aussi la classe des b, Considérons un modéle; 1) permettra de réaliser
que ce résultat est moins trivial qu'il n'en a 1'air.

Soit trois points indivisibles dans ]'espace et le temps
1. 0z, 03,

Attribuons & Y'entité 01, 02, le nom individuel Al, et & 03 le nom in-
dividuel, AZ2. Désignons les noms Al et AZ par e nom général a. Effec-
tuons une autre attribution nominale: désignons Y'entité 02, 03, par
le nom individuel B1, et 01 par BZ. Proposons enfin le nom général b
pour les noms Bl et B2.

Les a et Jeés b ne sont pas dgaux auv sens od nous 1'avons défini,
~{0fab} )

Cependant, les &léments de la classe des a sont &gaux & ceux de la clas-
se des b, o0 §el<KlcavekXl<b»} , et donc la classe des a est identique
& la classe des b.

= JKlcarketd] .
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Cette thése laisse pré&figurer la forme des organisations méréologiques
possibles. Les é&léments peuvent &tre disjoints, ou ils peuvent étre
totalement nan-disjoints, ou ils peuvent é&tre partiellement non-dis-
Joints. Les deux thforémes suivants précisent encore cette organisation
possible,
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Nous terminerons sur cette derniére thése qui n'est rien d'autre que

1a démonstration de la ‘croyance' de Lesniewski en 1*affirmation B,
{p.391).
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6. QUELQUES DEFINITIDNS

Les définitions que nous proposons maintenant ont marqué cer-
tains travaux qui se sont érigés sur 1a base de la méréolagie. Certains
résultats ont mis en &vidence 1a possibilité de construire cette théorie
en utilisant d'avtres foncteurs primitifs que ’pt*. Au-deld de cet hom-
mage sCientifique, nous pensions qu'il Etait &galement important de
présenter des définitions qui permettent d’appréhender une organisation
méréologique avec une autre perception que celle fournie par les notions
de,’part de, &lément de, et'classe de'

D3 P est une collection d'objets a, si et seulement st, les
deux conditions suivantes sant satisfaites:

{d) P est un objet
{p) pour tout (, si Q est un &lément de 1'objet P,

alors quelque Elément de 1'objet Q est un Elé-

ment de quelque a qui est &lément de 1'objet P.
(Le{nieuski. 1816, 1928, d&finition 11I; traduit en anglais,
Sinisi, 1983).

D3: ‘__Pg, PcP.LQ_' chlcb:‘i_cn Cta.Deelel> . Deelely. Cceknr
x choha:

Sinist utitise le terme 'set' pour nommer ce nouveau foncteur, L ’&qui-
valent francais, ‘ensemble’, pourrait amemer quelques confusions. Hous
avons préféré utiliser le terme de collection qui est la traduction
du mot polomais ‘zbior?, &vitant ainsi quelques malentendus. Nous agis-
sons comwe 1’a fait Sobocinskf (1955, p. 37). Cette notion de’collection
de a'soutient ume analogie partielle avec 1a notion de sous-ensemble.
Considérons un exemple:

Soit quatre disques, A, B, C et D, désigné&s par le nom général a.

«@CI)OC[k
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Etablissons 1a liste des collections de a.

At colca , ABtcolea» , BDRcolkkar , ACDEcolcar
Bgcole¢ap , ACkcolear , CDecolea» , BCOEcoOl«ar
Cecolear , AD€colcar , ABCE€colca> , ABLDE colcar
Decoleay , BCecol¢a» , ABDE coleay

et rien d'autre n'est, dans ce cas, callection de a,

Le point R n'est pas une collection de a, En effet, il existe bien A et
Aga, mais A n'est pas &lément de R, La partie 5 du disque D n'est pas
une collection de 3. I1 existe bien D et Dga, mais O n'est pas &lément
de 3, 31 le nombre 'd'objets’ désignés par a est n, et que ces ‘objets’
sont discrets, i1 y a " -1 collections de a. La différence profonde
qQui réside entre la notion méréologique de collection et celle de sous-
ensemble dans la théorie traditionnelle des ensembles, est que cette
derniére présuppose une distinction de type entre um sous-ensemble et
T'ensemble qui lui est associé, alors qu'une collection de a et a ap-
partiennent tous les deux & la méme catégorie sémantique, N. 50bocinski
(1955, p. 39) traitant de cette définition &crit que Lesniewski avait
démontré la thése &tablissant que si les a sont discrets et qu'il y
en a plus qu'un, alors les a sont en nombre plus petit que 1a collec-
tion des a,

This thesis is the mereological correlate of Cantor's famous
theorem in accordance with which the number of sub-sets
of a set exceeds the number of its elements, As is5 well
known in the logic which disregards the theory of types
or similar restrictions, and also in the preaxiomatic form
of the theory of sets, this theorem of Cantor's leads lo
a contradiction, which is sometimes called the contradiction
of "the class of all classes". Since Mereology is a consis-
tent theory, it is quite clear that this thesis cannot fead
to contradictions. Moreover the thesis is perfectly intuitive,
{Sobocinski, 1955, pp. 39-40).

D4 P est une sous-collection de 1'objet §, si et seulement si, les
conditions suivantes sont remplies:
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%) P est un cbje:

(p) chaque &1ément de 1'objet P est un &lément de 1'objet Q.
(Les'niewsk'i, 1516, 1928, définition ¥, traduit en anglais,
Sinmist, 1983).

-~ - - —
LPQ.J P‘P'Lc.n Ceelcmatselelr . = PCscola>

P1, Pz, P3, P4 sont des exemples de

sous-collection de 1'objet 0, comme
@- Q lui-méme d'atlleurs.

P est extérieur 3 Q, si et seulement si, les conditions
suivantes sont remplies:

{#) P est un objet

#) aucun &l&ment de 1'objet Q est un &1&ment de 1'objet P.
(Ledntewski, 1916, 1928, définition V1, traduit en angials,
Sinisi, 1983).

r .
VO PePoa ‘_C-raeko). CreleP¥ | = Pgext<Qy

/1 N\

P R Q

Pt extc)y et QeextePr>, mais R n'est extérieur ni & P,
ni & §; i1 posséde en effet des &l&ments communs & P,
{respectivement 3 Q).

P est 1e complément de 1'objet Q relativement 3 R, si et
seulement si, les conditions suivantes sont satisfaites:
(%) Q est une sous-collection de 1'objet R

{(p) P est 1a classe des &léments de 1'objet R extérieuwr 3 Q.
{Lesfnieuski, 1916, 1928, définition Vi1, traduit en anglais,
Sinisi, 1983).

|_FQIE:-Pcr’.t]t.':.'cc»h:lb. ReKknceleRrexteQmw . = PelmplcQRy’



Le non (mp1<QRy est un individuel.
A 8¢ B

agg Cmpl<ch ascD) Le segment AB est disjoint avec le
segment CD, et ensemble il forme
1'entité composée desdeux segments.
-
07 PQ, Pep.,3 ¢, Teelers.Leelcrr . = Peovay "
(Lejewski, 1954, p. 47).

P et () se recouvrent (to overlap), ils ont au moins un &lément
commun.

Peove]> et QeoveR>, maisa{Peovehy)

b8 d:'LP{‘]:Pu.Q&a. 5 .=tPQYvPgext<Qs z dscriaf’

{Sobocinski, 1955, p. 37}).
Les & sont discrets

Al A2 A3 Ad AS

N, [} i ¥

g 0

El\ L=

a

Chaque Ai est soit identique & un Aj, Al et A2, soit extérieur.
Terminons cette partie en présentant une définfition et une thése dues
encore & Sebocinski: (1955, p. 3B).

09 Pl PeKicV> 5 Aty

Son auteur Bcrit:

" 'AeU' may be read "A is the Universe",..., [09] shows
that in Mereology we define the concept of Universe as
the collective class of all existing things. There are many
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theorems in Mereology concerning the Universe. The follo-
wing one will suffice as an example:

v
P POV s Pep o] afa exuPrhe ef ad)™

This  thesis says P is the Universe if et only if every
thing that is outside it is non-existent.

7. MEREQLOGLE ET TREILLIS

En 1974, Clay &tablissait qu'un lien existait entre -méréologie
et algibre de Boole. 1) démontrait notamment gqu'une wéréologie est une
algébre booléenne compléte, sans zéro {voir également Tarski, {1974),
et Grzegorcyk, (1955)).

“Mapeology is a complete Boolean algebra with zero deleted”
(Clay, 1974, p. 639).
Motre intention est plus modeste, Nous voulons montrer qu'une méréologie
est un treillis borné supérieurement. Oans un premier temps, nous défi-
nirons une relation d'ordre partiel, puis, & 1'aide de cette derniére,
nows inscrirons les termes de majorant, minorant, borne supfrieure et
borne inférieure.

7.1, UNE RELATION D'ORDRE PARTIEL

Ancrons notre réflexion sur un univers sémantique 5.

Considérons les objets 01 et 02 désignés par a.

Dans cet univers sémantique, a ‘existe’,!{a}.

Si a existe, la classe des a existe, et donc les éléments de cette cClas-
se. I1 est possible de définir relativement 3 cette orgamisation méréo-
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Jogique, 1a classe des a, une relation d'ordre partiel.

Soit K le now de la classe des a, et soit E et D, deux é&léments quel-
congues de K.

Nous dirons que E et D possédent entre eux la relation d’ordre partiel,
‘%', si et seulement si, il est vrai que E est élément de D.

E£ 0D 551 Eeel«D» est une thése,

La relation '«4' posséde Jes propriétés requises d'une relation d'ordre
partiel: elle est symétrique, non réflexive et transitive.

La relation ‘€' est transitive: th. 20, {p.s08)
La relation '$' est réflexive: th. 7, {p.a0o1)
La relation '#' est non-symétrique.

Th40 ABT Acelel> . Beelel> .o <HBIT  déf. el + ¥ e (2x).

7.2, DEFINITIONS

S0it a, un nom qui n'est pas le nom vide. Nous appellerons 'organisation
méréalogique' fondée sur a, la classe méréologique des a, Klcay .

Proposition : Toute organisation méréologique présente une structure
de treillis borné supérieurement.

Cette assertion nous engage & définir les é&léments qui déterminent une
structure de treillis.

*D'upe fagon intuitive, on appelle lattice, réseau ou trejil-
lis un ensemble E dans lequel tout sous-ensemble constitué
de deux é&léments admet une borne inférieure et une borne
supérieure dans cet ensemble...

Rappelons gque les définitions de borne supérieure et de
borne inférieure sont lides & celles de majorant et de mino-
rant. Considérons un ensemble E et un sous-ensemble E' & E,
On appelle minorant de E' un élément m' de E tel gque,
¥aeE', on ait: m'ga.

On appelle majorant de E' un élément m" de E tel que,
¥akE', on ait: agm".

On appelle borne supérieure de F' le majorant b" (s'il
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existe) tel que, pour tout m'" majorant de E', on ait

b'em" (la borne supérieure est le plus petit des majorants).
On appeile borne inférieure de E' le minorant b' (s'il exis-
te) tel gque, pour tout m' minorant de F', on ait m'¢ b'
{la borne inférieure est le plus grand des minorants)."
{Chénique, 1974, p. 429/

n s'agi.t mafntenant de traduire dans le langage de la méréologie ces
différentes relations en utilisant Ta relation '’ sous sa forme ‘est
un &lément de’

1. La relation d'&tre un wajorant, ma

1
le

A posséde la relation me relativement & a, Ama 2 , ssi,

1. A existe

2. & existe

3. pour tout D, si [ est un des a alors D est &lément
de A

A maa ssi AeA.! §at . D DeasDeeleas™ est une thése.
ta relation d'étre un minorant, mi
A posséde la relation Wi relativement & 2, A mi a , ssi,

1. A existe

2. a4 existe

3. pour tout D, si D est un des & alors A est élément
de O

A mia  ssi ACA!1a} . 0" DeanatelcDy est une thése.

est utile de définir les noms majorant de a ¢t minorant de a dans
langage de la méréclogie; majorant et minorant apparaitront comme

des foncteurs formateurs de nom & un argument nominal.
MAJORANT
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MINORANT
r ! r a, -1
Ay ALt a0, Deas AceleDy : 5 Acmicay

ni : W/K
micay : N

3.  La relation d'étre une borne supérieure, BS
A posséde la relation BS relativement & a, A BS a , ssi,

1. A existe

2. A est un majorant relativement d a

3. pour tout B, si B est un majorant relativement & a alors
A est un &lément de B

ABSa ssi A .Amaca>. BY Bena<ayoAcelcBS est une thése
4. la relation d'étre une borne inférieure, BI
A posséde la relation Bl relativement & a, A Bl a , ssi,

1. A existe

2. A est minorant relativement & a

3, pour tout B, $i B est un minorant relativement 3 & alors
B est un &lément de A

ABla ssi AW . Mmicay . BT B mic msBeRI<AT est une thése

Comme nous 1'avons fait powr les noms 'majorant de a' et 'minorant de a.'

nous allons définir dans le langage de la méréologle les noms ’borne
4

supérieure de a et 'horne inférieure de a’

BORNE SUPERTEURE
MYy AWA . Amaca . (B Bemacm > AseleB> : x AtBS<D"

BS : W/N
BS¢a> : M
BORME LNFERIEURE
P AR . Aani« @, 8] Bemicara Btek AT : 5 AtBlcay’
B1 : H/N
Bleay : N
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1.3. STRUCTURE DE TREILL1S BORNE SUPERIEUREMENT

Sur 1a base des dé&finitions qui précédent, montrons que toute
organisation méréologique - toute classe - possdde la structure d'un

treiTlis borné supérieurement.

Theo Lot '1a) 5,388 macar™

1]a] e

1 I Lea’

3 ¢ [_Cu.

b 118 B kicay

5 B |[BeKicary

& BeB

1 LA DtasBeeleds’
H Beo e} 2 Beelco?
) Be macar

49 130 A€ macay

9 L3ABSO L mace?

1 138 B¢ macay

13 '{a} 5138] B¢ maces

44 théoréme,

by

Al L1
I, 3
3, Ant
C,le .
5 aale5s
5,Th
64,745
2,4 mace
9.3
gS5-do3e
3,3-Max
4-43 3.
A-43 4ai

Th 41 As) AtKicay = .AeA. 87 &) CeanCeeleBs™ 5 Aeel s By™
{Clay, 1981, 130; préalablement démontré par Sobocinski)
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Ce résultat &tablit bien qu'une organisation méréclogigue, une classe
de a, est 1a borne supfrieure des a,
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11 serait séduisant de démontrer qu'il n'est pas le cas que,
pour tout a, si les a existent, alors le minorant de a existe,
E* : aqaftayely micay}’

Nous ne pouvens pas présenter ce ré@sultat; en effet, 1’antelogie ne
présume pas de 1'existence d'objets, ni du nombre de ces objets; elle

ne présuppose aucune organisation particuliére de ces objets.
If there are precisely n individuals then Ontology is stron-
gly complete. lf however we add to ontology an axiom say-
ing that there are finitely many Individuals, then the sys-
tem is not strongly complete, for we cannot prove that there
are two individuals, i.e., @Aﬁ £1 ABY? , nor can we pro-
ve Its negation. (Rickey, 1977, p. 418).

Nous pouvans étendre le contenu de cette remarque & la méréologie.

En nous aidant de deux modéles, montraons, pour terminer, qu’il
existe des domaines s&mantiques dans lesquels E* est vraie, et d’autres
dans lesquels E* est fausse.

[. Considérons un domaine s&mantique ne contenant qu’un seul individu
désigné par A. Dans ce cas, nous obtenons:

1. AgA
2. %A}
3. D) DeAsAceleDy’

Nous pouvons donc déduire:

40 AT LAY iy mic oy

I, Considérons un domaine sémantique contenant deux indtvidus désignés
par P et Q. Soit a désignant les noms individuels P et .

P xQ
a
Dans ce cas, nous obtenons:

434




4,

PeP
Qe Q
Pga
1{a)

Dans ce modéle, i1 n'est pas possible de trouver un A tel que, pour
tous les D qui sont a {¢'est-d-dire P et (), Ag eleD>. L'expression
.‘IL' DR as At ekD> est donc fausse. I) sensuit donc,

8.

5. w2 ‘4l 1 {mica)”

O'AUTRES BASES AXIOMATIQUES POUR LA MEREOLOGIE

Ledniewski n'Btait pas trés satisfait de la formulation de

s0n systéme axiomatique de 1%16. Ce dernier a la particularité de com-

porter quatre axiomes, dont les deux derniers nécessitent 1'inscription
de définitions préatables, el et K1. Ce défaut d'élégance le détermine
4 proposer d'autres bases axiowatiques qui ne possédent pas cette parti-
cularité,

8.1.

Podans wyis] akajomaty 1M1 IV wojel L ogbine] teork mnogotci®
Lobe wl Yy J: dna
y Py P ¥ wp 10 mp o
w definicli ## — torming klasa®, ian} 2ai definicia W
stala sformul pry pomocy wprowadiumege oprzednio —
U'-':I—' : 3 diena~. Sy ia take cla mig

T eanid 3 bleghm cxsse () o dpieyski, 1930, p. 77)

Les axiomes III et IV de ma ‘théorie générale des ensem-
bles' exigent la formulation préalable de la définition 1l,
le terme ‘classe' qui lui-méme nécessite la formulation de
la définition I, le terme ‘ingrédient’ [élémeng . Aprés quel-
que temps, cette situation m'a heurté,

LE SYSTEME ANIOMATIQUE DE 1918

(A) jeieh P jont cagieiq p-w Q. to Q wie jesi cagiciq p-iw P,
(8] jetali P jest caghciq p-im Q, oraz Q jeat cagiciq ptu
R, 16 P fesl cagiciq p-iu R,
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{CY  eick kedde o jest tym mamym prredwivtem, co P, b
excieiy pin P, kaide o fest tym samym prasdmictem, o Q. lvb
cagiciy ptu Q, oraz pray waselkive R —, jedek R jest caqiciy
P P, b R jest creiciq p-tu Q. te pewinn praedwiol, bedacy
tym samym prsdoictes, co R, lub czgicy ptu R, jest w b
M cogicia pewnego . to P et Q.

(D) jeteli pawieo preedmiot jest 9, b0 pezy pewaems P—
(Gray warelkiem Q—, jeieti Q jost 4, 10-Q just lym samym
praedmictem, co P, lub jest crgiciy p-tw £} i pexy wirelkiem
Q. feiali Q jost cagiciy p-tu P, 10 pawien pracdmiol, bedecy
tym oy pardmiolem, vo Q, hb agiciy pt Q. jost o b

st excicia pewmego 8). (| odhiewski, 1930, p. 78)

5i P est une part de ['objet Q, alors ) n'est pas une part
de l'objet P.

5i P est une part de !’objet Q, et ) est une part de !'ab-
jet R, alors P est une part de I['objet R,

5i chague & est le méme objet que P, ou une part de l7ob-
jet P, chaque a est le méme objet que @, ou une part de
I'objet Q, et pour tout R - si R est part de l'objet P, ou
R est une part de !NMobjet ), alors gquelque objet qui est
le méme objet que R, ou une part de l'objet R, est a au
est la part de quelque a, alors P est 0,

S5i gquelque objet est a, alors pour gquelgue P - ({ pour taut
Q - si Q est a, alors O est le méme objet que P, ou est
une part de l'objet P) et pour tout @ -, si Q est ume partie
de Il’abjet P, alors gquelque objet gui est le méme objet
que @, ou une part de l'objet Q, est a ou est une part
de gquelque 4.
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Traduction formelle:

(a)

®

<)

(D)

LPGJ Pe p’«@)o@&»cgk?n‘
LPQR] Pe pt<@ - Qapkefy oPe pte Ry

LPRa18lBeas = {aPvecptePiLafotan,
siPOvoeptagy LRI ReptcPry
Reptaqy.aid lﬁ:-{[ﬁlvttfl-cl\} .
Lea:y. ieq‘teplca).teflca;":a
Peq’

LBos 8603 IR 19l qen . 214y Qe phe ¥,
LQJe e pte® o I T lQvlepbaty . Lea
“v.Dea beptedy, tepleq I

Sur 1a base de ces quatre axiomes, Lesniewski inscrit les définitions
des termes 'Elément de', et ‘classe de’.

(E)

(F}

&) Ppnimthmdyitjhmdy dy
P jent tym samym praedmiolom, €0 Q, lub jent cagicly ptu Q.

) P iest Kasa prtow o wisdy i tylke srtedy, gdy (P just

daisten, (pexy Kiom Q—, jotati Q jest o, o Q just
ingrediense gt P | priy wizeliiom Q—, feieli Q jemt iogred:
jeasem ptu P, 1o powien ingradiens p-tu @ just npradipnsen
pewnego @) s (Ledniewski, 1930, p. 78)

P est un élément de l'objet Q, si et seulement si P est le
méme objet que @, ou est une partie de ['objer Q.

P est la classe des objets a, si et seulement si, (P est
est un objet, (pour tout @ -, si Q est a, alors @ est un
élément de ['objet P} et pour tout § -, si Q est un élément
de Il'objet P, alors gquelque élément de ['objet O est é&lé-
ment de gquelque a).
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Traduction formelle
(€) ro" Peel<a>a . = 1P} v Peptey”

(F) Pa,SPeKI<ar s : PeP . 05 Qeas Qeele P,
(0 geskP> o 2c07 Cea. Deel< C> . Deelc Q™Y

Nous avons utilisé le terme '&lément’ en Tieu et place du terwme 'ingréd-
dient’ utilisé par Lesniewski. Nous avons agi ainsi afin de ne pas bri-
ser 1'homogén&ité terminolagique de notre présentation, (cf.pp.388-9).
IT est intéressant de souligner qgue Leé’nimki n'a pas formalisé la
mérdclogie; elle est complétement explicitée en Tangue polonaise. Re-
marquons enfin que les d&finitions proposées sont en désaccord avec
le canon de celles proposées dans cet ouvrage. En effet, definiens et
definiendum sont inversés. Il faut se rappeler que la méréologie a &té
congue avant la prototh&tique, et que c'est dans ce systéme gue Les’-
niewsk{ décide, pour des raisons métalogiques {p. 261} de bouleverser
cet ordre.

8.2. LE SYSTEME AX1OMATIQUE DE 1920

En 1920, Legniewski remarguait qu’il pouvait obtenir une théo-
rie &quivalente § la méréologie en chois{ssant le terme '&lément’ com-
ne terme primi_tif.I

{a} [vieki P jeot ingradjsnsem p-tu Q@ wrez wis (Q kst P,
te Q pie fs3l mgredieascm p-tu P,

() Wetali P just ingredienerm. p-tu Q. wrax Q) jesi ngred-
joasem pu R, to P juil ingredjessem p-v R, * :

{c} judek kakde # Jest ingredjensem p-in P i lngredjessem
ptu Q. orat pray wezelkiem R-—, jeieli R jest ingredjcosem
ptu 2, ub R jest iegreciensem p-tu Q, 1o pewien ingredieas
prtu R jest ingrediensem pewnego o, to P jest Q,

id) intel powien predmiot just #. to pray pewscm P
({pny wazeliem Q—, jeieli Q jest @, t0 Q fest ingredienaen
pie P) i priy wazelkiem Q—, jeiehi Q fest iogredienson p-tu @,
16 pewien ingrediens ptu Q jast iogredicasem pewnago o),
(Ledniewski, 1930, p. 82}
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fa) Si P est un élément de l'objet Q@ et nom (Q est P}, alors
Q n'est pas un €élément de ['objet P.

b} Si P est un é&lément de l'objet Q, et Q est un élément de
Iobjet R, alors P est un élément de l'objet R.

{c} 8i chague a est un élément de !'objet P et un élément de
Hobjet Q, alors pour tout R - si R est un élément de l'ob-
jet P, ou R est un élémemt de I’objet @, alors gquelque é€lé-
ment de ['objet R est un élément de quelgque a, alors P
est Q.

fd} Si quelgue objet est a, alors pour gquelque P -{{ pour tout
Q -, si Q est a, alors @ est un élément de I'objet PJ) et
pour tout @ -, =i @ est un élément de ['objet P, alors quel-
que élément de I'objet Q est un élément de quelque a).

Traduction fomé] le:

{a)  LPOS PeelcQr. A (QePIoQeve P
() LPARSPeet<@y QarlcRy s ric)”

(©) L PqafilliteasCeelePr . Leeleqy,
WRIfeelePrvreel<®y 2100 Rea.,
Neelels . Deele®y ™, 0PeQ”

(4) LaafBLar IR LQSgeasQeele P L@ Qeelc o

bk

L3t Cea Beelc® . Teelcts

Sur la base de ces quatre axiomes, Les’niewski inscrit les définftions
des termes 'part de' et 'classe de'

() P i cicicia g Q wiedyitho wiedy, pdy (P jent
. wmh-thid-(PMmmmMuQ)),
{Ledniewski, 1930, p. 82)

fe) P est une part de l'objet @, si et seulement si, (P est un
élément de l'objet Q et non (P est le méme objet que Q}J,
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Traduction formelle:
-
(e) ,_P{_)"' Papt<(r s . Peelc Q> . (= 1PQY} )

La définition du terme 'classe de' est &quiforme 3 celle inscrite sur
Ta base de 1'axiomatique de 1918, (p.438).

8.3. LE SYSTEME AXIOMATIQUE DE 1921

En 1921, Les’nieuski établissait une base axiomatique fondée
sur V'unique terme primitif ext, extérieur 3 (p.424}, et composée de
deux axiomes. (X) P fsst zewnginzne w:gkdu: Q wiedy i tylko wiedy,
gdy pray Jkiem 53— iot, zewngirzny wigly-
dem P lub zewogtraay \nglgdw Q. iest nie (zewnstriny waglee
dem 5}, -

®) fotel (pr:y worclkion P—({P jost 9(a) wedy i tylko

whedy, gdy (P jest presdasiotem § pray waselkiem Q— (P jast
sewngtrzne wigledem Q wiedy § tylko wiedy, gdy priy wasel

Kem R—, jedeli R jost a, to R jest mmWHOIQ»)
ores pewism przodmiot jest o, to g{a) jest praeduioten,
{Leshiawski, 1931, p. 142)

(i) P est extérieur & G, si et seulement si, pour tout S5 - quel-
que objet extérieur & P ou extérieur & Q n'est pas (exté-
tieur & S).

(B} Si (pour tout P - (P estYca>, si et seulement si, (P est
un objet et pour tout { - (P est extérieur 3 Q, si ot seu-
lement si, pour tout R - si R est un a, alors R est exté-
a Q)})) et quelque objet est a, alors Ycay) est un objet.

Traduction formelle:

(A)  LP Peext<Qr m 30300 Ceoxke P> wCeont <O:

Cencextedn™™

(B L69a/ P Peqor m PeP. L QS Perste @ = R Atas
Reext< 9 B ea .2 Yeareqear”
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Sur le base de ce systime axiomatique, Les’nieusld propose les défini-
tions des termes ‘'classe de', ‘&lément de' et ‘part de’.
®) Pn-tqu—w--mds i tylko wiedy, gdy {P fost
prasdmicten § priy wiselkiem Q— (P jost sewagtrine waghpdoss’
Q wiedy | tylke wiedy, gdy pray wazelkiom R—, Joioli R fast
a, to R jest sewwgtrzne wagledem Q]).

(D) P jest lngredjensem p-te Q wiedy § tylko wisdy, gdy
przy pewnem o—(Q jest klasy p-téw o, 1 P fest o),

n‘
(@ P jast cagheiy ptu Q windy | tylko wiedy, gdy (P

l-lhmrhmukﬂ’mtr-u-r-m
o @)1 (Ledniewski, 1931, pp. 142-143)

Q) P est la classe des objets a, si et seulement si, (P est
un objet et pour tout O - (P est extérieur & Q, =i et seu-
lement si, pour tout R - si R est un a, alors R est exté-
rieur & Q/).

(D) P est un élément de 1'objet Q, si et seulement si, pour
quelque a - (G est la classe des objets a, e P est un
al,

{¥) P est part de l'objet (), si et seulement si, (P est un élé-
ment de ['objet ) et non (P est le méme objet gque GQJ).

Traduction formelle:
(@) Py PeXicer 4, pep, 07 Peexte® 5 " ReasR ¢ ext 05"
P PQ" ek s o) QK> . Pea™
) Q) Paptel> 5 .Peelcly.at= (PQ} 1

8.4, AXIGMES URIQUES

Sobocinski et Lejewski, sur 13 base des travaux rdalisés par
I.es"nieuslti. ont engagé de nombreuses recherches relstives & la méréo-
lTogie, 115 ont notasment réussi 3 inscrire des bases axiomatiques sus-
ceptibles de fonder le wméréclogie, composd@es d'un axiome unique. A ti-
tre d'exemples, nous proposons deux de leurs r&alisations, L'un de ces
axiomes présente 1'unique terme primitif, el, et 1'autre, 1'unique ter-
e primitif, K1,
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E« ABSActlemrm.ven . ol (O Cefcorm wplpra
Do« unlsaeletya 3t tz0. Fedd<dy ,

Feelagy Al {<ar™?

{Sobocinski, 1955, p. 37)

B:  LAafAcKlcar= Ash i fliotipetety m 1 3470ed
Lekicdy™ o Lebl Bea-Ach oefckichy’ .
LBIBef<AY> 31D Lea Defel> Defe ™™

{Lejewski, 1954, p. 48)

9. REMARQUES

Nous avons présenté la méréologie sous ses aspects génétique
et formel, en en précisant et en en démontrant ses caractéristiques
essentielles. Nous avons délibérément choisi de ne pas exposer les ap-
plications qui en ont &té faites. Pour terminer cette quatridme partie,

nous voulons tout de méme faire référence & une famille de travaux qui
se sont &élaborés & partir de la méréplogie. [1s consistent dans Ja cons-
truction de divers systémes géométriques. Tarski {1972, vol. 1}, Sulli-
van (1971) et Clay (1981} y ont largement contribué.

Il y a déja guelques annédes Ledniewski a soulevé le probléme
de la recherche des fondements de la géométrie des corps,
entendant par la un systéme de géométrie dont les figures
ne sont pas des points, des droites, des surfaces, mais
uniguement des solides. La caractéristique particuliere de
cette géométrie - par rapport & toutes les géoméiries ponc-
tuelles - se trouve dans la loi selon laquelle toute figure
contient une autre figure comme partie propre. ...

Dans ce résumé je me propose d'esquisser une solution du
probléme en laissant de c6té ses aspects philosophiques.
La méréologie, théorie déductive, ainsi appelée par son
créateur Ledniewski, jowera un réle essentiel dans notre
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exposé, Dans cette théorie la relation de partie & tout
{traitée comme une relation entre individus! peut étre choi-
sie comme notioh primitive unigue,

... La seule notion spécifique acceptée dans la géométrie
des corps est celle de sphére. (Tarski, 1972, pp. 29-30).

Une fois encore, le rapport gue Le;nieuski soutenait entre théorie et
intuition se révéle efficace. Il serait intéressant de réaliser une
démarche pédagogique qui viserait & soumettre & la connaissance des
Eléves, une géométrie qui se construit sur des notions plus proches
de la réa?ité'que ce point abstrait que 1'on n'arréte pas de “dessiner®,

Fin des années soixante, Rickey développe un systéme axioma-
tisé de la syntaxe inscriptionnelle (1972, 1973). En relation avec ce
travail, i1 suggére une mérZologie atomiste (atomistic) qui peut étre
utilisée comme une base de la géométrie, Ses réflexions ont suscitéd
de nouveaux travaux tels ceux de Sobocinski (1971) qui axiomatise une
méréologie atomiste, ou ceux de Lejewski (1973} qui développe une mé-
réologie sans atomes.

En 1981, Clay propose 1'&bauche d'une topologie fondée sur
la méréologie. IV serait trés utile et fort intéressant de poursuivre
ce travail.
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CONCLUSION

Nous avons beaucoup insist® sur 1'intdrdt logique et histori-
que que présente les systémes de Lesniewski. Notre intention gtait pour
une part #pistémologique. Partant du calcul Equivalentiel § de Lefniew-
ski, nous avons reconstituf les &tapes loglques nécessaires & 1'&labo-
ration de la protothétigue, de 1'ontologie et de la méréologie. (ette
démarche nous a sembl& importente dans la mesure ou elle permettait
de mattre en &vidence les ralsons mémes qui ont contribud & la formula-
tion de directives nouvelles et de nouveaux axiomes. 11 s'agissait par
14 méme de comprendre et d'analyser 1'origine et le contexte historique
de cette oeuvre Jogique, ainsi que sa valeur ot sa portée. le drame
du paradoxe russellien a &té notre point de départ. Hous voulions com-
prendre le refus de Ledniewski d'accepter Ta théorie des ensembles d'a-
lors, Son refus de s'inféoder aux thEories formalistes de ses contempo-
rains, sa volonté de résoudre le paradoxe et la création de ses systé-
mes Jogiques nous ont donné & comprendre la position Intellectuelle
d'un savant qui n'a jamais sucComb® & Ja tentation d'@laborer des théo-
ries détachfes de tout fondement intuitif. 1) ne s'agissait pas pour
Jui de défendre & tout prix une position personnelle, mais d'agir en
fonction de la conviction profonde qui l'habitait, celle 13 méme qui
1'a conduit & créer des systémes ‘naturels', fondfs sur 1'héritage de
12 pensée spontanfe et sur une appréhension naturelle des choses et
du monde. Lesmiewski montre ainsi som opposition & des Constructions
théoriques certes admirables mais & ses yeux dénaturées. 1) en donne
une preuve &clatante en proposant un systéme fondé sur des notions in-
tuitives, qui “"différe sur beaucoup de points des autres systémes con-
temporains, qu'il est non-contradictoire... et qu'il forme une base
suffisante pour Jla construction de 1'ensemble des mathémetiques contem-
poraines,” (Sobocinski, 1949-50, pp. 94-95).

Les'nieuski a ainsi &laboré des systémes d'une grande effica-
Cité, sans pour autant quitter une réflexion qul reste constamment cen-
trée sur le langage naturel. Ces systémes, comme las dicours, se déve-
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toppent dans |'espace et le temps, et les définitions peuvent y eppe-
raitre comme porteuses d'idées nouvelles et non plus comme de simples
abréviations. L'inscription de ses définitions dans t'évolution dynami-
que d'un systéme permet d'introduire 1a notion du temps cognitif: les
instants ol 1a conmaissance s'enrfichit sur 1a base de ce gqui précdde,
C'est 1'évidence de cet esprit naturel que nous avons voulu présenter,
On pourrait reprocher & Lesniewski 1a trés grande complexité de la pré-
sentation de ses systémes logiques. Ce serait oublier qu'il a compléte-
ment formalisé (non axiomatisé) les rdgles d'inférence de ses systémes
et qu'il est un des rares logiciens & 1'avoir fait.

Nous avons tenté de reconstituer uyne succession de systémes
susceptible de fonder 1'existence de certaines directives des systémes
logiques de Lesniewski. Mous avons développé plusieurs sous-systémes
de 1a protothétique: les calculs équivalentiels S, SQV - 5Q4. Nous avons
montré leurs propriétés ainsi que les relations qu'ids entretiennent
avec le calcul propositionnel standard ou les protothétiques compidtes;
pour certains d'entre eux nous 1'avons fajt en nous appuyant sur la
Toi de pairité attachée aux théses de ces systdmes (5, SO - 2), ol
que nous démontrons.

La présentation du systéme S), la protothétique é&lémentgire
nous a donné 1‘occasion d'expliciter la réflexion et la démarche de
Les'nieuski. dans sa recherche d'un nouvel axiome susceptible de réaliser
son projet: un calcul propositionnel quantifid dont 1a quantification
porte sur toute variable, gquelle que spit sa catégorie sémantique. A
ce sujet, la contribution essentielle de Tarski, la définition de le
conjonction, n'a pas &té oublife. MNous conformant aux réalisations mé-
talogiques de Sobocinski, nous avons proposé quelques abtardgles dans
$1. Peut-étre sont-elles présentées prémeturément. 11 aurait sans doute
été plus judicieux de les intégrer lors de 1'exposition des protothéti-
ques complates. L'exposition des protothétiques complétes, 52 - 55,
nous a donng 1‘'occasion de mettre en dvidence et de justifier les dif-
férentes transformattons qut aboutissent & 1a formulation d'ume proto-
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thitique qui joue te réle d'une référence, 55,

Nous avons abordé 1'dtude de 1'ontologie en nous méfiant quel-
que pou des analyses qui 1'entouraient. En effet, de menidre intuitive
nous ne pouvions accepter sans awtre que 'epsilon alt la mdme signifi-
cation que le 'jest' polonsis ou Je ‘est' tatin, Ces exemplifications
linguistiques laissent supposer que ces copules, en situation discursi-
ve, n'ont qutune seule signification. MWotre séfisnce semble fondée puis-
que nous avons trouvé en polonais ua usige du ‘jest’ qui, bien qu'accep-
té, ne rend pas compte de 1'epsilon de 1'ontoliogte.

Au-deld de la présentation et de Ta caractérisation de ce
systéme, citons quelgques-unes de onas contributions. En nous fondant
sur 1'analogie structurelle et relationnelle entre certaines thiéses
de 1'ontologie, nous avons proposé 1a démonstration de 1'analogue de
1'axiome de 1920 pour 1a catégorie sémantique S/{S/N){S/N). Ce résultat
{qui peut #tre répété aux avtres catégories sémantiques) perset de pro-
Jeter las progridtids des catégories primitives sux catégories supbrieu-
res.

Le probléme de 1‘interprétation a également retenu toute notre
attention. Opposant une interprétation objectuelle i 1*interprétation
substitutionnelle, nous avons tenté d'esquisser yne démarche interpré-
tative de 1'ontologie.

Les critiques de Lesniewsks & t'égard de T1a concaption fré-
géenne de la notion de classe nous ont servi de point de départ pour
exposer 1a mirdologiz. MNous avons principalement wis 1'accent sur 1a
caractérisation de la classe mérlologique, en démontrant plusieurs thé-
ses la concernant. Mous avons é&galement présentd 1a démonstration que
toute classe méréologique des a est la borne supbrieure des a.

Cette conclusion aimerait #tre aussi un regard vers 1'avenir.
Les prolongements de ce travail se situeront 3 plusieurs niveaux., En
particulier, {1 s'agira de poursuivre nos réflexions sur les liens entre
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Jes systémes de Lesniewski et les langues naturelles. L'esprit dynami-
que et vivant des dévelepements de la protethétique et de )'eontelogie,
ta richesse de leur organisatien en termes de catégories sémamtiques,
offrent un outil forme) quasi animé, qui doit permettre de rendre mieux
compte des hidrarchies sémantiques si caractécristiques des langues na-
turelles. D'autre part, la méréolegie fourmit des concepts classifica-
teires d'une densité et d'une subtilité unigue qui permettent de repré-
senter et de manipuler certaines nctions propres aux théories discursi-
ves.

Dans ses recherches visant 1'&laboration d'une logique natu-
relle, Je Centre de Recherches 5émivlogiques de 1'Université de Neuch&-
tel Jes wytilise depuis plusieurs années, Une aytre aire de recherches
censistera dans une quéte métalegique qui veudrait offrir une scluticn
au prebléme de 1'interprétation de 1'entologie et de la méréclegie.

When [ came to visit Stanislaw on the eve of his last day,
he asked to have two cups filled with wine, as if we were
drinking a stirrup cup before his uitimate journey. Next
morning, he demanded that one of his favourite armchairs
be brought to the hospital from his apartment. The whim
had been complied with, and when Stanislaw Lesniewski
had swiftly placed his large frame on the favourite seatl
people realized that it was not Him, that he lived no more.
This took place in Warsaw on May 13, 1939. No matter what
the experts will say of his works, evaluating them compa-
ratively and accarding to the criteria of powerfully deve-
loping science, one thing wili always remain undisputable
truth to me. I maintain, on the grounds of leng experience,
that he was a man of genius, the only man of genius with
whom destiny brought me inte a weli-nigh every day asso-
ciation. (Kokarbinski, 1976, pp. 12-13).
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