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INTRODUCTION 

Un corps de nombres est un ensemble de grandeurs se reproduisant 
par quatre opérations dites addition, soustraction, multiplication et 
division (les « opérations fondamentales »). Par exemple, l'ensemble 
des nombres rationnels forme un corps de nombres, le plus simple 
de tous ; nous le désignerons par R. 

Si Ton adjoint à un corps donné K un élément a qui n'y est pas 
contenu, ainsi que toutes les grandeurs qui prennent naissance quand 
on combine a. avec les éléments de K à l'aide des opérations fondamen­
tales, on obtient un corps plus général, K', entièrement déterminé par 
K et et ; il contient, en particulier, tous les éléments de K, 

Adjoignons par exemple à R, corps des nombres rationnels, le nombre 
r = y — 1 ; on obtient le corps des nombres complexes ordinaires 
de la forme x-\-yi, où x et y sont des nombres rationnels. 

Considérons une équation algébrique, supposée irréductible, de la 
forme 

(1) X- + A1S"-1 + O2S"-' + + On^1X + <*» = O. 

Adjoignons au corps R une racine a. de l'équation (1). Par cette ad­
jonction, nous obtenons un corps algébrique de degré n. La théorie 
des corps algébriques a été exposée par D. Hilbert dans son ouvrage 
magistral « Théorie des Corps de nombres algébriques » * auquel je 
renvoie le lecteur. 

Si l'on adjoint au corps R des nombres rationnels deux racines 
carrées, y p et \jq, où p et q sont deux nombres entiers ordinaires, 
positifs ou négatifs et ne contenant aucun facteur carré, on obtient 

* D. Hilbert, «Théorie des Corps de nombres algébriques», ouvrage traduit de 
l'allemand par A. Levy el Th. Got, Paris, 1913. 
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un corps algébrique K (\jp, \Jq) de degré_4 ; ce corps contient tous les 
nombres de Ia forme x$-\-X1Sj p-\-x2\J q-\-xz\j pq, où X0, X1, X2 et X3 

sont rationnels, et ne contient que ces nombres-là. Les corps de 
cette forme ont été étudiés par M. E.-J. Amberg dans sa thèse de 
doctorat intitulée : «Über den Körper, dessen Zahlen sich rational 
aus zwei Quadratwurzeln zusammensetzen ». Zurich, 1897. 

M. le professeur L.-G. Du Pasquier m'a proposé d'étudier les corps 
K (s/A, \JB, s/C) dont les nombres s'expriment à l'aide de trois ra­
cines carrées : \JA, \JB, \JC3 où A, B et C sont trois nombres entiers 
ordinaires, positifs ou négatifs et dont aucun ne contient un facteur 
carré. Ces corps sont, du huitième degré. Dans le cours de mes travaux, 
j 'ai été amené à étendre mes recherches aux corps dont les nombres 
s'expriment rationnellement à l'aide de n racines carrées ; ces corps 
sont algébriques de degré 2n. 

L'étude de ces corps-là fait l'objet de la première partie de ce mé­
moire. 

Sur la proposition de M. L.'-G. Du Pasquier, j 'étudie dans la seconde 
partie de ce travail les quaternions à coordonnées tirées du corps 
K (\A, s/B, SjC) de degré 8. Ces quaternions sont appelés quaternions 
complexes, par opposition aux quaternions à coordonnées rationnelles 
dits quaternions rationnels. * 

Les quaternions complexes présentent plusieurs particularités. Tout 
d'abord, comme dans le cas des quaternions rationnels, la multipli­
cation n'est en général pas commutative. En outre, tandis que dans 
le corps des quaternions rationnels tous les idéaux sont principaux, le 
domaine Q des quaternions complexes contient des idéaux non prin­
cipaux. Suivant en cela l'exemple de M. Boris Seitz**, j'ai modifié la 
définition classique de l'idéal. J'appelle idéal dans le domaine des qua­
ternions complexes, et je représente par Î ^= id |o|, l'ensemble infini 
des quaternions complexes dont les quatre coordonnées parcourent, 
indépendamment les unes des autres, les nombres de l'idéal a du corps 
primordial K (s/A, \JB, \JC). Cette définition de l'idéal m'a permis 
de simplifier beaucoup la théorie de la divisibilité. J'ai généralisé ensuite 
Ia théorie des congruences et obtenu le théorème de Fermât étendu 
au domaine des quaternions complexes. 

* On entend par quaternions kamiltoniens les quaternions dont les coordonnées 
sont des nombres réels. D'après cela, un «quaternion complexe», au sens que nous 
donnons à ce mot, peut Être quaternion hamiltonien ou non. 

** Boris Seitz, Sur l'aritiinomie des nombres de Weierslràss généralisés et de quel­
ques systèmes de poJyteUarions complexes. Thèse, Neuchâtc), 1926. 
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PREMIERE PARTIE 

Sur les corps algébriques dont les nombres s'expriment 
rationnellement à l'aide de racines carrées. 

CHAPITRE PREMIER 

1. Envisageons le corps de nombres formé en partant des trois racines 
carrées y A , \JB et sfC, où A, B et C représentent trois nombres 
entiers ordinaires, positifs ou négatifs et dont aucun ne contient un 
facteur carré. Désignons ce corps de nombres par K (\A, y B, \JC) 
ou simplement par K. 

Tout nombre u de K pourra s'écrire 

w = m0 4" ni-^A -f- m2y B -\- rn^JC - j - mx\ AB -\- mjjBC 

+m^CA7+ m^ABC. 

Désignons par s le plus grand commun diviseur des trois nombres 
A} B et C pris dans leur ensemble, de sorte que !'on ait 

A = A's, B = B's, C = Cs 

où les entiers A', B' et C sont premiers entre eux dans leur ensemble. 
Si l'on pose encore 

(AW) =q\ ißW) = r\ {C'jA')=P, 
où [xjy) désigne le plus grand commun diviseur de x et de y, on voit 
que les trois nombres q, r et p sont premiers entre eux deux à deux. 

Si l'on désigne alors par a, b et c trois entiers appropriés qui dépen­
dent de A, B et C, le nombre w peut s'écrire comme suit : 

j . w = C0 -f- c^yjapqs + c2\bqrs + c^Jcrps -\- c^sjabrp 

+%\jbcpq + Cçs/caqr -f c^\/abcs, 
expression dans laquelle les ĉ  sont des nombres rationnels et où les 
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produits apqs, bqrs...., abcs sont des entiers dont aucun ne contient 
plus de facteur carré. 

Le corps K ainsi défini est un corps algébrique du huitième degré. 

2. Chacun des sept radicaux \'apqs, y bqrs. \fcrps. \jabrp. \fbcpq, 
\caqr et y abcs ayant deux déterminations, nous choisirons ces 
déterminations de telle manière que le produit des sept radicaux ait 
le même signe que le produit abcpqrs. 

3. Notations. Soit a un entier quelconque. Pour désigner ce même entier 
débarrassé de ses facteurs carrés, nous écrirons a. De même, ya dési­
gnera la racine carrée du nombre a débarrasse préalablement de ses 
facteurs carrés. _ 

Il suit de là qu'un nombre quelconque w du corps K(4A, S/B, sic) 
peut s'écrire : 

o) = mtt + W1 s/'Â + m„ \i~B + m.3 \JC -f mt \fTË -J7 m, \JW 

-^.ma\/ÜÄ-\-m..y/ABÜ: 

4. Permutations du corps K(\/A; \/B. \/C). Le corps K(\[Ä, \J_B, \/C.) 
est entièrement déterminé par les trois racines carrées y/A, \/ß et \fC> 
les déterminations de ces radicaux ayant été choisies comme il a été 
dit plus haut (v. § 2). 

Nous désignerons alors par ©x la permutation qui change y A en 

— y A. ce qui entraîne Ie changement de yCA e n — y ÇA, de y AB 

e n — \fAB et de ylŒU en —S/lBÜ. 

cp., désignera la permutation qui change S/B en — \/B et, par suite, 

\fXÈ en —y/JB, \JW en —sjW et yrÂEC en — y/JÏÏC. 

tps désignera la permutation qui change y C e n — y C et, par suite, 

\/W en — \/W, ^UA en — \/VÄ et \ / O T T e n — ^1W. 

<p4 désignera la permutation qui change simultanément y A en —y A 
et \ / f i en —\/B et, par suite, \/CÄen~ y'CA et S/~BC en — \ZTÏC. 

^6 désignera la permutation qui change simultanément y B en — y B 

et \/~C en —\/C et, par suite, \/*AB en —\/TË et\/UÌen—\/VA. 

<pG désignera la permutation qui change simultanément y C en — y C 

et y / / ! en — \A4 et, par suite, \fXË en -~\/^B et ^ / ßC en — \ / W . 

Enfin cpT désignera la permutation qui change simultanément y A 

en — \JA, SJB en — \JB et \AC en — \JC et, par suite, \JABC en 

Si l'on désigne, en outre, par yn la permutation identique qui ne 
change aucune des déterminations des sept radicaux y/A. yjB,... 

file:///fcrps
file:///jabrp
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file:///JABC
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..., y A BC. on voit que le nombre total des permutations du corps 

K\\iA, \IB. \fC) est égal au nombre total des combinaisons des trois 
nombres A1 B et C pris un à un, puis deux à deux, puis trois à trois ; 
ce nombre est donc bien 

'J)+GWS)-'-
5. Conjugués, norme. — Soit w un nombre du corps K\\fA, \JB, \C). 

Mettons o) sous la forme 

w = c„ + c, yjapqs -f ct \ibqrs + C3 yjcrps + cA \labrp -f cb \ibcpq 

+ C6 \jcaqr -f- c, \abcs. 

Si on applique au nombre w ci-dessus les sept permutations <pp <ps, 

..., Ip7 du §4. on obtient les sept nombres 

«"», w<E\...;w
f7> 

qui sont dits les conjugués de w. 
Le produit de w par ses sept conjugués est un nombre rationnel dit 

la norme de w ; nous écrirons 

Si l'on applique à tous les nombres du corps K les permutations 

O1, Œj,..., ç7, on obtient les corps conjugués de K. Nous les désignerons 

par K ^ K<2),..-; K ^ . 
Les sept corps conjugués de K étant identiques à K, ce dernier corps 

est un corps normal du huitième degré. 

6. Souà-corps. Le corps K(\JA, \ / ß ; \IC) ou K (y/aptjst yfbqrs, y/crps) 
a sept sous-corps quadratiques dont les bases sont 

(1 . yfcpqs)', ( I1 \/&çr7); (yjcrps) ; ( l , \fcorp) ; ( l , y/kpç) ï 

( l , sjcaqr); ( l . y abcs). 

Le corps K\\apqs, \fbqrs, \crps) a également sept sous-corps du 
4 e degré *. Ce sont 

K1 ( l , \bqrs, \Jcrps, \bcpq) ; K2 ( l , \lapqs, \crps, sjcaqry, 

K 8 ( I , sjapqs. \Jbqrs. \iabrp); K 4 ( I , \crps, yjabrp^ yjabcs); 

-K6(I, \lopqs. \jbcpq. \'abcs); KB(ï, \jbqrs. \Jcaqr, \fabcs); 

K . ( l . yjabrp, \bcpq. \icaqr). 

Les indices des sous-corps A1, K2,.... K7 ont été choisis de telle manière 

que la permutation ©., d'indice /.. laisse inchangé précisément le sous-

corps K^ de même indice. 

* Ils ont été étudiés par M. E.-J. Amberg, a über den Körper, dessen Zahlen sich 
rational aus zwei Quadratwur7eln zusammensetzen D, Zurich, 1897. 
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Il en résulte qu'étant donné un nombre quelconque w du corps 

K\\A, J B, JC), si on applique à ce nombre u la permutation <pj 

qui transforme w en w'*', le produit wa)W est un nombre du sous-

corps K^. 

7. Première généralisation, le corps du seizième degré. Envisageons le 
corps de nombres formé en partant de quatre racines carrées V-^1, 
JA2, JA3 et JA4, où A1, A2, A3 et A4 représentent quatre nombres 
entiers ordinaires, positifs ou négatifs et dont aucun ne contient un 
facteur carré. Désignons ce corps par K (JA1, JA2, JAV JA4) ou 
simplement par K. 

Tout nombre w du corps K peut s'écrire 

w = m„ + ^ 1 JJ1 + mt J A 2 + m, ^ 3 + m4 JA4 

-+-W5 jAxAz+mt JA1A^m JA1A4^m9 JA2A^m9 jA2A4+m1(ijAaA4 

+ m„ JA1A7A3 + mi2 JA1A1A4 + Tn13 JA1A3A4 + m„ JAfA3A4 

+ ItI11JA1A1A9A4. 

Soit, comme plus haut (v. § 1), s le plus grand commun diviseur des 
quatre nombres A1, A2, A3 et A4 pris dans leur ensemble, de sorte que 
l'on ait 

I. 2. A1 — A[s ; A2 = A'2s ; A3 = A'ts ; A4 = A[s, 

où les entiers A[, A'2> A'set A4 sont premiers entre eux dans leur en­
semble. 

Désignons ensuite par dv ds, ds et dt les p. g. c. d. des entiers A[, 
A\, A'3 et A4 pris trois à trois, ce qu'on écrira 

(A'JA'JA's) = d4; (A\JA'JA'4) = di; (AJAJA4) = dt; (A'JA>JA'4) = dv 

où (xjyjz) signifie «le p. g. c. d. des nombres x, y et z pris dans leur 
ensemble ». 

On voit que les nombres dv d2, ds et dt sont premiers entre eux 
deux à deux. On peut alors écrire, si l'on désigne par A\, A'z, A"3 et A4 

quatre facteurs appropriés qui dépendent de A1, Att A3 et A4 mais 
sans facteur carré aucun, 

I. 3. A\ = A\dAdt ; A2 = A^dJ4 ; A3 = AQdJ4 ; A'4 « AQdA, 

expressions dans lesquelles les nombres A'17 A'2, A\ et A\ sont premiers 
entre eux trois à trois. 

Désignons enfin par S1, SE, S3, O4, S6, O8 les pgcd des nombres A1, 
A"2, A3" et A\ pris deux à deux, ce qu'on écrira 

(A]IAD = H1; ( « ) = »,; (A[IA4) = 3 3 

(A-JAl) = S4; (A'jA'4) = St; (A"JA:) = \ . 
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Les formules précédentes montrent que les nombres Sj1 sont premiers 
entre eux deux à deux. On peut alors écrire 

Ï . 4 . A[^a1SJA; ^ = O2S1S4S6; ^ = O3S2S4S6; ^ = O4S3S6S6, 

où les a^ désignent quatre nombres appropriés qui dépendent des 
A^ et sont premiers entre eux deux à^eux . 

On voit finalement qu'on peut écrire, en s'appuyant sur les for­
mules I. 2, I. 3 et I. 4, 

j 5
 A2 = aA^Ad!dAs 

As = aAKà*did*d*s 

A* = aAKà«didtd3s-. 
On obtient alors 

W= vAò^A did«. ; -^1-A8= Q1 ¢,8,838,8, rftrf, 
3 ^ ^a10,S13,8,3, ̂ d , ; AJK= «,«A8,8,3,^d, 

1. 6. A*A* = a*a*^^5*ô«d*d* > A*Ai = aaa*^ô35<S64,d t 

- M a - ^ i - g i ^ a A M , ^ ; A1A2A4= Ci1O,^ J&djS 

A1A^A4 = O1 a3atS134S6dts ; AzA3At = a2asatO18aS3o> 
AiAzA

2Ai = aya2a
3
aAd2dA*-

Aucun des produits A1A2, , A1A2A3A4 ne contient un facteur 
carré. 

11 résulte de ce qui précède que tout nombre w du corps 
X \\JA, \JB, \jC) peut se mettre sous la forme 

0 = co + C1 JA1 + C2 \[Â2 + C3 y/^3 + C4 y/j , ^ ^ 
+cE \ / ^ Ä + c 6 s /A^ a +c 7 ^ , 4 , + C 8 y / ^ A + c , \jAtAt+c10 \/AA4 

+ cn ^ , A ^ + cu s) A1A^A A-\- c]3 v / ^ , ^ , ^ , + c14 SJA2A9A1 

+ c l s yJT^A^TAt 

expression dans laquelle les nombres qui figurent sous les radicaux ont 
les valeurs données par les formules I. 5 et I. 6. 

8. Sous-corps quadratiques et sous-corps du huitième degré_du corps 
K(\fTv y[Tv yJAz, JA~4). Le corps K(^A1, s]A2, JTV y/AA) admet 
2* 1 — 1 = 15 sous-corps quadratiques et 15 sous-corps du huitième 
degré. 

9. Permutations du corps K (yfÂv \fÂv \AS, \JA4). On voit, en 
procédant comme dans le cas du corps du 8e degré (v. § 4), que le corps 
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K {JÄV fö, s/Ä, v ^ ) admet (1)+(3)+(3)+(¾= 1 5 P e r m u -

tations. 

Nous les désignerons par G1, a> r . . . . <pIG et nous adjoindrons à ces 
quinze permutations la permutation ©0 qui transforme le corps K en 
lui-même. 

10. Conjugués, norme. Etant donné un nombre w du corps 
K (\/Av \ A V \/.4a, \ M J , o n appelle conjuguésde w. et on représente par 
wfl\ «<'>),..., Û/") , les quinze nombres obtenus en appliquant à o> 
successivement les quinze permutations C1, © „ , . . . . O15 du corps 
K(yfïv<fiïvlfïvJÂt). 

Le produit ww^w^ &)(16>, du nombre « par ses quinze conju­
gués, est un nombre rationnel dit la norme de r,). Nous la désignerons 
par N (w). 

Si on applique à tous les nombres du corps K les quinze permuta­
tions (D1 ©„ , . . . , ©j5, on obtient les corps conjugués de K; nous les 
désignerons par K^, K<2\ . . . , K*15'. Ils sont identiques. Dès lors, le 
corps K est un corps normal du 16e degré. 

11. Corps de degré 2". En partant de n racines carrées 

\lAv sJAti \fA~ai..., \fl~n, 
où les Ay sont n entiers ordinaires, positifs ou négatifs et dont aucun 
ne contient un facteur carré, on définit le corps K \\IAV \Att. ,., \An) 
de degré 2". 

Ce corps admet 2"—1 sous-corps quadratiques et également 2n— 1 
sous-corps de degré 2n— \ 

Le corps K \\/Ali. .. , y-4») admet 2" permutations tpt), O 1 , . . . , 
©m—!, OÙ m = 2™. 

Si on applique à un nombre w du corps K \\Alt. .., v-4n) les 
2 —1 permutations <pi; ©„, . . . , ©m_ r on obtient les conjugués de u, 
conjugués que nous désignerons par 

fj'\ w<«,. . . , w<m-1>. où m m 2 \ 

Le produit to w<l>w<B> co(m—*\ du nombre w par ses 2n — 1 conju­
gués, est un nombre rationnel dit la norme de w. Nous la désignerons 
par JV (w). 

Si l'on applique à tous les nombres du corps K (v-4,, V^BI- • - * \An) 
les 2n — 1 permutations <pp œ2,.. . , <Sm—1, où m == 2n, on obtient les 
corps conjugues de K ; nous les désignerons par 

7\(1> K&} /((*—D 



CHAPITRE II 

Les entiers du corps K {yjA, sJB, \jc). 

1. Forme générale des entiers. Désignons par w un nombre supposé 
entier dans le corps K (s/A. \lB, SjC). et mettons u>.sous Ja forme I. 1. 
Posons, pour simplifier l'écriture, 

TT • Ct1 = apqs ; a2 == bqrs ; a3 = crps ; a4 = abrp ; a5 = bcpq ; 

afl = caqr ; a. = atcs. 

Le nombre w prend la forme 

II 2 o>= ^ + C1 \la± + c2 yfc+ c3 \/«3 + C4 V^4 +
 c

5 V^5 

+ C9 \/afl + c, y^V 

Appliquons aux deux membres de l'égalité précédente les sept 
permutations yv œ2. . . . , tp7 (v. ch. I. 4) ; on obtient les conjugués de 
w. savoir: w

{1), o/a), . . -, ww (v. ch. I. 5). 
Formons les sept nombres : 

Q1 = co + WM = 2c0 -f 2c2 v/ô~+ 2c3 v ^ + 2c5 y ^ 

Q2 = w + MW = 2c0 -I- 2Cl y ^ + 2c3 y ^ + 2ce y ^ 

O3 == « + at« - 2c0 + 2ct y ^ + 2c2 y/^ + 2c„ y ^ 

" • 3- Q4 = u + " w - 2c„ + 2c3 v/a3 + 2c4 Slat + 2c7 ^a7 

0 5 = w + u ( , ) = 2c„ + 2Cl v ^ + 2c, S ^ + 2c7 y ^ 

0 6 = w + ûiW = 2c0 + 2c, \ / ^ + 2c6 V 5 + 2c7 Va7 

Q7 = « + „(f) =, 2c„ 4- 2c4 \ / ^ . + 2c5 Ja3 + 2c6 ^a5 

Les nombres Oj sont entiers dans les sous-corps du 4e degré dont 
ils font partie. 

Désignons par \ja et \jb deux racines carrées déterminant un corps 
K {\a, yo) du 4 e degré, a et & étant deux entiers ordinaires, positifs 
ou négatifs, ne contenant aucun facteur carré. Tout nombre 6 du corps 
K [s/a, s/b) a la forme 

8 = x-^y sfa-\- z s/b-f-1 y ab, 

où x, y, z et t sont des nombres rationnels. 
2 
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Posons encore \/c =s \ab et le nombre 0 s'écrit 

II. 4. é = x -f y \fa-\- z \ / F + t\[c. 

Or, on sait * que le nombre 6 (formule II. 4) est entier dans le corps 
dans les trois cas suivants : 

a) Si X1 y, z et t sont quatre nombres entiers ordinaires. 
ß) Si l'un ou plusieurs des quatre nombres x, y, z et t sont des frac­

tions irréductibles de dénominateur 2, les autres étant des 
entiers ordinaires. ' . 

y) Si les quatre nombres X1 y, z et t sont des fractions irréductibles 
de dénominateur 4. 

Dans le cas y), l'hypothèse que le nombre II. 4 est entier dans Ie 
corps K \\a. \fb) entraîne les congruences 

a E= h = c = 1 (mod 4). 

Si on applique ce qui précède aux nombres Oj1 (formules II. 3), on 

arrive à la conclusion suivante : 

Tout entier du corps K (\A. \IB, \[C) peut être mis sous la forme 

suivante : 

t; fh+hj î/apq8+h2î/bqrs+hi'\/crps+hti/abrp+ht
,1ijbcpq+ht'\/caqr+h7 ^f abcs 

1° Si les sept produits apqs, bqrs, .. ., abcs ne sont pas tous congrus 
à 1 modulo 4, les h^, dans l'expression II. 5, sont des nombres entiers 
ordinaires pairs. (Ils peuvent d'ailleurs, comme cas particuliers, être 
tous divisibles par 4 ou par 8). 

2° Si les sept produits apqs, bqrs, . .., abcs sont tous congrus à 1 
modulo 4, les k^ sont des entiers de même parité (en particulier, si un 
seul des nombres h-) est impair, ils sont tous impairs). 

2. Forme générale des entiers du corps K (v-^,, \AV. . . , \/An.). En 
procédant dans ce cas comme au § précédent, on arrive au résultat 
suivant : 

La forme générale des entiers du corps K [\AV . . ., \Mfl) de degré 
T est __ _ 

»T a Û + ^i V7 î + Ae V°E + - ' • H->W-i V^m-i 11. b. w - j n 

où l'on a posé 

O1 = A1, atmAv . . . . On = An, a B + ï ^ A 1 ^ 2 . . . . , 
ctm—i = -^1 A„. ... An et m = 2". 

Comme pour le corps K {\JA, \ÌB, \/C), deux cas sont à distinguer : 

* Voir Amberg, op. cit., § 2, 

file:///fa-/-
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1° Si les nombres a^ (1 = 1, 2, . . . , m—-1) ne sont pas tous congrus à 
1 modulo 4, tons les h-À, dans l'expression II. 6, sont des nombres 
entiers ordinaires pairs. 

2° Si, au contraire, les m—1 nombres a) sont tous congrus à 1 mo­
dulo 4, les entiers ky, dans l'expression II, 6, sont de même parité. 

BASE DES ENTIERS DU CORPS 

3. Nous devons distinguer les quatre cas suivants : 

a) Les trois nombres A, B et C sont congrus à 1 modulo 4. 
b) Deux des trois nombres A, B, C sont congrus à 1 modulo 4. 
¢) Un seul des trois nombres A, B, C est congru à 1 modulo 4. 
d) Aucun des trois nombres A, B, C n'est congru à 1 modulo 4. 

4. Cas a. Les trois nombres A, B et C sont congrus à 1 modulo 4. 
Dans ce cas, on a les sept congruences suivantes : 

apqs E= bqrs = crps =EE abrp ~'bcpq E= caqr = abcs E= 1 (mod 4). 

On voit facilement, en outre, que l'on peut toujours supposer satis­
faites les sept autres congruences suivantes : 

ps E= qs E= rs EE pq E= ^r E= rp E= pgrs EE 1 (mod 4). 

II résulte de ces dernières congruences que l'on a 

ps -\-fs + rp — 3 E= 0 (mod 8). 

Désignons par u un nombre entier du corps K (y-4, y # . yC). 
Mettons a) sous Ja forme II. 5. 

hn+h% \apqs+hs \Jbqrs+k3 \jcrps+ht \/abrp+h6 \fbcpq+he s/cagr+h^ y abcs 
w = s g . 

où les h-Â sont des entiers de même parité. 
Formons le nombre 

w, = 
1 -f- \lapqs -f- \fbqrs + yjcrps -}- \fabrp -|- \jbcpq -J- y caqr -f- \iabcs 

Le nombre w7 est entier dans le corps voit 
en mettant w7 sous Ia forme 

1 -J- VW5?5 H- yï?™ H- VafcrjD 1 + y/crps p s — 1 1 -f- \jcaqr 
w, — 4 2 

rs — 1 1 -J- \jbcpq rp — i 1 -{- yaics ps -f rs -}- rp — 3 
- . - - . - [ -
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Le nombre u—Jt7M7 est donc aussi entier dans le corps K \\JA,\IB,\JC). 
et l'on a 

TT n i K—hi + (hi — hi) S^Pqs + . +(ft,—hjy/cogr 
1 1 . / . Cd — H 7 W 7 = Q • 

Or, on a vu plus haut que les entiers Ji^ sont de même parité 
(v. ch. II. 1). Les différences /¾— fiT sont donc divisibles par 2. En 
posant 

ky — Zi7 = 2h'y pour ?. = 0,1, . . . , 6, 

l'égalité II. 7 peut s'écrire 

hl+h[\/apqs+k'2\ibqrs+h[\/crps+h[\labrp+h[\Ibcpq+h'n\icagr 
W-_„7Ù)7 = ~ 4 

Si l'on pose maintenant 

1 + \apqs + y bqrs + \abrp 1 + \fbqrs + \fcrps + \jbcpq 
i S S - ; W s = = l ; 

1 + ycrps + \'apqs + \jcaqr 
w« = 4 ' 

les trois nombres w4, w5 et tofi sont entiers dans les corps du 4e degré 
dont ils font partie*. 

On forme alors le nombre o> — /i,w,— fi£w8— n[c«>s— Zt4W4. Ce nombre 
peut s'écrire 

„. g. w-/,,u,_/,> , -¾-/ ,¾= ^ + *' ̂ + ^ ^ + 7 / ^ , 
expression dans laquelle les H-^ sont des entiers ordinaires. On dé­
montre que les entiers H0, H1, H2 et H3 sont pairs. Si l'on pose alors 

/:/, = 2 ¾ pour À = 0 , 1 , 2 , 3 , 

le nombre II. 8 s'écrit 

„ fcn /VM /VM /VM _ m + J*î\/flpgs + g ^ ò g r a + W3y/crps 

Posons enfin 

1 + \jcrps 1 + \lbqrs 1 + \fapqs 
w 3 = ^ ; W 2 = 2 » w i = 2 ' 

les trois nombres W1, W3 et M3 sont entiers dans les corps quadratiques 
dont ils font partie ; par suite ils sont aussi entiers dans le corps 
K \\A, sJB, yC). Il en résulte que le nombre 

H'-H'-H'-H' 

* Voir Araberg, op. cit., § 2. 
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est aussi ent ier dans le corps K [y A, SIB, \C) ; mais Ie second membre 

de l 'égalité I I . 9 est un nombre rat ionnel , c'est donc un entier ordinaire. 

Si on pose 
•m0 = H[-H[-Hl-B>3 e t O ) 0 H i I 

l 'égalité I I . 9 devient 

w — /i7w7 — V6Oi6 — A X — A X — # X — # X — Ii[O)1 — H0Oi0 = 0 

ou, si on modifie les nota t ions , 

w = A0W0 + A1W1 + ^2W2 + A3W3 + A4W4 + A6U11 - f ABw„ 

n . io. ,L v h 

} = 0 

expression dans laquelle les A) sont des entiers ordinaires. 

L 'égal i té I I . 10 m o n t r e que w0, W1, . . . , w7 forment une base des 

entiers du corps K\\lA, \JB. \C). Nous résumons ci-dessous les valeurs 

des nombres wj : 

. __ ï-\-\japqs \-\-\jbqrs __ 1-\-\jcrps 
w,, = 1 ; w, — T) ; w2 — 2 > w 3 ~~ 9 

1 + \lapqs+ \lbqrs+ \labrp 1 + \lbqrs-\- \fcrps+ sjbcpq 
••"» — ' ' " ' ~ ~ ' 

I I . 11. 
« . = 4 — ; * » , - 4 

w- = 
1 -|- \crps -J- \japqs -J- \icaqr 

_ 1-f \apqs-\- \jbqrs-\- \!crps-\- \jabrp-\- \fbcpq-\- \fcaqr-{- \jabcs 
U j _ _ . 

5. Cas b (v. § 3). Deux des trois nombres A, B, C, par exemple A et 

B, sont congrus à 1 modulo 4. II faut d is t inguer deux sous-cas, sui­

v a n t que C est congru à 2 ou à 3 modulo 4. 

1er sous-cas. C est congru à 2 modulo 4. 

Si on m e t At B e t C sous la forme 

A = apqs, B = bqrs, C = crps, on a 

apqs E= bqrs = 1 (mod 4) et crps = 2 (mod 4). 

On ob t ien t , tous calculs faits, 

TT .„ l apqs = bqrs = abrp = Ì (mod 4), • 

/ crps.= bcpq = caqr E= abcs == 2 ( "» ). 

2e sous-cas. C est congru à 3 modulo 4. 

On obt ien t , dans ce cas, 

( apqs E= bqrs == abrp E= 1 . (mod 4), 

) crps EE bcpq E= caqr = abcs EE 3 ( » ). 
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En utilisant la méthode employée dans le § précédent, on trouve 
pour base des entiers du corps K (\A, yB, \C), dans le cas des for­
mules II. 12 et IL 13. les nombres suivants : 

1 + \iapqs 1 + J bars , 
W0 = 1 ; W1 = s ; W; = X ; W3 = ^ crps ; 

1+ \apqs+ \Jbqrs+ \jabrp 1+ sjbqrx+ yfcrps+ sjhcpq 
' i ~ . .. — 

II . 14. 

w , = ; ; W1 = 

w„ = 
1 -f- \crps -\- \apqs + \caqr 

w , = 

2 

1+\'apqs-\- s/bqr$-\- \Jcrps-\- \jabrp-\- \jbcpq-\- \Jcaqr~\- yaècs 

6. Cas c (v. § 3). Un seul des trois nombres A, B, C est congru à 
1 modulo 4. 

Supposons que Ton ait A E= 1 (mod 4). 
Il faut alors distinguer les sous-cas suivants : 

io B ~ C = 2 (mod 4), 
2o B = = 2 ; C = 3 ( » ), 
30 B = C = 3 ( » ). 

1" sous-cas ; .A = 1 ; ß E=. C = 2 (mod 4). 
On peut donc écrire 

apqs =EE 1 (mod 4) ; bqrs = crps = 2 (mod 4). 

SÌ on forme les produits AB, BC, CA et ABC, on constate qu'il y 

a deux possibilités, savoir : 

1™ possibilité : 

i apqs EEE bcpq = abcs E= 1 (mod 4), 
bqrs == crps E= abrp == caqr E= 2 (mod 4). 

2e possibilité : 

[ apçs EEE 1 (mod 4), 
11.16. î fcc/w/E= aècs = 3 ( » ), 

f igrs EE= cr/M EEE aèrp EEE caqr EE 2 ( » ). 

2e sous-cas : A = I; B = 2; C =E 3 (mod 4). 
On obtient dans ce cas 

apqs = 1 (mod 4), 
I I . 17, \ bqrs == abrp = icpj EEE «&cs EEE 2 ( » ), 

crps = caqr E= 3 ( « ). 
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3e sous-cas : J4 = 1 ; ß == C == 3 (mod A). 

On obtient dans ce cas 

lï IR S apqs = bcpq = abcs = 1 (mod 4), 
J bqrs = crps = rtftr/) == cûrçr ™ 3 ( » ). 

Les formules II. 15 et II. 18 ne diffèrent pas essentiellement des 
résultats obtenus dans le cas b (formules II. 12 et II. 13). En effet, 
dans les quatre résultats résumés par les formules II. 12-13-15-18, 
trois produits, déterminant un sous-corps du 4e degré, sont congrus à 
1 modulo 4. Si on répète les calculs qui ont permis d'obtenir une base 
des entiers du corps K dans Ie cas b, on obtient, dans Ie cas 
des formules 11.15 et 11.18, des résultats analogues à ceux des for­
mules II. 14. 

Par contre, dans le cas des formules II. 16 et II. 17, un seul des 
nombres de la suite apqs, bqrs, . . . , abcs est congru à 1 modulo 4. 
Nous allons rechercher une base des entiers du corps K (y A, \lB. \C) 
dans ce dernier cas. 

7. Base des entiers du corps K \\A, sJB, \C) quand un seul nombre 
de la suite apqs, bqrs, .. ., abcs est congru à 1 modulo 4. 

Prenons comme point de départ les formules II. 17*. 
Désignons de nouveau par w un nombre supposé entier dans le corps 

et mettons u sous la forme suivante (v. ch. II. 1) : 

4 

Le nombre 

\bqrs + \abrp -{- \jbcpq + \abcs 
^ = £ 

est un nombre entier dans le corps K (y/A, \[B^SJC). On le voit im­
médiatement en mettant w7 sous la forme suivante : 

En conduisant alors le calcul comme au § 4 de ce chapitre, on voit 
que les nombres suivants forment une base du corps K (s/A, JB1 yjc). 

* Les formules II. 16 donneraient une base analogue. 
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II. 20. 

O)1, 

CO1 = 

W4 

= 1 ; 

1 + SlaP9s . 
2 

\jabrp -f \ 
2 

W2 

/ è r̂-s 
) 

2 = \/cr/)5 ; co-, = \/ fy™ 

\Jabrp -\- ybcpq 

1 + \opqs + \crps + \lcaqr 
^ 2 ; 

\lbqrs -f- \'abrp -\- \lbcpq + \'obcs 

8. Cas rf (v. § 3). ^4ucun des ïrois nombres A, B, C rìest congru à 
1 modulo 4. 

L'examen de ce dernier cas n'apporte aucune possibilité nouvelle. 

9. En résumé, si tous les nombres de la suite 

II. 21. apqs, bqrs, . . . , abcs 

sont congrus à 1 modulo 4, la base des entiers du corps K(\JA, \IB, \JC) 
est donnée par les formules II: 11. 

Si trois nombres de la suite II. 21 sont congrus à 1 modulo 4, la 
base des entiers est donnée par les formules II. 14. 

. Enfin, si un seul des nombres de la suite II. 21 est congru à 1 modulo 
4, la base des entiers est donnée par les formules II. 20. 

10. Remarque sur les dénominateurs des «entiers». On sait que dans 
le corps quadratique K {y A) les « entiers » ont pour dénominateur 1 

ou 2. Ils ont en effet l'une des formes h0 -\- Ji1 \A ou — — ~ , où 
h0 et Zi1 sont des nombres entiers ordinaires. 

M. Amberg a montré que dans le corps du 4e degré K (\JA, sjB) les 
dénominateurs des « entiers » peuvent être 1, 2 ou 4. 

L'étude qui précède prouve que dans le corps du 8e degré 
K (s/A, \JB, \JC) les dénominateurs des « entiers » peuvent être l'un 
des nombres 1, 2, 4 ou 8. _̂ _ 

Enfin, la formule IL 6 montre que dans le corps K (A1, \M2 , . . -, V ^ n ) , 
de degré 2n, les dénominateurs des « entiers » peuvent prendre l'une 
des valeurs 1, 2, 2\ 2\ . . . , 2 " . 
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CHAPITRE III 

Le discriminant et la forme fondamentale du corps 

1. Désignonsjpar w0, w],_1_. . . wm—i, où m = 2". une base des entiers 
du corps K \\AV ..., \M„). On appelle discriminant de ce corps, et 
l'on représente par Z), l'expression 

III. I . i)== 
o • 

W , . • * • , W m - 1 

• • • > <•£> , 
* m—1 

ut25 
• • • ' w

m _ i 

•»S"-15' «r-0» "T-
5̂ ¢-,11 

dans laquelle w^. wîa), , w<m—1^ sont les conjugués de w 

(/ = 0,:1, . . . , m — 1). Le discriminant D est un nombre entier ordi­

naire 

2. Pour calculer le discriminant D du corps K (\AV . . . , \An), 
nous utiliserons la propriété connue suivante : 

Soient deux systèmes de r nombres, tous tirés d'un même corps 
algébrique, 

/X1, fXa, . . . , /A, 

V1 , V2 , . . . , Vr 

* Voir par exemple, D. Hilbert, eh. IV. 
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liés entre eux par le système suivant de r équations : 

P-, = Ci,i Vl "h Ci,a V3 + . . . - f C1J vr 

Hl 2 I1*« = <V y j + C21S Vj + . . . + CtjT vr 

Pr = Cr1I Vi + cr,ï VB + . . . + C^ yr. 

Si l'on désigne alors par D le discriminant relatif aux p et par Dv 

le discriminant relatif aux v, on a la relation suivante : 

III. 3. • />U = A ' . / > V , 

A étant le déterminant des ckj. 

CALCUL DU DISCRIMINANT DU CORPS K\\JA, \JB, \JC). 

3. Nous distinguerons trois cas correspondant aux trois bases des 
entiers du corps (v. formules II. 11, II . 14 et II. 20). 

1er cas. La base des entiers du corps K [\JA, \JB, y Cj est donnée par 
les formules II. 11. 

Posons 

III 4 V° ^ ' Vl ^ \apqs ; v, = ybqrs ; v3 = \Jcrps ; v4 = \jabrp • 

v s =y&cp£; Vn=^COCr; v7=\/abcs. 

Posons encore, en vertu des formules II. 11 :. 

III. 5. 

P o = I -V0 

1 1 
O i 

Pi = 2 v +2Vl 

a 2 = 2 V0 

1 
^= 2 yo 

_ 1 , 1 

1 
^ 5 = 4 v o 

- 1 - u 1 
^ = 4 ^ + 4^, 

^ 

^ 

+ 4V* + 4U< 
1 1 1 

+ 4 v* + 4 Vn + 4 v* 

+ 4 y» + 4 v-

— * J . 1 . L . 1 - L 1 J . * - L . 1 K 1 , 1 
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Si l'on forme le discriminant D relatif aux V1 (v. formules III. I et 

III. 4), on obtient 

III. 6. Dv = 16e {abcpqrs)*. 

D'autre part, le déterminant A des coefficients des v-. dans les 

égalités I I I . 5, a pour valeur 

III. 7. A = I 5 d'où A ^ 1 I 5 . 

La formule III. 3 donne, si l'on tient compte des formules III. 6 

et III. 7, 

III. 8. D = Dp= {abcpqrs)*. 

2e cas. La base des entiers du corps K{sU,xß,^JC) est donnée par 
Us formules II. 14. 

Par un calcul analogue à celui que nous venons de faire, on obtient 
dans ce cas, pour le discriminant D du corps K {\A, \lB, \C), 

I I I . 9. D = i&{abcpqrs)', 

3e cas, La base des entiers du corps K {siA, JB, sfa) est donnée par 
les formules 11. 20. 

On obtient dans ce cas, par un calcul analogue, pour le discriminant 
D du corps K {\JT, \fB~, \IC), 

III. 10. D = 16s {abcpqrs)*. 

4. Relation entre le discriminant du corps K {siA, sJB, yjC) et les 
discriminants des sous-corps quadratiques*. 

On sait** que le discriminant du corps quadratique K (ym) est. 
D =m quand m =E 1 (mod 4) et D = 4m quand m ^ l (mod 4). 
Appliquons cela dans les trois cas du § précédent. 

1er cas. La base des entiers du corps K (\/A, \/ß, \C) est donnée par , 
les formules II. 11. 

On a vu (v. ch. II, 4) que, dans ce cas, les sept nombres de la suite 

III. 11. apqs, bqrs, crps. abrpt bcpq, caqr, abcs 

sont tous congrus à 1 modulo 4. Il résulte de là que les discriminants 

* Le corps sera désigné, dans la suite de ce chapitre, par K. 
" ' Voir Sommer, a Introduction à la théorie des nombres algébriques», p . 24. 
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des sept sous-corps quadratiques K [\iapqs), K {y'bqrs), . . ., K \sjahcs) 
ont respectivement pour valeur 

D1 = apqs, D2 — bqrs, . . . , D7 = abcs. 

Le produit des sept discriminants D1, D2, . . ., D7 est donc 

D1D^. . . . -D1 = {abcpqrs)*. 

En vertu de la formule III. 8, qui donne le discriminant D du corps 
K {\A. \B, \/C), on peut écrire 

D=D1D2- ....D7. 

2e cas. La base des entiers du corps K \\A. \IB, \JC) est donnée par 
les formules 11. 14. 

On a vu au eh. II. 5 que trois nombres de la suite III . I l sont con­
grus à 1 modulo 4. Nous supposerons que l'on à 

apqs E= bqrs = abrp ~ 1 (mod 4). 

Les trois discriminants des corps quadratiques K \\apqs), K [ybgrs) 
et K [\/abrp) étant désignés respectivement par D1, D2 et D3, on peut 
écrire 

D1 = apqs ; D2 = bqrs ; D3 = abrp. 

Les discriminants des quatre autres sous-corps quadratiques étant 
désignés par D4, Dù3 D6 et D7, on a 

D4 = 4 erps ; D5 = 4 bcpg ; D6 = 4 cagr ; D7 = 4 abcs. 

On déduit de là 
D1D2. ... -D^î&iabcpqrs)4. 

On a, par suite, en vertu de Ia formule III. 9, 

D=D1D2. . . . . D 7 . 

3e cas. La base des entiers du corps K\\JA, \JB, \IC) est donnée par 
les formules II. 20. 

Un seul des nombres de la suite III. 11 est congru à 1 modulo 4. 
Nous supposerons, pour fixer les idées, que apgs E= 1 (mod 4). Si D1 

désigne le discriminant du sous-corps quadratique K \\fapqs), on a 
D1 = apqs. 

Les six autres discriminants des sous-corps quadratiques étant dé­
signés par D2, . . . , D7, on peut écrire 

D2 = 4 bqrs : D3 = Acrps ; D4 = A abrp ; D6 = 4 bcpq ; 
D6 — Acaqr ; D7 = 4abcs. 
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On a, par suite, 

J ) 1 O 5 . . . . -D1 == 16" [abcpqrs)* 

et, en vertu de la formule III . 10, 

D = D 1 O 1 . . . . / ) , . 

On peut donc énoncer le 

THÉORÈME. Le discriminant D du corps K (\IÂ, sjB, V/C) est égal 
au produit des discriminants des sept sous-corps quadratiques. 

LA FORME FONDAMENTALE DU CORPS K\yJAv \A2, . . . , V-^n)-

5. Désignons par ço0. w,, .... Win_1; où m = 2". une base des entiers du 
corps K (y/A1, . . . . vGQ de degré 2". 

Soient, d'autre part, m quantités H0, U1 . . . . »„,_, que nous laisse­
rons indéterminées. 

Posons 

III . 12. I == O)0U0 + W1U1 -f W2U2 -f- . . . -fcom_1um_1. ' 

La forme £ est dite la forme fondamentale du corps K (VvI1, - • . , y / I n ) . 
Soient 1^, £<a\ . . . , £C»»—i) les conjugués de £ (v. ch. I. 5) ; la forme 
fondamentale satisfait à l'équation suivante, de degré m e n a : 

III. 13. {x —Z)[X-ZW). . . . ( S - ^ D ) = O. 

Cette équation est dite Véquation fondamentale du corps 

K(yfÂlt . . . , ^An). _ 
La norme d'un nombre du corps K [\AV . . . , \fAn) (v. ch. I. 5 et 
11) étant le produit de ce nombre par ses m—1 conjugués, on peut 
écrire l'équation fondamentale III. 13 comme suit : 

111.14. W ( A - S ) = O, 

où N désigne la norme et où x est dit la variable de Véquation. Le 
nombre 1 faisant partie du corps K\\JAV . . . . V-Zl11), on peut écrire 

1 = O0W0 + ",W1 + . . . + Om-I Wm-u 
d'où 

[x — l) — [aax — U0) wu + (a,rc — U1) W1 -h . . . + (om-i» — «™-i) wm_! 
T71 1 

).=o 
Posons encore 

O)Z — Uy = yj pour ?, — O, 1, 2, . . . , m — 1. 
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L'équation fondamentale III. 14 s'écrit alors 

ou 

m i5 j v t y . + v , ^ + ^ ^ + . . . ' 

. . . + V ^ ^ , • . . . AnJ = O3 

expression dans laquelle les Vy sont des fonctions linéaires des vy. 

6. Application au corps K \A, \JB, \C). L'équation fondamentale 
III, 15 prend la forme 

JV (V0+ V,sß + V^y/B+V^y/C+ V\\TAB +V\sfi$C 

ou 

III. 16. N(V* + ^ 1 ½ ' + ^ ^ " + ^ V ^ + V̂ flftrp 
+ Vi\!bcpq + V^sfcâqr + V7y/abcs) = 0. 

file:////TaB


CHAPITRE IV 

Décomposition des nombres rationnels en facteurs idéaux. 

1. Envisageons un nombre premier rationnel 7r. 
Pour décomposer l'idéal principal rationnel {rr} en facteurs idéaux 

du corps nous ferons usage des deux théorèmes 
connus suivants ** : 

1. Soit p un idéal premier diviseur de (i:) et de degré f ; on peut tou­
jours construire une fonction ü (x; uv uv ..., Un) de degré f en x, irré­
ductible suivant 7T et qui, lorsqu'on y remplace x par la forme fondamen­
tale £ (v. eh. Ili), a les propriétés suivantes: les coefficients des puissances 
et des produits des uv U2, ..., u„ dans cette fonction sont tous divisibles 
par p et ne le sont pas par p2 ; en outre ils ne sont pas tous divisibles 
par un idéal premier différent de p et diviseur de (7:). 

II. Si (ii), décomposé en facteurs premiers idéaux, donne 

on a, pour le premier membre de Véquation fondamentale, 

iV = n e n " ' . . . . (modi:) 

où II, II'} . . . représentent certaines fonctions, irréductibles suivant TT, 
de x ; U1, U2, ..., Un ; de plus on peut poser 

N = WU". . . . + T T G 

où G est une fonction entière à coefficients entiers, fonction contenant les 
variables x; U1, uv ..., Un, et qui n'est divisible, suivant TT par aucune 
des fonctions irréductibles II , II ' , . . . 

2. Application au corps K (yA, \B, yC) . Nous distinguerons les 
deux cas suivants : 

i e r cas, TT est un nombre premier impair. 
2e cas. TT est égal à 2. 

* Dans tout ce chapitre, K désignera toujours le corps JC ( V - ^ . V-Bi V ^ - ) 
** Voir D. Hilbert , op. cit., ch. IV. 
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L-AS OU 7T EST UN NOMBRE PHEMIEH I M P A I R . 

3. Il faut distinguer deux sous-cas : 
Scus-cas a. Aucun des nombres a, b, c, p, q, r, s n'est divisible par 

TT (V. Ch. I , 1) . 

Sous-cas ß. L'un des nombres de la suite a, b, c, p, q, r. s est divi­
sible par r *. 

4. Sous-cas a. Aucun des nombres a, 6. c, p, q, r, s n'est divisible par n. 
L'équation fondamentale du corps est la suivante 
(v. formule III. 16) 

N (V0 + V1 \{a~p~q~s + V2 \fbq7s + V^crps + Vt tfifop' 

4- V6 V^P? + V6 \/eaçr + V7 \Jabcs) = 0 

dans laquelle les Vy ont les valeurs indiquées au chap. Il l , et où N 
désigne la norme. Le premier membre de l'égalité IV. 1 est donc le 
produit de huit facteurs se déduisant de V0 + V1 \apqs + . . . + V 7 \labcs 
à l'aide des permutations <p0, <pp . . . , © , (v ch. I, 4). 

Le dénominateur du premier membre de IV. 1 est une puissance de 
2. Cela résulte du fait que les entiers w0. W1, . . . . W7. qui constituent 
là base des entiers du corps K, ont pour dénominateurs des puissances 
de 2 (v. formules IL 11-14-20). Comme, d'autre part, 7: est supposé 
impair, on peut, dans la décomposition du premier membre de l'équa­
tion fondamentale, faire abstraction de ce dénominateur. 

Nous désignerons le premier membre de l'équation fondamentale IV. 1 
par N et nous l'écrirons sous la forme 

IV. 2. N = FF1 F7 

expression dans laquelle òn a 

F= V0 - j - V1 \fapqs + V2 \ibqrs + V3 \lcrps + V4 sfabrp 
IV. za . 

+ V5 \jbcpq -f- V0 \lcaqr + V7 s/abcs 

et où F1 . . . . . F7 se déduisent de F à l'aide des permutations <pi; . . . . <p7. 
En ce qui concerne les sept nombres de la suite 

IV. 3. apqs, bqrs, erps, ahrp, bcpq, caqr, abcs, 

il est facile de se rendre c'ompte que les deux seules possibilités sui­
vantes peuvent se présenter : 

1° ou bien les sept nombres de la suite IV. 3 sont résidus quadra­
tiques de TI ; 

* Les nombres a, b, c, p, <jr, r et s sont premiers entre eux deux à deux (v. ch. 1,1 ) , 
de sorte qu 'un seul d'entre eux peut être divisible par TT. 
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2° ou bien trois nombres de Ia suite IV. 3 sont résidus quadratiques 
de TT ; en outre, ces trois nombres forment la base de Tun des 
sous-corps du 4e degré (v. ch. I, 6). 

Nous allons étudier séparément ces deux possibilités. 

5. — 1° Les sept nombres de la suite IV. 3 sont résidus quadratiques 
de 7T. Il existe alors sept nombres ^1, pv • • -, p7 tels que 

apqs = pl (mod TT) ; bqrs ==p\ (mod T.) ; 

TV 4 crPs=& ( m o d 7O'» abrp^pl (modîr); 

bcpq = p* (mod TT) ; caqr =zp\ (mod TT) ; 

abcs == p* (mod T:). 

L'égalité IV. 2a peut alors s'écrire, modulo TT, 

IV. 5. F^V^V^+V^+V^+V^+V^ + V^+V^ (mod*). 

Par l'emploi des permutations <p13 . . . , <p,, on obtient les autres fac­
teurs F1, . . . , F7 de l'égalité IV. 2. Il résulte alors des théorèmes rap­
pelés en tête de ce chapitre que l'idéal (TT) se décompose, dans ce cas, 
en un produit de huit facteurs idéaux premiers, et l'on a 

IV. 6. (TT) — PP1 . . . p:. (idéaux du 1 e r degré). 

On peut poser en outre 
p = id\i:,F\ 

où F a la valeur IV. 5 et l'on a, en outre, 

^ = I d J T r , Fy\ pour ). = 1,2, . . . , 7 . 

Si on désigne par D1, D&, . . . , D7 les discriminants des sept sous-

corps quadratiques de K\\JA, \jB, \C), il résulte des hypothèses 

faites sur les nombres apqs, . . . , abcs que les sept discriminants D^ 

sont résidus quadratiques de TT. Désignons par I - J le symbole de Le-

gendre, où x désigne un entier ordinaire. Ce symbole est. par définition, 
égal à + 1 quand # est résidu quadratique de TT, égal à -•- 1 quand x 
est non résidu et, enfin, égal à zéro quand x est divisible par ir. 

La formule IV. 6 correspond au cas 

(1)-(¾-...-(¾-+.. 
2° Trois des nombres de la suite IV. 3 sont résidus quadratiques 

de x. Nous savons que les trois nombres de la suite IV. 3 qui sont 
résidus quadratiques de T: déterminent un des sous-corps du 4e degré. 

J 
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Supposons qu'il s'agisse du sous-corps K1 (ybqrs, \Jcrpti, \bcpg) 
(v. ch. I, 6). Il existe donc trois nombres entiers ordinaires pv p2 et 
p3 tels que les congruences suivantes sont satisfaites : 

IV. 7. bqrs = pl (mod 7r) ; crps = p* (mod v) ; bcpq = p* (mod - ) . . 

Reprenons le premier membre de l'équation fondamentale sous la 
forme IV. 2. 

IV. 8. N = FF1F,. ... F1. 

F1 se déduisant de F à l'aide de la permutation ©„ le produit FF1 

fait, partie du sous-corps K1 (v. ch. I. 6), on peut donc écrire 

IV. 9. FF1 = A0 + A1 \jbqrs -f At \fcrfs + A3 >Jbcpq 

expression dans laquelle les Ay sont des fonctions des quantités V qui 
figurent dans l'expression IV. 5. 

Posons 
FF1 = F'. 

Les produits des six facteurs F2 , . . . , F7 de l'égalité IV. 8, pris deux 
à deux de façon convenable, donnent les conjugués de F' dans le sous-
corps K1. Désignons ces conjugués par F[, F'2 et F't. L'égalité IV. 8 
devient 

IV. 10. JV = F' F[ F't F's 

Dans cette dernière égalité, F' a la valeur IV. 9 et peut s'écrire 
modulo 7T en vertu des congruences IV. 7, 

F' = A0 + AtPl +A^ + A^ (mod TT). 

Il résulte alors de l'égalité IV. 10 et des théorèmes rappelés au début 
de ce chapitre que l'on a 

IV. 11 (TT) = PP1^8P3 (idéaux du 2e degré) 

OÙ P = id JTT, F'\ 

et où P1, p2 et p3 se déduisent de p à l'aide des permutations œ̂ . 
Si alors D1, D8 et D3 désignent respectivement les discriminants des 

trois sous corps quadratiques K{\bqrs), K(yjcrps) et h \\jbcpq), et 
D4, DB, D8 et D7 les discriminants des quatre autres sous-corps qua­
dratiques, on a 
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6. Sous-cas ß (v. § 3). Un et un seul des nombres de la suite a, b, c, 
p, q, r, s est divisible par TT. 

Supposons que l'on ait a S= o (mod TT). On en déduit 
apqs = abrp = caqr ~ abcs == o (mod TI) mais 

bqrs ̂ e o, crps ^ o, bcpq =£ o (mod 3t). 

Si Ton forme les huit facteurs F, Fv . . . , F1 du premier membre 
de l'équation fondamentale (formule IV. 2), on voit que ces huit fac­
teurs sont égaux deux à deux modulo 7:, et on peut écrire 

IV. 12. N = F2FtFlFt (mod ÎT). 

1° Si les trois nombres bqrs, crps et bcpq sont tous les trois résidus 
quadratiques de r , il existe trois nombres pv p2 et p9 tels que 

bqr$~pl (mod r: ) ; crps=Bp\ (mod -) ; bcpq=Bpl (mod TT). 

Le facteur F s'écrit alors, mod -n (v. formule IV, 2a), 

IV. j 3. / T = V 0 + V ^ 1 + V3p, + V6p3 (mod:-) 

et les facteurs F2, Fs et F6 se déduisent de F à l'aide des permutations tp-, 
En vertu des théorèmes rappelés au début de ce chapitre et de l'éga­

lité IV. 12, l'idéal (TT) se décompose comme suit : 

IV. 14. (TT) — pB p[ p\ Pl (idéaux du 1 e r degré) 

où p = id J TT, F j , F ayant la valeur IV. 13. 
Si D1, D2 et D3 désignent les discriminants des trois sous-corps qua­

dratiques K [\bqrs), K \\jcrps) et K \\bcpq) on a, dans ce cas, 

(5)-(2)-(¾-+' 
(fi)-(a)-(a)-(fi)-i 

2° Si, au contraire, un seul des trois nombres bqrs. crps et bcpq, par 
exemple crps, est résidu quadratique de TT, le premier membre de 
l'équation fondamentale IV. 2 peut s'écrire 

IV.15. Jy = (A0^A1PY(A0-Af)* (modrr) 

où Ton a posé 
Ac = V\— V*bqrs -f V\crps— V*bcpq 

et où p satisfait à la congruence crps == p2 (mod TT). 
La formule IV. 15 montre que l'idéal (TT) se décompose comme suit : 

IV. 16. (7r)=[id(7r,^u + ^ l / 5 j ] z [id )«, A0- A^j]" (idéauxdu 2«degré). 
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En outre, dans ce cas, quatre symboles ( — J sont nuls, deux sont 

égaux à —1 et un seul symbole est égal à + 1 . 

7. DÉCOMPOSITION D'UN NOMBRE PREMIER IMPAIR T: DANS LE CORPS 

Les nombres A1, A2, ...,An, A1A2, .... A1A1A5, ..., A1A2..An 

peuven t se m e t t r e sous la forme 

IV. 17. 

a-, <*<«> d&.... d<a> <£<»>.... d w d*.... <*<*-«><*<—»>.... d'""1 ' d^K..^, 
A i a I S 1 2 1 2 3 2 ' 

expression dans laquelle les nombres ay_, d® et s sont premiers entre 
eux deux à deux. ïl y a donc deux cas possibles, suivant qu'aucun 
des nombres a\, dW. s n'est divisible par 7r OU que, au contraire, un 
et un seul de ces nombres est divisible par TT. 

8. 1er cas. Aucun des nombres ay, df£\ s n'est divisible par TT. 

THÉORÈME. — Etant donné le corps tel que 
les 2"—1 nombres 

1V.18. A1, A2,..., An, A1A.,..., A1A2A3,..., A1A2. ..An 

ont la forme IV. 17, les deux possibilités suivantes peuvent seules se 
présenter : 

1IC possibilité. Les 2n—1 nombres de la suite IV. 18 sont résidus qua­
dratiques de TT. 

. 2e possibilité. 2*—1—1 nombres de la suite IV. 18 sont résidus quaàra-
tidiques de T: et 2n~1 nombres de la. même suite sont non résidus. 

Esquisse de la démonstration. II est tout d'abord évident qu'au lieu 
de raisonner sur le nombre A1A2 ... A3 (l^ls^n), on peut rai­
sonner sur le nombre A1A2. . . . At: puisque ces deux nombres sont 
les mêmes à un facteur carré près. 

1° Si les n nombres A1, .... An sont tous résidus quadratiques de 
T:, les 2"—1 nombres de la suite IV. 18 sont évidemment tous résidus 
quadratiques de TT. 

2° Si un et un seul des nombres A1, . .., An, par exemple A1, est 
non-résidu quadratique de TT. on peut dénombrer comme suit le nombre 
des non-résidus de la suite IV. 18 : 
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Parmi les nombres Ar, il y a 1 non-résidu, 

» » » AfA,, il y a n . — 1 = ( A ) non-résidus, 

» » » AfA3A1, il y a ( 9 ) non-résidus, 

et ainsi de suite. 
Le total des non-résidus de la suite IV. 18 est alors 

! + ("7^ + ("!1) + - + 1 = 2"1-
3° Si deux des nombres A1, A2, ..... An sont non-résidus quadra­

tiques de ÏÏ, il y a : 

parmi les nombres Ar. 2 non-résidus, 
» » » ATAt, 2(n — 2) y> » 
» » » ArAtAt, (n — 2)(n — 3) » » 

e tc . . 

On trouve, pour le nombre total des non-résidus de la suite ÏV. 18, 

2 + 2(n^2) + (n-2)(n-3) + ^-2)(»-3)(n-4) 

(n-2)(n-3)(n-4)(n-5) (n-2)(n-3). - .(n- k) 
~*~ 3.4 -h ••• i - 3 . 4 . . . ( Z f - 1 ) 

( t t - 2 ) ( * - 3 ) . . . 3 . 2 . 1 _ 
"*" * " "•" 3 . 4 . . . ( n —2) 

La démonstration se fait de la même manière lorsque 3, 4, . . . . n 
nombres de la suite A1, A2, .An sont non résidus quadratiques de 
T.. II y a donc 2n~1 —1 résidus. 

Dans la première possibilité, c'est-à-dire quand les 2n — 1 nombres 
de la suite IV. 18 sont résidus quadratiques de -n, l'idéal (TT) admet, dans 
le corps K\\/A1} . . . , \A„), la décomposition suivante: 

{n) = PP1P2 . . . pm- i où m = 2", 

les idéaux pi étant des idéaux du 1 e r degré. 
Si on désigne par D-^(X — 1 , 2 , ..., m — 1) les discriminants des 

2" — 1 — m — 1 sous-corps quadratiques, on a, dans ce cas, 

Dans la deuxième possibilité, soit lorsque 2"-~1— 1 nombres de Ia 
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suite IV. 18 sont résidus quadratiques de ir, l'idéal (TT) se décompose 
comme suit : 

E 

les idéaux pj étant, cette fois, du second degré. 

En outre, 2B—I — 1 symboles I — J sont égaux à -j- 1 et 2"~1 sym­

boles sont égaux à — 1. 

9. 2e CAS. Un et un seul des nombres ay S'\ s est divisible par T.. 

Dans ce cas, 2n—1 symboles I — J sont nuls. 

1° Si alors les 2n—* — 1 symboles I—M qui sont ^ O sont égaux a 

+ 1, l'idéal 00 s e décompose comme suit : 

— i 

où m = 2" et où les p) sont des idéaux du premier degré. 

' raux 2° Si, 2 n - 1 symboles ( — ) étant nuls, 2"~3—1 symboles sont ég£ 

à-j-1 et 2"~' symboles sont égaux à — 1 , la décomposition de l'idéal 
(it) est la suivante : 

* 
où p, P 1 , . . . sont des idéaux du second degré. 

Il n'y a pas d'autre possibilité. 

10, CAS DE IT = 2. 

Nous nous bornerons au cas du corps K \\JA, \B, \C) que nous dési­
gnerons par K. Il y a lieu de distinguer trois cas suivant la forme de la 
base des entiers du corps K. (Voir ch. II, formules II. 11, II. 14 et II. 20). 

1 e r CAS. La base des entiers est donnée par les formules 11. 11. 
Dans ce cas, les sept nombres de la suite 

IV. 19. aP<J$, bqrs, erps, abrp, bcpq, caqr, abcs 

sont congrus à 1 modulo 4. 
Le dénominateur commun des nombres W11. W1, . . . . w_ qui forment la 

base des entiers du corps K (formules 11.11) est 2» = 8. Le dénomina­
teur du premier membre N de l'équation fondamentale (v. ch. III . 5 et 6) 
est 2". Si nous multiplions par 2 " les deux membres de l'équation 
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fondamentale JV = 0 (v. formules IV.2 et IV.2a), nous devrons opérer 
la décomposition de N modulo 2" . 

11 n'y a alors que deux cas possibles : 
1° Les sept produits IV. 19 sont résidus quadratiques de 225. 
2° Trois seulement des produits IV.19 sont résidus quadratiques de 22i. 
1.° Dans ce cas, il existe sept nombres ov ..., p7 tels que les con­

gruences suivantes sont satisfaites : 

IV. 20. apqs — p\ (mod 2«) ; bqrs — fc (mod 2») ; ; 

abc$ = p* {mod 2e6). 

Le premier membre de l'équation fondamentale (formule IV.2) peut 
s'écrire, modulo 2, 

N = F1F[Fz F'„ 

l'accent rappelant que l'on a multiplié par 2" . On a (v. formule IV. 2a) 

F'= V0+ V1 \/a~p~q~s + V2 \/bq7s + . . . . + Vi >/äbcst 

F[. . . . . Fi3 se déduisant de F' à l'aide des permutations <plf . . . , <p,. 

L'idéal (2) se décompose comme suit, dans ce cas : 

(2) — p P1 . . . JJ7 (idéaux du 1 e r degré) 

où l'on a p = id)2,F'\. 

Désignons par I-^ ' I le symbole de Legendre généralisé, symbole 

défini comme suit : 

*h\ = + 1 quand D1 = 1 (mod 8) 

y ) = — 1 quand D1 = -1 ou =b 3 (mod 8) 

( T ) = 0 quand Di=°ou = ± 2 ou = 4 ( m o d 8 ) -
On voit qu'on a, dans te cas ci-dessus, 

* ) - ( * ) - ( * ) - ( * ) - - ( * ) - • " 

2° Trois symboles sont égaux à -f~ 1 et les quatre autres sont 
égaux à — 1.En effet, les sept produits de la suite IV. 19 étant congrus 
à 1 modulo 4, ces sept produits sont des nombres impairs. 

La décomposition de l'idéal (2) est alors la suivante : 

expression dans laquelle p. ... , p3 sont des idéaux du second degré. 
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2 e CAS : La base est donnée par les formules II.14 ou II .20. Dans ces 
deux cas, quatre nombres delà suite IV, 19 sont incongrus à 1 modulo 4. 

/D}\ 
Il en résulte que quatre au moins des symboles I -^- 1 sont nuls. 

Les différentes possibilités suivantes peuvent alors se présenter : 

/D}\ . /ZM 
a) Quatre symboles I — 1 sont nuls, trois symboles I -y I sont 

égaux à + 1. 

b) Quatre symboles (-~-I sont nuls, un symbole est égal à + 1 
^ et deux symboles sont égaux à — 1. 

c) Six symboles sont nuls, un symbole est égal à + 1. 

d) Six symboles sont nuls, un symbole est égal à — 1. 

Après discussion de ces possibilités, on peut établir le tableau suivant 
qui résume toute la discussion précédente : 

11. Soit TT un nombre premier quelconque et soient d'autre part 
D1, D2> , D7 les discriminants des sept sous-corps quadratiques 

du corps K(yjA, y/B, \/C). L'idéal (TT), dans ce corps K, se décompose 
conformément au tableau ci-après : 

1. Les sept symboles ( — J sont égaux à + 1 . (71") = PPi - .p? (idéaux du 1 e r degré). 

2 JTrois symboles (?fj sont égaux à + 1 j ( jf) = ^ ^ ( m ^ d u 2 e d c g r é } 

( Quatre » n » » » • — 1 / 

Quatre symboles ( ^ J sont égaux à 0 Ì ^ = p 2 p , p | p | ( i d é a u j . d u l e r d e g r é ) > 

Trois » » o » D - f - l ) 

Quatre symboles ( — j sont égaux à 0 1 
4 { T» \ * ' A M = p 2pï (idéaux du 2« degré}. 

Un symbole » est égal D + 1 / 

- \ Six symboles (—' 1 sont égaux à O r , , - , , - , , . ,m, . -i 
5. < J V ^ / ( ("} = P Pi (idéaux du 1 e r degré). 

( Un symbole » est égal à -f 1 ) 

6 j Six symboles ( £ * ) sont égaux à 0 ^ } = p 4 ^ , d u 2 e d e g p é ) 

( Un symbole » est égal à — 1 ) 

Ce tableau épuise toutes les possibilités. 



CHAPITRE V 

Les unités du corps K(\/A. \JB, \Jc)*. 

1. DÉFINITION. Une unité da corps K est un nombre t, entier dans 
1 

le corps K, et dont le réciproque — est un nombre entier dans le même 

corps. On démontre que la norme d'une unité est -f 1 ou — 1 et que, 
réciproquement, si la norme d'un entier du corps K est + 1 ou — 1, 
cet entier est une unité du corps K. 

Le corps des nombres rationnels ne contient que les deux unités 

+ 1 et — 1, Le corps Ky\J— 1.) contient les quatre unités + 1, —• 1, 

+ i, — i, où i = y — 1. 

Le corps K ( y — 3) contient les six unités suivantes : 

Tout corps quadratique imaginaire outre que K ( y — l ) et K ( y — 3 ) 
n'a que deux unités + 1 et — Ì. 

Dans chaque corps quadratique réel K ( y m), avec m > 0, il y a une 
infinité d'unités différentes de zh 1 et parmi celles-là il y a une unité 
fondamentale s telle que | e | > 1 . et que toute autre unité de ce corps 
puisse être mise sous la forme zb ta, où l'exposant a est un entier ration­
nel, positif ou négatif **. 
. Pour un corps algébrique de degré quelconque, le nombre des unités 

Le corps sera désigné, dans ce chapitre, par K. 
** Voir Sommer, op. cit. § 22. 
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fondamentales est déterminé par le théorème de Dirichlet suivant, 
théorème dont nous ferons usage dans ce qui suivra * : 

THÉORÈME DE DIRICHLET. Soit K un corps de degré m ; si parmi 
les corps conjugués K = K<-1\ K^, ..., KW il y a T1 corps réeh et 

m — r, . , . . . , .. 
''„== —K—- couples de corps imaginaires conjugues, le corps K contient 

L 

un système de T=^r1 -\- rt — 1 unités ev g„, . . . , er, dites unités fonda­
mentales, telles que toute autre unité s du corps K puisse se mettre sous 
la forme 

S = K ' * - C 

et cela d'une seule manière, les av av . . . . ar étant des entiers ordinaires 
et p une racine de l'unité contenue dans K. 

2. On a, pour le corps A'(\AAj, . . ., \fAn) de degré 2n. le théorème 
su ivan t : 

THÉORÈME. — Le corps K \\AV . . . . V-^n). de degré 2n, contient 
2n~1 — 1 unités fondamentales si Vun au moins des radicaux \Ay est 

imaginaire, et2n — 1 unités fondamentales si les n radicaux \j Ay sont 
tous réels. 

Ce théorème résulte immédiatement du théorème de Dirichlet. 

3. COROLLAIRE. Le corps K [\A, \.B, \Cj admet, en vertu du théo­
rème précédent, trois unités fondamentales si Vun au moins des trois 
radicaux \/A, \IB, \C est imaginaire, et sept unités fondamentales si les-
trois radicaux \'A, yB, \JC sont réels. 

CAS OÙ LE COUPS K{\IA, \B, \C) NE CONTIENT QUE TROIS UNITÉS 

FONDAMENTALES ET LES RACINES DE L ' U N I T E + 1 e t 1 . * * 

4. L'une au moins des quantités y/A, \ß et sjC est complexe. Un et un 
seul sous-corps du 4e degré (v.chap. 1.6) est réel. Cela résulte de la façon 
même dont ces sous-corps sont formés. Nous supposerons, pour fixer les 
idées, que le sous-corps réel est K1 dont la base est [l . sjbqrs. \icrps, \jbcpq \ 
(v. ch. I. 6). Les trois sous-corps quadratiques K (\fbqrs), K(\icrps) 
et K(\/bcpq) étant réels, ils admettent chacun une et une seule unité 
fondamentale (v. § i de ce chap.). Désignons par S1 l'unité fondamen­
tale de K {\lbqrs), par e2 celle de K ("s/erps) et par e3 celle de K (\fbcpq). 

* Voir D. Hilbert, op. cit. p . 44. 
"* Voir eh. VII Ic cas où le corps K contient encore d'autres racines de l 'unité. 
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Le corps K1 [sjbqrs, ycrps) admet trois unités fondamentales que nous 
désignerons par ^1, Y„, et rlz. Enfin C1. 'C2 et Ç5_seront trois unités fon­
damentales du corps envisagé K (y-4, \/ß, y C). 

5. PROBLÈME. —Connaissant les trois unités fondamentales E ,.S., et e3 des 
sous-corps quadratiques réels K ( ybqrs), K ( ycrps) et K y \bcpq), ainsi que 
trois unités fondamentales r,v r,2 et r,s du sous-corps réel K1 \\jbqrs, ycrps) 
du 4e degré, trouver trois unités fondamentales C1. t„ et C3 du corps 

Pour résoudre ce problème, on peut procéder comme suit : Les trois 
unités Tj1. rti et r,r, qui sont trois unités fondamentales du sous-corps 
K1[\jbqrs, ycrps), peuvent s'exprimer, en fonction des unités fonda­
mentales de Ky de la façon suivante : 

1̂ = ± ## # 

_ H - £«i >** ?•> 

formules qui peuvent s'écrire aussi 

V.l. s , - ± > . U 

Ici, a désigne le plus grand commun diviseur des trois nombres av 

«s et a3> plus grand commun diviseur que nous prendrons positi­
vement ; "L. ~/,a et / a sont de nouvelles unités fondamentales de 

sont des entiers ordinaires. 

On a d'abord le 

6. THÉORÈME. —Dans les formules V. I, chacun des trois entiers a, c et 
/ ne peut prendre que les valeurs 1 et 2. 

Pour démontrer ce théorème, il suffît d'appliquer aux deux membres 
de chacune des égalités V. 1 l'une des permutations tp; (v. ch. I. 4) 
choisie convenablement. 

Considérons, par exemple, la première des égalités V. 1, et appli­
quons-lui la permutation ^1 qui laisse inchangé le sous-corps réel K1. 
Cette égalité devient, puisque Jj1 fait partie de K1, 

V. 2. T11 = =fc 1"» 

où X,1* désigne ce que devient I1 ^ar l'application de la permutation (D1. 

file:///bcpq
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Multiplions membre à membre la première des égalités V. 1 et 
l'égalité V. 2, on obtient 

V. 3. ^ = (W-
Mais A1V1 fait partie du sous-corps K1 (v. ch. I. 6). L'unité X1X1

1' 
peut donc se mettre sous la forme 

V. 4. ^i ^ 1 ' = iïf1 '>•/"'^3"3- (*"•) entiers ordinaires) 

L'égalité V. 3 s'écrit, en vertu de V. 4, 

r,2 = zfc ïjam' rfm* wama 

de laquelle on déduit 

Om1 — 2 ; am2 = am3 = 0. 

Puisque a est un entier ordinaire positif, la première des égalités 
ci-dessus montre que a — 1 ou 2. 

7. Il y a lieu, dès lors, de distinguer huit possibilités, résumées par 
le tableau suivant : 

1« 2e 3e 4« 5e 6« 7e 8e 

a 

C 

i 

— 

= 

— 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

1 

2 

1 

2 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

1 

2 

2 

2 

1 

2 

2 

2 

Nous ferons tout d'abord la rémarque suivante : 
Si X1, X2 et X3 sont trois unités fondamentales du corps 

les unités X*XS, XjX'X3, où x, y et s désignent des nombres entiers 
ordinaires, peuvent être prises pour unités fondamentales à Ia place 
de X2 et de X3 respectivement. En effet, si 

H = ± X*' ^ ^3% où les a~K sont des entiers 

ordinaires, est une unité quelconque du corps K, on peut écrire 

expression dans laquelle les exposants sont des entiers ordinaires. 

8. Il est alors possible, en vertu de la remarque précédente, de rem­
placer. dans chacune des huit possibilités du tableau V. 5, les unités 
fondamentales X11 X2 et X3 (v, formules V. I) par d'autres unités fonda­
mentales plus faciles à calculer. 
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Considérons, par exemple, la première possibilité du tableau V. 5, 
savoir : , 

a = c = / = i . 

Les formules V. 1 s'écrivent, dans ce cas, 

La remarque faite au § précédent permet de prendre pour unités 
fondamentales du corps les unités suivantes : 

X1,)*?.. et )aXK 
c'est-à-dire Jj1, Jj2 et »j3. 

Prenons encore, à titre d'exemple, la deuxième possibilité du tableau 
V. 5 soit 

a= c= 1 ; J = 2. 

Les formules V. 1 s'écrivent, dans ce cas, 

j ^ r t ? , 

V. 6. flt = ± / ! > . 

J73 = Z tA 1 A 2 A 3 . 

En vertu de la remarque faite plus haut, les trois unités fondamen­
tales A1. X2 et X3 peuvent être remplacées respectivement par A1, A1AE et A1. 

Supposons, par exemple, que l'on ait 

d = e~0 (mod 2) 
et posons, par suite, 

d ~ Idx et c = 2ev 

La troisième des égalités V. 6 peut alors s'écrire 

L'unité A3 peut être remplacée par A1
1Aj1A3, de sorte qu'on peut 

prendre pour unités fondamentales du corps K \\A, \JB, \C) les trois 
unités A1, ?*?., et X1

1X^1X3. c'est-à-dire 

r<v rl% e t yfzk Jj3. 

Si l'on fait toutes les hypothèses possibles au sujet des valeurs que 
peuvent prendre les exposants b, d et e (formules V. 1) suivant le 
module 2, on obtient, après discussion des huit possibilités du tableau 
V. 5, le résultat suivant : 
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r,v rl? et r,s désignant trois unités fondamentales du sous-corps réel 
K1{y/bqrti1 \/crpsj, les unités fondamentales du corps K {yfÂt <JB, v/c) 
qui en résultent peuvent prendre les formes suivantes : 

Valeur du produit acf 
(lormules V. 1.) 

OCf = I 

acf = 2 

Forme des unités fondamentales du corps 

acf — 4 

V. 7. 

\ / ± ï î r ï î K ou \/: • Ï Î . Î Î -

^±is,V V±M,-«Ï 

V±v V" 2 
• Î Î . Ï ; 

oe/ = 8 
\/ ± >îr , \ / ± I Ï , , V ± »r Jj4 r% 

9. Certaines formes d'unités fondamentales que nous avons obtenues 
par le calcul précédent ne peuvent pas se présenter. Je dis que les racines 
Climes et Ic8 racines gièmet ^n tableau précédent ne peuvent pas être des unités 
du corps K (\/A, yJÈ, \C). 

Nous nous bornerons à le démontrer pour y r, Y, rît-
Posons 

V. 8. Â ^ V w ï 
et supposons que X soit une unité du corps K {\A, \B, \C). Appli­
quons aux deux membres de l'égalité V. 81a permutation m, qui laisse 
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inchangé le sous-corps K1. Les trois unités r,v Y}2 et y?3 faisant partie du 
sous-corps K1, elles ne changent pas, et l'égalité V. 8 devient 

V 9 'AV = M. 7 

La multiplication membre à membre des égalités V. 8 et V, 9 donne 

V. 10. Ä/W - ylt \ / ^ 

Mais X)W fait partie du sous-corps K1 (v. ch. I. 6). Comme r,v r,t et n9 

sont trois unités fondamentales de K1, on peut écrire 

V. 11. î ^ ^ i ^ r f ^ , 
où a,, a2 et a8 sont des nombres entiers ordinaires. 

L'égalité V. 10 devient, si on tient compte de V. 11, 

OU r ^ r ^ r ^ = T11T1^. 

De cette égalité on tire, en identifiant les exposants, 

Sa1 = I , 2 o f = l , 2a3 = 2. 

Mais les deux premières de ces égalités sont impossibles puisque 
U1 et a2 sont des entiers ordinaires. L'hypothèse qui nous y a conduit, 
à savoir que / = \IWr\ est une unité du corps Jt" {\Ai \B, \jC), est 
donc inadmissible. 

Le tableau V. 7 se réduit au tableau suivant : 

Tableau, des différentes formes des unités fondamentales 
du corps K {\fÄ, \jB, \fc). 

V. 12. 

Valeur du produit 
acf 

1 

2* = 2 

22 = 4 

23 = S 

Forme 

1 Kr » " 

des unités fondamentales. 

K* ^ 

Kj I 

KJ -

\ / ± K - J , 

\/dzr/Trls , 

, V±*. 

Ku 

\/±K„ 
\ /d=y; fy;K 

V ± Kr KJ KH 

\ / ± ïyrKu 

V =fc >/rKu 

\/±Ku 



— 48 — 

CAS OÙ LE CORPS K(\fö, \fß, \/C) CONTIENT SEPT UNITÉS 

FONDAMENTALES * . 

10. On sait que, dans ce cas, les sept sous-corps quadratiques de K 
sont réels. Nous désignerons dans ce qui suit par 

S1 l'unité fondamentale du corps K\\bqrs) 
» » K(\fcrps) E2 » » 

E- » » » » 

-* 

K Ub^q] 
» » » n K{\fapqs) 

K(\febïp) 
efl » )i )) » Ä {\fcaqr) 

» K{\fabcs). » » » 
Chacun des sept sous-corps du 4e degré est réel et admet trois unités 

fondamentales. On sait en outre que, si e„ e, et ÎU sont les trois unités 
fondamentales .des trois sous-corps quadratiques d'un corps Kv du 
4 e degré (v. ch. I. 6), les trois unités fondamentales de Kv peuvent 
prendre l'une des sept formes suivantes ** : 

V. 13. 

Enfin, les unités ej contenues dans les différents sous-corps du 4e degré 
sont données par le tableau suivant : 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 

£r ; 

£ r . 

£r , 

*r , 

«f ; 

«r , 

£r , 

=* ) 

U . 

Ê» • 

S1 , 

G, 
^ , 
y/Er U > 

£« 

vf 
\/er£u ou \/c,eu 

V£r£*e« 

\^u 

VSrË« 

\ta-s« 

le corps .UT1(I, \fbqrs, \Urps, \ibcpq) con t ien t E1. S2, £3 

» 7Ca ( l , sjapqs, \crps. \Jcaqr) 

» /C3 ( l , \lapqs, \fbqrs, \fabrp) 

V- 14. » JE4(S, \/cr/>7, \Ubrp, ^l ab es) 

» Ks ( l , \apqs, \bcpq. \labcs) 

» .K6 ( l , \!bqrs, \icaqr, \iabcs) 

» X 7 ( l , \fabrp, \bcpq, \fcaqr) 

Nous désignerons dans la su i t e pa r av (S1, ^1 un sys tème d 'uni tés fon­
damenta les d u sous-corps du 4 e degré J^1 ; p a r a „ j52, ya un sys tème 

* Le corps K{VA, \IB, VC) sera désigné par K. 
** Voir Amberg, op. cil., § 5. 

» 
» 

» 

)> 

» 

» 

£4. 

^ 
S2 . 

^ 
e r 

« B î 

£2> 

Ê P 

E-, 

Ê
3> 

£6> 

e-. 

c« 
eB 

£7 

E. 

£•' 
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d'unités fondalentales du sous-corps K2, e tc . . ; par Ctn, ßn, yn un sys­
tème d'unités fondamentales du sous-corps Kn. De plus, les unités 
fondamentales des trois corps quadratiques contenues dans Kn seront 
désignées par é^, ^ , e^n); par exemple, on aura pour Ie sous-corps Kv 

si on se reporte au tableau V. 14, e<s> = e4; /3 1 = ^ ; sW = ?s, 

1.1. Nous avons tout d'abord le théorème suivant : 

THÉORÈME. On peut toujours choisir, parmi les 21 unités an, ßn, "/ 
(n — 1, 2, . . . , 7) qui constituent les systèmes d'unités fondamentales 
des sept sous-corps du quatrième degré K-y, sept unties u r u.,, . . . . ^t. 
telles que, si on les met sous la forme suivante : 

M1 - ± /.Ji 

P.a = ± ?.;. >-. 

u3 = ± xj. >.j. ?•» 

V. 15. "4 = ± >*' >£ >-5a ^ 

H = ± ^ # ^ >•;* ?-Ï' 
u = - h )/i )e i J«*» Vs )66 )"« 

U, = ± Xj' V* )%> /J* ?,«» }*« /̂ - , 

où ) ^jT-- • • Î / j forment un système d'unités fondamentales de 
K{\À. y/?, yC)3 chacun des sept entiers av a2, . . . , a? ne prenne que 
les valeurs 1 et 2. 

Pour démontrer ce théorème, nous montrons 
a) que, quelle que soit la forme des unités fondamentales des sous-

corps du 4e degré (v. tableau V. 13), on peut toujours trouver, parmi 
les dites unités fondamentales, une unité fondamentale U1 qui soit telle 
que l'entier av dans la première des égalités V. 15, ne puisse prendre 
que les valeurs 1 et 2. 

6) qu'ayant choisi les unités U1, u2 . . . , «m—i (m •< 7). des égalités 
V. 15, de telle manière que les entiers a,, . . . . â —i ne puissent 
prendre que les valeurs 1 et 2, il est toujours possible de choisir «m de 
telle façon que On jouisse de la même propriété. 

De ces deux propriétés résulte le théorème énoncé. 

12. Reprenons les égalités V. 15 et posons 

R = a, az. . . . av 

R est donc égal à 1 si les sept entiers <3j sont égaux à 1 ; R = 2 si un 
et un seul des entiers a*À est égal à 2. les autres étant égaux à 1. 

D'une manière générale, R = 2* (1 ^ k ^C 7) si k entiers de la suite 
a1? ag, . . . , a, sont égaux à 2, et 7 — k entiers de la même suite sont 
égaux à 1. La plus grande valeur de R est donc 27 = 128. 

4 
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13. Cas particulier. Supposons que quatre sous-corps du 4e degré 
aient des unités fondamentales de la forme (1), tableau V. 13. 

Admettons, par exemple, (v. tableau V. 14) que E1, es et ea soient 
les unités fondamentales de K1 ; cv et et t6 celles de K1 ; tt, E1 et EB 

celles de K3 et e2, ES, E, celles de K4. 
Les formules V. 15 s'écrivent, dans ce cas, 

E1 = =fc ).;. 

*, = =*= W K' 
^ = =4:¾'¾'¾' 

V. 16. E4 = =fc >Ji >£ }»« >«« 

E 6 - ± >*. a;. ).<* x;* ?«• 

*. = ± *!' *? * >•? *!• ^ 
E = ± l»i V« Vi ?.d* ?.*» )*• ?."'. 
£ , _ 1 _ A 1 A B / . , A 1 A6 A8 A7 

On a alors le 
THÉORÈME. — Dans le cas particulier des formules V. 16, le corps 

n 

K \\A, \JB, \JC) n'admet aucune unité de la forme y db £"' £*» •••£?* 

(k ^ 7) dans laquelle Ventier n est supérieur à 2. 
Démonstration. Tout d'abord, il est évident que l'entier n est pair et, 

si n > 2, c'est un multiple de 4, soit n = 4 n r II en résulte que l'un au 

moins des exposants av a2, . . . , at, dans l'expression y ± E * > . . . e**, 

est impair. Supposons, pour fixer les idées, que «, soit impair et 
posons a, = 2aJ + 1. 

Posons encore. 

V. 17. 6 = ^/d=e«i£» . . . E**. 

Si on applique aux deux membres de V. 17 la permutation mt 

(v. ch. I. 4), les unités E1, ea et e3 ne changent pas, puisque ces trois 

unités font partie de X1, tandis que l'unité sfi, pour A > 3, se trans­

forme en son conjugué E-^K 

L'égalité V. 17 devient 

V. 18. 6' m V d = £f'£,a*E?»e!a* - . . 

On obtient, par multiplication membre à membre des égalités V. 17 
et V. 18, 
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V. 19. . (W')" = ^cJ" 1 4" '^" ' • 

Mais QB' fait partie du sous-corps K1 dont les unités fondamentales 
sont, par hypothèse, E1, E2 et e3 (v. ch. I. 6). On peut donc écrire 
comme suit le produit 66' : 

V. 20. W = ± e?« e** E=* 
1 2 3 

où C1, az et a3 sont des entiers ordinaires. 
L'égalité V. 19 devient, en vertu de V. 20, 

- j - -O1B -O1M gfl,« _ . - $ - ^ K 1 - 2 a , £ 2 « 3 ^ 
I E S , I t S 

On en déduit 
TIa1 = 2oj ; na2 = 2aa ; na3 = 2a3. 

Si on rappelle que n = An1 et A1 = 2a[ + 1, la première des égalités 
ci-dessus s'écrit 

4O1Ti1 = 4aJ + 2 

d'où 2A1Ti1 = 2a{ + 1. 

Cette dernière égalité étant impossible, l'hypothèse qui nous y a con­

duit doit être rejetée. Le nombre B= y dz e** e** • • • £** ne peut pas 

être une unité du corps K (\JA, \JB, \/C) dès que n est supérieur à 2. 

14. Forme des unités fondamentales du corps K {\A, \jB, \C) 
dans le cas particulier du n" 13. 

Notations. Pour simplifier l'écriture, nous admettrons ce qui suit : 

1) S/EJ représentera l'une quelconque des sept unités 

\/Zt tv \l ±Z £e, . . . , \ / ± E 7 . 

2) VM2 représentera l'une quelconque des -^- = 21 unités 

VZd=E1E23 . . . ; \ / ± e e £ r 

3) Dans un système d'unités fondamentales du corps K{\[À, \AZ^yC), 
système qui comprend 7 unités, nous n'écrirons que les unités q situées 
sous un radical. Par exemple, le système VE1, \ev E3, c4, £s, E8, E, 
s'écrira comme suit : 

4) Nous ne considérerons pas comme distincts deux systèmes tels 
que les deux suivants : 

UZ V̂ ] et [v^ V ]̂-
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Dans ce cas, nous n'indiquerons que l'un d'eux, par exemple [\£v y t j 
et ce dernier représentera tous les systèmes d'unités fondamentales 
qui contiennent deux unités de la forme yq et cinq unités de la forme e). 

5) Enfin, au lieu d'écrire v/£iV n o u s écrirons V7Va-

Tableau des différentes formes que peuvent prendre les unités 

fondamentales de K\ \A, y B. y C). 

Posons, comme plus haut, 

R = ata2- . . . -O7. 

Si R = ï, le seul système d'unités fondamentales est ev zv . . . , s. ; 
(1 forme). 

Si R — 2, les systèmes possibles sont les suivants : 

IYd; [N/*TJ; y%tj"> [V7V115J; [\^i, 30]; [vv.»,«]; [N/V»J-
(7 formes.) 

Si R = 4 

IYf1, Vvh [Vn121 v^J ; Uh*,*, vv« J ; 
t^fii ^JhAj f Y ^ Vy8J ; [vyîZ ^gi J ; 
[V7S11 Vy3J; [V7V5. N/VMJ; [vy^, vyM,5,J; 

[v^vy,.. ,^ [Vy2, \̂ elî3 J; 
. Vy Vy . . .J ; 

Vy«,»,«, Vy8 1 3J; [^1,2,...,5, v ^ y ^ J ; [Vs1,,,...,B, V^", ...,»,7]-
[^1,8,3..4, ^!,»,«,C,»]; • [^1,2, . . - ,6, ^1,8,:,,,,0,7]; 

LVei,s,5,l, V\. t )a j&,8;7.M 

(21 formes) 

Pour R = 8, on obtient de même 35 formes différentes ; pour R — 16, 
35 formes et pour R = 64, 7 formes. Enfin, pour R = 128, Ie seul 
système d'unités fondamentales est le suivant : 

[ v v VV-V7V V7V V ^ V v V v l -

Il y a donc au total 

1 _j_ 7 -f- 21 + 35 H- 35 + 21 + 7 + 1 = 128 = V 

systèmes d'unités fondamentales. 



CHAPITRE VI 

Nombre de classes d'idéaux. 

1. Considérons le corps K {\[AV . . . , \fA„), réel ou imaginaire, de de­
gré 2 " = m, Soit, d'autre part. «<*>, w^, . . . , w^ une base des entiers du 

corps K(\ÌAV , \/^4n). Formons, à l'aide de m variables réelles 
quelconques U1, U2, ..., um, les formes linéaires 

Wm»w U1 + ww u2 + . . . + a»« «M {* = 1, 2 , . . . , m), 

expression dans laquelle w{2>, w«3>, . . . . w.(m) sont les conjugués de w(.lj. 

Nous écrirons, de plus, 
£(1> s I. 

Posons maintenant, si le corps i£ (\M13 . . . , \M«) e s t r ^ e ^ ("tous les 
corps conjugués de K, soit K^, KW. . . . , üC(m), sont alors réels) et pour 
£<*> non nul, 

log\tW\ = k{t). 

Si le corps K {\AV . . . . \An) est imaginaire, il en est de même des 
corps [conjugués Kli>. . . . , /C<m\ Si K<M) et #<*'> sont deux corps imagi­
naires conjugués, nous poserons 

log IEWI m\l. ( Q - £ ^ ß ) 

où l'on a 

Les grandeurs 

vi. 1. IMW), ..-,M?) 
sont toutes réelles et elles ont une détermination unique en fonction 
des variables ut, U2, . . . . Un,. Les grandeurs VI. 1 sont appelées les 
logarithmes de la forme £. 



- 5 4 -

Si iV(£) désigne la norme de £ on peut écrire, en vertu de la défi­
nition de la norme, (v. ch. I. 5) 

VI. 2. ' £<*> £ « • . . . £ « > = JV(£). 

2. 2 " cas. Le corps K[SfA1, \At, , SjAn) est réel. 
Si U1, uE, ...,U1n sont des entiers ordinaires non tous nuls, le 

nombre £ = £fl) est un entier du corps K\\Alt . . . , SfAn), entier qui 
est différent de zéro. Posons £ = «. Les grandeurs ^(«J, /s(a), - . . , lm{«) 
sont dites les logarithmes du nombre entier se. 

L'égalité VI. 2 devient, si on y remplace i- par a et si on pose a ^ = «, 

a(i>aWaW . . . a e » ) Ä JV(«), 
d'où Ton déduit 

VI. 3. I1[Cc) + Jt(«) + *,(«> + . . . + L(cc) = IN(«), 

où lN(oc) désigne la partie réelle du logarithme de N (a). 
Désignons par X une unité quelconque du corps K [SfA1, • • • > v-^»)* 

Comme on a NQ) = + 1 ou — 1, l'égalité VI. 3 devient, si on y rem­
place a par X, " 
VI. 4. Z1(X) + J,(>.) + I8(X). + . . . + LQ) = 0. 

Or, le corps K [SlA1, ... , \M„) étant réel par hypothèse, il admet 
r = m — 1 unités fondamentales (v. ch. V). L'égalité VI. 4 peut donc 
s'écrire 
VI. 5. I1(I) + W) + ••• + WiW-O. 

2e cas. Le corps K[SjA1, ... , \An) est imaginaire. 

Si on désigne ,comme dans le cas précédent, par a un nombre entier 
du corps K {s/Av . .., s/A^, l'égalité VI. 3 peut s'écrire 

hi«) + 1M + .. . + M « ) = W'W-

Désignons par X une unité du corps K(^A1, ..., \M^), l'égalité 
ci-dessus s'écrit, pour X = a, 

VI. 6. I1O) + I8(X) + . . . + U X ) - O . 

Mais le corps K[SjA1, . .. , SfAn) admet dans ce cas r^^y—1 unités 

fondamentales. L'égalité VI, 6 devient, si on y. remplace -^ par r + 1, 

I1Q) - K W + - . . +?H-I(>-) = O. 

La relation VI. 5 reste donc valable quand le corps K \S/A1, ..., yAn) 
est imaginaire. 
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L E RÉGULATEUR DU CORPS KyJA1, \ A t , . . , , yAn) . 

3. Désignons par ^1, X,, . . . , lr un système d'unités fondamentales du 

corps K (V7A1, , \An), le corps K pouvant être réel ou imaginaire. 
Formons le déterminant 

VI. 7. \ym 

On appelle régulateur du corps K ( v ^ i » • • * , \Anj, et on désigne 
par £ , l'expression 

VI. 8. E ^ . 
Ui 

où A)1 est le déterminant VI. 7 et où u désigne le nombre des racines de 

l'unité contenues dans le corps KyJA1, . . . , \An). 

4. Désignons par h le nombre de classes d'idéaux du corps 

K [1JA1, . . . , \An) et posons 

Ù{S) w=n 
î — 

î ' 

iV(p)* 

le symbole II étant étendu à tous les idéaux premiers p du corps 

K {S/A^, , SJA1), et N(p) désignant la norme de l'idéal p. 
Nous utiliserons dans la suite la formule suivante** : 

Lim(s — I)Q (s) = gh, VI. 9. 

où h désigne le nombre de classes d'idéaux, où l'on a posé 

VI. 10. g m x £ W " ~ ' et où x ^ 2**-"-*. 
ID 

Dans cette dernière expression, E désigne le régulateur du corps 
(v. formule VI. 8), n est le degré du corps. Quant à v, c'est rj + r2 

(v. ch. V. 1). Or, on a vu au chapitre V que r = rt-\- rz — 1. On a donc 
v = T1 -|- r2 = r + 1. Enfin, D est le discriminant du corps (v. ch. III). 

"Voir Lejeune Dirichlet, 3 e édition, p . 569. 
** Voir Lejeune Dirichlet, op. cit., p . 578. 
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Si on désigne par p un nombre premier ordinaire, on peut écrire la 
fonction Q(s) comme suit* : 

VI. 11. QU) = Ïl(-A -j - -; V 

où H1, n2, ... , île sont les degrés respectifs des idéaux contenus dans 
(p) et où l'on a donc 

(P) = P1P2 - . . . - & 

et JV(P1) = p«., N{p2). = p». , N(P,) = p«,. 

Le produit II est étendu à tous les nombres premiers p. 

APPLICATION AU COUPS K (JA, iß, 4c). 

5. Dans ce chapitre, p désignera un nombre premier rationnel. 
Reprenons les formules IV. 21 qui donnent les différentes décomposi­
tions en facteurs idéaux de l'idéal principal (r) que nous écrirons donc (p). 

/ZM 
1 e r cas. Les sept symboles I — 1 sont égaux à -\- 1. 

Dans ce cas, on a (p) = P1 ps • . . . • ps, 

expression dans laquelle P1, ... . p8 désignent des idéaux du 1 e r degré. 
Le facteur sous le symbole II dans la formule VI. 11 s'écrit, si on 
remarque que U1 = n„ = . . . = n8 = 1, 

1 \ 8 

/ZM 
2e cas. Trois symboles \ —' I sont égaux à + 1 et les quatre autres à — 1. 

Le facteur sous le symbole II dans la formule VI. 11 peut s'écrire 

(i _ jr*.)-* = (i _ p-.). [i __ ̂  p-y 

['-(t)-p[-(7-)'Tî['-(7-)-n 
où ( — 1 , (—) et I —H sont les trois symboles qui sont égaux à 

* Voir Lejeune Dirichlet, op. cit., p. 579. 



— 57 — 

-{- 1 et où w prend les quatre valeurs de la suite 1, 2, ..., 7 qui sont 
différentes de r, u et v. 

3e cas. Quatre symboles I — 1 sont nuls et les trois autres sont égaux à 

+ 1-
Le facteur sous Ie symbole II dans la formule VI. 11 s'écrit, dans ce 

cas, 

(i _ p-*)-* = (i _ p-.)-,. 1̂ _ ^j p-*y 

o u I — 1 = I •— 1 = 1 — J = •*•) tantns que I — I = U pour w ^z£ r, 

u et v. 

4e cas. Quatre symboles I — ] sont nuls, deux symboles sont égaux à— 1 

et un seul symbole est égal à -{- 1. 

En posant 

(f)-+li (THT)— 1 «* (t)-0 '- -^.— 
le facteur sous le symbole II dans la formule VI. 11 peut s'écrire 

(i - /^ ) - 2 = (i - P-T1 • [i - (~) P-3Y 

5e cas. Un symbole est égal à -J- 1, soit ( — J = + 1 ; les six autres 

symboles sont nuls ; posons I —- j = 0 pour w ^ r, 

Le facteur sous le symbole II dans la formule VI. 11 s'écrit 

(i _ P-)-> = (i. _ „-)-.. [i - (!') P-f. n [i - (^) ^ p 

6e cas. Un seul symbole, soit 1 — J, est égal à — 1 et les six autres 

symboles sont nuis. 
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On a, dans.ce cas, 

VI. 12. 

En résumé, dans les six cas du tableau IV. 21, c'est-à-dire quelle 

que soit la décomposition de l'idéal (p) en facteurs idéaux du corps 

K (\A, \B, yJC), le facteur sous le symbole TI dans la formule VI. 11 
peut se mettre sous la forme 

"-'->-['-(^T'M?)'T--" 
--Mt)-T-

6. Reprenons la formule VI. 11. La fonction ù(s) peut alors s'écrire 
comme suit * : 

où les sommations s'étendent à tous les entiers ordinaires m. 
La formule VI. 13 peut s'écrire, en vertu de VI. 9, 

Lim(s - I)Q(S) = Lim ^ ^ Y -a (^) • . . . 

V L 1 4 - w n \ " 

m* \ m 
Or, on a 

L i » S Î = l = i et ^ 2 - ^ ) = 2 ^ - ) ().=1,2 7). 
m ^ m x ' m N ' 

La formule VI. 14 devient alors 

VL15. ' S i ( ^ S i ( â ) . . . . . S i ( 5 A = gi, 
m \m ! *—* m \m } —' m \m 

m m m ' 

Si on pose, pour simplifier l'écriture, 

S s ( S ) - S 1 Pour X = I , 2, . . . , 7 , 

et si on remplace g par sa valeur donnée par la formule VI. 10, on tire 
de la formule VI. 15 

VI. 16. . h= ^ 1 E , . . . . - E 7 ^ . 

* Voir Lejeune Dirichlet, op. cit., p . 580 et 609, 
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Nous distinguerons maintenant deux cas suivant que le corps 
K [\A, \B, sjC) admet trois ou sept unités fondamentales. 

7. Le corps K\\jA, sjB, \C) admet trois unités fondamentales. On a, 
dans ce cas, (v. ch. V) ; 

v = 4 ; n = 8 ; ^ = 22*—'-» = 2~l ; n — v = 4 . 

La formule VI. 16 devient donc 

S 1 S 8 . . . . .27y/D 

VI. 19. A, = 

VI. 17. h = 

Calcul du régulateur E du corps K \\A, \JB, \JC). 
Reprenons les formules V. 1 

VI. 18. rit^±llll 

où X1, ?,B et X8 sont trois unités fondamentales de K[\JA, \JB, yC) , 
tandis que ^1, >ja et ^3 sont trois unités fondamentales du sous-corps 
réel K1 \\bqrs, \crps). 

Désignons par Â , le déterminant VI. 7 relatif aux y?, on a 

',W> *iW> ^W 
K K) » ' h W 7 K W 

où les lr(v}t) ont la signification rappelée aux § 1 et 2 de ce chapitre. 
On tire des égalités VI. 18 

JrW = HW +clr(\) pour r = 1, 2, 3. . 

Le déterminant A„ (formule VI.19) peut s'écrire 

VI. 20. A^ = OcZ-A3, 

où A) désigne le déterminant VI. 7 relatif aux X,-. 
Pour calculer A il faut distinguer six cas différents suivant la forme 

des unités fondamentales Vj1, r,2 et yj3 du sous-corps réel /C1. Ces unités 
fondamentales sont données par le tableau V.13. 

Si on calcule la valeur de A,, pour les six cas de ce tableau, on voit 
que A17 a la forme suivante : 

VI. 21. A „ = 2Pl(S1)I[Z2)ï(e>) 

file:////bqrs
file:///crps
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où o, entier ordinaire, est donné par le tableau suivant : 

Cas 

1 

2 

3 
4 

5 

6 
7 

du 

S1 

C-

f, 

£ 1 

f j 

S1. 

S1 

Unités fond a m en tal es 

sous-corps K1 ( \fbgrs, \/rcps) 

^ £ a 

<V >fh 

V VV» 
f 2 ' ^ i «J «3 

y/h > y!** 

V ^ . ^ 1 = , 

\ ^ i h, Vs1 C3 

Valeur de 

/5 

2 

1 
1 

J 

0 

0 
0 

La formule VI.20 donne 

Vï. 23. A ) . = - - ^ . 

Or, le produit acf est une puissance de 2 que nous représenterons par 
2F, OÙ j * = 0, i , 2 ou 3 (v. tableau V. 12). Par suite, la formule VI. 23 peut 
s'écrire, si on remplace A,, par sa valeur VI. 21, 

VI. 24. A-, = 2* l(h)1(S2) I ( O , 

expression dans laquelle on a 2^ = 2/*-(*. L'exposant a, qui dépend à la 
fois de la forme des unités fondamentales r,v r,2 et r>3 du sous-corps réel 
K1 (\fbqrs, \fcrps) (v. tableau VI. 22) et de la valeur du produit acf, 
est donné par le tableau suivant : 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

acf = î 

2 

. J 

1 

J. 

0 

0' 

0 

acf = 2 acf = 22 

i i 0 

0 j - i 

0 ! - : l 

ac/ = 23 

—1 

2 

—2 

0 j . —1 ! —2 

—1 

—1 

—:l 

_ 2 

—2 

2 

—3 

—3 

—3 

file:///fbgrs
file:///fbqrs
file:///fcrps
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La valeur de p correspondant au cas ne du tableau VI. 22 et à une 
valeur donnée du produit acf, se trouve à l'intersection de la ne ligne 
du tableau VI.25 et de la colonne qui porte en tête la valeur donnée de 
acj. 

Reprenons la formule VI. 8 donnant le régulateur du corps 

VI. 26. E = —• 
u 

où Aj1 a la valeur VI. 24 et où u désigne le nombre des racines de l'unité 

contenues dans le corps K\\<A. \'ß, \C). D'après les hypothèses faites, 

tt = 2, et le régulateur VI. 26 devient, si on remplace Aj par sa valeur, 

VI. 27. E = 2«->l(h)l(z2)l(h). 

La formule VI. 17 donnant le nombre de classes d'idéaux devient, 
en vertu de VI. 27, 

vi 28 * = S 1 ^ 2 - ... .Xs/p^/Zy ... .Jp7 
2*+*H>l[ei)l(h)l(eJ 

Désignons par A1, A8 et A3 les nombres de classes d'idéaux des trois 
sous-corps quadratiques réels dont les discriminants sont D1. D et 
Ds. On a * 

VI 29 A - Ü Ö L h ^ ^ : h - ^ ^ 

Si A4, A6. A8 et A7 désignent respectivement les nombres de classes 
d'idéaux des quatre sous-corps quadratiques imaginaires dont les dis­
criminants sont Dt, Z)8, D0 et D7. on a * 

/jj — -^ : pour À = 4, 5, 6, 7. 
i7T 

• « ) . = • 

Mais u ~1, donc 

VI. 30. Aj1 -
 V * ^ ? - pour l = 4, 5, 6, 7. 

Si on tient compte des formules VI. 29 et VI. 30, la formule VI.28 
devient 

VI. 31. A = 2 -^+« A1A1A h.. 

* Voir Lejeune Dirichlet, op. cit., p . 608 et suiv. 
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8. Le corps K \\A, yB, \fC} admet sept unités fondamentales. Suppo­
sons, en premier lieu, que nous soyons dans le cas particulier du 
n0 V. 13, et reprenons les formules V. 16, savoir : 

F — -4- 5°' 
Ej ZL- A, 
E2 — Z C / . j '1J 

VI. 32. t3 = ± tf ).l')a
9

3 

C7 — Z n A1 A2 / a . . . A7 . 

Le déterminant. VI. 7 s'écrit, dans ce cas, • 

vi. 33. 'W. 'W> 'W. '(0> IM, Ï ( 0 . 'W 
'W> J(O. 'WH(OH(OHWHW 

-'W. 'WHW. 'WH(O. 'WHW 
'WHWHW. 'W. 'WHWHW 
-'W. 'WHWHW, 'WHW. 'W 
-'(OHW. 'W. '(0.-'(0.-'W. 'W 
'WHWHWHWHW» '(O. 'W 

A,= = 2'*W'W--
...W(O-

Si on désigne par Aj1 le déterminant VI.7 relatif aux A, les formules 
VI. 32 permettent d'écrire 

A 1 - A< 
a. a„ 

ou, en remplaçant AE par sa valeur VI. 33, et en rappelant que, dans le 
cas particulier du n° V. 13, o n a a , ^ a7 = 1, 

VI. 34. Aj1 = 2» J ( O ' W ' W -

Comme, par hypothèse, le nombre des racines de l'unité contenues 
dans le corps K {yA, \JB, yC) est égal à 2, on a, pour le régulateur 
E du corps K(\lA, JBt yfc) (v. formule VI. 8), 

E=~ = 2HMl(h) Z(O-

La formule VI. 16 donnant le nombre de classes devient 

2.2.. . . . .v 
VI. 35. A = 

, V ^ 

M X.(2 7 r ) n - V 28 ; (0 - ••• 

Mais on a, dans ce cas, 

v = 8; n = 8 ; X = 2*<-*-> = 2 ' ; n~v = O. 
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L'expression VI. 35 du nombre de classes d'idéaux s'écrit dès lors 

S 1 S 8 . . . . - S 7 ^ yfr8 JD, 

Les sept sous-corps quadratiques étant réels on a, si on désigne par 
h-À le nombre de classes d'idéaux de l'un quelconque d'entre eux, 

VI. 37. Ax = ^* "7* pour X = 1,2, . . . , 7 . 

La formule VI.36 peut donc s'écrire, en vertu de VI.37, 

VI. 38. h = 2-»h1hi A7. 

Reprenons maintenant les formules V. 15 dans lesquelles les ^x re­
présentent des unités fondamentales choisies parmi les unités fonda­
mentales des sous-corps du 4e degré K1, K2, . . . , X 7 . Les ẑx peuvent donc 
prendre l'une des formes 

VI. 39. E1, \/Ê7, ^e1C8, ^e1C2C3. 

Mais si, dans les formules VI. 32, l'une des unités eX est remplacée par 
l'une des unités VI. 39, on aura, suivant les cas, 

WO = ^ W ; U ^ J = 3«W+^(Oi «te... 

U s'ensuit que le déterminant A1, donné par la formule VI. 33, se 
décompose en une somme de deux ou plusieurs déterminants, tous 
nuls sauf un seul, savoir Ie déterminant Vl. 33 multiplié par une puis­
sance de 2. 

On aura donc encore dans ce cas 

VI. 40. k=2P A1A2 A,-

Les formules VI.31, VI.38 et V 1.40 sont résumées par le théorème 
suivant : 

THÉORÈME. Le nombre de classes d'idéaux du corps K \\A, yB, \JC) 
est égal au produit des nombres de classes d'idéaux des sous-corps qua­
dratiques multiplié par une puissance de 2. 



CHAPITRE VII 

Etude des corps K (^A, \fB, \jc) qui contiennent, en plus 

de + 1 et — 1, d'autres racines de Punite. 

1. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que le corps 
K {\A, \B, \JC) ne contenait que les deux seules racines de l'unité 
-)- 1 et — 1. Nous allons examiner maintenant des corps qui contien­
nent, avec -J- 1 et — 1, encore d'autres racines de l'unité. 

Les racines nièmefi primitives de l'unité sont racines d'une équa­
tion de degré <p (n), tp désignant la fonction arithmétique connue sous le 
nom d'indicateur d'Euler*. Or, ces racines devant faire partie du corps 
/ C ( \ M T \B, \fc) qui est de degré 8, elles doivent être racines d'une 
équation dont le degré est un diviseur de 8, donc racines d'une équation 
du premier, du second, du quatrième ou du huitième degré. On doit 
donc avoir, dans tous les cas, 

VII. 1. <p(rt) ^ 8. 

Cette inégalité entraîne les inégalités suivantes ** : 

?(».)=*: y/i si n est impair, 

IT. .' 
cp(n) ^ 4 / -̂ - si n est pair. 

On déduit de ces inégalités 

v - i n ^ [ ? ( ' l ) ] E S1 n e s t impair, 
) n £ = 2 [cp{rt)]B si n est pair. 

* Voir, par exemple, Henri Weber, Traile d'Algèbre supérieure, chap. X I I , 
Paris, 1898. 

** Voir J. Amberg, op. cit. § 5. 
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Les inégalités VII. 2 deviennent, en vertu de VII. 1, 

n^SA si n est impair, 
n ^ l 128 si n est pair. 

U suffit donc de calculer ^ [ri) pour les valeurs suivantes de n 

2, 3, 4, 5, . . . , 62, 63, 64 puis 66, 68, 70, . . . , 128, 

et de conserver les valeurs de <p(n) qui sont égales à 1, à 2, à 4 ou à i 
On obtient de cette manière le tableau suivant : 

VII. 3. 

n 

2 

3,4, 6 . . . . . 
5, 8, 10, 12 - . . 
15, 16, 20, 24, 30 

?(") 

1 
2 
4 
8 

2. On sait que les racines nifsmcB de l'unité peuvent s'obtenir à l'aide 
de la formule générale 

2/nr . . . 2/n: 
VII, 4. Vi- cos + ïsin , pour k = 1. 2, 3, .. . } n. 

Nous donnons ci-après le tableau des racines nièmeB pour les valeurs 
de n du tableau VII.3. A partir de n = 5 , nous n'indiquons que la seule 
racine qu'on obtient en faisant h = 1 dans la formule VII. 4. 

Racines carrées -j- 1 et — 1 

„ . , —1+^-^3 —1- /^3 
Jiacines cubiques + 1, - , ~ 

Racines quatrièmes + 1, — 1, + i, — i 

Racines cinquièmes - y 5 — 1 + tv/10 + 2 y 5 

nacines sixièmes *+f=~* 

Racines huitièmes 
V 2 + ^ - 2 

1 Racines dixièmes 7 

5 

^ 5 + 1 + 1^10 — 2^/51 



Racines douzièmes 
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v ^ + v ^ 

Racinesquinzicm.es - sß-\-\+ ^ 3 0 - 6 ^ 5 + ^ ( ^ / 3 + ^ 1 5 - ^ 1 0 - 2 ^ ) I 

Racines seizièmes 

Racines vingtièmes j \ V 10 + 2 y 5 + i (y 5 — l ) j 

Racines vingt-quatrièmes i r ^ 2 + ^ 3 + 1 ^ 2 — ^ 3 ] 

Racines trentièmes ^ 3 0 + O y 7 S + \ß-i + i(\tiO+2 y[ï-\/3~-^ïo)] . 

3. Du tableau qui précède, nous tirons les conclusions suivantes : 

1) Tout corps K {\JA, \lB, \fC) contient les racines carrées de l'unité. 
2) Le corps K (\/ — 1. sjx, \fy), qui peut s'écrire plus explicitement. 

si l'on met en évidence la base du corps, 

VII. 5. K ( I 5 >/ — 1, y/x, y/y, y/ — x, yfa. s/— y, y/ — xy), 

où a; et j / sont des entiers ordinaires qui ne renferment aucun facteur 
carré, contient les racines quatrièmes de l'unité. Si nous supposons 
] x j ̂ £ 2 et ^ 3 ; | y | ^ 2 et 52̂  3, le corps VII. 5 ne contient aucune 
racine d'ordre supérieur à 4, car il ne contient ni y — 3 ni y ± 2 3 et il 
ne contient pas non plus les racines cubiques de l'unité. 

3) Le corps K ( y — 3 , sjx, s/y), qui peut s'écrire plus explicitement 

VlL 6. K ( l , y* — 3 , y/x, sfy~, y/ — 3xt y/xy, y/ — 3yt \/—3xy), 

contient les racines 6ièmeB de l'unité. S'il ne contient pas les racines 
carrées y — 1 5 y ± 2 et y + 3, il ne peut contenir aucune racine de 
l'unité d'un ordre supérieur à 6. Pour cela, il suffit de supposer 

x et y ^ 2 , 5 ^ 3 , 5 ^ — 1 , 
x^£ — y. 

VII. 7. 4) Le corps K (\[^3, y/3, \fy) ou 

K (I3 y/=Tt yfc sfa, f^ït yßy~, \/-3T/, \T=y), 
où l'on suppose y ^½ 2, contient les racines carrées, cubiques, qua­
trièmes, sixièmes et douzièmes de l'unité, mais il ne contient pas les 
racines huitièmes. 

Racinesquinzicm.es
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5) Enfin, le corps K (s/—1, \ß, yjó) ou 

VIL 8. K (l, s/27 \/S\ sl~, VST V ^ v^6) 

contient à la fois les racines carrées, cubiques, quatrièmes, sixièmes, 
huitièmes et douzièmes de l'unité. 

4. On démontre alors que les racines cinquièmes, dixièmes, quin­
zièmes, vingtièmes, trentièmes, ainsi que les racines seizièmes et vingt-
quatrièmes ne peuvent pas être contenues dans Ky\jA, \[B. \C). 

Les corps algébriques en question ne peuvent contenir que les racines 
carrées, cubiques, quatrièmes, sixièmes, huitièmes et douzièmes de l'unité. 

5. Nous allons étudier maintenant quelques-uns des corps 
K (y/T, yfiT, \(C) du § 3 ci-dessus. 

En ce qui concerne Ia base des entiers, le discriminant du corps, 
la décomposition des idéaux, ces corps spéciaux suivent toutes les 
règles obtenues dans les chapitres précédents, car nous n'avons fait 
aucune hypothèse spéciale sur le corps K (\A, \<B, \C). Par contre 
il s'agit d'examiner 

a) si les unités fondamentales ont les mêmes formes qu'au 
chapitre V ; 

b) si le théorème du chapitre VI sur le nombre de classes d'idéaux 
est encore valable. 

6. Considérons, en premier lieu, le corps VIL 5 

K(I, \ /— 1, \fis, s/y, \/ — s, y/nj, V' — y, V7— xv) o ù | x | ^ 2 e t 3 ; 
Wt^2et3. 

Ce corps contient les racines quatrièmes de l'unité -j-1, — 1 , -\-i 
et — i. 

Désignons par p l'une quelconque de ces quatre unités et posons, 
comme au chapitre V. formule V. I3 

r'i = Pi \ 

VlL 9. «, = ft^i 
*3 — Pz \ \ ?-3 

où JS1, ps et p3 représentent des racines quatrièmes de l'unité, r,v nt 

et r,3 trois unités fondamentales du sous-côrps réel du quatrième 
degré (v. ch. V. 5) ; enfin X1 X8 et X3 sont trois unités fondamentales du 
corps K (\/— 1, sfx, \[y). 
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On peut démontrer, comme au chapitre V, que les trois quantités 
a, c et /, dans les formules VII. 9, ne peuvent prendre que les 
valeurs 1 ou 2. Considérons, en effet, par exemple, la première des 
égalités VII. 9 
VII. 10. r^pX-

Appliquons à cette dernière égalité la permutation <pt qui laisse 
inchangé le sous-corps UT1 et, par suite, ^1 

VII. 11. T11 =pWl[^. 

Multiplions membre à membre les deux égalités VII. 10 et VII. 11, 
il vient 

VII. 1.2 « ï = f t r f ' ( W -

Or, je dis que le produit p.p^ = + 1- En effet, que a soit égal à + 1 
ou à — 1, la permutation C1 ne change pas ^1, et dès lors P 1 P f = P j - + 1-

Si au contraire p = + i ou — i, <p change p en — p et P1 p
w = — i* 

L'égalité VII/12 s'écrit donc ^ = Q^'^A", et la démonstration con­
tinue comme au chapitre V. On en conclut que les unités fondamen­
tales du corps K (\/ — 1, \lx, \ly) sont encore données par les formules 
V. 12. 

On a trouvé, pour le nombre de classes, quand le corps K{\pï,sjB, sjc) 
a trois unités fondamentales (v. formule VI. 17). 

VII. 13. J1 = ^ ' V . " - . ^ 5 • 

Si on se reporte aux définitions données au chapitre VI, on voit 
que les formules VII. 9 donnent, pour le déterminant VI. 7 relatif 
aux 1 

_ 2HJe1) / y Z(£,) 
> _ " acf 

où k est un entier ordinaire et où C1, ea et es sont les trois unités fonda­
mentales des trois sous-corps quadratiques réels. 

On a dans ce cas 
A) 

J S = — 
u 

où u est le nombre des racines de l'unité contenues dans 
K \\A, \fß, \'C). Comme « = 4 = 2* et que acf est une puissance de 
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2, la formule VII. 13 peut s'écrire finalement comme suit : 

L 2 'S 1S 1 8 27.sfDt y/D7 

ItHt1) l(h)l(!3) 

où l est un entier ordinaire. 
Si l'on reprend les valeurs des nombres de classes d'idéaux des sous-

corps quadratiques (v. cb. VI. 7), on voit que l'on a encore 

h = 2 ' A 1 A,. . . . A7 

où r est un entier ordinaire. 

7. Prenons, comme deuxième exemple, le corps VII. 6 

K ( l , \l — 3, \fx~, s/y, \J—3x, s/xy, \f — 3yt \l — 3xy), 

où x et y ẑ£ — 1, 5z£ 2 et 5z£ 3 et où x-^é. — y. 
Ce corps contient les racines sixièmes de l'unité. Soit a. l'une d'elles, 

le corps contient zfc 1, r t a, i t a8. 
Posons de nouveau 

«i = h ''I 

v u . 14. 2̂ = p2 )iK 
r'3 fa ^1I ''2 A3 

où U1J P2 et O3 sont des racines sixièmes de l'unité. 
Considérons la première des égalités VII. 14 

r'l = Pl *1 

et appliquons aux deux membres la permutation ©x ; l'égalité ci-dessus 
devient 

«i = Pi ? ' i • 

La multiplication membre à membre des deux dernières égalités 
donne 

VII. 15. ¢ = / ^ ( * , ¾ * ) * -

L'égalité VII. 15 devient 

La démonstration et les calculs sont dès lors les mêmes qu'au cha­
pitre V, et les unités sont encore données par le tableau V. 12. 
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Nombre de classes. Le régulateur du corps est £=__ : - . Or, u = 6 
u 

A). 
puisque le corps contient 6 racines de l'unité ; donc E = -^-. 

Le nombre de classes (formule VI. 17 )s'écrit dans ce cas 

, 3-2'S1S8 It1JF1 JE 

où ï est un nombre entier ordinaire. 
Si on reprend les valeurs des nombres de classes d'idéaux des sous-

corps quadratiques (v. ch. VI) et si on remarque que Ie nombre de 

3 2). M. , 
classes du corps K ( y — 3 ) est '• ' , où X est l'un des nombres 

1, . . . , 7, on voit que l'on a encore 

A = 2'Ax At. . . . A 7 . 

Le théorème sur le nombre de classes {v. ch. VI. 8) est donc encore 
valable dans les cas spéciaux susmentionnés. 



DEUXIEME PARTIE 

Etude des quaternions dont les coordonnées sont tirées 
du corps algébrique K(l/Â, \/~B, \/C). 

CHAPITRE PREMIER 

Définitions, notations ; opérations sur les quaternions complexes. 

1. On appelle quaternion * une expression de la forme 

a m a0 + a, i, + % it + a, i3 

où a0, Ct1, a2 et O3 sont des nombres rationnels dits les coordonnées du 
quaternion a, et où iv is et i3 sont trois symboles définis par les rela­
tions suivantes : 

i* « il = il = — 1 

hh = — h h = h-

Quand l'une des coordonnées ay est égale à 1, on ne l'écrit pas. Par 
exemple a = a0 -{- U111 -(- i3 + t3 désigne le quaternion dont les coor­
données sont a0, av 1, 1. 

Si, dans l'expression de a, un terme fait défaut, cela signifie que la 
coordonnée correspondante est nulle. 

Exemple : a = a0 -\- az i2 

est le quaternion de coordonnées a0, o, a2 o. 
Si a0 = ax = aa = a3 = O, le quaternion est dit nul. 

U) 

* A. Hurwitz. Zahlentheorie der Quaternioncn. Berlin, 1919. 
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A l'exception de la multiplication qui n'est pas commutative, les 
opérations sur les quaternions suivent les règles de l'algèbre classique. 

En ce qui concerne la multiplication et la division, on distingue la 
multiplication à gauche, la multiplication à droite, la division à gauche 
et la division à droite. 

Les quaternions dont nous venons de rappeler la définition seront 
appelés, dans la suite de ce travail, quaternions à coordonnées rationnelles, 
ou simplement quaternions rationnels *, par opposition aux quaternions 
complexes que nous allons définir. 

Les quaternions rationnels seront représentés par des lettres latines 
majuscules A, B, C, / ) , . . . 

2. Nous appellerons quaternions complexes des quaternions dont les 
coordonnées sont tirées d'un corps algébrique autre que le corps des 
nombres rationnels. Dans la présente étude, nous considérerons l'en­
semble des quaternions complexes dont les coordonnées sont tirées du 
corps algébrique du huitième degré K [sjapqs, \Jbqrs. sfcrps). corps 
que nous avons étudié dan_s_ la première partie de ce travail**. Le 
corps K {\apqs: \bqrs, \crps) sera appelé, dans la suite, le corps 
primordial ***, et nous le représenterons par K. 

Les quaternions complexes à coordonnées tirées du corps primor­
dial K seront désignés par des lettres grecques majuscules 

A 1 B 1 T 1 A , . . . 

Les coordonnées des quaternions complexes sont donc des nombres 
du corps primordial K ; ces coordonnées seront représentées par des 
lettres grecques minuscules 

a, /3, -/, 3, . . . 

Enfin, les nombres rationnels seront désignés par des lettres latines 
minuscules a, &, c, dt ... 

Il résulte de la définition des quaternions complexes que l'un quel­
conque de ces derniers pourra s'écrire 

(2) A = cc0 + At1I1 + a 2 i s H- a 3 i 3 . 

* On entend par quaternions hamilloniens les quaternions dont les coordonnées 
sont des nombres réels. Les quaternions «rationnels« sont donc des quaternions 
hamiltoniens. 

** D'après cela, un a quaternion complexe », au sens que nous donnons à ce mot, 
peut être quaternion hamiltonien ou non. 

*** Nous dirons parfois aussi, simplement, Ie corps K. 

file:///Jbqrs
file:///bqrs
file:///crps
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Les coordonnées crt s'écrivent (v. l r e partie, ch. I) comme suit : 

<*/ = rt/,o + aXx ^aP9s + a%2 *Jbars + aU ^crPs + aU ^abrP 
(3) { 

-\- a-t 6 yjbcpq -f «ji|4 \caqr-\-a-j_7 \abcs 

pour ?k = 0, 1. 2, 3. 

3. Addition et soustraction de deux quaternions complexes. Soient les 
deux quaternions complexes 

{ A = a0 + a, I1 + a2 ifi + «3 ^ 
( J f *=ß9 + ßih + ßth + ß^r 

On a 

A ± B = a„ ± p0 + (», dz ft) i, + <*3 ± /S4) is + («, ± ,S3) i8. 

En particulier, le quaternion complexe 

0 — A = — A = — ad — A1J1 — <v s — «3 i3 

sera dit l'opposé de A. 
On voit que l'addition est commutative et associative. 

4. Produit de deux quaternions complexes. Soient les deux quaternions 
complexes (4). 

Si on tient compte des relations (1), on obtient 

AB = TT1. + TT1 I1 + 77fi £s 4- ~;l I8 

où l'on a posé 

TT0 = SC0 ft, — A1 ß, — K2 ft — «., (B3 

, ÎT, = «„ß, H- a, ft, -f K2 ft. — «3ß„ 

^ = ¾ ¾ + ¾ ¾ - « È f t + aa/30: 

On voit que AB est, en général, différent de BA. On obtient pour ce 
dernier produit 

B A = Po + pi *i + h ls + Ps *» a v e c 

f ^n = a 0 ß 0 — a , ß , — a2ß,, — ec3ß3 

,g, 1 Pi = «iß, + aoßi + « A ~ a aß 3 

) pt = atß9 — «,/3, + a ,ß . + «,& 

l p3 = «,,ft + a2/3, — *, & + a„ß, 

Si AB — BA les quaternions A et B sont dits permutables. 

file:///abcs
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5. Conjugués et normes de quaternions complexes. Soit le quaternion 
complexe 

A ~ <x0 + X1I1 + asi2 + ast3. 

En appliquant successivement au quaternion complexe A les per­
mutations Ip1, (p2, . . . , C7 du corps primordial K (voir l r e partie 
ch. I. 4), on obtient les quaternions 

A(O = « « + «Mi, + $Ht + cÇ> I3 

AW = «£) + «f > I1 + « f is + af > i3 

D'autre part, en changeant les signes des trois dernières coordonnées 
de A, on obtient 

A — <x0 — X111 — «„ i8 — a, J3. 

Oa constate que 
AA = AA = «; + «; + «• + «;. 

Appliquons aussi au quaternion A les permutations <pp cp2. . . . , <p7 

du corps primordial K ; on obtient les sept quaternions 

Af« - « p - *<•> I1 - «5« it - « « i, 

A^ = ^ - ^ S - ^ ' 2 - 4 7 ) V 
Formons le produit 

(7) AA A(DAO) A«Â<») . . . . AWAw = iVo (A). 

En vertu de la propriété associative de la multiplication, propriété 
qui subsiste pour les quaternions, l'égalité (7) peut s'écrire 

No(A) = (AA)(AOJAW) (AWAW) 
ou encore 

( No (A) = («»+««+«»+«S'») ( « ^ + ^ + ^ + o « * ) . . . 
(8) J ..'.(^+^+*?*"+^)-

Le second membre de l'égalité (8) est un nombre rationnel. ïl sera 
dit la norme du quaternion complexe A ; cette norme sera désignée par 
No(A). 

Ecrivons Ie produit (7) comme suit : 

No (A) = A (ÄAWÄW . . . AWÄ<7>). 
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Le quaternion complexe 

(9) Î Ê = Â ~ A < » A X . . . A«Ä>> 

sera dit le conjugué de A. Il peut s'écrire aussi 

A = (*o - *i *, - v . - «. y K*+4*+«? ) !+«?*) • • • 

On peut écrire 

AA =, AA = iVo(A). 

On voit donc que tout quaternion complexe est permutable avec son 
conjugué. 

DÉFINITION. Le produit d'un quaternion complexe par son conju­
gué est dit la norme du quaternion complexe considéré. 

On peut énoncer, en vertu de la formule 8, le théorème suivant : 

THÉORÈME. La norme d'un quaternion complexe est un nombre rationnel. 
THÉORÈME. La norme d'un produit de quaternions complexes est égale 

au produit des normes des facteurs. 
Soient, en effet, les deux quaternions complexes 

A = «„ + X111 + <x2 it + <x3 i3, 

B - f t , + 0^ + /3^ + /3,¾. 

Formons le produit 

BA= (ßrfÄ^^ihW^ß^ß^*) ••• (ß™+ß^+ß?*+^) 

ce qui peut s'écrire encore 

l • (a(
0°

2 + off* + eÇ* + <*&) . . . («£>» + «<'>» + ct-p* + ^ ) B Ä . 

Or, on a 
B Ä = 7T0 — TT1 I1 — TT1 it — r 3 h 

où les 7T) ont les valeurs(5). 
Si on désigne par 7rle produit des quatorze premiers facteurs du second 

membre de (10), l'égalité (10) s'écrit 

B Ä = TT (TT0 — TT, I 1 — TT, I2 — TT, î , ) . 
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D'autre part, on a 

AB = (TT, - TT1 I1 - IT1 iB - X3 i,)(*?>» + *<* + *?>' + TT**) 

. . . . ( ^ ) . + ^ ) I + 1-Wt + 1-WSJ1 

ce qui peut s'écrire, tous calculs faits, 

AB = (7T0 — 7T1 I1 — TT2 L„ — TT. I3) TT" 

On a donc finalement 

AB = BA 

Lo nonne d'un produit peut donc s'écrire 

No (AB) = (AB) (AB) = A B B A = A(BB)A = A -No (B) - A = No (B). AA 

d'où No (AB) = No (A) - No (B). 

Le théorème est ainsi démontré pour deux facteurs ; par le passage 
de n à n + 1, on le démontrerait pour n facteurs. 

6. L'ensemble des quaternions à coordonnées tirées du corps pri­
mordial K forme un anneau de quaternions, ou un domaine numéral, 
que nous désignerons par Q. Si Q contient le quaternion F , il contient 
aussi son conjugué Y tel que YY soit rationnel. 

7. Diviseurs de zéro. Un quaternion complexe A, différent de zéro, 
sera dit un diviseur de zéro si sa norme No (A) est nulle. 

La norme de A s'écrit (formule 8) 

No(A) = («» + a\ + «; + «;)(«W« + «J» + «J* + «£*) 
. . . . . (aW> + ««2 + ^>2 + ««»). 

Si le corps K est réel, a0, A1, <x2 et a3 sont réels ; les nombres ajj, a*, — 
sont positifs et on ne peut avoir No (A) = O que si l'on a 

«u = «, = as = «3 = O. 

Autrement dit, si No(A) = O, on a aussi A — 0, et A n'est pas un 
diviseur de zéro. 

Il ne peut donc y avoir des diviseurs de zéro que si le corps primordial 
K est imaginaire. 

THÉORÈME. Si A est un diviseur de zéro, dans le domaine numéral Q, 
il existe toujours deux quaternions complexes B ^ O et T ^ O , tels que 
Von ait 

AB = 0 et 
TA = 0. 
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Démonstration. Formons le produit AB, on a (v. § 4) 

A B = - , + TT1I1 + - , 1 . + TT8I3 

OU 7T1,» TT1, - , et TT3 ont les valeurs suivantes (v. formules 5) : 

^o = « A — *ift — «aft — Cf.Ji 

(10) 
J *i = «ift + «oft ~ *a/38 + *«ft 
j TT2 = as/30 + «jft + «0ßs — K1̂ 3 

( "s = «aft — «s/5! + «ift + «„ fri-

Si le produit AB est nul, on a z0 = TT, = 7T1-, - T r 3 = O , c'est-à-dire 

( «0ft — «,ft — a2ft — a3ft = 0 
\ «,ßo + «oft-*aß. +«./3,-0 
) «3ft + «;!ft + *,ft-«,ft = 0 
( *3ft —«*ft + «ift+ «oft-O-

Pourqu' i lexisteun quaternion B = /3„ + ^ 1 1 1 + /3S iE + (33i ; i^:0 et tel 
que AB = 0, il faut que le système (11) de quatre équations linéaires 
à quatre inconnues ßQi ßv ßi et ßz admette une solution [ßu, ßv ft, ß3) 
non nulle ; et pour cela le déterminant A des coefficients des inconnues 
)3¾ doit être nul. En d'autres termes, on doit avoir 

(11 

(12) A = 

Xn, X1. X2, a 3 

<zv + x3, + a0, — X1 

a., — xv + a„ + xü 

= 0. 

(14) 

Or, le déterminant (12) a la valeur suivante : 

(13) A = ( a j + «« + « ; + ««)«. 

Comme, par hypothèse, A est un diviseur de zéro, sa norme est nulle, 
donc 

No (A) = («; + a\ + xl + al) («J>« + ««« + «<«« + «««) . . -

. . . (zj'>2 + «<'>« + a*')2 + 47>8) = 0. 

L'un au moins des facteurs du second membre de No (A) doit être 
nul. Supposons que l'on ait a£r)l + aj r , s + sép1 + a£")E = 0 et posons 
6 ^ «(Os 4 a(r)î 4 . aff)2 4. a(fï«. 

On peut écrire, puisque 6 fait partie du corps primordial K (voir 
l r e partie ch. I. 1), 

Q = a0 4 a t \iapqs 4 aa \Zfeçr* 4 — + «T \jabcs. 

file:///iapqs
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Puisque 6 est nul, on a a0 = Gt1 = a2 — . . . = a7 = 0 et, par suite, 
les autres facteurs de No (A), facteurs qui sont les conjugués de 6 dans 
le corps Kt sont nuls aussi. . 

Réciproquement, si l'un, quelconque des facteurs du second membre 
de l'égalité (14) est nul, c'est que Ton a 

a0 = U1 = . . . a, = 0. Par suite fi - 0 et tous 

les conjugués de 9 sont nuls. 

Conclusion. Sila norme No(A) — 0, on a al -f- a] -f- a\ -}- a\ = 0 et, 
par suite, A = O. Réciproquement, si À — 0, on a a\ + a] -f- al + a\ = 0 
et, par suite, No(A) = 0. 

Donc, si A est un diviseur de zéro, il existe un quaternion complexe 
B ^ O tel que l'on ait AB = 0. 

Si nous posons maintenant 

r = A + A î 4- yt h + y3 h 

et que nous formions le produit TA, on a 

FA = p0 -\- P1I1 + p2i2 + joaia, où l'on a posé (v. formules 6) 

Po = *oA — a iA ~ 1VA " a*A 
(I) J Pi = «iA + <VA H- «3'A — «2A 

pa = «iA — «s A + *oA + *i A ' 
p3 = *aA + *BA ~ * iA + <VA 

Pour que TA = 0, il faut p0 = pt = p2 = p3 = 0. Pour qu'il existe 
un quaternion T ^ O , mais tel que l'on ait simultanément 
po = Q1 = pt = ps = 0, il faut que soit nul le déterminant des coeffi­
cients ai, dans les quatre équations linéaires à quatre inconnues obte­
nues en égalant a zéro chacune des quatre égalités (I) ci-dessus. Or, 
ce déterminant n'est autre que À = (et* -f* a\ -\- al + a!;)*. On voit, 
comme dans le cas du produit AB, que quand A est un diviseur de 
zéro, le quaternion F existe tel que FA = 0. ' 

8. Réciproque d'un quaternion complexe. Désignons par A un quater­
nion complexe non nul du domaine numéral ù. Si A n'est pas diviseur 

1 -
de zéro, nous appellerons réciproque de A le quaternion • A, et 

± a. . JVo(A) 
nous écrirons „t , , , A = A-"1. On voit que Ton a AA"1 = A -1A = 1. 

TVo(A) n 

9. Division des quaternions complexes. Soit A un quaternion complexe 
non nul et qui ne soit pas diviseur de zéro. Si l'on a 

AA - B, 
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A est dit le quotient à droite du quaternion B par le quaternion A. On a 

A = BA-i. 

Si, au contraire, on a la relation 

A e = B, 

B est dit le quotient à gauche du quaternion B par le quaternion A et 

6 = A-1B. 

On voit que les quotients à gauche et' à droite sont en général 
différents. 

10. 'Permutations du domaine numéral ù. Adjoignons au quaternion 
complexe A du domaine û, d'après une règle quelconque, un quater­
nion /(A) ; la substitution 

[A, / (A)] , • 

résultat du remplacement de A par /(A), s'appelle une permutation du 
domaine Q si, par l'emploi de cette substitution, toute égalité entre 
quaternions reste vérifiée et si, en outre, les quaternions /(A) ne sont 
pas tous nuls. 

On voit immédiatement que l'on a le théorème suivant : 

THÉORÈME. Les huit permutations ^0, Ip1, . . . , a7 du corps primor­
dial K (v. ch. I. 4, première partie) sont également des permutations du 
domaine numéral Q. 

11. Nous avons encore à introduire'les définitions suivantes: 

I. Etant donné le quaternion complexe 

(16) A = «0 + A1I1 -f *zis + Ä3i3, 

à coordonnées tirées du corps primordial K, nous appellerons conjugué 
relatif de A, et nous désignerons par A, le quaternion complexe 

(17) Â = B0-X1I1- X2I9- B^ 

II. Nous appellerons norme relative de A, et nous désignerons par 
n(A), la quantité 

(18) n(A) = AA = AA = «J + «î + *« + «S. 

La norme relative d'un quaternion complexe est un nombre du corps 
primordial K. Nous la désignerons aussi par la lettre grecque minuscule 
correspondante comme suit : 

n(A) = a, n(B) = ß, etc.... 
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L E QUATERNION COMPLEXE ENTIER. 

Un quaternion rationnel est dit entier * quand il peut être mis sous 
la forme suivante : 

A = a0 p + Ct111 + a„ i2 + O3 is, 

où a0, av a2 et aa sont des entiers ordinaires, et où l'on a posé 

(21) ' ' u = = l ± V ± i ± Ì 5 . 
P= 2 

Désignons par 
W0, M1, 0) a , Mn, W4. W., O)0, OK 

une base des entiers du corps primordial K (v. l r e partie, chap. 11). 
Tout quaternion complexe à coordonnées tirées du corps primordial K 
pourra dès lors se mettre sous la forme suivante : 

(22) A = A0 w0 + A1W1 + A2 Wfi + '. - • H-A7 w7 

où les A-^ sont des quaternions rationnels. 

Définition. Le quaternion complexe (22) sera dit un quaternion com­
plexe entier, si les sept quaternions rationnels A0, ..., A7 sont des qua­
ternions rationnels entiers. 

Le quaternion complexe (22), supposé entier, peut s'écrire, en vertu 
de la définition précédente, 

A = (afip+flf^+af)£,+«;»> i,)% + (aMp+a^+aÇU^H^+ . . . 

ce qui peut s'écrire 

(23) A = a„p + Oc111 -j- a2 it-\- aa i„ où l'on a posé 

{ «0 ̂  « > y + «?>«,+ . . . + a « «7 

1 ' J «- m a<°> w0 + af> &>i + . . . H- «m w7 

; a 3 = a(o)wo + a (0 W i -L . . .H-a ( ' ïw 7 . 

On voit que les quatre nombres a0. a,. a„ et a, sont des entiers dans le 
corps primordial K. 

Soit A le quaternion (22) et désignons, comme plus haut, par A le 
conjugué relatif de A. On vérifie que l'on a 

(25) Ä = Ct0 p — («„ + «J I1 — (a0 + «,) i, — (a0 H- «,) I3. 

On a, pour la norme relative de A, 

(26) n (A) = «; + «; + «; + a« + «o (^ + «f + a>). 

* Voir A. Hurwîlz, Zaîtlenlheorie der Quaternionen, 



CHAPITRE Iï 

Les idéaux dans le domaine numéral Q. 

12. Soit a un idéal du corps primordial K (\lapgs, \lbgrs, \jcrps). 
Nous appellerons idéal du domaine numéral Ù. et nous représenterons 
par 9t==id|a| , l'ensemble infini de quaternions complexes entiers 

(27) A = *0p + A111 + x212 + a, i3 

dont les quatre coordonnées «0, A1, as et «3 parcourent, indépendam­
ment les unes des autres, tous les nombres de l'idéal a. * 

Dans l'expression (27), p est égal à 

1 + h + h + h 
2 

13. L'idéal ?l==id \a\ du domaine numéral û sera dît un idéal prin­
cipal, si a est un idéal principal (a) dans le corps primordial K. Nous 
écrirons, dans ce cas, 
(28) St = id |(a)|. 

Il résulte de la définition de l'idéal principal dans le domaine numé­
ral Q, que tous les quaternions de l'idéal (28) sont de la forme 

où H0, ^1, ^2 et H3 sont des nombres entiers du corps primordial K, 
Exemple : 9I = id J(2)j contient tous les quaternions entiers dont les 

quatre coordonnées sont des multiples de 2 dans le corps primordial K. 
En d'autres termes, Ĥ  (?. = 0, 1, 2, 3) désignant des nombres entiers 
quelconques du cor.ps primordial K, tous les quaternions de l'idéal 
SiI= id J(2)| du domaine numéral ù ont la forme 

2 ^ + 22,1, + 2 ^ + 2 * , ! , o u 2 K 0 p + £l£1 + ?,ï8 + Ç8i,). 

* Voir Boris Seitz : Sur l'arithnomie des nombres de Weierstrass généralisés et de 
quelques systèmes de polytettarions complexes. Thèse, page 20, définition de «l'idéal 
diagonal ». 

6 
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Il suit de là que tous les quaternions de l'idéal ? ( = i d [(<*){ sont, 
dans le domaine numéral O, des multiples de et. Nous écrirons aussi 
l'idéal St dans ce cas 
(28) 91 = («). 

Remarquons qu'un quaternion complexe entier quelconque A = 
a0p -f- A1 i, + ett i2 + a8 i8 détermine toujours un idéal du domaine nu­
méral û , savoir : 

(29) 8 = id (<«,,«,, *,,«,)(. 

C'est l'ensemble de tous les quaternions dont lès quatre coordonnées 
font partie de l'idéal 0 = (¾,¾,¾,¾) du corps if. Si trois des coordonnées 
de A sont nulles, par exemple a„, cc2 et a3, le quaternion A devient 
A = Cx1 ij et l'idéal St s'écrit 9( ^ i d J(A1)J ou 51 = (¾). Dans la suite de 
ce travail, nous représenterons par (A) l'idéal (29) déterminé par le 
quaternion A. * 

14. Définition. Quand un quaternion A fait partie de l'idéal 91, nous 
dirons que A est congru à zéro modulo 91 et nous écrirons 

A = O mod SiL** 

15. Produit de deux idéaux de quaternions complexes. Soient 91 et 93 
deux idéaux du domaine numéral O et posons 

9 I ^ i d j a | et 93 = id |b{. 

Nous appellerons produit de ces deux idéaux l'idéal 

G ^ i d ) c | 

comprenant tous les quaternions, et ceux-là seulement, dont les quatre 
coordonnées appartiennent à l'idéal c = o b, du corps K. On voit que la 
multiplication des idéaux, ainsi définie dans le domaine numéral Q, 
est commutative et associative. 

* Soit un quaternion rationnel entier A=. aü c + Q111 + o% h + °3 's- Considéré 
comme un quaternion du domaine Q, A détermine un idéal 31= id J(O0, O1, (¾, Oj){. 
L'idéal (*¾,¾,¾,¾) du corps primordial K est, dans ce corps, un idéal principal 
(rf) où d est le pgcd des nombres O01(Ij, «E et as pris dans leur ensemble. 

** Dans la théorie classique des idéaux, si un nombre « fait part ie d'un idéal O1 

on écrit 
a = O mod a. 

En écrivant 
A = O mod % 

nous généralisons la définition admise dans la théorie classique des idéaux. ' 
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16. Divisibilité. L'idéal S I = i d } n | sera dit divisible par Vidéal 
©EÊ=id |bj s'il existe un idéal Ê= i id Jcj tel que l'on ait 

31 = 6 93. 

On a alors, dans le corps primordial K, 

a = ch. 

PROPRIÉTÉS DES IDÉAUX. 

17. THÉORÈME. La somme et la différence de deux nombres A et B de 
Vidéal S l ^ id \a\ font partie de cet idéal 3t. 

En effet, posons 

A = a0p + CtJ1 + ccj2 + ccjs, B = ß0p + fti, + ß2i2 + ßjs. 

. Puisque, par hypothèse, A et B sont tous deux contenus dans 31, 

on a 

(30) aT = 0 mod a et ßT EE 0 mod a pour r = 0, 1, 2, 3. 

Or, on a 

A ± B= (*a±ßü)p + («,dz ft) », + («a±ft)i, + (a3±ß3)i8 

et l'on sait, par la théorie des idéaux de corps algébriques, que les 
congruences (30) entraînent 

aT ± jS, = O mod Û ; par suite 

A ± B = O mod Sl. c. q. f. d. 

18. THÉORÈME. Si un quaternion complexe entier X^=a0p+ Ct1 J1+ mz J2+ a a i t 

du domaine Q fait partie de l'idéal 3t, les produits à droite, AB, et les 
produits à gauche, BA, de A par un quaternion entier quelconque B de Q, 
sont également contenus dans Vidéal 3t. 

En effet, A E= O mod SI entraîne a, = O mod a. pour r — O, 1, 2, 3. 
Or, les coordonnées des produits AB et BA sont des combinaisons 
linéaires, à coefficients entiers, des coordonnées a0, Cc1, as et ac3 avec les 
coordonnées de B (v. § 4, ch. I). Ces combinaisons linéaires sont donc 
des nombres de a et par suite AB et BA font partie de l'idéal 91. 

19. THÉORÈME. Soil Sl = id\a\ un idéal du domaine Q. Si cet idéal 
contient le qiuxternion entier A, il contient aussi le conjugué relatif- A et la 
norme relative n (A) de A. 

Démonstration. Soit A = a0p -f- Ct1 \ -f- ec2 i2 -f a3 i„ un nombre de 
l'idéal 3t ; on a dès lors 

A = O mod SI et on en déduit 

• : ar EE 0 mod a, pour r = 0, 1, 2, 3. 
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L'idéal û contient aussi les nombres 

«o ; — («o + ai) ; — («o + 3O ; — (*0 + «») » 

qui sont précisément les coordonnées de A (v. § 11). Ce dernier quater­
nion fait donc partie de l'idéal 51 ; en vertu de la définition de Ia norme 
relative (§ 11) et du théorème 18, /i(A) = AA fait également partie 
de l'idéal 3t. 

20. THÉORÈME. Tout idéal du domaine ù admet une BASE, c'est-à-dire 
que Von peut toujours trouver dans V idéal huit nombres T1, Ta, ... ,T1 

tels que tout autre nombre de Vidéal considéré puisse se mettre sous la forme 

X1T1 + x2r2 + . . . + x8r8 ) 

où les X, désignent des quaternions rationnels entiers. En outre si 
$ = trfjaf, et si Von désigne par ylt yt, . . . , y9 une base de Vidéal a du 
corps K, on pourra poser 

r i ^ 7x ; r 2 = y2 ; . . . ; r s = -/s. 

Démonstration. Soit de nouveau 

A ^ <x0 p + X111 -f «2 i2 + a3 K 

un nombre de l'idéal % = id [oj ; on peut donc écrire, en vertu des 
hypothèses faites, 

ar = X^y1 + X^y2 + . . . + a%>7s pour r = 0, I1 2, 3, 

les #ì4) étant des nombres entiers ordinaires. Dès lors, on a 

A = ( ^ + . . . + ^ ) 1 5 + ( . ^ ^ + . . . + ^ , ) i>. . .+(^) 7 l4-.^) / a+. . .+^V a) I3, 

ou encore 

(31) A = (tffy+s^Hj+a&Ht+xWty -/,+ . . . +(x^p+x^H^x^i^xPH^ ys. 

Tout nombre de l'idéal 91 peut donc se mettre sous la forme (31) 
et, d'autre part, tout nombre de la forme (31) fait partie de l'idéal 1M. 

Les quaternions qui figurent dans les parenthèses au second membre 
de l'égalité (31) sont des quaternions à coordonnées x-} rationnelles 
entières ; par suite le théorème est démontré. 

21. THÉORÈME. Si Sï = id j a j est divisible par 95 = id \b \, tout qua­
ternion A de SE fait partie de S. 

Comme dans la démonstration du théorème (19) on a, dans le corps 
K, les congruences suivantes : 

Ar ~ 0 mod a pour r = 0, 1, 2, 3. 
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D'autre part, 9t étant divisible par S on a, dans le corps K, 

a == 0 mod &. 

Dès lors, tout nombre de a fait partie de 6. On en conclut que 
af ~ 0 mod b et, par suite, que A = O mod 99, ce qui démontre le 
théorème. 

22. THÉORÈME. Etant donné un idéal 91 du domaine Ci, il existe dans 
Q un idéal 95 tel que le produit 91¾ soit un idéal principal. 

Pour le démontrer, posons 
9ï = id | a j . 

On sait trouver dans le corps K un idéal a"1 tel que aa-1 = (a). 
Posons donc 93 = id ja""1), et l'on aura 91¾ = id \(a)\. 
Nous écrirons par analogie 

91-' = id j û - ' | 

et l'idéal 9l~~] sera dit le réciproque de l'idéal 91. 

23. THÉORÈME. Un quaternion complexe ^^itier T=-/0p-\-y1il-\-yJ:,-\-y3ia 

ne peut être contenu que dans un nombre fini d'idéaux du domaine numé­
ral O. 

Supposons que l'idéal 9t = id Jo [ contienne Ia norme relative de V, 
soit n(T) = yl + y\ + y \ + y\ -f- y6{7l + y2 + y3). On sait * que 
ce nombre n(T) n'est contenu que dans un nombre fini d'idéaux du 
corps primordial K. Or, tout idéal contenant F contient aussi n(T) 
(v. th. 19) ; le nombre des idéaux du domaine Ci contenant T est dès 
lors au plus égal à celui des idéaux du corps K contenant n(T) ; ce 
nombre est donc limité. 

LA DÉCOMPOSITION MULTIPLICATIVE DES IDÉAUX DE QUATERNIONS 

COMPLEXES. 

24. THÉORÈME. Un idéal du domaine numéral Q n'est divisible que 
par un nombre fini d'idéaux du même domaine. 

En effet, soit $t =§ id j o j un idéal du domaine O et So ^^ i<i | b j un 
diviseur de 9(. Désignons par A un nombre de 2t; d'après le théorème 
(21) on a A ^E 0 mod Sg. Or, A ne pouvant être contenu que dans 
un nombre fini d'idéaux, le nombre des diviseurs SQ de 91 est limité. 

25. THÉORÈME. Soient 91, 93 et S trois idéaux du domaine numéral Q; 
l'égalité 

91¾ = m entraîne S ^ 6. 

* Voir D. Hilbert, op. cit., chap. I I . 
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On le voit en multipliant à gauche par St-1, ce qui donne 

SI-» SI© = W-1W, 
puis en posant 

8-»9t = id | (* ) | = (a). 
On déduit de là 

(*) S = («)£. 

Les définitions des § 12 et 13 permettent de passer aux coordonnées, 
c'est-à-dire de ne plus opérer que sur des idéaux du corps algébrique Kt 

et l'on sait * que, dans ce domaine, ah = ac entraîne b = c. 

26. THÉORÈME. Si tous les nombres d'un idéal St §ËË id\a\ sont congrus 
à zéro modulo un idéal $8 = id jbj , l'idéal % est divisible par l'idéal S3. 

Soit de nouveau 
A m aQp + A1I1 + V r + Ct3I3 

un quaternion de l'idéal SI, quaternion arbitrairement choisi mais fixe. 
De l'hypothèse, combinée avec les définitions précédentes, on conclut 

<xr = 0 mod 6, pour r = O3 1. 2, 3. 

On en déduit a = 0 mod b et, par suite. 

St = 0 mod ¢ . 

27. Soient St et 58 deux idéaux du domaine numéral Q. Désignons 
par 5) un idéal contenant tous les.nombres de St, tous ceux de 93 ainsi 
que toutes les combinaisons linéaires de ces nombres faites à l'aide de 
quaternions complexes entiers de û . Il résulte du théorème 26 que les 
idéaux St et 93 sont tous deux divisibles par l'idéal ©. 

Considérons d'autre part un idéal du domaine Q qui, en plus des 
nombres de St, de ceux de 93 et de leurs combinaisons linéaires, 
contienne encore d'autres nombres. Ce nouvel idéal est un diviseur de 
2). Dès lors, par analogie avec l'arithmétique ordinaire, nous posons 
la définition suivante : 

Définition. L'idéal $) est le plus grand commun diviseur des idéaux 
St et 99 ; nous le désignerons par la notation (St/Si). 

28. Si © =H idjbj est le plus grand commun diviseur des deux idéaux 
St E= id\a\ el SS ^= trfjbj, l'idéal b est, dans le corps K, le plus grand 
commun diviseur des idéaux a et b. En effet, dans le domaine Q, 
© contient tous les nombres de St et tous ceux de 93, on en conclut 
que, dans le corps primordial K, l'idéal b contient tous les nombres de 
a et tous ceux de b. 

* Voir D. Hilbert, op. cit., chap. I I . 
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29. Définitions. I. L'idéal unité dans le domaine Ù des quaternions 
complexes est l'idéal U == id J(I)J 1= (1). Cet idéal contient le nom­
bre 1 et, par suite, tous les quaternions entiers de O. 

II. Un idéal ty ËË 'd |p j de û est dit un «idéal premier» si, dans 
toutes les décompositions possibles de *ß en un produit de deux 
facteurs idéaux, l'un d'eux est toujours l'idéal unité. Il résulte des défi­
nitions posées que l'idéal p est premier dans Ie corps primordial K. 

30. THÉORÈME. Si le produit $193 de deux idéaux du domaine Q est 
divisible par un idéal premier $ , Vun au moins des facteurs est divisible 
par % 

Démonstration. Prenons 

9t = id)a | ; S ^ i d j & j ; ^ = \d\p\. 

Dans Ie corps K, p est un idéal premier. Il ressort des définitions 
posées que si 31¾, dans le domaine û , est divisible par *ß, a& doit être 
divisible par p dans le corps K ; et l'on sait par la théorie classique 
des corps algébriques que, dans ce cas, a ou & est divisible par p. 
On a donc l'une des trois alternatives suivantes : 

û = 0 mod p, ce qui entraîne 21 = 0 mod 5ß; 
& EE 0 mod p, ce qui entraîne 5B=O mod *ß; 
a = 0 mod p et b = 0 mod p, ce qui entraîne % ~ 0 33 EE 0 mod $ . 

31. THÉORÈME FONDAMENTAL. Tout idéal 91 du domaine numéral Û 
peut être décomposé, et cela d'une seule manière, en un produit d'un nombre 
fini dHdéau-x premiers du domaine Q. 

Démonstration. Tout d'abord, dans une décomposition multiplicative 
de l'idéal 91, le nombre des facteurs est limité, en vertu du théorème 
24. Supposons que l'on ait obtenu les deux décompositions suivantes 
en produits d'idéaux tous premiers : 

¢ = ¾ ? , %i 
9I = O1Q, Q,. 

L'idéal 91 est donc divisible par l'idéal premier Q1 ; en vertu du théo­
rème 30, l'un des idéaux tyk, par exemple ^S1, sera divisible par Q1. 
Mais ^ 1 étant un idéal premier, on doit avoir tyx =Q,1 ; il reste alors 

*P,ÎP,. . . . ^ = Q2Q3 . . . . Q 4 . 

En répétant le raisonnement ci-dessus, on voit que chacun des idéaux 
jQr se trouve parmi les idéaux Sßt et vice-versa. 

Le théorème est donc démontré. 

file:///d/p/


CHAPITRE III 

Les congruences suivant un idéal du domaine numéral Q. 

32. Des définitions posées plus haut, il résulte que 

1. tout entier du domaine ù est congru à lui-même suivant un 
idéal quelconque, puisque tout idéal contient le nombre zéro ; 

2. la congruence A = B mod 91 entraîne B = A mod St ; 
3. deux entiers congrus à un même troisième mod Sl sont con­

grus entre eux mod St. 

Ces trois propriétés permettent de répartir tous les quaternions com­
plexes entiers du domaine Û en classes modulo 9Ï, en mettant dans une 
même classe tous les nombres congrus à un même idéal et, par suite, 
congrus entre eux. De cette façon, tout entier du domaine Û se trouve 
faire partie d'une classe et d'une seule, suivant le module ST ; on peut 
prendre, pour représenter une classe, un nombre quelconque de cette 
classe. Si l'on choisit un seul nombre dans chaque classe, on obtient un 
système complet de restes suivant le module Sl. 

Définition. Le nombre des quaternions d'un système complet de restes 
modulo SI est dit la norme de l'idéal 91. On la représente par No (9Ï). 

33. THÉORÈME. Pour que deux quaternions complexes entiers du do­
maine numéral Q, par exemple 

. A ^ o 0 P + *,!, +« ,»„+«, ï , et ümßtp + ß^+ßtit + ßiiv 

soient congrus suivant un idéal SC == id j a (, il faut et il suffit que Von 
ait, dans le corps primordial K, les congruences suivantes : 

a; EEE /3¾ mod a pour / = O, 1, 2, 3. 

Démonstration. 1) La condition est nécessaire, car pour que l'on ait 
A EEE B mod 91, ilfaut que A — B EE O mod SI. 
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Or, A - B = («0 - /S0) p + K - ,B1) I1 + («, - /3,) i, + («, - ßs) is. 

11 faut donc que l'on ait 

af = ßr mod a pour r = 0, 1, 2, 3. 

2) La condition est suffisante car, si ccrEEEj3rmod Û pour r = 0 ,1 ,2 ,3 , 
l'idéal û contient ar — ßf pour ?• = O3 1, 2, 3, et on a 

(a, - ft) p + (a, — /S1) T1 + (a, - ßs) î, + («, - ß,) i, E= 0 mod 51. 

Or5 le premier membre n'est autre que A — B, et le théorème est 
démontré. 

34. THÉORÈME. Soit donné, dans le domaine ù, un idéal SI = id j a\ ; 
désignons par nk (a) la norme de Vidéal a dans le corps K, c'est-à-dire le 
nombre des éléments à"un système complet de restes modulo a dans le 
corps K ; je dis qu'un système complet de restes modulo SI, dans le do­
maine O, comprend [«*(«)]* nombres. C'est la norme No (SI) de l'idéal 
de quaternions complexes SI, et nous écrirons No (SI) = [ift(û)]1. 

Démonstration. Soit A §E <x0p + K111 + xs it + a3 i3 un quaternion com­
plexe entier du domaine Q ; faisons parcourir aux coordonnées acr, in­
dépendamment les unes des autres, les n* (a) nombres d'un système com­
plet de restes modulo a. On obtient ainsi [it(û)]4 quaternions. On voit 
tout de suite qu'ils sont incongrus entre eux mod SI où St EE id ja) et, 
de plus, que tout autre quaternion entier de Q est congru, modulo SI, 
à l'un de ces [»*{û)]4 quaternions. 

35. THÉORÈME. Soit n(lp) = pe la norme de Vidéal premier p dans le 
corps K ; on a, dans le domaine Q, No (5ß) — p**. 

Cela résulte du théorème 34. 

36. THÉORÈME. Si A = B mod 31 el V == A mod SI, on a aussi 

(32) A±V = BdzA mod SI. 

Pour le démontrer, posons 

St = i d | a | , A = « ^ + « ^ + «,i, + *,*,, 3==/3^ + / 3 ^ + / 3 , 1 , + /3,1,. 

r = 7oP + Yl I 1 + - h I2+/3 i3, A = òQp + S1 î, + A1 î B + S 3 ;,. 

De A = B mod St. on déduit 

(33) ¢¢,-=./3, mod a, pour r = 0, 1, 2, 3. 

De r EE A mod SI, on déduit 

(34) y, == âf mod a, pour r = 0, 1, 2, 3. 
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Les congruences (33) et (34) donnent, en vertu des propriétés con­
nues des congruences dans les corps algébriques, 

ctr ± yr = ßr = t ôr mod a, 

d'où résultent les congruences (32). 

37. THÉORÈME. / / est permis de multiplier à droite et à gauche, par un 
quaternion entier quelconque du domaine ù, les deux membres d'une 
congruence suivant un idéal de O. 

Car, si A = B mod 91, on a A — B = 0 mod 91 et, en vertu du théo­
rème 18, les quaternions 

M (A — B) et (A — B) M, où M représente un quaternion entier de Q, 
sont congrus à zéro modulo St, quel que soit l'entier M. Il en résulte 
bien 

MA = MB et AM ~ BM mod SI. 

38. THÉORÈME. Il est permis de multiplier membre à membre, à droite 
et à gauche, un nombre fini quelconque de congruences suivant un même 
idéal du domaine Q, 

Soient les deux congruences 

(35) A = B mod 51 et T - A mod St. 

Ecrivons explicitement les quaternions qui figurent dans les con­
gruences (35) : 

A = aofl + «1i1 + ^ i , + aai,==^[jzo+(a0+2aJi1 + (a0 + 2aJia + (â  

3 = ^ + / 3 ^ + 0 ^ + / 3 , ^ ^ 

rm ^+^^+72^+^^=2^0+(70+271)^+(^+^)^+(/0+2^)^; 

A== îaP+ÏÀ+V.+a.i, -5^0+(3.+28,)^+(^+23,)1,)+(¾+28JiJ. 

Effectuons les produits AV et BA en appliquant ics formules (5). On 
obtient, tous calculs faits, 

AT = («070— A0^1-«0ya—a0yz— a ,70—2^y1- ^ y 0 - 2 ¾ - a3y0—2<z#t)p 

+ ( V o + V 1 + ««73+ «l'A+ V l + V o + V= + V a - V « + V 3 ) 1I 

+ (Vo+V 1+ V* + V J - V S + V o + V 2 + Vo + Vi + V 3) »a 

+ ( V a + V a + V . + Vo+Vi + V s - Vi + Vs + Vo + Vs) h • 
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et de même 

BA = (ßAHS0V-ßA-ßAH^A-WiH3A-W^ A-W 3 ) p 

+ (/s«Ä.+WI+ßA+i3AH3A+/3A+/3A+ß.*B+/3A+/3A) h 
+ <PA+ß&+ß&+ßA+ßA+ßlit-ß&+ßA+ß&+ßM ir. 

Or, on peut écrire, en vertu des congruences (35), 

or =E ßr mod a pour r = O, 1, 2, 3 ; 

7, = . §, mod a pour 5 — O, 1, 2, 3. 

Il en résulte, en vertu des propriétés connues des congruences dans 
les corps algébriques, 

(36) ccry» — Pr5* mod a pour r et s = O, 1, 2, 3. 

Si on forme alors la différence A r — B i , on voit que l'on a, en 
vertu des congruences (36), 

AT — BA = O mod 91 

d'où A r = BA mod Sl. 

Le théorème, ainsi démontré pour le cas de deux congruences, 
peut être étendu à un nombre quelconque de congruences. 

39. THÉORÈME. Quand deux quaternions complexes entiers sont congrus 
entre eux suivant un idéal %, leurs conjugués relatifs et leurs normes 
relatives le sont également suivant le même idéal. 

En formules : La congruence 

(37) A = B mod 51 

entraîne ces deux autres congruences 

(38) A = B mod 91 ; 

(39) rc(A) = n(B)modS(. 

Pour le démontrer, on pose 
St = id ja |. 

Il suffît alors d'écrire explicitement 

A = V + aifi + «î*« + *^,. B ^ßoP +ßih + ßzh +ZV»» 
de se rappeler les définitions des § 12 et 14, pour déduire de l'hypothèse 
(37) la congruence (38). En multipliant alors (37) et (38) membre à 
membre, on obtient (39), puisque A et A sont permutables entre eux. 
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40. THÉORÈME. Soit, dans le domaine numéral Û, la congruence 
A = B mod 3t. Si T est un diviseur (à droite ou à gauche) commun aux 
deux quaternions complexes entiers A et B, il est permis de diviser (à 
droite ou à gauche) les deux membres de la congruence donnée par F , ò 
condition que, dans le domaine Q. l'idéal principal id J n (V) j soit premier 
avec SI. 

Démonstration. Soit SI ^ id Ja j . Supposons que T soit un diviseur 
commun à droite de A et B et posons 

A = A * T , B = B * r . 

La congruence de l'énoncé peut s'écrire dès lors 

A * r = B * r m o d 9 * ou 

(40) (A* — B * ) F = 0modSt . 

Multiplions les deux membres de cette dernière congruence (v. th . 38) 
par F ; on obtient 

(A* — B*)n( r ) = 0 mod St 

où n(T) désigne la norme relative de F (v. § 11): n(T) étant un 
nombre du corps primordial K, posons encore 

«(n = -/. 
La congruence (40) s'écrit alors comme suit : 

(41) (A* — B*)-/ = 0 mod St. 

Désignons par av, Ct1, xt cl a, les coordonnées du quaternion 
A * — B * . La congruence (41) signifie (v. § 12 et 14) que les quatre 
nombres a0y, X1-/, txty et a8y, qui sont des nombres du corps K, sont 
divisibles tous les quatre par l'idéal a de ce corps. Si donc l'idéal (y) 
est premier avec Û, c'est-à-dire si, dans le domaine O, l'idéal 
id |(y)j = id Jn(F)J est premier avec l'idéal 91 = id JaJ, les nombres 
«„. CE1, «2 et a3 font partie de a. Il en résulte que le quaternion A*—B* 
est congru à zéro modulo.St. On peut donc diviser par y = n(T) les 
deux membres de Ia congruence (41), et la congruence (40) devient donc 

A * — B * = 0 m o d St 

ou A * = B* mod St. c. q. f. d. 

41. THÉORÈME. Si les quaternions complexes entiers T1. Tt, . . . . r r . 
dont le nombre est r = No (St), forment dans le domaine Q un système 
complet de restes modulo Sf ; si de plus A est un quaternion complexe 
entier du domaine Q tel que id \n (A)J soit premier avec St, les quaternions 

(42) T 1 A 5 F 1 A , . . . S I \ A 
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forment également un système complet de restes modulo 91. Il en est de 
même des quaternions 
(43) A r 1 , A T S ! . . . , A r , . 

Démonstration. Tout d'abord, les quaternions (42) sont en nombre 
égal aux quaternions Fr- qui forment un système complet de restes 
suivant 91. Il suffit donc de démontrer que deux quelconques des qua­
ternions (42), ou (43), sont incongrus entre eux modulo 9t. 

Or, si l'on avait par exemple, 

r „ A = = r f t A mod 91, 
ou (F0 - T 6 ) A = O mod 91, 

où F 0 A et T6 A sont deux quaternions de la suite (42), il s'en suivrait, 
en vertu du théorème (§ 40) et puisque id Jn-(A)I est premier avec 91, 

T 0 - T 6 = OmOdSt1 

ce qui serait contraire à l'hypothèse puisque T0 et T6 font partie d'un 
même système complet de restes modulo St, 

42. THÉORÈME. La norme d'un produit de deux idéaux de quaternions 
complexes est égale au produit des normes des facteurs. 

En formule No (91 93) = No (St). No (93). 

Posons St = id|a(, 93 = id|&|. 

Appliquons Ie théorème 34, on obtient 

No (SI 93) = K [ah)]* = K- (a)]4 [n}i (1))]* = No (91). No (S) 

COROLLAIRE. La norme d'un produit d'un nombre quelconque d'idéaux 
de quaternions complexes est égale au produit des normes des facteurs. 

L E THÉORÈME DE FERMÂT GÉNÉRALISÉ. 

43. Définition. Nous appellerons « indicateur » de l'idéal 91 le nombre 
de ceux des éléments d'un système complet de restes suivant 91, dont 
les normes relatives, considérées comme des idéaux principaux *, sont 
premières avec St; nous désignerons l'indicateur de St par *1> (St). C'est 
une généralisation de la notion d'indicateur, notion introduite par Euler. 

THÉORÈME. Si A est un quaternion complexe entier dans le domaine 
numéral ù, quaternion dont la norme relative n (A) est première avec 
l'idéal 9 1 = id |o| , on a la relation 

[n ( A ) ] W = I mod 9t. 

* Dans le domaine! numera Q. 
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Démonstration, Considérons, dans le domaine Q, les éléments d'un 
système complet de restes modulo 91, et soient B1, B2, . . . , B(, où 
t=Ë<ï>(?t), ceux d'entre eux dont la norme relative est première avec 
%. Déterminons les quaternions complexes entiers 

A1, A2, . . . , A, 
tels que 

AB 1 = A1J 
(44) A B8 = A1 ? m o d % 

A B 1 = A 1 ) 

où A est le quaternion dont parle l'énoncé. Les Af sont incongrus entre 
eux modulo SJ, car At = A, mod SJ, où A* et Ar sont deux des quater­
nions At, • • •, Ar. entraînerait B 1 = Br mod Sl (en vertu des congruences 
(44) et du théorème § 40). 

Je dis que les idéaux 

id J n ( A 1 ) I , . . . , i d In(A1)I 

sont premiers avec l'idéal 91. 
Posons, puisque la norme relative d'un quaternion complexe est un 

nombre du corps primordial K (v. § 11), 
" ( A 1 ) = X1, n. (AJ=X 8 , . . . , n(A t) = >.,. • 

11 s'agit donc de démontrer que les idéaux 

id \{lk)i, p o u r * = 1,2, . . . , * 

sont premiers avec l'idéal 
S l ^ i d ) o | . 

Supposons que les deux idéaux id J(Xt)J où k est l'un des indices 1, 2, 
,"*, et S(=£id \a\ aient un facteur premier commun $ß ; on peut 

écrire 
id)(X*)j = 93$ et Sl = 3 t*$ . 

Posons encore 
93 = id |6j, * p ^ i d )p\, SI* = id |o*|. 

On a donc 
id 1(Xt)I = id J6| id \p[. 

Or, en vertu de la définition du produit de deux idéaux, on déduit de 
la relation précédente l'égalité suivante dans le corps primordial K : 

(45) (Xt) = 6*>. 

Mais Xt est la norme relative de A t = A B f On a donc (v. § 11) 

Xt = AtAt = AB6. ABt = AB4BiU = n(A) n(B*). 
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Posons n (A) == et. n (Bt) E= jSt. 

L'égalité (45) s'écrit alors 

(46) (X*) = («) (/3*> = B p. 

Mais, par hypothèse, l'idéal id j n (A) j ou id {(«) j est premier avec 
l'idéal $( jEE id |Û | . 11 en résulte que, dans le corps K, l'idéal (a) est 
premier avec l'idéal a ; (a) n'est donc pas divisible par l'idéal premier 
p qui divise a. L'égalité (46) montre que l'idéal (j3*) devrait être divi­
sible par p. Mais, si c'était le cas, l'idéal id \{ßt)\ ou id jn(B t)j serait 
divisible par id \p\ = ty. Or, c'est impossible puisque les B* sont, par 
hypothèse, premiers avec $1 et par suite avec Sß, 

Il résulte de ce qui précède que les idéaux 

id \n(Ak) J pour /c = 1, 2, . . ., i 

sont premiers avec 9t et que les quaternions 

A1, A2, . . . , A1 

sont congrus, modulo 91, aux quaternions de la suite 

B1 1B2 , . . . , B ( J 

l'ordre de succession des indices dans les deux suites ci-dessus pouvant 
différer. 

Des congruences (44) on tire, en passant aux normes relatives et en 
appliquant les théorèmes § 19 et § 38, 

Ti(AB1). n (AB2). . . . n (AB1) EEu(A 1 )*" (A2). . . . n (A1) mod St 

ou, puisque n (ABt) = n (A) • n (B*), 

(47). • [»(A)]'. H(B1). . . . n (B1) E=H(A1). . . . n (A,) mod SI. 

Mais l'ensemble des A* coïncidant avec l'ensemble des Bt et, d'autre 
part, les idéaux 

id \n (Bt) j et id J n (A») | pour k = 1,2, ..., t 

étant premiers avec 9t, on déduit de la congruence (47) 

[n (A)]1 E=I mod 21 

ou [n ( A ) ] W EE 1 mod %. 

C'est le théorème de Fermât généralisé au domaine û des quaternions 
complexes. 
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