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INTRODUCTION

Un corps de nombres est un ensemble de grandeurs se reproduisant
par quatre opérations dites addition, soustraction, multiplication et
division (les «opérations fondamentales »). Par exemple, 'ensemble
des nombres rationnels forme un corps de combres, le plus simple
de tous ; nous le désignerons par R.

51 Pon adjoint & un corps donné K un élément & qm1 n’y est pas
contenu, ainsi que toutes les grandeurs qni prennent naissance qnand
on combine « avec les éléments de K a l'aide des opérations fondamen-
tales, on obtient un corps plus général, K', entiérement déterminé par
K et a; il contient, en particulier, tous les éléments de K.

Adjoignons par exeraple 3 R, corps des nombres rationnels, le nombre
i= \/—-—'J : on cbtient le corps des nombres complexes ordinaires
de la forme 2 4-yt, ol z et y sont des nombres rationnels.

Considérons une éqnation algébrique, supposée irréductible, de la
forme

(1) 2+ ar" gt + ... 4 @yt a, = 0.

Adjoignons au corps R une racine « de I'équation (1). Par cette ad-
jonction, nous obtenons un corps algébrique de degré n. La théorie
des corps algébriques a été exposée par D. Hilbert dans son ouvrage
magistral « Théorie des Corps de nombres algébriques »* auquel je
reavoie le lectenr.

S1 Pon adjoint_au corps B des nombres rationnels deux racines
carrées, \/p ct \/q, ol p et g sont deux nombres entiers ordinaires,
posxtlfs ou négatifs et ne contenant ancun facteur carré, on obtient

* D. Hilbert, « Théorie des Corps de nombres algébriques », ouvrage trad.ult de
I'aliemand par A. Lévy et Th. Got, Paris, 1913,
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un corps algébrique K (\/p,\/¢) de degré 4; ce corps contient tous les
nombres de la forme my+ 2,V p -+ z\/q -+ 23V pg, ot 2y, %y, T, et 2y
sont rationnels, ¢t ne contient que ces nombres-la, Les corps de
cette forme ont été étndiés par M. E.-J. Amherg dans sa thése de
doctorat intitulée : « Uher den Kérper, dessen Zahlen sich rational
ans zwei Quadratwurzeln znsammensetzen ». Znrich, 1897,

M. le professenr L.-G. Du Pasquier m’a proposé d’étudier les corps
K (\/A, VB, y/C) dont les nombres s’expriment & l'aide de trois ra-
cines carrées : \/Z \/E- \/E, o A, B et C sont trois nombres entiers
ordinaires, positifs ou négatifs et dont ancun ne contient un factenr
carré. Ces corps sont du huitiéme degré. Dans le cours de mes travaux,
J'al élé amené a4 étendre mes rechcrches anx corps dont les nombres
s'expriment ratiennellement a I'aide de n racines carrées; ces corps
sont algébriques de degré 2~

L’étude de ces corps-la fait I'objet de la premiére partic de ce mé-
moire.

Sur la proposition de M. L-G. Du Pasquier, )’é¢tudie dans la seconde
partie ‘de ce travail les quaterniens & coordonnées tirées dn corps
K{J/A, B, \/E) de degré 8. Ces gunaternions sont appelés quaternions
complexes, par oppdsition aux guaternions a coordonnées rationnelles
dits guaternions rationnels.”

Les quaternions complexes présentent plusieurs particularités. Tout
d’abord, comme dans le cas des gquaternions rationnels, la multipli-
cation n’est en général pas commutative. En outre, tandis que dans
le corps des quaternions rationnels tous les idéaux sont principaux, le
domaine Q des quaternions complexes contient des idéaux non prin-
cipaux. Suivant en ccla 'exemple de M. Boris Seitz**, j'ai modifié la
définition classique de I'idéal. J'appelle tdéal dans le domaine des qua-
ternions complexes, et je représente par U = id |a|, I'ensenble infini
des quaternions complexes dont les quatre coordennées parcourent,
indépendamment les unes des autres, les nombres de I'idéal « dn corps
primordial K (\/A_\/B_\/E') Cette définition de I'idéal m’a permis
de stmplifier beauconp la théorie de la divisibilité. J’ai généralisé ensuite
Ia théorie des congruences el obtenu le théoréme de Fermat étendn
ou domaine des quaternions complexes.

* On entend par quaternions hamiltoniens les quaternions dont les coordounies
sont des nombres réels, D’aprés cela, un « quaternion complexe », au sens que nous
donnons 4 c¢e mot, peut &tre qualernion hamiltonien ou non.

** Boris Seitz, Sur Uarithnomie des nombres de Welerstrass généralisés et de quel-

ques sysiémes de polytettarions complexes, Thése, Neuchitel, 1926.
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PREMIERE PARTIE

Sur les corps algébriques dont les nombres s’expriment
rationnellement & ’aide de racines carrées.

CHAPITRE PREMIER .

1. Envisageons le corps de nombres formé en partant des trois racines
carrées \/A, \/B et \/C—', ou A, B et C représentent trois nombres
entiers ordinaires, positifs ou négatifs et dont ancun ne contient un
facteur carré. Désignons ce corps de nombres par K (\/Z, \/E_ \/E’)
ou simplement par K.

Tout nombre w de K pourra s’écrire

w = my+ ml\/;f—l»- mz\/B+m,s\/E+m4\/AB+m5\/BC
+mgy/CA+ moy ABC.

Désignons par s le plus grand commun divisenr des trois nombres

A, B et C pris dans leur ensemble, de sorte que I'on ait
A=A's, B= B, C=0C'

ou les entiers A', B’ et C’ sont premiers entre enx dans leur ensemble.

Si 'on pose encore

(A'fB") =¢q; (BC)=r; (C[A)=p,

ol (zfy) désigne le plus grand commun diviseur de z et de y, on voit
que les trois nombres ¢, r et p sont premiers entre eux deux 2 deux,

Si I'on désigne alors par @, b et ¢ trois entiers appropriés qui dépen-
dent de A, B et C, le nombre ® peut s’écrire comme suit.

L1, w= ¢+ cl\/a.pgs + cz\/bqrs 4 c:,\/crps_-t_c,\/abrp
+esVbepg + co\cagr + e/ abes, '

expression dans laquelle les ¢; sont des nombres rationnels et o les
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produits apgs, bgrs...., abcs sont des entiers dont aucun ne contient
plus de facteur earré.
Le corps K ainsi défini est un corps algéhrique du huitiéme degré.

2. Chacun des sept radicaux \apgs, Vbgrs, \/crps, vabrp, \/bcpg_.
\/EaT;r et \/El;:.; ayant deux déterminations, nous choisirons ces
déterminations de telle maniére que lc produit des sept radicaux ait
le méme signe que le produit abepgrs.

3. Notations. Soit a un entier quelconque. Pour des:gner ceménie entier
débarrassé de ses facteurs carrés, nous écrirons @. De méme, ya dési-
gnera la racine carrée du nombre a débarrasse préalablement de ses
facteurs carrés.

Il suit de §& qu'un nombre quelconque « du corps K(\@, VB, \/E)
peut s’écrirc :

w=m, 4 m, \/Z +m, \/I_i’—|-— n, \/E+ ", m + m, ﬁi’_f
-y, V’ﬁ—}- m, VABC.

4. Permutations du corps K(\/A \/— \/C) Le corps K(\/A \/B \/—)
¢st entirement déterminé par les trois racines carrées \/A \/B al, S/E
Jes determmatlons de ees radicaux ayant éié choisies comnme il a été
dit plus haut (v. § 2).

Nous demgnerons alors par g, ]a permutation qui change VA en
—_ \/A: ce qui entraine le changement de \/G en—\/C__A, de \/AB
en —\AB et de VABC en —VABC.

, désignera la permutation qui change VB en — VB et, par suite,
ﬁ en __.\/E \/—(, en —\/_C et \/—M‘ en —\/A_BC

g, désignera la permutation qui change VC en —-\/C et, par suite,
Vﬁ €n —-\/E'_MC \/ﬁ en —\/(T—Z et \/Wen ——\/W‘

g, désignera la permutation qui change simultanément \/Z en —‘/H
et /B en —V/ B et, parsuite, {/CTA en — {/CA ét /BC en —VBC.

o, désignerala permutation qui change simultanément \/E en ——‘/]_1’
et {/C en —V/C a1, par suite, {V AB en —\/ARB ei {/CTA en — {/CA.

g, désignera la permutation qui change simultanément ‘/E en —-\/Z’
el {/ A en —y/ A et, par suite, \/=B en — /4B et \/ﬁ en —-‘/ﬁ

Enfin @, désignera la permutation qui change simultanément \/A
en — \/A VB en — VB et \JC en — \/C et, par suite, yABC en
— \/ABC.

Si Fon désigne, en outre, par ¢, la permutation identique qui ne
change aucune des déterminations des sept radicaux y/A. VB,..
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ws VABC, on voit que le nombre total des permutations du corps
K (\fA__ ) \/C) est égal au nombre total des combinaisons des trois
nombres A, B et C pris un a4 un, puis deux a deux, puis trois 4 trois ;
ce nombre est done bien

GG+ 6)-7
5. Conjugués, narme. — Soit o un nombre du corps K (A4, VB, VC).
Mettons t» sous la forme
@ = ¢, + ¢, Yapgs + ¢, Vbars + ¢, Verps 4 ¢, Vabrp + ¢, \bapg
+c, \/@—%- <, Vabes.
51 on applique au nomhre w ei-dessus les sept permutations g, @,,

wyy ®; du §4, on obtient les sept nombres
w(‘), '8,

qui sont dits les conjugués de w.

Le produit de « par ses sept conjugués est un nombre rationnel dint

la norme de w: nous écrirons
w ol @ W = N w).

Si U'on applique & tons les nombres du corps K les permmntations
@1» Pyseeey @;, ON Obtient les corps conjuguds de K. Nous les désignerons
par KW, K® . K

Les sept corps conjugués de K étant identigues & K, ee dernier eorps
est un corps normal du hoitidme degré.

6. Sous-corps. Le eorps K(\/;i, VB, \IE) ou K (\’];EJ-;: \ bars, \/%})
a sepl sous-corps quadratiques dont les bases sont

(1, Vapgs); (4, Vbgrs)y; (4, Verps); (1, Vabrp); (1, Vbepe)s
(1, oagr); (1, yabos).

Le corps K(\%, Vbgrs, \erps) a également sept sous-corps du
4¢ degrée *. Ce sont
K, (1, Vbars, vorps, \bopg); K, (1, Vapgs. yerps, yeagr);
K, (1, Vapgs. Vbgrs, Jabrp); K, (4, Verps, Jabrp, abes);
K, (1, Vapgs, Jbepg. Vabes); K, (1, Vbgrs. yeogr, abes);
K. (1. Jabrp, ybepg. Veagr).
Les indices des sous-corps £, K, ..., £, ont été choisis de telle maniére
que la permntation ¢y, d’indice 7, laisse inchangé précisément le sous-

corps K, de m&me indice.

* [Is ont été étudiés par M. E.-J. Amberg, « Uber den Korper, dessen Zahlen sich
rational aus zwei Quadratwurzeln znsammensctzens, Zurich, 1897,


file:///ibqrs
file:///labrp
file:///ibcpq
file:///jcaqr
file:///abcs
file:///fcorp
file:///fbqrs
file:///crps
file:///bqrs
file:///Jcrps
file:///bcpq
file:///lapqs
file:///crps
file:///Jbqrs
file:///iabrp
file:///crps
file:///lopqs
file:///jbcpq
file:///jbqrs
file:///Jcaqr
file:///fabcs
file:///bcpq
file:///icaqr

i 14—

1l en résulte qu’étant donné un nombre quelconque w du corps
K(JZ, VB, \/-(—3), st on applique & ce nombre w la permutation ¢;
qui transforme w en w®, le produit wa®™ est un nombre du sous-
corps K.

7. Premiére généralisation, le corps du seiziéme degré. Envisageons le
corps de nombres formé en partant de quatre racines carrées \/f_!l,
VA, ﬂ, et \/X‘, oun A, A,, A, et A, représentent quatre nombres
entiers ordinaires, positifs ou négatifs et dont aucun ne contient un
factcur carré. Désignons ce corps par K (A, V4, \/f—ls, JZ‘) ou
simplement par K.

Tout nombre w du corps K peut s’écrire

w=m,+ m; \/Z1+ My \/Ia’{' m, \/Za+m¢ \/Zl
+m A AAm VA A m, VA A A AAAm JAA 4m, VA A,
+my, \/ArAzAn +m, VA A A+ m, \/A A+ my, \/AzAaAu
+my VA A4 A,

Soit, comme plus baut {v. § 1), s le plus grand commun diviseur dcs .
quatre nombres A, A,, A, et A, pris dans leur ensemble, de sorte que
Pon ait
I 2. A =Als; A =Ap; A =Als; A =Als,

oi les entiers Al A! Alet A sont premniers entre eux dans Jeur en-

semble,

Désignons ensuite par d,, d,, d; et d, les p. g. c. d. des entiers A/,
Al, Aj et A} pris trois 3 trais, ce quon écrira
(AJAY A =d,s (AYJAYAD = dy; (A AJA) =dy; (A A A]) = 4,
o (zfy[z) signifie «le p. g. ¢. d. des nombres z, y et z pris dans leur
ensemble ».

On voit que les nombres d,, d,, d, ¢t d, sont premiers entre eux
deux a deux. On peut alors écrire, s1 Pon désigne par A], A;, A et A4
quatre facteurs appropriés qui dépendent de A, A, A, et A, mais
sans {acteur carré aucun,

1.3. Al=Addd; A= Addd,; A\=Addd,; Al=Addd,
expressions dans lesquelles les nombres AJ, A, A7 et A} sont premiers
entre eux trois & trois.

Désignons enfin par 8, 8, 3,, 8, d;, &, les pged des nombres A],
Aj, At et A% pris deux & deux, ce qu’on éerira

(AJA) =35 (AJA) =3, (A[/A) =3,
(AAD =35 (44D =13, (A5[/A]) =3,
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Les formules précédentes montrent que les nombres ¢y sont premiers
entre eux deux i deux. On peut alors écrire

b4 Al =a6,9,8,; A;=2a,3,0,0,; A= a,9,83,; A1=2ap3,3,3,,
o les @y désignent quatre nombres appropriés qui dépendent des
A; et sont premiers entre eux deux 4 deux.

On voit finalement qu'on peut écrire, en s’appuyant sur les for-
mules 1.2, ). 3 et 1. 4, '

Al :dxalazasdzdsdis
1.5 A'z = a":aladasdl d‘zda.s
o . Aa = a’zazadaedldzd4s
Aa = aaasasandldedss

On obtient alors
AlAz =a, a’zaz Bsac as d‘l dz 3 A:‘As =a, a35, aaag au d: ds

A A, =a.0a,319,33.4d.4d,; A, A, = a,a,8,0,5,9,d,d,
AzAa = azaiaxasa¢audzd¢ H A A, = aa“4azasaaaadadc

1.6, 2t

A, A, A =a a,0,08,8,3,ds; A A, A =aa,0,5,.873.ds

[t A
jTJABA4=alaﬁalala¢a dys ; :IzAs:L: 8,8,8,0,9,0,d,s

| Tt

A A, A A =ua0,a0dd,dd,.

17278

Aucun des produits 4, 4,,..., 4, A, A, A, ne contient un facteur
carré.
1l résulte de ce qui précédec que tout nombre w du corps

K (\/X, \/E \/_(,;) peut se metire sous la forme

w=¢,+6 VA, +¢, V4, + ¢, VA, + ¢, V4,
e VA e VA A Ao AR e, VAA Fo VA A +0u VA,
+ cll \/IAIAzAS + cl! \/AIAQA‘ + c]s VA]ASA‘ + cll \[AzAsAI.
+c]5 JAlAgAS a2

expression dans laquelle les nombres qui figurent sous les radicaux ont

les valeurs données par les formules 1. 5 et 1. 6.

8. Sous-corps quadratiques et sous-corps du hwitiéme degré du corps

K(\/;l:: \G—g: \/Aax \/Z:) Le corps K (\/;1—1’ \/Z;’ \/E;a \/Z) admet
2'™" —1 = 15 sous-corps quadratiques et 15 sous-carps du huiti¢me
degreé.

8. Permutations du corps K (‘/‘_4_,, @, \/Is, \/E—‘) On voit, “en

procédant comme dans le cas du corps du 8 degré (v. § 4), que le corps



— 16 —
K (VA VA, VA, VAL sdmet (§)4+ (3} (5)+(5) = 15 pesmu-

tations.
Nous les désignerons par g,, @,..... ¢,; et nous adjoindrons & ees

quinze permutations la permutation @, qui transforme le corps K en
lui-méme,

10.  Conjugués, norme. Etant dooné un nombre o du eorps
K (\[fT \EAT,, \/Aa_. \/A‘d) on appelle conjugués dew. et on représente par
w®, @) .., o0 les quinze nombres obtenus en appliquant 4 @

sueccssivement les quinze permutations @, @,,.... ¢,, du eorps
(3, VA, VA, VA, o
K (VA VA4, VA, V4,).

Le produit oenWe®.....09, du nombre o par ses quinze conju-

gués, est un nombre rationnel dit la norme de . Nous la désignerons
par N ().

Si on applique & tous les nombres du corps K les quinze permuta-
lions ¢, @,,..., @, on obtient les corps conjugués de K; nous les
désignerons par KO, K@ ., K9 lls sont identiques. Dés lors, le
corps K est un corps normal du 16¢ degreé.

11. Corps de degré 2". En partant de n racines earrées
\!Ap ‘/Az.' \/A_:n R /In
ol les A; sopt n entiers ordinaires, positifs on négatifs et dont aucun

pe conlient un factenr carré, on définit le corps K (\f‘.jl-;, \JI,. cey An)
de degrée 27,

Ce corps admet 2°—1 sous-corps quadratiques et également 2"— 1
sous-corps de degré 270,

Le eorps K (VA,,..., V/A,) admet 2" permutations Py Dyoe s
Ty, 00 m = 27, L

$i on applique & un pombre o du corps K (VA,,.... yA,) les
2"—1 permutations @, 9u,..., §,_,, on obtient les conjugués de w,
conjugués que nous désignerons par

o, @, L e ou m = 20,

Le produit wo®e®,.... w™2), du nombre ¢ par ses 2" —1 eonju-
gués, est un nombre rationnel dit la norme de w. Nous la désignerons
par N (w). . .

St I'on applique & tous les nombres du corps K (\/;1_,, \/AE,. co A
les 2"—1 permutations g,, ©y,..., Gm—y, 00 m = 27, on obtient les
corps conjugués de K ; nous les désignerons par

{1} ro(2) (m—1)
K , KEY..... K R



CHAPITRE 11

Les entiers du corps K (A, VB, VC),

1. Forme génédrale des entiers. Désignons par w un nombre supposé
entier dans le corps K (\/A_. VB, \/C), et mettone w sous la forme L 1,
Posons, pour simplifier I'écriture,

o, = apgs; o, == bgrs; a,=crps; o, = abrp; o, = bepyg;
a. == cagr; a, == abes.

1. 1.

Le nombre ¢ prend la forme
IL 2. B = C;! + ¢ \/al + ¢, @+ Cy \/6&3 +e \/a'-; + e \/&5
-k e, \faﬂ +ec, \/a_T.

Appliquons aux deux membres de l'égalité précédente les sept
permutations @, @, ..., g, (v. ch. L. 4); on obtient les conjugués de
w, savoir: o), o®, ..., @ (v.ch. L. 5).

Formons les sept nombres :

0, =0+ o®=2¢ + 2¢, \/;2-4— 2¢, \/E; + 2¢, \/;5
Q, =0+ u® = 2¢,+ 2¢, \/a,_l-l— 2¢, \/a—}- 2¢, \/a":;
Qy = o+ u® = 2, + 2¢, Va, + 2¢, Va, + 2, Va,
I1. 3. Q,=w+ w® = 2¢, + 2¢, Va, + 2¢, Va, + 2¢, Va,
Q. =0+ o®=2c,+ 2¢, Ve, + 2¢, Va, 4+ 2, ya,
Q, = v+ o = 2¢, + 2¢, \/,‘1_2_1_ Ze, \/f;t_l~ + 2¢, ‘/;'.

0, = oo = do, -+ 2e, Va, + 2, Va, + 26, Vo,

Les nambres y sont entiers dans les sous-corps du 4¢ degré dont
ils font partie, '

Désignons par \/;et \/3 deux racines carrées déterminant un corps
K (\/I \/B) du 4¢ degré, a ot b étant deux entiers ordinaires, positifs
ou négatifs, ne contenant aucun facteur carré. Tout nombre § du corps
K (\/a_,:\/a a la forme

- 0=z+yva+zyb+iyab,
ol z, y, z et tsont des nombres rationnels,
2



—_18 —

— = .
Posons encore \c == \/ab et le nombre § s’éerit

1. 4. §=a+yvatzyb4+ufle
Or, on sait * que le nombre 8 (formule 11, 4) est entier dans le corps
K (\/a__\/-b) dans les trois cas snivants :
a) Siz,y, z el tsont quatre nombres entiers ordinaires.
£} Si I'un on plusieurs des quatre nombres z, ¥, z et ¢ sont des frac-
ttons irréductibles de dénominatenr 2, les awntres étant des
entiers ordinaires.
7) Si les quatre nombres z, y, z el ¢ sont des fractions irréductibles

de dénominatenr 4.
Dans le cas y), I'hypotbése que le nombre IL 4 est entier dans le
corps K (ya, \/%) entraine les congruences
a=b=c=1 (mnod 4).
Si on apphique ee qui précéde aux nombres )y (formules II. 3), on
arrive a la conclusion suivante :
Tout entier du corps K (\[I \@, C) peut étre mis sous la forme

suivante :

N5 o= hn+h1Vapqs+h2Vbqrs+haVﬂ‘P‘+h¢\/ab?P+h V' bepa+hy Veagr+hy Vabes

to S les sept produits apgs, bgrs, ..., a‘bcs ne sont pas tous congrus
a 1 modulo 4, les k), dans l'expression I1. 5, sont des nombres entiers
ordinaires pairs. (Ils peuvent d’ailleurs, comme cas particohers, &tre
tous divisibles par 4 ou par 8). :

2¢ Si les sept produits apgs, bgrs, ..., abes sont tous congrus a 1
modulo 4, les &, sont des entiers de méme parité (en particulier, si un
seul des nomnbres hy cst impair, 1ls sont tous impairs}.

2. Forme générale des entiers du corps K (\/A_v \/A_z, - \/E:) En
procédant dans ce cas comme an § précédent, on arrive an résultat
sulvant : .

La forme générale des entiers du corps K (\/—f_l-l e \/A,,) de degré
2" est _ B .
i 6. =hu+h,~/al+h,\/a,2;+...+hm_, /s

on I'on a posé )
01§A1: angag ey %nlAn, a,‘.HEAlAa, e een
tna=AA,. . Aet m=2".

Comme pour le corps K (‘/E, VB, VC), deux eas sont & distinguer :

* Voir Amberg, op. cit., § 2.
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10 Si les nombres ay (A==1,2, ..., m—1) ne sont pas tous congrus &
1 modulo 4, tous les h;, dans Pexpression II. 6, sont des mombres
entiers ordinaires pairs,

20 8i, au contraire, les m— 1 nombres ay sont tous congrus A 1 mo-
dulo 4, les entiers hy, dans Pexpression I1, 6, sont de méme parité,

Base pEs ENTIERS nU cores K (\/:4—, \JE, \/E)

3. Nous devons distinguer les quatre cas suivants :

a) lies trois nombres 4, B et € sont congrns 4 4 modulo 4.

b) Denx des trois nombres A, B, C sont congrus 4 1 modnlo 4.
¢) Un seunl des trois nombres 4, B, € est congru 4 1 modulo 4,
d) Aucun des trois nombres A, B, € n’est congru 4 1 modulo 4.

4, Cas a. Les trois nombres A, B et C sont congrus ¢ 1 modulo 4,
Dans ce cas, on a les sept congruences suivantes :

apqs == bgrs = crps = abrp = bepg = caqr = abes = 1 (mod 4).

On voit facilement, en ontre, que 'on peut tonjours supposer satis-
faites les sept autres congruences suivantes :

pP==g=rn=pg=g=rp=prs=1 (mod 4)
Il vésulte de ces dernidres congruences que 'on a '
ps +rs +rp—3=0{(mod 8).

Désignons par w un nombre entier du corps K (\/:Z, \/E \/E)
Mettons o sous la forme II. 5,

_ hth, Vapgs+h, \/b_cp';+h3 \/c:l;-'l-k,‘ \/abrp+h5\/bcpq+hs \/c;t;'+h7 yabes
o 8

ou les hy, sont des entiers de méme parité.
Formcns le nombre

1 4+ vapgs 4 Y bgrs 4- yerps + \/abrp 4+ Vbepg + Veagr + \,/abcs

: =

Le nombre w, est entier dans le corps K (\/A, \/B, vC). On le voit
en mettant w, sons la forme

_ 4+ apgs + Vbgrs + Jabrp A+ erps  ps—1 4+ Veagr

A A 2T ) 2

rs—1 1+\'/Ea;_rp——1 1+\labcs+ps+rs+rp~—3
3 .

4 2 4 2
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Le nombre w—h,u, est done aussi entier dans le corps K {\/Z\/.E, ;/E)
et on a '

7 o, = hy—h, (b —h,) \/anS;" ...... +(h,—h,)eagqr

Or, on a vu plus haut que les entiers Fy sont de méme parité
{(v. ¢h. TI. 1). Les différences Ay — £, sont donc divisibles par 2. In
posant

hy—h, =2h; pour) =01, ..., 6,
Pégalite 11. 7 peut s’éerire

B hi+ h{\/apgs—i—h;\! bgrs+h;\/gas+h; \/r-z—br—'.};+h;\/m+h; \/c_a-q—r
w—h,w, = T .

Si Pon pose maintenant .
1+ Vapgs + Vbers + abrp 14 bers 4 vorps + Vbepg
4 P 4 :
1+ Verps 4 Japgs 4 eagr
4 b

il

uly

i

Wy

les trois nombres o, w, ¢t w, sont entiers dans les corps du 4¢ degré
dont ils font partie*.
On forme alors le nombre o — ko, — kljw, — hjw, — hjw,. Cenombre
peut s’écrire
H 4+ H apgs+H \/bars+H erps
4 B
expression dans laquelle les /; sont des entiers ordinaires. On dé-
montre que les entiers H, H , H, et H, sont pairs. Si Pon pose alors

H,=2H], pouri =0,1, 2,3,

118, w—hw—~ho—hw —hw =

le nombre 11, 8 s’¢erit L . -
Hi+ H{\/apgs + Hi\Jbgrs + Hiverps

w— by, — hjw, — Rl — h;m‘ = 5
Paosons enfin
__ L4 yerps __ 14 bgrs _ 1+ Vapgs
ma—=—"'""2—""5 EE—-_E_“; m‘EmT’

les trois nombres w,, w, et w, sont entiers dans les corps quadratiques
dont ils font partie ; par suite ils sont aussi entiers dans le carps

K (J4, VB, \/Z’) 1l en résulte que le nombre

O 2 VO L X 1)
1.9 adoos—hln ks~ —H o —Hlop~Hls, = T

2

* Voir Amberg, op. cit., § 2.
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est auss1 entier dans le corps K(\/X, \[l?, \/a ; mais le second membre

de I'égalité 11. 9 est un nombre rationuel, ¢’est donc un entier ordinaire.
Si on pose _ B
2H,=H—H!—H!—H! et o,=1,
Pégalité 11. 9 devient

w — Ty, — R, — b, — b, — Hio, — Hiw, — iy, — H o = 0
ou, si on modifie les notations,

o= hw, + ho, + hyw, + hywg + o, + by, 4+ by,

?
I1. 10. 4 by, = 2 Ry .
d=0
expression dans laquelle les )y sont des entiers ordimaires.
L’égalite I1. 10 montre que w,, w,, ..., w, forment une base des
entiers dn corps K (VA; VB, JC). Nous résumons ci-dessous les valeurs

des nombres w;
14-verps
Wy =}

w.;:’l; oy = 2 3

A+vapgs A4+ybgrs
—9—"‘: —_'2—':

1+ Vapgs+ v bgrs+abrp A+ bgrs+ Jerps+ \fbcpg; '
), = Y 7 Wy = H

)
4 & § 4 !

1L 11, - _ I
4+ erps + yapgs + \eagr
= Z :

the

. _ 14+apgs+bgrs+-Vorps+vabrp-+bepg+Jeagrt-yabes
l?_ 8 .

5. Cas b (v. § 3). Deux des trois nambres A, B, C, par exemple A et
B, sont congrus & 1 modulo 4. 11 faut distinguer deux sous-cas, sui-
vant que C est congru & 2 ou & 3 modulo 4.

Ier sous-cas. € est congru 4 2 modulo 4.
51 0n met A, B et C sous la forme
A = apgs, B = bgrs, C=crps, ona
apgs = bgrs =1 (mod 4) et crps =2 (mod 4).
On obticat, tous caleuls faits, E
11 12 apgs = bgrs =abrp =1 {mod 4}, -
C ; crps = bepg = caqgr = abes=2( » ).
2¢ sous-cas. C est congru & 3 modulo 4.
On obtient, dans ce cas,
apgs = bgrs = abrp =1 . {mod 4),
crps = bepg = cagr =abes =3 { » ).

1]. 13. g
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Eu utilisant la méthode employée dans le § précédent, on trouve

pour base des entiers du corps K (VA, VB, y/C), dans le eas des for-
mules 11, 42 et 11. 43, Ies nombres suivants :

—
o=l o —t¥epes. Ve gbq oy = \orps ;

1 2 r LI
1+ Vapgs+ y bgrs+Jahrp 14 \/3ch+ \ff—::}';--{- \/m
= A ;W= 9 ;
I1. 14,

A+ Vorps + Japgs + yeagr
_ y ,

__A+vapgs+Vbgrs+verps+- vabrpybepg-+ Veagr-yabes
: .

? =

6. Casc (v. § 3). Un seul des trois nombres A, B, C est congru a
1 modulo 4.

Supposons que I'on ait A =1 (mod 4).

1l Taut alors distinguer les sous-cas suivants :
1oB=C=2 (mod 4},
20B=2;C=3( » ),
IdB=C=3 { » )

I sous-cas : A=1; B=C=2 (mod 4).
On peut donc écrire
apgs =1 (mod 4); bgrs = crps =2 (mod 4).
Si on Iorme les produits AB, BC, CA et ABC, on constate qu'il y
a deux possibilités, savoir :
Ire possibilité .
apgs = bcpq = abes =1 (mod 4),
bgrs = crps = abrp = cagr = 2 {mod 4).
2t possibuluté : ' '

II. 15. ;

apqs = 1 ) (lﬂOd 4
11. 16. bepg = abes= 3 (. ),
bgrs =crps=abrp=cagr=2 ( » )

2 sous-cas : A=1; B=2;€C=3 (mod 4).

On obtient dans ce cas
apgs =1 {mod 4},
1. 17 bgrs=abrp=bepg=abes=2{ » ),
crps = caqr = 3 {» )
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3¢ sous-cas : A=141; B=C=23 (mod 4).
On obtient dans ce cas

apgs= bepg = abes = 1 (mod 4},

IL. 18. bgrs=crps=abrp=cagr=3( » ).

Les formules II. 15 et II1. 18 ne différent pas essentiellement des
résultats obteuus dans le eas b (formules II. 42 et I, 13). En eflet,
dans les quatre résultats résumés par les formules II. 12-13-15-18,
trois produits, déterminant un sous-corps du 4¢ degré, sont congrus &
1 module 4. 51 on répéte les caleuls qui ont permis d’obtenir une base
des entiers du corps K dans le cas b, on obtient, dans le cas
des formules 11.15 et 11,48, des résultats analogues 4 eeux des for-
mules 11, 14.

Par contre, dans le cas des formules 1I. 16 et 11, 17, un seul des
nombres de la suite apgs, bgrs, ..., abes est congru & 1 modulo 4.
Nous allons rechercher une base des entiers du corps K (\/ A, VB, \/C)
dans ce dernier cas.

7. Base des entiers du corps K (\/;1-, VB, \/E) quand un sewl nomb}'e
de la suite apgs, bgrs, .. ., abes est congru & 1 modulo 4.

Prenons comme point de départ les Tormules 11, 17*,
Désignons de nouveau par o un nombre supposé entier dans le corps

K(‘/Z \/E, V'C), et mettons w sous la forme suivante (v. ch. 11. 1):
__h 4k Vapgst+h,ybgrsth, yerpst..... +h,¢£&§
= i ,

Le nombre

I1. 49.

_ \/bgrs + abrp + bepg + \/a_b-c'.-s'
= &

est un nombre entier dans le corps K (\/Z\/E\/E) On le voit im-

médiatement en mettant o, sous la Jorme suivante :

_ 14 \/apqs ) \/bqrs-i- Vbepg ?5—1 Vabrp — 94—1 Vabes.

En conduisaut alors le calenl comme au § & de e chapitre, on voit
gue les nombres suivants forment une base du corps K (\/— VB, \/C)

* Les formules 11, 16 donneraient une base analogue.
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w,=1;
lapgs S —
w,=1'—:‘_—:\2-—£zg—q; w, = Verps ; w, = \/bgrs ;
\fabrp qurv vabrp + ybepyg
.= By = memm———— %
1. 20. 2

§

1+ Vapgs + yerps 4 \/;':13;_
= 7 ;

_ bgrs + Vabrp + \fbcpg 4 Jabes
T 4 .

8. Cas d (v. § 3). Aucun des trois nombres A, B, C n’est congru d
1 modulo 4.
L’examen de ce dernier cas n’apporte auenne possibilité nouvelle.

9. En résumeé, si tous les nombres de Ia suite
1L 21, apgs, bgrs, ..., abes

sont congrus & 1 modulo 4,Ja base des entiers du corps K (\/2—, \[E \/Z‘)
est donnée par les formules 11 11, -
Si treis nombres de la suite 11. 21 sont congrus & 4 modulo 4, la
base des entiers est donnée par les formules IT. 14.
. Enfin, si un seul des nombres de la snite 11. 21 est congru & 4 modulo
4, la base des entiers ¢st donnée par les formules 11. 20,

10. Remarque sur les dénominateurs des « entiers». On sait que dans
le corps quadratique K (\/A) les ¢ entiers » ont pour dénominateur 1

ou 2. lls ont en effet V'une des formes h, + A, \/f_l ou }i“--_-‘——;iﬂ, ol
hy et b, sont des nombres entiers ordma]res

M. Amberg a montré que dans le corps dn 4¢ degré K (\/A \/_) les
dénominateurs des « enticrs » peuvent &tre 1, 2 ou 4.

L’étude qui précéde prouve que dans le corps du 8° degré

(s/_ \/_- \/-) les dénominatenrs des «entiers » peuvent &tre I'un
des nombres 1, 2, 4 ou 8. o

Enfn,la formn]e I1. 6 montre que dans le corps K (Al,\/A.,, . /I)
de degré 2", les dénominateurs des «entiers» peuvent prendre 1'une
des valeurs1 2,25, 2%, ..., 2%
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CHAPITRE 111

Le discriminant et la forme fondamentale du corps

K, ..., V&),

1. Désignons par e, o, «.v, tmy, 00 m=2", une base des entiers
du corps K (\/Al, cee, \/A ) On appelle discriminant de ce corps, et
Pon représente par D, I'expression

W 5 (A By, ceay Uhm—y 2
W, @, @, .l
L 1. D= | o, P, o, ..., wﬁ,ﬁ’__l
Wi, WD, W™, L W
dans laquelle m(U mfﬂ) ey co(m"l) sont les conjugués de w,

(2=04, ..., m——i) Le dlscrlmmant D est un nombre entier ordi-
naire *

2. Pour calculer le discriminant D du corps K (\/A_v RPN \/Zl),
nous utiliserons la propriété connue suivante :
Seoient deux systémes de r nombres, tons tirés d’un méme corps
algébrique,
By fhay ooos fir

Vip Vg ey Ve

* Voir par exemple, D. Hithert, ch. TV,
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. liés entre eux par le systéme suivant de r équations :

Py = Cavi T v - oo Creur
I 2. P2 = Coavy T Copve 4.+ Cap¥r

Pr=CraviF Cravet oo T Groun
Si I'on désigne alors par D, le discriminant relatif aux u et par D,
le discriminant relatif aux v, on a la relation suivante :
111. 3. c DF=A’.D,,

A élant le déterminant des c,;.

CALCHL DU DISCRIMINANT DU CORPS K(s/I, \/t?, \/5)

3. Nous distinguerons trois cas correspondant aux trois bases des
entiers du corps (v. formules II. 11, I1. 14 et II. 20).

I7 cas. La base des entiers du corps K (\/Z,_ VB, \/E’) est donnée par
les formules 11. 11.

Posons
0La =1 w=Vapgs; v,=\bgrs; v,=Vorps; v,=abrp;
v=vbopg; v,= \/CWIF; v, = yabes.

Posons encore, en vertu des formules II. 11 :.

.‘*1-—%”04‘%’:
wmb,  4h,
mé%vu +%~J.

[Il. 5. P'.ag%vu-l'-%v]—*_%v;’ +%u‘
S B
P‘sgé‘#o'*‘%”. +%~3 | +_§va
u7§%vn-}-%vi—i—%vri-%vg-!-évul—%vs—i-%vn-l-%v,
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Si 'on forme le discriminant D relatil aux y; (v. formules III. 1 et
IlL. 4), on ebtient
111. 6. D, = 16° (abepgrs)*.

D’antre part, le déterminant A des coeflicients des v, dans les
ggalités I11. 5, a pour valeur

1 1

111. 7, A= -

La formule 111 3 donne, si 'on tient compte des formules III. 6
et III 7,

II1. 8. - D =D, = {abepgrs)*.

2¢ cas. La base des entiers du corps K (\/}T, \[E, \/a est donnée por
los formules 11. 14. '

Par un calcul analogue & celui que nons venons de faire, on obtient
dans ce cas, ponr le discriminant I} du corps K (\/A, VB, \/C'),

I11. 9. D = 16® (abepgrs)".

3¢ cas, La base des entiers du corps K (\/21", \/E, \fé) est donnée par
les formules 11. 20.
On obticnt dans ce cas, par un caleul analogue, pour le discriminant

D du corps K (V4, VB, {C),
1. 10. D = 16® (abepgrs)t.

4. Relation entre le discriminant du corps K(\/Z, \/E, \/E) et les
discriminants des sous-corps quadratiques*.

On sait ** que le discriminant du corps quadratique K (\/; est
D =m quand m=1 (mod 4) et D = 4m quand m==1 (mod 4).
Appliquons cela dans les trois cas du § précédent.

1= eas. La base des entiers du corps K (JZ, \n"E, \/E) est donnée par |
los formules I11. 11,

On a vu {v. ch. 11, 4) que, dans ce cas, les sept nombres de la suite

1. 11, apygs, bqrs, crps, abrp, bepy, cagr, abes
sont tous congrus & 1 wnodulo 4. 1l résulte de la que les discriminants

* Le corps K (\/Z, ‘V’E, ‘VE) sera désigné, dans la snite de ce chapitre, par. K.
** Voir Sommer, « Introduction 4 la théorie des nombres algébriquess, p. 24,
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des sept sous-corps quadratiques K (\/apqs) K \qurs') oK (\/M)
ont respectivement pour valeur
D, =apgs, D, == bgrs, ..., D7 = abes.

L¢ produit des sept discriminants D, D,, ..., D, est done
DD, ... .D, = (abepgrs)*.

En vertu de la formule I11. 8, qut donne le discriminant D du corps

K (\/fT \/E, \/(—3), onh peut é&crire

D =D.D, ....D,

2¢ cas. La base des entiers du corps K (\/_ VB, \/E) est donnce par
les formules 11. 14.

On a vu au ch, I, 5 que trois nombres de Ia suite IIIL. 11 sont con-
grus & 1 modulo 4. Nons supposerons que I'on a

apgs = bgrs = abrp = 1 (mod 4).
Les trois discriminants des corps quadrathues K (\/apqs) (\/bqrs)

et K (\fabrp) étant désignés respectivement par D, D, et D, on pent

cerire :
D, =apgs; D, =0bgs; D, =abrp.

Les disecriminants des quatre autres sous-corps quadratigues étant
désignés par D, D, D, et D,, ov a
D, =4erps
On déduit de la

=4bepg; D, =4cagr; D, =4abes.

5

DD, . ....D, =16 (abcpgrs)'.
On a, par suite, en vertu de la formulc 111, 9,
D=DD,.....D,

3¢ cas. Lo base des entiers du corps K( \/I, \/}?, \/E') est donnede par

les formules 11, 20.
Un senl des nombres de la suite 111, 11 est congru a 1 modulo 4.

Nous supposerons, pour fixer les 1décs, que apgs =1 (mod 4). 8i D,
désigne le discriminant du sous-corps quadratique K(‘/apqs) on a

D, = apgs.
Les six autres discriminants des sous- corps quadratiques étant dé-
signés par D, . D, on peut écrire

D,=4dbgrs; D, =4berps; D, =dabrp;, D, =4bepy;
Dy =bcagr; D, =4abes.
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On a, par suite,
D.D,. ... .D, =16%(abcpgrs)*
et, en vertu de la formule 111, 10,
D=DD,....D
On peut done énoncer le

Trtonine, Le discriminant D du corps K (4, VB, \/E') est egal
aw produit des discriminants des sepl sous-corps quadratiques.

7

LA FOMME FONDAMENTALE NU CORPS K(\fAl, VA, .., VAL,

5. Désignons par p,, o), Lo Wyey, OU m==2", une base des euntiers du
corps K (VA,. ..., VA,) de degré 2"

Sotent, d’autre part, m quantités u,, u, ..., Un_, que nous laisse-
rons indéterminées,

Posons
II. 12, {=own, ol o+ o Fom Un.

La forme £ est dite la forme fondamentale du corps K (\/2—1, e, \/;!—,,)
Sotent I®), E®,  , Em—1)les eonjugués de £ (v. eh, L. 5}; la forme
fondamentale satisfait & I’équation suivante, de degré m en = :

1. 13. (z—E)(x—fW}., ... (z—E1) =0,
Cette équation est dite I'édguation fondamentale du corps
K (\[‘4_1 ey \/A_ﬂ)‘
La norme d’un nombre du corps K (;/A_l, RN \/A_,,) (v. ch. 1. 5 et

11) étant le produit de ce nombre par ses m—1 conjugués, on pent
écrire I'équation fondamentale 111. 13 comme suit :

MI. 14. Niz—& =0

o N désigne la norme et oi z est dit la variable de U'dguation. Le

nombre 1 fatsant partie du corps K(\/A_l, ceey YAs), on peut écrire

1 =ayw,+a,0,+ ...+ @Gmyim_y,
d’of .
(z—E8) =(ag—u)ow, +laz—u)w, + ... 4 (@GnaaZ — Un_1) Om—r

m—1
3\

=), (mz—mm;,
J=0
Posons encore

ar—u =, pourr=0,1 2, ..., m—1.



— 80 —
L’équation fondamentale 111. 14 s’éerit alors

N(pu(“’n +f’]&)i _l_ . + (l)lm.._](ﬁm—]) == 0
ou '
HL1s NV, 4+ VA, +V, VA4, +..
e+ VWA A, A =0,

expression dans laquelle les V5 sont des fonctions linéairds des vy,

6. Application au corps K\ A, VB, \/—) Lequatlon fondamentale
111. 15 prend la forme

NV, +V A+ VB4V JC+ v‘\fm? + VVBC
+ VCA+ VNABC) = 0, -
ou
’ N(V 4V \/apqs +V, \/bgrs—l— V \Jerps +V \/aﬁrp
I111. 18. :
+ V, \fbcpq + V Veagr + V,\/abcs) = {0
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CHAPITRE 1V

Décomposition des nombres rationnels en facteurs idéaux.

1. Envisageons un nombre premier rationnel .

Pour décomposer I'idéal principal rationnel () en facteurs idéaux
du corps K (\/A \/_ \/—) nous ferons usage des deux théoréemes
connus suivants *

I. Soit yp un Ldeal premier diviseur de () el de degré f; on peut tou-
jours construire une fonetion Il {z; u,, u,, ..., uy) de degré { en =, irre-
ductible suivant 1 et qui, lorsqu’on y remplace x par la forme fondamen-
tale £ (v. ch. 111), a les propriétés suivantes: les coeffictents des putssances
et des produils des u,, u,, ..., u, dans cetle Jonction sont tous divisibles
‘par p et ne le sont pas parp®; en outre ils ne sent pas tous divisibles
par un idéal premier différent de p et diviseur de ().

11, Si (), décomposé en facteurs premiers idéauz, donne

(m)=pp"”. ...
on a, pour le premier membre de 'équation fondamentale,
N=IIII"". ... (mod 7)
ou IT, TI', ... représenient certaines fonctions, irréductibles suivant m,
dex;u,u, ..., u,; depluson peut peser
 N=TII1"”. ... 4+=G
ot G est une fonction entiére & coefficients entiers, fonction contenant les

variables x; u,, u,, ..., Un, et qui Rest divisible. suivant T par aucune
des fanctions weduct:bies n I,

2. Application au corps K (\/I, \/B, \/E) Nous distinguerons les
deux cas suivants :
1T ¢gs.  est un nombre premier impair.
22 cas. 7 est égal 4 2.

* Dans tout ce chapitre, K désignera toujours le corps K (‘V-j_, VE, VE)
** Voir D, Hilbert, op. cit,, ch, IV,
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CAS ol 7w EST UN NOMBUE PREMIER IMPAIA,

3. Il faut distinguer deux sous-eas :

Scus-cas a. Aucun des nombres a, b, ¢, p, g, r, s n'est divisible 'par

n (v. ch. I, 1).

Sous-cas {3 L’un des nombres de la suite a, b, ¢, p, q, r. & est divi-
sible par 7 *

4. Sous-cas o. Aucun des nombres a, b, ¢, p, q, r, s n'est divistble par «.
1’équation fondamentale du corps K (\/A \/-— \C) est la suivante
(v. formule 1. 16)

N (Iz’u + V,Vapgs+ V, Vbgrs+ V, \/crps + Vv, \/abrp
+ V \bepg +V, \/caqr—|- V. \/a‘bcs) =0
dans laquelle les ¥ ont les valeurs indiquées au chap. lII, et ot N

désigne la morme. Le premier membre de Pégalité IV. 1 est done le
produit de huit facteurs se déduisant de V,+ V, vapgs + ... +V, Vabes

IV. 1.

4 l'aide des permutations g, ¢,, ..., 9, (v ch. I, 4).
Le dénominateur du premier membre de 1V. 1 est une puissanec de
2. Cela résulte du fait que les entiers w,, @, ..., t1;, qui constituent

14 base des entiers du eorps K, ont pour dénominateurs des puissances
de 2 (v. formules Il. 11-14-20). Comme, d’autre part, = est supposé
impair, on peut, dans Ja décomposition du premier membre de équa-
tion fondamentale, faire ahstraetion de ee dénominateur.

Nous désignerons le premier membre de I’équation fondamentale 1V, 1
par N et nous ’écrirons sous la forme

v. 2. N=FF, ....F,

expression dans Jaquelle on a

=V 4V, Vapgs+ V, \/EE;—F Voverps4+ V, abr;}

V. 2a.
a 4+ V,Vbepg+ V \cagr 4+ V, abes
et ou Fy, ..., F, se dédwisent de F al'aide des permutations @, ..., ..

En ¢e qui concerne les sept nombres de 1a suite
Iv. 3. apgs, bars, crps, abrp, bepq, cagr, abes,

il est faeile de se rendre compte que les deux seules possnblhtes sui-
vantes peuvent se présenter:
1° ou bien les sept nombres de la suite IV, 3 sont résidus quadra-
tiques de 7 ;

* Les nombres a, b, ¢, p, ¢, r et s sont premiers entre eux deux i deux (v. ch. I, 1),
de sorte qu'un seul d’entre eux peut étrc divisible par m.
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2° ou bien trais nombres de la suite IV. 3 sont résidus quadratiques
. de 7 ; en outre, ees trois nombres forment la base de 'nn des
sous-eorps du 4¢ degré (v. ch. I, 6).
Nous allons étudier séparément ces deux possibilités.

5. — 10 Les sept nombres de la suite IV, 3 sont résidus quadratiques
de w. Il existe alors sept nombres p,, p,, ..., p, tels que
apgs=p? (mod w); bgrs =p? (mod =);
IV 4 crps =gt (mod 7t);  abrp=p? (mod 7);
bepg=pt (mod m); cagr =gt (mod m);
abes =pt (mod =).

L’égal'ité IV. 2a peut alors s’éerire, modulo m,
V.5, F=V, +V e+ Vo, + Vo, + Ve + Ve + VGPB+ V.p, (mod m).
Par I'emploi des permutatious g@,. ..., p,, on obtient les autres fac-
teurs F, ..., F, de Pégalité IV. 2. Il résulte alors des- théorémes rap-

pelés en téte de ce chapitre que I'idéal (7) se déeompose, dans ce cas,
en un produit de huit factenrs idéaux premiers, et I'on a

IV. 6. {z) = pp, ... p,. (1déaux du 1°T degré).
Ou peut poser eun outre
p — id !71', Fl
ou I a la valeur IV, b et I'on a, en outre,
p,=id |m Fy} pourt=1,2, ..., 7.
51 on désigue par D,, D,, ..., D, les diseriminants des sept sous-
corps quadratiques de K(;/;l_, \fE, \/E), il résulte des hypothéses
faites sur les nombres apgs, ..., abcs que les sept discriminants Dy

sont résidus quadratiqnes de . Désignons par (;) le symbole de Le-

gendre, o0 z désigne un eutier ordinaire. Ce symbole est, par définition,
égal a4 41 quand z 'est résidu quadratique de m, égald — 1 quand =
est non résida et, enfin, égal 4 zéro quand z est divisible par &

La formule IV. 6 eorrespond an cas

()-8 ()

20 Trois des nombres de la suite IV. 3 sont résidus quadratiques
de n. Nous savons que les trois nomhres de la suite 1V, 3 qui sont
résidus quadratiques de m déterminent un des sous-corps du 4¢ degré.

3
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Suppesons qu’il s’agissc du sous-corps K| (\/ bgrs, \/;“}.J:, \/bcpg)

(v. ch. 1, 6). 1l existc done irois nombres entiers ordinairces p,, p, et

p, tels que les congruences suivantes sont satisfartes :

V.7 bgrs=p? (mod 7); erps =g (mod r); bepg=p? (mod ). .
Reprenons le premier membre de I’équation fondamentale sous la

forme 1V. 2,

IV. 8. N=FFF, ... F,

F| se déduisant d¢ F a l'aide de Ja permutation g, le produit IF,
fait partic du sous-corps K, (v. cb. 1. 6), on peut donc écrire

Iv. 9. FF =A +A, \/BFS‘—'—A Verps + A, Vbepg
expression dans laquelle les Ay sont des fonctmns des quantités V. qui
figurent dans I’expression 1V, 5,

Posons

I =F.

" Les produits des six facteurs F,, ..., F, de 'é¢galiré IV, 8, pris deux
& deux de fagon convenable, donrent les conjugués de F' dans le sous-
corps K. Désignons ces conjugués par Fi, ¥jct Fy. L’égabté 1V. 8
devient

IV. 10. N F' F. F! Fi.

Dans cette derniére égalité, F' a la valeur IV, 9 et peut s’écrire
modulo 7 en vertu des eongrnences 1V. 7,

F'EA0+AIP1+A2P2+A3P3 (mOd 7:).

1l résulte alars de 'égalité IV, 10 et des théorémes rappelés au début
de ce ehapitre que I'on a

v, 11 (n) = pp,p,p, (idéaux du 2¢ degré)
ot p=id }x, F'{

et oh P, p, et p, se dédnisent de p & Paide des permutations g;.
Si alors D,, D, et D, désignent respectivement les discriminants des

Lrois sOUS Corps quadrahques K(\/bgrs) f\(\fcrps) et I\(\/bcp et

D,, D, D, et D, les discriminants des quatre autres sous-corps qua-

dratiques, on a (%)=(%)=(%):+1
()-(2)-()-(2)-
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6. Sous-cas B (v. § 3). Un et un seul des nombres de la suite a, b, ¢,
P, ¢, 1, s est divisible par 7.

Supposons que l'on ait  a =o (mod n}. On en déduit

apgs == abrp == caqr = abes = o (mod =) mais
bgrs =& o, crps = o, bepg 55 o (mod 7).

51 Pon forme les huit facteurs F, F,, ..., F, du premier membre
de 'équation fondamentale (formule IV, 2), on voit que ces huit fae-
Leurs sont égaux deux & denx modulo =, et on peut écrire

V. 12, N=FF,F;F; (mod z).

10 Si les trois nombres bgrs, erps et bepg sont tous les trois résidus
quadratiques de =, il existe trois nombres g, p, et p, tels que

bgrs==p? (mod = ); crps==g} (mod =); bepg=g} (mod =).

Le facteur F s’écrit alors, mod = (v. formule 1V, 2a),
V.13, F=V,+V,0,+V,0+ V,p, (mod 7)
et les facteurs I, F et F se dédwisent de F 4 I'aide des permutationsg;

En vertu des théorémes rappelés au début de ce chapitre et de ’éga-
lité 1V, 12, I'’déal (x) se décompose comme swit :
1V. 14, (m) = pep? p2 pe (idéaux du 1¢F degré)

ot p=idix F|, Fayantla valeur IV, 13.
Si D, D, et 7, désignent les discriminants des trois sous-corps qua-

dratiques K (Vbgrs), K (Verps) ev K (ybepg) on a, dans ce eas,
(B)-(3)-(3)-+
3 & n
(2)-G)-()=F)=°
AT T 7 =

20 Si, au contraire, un seul des trois nombres bgrs, erps et bepg, par
exemple crps, est résidu quadratique de x, le premier membre de
Péquation fondamentale IV. 2 peut s’écrire
IV.15. N=({A,+Ap{4,— 4" (med )
oit I'on a posé

A = Vi— Vibgrs 4 Vierps — Vibepg
A1§2 (Vo V:a"'_ V: Vbbg)
et o0 g satisfait & la congruence crps = ¢* (mod ).
La formule 1V. 15 montre que I'idéal (n) se décompose comme suit :

IV.16. (z)=[idr, 4 4 A4,p]]* [id Ir, 4,— A p{]? (idéanx du 2¢ degré).
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D
En outre, dans ee cas, quatre symboles (—)' sont nuls, deux sont

AT

égaux 4 —1 et un seul symbole est égal & +1.

7. DicomposITiON D'UN NOMBRE PREMIER IMPAIR 17 DANS LE CORPS

K(VA, VA, ..., V&)

Les nombres A, A,, ..., 4,, A4, ..., A 4,4, ..., A A, A,
peuvent se mettre sous la forme
V. 17

ay P AP, dD AP, dW di... dade. L dn gD,

expression dans laquelle les nombres a), d{® et s sont premiers entre
eux deux & deux. 1l y a done ‘deux cas possibles, suivant qu'aucun
des nombres a;, d, s n’est divisthle par = ou que, au contraire, un
et un seul de ces nombres est divisible par .

8. I°T cas. Aucun des nombres ay, d), s n’est divisible par .

Tutonrime. — Etant donné le corps K (\/1—'11_ VA,,.... \/Eﬂ)_rml que

les 2n—1 nombres

V.18, A, Ag..., Ay BAg..., A, Aby..., AA,. A,

ont la forme IV, 17, les deuz possibilités suivantes peuvent seules se
présenter

Ire possibilité. Les 2*—1 nombres de la suite 1V. 18 sont résidus qua-
dratiques de n.

. 22 possibilité. 2n——1 nombres de la suite I'V. 18 sont résidus quadra-
tidiques de = et 271 nombres de la méme suite sont non réstdus.

Esquisse de la démonstration. 1l est tout d’abord évident qu’au lieu
q q

. e .
de raisonner sur le nombre A A,... A, (1< s« n), on peut rai-
sonner sur le nombre A A,. ... A, puisque ecs deux nombres sont

les mémes 4 un facteur carré prés.

10 Si les n nombres 4,, ..., A, sont tous résidus quadratiques de
7, les 27—1 nombres de Ia suite 1V, 18 sont évidemment tous résidus
quadratiques de 7.

29 51 un et un seul des nombres A,, ..., A,, par exemple A, est
non-résidu quadratique de &, on peut dénombrer comme suit le nommbre
des non-résidus de la suite 1V, 18



Parmi les nombres A4,, lya 1 non-résidu,
» » » A4, dlyan—1= (n N 1) non-résidus,
» » » A, 4,4, lya (n E 1) non-résidus,

et ainsi de suite.
Le tatal des non-résidus de la suite 1V, 18 est alors

1+(”Iﬂ+(mgg+.”+1=mﬂ
" 30 8i deux des nombres A, A, .., A, sont non-résidus quadra-
tiques de =, il ya :

parmi les nombres A4,, 2 non-résidus,
» » ) A A, 2(n -2} » )
» » » A A4, (n—2)(n—3) » »
ete...

On trouve, pour le nombre total des non-résidus de la suite 1V, 18,

(n— 2)(n — 3){n — 4)

24 2(n—2) + (n — 2) (n—3) + -
{n — 2} {(n — 3){n — 4){n —b) (n—2)(n—3).. .{n—k)
+ 3.4 Tt 34...—1)
(n—2){n—3)...3.2.4
teet Ty YT
La démonstration se fait de la méme mamére lorsque 3,4,...,n

nombres de la snite 4, 4,, ..., 4, sont non résidus quadratiques de
7. 1 y a done” 2%~ —1 résidus.

Dans la premiére possibilité, ¢’est-a-dire quand les 2 — 1 nombres
de la suite IV.18 sont résidus quadratiques de «, I'idéal (z) admet, dans

le corps K (\/I, ceny \/_4—,,), la décomposition suivante :

(F)=0b,b, eo. Py ol m= 2,

les idéaux p, étant des idéaux du 1°f degré.
Si on désigne par Dh(2 = 1,2, ..., m — 1} les discriminants des
I» —1 = m— 1 sous-corps quadratiques, on a, dans cc cas,

B)-()(2) - - ()

Dans la deuxitme possibilite, soit lorsque 2°'—1 nombres de la

K



suite 1V.48 sont résidus quadratiques de r, I'idéal (rr) se décompose
comme suit :

(ﬂ) =PpPp,... pr_n_r ol mz=2"
3

]

les 1déaux py étant, cette fois, du second degré.

D
En outre, 2"t —1 symboles (——)‘) sout égaux & + 1 et 2"~! sym.
T

boles sont égaux a — 1.

9. 2¢ cas. Un et un seul des nombres a;, d, s est divisible par =

Dans ce cas, 2" symboles (&) sont nuls.

I

10 Si alors les 21— 1symboles (&) qui sont 20 sont éganx A
kol

"

+1, I'idéal (n) se décompose comme suit :

@=pp o..ow.
——1

2

ol m=2" et ol les p) sont des idéaux du premier degré.
20 Si, 27—1 symboles (%) étant nuls, 27—2.— 1 symboles sont égaux

a-+1 et 27— symboles sont égaux 4 —1, la déeomposition de 1'idéal
() est la suivante:

(m)=yprp* ... P 1
ot p, p,,... sont des idéaux du second degré.
Il n’y a pas d’autre possibilité,

10, ‘ Cas DE = = 2.

Nous nous bornerons au cas du corps K (\/I, VB, \/t') que nous dési-
gnerous par K. Il y a lieu d¢ distinguer trois cas suivant la formie de la
base des entiers du corps K. (Voir ch. I, lormnles IL 11, I1. 14 et 1. 20).

1er cas. La base des entiers est donnée par les farmules 11. 11
Dans ee cas, les sept nombres de la suite

Iv. 19, apgs, bgrs, erps, abrp, bepg, caqr, abes

sont congrus & 1 modulo 4.

Le dénominateur commun des nombres e, @, ». ., », qui lorment la
base des entiers du corps K (formules 1,11} est 22 = B. Le dénomina-
teur du premier membre N del'équation fondamentale (v. ch. IT1, 5 et 6)
est 2¥. Si nous multiplions par 2% les deux membres de Péquation



— 39 —
Iondamentale N =0 (v. formules 1V.2 et 1V.2a), nous devrons opérer
la déeomposition de N modulo 2%,
11 n’y a alors que deux cas possibles :
10 Les sept produits 1V .19 sont résidus quadratiques de 2%,
20 T'rois seulement des produits 1V . 19 sont résidus quadratiques de 2%,
10 Daus ce cas, il existe sept nombres p, ..., p, tels que les con-
gruences suivantes sont satisfaites :
IV.20. apgs==g} (mod 2%); bgrs=(t (mod 2%); ...... ;
abes =gt (mod 2%).
l.e premier membre de 1’équation Jondamentale (formule 1V.2) peut
s’écrire, modulo 2,

N=F'F\F, ..... Fy,
I'accent rappelant que I'on a mu]tiplié par 22, On a (v. formule 1V. 2a)
F' = Vi+ Vi Vapgs + ViVbars+ ... + V} Vabes,
Fi. ..., F} se déduisant de F' 4 l'aide des permutations ¢, ..., 9,.
1.’idéal (2) se décompose comme suit, dans ce cas :
2)=1pp, ... p, (idéal.lx du 1er degre)

ot I'on a p=id}2, F'|. :

Désignons par (%) le symbole de Legendre généralisé, symbole

déefim eomme suit :

(21)= +1 quand Dy=1 (mod 8)

2 .
(%Z):—-—il quand Dy=—1 ou ==3 (mod 8)
(]-)2—))=0 quand Dl'EO ou =12 ou =4 (mod 8).

"~ On voit qu’on a, daus le cas ci-dessus,

(3)-8)-(3)-)- ()~

20 Tyrois symbeles sont égaux 4 + 1 et les quatre autres sont
égaux & — 1. En effet, les sept produits de la suite IV. 19 étant congrus
4 1 modulo 4, ces sept produits sont des nombres impairs.

La décomposition de l'idéal (2) est alors la suivante:

(2) = p p]_ pg pa:

expression dans laquelle p, ..., p, sont des idéaux du second degre.
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28 cas : La base est donnée par les formules 11.14 ou 11.20. Dans ces
deux cas, quatre nombres delasuite IV, 19 sont incongrus & 1 modulo 4.

D
1l en résulte que quatre au moins des symboles (T)) sont nuls.

Les différentes possibihtés suivantes peuvent alors se présenter:

D, . D,
a) Quatre symboles 7 sont nuls, trois symboles < ) sont
égaux a + 1.

D-
b) Quatre symboles (?A) soni nuls, un symbele est égal & +1
et deux symboles sont égaux & — 1.

c¢) Six symboles sont nuls, un symbole est égal & + 1.
d) Six symboles sont nuls, un symbole est ‘égal & —- 1.

Aprés discussion de ces possibilités, on peut établir le tableau suivant
qui résume toute la discussion précédente :

14. Soit = un nombre premier queleconque et solent d’autre part
D,, D,, ..., D, les diseriminants des sept sous-corps quadratiques

du corps K (\/;l—, \/E, \/E) L'idéal (), dans ce corps K, se décompose
conformément au tableau ei-aprés :

1. Lessept symboles (D*) sont égauxa +1. (7)) = pp,..py (idéaux du 1°F degré).

9 } Trois symbuoles sont égaux & +1

E (7) = pp1Daps (idéaux du 2 degré},
»o»n—1

Quatre » ( )
(133) sont égaux og
)

3. ? Quatre symboles {x) = p’pipip? (idéaux du 1er degré).

E
Trois » » » o +41

Iv. 21, D
Quatre symhaoles ( A

=
4 Denx . » »
Un symbaole )

sont ¢gaux i 0
(r) = ptp! {idéaux du 2¢ degl.-é}.

3 2 »—1

est égal » 41

: D; .
5 g Six symboles (?) sont égauxa 0 g (7} = p*pt  (idéaux du 1 degré).
Un symbole » est égal a+41!

. . Dy . ,
5. 3 Six symbaoles (-;) gont é¢gauxa 0 % (m) = p* {idéal du 2¢ degré).
Un symbole »  est égal a—1

Ce tableau épuise toutes les possibilités.



CHAPITRE V

Les unités du corps K (A, /B, \C)*.

1. Pimsimon. Une unité du corps K est un nombre ¢, entier dans
. 1 .
le ecorps K, et dont le réciproque — est un nombre entier dans le méme
P :

corps. On démontre que !la norme d'une unité est -+ 1 ou — 1 et que,
réciproquement, s1 la norme dun entier du corps K est -+ 1 ou — 1,
cet entier est une unité du corps K.

Le corps des nombres rationnels ne contient que les deux unités
+ 1 et — 1, Le carps K(\/:T) contient les quatre unités + 1, — 1,

+i, — i oni=—1.

Le corps K(\/— 3) conlient les six unités suivantes :

1+V—3 1+V—3 1-—V-—3 1—y—3
-1, S, - )

Tout eorps quadratiqueimaginaire antre que K (\/:—I) et K (\/:—3)
n’a que deux unités 4 1 et — 1,

Dans chaque corps quadratique réel K(\/r—n), avec m™>0, 11y a une
infinité d'unités différentes de == 1 ct parmi celles-1i 1l y a une unité
fondamentale ¢ telle que |e| >>1 et que toute autre unité de ce corps
puisse étre mise sous la forme 3= ¢2, o 'exposant a cst un entier ration-
nel, positif ou négatif **.

. Pour un corps algébrique de degré quelconque, le nombre des unités

* Le corps K( VI VE 1/6) sera désigng, dans ce chapitre, par K,
** Voir Sommer, op. cit. § 22
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fondamentales est déterminé par le théoréme de Dmchlet quwmt,
théoréme dont nons ferons usage dans ce qut suivra *

TutoréMe pe Diricuier. Soit K un corps de degré m; si parmi
les corps conjugués K = KW, K® ... K™ iy ar corps réels e
m—

2 .
un systéme de r=r +r, — 1 unitds ¢, ¢,, ..., z, dites unités fonda-
mentales, telles que toute autre unité ¢ du corps K puisse se mettre sous
la forme

lh

r L Lo .
r, L couples de corps tmaginaires conjugués, le corps K conttent

= M B L, r
£ 'D.. ia . Er

et cela d’une seule maniire, les a, a,, ..., o, élant des entiers ordinaires
et p une racine de l'unité contenue dans K.

2. On a, pour le corps K (\/_47, R \/A—,,) de degré 2%, le théoréine

siva nt:

TunkoriME. — Le corps K (\/A \/A) de degre 2, contient
277! —1 unités fondamentales si I'un au moins des radicouz VA, est

imaginaire, et 2" — 1 unités jondasmentales si les n radicauz \A; sont
tous réels.
Ce théoréme résulte immédiatement du théoréme de Dirichlet.

3. Cororrane. Le corps K(\/Z— VB, \/(_;') admet, en vertu du théo-
réme précédent, trois unités fondamentales si Uun au moins des trois

radicauz 4, VB, JC est maginaire, et sept unitds fondamentales st les.
trois radicauz VI 4, \/B VC sont réels.

Cas ot LE conps K(\ ;/B \/C) NE CONTIENT QUE TRO1S UNITES
FONDAMENTALES ET LES HACINES pE r'uniTé + 1 et — 0.**

4. L’une an moins des quantités V’E, _\/Eet \/Eest complexe. Un ct un
seul sous-corps du 42 degré (v.chap. 1.6} est réel. Cela résulte de lafagon
méme dont ces sous-corps sont formés, Nous supposerons, pour fixer les
id ées, que lesons-corps réel est K, dontla baseest [1 Vhgrs. \/crps \/b(‘pq]
{(v. e¢h. 1. 6). Les trois sous-corps quadratiques K (\@) K (v crps)
et K (\fbcpq) étant réels, ils admettent chacun nne et une senle umté
fondamentale (v. § 1 de ce chap.). Désignons par ¢, 'unité fondamen-
talede K (\/bgrs) par ¢, celle de K (\/crps) et par g, celle de K (\/bcpg)

* Voir D. Hitbert, op. cit. p. 44.
** Veir ch. VII le cas ol le corps K contient encore d’autres racines de Punité.
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Le corps K, (y/bgrs, s/a);) admet trois unités fondamentales que nous
dcsxgnerons par x,, %, et z,. Enfin {,. Z, et £ serout trois unités fon-
damentales du corps envisagé K (\,/4 \/B \/C)

5. PnosLitmE. — Connaissant les trois unités fondamentalese . <, 26te des
sous-corps quadratiques réels K (\/bgﬂ') K (\/crps) et K (\[1—)_(:; ainst que
trois unités fondamentales v, v, et v, du sous-corps réel K (\/ bgrs, \/ crps)
du 4° degré, trouver trots umtes fondamentales ¥, ¢, et ¢, du corps
K (\/— \/B \/C)

Pour résondre ce probléme, on peut procéder comme suit : Les trois
umtes TR AR qui sout trois unités fondamentales du sous-corps

\/EF"; \/crps), peuvent s’exprimer, en fonction des nnités fonda-
mcntales de X, de la facon suivante :

wn= =+ Ef:‘ Cc:’ q‘:‘.:
Ny = :t?:b’ Cb’ ‘::’
— —|—;v°| 1 cf]s

o) w=p

formules qui peuvent s'écrire aussi

oy == =+ )‘1'
b
V. 1. vie = 2, 45
ﬂd
= 25050,

Iei, @ désigne le plus grand commun diviseur des trois nombres o,
a, et a, plus grand commun diviseur que nous prendrous positi-
vement; &, 2, et 7, sont de nouvelles unités fondamentales de

K(J/4, B, \/C) et b,c, ..., f sont des entiers ordinaires.
On a d’abord le

6. TnioatmE, — Dans les formules V. I, chacun des trois entiers a, ¢ et
f ne peut prendre que les valeurs 1 et 2.

Pour démoutrer ce théoréme, il suflit d’appliquer aux deux membres
de chacune des égalités V. 1 Punc des permutations g; (v. ch. 1. 4)
ehoisie convenablement.

Considérons, par exemple, la premiére des égalités V. 1, et appli-
quous-lui la permutatioun g, qui laisse inchangé le sous- corps réel K.
Cette égalité devient, puisque x, fait partie de K|,

V. 2. v, = o e

ot 2 désigne ce que devient 2, par I'application de la permutation P,
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Multiplions membre & membre la premiére des égalités V, 1 et
Pégalité V. 2, on obtient

a

V. 3. i = (2, A0)"

Mais 22 fait partie du sous-corps K, (v. ch. 1. 6). L'unité 3"
peut donc s¢ mettre sous la forme
V. 4. J K =y, (m; entiers ordinaires)

L’égalité V. 3 s’éerit, en vertu de V., 4,

rlf = = n;‘m! )r‘.:m! y‘-,:’":
de laquelle on déduit
am,=2; am,=am,=0.

Puisque @ est un entier ordinaire positif, la premiére des égalités
ei-dessus montre que ¢ = 1 ou 2.

7. 11 v a lieu, dés lors, de distinguer huit possibilités, résumées par
le tablean suivant :

gre  9¢ g 4e  5e ge ge g

al=111]1]2)al2]2]2

, .
V.S cl=]1lat2lrl2ta]2]2
il=11]2]t)ela)2l1]2

Nous ferons tout d’abord la remarqne suivante :

i, 2, et ) sont trois unités fondamentales du corps X (\/X VB, \/(—'J),
les umités 322,, 3, ol =z, y et z désignent des mombres entiers
ordinaires, peuvent &tre prises pour unités fondamentales & la place
de 2, et de ), respeetivement. En effet, si

H=:48203015 ob les a; sont des entiers
ordinaires, est une unité gueleonque du corps X, on peut éerire
_ LGy — Gy y—zldy;—azs) 2 . Gy=- 831, Y
H=d3""% L) TR (AR,
expression dans laquelle les exposaunts sont des cntiers ordinaires.
8. 11 est alors possible, en vertu de la rémarque précédente, de rem-
plaeer, dans chacune des huit possibilités du tableau V.5, les unités

fondamentales A, 2, et 3, (v. formules V. 1) par d’autres unités fonda-
mentales plus faciles a caleuler.
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Considérons, par exemple, la premiére possihilité du tablean V.5,

savoir: \
a=c¢=f=1.
Les formules V. 1 s’écrivent, dans ce cas,
= 4= }‘1
n, =202,

n, = =k 29080,

La remarque faite au § précédent permet de prendre pour unités
fondamentales du eorps K(\/‘_fl_, \/I?, \/C) les unités suivantes :

~b d-e
Ay Mty el 2000
y b -

¢’est-a-dire iy %y €L my.

Prenons cneore, A titre d’exemple, la deuxiéme possibilité du tableau

V. 5 soit

Les formules V. 1 s’écrivent, dans ce eas,
=22,
V. 6. =)
=+ 12

En vertu de la remarque faite plus haut, les trois unités fondamen-
tales )., J, et ), peuvent étre remplacées respectivement par ). , ).':7\2 et ’,.

Supposons, par exemple, que 'on ait

d=e=0 {(mod 2)

et posons, par suite, )
d = 2[!1 et e= 281.
La troisiéme des égalités V. 6 peut alors s’écrire

. ()d,-e, )\s)z‘

L'unité 7, peut étre remplacee par 33355,, de sorte qu'on peut
prendre pour unités fondamentales du ¢orps K (\/A \/B \/_) les trois

.

unités %, 207, et A5, cest-d-dire
Ty Ny € \/i Tig

Si Pon fait toutes les hypothéses possibles au sujet des valeurs que
peuvent prendre les exposants b, d et e (formules V. 1) suivant le
module 2, on obtient, aprés diseussion des huit possihilités du tableau
V. 5, le résultat suivant :
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Yips Wi €L 75y désignant trois unités fondamentales du sous-corps réel

K (\/bqr.s \/Tpg) les unités fondamentales du corps K {4, VB, y/C \/_]

qu en résultent penvent prendre les formes suivantes :

Valeur du produit acf Forme des unités fondamentales du corps
(tormules V., 1.) (VA VB ‘/—)
acf =1 By s 7, . v,
%y 3 7, V==
acf = 2 %, s 7, - \/+rr ou \/+r,‘ 7,
.r"l' : . Y’s ! V inr’;rr’u
v VEy . by,
Yip s \/ir‘a ! \fir"rr’u
%y VEn,,  Vibnn
acf =4 ip Vs ViEstn
\T. 7. ﬁl’ - \/__‘_};rws ! \/ir"rru
%, ' \/in,n, , ‘\/:':'r,,v:,nu
7?, * \/i?}'ﬂ‘, 4\/inrr‘a”§
\/:t'r,', \/:'—_Yf,! \/j__:q“
Vs, Vv, Vi
Vi, VEx, VEozz
acf =8
VEw,, VEr2, VEnz
VEy, . VEnn, VErs,
l \fi:;r, V:tr;’_r,f, V:}:rrr’r;

9. Certaines formes d’unités fondamentales que nous avons obtenues
par le ealeul précédent ne peuvent pas se présenter. Je dis que les racines
ditmes gt los racines 8%me du tableau précédent ne peuvent pas étre des unités
du corps K (A, VB, {C Vo). :

Nous uous bornerons 4 le démontrer pour \/r, R

Posous

2’

V. 8. A E ’73’73

et supposons que ) soil une unité du corps K (\/Z VB, \/Z) Appli-
quons aux deux membres de I’égalité V. 8la permutation g, qui laisse
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inchangé le sous-corps K,. Les trois unités v, », el », faisant partie du

sous-corps K,, elles ne changent pas, et P'égalité V.8 devient

V.9 "0 = \,/r %, e,

‘172 M

La multiplication membre & membre des égalités V. 8 et V. 9 donne
V. 10, S0 = g Al 7

Mais 30 fait partie dun sous-corps K, (v.ch. 1. 6). Comme y,, , et »,
sonl trois unités fondamentales de K|, on peut écrire
Vv, 11, 2=+ 7 lr,“!r 3,

ou a, a, ¢l a, sont des nombres entiers ordinaires.
L’égalité V. 10 devient, si on tient compie de V. 11,

a a. A,
Ty Tt Mgt = W N,

ou ’7?“' ’722“3 ”ﬁ“" =n "’e r’s’

De cette égalité on tire, en ideuntifiant les exposants,

2a,=1, 2a,=1, 20,=2,

Mais les deux premiéres de ces égalités sont impossibles puisque
a, et a, sont des entiers ordinaires. L’hypothése qui nous y a conduit,
a savoir que L= \7,7,7% est une nuité du corps K (\/Z \/E ;/E'), est
done inadmissible,

Le tableau V. 7 se réduit au tableau suivant:

Tableau des différentes formes des ’_ynités fondamentales
du corps K (\{rA—, VvE, \/E)

Valeur gl;fproduit Forme des unités fondamentales.
1 Tr s Tis » Tiu
i s Tie VECE
. S b N =
v.12. T Yis » e
. Y, \/E \ Ny
2 =4 Tip . V. NEEERT
Tir . VEven . VEwo
r=38 VEn. VEn, VEn
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Cas ot 1E cores K (VA4, VB, \/—é) CONT{ENT SEPT UNITES

FONDAM F'\ITALES

10. On sait que, dans ee cas, les sept sous-corps quadratiques de K
sont réels. Nous désignerons dans ee qui suit par

r, Punité fondamentale du éorps K {ybgrs)
£, » » o K (\/crps)

€y » » » » K (\/ bcpq }
g, » » »ow K ( y apgs)

€ 0 » » » K (\/a_b;]_:l)
g, » » v » K (\Irc—aq_r)
g, b » » w K (\fabcs).

Chacun des sept sous-eorps du 4€ degré est réel et admet trois unités
fondamentales. On sait en outre que, si ¢, ¢, et ¢, sont les trois unités
fondamentales des trois sous-eorps quadratiques d’un corps K, du
4¢ degré (v. ch. I. 6), les trois unités fondamentales de X, peuvent
prendre I'une des sept formes suivantes **

1. &, s, £y

2. £, €. Eu

3. €y €1, \/Er&u ou \'/5: Eu
V.13, 4 &, &, Veue

5. &, V. \/;

6. & \/T

7. &y -s 1 Vériy

Enfin, les unités ¢; contenues dans les différents sous-corps du 4¢ degré
sont données par le tableau suivant :

te corps . K, (1, Vbgrs, Verps, \/bepg) contient e, &, g
» Kz (1, \/apgs, Verps, \/caqri » €4r g1 &g

» ( ,\/apgs \/qu: \/abrp) » €4z £p2 &
V. 14. » K (‘i erps, \abrp, \I'abcs) » -
» K, (1, \%, \/bcpg, \/abcs) » €4 Eqr Eo
» K, (1, ybgrs, \f'éE:}?, \/cTcs) ¥ €y &g &
» K, (1, Vabrp, Vbepg, Veagr) » £y 4 %,

Nous désignerons dans la suite par a, 5, y, un systéme d’umtés fon-
damentales du sous-corps du 4° degre K, ; par a,, f5, y,un systéme

* Le corps K VA \/B VC) sora dgsigné par K.
** Voir Amberg, op. cil., § 5.
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d'unités fondalentales du sous-carps K,, etc...; par ap, s, 7» un sys-
téme d’unités fondamentales du sous-corps K, De plus, les unités
fondamentales des trois corps quadratiques econtenues dans K, seront,
désignées par &, ), £ par exemple, nn aura pour le sous-corps K,
si ou se reporte au tableau V., 14, M=¢; P =¢; P =q,

11. Nous avous tout d’abord le théoréme suivant :
Tatoricme. On peut toujours choisir, parmi les 21 unités a,, B, A

(m=1,2, ..., 7) qui constituent les systtmes d'unilés fondamentales
des sept sous-corps du quatriéme degré K, septuntiés p,. g, ..., u,
telles que, st on les met sous la forme suivonte :

= == :’.;"

g = = 200
g = 205 0
v 15, g = o 0 23 i o
sy = T 20 2 25 30 36
U = = 3 20 3y 28 208
Py = 22003 30 3ds 9 ke Gan

ol . 7 2, forment un systéme d’unités fondamentales de
K(\/A, \/{B- \/_) chacun des sept entiers a,, a,, ..., a, ne prennc que
les valeurs 1 et 2.

Pour démontrer ce théoréme, nous montrons
. a) que, quelle que soit la forme des unités fondamentales des sons-

corps du 4° degré (v. tableau V. 13), on peut toujours trouver, parmi
les dites unités fondamentales, une unité fondamentale u, qui soit telle
que l'entier a;, dans la premiére des égalités V. 15, ne puisse prendre
que les valeurs 1 et 2.

b) qu'ayant choisi les unités u,, ¢2, .- ., pm—a {m < 7); des égalités
V. 15, de telle maniére que les entiers a,, ..., ap, ne puissent
prendre que les valeurs 1 et 2, il est toujours possible de choisir pm de
telle fagon que a,, jouisse de la méme propriété.

De ces deux propriétés résulte le théoréme énoncé.

12. Reprenous les égalités V.15 et posons
R=aa,. ... g,
R est done égal 4 1 si les sept entiers gy sont égaux 4 1; R =2siun
et un seul des entiers a, cst égal & 2, les autres étant égaux & 1.
D’une maniére générale, R = 2k (1 = k £ 7) si k entiers de la suite
Gy, @y .., @, 50Nt égaux & 2, et 7 — k entiers de la méme suite sont

égaux a 1. La plus grande valeur de R est done 27 = 128.
4
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13. Cas particulier. Supposons que quatrc sous-corps du 4¢ degré
aient des unités fondamentales de la forme (1), tableau V. 13.
Admettons, par exemple, (v. tableau V. 14) que ¢, ¢, et ¢, soient
les unités fondamentales de K ; ¢, ¢, et g celles de K,; ¢, ¢, et ¢
celles de K et ¢, ¢, ¢, celles de K.
Les formules V.15 s’écrivent, dans ce cas,
g = ok 3%
g, = 2 2b O
g, = ok 26 Db A
V. 16. £, = T2 28 )6 Qb )%
£ == T 221 X A 20 )
gy = TE A A2 2 25 A D2
g, = 2 A% My X 20 25 de D00,
On a alors le

TnéoriMe. — Dans le cas particulier des formules V. 16, le corps

K (VA, VB, \C) r’admet aucune unité de la forme c/ o nl T Y

(k < 7} dans laquelle Uentier n est supériewr g 2.
Démonstration. Tout d’abord, il est évident que 'entier n est pair et,
s} > 2, ¢’est un multiple de 4,s0it n = & n,. Ilen résulte que 'un aun

—
momns des exposants a, @, ..., &, dans Vexpression \/ a SRR

est impair. Supposons, pour fixer Jes idées, que «, soit impair et
posons a, =2la 4 1.

Posons encore.

—
V.17, RV

51 on applique aux deux membres de V. 17 la permutation g,
{v. ¢h. L 4), les unités ¢, ¢, et ¢, ne changent pas, puisque ces irois
unités font partie de K, tandis que I'unité s;‘l, pour % > 3, se trans-
forme en son conjugué &5k

L'égalité V, 17 devient

”n
b= a, o, &, ja
V. 18. =\/:tsllsz!ssas‘*...

On obtient, par multiplication membre 3 membre des égalités V. 17
et V. 18,

=\ gngngn o
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V. 19. C(89)" =

Mais 66 fait partie du sous-corps K, dont les nnités fondamentales
sont, par hypothése, ¢, ¢, et ¢ (v. ch. 1. 6). Ou peut donc écrire
comme suit le produit 66':

V. 20. o 6 = o e gl e
ob 4, a, et a, sont des entiers ordinaires.
- L’égahité V.19 devient, en vertu de V. 20,
o en an em = h 2% 2% %,
On en déduit
na, = 2a ; na,=2a,; na,=2a,

Si on rappelle que n = 4n, et a, = 2a] + 1, 1a premiére des égalités

ci-dessus s’éerit

bdapn, = bay + 2
d'ou 2an = 2a + 1.

Cette derniére égalité étant impossible, hypothése qui nous y a con-

n
duit doit étre rejetée. Le nombre § = \/:‘: €jteg -« - eF ne peut pas

étre une unité du corps K (\/._fi-, \/1-3: \/E) dés que n est supérieur a 2.

14, Forme des unités fondamentales du corps K (\/}T, \/f{ \/E)

dans le cas particulier du n° 13.
Notations. Pour simplifier 1’écriture, ncus admettrons ce qui suit :

1) \/eT représentera 1'une quelconque des sept unités
VEe, Ve, ..., VL&,

2) ye,¢, représentera l'une quelconque des %§= 21 unités

\/ialsz, \/ie,e;.

3) Dans unsystéme d’unités fondamentales du cérps K (\/I VB, \/E),

systéme qui comprend 7 unilés, nous n’écrirons que les unités ¢ situées

sous wn radical. Par exemple, le systéme vy, \/Ez: €3 Epr E59 Egr £y

s’éerira comme suit :
[Ven Vel

4) Nous ne considérerons pas comme distincts deux systémes tels
que les deux suivants ;

[Ve Vel et [Ve, Ve]
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Dans ce cas, nous n’indiquerons que I'un d’eux, par exemple [\/al, \/52]

et ce dernier représentera tous les systémes d’unités fondamentales
qui contiennent deux unités de la forme v, et cing unités de la forme ¢.

5) Enfin, au lieu d’écrire \/Ex ¢, MOUS écrirons ‘/5”

Tableau des différentes formes que peuvent prendre les unités
fondomentales de K(\/E— \/}; \/(_3’)

Posons, comme plns haut,

R=agq, ... -a,.

St R =1, le seul systéme d’unités fondamentales est ¢ € Spr o0 v 52
(1 forme).

Si R = 2, les systémes possibles sont les suivants:

[Vals [Veals [Vewds [_\/61,2,_-,,.]; [Vere, oomals [¥en o5 (Ve o)

(7 formes.)

SiR=4%

[Ve,, Vel (Ve Va5 [V 51,2,3, \s. sl
[\/81, ‘/-52,3]:' [\/51 2y \/51,3 4] % 1,8,1, "1 1284 r] )
[V,

[\/51.- ‘/Ee_.:s,d]; [\/Elz VEps,q, =-] 1,23, '\5124 55]
[\/-51_ \/ ,5]3 [\/"'1,2, ‘/51,3, . : \, €1,2,4,5,8, 7]
[\/__ \/ u]i 7]=
[‘/"1, \ &y oney 7] ’

[\/51,2,3,4_. \51,2,3,5]; [‘/"‘1,2, seeq By Je;[,g.,s_.q‘u]; [V[sl!g,...,u, \@...,5,7]'
[J£1,2,3_.4, \151_.2,3,5,6]; ' [\’ﬂ,e,...,a, ‘/51,2,:1,1:1:,7];

[\/51,2,3,4, \/51;2; 1, a,s,:] 3

[Ves, Ve,

(21 formes)

Pour R = 8, on obtient de méme 35 formes différentes ; pour R = 16,
35 formes et pour R = 64, 7 formes. Enfin, pour R = 128, le seul
systéme d'unités fondamentales est le snivant :

(Ve Ve Veor Ve Voo Ve Verl:

11 y a donc au total
1 +74+21+3H4+3B+U+7+H1=128=27

systémes d’unités fondamentales.



CHAPITRE V1

Nombre de classes d'idéaux.

1. Considérons le corps K (VA ..., \fA,,) , véel onimaginaire, de de-
gré 2"==m. Soit, d’autre part, v{V, w, ..., u{!) une base des entiers du
corps K (VA,, ..., VA,). Formons, & laide de m variables réelles

quelconques u, i, ..., Un, les formes linéaires
Ezal e 4oy, 4 . Foflu, (s=1,2,...,m),

expression dans laquelle m?), ol®, ..., mg") sont les conjugués de "’E-,l)'
ra L J

Nous éerirons, de plus,
=t

Posons maintenant, si le corps K (\/A_l, ceey \,"A_,‘) est réel, (tous les
corps conjugnés de K, soit K@ K&, ., K, sont alors réels) et pour
£¢) non nul,

log |20 =1 (.

Si le corps K (\/A_l cees @) est imaginaire, il en est de méme des
corps |conjugués K, ..., K@) S K@ et K@) sont deux corps imag-
naires conjugués, Nous pPoserons

log | B =5 1, () — il (8)

) l.ogiE.“"”E% I () + 1l (&}

ot I'on a
Oélsf (E)<27T
Les grandenrs :
VL 1. L{E), L(E), ooy n(E)
sont toutes réelles et elles ont une détermination nnigue en fonciion
des variables w,, t,, .... un. Les grandeurs VI. 1 sont appelées les

logarithmes de la forme E.
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Si N(¥) désigne la norme de £ on peut écrire, en vertu de la défi-
nition de la norme, (v, ch. I. )

VI. 2. ' EOE® . | Em s N(E).

2. 1% cas. Le corps K(\/Z‘a—:, \/;4—2, ...., \/:{:) est reel.

Si u,, 4y, ..., 4w sont des enticrs ordinaires non tous nuls, le
nombre £ = £ est un entier du corps K(\fA‘, «.., VA,), entier qui
est différent de zéro. Posons § = «. Les grandeurs [ (), ,{(a), - .., in{a)
sont dites les logarithmes du nombre entier a.

L’égalité V1. 2 devient,si on y remplace £ par « et si on pose gl =gq,

aWa®a® .., o™ = N{a,
d’od 'on déduit : '
VI. 3. Lia) + Lia) + Lia) + ... + lnla) = IN{a),
ou {N(a) désigne la partie reelie du Iogamthme de N(aj.

Désignons par * une unité quelconque du cirps K (\/_1, RN \/A_,‘)
Comme on a N(}) = + 1 ou—1, I4galité VI. 3 devient, si on y rem-

place a par }, _
VI 4 LOY + L,0) 4 LO) 4+ «oe F la0) =0,

Or, le corps K (\/Al, RN \/A,,) étant réel par hypothése, il admet
r=m — 1 unités fondamentales (v. ch. V). L’égalité VI. 4 peut done
s'éerire
VL 5. Ly + l )) + by (2) = 0.

2¢ cas. Le corps K (\/—:, .- \/A ) est imaginaire.

Si on désigne ,comime dans le cas précédent, par ¢ un nombre entier
du corps K (VA ..., yA,), I'égalité VI 3 peut s'écrire
L) + Lia} + ... + ln{a) = IN{a).
z

Désignons par ). une unité du corps K(\fA—;, cees /A_,,), Iégalité
ci-dessus s’éerit, pour L = &,
VI. 6. L) + L0y + ... + lﬁ(?.} =

Mais le corps K (\/Il cee, \/A ) admet dans ce cas r= g— 1 unités

fondamentales. L'égalité VL. 6 d;wient, s1 on y.remplace g par r + 1,
LOY 4 L0) £ oor b)) = 0,

Larelation VI, Hreste donc valable quand le corps K (s/A ciey ‘/74_,,)
est imaginaire.
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LE REGULATEUR DU GORPS K(\/:Tl, VA, ..., V4,).

3. Désignons par 2, },, ..., A unsystéme d’unités fondamentales du

corps K (VA,, ..., VA,), le corps K pouvant étre réel ou imaginaire.
Formons le déterminant

L0, O, e b
le&) H 12()‘2) LA S A lz [)f)
Ly, )y «eer h(h)

--------------------------

VL7 A

RO, b eees B0

On appelle régulateur du corps K (VA,, ..., yA4a)*, et on désigne
par E, Pexpression -

VL. 8. © . E="_*,

olt Ay est le déterminant VI. 7 et ot u désigne le nombre des racines de

‘Yunité contennes dans le corps K (V4,, ..., \/A_,.)

4. Deésignons par h le nombre de classes d’idéanx du corps

K(\/Z cen ‘/A_,.) et posons

Q(s) 1

R

N{p}

le symbole Il étant étendu & tous les idéaux premiers p du corps
K(VA,, ..., yA.), et N(p) désignant la norme de I'idéal p.

Nous utlhserons dans la snite la formule snivante*”

VI 9. Lim{s — 1)Q{s) = gh,
: e

i

ol h désigue le nombre de classes d’idéaux, od Pon a posé
X E(2r)—"
VD

Dans cette derniére expression, E désigne le régulateur du corps
(v. formunle V1. 8), n est le degré du corps. Quant & v, c'est r; + r,
( .ch. V.1). Or,ona vu au chapitre Vque r = r, + r, — 1. Ona donc
v=r +r, =r -+ 1 Enfin, D est le dxscmmmant du corps {v. ch. I1I).

VI. 10. p

et oy = 2L

il

* Voir Lejeune Dirichlet, 8¢ édition, p. 569
** Voir Lejeune Dirichlet, op. cit., p. 578.
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Si on désigne par p un nombre premier ordinaire, on peut écrire la
fonction £2{s) comme suit*

1 1 1
VAL Q) = g)(i_p_w.i_p_n,s. ’1——-‘;;——"7')‘

oi n, m, ..., n sont les degrés respectifs des idéaux contenus dans
(p) et ot 'on a donc
(P) =9, oo - be

et N(p,)=ph,  N{p)=pm,  N(p) = pre.

Le produit II est étendu 4 tous les nombres premicrs p.

APPLICATION AU COBPS K(\/Z, \/E, \/E)

5. Dans ce chapitre, p désignera un nombre premier rationncl.
Reprenons les formules V. 21 qui donnent les différentes décomposi-
tions en facteurs idéaux de 1'idéal principal () que nous écrirons donc (p).

D
I¢T cas. Les sept symboles (?1) sont égauz & + 1.

Dans ce cas, on a (p) = pypyr ... - by,
expression dans laquelle p,, ..., . P, désignent des idéaux du 1er degre
Le facteur sous le symbole II dans la formule V1. 11 s’écrit, si on
remarque que 7, = n, = ... = n, =1,

e (

T T

2¢ cas. Trois symboles (?) sont égauz & -|- 1 et les quatre autres 4 — 1.

Le facteur sous le symbole II dans la formule VI. 11 peut s’écrire

(I —pot=(L—p). [1 _ (g) p_a]-,

. P
D -1 : D -1 D —1
[ (3) T G) -T2 )T
[ ,(p)p p)? . p/7
. (D, D, D, . . .
on 7)) ;) ct (}?) sont les trois symboles qui sont égaux &

* Voir Lejeune Dirichlet, op. cit., p. 579.
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+ 1 et ou w prend les quatire valeurs de Ja suite 4, 2, ..., 7 qui sout
différentes de r, v et ¢,

D-
3¢ cas. Quatre symboles (F}) sont nuls et les trois sutres sont égauz a

+ 1.

Le facteur sous le symbole Il dans la formule VI 11 s’écrit, daus ce

- == —p 1 — (Pp_) p-..]—’
b= G L= )T b= 6T

. D,- -Dn D ) . (])w)
ot |=)=(=—)=(Z)] =1, tandisque (=) = 0 pour w£r,
(p) (P ) ' ( P AT P

u et o,

4¢ cas. Quatre symboles (?)) sont nuls, deuz symboles sont égauzd — 1

et un seul symbole est égal 4 + 1.

En posant

D,) (Du) (D-.-) (Dw)

—)=311; [—=|=—)=—1 et (ZZ)=0 pour wsfr,uety,
(P T P P P P >

le facteur sous le symbole I dans la formule VI. 11 peut s’écrire

(1 —p=)2= (L — p—). [1 _ (%) p—,]"

[T [~ (BT - )T

9% cas. Un symbole est égal a + 1, sout (P;}_r) = + 1; .les six autres

D
symboles sont nuls ; posons (?-) =0 pour w =1,

Le facteur sous le symbole Il dans la formule V1. 14 s’éerit
D —1 D —
1 — p——t— (1 — —:—1,[1__(_') _.,] 'H[.- (w) _,]_
( P ( P~ P P. ” 1 — —p P

6 cas. Un seul symbole, sout (%), est égal @ — 1 et les six autres

symboles sont nuls.
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On a, dans, ce cas,

(t—p=y= 0 —p== - [1— (’%) p-=]“‘ 1 fie (%) T

En résumé, dans les six cas du tableau 1V. 21, c’est-a-dire quelle
que soit la décomposition de 1'déal (p) en facteurs idéaux du corps

K (\/A—, \/E, \/E), le facteur sous le symbole IT daus la formule V1.11

peut se metire sous la forme

e = ()T = ()T
- ()T

6. Reprenons la formule V1. 11. La fonction (s) peut alors sécrire
comme suit *:

VL13. Q) Em,Em,(—)Zm,(?—“)'---E%(%)

ol les sommations s’étendent A tous les entiers ordinaires m.
La formule VI 13 peut s’écrire, en vertu de VL. 9,

Lim(s — 1)Q(s) —-Lzmzs_i 1(&)....

VI. 12.

—>1 s—1 m m

1 (D,
. E — (E) = gh
Or, on a

1 D).)
L =N} p=12...,
—1 :;':E ( ) ‘m‘m(m (=1,

La fonnule VI. 14 devient alors

N2 1 (D, NEN AV
V1. 15, Za(ﬁ)ga(;)'“"ﬁa(;) = gh

m

V1. 14,

=}
=

$1 on pose, pour simplifier Iécriture,

D-
vi<‘.{>z_»-v pour A =12, ..., 7,

| m m Ld %

et si op remplace g par sa valeur donnée par la formule VI, 10, on tire

de la formule VI. 15
2. . 2\p

V1. 16. , h= :
X E (2w

* Voir Lejeune Dirichlet, op. cit., p. 580 et 609,
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Nous distinguerons maintenant deux cas suivant que le corps
K (\/ﬁ, VB, \/E') admet, trois ou sept unités fondamentales.

7. Le corps K (VA, VB, yC) admet trats unités fondamentales. On a,
dans ce cas, (v. ch. V):

v=4; n=8; y=wW"1=02""; n—y=4%.

La formule VI, 16 devient donc

22, 5

B%ER

Calcul du régulateur E du corps K (\/Z VB, \/E)
Reprenons les formules V. 1
' = )
V1. 18, v = £ 305
n = N
ol } , 2, et A, sont trois unités [ondamentales de K(JZ, VB, \,/5),
tandis que v, v, et %, sont trois unités fondamentales du sous-corps
réel K (v{bqrs, Verps).
Désignons par A, le déterminant V1. 7 relatif aux 5, on a
CAPERACARNACY
VI. 19. A = Ln)s “L(n), f(ng)
L(n)s Lingd, Lny)
ot les [.(n) ont la sighification rappelée aux § 1 et 2 de ce chapitre.
On tire des égahités V1. 18 '
z,()ql) = al,().l)
Lin) = bL0,) + ¢k (2,) pour r = 1, 2, 3.
lr(ﬂa) = df,(}l) + g!f()‘g) +f ler(:]::)

Le déterminant A, (formule V1.19) peut s’écrire
VI. 20. A, =acf- A,

V1. 17, h =

ou A, désigne le déterminant V1. 7 relatif aux 2.

Pour calenler A, il faut distinguer six cas différents suivant la forme
des unités fondamentales %y, %y €t 9, dB sous-corps réel K. Ces unités
fondamentales sont données par le tableau V.13

Si on calcule la valenr de¢ A, pour les six cas de ce tableau, on voit
que A, a la forme suivante:

VL 21. A, =201(e) () I (e,)
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ou p, entler ordinairc, est donné par le tablean suivant :

Cas Unités fondamentales Valeur de
s du sous-corps K, (\qurs, \/rcps) e
1 £ €y g, 2
2 & €p: \/5_3 1
VL2217 3 &, &, Ve, & 1
4 & € Ve, 5,6, i
5 £ \/ei, \/53 1]
6 £ Ve, Ve, & 0
7 £ - \/fl 6, Ve, 0
La formule V1.20 donne
A,
VI, 23. A)‘ = _
acf

Or, le produit acf est une puissance de 2 que nous représenterons par
28, 00 p=0,1, 2 ou 3 (v. tableau V. 12). Parsuite, la formule VI. 23 peut

s’éerire, si on remplace A, par sa valeur VI. 21,

2= U L)),

VI. 24.

expression dans laquelle on a 29=2¢"¢ L’exposant ¢, qui dépend 4 la
fois de Ja forme des unités fondamentales 7, 5, et n, du sous-corps réel
K, (ybgrs. yerps) (v. tableau VI, 22) et de la valenr du produit acf,

est donné par le tableau suivant .

acf =1 acf =2 acf = 22 acf = 22
1 2 1 ; 0 —
2 1 0 i —1 —32
. [ . b
VL 9% 3 i 0 | 1 | 2
4 i s T
5 0 —1 2 | —3
6 0 4 9 \ —3
7 0 —i —2 | -3
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La valeur de p correspondant au cas n* du tableau V1.22 et & une
valeur donnée du produit acf, se trouve a 'intersection de la n* ligne
du tableau VI.2E et de la colonne qui porte en téte la valeur dounée de

acf.
Reprenons la formule VI. 8 donuant le régulateur du corps
, Ay
VI, 26. Yy o= —

ol A; ala valeur V1,24 et ot u désigne le nombre des racines de 'unité

contenues dans le éorps K (\/f_l \/E', \/E) D’aprés les hypothéses faites,
u = 2, et le régulateur VL. 26 devicut, si on remplace A par sa valeur,

VI, 27. E = 2711() 1(s) Uz,

La formule VI 17 donnant lc nombre de classes d’'idéaux devient,
en vertu de VI, 27,

N\ ‘\1 ~ . _
VI.28.  h— Zzﬁz-----Z?JD,\/E‘....\U)T_
202wt e ) Ue,) H{e,)

Désignons par %, h, et h, les nombres de classes d’idéaux des trois
sons-corps quadratiques réels dount les discriminants sout I, D, et

D, Ona*

_\"1 R, | N\
\71. 29 h = _\/_DL_A.J._L, h — \/})22‘2, }f _ \/1)34>—Jg.

! {{z) : 1(52> ' i (&a)
Si h,, k,, k, et b, désignent respectivement les nombres de classes

d’idéaux des quatre sous-corps quadratiques imaginaires dout les dis-
crimimants sont D, D, D, et D, ona*

— Y
A D
h) — il_‘i pour )= 4, 5, 6, 7.
' 2n
Mais © =2, donc
D5 X,
VL. 30. by = pour ) —4, 5,6, 7.

it

Si on tient compte des formules VI. 29 et VI. 30, la formule VI.28
devient

VI. 31. h=2=Ctophh . ... . k.

* Voir Lejeune Dirichlet, op. cit,, p. 608 et subv.
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8. Le corps K (\/Z, VB. \fé) admet sept unités fondamentales. Snppo-

sons, en premier lieu, que nous soyons dans le cas particnlier du
n® V., 13, et reprenons les formules V. 16, savoir :

g = 7
£y = :'—-: 7:')‘::
V1, 32. g = A8 in

g o= b,

Le déterminant V1. 7 s’éerit, dans ce cas, -

Y1, 33. l(El): l(‘z)) l(Es), l(a‘}, l(eﬁ)! Z(Eu)a 5(87)
l (51)1 ! (En)! l (Ea) ’_l([‘)s'_t (Es):_l (En):_: (57)
—1 (51)’ t(sz)p_l (53)3 l(sq):—l(55)7 8(55)!'" (5-,-) o9 .
Be=| Uedmle e, Uedy Hedt(e ey =7 1) (6
—t (51): l (Ez) :'_'I‘ (53) ’_'l (Ec)) l (55)!"_‘! (Eu)! 1(57) o "
~l (51)‘:_‘! (52)1 1(53)! L (E‘),—l (55):_‘! (Ea)a 8(57)
4 (51):'"'3 (52),—l (H))"l (54)! ~i (55}: i (ea): L (57)

Si on désigne par A; le déterminant V1.7 relatif aux }, les formules

V1. 32 permettent d’écrire’
Ai
Ay = ————
a,t,. ... .a,

ou, en remplagant A, par sa valeur V1.33 et en rappelant que, dans le
cas particulier du n° V, 13, ona g, a,. ... .a,=1,
VI 34.. Ay =2o0{e) s} . ... . L{e,).

Comme, par hvpothése, le nombre des racines de 'unité contenues
dans le corps A MA, VB, \/Z') est égal 4 2, on a, pour le régulateur
E du corps K (VA, VB, VC) (v. formule V1. 8),

A, .
E=—=20U)le). .. - 1)

La formule V1. 16 donnant le nombre de classes devient

XX ...\

VI1.35. b= .
X. (2myn— 28 l(En) e l(E,)

Mais en a, dans ce cas,

v=8;n=8; y=2"1=2"; n—y=0.



L’expression V1. 35 du nombre de eclasses d’idéaux s’éerit dés lors
22 X DD, ...

P () 1(ey) +- e - d(en)

Les sept sons-corps quadratiques étant réels on a, si on désigne par
h;, le nombre de classes d’idéaux de I'un quelconque d’entre eux,

VB 2%

V1. 36. =

V1. 37, by = Y our 2=1,2,...,7
La formule V1.36 peut donc s’éerire, en vertu de VI.37,
V1. 38. h=2"%h h,.....h,-

Reprenons maintenant les formules V. 45 dans lesquelles les py re-
présentent des unités fondamentales choisies parmi les unités fonda-
mentales des sous-corps du 4¢ degré K, K, ..., K,. Les y) penvent donc
prendre I'une des formes

¥1. 39. L \ \/E €qy \/51 €x 85

Mais si, dans les formules V1. 32, 'une des unités ¢ est remplacée par
I'une des unités V1.39, on aura, suivant les cas,

z(xfs)—-—l s LVee) =51le) + 5 l(ez),

1l s’ensuit que le déterminant A,. donné par la formule V1.33, se
decompose en une somme de deux ou plusieurs déterminauts, tous
nuls sauf un seul, savoir le déterminant V3. 33 multlplle par une puis-
sance de 2.

On aura done encore dans ce cas

VI 40, h=2hohy .. by -

7

Les formules V1.31, V1.38 et V1.40 sont résumées par le théoreme
suivant :

TriorénE. Le nombre de classes didéauz du corps K (\/I, VB, \/E')
est égal au produit des nombres de clusses d’idéauzx des sous-corps qua-
dratiques multiplié par une puissance de 2.



CHAPITRE VII

Etude des corps K (4, VB, \/C) qui contiennent, en plus
de + 1 et — 1, d’autres racines de I"unité.

1. Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé que le corps .
K (\/I VB, \/E) ne eontenait que les deux seules racines de 'unité
41 et — 1. Nous allons examiner maintenant des corps qui contien-
nent,avee + 1 et — 1, encore d’autres racines de l'unité,

Les raeines nitmes primitives de l'unité sont raeines d’une éqna-
tion de degré ¢ (r}, p désignant la fonetion arithmétique connue sous le
nom d'indieatenr d’Euler*. Or, ces raeines devant faire partie du eorps
K (A, VB, JC) qui est de degré 8, elles doivent &tre racines d’une
équation dont le degré est un diviseur de 8, doneraeines d’une équation
du premier, dusecond, du quatriéme ou du huitiéme degré. On doit
done avoir, dans tous les cas,

VIl 4. p{n) < 8.

Cette inégalité entraine les inégalités suivantes **:

p{n) > \/; si n est impair,

cp(n)é\/% s1 n est pair.
On déduit de ces inégalités

V1L 2. 3 n[s(n)]* si n est impair,

n<2[g(n)}* si n est pair.

* Voir, par exemple, Henri Weber, Traité d'Algébre supérieure, chap. XII,
Paris, 1898.
** Veir J. Amberg, op. cit. § 5.
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Les inégahités VII. 2 deviennent, en vertu de VII. 1,
n £ 64 51 n est impair,
n=128 81 n est pair.
Il suffit donc de caleuler ¢ (n) pour les valeurs suivantes de n :

2,3 4,5, ...,62, 63 64 puis 66,68, 70, ..., 128

1

et de conserver les valeurs de p(n) qui sont égales 41,42, a2 40ud 8
On obtient de eette maniére le tableau suivant :

n o (n)

2 . .0 0. 1

VII. 3. 3,46 .. ... 2
| 58 10,12 . . . 4
15, 16, 20, 24, 30 8

2. On sait que les racines n'®me de Punité peuvent s’obtenir a laide .
de la formule générale

m 2en .. 2km
VI, 4, = —_ = =123 ... n
\/1 cos — -+ tsin ~ , pour k 1. 2,3 ,n

Nous donnons ci-aprés le tableau des racines n*me® pour les valeurs

de n du tableau VIL.3. A partir de n =5, nous n'indiquons que la seule
racine quon obtient en faisant k = 1 dans la formule V11 4

Racines carrdes  + 1 et — 1

—4+y—3 —1—y=3

Ractnes cubiques + 1, 5 ) 5

Racines quatriegmes - 1, — 1, + i, — i

Racines cinquiémes -14- [\/g—— 141y 1042 \/g]
14+ ¢ —3
2

Racines stxziémes
Racines huitiemes

VIEy=I
2

' 1T = e
Ractnes diziémes 3 [\/ hb41+1 \/ 10—2 \/ 5]

3
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Racines douziémes E_J{E
Vot V24iV2— 3.

(Vi0 2751 i (5—1)]

Racines vingt-quatriémes [\/ 2+ \/-3 -+t \/‘2 — \/—SJ

Hacines trentiémes 1[\!30+6 \/§+ \/’g—:l+i.( V1042 \/g—\fg—\/ig)] .

8

Racines seiziémes

Racines vingtiémes

el b B e OO

3. Du talleau qui précéde, nous tirons les conclusions suivantes :

1) Tout corps K (\/_ \/B \/E') contient les racines carrées de 'umté.
2) Le corps K (\/—:l \/;r_ \/y) qui peut s’écrire plus explicitement,
s 'on met en évidence la base du corps,

VIL5. K (4, V—1, Vo, Vy, V—=, Vay, V—y. V —a),

ot z et y sont des entiers ordinaires qui ne renferment aucun facteur
carré, contient les racines guatriémes de l'unité. Si nous supposons
o] 22 et 3£ 3; [Ji %2 et £ 3, le corps VII. 5 ne contient aucune
racine d’ordre supéricur 4, car il ne contient ni -3 mi =2, et il
ne contient pas non plus les racines cubiques de unité.

3} Lecorps K (\/ —3, s/:z:—, \/3;), qui peut s’éerire plus explicitement
VIL6. K (1, V=3, vz, Vi, V— 3z, vay, v — 3y, v — 32y),
contient les racines 6™ de Pumité, $’il ne contient pas les racines

carrées  —1, V==2 et y + 3, il ne peut contenir ancune racine de
Punité d’un ordre supérieur & 6. Pour cela, il suffit de supposer

$Cty¢2,¢3,#—-1,
rE — W
VIL7. 4) Lecorps K (y—3, V3, m ou
K(i: \/'_Sa \/‘?T;\/!_f:\/—"i’ \/S—y: \ —33}, V_y)’

o l'on suppose y 52 2, contient les racines carrées, cubiques, qua-
triemes, sixtémes et douziémes de I'unité, mais il ne contient pas les

racines hultiémes.
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5) Enfin, le corps K (y —1, JZ\/E) ou

VII. 8. K(1,v2, V3, V—2, V6, y —3, y—6)

contient 2 Ja fois les racines carrées, cubiques, quatrigmes, sixiémes,
huitiémes et douziédmes de 'unité.

4, On démontre alors que les racines einquiémes, dixiémes, quin-
ziémes, vingtiémes, trentiémes, ainsi que les racines seiziéimes et vingt-
quatriémes ne peuvent pas étre contenues dans K (\/Z: \/-B_ \/E]

Les corps algébriques en question ne peuvent contenir que les racines
carrées, cubiques, quatriémes, sixiémes, huitiémes et douziémes de P'unité,

5. Nous allons étudier maintenant quelques-uns des corps
K(ya, \/E \C) du § 3 ci-dessus.

En ce qui concerne la base des entiers, le discriminant du corps,
la décomposition decs idéaux, ces corps spéciaux suivent toutes les
régles obtenues dans les chapitres présédents, car nous n’avons fait
aucune hypothése spéciale sur le corps K (\/A, \/B \[_) Par contre
i} s’agit d’examiner

a) st les unités fondamentales ont les mémes formes qu’au
chapitre V;

b) st le théoréme du chapitre VIsor le nombre de classes d’idéaux
est encore valable.

6. Considérons, en premier licu, le corps V11 5

K (is \f_—i, \/-;:- \/3;. \/“‘37, \/xz \/:;, \/—-—_x‘z;) ot |z 2 et 3;
l#1s£2 et 3.

Ce corps contient les racines quatriémes de Punité 41, —1, +1{
et — i

Désignons par p Pune quelconque de ces quatre unités et posons,
comme au chapitre V, Iormule V. 1,

Vil 9. vy = Pyl
Ty == Py Ay by ).’;

o0 g, p, et p, représentent des racines quatriémes de l'unité, v, n,
et y, trois unités fondamentales du sous-corps réel du quatriéme
degré (v. ch. V.5); enfin), 2, et ), sont trois unités fondamentales du
corps K (V—1, va V).
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On peut démontrer, comme au chapitre V, que les trois quantités
a, ¢ et f, dans les formules VIL. 9, ne peuveut prendre que les
valeurs 1 ou 2. Considérons, en effet, par exemple, la premiére des
égalités VII. 9
VilI. 10. Ty = Py My

Appliquons a cette dernmitre égalité la permutation ¢, qui laisse
inchangé le sous-corps K, et, par suite, »,

VII 14. 7y = ng.) 2o,

Multiplions membre a4 membre les deux égalités VI1. 10 et VII. 11,
il vient

VII. 12 nt = p, g, 2A0)

Or, je dis que le produit p, gV = + 1. En effet, que g, soit égal 2+ 1
ou & — 1, la permntation g ne change pas g, et dés lors p pl? =gt = 1.

Siau contraire p, =+ i ou —t, ¢ change p en —p et p 0= — i

L’¢gahté VII- 12 s’¢crit done #2 = (3, D), et la démonstration con-
tinue eomme au chapitre V. On en conclut que les unités fondamen-
tales du eorps K (\/—1 \f:n \G) sont encore données par les formnles
V.12

On a trouvé, pour le nombre de classes, quand le corps K(\/—-l_,\/f_{\fa)

a trois nnités fondamentales (v. formule V1. 17),

X2 ... B b
2

VII. 13, h e

-

Si on se reporte aux défintions données au chapitre VI, on voit
que les formules VI1. 3 donnent, pour le déterminant VI. 7 relatif

aux A
A, = 24 lfe,) le,) Ues)

acf

ol k est un entier ordinaire et ot ¢, ¢, et ¢, sont les trois unités fonda-
mentales des trois sous-corps quadratiques réels.

On a dans ce cas
A,
E=<
ou u est le nombre des racines de [Dunité contenues dans
K(\/;f,' \/_I;, \/E) Comme 4 = & = 2%el que acf est une puissance de
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2, la formule V11. 13 peut s’écrire finalement comme suit:

AN AN
. 2‘.}4,..12. >_a \/_ \fﬁ,
R e 1

ofi 1 est un entier ordinaire.
51 V'on reprend les valeurs des nomhres de classes d’idéaux des sous-
corps quadratiques (v. ¢h. VI. 7), on voit que V'on a encore

h=2hh. ..

7

ot r est un eniler ordinaire.

7. Prencns, comme deuxiéme exemple, le corps V1L 6

K (4, ¥—=3, Va, Vy, V— 32, Vay, V =3y, ¥ —3ay),
onzetyz— 1, £2et£3 etol azxt—y.

Ce corps contient les racines sixiémes de ]'unité, Scit « I'une d’elles,
le corps contient =4, ok o =+ a2 .
Posens de nouveau

~a
W=
~b e
VII. 14, Vg = fiy Py Iy
-dxe o f
= fady Aty

ol g, p, et p, sont des racines sixiémes de I'unité.
Considérons la premiére des égalriés VII, 14

-
T = P14

et appliquens aux deux membres la permutation g, ; I'égalité ci-dessus

devient
Y 4%
=ty

La multiplication memhre & membre des deux derniéres égalités

donne
VII. 15, , =p p(') (? 1(1))

x1! \/_3_, o E1FEV—38,

i 2 *

b H-

Or, o= P, o(l)= 1.

L'égalité V1I. 15 devient
= (%, ?.g’))".

La démonstration et les calculs sont dés lors les mémes qu’au cha-
pitre V, et les unités sont encore données par le tableau V. 12,



Nombre de classes. Le régulatenr du corps est E =9.5. Or, u =26
u

puisque le corps contient 6 racines de 'unité ; donc E = E’.

Le nombre de classes (formmule VI. 17 )s’écrit dans ce cas

322, ... . 2D, ... D,

h = m 1(e } (e} 1 (ey)

o ¢ est un nombre entier ordinaire.
Si on reprend les valeurs des nombres de classes d’idéaux des sous-
corps quadratiques {v. ch. VI) et si on remarque que le noinbre de

D,
classes du corps K (y —3) est E__E_‘i_\_}, ont A est I'un des nombres

1, ..., 7, on voit que 'on a encore

h=2%h hy. ...k

7

Le théoréme sur le nombre de classes {v. ch. VI. 8) est donc encore
valable dans les cas spéciaux snsmentionnés,



DEUXIEME PARTIE

Etude des quaternions dont les coordonnées sont tirées
du corps algébrique K (14, 1/ 8,1/ C).

CHAPITRE PREMIER

Définitions, notations ; opérations sur les quaternions complexes.

1. On appelle guaternion * une expression de la forme
a= a’n+ a1i1+ aeiz+ aaia

ol a, a, a, et a,sont des nombres rationnels dits les coordonnées dn
qnaternion a, et oii i, i, et i, sont trois symboles définis par les rela-
tlons snivantes :

2 H 2 /
o=l =ty = — 1
() L, =— i, =1,
Ll =— il =
L, =— 1,1, =1,

Quand I'nné des coordonnées ay est égale & 1, on ne I’écrit pas. Par
exemple a =a, +a,i, + i, 41, désigne le quaternion dont les coor-
données sant a,, a, 1, 1.

Si, dans I'expression de a, un terme fait défaut, cela signifie que la
coordonnée correspondante est nnlle.

Ezemple : a =a,+ a,,
est le quaternion de coordonnées a,, o, a, o.

Si a,=a, =a,=a, = 0, le quaternion. est dit nul.

* A. Hurwitz. Zahlentheorie der Quaternionen. Berlin, 1919,
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A Dexception de la multiplication qui n’est pas commutative, les
opérations sur les quaternions suivent les régles de l'algébre classique.

En ce qui concerne la imltiplication et la division, on distingue la
multiplication a4 gauche,la multiplication & droite, la division & gauche
et la division & droite.

Les quatcrnions dont nous venons de rappeler la définition scront
appelés, dans Ja suite de ce travail, quaternions d coordonnées rationnelles,
ou simplement guaternions rationnels *, par opposition aux quaternicns
complexes que nous allons définir.

Les quaternions rationnels seront représentés par des lettres latines
majuscules A, B, C, D,...

2. Nous appellerons guaternions complexes des quaternions dont les
coordonnées sont tirées d’'un corps algébrique autre que le corps des
nombres rationnels. Dans la présente étude, nons considérerons 1'en-
semble des quaternions complexes dont les cocrdonnées sont tirées du
.corps algébrique du huititine degré K (\/apqs, Vbgrs, Verps), corps
que nous avons étudié dans la premiére partie de ce travail **. Le
corps I (Vapgs, Vbars, Jerps) sera appelé, dans la suite, le corps
primordial ***, et nous le représenterons par K.

Les gnaternions complexes 3 cocrdonnées tirées dn corps primor-
dial K seront désignés par des lettres grecques majuscules

A BT, A, ...

Les coordonnées des quaternions complexes sont done des nombres
du corps primordial K ; ces coordonnées seront représentées par des
letires grecques minuscules

a By O, .nn

Enfin, les nombres rationnels seront désignés par des lettres latines
minuscules @, b, ¢, d, ...

1l résulte de la définition des quaternions complexes que 'un quel-
conque de ces derniers pourra s’écrire

(2) A= ay+ o, + @i, + oy

* On entend par quaternions hamilloniens les quaternions dont les coordonnées
sont des nombres réels. Les quaternions «rationnels » sont done des quaternions
bamiltoniens.

** D’aprés cela, un ¢ guaternion cemplexe », au sens que aous donnons & ce mot,
peutl étre quaternion hamiltonien ou non.
*#* Nous dirons parfois aussi, simplement, le corps K.
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Les coordonnées oy s’écrivent (v. 17¢ partie, ch. I) comme suit :

3) a, =, + oy, Vapgs+a;, Vbgrs +ay, Jorps + a, , abrp
b + @) \/bcpq + (O ‘/caqr_i' LK \/a'bcs
pour i =@, 1, 2, 3.

3. Addition et soustraction de deux guaternions complezes. Soient les
deux quaternions complexes
\ A= a,ta il tayi,+ a,i

(4) ? B = ﬁo+ﬁ1i1+ﬁzi2+ﬁ-’i3'
On a

AtxtB=ax»=+f5+ Lo, EE) L, A (2, B 6
En particulier, le quaternion comp]exe

OF_A='_"‘A~“:—“’&‘_'QT 252 ‘“313

sera dit lopposé de A.
On vort que 'addition est commutative et associative,

4, Produit de deus quaternions complexes. Soient les deux quaternions
complexes (4).
Si on tient compie des relations (1), on obtient

AB=rx, + r i, + 5,0, + 7,1

ks
ot 'on a posé

b3

2, 0 — & ﬁl — azﬁz - anﬁa
anJ! -+ x4 ["3" + aeﬁ:: - asﬁﬂ
i “lﬁs + %-Bu + aaﬁl
5 I 5 .
4 @Sy + oo — azpl + 2, By
On voit que AB est, en général, différent de BA. On obtient pour ce
dernier produit

-

{3)

]
w

A

BA =, + frly + faly - opsly avee

( 1) %o ﬁo ! ﬁ] - aeﬁ'-.' - asﬁ'a
(6) ? & ﬁu + o=z ﬁ + “1-82 — azﬁs
fa

afo — o fiy + 2, By + 2y B,
Si AB == BA les quaternions A et B sont dits permutables.

-
o

M THI Il

a:zu'cu + zﬁl .lﬁ'& + auBa
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5. Conjugués et normes de quaternions complezes. Soit le quaternion

complexe ‘ . '
A=+ ot +al, + o

En apphquant successivement au quaternion complexe A les per-
mutations @, ¢,, ..., ¢, du corps primordial K (von‘ 1r¢ partie
ch, 1. 4), on obtient les guaternions

1) — H 0y ;g VN
A =% +“(1 "1+°‘{z I'24—a(3 b

AD =D+ D+ i Ay

D’autre part, en changeant les stgnes des trois derniéres coordonnées
de A, on obtient
A=y —o b —al, — gyl
Oa constate que
AA=AA =t tal+ortat
Appliquons aussi au quaternion A les permutations P> Py =+ - Py
du corps primordial K ; on obtient les sept quatermons

A o e Dy D] — 0]
A = af ol —olli —ole,

AD = o o] D] 0
A = ao-’ o"(1 b a(e t a":(: by
Formons le produit
(7N AR AWAW A@R® | AWAG = No(A).
En vertu de la propriété associative de la multiplication, propriété
qui subsiste pour les gquaternions, I'égalité (7) peut s’écrire

No(A) = (AAY(AWAW), ..., (ADAD)
ou encore )
No (A) = (“E,’)-I-@ﬁ”ﬁ-ag”-l-ai”) (a(um_{_ oc(lm—}—d(;)z-l—dgm) .

(8) :
- (agv)z+a(l7)z+agt27lz_|_a§v)z).

Le second membre de 1'égalité (8) est un nombre rationnel. Il sera
dit la morme du quaternion complexe A ; cette norme sera désignée par
No(A).

Ecrivons le produit (7) comme suit :

No(A) = A (AAWA® .., AGA®).
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Le quaternion complexe
) A= RAWA®, ... AGA®
sera dit le conjugué de A. Il peut s’éerirc aussi
K = (‘zo % il % iz B ia) (czf)m + 1(11)2 + a(zm - “(sm) ot
. (a(ov)z + a(l'r)z + ‘z(;)z + 7)2).
On peut écrire _ a '
AA = AA = Neo(A).
On voit done que tout quaternion complexe ¢st permutable avec son
conjugué.

DerixiTiox. Le produit d’un quaternion complexe par son conju-
gué est dit la norme du quaternion complexe considéré.
On peut énoncer, en vertu de la formule 8, le théoréme suivant :

Tutorixe. La norme d’un quaternion complexe est un nambre rationnel.
TnéorimE. La norme d’'un produit de quaternions complezes est égale
au produit des normes des facteurs.
Soient, en effet, les deux quaternions complexes
A=+ ot + a1, + a,i,
B = Isn +ﬁ1i1 + ﬁai‘z + ﬁsin'

Formous le produit
= (BB BB (BB B . (B BB )

- (g aeytymatytyityl) (A0 ARG ) L (D o 2T)

wh
]

ce quil peut s’écrire encore

i K — (ﬁgl)z + 5(11)2 £ ﬁgl)e + Bgl)z) . (ﬁ?)z + ﬁ?)z + ﬁgn‘)z + ﬁg:')z)
. (aglh -+ agl)z + dgl)z + a(;)’) e (agf)z + a_,(l'r)z 4+ d(;)z + ag7)2)§ K

Or, on a

{10)

BA =n,—m,— 5,1, —r,1,

ol les my ont les valeurs(b).
Si on désigne par n le produit des quatorze premiers facteurs du second
membre de (10), I’égalité (10} s’écrmit

—

BA=n{r,— = t,—x, {,—r1).
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D’antre part, on a
— . - .
AB = (my— 1,1, — Ty 8y — W) (02 4 12 4 w02 - g{e)
{7} (7)2 ()2 ~{7)2
. (‘rg + 702 4 12 4 5l ),
cc qui peut s’écrire, tous calenls faits,
—_ . . .
AB = (my— 7,1, == Ty by —— Ty} 7

On a donc finalement

AB = BA
La norme d’un produnit peut donc s’écrire
No(AB)= (AB) (AB) —ABBA = A(BBJA = A-No(B). A = No(B)- AA
d’ot No(AB) = No(A)- No(B).

Le théoréme est ainsi démontré pour deux facteurs ; par le passage
de n & n 41, on le démontrermit pour r factcurs,

N

6. L’ensemble des quaternions 4 coordonnées tirées du corps pri-
mordial K forme un anneeu de quaternions, ou un domaine numéral,
que nous désignerons par Q. St ) conticnt le guaternion I, 1] contient
aussi son conjugué 1" tel que TT soit rationnel.

7. Diviseurs de zéro. Un quaternion complexe A, différent de zéro,
sera dit un diviseur de z6roe si sa norme No (A) est nulle.
La norme de A s’écrit {formule 8)

No(A) = (o} + ot + o + ) (& + o + ol + o)
. °(a|(]732 4+ ag'.')z + ac(:)z X ag'.')z)_

Sile corps K est réel, a,, a;, «, el a;sont réels ; les nombres &2, of, ...
sont positifs et on ne peut avoir No(A) = 0 que si 'on a

a,=a,=a,=a,=0.

Autrement dit, si Noe(A) =0, on a anssi A = 0, et A n’est pas un
diviseur de zéro.

It ne peut donc y avorr des diviscurs de zéro que si le corps primordial
K est imaginaire,

Tnionime. Si A est un diviseur de zéro, dans le domaine numeéral (2,
il existe toujours deuz quaternions complexes B2 0 et I'5£ 0, tels que
Uon au

AB =0 et
IF'A =0



Démonstration. Formons le produit AB, on a (v. § 4)

AB == TTu_‘_ 7711:1 + 7:2':2 + ﬁsi:;

ol 7, 7, ©, ¢t =, ont les valeurs suivantes (v. formules 5):
Mo = apfBy — 2,0, — & ff, — o f5;
(10) To= o fi + o,B, — a5 + %ff::
o= b+ afy + af — &b
E T = B, — a. i, + a3, + a, B
Sile produit ABest nul, ona ¢, = =, = 1, = =w, = 0, cest-a-dire

g “uﬁu_alﬁl_“eﬁe_aaﬁs=0
(11) 2By + aofy — 2fy + @i =0
2 “250"'“::51 + 2yt — B = 0

agf3y — “eﬁl + & f; + af = 0.

Pour qu’il existe un quaternion B=8, 4 3,1, + ity + B i, 70 et tel
que AB = 0, il faut que le systéme (11) de quatre équations linéaires
a4 quatre inconnues 3, 3, f3, et f3, admette une solution (B, f,. 8., 5,)
non nulle ; et pour cela le déterminant A des coefficients des inconnues
{3, doit étre nul. En d’autres termes, on doit avoir

Ay = Gy, — Fyy —— oy
s + &gy T Uy + xo
Oy + Clay + Dpy = Oy

:“:,? T Py + &y "{_ &,

(12) A =

Or, le déterminant (12) a la valeur suivante :
(13) A= (a:ﬁ + e+ a acg)z-

Comme, par hypothése, A est un diviseur de zéro, sa norme est nulle,
donc

No(A) = (ac: + ot + af + of) (af + oVt + R S P
. (zgﬂe + a;:')z + ag'.')z + 9";7)2) ={.

L’un au moins des facteurs du second membre de No (A) doit étre
nul. Supposons que lon ait o2 4 af?? 4 N2 4 o002 = 0 et posons

= (
b= qs-)e + dgr)e + azr)z + aﬁfn’")*.

On peut éerire, puisque § fait partie du corps primordial K (voir
1re partie ch. 1. 1), ‘

§=a,+ a, Vapgs + a, \/@ + ... +q, Vabes.

(14)
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Puisque § est nul, ona a,=a, =a,— ... =a, =0 et, par suite,
les autres facteurs de No (A), facteurs qui sont les conjugués de 6 dans
le corps K, sont nuls aussi. .

Réciproquement, si 'un. quelconque des facteurs du second membre
de Pégalité (14) est nul, ¢’est que 'on a

a,=a, = ...a,= 0. Parsumte §:=0 ettous

les conjugués de @ sont nuls,

Conclusion. Silanorme No(A) =0, ona &) + a - af + o = 0 et,
par suite, A = 0. Réciproquement, si A = O,onaclta’tatai=0
et, par suite, No(A) = 0.

Donc, s1 A est un diviseur de zéro, il existe un quaternion complexe
B =0 tel que 'on ait AB = 0.

St nous posons naintenant

F§70+71i1 +72i3+73£a

et quc nous formions le produit TA, on a

’

TA =g, + gy - p,1, + pyts, o Llona posé (v. formules 6}

Po= ReFo—— O}y T XYy T Ty
(]) br = % —+ %7y + Xyfe — ‘“273_

Pa ™= G — A}y 4 agy, -+ ey,
Py = /g T oy T %Y + XY

- Pour que I'A =0, il faut p, = p, = p, = p, = 0. Pour qu’il existe
un quaternion I' 2£ 0, mais tel’ que l'on ait simultanément
po = p = py = p, = 0, il faut que soit nul le déterminant des coefli-
cients ay, dans les quatre équations linéaires & quatre inconnues obte-
nucs en égalant & zéro chacune des quatre egalités (1) ci-dessus. Or,
ce déterminant n'est autre que A = {a® -+ o + af 4 &2}t On voit,
comme dans le cas du produit AB, que quand A est un diviseur de
zéro, le quaternion I existe tel que I'A = 0.°

8. Réciproque d’un quaternion compleze. Désignons par A un quater-
nion complexe non nul du domaine numéral Q. Si A n’est pas diviseur

—

de zéro, nous appellerons réciproque de A le quaternion Nol A A, et
. 1 = . ,
nous éerirons ——— A = A~1 Onvoit quelona AA™1 = ATA = 1.
No(A)
9. Division des quaternions complezes. Soit A un quaternion complexe
non nul et qui ne soit pas diviseur de zéro. Si 'on a

AA = B,
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A est dit le quotient 4 droite du quaternion B par le quaternion A. On a

A = BA.,
Si, an contraire, on a la relation
AG =B,
© est dit le quotient & gauche du quaternion B par le quaternion A et
© = A8,

On voit que les quotients & gauche et 4 droite sont en général
différents.

10. “Permutations du domaine numeéral Q. Adjoignons am qnaternion
complexe A du domaine £}, d’aprés une régle quelconque, un quater-
nion f(A); la snbstitution

résultat du remplacement de A par f(A), s’appelle une permutation du
domaine Q si, par Yemploi de cette substitution, toute &galité entre
quaternions reste vérifiée et s1, en outre, les quaternions f{A) ne sont
pas tous nuls.

On voit immédiatement gue l'on a le théoréme snivant :

Tutorime., Les huit permutations Dos Pys « -5 @y dU COrps primor-
dial K (v. ch. I. 4, premiére partie) sont également des permutations du
domaine numeéral {}.

11. Nous avons encore 4 introduire-les définitions suivantes :-

I. Etant donné le guaternion complexe
(46) - A 2+ aty i, b oagly,

4 coordonnées tirées du corps primordial K, nous appellerons conjugué
relatif de A, et nous désignerons par A, le quaternion complexe

i

(17) A R R S A

il

11. Nous appellerons norme relative de A, et nous désignerons par
n{A), la quantité
(18) n(A) =AA = AA =a + & + ot + a2

La norme relative d’un quaternion complexe est un nombre dn corps

primordial K. Nous la désignerons aussi par la lettre grecque minuscule
correspondante comme suit :

nfA)=«, n{B)=pf, etc..
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Le QUATERNION COMPLEXFE ENTIER.

Un quaternion rationnel est dit entier * quand il peut &ire mis sous
la forme suivante:
A=a,p+a,i, +a,t, +o,1,,
ol a,, a,, &, et a, sont des entiers ordinaires, et od 'on a posé
@) gttt
2

Diésignons par

il

B3 (hs Gy, Odyy ) U, Udgy 1,
une base des enticrs du corps primordial K (v. I™ partie, chap. 11).
Tout quaternion complexe & coordonnées tirées du corps primordial K
pourra dés lors se mettre sous la forme suivante :
(22) A.=ADUJD+A10)1+A2U)_3+:.. + Ao,
ol les Ay sont des quaternions rationnels.

Définition. Le quaternion complexe (22) sera dit un quaternion com-
pleze entier, si les scpt quaternmions rationnels 4 ., A, sont des qua-
ternions rationnels entiers.

Le quaternion complexe (22), supposé entier, peut s’écrire, en vertuy
de la définition précédente, '

= ol h o) {0} 1)y (g By
A= (alptal +al™ +al? i Yn, + (eVptali +ali +al Yo + ...

- —I—(afl7)p~}—a.§")i1—|—a.g’)iz—l—ag")ia) W,

ce qui peut s’écrire .

0t

(23) A =opt a4 a,t,+ «t, ol lon a posé
a, =a®w + Vo + .o+ alle,
(24) &, %a-(t::wo +aPu 4 ... A aPw,
a, =alVy + olm 4+ ... ol
L =a e+ allm .. 4P,

On voit que les quatre nombres o, «,, 2, €t a, sont des entiers dans le
corps primordial K.

Soit A le quaternion (22) et désignons, eomme plus haut, par A le
conjugué relatif de A. On vérifie que 'on a
(25) A= Xgp— (e + al) i] —{a+ ‘ze) iz — (g 3 ) ia‘

CGn a, pour la norme relative de A,

{26) n(A):cx:—I—af—}-a:—]— o::—l—czo(al—i—cz:—l—a:s)-

* Voir A. Hurwitz, Zalientheorie der Quaternionen,



CHAPITRE 11

Les idéaux dans le domaine numéral €.

12. Seit a un idéal du cerps primordial K (\/apqs, \/Eq_r_s-: \/CT'ES)
Nous appellerons idéal du domaine numeéral . et nous représenterons
par % =id |a}, I'ensemble infini de quaternions complexes entiers

(27) A=5‘0P+“1i1+“2i2+“ain
dont les quatre coordenuées «, a,, «, €t a, parcourent, indépeudam-

ment les unes des autres, tous les nombres de 1'idéal o. *
Dans I'expression (27), p est égal &

Ui 4+,
R

13. L'idéal A=1d }o} dn domaine wuméral Q sera dit un idéal prin-
cipal, si a est un idéal principal () dans le corps primordial K. Nous
écrirons, dans ce cas,

(28) A=id ().

1l résulte de la définition de I’idéal principal dans le domaine numé-

ral ), que tous les quaternious de 1'idéal (28) sont de la forine
A;:a(zu,o—l_al i’1+":ziz+£a -a)

on &, £, £, et £, sont des nombres entiers du corps primordial K.

Ezemple : A=1id {(2)| contieut tous les quaternions entiers dont les
quatre eoordonuées sout des multiples de 2 dans le corps primeordial K,
En d’autres termes, £ (2. =0, 1, 2, 3) désignant des nombres eutiers
queleonques du corps primordial K, tous les quaternions de Yidéal
UA=id }(2){ du domaine numéral £} ont la forme

et 284 250+ 250, 0w g+ bi + 5+ i

* Voir Boris Seitz: Sur Uarithnomie des nombres de Welersirass généralisés et de
quelques systémes de polytettarions complexes. Thése, page 20, définition de «1'idéal
diagonal ».

[
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Il suit de 14 que tous les quaternions de I'idés]l A =id |{a)| sont,
dans le domaine numéral Q, des multiples de . Nous écrirons aussi
I'idéal U dens ce cas

(28) ' U = ().

- Remarquons qu’un quaternion complexe entier quelconque A =
ayp 4o 1, 4 a, b, + a1, détermine toujours un idéal du domaine nu-
méral , savoir:

(29) A=id Yoty o, 01, )l

C’est ’ensemble de tous les quaternions dont lés quatre coordonnées
font partie de I"déal a = («,, &, «,, «,) du corps K. Sitrois des coordonnées
de A sont nulles, par exemple «,, «, et a, le qusternion A devient
A =g 1, et Vidéal A s’éerit A =id }(a,)} ou A==(z,). Dans la suite de
ce travail, nous représenterons par (A) I'idéal (29) déterminé par le
quaternion A.*

14, Définition. Quand un quatermion A fait partie de I'idéal %, nous
dirons que A est congru 4 zéro modulo U et nous écrirons

A=0 mod %.**

15. Produit de deux idéaux de quaternions complexes. Soient U et B
deux 1déaux du domaine numéral € et posons

A=1d ]a| et B =id|b].
Nous appellerons produit de ces deux idéaux 1’idéal
E==1d ||

comprenant tous les quaternions, et ceux-la seulement, dont les quatre
coordonnées appartiennent 41'1déal ¢=a b, du corps K. On voit que la
multiplication des idéaux, ainsi définie dans le domaine numéral Q,
est commulalive et associative.

* Soit un quaternion rationnel entier AS agp 4 a;7) 4 @50 + 637, Considéré
comme un gquaternion du domaine Q, A détermine un idéal A= id §(ag, 0y, 92, ag)!.
L'idéal {ag, 0y, g, d3) du corps primordial K est, dans ce corps, un idéal principal
(d) ol d est le pged des mombres @y, @y, ay et ay pris dans leur ensemble,

** Dans la théorie elassique des idéaux, si un nombre « fait partie d'un idéal a,
on éeril

a=0 mod a.
En éerivant
. A =0 mod U,

nous généralisons la définition admise dans la théorie classique des idéanx.
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16. Droisibilité. Lidéal =1d {a} sera dit dicisible par Uidéal
$ ==1d |b{ s"il existe un idéal E=id |c| tel que I'on ait
A=E69B.

On a alors, dans le corps primordial K,
a=ch.

PrOPRIETES DES IDEAUX.

17. TutorEme. La somme et la différence de deuz nombres A et B de
Vidéal Y= id }a| font partie de cet idéal .

En cffet, posons

A= Ky + & i]' + “aiz + “ais: B= ﬁoP + Blil =+ ﬁzi‘z + ﬁsia'
. Puisque, par hypothése, A et B sont tous deux contenus dans 9,
on a : .
(30) & =0moda e f=0moda pour r=201423.

Or, on a ’ . o

AEB=(a,Epf)p+ (o =B + (& F fo) i, + (T B,
et T'on sait, par la théoric des idéaux de corps algéhriques, que les
congruences (30) entrainent ’ _
ar £ f, = Omod a; parsuite
A+ B = O0Omod ¥. c. ¢ f. d.

18. TnéorimE. St un quaternion compleze entier A=a p+a, 1+ o, b+ a1,
du domaine Q fait partie de Uidéal N, les produils ¢ droite, AB, et les
produtts a gauche, BA, de A par un quaternion entier quelcongque B de Q,
sont également contenus dans Uidéal U. .

En cffet, A =0 mod ¥ entraine « = 0 mod a, ponr r==0,1, 2, 3.
Or, les coordonnées des produits AB ¢t BA sont des combinaisons
linéaires, & coefficients entiers, des coordonnées «,, a,, «, et a, avec les
coordonnées de B (v. § 4, ch. I). Ces combinaisons linéaires sont done
des nombres de ¢ et par suite AB et BA font partie de I'idéal .

19. TniorimE. Soit U-= id}a} un idéal du domaine Q. Si cet tdéal
contient le quaternion entier A, il contient ausst le conjugué relatif A et la
norme relative n(A) de A. i

Démonstration. Soit A == aup + a, % + a,1, + oy, un nombre de
Fidéal % ; on a dés lors _ ‘
| A= 0Omod ¥ et on en déduit
o = O0mod a, . pourr= 0,1,2 3
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I1déal a contient aussl les nombres
&y 3 _(au-l_a]); _—*(an_l_“z); _(20+aa):

qui sont précisément les coordonnées de A (v. § 11). Ce dernier quater-
nion fait done partie de I'idéal U ; en vertu de la définition de Ia norme
relative (§ 11} et du théoréme 18, n{A) = AX fait également partie
de I'idéal .

20. Tutorime. Tout idéal du domaine Q admet une BASE, cest-a-dire
que Von peut toujours trouver dans U'idéal huit nombres U, T,, ..., T,
tels que tout autre nombre de U'idéal considéré puisse se mettre sous la forme

Xlrl + Xﬂrz + + Xars!

ot les X, désignent des quaternions ralionnels entiers. En outrc si

U = idfa], et si lon désigne par +,.v,, ..., 7, une base de Uidéal o du
corps K, on pourra peser
F1§71; =y ey Ta=yy.

Démonstration. Soit de nouveau
A=ap+ ot + ad, +aty

un nombre de I'idéal A = id ja}; on peut douc écrire, en vertu des
hypothéses faites,

ar = 3Py + 2Py, + ... 2y, pour r=10,1,23,
les 3;” étant des nombres entiers ordinaires. Dés lors, ou a

X Vi . . A3), Y 7

A= (x§0171+...+xg°)y3)P+(m§1’ b0y Y Lt (2 20y 20 )
0u encore

(31) A= (:c(l“)p+:c§’)il-i-ﬂ:i?)r.z-f-:ri“’r.g) gyt +(xé")P+n:§”Ll+m§2’t2+:¢:§3]13) Yo+

Tout nombre de I'idéal U peut donc se mettre sous la forme (31}
et, d’autre part, tout nombre de la forme (31) fait partie de 1'idéal .
Les quaternions qui figurent dans les parenthéses an second membre
.de Tégalité (31) sont des quaternions & eoordounées a:';‘,” rationnelles

entiéres ; par suite le théoréme est démoutré.
21. Tntorkme. St U == id|a] est divisible par B = id|b|, tout qua-
ternion A de U fait partie de B. ' ‘

Comme dans la démonstration du théoréme (19) on a, daus le corps
K, les congruences suivantes :

o =0 moda pour r=20,1, 2 3.
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D’antre part, A étant divisible par B on a, dans le corps K,
a = 0 mod b.

"Dés lors, tout nombre de a fait partie de b. On en conclut que

o = 0 mod b et, par suite, que A = Omod B, ce qui démontre le
théoréme.

22, Tutorkme. Etant donne un idéal A du domaine €, il existe dans
Q un idéal B tel que le. produit YB soit un idéal principal.

Pour l¢ démontrer, posons

= id |a}.

On sait trouver dans le corps K un idéal o tel que aa™! = (a).

Posons donc B = id [a™?}, et J'on anra AP = id }(a)].

Nous écrirons par analogie

AU = id jo

ct 'idéal U sera dit le réciprogue de 'idéal 9.

23. Tneonime, Un quaternion complexe entier "=y p4-7,2, 4+ 7.0, 7484
ne peut étre contenu que dans un nombre fini d'idéaux du domatne numé-

ral 0.

Supposons que I'idéal ¥ = id Ja| contienne la norme relative de I,
soit I =y +5i+yit7A+nlh+nty) On sait® que
ce nombre n(I") n’est contenu que dans un nombre fimi d'idéaux du
corps primordial K. Or, tout idéal contenant I' contient aussi n(I")
(v. th. 19) ; le nombre des idéaux du domaine (} contenant I' cst dés
lors au plus égal & celui des idéaux du corps K contenant n(I'); ce
nombre est done limité.

LA DECOMPOSITION MULTIPLICATIVE DES 1DEAVX DE QUATERNIONS
COMPLEXES.

24. Tukorkme. Un idéal du domaine numéral Q rest divisible que
par un nombre fini d’idéaur du méme domatne.

En effet, soit % = id {a| vn idéal du domaine Q et B = id || un
divisenr de . Désignons par A un nombre de %; d’aprés le théoréme
(21) on a A = Omod B. Or, A ne pouvant étre contenn que dans
un nombre fini d'1déaux, le nombre des diviseurs B de ¥ est limiré,

25. TuEoREME. Soient U, B et € trois idéaur du domaine numeral Q ;
Pégalité
UB = UC entraine B = §.

* Voir D. Hilbert, op. cit., chap. II.
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On le voit en multipliant & gauche par %™, ee qui-donne

YUY = AU,
puis en posant
AU = id | (2} = (a).
On déduit de 1a
(2)B = (2)C.

Les définitions des § 12 et 13 permettent de passer aux coordonnées,
¢’est-a-dire de ne plos opérer que sur des idéaux du corps algébrigne K,
et 'on sait * que, dans ce domaine, ab = ac entraine b = ¢.

26. TetorEME. Si tous les nombres d’un idéal W = id|a!| sont congrus
é zéro modulo un idéal B = id |b|, Uidéal U est dicisible par l'idéal B.
Soit de nouveau
A= 2ep + ol + ayly, + 2y
un quaternion de I'idéal %, quaternion arbitrairément choisi mais fixe.
De I'hypothése, combinée avec les définitions précédentes, on conclut

a =0mod b, pour r=20,1, 2 3
On en déduit e =0modb et, par suite,
N = 0 mod B.

27. Soient ¥ et B deux idéaux du domaine numéral Q. Désignons
par D an idéal contenant tous les. nombres de U, tous eeux de B ainsi
que toutes les combinaisons linéaires de ces nombres faites 4 l'aide de
guaternions complexes entiers de £). 1l résulte du théoréme 26 que les
idéaux U et B sont tous denx divisibles par I'idéal D. ‘

Considérons d’autre part un idéal du domaine Q qui, en plus des
nombres de %, de ceux de B et de leurs combinaisons lindaires,
contienne encore d’autres nombres. Ce nouvel idéal est un diviseur de
®. Dés lors, par analogie avec l'arithmnétique ordinaire, nous posons
la définition suivante :

Définition. L'idéal D est Ie plus grand commun diviseur des idéaux
% et B ; nous le désignerons par la notation (3[B).

28. Si D = id v} est le plus grand commun diviseur des deux idéauz
U=idlo| et B = id|b[, U'idéal b est, dans le corps K, le plus grand
commun diviseur des idéauz o et b. En effet, dans le domaine Q,
D contient tous les nombres de U et tous ceux de B, on en conclut
que, dans le eorps primordial X, I'idéal b contient tous les nombres de

a et tous eeux de D,

* Voir D. Hilbert, op. cit., chap. II.



29. Définitions. 1. L'idéal uoité dans le domaine Q des quaternions
complexes est I'idéal U1 = id [(1)] = (1). Cet idéal contient le nom-
bre 1 et, par suite, tous les quaternions entiers de {).

1. Un idéal P = id{p| de Q est dit un «idéal premier» si, dans
toutes les décompositions possibles de P en un produit de deux
facteurs idéanx, I'nn d’eux est toujours I'idéal unité. Il résulte des défi-
nitions posées que 'idéal p est premier dans le corps primordial K.

30. Tugontme, Si le produtt UB de deux idéauzr du domaine Q est
divisible par un idéal premier B, un au moins des facteurs est divistble
par .

Démaonstration. Prenons

A=idla]; B=id|b]; T=idlp|.

Daos le corps K, p est un idéal premier. Il ressort des définitions
posées que si AV, dans le domaine Q, est divisible par P, ab doit &tre
divisible par p dans le corps K ; et I'on sait par la théone classique
des corps algébriques que, dans ce cas, a ou b est divisible par p.
On a donc 'une des trois alternatives suivantes :

if

a =0 mod p, ce qui entraine - A=0 mod P;
b =0 mod p, ce qui entraine B =0 mod PB;
a=0mod p et b =0 mod p, ce qui entraine A =0 B=0 mod P.

31. TukoriME roxpamENTAL. Tout tdéal A du domaine numéral Q
peut étre décomposé, et cela d’une seule maniére, en un produtt d’un nombre
fini d'1deauz premiers du domatne Q.

Démonstration. Tout d’abord, dans nne décomposition multiplicative
de I'idéal %, le nombre des facteurs est limité, en vertn du théoréme
24. Supposons gqune 'on ait obtenu les deux décompositions snivautes
en produits d’idéaux tous premiers :

A= P, P - - Prs

A=90,0, .- .0
L’idéal ¥ est donc divisible par I'tdéal premier ) ; en vertu du théc-
réme 30, I'un des idéaux P, par exemple P,, sera drvisible par Q..
Mais %, étant un idéal premier, on doit aveir $, =£, ; il reste alors

1
5525[33- s Slsr:QeQa- oo £

En répétant le raisonnement ci-dessus, on voit que chacun des idéaux
£3- se trouve parmi les idéaux B, et vice-versa.
Le théoréme est donc démontré.
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CHAPITRE TITI

Les congruences suivant un idéal du domaine numéral Q,

32. Des définitions posées plus haut, il résulte que

1. tout entier du domaine Q cst congru i lul-méme suivant un
1déal quelconque, puisque tout idéal contient le nombre zéro ;

2. la congruence A =B mod % entraine B= A mod ¥ ;

3. deux entiers congrus 4 un méme troisidme mod 9 sont con-
grus entre eux mod .

Ces trois propriétés permettent de répartir tous les quaternions com-
plexes entiers du domaine  ¢n classes modulo %, en mettant dans une
méme classe tous les nombres congrus & un méme idéal et, par suite,
congrus entre eux. De cetie fagon, tout entier du domaine ) se trouve
faire partie d’une classe et d’une seule, suivant le module ¥ ; on peut
prendre, pour représcnter une classe, un nombre quelconque de cette
classe. 51 'on choisit un seul nombre dans chaque classe, on obtient un
systéme complet de restes suicant le module Y.

Définuion. Le nombre des quaternions d’un systéme complet de restes
modulo U est dit la rorme de I'idéal Y. On la représente par No ().

33. Tatorime. Pour que deux quaiernions complexes entiers du do-
matne numéral Q, par exemple

A=ap+ o, i, +ai, +o,t, ot B=e+ 84, + 5,0+ Lty
sotent congrus swisant un déal W=id{a|, il faut et il suffit que lon
ait, dans le corps primordiol K, les congruences suivantes :

a, =By med a pour =012 3.

Démonstration. 1) La condition est nécessaire, car pour quc l'on ait

A =D mod ¥, 1l faut que A—B = 0 mod ¥.
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Or, A—B= (“o_l-ﬁu) # + (“1 _~61) il + (“2 _52) i‘z + (as_ﬁn) is'
Il faut done que Ion ait
&= mod a pour r=0,1,23.

2) La condition est suffisante ear, s1 ¢, =3, mod ¢ pour r = 0, 1,2, 3,
Iidéal a contient o, — 3, pour r=0,1, 2, 3, et on &

(“u';neu)P_F (“1_ﬁ1)£1 + (az_ﬁz)iz—i_ (a.s——ﬁa) iaEO mod .

Or, le premier memhre n’est autre que A — B, et le théoréme est
démontré.

34. Tukorime. Sout donné, dans le domaine Q, un idéal U =id |a];
désignons par ng{a) la norme de U'tdéal a dans le corps K, c'est-a-dire le
nombre des éléments d'un systéme complet de restes modulo a dans le
corps K ; je dus qu'un systéme complet de restes modulo U, dans le do-
maine Q, comprend [ng(a)]* nombres. C’est la norme No (%) de I'idéal
de guaternions complexes ¥, et nous éerirons No (%) = [re {a)]".

Démonstration. Soit A= a6 + a,i, + 1, + a,i; un quaternioun com-
plexe entier du domaine Q ; faisons parcourir aux coordonnées o, in-
dépendamment les uncs des autres, les ny (a) nombres d’un systéme com-
plet de restes modulo a. On obtient ainsi [ng (a)]* quaternions. On voit
tout de snite qu’il§ sont incongrus entre eux mod A od A = id ja| et,
de plus, que tout autre quaternion entier de { est congru, modulo U,
a I'un de ees [m;{a)]* quaternions.

35. TuforimEe. Soit n {p) = p° la norme de U'idéal premier p dans le
corps K ; on a, dans le domaine Q, No () = p*.
Cela résulte du théoréme 34.
36. TnkoreME. SEA=Bmod % et I' = A mod ¥, on a aussi
(32} AXT =B+ A med .
Pour le démontrer, posous
A=id|a|, A=ap + ot tot,ta,i, BEBp+ Bt +Bi+E1.
=yt nbh+yltri, A=0p+0,4+3,1,+8,i,
De A=D1 mod U, on dédoit
(33} a=f mod a, pour r =0, 1, 2, 3.

De T" = A mod ¥, on déduit
(34) Vi — d; mod a, pour r =0, 1, 2, 3.
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Les congrucnces {33) et (34) douuent, en vertu des propriétés con-
nues des congruences dans les corps algébriques,

oty = ﬁ,i‘ 8, mod a,

d’'od résultent les congruences (32).

37. Tutoréme. Il est permis de multiplier & drotte et & gauche, par un
quaternion entier quelcongue du domaine Q, les deuz membres d'une
congruence suivant un déal de Q.

Car,si A=B mod %, an a A—B =10 mod ¥ et, en vertn du théo-
réme 18, les quaternious '

M (A —B) et (A — B}M, ot M représente un qnateruion entier de Q,
sont congrus i zéro modulo ¥, quel que soit U'entier M. 1l en résulte
bien '

MA=MB et AM=DBM mod %.

38. Tngorime. I est permis de multiplier membre & membre, & droite

et a gauche, un nombre fini quelconque de congruences suivant un méme
idéal du domaine Q.
Soteut les deux congruences

(35) A=Bmod ¥ et I'=A mod U

Ecrivons explicitement les quaterntons qui figurent dans les con-
gruences (3b) -

A= Xy +a1i1+“ziz+“a .a= ‘zo+(au+2“1)it +(au+ 2“z)iz+(‘za+2“s)is

—

[l T

B= B0, B 5| Bt By 2600+ (B 28+, 42601 |

-

e

I'= veet 71i1 oty 75t = _70+(?o+ 271)i1+(70+ 272)i2+( %ot 2}'::)’:3_

X

A 30,4+ 8,484, = 5[ 0,4+ 0.+ 23, i, 4+ (3, + 2854, 4+ (3,4 28,)z, |

bo| = o) = B

Effectuons les produits AI' ¢t BA en appliquant les formules (5). On
obtient, tous caleuls faits,

Al = (ayy,—ay,—= R R N R Y R WA NN g
F @yt aop + gyt oty + Aret %7, T %y %ere + %5ys) A
+ (g7, + %oyt dape T st 2yt Ay, F gt ag, gy
+ {aoret 2yt 2ovs F ety F v an oy tagr, gy
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et de méme .
BA = (B3,—B3 LS —Ld B S—28,3,—B3—285,~B.3—283) p
+ (BotBed, +F3,+E3,+83, + 8,3, +£3, + 8,8, — B3, +83) 4,
+ (B0 tBS, 483,53, B3, + B3 + B3, 4B, + 85, + 83, 1,
+ (B3, B2, 53,82, +B3, +£,3,— B3 + 8.3, +B3,+88,) i,

Or, on peut écrire, en vertu des congruences (35),

=0 moda pour r=0,1,2 3;
=3 moda pour s=01,2 3.

Il en résulte, en vertu des propriétés ¢onnues des congruences dans
les corps algébriques,

(36) arys = 3,5, moda pour rets=0,1,2,3.

Si on forme alors la différence AT" — BA, on voit que 'on a, en
vertu des congruences (36),

Al —BA=0 mod %
d’on A= BA mod %.

Le théoréme, ainsi démontré pour le cas de deux congrnences,
peut &tre étendu & nn nombre quelconque de congruences.

39. Tutonime. Quand deux quaterntons complemes entiers sont congrus
entre cux suivant un ideal U, leurs conjugues relatifs et leurs normes
relatives le sont également suivant le méme idéal.

En formules : La congruence

(37) A =DBmod ¥
il}traine ces deux autres congruences
(38) A =DBmod ¥%;
(39) n(A) = n(B) mod ¥.
Pour le démontrer, on pose |
9% = id Jal.

11 suffit alors d’écrire explicitement
AE“0P+“1£1+“252+“3£3= Béﬁnﬁ + B4+ By, + B,

de se rappeler les définitions des § 12 et 14, ponr déduire de I'hypothése
(37) la congruence (38). En multipliant alors (37) et (38) membre &
membre, on obtient (39), puisque A et A sont permutables entre enx.
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40. Tutorime. Soit, dans le domaine numéral Q, la congruence
A = Bmod A SiT est un divciseur {é drotte ou @ gauche} commun auz
deuw quaternions complezes entiers A et B, tl est permis de diviser (&
droite ou & gauche) les deux membres de la congruence donnée parT", &
condition. que, dans le domaine Q, Uidéal principal id{n ()| soit premier
avec U,

Démonstration. Soit ¥ = id ja|. Supposons que I' soit un diviseur
cornmun a droite de A et B et posons

A=A*T", B=B*T".
La congruence de I'énoncé peut s’écrire dés lors
A*T =3B*I mod % ou
(40) (A*—B*)I" = 0 mod .
Multiplions les deux membres de cetie derniére eongruence {v. th. 33)
par I ; on obtient
(A* —B¥)n(I") = 0 mod U
ot n(I') désigne la norme rclative de I' (v. §11); n(I") étant up
nombre du corps primordial K, posons cncore

nil) =4,
La congruence (40) s’écrit alors comme suit :
(41} {(A* —B*)y =0 mod U

Désignons par «,, «,, a, ¢t a, les coordonnées dn quatermon
A*¥ — B* La congruence (41) signifie (v. § 12 et 14) que les quatre
nombres a,y, o,7, 2,7 ¢t 2,7, qui sont des nombres du eorps K, sont
divisibles tous les quatre par I'idéal o de ce corps. St donc Yidéal {y)
est premier avec a, c’est-a-dire si, dans le domaine , I'idéal
id |(y)] = id |n(T")| est premier avec Vidéal % = id |af, les nombres
@y @, a, et a, font partie de o. Il en résulte que le quaternion A*—B*
est congru 2 zéroc modulo %. On peut donc diviser par y = n(I") les
deux membres de la congruence (41), et la congrnence (40) devient done

A* —B¥* =0 mod ¥
ou A% = B* mod . c.q. 1. d.
41. Tutonrimr. St les quaternions complexes entiers I'), I, ..., T,
dont le nombre est r = No (W), forment dans le domaine )} un systéme

complet de restes modulo ¥ ; si de plus A est un gquaternion complexe
entter du domaine Q tel que id |n (A)| soit premier avec U, les quaternions

(42) T A T,A, ... T,A
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forment également un systéme complet de restes modulo . Il en est de
méme des quaternions

(43) ' AT, AT, ..., AT,

Démonstration. Tout d’abord, les quaternions (42) sont en nombre
égal aux quaternions I,, qui forment un systéme complet de restes
suivant 9. Il suffit done de démoutrer que deux queleongues des qua-
ternions (42), ou (43), sont incongrus entre eux module QI

Or, si I'on avait par exemple,

T:A=T1"3 A mod ¥,

ou IN'e—T1,) A=0 mod 9,
ou I'y A et 'y A sont deux quaternions de la suite (42), 1l s’en suivrait,
en vertu du théoréme (§ 40) et puisque id |n(A)| est premier avee 9,

I'y—Ty=0mod ¥,
ce qui serait contraire 3 I"hypothése puisque I', et I', font partie d’'un

méme systéme complet de restes modulo .
42. Tutonime, La norme d'un produit de deuzx idéaur de quaternions
complezes est égale au produit des normes des facteurs.
En formule No (A B) = No (H). No (B).
Posans A=id |af, B=id b}
Appliquons le théoréme 34, on obtient
No (UB) = [mx (ab)]¢ = [ng (a)]* [ (0}]* = "No (%). No (B)

Cororraing. La norme d'un produit d'un nombre quelcongue d'idéauz
de quaternions complexzes est égale au produit des normes des facteurs.

Le vHEOREME DE FERMAT GENERALISE,

43. Définition. Nons appellerons « indicateur » de V'idéal U le nombre
de ceux des éléments d’un systéme complet de restes suivant %, dont
les normes relatives, considérées comme des 1déaux primcipaux *, sont
premiéres avec U; nous désignerons 'indicateur de U par @ (¥). Clest
umne généralisation de la notion d’indicateur, notion intreduite par Euider.

TutorEmE. Si A est un quaternion complexe entier dans le domaine
numéral £, quaternion dont la norme relative n (A} est premiére avec
Pidéal W=1d {a} , on a la relation

[n{A)] U =1 mod .

* Dans le domainel numéra Q.



— 04 —

Démonstration. Considérons, dans le domaine Q, les éléments d’un
systéme eomplet de restes module ¥, et soient B, B,, ..., B, ou
t = (A), cenx d’entre eux dont la norme relative est premiére avee
%. Déterminons les quaternions complexes entiers -

AL A, A
tels que
AB =A,
(44) ABEEAs mod I
AB,=A,

ol A est le quaternion dont parle 'énoncé. Les A, sont ineongrus entre -
eux module A, car A,=A, mod U, ou A; et A, sont deux des quater-
nions Ag, ..., A,, entrainerait B,=B, mod ¥ {en vertu des esngruences
(44) et du théoréme § 40).

Je dis que les idéaux

id {n (A, ..., 1d |n (A}

sont premiers avec I'idéal U.

Posons, puisque la norme relative d’un quaternion complexe est un
nombre du corps primordial X (v. § 11),

A=, nA)E, . n(M) =D
1 s’agit done de démonirer que les idéaux

id 10, pourk=1,2, ..., ¢

sont premiers avee I'idéal

- A=1d jal.
Supposons que les deux idéaux id }(34)} o0 & est I'un des indiees 1, 2,

.., 1, et A=1d {a} aient un facteur premier eommun P ; on peut
Ecrive ‘

Wit =8P et A=U*P.
Posons encore
‘ B=idib], Px=idip}, U*=1d ja*|
On a donc
id {(Ja)t = 1d {b] 1d Ipf.

Or, en vertu de la définition du produit de deux idéaux, on dédmt de

la relation précédente 1’égalité suivante dans le eorps primordial K :

(45) () = b p.
Mais 2; est la norme relative de Ay= A B;. On a done (v, § 11)
e = AxAp = AB. AB, = AB,BAL = n(A)n(B,).
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Posons n(A)=a, n{B)=fls

L’égalité (45) s’écrit alors
(46) 0s) = (o) (6s) = B.

Mais, par hypothése, I'idéal 1d |n (A){ ou id |(a}| est premier avec
Pidéal % =id }a|. 1l en résulte que, dans le eorps K, I'idéal {«) est
premier avec 11déal a; {«) n’est donc pas divisible par I'idéal premier
p qui divise a. L'égalité (46) montre que 1idéal (3;) devrait étre divi-
sible par p. Mais, si c'¢tait le cas, 'idéal id }(B;)] ou id }n (B,)] serait
divisible par id |p| = P. Or, ¢’est impossible puisque les B; sont, par
hypothése, premiers avec U et par suite avec .

Il résulte de ce qui précéde que les 1déaux

id [n{A)| pourk = 1,2, ...,1¢

sont premiers avec % et que les quaternions

i A;[:Ag;"': A.I
sont congrus, modulo U, aux quaternions de la suite
B,B,..,B,

Yordre de succession des indices daus les deux suites ci-dessus pouvaut
dafférer. ' '

Des congruences (44} on tire, en passaat aux normes relatives et en
appliquant les théorémes § 19 ct § 38,

n(AB).-a(AB)). ... n{(AB)==n(A)-n(A,). ... n(A) mod ¥
ou, puisque n (AB;) —n (A)-n{By), '
(47 - [m(A)F-nrB). ... n(B)=n(A). ... n(A) mod %
Mais I’ensemble des A; coincidant avee I’ensemble des B, et, d’autre
part, les idéaux
id n(Bilfetidn(Ay)|pourk=1,2,...,1¢
étant premiers avee 9, on déduit de Ja congruence (47)
n(AYP=1mod U
ou fn (A)]q)(m) = 1 mod .

(’est le théoréme de Fermat généralisé au domaine Q des quaternious
eomplexes.
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