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RESUME

Mots clés : persistance, environnements fluctuants, taux givasion, probabi-

lité invariante, probabilité ergodique, modele itératif, processus de diffusion,
équation aux différences stochastiques, équations difféntielles stochastiques,
dynamique stochastique du réplicateur, modeéle de loteriegffet de stockage,

dynamique discréte de Lotka-Volterra.

Keywords: persistence, fluctuating environments, invasio rate, invariant pro-
bability measure, ergodic probability measure, iterativemodels, diffusion pro-
cess, stochastic difference equations, stochastic difétial equations, stochas-
tic replicator dynamic, lottery models, storage effect, dscrete Lotka-Volterra

dynamics.

Fin de mieux comprendre comment les facteurs biotiques #tiesiations de
A I'environnement influent sur le maintien de la diversité dggeces dans une
population, nous développons une théorie mathématiqua dedxistence. Cette
théorie est I'extension aux équations aux différencesfigtrditielles stochastiques
de la théorie non-linéaire de la permanence. Notre comddi® coexistence des
especes exige I'existence d’'une combinaison linéaire exangtrictement positive
des taux d’invasion par rapport a toute mesure ergodiqueniasures ergodiques
sont a support dans I'ensemble des états d’extinctionutcitaux d’invasion par
rapport a une mesure invariante correspond a la moyena#iyeghent a cette me-
sure, du taux de croissance moyen par individu. De plus, snasypothése ap-
propriée d’irréductibilité (accessibilité en temps detoet non-dégénérescence en
temps continu), nous prouvons que la loi du vecteur compeséréquences des
différentes espéces de la population converge vers |'@enprobabilité ergodique
de la dynamique. En outre, notre condition de persistarta®legste aux perturba-
tions des fonctions du modele. En utilisant cette théopesrprouvons que :

() les fluctuations stochastiques de I'environnement frinenti la coexistence
dans les communautés pierre-feuille-ciseaux en foncesrcdrrélations entre

les taux démographiques interspécifiques,



(i) la variation stochastique des taux de mortalité n'a gasfluence pour les

communautés a temps discret de Lotka-\olterra, et

(i) les contraintes aléatoires peuvent promouvoir laedsité génétique en pre-

sence d’interactions d’exploitation.
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ABSTRACT

Keywords: persistence, fluctuating environments, invasiorate, invariant prob-
ability measure, ergodic probability measure, iterative nodels, diffusion pro-
cess, stochastic difference equations, stochastic difésttial equations, stochas-
tic replicator dynamic, lottery models, storage effect, dscrete Lotka-Volterra

dynamics.

0 understand better how biotic factors and environmentatifatons affect
T the maintenance of species diversity in a population, wesldgva mathe-
matical theory of coexistence, extending non-linear thebpermanence to stochas-
tic difference and differential equations. Our condition $pecies coexistence re-
quires that there is a fixed weight vector such that the agsatilinear convex
combination of invasion rate of any ergodic measure is p@asifhis ergodic mea-
sure is supported by extinction states. Here, an invasi@nafainvariant measure
corresponds to an average per-capita growth rate alongrtbésure. Moreover,
under a suitable assumption of irreducibility (accestypih discrete time and non-
degeneracy in continuous time), we show that the law of tmsitevector of dif-
ferent species converges to the unique ergodic probabikggsure of the dynamic.
Moreover, our condition of persistence is robust to pestidms of model functions.

Using this theory, we prove that:

(i) the stochastic fluctuations of the environment altexcsience in rock-paper-
scissors communities depending on correlations betweenspecific demo-

graphic rates,

(i) stochastic variations in mortality rates have no effes the coexistence cri-

teria for discrete-time Lotka-Volterra communities, and

(i) random forcing can promote genetic diversity in thegence of exploitative

interactions.
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INTRODUCTION

orsque plusieurs individ&interagissent dans une méme population, la co-

L existence est une question importante a laquelle les hatésydes popula-
tions et les écologistes se sont de tout temps attachés admépeoir par exemple
\Volterra (1931), Holt|(1977), Pake et Venable (1995), KellBrowler (2002) et
les références bibliographiques qui suivent. Cette questst d’autant plus cru-
ciale, qu’elle souléve le probléme du maintien de la ditérst de la richesse
génétique, comme I'observent Gillespie (1973), Connél7f), Chesson et War-
ner (1981), Turellil(1981), Chesson (1994), Tilman (19%ner et Sasaki (1996),
Abrams et al.[(1998), Bjgrnstad et Grenfell (2001), Chestdfuang (2008).

Un des modéles mathématiques les plus fréquemment utilésésla représen-
tation de ces interactions est le systeme d’équationgeliffielles ordinaires sur le
cone positifRd deRY

Xi:Xifi(X>:FI(X)7 i=1....d 1)

ol X = (X,...,Xq)t et f = (f1,...,fq) est le vecteur des taux de croissance par
individu. Le champ vectoriel est choisi assez lisse pour garantir I'unicité de la so-
lution du probleme a valeur initiale. Ce systéme laisseriawle cone positiRO'+

(les tailles de populations doivent rester positives) snégialement les faces= 0
(pas de génération spontanée). En dynamique des popsldaayquestion Iégitime
de la persistance se pose alors en ces termes : telle ouspleeesera t-elle pre-
sente indéfiniment dans I'écosysteme ? Il est néanmoinsgelak;(t) > 0, vt n’est
pas une réponse viable puisgyé) peut tendre vers O et rester strictement positif
pour toutt. Génériquement, le systeme sera qualifié de persistanitsi $olution

issue d’'un état initial strictement posﬁiﬁ’approchepas le bochR‘j'r du cbne po-

1. Letermeindividu est générique et peut représenter amtgglun animal, une particule virale,
une bactérie, un phénotype, ...

2. Entoute généralité, 'ensemble des états sera le simpieixéA de dimensiord — 1 deRY.
Son bordA,, nommé ensemble des états d’extinction, est I'ensemblétdés dans lesquels une au
moins des espéces est absente. Un état strictement pssitifoes un état dans lequel toutes les
especes sont représentées en quantité strictement positiv
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sitif RO'+ lorsquet tend vers I'infini. Et cette notion a remplacé celle précéahemt
utilisée, mais plus restrictive, d’existence d’un équdilglobal asymptotiquement
stable (attracteur). Plusieurs définitions plus précigda doexistence en terme de
persistance ont été données au cours des années 80 : pattatanitial strictement

positif,

(pf) persistance faible, voir par exemple Gard et HallanY@)9Gard (1980 ; 1982)

Ilrtnﬁswuplrggd{m(w} >0,

(p) persistance, voir par exemple Freedman et Waltman (;19885)
Ii{ninf{xi(t)} >0, Vvi=1,...,d

(pu) persistance uniforme (encore appelée coopératioregugnence), voir par
exemple Hofbauer (1981), Hofbauer et S0 (1989)

dn >0 Ii{ni(gf{xi(t)} >n, Vi=1,...,d

Il est clair que (pu}= (p) = (pf). L'évolution de la définition de la persistance
a découlé de la nécessité d’englober des écosystemes aexiateace avaient lieu

sans que les hypothéses assurant la persistance mathémaigoient vérifiées.

Deux facteurs interférents sont essentiellement en caugeqol’il y ait coexis-
tence :

() d’'une part, les facteurs biotiques tels que les taux detatité et de nata-
lité, les bénéfices résultants des interactions intrageées et/ou interspéci-
fiques, ...

(i) et d’autre part, les facteurs environnementaux fluctsdels que la nature
du terrain, la disponibilité des ressources nutritioreglla température, le
climat, ...

Ces deux facteurs contribuent simultanément a entraverrmai@dtenir la coexis-

tence a long terme des différentes espéces dans la popuRdinexemple, 'analyse

2



des versions linéaires des systemes d’équations de cdiopéte Lotka-\olterra,
basée sur les conclusions de la théorie de I'équilibre, tenite que les varia-
tions environnementales ne permettent pas la coexistazgegpeces en compéti-
tion, voirlMay (1973 | 1974hb}a). Cet auteur prouve en sultgtajue deux especes
coexistent s'il existe un équilibre stable avec présencereportion strictement
positive des deux espéces. Par contre, Hutchinson |(198&pafqu’il n'est pas
nécessaire qu’il y ait un tel équilibre stable pour parveénia coexistence : il suf-
fit que les fluctuations de I'environnement soient asseaiggtes pour changer le
niveau de compétition avant I'extinction d'une espece e celle-ci puisse se
rétablir et se maintenir dans la population. De nhombreureautxemples dans la
littérature conduisent aux mémes observations, voir pameke Holt et al.|(1994),
Gillespie et Guess (1978), Chesson et Warner (1981), Chetd€uang|(2008).

Une méthode appropriée d’identification des mécanismegayiernent la per-
sistance est le développement et I'analyse des modeélegatiégs aux différences
et différentielles stochastiques. Ces équations sontdes meilleurs outils ma-
thématiques pour modéliser les fluctuations de I'enviromer&. Les deux facteurs
précédents sont pris en compte en considérant des tauxidsatroe stochastiques.

L'équation [1) s’écrit alors

(i) dans le cas des équations aux différences stochastiques

XfiH—lleilfi(Xn?En-l-l)v 1:177d (2)

ou&n,n > 1 sont des variables aléatoires indépendantes et identeutelis-
tribuéesii.d.) définies sur un espace probabili§g .7 ,IP), et indépendantes

de I'état initial Xp de la population,

(i) dans le cas des équations différentielles stochastiqu

ou %4 est un mouvement brownien.

Ces équations stochastiques permettent I'analyse du atenpent asymptotique

3
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de la loi de probabilité des fréquences des espéeces de ldagiopu voir a titre
d’exemples Kimural (1964), May (1974c¢), Slatkin (1978), éilir(1977 ;11981),
Chessaon (1982), Gard (1984), Ellner (1984), Chesson e¢HID89), Gyllenberg
et al (1994), Schreiber (2007), Benaim et al. (2008), Hafbat Imhaf (2009),
Hofbauer et Schreiber (2010). En outre pour I'équatidn [@yelli (1977), Gard
(1984), Chesson et Ellner (1989) ont élaboré une approdhéive du probléme
de la coexistence en tenant compte des taux de croissan@nm@spérés) par

individu des espéeces rares
Ai(x) = E [log fi(x,£1)] -

Lorsque ce taux de croissance est strictement positif poeiespece donnée, celle-
ci peut croitre et envahir le systéme. Pour les interacteriee deux especes, on
s’attend alors a ce que la coexistence soit assurée si clesgpéee rare peut en-
vahir le systeme pendant que l'autre espece est communsi, /&ard (1984) et
Chesson et Ellner (1989) ont montré que lors d’interactipmses-prédateurs et
d’interactions compétitives, ce critére d’invasion miieigarantit la coexistence
au sens de la minoration stochastiEL(e.b. en abrégé). Une espece est ditb.
persistante si sa fréquence dans la population est minorés par une variable
aléatoire strictement positive. Autrement ditXsidésigne la fréquence des indivi-
dus de I'espéece au tempg dans la population, il existe une variable aléatbire

strictement positive telle que
P (X >n)>PU>n),Vn,t

La distribution deX' n’a pas nécessairement besoin de converger, mais elleedeoit r
ter bornée inférieurement par la distribution d’'une vadeadéatoire positive. Pour
des interactions de plus de deux espéces, ce critére laippeser que la coexis-
tence devrait se produire si toute espece rare peut envahparte quelle sous-

communauté d’espéces en interaction. Etonnamment, éesceist faux méme pour

3. Le terme anglais exact estiochastic boundedngs=n abrégé.b., que nous serions tentés
de traduire pabornitude stochastiquePar souci de clarté, nous conserverons I'abréviationase|
originales.b..



des systéemes déterministes de trois especes. May and bed®aib) ont montré
par des simulations numeériques que trois espéces dans umgetiton de type
pierre-feuille-ciseaux peuvent ne pas coexister malgféiteque toutes les sous-

communautés soient envahies par les espéces rares.

A partir de la fin des années 1970, se développe une théorf@matique de
la coexistence des modeéles déterministes qui prend en eodgst dynamiques
du type pierre-feuille-ciseaux, voir par exemple Schustel. (1979), Hofbauer
(1981), Butler et Waltman (1986), Hutson (1984 ; 1988), Haoier et Sol (1989),
Hutson et Schmitt (1992), Jansen et Sigmund (1998), Gardpfitauer (2003),
Hofbauer et Schreiber (2004), Schreiber (2000 ; 2006) eCwdtion de coexistence,
appelée permanence ou persistance unifrma'ge que le bord de I'ensemble
d’états soit répulsif. De fagcon équivalente, il existe umaateur global dans I'en-
semble des états strictement positifs. De plus la permanestarobuste malgré de
petites ou de rares grandes perturbations du modeéle, vsedat Sigmung (1998)
oulSchreiber (2006). Hofbauer (1981) et Hutson (1984) samhples premiers au-
teurs a énoncer une condition générale suffisante de pencankeeur condition
(nommée dans toute la suite condition de permanence) rédedstence d’'un
vecteur de poidp du simplexe unité tel que, la combinaison linéaire pondpete

p des taux d’invasion
M(H) = [ MCOm(AY

des différentes espéces soit strictement positive, paie tistribution stationnaire
ergodigue de sous-communautés d’especes de la pop@ation

Inversement, si le systeme est non-permanent, c’esteasdirexiste une combi-
naison convexe strictement négative des taux d’invasions ane au moins des
especes est susceptible d’extinction, voir Garay et Hafb003) ou Hofbauer et
Schreiber/(2004).

4. La permanence a été initialement formuléelpar Schustdr t979) dans le contexte des
hypercycles. Indépendamment, Butler etlal. (1986) déénisk notion équivalente de persistance
uniforme.

5. Il s’agit des mesures ergodiques a support dans I'ensedels! états d’extinction.

5
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Méme si la nature fluctuante de I'environnement est souvie¥@ comme mo-
tivation a la notion de permanence, voir Hutson et Schmfi®g), Jansen et Sig-
mund (1998), ce n’est que trés récemment qu’a été étudiéti'dés fluctuations
stochastiques de I'environnement sur les systemes pentslBenaim et al. (2008)
ont étendu a la dynamique stochastique du réplicateurdeaux de Garay et Hof-
bauer|(2003). En faisant I'hypothése que le modéle détéstairn temps continu
du réplicateur était permanent, Benaim et al. (2008 ; Thir).dht prouvé, sous une
hypothése de non-dégénérescence, que les petites pgdnskstochastiquesde
la dynamique stochastique du réplicateur sont aléato'rne;lrmmanent@s Inver-
sement, ces auteurs démontrent que, si le modéle déternasisnon-permanent,
alors les petites ou les larges perturbations aléatoirels dggnamique stochas-
tigue correspondante approchent exponentiellementestétats d’extinction avec
grande probabilité, voir Benaim et al. (2008 ; Thm. 4.2, Thri).

Il y a de nombreux systémes pour lesquels on ne peut pas tewgassurer
d’un niveau trés faible de perturbations stochastiqueglD& certains modeles de
population en biologie ne sont pas représentables par dediéas différentielles
stochastiques, vair Turelli (1977). Nous proposons aloesgenéralisation des cri-
téres précedents de permanence aux modeles mathémafemestidbns aux diffé-
rences et différentielles stochastiques, en prenant epteotes niveaux arbitraires
de fluctuations environnementales. Nous énong¢ons unetamnde persistance qui
généralise la condition de permanence. Au chapitre 1, nowsofs le modéle dis-
cret (2) dans lequel les fluctuations de I'environnement seprésentées par une
famille £&n,n > 1 de variables aléatoires. Notre théoréme prindipal 1.8liegue
si la condition de persistance est vérifiée alors le systesh@ersistant au sens
suivant : la fraction de temps que I'ensemble de la populadi@ns I'état initialx
strictement positif, passe dansrjevoisinage de I'ensemble des états d’extinction,

tend vers 0 quang tend vers 0. De plus, sous une hypothése d’accessibilités no

6. Cette terminologie sous-entend que les normes des tetendgrive et de diffusion sont
majorées par une constante assez petite.

7. |l existe une mesure invariante (concentrée sur I'agracglobal positif du systeme déter-
ministe) qui détermine les lois asymptotiques du procesgus que soit I'état initial strictement
positif.



démontrons I'existence d’'une unique mesure ergodique&eqrar les états stricte-
ment positifs. Cette mesure caractérise la loi asymptetajusysteme.

Au chapitrd 2, nous abordons le cas continu en considéranotigle de diffusion
(). Cette fois-ci I'état stochastique de I'environnemesttreprésenté par un mou-

vement brownien standard. L'analogue des taux de croissestalors donné par

M09 = (0~ 5T,

oul = 99! est la matrice deovariationrelative de[(B). Nous prouvons ici encore
que le systéme est persistant sous la condition de perststsains émettre d’hypo-
these sur le niveau des fluctuations de I'environnement.

Enfin, au chapitrel3, nous appliquerons ces résultats d'artéggleux dynamiques
a temps discrets : le modéle de loterie d’allocation aléatdiespace et celui aux
différences stochastiques de Lotka-Volterra et d’autne @daun modéle a temps
continu : la dynamique stochastique du réplicateur. Eriquaier, nous montreront
comment les fluctuations aléatoires de I'environnemenuémitent la coexistence

dans ces systemes.
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Ce premier chapitre est un rappel des notions principaleg’qtiliserai dans
cette thése. J'y énonce et démontre notamment un théorgodiguetrajectoriel
de Birkhoff (théorémé 0.20). Cette formulation du trés gapa théoréeme ergo-
dique de Birkhoff est essentielle pour aborder la notion desiptance en usage
dans les chapitres suivants. Je n’ai pas la prétention d&raun résultat original,
mais force a été de constater que I'abondante littératisesygltemes dynamiques

n'aborde pas I'ergodicité du point de vtrajectoriel.

0.1 Préliminaires et notions de base

Soit (S,.¥) un espace mesurable (espace d'ét@%st a priori un ensemble
quelconque et est une tribu (ouw-algébre) de parties d& Un mesurable (ou
partie mesurable) est un élément génériqueseDans toute la suite nous sup-
poserons qué& est un espace topologique.et := % (S) sera la tribu de Bor
associée. Un élément d€ est alors appelé un borélien (ou une partie borélienne).
Nous désignerons par :

> . (S) 'espace des fonctions réelles mesurablegSu#”), c.-a-d.
M (S):={h:S—R|h10)e.7, vOe B(R)}.

Dans cette définition, on peut remplacer la tribu boréligmaretoute famille
de parties d® qui engendre la tribu borélienne. Dans la pratique on etiés
plus souvent la famille dénombrable d’intervalléa, +o[,a € Q},

> .#(S)" le cone positif de# (S) formé des fonctions mesurables positives,

> p(S) le sous-espace de (S) formé des fonctions mesurables et bornées,

> %u(S) le sous-espace de/,(S) formé des fonctions mesurables, continues
et bornées,

> €?(S) le sous-espace de (S) formé des fonctions continues, dérivables et
a dérivée continue. Lorsque cela ne préte pas a confusemléenents de
€?(S) sont plus simplement appelés des fonctions de cl&gse

> M(S) I'espace vectoriel des mesures sigl%ﬁlsies (bornées) suis,.v),

8. C’est la plus petite tribu contenant la famille des ouvddS.
9. Une mesure signée est une application” — R telle quev (D) =0 etv(UnBn) = 3, V(Bn)

8



0.1. PRELIMINAIRES ET NOTIONS DE BASE

> M1(S) le sous-ensemble convexe BES) composé des mesures de proba-
biIité,
> %1 (H) est le sous-espace d& (S) composeé des fonctiom‘rintégrable@,
ou U est une mesure signée appartenavit(®).
Munie de la norme sug|f||, := sup|f(X)|, les espaces#(S) et ¢,(S) sont des

XeS
espaces de Banach.

Définition 0.1 (Convergence ensemblistdyne famille u, de mesures d&1(S)

converge vers une mesytede M(S), et on noteu, — U Si

{in(B) — u(B), VBe.7.

Pouru € M(S), posons
pu*(B) :=sup{u(A)|Ac . ACB}
et
pu~(B):=—inf{u(A) |Ac . ACB}.

Les applicationgu™ et u~ sont des mesures su¥, appelées parties positive et
négative degu. La mesureu| := u™ + u~ est appelée laariation totalede u, et en
généralu(B)| # |u|(B). L'applicationy — |||, := |1|(S) définie une norme sur

I'espaceM (S), appelée norme de la variation totale. Cette norme est digunite a

|u]| == sup|u(B)|, ueM(S), (4)
Be.”
car
[l < lully < 2/|ull, ueM(S).

L'espace vectoriel norm@M (S), ||-||,,) est un espace de Banaetp.eiNeveu (1964 ;
Prop. IV-1-2.).

pour toute famille disjointe dénombraHlB,,n€ N} C .. Le terme mesure fera toujours référence
a une mesure signée bornée.

10. On utilise indifferemment la dénomination probabilité

11. f e .#(S) estu-intégrable si et seulement £ f|du < co.

9
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Définition 0.2 (Convergence en variation totald)ne famille u, de mesures de
M(S) converge en variation totale vers une mesurde M(S), et on note
Hn — W, Si
lim | — pl,, = O,
ou de facon équivalente en utilisant (4)

lim sup|un(B) — u(B)| = 0.

N—=®pc

O

Dans le cas particulier des mesures de probabilités, ilasstiple de caractériser la
norme en variation totale a I'aide de la classe des fonctioasurables bornées de

norme sup plus petite ou égale a 1. Plus précisément

Proposition 0.3. Pour toutes mesures de probabiljt¢ et yp deM4(S),

1
Hlll—llzﬂvt:ESUD{’/fdﬂl—/fduz

e 1. <1},

La démonstration de cette proposition fait appel au lemme

Lemme 0.4.Si 1y et > sont deux mesures de probabilité de densités rasgt $

par rapport a une mesure de probabiliéalors

1
Ik Hell = [ 1f2 felav.

PREUVE du lemme[0.3 :
NotonsA = {f1 > fo}.

[t faldv =2 [ (1= f2)dv = 2(s () — o(A) < 212~ el

10
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et pour tout mesurabB € .,

11(B) — 12(B) = '/AmB(fl— R)dv— [ (f2—f)av

< max(/m(fl— fz)dv;/AcmB(fz— fl)dv)
< max(A(fl— fz)dV;/Ac(fZ_ fl)dv)

g%/\fl—fz\dv.

PREUVE de la proposition[0.3 :
Soientu, o € M1(S). Posons

bl = sue | [ s~ |

yo Hat f:% f:%
2 0 1T v 7T v

Les mesuresgi; et o sont alors absolument continues et de denségg. f et f,

f e h(S), ]| < 1},

et

par rapport a la mesure de probabilitéD’apres le lemmé&_014, il suffit alors de

prouver que
Ik el = [ 1= falav.
En effet
I~ il = sup{ (12— )10V, f €. 4(S), [ 1] <2} < [ |12~ tolv.

et en choisissant = sgn(f; — f2)

/\fl— fz\dv:/(fl— ) gdv gsup{/(fl— f)fdv, f €.4(9),||f|l. < 1}

< [H1 = p2ly+-

12. sgrif)=1sif >0,sgrf)=—1sif <Oetsgrif)=0sif=0.

11
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O

Définition 0.5 (Convergence faible)Une famillep, de mesures del(S) converge

faiblement vers une mesyrede M(S), et on noteuy, LR U, si

/fdune/fdu, VE € Go(S).

Dans la suite, nous noterons indifferemmgriitou p( f) I'intégrale

/fdu, HEM(S),fe.#(S)

Remarque 0.6. (i) La limite dans la définitiof Q]5 précédente, lorsqu’adleste
est unique, puisqu’une mesure finie est entierement détéenpiar son action
sur les fonctions continues bornées. Dans cette méme aéfirsi u et up
sont des mesures de probabilité, on peut se contenter denerpour espace
test le sous-espace d§,(S) formé des fonctions uniformément continues,
voir Billingsley (1999 ; Thm. 2.1).

(i) {un} converge verst en variation totale spn(B) — u(B) uniformément en
B € .#. De ce point de vue, cette convergence peut étre assimiééeanier-
gence uniforme pour les fonctions, et la convergence erisgegapparente

elle, a la convergence ponctuelle des fonctions.
(iii) La topologie faiblea(M(S),%,(S)) sur M(S), appelée topologie de la con-
vergence faible des mesures est celle dont un voisinédgesV d’'une mesure

signéeu est donnée par :

V() ::{VEM(S) : '/fdv—/fdu‘ <eVfeF ccgb(s>},

pour € > 0 et F sous-ensemble fini @§(S).

SoitM(S)* le dual topologique deM(S) : c’est I'ensemble des formes li-
néaires continues swi(S). La topologie faible usuelle sur I'ensemigS)
esto(M(S),M(S)*) et la topologie faiblé sur M(S)* esta(M(S)*,M(S)).

La convergence faible des mesures de probabilité n’est gasccelle stan-

12
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dard de I'analyse fonctionnelle, qui est une notion plusdate convergence.
Néanmoins, lorsqus est un espace métriqgue compact, la convergence faible
des mesures est la méme que la convergence faibt&;,(S)*, puisque dans

ce cassp(S)* est isométriguement isomorphd/|S).

(iv) On atrivialement les implications suivantes :

B " =" " =" .

0.2 Processus stochastiques et Martingales

Dans toute la suitd € {N,R }. Sauf mention contrair8 sera un espace mé-
trique séparable (typiquement un sous-ensemble comp#&&,de> 1) muni de sa
tribu borélienne? = %4(S).

0.2.1 Processus stochastiques

Définition 0.7 (Processus stochastiqué&)n processus stochastique X (ou plus sim-
plement un processus), avec ensemble d’indices (iffird) valeurs dans I'espace
d'états(S,.”), défini sur I'espace probabilis@,.7,P) est une fonction d& x Q
danssS, telle que pour tout € T, X(t,.) : Q — Sest une variable aléatoi@. O

Pour toutw fixé, I'applicationt — X(t, w) est dénotée trajectoire (@urtrajectoire)
de X. L'espaceS' de toutes les trajectoires sera muni de la tribu de Kolmagoro

T : c’estla plus petite tribu rendant mesurable toutes le@gions coordonnées
X= (X)teT — Xs, SET.

La loi du processuX est alors la loiimage d& par I'application.#,.#T)-mesurable
¢ : Q — ST défini parg (w) = (X(t,w))eT. Le processuX est dit stationnaire si
pour touts,n > 1 et toute suite d’'indices € t; < ... <t, deT, la loi du vecteur
aléatoire(X(t1+s,-),X(t2+s,-),...,X(tn+s,-)) estindépendante de

13. c.-a-d.une fonction(.%,.#)-mesurable.

13
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Nous noterons usuellemeXtt,.) = X;. Le processuX se représente symbolique-

ment par le triplet
X:= ((Qﬂgvﬂb)?(sﬂy)?()(t)teT)

La loi de Xy est appelée loi initiale. Lorsque I'on veut préciser quéel’ésat initial,
on notex” = (th‘))tg . De plus la notatioh(tx’i désignera laéme composante du
vecteur colonne&*.

Définition 0.8 (Filtration). Une famille{.%} := {.%;,t € T} de sous tribus d&* est
une filtration si.%; C %5 pour tout tse T. Intuitivement%; correspond a I'en-
semble des informations disponibles jusqu’au temps t. Eticpder, la filtration

naturelle{.#X} d’un processus X est définie par
FL =0AXs;s<t), MteT:
c’est la plus petite tribu rendant mesurables les applimasi X(s),s< t. 0

Par définition, on pose
FX = 0{U=0.%%) -

Un processu¥X est dit{.#: }-adapté si pour tout € T, X; est.%-mesurable. Un
processuX = (Xn)nen est dit{. 7 }-prévisible siXg est.%#p-mesurable, et pour tout
ne N, Xpt1 est{-#,}-mesurable.

0.2.2 Martingales

Définition 0.9 (Martingales) Un processus M= (Mt)teT, a valeurs réelles défini
sur un espace probabilig®, .7, P) est une martingale par rapport a une filtration
{%} de Z siles conditions suivantes sont vérifiées :

(i) E[|Mt]] < +oo pour toutt>0;

(i) M est{.# }-adaptée;

(iii) E[Mits|Zt] = My, P-p.s., pour tout g > 0. O

L'égalité (iii) est appelég.#; }-propriété de martingale. Lorsque la filtration

considérée est la filtration naturelle du procesddisgst simplement appelé une

14
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martingale. Si la condition (iii) ci-dessus est remplacaeliinégalité
E [Miys|-74] > M, P-p.s.  (resp.E [M;s|-74] < M, P-p.s.),

on dit alors que le processisest une sous-martingaleép.sur-martingale).

Si M est une martingale de carré intégr@lel’inégalité de Jens@ assure

que le processud? est une sous-martingale. En effet pour tgtit> 0
2
B Mo~ MEI7) > (2 Mes - MIA]) =0

Donc d’apres le théoreme de décomposition de Doob-Meyee Karatzas| (1991 ;
Thm.1.4.10) ou Kallenberg (2002 ; Thm.25.5) , il existe uigque processuéM),
croissant et{.% }-adapté tel quéM)o = 0 et M? — (M) est une martingale. Le

processusM) est appelée variation quadratiqueMe

0.3 Chaines et Processus de Markov

0.3.1 Chaines de Markov
0.3.1.1 Geénéralités

Soit(Q,.#,P) un espace mesure fixé sur lequel on définit une suite de vesiabl

aléatoireg Xp)nen @ valeurs dans I'espace d'éta&.). Posons
Fn=FX.n=0,1,...,

et supposons qué& = o«.Zny;n€ N).

Définition 0.10 (Chaine de Markov)Le processus

X = ((Q,Q,P), (S,.7), (Xn)neN)

14. E[MZ] <o WteT.
15. Si¢ estune fonction a valeurs réelles, mesurable et convese@dor toute variable aléatoire
intégrableX, ¢ (E [X]) <E [¢(X)].

15
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s'appelle une chaine de Markov (sous-entendu homogéne) si
PXny1€B| Fn) =P(Xnt1€B| Xn) VBe.”,n=0,1,...

C’est la propriété de Markov (homogene). Intuitivementoplale I'état futur X, 1,

conditionnellement a I'histoire passég,, ne dépend que de I'état présent X ¢

Définition 0.11(Probabilité de transition)Une probabilité de transition P deS, .7)
est une fonction d8 x . dans|0, 1] telle que :
(i) P(x,-) estune probabilité sufS,.), pour tout xe S;

(i) P(-,B) estune variable aléatoire (positive) pour toutBY . O

La probabilité de transition ou noyau de transition de ldmhae MarkouX est la

probabilité de transitioR® définie pour touk € SetB € . par
P(x,B) i =P (X1 €B|Xg=X) =P (Xns1 €B| Xp=X).

La loi de X, 1 conditionnellement &, est alordP(X,, -). La notationP" désignera

la néme itérée du noyal au sens suivant :

PO(x,B) = 8x(B) ; P! =P; P?(x,B) :/SP(x,dy)P(y, B); ...
5)
...P"1(x,B) :/SP(x,dy)P”(y, B) ¥xcSBe.¥.

dx(-) désigne la mesure de Dirac &re S. P" est une probabilité de transition de

(S,.7), c’est la probabilité de transitionrépas :
P(Xn€B|Xo=x)=P"(x,B), VxeSBe ..

La fonctionP" peut également servir a définir un opérateur (de transitiBh)gui
agit a la fois (a gauche) sur les fonctidnde.#,(S) ou de.# (S)™ et (a droite) sur

les mesuregt deM 1(S) au sens suivant :

P h(x) = /S P'(x,dy)h(y), VXeES

uP"(B) = /S U(dX)P(x, B).

16



0.3. CHAINES ET PROCESSUS DE MARKOV

L'application #"h: S— R est mesurable gt #?" définit une nouvelle probabilité
sur(S,.). De plus, la chain& vérifie la propriété de Markov si et seulement si

pour toute fonction mesurablesurS, bornée ou positive,

E [h(Xns1)| ] = Zh(X,), P-ps.. (6)

0.3.1.2 Chaine canonique

Etant données une probabilité de transitidet une probabilité (initialey de
(S,.7), il est toujours possible de construire une chaine de MadeomoyauP et
de loi initiale u comme suit.

Soit (Q,.#) I'espace canonique des trajectoiresa-d.I'espace mesurable produit
formé deQ = SN et de la tribu de Kolmogoro = .#N := @n.7. La tribu produit

N est également celle engendrée par 'ensemble des pavésailesu
{ l_L Bn, Bn € . etB,, = S sauf pour un nombre fini de} .
ne

Pourn=0,1,..., les fonctions coordonnées (ou projectiokg) Q — S sont dé-
finies parXn(w) = xn, pour toute suitev = (X, X1, ...). Ce sont exactement les ap-
plications qui définissent la tribu de Kolmogorov. D’aprégiéoreme de lonescu-
Tulcea, voir Neveu (1964 ; Prop. V-1-1.), ou le théoreme dai&€bKolmogorov,
voir Rogers et Williams/ (2000a; Thm. 11.30.), il existe uneique probabilitéPH
sur(Q,.#), telle que

PH (Xo € Bo) = U(Bo), VBo€ .7, (7

et
PH (Xni1 € BXh =X) =P(x,B), ¥xe SBe . etn=0,1,....

De plus, pour touk > 0 et toutrectanglemesurable

Box By x---xBge.Z,

17
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posons
Ac={we Q| Xo(w) € By, X, () € By,..., X (w) € By}.

Alors les lois finies dimensionnelles & sont données par I’équati@\:

PH (Ay) = PH (X0 € Bo, Xn, € B,..., Xn, € By)

= [ p(dx) [ P"(x,dxe) [ P2 ™M (xq,dx)- -
By B, B,

P12 (o, dXe_1)P™ 172 (%1, By).
Bx-_1

L'espérance relative B sera noté&H [], et lorsqueu = dy, nous noterongesp.
PX(-) etEX[-], au lieu deP% (-) etE%* [.]. Et puisque, la tribu” est le produiton.7,

on obtient immédiatement que
PH (A) — / H(dXPX(A), VAE Z. ®)
s

En particulierP” (A) = 1 si et seulement &* (A) = 1 pour u-p.t.x € S. Autrement
dit, une propriété est vraiéH-p.s. si et seulement si elle est vral®&-p.s. , pour
u-p.t.x € S. De plus,u est exactement la loi image de la probabilitépar I'appli-
cation coordonnéXy, et le théoreme de la mesure image.p.eBenaim et El Karoui
(2004 ; Thm. 8.2.8), assure que pour toute fonction mesatrabe .7 (S), bornée

ou positive,
/ ho Xo dP* :/hdu. ©)
Q s
Définition 0.12 (Chaine canonique).e processus
X= ((Q,f,]P)“), (Svy)a (Xn)neN)

ci-dessus défini, est la chaine de Markov canonique de noywd® loi initiale u
sur (S,.7). 0

16. v.p.elRevuz (1984 ; (2.2)).
17. Ce théoréme est aussi appelé théoréme du transferéanéthe du transport.
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La proposition ci-dessous prouve gdest une chaine de Markov possédant les
propriétés attendues. De plus, elle met en évidence &g eiiffes relations entre les
fonctionsP", les opérateurs?" et les probabilité®H (X, € -). Dans la littérature, il
n'est en général pas fait (a raison) de distinction notafiee@ine chaine de Markov

et sa version canonique.

Proposition 0.13. Pour tous entiers nm > 0O, et pour toute fonction mesurable h

S— R, bornée ou positive,
EH [h(Xnim)|Zn] = 2Th(Xn), PH-p.s. (10)
De plus la loi de X, sousPH estu ™ et

uh = [ [ n(d9P"(cayn(y) = B [h(X)].

PREUVE de la proposition[0.13 :

La démonstration de la premiére assertion se fait par récoersur lgpas m Pour
m= 0 le résultat est évident puisque I'opératedf est I'identité et la loi deXg

estu. Supposons alors quie_(10) soit vraie jusqu’au ramgl,m > 2, pour toute

fonctionh mesurable bornée ou positive et pour tout entigklors

E ["(Xnm)|[Fn) = EX [EF [(Xn4m)|- Fnsm-1] [Fn]
= EH[Zh(Xnim-1)|Fn]
= 2™ L PN (X,)
= 2"h(X,).

La seconde et la troisieme égalité sont obtenues a partihgigothése de récur-

rence. Enfin pour tout mesuraties .7,

PH (Xm € B) = EF [PH (Xm € B|Xo)] = EH [P™(Xo, B)]
— /Su(dx)Pm(x, B) = u#™(B).
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0.3.1.3 Le modele Itératif d’équation aux différences stduastiques

Soit Xp un état initial et définissons itérativement le processymr I'équation

d’état a temps homogéne suivante :

Xn+1 = f(XmEI’H-l)? n= 07 17 (11)

ou

() &n,n=1,2,...sontdes variables aléatoires indépendantegdd.d. , de loi

communem, a valeurs dans un espace mesurgBle’).
(i) f:SxE — Sestune application mesurable.

Le processuX ainsi défini vérifie la propriété de Markovi (6), avec

yn - O——(XO,El,...,én).
Son noyau de transition est donné par
P(X,B):/ I (f(x &))m(dE), YBe .7, xeS, (12)
E

Cette famille de chaines de Markov, simple & concevoir,trpas pour autant un
cas particulier. En effet, il est prouvé que toute chaine aekibv de noyalP ad-
met une représentation en modéle itératif de méme prot&adidi transition, voir
Gihman et Skorohod (1979 ; 81) ou/Pierre-Loti-Viaud et Portal (1993 ; 83).

0.3.2 Processus de Markov
0.3.2.1 Généralités
Définition 0.14 (Processus de Markov)n processus

X = ((Q,.2,P),(S,.%), X)er. )
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est un processus de Markov si
P (Xsit € BlZS) =P (Xs1 € B|Xs), st>0,Be.7.
Il est équivalent de dire que

E [h(Xs1t)| 2] = E[h(Xsit)|Xg], S.t>0,he G(S). (13)

Définition 0.15 (Fonctions de transition)Jne fonction
P:[0,4o[xSx.¥ — Ry

est une fonction de transition (sous-entendue homogerengus) si :
(i) P(t,x,-) est une probabilité sufS,.#) pour tout(t,x) € [0, +oo[xS,
(i) P(0,x,-) = dx pour tout xe S,
(iii) P(-,-,B) est(#([0,+»[xS),Z(R.))-mesurable, pour tout B S,
(iv) égalité de Chapman-Kolmogorov : pour tout & 0, x € SetBe .,

P(s+t,xB) = [ P(t.BP(sXdy).
S

O

Une fonction de transitio? est une fonction de transition pour le processus de
Markov X si pour touts,t > 0 etB € .7,

P (Xsit € BlZL) = P(t, X, B). (14)
Soit de fagon équivalente
E [f(Xert)| 7] :/f(y)P(t,Xs,dy), st>0,f € %(S). (15)

P(t, x,dy) est la loi conditionnelle d&¥; sachant qu&p = x.

La donnée d’une loi initialg: := P(Xp € -) et d'une fonction de transitioR déter-
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mine entiérement les lois finies dimensionnelles du prasespar la formul@ :

P(XO S BO7)<[1 S Bl?"' 7)<tn € Bn)
= [ (@) [ P1x0.0%) [ Pltz—tr.3,dbe)- (16)

P(th—1 — th—2,Xn—2, d%—1)P(th —th—1,Xn—1, Bn),

Bn-1

pour tout entien € N, toute suite O< t; < --- < t, de nombres réels et tous mesu-
rablesBy, By, ...,B, de.¥.

On définit une famille?;,t > 0 d’'opérateurs su#;,(S) en posant pour towte S
ettoutf € 6(S),

AT = [ FP(Exdy) = E[FOQ). (17)

En particulier,

E[1(4)) = E[E[f (%)Xl = E[2T(X0)] = [ k()21 ()

CommeP(t,x,-) est une probabilité, les opérateur,t > 0 sont des contractions
positivesc.-a-d.|| 2 ()|, < || f]|, etZ(f) > 0dés que > 0. De plus, par I'éga-

lité de Chapman-kolmogorov, la famill{e%,t > O} forme un semi-groupe :
Prys= P Ps.

De fagon analogue, on peut définir une opération (a droiteljespaceM 1(S) des
probabilités d€S,.#’) en posant pour towt € M 1(S) et pour toutf € 6,(S),

v@t(f)::v(@m:/s v(dX) 2 f( / V(AXP(t,x,dy) f(y).  (18)

Le semi-groupe ainsi obtenu décrit I'évolution des loisdimiensionnelles du pro-
cessus de MarkoX. Etant donné la loi initialg, la loi deX; est exactement Z;.

Comme dans le cas des chaines de Markov, il est égalemeittlpass définir les

18. v.p.elRevuz and Yor (1998; eq. (1.1)).
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opérateurs?’,n > 0 en posant pour towte S et toutf € %,(S),

PD(X) = /S f(y)P(t, x,dy),

ou P" est défini par la relation de récurrente (5).

Définition 0.16 (Générateur infinitésimal)le générateur infinitésima¥’ du semi-
groupe{ Z%}, ou générateur infinitésimal du processus de Markov X, ep€fa-

teur défini par
2t —lim 2 =1
t|0 t

La limite précédente est relative a la norme sugg-d.

. 1 .
im [¢*(2f — £) - 21]|, =o0.

Z n’'est pas en général défini sur tout I'esp&g€S). Par contre, la version suivante
delEthier and Kuriz (1986 ; Prop. 1.1.5, Cor. 1.1.6), ou letéée 7.1.5 de Durrett

(1996) assure que

Proposition 0.17. Le domaineZ ¢ du générateur infinitésimal est un sous-

espace vectoriel d&;,(S), dense dans I'espace

Dy = {f € G(S) | lim | 71 - me:O}.

De plus, si fe Zy alors £ f € Dp, i f € Do et

%@tf = L(Pf) = P (L1),

t
%f—f:/ P Lfds
0

O

Le générateur infinitésimal détermine le semi-grodgede fagcon unique su¥ 4.
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0.3.2.2 Processus canonique

Tout comme dans le cas des chaines de Markov, étant donn®@iuindiale
U, et une fonction de transitioR, il est possible de construire un processus de
Markov sur I'espace canonique des trajecto{@s.%#) = (S9!, ®0,0[”") dont les
lois finies dimensionnelles sont données par la formulé. (D6peut se référer a
titre d’exemple a la démonstration de Ethier and Kurtz (1,986m. 4.1.1). Cette
construction ne s’appuie plus seulement sur le théoremadstu-Tulcea qui n’est
valable que pour une suite dénombrable strictement ordoanéavec un plus pe-
tit élément de temps. Mais, elle peut étre effectuée ersatiti plutbt le théoreme
de Daniell-Kolmogorov, puisque I'espace des terRpsest continu et I'espace des
étatsS a une structure d’espace polor@sLes notations demeurent celles du pa-
ragraphé€ 0.3.112 & est la fonction (de décalage) qui a taute S°=[ associe la
fonction & (w) définie part (w)(-) = w(t+-). De plus, 'analogue de la proposition
est:

Proposition 0.18. Si X est un processus de Markov, pour toute probablitgur
(S,.), la loi (initiale) de X sousPH estu. De plus, pour tout £ 0O, et toute
variable aléatoire Y su(Q,.#), positive ou bornée, la variable aléatoireo\g; est
Z-mesurable et :

EH[Y o &%) =EX[Y], PH-p.s. (19)

O

0.3.2.3 Processus de diffusion

Un exemple important de processus de Markov est donné pardesssus de
diffusion.
Notations : pour une matrica aij désigne I'élémenti, j) , a (resp. d) est laiéme
ligne (resp.la jéme colonne)a est la transposée de Enfin “(.,.)” désigne le
produit scalaire usuel éfx|| est la norme euclidienne du vecteut S.
Soit # = {#,t > 0} un mouvement brownien (standamydimensionnel défini
sur(Q,.7,P), c.-a-d.

19. Un espace polonais est un espace métrique complet bépara
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(i) le processu¥” est avaleurs darR™ et #y =0, P-p.s.,

(i) pour tout 0< s<t, le vecteur aléatoir®; — #s est indépendant de la tribu
passéeZ! et suit une loi normalé de moyenne nulle et de matrice de
variance-covariancg — s)ly, ouly, désigne la matrice identité d™

(ii) les trajectoired — #; sont P-p.s. continues.

Soit Xp un vecteur aléatoire défini sy€,.7,P), a valeurs dan§S,.¥), indépen-
dante de7, tel queE [||Xo||?] < o et posons

% = 0{Xo,#50<s<t) 0<t<oo,
A = {NCQ:3Ge%,avecN C GetP(G) =0},
F = 0H{4UN) 0<t< oo (20)

Considérons I'équation différentielle stochastiqael(s.) de condition initiale

Xo
dX = b(X)dt+a(%)-d7%, Xo€S,

ou “.” désigne le produit matriciel usuel.
Le vecteur de dérive() = (by(x),...,bg(x))! est un champ vectoriel daiRd et

la matrice de diffusion &) = (a(x)) est une matrice d lignes etm colonnes,

vérifiant les conditions usuelles de Lipschitz et de craissdinéaires suivantes :
(i) %illbiC) —biy)ll + 31118 ) —al W) < Klx—yl, xyes,
(i) 3 IO N12+ 3 &) ()17 < KAL+[Ix][?), x€S,

ouK est une constante positive. Poef 1,...,d, cettee.d.ss’écrit composante par

composante sous la forme équivalente ci-dessous
_ m :
dX = bi(X)dt+a(X) - d#4 = bi(X)dt+ Z al (X)d7;.
=1

Sous les hypothéses (i) et (ii), la solution (forbé)= {X;,t > 0} de cettee.d.s.
est un processus stochastique, a trajectoires contifyagradaptée et de carré

intégrable,v.p.e.Karatzas et Shreve (1991 ; Thm. V.2.9). Cette solution él#i

. y < 1 d
20. Lafonction de densité d#& — % est donnée pour towtc R™ parw exp<ﬁ> .
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formule intégrale
t t
xt—xoz/ b(Xs)ds-i—/ a(Xs)-d#s, P-p.s.,vt>0.
0 0

De plus, Rogers et Williams (2000b ; Lem. V.13.6) ou @kse(tl2®8 ; Thm. 17.1.2)
assure qu& est un processus de Markov homogéne. Ce processus qui eg$ un c
particulier deprocessus de Itést alors appelprocessus de diffusion

Pour toute fonctionp appartenant &2(S), la formule de 1t6 s'écrit :

d 0(P 02([) .
dq)(Xt) 0X,( d><(+2|jzldxldxj )d<X 7X >t7
avec
d<X' XJ> = <bI dt+ Z a d%k,b] dt + Z a de>
= 3 a(X)a(x)dt= (a(X)-a'(%)); dt
k=1
= Y (X)dt

La matricey est appelé matrice dmvariation en référence au terme de covariation
quadratiquel (X', XJ);.
Au final

t t
00%) =900 = [ (0p(K),a0¢)-0¥st [ Zo(x)ds (1)
0 0
L'opérateur différentiel? est donné par

d d
7] 1
LX) = d(p X)+ = Z
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Ici Dg(x) est le vecteur gradient dgx) et Hesp(x) sa matrice hessienne.

L'équation [21) entraine que € Z ¢ et

2(x) = lim L@tﬁo(x?[ —@(X)

E [(X)] — o(x)

=lim

t]0 t
—Iim} tE[OZ (X$)]ds
1ot o PXs

Ainsi le générateur infinitésimal du processtsst défini et coincide avec I'opéra-
teur.Z ci-dessus défini sur les fonctions de clagge

Enfin, si nous désignong I'opérateur de diffusion qui a toup associe le champ
vectoriel.Z ¢ : S— R™M défini par :

s 00

A @(x) = (Oo(x),a(x)) = 2 ox

(X)ai(x).
La formule [21) s’écrit alors sous la forme différentielle
do(X) = L e(X)dt+ 7 @(X) - d74.

0.4 Invariance et ergodicitétrajectorielle

Soit X un processugé¢sp.une chaine) de Markov sy®,.7 ,P), a valeurs dans
(S,.7) de fonction esp.de probabilité) de transitioR et soitv une probabilité sur
(S,.7).

Définition 0.19. (i) La probabilitév est dite invariante si pour tous réels t po-
sitif,
VZ =V (resp.vZ =v).
Il est équivalent de dire que Biest la loi initiale, la loi de X, pour tout indice

t positif est également. Le processus X est alors stationnaire. En itérant

cette relation, il estimmédiat que pour tout entier n stoent positif,

v =v (resp.v 2" =v).
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(i) Une fonction f: S— R, mesurable bornée ou positive est dite harmonique

Si
=1t >0 (resp.Zf =1).

Il est équivalent de dire que la sui(ef()(tx))t vérifie la propriété de martin-

gale pour toute condition initiale ¥ S. Plus précisément pour toutxs,
EX[f(Xts) | F] = f(Xs), st>0, P*ps..
(i) Un mesurable B . est ditv-invariant siv-presque sirement,
Pl = 1p (resp.Z1g = 1p).

(iv) Une probabilitév est ergodique , si elle est invariante et si tout borélien B
v-invariant estv-trivial, c.-a-d. v(B) € {0;1}. Il est equivalent de dire que

les seules fonctions harmoniques sofgresque srement constantes.

O

Nous noterondV"(S) I'ensemble des probabilités invariantesM{*(S) le
sous-ensemble formé des mesures ergodiques. Les déBnifiolessus sont héri-
tées de la théorie ergodique des systemes dynamiques déstesh Il est d’ailleurs
aisé d’établir un parallele entre cette théorie et les a@waile Markov. En effet étant
donnés un espace probabilisafe £’), un état initialXg et une transformation me-
surableg de cet espace dans lui-méme, on lui associe naturellemehtiae de
Markov définie paXy,1 = @(Xk), k=0,1,... de noyau de transition

Q(x,B) := 1 (@(X)) = Ggx (B)-

Dans le vocabulaire des systemes dynamiques, on dit qufansformation pré-
serve la mesure, ou qu’elle est invariante lorsque la meswrest invariante pour
la chaine de Markov de noydQ. Le théoréme suivant, primordial pour la suite
est un théoréme ergodique trajectoriel, au sens ou il feervenir des moyennes

temporelles le long des trajectoires de la chaine de Makkova démonstration
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est entierement basée sur le théoréme ergodique classegBekdhoff, pour des
transformations ergodiques.

[Théoréme 0.2QThéoreme ergodique trajectoriel : cas discﬂet)

SoientX une chaine de Markov ¢t une probabilité invariante pour son
noyauP. Pour toute fonctiorf € .73 (), il existe un mesurablBs € .7 et
une fonctionf € .#; (1) telle queu (Bf) = 1, et pour touk € By

lim =S f (%) =f(X), P%p.s.. (22)

De plus,
/fdu:/fdu. 23)
S S

Dans le cas particulier o est ergodiquef est constanteu-p.p., et ainsi
pour toutx € By

f(x) = /Sfdu.

PREUVE du théoremel0.20 : Soit 6 : Q — Q I'application de décalage défini par
W= (X0,X1,...) € Q- O(w) 1= (X1,X2,...).
L'application 8 est une transformation mesurable, et pour tylindre mesurable

A:=B1xByx---€.% avecBy e .”,Vk,

P (07(A) = [ [ n(@)POx )P (A)  [par ()
:/Su(dxl)IPXl (A) [par invariance de|

=PH(A) [par (8] .
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De ce fait
PH(A)=PH (671(A), VAE Z. (24)

Autrement dit,6 est une transformation mesurable préservant la mé&tre

Soit une fonctionf € %3 () fixée, et définissonis; : Q — R par
hi(w) ;= foXo(w) = f(Xo), Y= (Xo,X1,...) € Q.
En utilisant I'égalité[(9), il est clair qui; € £ (PH) car

[ nslaet = [ [foXoldpk = [ [fidu <.
Q Q S

Par le théoreme ergodique de Birkhoffp.e/Walters (1981 ; Thm. 1.14), il existe
une fonctiorhs € .4 (PH) telle que

(i)

1]’]—1 R
lim = % hy 00X=h¢, PH-ps.;
k=0

n—oo N

(i) Pour PH-p.t.weQ,la limite hs est constante le long de Iatrajecto@@‘(w))k,
c.-a-d.
hio8=h;, PH-ps..

(i)
/ﬁfdP“:/hdeP“:/fdu;
Q Q S

(iv) side plusP* est ergodique aloris; est constantéPH-p.s. et

F\f :/ hidPH, PH-p.s..
Q

Maishy o 8K = f o X, et d’aprés[(B), il existe un mesuralie € .7 avecu(B¢) = 1
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et tel que pour tout € B

1n-1 1n-1 ~
p I et =23 1(X) i Pips.

Nn—oo

De plus, le point (ii) ci-dessus et la définition de la fonotly entrainent que la
limite hs ne dépend que de I'état initiah d’'une trajectoirecw = (Xo,...) de Q.
Elle peut donc se mettre sous la forfme= f(Xo) pour une certaine fonctioh de

21 (). Ainsi au final, (iii) s’écrira

/ﬁfdP“:/fdu:/fdu.
Q S S

Lorsqueu est ergodiquePH 'est aussi et dans ce cas, (iv) assure Ew& foXo

est constanté®H-p.s. . Alors pour touk € By, f est constante et

:/fdu:/fdu, Vx € By.
S S

La formulation en temps continu du théoréme ergodiquediaijiel[0.20 s’ob-
tient a partir du théoreme ergodique classique de Birkhotieenps continuy.p.e.
Skorokhod (1989 ; Thm. 1). Les notations de I'’énoncé ci-oessont celles de la
sous-section 0.3.2 :

Théoréme 0.21(Skorokhod (1989 ; Thm. 3))Soit u une mesure invariante pour
un processus de Markov X. Pour toute fonctioa 3 (PH), il existe une fonction
he .4 (PH) telle que

_tllm (/ ho Gudu) PH-p.s..

La fonctionh est harmonique c.-a-d.
PH (hoB,#h) =0, Yu>0,
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et

/F\dIP“:/hdIP“.

En particulier lorsquePH est ergodique, alors la fonctidmest constante. O

Le théoréme ergodique trajectoriel (cas continu) s’énquce toute fonctiorf

appartement & (1) de fagon similaire. La preuve se fait alors en posant
hi = foXo
dans le théoreme ci-dessus et en observant que

hto By = foXgo 6y = f(Xy).
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CHAPITRE 1
MODELE A TEMPS DISCRET ET PERSISTANCE

1.1 Le modeéle itératif

N Ous nous intéressons aux interactions en environnemenov@aéantred es-
péces d’'une population donnée. Sans nuire a la généralitéretouci de

simplification, posons

S=A= {x:(xl,...,xd)teR‘j'r

Dans ce cas, I'hypothes¢? ci-dessous est superflue, puisdyeimplexe unité de
dimensiord — 1 est compact . Néanmoins, cette hypothése permettra dastfir
de cette contrainte, et de considérer des vecteurs de piopubdus généraux qui

évoluent dans une région comp&au cone positiR‘i.

Désignons pak, = (X\,..., X9t le vecteur colonne composé des densités de
population de chaque espéce au temps' est alors la densité (fréquence dans la
population totale) de l@eme espéce au tempsPour rendre compte des fluctuations
aléatoires de I'environnement, introduisons les vargbléatoireg,,n=1,2,...
qui représenteront I'état de I'environnement au tempka fonction d’utilité (ou
fonction de codt) de I'espéde au temps (présent) + 1 dépend alors de I'état
(passé) de la population au tempst de la nature (présente) de I'environnement au
tempsn+ 1. Sous ces hypothéses, I'évolution dans le temps du veddsudtensités
de population est donnée par le modele itératif décrit gauation aux différences

stochastiques suivante :

Xnr1 = Xn* f (XnafnJrl) ) (M)

ou le symbole #” désigne le produit d’Hadamard,-a-d.le produit composante
par composante : poutv € RY, usv:= (upvy,...,ugvg)t.

Supposons satisfaites les quatre hypotheses ci-dessous :
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H1: &,,n=1,2,... est une suite de variables aléatoired. définies sur I'espace
(Q,.7), de loi communen, a valeurs dans un espace mesurggles’). De

plus, elles sont indépendantesXig
H2 : il existe un compacs du cone positiR‘j tel que pour touh > 0, X, € S;

H3: fi:(x,&) € SxE— fi(x,&) € R, est une fonction strictement positive, conti-

nue enx et mesurable eé ;

H4 : pourtouti=1,...,d,

sup Iog(fi(x,f))zm(df) < 0.
xeSYE

les hypothéseBl1l et H3 garantissent qu¥ est une chaine de Markdegllérienne
(de Feller) : son noyau de transiti®définie par

P(x,B):/EILB(X*f(x,E))m(df), VBe .7, x€E S,

transforme toute fonction continue bornée en une fonctanrtioue. Plus précisé-

ment, la fonctionZ?h est continue, chaque fois qheest continue bornée.

1.2 Taux d’invasion

Soit Xg = x € S, tel quex; soit strictement positif pour= 1,...d. L'équation

aux différences stochastiquédl( est équivalente a

|og<xri1+1) - Iog(X,i,) = Iog(fi(xna£n+1))~

En particulier
log (X;') ~log(x) = log(fi(x,€1).
Posons

X9 = E [log(fi(x1))] = [ log(fi(x&))m(de).

Ai(X) représente alors le (logarithme du) taux de croissanceé@gpé individu si
la population est dans I'état initial LorsqueA;(x) est strictement positifrésp.

strictement négatif), I'espédea tendance a croitreesp.a décroitre). Soil une
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probabilité invariante pouX, le taux d’invasion de I'espédepar rapport g, noté
Ai(u), est défini par
M) = H ) = [ NOOm(A.

La proposition suivante justifie la terminologie de taundasion.

Proposition 1.1. Pour toute probabilité invariant@ et pour tout ic {1,...,d}, il

existe une application bornéAe: S— Rtelle que:

(i) Pour p-p.t. étatinitial xe S,
1n-1 .
lim = k;log (X5 Ep) = Ai(X), PXp.s.;
(i)
Miu) = [ MO = [XGou(dy.

De plus siu est ergodique, anrEi est constanteu-p.s. et donc
Ai(X) =Ai(H)  H-p.s..

(i) Si u({xeS|x >0})=1,alorsA;(u) =0. ¢

Lorsqueu est ergodique, la proposition précédente entraine que

lim % :z:log fi(Xs k1) = Ai(M),  H-pt. X€S.

Le taux d’'invasion par rapport a la mesure ergodiguele 'espéca, représente
alors la moyenne asymptotique des taux de croissance paidimdle I'espécd.
En théorie ergodique, cette situation se résume usuellgpaenla moyenne tem-
porelle converge vers la moyenne spatidde plus, les ensemblds € S: x; = 0}
étant invariants par la dynamiquidj;, ils sontu-triviaux c.-a-d.de mesure nulle ou
totale. Il est donc possible de définir 'ensemble Sypp_ {1,...,d} comme étant
'ensemble des indiceistels quex; est strictement positif poyr-presque touk,

si et seulement siappartient & sugpt). La proposition précédente implique alors
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queA;(u) est nul pour tout dans supfu). Intuitivement, la moyenne asymptotique
des taux de croissance par individu est nulle pour toutesspa&ces dans su@p).
Autrement dit, les espéces de sgpptendent a se maintenir en moyenne dans la
population.

Dans toute la suite, on dira qu’une mesurest portel par un mesurabla lorsque
U(A) = 1. En particulier lorsquet ({X | x; > 0}) = 1, on dira plus simplement que

la mesureu est portée par I'espétgou que I'especeestsupportégar la mesurgl.

La démonstration des points (i) et (ii) utilise le lemme] lu&ant qui est une
conséquence de la loi des grands nombres pour les marsmiglearré intégrable
et du théoreme ergodique trajectoriel 0.20. Le point (iopsiendra par application

du principe de récurrence de Poincaré.

Lemme 1.2.Soitg : Sx E — R une fonction mesurable telle que

Kg:=sup | g(x.&)’m(dg) < e

XeS

et posons pour tout& S

80 = E¥(g(%0.6)) = [ glx &)m(dd).

Alors

(i) pour tout état initial xe S,

jim 208 8k1) ~ 0B _ ) px

n—oo n

-p.s.

(i) Soit u une probabilité invariante pour la chaingX,), alors il existe une
application mesurable, bornéede S dansR telle que pouru-presque tout

état initial x dansS,

lim = Z g(X¥ €ky1) = lim = Z)g g(x), P%p.s..

n—oo N n—oo N

1. A ne pas confondre avec le support d’'une mesure qui estisepgitit mesurable ferngde
mesure totale. Par contresiest portée pad, alorsB C A.
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Et,

/ gy = / sdy.
S S

Si de plusu est ergodique alorg est constantg-presque partout et

g= /g‘du, H-p.s..
S

PREUVE du lemme[1.2 :
(i) Soit M le processus défini pdy = 0 et pour touh > 1 par la formule itérative

M, — él(gml,ek) — g% 1).

Alors
Mn —Mn_1 = g(Xn-1,€n) — g(Xn-1), (1.1)
et comme
Xn=Xn-1* F(Xn-1,&n),
il vient que

yri( = 0(X07X17-~-,Xn) - U(XO,£1,-~-,£n)~

Ainsi, M,, est.#X-adaptée ef, estindépendant d&.* |, par I'hypothésgH1). En
utilisant les propriétés de I'espérance conditionr@alm la définition de la fonction

g, il vient que pour touh > 1,

EX [g(xn—l,én)‘yg(—l] =g(Xy 1), Pops.,

et par I'égalité[(1.1), il est équivalent de dire duevérifie la propriété de martin-
gale :
E*[Mn—Mn_1|Z 1] =0, Ppis..

Prouvons a présent par récurrence kyest de carré intégrablkly est trivialement

2. SoieniX etY deux vecteurs aléatoires indépendangsene fonction telle quE [|¢ (X,Y)]] <
oo et posong(X) :=E [@(x,Y)]. AlorsE [¢ (X,Y)|X] = g(X) p.s.,v.p.eDurett (2005 ; Ex. 1.5, Chap.
4).
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de carré intégrable, supposons dif§MZ] est finie pouk = 1,2,....n— 1.

EX [M2] = E*[(Mn —Mn_1 +Mn_1)?]
= E*[(Mn — Mn_1)?] + 2E*[MyMpn_1] — EX [M2_,]
=E*[(Mn—Mn_1)?] +E*[M2_4].

La derniére égalité découle du fait que

EX [MnMn_l] == EX [EX [MnMn_1|yn_]_]] — EX [Mn_lEx [Mn|yn_]_”
=EX[M2_,].

Il reste alors a prouver que la différence de martinddle— M,,_1 est de carré

intégrable. Posons
h(y) :== E*[(g(¥,&n) — ()]
Alors
EX [(Mn—Mn_1)?] = E* [(g(Xn-1,€n) — g(%n-1))?] = h(Xy-1),

et

hy) < B (sl 0)| + [E0)))°]

<EX[g%(y,€1)] +&%(y) + 2lg(y)| - E*[lg(y. &1)]]
<E*[g2(y.€1)] + el ) +2[g]"(y)

= Kg7

ou|g|(y) = /E lg(y, &)|m(d¢). La derniére majoration résulte d’'une double utilisa-

tion de I'inégalité de Jensen :

KgZ/Egz(y,f)m(df) > (/E|g(y,f>|m(df>)zz (/Eg(y,f)m(df))z.
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Puisque par hypothésg, < oo, EX[(M;)?] < «, et & fortioriEX [|My[] < . Ainsi

M := (Mn)n>0 est une{.#,}-martingale, de carré intégrable. Il est alors licite de
définir sa variation quadratique. C’est le processus @oisprévisible, défini par
(M)y = 0 et pour toun > 1,

EX[(Mk— Mi_1)2 78 4]

M s

<M>n =

z—
[l

1

=Y E*[(g(X-1.&k) — 8(%-1))?[- T 4] -

k=1

>

Un calcul direcH montre qu'il s’agit bien de la variation quadratique du @E®gUS

M. Remarquons qugM), < 4nK,. D’apres la loi des grands nombres pour les mar-
tingales de carré intégrable, voir Duflo (1996 ; Thm. 1.1),Jpour toutx € S,

» sur le mesurabl¢ (M), < oo},

MY —— MY, P*p.s. et M <o,

n—oo

donc

X

.M
lim — =0, P*p.s..

n—oo N

» sur le mesurabl¢ (M), = «o},

M3
0, P*p.s
M)E e P
et puisque
My _ 4KeMy
n— (M),
alors
. MX
lim -2 =0, P*p.s..
n—o N
3. E[MZ,— (M), 1 —(M3—(M),)|ZX] =0, en utilisant le fait que(M), ; — (M), =

E [Mr21+1|yr>1(] - Mrzr
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Au final, pour toutx € S,

n—1

im 5<nfg<xkx,sk+1> -3 Ex) =0 Fps.
k=0

n—oo N =g}

(i) est une application directe du théoréme ergodiquecttajie[0.20 appliqué a la
fonction mesurable bornge S — R. a

PREUVE de la proposition[1.7 :

Les points (i) et (i) découlent du lemrmeL.2 précédent gpigla la fonctiog(x, &) =
log fi(x,&). La moyenngg(X) correspond &;(x) et la limite g, notée dans la suite
A; vérifie

M) = [,

(iif) Pour touti = 1,2,...d etn > 0, posons
SN:={xeS|x>n}.

C’est 'ensemble des états de la population dans lesquisEgaence des individus
de I'espécea excede le seuil). Supposons qug ({x€ S| x > 0}) = 1. |l existe
alors un réeh > 0 tel queu(S'7) > 0. Soit alors

n* = sup{n €0, | u(S") > O}.

D’aprés le théoreme de récurrence de Poincapée.Walters (1981 ; Thm. 1.4),
pour toutn < n* et pour u-p.t. pointx € S, PX-presque toutes les trajectoires
issues dex retournent infiniment souvent dags?. Autrement dit : poun < n*, il
existe un borélie®-1 ¢ S7 avecu(S1) = u(S") tel que pour touk € S,

IP’X<{w]30< N <n<..., avecky'(w) € S1Vj 21}) =1

Ainsi
lim X' £ 0, P*-p.s..

N—oo

40



1.2. TAUX D’'INVASION

Ceci entraine que pour togt< n* et pour u-p.t. pointxe S, ona:

=0 P*ps.. (1.2)

mlS X _log(%") —logx
r|1E>noo n kgolog fi(Xgs Ekr1) = r!mo .

De ce fait, pour tou) < n*, Xi (X) = 0 pour u-p.t. xe S, ce qui implique que
Xi (x) = 0 pour u-p.t. xappartenant a

|JSY"={xe S| % >0}.

n>1

Donc, au final
Mw) = [RiOou(e) =o.

Figure 1.1 — L'ensembl&>"
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1.3 Persistance

Il'y a deux fagons d’appréhender la persistance a traveosiwgortement asymp-
totique de la chain¥. Dans un premier temps, on peut se demander quelle sera la
loi asymptotique de¥X, ? Par exemple, quelle est la probabilité que la population
excéde un seuiy en temps long.-a-d.P (X, > (n,...,n)) pourn grand ? La ré-
ponse a cette question fournit des informations sur ce qpasse pour de nom-
breuses réalisations indépendantes de la dynamique vebgdusieurs trajectoires
indépendantes, et estimer la loi de celles qui excedent le seuil fixé. Le téeé
[1.13 fournit une réponse a cette question.

Alternativement, il est également utile de s’intéressexr statistiques associées a
une seule réalisation du proces3udourw fixé, il est alors Iégitime de se deman-
der quelle est la fraction de temps durant laquil{ev) dépasse un seui fixé ?
C’est I'objet du théorémle11.3.

Pour aborder ces questions, il est naturel d’introduirelesures empiriques ou
trajectoriellesd’occupation notées,,n > 1, et définies pour tow e S B € . et
w € Q par
1n 1 1n 1
7Tn (J) B Z (Sxk Z ]]_B
Elles représentent le nombre moyens d’excursions de kectmieX*(w), dans le
mesurableB jusqu’a la daten — 1. Ces mesures sont liées aux mesures condition-
nelles d’occupation & pasP(", par la relation

P (x,B) := nzzpka = EX[xX(-,B)].

Nous omettrons quelquefois de mentionner explicitemetrajactoirecw, lorsque
cela ne préte pas a confusion, et nous écrirons simpleffehies mémes artifices
de notation seront utilisées pour désigner les pointsdisrde la suitér])),. Rappe-
lons queu est un point (une probabilité) limite de la sufte, ), Si et seulement gi
appartient & 'adhérence der,,n > 0}\{u}. Dans le cas de I'espace topologique

séparéS, tout point limite d’'une suite de probabilités t;(S) est également un
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point d’accumulation. Pour tout > 0, notons également

g i < .
Sy {xes‘lrgnigldx| _n}

C’est I'ensemble des états dans lesquels au moins une diesgst en proportion
plus petite ou égale g, S, désignera 'ensemble des états dans lesquels une ou
plusieurs especes sont éteintes. Posons 8h#inS\S,. Par abus de langa@y, S

et S, serontresp.dénotégy-bord, intérieur et bord d8&.

Figure 1.2 — Len-bord :S;
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{Théoréme 1.3(Persistance}

Supposons que soit vérifiee I'une des deux conditions despamse équi-

valentes suivantes :
(i) pour toute probabilité invariange a support danS,

A«(U) := maxAi(u) >0,

1<i<d

(i) Il existep e Atel que

i piAi(() >0,

pour toute mesure ergodigyea support danS.

Alors pour tout état initiak € S, et toute > 0, il existe un réeh > 0 tel
que
limsupm)(Sy) <& P*p.s..

n—oo

PREUVE du théoreme[1.3 :

Ce théoreme se démontre en trois étapes. Dans un premies, ierfggmmeé 114 éta-
blira I'équivalence entre les points (i) et (ii). Ensuitdéenme 1.6 donne le résultat
souhaité, pour une probabilité invariapt@ortée pas', c.-a-d.vérifiantu (S') = 1.
Enfin, le lemmé&_1]7 établira que toute probabilité limite@suite des mesures em-

pirigues est une probabilité invariante portée gar

Lemme 1.4. Sont équivalentes

(i) pour toute probabilité invariantg: a support danss,,

Al(U) == maxAi(u) >0,

1<i<d
(ii) 1l existe pe Atel que
d
piAi(1) >0,
2
pour toute mesure ergodiqyea support dans,. O
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PREUVE du lemme[1.4 :
(a) Pour toute mesune deM ¥ (Sy),

d
Ac(p) = max Ai(p) = rgeani; piAi ().
En effet pour toup € A, A (1) = T4 pidc(u) > S8, piAi(u), et pour tout indice
i =1,....d, Aj(u) < maxpen Zidzl piAi(1) (en choisissant par exempgecomme
étant leiéme vecteur de la base canoniquerRdg.

(b)

d d
min maXZ PiAi(4) =max min Zpi)\i(ll)-
HEMTY(So) PEA S PEA LeMTY(So) S
Cette égalité découle de la version ci-dessous du théoreméiimax,v.p.elSimons

(1998) :

Théoreme 1.5(Minimax). Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques de
Hausdorff (séparés) dt : E x F — R une application bilinéaire continue. Si A et

B sont deux sous-ensembles non vides, convexes et congsactde E et F alors

minmaxl (a,b) = maxminl (a,b).
acA beB beB acA

I suffit alors de poser

d
E=M(S), F=R% A=MT'(S), B=Aetl(i,p) = _Zpi)\i(U)-

D’aprés Walters (1981 ; Thm. 6.103,est non vide, convexe et compact.
(c) Pour toutp € A,

F(p):= min T(pu)= min T(p,u)="(p,v),
HEMT(So) HEMTY(S,)

ou v estun élément dil7%(S,).
Pour démontrer cette égalité, il suffit de prouver que le mimn I ,.(p) est atteint
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en une mesure ergodiqued support danS,. A cet égard, posons

C={ueMP(S)|T(p,u)=T.(p)}

Comme l'applicatior” est continue eM"(S,) est compact, 'ensemble (convexe)
C est non vide et fermé, donc a fortiori compac®es points extrém@ssont exac-
tement les points extrémes NE"(S,). En effet supposons qu'il existe une mesure
[ extréme deC et non extréme d¥7Y(S,). Il existerait alors deux mesures dis-
tinctesy et pp dansM¥(S,) et un réet €]0, 1] tel quept =t + (1 —t)p. Ainsi
F(p,pu) =tr(p,p1) + (L —t)F(p, H2) serait compris dans le segment d’extrémi-
tésl(p, 1) et (p, U2). Ceci conduirait a I'égalit€ (p, 1) =T (p, u2) =T (p, U)
puisqueu € C réalise le minimunf . (p). Donc on aurait, 42 € C, impossible car
on a supposé que est extrémal d€.

De plus| Walters (1981 ; Thm. 6.10) assure qu’une mesuregéneale deM 1" (S,)

si et seulement si elle est ergodique. |l e&&hors au moins une mesuveappar-

tenant &V {%(Sp) qui réalise le minimunfr,(p). Donc

F.(p)= min T(pu)< min T(p,u)<T(p,v)=Tr.(p).
HEME(So) HEMTY(S,)

Au final,
d
min  A(u)= min maxy piAi(u) [ par(a)]
HEMIY(S,) HEMYY(S5) PED 4

d
=max min i Aj ar (b
na) “eMTV(SO)IZp. (1) [ par ()]

d
=max min i A ar (c)|.
pea uelvlifg(so)lzpu i() [par(c)]

4. Toute partie fermée d’'un compact est compact.

5. SoitC un sous-ensemble convexe dBrespace vectoriel. Un poirte C est extrémal (point
extréme) de&€, s'il n’existe aucune représentatina=t-y+ (1—t) -z avecy # ze Cett € (0,1).

6. Lexistence d'un point extréme d’'un ensemble non videweae, compact est une consé-
guence immédiate du théoréeme de Krein et Milman (1940).
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Lemme 1.6. Supposons Vérifiées I'une des hypothéses équivalentessittquece.
Pour toute > 0, il existe un réeh > Otel que :

pour toute probabilité invariantg vérifiantu(S') =1, u(Sy) <e. 0

PREUVE du lemme[L.6 :

Supposons le contraire,-a-d.
3¢ > 0:Vn > 0,3y, invariant avequn(S') = 1 etpn(Sy/n) > €.

Soit p un point d'adhérence de la suitgn)n>1, pour la topologie faible. Une telle

limite existe toujours puisque pour cette topologie I'anb&e des mesures inva-

riantes deZ?(S) est compact. En particulien est ergodique. Sans nuire a la géné-
o, fbt . . "

ralité nous supposerons qug — K. Nous allons établir la contradiction en deux

étapes.

» Soitn > 1 fixé.

D’apreés le théoréme du portemanteaup,e Billingsley (1999 ; Thm. 2.1), appliqué

au fermés,
H(Syn) = im pim(Syn) := lim_ [E;nEUk(Sl/n)} :
et puisque pour tot > m> n, L (Sy/n) > Uk (Syy), alors

lim_ LiupUK(Sl/n)} = lim, Liuplvlk(sl/n)}

m>n

> lim [su
> lim Lzrﬁﬂk(sl/k)}

m>n

> g

ainsi
H (Sl/n) > E.

Comme de plugS,; /n)n converge en décroissant veSg on a

ai=H(So) =limp(Syn) > €>0.
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Posons alors
1 1
vi(-) = SH(-NSo) etva(-) = 7= p(-NS),

avec la convention, =0 sia=1.S=S,US, & et S étant invariantsy; et v
sont deux probabilités invariantes (et mutuellement diages) portéesesp.parS,
etS.

D’une partA.(v2) = 0. En effet lorsqua < 1, cette égalité découle du point (iii) de
la propositiori LIl puisque dans ce casS') = 1. Et le résultat est trivial lorsque
a = 1. Et d’autre part, 'hypothése (i) du théoréine]1.3 conduk.év;) > 0 et

comme de plugt = avi + (1—a) vy, il vient que
As(u) > 0.

» En utilisant de nouveau le point (iii) de la proposition] ll¥jent que pour tout
n>1ettouti=1,...d, Aj(u,) = O, puisque par hypothege(S') = 1, pour tout
n> 1. Comme de plug, LR U et que pour tout = 1,...d,A;j € 6,(S), il est
immédiat que\; (i) = 0 et donc

d’ou la contradiction. O

Lemme 1.7. Pour tout xe S, tout point limiteu* (pour la topologie faible) de la
suite (aléatoire) des mesures empiriques d’occupatigf), est une mesure inva-

riante telle queu*(S') =1, P*-p.s. . O

Dans ce lemme, la topologie faible peut aisément étre rezéplpar la topolo-

gie faible’ o(%,(S)*, %b(S)), puisque I'espac8 est compact (voir remarqle 0.6).

PREUVE du lemme[1.7 :
M1(S) étant compact, la suite des mesures d’occupation admetd#s pimites.
Soit u* un point limite de la suite des mesures empiriqes), et supposons sans

. N , " fbt . . . -
nuire a la généralité que; — p*. Soith : S— R une fonction continue (bornée)
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et posons

(1.6 = h(y+ (% 8) etgly) = [ gy &)m(de).

CommeXy 1 = Xy x F (X, Ek1), alorsh(Xei 1) = g (X, Ek1)- Ainsi,

pX(h) — @P(h) = / h(y)u*(dy) — / Ph(y) u*(dy)

_rllm[/h yX(dy) — /Ph wndy}

:mlg[ /h&f&f»()}

n-2
— lim 2 [h(x) —g(Xn-1) + Z)g(xkx,&m) —é(xk>]

k=

La derniére limite découle du point (i) du leminell.2 et du dmie les fonctions

h et g sont bornées. Dong* est une probabilité invariante pour la chaXigde
probabilité de transitioR).

Prouvons & présent que‘(S') = 1, les notations sont celles de la preuve de la
propositiori 1.1L. Pour towte S,

lim sup=— (IogX,%"i —logx) <0, P*-p.s..

n—oo

Sinon, il existerait un état initiad € S, tel que

P* <{w: Iimsup% log <w> > O}) > 0.

Pour de telles (trajectoires), 30 >0, = 1,... tel queXr’,(j’i(w) > X", et ainsi

lim X () = oo,

J—o

ce qui est impossible.
En appliquant le lemmie_1.2gty, &) = log(fi(y,£)), nous obtenons pour tout=
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.,d et pour toux € S,

/udy /udy /udy@

et comme

A

g(y) = lim — ngk€k+1_||m

n—oo N

log(xX') —log(y) _
_ <

il vient que
A (1) <0, PXp.s.. (1.3)

S, Sy, Sétantinvariants ete S, il existea €]0, 1], tel quep* = (1—a)vy +avy, ou
v1 et v, sont deux probabilités invariantessp.portées pa&, etS'. Par la proposi-
tion[1.1,A.(v2) = 0. Ainsi (1—a)A,(v1) <0, ce qui implique qua = 1, puisque
par hypothésa,(v1) > 0. O

Le théoréme de persistaricel1.3 implique que la fractionrdpseue I'ensemble
de la population dans I'état initiale S', passe dans lg-bordS;, tend vers 0 quand
n tend vers 0. Cependant, ce théoreme ne garantit pas I'egestéune unique pro-
babilité stationnaire. Pour aboutir a ce résultat, beagoigdus fort, il faut s’assurer
gu’il y ait suffisamment déruit dans le systeme pour garantir que deux états quel-

congues d&' soientjoignables Plus précisément

Définition 1.8. (irréductibilité) La chaine X est dite irréductible sur uresurable
B € .# s'il existe une probabilité non-triviale sur B telle que pour tout ¥ B, et
tout borélien A de B vérifiant(A) > 0, il existe un entier 1> 1 (dépendant de x et
A) tel que

P(x,A) =P*(XX € A) > 0.

O

Le lemme ci-dessous permet d’établir les résultats degiargie des théoremes
[1.10 ef 1.1B.

Lemme 1.9. Supposons que soit vérifiee I'une des conditions équivedede per-

sistance du théorenie1.3. Alors, il exigte- 0 tel que :
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(i) pour toute probabilité invariantg: verifiantpi(S;) = 1, on aA.(u) > n et

(i) P*({3In>0|Xy¢S}) =1 vxeS. O

PREUVE du lemme[1.9:
(i) Supposons le contraire, autrement dit pour tout 1, il existe une probabilité
invariantepin telle quepn(Sy/n)=1 etA.(pn) < 1/n. Soit u un point limite de la

suite(Un)n>1. D’une part par continuité de, pouri=1,...,d,ona

A«(n) <0.

D'autre part pour tout > 1, 4(Sy /) > Iirrrp Hm(Sy/n) > 1, et comme de plu€S /n)n

tend en décroissant veSg, alors

H(So) =1.

Et ceci contredit les hypotheses du théoréme 1.3.

(i) Soit &7 I'événement
o ={w|¥n>0,X}(w) €Sy}

Pour toutw € <7, m)(w, Sy) = 1. De ce fait, toute probabilité (aléatoire) invariante
p*, point limite de la suite aléatoirery), vérifie u*(Sy) = 1, sur</. Plus précisé-
ment :

Pr{we Q| (w,Sy) =1}) =P ().

De ce fait, le point (i) précédent entraine qlug u*) > n sur <. Ceci contredit
I'inégalité (1.3). Dond*(<) = 0. O
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[Théoréme 1.1((unicité)}

Supposons quX soit irréductible sufs,, pour toutn > 0, et que soit véri-
fiée 'une des hypothéses équivalentes du théofeme 1.3 Alexiste une
unique probabilité invarianta pour la chaine telle quemn(S,) = 0. De
plus, pour tout état initiak € S', la suite des mesures d’occupatiary;)

convergeP*-presque srement vers lorsquen tend versx.

PREUVE du théoreme[1.10 :

Le lemmd_L.l7 assure I'existence d’au moins une probabititériante.

Prouvons qu& est@-irréductible suiS'.

Soitf] comme dans le lemnie 1.9 précédent, et&datprobabilité sus\S; donnée
par I'hypothése d'irréductibilité. Soa un borélien des' tel quev(A) > 0. Posons
A=ANS\S;, alorst(A) = U(A) > 0 puisqueb est portée pad\Sy.

Soitx € S' fixé. D’'une part, sk € S\Sg, il estimmédiat qu'il existe un entier> 1
tel queP"(x,A) > P"(x,A) > 0 carX esti-irréductible suiS\S;. Et d'autre part, si
X € Sf,

P*(3N>0:XyeA) > P*(AN>0:Xy€A)
>/ PY (3k > 0: X! € A) P"(x,dy) > 0.
S\Sj

En effet, pour touy € S\S5,
PY (k> 0:X € A) =P (Ugo{ X! € A}) >0

puisqueX estv-irréductible surS\S;. De plus, le point (i) du lemmig 1.9 garantit
que partant de, la chaine de MarkoX rentreP*-presque sGrement dassS; .
Donc il existe un entieN > 0 (N > n) tel quePN(x,A) > 0.

L'unicité découle alors de la proposition suivante

Proposition 1.11 ( Hernandes-Lerma et Lasserre (2003 ;. Br@) ). Soit X une
chaine de Markov a valeurs dans un espace mesurable sépdEal), de proba-

bilité de transition P. Supposons que P admet une probébiiitariantert. Alors,
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si X estg-irréductible, T est I'unique probabilité invariante pour la chaine X. Eta
fortiori mest ergodique. O

Le théorémeé_1.10 assure que la distribution asymptotiqeentEsures empi-
riques est donnée par la probabilité invariartéAinsi, le nombre moyen d’excu-
sions dans tout boréliehde S, tend verst(A).

Pour caractériser la loi d&,, il faut disposer d’'une condition plus forte que l'irré-
ductibilité. Cette condition doit garantir qu’aprées unteérs temps, indépendant de
I'état initial fixé dansS', la chaine peut se rapprocher aussi prés que possible de tout
autre état d&'. Plus précisément :

Définition 1.12 (Accessibilité) S est accessible s'il existe une fonction continue

p:S xS — (0,0) telle que pour tout borélien B S' et tout état initial x S,

P € B)) > [ plxy)dy

{Théoréme 1.13Convergence en Ioi}

Supposons qu€' soit accessible et que soit vérifiée I'une des hypothéses
équivalentes du théorerhe11.3. Alors il existe une uniquealbilité inva-

riante T portée pasS. De plus :

(i) pour tout état initiaXp = x € S, la loi de X converge verstlorsque

n tend vers l'infini ; plus précisément
wxe S, lim [P (€ ) =), =0,

(il) pour tout état initialXo = x € S, la suite des mesures d’occupation

(mX)n converge verst, P*-p.s. .

PREUVE du théoréme[1.18:

L'existence, l'unicité de la probabilité invariante et leipt (i) sont acquises par
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le théoremé& 1.10, puisque I'hypothése d’accessibilitplestforte que celle d'irré-
ductibilité. La démonstration du point (i) se déduit de lagwsition suivante, qui
est un cas particulier du théoréme d’Orep.e Duflo (1997 ; Thm. 8.3.18).

Proposition 1.14. Soit (X,)n>0 Uune chaine de Markov a valeurs dans un espace

mesurablgE, &). Supposons gu'il existe un mesurable Rédeel que :

() tout état initial x de E conduise presque sirement dans R :
P*{3n>0:X,eR}) =1, VxeE,
(i) pourun réel he (0,1), et pour une probabilit§ portée par R, on a

inf P(x,-) > hy.

XeER

Alors pour tout couple de probabilitgset v sur (E, &)

0.

lim [[uP" —vP", =

O

Vérifions les hypothéses de la proposition 1.14 . PogdasS\S;, ou le seuil
n strictement positif est défini par le lemimell.9. Lhypoth@¥ee la proposition
[1.14 n’est rien d’autre que le point (ii) du lemme]1.9. Et Poghése (ii) est une
conséquence de I'hypothése d’accessibilit&de
En effet

p :zxjgepr(x,y) >0,

sinon il existeraitx*,y* € F?avecp(x*,y*) = 0, impossible caF?g; S'. Ainsi, pour
tout borélienB de S,
inf P(x,B) > p*A(B),

XeER

ouA(B) = /ILB(y)dy désigne la mesure de LebesgueBldct en particulier, >
p*A(R). Il suffit alors de poser

A

h=p*A(R) etxz)\( y
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Soit 7 'unique probabilité invariante et soxte S'. En appliquant la proposition

[[12 avequ = mmetv = &, et en remarquant que
PT(Xa€-)=m() et P*(Xa ) =P"(x,"),
il vient queP"(x,-) - TT.

1.4 Persistance robuste

La quasi totalité des modéles sont des approximations dealaé. Il est donc
important que les conditions qui assurent la persistara@{tons équivalentes)(
et (i) du théoréemg_113), soient robustes a de |égaeesirbationsdu modéle initial.
Le cas échéant, et malgré le fait que le modéle initial sagtiptant, nos conclusions
ne sauraient s'appliquer directement a la dite réalité cBaséquent, le modéle de
travail (M), si réaliste soit-il, doit demeurer robuste aux évenaseflerturbations
dans le systéme dynamique.

Soit f une fonction d'utilité,f(x, &) = (fi(x, &), ..., fa(x, &))". Le modéle

Xor1 = Xo* F(Xn, &n1) (1.4)
est appel®-perturbation dell) si f vérifie les hypothésed3 etH4 et si

SUPE [[|f(x,&1) — f(x, &1)||] = sup 1£(,&) = f(x.&)[m(d&) < &.

XeS

| Proposition 1.15(Robuste persistancg)

Supposons que la dynamiqlidl) satisfait la condition de persistandedu
théorémé_ 113 et qu'il existe des constantes réellesad< b < « telles que
a< fi(x,é) <b,pourtouti=1,...d, xe S & € E. Alors il existe un réel
o > 0 tel que touted-perturbation del¥l) satisfait également la condition
de persistance.

PREUVE de la proposition[1.15 :
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Supposons le contraire. |l existe alors une suite de fonstutilité (f(”)> 0
n>
satisfaisant les hypothés8-H4 telles que

lim SupE [Hf(x,f)- f(”)(x,E)H] —0 (1.5)

N—=0yes
et

Mln) = max [ [ pin(exm(@8)log (7 (x.6)) <0,

1<i<d
ou U, est une probabilité invariante portée |$gr pour I'opérateur??,, associée a la

chaine de Markov définie par I'équation

Xicr1 = Xix TV (X, En).-

L'espaceS étant compact, de la suit@,), on peut extraire une sous-suite conver-

gente. Supposons sans nuire a la généraliteﬂqu& U (portée palS,) et posons

Fi(n)<x) - F [|og (fi(n)(x,f)ﬂ )
F(x) = E[log(fi(x,&))].

L'inégalité triangulaire s’écrit

’/Fi(”)duj —/F.du’ < ’/(Fi(”)—lz,>duj +’/F.du,- —/F.du’.

Soit € > 0 fixé. La limite [1.5) assure que la suite de fonctic@ﬁién))n converge

uniformément vers la fonctioR, et u; étant une probabilite, il alors existe un rang
N tel que

vn> N, ‘/(Fi<”)—|=.> dy

L'hypothésea < fi(x, &) < b < « et le théoréme de continuité sous le signe intégral

<&g/2.

assurent qué; € ¢p(S), et comme de plug; BER U, il existe un ranK tel que

Vi >K, '/F.duj —/F.du’ <e/2.
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Ainsi,
vj,n> maxK,N), ’/Fi(n)duj —/F.du‘ <€
Et en particulier,

vn > max(N,K), ’/Fi(n)dun—/lz.du‘ <€

c'est-a-dire

im [ [ kn(@xmi(dg)iog (7 (x.£)) = [ [ kn(xmi(de)log(fi(x.€)).

Donc
A*(w)<o0.

A présent, prouvons queest une probabilité invariante pog#, ce qui établira
la contradiction. Soih : S— R une fonction continueh(c %,(S), carS compact)

et soite > O fixé. Par l'uniforme continuité dé, il existe un réelk > 0 tel que

X, U,VES,
lu—Vv|| < kK = |h(x*xu) —h(xx*xVv)| < €.
Ainsi,
| Zah(x) — Zh(x)| = ‘E[( V(x€1)) —h(x f(x,€) )H
< EH (x*f x£1> h(x*fxfl)H
< 2|hl. ]P(Hf (x,&1) — f(x,€1) H>K> +e
o Elles -]

ou la deuxiéme inégalité s’obtient en conditionnant paéie&mements

110 x,€2) — F06€0)| > K et (x.&2) — f(x,&0)]] < k.

L'égalité (1.5) indique que la suite de fonctiofs’yh), converge uniformément
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vers £h, donc
I|m /un (dx) Znh(x) /u (dx) Zh(x).

En effet

] [ k(@020 — [ g 2h0)| <

tin(Poh— 9h)’+’(un—u)9h’
< |7ah- i+ (1~ ) 71

— 0.
n—oo

Un étant invariant parzZy, il vient quen(2nh) = (UnPn)h = pph, comme de
plus pp — 1,

rlli_rgo/“” (dx)Pah(x) = I|m /un (dx)h(x) :/u(dx)h(x)

Nous obtenons alors

/udx,@h /udx

ce qui prouve que est une probabilité invariante pog#.
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PROCESSUS DE DIFFUSION ET PERSISTANCE

2.1 Le modeéle de diffusion

E modele dé.d.sest une généralisation de la dynamique stochastique du répl
L cateur initiée par Fudenberg et Hartis (1992). A l'origimecéétte dynamique
se trouve la version en temps continu de la célébre dynandétegministe du ré-
plicateur de Taylor et Jonker (1978). Ce modéle est construiconsidérant des
dérives et des vecteurs de diffusion de t{fmdmogorovci-dessous définis.

Sans nuire a la généralité et par souci de simplificatiomp®s

3x-

Toutefois, 'ensemble des résultats demeurent valablesg#néralement dans une

S=A= {xz (X1,...,%) € RY

région compact& qui est invariant par la dynamique stochastique.

Soitl'e.d.s.

dX = X+ (F(X)dt+8 (X) - d%). (E)

On rappelle que le symbole™ désigne le produit d’Hadamarcl-a-d.le produit

composante par composante. Supposons veérifiees les hgpsthdvantes :

H5: % = (#%,...,#™" est un mouvement brownien (standarddimen-
sionnel défini sur I'espace probabili€@,.7 | P),

H6: f:A— RYetd : A— RI*Msont des fonctions lipschitziennes telles que
le vecteur de dérive(x) = xx f(x), et les colonnesl(x),j =1,...,mde la
matrice de diffusiora(x) = xx 9 (x) sont des fonctions de type Kolmogorov,
c.-a-d.qu’elles appartiennent a I'espace tangenf\de

TA = {ue RY
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Les notations sont celles du paragraphe 0.8.2.3 du chagtneparticulier,{.% }
est la filtration donnée par la relatidn {26, -, -) est la fonction de transition pour
le processus de Markox solution de(E) et (Z )i>0 est le semi-groupe associé.

L' e.d.s(E) s’écrit composante par composante sous la forme équieadeivante :

dx =% (fi<xt>dt+ai<xt> -d%)

_xt( dt+Zz9‘ d%j), i=1....d.

La solution (forte)X := (X)t>0 de [E) est un processus de Markov (par rapport &
{Z#}) homogeéne a trajectoires continues. Pour toute fon@giioA — R de classe

€2, la formule d'Itd s’écrit :
do(X) = Ze(X)dt+ .o/ @(X) - d#4.
Le générateur infinitésima¥ est donné par :

Zp(x) = (Oe(x),xx f(x)) + %Trace(HeSQO(X) -y(X)

HMQ_

) | 138 9% .
0_( )X| f|(X)+§ JZ 0X|(9X] (X)X|X]ri (X)7

avec

et
rx):=(9(x)-9(x")) = % oK
k=1

L'opérateur de diffusionzz associe ap le champ vectoriek? @ : S — R™ défini

par :

d
/9 = (0. a00) = 3 T3,

60



2.1. LE MODELE DE DIFFUSION

Pour toute distribution initiale, le processus de Il défini par

M= 0%) ~ 00%) ~ [ Za0)ds

est une{.%; }-martingale, sous la probabili®#, telle queMg = 0. En effet, comme
petZ@sontbornéesyl estintégrable pour chaqueDe plus Ms est.#s-mesurable

par définition et

EY [My — Mel.7d — E¥ [co<xt> —906) - | tzw(xodwﬁs]

=EY [Mtfso 95|§s]
= E*s [My_g].

La derniere égalité est la proprié[€(19) de Markov. Maisrgouty, la définition
(172) de 2 et le théoréme de Fubini entrainent que

t—s

B g o)~ o) - [ zm(m)dr}

t—s
= Zs0ly) —oy) - | ZnZely)dr
et le dernier membre est nul d’apres la propositionl0.17. 1D, p
m

dM; = d(X) — LPX)dt = (%) - AW = 5 o/ p(X); ;.
=1

Enfin, la variation quadratiqu@gM); deM, donnée par la formu@
m < d aqo

m o 2
0'<'V'>t=j;(b@ffp(xt)j)zdt=J,Z1 2 0—)q(><t>><{19i‘(x)) dt,

est bornée.

1. Un calcul simple montre que cette formule, issue du caleuté, fournit la variation quadra-
tigue telle que définie au paragrajfh&.2.
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2.2 Persistance

En appliquant les résultats précédents a la fonapion = log(xk), il vient que :
1«
ZeX) = T(X) = 5T(X) et P(x) = i (x).
Ainsi le processus
(k) _ ky !
M;™ = log(X") — log(X) 0 Zp(Xs)ds

est une martingale vérifiaMék) =0et
g S 5/ |
dM = Sk(X) - d7g =y F(X)d#. (2.1)
=1

En remarquant qué [Mt(k)} =E [Mék)] =0, il estimmédiat que

B logixt) ~toa(x] ~* | [* (1% ~ 3706 ) de]

Et par analogie au modéle aux différences stochastiquess, pasons pour tout

X € A, pour toute mesure invariantepour le processuxX, et pour touk=1,...d,

M) = )~ STEX) 2.2)
Adp) = | A(x)u(dx) (2.3)

et
Ay = 1r2ia§>é/\i(u)- (2.4)

LorsqueAg(X) > 0 (resp.Ak(x) < 0), la keme espéce a tendance a croitesyg.
décroitre), quand la population est dans I'état initial

Les mesures empiriques d’occupationdsont les mesures définies pour tout 0
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par

1 t
m:—/éxsds
tJo

Pour tout borélie deA, 7t (A) représente la fraction de temps que le processus
X passe dan4, jusqu’a la date.

L'anologue du théoreme de persistance 1.3 s’énonce

[Théoréme 2.1]

Supposons que soit vérifiée I'une des conditions équivede(i ou (ii) de
persistance du théorérell.3, Aix) et A, sont données par les formules
2.2), (2.3) et[(Z.4). Alors la conclusion du théorémeé 1s3eealable pour
les mesures d’occupatiatt du processuX = {X;}+>o solution de le.d.s.
(E). Plus précisément : pour tout état initiak A' := A\A,, et toute > 0,

il existen > 0 tel que

limsupm(Sy) <& P*p.s..

t—oo

PREUVE du théoreme[2.1 :

La démonstration est similaire a celle du théoréme 1.3.uitédence(i) < (ii)
est donnée par le lemrhe 11.4. Le lemimég 1.6 reste encore vatafdled. pour tout

€ >0, il existen > 0 tel que pour toute probabilité invariarevérifiantu(A') =1,
H(Ap) < €. 1l ne reste alors plus qu’a prouver que pour ta A', les points li-
mites de la famille des mesures empirigges;t < 0} sont des mesures invariantes
portées paf\'. Ce résultat sera établit en deux étapes par les lemmes24 et

Au préalable, énoncons la loi des grands nombres pour lesngaes de carré
intégrable, cette loi découle de Lépingdle (1978 ; Prop. hmT1.).

Lemme 2.2.Si M est une martingale de carré intégrable,

1. sur{(M}t < oo}, M; converge presque sdrement vers une limite finie lorsque

t tend vers I'infini;
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2. si f est une application croissante [fe+o| dans|0, 4| telle que

© dt ©
/o (F2 =

alors sur 'ensemblg (M); = o}, presque slirement

: My
lim =0.
t—o0 f(<M>t)
%
Lemme 2.3.Soit xe A'. Toute probabilité invariant@ pour la chaine X est portée
parA' (c.-a-d.u(A') = 1). O
PREUVE du lemme[2.3 :
D’apres I'égalité[(Z.11),
m . 2
dMO) =3 (9(x)) dt,
=1
et comme de plug est lipschitzienne, il existe une constante posi@ivel que
[((M®)y | <ct.
Ainsi, par le lemmé&2]2,
K t
i 1og(x¥) ~logix) — | Axg)ds
lim % = lim : 0 =0. (2.5)

En effet, le résultat est immédiat siM ) < o}, Et sur{(M®); = w0}, il suffit

de poserf (t) = 1+t et de remarquer que presque sirement

ﬂ e M _c 1+ (MM, M 0
t |7 (MK (ME), {1+ (MO | toe”
Or,
ky _
imsupl2000) =100 _
t—oo
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il s’en suit alors que

1
lim

t—oo f

/Ot/\k(xg)dsg 0.

Le théoreme ergodigule 0]21 appliquée a la fonction intégrabdonne

im £ [ AOQds= [ amuy) = (w0,

t—oo

Donc,

A(p) <0,

et ceci pour touk=1,...,d, c.-a-d.A.(u) < 0. Donc par I'nypotheése (i) du théo-
reme21u(A') =1. O

Lemme 2.4. Les points limites de la famillgr; } sont des mesures invariante$:

PREUVE du lemme[2.4. :

Pour toute suitét,), de temps qui tend vers, posons
tn
h=— [ oxds
0

L'espaceM1(A) étant compact, il existe une sous-suitg 0 qui soit convergente.
Sans nuire a la généralité, supposons quefb—t> U eM(D).

Le processus

tn
Mn:=0(%,) — @(X0) — | Z¢(X)ds n=0
est une martingale pour toute fonctigrde class&?. Par le lemmé 212

. Mn . tn
lim — = lim / Zp(Xs)ds= 0,
0

n—o N n—oo

et donc

th
[ Zodu=u(29) = im m(29) = im [ Zp(x)ds=0.
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La version suivante de Ethier and Kurtz (1986 ; Prop. 4.9%8uee queu est inva-

riante.

Proposition 2.5. Soit X une diffusion de transitioh??; } et de générateut”. Sont

équivalentes :
(i) p estinvariante,

(if) pour tout fonction f degy,(S), /,@tfdu :/fdu,

(iii) pour toute fonction f de class&?, /ffdu =0. O

O

Pour garantir I'existence d’une unique probabilité ingate, et la convergence
des distributions du processus vers cette loi, il est naaesde disposer d’'une
condition d’irréductibilité appropriée. Cette conditierige que, localement dans
A, le bruit (#'), emménée processus dans toutes les directions (le processus se dif
fuse dans toutes les directions d&)TL e.d.s(E) est ditnon-dégénérési pour tout
x € A', les colonnes(x), j = 1,...,m engendrent &. Puisque T est de dimen-
siond — 1, cette condition assure I'existence d’au mainsl directions(n>d—1)

indépendantes de diffusion.

(Théoréme 2.6}

Supposons qued.d.s(E) soit non-dégénérée et que soient vérifiées les hy-
pothéses du théorerhe P.1 précédent. Alors il existe uneiempbabilité

invariantert portée pad)'. De plus :

(i) pour tout état initialXo = x € A', la loi de X* converge en variation

totale versit lorsquet tend vers l'infini ; plus précisément
wxe &', lim [[P*({X € -}) = ()|, =0,

ii) pour tout état initialXg = x € A', les mesures d’occupatiofrry
t

converge verst, P*-p.s. .
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PREUVE du théoreme[2.6 :

L’hypothése de non-dégénérescence assure que la matreitfudgon y est loca-
lement uniformément elliptique dads, c.-a-d., pour toutx € A, il existe une
constanté&S, > 0, tel que pour touz dans une boulBy(r) :={z: ||z]| <r} C A', et

pour touty € TAde norme 1,ona:

d .
> Yi¥ (DY) = Cw.
=1

En effet

d . .
3 i@y = 3 via@-d@); @y = |a@y] =0
NES I,]=

De plus la fonctior(z,y) — ||a'(2)y|| définie sur le compact
Bx(R) x{ye TA:[ly|| =1}
est continue (et linéaire ), elle y atteint sa borne inférieu@ > 0. Mais
a'(2y=0<=yckena(z) =Im(a(z)* =TAt

H par I'nypothése de non-dégénérescence Ainsi TA NTA = {0}, impossible
puisquelly|| = 1. DoncCy > O.
Par Durrert|(1996 ; Thm.7.3.8), pour chague O, il existe une fonction positive et

continuep tel que pour toute fonctioh € 6,(4),

P =EMOQ)] = [ hiy)pi(xy)dy

P(t,x,dy) est alors de densitg(x,y) par rapport a la mesure de LebesgBé ; x,dy) =
pt (%, y)dy. Le théoremé 1.13 s’applique donc, pour tox0, & la chaine de Markov
(Xt+n)n>0, de probabilité de transitioR(t, -, -). Ainsi, pour toutt > 0, il existe une
unique probabilité invariante, par 2, p; est également invariante péfy, := 2,

pour toutk € N. De ce fait, la probabilité invariante pa¥y,» est €galement inva-

2. SiAestun sous-espace vectoriel d'un espace vectgrial- = {y € E | x-y=0,Vx € A}.
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riante parZ et &y n puisque
n k
P = (@k/zn)z et (yl/Z”) = @k/zn.

L/ est donc indépendante deet k. L'ensemble{k/2"n,k € N} des nombres
dyadiques rationnels étant dense dBns L; = 1T est indépendante de

(i) Soit h une fonction continue (bornée) seitel que||h|| < 1 et soits un réel de
[0;1). Pour toutn € N etx € A,

IP(n+8,x,-)h— 1h[| = || Fnish(x) — 7|
= [[Zn(Zsh(x)) = T(Zsh) |
< [[P(n,x,-) = 1) [ Zshl]

< |[P(n,x,-) — (")

-

Ainsi
sup|P(n+s,x,-)h—rth| < [|P(n,x,-) — ],
h

La derniére quantité tend vers 0 quamdend vers l'infini par le théoreme 1]13.

Donc
t“m ”P(t7X7 ) - n”vt =0.

(i) découle de l'unicité det et du théoremi 2.1.

2.3 Persistance robuste

L'e.d.s.
d% =X x (f(X)dt+9 (%) - d#), (2.6)

est appelé@®-perturbation (stochastique) dE)(si les fonctionsf etd sont telles
que le vecteur de dérivie(x) := x x f(x) et les colonnesi(x),j =1,...,mde la

matrice de diffusiora(x) := xx 9 (x) vérifient 'hypothéseH6 et s'il existed > 0
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tel que pour touk € A,

sup||f(x) — F)| + 19 (%) = I (x)[| < 3. 2.7)

XEA

[Théoréme 2.7}

Supposons quél satisfait la conditionif de persistance du théorémel1.3.
Alors il existed > 0 tel que touté-perturbation stochastique d€)(vérifie
I'nypothese (i) du théorénie1.3.

PREUVE du théoréeme[2.7 :
SiI'e.d.s.(Z.8) est un&d-pertubation stochastique dg)(dont la solutiorX part de

I'état initial Xo = Xo = X, alors
xt—xt:/0 (Xs*f(xs)—xs*f(xs))ds-i—/o (R f(Xe) — Ko F(%e))ds
t t ~ o~
+/0 (xs*a(xs)_ks*e<>23))d%+/() (Ko 9 (Ke) — Kox 9 (X)) d .

comme

H/Ot(xs* F(Xs) — Ko f(%e))ds i

t
gt/ [ Xs F(Xs) — Xs* f()?s)Hst [inégalité de Cauchy-Schwarz
0

t
gth/O HXS—Y(SHst [xx f (x) estK-LipschitZ

H/Ot(f(s* (%) — Ko F(%g))ds 2

t ~ o~

<t /O [ £ (%) — %e# F(X9)|[2ds [inégalité de Cauchy-Schwarz
t ~ ~ ~

<t [ [ 1(%) - (%) ds [Ix) < 1]

< 5%t? [inégalité [2.7)
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et
) 2
E (xs*a(xs) Xs* 9 (X)) d s ]
_/ [ Xs 9 (Xs) — )?S*a(is)\}z}ds [isométrie de 1t
ng/o HXS—XSH ds [x+ & (x) estK-LipschitZ
2
E /o(xs*a(xs) Sox 9 (%)) d¥e ]
:/Ot [Hf(s*& )~(S)—)~(S*1§(>~(S)H2] ds [isométrie de It
< / 9%~ 9(%)[?] ds [Ix) < 1]
<% [inégalité [2.7)
Il vient que :

t
v(s)ds+ 46%t% 4 4K? / v(s)ds+45%.
0

v(t) < 4tK2/t

0
Ainsi pour toutt < T,

<A/ s)ds+ BS?

OUA=4K?(T +1) etB=4T(T +1).

Par le lemme de Gronwal.(.e.appendice 1. de Revuz and Yor (1998)),

v(t) < éMBS?, Wt,0<t<T.

Par I'absurde, supposons qlf€) (satisfait la condition de persistance, et qu'il

existe deux suites de fonctions™),>1 et (8),>1, & valeurs danRY, tel que

sup||f (x) — f ()| + 18 () =9V (x| <

XeA

(2.8)

Sk
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et
_ (n)
Ai(Hn) = 1?|2)3Ak (Hn) < 0.
Dans cette égalite,
1 K
A0 = 1700 =5 (9™ 9™t

et Uy est une probabilité invariante portée @érpour le semi-groupe de transi-
tion (Tt(n)>t>o’ associée au processus de Marl(OQ”)>t>o, solution de le.d.s.

ax™ — (., {fm) (xt(”)) dts o™ (xﬁ”)) ,d%} .

Tout comme dans la démonstration de la proposition] 1.1%r# établit d'une
part que tout point limitgu de la suite de probabilitéun)n>1 vérifie A.(u) < 0.
D’autre part, grace a la propositibn 2.5 quest une probabilité invariante pour le

semi-groupe de transitioft )~ deX, tel quep(A') = 1.

Sans nuire a la généralité, supposons quef& u. Par [2.8), la suite de fonc-
tions ()\é”)> converge uniformément vers la fonctidp = f, — 2K, pour tout
n
1<k<d.Ainsi

im [ pn(@00" (0 = [ (@A),

n—oo

et donc
A«(n) <0.

Soientx € A, t € [0, T], € > 0 fixés et soith: A — R, une fonction continue
(bornée). La fonctio étant uniformément continue, il existe un réeb O tel que
pour toutx,y € A,

Ix—=y||* < k = [Ih(x) —h(y)|* < &.
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Ainsi,

[l = [l [n (<) ~now) ]|
SLCOREY
2l %= ) +e

awew[ww‘KV}
w K2
t

B
2
2||h||mw+3-

IA

IN

IA

+ &

IA

Il est alors équivalent de dire que pour tout 0, la suite(@t(”)h> converge uni-
n

formément vers#;h, ainsi

lim /@t(mh dity = /gzth dut.

n—oo

De plusu, étant invariant pour%(”), Un (@t(”)h) = un(h), ainsi

r!im/gztm)h dpip = lim /h dun:/h dut.

Donc, pour tout > 0,

/@thdu:/hdu.

Cette derniére égalité prouve queest une probabilité invariante pour le processus
X.
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CHAPITRE 3
APPLICATIONS

3.1 Modele d’'allocation aléatoire d’espace et effet de stkage

3.1.1 Généralités

E modele de compétition pour I'occupation d’espace est urstaple de
L systeme de loterigui requiert que I'espace disponible soit réparti de fagon
aléatoire entre les nouvelles recrues des especes en dbonpEtette modélisation
est utilisée par Sale (1977 ; 1978) dans le cadre des comn@snde poisson de
récif corallien dans lesquelles les adultes des especesvaéles sont territoriaux et
dont les juvéniles sont tres disperseés. Le terme juvéngedé de facon générique
les larves et tout individu n’ayant pas atteint la majoréproductive. De plus, le
nombre de juvéniles a la recherche d’un territoire dans eneioe localité n’est
pas lié au nombre d’individus déja présents dans la ditditécae systeme com-
prend de multiples habitats, composés chacun d’'un certaimbre de sites (unité
territoriale) occupés par les adultes d’une espéece. Unisthdbccupe le méme site
durant toute sa vie et un adulte ne peut survivre a 'dge deatanté reproductive
sans territoire. L'attribution des places libres suit Iglegpremier arrive, premier
servi De plus I'espace est limité : il y a toujours plus de larves aherchent a
s'établir que de sites disponibles.
Soit Xy = (X},,..., X9t & valeurs dan4, le vecteur représentant la distribution des
proportions des sites occupés par les adultes de chaqueesptempsa € N. Dans
la pratique, et sans que cela ne modifie notre précédentedymX, est le vecteur
des densités a la génératinpet X, 1 est le vecteur correspondant a la génération
suivante. L'évolution dans le temps de I'état (stochaf)gle I'environnement sera
décrite par les vecteurs aléatoiresl. £,,n=1,..., indépendants d¥,, définis sur

un espace probabili€, .7 ), a valeurs dans un espace mesur&blBotons

() bi (Xn,&ns1) le taux de reproduction par individu de I'espécelurant I'in-
tervalle de tempgn,n+ 1]. Ce taux est supposé strictement positif, ce qui

garantit gu'aucune espece ne décline compléetement en fmpsa plupart
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des modeles de population sont formulés avec cette deimjprhese. Dans

de tels modéles, I'extinction d’une espece intervientqaes IimX,i1 =0;
Nn—oo

(i) m la proportion d’adultes de I'espécésjui meurent durant une unité de

tempsm > 0.

Lorsqu’un adulte meure, le site vacant est attribué a unnjlvy€hoisi au hasard.
Durant l'intervalle de tempgn, n+ 1], la proportiorm X! de sites est libérée par les
adultes (morts) de I'espécet la proportion totale de sites libres pour les nouvelles

recrues est §
Z ijA.
j=1
La nouvelle génération (d’adultes) de I'espés&mpare alors de la proportion

bi (Xn, &nr1) X,
5S_1bj (Xn,€nv1) X4

de cet espace libre. La terminologie de systéme de lotejisssie par I'expression
précédente qui caractérise I'attribution aléatoire deplaee libre, proportionnelle-
ment aupoidsdes nouvelles recrues d’'une espéce donnée.

Sous ces hypothéses, et pout 1,...,d, la dynamique de compétition pour I'oc-

cupation des sites est régie par I'équation

sites libres
d i
i i i i (Xn,
o= (1=m)X} + zm;XA] Lt (A1)
sites restants - Z (Xn, &nt1) X4
J:
Ioterie

L'ensemble?' sera accessible, au sens de la définifion|1.12, si en paetipolur
y appartenantA' fixé, le vecteur aléatoir)ﬁ’ admet une densité strictement positive
par rapport a la mesure de Lebesgue @0r Le paragraphe qui suit prouve que
cette condition est vérifiée lorsqlg(y,&1) = Eil et f},...,ff sont conjointement

continues, de densitk : (0,%0)9 — (0,) par rapport & la mesure de Lebesgue.
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3.1. MODELE DE LOTERIE

Pourn = 1, I'équation [AT)) s’écrit sous la forme

yiél

X{J = Qi +Biv

ou
d d
ai=1-my, B=y)my et U=7Y yé
=1 =

Lapplicationy : (&1,...,&q) — (X1,...,Xd—1,U) définie par les formules

Xi = ai+fi

Yii . d
— . i1=1....d-1 = i &i
U , | , ,d et u jZlyJEJ

est un difféomorphisme d@®, «)? dansA; ; x (0,), ou

d-1
Dy_1= {(X1,~-~,Xd—1)t cRIL|x; >0et Z Xj < 1}
=1

est l'intérieur du simplexe unité de dimensior- 2. L'application inversap—! est

définie par les relations

d-1,,.
fi:%(xi—ai)izl,...,d—l et Ed:%ll—jzlé—]j(xl—al)]

Le jacobien Jag—! de ! est par définition le déterminant de la matrice

u X1 —01
B 0 0 B
u X2 — 02
0 3 0 5
(%): o 5
0¢; 0 0 e Xd-1—0d-1
d-1 Bd-1
y Y, i 1 <Y
uyi u y2 U Yd-1
Tk Wk whe w |t 2 gt
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Un calcul aisé en développant suivant la premiére ligne etr¢aurrence sud

permet d’obtenir

udfl

" BBz Ba_1yd

JaayY(xa, .. Xa_1,U) #0

Alors par la formule de changement de variﬂ;»lle vecteur aléatoire
Y= (xlyzl,...,xlyvdfl,u>

est de densité

udfl

feo ™ (x,...,X4_1,U).
BiBa.. Ba 1yd| © Yl X )

fy(Xe,..., Xd—1,U) =

Par conséquent, la densité marginal&Zde- (Xi”l, . ,X}”d_1> est donnée par

fz(xl,...,xd_l):/o fy(X1,...,Xd—1,u)du.

Soitg : (X1,...,%4-1) — X=(X,...,Xd-1,1—X1 —--- —Xg_1), I'application conti-
nue et bijective de}, ; dansA', dont I'inverse est la projectiog—! de A' dans
Ay, et soienth: A' — R etg: Ay _; — Ry des fonctions mesurables positives

guelconques. Notons :
> A lamesure de Lebesgue sy ; C R4, dA =dx---dxg_1;

> A* sonimage pag surd', c’est la mesure de Lebesgue &l

hdA* :/ hogdA.
A Bg-1

Quelquefois nous écrirorb * = d(xq,...,X4-1,1— X1 — - —Xg-1) ;
> U la mesure a densité par rapport & : du = fzdA. Cest la loi du vecteur
—_ yl y:dfl .
ya (xl X ) :

> u* la mesure image dg par I'applicationg, c’est exactement la loi d)éi’.

Plus précisémen] hdu* = hogdpu, et
A Ed-1

1. v.p.elBenaim et El Karoui (2004 ; Thm. 8.2.10)

76



3.1. MODELE DE LOTERIE

Al

. /h-fzoqld)\*.
A|

hdu*:/ hoqdu:/ f;-hoqdA
Eg-1 Eg-1

/ (fzoql~h)oqd)\:/ (fzoqfl-h)d)\*
= A

Doncdu* = (fzoq_l) dA*. En particulier, la loi d@({ est de densité strictement

positive et continue par rapport a la mesure de Lebeague

D’apres ce qui précede, I'hypothese d’accessibilité equige en choisissant le

vecteur aléatoirg€; de densité positive et absolument contiHl,uar rapport a la

mesure de Lebesgue. En particulier, cette hypothese efagatlorsque

bi(Xn,EnJrl) = €in+1

suit une distribution log-normale ou une distribution gaatel qu{il,i =1,...,d

soient conjointement continues.

3.1.2 Modele de loterie de deux especes

! Ma(p) A2(H)
5, 0 E [log (1—mp+my 2284 )|
52 | E [log (1—my+mppizey ) | 0

Tableau 3.1 — Taux d’invasion dans le modeéle de loterie dp2ees

Lorsqued = 2, les seules mesures ergodiques sur le bord du simplexe

Do ={e1:=(1,0);e:=(0,1)}

2. La mesureu est absolument continue par rapport a la mesuse v(B) = 0 entraine que
1 (B) =0, pour tout mesurabB.
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sont les mesures de Dirac

Et en vertu des égalités

bi(ej, £1)

Ai(6)) = Ai(g) =E {Iog (1—m+mj b;(ej,fl))] , pouri, j=1,2;

les différents taux d’invasion sont donnés par le tableaap#ulatif(3.1. Ainsi, le

critere de persistance (ii) du théoréime 1.3 est satisfait si

Al::E[Iog (1—m1+mz%)} >0 (3.1a)
et
A =E {Iog (1—mz+m1%)} > 0. (3.db)

Un calcul direct permet de réécrire I'équati@l)) sous la forme équivalente

b1 (Xn, €nr1) Mo — 2 (X, &nt1) ml}

1 1 1\ M1 -+ +

= 1+(1- ) 3.2
X1 xn[ +(1-%3) 5X T DoX2 (32)
Pour mieux appréhender le réle du numératamm, — b,my, introduisons la nota-

tion
_ by
" bomy’

et remarquons alors que
A =El[log(1+m(p—1))] etA, =E[log(1+m(p ' -1))].

Notre critere de persistande (3.1) recouvre la conditiamstgue d’invasion mu-
tuelle del Chesson et Warner (1981) dont les résultats séseprés dans Ches-
son (1982), mais également ceux.de Ellner (1984 ; sectiosaBs émettre d’hy-
pothese de monotonie sur la fonctiafx, & ).

Essentiellement, trois scénarios sont a prendre en cosglta que le systéeme soit
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déterministe ou non et que les différentes générationseseabhent ou non.
» En environnement déterministe;a-d.lorsque le tau; (Xn, £n11) = bj est constant

pouri = 1,2, 'équation [(3.R) s'écrit plus simplement

b1mp — bomy

xr}H:xnl 1+(1—X%)W :

L’évolution de la fréquenc&! dépend alors du signe du numératbum, — bomy,

et & fortiori il en est de méme d¢?, puisqueX® + X2 = 1. La cohabitation des
deux espéeces est alors directement liée au signe du lagaritigp : Silogp < 0,
X1\, 0etX? 1. De méme silog >0,X} ~1etX2\ 0.La coexistence des
deux especes n'ayant lieu quepsk 1. Et cette situation, peu probable, conduit a un
équilibre évolutif instable, puisqu’il faut tenir comptears la réalité des possibles
perturbations du systeme.

» En environnement aléatoire, supposons que les fluctuasmesat représentées
par des taux de reproduction par individu indépendantsrdgsénces des especes,
c.-a-d.

bi (X &ni1) =&hi1 €t &n= (£5.€7).

Pour des générations non imbriquées£ 1,i = 1,2), la condition[(3.ll) se résume
2 1 2
3 €1
Ellog=5| >0 et E|log_3| >0.
3 3

Ces deux inégalités ne peuvent étre vérifiées simultanéians ce cas de figure,
Chessaon| (1982 ; Thm 3.5) a prouvé que presque siremenntéri d’'une des

deux espéces se produit en temps long, plus précisément,
IP’(rI]im an:OounIianZ:O> —1

Ainsi, la coexistence n’a pas lieu lorsque les individuswom courte durée de vie.

» Par contre, si leur durée de vie est gramd@-d. m~ 0 pouri = 1,2, alors
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I’approximatiorH log(1+x) = x4 O(x?) conduit &
AlzmlE[p—l] et )\zzsz [p_l—l}.

Ainsi les conditions de persistanc¢e (3.1) s’énoncent

moé} My &2
E {mﬁ%] >1 et E {mzéf] > 1 (3.3)

Ces deux inégalités sont parfaitement réalisables. Pan@eeil suffit d'imaginer

une partitiorjudicieusedu temps, en périodes favorables et défavorables pour I'une
des espéces, qui conduise a{3.3). Ceci est d’autant pespildbqu’une période
faste pour I'une des especes présentes correspond a uadepdéfavorable pour
l'autre espéce et vis-versa. Tout se passerait donc commgrant les périodes
défavorables, une espésmckeson gain reproductif, et en tire assez profit pendant
les (rares) périodes favorables afin de se maintenir raidement en nombre.
Cette habilité a stocker pour un usage futur en conjoncti@t des fluctuations
temporelles de I'environnement suffiraient a conduire adexistence. C'est ce

phénomene que Chesson et Warher (1981) ont initialemeniédestorage effect

3.1.3 Modele de loterie de type pierre-feuille-ciseaux

Pour les systémes de loterie de trois ou plus d’especestdeccde persistance
peut s’avérer plus complexe et plus difficile a explicitee quécédemment car il
nécessite la détermination de taux d’invasion pour des rasgrgodiques non tri-
viales. Cependant, une exception a lieu pour la versionegfeuille-ciseaux .-
f.-c. en abrégé) du modele de lotere;a-d. lorsque I'espece 1 (pierre) domine
I'espéce 2 (ciseaux), I'espéce 2 domine I'espéce 3 (fguild’espéce 3 domine
I'espéce 1. Afin de modéliser ces interactions intransstimeus faisons I'’hypothese
que les taux de reproduction par individu sont des fonctiogsires des fréequences

des espéces :

3 .
Xn £n+1 Z én—l—l ]7 = 17 273

3. O(+) estla notation de Landau grand O.
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Figure 3.1 — Dynamiqup.-f.-c.

ou
Bn an T
n=1|m Bn an
an M Bn
avecay, > (Bn > vn pour toutn. Pour simplifier, supposons que = m pouri =
1,23.
Pour toute paire de stratégies, disons 1 et 2, la stratégundate, ici 1, supplante

la stratégie subordonnée 2. En effet, en posant
) 3 2
X$=0, yn=Xi/X3 et z= 2 % &nsa) =Y (&)l
i= i,]=1

ona

(1-m)z,+m (’Yn+1xnl+ ﬁn+1an)
(1—m)zy +m(Bnp1 Xt + an+1xr%)

81
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La suite(y,) converge alors en décroissant vers 0. Ainsi, les seulesresestgo-

diques sur le bordy, du simplexe sont les mesures de Dirac

01 1= 0¢,,02 := ¢, €103 1= J¢;,

resp.aux sommets

e1 =(1,0,0),e, = (0,1,0) ete3 = (0,0,1).

Comme de plus pourj=1,2,3,

fe1.8) = (L—m) +mpl 2 = (1= +m§—j
les taux d'invasion sont alors donnés par le tablealu 3.2.
u A1(H) A2(H) As(M)
5| 0| sleslomm)] | o)
o sloime)] | 0| slsfomng)
35| eloo-mng)] | efos(imng)] | 0

Tableau 3.2 — Taux d’'invasion dans le modele de loterie defyb.-c.

La condition de persistance (ii) du théorémé 1.3 s’énono@nee suit :

p2A2(81) + psAz(d1) > O
il existe p= (p1, P2, p3) € Atelque{ piA1(d2) + parz(d2) >
P1A1(83) + P2A2(d3) > O

Mais commeA,(d1) = A3(d2) = A1(d3) et Az(d1) = A1(d2) = A2(d3), alors cette
condition est satisfaite si et seulement si

[(m):=E {Iog (1—m+ m%)} +E {Iog (1—m+ m%)] > 0. (3.4)

n n
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