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Avant-propos

L’aventure d’une idée se transforme trop
souvent en une sculpture abstraite posée
sur le socle de I’immuable. Niant ainsi la
force créative et critique de la pensée
vivante, elle suspend le temps d’un temps
I'éclosion de nouvelles curiosités.

Delvin Melhburn

Il y a plusieurs maniéres de concevoir, de faire usage et de développer
la logique. Ainsi, certaines logiques ont un tribut a payer aux acteurs
de leur genése qui les ont portées sur les fonts baptismaux. D’autres
sont habitées d’une forme et d’un style en fonction du ou des rdles qui
leur ont été assignés et des complicités nécessaires qui leur ont permis
de contribuer a réaliser la finalité¢ de leur mise en ceuvre. Ainsi, la
logique formelle classique du premier ordre est ce qu’elle est pour au
moins trois bonnes raisons: — Il y a la féroce volonté de fonder un
critere d’engagement ontologique qui a conduit & édifier des systémes
dans lesquels la quantification et la notion d’existence sont
indissociablement intriquées. — I1 y a d’autre part la conquéte de méta-
propriétés de I’ordre de la complétude et de la décidabilité qui 1’inscrit
dans un équilibre parfois discutable entre I’aspect syntaxique et
I’aspect sémantique. — Il y a enfin I’héritage whitheadorussellien qui
la revét des atours et des ambiguités (en partie voulues) propres 2 la
théorie classique des ensembles.

Nul ne sera surpris par ces propos, bien entendu! Mais il n’en reste
pas moins que 1’on incruste parfois les conclusions de grandes
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VI DENIS MIEVILLE

histoires épistémologiques dans le carcan des formes symboliques et
des théories structurelles dans lesquelles elles ont été révélées.

Au-dela des dogmes et des écoles, une attitude constructive et
édificatrice d’interrogations et de pensées nouvelles consiste a se
saisir d’une théorie logique qui a été développée non pas en fonction
d’un objectif particulier, mais qui a été€ pensée avant toute chose pour
étre 2 méme de parler de mondes possibles. Cela n’est pas nouveau,
certes! Ce qui ’est, c’est la volonté de disposer d’un tel langage en
privilégiant sa capacité a parler de mondes et de leurs organisations
sans lui associer les difficultés propres a des théories étrangeéres a son
propos, ni en le forgeant en fonction d’un objectif scientifique parti-
culier. Un tel langage se doit notamment, d’€tre ontologiquement
neutre, d’étre & méme de formuler un traitement extensionnel sans
I’invention ni I’intervention de concepts abstraits tels ces commodités
linguistiques que sont les classes a la Russell; il se doit de bannir
toutes les ambigultés catégorielles, conceptuelles et prédicatives. Par
rapport 4 une telle entreprise, il est donc aussi indispensable d’aborder
de front le probleme de I’enrichissement logiquement opératoire et
descriptif qu’un tel langage doit impérativement porter et supporter.

L’Institut de logique de la Faculté des lettres et sciences humaines
de I’Université de Neuchatel s’est préoccupé depuis fort longtemps de
disposer d’une telle logique pour développer, dans le cadre de ses
recherches ol les perspectives extensionnelle et bivalente prévalent,
les réponses a ses interrogations. Sa quéte a été comblée par les tra-
vaux de S. Lesniewski, et notamment sa protothétique et son
ontologie. En effet, la protothétique ~ une logique des propositions
quantifiée — et I’ontologie — un calcul des noms d’ordre supérieur —
constituent des logiques extraordinaires. Elles sont ontologiquement
neutres, universelles, libres et d’ordre supérieur. Elles contiennent
notamment une régle d’inférence définitoire autorisant des définitions
effectivement créatives. Elles sont donc développementales au sens de
pouvoir ciseler progressivement les outils conceptuels nécessaires aux
questionnements conduits. Congus explicitement pour étre un langage
vivant au service d’une analyse, ces systémes permettent de forger le
mécanisme opératoire de tout mouvement déductif associé a quelque
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foncteur logique que ce soit associé & une quelconque catégorie issue
des deux catégories primitives des noms et des propositions.

C’est avec cet outil zététique, interrogatif et prospectif que
Mme N. Gessler et MM. P. Joray et C. Degrange ont revisité la
construction logiciste, jouant avec beaucoup de subtilité avec les
concepts fondateurs et fédérateurs que sont I’acte définitoire, les caté-
gories et la prédicativité. Leur démonstration est convaincante et
mérite qu’on s’y intéresse tant elle renouvelle cette perspective.

Denis Miéville

Directeur de I’Institut de logique
de I’Université de Neuchatel






Introduction

Penser ensemble la logique et les mathématiques pour en montrer
I’identité essentielle, telle est la thése que I’histoire a rangée sous le
terme de logicisme. Cette thése fut celle de Frege et de Russell, ses
représentants typiques. Elle fut systématisée dans les Principia
Mathematica de Whitehead et Russell, synthése culminante du mou-
vement logiciste qui allait orienter pour de nombreuses décennies la
méthode et I’esprit des techniques de recherche sur la question des
fondements des mathématiques. Résumant la philosophie logiciste
dans deux propositions solidaires, Russell écrit:

[...] all pure mathematics deals exclusively with concepts definable in
terms of a very small number of fundamental logical concepts, and
[...] all its propositions are deducible from a very small number of
fundamental logical principles. (1903: xv).

C’est la une conviction philosophique fondamentale que Russell ne
remettra jamais en question, en dépit des difficultés considérables que
rencontra ’entreprise logiciste. Concernant la dimension conceptuelle
de la premigre proposition, nombreuses de ces difficultés tournérent
autour de l’antinomie dite de Russell et — pour dire les choses
rapidement — la présence obscure d’une logique d’ordre supérieur,
troublée par les enjeux ontologiques de la quantification. Quant a la
seconde affirmation, postulant la logicité pure des principes fonda-
mentaux, elle se heurta a la nécessité de recourir, dans les Principia
Mathematica, aux axiomes non logiques que sont les axiomes de
I’infini, de réductibilité et multiplicatif.

La définition logiciste du nombre cardinal — défini comme une
classe de classes équinumériques —, fit I’objet de nombreuses objec-
tions, en grande partie liées a deux difficultés majeures qu’il lui fallut
surmonter. La premiere est celle portée par le concept paradoxal de
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2 INTRODUCTION

«classe de toutes les classes», nécessitant, pour préserver la
construction logiciste, de procéder a une répartition des classes en
types. La seconde concerne le probléme posé par le recours a la
définition par abstraction, rouage de la réduction de 1’arithmétique a la
logique, mais soumise & une objection de créativité. Ces critiques,
trouvant leurs propres arguments dans la possibilité de parvenir a une
définition du nombre cardinal par d’autres voies et moyens, furent
assorties d’une relativisation de la conception logiciste. Et, de maniére
générale, les développements ultérieurs de la logique et des mathéma-
tiques, marqués par diverses doctrines fondationnelles et un plura-
lisme logique, détournérent I’intérét de la communauté scientifique du
projet logiciste.

Cependant ce constat ne ruine pas pour autant la conception
logiciste ni ne la réduit au silence, comme un fait d’histoire! Au
contraire, par-dela les limites internes au logicisme des Principia
Mathematica, la philosophie russellienne continue encore et toujours a
alimenter de nombreux débats. Quant au logicisme de Frege, il
connait un renouveau contemporain, avec les travaux de 1’école néo-
frégéenne dont G. Boolos, C. Wright et B. Hale sont les représentants
les plus éminents. Mais ce n’est pas tout! Le logicisme ne se réduit
pas seulement a ces deux héritages. On peut en effet répondre a la
question d’une définition logique des nombres, ouverte avec Frege,
dans le cadre d’un paradigme logique autre que celui de la tradition
frégéo-russellienne.

Le paradigme adopté ici est celui de 1I’Ontologie, théorie logique
développée au début du XXeme siecle par le logicien polonais
Stanistaw Lesniewski. L’Ontologie, qui est un calcul des noms
d’ordre supérieur, fut congue dans le but de résoudre strictu sensu
I’antinomie de Russell et de venir suppléer & la peu naturelle et peu
élégante théorie des types des Principia Mathematica. L’Ontologie
n’appartient pas au réseau marqué par la conception de la logique et
de I’analyse des mathématiques frégéo-russellienne. Elle s’en dis-
tingue profondément, tant par ses conceptions logiques sous-jacentes
que par les modes formels qui la gouvernent.
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Nous montrons que 1’Ontologie permet de construire I’arithmé-
tique de Peano, en faisant appel a un axiome de I’infini comme seul
axiome propre, et sans que cette construction soit entdchée des dif-
ficultés immanentes aux démarches logicistes ouvertes par Frege et
Russell, ces difficultés s’y trouvant pleinement résolues. Nous nous
attacherons & expliciter certains des éléments moteurs et a en élucider
le role dans la réalisation d’un tel projet.

Sans doute convient-il de dire quelques mots de 1’Ontologie.
Logique universelle, libre et d’ordre supérieur, I’Ontologie est libérée
du souci de I’imprédicativité. Elle intégre une théorie des catégories
sémantiques a travers laquelle I’antinomie de Russell est écartée, sans
amendement des principes logiques tirés de 1’analyse du principe du
cercle vicieux. C’est une logique purement extensionnelle, non
chargée de toutes les difficultés rencontrées par les logicistes clas-
siques pour assurer l’extensionnalité de la logique. Expression
formelle de la position nominaliste premi¢re de son auteur — celle du
rejet des entités abstraites —, I’Ontologie est une théorie logique libre
de tout engagement ou implication ontologique. La ou il est question
de catégories sémantiques, il n’est nullement question de catégories
ontologiques. Dans ces conditions, I’Ontologie n’endosse pas les pro-
blémes portés par la théorie des types, ou son paralléle frégéen de la
distinction entre objets et fonctions de différents niveaux. En
particulier, le projet logiciste échappe au poids du réalisme dogma-
tique de Frege et des difficultés du nominalisme instrumental des
Principia Mathematica — ol, pour sauver le programme universaliste,
les classes et fonctions sont tournées en fictions logiques.

A la base de cette réussite, trois points essentiels configurant ce
paradigme logique sont a relever. Tout d’abord, la quantification est
ontologiquement neutre. Ensuite, I’interprétation de la structure de la
proposition n’est pas corrélative du modele mathématique et de la
distinction entre fonction et argument. Aucune dichotomie radicale
n’est instaurée entre sujet et prédicat. La proposition élémentaire de
I’Ontologie, qui est de la forme «a est b», est composée de deux noms,
reliés par la copule, celle-ci ayant statut de foncteur primitif. Dans ce
cadre d’analyse, il n’est alors nullement question de classe — ou
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d’ensemble —, mais simplement d’extension attachée & un nom, celle-
ci pouvant étre vide, singuliere ou plurielle. Enfin, le troisitme point,
trait saillant de 1’Ontologie, est sa générativité, ou constructivité.
Celle-ci est portée par une procédure inférentielle définitoire par
laquelle les définitions sont insérées comme theses dans le langage
lui-mé&me, et non pas traitées comme des conventions linguistiques.
Partant des seuls foncteurs et catégories sémantiques primitives
inscrites par les axiomes, cette procédure assure au langage une
constructivité catégorielle potentiellement infinie, en contr6lant pas a
pas la construction, et permettant de déployer la base axiomatique en
diverses Ontologies. Notre construction de I’arithmétique est I’une de
ces Ontologies possibles.

C’est dans ce cadre logique que nous avons donc remis en chantier
le programme logiciste. Il convient de préciser que notre démarche
n’est pas sans précédent. Lesniewski, le premier, s’était engagé dans
le projet fondationnel de I’arithmétique sur la base de 1’Ontologie. Sa
démarche est réputée avoir été menée a bien, mais il est difficile
aujourd’hui d’en mesurer la pertinence, ses recherches dans ce
domaine ayant en effet pour la plupart disparues en 1944, dans
I’incendie de Varsovie. Par la suite, d’autres travaux furent engagés
dans cette méme direction. Les résultats les plus remarquables sont
dus & Canty et sont énoncés dans sa thése de doctorat de 1967.
Cependant, ces résultats souffrent d’un défaut qui les rend en partie
inaptes a étayer pleinement la force et la pertinence du paradigme
le$niewskien. S’ils attestent la possibilité d’une construction de
I’arithmétique prenant appui sur [’axiomatique de 1’Ontologie, en
revanche leur construction s’élabore et se déroule en plagiant la
démarche logiciste et le développement propre aux Principia
Mathematica. C’est la raison pour laquelle ils manquent a cerner et a
surprendre ce qu’il y a d’original et de significatif dans I’esprit métho-
dique et la «machine» a définir propre a la théorie des catégories
sémantiques de 1’Ontologie.

Aussi nos recherches ont-elles été commandées par I’objectif d’une
construction effective de 1’arithmétique, qui soit fidele au cadre for-
mel et & I’esprit catégoriel et constructif de la théorie lesniewskienne.
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La construction effective de 1’édifice arithmétique & laquelle nous
sommes parvenus est présentée en fin d’ouvrage, accompagnée d’un
court commentaire introductif visant & en faciliter la lecture et la
consultation. Parmi les aspects originaux de cette construction, on
retiendra les suivants. Les termes primitifs de Peano — zéro, nombre
naturel, succcesseur — sont définis sans s’appuyer sur la notion de
classe — ou d’ensemble —, méme a titre de commodité linguistique.
Les preuves des cinq propositions de Peano sont simplifiées et font
intervenir un axiome de ’infini comme seul axiome propre, ce qui
permet de clarifier la dépendance des propositions de Peano vis & vis
de cet axiome. Quant a la version proposée de I’axiome de !’infini,
elle présente 1’avantage de ne contenir comme seules constantes
logiques que les termes primitifs de I’Ontologie. Cela constitue, a
notre connaissance, le seul exemple d’un tel axiome dépourvu de
constante définie. L’importance de cette caractéristique est cruciale,
dans la mesure ol énoncer des axiomes a |’aide de termes définis peut
conduire & une créativité cachée et illicite des définitions concernées.
Quant a la mise en perspective de ces résultats, elle s’est
concentrée, ici, sur trois points centraux, & méme d’éclairer les diffi-
cultés rencontrées dans le paradigme logiciste classique. Le premier
est abordé par N. Gessler et a partie liée avec le probleme de la
production d’arithmétiques stratifiées, inhérent a la position logiciste
classique. C’est a ce sujet que les Principia Mathematica recourent a
la notion contreversée d’ambiguité systématique, sur laquelle repose
la théorie des types. C’est en effet ’ambiguité typique de la théorie
des types qui exige de distinguer entre termes, classes, classes de
classes, etc. Ce faisant, on évite le paradoxe en respectant le principe
du cercle vicieux. Dans 1’Ontologie, ce probleme de stratification est
entierement réglé par les modes formels du langage. Ceux-ci
permettent en effet de reproduire 1’Ontologie primitive, du premier
niveau linguistique, aux niveaux supérieurs — ceci par la définition de
copules d’ordre supérieur. Quant a I’analogie formelle de ces strates,
elle est formellement contrdlée par les principes de formalisation
attachés & la dimension développementale de 1’Ontologie. Une consé-
quence majeure du principe de stratification est que les entités
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supérieures peuvent étre traitées comme des noms, sans aucune
réification. Sans doute n’est ce pas la moindre des réussites que de se
libérer ainsi des conséquences facheuses de la doctrine frégéenne de la
non saturation des fonctions, et qui prirent dans les Principia
Mathematica la forme d’une réduction des fonctions & des fictions.

Le deuxiéme point, traité par P. Joray, est li€ a la définition, force
motrice de notre construction logiciste, et tombant sous une régle
d’inférence permettant I’inscription de définitions explicites a titre de
theses. L’aspect discuté est celui de la créativité de certaines
définitions, c’est-a-dire le fait que des définitions puissent s’avérer
nécessaires a 1’établissement de résultats exprimables, mais non prou-
vables sans ces définitions. Une réflexion montre que si les définitions
abréviatives des Principia Mathematica sont effectivement et
théoriquement éliminables et non créatives parce que officiellement
externes au systeéme, leur usage pratique, méme a des niveaux élémen-
taires, est susceptible de receler une créativité non déclarée. Se
tourner, comme nous le faisons vers des définitions réglées & I’interne
du systéme, en leur donnant une position théorique forte, c’est faire le
choix d’officialiser, de clarifier et surtout de régler formellement la
créativité des définitions. Cette option a généralement été rejetée dans
la communauté logicienne suite a la découverte par Lukasiewicz d’un
exemple de créativité aux conséquences excessives. Nous montrons
alors que cet exemple n’a aucune incidence sur les définitions
lesniewskiennes dans la mesure ot il constitue de maniere voilée une
définition non pas explicite, comme le sont les notres, mais une défini-
tion implicite.

Quant au dernier axe de réflexion, développé par C. Degrange, il se
déploie autour de la notion d’imprédicativité, qui donna lieu au
principe du cercle vicieux et fut a ’origine de I’éviction, dans les
Principia Mathematica, de tout énoncé a caractere imprédicatif. Au
contraire, I’analyse faite ici consiste 2 démontrer le caractére innof-
fensif de certains de ces énoncés imprédicatifs de maniére a pouvoir
admettre ceux-ci au sein du langage, malgré leur circularité. Cette
analyse s’appuie sur le principe d’extensionnalité et débouche sur
I’adoption d’une interprétation catégorielle des quantificateurs, ainsi
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que d’une sémantique dite combinatoire. Les théories extensionnelles
lesniewskiennes permettent I’expression des conditions d’une telle
solution et, & terme, d’en exhiber les enjeux.

Pour conclure, et retournant a la thése logiciste rapportée dans les
premiéres lignes, le logicisme que nous défendons ici connait une
forme modérée. La présence d’un axiome de I’infini s’avére incon-
tournable, mais cette «concession» 2 la logicité pure, telle que I’avait
révée Russell, ne saurait entamer la fécondité du paradigme catégoriel
et développemental de I’Ontologie dans la perspective qui est la notre.
Trait essentiel de ce logicisme catégoriel, 1’arithmétique n’y est pas
congue comme littéralement réductible 4 la logique adoptée. Elle y est
en revanche congue — et ¢’est en cela que notre logicisme est modéré
comme une construction dont 1’assise est logique et dont le dévelop-
pement est entiérement réglé par une logique qui en assure du coup la
solidité structurelle et épistémique.

Nadine Gessler






La stratification catégorielle dans
I’Ontologie

Nadine Gessler

Préambule

Les difficultés immanentes a la démarche logiciste classique sont-elles
passibles d’une élucidation pleinement effective dans le cadre catégo-
riel et développemental de 1’Ontologie? C’est la réponse a cette
question — positive — que nous voulons instruire avec le présent
article. Les difficultés dont nous traiterons ici prennent place parmi la
problématique centrale que représente, pour le logicisme, 1’élaboration
d’une théorie générale des fonctions hiérarchisées en niveaux, au sein
de laquelle la quantification trouve place, et contrainte dans ses déter-
minations par ’antinomie de Russell. Dans la perspective de cet
article, notre effort a porté principalement sur la question des prin-
cipes de stratification du langage logique et la portée des constructions
réalisées, 2 la lumiére d’un certain nombre de difficultés qui ont animé
les théories logicistes inscrites avec les travaux de Frege, Whitehead
et Russell.

Nous avons choisi d’ancrer notre réflexion dans la question de
I’ambiguité systématique ou typique qui habite le langage de la
théorie des types des Principia Mathematica. De par les problémes
qu’elle recele, cette question a en effet le mérite d’attirer 1’attention de
fagon marquante sur la maitrise formelle de 1’Ontologie & rendre
compte, dans I’unité d’un méme symbolisme, des contenus et de leurs
«ciments» logiques, a n’importe quel niveau hiérarchique du langage.

TRAVAUX DE LOGIQUE 16 (2005)



10 NADINE GESSLER

Deux difficultés liées a I’'usage qui est fait de 1’idée d’ambiguité systé-
matique dans les Principia Mathematica seront abordées et
effectivement résolues: d’une part, celle portée par la transparence
analogique & laquelle se trouve contraint le langage essentiellement
ambigu de la théorie des types et, d’autre part, celle liée a la prolifé-
ration possible d’une hiérarchie infinie d’arithmétiques, une relative a
chaque type. Nous montrerons alors que les principes de formalisation
de I’Ontologie régulent la construction step by step de la hiérachie
catégorielle et bannissent du langage investi par le mode dévelop-
pemental toute problématique liée a I’idée d’ambiguité systématique.

Parallélement a la mise en évidence de cette effectivité formelle,
nous serons amené & constater que 1’Ontologie nous libére du scandale
de nommer les fonctions et que les difficultés liées au processus de
nominalisation s’y trouvent déliées par un mode de représentation
pseudo-nominale des entités supérieures.

Mais dans un premier temps, afin que le lecteur n’ayant pas con-
naissance du systéme logique qu’est 1’Ontologie puisse accéder a une
pleine compréhension de notre propos, nous en préciserons les modes
formels liés a sa dimension développementale. Quant au lecteur averti,
il peut, s’il le souhaite, faire 1’économie de cette présentation et
accéder directement a la partie 2, qui constitue le centre de ’article’.

1. La formalisation contextuelle

1.1 Remarques sur la théorie des catégories sémantiques

Les expressions dans 1’Ontologie appartiennent a des catégories
sémantiques distinctes qui sont les analogues formels des types
logiques. Renvoyant & une analyse du langage en «parties du
discours», la théorie des catégories sémantiques donne un corps tech-
nique a 1’idée philosophique de catégories grammaticales, — les
«Bedeutungskategorien» de Husserl. De la méme maniére que 1’on ne
peut remplacer dans une phrase grammaticalement correcte un nom

! Pour une présentation générale de I’Ontologie et du systtme propositionnel sur lequelle elle est
construite — la Protothétique — on se reportera a Miéville (2001-04),
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par un verbe, on ne peut pas dans 1’Ontologie substituer un terme
d’une certaine catégorie sémantique & un terme d’une autre catégorie
sémantique, ce qui signifie que 1’on ne peut pas substituer un foncteur
a son argument. La différence majeure avec la théorie des types, sur
ce point, est que la théorie des catégories sémantiques n’exige aucun
artifice et satisfait de maniere interne les requisits liés a la sphére
d’idée universaliste, tout en étant ontologiquement neutre.

Les catégories sémantiques de base sont au nombre de deux, celle
des propositions et celles des noms, S et N. Toutes les autres
catégories en sont dérivées. N'importe quelle catégorie sémantique
dérivée des catégories S et N, aussi complexe soit-elle, est potentiel-
lement atteignable dans le systéme, moyennant 1’obéissance aux
modes d’expansion réguliere du langage, ancrés dans une procédure
inférentielle de définition. Les définitions ne sont pas traitées commes
des abréviations métalinguistiques mais, comme les axiomes, elles
sont assertées dans le langage lui-méme comme théses, permettant
ainsi d’enrichir son pouvoir expressif et déductif par I’introduction de
nouvelles constantes, et ceci en fixant leur catégorie sémantique et
leur signification?. Quant a la reconnaissance de I’appartenance caté-
gorielle d’un terme ou d’une expression, elle releve d’une formali-
sation contextuelle qui va faire I’objet du point suivant.

Nous utiliserons la notation suivante pour représenter une catégorie
sémantique complexe’: C/C,C,...C,. Cette écriture exprime une caté-
gorie fonctorielle, C,C,...C, étant les catégories respectives des
arguments sur lesquels opére le foncteur, tandis que C est la catégorie
sémantique résultante. Par exemple, S/S est la catégorie des foncteurs
formateurs de proposition & un argument propositionnel, S/NN la
catégorie des foncteurs formateurs de propositions a deux arguments
nominaux, ou encore (S/S)/SS la catégorie des foncteurs formateurs de
foncteurs de catégorie S/S a deux arguments propositionnels.

2 Cf. ici méme Darticle de P. Joray.

3 Au sujet de la caractérisation de la grammaire catégorielle de la théorie, nous renvoyons le
lecteur a Ajdukiewicz (1935); Bar-Hillel (1953); Joray & Godart-Wendling (2002); Joray (2001:
chap. II).
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Au sujet de la terminologie de catégorie sémantique, notons que
nous pourrions lui préférer celle de catégorie syntaxico-sémantique,
en faveur de laquelle certains auteurs inclinent (Miéville 2001-04).
Cette terminologie a en effet le mérite de rendre manifeste la double
dimension des catégories: sémantique dans I’intention et la signifi-
cation qu’elles portent, et syntaxique du point de vue de la formali-
sation*. Cependant, il importe d’avoir a ’esprit que I’Ontologie est un
systéme interprété: tout terme constant introduit dans le calcul
acquiert sa signification des précédents, et ceci rétrospectivement
jusqu’a la base axiomatique qui fixe les significations primitives. La
sémantique est non seulement I’étape «intuitive» qui guide la
construction du formalisme, mais ce dernier est avant tout I’expres-
sion de cette intuition.

1.2 L’axiome de I’Ontologie

Précisons tout d’abord que 1’Ontologie s’ancre dans la Protothétique,
un calcul propositionnel quantifié dans lequel on peut disposer de
foncteurs de n’importe quelle catégorie construite a partir de la
catégorie des propositions, et quantifier sur des variables de ces caté-
gories. L’unique foncteur primitif de ce calcul est la biconditionnelle
=, de catégorie S/SS. C’est ce foncteur qui constitue la force motrice
de la procédure développementale de définition, les définitions étant
en effet insérées dans le calcul par leur formulation équivalentielle.
L’Ontologie ajoute & la base axiomatique de la Protothétique un
seul axiome et, avec celui-ci, un foncteur primitif, I’epsilon g, de
catégorie S/NN, formalisant un certain usage de la copule dans les
propositions de la forme «a est b»: une telle proposition est reconnue
vraie si et seulement si le nom a désigne un objet singulier et si cet
objet est bien ce que 1’on dit qu’il est, c’est-a-dire un des objets
désignés par le nom b. Quant a I’appareillage inférentiel, il se
compose de directives de définition, de distribution des quantifica-
teurs, de détachement, de substitution et d’extensionnalité. Nous

& Ajoutons qu’il est possible, comme le montre Joray (2005¢), de proposer un calcul de la cor-
rection catégorielle simultanément syntaxique et sémantique.
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n’évoquerons ici que les directives de définition, ainsi que celles de
substitution et d’extensionnalité>.

L’axiome de I’Ontologie est:
lab][aeb=.|3c|[cea] alc|[cea D ceb] A [cd|[cea A dea . D ced]]

L’axiome est une généralisation de la forme [...][...], od les
caracteres |,|[,] marquent la quantification. On le lit: quels que soient
les noms a et b, a est b si et seulement si il y a au moins un ¢ qui est a
et pour tout ¢, si ¢ est a alors ¢ est b et, pour tout cetd, si c esta et d
est a, alors c est d.

La proposition élémentaire de 1’Ontologie est donc «a est b»,
formellement «agb», ol les termes a et b représentent des objets
formels appartenant a la catégorie sémantique des noms. Mais, a la
différence des théories standards ol seuls les noms singuliers sont
retenus parmi la catégorie logique des noms, les noms dans 1’Onto-
logie peuvent étre singuliers, vides ou pluriels. Quant a la proposition
«a est b», selon les conditions de vérité édictées par 1’axiomatique,
elle est vraie si et seulement si trois clauses sont remplies: le nom a
n’est pas un nom vide (clause d’existence), ce que désigne le nom a
est également désigné par le nom b (clause inclusive) et le nom g est
un nom singulier (clause d’unicité).

Soulignons que I’introduction des noms pluriels et 1’effacement
conjoint de 1’asymétrie entre sujet et prédicat désamorce dans
I’Ontologie le vieux probléeme de 1’un et du multiple. Les noms
pluriels permettent en effet de ne retenir des «classes distributives»
que leur dimension multiple, de sorte que la question du rapport entre
I’extension en tant que multiplicité et I’extension en tant qu’unité n’a
tout simplement pas a étre posée. Un nom pluriel n’est en effet pas le
nom de son extension, au sens oil 1’extension d’un nom n’est pas

3 Pour une présentation complete des directives, cf. Miéville (2001-04).

6Le quantificateur «existentiel», qu'il est préférable d’appeler «particulier» car il n’a aucune
portée existentielle, est introduit sous forme abréviative: «~[A][~...]» s’écrivant «|IA][...]».
L'axiome de I’'Ontologie requiert donc, au total, que les opérateurs binaires usuels D, A, de
catégorie S/SS, et I’opérateur unaire de la négation ~, aient été préalablement définis.
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associée a la classe des objets qu’il dénote’. On mesurera par la suite
toute I’importance de cette analyse de la structure interne de la
proposition qui rompt avec celle de tradition frégéenne, analysant la
proposition en deux constituants irréductibles — fonction et argument —
et renvoyant a des classes de termes mutuellement exclusives.

1.3 La procédure définitoire

Avant d’entrer dans le détail de la procédure de définition, esquissons
tout d’abord les idées directrices de la formalisation dite contextuelle
qui la gouverne. Les axiomes des syst¢mes contiennent des termes
appartenant aux catégories primitives et de nouvelles catégories sont
introduites en définissant des termes constants appartenant a ces
catégories. Ces différentes catégories sont signalées par des parenthé-
sages différents rangés sous le nom de contextes. Formellement, un
contexte se caractérise par la forme de ses parenthéses et le nombre de
ses arguments. Par exemple, (-), (--), {-}, {--}, {-), \----/ représentent
des contextes distincts. Quant au mode d’écriture, c’est celui d’une
écriture préfixée. Par conséquent, dans une expression, un contexte est
toujours précédé d’un foncteur, celui-ci pouvant étre un foncteur
constant ou variable.

Si un foncteur appartenant & une catégorie déja représentée dans le
systeéme est défini, alors il doit &tre associé au contexte déja associé a
cette catégorie. Par contre, s’il est destiné a étre d’une catégorie nou-
velle, alors un nouveau contexte doit étre choisi.

Nul alphabet n’étant donné a priori, ni pour les constantes ni pour
les variables, c’est la quantification qui opére la discrimination syn-
taxique entre les variables et les constantes: un terme a le statut de
variable s’il est lié par un terme équiforme dans un quantificateur,
sinon il a le statut de constante.

Les variables quantifiables sont celles des catégories déja présentes
dans le systéme en 1’état actuel de son développement. Ainsi, des
qu’une définition introduit une constante d’une catégorie jusqu’alors
non représentée dans le systéme, I’introduction de cette catégorie

7 Cf. Joray (2005¢).



LA STRATIFICATION CATEGORIELLE DANS L’ONTOLOGIE 15

autorise & quantifier sur des variables de cette catégorie. C’est ce prin-
cipe quantificationnel qui, incorporé a la procédure définitoire, fonde
I’expressivité catégorielle potentiellement infinie de I’Ontologie.

A la lumiére de ces précisions syntaxiques, considérons des lors la
procédure définitoire. Celle-ci tombe dans I’Ontologie sous deux
régles de définition: une régle de définition de type propositionnel
héritée de la Protothétique et une régle de définition de type nominal,
liée a I’ajout de la catégorie des noms. Les voici, sous la forme de
représentations schématiques:

» Définition de type propositionnel (Dfs)
I.Vl PUY VIIJ[E(f{VI N '}- g '["'Vn] F vI...vn)]

écriture contextuelle

|_V|...VnJ[f{V|~--}v--[--~Vn] =F vI...vn]

écriture conventionnelle

« Définition de type nominal (Dfn)
Lv,...vaal[=(e{a g{Vi...} .. [ v} Ale{aa}E v _)]®

écriture contextuelle

lvi..vaallac g {vi..}...Lov = aea A By |
écriture conventionnelle

f et g représentent les termes définis, v; v, ... Vq les arguments sur
lesquels ils opérent, s’il y en a. Ces arguments peuvent se répartir dans
un ou plusieurs contextes. C’est ce que vise a représenter la forme
générale {v,...}...[... v,], ol I'inscription en gras des parentheses des
contextes signalent qu’elles auront une certaine forme en fonction du
nombre et de la catégorie des arguments sur lesquels opere le
foncteur. On parlera de définition réguliére lorsque le terme défini
prend un seul contexte et de définition paramétrée lorsqu’il en prend
plus d’un. Il peut également n’y avoir aucun argument dans le

Ble premier argument de la généralisation, «e{a definiendum}», exprime que le terme sujet a est
un nom individuel. C’est la raison pour laquelle fe second argument a la forme conjonctive
«ata A E, . w» «ta» traduisant 'unicité de I’objet dénoté par le nom a, et «<E v v »
étant le definiens  strictement parler.
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definiendum, celui consistant alors en un seul terme constant. Dans ce
cas, la définition sera dite absolue.

La reconnaissance des catégories des arguments sur lesquels
operent le foncteur défini est donnée par le definiens, dont les
constantes, catégories et contextes associés qui y apparaissent doivent
étre représentés dans le systéme en 1’état présent de son dévelop-
pement. Quant aux autres conditions auxquelles doit satisfaire une
expression pour étre ajoutée au systtme comme these définitoire des
foncteurs fet g, ce sont les suivantes: dans f{v,...}...[... v,] et
g{v,...}...[... v,], fet g sont les seules constantes et elles n’y possédent
qu’une occurrence; aucune des variables v,...v, n’y est répétée; ces
variables sont les mémes que celles (libres) que contiennent les
definiens respectifs F |, etE ..

Le contexte (--), qui est associé a la biconditionnelle et, de fait, a
tout foncteur de catégorie S/NN défini dans le systeme, est le contexte
primitif posé par I’axiomatique de la Protothétique. Quant au contexte
{--}, c’est le contexte primitif associé a la catégorie S/NN, celle du
foncteur primitif de I’epsilon ¢ introduit avec I’axiome de 1I’Ontologie.
Par conséquent, les arguments de tels contextes sont destinés a étre
respectivement de catégorie S et de catégorie N, tandis que les
foncteurs associés sont destinés a étre de catégorie S/SS et S/NN. 1l en
sera de méme pour tout autre contexte associé a une catégorie
nouvelle introduite par le biais d’une définition. Pour la version
contextuelle de I’axiome de I’Ontologie, on a donc:

labJ[=(e{ab}
a(l3c][e{ca}]a(lc][D(e{ca} e{cb})] lcd|[D(A(e {ca} e{da}) e{cd}))])])]

Toute expansion définitoire du langage est confinée dans la sphére
extensionnelle par les régles d’extensionnalité. Deux regles, rappor-
tées pour I'une a la régle de définition de type propositionnel et pour
I’autre a celle de type nominal, assurent au total I’extensionnalité de
toutes les expressions de toute catégorie sémantique du langage. Des
qu’une constante d’une quelconque catégorie a été introduite, les
régles d’extensionnalité permettent 1’inscription d’une thése garantis-
sant le principe d’extensionnalité pour toutes les expressions de cette
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catégorie. Par exemple, si la catégorie S/N est introduite dans le
systeme, on peut inscrire la these d’extensionnalité suivante:

Ltg][LvI[f(v)= g 1=l $l[o(D= d(&)1]

ol fet g sont de catégorie S/N et ¢ est de catégorie S/(S/N). Et si on
introduit une catégorie nominale telle que, par exemple, N/NN, la
these d’extensionnalité pour cette catégorie sera:

[fgilav,va[a € f(v,v) = a e g(v,v2)]=L¢][d(D)= ¢(e)]]

ol fet g sont cette fois de catégorie N/NN et ¢ est de catégorie
S/(N/NN).

Précisons aussi quelque peu les modalités de lecture et d’inter-
prétation de la quantification. Ni objectuelle, ni substitutionnelle, la
quantification peut étre qualifiée de catégorielle!®. Pour aller a
I’essentiel, disons que les variables qui apparaissent dans une généra-
lisation ne sont que l’inscription du caractere sémantique que
partagent tous les éléments tombant sous la catégorie a laquelle elles
appartiennent. Il faut lire les formes |v][...v...] et [Iv][...v...]
respectivement «quelle que soit la signification de I’expression v» et
«pour quelque signification de 1’expression v», compte tenu de la
catégorie sémantique a laquelle appartient I’expression v. Du point de
vue de la syntaxe, les variables ne sont que des lettres. Quant a leurs
valeurs, elles sont extraites des domaines de quantification correspon-
dant a la catégorie de la variable, selon qu’elle est une variable propo-
sitionnelle, nominale ou fonctorielle. A chaque catégorie est associée
un domaine de quantification, c’est-a-dire ’ensemble des signi-
fications extensionnelles attachées & un quelconque élément de la
catégorie en question.

? Notons que ne pouvant quantifier sur des variables d’une certaine catégorie que si cette catégo-
rie est représentée dans le syst®me via une constante, I'inscription d’une thése d’extensionnalité
pour une catégorie C exige que la catégorie S/C soit représentée dans le systéme.

10 Au sujet de la quantification dans ’Ontologie et de son interprétation, on consultera Simons
(1985), Miéville (1999), Joray (1999, 2005¢).



18 NADINE GESSLER

1.4 Définitions et substitution

C’est la directive de substitution qui assure 2 la quantification son role
d’expression de la généralité. Cette directive permet d’opérer sur des
variables d’une généralisation, qu’elles soient propositionnelles,
nominales ou fonctorielles, en leur substituant une autre variable, une
constante ou une expression de la méme catégorie sémantique, et ceci
indépendamment de toute question de référence extralinguistique,
existence ou unicité. Libre de tout apport existentiel, la quantification
est en effet ontologiquement neutre. Les théses de I’Ontologie ne
débouchent sur aucun indice concernant «I’ameublement dernier de ce
monde», pour reprendre une expression chére 3 Russell, ni I’existence
d’une entité quelconque. Ainsi, derriere les catégories logiques, on ne
saisit aucune entité ontologique'.

Nous ajoutons encore, au sujet de la regle de substitution, qu’elle
n’autorise pas a substituer sur des «expressions incomplétes», c’est-a-
dire considérées comme des écritures ouvertes'2. Pour obtenir, par
exemple, |xy][(x=y)=(x=y)] & partir de lox [a(x)=a(x)], ob x ety
sont de catégorie S et o de catégorie S/S, on ne peut pas substituer
«(... = y)» & a. L opération de substitution peut avoir lieu, mais par le
biais d’un foncteur paramétré. Pour ce faire, on inscrira, par exemple,
la définition paramétrée suivante:

[xy [[T=(y\(x) = (x=y)]

Le foncteur paramétré =(y\ appartient & la catégorie des foncteurs
formateurs de proposition a un argument propositionnel, S/S. Puisqu’il
est de la méme catégorie sémantique que o dans la généralisation
Lax J[au(x)=a(x)], il peut lui étre substitué. On obtient alors la formule

désirée:| xy |[(x=y)=(x=y)].

11 Cf. Simons (1995).

12 Remarquons que Lukasiewicz (1951), propuse une régle permettant de substituer sur des
«expressions incompltes». Cette régle présente cependant un caraclére ad hoc, dans la mesure
oit elle est spéeifique A certaines catégories. Elle ne revét donc pas I dimension générale de
I"utilisation du paramétrage propre aux théories lesniewskiennes.
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1.5 L’homonymie

Ces éléments préparatoires ayant été exposés, nous fermons ce
chapitre avec quelques définitions. Elles mettent en évidence que la
formalisation contextuelle permet 1’usage de constantes homonymes,
sans risque de confusion catégorielle. C’est ce point qui occupera une
place centrale dans la seconde partie de notre travail.

Di: |ABCJ[=(=(ABC) =(A =(BC)))] Dfs (réguliere); =; S/SSS; (---)
|ABC|[=(ABC)=(A=(B=C))] (bicondionnelle ternaire)

Cette définition, tombant sous la régle Dfs, introduit un foncteur de
catégorie S/SSS, catégorie nouvelle pour laquelle nous avons choisi le
contexte (---). Quant au choix d’un symbole équiforme & celui du
foncteur primitif de la biconditionnelle pour ce nouveau foncteur, il ne
souléve aucune difficulté puisque les contextes associés aux deux
constantes homonymes, soient (--) et (---), permettent de les séparer
I’une de I'autre. Bien au contraire, la similarité des formes présente
I’avantage de rappeler la similarité sémantique des constantes. Voici
deux autres définitions. Elles correspondent & deux maniéres de
définir ’union logique, I’'une nominale, 1’autre prédicative.

D2: |abc][=(e{aU(bc]} a(e{aa}v (e{ab} e{ac})))]
Dfn (réguliere); U; N/NN; [--]

labc][a € U[bc]=: aca A. agb v agc] (union nominale)
«U[bc]» est I’'union des extensions des noms b et c.
D3: |aof[[=(U\oB){a} v(c{a} B{a}))] Dfs (paramétrée);J;
(SINJ((SINXSIN)); \--)
laap )JU\oB/{a} =. a{a} v B{a}] (union prédicative)
«U\aB/» est 'union des prédicats a et f.

Comme précédemment, les contextes associés aux deux constantes
homonymes, [--] et \--/, excluent toute ambiguité catégorielle.

Ces quelques exemples suffisent & illustrer les ressources
polysémiques de 1’Ontologie. Il s’agit maintenant d’inscrire ce point &
I’aune de I’analogie fonctionnelle de constantes s’inscrivant dans une
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hiérarchisation catégorielle. C’est ce que nous ferons dans la section
suivante, aprés quelques remarques introductives liées a I'idée
d’ambiguité systématique dans les Principia Mathematica.

2. Le principe de stratification

2.1 L’ambiguité systématique dans les Principia Mathematica

Le rble de I’ambiguité systématique dans la théorie des types des
Principia Mathematica, ou les indices de types n’apparaissent qu’a de
rares exceptions, est tout a fait central. L’ambiguité systématique est
en effet le réceptacle de la dimension de généralité du discours logico-
mathématique et elle fonde, corollairement, la voie d’accés a la lecture
et a la résolution des paradoxes. Selon les auteurs, un paradoxe tient
en effet a la présence, dans sa formulation, d’un symbole
systématiquement ambigu: celui-ci a été utilisé sans spécification de
type, ce qui a eu pour conséquence d’engendrer une «totalité
illégitime»'3. Pour que la contradiction — apparente — disparaisse, il
suffit dés lors de spécifier I’ambiguité du symbole, celle-ci exigeant
un certain type pour étre supprimée et donner lieu & une proposition
(Whitehead & Russell 1927: 64).

Considérons a ce titre la définition de la classe, avec laquelle il faut
parer au paradoxe dit de Russell de la classe de toutes les classes qui
ne sont pas éléments d’elles-mémes, de la sorte que seules les
formules atomiques de la forme x € W o x est d’un certain type n et
W de type n+1 soient douées de sens. Pour tout type n différent de 0
(type des individus), la classe est ainsi définie comme étant la classe
des objets de type n—1, ce qui correspond & la définition:

%20.03: Cls = @ {(@¢).a = 7 (¢ 12)}.
Cette définition posséde une ambiguité de type, relative au type de la
variable apparente z. Le type de a est immédiatement supérieur au

type de z, et celui de «Cls» immédiatement supérieur a celui de a. 11
s’ensuit que 1’expression «Cls € Cls», qui est une conséquence de la

13 Cf. ici méme Particle de C. Degrange.
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définition précédente, requiert que «Cls» ait un sens différent pour
chacune de ses occurrences. Pour traiter avec ce pseudo-énoncé, il
faudra interpréter la seconde occurrence de «Cls» comme correspon-
dant a la classe de toutes les classes de type n+1 et la premiére comme
la classe de toutes les classes de type n.

Tout comme le symbole «Cls», les symboles de la classe nulle, la
classe universelle, ainsi que ceux de 0, | et tous les autres nombres
cardinaux sont ambigus, ainsi que les opérateurs arithmétiques. Par
ailleurs, la notion de vérité étant elle-méme typiquement ambigué
(ainsi que I’atteste le paradoxe du menteur), le symbole logique
d’assertion est lui-mé&me ambigu. Cela entraine qu’il faut admettre une
ambiguité systématique des opérateurs logiques, leur signification
variant en effet en fonction de 1’ordre de la proposition assertée.

Examinons, par exemple, la définition du nombre 1 avec les
commentaires qui 1’accompagnent. Le nombre | est défini comme la
classe de toutes les classes unités de la maniére suivante:

*52.01. 1=a{@x).a=1x} Df4

Like A and V, 1 is ambiguous as to type: it means “all unit classes of
the type in question”. The symbol “1(a)”, where o is a type, will
mean “all unit classes whose sole members belong to a type a”.
(1927: 347).

Puisque cette définition est systématiquement ambigug, il s’ensuit que
I’on peut définir autant de 1 qu’il y a de types. Le type de 1 étant
relatif 4 la base au type de x, pour n’importe quel type ¢, v’x sera de
type t+1, a de type t+2, et 1 de type t+3. Quant & I’ensemble des
entiers naturels, il sera de type t+4. Autrement dit, 1’arithmétique est
constructible relativement a n’importe quel type. Et, face & ce résultat,
on ne peut guére mieux faire que de se référer & I’ambiguité systéma-
tique elle-mé&me en disant que si 1’absence d’indices donne lieu a des
symboles systématiquement ambigus, on peut toujours restaurer les

N N

indices de type de maniére & étre conforme a une construction

14 CF #5111 Uk = $(y = x); la fonction descriptive v’x signifiant «la classe dont le seul mem-
bre est x» (1927: 338).
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respectant les conditions syntaxiques de formation des fonctions
logiques. Néanmoins, si ’argument est correct, il ne change rien a la
théorie elle-méme. Celle-ci porte toujours en germe une prolifération
infinie d’arithmétiques, tandis que le langage n’a toujours pas les
compétences de dire «od on se trouve» dans la hiérarchie.

Terminons ces remarques en évoquant la notion d’analogie
systématique qui vient se greffer sur celle d’ambiguité systématique.
Présentée par les auteurs comme le pendant de I’ambiguité systéma-
tique, I’analogie systématique vise a répondre 2 la curieuse situation
sur laquelle débouche inexorablement le recours a I’ambiguité
systématique. Car, si le langage logico-mathématique est essentiel-
lement ambigu, il faut alors régler le probléme de conjuguer les
dimensions de généralité et de signification attachées a ses formes

N

symboliques. La solution a cette situation — quelque peu paradoxale
pour des logicistes qui furent parmi les premiers a proposer un
langage logique formalisé — Whitehead et Russell la trouvent & travers

le concept d’analogie systématique. Ils écrivent:
[...] the systematic ambiguity is the result of a systematic analogy.
That is to say, in almost all the reasonings which constitute mathema-
tics and mathematical logic, we are using ideas which may receive

any one of an infinite number of different typical determinations, any
one of which leaves the reasoning valid. (1927: 65, nous soulignons).

C’est ainsi, en se réclamant de 1’analogie systématique, qu’ils en
viennent «naturellement» & parler de vérité permanente des théoremes
logiques (1927: xii) et & dire que nous voyons que tout ce qui peut &tre
prouvé pour des types inférieurs peut I’étre également pour n’importe
quel autre type signifiant assumé, ceci par une transmission
analogique de la preuve.

[...] when we have proved a proposition for the lowest significant
type, we “see” that it holds in any other assigned significant type.
Hence every proposition which is proved without the mention of any
type is to be regarded as proved for the lowest significant type, and
extended by analogy to any other significant type. (1927: xi).

Au vu de cette analyse, les formules logiques s’apparentent donc a des
formes générales, porteuses de significations susceptibles d’&tre acti-
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vées par une détermination typique et dont I’inscription réitérée dans
la hiérarchie est redevable d’une analogie systématique. Il va de soi
alors que la définition typique d’un symbole ou d’une formule n’a
aucune incidence sur son mode de représentation graphique. Celle-ci
peut rester la méme, puisque la solution pronée, extérieure au forma-
lisme, ne porte que sur la seule interprétation des symboles et des
formules.

Nous touchons 1a le véritable enjeu de notre discussion. Les types
ont pour mission de séparer les différentes valeurs possibles, c’est-a-
dire les domaines de signification. Mais le recours a 1’ambiguité
systématique, réglé par le concept d’analogie systématique et porté
par la terminologie du voir, les re-superpose dans le méme
mouvement. Et cet «applatissement» d’une hiérarchie destinée a se
déplier sous I’égide d’une transparence analogique contribue d’avan-
tage & obscurcir la théorie qu’a I’éclairer, dans la mesure ou I’on ne se
place jamais du point de vue de la syntaxe.

Examinons maintenant ce qu’il en est de cette question dans
I’Ontologie. L’approche étant résolument celle d’une formalisation
d’une rigueur extréme, I’analogie ne saurait en aucune fagon se limiter
a étre vue. Elle y est gérée de maniére intrinséque, par les propres
modes formels du langage logique, sans que jamais il n’y ait
dissociation entre forme et contenu.

2.2 1 homonymie verticale

Pour commencer, on considérera un certain nombre de définitions
mettant en évidence que, sans ambiguité, des constantes équiformes
peuvent étre utilisées comme homonymes pour exhiber et rendre
compte d’analogies systématiques. Nous formulons ces définitions
dans une écriture hybride, tout en gardant a ’esprit qu’elles sont
implicitement contrdlées par leur pendant contextuel.
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D4: |a][!{a} =|3b][bea]] Dfs;!; SIN; {-}

1{a}: a est un nom qui dénote (foncteur d’existence)

D5: |ab][C{ab} = |c][cea D ceb]] Dfs; C; S/INN, {--}

C{ab}: le nom a est inclus dans le nom b (inclusion forte)

D6: |ab][={ab} = |c|[cea = ceb}] Dfs; =; S/INN; {--}
~{ab}: a et b ont la méme extension (identité extensionnelle)

Définissons les analogues de ces foncteurs pour des catégories
supérieures. Soit:

D7: |al[tfa]= |3a)afa}]] Dfs; 1 [-1: S/(S/N)
D8: |ap[Clopl=lallafa} Dp{a}]]  Dfs; ;[ SA(SIN)SIN))
D9: |apl[~{op]=allofa} =p{a}]]  Dfss=~;[-1s SA(SIN)SIN)

Nous avons 12 une homonymie verticale de constantes «embrassant
chacune la méme idée», pour reprendre les mots de Russell. On peut
lire «![a]»: le prédicat a est vérifié d’au moins un nom, dit autrement:
o est un prédicat qui dénote; «C[af3]»: le prédicat o. est inclus dans le
prédicat B; et «=[af]»: les prédicats o et 3 ont la méme extension. Et,
si on réitére I’opération, on inscrira les définitions suivantes:

D10: [a][![o] = [IB[[BIN] Dfs; L [-]; S/SASIN))
DIt: [aB|[Clap] = [y[[oly] D BIYI] Dfs; C; [-]; SS/(S/N))

D12: [oB)[=[ap] = [y[[aly]=BIYIIT  Dfss~[-];
SH(S/(SIN))(S/(SIN)))

De la méme manitre que précédemment, on peut lire «!fa]»: le
foncteur a, de catégorie S/(S/N), est un foncteur qui dénote, c’est-a-
dire: qui est vérifié d’au moins un foncteur de catégorie S/N. Et ainsi
de suite,

Ainsi, grice aux contextes, qui se présentent comme des indices de
catégories, la représentation graphique de ces constantes peut rester la
méme et rendre compte de I’analogie fonctionnelle de ces constantes,
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sans qu’il soit nécessaire de spécifier une quelconque ambiguité systé-
matique ou typique.

Il est bien évident que les constantes supérieures sont introduites,
en premier lieu, par des définitions qui contiennent des variables
nominales dans leur definiens, ceux-ci étant en effet construits sur la
base de ’epsilon primitif. De fait, si I’analogie est totale en ce qui
concerne leur definiendum — a I’exception de la forme des parenthéses
associées aux contextes —, elle n’est que partielle en ce qui concerne
leur definiens. Par ailleurs, si on peut paraphraser les définitions
primitives pour donner une lecture des foncteurs supérieurs en
«parlant» ces derniers comme des noms, ceux-ci n’occupent pas le
rdle d’un nom dans le langage logique.

Cependant, on peut atteindre une analogie parfaite et, ce faisant,
«légitimer» la nominalisation des entités supérieures dans le langage
lui-méme. La pierre de volite d’une telle construction reléve de la
capacité du langage a gérer l’inscription d’espilons supérieurs,
qualifiés de la sorte pour étre des foncteurs propositionnels structurel-
lement analogues a ’epsilon primitif, mais dont les arguments
appartiennent & d’autres catégories que celle des noms. La similarité
entre ’espilon primitif et un epsilon supérieur est rendue explicite dés
lors que la définition de cet espilon permet de dériver une these
structurellement analogue & I’axiome de 1’Ontologie, & I’exception de
la forme des parenthéses du contexte associées a la constante définie.
Cette thése ne différera donc de 1’axiome primitif que par la catégorie
des variables et celle de I’epsilon supérieur. Dés lors, on peut
également disposer des théses analogues aux théses primitives — a la
forme des parenthéses prés — régies par la base axiomatique et les
directives inférentielles, que ce soient les définitions ou tout autre
theése. C’est ce résultat que nous nous proposons maintenant d’établir.
Nous I’établirons pour un epsilon de catégorie S/(S/N)(S/N), défini a
travers le relateur de I’identité extensionnelle nominale =~ introduit
précédemment avec la définition D6,

15 pour d’autres démonstrations, voir Canty (1967, 1969a), Hiz (1977), Miéville (1984).
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2.3 Le principe de stratification supérieure
Définition d’un epsilon supérieur
La définition est inscrite via la régle de définition de type proposi-
tionnel Dfs. C’est la suivante:
D13(Dfe): [oaf][e[of] =.[Taj[af{a}ap{a}]a|ab][a{a}ra{b}.D=~{ab}]]

On peut lire cette définition: pour tout foncteur o et § de catégorie
S/N, a est 8 si et seulement si pour quelque nom a, a et 3 sont vérifiés
de a et, pour tout nom a et b, si a est vériti€ de g et de b, alorsa et b
ont la méme extension.

Relevons que nous aurions pu préférer comme définition de notre
epsilon I'une des deux théses définitions suivantes. Chacune d’entre
elles est en effet inférentiellement équivalente a la premicre.

Dfe’:  |of[felap] =
[3a][a{a}]ala)[o{a}DB{a}]Alab[a{a}ra{b}. D={ab}]]

Dfe”:  |affe[af] = |a][[b]fa{b}= a=b] A P{a}]]

Elévation de I’axiome de I'Ontologie

Il s’agit de dériver la thése suivante, structurellement identique a
I’axiome, dans laquelle des variables de foncteurs formateurs de noms
remplacent les variables nominales et 1’epsilon supérieur de catégorie
S/(S/N)(S/N) remplace I’espilon primitif de catégorie S/NN.

Ax(e): |oB[elap] =.
{3v]lelyal] A [y]felyal D lyBl] Alyd elyal A e[da].De[y8]]]

Un certain nombre de théses relatives au foncteur =~ sont nécessaires
pour la démonstration. Voici tout d’abord quatre theses, qui découlent
de la définition du foncteur =:

T1:  |abJ[[la=b=|¢][¢p{a}= ¢{b}]] Extensionnalité de ~
T2: |aJ[la=a] Réflexivité de ~

T3: |abj]la=b=b=a] Symétrie de ~



LA STRATIFICATION CATEGORIELLE DANS L’ ONTOLOGIE 27

T4: |abc)]la=bAab=c.Db=c] Transitivité de ~
Ensuite, on a une définition paramétrée du foncteur ~:

D14: |ab|[=~(a){b} =a=~D] Dfs; =; (-); S/(S/N)
~(a), de catégorie S/N, est suivi du contexte associé a cette catégorie,
{-}; =, suivi d’un contexte nouveau (-), est de catégorie S/(S/N). On
lira =~(a){b}: les b forment I’extension des a; et =(a): [’extension des a,
ceci étant une fagon de parler puisque, catégoriellement, ~(a) doit &tre

compris au sens de former (étre) I’extension des a. Sur la base de cette
définition, on obtient les théses suivantes:

T5:  |abc][=(a){b}a=(a){c} Db~c] parT2, T3, DI4
T6:  |a|[=~(a){a}] par T2, D14

T7:  |aa)[o{a} D=(a)¢c a]

Démonstration:

lac]

1. o{a}.D> hyp

2. =(a){a} 76

3. |3b][=(a){b} A @{b}] 1,2

4, |bc][=(a){b} A =(a){c} Db=c] T5

5. =(a)e g 3,4, Dfe
These

Ces théses préliminaires posées, on démontre aisément les suivantes:

T8:  |of][oep D acal] par Dfe
T9:  |of)[oeB D{Iy][yeal] par T8

T10: |apB][oeB D ly]fyea DyeB]]



Démonstration:
of]
agf D
ly] yeaD
[3a] y{a}
a{a}
[3b] afb}
B{b}
asb
¥{b}
|3b][y{b}AB{b}]
10. |ab|{y{a}ay{b} .D a~b]
11. vep
12. |y][yea D yep]]
Theése

—

0 00 pd] 1O Al (2 8D =

hyp

hyp

2, Dfe

2, Dfe

1, Dfe

1, Dfe

1, 4,5, Dfe
3,7, 711
6,8

2, Dfe

9, 10, Dfe
2-11

T11:  |of[aep D y8][yeo A Sea D yed]]

Démonstration:
]
agp.D
lvd] vea
dea.D
|3a] v{a}
afa}]
{Ib] 8{b}
a{b}
a=b
8{a}
|3a][v{a}rd{a}]
11 lab]fy{a}ay{b} Da~b]
12, yed
13. |yd)[yec A dea D yed]
These

R I
=

—
e

hyp

hyp

hyp

2, Dfe

2, Dfe

3, Dfe

3, Dfe
1,5,7 Dfe
6,8, Tl
4,9

2, Dfe

10, 11, Dfe
2/3-12

NADINE GESSLER
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[3y]elyal] Aly][vea Dyep] alyd][vea A dea.D ved]]

parT19,TI10,Ti11

LBl 3v][vea] Alylivea D ve] Alvd][vea A dea.Oved] . aefl]

T12:  |of][elaB] D.

T13:

Démonstration:

loB)

L [3yfyea]

2. vllvea Dyep]

3. |yd][yeo A e . Dyed] D
4. || yeo

5. vep

7. |3a] y{a}

8. ofa}

9. |3b] y{b}

10. B{b}

11, a=b

12. B{a}

13. |3aj[o{a}ap{a}]

14. |ab] afa}

15. a{b} D

16 ~{a)e o

17. ~(b) ¢ o

18. ~(a) ¢ ~(b)

9. [3cf=aMc} A =(oHeY]
20. a=cC

21 b=c

22. a=b

23. |ab][p{a}a@{b}.Da=~Db]
24. aef

These

hyp

hyp

hyp

]

02

4, Dfe

4, Dfe

5, Dfe

5, Dfe
4,79, Dfe
10, 11, TI
8 12

hyp

hyp

14,77
15,17
3,16, 17
18, Dfe

19, D20
19, D20
20,21, T3, T4
14, 15-22
13,23, Dfe
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T14: |op][aep =.
|3y [yea] alyl[yea Dyep] Alyd][yea A dea Dyed]] Ti2, Ti3

Cette thése est bien ’analogue formel de I’axiome de I’Ontologie pour
I’epsilon défini € de catégorie S/(S/N)(S/N). Ayant ainsi établi, par la
démonstration de la thése TI15, la similarité de cet epsilon avec
I’espilon primitif, on pourra disposer des théses formellement ana-
logues aux théses de I’Ontologie primitive. Si I’on revient aux défini-
tions précédentes, D7-D9, cela nous donne:

Tis:  |a][![a]= [FB][Beal]]
T16:  |aB)[Clap]=ly][yea D yeB]]

T17:  |aB)[=[aB] = |y][yea = yeB]]

L’analogie est cette fois parfaite et les théses vont de pair: le second
membre de ces biconditionnelles est structurellement identique aux
definiens respectifs des définitions D4-D6 de 1I’Ontologie primitive. A
titre d’illustration, nous démontrons la thése:

T15:  |a[![a] = |3B][Bea]]

Démonstration:

la)

1. !a]lD hyp
2. |3Ja][ofa}] 1, D7
3. =(a)ea 2,77
4. |3p][aca] 3

5. o] D 3y])[yea] 1-4
6. [3B][Bea]D hyp
7. |Ja)[ofa}] 4, Dfe
8. MNal 7,D7
9. |3B][Bea} D [l 6-8
10. Mal=[3B][B e o] 59

These
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On peut réitérer le processus en élevant la définition de I’epsilon de
catégorie S(S/N)(S/N) a un epsilon de catégorie S/((S/(S/N)/(S/(S/N)).
Cela donne pour cette définition:

Lxy[e[xy] = |Iz][x[z]ay[z]]alzw |[x[z]AX[W] .D =[zw]]

ou les variables x et y sont de catégorie S/(S/N).

Ensuite, on procéde de la méme maniére que précédemment pour
dériver I’équivalent structurel de I’axiome de 1’Ontologie pour ce
nouvel epsilon et les théses corollaires. Ce qui nous donne, comme
theése analogue a I’axiome:

[xy[felxy] =.
|3z])[e[zx]] Alz][e[zx] D e[zy]] alzw][e[zx] A e[wx] .D g[zw] ]]

Dans ce cas, les variables nominales sont remplacées par des variables
de catégorie S/(S/N) et les foncteurs formateurs de propositions a
arguments nominaux par des foncteurs formateurs de propositions a
arguments de la catégorie S/(S/N). Et ainsi de suite. Ce résultat peut se
résumer ainsi;
Si on dispose de 1’analogue de I’axiome pour un epsilon de catégorie
S/CC, alors la définition suivante peut &tre utilisée pour produire un
epsilon de catégorie $/(S/C)(S/C), analogue a ’epsilon primitif (dans
cette définition les variables z et w sont de catégorie C et = est le fonc-
teur de I’identité extensionnelle entre éléments de cette catégorie):

Dfe:  |xy][xey =. |Iz][xlzirylz)]a|zw|[x[z}axiw} D ={zwl]

La stratification définitoire

Sur la base de I’epsilon supérieur défini, nous nous proposons main-
tenant d’établir le résultat suivant:
Pour toute thése se présentant comme une définition de type

propositionnel d’un foncteur, on peut disposer d’une thése qui
corresponde & une définition ontologique de ce foncteur.
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Ce résultat peut étre présenté sous la forme générale suivante:
l(XBJ[ |.axl"'Xn.”-a(xl'-'xn\{a} . ﬁ{xl"'xn}[“@l)” -
Ly 1o xaJIvEQ( X, %) = vey A By X H]] ]
Les variables x, ... x, sont de catégorie S/N; a est de catégorie

(S/N)/(SIN)...(S/N); B est de catégorie (S/(S/N))/(S/N)...(S/N). La
démarche qui suit constitue une démonstration de ce résultat:

T18: |ap|[aef D. |aj[afa}Dp{a}]rceal]

Démonstration:

loB]

. aef> hyp

2. |3} ofb} 1, Dfe

3. B{b} 1, Dfe

4. |a] ofa}D hyp

5. a=b 1, 2,3, Dfe
6. B{a} 4,5, Tl

7 lallafa)opia}] 46

8. |daj[ofa}] 1, Dfe

9. |abj[a{a}ra{b} Da=Db] 1, Dfe

10. ocea 1,8, 9, Dfe
11. |aj[o{a}Dp{a}|rcea 7,10

These

T19: |aplflalfa{a} D p{a}]rcea .D aep]

Démonstration:;

Lo ]

I lalfafa} D p{a}] hyp

2. oaeo.D hyp

3. |3a][afa}] 2, Dfe

4. oef 1, 2,3, Dfe

Theése
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T20: |of|[aep =|a][afa} D B{a}]arcea]  parTI8, TI9

T21:  |afyax,...x,)[o\x,...x,{a} = B{x,...x, H=(a)] A yealx,...

Bixi. X, b1
Démonstration:
|aBya ax,...x,]
L alx,..x{ay= Bdx..x, H=(a)] hyp
2. yealx....x,) D hyp
3. [3a) y{a} 2, Dfe
4, a\x,...x,/{a} 2, Dfe
5. [b][y{b} D a=b] 2,4, Dfe
6. [b][a~b D y{b}] 3,71
7. [b][y{b} = a=b] 56
8. [blfy{b} =~a)(b)] 7,Dl4
9. BeX, .. x, Y] = B{x,...x, H[=(a)] 8, Extensionnalité
10. BYx,...X, Y] 1,4,9

T22:  |ofyax,...x,Johx,...x,/{a} = B{x,...x, H[=(a)] A
Bix,...x, bAayey D yeolx,...x,/]

Démonstration:

|apyax,...x,]

L. a\XI"'Xn}{a} = ﬁ{xl"'xn}[z<a>] hyp

2. Bixix, by hyp

3. yey D hyp

4. la] y{a}> hyp

5. BeX... Xy HIY] = BX,...x, [=(a)] idem T21 (4-9)
6. o\x,...x,/{a} 1,2,5
7. laJ[y{a} D a\x,...x, {a}] 4-6

8. [3b][y{b}] 3, Dfe
0. [3b][y{b}ra\x,...x,/{b}] 7,8

10. yeo\X,... X, 3,9, Dfe

These

33



34 NADINE GESSLER

T*23: |oB][lax,...x,J[o\x,...x,/{a} = B{x,...x, H=(a)]]D

Lyx,.. X [veolx,...x,) = yeyaBdx,...x, HY1]] par T21,122
Ce résultat nous assure donc que ’on retrouve toujours, dans une
strate supérieure de 1’Ontologie régie par un epsilon supérieur, 1’équi-
valent structurel des définitions inscrites dans I’Ontologie primitive. A
titre d’illustration, nous proposons un exemple relativement simple
qui concerne la négation de prédicat. En premier lieu, considérons la
définition de la négation nominale. Soit:

D15: |ab][ae~[b]=. aca A ~(aeb)]
La thése que ’on veut deés lors atteindre est:
lap fae~\B) =. cea A ~ (aep)]

La négation apparaissant dans le premier membre de la bicondition-
nelle est une négation de prédicat, de catégorie (S/N)/(S/N), tandis que
celle apparaissant dans le second membre est la négation proposition-
nelle, de catégorie S/S. Posons la définition protothétique suivante:

D16:  [aB|[~\B/{a} = ~ (=(a)eP)]
ainsi que la définition auxiliaire:
DI7: |of][~{Btal =~ (aep)]
de laquelle s’ensuit, par substitution de ~(a) a o
T24:  {aB[[~{Bt~(a)] = ~ (=(a)eP)]
On obtient donc la these:
T25: |ofal[~\B/a} = ~{Bt~(a)]]

De 1a, avec ~\p/{a} pour alx,...x,/{a} et ~pt=(a)] pour
B{xX,... X, H{=(a)] dans T*23, on obtient la thése:

T26: |ap|[ae~\B/) = aca a ~ (0ef)]

Ainsi, les théses-définitions peuvent étre étendues d’un niveau a
’autre, pas & pas, conformément aux directives inférentielles initiales,
simplement en définissant de nouvelles constantes homonymes, équi-
formes et similaires dans I’'usage aux anciennes, mais de catégorie
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sémantique et signification propre différentes. Quant & 1’axiome de
I’Ontologie, il peut étre élevé sans ambiguité, simplement en définis-
sant tout d’abord des epsilons supérieurs homonymes, analogues au
foncteur primitif de la prédication singuliere, aussi paraphrasables par
«est», et permettant ensuite de dériver les théses corollaires a
I’axiome. Les constantes basiques, les théses et déductions du systeéme
«suggérent» donc des hiérarchies infinies d’analogues, exactement de
la méme forme excepté en ce qui concerne les formes des parentheéses,
celles-ci se présentant comme des indices contextuels de catégorie.
Mais, a la différence des Principia Mathematica, la «suggestion» n’est
pas redevable de la transparence analogique qui résulte du caractére
de généralité du langage logique. L’analogie est effective, en ce sens
qu’elle est portée et gérée par les propres modes de formalisation du
langage.

Nous le disions dans I’introduction, 1’Ontologie nous libére de
I’impossibilité de nommer les fonctions et d’en faire des sujets
logiques d’assertion, impossiblité découlant de la doctrine des sym-
boles fonctionnels comme symboles incomplets. La théorie permet
aux fonctions d’étre nommées de la méme maniére que n’importe
quelle entité, sans qu’il y ait réification, ni qu’elles soient renvoyées a
un statut de fictions logiques. Chaque strate du langage gérée par un
epsilon supérieur mimant, pour ainsi dire, la strate nominale gérée par
I’espilon primitif, le processus de nominalisation des entités supé-
rieures est ainsi «validé» par leur représentation pseudo-nominale. On
peut dés lors s’autoriser a projeter, au niveau du parler, toute strate
supérieure sur la strate nominale.

3. En guise de conclusion

Ayant montré que le formalisme permet de déployer et développer
toutes les théses enveloppées dans 1’Ontologie primitive dans toute
strate supérieure, il convient de conclure en revenant & notre projet
logiciste. La réflexion que nous avons conduite peut étre menée, de
maniére strictement similaire, dans le cadre de la construction caté-
gorielle de I’arithmétique. Simplement, I’epsilon supérieur défini fera
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intervenir dans sa définition non pas l’identité extensionnelle, mais
I’équinuméricité. Quant aux nombres, ils pourront étre traités comme
des objets, sans qu’il y ait réification nécessaire. Chaque niveau
supérieur conserve les axiomes de Peano tandis que I’axiome de
I’infini est dérivable dans le systéme pour n’importe quelle catégorie
supérieure. En conclusion, s’il est possible, comme dans la théorie des
types, de construire une hiérarchie infinie d’arithmétiques, c’est en
contrdlant toujours, formellement, le niveau ol on se trouve, tandis
que ce dernier peut étre projeté sur le parler de la strate nominale, géré
par D’epsilon primitif. Loin de toute prolifération ontologique
d’entités, entre le platonisme généreux de Frege et le nominalisme
instrumental des Principia Mathematica, la pensée logiciste peut alors
trouver le repos.



Logicisme et définition explicite

Pierre Joray

Préambule

Présentant 1’ arithmétique comme une expansion définitoire d’un lan-
gage logique, le logicisme classique des Principia Mathematica fait
curieusement peu de cas des définitions. Dés 1903, Russell écrivait:

It is a curious paradox, puzzling to the symbolic mind, that
definitions, theoretically, are nothing but statements of symbolic
abbreviations, irrelevant to the reasoning and inserted only for
practical convenience, while yet, in the development of a subject, they
always require a very large amount of thought, and often embody
some of the greatest achievements of analysis. (Russell 1903: 63).

Si elle ne reprend pas le mot de «paradoxe», l’introduction des
Principia n’en avertit pas moins le lecteur quant au statut spécial des
définitions:
Theoretically, it is unnecessery ever to give a definition: we might
always use the definiens instead, and thus wholly dispense with the
definiendum. Thus although we employ definitions and do not define
“definition”, yet “definition” does not appear among our primitive
ideas, because the definitions are no part of our subject, but are, stricly

speaking, mere typographical conveniences. (Whitehead & Russell
1927: 11).

Plus sensibles au role et 4 la nature des définitions intervenant dans
leurs constructions, les courants logicistes contemporains accordent
généralement plus de place 2 une réflexion développée sur celles-ci.
Pourtant si Iattrait pour des modes définitoires autres que la classique
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définition abréviative des Principia s’est trouvé au centre des
réflexions — définitions implicites, inductives, par abstraction, par
régles de Gentzen, ... — on ne trouve que peu de réflexions sur les
possibilités effectivement offertes par les définitions explicites.

En dépit de I’existence d’une forte tradition issue de I’Ecole de
Varsovie, consacrée aux définitions explicites, il est encore
aujourd’hui trés largement considéré que celles-ci se réduisent au
mode abréviatif et conventionnel qui fut défendu par les auteurs des
Principia. Souvent négligées, voire inconnues, d’autres formes expli-
cites de la définition existent pourtant, dont la force d’accroissement
expressif dépasse largement celle de la conception stérilisante de
Whitehead et Russell.

Le but que nous poursuivons dans ces pages est de présenter I’une
de ces formes renforcées de la définition explicite, celle qui fut
développée dans les années mil neuf cent vingt par S. Lesniewski et
A. Tarski. Et si, comme dans le cas des définitions implicites, nous
verrons qu’elle permet un enrichissement effectif du formalisme ou
elle se trouve utilisée, nous justifierons son intérét, en regard des
définitions implicites, par I’avantage considérable qui est le sien: celui
de garantir la consistance des expansions définitoires. Enfin, I’article
se terminera par une réflexion sur le réle d’un tel outil dans notre
projet de logicisme catégoriel et sur la signification ainsi conferée a la
construction obtenue de I’arithmétique de Peano!.

1. La définition dans les systemes formels

Dans le cadre d’un systéme formel, on peut distinguer deux manieres
d’introduire un terme constant qui conférent a celui-ci une position
déterminée au sein de ’appareil déductif. La premiére est d’un usage
incontournable puisque c’est par elle que sont inscrits les termes dits
primitifs. Il s’agit de la caractérisation axiomatique. Le second mode
d’introduction passe par I’ajout d’une définition. Cependant, une telle
distinction est a bien des égards artificielle. D’un c6té en effet il n’est

! Construction dont l¢ lecteur trouvera le détail en fin du présent volume.
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pas dénué de sens de considérer que la caractérisation axiomatique des
termes primitifs constitue une définition de ceux-ci (qualifiée tradi-
tionnellement de définition par postulats). D’autre part, il est de nom-
breuses définitions dont on peut se demander si elles ne constituent
pas, selon le mot de Lukasiewicz (1928b), des «axiomes masqués».

Dans ce domaine, comme dans bien d’autres, il convient de faire le
départ entre les aspects objectifs du probleme et ce qui, dans notre
regard, revient a I’influence de la tradition et au poids de I’habitude. Il
est ainsi usuel de ne parler de définition au sujet d’une expression que
lorsque celle-ci introduit un terme unique et que ce terme apparait
comme nouveau ou supplémentaire par rapport a un langage donné ne
contenant que des termes primitifs ou des termes préalablement
définis. L’idée est alors que I’expression en question doit étre 2 méme
de caractériser de fagon univoque la signification du terme nouveau et
ceci sur la base des possibilités expressives du langage ou la définition
se trouve inscrite.

Il apparait alors que deux sortes de définitions sont susceptibles
d’étre acceptées comme telles. Il y a tout d’abord la définition
explicite, celle que 1’on qualifie volontiers de définition au sens propre
du terme. C’est celle que 1’on reconnait comme posant qu’un certain
definiendum, contenant le terme nouveau, signifie la méme chose
qu’une expression bien formée ne contenant que les anciens termes, le
definiens. On dit aussi souvent qu’il s’agit des définitions par les-
quelles le terme nouveau se trouve caractérisé sans qu’on ait besoin
pour cela d’utiliser ce terme. Enfin, il y a aussi les définitions
implicites et s’il n’est pas généralement possible d’y distinguer un
definiendum et un definiens, cela est dii au fait qu’elles font usage du
terme a définir pour le caractériser. Le qualificatif d’implicite revét
sans conteste une certaine connotation péjorative et il n’est pas inutile
de rappeler qu’une immense majorité de logiciens adherent au prin-
cipe méthodologique suivant:

Principe d’explicitation: chaque fois que I’introduction d’un terme

peut se faire par la voie d’une définition explicite, il convient de
renoncer a la voie de la définition implicite.
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Nous adoptons pleinement cette position, mais il nous faut aussi
relever que, dans le cadre des langages formalisés, chacun des types
de définition posséde des avantages et des inconvénients propres. La
définition implicite est réputée pouvoir donner lieu a des consé-
quences cachées, voire contradictoires, et sa véritable position au sein
d’une construction formelle est considérée, a juste titre, comme celle
d’un axiome additionnel. Ainsi I’ajout d’une définition implicite doit-
il s’accompagner de toutes les précautions valant pour I’ajout
d’axiomes. Malgré ces aspects «négatifs», la définition implicite est
pourtant vue positivement comme un moyen puissant d’expansion des
systtmes. A D'inverse, la définition explicite est jugée comme un
moyen s{r et transparent d’introduction de termes nouveaux — on sait
par exemple que, moyennant quelques précautions, elle ne peut avoir
aucune conséquence contradictoire — néanmoins elle est souvent
dépréciée comme un outil faible, purement conventionnel et dénué
d’intérét théorique propre.

Cette vue courante, comme nous allons le voir, est partiellement
erronnée et cela tient 4 la pauvreté de la conception standard de la
définition explicite. Mais avant d’entrer dans la justification de cette
affirmation, précisons ce que nous entendons par définition explicite.

Définition explicite. Une définition est dite explicite losqu’elle pose
dans une relation d’équivalence deux expressions distinctes (le
definiendum et le definiens) et répond aux conditions suivantes:

1. Le definiendum contient une expression de la forme a(v,, ..., v,),
ol « est I'unique symbole & &tre défini et v,, ..., v, sont des
variables indiquant ses places d’arguments (s’il y en a).

2. Ni a, ni les variables v,, ..., v, n’apparaissent dans le definiendum
a plus d’une seule occurrence.

3. Le definiens est une expression bien formée du langage dans lequel
la définition est posée; il contient uniquement des symboles
préalablement introduits (en particulier, il ne contient pas o).

4. Toute variable (libre) apparaissant dans le definiens apparait aussi
dans le definiendum.
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1.1 L’exemple de la négation

A titre d’exemple, considérons le systéme suivant, qui constitue une
axiomatisation de la logique propositionnelle classique:

Systéme L

Alphabet: {O,~ () P15 P2s +oos Pis .
Formules:  (a) Tout p; est une formule,
) Si a et B sont des formules, ~a et (& D p) aussi.
Rien n’est formule sinon par les clauses précédentes.
Axiomes: (Al) p,D2@:DOp)
(A2) (@, 2@ Dp)) D (Wi Dp2) > P12p3)
(A3)  (~p; D~p)) D ((~py Dp)Dp))
Regles: Det (détachement), Sub (substitution)

Un tel systéme étant fondé et complet (en ce sens que I’ensemble des
théoremes coincide avec celui des tautologies contenant O et ~), la
théorie des ensembles adéquats de connecteurs, nous garantit que tout
connecteur vérifonctionnel (unaire ou binaire) peut y &tre introduit par
le biais d’une définition explicite abréviative. Par exemple, on pourra
introduire conjonction et disjonction en posant:

PAQ =4 ~(P2~Q)
PvQ =4 ~PDQ

Cela dit, relevons que la base axiomatique présente la particularité
que la négation n'y apparait que dans ’axiome A3. Celle-ci en effet
est absente des deux premiers axiomes ainsi que des regles. Ce constat
nous améne A remarquer qu’il est possible de considérer le systeme
sous deux points de vue. D’un c6té, on peut le considérer tel qu’il est
présenté ci-dessus; on dira alors qu'il contient deux termes primitifs:
la conditionnelle et la négation. D un autre c6té, cependant, il est aussi
possible de considérer que 'on a affaire a une base plus faible qui ne
contient que la conditionnelle comme connecteur primitif:
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Systeme L
Axiomes: (A1) p,D(®,Dp)

(A2) @ 2@:2p)) D@ DOp) D P, Dps)
Regles: Det (détachement), Sub (substitution)

Ce qui était I’axiome A3 dans L devient alors une définition implicite
de la négation dans L™";

(Déf)  (~p; D~p2) D (~p; 2 p2) D p))

La situation est cependant trompeuse. Affirmer que A3 peut jouer le
role d’une définition implicite de la négation dans le systéme L,
c’est considérer que I’expression en question constitue une caracté-
risation de la négation basée sur la conditionnelle. Or tel n’est pas le
cas, car sans la dite définition le systéme L*’ ne constitue pas une
axiomatique compléte de la logique classique de la conditionnelle. Il
est connu que certaines tautologies conditionnelles ne sont pas théo-
rémes dans L. Parmi celles-ci figurent en particulier les suivantes, la
premiére étant la fameuse «loi de Peirce»:

(T (P1OpP)2Op)Op
(T2) (1 Dp)Dp) D((p22p) 2PN

Ceci montre que, dans L, l’axiome A3 n’a pas pour seul role
d’introduire la négation. Il constitue également une pi¢ce maitresse
dans la caractérisation de la conditionnelle.

Le projet de faire de A3 une définition implicite de la négation
n’est peut-&tre pas pour autant tout a fait inadéquat. Pour sauver
I’idée, il convient seulement de remarquer que si I’on s’appuie non
pas sur le systéme incomplet L, mais sur un syst¢éme complet de la
conditionnelle, alors il devient possible de définir implicitement la
négation. En ajoutant 2 L la «loi de Peirce» a titre d’axiome, il est
connu qu’on dispose d’un systéme conditionnel complet:
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Systéme L = L** + T1

Axiomes: (Al p, 2P, Dp)p
(A2) (2@ 2p)) D (P, Dp2) 2 (P, Dps))
(T1) ((p,2p)2pN>1p

Regles: Det (détachement), Sub (substitution)

Dans L™ il est désormais possible de poser 1’ancien axiome A3
comme une définition implicite de la négation, dont on peut affirmer
qu’elle caractérise la négation sur la base de la conditionnelle?.

1.2 L’explicitation de Lejewski

A ce stade de la réflexion, il convient de savoir qu’au lieu de
s’appuyer sur A3 comme définition implicite de la négation, il est
également possible, dans le systeme complet L d’en donner une
définition explicite, que le principe d’explicitation nous engage 2
préférer.

Le fait est peu connu et fut démontré par C. Lejewski (1958). La
solution s’appuie sur une forme non élémentaire de définition
explicite; une forme qui répond cependant point par point aux
conditions spécifiques de la définition explicite. La définition de
Lejewski peut étre posée de différentes manieres3. A fin de simplicité,
celle que nous proposons ici s’inscrit par le biais d’un ajout au
systéme des deux conditionnelles (tautologiques) suivantes:

(Dla)  (~p; D p;) 2P D p2) O p))
(D1b)  ((p, D p2) D)) D (~p; D p2)

Remarquons qu’ajouter Dla et D1b a titre de théses dans un systéme
complet de la conditionnelle, comme L**, revient & poser les
expressions suivantes dans une relation d’équivalence déductive:

(definiendum) ~p, D p,
(definiens) (P12p) D p;

2 plutdt que A3, il est d’ailleurs possible de poser A titre de définition implicite de la négation
I’expression plus faible: (p, D ~p;) 2 ((p; 2 p2) D ~p))).

3 Pour les autres formes, cf. infra, section 2.
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La déduction suivante montre qu’on dispose bien avec Dla et D1b
d’une caractérisation adéquate de la négation classique:

1. ~p; D ~p, Prémisse
2. ~p; Ops Prémisse
3. (~p; D p2) D ((p; 2 p2) D p2) Dla

4. P, 2p)Dp; 2,3, Det
5. (.2 p)Dp T2, 4, Det
6. (~p1 D~p) D ((p; D ~p2) D~p;)  Dla, Sub
7. P; D ~py) D ~p; 2,6, Det
8. (~p,2p;)Op; T2 (Sub), 7, Det
9. (P:2p)2p)D(~p:Dp) Dib, Sub
10. ~p,Dp, 5,9, Det
1. p, 8, 10, Det

On obtient alors en effet I’ancien axiome A3, en appliquant deux fois
le métathéoréme de la déduction (disponible dans L*):

~p; D ~p2,~p; 2P = Py
~p; D~py = (~p; 2 p2) O P
b (~p; D~p) D ((~p; D p2) D p))

1.3 Un bilan

Méconnu, le résultat de Lejewski est pourtant instructif a plus d’un
titre. Tout d’abord, et nous avons insisté sur ce point dans Joray
(2005a), la notion standard d’ensemble adéquat de connecteurs
s’avére largement dépendante de la conception usuelle de la défini-
tion. En s’autorisant A exprimer 1’équivalence que doivent poser les
définitions explicites par le biais des formules du syst¢éme — ici en
usant d’une double conditionnelle — Lejewski montre qu’il y a un sens
en lequel ’ensemble {D} est adéquat*.

4 Rappelons que dans la conception standard {I} (barre de Sheffer) et {!} (son dual) sont les
seuls ensembles & connecteur unique qui soient adéquats.
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Enfin, le résultat de Lejewski montre qu’en s’émancipant du cadre
étroit fixé par Whitehead et Russell, il est possible de faire reculer
significativement les limitations expressives usuelles de la définition
explicite. L’exemple frappant de la négation, nous indique que, la ou
seule une définition implicite se trouvait envisagée pour I’introduction
d’un terme, la voie d’une définition explicite reste parfois ouverte.
L’étude de ces possibilités nécessite cependant de s’ouvrir a des
modes non standard de définition explicite, tels celui de Lejewski et
celui, plus élémentaire, que nous allons maintenant présenter.

2. La définition explicite comme these

Insatisfait de la faiblesse et du caractére non réglé des définitions qu’il
rencontre dans les Principia Mathematica, Le$niewski envisage
d’énoncer les définitions explicites en se passant du relateur non
déclaré et métalinguistique «=¢4». Avec 1’aide de celui qui est alors
son éleve, A. Tarski, il développe une conception de la définition dans
laquelle la relation d’équivalence posée entre le definiendum et le
definiens se trouve exprimée 2 ’aide des seuls outils disponibles dans
la base axiomatique utilisée: les termes primitifs. L’idée est simple:
des lors qu’une base axiomatique est suffisament forte pour exprimer
le «si et seulement si» des définitions informelles, il devient possible
de stipuler une équivalence entre un definiendum (D,,) et un definiens
(D...,) par le biais d’une (ou plusieurs) thése(s) ajoutée(s).

En fonction du choix de tel ou tel ensemble de primitifs, diverses
solutions peuvent étre envisagées. L’idée d’utiliser a cette fin la
biconditionnelle = est certainement la plus naturelle; les théses défini-
toires a ajouter se coulent alors dans le shéma suivant:

= Dum b Diem‘

Cependant, d’autres choix sont également possibles, s’appuyant par
exemple sur la conditionnelle et la négation, la conditionnelle seule ou
encore la barre de Sheffer. Les théses définitoires prennent alors I’une
des formes suivantes:
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= ~((Dum ) Dien.\') i ~( Dien_\' D Dwn)) (avec ~etD Prlmltifs)
+ D,,2D,, et + D,,OD,, (avec D primitif)

= ((Dum i Dien.\‘) o ((Dien.r ) Du/n) ) P,) o pi (avec o prlmltlf)s
o (Dum l Diem‘) I ((Dum l Dum) I (Dien.\' ! Dieu.\‘)) (avec l Primitlf)

Notons que la troisieme de ces formes est particulierement
intéressante puisqu’elle montre qu’il est possible de poser les défini-
tions par le biais de théses unigues, en s’appuyant exclusivement sur
la conditionnelle. La seconde forme, qui procéde par I’ajout de
couples de théses, est cependant plus aisée en pratique, méme si elle
enveloppe une conjonction implicite.

2.1 La créativité des définitions

L’une des particularités essentielles de la définition comme these est
qu’elle se présente comme une procédure interne au systeme formel.
Non seulement, il est désormais possible de poser les définitions en se
passant du symbole métalinguistique ad hoc «=4», mais, ce qui est
plus remarquable, la fagon d’inscrire les expressions a titre de theéses
définitoires peut étre entierement réglée par une directive énoncée
dans la base axiomatique. Ce faisant, les symboles définis ne consti-
tuent plus, comme dans les Principia, de simples convenances
typographiques métalinguistiques, mais viennent enrichir officiel-
lement le langage objet. Il y a dans 1’usage des définitions comme
théses une dimension dynamique, puisqu’a l’inscription de toute
nouvelle définition, ’ensemble des formules ainsi que celui des
théorémes se trouve élargi®.

Cette caractéristique présente d’emblée un double avantage. Tout
d’abord elle permet d’atteindre une formalisation plus compléte de la
démarche scientifique dans la mesure oil la définition y joue souvent
un rdle essentiel. D’autre part, elle répond & la conception intuitive
que les définitions, dans le cadre scientifique, servent non seulement a

5 0b p; est une variable propositionnelle qui n’apparait ni dans D,,, ni dans D,,,.
6 Cf. ci-apres, section 2.4, notre exemple de systeme L%,
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abréger le discours, mais aussi a enrichir les possibilités expresssives
du systeme linguistique utilisé.

Pourtant de nombreux logiciens ont préféré en rester, dans ce
domaine, 4 la conception purement abréviative et externe de la
définition. Outre la force de I’habitude, il y a plusieurs raisons qui
permettent A notre sens d’expliquer un tel conservatisme. Tout
d’abord, le fait que les définitions internes sont incompatibles avec la
notion standard de systéme formel. Posé une fois pour toutes comme
une entité close, entierement déterminée par sa grammaire et sa base
axiomatique, un syst¢éme formel au sens usuel ne peut contenir de
régle permettant un accroissement pas a pas des formules de son lan-
gage. L’adoption d’une conception interne de la définition nécessite
en effet une refonte profonde — jugée parfois trop lourde — des notions
de langage et de sytéme formels’. Enfin, I’attachement & une concep-
tion statique des systtmes formels se double d’une méfiance tradition-
nelle vis-a-vis des possiblités déductives nouvelles que pourraient
induire les définitions. La conception abréviative des définitions reste
immanquablement liée & I’idée que les définitions ne doivent servir
qu’a souligner ou rendre explicite ce que le syst¢éme formel contient
déja et qu’elles ne doivent en aucune maniére modifier sa force, c’est-
a-dire ouvrir des voies déductives jusque la impraticables.

Une définition permettant des développements de ce genre dans le
contexte formel de son inscription est dite créative et cette propriété
peut étre précisée de la maniere suivante:

Une définition D introduisant un symbole d dans un syst¢me S est dite
créative dans S si et seulement s’il y a au moins une formule ¢ de §

ne contenant pas d, telle que o n’est prouvable dans S qu’avec 1’aide
de D (ou d’une autre définition).

L’introduction d’une définition dans un systéme est ainsi créative
lorsqu’une formule indémontrable de 1’«ancien» langage devient
démontrable une fois la définition inscrite.

7 On se référera sur ce point 2 la présentation trés claire qu’en donne Miéville (2001-04), ainsi
qu’a I’exemple de systéme avec régle de définition L/ que nous donnons ci-apres, section 2.4.



48 PIERRE JORAY

2.2 Un exemple informel de créativité

Les auteurs des Principia I’affirment sans ambage, les définitions
abréviatives externes ne modifient en rien le syst¢tme ou elles sont
inscrites, elles n’ont donc, 2 strictement parler, aucune importance
théorique. Sur la base d’une définition, il est en effet toujours possible
de remplacer toute expression contenant le terme défini — expression
forcément inofficielle — par une expression équivalente et officielle ne
le contenant pas. On dit dans ce cas que les définitions garantissent
I’ éliminabilité des termes définis et 1'idée est alors que s’appuyer dans
la pratique sur un langage incluant ces termes a titre d’abréviations ne
présente aucune espéce de probléme: a celui qui contestera tel ou tel
usage abréviatif, pense-t-on, on pourra toujours exhiber la formule
officielle déployée ne contenant plus que des termes primitifs.

Ce dont Whitehead et Russell — et a leur suite nombre de logiciens
— ne se sont pas apergus, c’est que 1’éliminabilité des termes définis
n’est pas une condition suffisante pour garantir un usage «inoffensif»
et sans conséquence des abréviations: méme éliminable de toutes
expressions un terme défini peut en effet avoir un effet créatif sur la
conduite des preuves. Certes, comme nous 1’avons montré dans Joray
(2005¢) aucun effet de ce genre ne peut avoir lieu dans les systémes
de logique propositionnelle usuels, mais le phénomeéne peut apparaitre
dés qu’un systéme formel posséde une certaine complexité.

Pour le montrer, considérons le syst®me propositionnel L* ci-
dessous. Il s’agit d’une expansion du systéme classique L (présenté
plus haut dans notre section 1.1), obtenu, sans axiome supplémentaire,
par I’ajout de variables de connecteurs binaires f; ainsi que du
quantificateur universel V (qui sera utilisé uniquement pour lier les
variables f;). Plus précisément nous avons:



LOGICISME ET DEFINITION EXPLICITE 49

Systeme L* =L + ...

Symboles ajoutés:  {V,f, 5y ..., [ o0}
Clauses additionnelles pour les formules:
(c) Si aet Bsont des formules, (o f; ) aussi.
(d) Si aestune formule, (Vf)«a aussi.
Regles additionnelles:

Vi  Si une formule de la forme a D § est une theése, alors
a D (Vf)B est également une thése, pour autant qu’il n’y
ait aucune occurrence libre de f; dans .

Ve Si une formule de la forme o O (Vf) est une thése, alors
a D B(f;/t) est également une thése, ol T est soit une
constante de connecteur binaire soit une variable f; libre
pour f; dans S et ob B(f;/T) est le résultat de la
substitution dans 8 de toutes les occurrences libres de f;
par T.

Par construction, toute thése de L demeure une thése dans le syst¢éme
étendu L*, par exemple les trois tautologies suivantes:

(T3) p,Op,
(T4) (p; D p) D) D~py) D~p))
(T5) ~~@,Dp)

Les théses spécifiques de L* ne sont, par contre, pas méme des
formules de L. En voici un exemple, accompagné de sa preuve:

AN A

o

(Te) ~ Vi)~ W@, fip)

i)~ @i fipd D)~ @, fi ) [T3, Sub]
Ny ~@ifip)D~W@Op) [1, Ve, f, /2]
@ 2p) D) ~ @ fip) 2@ 2Op)) [AL, Sub)
)~ W@, fipd 2@, Dp) [T3, 3, Det]

VR ~@i fip 2@, 2p) DU~ Wi firD2~@,Op)) D
~(f)~ @, fip)) [T4, Sub]

)Y~ fip) 2~ @ 2p)) D~ Nf)~ W, fip) (4,5, Der
. (Vfl) -~ (plfl pl) [2’ 6’ Det]



50 PIERRE JORAY

Posons maintenant, a la maniére des Principia, la définition abrévia-
tive suivante d’un nouveau connecteur binaire #:

(Defy) P#Q =4 ~(PDOQ)

En s’appuyant sur cette abréviation, on peut alors proposer la dériva-
tion qui suit de la formule T7:

(T ~ () @ifip)

L~ #p) (TS, Defy]
2. (V) @i fip) D) @ifip) [T3, Sub]

3. (VA @i fipd D@ #p) [2, Ve, f, 1 #]
4. ~(@p#p)D V) @ fip)2~@#p)) [AL, Sub]

5. (Y@ fipd D~ @ #p) [1, 4, Det]
6. ((Nf) @i fip) 2P #p))2 (R @i fip) D~ #p)) >

~(f) i fip)) (T4, Sub]
7. (V)@ fi PI)D”(PI#P/))D*'(Vfl) . fir) (3, 6, Det]
8‘ ~(Vfl) (plfl pl) [5, 7,Det]

Cette dérivation semble parfaitement acceptable mais, contrairement 2
la dérivation précédente de T6, il ne s’agit pas d’une preuve formelle
de T7, car les expressions contenant # ne sont pas des formules de L*,
mais seulement des abréviations de formules officielles plus longues.
En de telles circonstances, on ajoute généralement qu’il suffit a
chaque ligne concernée de remplacer I’expression incriminée par la
formule officielle qu’elle abrége. Ceci se fait ici sans difficulté,
pourtant la suite de formules ainsi obtenue ne constitue toujours pas
une preuve. En effet, aprés I’élimination du terme défini #, la ligne 3
ne peut plus étre justifiée comme le résultat de 1’application de la
régle Ve a partir de la ligne 2:

2. (VA @i fipd D) @i fipD) [T3, Sub]
3. () @i fip) D~ 2p) [2, Ve, f,/ ?] impossible!

Dans Joray (2005f), nous avons montré, par projection de L* sur L,
qu’il n’existe en fait aucune preuve de T7 dans L*,
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Cet exemple montre que, méme dans un systeme relativement
simple comme L*, un usage informel et non réglé de définitions
abréviatives externes peut conduire a un renforcement des possibilités
déductives du systéme — i.e. & un effet créatif de la définition puisque
T7 ne contient pas # — et ceci bien que les termes définis soient
parfaitement éliminables. On ne peut donc continuer a soutenir, avec
les auteurs des Principia, que les définitions sont de pures com-
modités linguistiques.

De fait, deux réactions sont ici possibles. La premiere est une
attitude de prudence: elle consiste 2 se restreindre systématiquement,
dans la construction des preuves, a I’usage des termes primitifs. On
peut cependant envisager la difficulté que représenterait la vérification
que toutes les dérivations sont effectivement des preuves formelles
dans une construction comme celle des Principia Mathematica ou par
exemple dans une version formalisée de la théorie des ensembles de
Zermelo-Fraenkel. Dans les deux cas (et dans bien d’autres que le
lecteur n’aura pas de peine & trouver), le remplacement systématique
des expressions abréviatives par des formules officielles ne contenant
que des termes primitifs s’avérerait trés fastidieux puisqu’une majorité
des preuves — et méme certains axiomes —y sont exprimés a I’aide de
termes définis.

Reste la seconde des réactions possibles. Plus audacieuse que la
premiere elle consiste a «officialiser» le pouvoir créatif des définitions
explicites en intégrant la procédure définitoire aux cotés des regles
d’inférence usuelles de la base axiomatique. La chose ne va pas sans
difficultés, mais elle fut examinée d’une maniére méticuleuse par
Lesniewski (1931). Il en résultat une conception non classique — dite
ouverte ou développementale — des systémes formels, dans laquelle un
usage des définitions explicites, non contradictoire et entierement
réglé par la base axiomatique, permet un enrichissement pas a pas du
langage formel et de certaines de ses possibilités déductives. C’est sur
un systéme formel de ce genre que nous nous sommes appuyés pour
notre construction logiciste et nous en donnons ci-apres (section 2.4)
un exemple propositionnel élémentaire. Mais avant d’y venir, il nous
reste 3 examiner un fameux exemple de définition créative donné par
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Pukasiewicz. Bien que fautif, comme nous allons le montrer, cet
exemple reste important par I'influence qu’il exer¢a sur la méfiance
qu’adopterent de nombreux logiciens & I’égard des définitions comme
théses.

2.3 Une erreur de Lukasiewicz

Comme on peut le constater dans (1928a) et (1928b), Lukasiewicz fut
dés le début hostile a la conception des définitions que développérent
ses collegues Lesniewski et Tarski dans les années mil neuf cent
vingt8. S’appuyant sur I’idée que tout mode définitoire donnant lieu a
des possibilités créatives menait a ’adjonction d’«axiomes masqués»,
Lukasiewicz pensa étre en mesure de donner un coup fatal a la
conception lesniewskienne avec 1’exemple de définition comme these
qu’il publia dans son article sur la calcul équivalentiel (Lukasiewicz
1939). Dans cet article, une section se trouve en effet consacrée a la
définition comme thése, posée selon la méthode de Lesniewski, c’est-
a-dire par I’ajout d’une thése de la forme®:

- EDumDiem‘

Le contexte de I’exemple est le systéme biconditionnel assez étrange
qui suit, basé sur une tautologie comme unique axiome et les trois
régles: détachement (de la biconditionnelle E), substitution et une
procédure de définition:

Systeme Fuk®/
Axiome: EEsEppEESEppEEpqEErqEpr
Régles: Det, Sub, Def

Lukasiewicz montra alors que, si on s’interdit I’'usage de la régle de
définition Def, les seules théses que 1’on parvient a prouver sont des
instances de substitution de I’axiome. En effet, la forme particuliere

8 Sur la polémique qui marqua les réflexions sur la définition dans I’Ecole de Varsovie, on se
reportera A notre article Joray (2005d), qui contient une traduction frangaise des comptes rendus
de conférence de Lukasiewicz (1928a) et (1928D).

9 Nous reprennons ici ’écriture préfixée de Lukasiewicz, ol la lettre E désigne la bicondition-
nelle.
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de celui-ci exclut de fait toute application de la régle Det. Puisque de
nombreuses tautologies biconditionnelles ne sont pas des instances de
substitution de ’axiome en question, il est clair que £uk™ amputé de
Def serait un systéme incomplet du calcul biconditionnel classique. En
particulier, il est aisé de constater que les deux tautologies suivantes
n’y seraient pas prouvables:

(*) Epp
(**) EEpqEErgEpr

Notons que Lukasiewicz a montré au préalable que la tautologie (**)
est suffisante, 2 titre d’axiome unique, et associée a Det et Sub, pour
obtenir un calcul biconditionnel complet.

S’autorisant désormais a faire usage de Def dans Eu k%,
BLukasiewicz propose alors d’introduire la constante unaire V (le
verum) par I’inscription de la theése définitoire suivante:

(D) EVpEpp

Il montre alors, par la preuve qui suit, que (**) qui n’était pas
prouvable sans Def, le devient a la suite de la définition D:

1. EEVpEppEEVpEppEEpgEErqEpr [Ax. Sub (s / Vp)]
2. EEVpEppEEpqEErgEpr [D, 1, Def]
3. EEpqEErgEpr [D, 2, Det]

D’incomplet qu’il était sans usage de Def, le systetme Luk™ devient
donc complet par le pouvoir créatif de la définition D. Dans cette
situation, soutient Lukasiewicz, la définition D constitue un axiome
caché puisqu’elle vient modifier profondément les propriétés du
connecteur primitif E. Clairement, D ne fait pas que caractériser le
nouveau connecteur V, mais joue un rdle clef dans la caractérisation
de E.

Lukasiewicz a parfaitement raison de soutenir qu’une telle force
créative doit revenir & un axiome et ne peut pas rester le fait d’une
simple définition. Cependant, il se trompe sur un point crucial qui
aurait rendu D inacceptable aux yeux de Le$niewski: la définition D
n’est pas une définition explicite, mais une définition implicite. La
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raison en est trés simple: dans le contexte ol D se trouve inscrite a
titre de premiére définition, la tautologie (*) n’est pas dérivable. Il
s’ensuit qu’en inscrivant D, la relation qui est posée entre le D, et le
D, n’est pas méme réflexive, ce qui est une condition nécessaire a la
relation d’équivalence exigée pour les définitions explicites.

D étant implicite, il n’y a donc rien de surprenant a devoir lui
donner le statut d’axiome, mais rien ne dit avec cet exemple qu’il doit
en aller de méme des définitions posées comme théses, lorsqu’elles
sont véritablement explicites, comme le demandait Le$niewski.

2.4 Une logique avec directive de définition

Dans cette section, nous présentons un exemple simple de systéme
développemental incluant une régle permettant de poser des défini-
tions explicites par le biais de couples de théses conditionnelles de la
forme!©:

+ CD,,.D,

um lens

et CDieu.\Dum

Un tel systéme développemental a pour spécificité d’étre construit pas
A pas, par une inscription ordonnée de théses. Les premiéres théses de
L% sont constituées par ses trois axiomes!!:

(a) CpCqp
(0) CCpCgmCCpgCpm
(a;) CCNpNgCCNpgp

Quant aux autres théses, elles sont inscrites successivement par le
moyen d’une des trois régles d’inférence de L. substitution,
détachement et définition. Le systéme étant développé pas a pas, il
convient que ses régles soient énoncées d’une maniére qui prenne en
compte 1'étar dans lequel celui-ci se trouve au moment de leur
application. Un érar du systéme se caractérise par ’ensemble ordonné
fini des théses déja inscrites et il y sera fait référence par le biais de la

10 Nous reprennons pour ce faire un mode de présentation utilisé dans Lejewski (1958).

1 Ceux-ci sont similaires & ceux du systéme L présenté en section 1.1, mais exprimé ici dans
I’écriture préfixée de Lukasiewicz, od C et N sont respectivement la conditionnelle et la néga-
tion.
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derniére thése inscrite. Par exemple 1'état initial de L est la suite a,
0, O3, la derniére thése inscrite étant alors o.

Afin de pouvoir énoncer les régles plus aisément, il est utile de se
donner les conventions terminologiques suivantes:

On nommera constante tout symbole consistant en une lettre
latine majuscule, si besoin, indicée (dans I’interprétation visée, il
s’agira d’une constante de connecteur).

On nommera variable tout symbole consistant en une lettre latine
minuscule, si besoin, indicée (dans I’interprétation visée, il s’agira
d’une variable de proposition atomique).

Les lettres grecques seront utilisées a titre de métavariables.

Soit 7 la dernidre thése inscrite d’un état de L. On qualifiera de
formule relative a T; toute expression ¢ satisfaisant I’'une des
deux conditions suivantes: (1) € est une variable; (2) ¢ est une
expression de la forme Www,...0,, ol ¥ est une constante
apparaissant dans au moins une des théses de I’état concerné et
,0,...w, sont n formules relatives & T;, n étant égal & 2 si W est
C, égal 2 1 si W est N et égal au nombre de variables différentes
apparaissant dans la thése ol W apparait pour la premiére fois, si
W est une constante différente de C et N.

Sur la base de ces conventions métalinguistiques, on peut désormais
expliciter les régles d’inférence comme suit:

Régle Det. Soit T; la derniére thése inscrite d’un état de L. S’il y a
parmi la liste des theses inscrites dans cet état une thése T; et une thése
de la forme C'cje, alors € peut &tre inscrite comme nouvelle thése ala
suite immédiate de T;.

Régle Sub. Soit T, la dernidre thése inscrite d’un état de L*. Soient
enfin T; une des theses inscrites de cet état et y une formule relative &
T Une exprcssmn ¢ peut &tre inscrite comme nouvelle thése a la suite
1mmed1ate de 7, si £ est obtenue en substituant y dans T; a toutes les
occurrences d’une certaine variable apparaissant dans ;.
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Reégle Def. Soit T, la derniére thése inscrite d’un état de L%, Un couple
d’expressions €,, €, respectivement des formes CW¥ w,w,...0,
Cp¥w,w,...w, peut étre inscrit a la suite immédiate de T;, pour autant
que les conditions suivantes soient respectées:

(1) W est constante différente de toutes celles qui apparaissent dans les
theéses inscrites de I’état en question.

(2) w,0,...w, (n = 1) sont n variables différentes les unes des autres.
(3) B est une formule relativement a ;.

(4) aucune autre variable que ®,m,...w,n’apparait dans .

A titre d’illustration, considérons maintenant un exemple d’état de
L% construit conformément aux axiomes et aux régles posées:

(t,) CCpCCppmCCpCppCpm [ot, Sub]

(ra) CCpCCpppCCpCppCpp [t,, Sub]

(vy)  CpCCppp [o, Sub]

(vs) CCpCppCpp [Tz, T3, Det]
(zs) CpCpp [o, Sub]

(tvs) Cpp [t4, Ts, Det]
(z;) CNpNp [tg, Sub]

(ty) CApgCNpg [Def (1° thése)]
(ts) CCNpgApq [Def (2° these)]
(ti) CCNpNpApNp [tg, Sub]

(vi) ApNp [3, 105 Derl

Notons, au sujet de cette illustration, que la présence de ts dans une
situation qui n’est précédée d’aucune définition (et, en fait, la
possibilité d’obtenir, dans une telle situation, toutes les tautologies
contenant C et N) montre que ’erreur commise par Lukasiewicz est
ici évitée: la regle Def conduit bien a poser des définitions explicites,
exprimant une équivalence entre D,,, et D,,,.. On remarquera aussi que
les théses T3 et T, définissent la constante A comme la disjonction.
Enfin, le développement jusqu’a t,, montre qu’il est possible de
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construire un état de L* ot I’expression usuelle du tiers exclu figure a
titre de these.

3. Conclusion: une construction réglée de I’arithmétique

Plus simple a bien des égard que 1’Ontologie — le systéme que nous
avons utilisé pour notre logicisme catégoriel — le systeéme L suffit
pourtant a faire voir ce qui fait, dans notre perspective logiciste, la
spécificité d’une logique développementale'2.

Tout d’abord, on notera que, contrairement aux systémes formels
standard, un systeéme développemental ne s’appuie pas sur une
caractérisation préalable de ses formules. L’ensemble des formules
reste en effet constamment ouvert. La correction syntaxique des théses
inscrites au fur et & mesure du développement du syst€éme est & chaque
étape assurée sur la base des theses déja inscrites — dans 1’état initial,
les trois axiomes — par les régles d’inférence qui jouent en fait
également le role de régles de formation syntaxique. Le caractere
contextuel qu’acquiert ainsi la syntaxe a pour conséquence qu’il est
dénué de sens de demander, avant méme avoir produit tel ou tel
développement spécifique, si une certaine suite de caractéres est ou
n’est pas une formule ou une thése de L%, Une telle question ne peut
avoir de sens que si elle se trouve relativisée a un état du systéme, état
essentiellement caractérisé par les différentes définitions inscrites.

Ainsi, dans le cas du logicisme, il est dénué de sens de demander si
telle ou telle représentation symbolique des propositions de Peano
sont des théses du systtme adopté comme point de départ. Le déve-
loppement que nous appellons «logicisme catégoriel» est 4 com-
prendre comme une construction dont les modalités de progression
sont entiérement gouvernées par les axiomes et les régles et qui
montre qu’il existe un état effectif du syst¢éme dans lequel des théses
correspondent aux propositions de Peano. La suite des définitions qui
caractérise cet état et le travail du logicien qui consiste a les trouver

12 5yur les regles de définitions explicites de I'Ontologie, cf. ici méme I’article de N. Gessler,
section 1.3.



58 PIERRE JORAY

sont ici cruciaux, méme au plan théorique. Le logicisme doit ainsi étre
compris non pas comme une réduction de I’arithmétique a la logique,
mais comme une construction dont 1’assise est logique et le dévelop-
pement entierement réglé par la logique.

Enfin, il convient de relever la présence possible dans la construc-
tion de définitions créatives. Le lecteur qui se penchera sur la
construction que nous présentons en fin d’ouvrage remarquera qu’a de
nombreuses étapes, il est fait usage de définitions qualifiées
d’«auxiliaires», en ce sens qu’elles ne sont introduites que dans le but
de débloquer — ou a tout le moins de faciliter — la preuve de théses qui
ne contiennent pas les termes introduits par ces définitions. Sans
doute, I’inscription de telles définitions s’apparente-t-elle & une sorte
d’extension du systtme. Quoi qu’il en soit pourtant, I’inscription
d’une définition explicite, méme créative, se distingue de 1’ajout d’un
axiome ou d’une définition implicite sur deux points essentiels: étant
explicite, la définition ne peut introduire de constante non logique;
enfin, si elle est conforme aux régles de 1’Ontologie, la définition
explicite ne peut conduire & aucune inconsistance. Il a en effet été
montré que 1’Ontologie est un systéme consistant, en ce sens que ni sa
base, ni aucun des développements qu’elle autorise, si riche soit-il en
définitions, créatives ou non, ne peut envelopper d’inconsistance!.

En regard des positions logicistes qui, comme par exemple le néo-
frégéanisme, s’appuient sur une définition implicite comme le
Principe de Hume, notre construction posséde I’avantage que son
existence 2 titre d’état de 1’Ontologie constitue une preuve de
consistance de I’arithmétique de Peano relative uniquement a celle de
la logique utilisée!4. Sans étre réductionniste, notre construction donne
bien ainsi lieu 2 un fondement de 1’arithmétique qui peut étre qualifié
de logicisme.

13 Sur la consistance des systémes de Lesniewski, cf. Lejewski (1969).

14 La construction néo-frégéenne en revanche n’assure pas par elle-méme la consistance de
I"arithmétique puisque, comme 1’a montré Boolos (1987), la consistance de la logique du
deuxiéme ordre augmentée du Principe de Hume n’est garantie que relativement & celle de
I"arithmétique. Ceci montre que le logicisme néo-frégéen n’est pas indépendant d’autres appro-
ches fondationnelles et fait écrire & Hale et Wright que le Principe de Hume peut seulement
«reasonably be regarded as consistent» (2001: 118).



Les cercles, les cercles vicieux
et
leur principe

Cédric Degrange

Introduction

A la suite de la publication des Principia Mathematica, le principe du
cercle vicieux (pcv) est devenu le test classique pour déterminer la
nature prédicative ou imprédicative d'une définition. Ce principe regle
le rapport entre une collection et les éléments de celle-ci: «Whatever
involves all of a collection must not be one of the collection»
(Whitehead & Russell 1927: 37). Si une définition enfreint ce
principe, elle est imprédicative et par la, considérée comme pouvant
entrainer I'émergence d'une antinomie. Cependant, ce genre de
définitions sont seulement susceptibles de produire une contradiction
et n'entrainent pas systématiquement un tel résultat. Cette
relativisation du caractére antinomique des définitions imprédicatives
trouve un certain écho chez les auteurs méme du pcv. Dans la
premiére introduction des Principia, au chapitre consacré a la théorie
des types logiques, Whithead et Russell notent:

Arguments which are condemned by the vicious-circle principle will
be called “vicious-circle fallacies”. Such arguments, in certain
circumstances, may lead to contradictions, but it often happens that
the conclusions to which they lead are in fact true, though the
arguments are fallacious. (1927: 37-38).

TRAVAUX DE LOGIQUE 16 (2005)
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Bien qu'ils constatent que le pcv puisse €tre un principe trop fort,
Whithead et Russell 1'admettent tel quel — faute de mieux, dira-t-on.
Cependant, sur ce passage, il convient de faire deux remarques qui
permettent d'éclairer en quoi les arguments de forme circulaire (the
vicious-circle fallacies) sont seulement susceptibles d'€tre probléma-
tiques. Premiérement, pour que ces arguments ménent a une contra-
diction, il faut que «certaines conditions» soient réunies. Autrement
dit, de tels énoncés ne sont pas problématiques en eux-mémes. Il ne
suffit pas qu'une théorie contienne un argument circulaire pour qu'il y
ait apparition automatique d'une contradiction. Celle-ci doit encore
8tre construite. Ainsi la présence de la loi V rend la théorie des
Grundgesetze de Frege inconsistante. Cependant, le caractére incon-
sistant de la théorie est apparue seulement lorsque Russell a montré
qu'il était possible de construire une antinomie a l'intérieur de celle-ci.
Il y a contradiction, si I'énoncé circulaire est utilisé dans certaines
conditions. Par conséquent, une solution pour éviter les contradictions
serait non d'écarter les énoncés circulaires, mais les conditions dange-
reuses dans lesquelles ils peuvent &tre utilisés. C'est dans une telle
approche, de valeur pragmatique, que ce sont notamment engagées les
logiques paraconsistantes!.

Le second point est que ce passage des Principia releve 1’existence
d'un autre genre d'énoncés circulaires. A la différence des premiers,
ceux-ci ne ménent a aucune contradiction, et cela quelles que soient
les circonstances. En d'autres termes, bien que marqués du défaut de
circularité, ces arguments n'entrainent pas d'inconsistance — en ce
sens, leurs conclusions sont «vraies». Néanmoins, suivant les
Principia, puisque ces énoncés transgressent le pcv, ils sont consi-
dérés comme imprédicatifs.

Le constat est donc le suivant: d'un c6té, il y a des énoncés
circulaires qui peuvent engendrer l'inconsistance de la théorie; de
l'autre, il y a des énoncés qui, méme s'ils sont circulaires, n'engendrent
pas d'inconsistance. Suivant la théorie des Principia, il suffit qu'un
énoncé transgresse le pcv pour étre considéré comme imprédicatif et

Ler, par exemple Volken (1997: 257-271).
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donc comme devant &tre éliminé de la théorie. Le but de cette présen-
tation est de montrer qu'un énoncé peut €tre a la fois circulaire et non
problématique. Ce faisant, nous montrerons qu'il est possible d'inté-
grer de tels énoncés imprédicatifs au sein d'une construction logiciste
comme celle qui est discutée dans le présent volume.

1. Un exemple propositionnel

Whitehead et Russell proposent un exemple d'énoncé qui, malgré son
caractére circulaire, semble bien étre non contradictoire.

Take, for example, the law of excluded middle, in the form «all
propositions are true or false». If from this law we argue that, because
the law of excluded middle is a proposition, therefore the law of
excluded middle is true or false, we incur a vicious-circle fallacy.
(1927: 38).

De prime abord, bien qu'il y ait cercle, il semble que cette formulation
de la loi du tiers exclu doive plutdt étre vraie. Le probléme est la
présence du cercle.

Précisons que la difficulté ici n'est pas liée a la loi du tiers exclu
mais a une formulation possible de celle-ci. C'est la formulation ou
I'expression de cette loi qui, du fait qu'elle enfreint le pcv, est
problématique.

Une maniére de résoudre la difficulté serait de faire appel a la
distinction entre langage et métalangage. Dans ce cadre, une certaine
proposition peut trés bien porter sur I'ensemble des propositions d'un
langage, sans appartenir a ce langage. Ainsi, lorsqu'il est affirmé que
«Toutes les propositions sont vraies ou fausses», les propositions dont
il est question appartiennent a2 un premier langage L. Par contre,
l'expression, elle, appartient & un autre langage, L + 1, qui porte sur L.
En d'autres termes, L + 1 est un métalangage. La formulation de la loi
du tiers exclu se comprend alors comme signifiant: «Toutes les propo-
sitions du langage L sont vraies ou fausses» et cette formulation
appartient au métalangage L + 1. Formellement, cela donne «v-[»,
ot [0 est une métavariable a laquelle peut étre substituée n'importe
quelle proposition appartenant a L. Quant a la vérité de cette formule
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—ou, le cas échéant, sa fausseté — elle est affirmée au niveau du
métalangage. C'est 12 la position généralement adoptée apres les
travaux de Tarski (1936).

Cependant, la conception de la logique adoptée ici n'autorise pas
une telle solution. En effet, dans un paradigme comme celui des
Principia, la logique est congue comme un langage universel, de sorte
que, fondamentalement, il n'y a qu'un seul langage, celui de la
logique. II n'est donc pas possible de distinguer un langage qui porte-
rait sur la logique car cela signifierait que ce langage est plus
fondamental que celui de la logique. Tout doit se faire & l'intérieur de
cette derniére. La difficulté que représente la formulation de la loi du
tiers exclu doit ainsi étre résolue a l'intérieur du langage de la logique.

Dans ce paradigme, pour exprimer l'idée que toutes les proposi-
tions sont concernées, il nous faut faire usage d'une quantification qui
porte sur les propositions. Ainsi, nous obtenons I'expression suivante:

(1) (¥p) (p v -p)

Si on considére que l'expression (1) est une proposition — ce qui
semble bien étre le cas, bien que son ordre ne soit pas déterminé —,
elle doit étre comptée parmi cette totalité. Dés lors, pour évaluer la
proposition (1), il est nécessaire de connaitre l'évaluation de la propo-
sition suivante:

) [(Vp) (p v )] v -[(Vp) (p v )]

Cette nouvelle proposition est obtenue par la substitution de la
proposition (1) a la variable p. Ici, nous nous fondons sur une
conception intuitive de la substitution.

Si nous cherchons a évaluer cette derniére proposition, une dif-
ficulté apparait. Nous nous trouvons en effet dans une situation telle
que I'évaluation de la proposition (2) requiert I'évaluation de la propo-

sition (1) qui elle-méme requiert l'évaluation de (2). Il y a donc cercle.
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2. La solution des Principia Mathematica

La solution des Principia consiste & diminuer la portée de l'expression
«toutes les propositions»: «“All propositions” must be in some way
limited before it becomes a legitimate totality [...]» (1927: 38) Cela
signifie limiter la totalité sur laquelle porte le quantificateur et donc
restreindre le domaine de quantification selon certaines conditions.
Suivant la théorie des types formulée dans les Principia, ces
conditions sont notamment définies relativement au type et et a l'ordre
de la proposition dans laquelle apparait la quantification.

Cela ne va évidemment pas sans conséquence. Ainsi, il suit que la
formulation de la loi du tiers exclu ne peut étre interprétée comme une
généralisation illimitée. La formulation doit &tre comprise non plus
comme s'appliquant a la totalité des propositions, mais seulement a
une totalité de propositions de type et d'ordre déterminés. Cela signifie
qu'elle ne peut étre traduite par l'expression (1). Dans les Principia,
cette derniére ne peut étre considérée comme une expression du lan-
gage logique et donc étre considérée comme une proposition?.

Dans la perspective des Principia, l'expression «toutes les propo-
sitions» ne signifie dés lors plus «la totalité des propositions» mais
seulement «la totalité d'une partie des propositions». La lecture de la
formulation de la loi du tiers exclu s'en trouve altérée ainsi qu'une
compréhension intuitive de celle-ci.

La raison de limiter la portée de l'expression «toutes les
propositions» est d'obtenir «une totalité légitime». On peut se
demander si c'est 1a le seul moyen d'atteindre ce but. Il n'est peut-étre
pas nécessaire de procéder a une limitation du domaine de quantifi-
cation. On peut aussi se demander en quoi consiste une totalité
légitime, plus précisément ce qui fait la 1égitimité d'une telle totalité.

Suivant la théorie des types des Principia, le langage est
hiérarchisé de telle maniére que les énoncés d'un certain ordre et d'un
certain type ne portent que sur des énoncés d'ordre et de type
inférieurs. Dans le cadre propositionnel, c'est surtout l'ordre de la

2 Dans les Principia, de telles expressions sont considérées comme dénuées de signification.
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proposition qui importe. La hiérarchisation des propositions dérive de
celle des fonctions dans laquelle l'ordre et le type doivent étre pris en
considération. Cependant, les propositions sont obtenues par la géné-
ralisation de toutes les variables libres présentes dans les fonctions, de
sorte que la distinction de type n'est plus pertinente®. Ainsi, une
proposition d'ordre n doit contenir au moins une variable liée d'ordre
n— 1. Ce qu'il importe de remarquer, c'est que chaque niveau de
langage ainsi obtenu, et donc de domaine de quantification, est homo-
géne du point de vue des propositions qu'il peut contenir — celles-ci ne
peuvent dépasser l'ordre de la proposition quantifiée. Il suit qu'une
expression ne peut appartenir & un domaine de valeur d'ordre et de
type inférieurs aux siens. Suivant les conditions posées, le domaine de
valeur s'avére ainsi homogene.

Le caractére légitime d'une totalité est assuré par I'homogénéité du
domaine de quantification. Cependant, nous ne sommes pas tenus
d'imposer des conditions d'homogénéité sur I'ordre et le type des
expressions. De méme, nous ne sommes pas non plus tenus de res-
treindre le domaine de quantification. Ainsi, nous pouvons adopter
d'autres conditions d'homogénéité. Le choix de ces conditions dépend
des buts 2 atteindre — si ce qui importe est 1'élimination de toutes les
formes circulaires, la théorie des types est, somme toute, bien adaptée.
Ici, nous voulons notamment pouvoir admettre certains énoncés circu-
laires. En outre, une solution qui ne remette pas en question la portée
générale de l'expression «toutes les propositions» est souhaitable.

Suivant notre alternative, nous ne chercherons pas a restreindre le
domaine de quantification. De méme, plutét que de considérer la
forme syntaxique des termes susceptibles d'étre quantifiés, nous

3A partir d'une matrice d'ordre 2 — flp!z, x) — toutes les fonctions d'ordre 2 engendrées par
généralisation sont soit de type 1 — ($)A¢!z, x), une fonction d'individu — soit de type 2 —
(x)f{$'z, x), une fonction de fonction d'individu. Les propositions d'ordre 2 sont obtenues a partir
des fonctions du méme ordre par généralisation de toutes les variables libres. La hiérarchie des
types perdure dans le cas des propositions. Puisque les propositions dérivent des fonctions, elles
respectent de maniére atavique cette hiérarchie mise en place dans le cadre des fonctions. Cepen-
dant, cela n'empéche pas que la distinction de type perde de sa pertinence dans le cadre proposi-
tionnel, ex: (X} 9!z, x) et (¢)(xY P!z, x).

Pour une présentation de la théorie voir: Vernant (1993), de Rouilhan (1996), Linsky (1999).
Pour un exposé plus technique: Hatcher (1982).
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privilégierons la signification de ces termes. De cette maniére, comme
nous le verrons, il est possible d'obtenir un domaine de quantification
homogene tout en préservant le caractére général de la formulation de
la loi du tiers exclu.

3. Vers une alternative catégorielle

Nous quittons désormais le cadre des Principia mais conservons une
conception de la logique comme langage universel. De plus, nous
considérons les expressions (1) et (2) comme des propositions. En fait,
cette alternative* requiert de les considérer comme telles — ce qui ne
me semble pas une requéte par trop singuliére.

Nous l'avons déja vu, 'évaluation de la proposition (2) impose
I'évaluation de la proposition (1). Si nous considérons cette derniére
du point de vue de ses significations possibles, elle est soit vraie, soit
fausse. En affirmant cela, nous supposons que nous nous trouvons
dans un cadre bivalent et que les propositions ne désignent pas des
états de choses. Dés lors, quelle que soit la valeur attribuée a la
proposition (1), I'évaluation de la proposition (2) donne le vrai.
Formellement, cela se présente comme suit:

o e

Ici, la forme syntaxique de la proposition (1) n'est pas pertinente.
Seule importe qu'elle soit de la catégorie des propositions et que les
significations liées a cette catégorie soit le vrai ou le faux.

Dans le cas de la proposition (1), la difficulté supplémentaire pour
1'évaluer provient de la présence d'une quantification. Nous pouvons
cependant étendre notre stratégie en adoptant une nouvelle lecture de

4 Cette alternative s'appuie en grande partie sur les travaux liés a l'interprétation de 1'Ontologie
de Lesniewski, produits par Simons (1985), Migville (1999) et Joray (1999, 2001, 2005¢).
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la quantification®. Dans cette perspective, la proposition se lit comme
suit:
Quelle que soit la signification qui peut étre associée & une expression

de la catégorie des propositions, si cette signification est attribuée a la
variable p, alors l'expression «p v —p» est vraie / fausse.

Ici, le domaine de quantification est celui des significations attachées
4 la catégorie de la variable. Autrement dit, selon cette lecture, lorsque
la quantification lie une variable, son domaine est l'ensemble des
significations susceptibles d'étre associées & un quelconque élément de
la catégorie a laquelle appartient cette variable.

On procéde de la maniére suivante. Tout d'abord, il s'agit de
déterminer la catégorie C a laquelle appartient la variable liée par le
quantificateur (dans notre exemple, p est de la catégorie S des
propositions). Le domaine de quantification lié a cette catégorie,
Dom(C), consiste en les valeurs associées a cette catégorie. Si, par
exemple, nous choisissons d'associer a la catégorie des propositions
comme significations les valeurs du vrai ou du faux, le domaine de

quantification s'exprimera:
Dom(S) ={V, F}

Il est ensuite possible d'évaluer la proposition suivant les différentes
combinaisons des valeurs possibles de S et suivant les clauses
d'évaluations associées aux constantes de I'expression. Plus simple-
ment, une fois spécifié le domaine de quantification, 1'évaluation de
(1) se présente sous la forme d'une table de vérité:

(4) Dom(S) ={V, F}

47

Rapidement, il apparait que l'évaluation donne toujours le vrai.
Formellement, la différence entre les expressions (3) et (4) -
respectivement les interprétations de (1) et (2) — réside dans la

5 Nous reprenons ici ce que Joray (2001: 220-230; 2005¢) nomme I’interprétation catégorielle
de la quantification.
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présence pour (4) de la description du domaine de quantification.
Notons que cette seule description marque la présence d'une
quantification.

Bien que la formulation de la loi du tiers exclu transgresse le pcv —
et demeure ainsi circulaire — par rapport a l'interprétation des
Principia, elle posséde une évaluation déterminée. Ainsi, nous admet-
tons qu'il y a des énoncés circulaires qui ont une signification
déterminée de sorte qu'ils peuvent étre intégrés dans notre langage.

4, Extensionnalité

La solution présentée repose sur une interprétation particuli¢re de la
quantification. Celle-ci posséde pour domaine I'ensemble des signifi-
cations associées a la catégorie de la variable de sorte que nous
obtenons une totalité homogene. Cette homogénéité du domaine de
quantification est, comme nous l'avons remarqué plus avant, l'un des
points requis pour éviter les vicious-circle fallacies.

En choisissant de concevoir le domaine de quantification comme
l'ensemble des significations associées a la catégorie de la variable,
implicitement, nous avons choisi une conception extensionnelle. Par
13, il faut entendre que nous avons pris le parti de concevoir la notion
de catégorie comme s'appliquant & un ensemble d'expressions indi-
viduelles. Ce choix a pour conséquence que des expressions telles que
pDq pAqg pVqou(pAg)Dmsontde catégories S, de méme que
les symboles de propositions atomiques p, g, m. Quant aux opérateurs,
D, A, v, ils sont de catégories S/SS (formateurs de proposition — de
catégorie S — & partir de deux arguments de catégorie S).

Si nous admettons ce cadre extensionnel, il est ensuite possible
d'associer a chaque catégorie une maniére de signifier. Cela se fait
selon le principe suivant:

Deux expressions peuvent avoir la méme signification ssi elles sont de
la méme catégorie.

Par exemple, & la catégorie S, nous pouvons choisir d'associer —
comme nous l'avons fait précédemment — l'ensemble de significations
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{V, F}. Nous dirons que la maniere de signifier d'une expression de la
catégorie S est de prendre pour signification une des valeurs V ou F.
Ainsi, une expression de la catégorie S peut &tre vraie ou fausse.
Suivant le principe adopté, cet ensemble est spécifique a cette caté-
gorie. L'ensemble spécifique de significations associé a la catégorie
S/SS§ est plus complexe. Il contient seize valeurs:

{(V7 V’ V’ V)I’ (V, V’ V’ F)27 (V’ V’ F? V)3""’ (F, F’ F’ V)ls, (F’ F’ F’ F)IG}

Ces valeurs correspondent aux seize signatures possibles pour un
opérateur binaire. Un foncteur de la catégorie S/SS prendra ainsi pour
signification l'une de ces seize valeurs.

Cette correspondance univoque entre une catégorie et l'ensemble
de significations qui lui est associé assure une homogénéité du
domaine de quantification. Il suffit de connaitre la catégorie de la
variable pour connaitre l'ensemble de significations qui est le domaine
de quantification. Cette homogénéité est assurée méme dans le cas
d'un domaine de quantification infini. Considérons le cas d'une
logique multivalente dans laquelle est associée a la catégorie de base §
un ensemble composé d'une infinité de valeurs.

Dom(S) = {v|, V3, V3seer Vols Vis Vasls +++ +

Une expression de catégorie S pourra prendre pour signification
une des valeurs v; appartenant a cet ensemble infini. Dans le cas d'une
expression de catégorie S/SS, on représentera I'ensemble d'attributions
possibles de la maniere suivante:

Dom(8/8S) = {¢ | ¢ : Dom(S) x Dom(S) — Dom($)}

I1 s'agit de l'ensemble des applications possibles @, telle que @ a pour
domaine Dom(S) x Dom(S) et pour codomaine Dom(S). A la catégorie
S/8S est ainsi associée de manigre univoque un ensemble d'attributions
de valeurs. Le domaine de quantification d'une expression d'une quel-
conque catégorie peut bien étre infini, il n'en demeure pas moins qu'il
est propre, ce qui nous assure de 'homogénéité du domaine.

Un point a préciser est celui de la substitution. Suivant notre
approche de la quantification, celle-ci porte sur les significations asso-
ciées a la catégorie de la variable présente dans le quantificateur. Pour
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que la substitution soit possible, la quantification doit porter sur les
mémes significations associés, ce qui entraine que p, de catégorie S,
ne peut &tre substitué que par une expression de catégorie S. Ce
faisant, le domaine de quantification est assuré de conserver son
homogénéité.

Les conditions d'extensionnalité et de substitution doivent pouvoir
nous assurer de toujours avoir des totalités homogenes, c'est-a-dire
légitimes. Ainsi, alors que la théorie des Principia fait peser des
conditions d'homogénéité par le biais des notions d'ordre et de type,
dans notre perspective celles-ci sont réglées par les notions de signi-
fications et de catégorie®.

5. Cercles et cercles vicieux

Il nous faut encore éclairer un point qui concerne la distinction entre
cercle et cercle vicieux. Nous avons vu que suivant notre solution, il
est possible d'admettre au sein du langage formel des énoncés qui
transgressent le pcv. Ainsi, bien qu'ils soient circulaires, ils ne
s'avérent pas étre vicieusement circulaires — au sens oll, les énoncés
qui transgressent le pcv sont vicieusement circulaires pour la théorie
des Principia.

La situation est similaire & celle de ’exemple de F. P. Ramsey:
«I'homme le plus grand du groupe» (1925: 41). Cette description est
circulaire et enfreint le pcv. Cependant, le cercle formé réside au
niveau de l'expression et ne concerne pas les individus du groupe. Il
s'agit d'une description possible d'un individu déja donné. Le cercle
serait vicieux, si cette description signifiait la création d'un nouvel
individu, ce qui raisonnablement n'est pas le cas ici.

Dans le cas de la formulation de la loi du tiers exclu, l'aspect
circulaire concerne l'expression de celle-ci. Par contre, la signification
de l'expression n'est pas affectée. Il n'y a pas création d'une nouvelle

o L'opposition doit &tre nuancée du fait que l'usage de la notion de catégorie donne lieu & une
hiérarchie des énoncés telle que celle issue de la théorie des types simple. La notion de catégorie
correspond en ce sens & celle de type. Sur les rapports entre catégories et types, cf. ici méme
I’article de N. Gessler.
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signification mais seulement la description circulaire d'une signifi-
cation déja déterminée.

Ce faisant deux niveaux sont au moins & distinguer. Le premier
concerne l'expression de cette loi comme, par exemple, 1'énoncé (1). 1l
s'agit de ce que nous appellerons le niveau syntaxique. Le deuxieéme
niveau est celui sémantique et concerne la signification de 1'énoncé
(1). Plus précisément, il concerne les différentes combinaisons de
valeurs qui sont la signature (sémantique) de l'expression et qui, dans
notre exemple, est le vrai pour les deux combinaisons possibles. Le
niveau sémantique ne doit pas étre confondu avec celui auquel
appartient, par exemple, 1'énoncé (4) qui est l'expression de la
signification’ de 1'énoncé (1).

Le caractére circulaire de la formulation du tiers exclu se situe
ainsi au niveau syntaxique. Cependant, le caractére vicieux est désa-
morcé du fait qu'il ne concerne pas le niveau sémantique oll notre
interprétation de la quantification situe le domaine de valeur des
variables. A ce niveau-ci, il n'y a pas de collusion entre l'ensemble des
significations d'une catégorie et une quelconque de ces significations.
En fait, au niveau sémantique le rapport entre les membres d'une
totalité et cette totalité respecte le pcv. Autrement dit, si le pcv ne
s'avére pas pertinent au niveau syntaxique, il le reste au niveau
sémantique, 12 ol se situe notre quantification et donc la ou se régle le
rapport entre une totalité et un quelconque de ses membres.

Conclusion

La solution présentée repose principalement, comme nous venons de
le voir, sur une interprétation particuliere de la quantification. Une
telle interprétation est présente dans les systemes de Lesniewski,
méme si elle ne leur est pas spécifique. Cette lecture catégorielle de la
quantification peut se faire dans un systéme classique pour autant qu'il
soit congu dans un cadre extensionnel. Le choix de l'extensionnalité
apparait &tre la clef de cette solution aux énoncés circulaires.

7 Nous parlerons d'une syntaxe de la sémantique.
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L'un des aspects de cette solution est qu'elle éclaire 1'intérét de la
distinction syntaxe / sémantique dans un paradigme logiciste. En
mettant en évidence, ces différents niveaux de langue au sein d'un
langage, nous avons vu qu'il est possible de s'en servir pour gérer le
cas d'énoncés circulaires en les intégrant au langage. Ce dernier peut
ainsi étre enrichi et sa portée affinée. Notons qu'il n'est pas question
de nier le caractére circulaire de ces énoncés. Au contraire de la
solution des Principia qui évacue toute circularité, notre interprétation
supporte sans difficulté les cercles en jouant de ces différents niveaux
de langues.
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Une construction de I’arithmétique
de Peano

Préambule

La liste ordonnée de définitions et de théses qui suit constitue une
construction de I’arithmétique de Peano sur la base de I’Ontologie de
S. Le$niewski, augmentée d’un axiome de l’infini. Bien que nous
ayons choisi de présenter les preuves dans le style aisé de la déduction
naturelle de Fitch, il est attendu du lecteur une connaissance élémen-
taire de la logique de Lesniewski!. La présentation commence par un
court récapitulatif des définitions et théses générales, connues de la
littérature et nécessaires a la construction. Viennent ensuite six
sections allant de la définition et ’examen de la relation d’équinumé-
ricité a la preuve des cinq propositions de Peano. Nous avons jugé
inutile de reprendre les définitions explicites des opérations arithmé-
tiques élémentaires puisque leur inscription, a la suite des propositions
de Peano, se serait présentée de maniére identique a celle que 1’on
trouve dans la thése de doctorat de J. T. Canty (1967: 129-147)2.

Afin de guider le lecteur indiquons que le cceur du développement
se situe dans la définition D2.2 de nombre cardinal. Celle-ci s’appuie
sur une version paramétrée (D2.1) de la relation d’équinuméricité
entre noms, dont dérive un analogue lesniewskien du céleébre Principe
de Hume (HP, T2.1). Figurant a titre de these, HP n’a pas ici I'impor-
tance qu’il a dans les travaux des néo-frégéens® et il convient de

I Onse reportera 2 la présentation détaillée de Midville (2001-04), ou alors a celle succincte de
I’Ontologie dans Joray (2001: chap. III).

2 On trouve en outre une présentation de la méthode d’explicitation des définitions récursives
d’opérations arithmétiques s appuyant sur I’exemple de I’addition dans Joray (2002: 15-17).

3 voir, dans la bibliographie, les références relatives a Boolos, Wright et Hale,

TRAVAUX DE LOGIQUE 16 (2005)
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remarquer qu’il ne constitue pas un principe d’abstraction au sens de
Frege car I’identité du membre gauche de la biconditionnelle n’est pas
une identité objectuelle comme chez Frege, mais une identité exten-
sionnelle entre prédicats s/n (au sens de la définition D0.]1). Cette
spécificité explique pourquoi la présence de HP ne suffit pas, comme
chez les néo-frégéens, 2 exclure les modeles finis. Les nombres
cardinaux ne sont pas ici des objets a compter comme éléments de
’univers et cela nous conduit & recourir a un axiome de 1’infini.

En adoptant une définition de nombres naturels comme cardinaux
inductifs (D5.4), ainsi qu’une définition de successeur (D5.2) ne
faisant pas appel a I’addition, nous avons simplifié de maniére signifi-
cative la preuve des propositions de Peano. De plus, la dépendance de
ces propositions vis-a-vis de 1’axiome de ’infini s’en trouve clarifiée.
Dans les Principia Mathematica, en effet, seule la proposition III (des
nombres ayant méme successeur sont identiques) tombe sous cette
dépendance. Nous avons montré (Joray 2002: 14-15) que la propo-
sition I (le successeur d’un nombre est un nombre) doit tomber aussi
sous la dépendance de I’axiome de I’infini si ’on veut éviter la
signification hautement artificielle qu’elle endosse chez Whitehead et
Russell: pour chaque nombre, il existe potentiellement un type dans
lequel un successeur de ce nombre peut étre trouvé.

Pour terminer, indiquons encore nos conventions typographiques:
définitions et théses sont respectivement notées par les lettres T et D
suivies d’un numéro indiquant leurs section et ordre d’inscription (par
exemple D3.9: section 3, 9° définition); les theses dont le numéro se
termine par un chiffre précédé d’un tiret sont des lemmes (par
exemple T/.12-2: deuxieéme lemme en vue de la preuve de 77.72). La
présence d’un astérisque (*¥*76.3) indique que la thése en question est
dépendante de I’axiome de I’infini. Enfin la mention «aux» associée a
une définition signifie que la définition en question est auxilliaire en
ce sens qu’elle n’est inscrite que dans le but de permettre ou de
simplifier la preuve de la thése, ou des théses qui suivent.

& Que, dans la perspective néo-frégéenne, la présence de HP suffise & exclure les modeles finis
constitue A notre sens un défaut dans la mesure ou son expression présente un caractére hybride:
A la fois définition implicite de nombre cardinal et axiome de I'infini.
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0. Ontologie générale

Axiome de ’Ontologie (Az,) :
lab][aeb = .|3c|[cea] A |dc)[dea A cea. D dec] A|d][dea D deb]]

T0.1: |a|[|3b][aeb D acal]
T0.2: |ab)[acb D aca]

T0.3 : |abc|[acb A bec. Dacc]
T0.4: [abc|[acb A bec. D beal

D0.1: |ab][{a C b} = |¢|[cea D ceb]] Dis [s/nn]

Inclusion entre noms

D0.2: |R|[Refl(R) = |a|[|3b][R{ab} V R{ba}] D R{aa}]]
Dfs[s/(s/nn)]

D0.3: |R|[Sym(R) = |ab][R{ab} D R{ba}]] Dfs[s/(s/nn)]

D0.4: |R}[Trans(R) = |abe|[R{ab} A R{bc}. D R{ac}]]
Dfs[s/(s/nn)]

T0.5: Trans(e)

D0.5: |R|[Equi(R) = .Refl(R) A Sym(R) A Trans(R)]
Dfs[s/(s/nn))

D0.6: |ab][{a~ b} =.|c|[cea= ceb]] Diss/nn]
Identité extensionnelle

T0.6 : Equi(=)

D0.7: |ab][{a =b} =.aeb A bea] Dis[s/nn]

Identité singuliére entre noms
T0.7 : Bqui(=)

D08 |a|[{a} = [3b][bea]] Dfsls/n]

Etre un nom qui dénote
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D0.9: |a|[Sin{a} = aca] Dfs[s/n]
Etre un nom singulier

T0.8: |ab][aeb D Sin{a}]

D0.10: |a|[Emp{a} =~ |3b][bea]] Dfs[s/n]
Etre un nom vide

T0.9: |ab][Emp{a} A Emp{b}. D a=b]

1 |ab| Emp{a} A Emp{b} hyp

2 cea hyp

3 [Fe][ee a] 2,3i

4 Emp{a} 1,Ae,reit

5 ~ |3c|[ceal 4,D0.10

6 ceb 4,5,~e

7 ceaDced 2-8,D1

8 cebDcea idem 2-6,Di

9 axb 7,8,=i, D0.6
Th. 1-9,Di4,] Ji

D011 : gy [lp ~ ] = lalle{a} = ¥{a}]]  Disls/(s/n)(s/m)]

Identité extensionnelle entre prédicats de catégorie s/n

D0.12: [¢][1[¢] = |3a][¢{a}]]  Dis[s/(s/n)]

EBtre une propriété non vide

DO0.13 : | R|[Obj(R) = |ab|[R{ab} D .Sin{a} A Sin{b}]]
Dfs[s/(s/nn)]

Etre une relation nominale objectuelle

T0.10 : Obj(=)
1|abla=1b hyp
2 aeb A bea 1,D0.7
3 aga 2,Ae,T0.2
4 beb 2,Ae,T0.2
5 Sin{a} A Sin{b} 3,4,D0.9,Ai
Th. 1-5,21,]]1,D0.13
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D0.14: |a|[aeA=.aca A ~ (aca)] Dinn]
Nom vide

T0.11: Emp{A}

1 |36 [be Al hyp
2 b |ben hyp.
3 beb A ~ (beb) 2,D0.14
4 ~ |3b][be A] 3,~ve
5| |~ |3b)[ben] 1,2-4, Je
Th. 1,1,5,~i,D0.10

T0.12: |a][~ (aeA}]

1|a|aeA hyp

2 aca 1,D0.14

3 ~ (aea) 1,D0.14

4|~ (aeA) 1,2,3,~i
Th. 1-4,|Ji

D0.15: |a][aeV = aea] Dinn]
Nom universel

D0.16 : |abej[ac{bUc} =t aca A .acbVaec] Din[n/nn]
Union nominale
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T70.13: |a)[a =~ {a UA}]

al|c cea

cec
ce A.V.cea
ce{AUa}
ce{AUa}
ce AN.V.cea

~ (ceA)

cea
cea=ce{AUa}
lej[cea=ce{AUa}]
a=x~{AUa}

W 0 N O Ov R W NN =

e
= o

Th.

D0.17: |abe|[ae{bNc} =.aca A aeb A aec]

Intersection nominale

D0.18: |abc|[ae{b—c} =.aca A acb A ~ (acc)]

Complément nominal

CONSTRUCTION DE L’ARITHMETIQUE DE PEANO

hyp
1,T0.2
1,vi
2,3,D0.16
hyp
5,D0.16
T0.12
6,7,Ve
1-4,5-8,=i
1-9,| )i
10,D0.6
1-11,} i

Din[n/nn]

Dfn[n/nn]
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1. Equinuméricité

D1.1: |R|[OneOne(R) = |abc|[R{ac} A R{bc}.V .R{ca} A R{cb}:
Daeb]| Dfis[s/(s/nn)

Etre une relation bi-univoque entre noms singuliers

T1.1: |R|[OneOne{R} > Obj(R)]

1 | R | OneOne(R) hyp

2 ab | R{ab} hyp

3 R{ab} A R{ab}.V .R{ba} A R{ba}:
Dacea 1,D1.1,a/a,b/a,c/b

4 aca 2,3,De

5 Sin{a} 4,D0.9

6 R{ba} A R{ba}.V .R{ab} A R{ab}:
Dbeb 1,D1.1,a/b,b/b,c/a
bebd 2,6,De
Sin{b} 7,D0.9
Sin{a} A Sin{b} 5,8,Al

10 lab][R{ab} O .Sin{a} A Sin{b}] 2,9, )i

Th. 1-10,04,] )i
T1.2 : OneOne(=)

1llabcla=c Ab=cV.c=a Ac=b hyp

2 a=cAb=c hyp

3 a=b 2, TO.7

4 c=a Ac=b hyp

5 [a=b 4, T07

6 a=b 1,2-3,4-5,Ve

7 aeb 6,D0.7

Th. 1-7,2i,| Ji,D1.1

D1.2: |Ra|[Dom(R){a} = |b][|3c][R{bc}] =bea]] Dis[(s/n)/(s/nn)]

FEtre le domaine d’une relation de catégorie s/nn
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D1.3: |Ra|[Cdom{a}(R) = |b][|3c|[R{cb}] = beal]
Dfs((s/n)/(s/nn)]

Etre le co-domaine d’une relation de catégorie s/nn

D1.4 : |ab][acob = |IR][OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}]] Dfs[s/nn]

Etre dans une relation d’équinuméricité pour des noms
D1.5(auz) : |abe)[=(a){bc} = .bea A b=c| Dis [(s/nn)/n]
T1.3 —1: |abe|[=(a){bec} D b=c] D1.5

T1.3 —2: |a|[OneOne(=(a))]

1 abl =(d){ac} A =(d){bc}. V.=({d){ca} A =(d){eb} hyp

2|led|la=cAb=cV.ec=aAc=b 1,T1.3-1
3 aeb 2,T1.2
Th. 1-3,D1.1

T1.3 —3: [a][Dom(=(a}){a}]

1 | a| b |[3c)[={a){bc}] hyp

2 ¢ [=(a){bc} hyp

3 bea Ab=c 2,D1.5

4 bea 3,MAe

5 bea 1,2-4,3e

6 bea hyp

7 beb 6,70.2

8 b=b 7,D0.7

9 bea A b=b 6,8,Ai

10 =(a){bb} 9,D1.5

11 | 3| [=(a){bc}] 10,3i,b/c

12 [ 3] [=(a){bc}] = bea 1-5,6-11,=i

13 [b)[3c)[=(a){bc}] = bea] 1-12,l]i
Th, 1-13,] Ji,D1.2
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T1.3 — 4 : [a|[Cdom(=(a)){a}]

© 00 N O Ot R W N

R e o e T
W N = O

a

Th.

T1.3: |a][acoa]

1
2
3
4

D1.6 : | Rab|[Rec(R){ab} = R{ba})] Dfs[(s/nn)/(s/nn)]

a

Th.

OneOne(=({a))
Dom(=(a)){a}
Cdom(=(a)){a}

b | Beli={aM{cth]

¢ [=t{ct}
cea ANc=b
bee
bea

bea
bea
beb
b=b
bea Ab=1b
=(a){bb}
[3e][=(a){bc}]

[Ze)[=(a){bc}] = bea
[6J[3c)[=(a)}{bc}] = bea]

hyp

hyp

2,D0.7
3,D0.7
3,4,T0.3
1,2-5,3e
hyp

T0.2
7,D0.7
7,9,A
10,D1.5
11,3i b/c
1-6,7-12,=i
1-13,| }i
1-14,]}i,D1.2

T1.3-2
T1.3-3
T1.3-4

|3R][OneOne(R) A Dom(R){a} A

CDom(R){b}1]

acoa

1,2,3,Ai,3i =( a)/R

4,D1.4
1'57|.J1
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T1.4—1:|R|[OneOne(R) D OneOne(Rec(R))]

1 | R| |abc|[OneOne(R)] hyp
2 labe][R{ac} A R{bc}.V .R{ca} A R{cb}:Dacb] 1,DIL1
3 Rec(R){ac} A Rec(R){bc}.V,
Rec(R){ca} N Rec{R){cb} hyp
4 Rec(R){ac} A Rec{R){h:} hyp
5 R{ca} N R{cb} 4,D1.6
6 R{ac} A R{bc}.V .R{ca} A R{cb} 5,Vi
7 ach 2,6,De
8 Rec{R){ca} A Rec{R){cb} hyp
9 Rec{ac} A R{bc} 8,D1.6
10 R{ac} A R{bc}.V .R{ca} A R{cb} 9,vi
11 aeb 2,10,De
12 aeb 2,4-7,8-11,Ve
13 labe][Rec{R){ac} A Rec(R){bc}.V .
Rec(R){ca} A Rec{R){cb}:D acb] 3-12,Di,[ i
15 OneOne(Rec(R)) 13,D1.1
Th. 1-14,24,| Ji




CONSTRUCTION DE L'ARITHMETIQUE DE PEANO

T1.4—2: |Ra|[Dom(R){a} D Cdom(Rec(R)){a}]

W 00 N & Ut EBx W N =

e L o ol =
= O Ut R W N = O

lta

Th.

Dom(R){a}

la][13e|[R{be}] = bea]

b

L&) [[3c][Rec{R){cb}] = bea]
Cdom(Rec{R)){a}

[3c][Rec(R){cb}|

¢ | Rec{R){cb}
R{bc}
[3e][R{be}]
[3c)[R{be}
bea

bea

(e [R{be}]

¢ | R{bc}
Rec(R){cb}
|3c|[Rec{R)

[3e [Rec(R){cb}

{eb}]

|Zc][Rec(R){cb}] = bea

hyp

1,D1.2

hyp

hyp

4,D1.6

5,3
3,4-6,3e
2,7,=e

hyp

2,9,=e

hyp
11,D1.6
12,3
10,11-13,3e
3-8,9-14,=i
3-15,] i
16,D1.3
1-17,24, )i

T1.4 — 3 : |Ra|[Cdom(R){a} D Dom(Rec(R})){a}]

idem T1.4-2
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|3R|[OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}]
OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}

CONSTRUCTION DE L’ARITHMETIQUE DE PEANO

OneOne(Rec(R)) A Cdom(Rec(R){a}

|3R|[OneOne(R) A Dom(R){b}

84
T1.4: Sym(oo)
1 |ab|acob
2
3 R
4 OneOne(Rec(R)})
5 Cdom(Rec(R)){a}
6 Dom(Rec(R){b}
7
A Dom(Rec(R){b}
8
A Cdom(R){a}]
9 booa
10 booa
11 | labj[accb D booa]
Th.

D1.7: | RSab)[Com(RS){ab} = |3c|[R{ac} A S{cb}]]

Defs|(s/nn)/(s/nn)(s/nn)]

hyp

1,D1.4

hyp
3,Ae,T1.4-1
3,Ae,T1.4-2
3,Ae,T1.4-3

4,5,6,Ai

7,3i,Rec(R)/R
8,D1.4
2,3-9,3¢
1-10,24, Ji
10,D0.3
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T1.5—1:|RS|[OneOne(R) A OneOne(S). D OneOne(Com(RS))]

1 |RS| OneOne(f) A OneOne(S) hyp
2 abe| Com(RS){ac} A Com(RS){bc}.V .
Com(RS){ca} A Com(RS){cb} hyp
3 Com(RS){ac} A Com(RS){bc} hyp
4 |3d][R{ad} A S{dc}] 3,Ae, D1.7
5 |3e|[R{be} A S{ec}] 3,Ae, D1.7
6 de | R{ad} A S{dc} A R{be} A S{ec} hyp
7 S{dc} N S{ec} 6,A2
8 OneOne(S) 1,Ae,reit
9 dee 7,8,D1.1
10 eed 7,8,D1.1
11 e=d 9,10,D0.7
12 R{ad} A R{be} 6,Ae
13 OneOne(R) 1,Ae,reit
14 aeb 11,12,13,D1.1
15 aegb 4,5,6-15,3e
16 Com(RS){ca} A Com(RS){cb} hyp
17 aeb idem 3-16
18 aeb 2,3-16,15-16,Ve
19 labe| [Com(RS){ac} A Com{RS){bc}. V.
Com(RS){ca} A Com{(RS){cb} :D aeb] 2-18,Di,[Ji
20 OneOne(Com(RS)) 19,D1.1
Th. 1-19,2i, i
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T1.5 —2: |[RS|[Cdom(R) = Dom(S) > Dom(Com(RS)) =~ Dom(R)]

T1.5—3: |RS|[Cdom(R) =~ Dom(S) D Cdom(Com(RS)) ~ Cdom(S)]
Idem T'1.5-2

T1—-5:Trans(co)

© 00 ~I O Ut W N

T e e e o
N O A W NN = O

18

19
20
21

abe

aocob A booc

|3R|[OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}]

|35 [OneOne(S) A Dom(S){b} A Cdom(S){c}]
RS| OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}
OneOne(8) A Dom(S){b} A Cdom(S){c}
OneOne(R) A OneOne(S)
OneOne(Com(RS))

Cdom(R){b}

Dom(S){b}

Cdom(R) = Dom(S)

Dom(Com(RS)) = Dom/(R)

Dom(R){a}

Dom(Com(RS)){a}

Dom(Com{RS)) ~ Cdom(S)

Cdom(S){c}

Cdom(Com{RS)){c}

OneOne(Com(RS)) A Dom(Com(RS)){a}
A Cdom(Com(RS)){c}

|3R)[OneOne(R) A Dom(R){a}

A Cdomn(R){c}]

acoc

acoc

Labe][acob A booc. D acoc|

Th.

hyp
1,Ae,D1.4
1,Ae,D1.4
hyp

hyp
4,5,/e,Ai
6,T1.5-1
4,ne

5,Ae
8,9,D01.2,D1.3,D0.11
10,T1.5-2
4,Ne
11,12,D011
10,T1.5-3
5,Ae
14,15,D0.11

7,13,16,Ai

17,3i,Com( RS)/R
18,D1.4
2/3,4-19,3e
1-20,54,| Ji
21,D0.4
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T1.6: |ab|[a =~ b D accb]

1|abla=~bd hyp

2 acoa T1.3

3 acob 1,2,Ext
Th. 1-3,Di,] Ji

T1.7: lab][Emp{a} A Emp{b}. O acob]

1|ab | Emp{a} A Emp{b} hyp

2 amb 1,T0.9

3 aocob 2, T1.6
Th. 1-3,2i, | |i
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T1.8: |ab][accb D . {a} ={b}]

1 |ab|aoccd hyp
2 {a} hyp
3 |3e][ceal 2,D00.8
4 c|cea hyp
5 acob 1,reit
6 |2R|[OneOne(R) A Dom(R){a}

A Cdom(R){b}] 5,D1.4
7 R | Dom(R){a} hyp
8 Cdom(H){a} hyp

cea 4,reit
10 |3d) [R{cd}] 7,9,D1.2
11 deb 8,10,D1.3
12 (3d|[deb] 11,3
13 1{b} 12,D0.8
14 1{b} 6,7-13,3e
15 I{b} 3,4-14,3e
16 {a} DI{b} 2-15,Di
17 {6} D> {a} idem 2-15
18 I{a} =!{b} 16,17,=i
Th. 118,54, Ji
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T1.9: |ab|[Emp{a} A accb. D Emp{b}]

1 [ab| Emp{a} A acob
2 |3d [deb]
3 d|deb
4 aocob
5 [3R|[OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}]
6 R | OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}
if deb
8 Cdom(R){b}
9 [Zc] [R{cd} = deb]
10 [3¢) [R{cd}]
11 c | R{ed}
12 |Je|[R{ce}
13 Dom(R){a}
14 |Ze|[R{ce} = cea]
15 cea
16 |3e][ceal
17 Emp{a}
18 ~ |3e]feceal
19 ~ (acob)
20 ~ (aocob)
21 ~ (accb)
22 ~ |3d][deb]
23 ~ |3d[deb]
24 |3d] [deb]
25 ~ |3d][deb]
26 Emp{b}
Th.

D1.8(auz.) : | Rabed] [x[Rab){cd} = .~ (cea) A ~ (deb) A
(R{cd} V (R{cb} A R{ad}))]

89

hyp

hyp

hyp
1,Ae,reit
4,D1.4
hyp

3,reit

6,/\e
8,D1.3,| Je
7,9,=e

hyp
11,3di,d/e
6,Ae,reit
13,D1.2,| Je
12,14,=e
15,31
1,Ae,reit
17,D0.10
16,18,~e
10,11-19,3e
5,6-20,3e
4,21,~e
2,3-22,3e
2,rep
2,23,24,~i
25,00.10
1-26,D1,| Ji
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T1.10 — 1 : | Rbd|[OneOne(R) D OneOne(x[Rbd]]

1 | R | OneOne(R) hyp
2 w2 *[Rbd]{z2} A *[Rbd]{yz}. V. [Rbd]{zz}

A * [Rbd]{zy} hyp
3 *[Rbd]{z2} A x[Rbd]{yz} hyp
4 ~ (zeb) N ~ (zed) 3,D1.8
5 ~(yeb) A ~ (zed) 3,D1.8
6 R{zz} vV .R{zd} A R{bz} 3,D1.8
7 R{yz} v .R{yd} A R{bz} 3,D1.8
8 R{zz} A R{yz} hyp
9 TEY 1,8,D1.1
10 R{zz} A R{yd} A R{bz} hyp
11 zeb 1,10,D1.1
12 ~ (zeb) 4,Ae,reit
13 TEY 11,12,~e
14 R{yz} A R{xd} N R{bz} hyp
15 yeb 1,14,D1.1
16 ~ {yeb) 5,Ae,reit
17 TEY 15,16,~e
18 R{yd} A R{bz} A R{zd} A R{bz} hyp
19 TEY 1,18,D1.1
20 TEY 6,7,8-19,Ve
21 *[Rbd] {2z} A *[Abd]{zy} hyp
22 ~(zeb) A ~ (zed) 21,D1.8
23 ~ (zeb) N ~ (yed) 21,D1.8
24 R{zz} v .R{2d} A R{bz} 21,D1.8
25 R{zy} v .R{zd} A R{by} 21,D1.8
26 R{zz} A R{zy} hyp
27 TeY 1,26,D1.1
28 R{zz} A R{zd} A R{by} hyp
29 zed 1,28,D1.1
30 ~(zed) 22,Ae
31 TEY 29,30,~e
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32 R{zy} A R{zd} A R{bzx} hyp

33 yed 1,32,D1.1

34 ~(yed) 23,/e

35 TEeYy 33,34,Ae

36 R{zd} A R{bz} A R{zd} A R{ly} hyp

37 TEY 1,36,D1.1

38 TEY 24,25,26-37,Ve

39 TEY 2,3-38,ve

40 OneOne(x[Rbd]) 2-39,0i,D1.1
Th. 1-40,Di,| Ji
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T1.10 — 2 : | Rabed|[OneOne(R) A Dom(R){aUb} A Cdom(R){cUd} A
beb A ded A ~ (bea) A ~ (dec). D Dom(x[Rbd]{a}]

1 |[Rall OneOne(R) hyp

2 |cd| Dom(R){a U b} hyp

3 Cdom(R){c U d} hyp

4 beb A ~ (bea) hyp

5 ded A ~ (dec) hyp

6 z | [3y) [*[Rbd[{=y}] hyp

7 y | *[Rbd]{zy} hyp

8 ~ (zeb) A ~(yed) 7,D1.8,Ae
9 R{zy}V .R{zd} A R{by} 7,D1.8,Ae
10 R{zy} hyp

11 ze{a U b} 2,10,D1.2
12 ~ (zeb) 8,Ae,reit
13 Tea 11,12,Ue
14 R{zd} A R{by} hyp

15 ze{aUb} 2,14,D1.2
16 ~ (zeb) 8,Ae,reit
17 TEQ 15,16,Ue
18 zrEQ 9,10-13,14-17,Ve
19 TEQ 6,7-18,3e
20 |3y ] [*[Rbd]{zy} D zea] 6-19,D1
21 Tea hyp

22 ~ (zeb) 4,21

23 ze{aUb} 21,Ue

24 [Fy] [R{zy}] 2,23,D1.2
25 y | R{zy} hyp

26 R{zy} V.R{zd} A R{by} 25,Vi

27 R{bd}V ~ R{bd} tiers exclu
28 R{bd} hyp

29 ~ (zeb) 22 reit

30 ~ R{zd} 1,28,29
31 R{zy} 25,reit

32 ~ (yed) 5,30,31
33 ~ (zeb) A ~(yed) A R{zy} V (R{zd} A R{by}) 26,29,32,Ai
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34 [Fyj[~(zeb) A ~(yed) A
(R{zy} v (R{zd} A R{by}))] 33,3
35 ~ R{bd} hyp
36 ~ R{zd} Vv R{zd} tiers exclu
37 ~ R{zd} hyp
a8 ~ (yed) 1,5,25,37
39 ~(zeb) A ~(yed) A
(R{zy} v (R{zd} A R{by})) 22,26,38,Ai
40 [Fyl[~ (xeb) A ~(yed) A
(R{zy} v (R{zd} A R{by}))] 39,3
41 R{zd} hyp
42 |3z} [R{bz}] 2,4
43 z | R{bz} hyp
44 ~ R{bd} 35,reit
45 ~ (zed) 1,5,43,44
46 R{zd} A R{bz} 41,43,Ai
47 R{zz} V (R{zd} A R{bz}) 46,Vi
48 ~(zeb)A ~ (zed)A
(R{zz} vV (R{zd} A R{bz})) 22,45,47,Ai
49 Byj[~(zeb)A ~(yed)A
(R{zz} v (R{zd} A R{bz}))] 48,3i
50 [By)[~(zeb)A ~(yed) A
(R{zz} v (R{zd} A R{bz}))] 42,43-49,3e
51 [By[~ (zeb) A ~(yed) A
(R{zz} vV (R{zd} A R{bz}))] 36,37-40,41-50,Ve
52 [By)[~(xeb) A ~(yed) A
(R{zz} v (R{zd} A R{bz}))] 27,28-34,35-51,Ve
53 [Fyf[~ (zeb) A ~ (yed) A
(R{zz} V (R{zd} A R{bz}))] 24,25-52,3e
54 |3y [R[bd]){zy}] 53,D1.8
55 zea D |3y|[*[Rbd]{zy}] 25-54,Di
56 |3y [*[Rbd]){zy} = zea] 20,55,=i
57 Lz]) [ 3y] [*[Rbd]{zy}] = zea] 6-56, i
58 Dom(x[Rbd]){a} 57,D1.2
Th. 1-58.0i,| )i




94 CONSTRUCTION DE L’ARITHMETIQUE DE PEANO

T1.10 — 3 : | Rabed|[OneOne(R) A Dom{R){aUb} A CDom(R){cUd} A
beb A ded A ~ (bea) A ~ (dec). D Cdom(x[Rbd]{c}]

Idem T1.10-2

T1.10 : |abed|[{a Ub}oo{cUd} A beb A ded A ~ (bea) A

~ (dec). D acoc]

1 |ab| {aUb}loo{cUd}

2 |cd|beb A ded A ~ (bea) A ~ (dec)

3 |ZR)[OneOne(R) A Dom(R){aU b}

A Cdom(R){cU d}]

4 R | OneOne(R)

5 Dom(R){a U b}

6 Cdom(R){cU d}

7 OneOne(x[Rbd])

8 Dom(x[Rbd]{a})

9 Cdom(*[Rbd]{c})

10 OneOne(x[Rbd]) A Dom(*[Rbd]{a})
A Cdom(x[Rbd]{c})

11 |2R|[OneOne(R) A Dom(R){a}
A Cdom(R){c}]

12 aococ

13 acoc

Th.

hyp
hyp

1,D1.4

hyp

hyp

hyp

4,T1.10-1
2,4,5,6,T1.10-2
2,4,5,6,T1.10-3

7,8,9,Ai

10,3i,%[Rbd]/R.
11,D1.1
3,4-12,3e
1-13,2i,| i

D1.9(auz.) : | Rabed|[+[Rbd]){ac} = . ~ Dom(R){b} A ~ Cdom(R){d} A

(R{ac}V(b=a A d=1))]

T1.11 — 1: | Rbd|[OneOne(R) D OneOne(x[Rbd)]

T1.11 — 2 : | Rabed | [OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){c} A bebA
ded A ~ (bea) A ~ (dec). D Dom([Rbd]){a U b}

T1.11 — 3 : | Rabed|[OneOne(R) A Dom(R){a} A Dom(R){b} A bebA
ded A ~ (bea) A ~ (dec). D Cdom(*[Rbd]{cU d}]

Nous omettons les démonstrations de ces théses qui se font selon le méme procédé

que celui des théses T1-10(1-3).
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T1.11: |abed|[acoc A beb A ~ (bea) A ded A ~ (dec). D

N

12

13
14

D1.10(auz.) : |abed|[= [abl{cd} = .a =cAb=d]

ab
be

{aUb}oo{cUd}]

acoc
bebA ~ (bea)
ded A ~ (dec)

A Cdom(R){c}]
R | OneOne(R)
Dom(R){a}
Cdom(R){c}
OneOne(x[Rbd])
Dom(*[Rbd]{a U b}
Cdom(*[Rbd]{c U d}

A Cdom(*[Rbd]{cU d}

A Cdom(S){cU d}]
{aUb}oo{cuUd}

{aUb}oo{cUd}

Th.

|2R|[OneOne(R) A Dom(R){a}

OneOne(x[Rbd]) A Dom(x[Rbd]{a U b}

[38)[OneOne(S) A Dom(S){aU b}

hyp
hyp
hyp

1,D1.4

hyp

hyp

hyp

5,T1.11-1
2,3,5,6,7,T1.11-2
2,3,5,6,7,T1.11-3

8,9,10,Ai

11,3i,#[Rbd]/S
11,D1.1
4,5-13,3e
1-14,D4,[ Ji
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T1.12 — 1 : |ab][OneOne(= [ad])]

1 fabe = [#y}{ac} A = [sg]{be}. V . = [oyl{ca} A = [sy}{cb} hyp
2 = [zy]{ac} hyp
3 = [wy]{bc} hyp
4 T=aAy=c 2,D1.10
5 r=bAy=c 3,D1.10
6 aeb 4,5,Ae,D0.7
7 = [zy}{ca} hyp
8 = [zy]{cb} hyp
9 T=cAy=a 7,D1.10
10 z=cAy=b 8,D1.10
11 aeb 9,10,Ae,D0.7
12 ach 1,2-6,7-11,Ve
13 Labe| [= [zyl{ac} A = [zy]{bc}. V. = [zy]{ca} A
= [zy]{cb} :D aeb] 1-12,D4,|Ji
Th. 13,D1.1
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T1.12 — 2 |ab][Sin{a} A Sin{b}. D Dom(= [ab)]){a}]

O 0 NN O O b W N

e e e e e o
~N Ot A WD = O

ab| Sin{a}
Sin{b}
bebd
beb
b=1b
[Iylla=zAb=1y]
[3y][= [ab{zy}]
|Fy|[= [ab){zy}] = zca
=] [|3y][= [ab{zy}] = zea]
Dom(= [ab]){a}
Th.

hyp

hyp

1,D0.9
2,D0.9

hyp

5,D01.10
6,D0.7

hyp

3,reit
8,9,T0.4,D0.7
4 reit
11,D0.7
10,12,3i,b/y
13,D1.10
5-7,8-14,=i
5-15,1 i
16,D1.2
1-17,24, Ji

T1.12 — 3 : |ab][Sin{a} A Sin{b}. D Cdom(= [ab]){b}]
La démonstration est similaire ¢ celle de T.1.12-2

T1.12|ab|[Sin{a} A Sin{b}. D acob]

O Uv s W N

o

ab | Sin{a} A Sin{b}
OneOne(= [ab])
Dom(= (at}){a}

Cdom(= [ab}{b}

acob

Th.

LR|[OneOne(R) A Dom(R){a} A Cdom(R){b}}

hyp

T1.12-1
1,T1.12-2,De
1,T1.12-3,2e

3,4,5 Ai,3i,=[ab]/R
5,D1.4

1-6,Di,| Ji
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2. Cardinalité
D2.1: |ab][oo{a){b} = accb] Dfs[(s/n)/n]

T2.1: |ab][oo{a) & co{b) = acob]

Cette these correspond au Principe de Hume, ce qui montre que oo{a) exprime le
nombre cardinal de a. Pour «étre un nombre cardinal» , on pose :

D2.2: |p|[Cnlp] = [3a][oo(a) = ¢]]  Disfs/(s/n)]

T2.2 [a) oola){a}]
1| a|acca T1.3
2 oo(a){a} 1,D2.1
Th. 1,2,])i
T2.3: |ab][oo{a){b} D oo(b){a}]

1 |ab| cof{a){b} hyp

2 acob 1,D2.1
3 booa 2,T1.4
4 oo(b){a} 2,D2.1

Th. 1-4,| i

T2.4: |abe)[oo(a){b} A oo(b){c}. D co(a){c}]

1 |abe| co(a){b} A cofb){c} hyp

2 aocob 1,D2.1

3 booc 1,D2.1

4 aococ 2,3, T1.5

5 oo{a){c} 4,D21
Th. 1-5,0i,{ Ji

D2.3: |pI[Nl¢] = |ab] [{a} A acob. D {b}]]

Ftre une propriété numérique de noms

D2.4: |¢)[Ql] = labl[e{a} Ap{b}. > acob]]

Etre une propriété quantitative de noms

Dfsfs/(s/n)]

Disfs/(s/n)]
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T2.5 - 1: [¢|[Cnle] D le] A N[e] A QL]

W o N O ot R W N

PO T N T =T N T o S O e o T e e e B e sl
U R W R R, O W 0N Tt WwW Ny = O

@

Th.

Cnlg|

[3a][oo{a) ~ ¢

a

cofa) = ¢

oo(a){a}
¢{a}
ee]

be [ p{b} Ap{c}
oco{a){b} A co(a){c}

aocob
aococ

booa

booc

Lbe [p{b} A p{c}. D booc]

Qle]

be | p{b} A booe

booc
oo(a}{b}
aocob
oo{a){c}
e{c}

Lbe] [p{b} A accb. O p{c}

Niel

] A N{p] A Q[e]

hyp
1,D2.2
hyp

TL.3
4,D2.1
3,5,D0.11
6,D0.12
hyp
3,8,D0.11
9,D2.1
9,D2.1
10,T1.4
11,12,T1.5
8-13,Di,] )i
14,D2.4
hyp

16,Ae
3,16,D0.11
18,D2.1
17,19,T1.5
20,D2.1
3,21,D00.11
16-22,Di,1 )i
23,D02.3

7,15,24,A1,2,3-24,3¢

1-25,0i,| i
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T2.5 - 2: @) [!¢] A Nlgl A Qlel. O Nnfe]]

1 | ¢ | Nl
2 Qle]
s | |iel
4 [Fa][w{a}]
5 a | p{a}
6 d | cola){d}
7 e{a}
8 aocod
9 p{a} A acod. D p{d}
10 w{d}
11 d | p{d}
12 ¢{a}
13 p{a} A p{d}. D acod
14 acod
15 oo{a){d}
16 ld][oo{a){d} = ¥{d}]
17 oo{a) = ¢
18 [Fa][oo(a) = ¢]
19 [Ja|[oo{a) = ]
20 Cnlp]
Th.

T2.5: o] [Cnlg] = le] AN[p] A Qlel]

T2.6: [pa][oo(a) ~ ¢ = .p{a} A N[¢] A Qle]]

T2.7 : |a][Cnloo(a)]]

T1.3

2 oo{a) = oco{a) T2.1

3 [36])[oo(b) = co(a)] 2,3
Th. 3,D2.2

1|a|axa

hyp

hyp

hyp
3,00.12
hyp

hyp

5,reit
6,D2.1
1,D2.3
7,8,9,De
hyp

5,reit
2,D2.4
11,12,13,De
14,D2.1
6-10,11-15,=1,| [i
16,D0.11
17,3
4,5-18,3¢
19,D2.2
1-19,D4,| Ji

T2.5-1,T2.5-2,=i

D2.2,T2.5
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T72.8: |a][![eo(a)]] T2.5,T2.7
T2.9: |a|[N[oola)]] T2.5,T2.7
T2.10: |a|[Q[cola)]  T2.5,T2.7

T2.11: |a|[13¢}[Cnle] A p{a}]

a | co(a){a} T2.2
Cnloo(a)] T2.7
Cnloo(a)) A oo(a){a} 1,2,Ai
[3el[Cnle] A p{a}] 3,3, cola)/v

Th. 1-4,]]i

=W N

T2.12: |ap][p{a} Ag{a} A Cnp] ACnl[y]. D @ ~ ]
Unicité de la cardinalité d’un nom

1 | a|¢{a} A¢{a} ACnlp] ACnly] hyp
Py
2 b | o/d{b} hyp
3 ¢/¥{a} LAe
4 Cnle/v) 1,Ae
5 Qle/4] LAe
6 - 2,3,5,D2.4
7 ¥/p{a} 1,A2
8 Cnly/¢) 1,Ae
9 N[w/l T2.7
10 ¥/ (b} 6,7,9,02.3
11 w/¥{b} D P/p{b} 2-10,2i
12 | p{b} = 9{b} 11,=i
13| | (bITe{o} = b} 212,
14 oY 13,D0.11
Th. 1-14,04,| i
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3. Inductivité et finitude

giﬁ;%ﬂhww}slprM}AwdweaA¢&ﬂ-Dw&ubH-D¢WH1
Inductivité : finitude au sens de Frege

D3.2: |¢)[Tndly] = |all¢{a} > Ind{a}]] Disls/(s/n)]
Etre une propriété de noms inductifs

T3.1: Ind{A}
Le nom vide est inductif

1| ¢ | ¢{A} A Lbe][bea A p{c}]. D pfcU b} hyp

2 ‘ p{A} 1,Ae

3 | @{A} A Lbc)[bea A p{c}. D p{cUb}]. D p{A} 1-2,Di

Th. 1-3,D3.1

T73.2 :1[Ind)

1| | Ind{A} T3.1

2 [3a][Ind{a}] 1,3i,A/a

Tihm 2,00.12
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T3.3: |a|[Sin{a} D Ind{a}]

Les noms singuliers sont inductifs

1 | a|Sin{a} hyp
2 | [ [plA} A Lbelfbea A ple}]. D pfcUb) hyp
3 {A} 2,Ae
4 acea 1,D0.9
5 agaAp{A}. Dp{AUa} 2,Ae,|Je,b/a,c/A
] p{AUa} 3,4,5,0e
7 am {AUa} T0.13
8 p{a} 6,7,Ext.
9 Lp Te{A} A Lbe][bea A p{c}
D p{cUb}]. D ¢{a}] 2-8,01,| Ji
10 Ind{a} 9,D3.1
Th. 1-10,Di,] Ji

D3.3(auz) : |abp][U(pa) {b} = p{aUb}] Dis[(s/n)/((s/n)n)]
T3.4—1: |ap][e{a} D Ulpa){A}]

1 |ap| pla} hyp

2 a~{aUA} T0.13

3 p{aUA} 1,2,Ext

4 Wpa){A} 3,D3.3
Th. 14,54, )i
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T3.4: |ab|[Ind{a} A Ind{b}. D Ind{a U b}]
L'union des noms inductifs est un nom inductif

1 |ab|Ind{a} hyp
2 Ind{b} hyp
3 v | p{r} hyp
4 led][ce {au b} A p{d}. D @{dUc}] hyp
) cd|cea A p{d} hyp
6 cee 5,T0.2
7 ceaVceeb 5,Vi
8 ce{aUb} 6,7,00.16
9 e{dUc} 4,5,8,0e
10 led][cea A {d}. D p{dUc}] 5-9,0i,]i
11 p{a} 1,D3.1,3,10,De
12 U{pa){n} 11,T3.4-1
13 cd | ceb hyp
14 U(pa){d} hyp
15 cec 13,T0.2
16 ceaVeceeb 13,vi
17 ce{aUb} 15,16,D0.16
18 p{aud} 14,D3.3
19 ce{aUblAp{aud}. D p{aUdUc} 4, Je,c/d,d/ald
20 p{aUudUc} 17,18,19,De
21 U(pa){dU c} 20,D3.3
22 led][ee b A U{pa){d}. D U{pa){dU c}] 13-21,D4,| Ji
23 U{pa){A} A led][ceb A U{pa}{d}. D U(pa){dUc}]. 2,D3.1,...
D U{pa){b} Llep/U(pa)
24 U(pa){b} 12,22,23,De
25 @{aULb} 24,D3.3
26 Le)[e{A} A lcdl[ce {aUb} Ap{d}. D p{dUc}]. D
p{a U b}] 3-26,Di
21| | Ind{aub} 26,D3.1
Th, 1-27,24, | Ji
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D3.4(auz) : |a|[Indc{a} = |b][b C a D Ind{b}]] Dfs[s/n]

T3.5—1:Indc{A}

© 00 N O ot s W N

e
N = O

blbCA
Llel[eeb D ceA)

ceN
~ (cec)
ceb
le][ee A D ceb]
le][eeb=ceA]
b A
Ind{A}
Ind{b}
[b][6 C A D Ind{b}]

Th.

hyp
1,D0.1
hyp
3,D0.14
3,D0.14
4,5,~¢e
3-6,0i, i
2,7,=i
8,D0.6
T3.1
9,10,Ext
1-11,D4,| Ji
12,D3.4

T3.5—2: |bed|[bC {dUc}Aceb. D {b—c} Cd]

© 00 N O Ut~ W N =

—
o

bed| b C {dUc}
ceb
e|ee{b—e}

~ (eec)

eeb
ec{dUc}
eedVeec

eed

{b—c}Cd
Th.

le][ee{b—c} D eed]

hyp

hyp

hyp
3,D0.18
3,D0.18
1,5,D00.1
6,D0.16
4,7,Ve
3-8,Di,|Ji
9,D0.1
1-10,24,| i
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T35 —3: |bed|[bC {dUc}A cec A ~ (ceb). DbCd]

W 0 =N O O W N

T L e e = =
S U WY = O

bed| b C {dUc}
cece

~ (ceb)
e|eeb
ee{dUc}

eedVeec

eec

cee
cee
eebd
cebd
~ (ceb)

~ (eec)

eed

bCd

Th.

hyp

hyp

hyp

hyp
1,4,D0.1
5,D0.16
hyp
2,reit
7,8,T0.4
4,reit
9,10,70.3
3,reit
7,11,12,~i
6,13,ve

le][eeb D eed] 4-14,Di,]i

15,D0.1
1-16,2i, | i
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T3.5—4: |be|[ceb. D {{b—c}Uc} ~b]

[V RN v BRI v BV I =

[ R S S S S S e T i e =
= O W 0 N O Ok WD~ O

be

Th.

ceb

a

ae{{b—c}Uc}

ac{{b—c}Vacc
ae{b—c}
aeb

acc

ceb

aeb

ach

ach

aceV ~ (acc)

ace.
ae{{b—c}Uc}
~ (agc)

aeb

ae{b—c}
ae{{b—c}uUc}

ae{{b—c}Uc}

ace{{b—c}Uc} =acb

le|lae {{b —c}Uc} =acb]
{{p-c}Uc}=b

hyp

hyp
2,D0.16
hyp
4,D00.18
hyp

1,reit
6,7,T0.3
3,4-5,6-8,Ve
hyp

tiers exclu
hyp

12,Ui

hyp

10,reit
14,15,D0.18
16,Ui
11,12-13,14-17,Ve
2-9,10-18,=i
2-19,|]i
20,D0.16
1-21,D4i,| Ji
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T3.5: |ab|[Ind{a} Ab C a. D Ind{b}]

CONSTRUCTION DE I’ARITHMETIQUE DE PEANO

Tout nom inclus dans un nom inductif est un nom inductif

1
2

w

ab

Th.

Ind{a}
bCa

Indc{A} A |cd][cea A Indc{d}. D Indc{dUc}]. D

Indc{a}
Indc{A}

cd|cea

b

Indc{d}
bC {dUc}

cebV ~ (ceb)

ceb

bc {duc}
{b—ctCd
Indc{d}
Ind{b—c}
Sin{c}

Ind{c}
Ind{{b—c}Uc}
{{b—c}Uc}=b
Ind{b}

~ (ceb)

bC {duc}
bCd

Indc{d}

Ind{b}

Ind{b}

[6)[6 € {dUc} D Ind{b}]
Indc{a}
led|[cea A Indc{d}. D Indc{dUc}]

I'ndc {a}
[b][a C ¢ D Ind{b}]

Ind{b}

hyp
hyp

1,D3.1

T3.5-1

hyp

hyp

hyp

tiers exclu

hyp

7,reit
9,10,T3.5-2
6,reit
11,12,D3.4,| Je,De
9,T0.8

14,T3.3
13,15,T3.4
9,T3.5-4

16,17, Ext

hyp

5,T0.2

7,reit
19,20,21,T3.5-3
6,reit
22,23,D3.4
8,9-18,19-25,Ve
7-25,D1, [ J1
26,D3.4
5-27,D1,| Ji
3,4,28,De
29,D3.4
2,30,De
1-31,D4,] Ji
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D3.5(auz) : |a][Inde{a} = |b][acch D Ind{b}]] Dfs [s/n]

T3.6 —1: Indeo{A}

L[ b |Aocch hyp

2 Emp{A} T0.11

3 Emp{b} 1,2,T1.9

4 b= A 2,3,70.9

5| | Ina(n) T3.1

6 Ind{b} 4,5 Ext

7| [6)[Acob D Ind{b}] 1-6,Di,(]i
Th. 7,D3.5

T3.6 —2: |bed][{{dU c}oobAced. D doob]

1 (bed| {dU c}oob hyp

2 ced hyp

3 e ee{dUc} hyp

4 eedVeec 3,D0.16

5 ecil hyp

6 . eed 5,rep

i eecc hyp

8 ced 2,reit

9 eed 7,8,T0.3

10 eed 4,5-6,7-9,Ve

11 eed hyp

12 ee{dUc} 11,Ui

13 eed=ee{dUc} 3-10,11-12,=i

14 lel][eed=ee{dUc}] 3-13,[]i

15 d=~ {dUc} 14,D0.6

16 doo{d U c} 15,T1.6

17 doob 1,16,T1.5
Th. 117,24, Ji

T3.6 — 3 : |bede|[{dUcloobAcecA ~ (ced) Aeeb. D doo{b—e}]
Cf. T1.10
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T3.6 : [ab][Ind{a} A accb. D Ind{b}]

Les noms équinumériques sont inductifs ensemble

1
2

o

a

o

cd

Ind{a}
acob
_IEO{/\} Aled|[cea A Indoo{d}. D Indeo{d U c}].
D Indoc{a}
Indeo {A}

cea

Indeo{d}

b | {dUc}oob
cedV ~ (ced)
ced
doob
Indeo{d}
Ind{b}

~ (ced)
ce{dUc}
~ Emp{d U c}
~ Emp{b}
|Je][eeb]
e|eebd
doo{b — e}
Indeo{d}
Ind{b — e}
Sin{e}
Ind{e}
Ind{{b—e}Ue}
{{p—e}Uel =D
Ind{b}
Ind{b}
Ind{b}
[b][{d U c}oob D Ind{b}]

hyp
hyp

1,D3.1

T3.6-1

hyp

hyp

hyp

tiers exclu

hyp

7,9,T3.6-2

6,reit
10,11,D3.5,| Je,De
hyp

5,T0.2

14,Ui

15,D0.10
7,16,~T1.8
17,D0.10

hyp
7,13,14,19,T3.6-3
6,reit
20,21,D3.5,| |e,De
19,T0.8

23,T3.3
22,24,T3.4
19,T3.5-4
25,26,Ext
18,19-27,3e
8,9-12,13-28,Ve
7-29,Di, | Ji
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31 | Indoo{d U c}
32 led)fcea A Indoo{d}. D Indeo{d U c}]

33 Inde{a}
34 6] [accob D Ind{b}]
35 Ind{b}

Th.

T3.7: N[Ind] T3.6, D2.3

30,D3.5
5-31,21,| Ji
3,4,32,De
33,D3.5
2,34,De
1-35,0i,| Ji

D3.6: |a|[Find{a} = [b|[bC a A~ (a Cb). D~ (accd)]]

Finitude au sens de Dedekind

Dfs(s/n]
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T3.8—1:|ab][bCa.D |Fc|[{cUb}ma A ~ |3d|[decAdeb]]]

W 00 ~ & Ou b W N

R S S L I o = = e e o S g
G}UQWMHOCOOORIO)U\%MMHO

ab

Th.

bCa
d|de{a—b}

~ (deb)
|d|[de {a — b} D~ (deb)]
~ (|3d][decAdeb]
e ee{{a—b}uUb}
ec{a—b}Vecd

ec{a— b}

eeb

bCa
eca
eea

eega

ecbV ~ (eeb)

et
ec{{a—-b}uUb}
~ (eebh)
ee{a— b}
ec{{a—b}uUb

ec{{a—b}Ub

ec{a—bjuUb} =eca
le][ee {a —b}Ub} =eeal
{a—b}Ub=a

|3c][{cUb} = aA~|3d] [dec A deb]]

hyp

hyp

2,D0.18
2-3,01,Ji

4

hyp

6,D0.16

hyp

8,00.18

hyp

1,reit
10,11,D0.1
7,8-9,10-12,ve
hyp

tiers exclu
hyp

16,Ui

hyp

14,reit
18,19,Ai,D0.18
20,ui,D0.16
15,16-17,18-21,Ve
6-13,14-22,=i
6-23,1 i
24,D0.6
5,25,Ai,3i,c/a-b
1-26,Di,|Ji
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D3.7(auz) : |b}[o{b} = la][{a UbloobA ~ |Te|[ecbAeea. D acoA]]]

T3.8 —2:0{A}
1|a|{aUA}ocoA hyp
2 ~ |3e|[ee A.A.eca] hyp
3 {aUA}=a T0.13
4 {a U A}oca T1.6
5 acoA 1,4,T1.4,T1.5
Th. 1-5,2i,| Ji
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T3.8—3:|b][Ind{b} D |a][{aUb}loob A ~ |Fe]lecbAeea] D accAl]

S O W N

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

b | Ind{b}

o{A} A ledi[cebAo{d}. D o{dUc}]. D o{b}

o{A}

cd | cebAo{d}

la|[{aUd}ood A ~ |Je|[ee dAeeal. D acoA]
a |{au{dUc}loo{dUc} A

~ |Je|[ee{dUc} Aecal

ce{dUc}

~ (cea)

cedV ~ (ced)

ced

{duc}=d

o{d}

o{dUc}

acoN

~ (ced)

~ (cea)

~ (ce{aUd})
{{aUd}Uc}oo{dUc}
{aUd}ood

acoA

aooN

of{dUc}

led|[ceb Ao{d}. D o{dUc}]
o{b}

Th.

hyp
1,D3.1,0/0
T3.8-2

hyp
4,D3.7,Ae

hyp

4,Ae,reit, T0.2
9,Ui

6,8,e/c

tiers exclu
hyp
11,D0.6,D016
4,Ae,reit
12,13,Ext
6,14, D3.7,De
hyp

9,reit
16,17,D00.16

9 reit

6,Ae,reit

16,18,19,20,T1-10

5,6,21,De

10,11-15,16-22,Ve
6-23,0i, Ji, D3.7

4-24,2i,| )i
2,3,25,Ae
1-26,01,D3.7,| Ji
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T3.8: |a|[Ind{a} D FinDed{a}]

1 | a|Ind{a} hyp
2 blbCa hyp
3 ~(aCb) hyp
4 " Jacob hyp
5 [3c|{cUb} ~ aAn ~|3d][decAdeb]] 2,T3.81
6 c|{cUbl=a hyp
7 ~ |3d|[decAdebd] hyp
8 acob 4,reit
9 {cU b}ood 6,8,Ext
10 Ind{b} 1,2,T3.5
11 {cUb}oob A ~ |Id][debAdec]
D cooA 10,T3.8-3,| Je,a/c

12 coo\ 7,9,De
13 cRA 12,7T1.8,D0.4
14 {cUb} ~b 13,T0.14
15 b=xa 6,14,Ext
16 l2][deb = deal 15,D0.6
17 |d][deb D deal 16
18 aCh 17,D1.1
19 aCh 5,6-18,3¢
20 ~ (a C b) 3,reit
21 ~ (acob) 4,19,20,~i
22 [b][b C a A~ {aCb). D~ (accb] 2-21,D14, ]
23 FinDed{a} 22,D3.6

Th. 1-23,04,| Ji

D3.8: |a|[FinT{a} = |b][bea D~ (aco{a — b})]] Dfs[s/n]
Finitude «Tout»
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T3.9: |a|[FinDed{a} D> FinT{a}]

1 | a | FinDed{a} hyp

2 [2J[o C aA ~ (a C b). D~ (acob)] D3.6

3 b |bea hyp

4 {a—b} CaA~(aC{a—10b}) D~(aco{a—b}) 1,]|eb/ab

5 ¢ [ce {a—b} hyp

6 ceaA ~ (ceb) 5,00.18

4 cea 6,Ae

8 lel[ce{a — b} D ceal 5-7,Di,[ Ji

9 {a-b}Ca 7,D0.1

10 a C {a—b} hyp

11 le/[cea D ce{a—b}] 10,D0.1

12 bea D be{a—b} 11,|]e, ¢/b

13 bea 3,reit

14 be{a—b} 12,13,De

15 ~ (beb) 14,D0.18,Ae

16 beb 14,T0.2

17 ~(aC{a—1b}) 10,15,16,~i

18 ~ (aco{a — b}) 4,9,17,De

19 [b][bea D~ (aco{a — b})] 3-18-D24i,[ Ji

20 FinT{a} 19,D3.8
Th. 1-20,24,| Ji

D3.9: |a|[FinQ{a} = .Emp{a} v |3b][bea A ~ (acc{a —b})]] Dfs[s/n]
Finitude «quelques»
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T3.10: |a|[FinT{a} D Fin{a}]

© 00 N O U s W DN

a

Th.

FinT{a}

~ Emp{a}
|3e][ceal
c|cea
~ (aoofa - c})
|36 [bea A ~ (aco{a — b})]
(3] [bea A ~ (aco{a — b})]

Emp{a} v [3bj[beaA ~ (aco{a — b})]

FinQ{a}

hyp

hyp

2,D0.10

hyp
1,reit,4,D3.8
4,5,Ai,3i,c/b
2,4,6,3e
2-7,Di
8,D3.9
1-9,D1,| Ji
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4, Axiome de I’'infini

*AzInf : |3aR)[aca A |bed|[R{bd} A R{cd}.V .R{db} A R{dc} :D

bec] A |bJ[beb D .|3c|[R{bc}] A |Tc][R{cb}] =~ (bea)]]
1l y a un individu a et une relation bi-univogque R telle que son domaine contient
tout individu et son co-domaine tout individu sauf a.

*T4.1 :~ Emp{V}

1||3aj[acal *AxInf,Ae
2|a|aca hyp
3 aeV 2,D0.15
4 [3b][beV] 3,di,a/b
5 | |3b]be V] 1,2-4,3¢
6 | Emp{Vv} =~ |3b][beV] DO0.10
Th. 5,6,~=e
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*T4.2 : [Ja|[ae V A(Voo{V — a}]

1 | AzInf *AxInf
2 |Ra|laca hyp
3 |bed| [R{bd} A R{cd}. vV .R{db} A R{dc} :D bec] hyp
4 LoJ[beb D: |Ac|[R{be}] A
[3c}[R{cb}] =~ (bea)] hyp

5 aev 2,D0.15
6 OneOne(R) 3,D1.1
7 b |bev hyp
8 beb 7,00.15
9 [3e)[R{bc}] 4,8,De,Ae
10 (3c][R{bc}] hyp
11 Obj(R) 6,T1.1
12 Sin{b} 10,11,D0.13
13 beb 12,D0.9
14 bev 13,D0.15
15 [3c|[R{bc}] = beV 7-9,10-14,=i
16 Dom(R){V} 7-15,[Ji,D1.2
17 b|be{v—a} hyp
18 ~ (bea) 17,D0.18,Ae
19 beb 17,T0.2
20 3] [R{cb}] =~ (bea) 4,19,De,Ae
21 (3e)[R{cb}] 18,20,=¢
22 |3e][R{cb}] hyp
23 Obj(R) 6,T1.1
24 Sin{b} 22,23,D0.13
25 beb 24,00.9
26 {3c][R{cb}] =~ (bea) 4,25,De,Ae
27 ~ (bea) 22,26,=¢
28 bev 25,00.15
29 be{V —a} 27,28,D0.18
30 3] [R{cb}] = be{V —a} 17-21,22-29,=i
31 Cdom(R){V — a} 17-30,|1,D1.3
32 |3R|[OneOne(R) A Dom(R){V} A Cdom(R)}{V — a}] 6,16,31,Ai,3i
33 Voo{V — a} 32,D1.4
34 [Fa)[ae V. A .V oo{V —a}] 5,33,A1,3i

Th. 1,2-34,3e
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*1'4.3 1~ FinT{V}

1| [3aj[aeV .A. Voo{V —a}] *T4.2

2|alaeV.A.Voo{V —a} hyp

3 | la]faeV D~ (Voo{V —a})] hyp

4 aeV 2,reit,Ae

5 ~ (Voo{V —a}) 3,4,De

6 Voo{V —a} 2,reit,Ae

7 ~ la|[aeV D~ (Voo{V —a})] 3,5,6,~i

8 ~ FinT{V} 7,D3.4,~=e
Th. 1,2-8,3e

«T4.4 :~ FinDed{V} *T4.3,T3.8~De
*«T4.5 :~ Ind{V} *T4.4,T3.7,~ Ne

*T'4.6 : |a|[FinT{a} D |3b|[bebA ~ (bea)]]

Aucun nom fini-T ne dénote tous les individus

1 | a|FinT{a} hyp

2 ~ |3b][bebA ~ (bea)] hyp

3 b]j[beb D beal 2

4 b bea hyp

5 beb 4,T0.2

6 bev 5,D0.15

7 bev hyp

8 beb 7,T0.2

9 bea 3,8,0e

10 beV =bea 4-6,7-9,=i

11 Lb][beV =beal 4-10,] Ji

12 Vaa 11,D0.6

13 FinT{V} 1,12,Ext

14 ~ FinT{V} *T4.3

15 ~ro |3b][bebA ~ (bea)]  2,13,14,~i

16 |3b][bebA ~ (bea)] 15,~r~e
Th. 1-16,01, Ji
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*T4.7: |a|[FinDed{a} D |3b|[bebA ~ (bea)]] *T4.6,T3.8
Aucun nom fini-Ded ne dénote tous les individus

xT4.8 : |a][Ind{a} D |Ib][bebA ~ (bea]] *T4.7,T3.7
Aucun nom inductif ne dénote tous les individus
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5. Termes primitifs de Peano

??.1 : |a)[0{a} = acoA] Dfs[s/n]

T75.1:0~ Emp

1|a Emp{a} hyp
2 Emp{A} T0.11
3 aco 1,2,T1.7
4 0{a} 3,D5.1
5 0{a} hyp
6 [ acon 5,D5.1
7 Emp{A} TO.11
8 Emp{a} 6,7,T1.8
9 0{c} = Emp{a} 1-4,5-8,=i
Th. 1-9,i,D0.11
T5.2: 0 = co(A)
1 |a 0{a} hyp
2  Emp{a} 1,T5.1
3 Emp{A} TO.11
4 Aocoa 2,3,T1.7
5 oco{A){a} 4,D2.1
6 oo(A){a} hyp
7 Aooa 6,D2.1
8 BEmp{A} T0.11
9 Emgp{a} 7,8,T1.9
10 0{a} 9,T5.1
11 0{a} = oo(A){a} 1-5,6-10,=i
Th. 1-11,| }i,D0.11
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T5.3 : Ind[0]
1| a|0{a} hyp
2 aocoA 1,D5.1
3 Aocoa 2,T1.4
4| | Ind{n} T3.1
5| |Ind{a} 3,4,T3.6
6 | la][0{a} D Ind{a}] 1-5,Di]i
Th. 6,D3.2
T5.4: Cn[0]
1|0 = co(A) T5.2
2 | |3a]]0 = cofa)] 1,3
Th. 2,D2.2
T5.5: 1[0] T5.4,T2.5,=e,Ae
T5.6 : N{0] T5.4,T2.5,=e,Ae
T5.7 : Q[0] T5.4,T2.5,=e,Ae

D5.2: [ pa)[S(g){a} = |3b)[beanp{a—b}]]  Disl(s/n)/(s/n)]

Successeur

123



124

CONSTRUCTION DE L'ARITHMETIQUE DE PEANO

T5.8: L] [[S{(@)] D]l

W 00 I O Ot W N

—_
(=)

7

)

Th.

1S{e)]
[3a][S(¢){a}]

S{pi{a}

[3al[bea A p{a —b}]

b |bea

w{a — b}
(e [p{c}
[Fel[e{cH

[3ellw{c}]

hyp
1,D0.12
hyp
3,D5.2
hyp

hyp
6,3i,c/a-b
4,5-7,3e
2,3-8,3¢
9,D0.12
1-10,24, | Ji

T5.9 —1: [a][~ (a~ V) D |3b][bebA ~ (bea)]]

WO 0 N O, Ut W N

R e o e
B W N~ O

a

~(a=V)
~ [3b|[bebA ~ (bea)]

hyp
hyp

Th.

[bl[beb D beal
a bea
beb
bev
bev
beb

bea

bev=bea
le][beV = bea]
a~V

N(amV)

[3b]TbebA ~ (bea)]

2

hyp
4,T0.2
5,D0.15
hyp
7,D0.15
3,reit,8,De
4-6,7-9,=i
4-10,] Ji
11,D0.6
1,reit
2,12,13,~i,~rve
1-14,Di4,] i
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¥T5.9 -2 ] [lle] A Nlgl. |30 pla}r ~ (@~ V)]

O 0 N O Ut R W NN

RN R N R == e R e e e
BOwWw N R O W 000 W N kO

©

Th.

Nl Al[]

~ @{V}Ve{V}
~ p{V}
Hee)
[3a][e{a}]
a | p{a}
~p{Vv}
~ (a =V}
e{alr ~ (am V)
[3a][e{a}An ~ (a = V)]
[3a][p{a}A ~ (a = V)]
oV}
~ FinDed{V}

alaCV.A.~(VCa)

Vooa

~{a=V)

w{v}

Nle]

w{a}

pla}n ~ (am V)
[3a][p{a}r ~ (am V)]
[3afp{a}A ~ (a = V)]
[3aj[e{a}A ~ (a = V)]

[Baj[a C V. A.~(V Ca)A (Vooa)]

hyp

tiers exclu
hyp

1,Ae,reit
4,D0.12

hyp

3,reit

6,7,Ext
6,8,Ai

9,3i
5,6-10,3e
hyp

*T4.4
13,D3.6

hyp

hyp
15,D00.1,D0.6
12,reit
1,Ae,reit
16,18,A1,19,D2.3
17,20,/
21,31
14,15-22,3e
2,3-11,12-23,Ve
1-24,0i,| Ji
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«T5.9 : |¢][Cnle] D[S(P)]]

1 | ¢ |Cnle] hyp

2 ll¢] A N[e) 1,T2.5

3 [Ja][p{a}A ~ (a = V)] 2,T5.9-2

4 a | p{a} hyp

5 ~ (a=V) hyp

6 |3b|[bebA ~ (bea)] 5,75.9-1

7 bebA ~ (bea) hyp

8 beb 7,Ae

9 be{aUb} 8,Ui

10 ~ (bea) 7,Me

11 {{aUb} -b}~a 8,10

12 p{a} 4,reit

13 e{{aUb} — b} 11,12,Ext

14 be{aUb} Ap{{aUb}— b} 9,13,Ai

15 |3c|[ce {aUb} Ap{{aUb} —c}] 10,3i,b/c

16 S(p){aUb} 15,D5.2

17 [3d][S{p){d}] 16,3i,aUb/d

18 1S ()] 17,D0.12

19 1[S{)] 6,7-18,3e

20 1S {v)] 3,4-19,3e
Th. 1-20,4, | i




CONSTRUCTION DE L'ARITHMETIQUE DE PEANO 127

T5.10 : ][ N[e] D N[S{#)]]

O 00 N O U oS W N

e e ol =
=W D = O

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

@

Th.

Nlg]
ab [ S{(p){a}
acob
[Fc]fcea A p{a—c}]
pla—c}
acob
a}
1{b}
|3d) fdeb]
d|deb
({b—d}ud} ~b
{{a-c}Uct~a
Ho—d}udloo{{a—c}Uc
ded
~ (de{b—d})
~ (ce{a—c})
{b — d}oo{a —c}
w{b—d}
[3d]|[deb A @{b—d}]
S{p){b}
S{p){b}
S{p){b}

Lab][S(¥){a} A acob. D S{p){b}]
N[S(p)]

hyp

hyp

hyp
2,D5.2
hyp

hyp

3,reit
5,00.8
7,8,T1.8
9,D0.8
hyp
11,T3.5-4
5,reit
13,T3.5-4
12,14,Ext
11,T0.1
13,T0.1
D0.18
D0.18
15,16,17,18,19,T1.10
1,6,20,D2.3
11,21,A4,3
22,D5.2
11-23,3¢
5-24,3e
2-25,01,1 li
26,D02.3
1-27,| Ji
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T5.11 : |][Qle] D QS]]

e laid e
2 ab| S{p){a} hyp
3 S(p){b} hyp
4 [3e|[cea A p{a —c}] 2,D5-2
5 c|cea hyp
6 ela—c} hyp
7 |3d][debA p{b—d}] 3,reit,D5.2
8 d|deb hyp
9 plb—d) hyp
10 {a — c}oo{b —d} 1,6,8,9,D2.4
11 ~(ce{a—c}) D0.18
12 ~ (de{b—d}) DO0.18
13 cec 5,T0.1
14 ded 8,T0.2
15 {{a = c} Uchoo{{b—d}Ud} 10,11,12,13,14,T1.10
16 {{a—c}Uc}~a 5,T3.5-4
17 {b—d}ud}~b 8,T3.5-4
18 aocb 15,16,17,Ext
19 aocob 7,8-18,3e
20 aocob 4,5-19,3e
21 lab][S{p){a} A S{p){b}. D acob] 2-20,Di,| 1
22 QS(#)] 21,D2.4
Th. 1-22,54,| i

*T5.12 : |@|[Cnle] D Cn[S{p)]] T5.9,75.10,T5.11
T5.13 : |p]|[e . D S{p) =~ S@¥)] D5.2,Ext

D5.3: |a][1{a} = S(0){a}] Dfs[s/n]

Un
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T5.14: 1~ Sin

1 |a|l{a} hyp

2 | [s0){a} 1,D5.3

3 [3b][oea AO{a—b}] 2,D5.2

4 b|bea hyp

5 0{a — b} hyp

6 {a—b}~A 5,D5.1

7 aca 4,6

8 Sin{a} 7,D0.9

9 Sin{a} 3,4-8,3e

10 | a | Sin{a} hyp

11 aca 10,D0.9

12 {a—a}mA 11,D0.6,D0.14,D0.18

13| |{a-a}oon 12,T1.6

14| |0{a—a} 13,D5.1

15 |3d|[de AO{a—d}] 11,14,3i8/b

16 5(0){a} 15,D5.2

17 1{a} 16,D5.3

18 | la][Sin{a} = 1{a}] 1-9,10-17,=i,| Ji

Th. 18,D0.11

T5.15 : Ind[1]

1| a|1{a} hyp

2 Sin{a} 1,T15.14,D0.11

3 Ind{a} 2,T3.3

4

la][1{a} D Ind{a}] 1-3,Di,]i
Th. 4,D3.2
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T5.16 : N[1]
1 |ab|1{a} hyp
2 aocob hyp
3 Sin{a} 1,75.14,D0.11
4 Sin{b} 2,3
5 1{b} 4,T5.14,D0.11
6 | la][1{a} A acob. D 1{b}] 1-5.Di,]i
Th. 6,D2.3
75.17 : Q[1]
1 hyp
2 hyp
3 1,76.12,D0.11
4 2,T5.12,D0.11
5 3,4,T1.12
6 | laJ[1{a} A 1{b}. D accb] 1-5.Di,|Ji
Th. 6,D2.4
*T5.18 :1[1]
1 110] T&.5
2 | 1[S(0)] 1,T5.4,*T5.9
3 | |Fa)[S(0){a}] 2,D0.12
4 [1{a} 3,D5.3
5 | |Ja][1{a}] 4,3i
Th. 5,D0.12
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*xT5.19 : Cn[l]

I[1]

QM
Th.

*T5.18

N[1] T5.14

T5.15
1,2,3,A1,T2.7

T5.20 : [¢][Ind[¢] O Ind[(p)]]

W 00 N O ot W NN

R s e =
BOWw D = O

®

Th.

Ind[p]

a

S(p){a}

[Tb][bea A p{a —b})
b |bea

¢{a — b}

Ind{a — b}
Sin{b}

Ind{b}

Ind{{a —b} Ub}
{a—b}Ub}=a
Ind{a}

Ind{a}

le][S(p){a} D Ind{a}]

Ind(S(y)]

hyp

hyp
2,D5.2
hyp

hyp
1,6,D3.2
4,T0.8
7,T3.3
6,8,T3.4
4,T3.5-4
9,10,Ext
3,4-11,3e
1-12,0i4,1 Ji
13,D3.2
1-14,Di,| Ji

D5.4: |@][Nn[p] = . Cnlp] A Ind[g])
Nombre naturel
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6. Propositions de Peano
T76.1: Nn[0]

Peano I : 0 est un nombre naturel
1 |Ind[0] T5.3
2 |Cn[0] T54
Th. 1,2,Ai,D5.4

*T'6.2 : Nn[1]
1 est un nombre naturel

1 |Ind[1] T5.15
2 |Cnll] *T5.17
Th.  1,2,Ai,D5.4

¥T6.3 : |][Nnle] > Nn[S(p)]]
Peano II : le successeur d’un nombre naturel est un nombre naturel

@ |Nnlp]  hyp

Indlg]  1,D5.4
Cnfy] 1,D5.4
Ind[S{p)] 2,T5.20
Cn[S{(p)] 3,*T5.12
Sn(S{p)] 4,5,A1,D5.4
Th. 1-7,04, i

[=> BN S A

T6.4: [ [1[S(p)] O .Nnfe] D Nn[S(¢)]]
Peano II (affaibli, sans 'axiome de !'infini)
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«T6.5: |o) [Nnlo] A Nnfy). D .S(p) ~ S(%) D o = 9]

Peano 111 : deuz nombres naturels différents ont des successeurs différents

O 0 N O v W N =

W W L R R RN D NN NN NN = e e = =
P = O Ot WN R O ©O© N0k W N = O

oy

Nnlg]
Nnfy]
S(p) ~ S@)
a | p{a}
Ind[y]
Ind{a}
|3b][bebA ~ (bea)]
b |beb
~ (ben)
{{aub} —b}=a
p{{aUb} - b}
beavbeb
be {aUb}
S{p){aL b}
Sw){aut}

¢ |ce{aUbd}
W{{oUb} - c}

[3e][ce {a Ub} Ap{{aUb} —c}]

{{aub} —c}Uc} = {aUb}

{{aUb} — c} U c}loo{a U b}
~ (ce{{aUb} —c})
{{a U b} — c}ooa

Th.

N[}
¥{a}
¥{a}
¥{a}
la][¢{a} D ¥{a}]
la[#{a} D ¥{a}]
la)[e{a} = ¥{a}]
oY

S{p) = SY) Db

hyp

hyp

hyp

hyp

1,D5.4
4,5,D3.2
6,*T4.8
hyp

hyp

8,9
4,10,Ext
8,Vi
8,12,D0.16
11,13,D5.2
3,14,Ext
15,D5.2
hyp

hyp
17,T3.5-4
19,T1.6
17,T0.2

21
8,9,20,21,22,T1-10
2,T2.5,D5.4
18,23,24,D2.3
16,17-25,3e
7,8-26,3e
4-27,04,| Ji
idem 4-27,Di,| Ji
28,20,=i
30,D0.11
3-31,Di
1-32,D1, Ji
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*T6.6 : o] [Nnlp] A Nn[p). D o=t = S(p) = S(¢) D] *T6.5,T5.13
Peano III (renforcé avec I'unicité du successeur)

T6.7—1: [p][~ (S(p) ~ 0]

Lle S(p) =0 hyp

2 A=A TO.6

3 0{A} 2,D5.1

4 S{p){A} 1,3,D00.11

5 [3b][be A A p{A—b}] 4,D5.2

6 EDIEEEN 5,Ae

4 ~ |3b)[be A T0.12

8 ~ (S{ip) ~ 0) 1,6,7,~i
Th. 1-8,1Ji

T6.7: @] [Nn[p] D~ (S{p) ~ 0)] T6.7-1
Peano IV : 0 n'est le sucesseur d’aucun nombre naturel

D6.1(auz) : |ap][elpl{a} = ploo(a)]]

T6.8—1: ¢][¢[0] D o[p]{A}]

1 hyp

2| [omoo(n) T5.2

3 [0) = p[eo{A)] 2,Ext

4 ploo{A)] 1,3,=e

5 o[wl{A} 4,D6.1
Th. 1-5,01,Ji
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T6.8—2: |ab|[beb :D co{cUb) = colc). V .oo{cU b) = §(co{c))]

© N O, U W N P

G W W Lo W o W NN RN N NN NN N = e e e = e
W N O U R W O VN U REWNE DO V0O W N - O

be| beb

becV ~ (bec)

bec

z oco(cU b){z}

{c U b}oozx

cex

co{c}{z}

oco{c){=}

cex

{cUb}oom

oco{cU b){z}
oco(c){z} = co(cU b){x}
Lzj[oo(c}{z} = oo(cU b){x}]

oco(c U b) = oo{c)

oco{cUb) = oolc). V .co{cUb) = S{co(c))

~ (bec)

Th.

x co{c U b){x}
{cUb}oox
|3d][dex]

coo{z — d}
oo{c){x — d}

S(o0(e)){z}

§{oo(c)){=z}

S(o0(e)){x}

{3d][dez A cofc){x — d}]
d|dex
oo{c}{z —d}
coo{z — d}
{cUb}oozx
oo(c U b){z}
co{c U b){x}
co(c U b){z} = §{oo(c)){=}
Lz foole U b){z} = S(oo(e)){=}]
S(oo(c)) = co{cU b)

co{cU by = oo{c). V .co{c U b) =~ S{co(c))
oo{c U b) & oo(c). V .oo{cU b) = S{oo(c))

[3d|[dez A cofc){z — d}]

hyp

tiers exclu
hyp

hyp

4,D2.1
3,5,T3.6-2
6,D2.1

hyp

8,D2.1

3,9

10,D2.1
4-7,8-11,=i
4-12,]Ji
13,D0.11
14,vi

hyp

hyp
18,D2.1
1,18

hyp
1,16,18,20,T3.6-3
21,D2.1
20,22,Ai
23,D5.2
19,20-24,3e
hyp
26,D5.2
hyp

hyp
29,D2.1
1,16,28,30
31,D2.1
27,28-32,3e
17-25,26-33,=i
17-34,1 i
35,D0.11
36,Vi
2,3-15,16-37
1-37,D4, | Ji
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T6.8 - 3: [@P|[Nn[e] A PO) A [%][P[¥] D P[S(¥)]. D Ple]]

1 |pP| Nnlg] hyp
2 P[0] hyp
3 LI [PR] D PS(H)] hyp
4 Cnly] 1,D5.4
5 Ind[p] 1,D5.4
6 {Ja][oco(a) = ¢] 4,D2.2
7 a | oo(a) =~ ¢ hyp
8 p{a} 7,T2.6
9 Ind|p] 5,reit
10 Ind{a} 8,9,D3.2
11 o[P]{A} A |bc|[bea A o[P|{c}. D o[P|{cUb}]. D

o[P|{a} 10,D3.1,0/e[P]
12 PJo] 2,reit
13 o[P[{A} 12,T6.8-1
14 be|bea hyp
15 o[Pl{c} hyp
16 Ploo(c)] 15,D6.1
17 P[S(co{c))] 3,16
18 beb 14,T0.2
19 oo{cU b) = oo{c). V .oo{c U b) a2 S{oo(c)) 18,T6.8-2
20 co({cU b) = cofc) hyp
21 Ploo(c)] 16,reit
22 Ploo{cU b)] 20,21,Ext
23 o[P]{cUb} 22,D6.1
24 oo{cUb) ~ S{co(c)) hyp
25 P(S{co(c))] 17,reit
26 Ploo(c U b)) 24,25, Ext
27 o[P){cuUb} 26,D6.1
28 o[P){cUb}] 19,20-23,24-27,Ve
29 lbc|[bea A o[Pl{c}. D o[P}{cUb}] 14-28,Di
30 o[P|{a} 11,29, e
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31 Ploo(a)] 30,D6.1

32 Pl] 7,31,Ext

33 Ply) 6,7-32,3e
Th. 1/3-36,31, | Ji

D6.2(auz) : [y [N(p)|d] = pld] A ¥[¢]]
T6.8: [¢ P|[Nnlg] A PIO] A [$)[Nn[$] A P[y]. D P[S(¥)1. D P[]l

Peano V : Le principe d’induction arithmétique

1 |¢P| Nnlg] hyp

2 P{0] hyp

3 L] [Nn[$] A Pl$]. O PIS@)]] hyp

4 Nn[0] T6.1

5 N{(PNn)[0] 2,4,D6.2

6 N(PNn) (] hyp

7 P[] A Nn[y) 6,D6.2

8 P[S ()] 3,7,Je

9 Nn[y] 7,Ae

10 Nn[S()] 9,T6.3

11 P[S{)] A Nn[S()] 8,10,Ai

12 N(PNn)[S )] 11,D6.2

13 N{PNn)[¥] D N{(PNn)[S(¥)] 6-12,Di

14 N{PNn)[p} 1,5,13,T6.8-3

15 Ply) 14,D6.2
Th. 1-15,24, ||
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