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DU ROLE DE L'ANALYSE DES CONCEPTS
SELON GODEL ET DE SON RAPPORT A
LA THEORIE DES MODELES

Hourya Sinaceur

Il y a au moins trois raisons de s'intéresser au théme philoso-
phique de I'analyse des concepts dans l'ccuvre de Kurt Godel.
1°) 11 s'agit d'un théme récurrent quoique non amplement déve-
loppé€; de 1944 a 1974 il apparait dans trois articles différents,
une note sur I'analyse non standard et deux lettres adressées a
Hao Wang (Godel 1944, 1947, 1958, 1974 et Wang 1974: 8-
11). 2°) Ce théme a exercé une 1nﬂucnce assez profonde sur la
philosophie et les réflexions de certains logiciens contemporains,
et non des moindres, Georg Kreisel par exemple (et nombre de
ses éleves) ou Solomon Feferman. 3°) Enfin et surtout, I'étude
de ce théme permet d'apercevoir 'amorce, dans la pensée de
Godel, d'un tournant décisif de la conception moderne de la lo-
gique, qui cesse, dans ces années 1930, de se présenter comme
un fondement et préfere constituer, pour les mathématiques, une
méthodologie ou méme un «art d'inventer».

Apres un examen chronologique des textes d'aprés lesquels
nous ticherons de décrire ce que Godel entendait par «analyse
des concepts», nous montrerons que, de fagon paralléle et relati-
vement Ou totalement indépendante, Alfred Tarski a proposé une
«reconstruction mathématique» en vue de transformer l'analyse
conceptuelle en une «science déductive». C'est ainsi que nait la
théorie des modeles dont le développement a grandement contri-
bué a faire de la logique une branche mathématique comparable
aux branches traditionnelles et capable d'interaction avec elles.

Travaux de logique, 7, 1992
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1. Cinq caractéres de l'analyse des concepts
selon Gaodel

1. Dans la premiére page de son article sur la logique de
Russell (1944), Godel oppose «l'analyse des preuves» aux
«théorémes» en remarquant que Frege n'a tiré de sa soigneuse
analyse de preuves que les propriétés les plus €lémentaires de la
suite des entiers, tandis que Peano a obtenu une grande collection
de théorémes mathématiques dans le nouveau langage symbo-
lique, mais sans preuves. Il fallut, écrit-il, les Principia
Mathematica pour dériver effectivement de larges parties des
mathématiques d'un trés petit nombre de concepts et d'axiomes
logiques. Son but & lui, Godel, n'est pas d'entrer dans le détail
du formalisme ou du contenu mathématique des Principia mais
d'analyser les concepts et axiomes sous-jacents a la logique ma-
thématique, je dis bien a la logique mathématique en général, a
laquelle les Principia ont apporté des contributions essentielles
mais partielles. Donc cet article sur la logique des Principia est en
réalité un article sur la logique mathématique en général.

D'ailleurs, Gédel commence par rappeler dans les premieres
lignes la dualité de cette discipline, d'une part secteur des mathé-
matiques traitant de classes, de relations, de combinaisons de
symboles au lieu de traiter de nombres comme l'arithmétique, de
fonctions comme I'analyse ou de figures comme la géométrie, et
d'autre part, science «fondamentale» s'il en est, «science des
principes sous-jacents 2 toutes les autres sciences». C'est de la
logique en ce deuxi¢me sens que s'est occupé Russell apres
Frege, et, ajoute Godel, apres Leibniz qui nous a laissé le para-
digme d'une characteristica universalis, c'est-a-dire d'une langue
symbolique universelle. Et c'est de la logique en ce deuxieme
sens que s'occupe Godel dans cet article (et dans d'autres ré-
flexions sur l'histoire de la logique ou dans certains commen-
taires de ses propres résultats). Premiére constatation: la logique
en ce deuxiéme sens est étroitement liée a ce qu'il appelle
«l'analyse des concepts».

2. Deuxie¢me point: il est significatif que l'analyse des con-
cepts soit unie par lui & I'idée de characteristica universalis, évo-
quée en commengant et de nouveau dans la conclusion de cet ar-
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ticle de 1944. Evocation «des plus frappantes», mais aussi des
plus «énigmatiques» selon Ch. Parsons qui a écrit la note intro-
ductive dans le volume II des Collected Works. C'est ce caractére
€nigmatique que nous allons ticher d'élucider ici, espérant jeter
quelque lumiére sur un tournant décisif de la logique mathéma-
tique.

Godel (1944) est une critique de la «no class theory» de
Russell. Il est donc naturel que presque tout l'article tourne au-
tour de la question de savoir ce que sont les concepts! mathéma-
tiques et logiques, s'il ont une réalité objective ou ne sont que des
fagons de parler, et si on doit les accepter ou en faire 1'économie
dans une théorie logique des mathématiques. L'expression
«analyse des concepts», ou simplement «analyse», ou encore
«élucidation», «clarification» a exactement 8 occurrences. Ce
n'est pas beaucoup mais c'est déja suffisant pour un auteur aussi
concis et économe que Godel, A constituer un «motto» de
l'article. Comme exemples tirés des Principia, il évoque 1'analyse
des descriptions définies et I'analyse des paradoxes (qui montre
que nos intuitions immédiates des notions de vérité, de concept,
de classe, etc., sont contradictoires). L'analyse des concepts est
donc I'héritiere directe des travaux menés dans la perspective de
la recherche de fondements logiques pour les mathématiques.
Comme le souligne Godel au début de son article, celle-ci ne
produit pas de théorémes, mais clarifie la base sur laquelle ils re-
posent. La théorie simple des types, convenablement interprétée,
et la théorie axiomatique des ensembles, ont fourni une telle base.
Pourtant les «concepts primitifs» de I'une ou l'autre demeurent
insuffisamment €lucidés. Et Godel, a la fin de 'article, soup-
gonne que c'est cela «qui est responsable du fait que la logique
mathématique est demeurée jusqu'alors si en deca des espérances
de ceux, Peano entre autres, qui en attendaient (conformément
aux prétentions de Leibniz) une facilitation des mathématiques
théoriques identique a celle que le systéme décimal des nombres a
permise pour les calculs numériques». Le soupgon, la supputa-
tion de Godel répond ainsi 4 une exigence dont elle explique la
non-satisfaction, du moins jusqu'alors. Cette exigence c'est que

1 Sur la distinction entre «concept» et «ensemble» cf. Wang 1987, p. 306-307, 309,
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la logique mathématique doit «faciliter» les mathématiques, per-
mettre de «résoudre de fagon systématique des problémes par une
simple analyse des concepts impliqués dans ces problemes»
(Godel 1944, C.W., 11, p. 140).

Exigence éminemment leibnizienne, comme le souligne
Godel, qui ne prend pas la characteristica universalis pour une
utopie dépassée, et rappelle que Leibniz la tenait responsable de
toutes ses découvertes mathématiques. J'ai mené antérieurement
une sorte d'enquéte systématique quoique non exhaustive a tra-
vers l'ceuvre logique, mathématique et philosophique de Leibniz
sur le theme de la fécondité mathématique de la caractéristique et
de l'analyse logique des concepts, ou, pour reprendre une fagon
leibnizienne de s'exprimer, sur la logique considérée comme un
art d'inventer des mathématiques (Sinaceur 1988b, 1989a,
1989b, 1990a). Cette enquéte était largement motivée, dans une
lecture rétrospective de Leibniz, par diverses indications laco-
niques de Godel, dont je viens de citer celles qui sont chronolo-
giquement les premiéres dans ses écrits publiés. Il restait a
prendre ces indications pour objet méme de I'étude au lieu d'y
puiser seulement le motif d'une relecture de Leibniz. C'est ce que
je fais ici. Nous allons voir que contrairement & ce qu'écrit
Parsons dans son introduction (C.W., II: 117-118), la tonalité
leibnizienne des écrits de Godel ne s'est pas estompée avec le
temps. Au contraire, elle a donné lieu, dans le style lapidaire et
incisif propre & Godel, & un véritable leitmotiv, dont témoignent
d'ailleurs des personnalités plus ou moins proches de Godel,
Hao Wang (1987)2et Simon Kochen (1976: 315) entre autres.
On sait aussi que le Nachlass (Dawson 1991: 2, 4) contient des
notes abondantes sur les écrits de Leibniz.

3. Revenons au texte de 1944, Aprés avoir opposé, au début,
analyse des concepts et production ou dérivation de théoremes,
Gadel les entrelace dans ses remarques finales. L'ambition de la
logique symbolique: résoudre systématiquement des problemes
mathématiques en analysant les concepts qui y occurrent, n'est
pas une vaine ambition. L'importance de I'ccuvre mathématique

2 Index, entrée ‘Leibniz’ et plus particulitrement p. 74, 165, 210, 226, 298 («Gédel
semble suggérer que lorsque la théorie des concepts [la logique] sera développée
adéquatement, elle pourra aider les mathématiques»).
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d'un Leibniz en témoigne assez pour convaincre méme un
Poincaré. Mais il est raisonnable de commencer par une analyse
des concepts primitifs3 et des axiomes ol ils sont mis en ceuvre.
Il n'est pas absolument clair dans ces derniéres lignes si Godel
conserve 1idée d'un fondement (au sens d'une réduction) lo-
gique des mathématiques — comme il I'exprime au début en di-
sant en disant que les Principia ont permis de dériver une grande
partie des mathématiques de quelques concepts et axiomes lo-
giques — ou s'il pense seulement a l'utilité mathématique d'une
analyse logique de ce qui constitue la base des théories mathéma-
tiques: concepts primitifs et axiomes. Autrement dit — et c'est
notre troisieéme point — on a 1a sans doute le premier glissement
chez Godel de 1'idée classique de fondement vers 1'idée, mo-
derne, de fondation, qui veut que la recherche fondationnelle est
1°) interne aux mathématiques et 2°) devrait déboucher sur des ré-
sultats proprement mathématiques. On trouve un indice de cette
attitude dés 1929, A la fin de l'introduction & son mémoire sur la
complétude du calcul des prédicats du premier ordre, Godel sou-
ligne l'indépendance du probléme qu'il a résolu par rapport 4 la
controverse sur les fondements des mathématiques.

MéEme si on n'avait jamais douté de la valeur [Geltung] du contenu de
la mathématique ‘naive’, écrit Gtdel, le probléme de la complétude
(contrairement a celui de la consistance) aurait pu étre judicicusement
[sinnvoll] posé a l'intérieur de cetic mathématique naive, parce qu'une
restriction des moyens de preuve ne semble pas plus pressante ici que
pour n'importe quel autre probléme mathématique» (C.W., I: 64; c’est
Godel qui souligne).

C'est prendre le contre-pied de Hilbert (1922: 161; Sinaceur
1991a: 308-310), pour qui il s'agissait d'un probléme extérieur
aux mathématiques, et amorcer un retournement qui deviendra,
chez Tarski, la base d'un nouveau point de vue (Sinaceur
1991a: 317-318). C'est aussi prendre le contre-pied de Frege (et
de Russell) pour qui I'élucidation des concepts mathématiques

3 Wang 1987 (p. 309) note que Godel n'a jamais donné une liste compléte de ce qu'il
considére comme «concepts primitifs» de la logique.
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fondamentaux sert seulement a nous «éclairer»4 sur nos objets
mathématiques les plus familiers. S'il est vrai qu'il s'agit d'une
activité engendrée de l'intérieur des mathématiques, alors il serait
nature!l qu'elle rejaillisse sur elles. Pour Godel clarifier n'a pas
seulement un objectif théorique: €lucider les concepts qui font
difficulté devrait conduire a la production systématique de théo-
rémes.

Que veut dire «systématique»? Si l'on revient a la phrase de
Godel qui comporte cet adjectif («résoudre de fagon systématique
des problémes par une simple analyse des concepts impliqués
dans ces problémes»), on verra que «systématique» veut d'abord
dire a priori, puisqu'il s'agit, en attaquant un probléme, d'en
analyser les concepts et les termes, avant méme de se mettre en
quéte des éléments d'une solution. En somme, la simple analyse
(logique) de I'énoncé indique la voie d'une solution. N'est-ce pas
1a seulement l'extension grice aux techniques logiques d'une
exigence méthodologique triviale dans la pratique mathématique?
Mais «systématique» ne le dit-on pas aussi d'une solution uni-
forme pour un ensemble de problémes de méme type? Certes. Il
faut alors supposer que l'analyse des concepts met au jour des
parentés profondes, I'identité structurale, de probleémes distincts.
L'on est bien en droit de retenir ce second sens, Godel ayant clai-
rement invoqué le patronage de Leibniz qui voyait dans la carac-
téristique le moyen de traiter aussi bien intrinséquement que sys-
tématiquement des problémes apparemment divers. Leibniz cher-
chait a réduire la diversité des matieres ou des expressions a
'unité des formes symboliqucs Pourtant, ce second sens ne va
pas tout a fait de soi, s aglssant de Godel dont les résultats (de
1931) nous enselgnent qu'il n'est pas de langue (caractéristique)
universelle et qu'il n'est méme pas toujours possible, dans un
langage (formel) donné, de résoudre systématiquement la ques-
tion de la décision pour toutes les propositions de ce langage.
Dans son commentaire de Godel 1944, Hao Wang (1987: 311) a
du reste avoué ne pas bien comprendre ce que Godel entendait
suggérer. Il me semble pourtant qu'il y a une fagon naturelle de
comprendre cet emploi de «systématique». Godel n'était pas

4 Die Grunlagen der Arithmetik, Einleitung, trad. frg., Paris: Seuil, p. 116.
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moins subtil que précis; il en résultait chez lui des positions non
tranchées quoique trés bien définies. Il en appelle a Leibniz, mais
il ne s'identifie pas & Leibniz. Celui-ci avait foi dans la recherche
de méthodes dérivées de l'établissement d'une caractéristique
universelle. Les résultats de Godel ne ruinent pas cet optimisme
mais forcent & préciser les limites dans lesquelles on peut le
maintenir, c'est-a-dire a la fois le restreindre et le garder.
L'espoir peut étre maintenu de trouver des méthodes générales
relativement a une catégorie de problémes formulés dans un lan-
gage donné. Attitude nuancée, comparable a celle de son com-
mentaire au deuxiéme résultat d'incomplétude du mémoire de
1931. Rappelons que Godel fait observer que son résultat négatif
n'interdit pas de chercher une démonstration finitaire de consis-
tance de l'arithmétique élémentaire, mais seulement d'abandonner
I'espoir de pouvoir faire cette démonstration avec des moyens
internes au systéme considéré. Ici, il suggere que la logique peut
bien jouer, dans des limites 2 préciser, le role d'ars inveniendi
que lui assignait Leibniz. Cette interprétation est confortée par les
remarques de Godel & propos de 1'Analyse non standard
d'Abraham Robinsons: celle-ci offre I'avantage de «simplifier de
manicre substantielle les preuves, non seulement pour des théo-
remes €lémentaires mais aussi pour des résultats profonds»; or,
la simplification des preuves «facilite la découverte» écrit-il
(1974, C.W., 11, p. 311) d'une fagon qui reprend exactement
I'expression et les préoccupations de son article de 1944. Autre-
ment dit, comme le confirme par ailleurs Simon Kochen (1976:
315), la théorie des modeles a la maniére de Robinson (et, ajoute-
rons-nous, de Tarski), parait a2 Godel offrir une réalisation de
l'ambition leibnizienne de constituer la «vraye logique» en ars
inveniendi. Nous illustrerons plus précisément ce jugement de
Godel dans la deuxiéme partie de cette étude.

4. Le the¢me de l'analyse des concepts, des procédures et des
résultats est peut-€tre plus prégnant dans Godel (1947), dont la
section 3 porte le titre: «Reformulation du probléme [du continu]

5  Wang 1987, qui pense qu'il «n'est pas facile de voir comment la logique mathématique
telle qu'elle est pratiquée aujourd’hui pourrait étre élendue de manidre 3 foumir de
puissantes méthodes (ou seulement des guides efficaces) pour de nouvelles découveries»
(p. 311), ne fait précisément pas élat de ces remarques de Gadel.
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sur la base d'une analyse des fondationsé de la théorie des en-
sembles et des résultats obtenus dans les différentes perspec-
tives». Godel y affirme la nécessité, pour une solution complete
du probléme du continu, d'une «analyse plus profonde (qu'il
n'est habituel de faire en mathématiques) des significations
[meanings] des termes ... “ensemble”, “correspondance un a
un”7, etc.». Avec l'entrée en scéne des termes “sens” et
“signification”, l'analyse des concepts devient une analyse des
significations — c'est notre quatriéme point .

L'axiomatique de la théorie des ensembles a transformé en un
probléme de pure combinatoire de signes la question de savoir si
telle proposition dérive des axiomes retenus, mais ces signes ont
une signification. «Méme l'intuitionniste le plus radical doit re-
connaitre qu'ils ont une signification [meaningful]» écrit Godel
(1947, C.W., II: 181). Cette phrase n'a pas un sens absolument
évident. Hao Wang (1987: 297), par exemple, voit une ambiguité
dans l'usage de l'adjectif “meaningful”. Pour moi la difficulté est
ailleurs. La présence d'une ou plusieurs significations inscrites
dans le symbolisme d'un systéme axiomatique — & ne pas con-
fondre avec systéme formel, comme le fait remarquer Wang ail-
leurs dans son livre (par exemple, p. 247).— est en effet une as-
somption indispensable pour qui veut entreprendre une analyse
des significations et en tirer des résultats. Godel se démarque
donc (implicitement) ici du formalisme pour lequel, formalisées,
les mathématiques seraient des combinaisons finies et discrétes
de signes matériels.

«Comment peut-on penser A exprimer la métamathématique dans des
systémes mathématiques cux-mémes, écrira-t-il en 1967, si on consi-
deére que ceux-ci consistent en symboles sans signification qui

6 Godel entend par I3 les différentes axiomatiques de la théorie des ensembles el non les
différentes attitudes dictées par la conception (philosophique) qu'on se fait de la nature
des objets mathématiques (réalisme, intuitionnisme, semi-intuitionnisme, eic.)

7 On peut bien dire que Tarski s'est, de son cBté, liveé & une analyse de la relation de
correspondance bijective dans sa théorie des algdbres cardinales et ordinales.
Commencée dés 1926, elle aboutit, entre autres, & la publication d'un ouvrage en
collaboration avec B. Jénsson en 1949 (Cardinal algebras, Oxford University Press).
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n'acquidrent quelque substitut de signification que par l'intermédiaire de
la métamathématique?»8

Ce commentaire a posteriori fait voir clairement une chose:
traduire un langage dans un autre, comme Godel 1'a fait en co-
dant par des entiers ses énoncés métamathématiques sur
I'arithmétique, présuppose que ce langage ait une signification.
D'une fagon analogue, Tarski associe le fait que les €énoncés ont
une signification et le fait qu'on puisse interpréter un langage
dans un autre, c'est-a-dire définir les concepts primitifs d'une
théorie dans une autre. Une grande partie de l'activité mathéma-
tique aussi bien que métamathématique consistant a user de la
méthode des interprétations (par exemple, pour des preuves
d'indécidabilité), il n'est pas question de croire qu'on manipule
des signes vides de sens?. Pousser ainsi sur le devant de la scéne
mathématico-logique les catégories associées de signification et
d'interprétation est méme une des idées-forces qui ont donné
naissance a la théorie des modeles.

Godel se démarque aussi (explicitement), dans son texte de
1947, de «l'intuitionnisme radical», mais seulement dans la me-
sure ou pour celui-ci les significations ne sont pas objectives
mais subjectives. En dépit de la tournure raccourcie de sa phrase,
Godel ne reproche pas aux intuitionnistes de vouloir manipuler
des signes sans signification mais de rapporter celle-ci a l'activité
du mathématicien. Godel (1958, C.W., II: 244) ne doute pas que
«les objets de la logique intuitionniste sont des énoncés et des
preuves pourvus de signification», ce qu'il conteste c'est que

8  Lettre 3 Hao Wang du 7 décembre 1967, dans Wang 1974, p. 8-9 (les soulignements
sont de Godel).

9 Tarski 1936/1960 explique cela trés simplement et trés clairement: «Si, dans la
construction d'une théorie, on se comporte comme quelqu'un qui n'aurait pas compris la
signification des termes de cette discipline, ce n'est pas du tout la méme chose que de
dénier a ces termes toute signification. C'est un fait que nous développons quelquefois
[donc pas toujourst] une théorie déductive sans attribuer un sens défini 4 ses Lermes
primitifs, traitant alors ces demiers comme des vanables; dans ce cas nous disons que
nous traitons la théorie comme un SYSTEME FORMEL. Mais cette situation... ne se
produit que lorsqu'il est possible de foumir plusieurs interprétations du systeme
axiomatique de la théorie, c'est-d-dire s'il y a plusieurs moyens qui s'offrent d'attribuer
des significations concrétes aux termes qui figurent dans la théorie, mais que nous
n'avons pas l'intention d'accorder d'avance la préférence 2 aucune de ces significations
particuliéres» (p. 113-114).
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cette signification dépende de notre esprit ou de nos construc-
tions. Ou que, comme il 1'a écrit explicitement, la métamathéma-
tique soit considérée comme une «théorie de l'activité humaine
consistant a3 manipuler des symboles» plutdt que comme une
«science décrivant des situations mathématiques objectives»
(Wang 1974: 10). Bref ce qui est opposé€ a «l'intuitionnisme le
plus radical» c'est le fameux réalisme gddelien — sur lequel je ne
m'étendrai pas ici.

Un passage du début de Godel (1958, C.W., II: 240, auquel
je viens d'emprunter l'explicitation sur la logique intuitionniste)
permet de comprendre plus clairement cette insistance sur la pré-
sence de significations dans les symboles. Si I'on comprend par
«mathématique finitaire» la mathématique de 1'évidence intuitive,
alors il faut reconnaitre, observe Godel, qu'une preuve de con-
sistance de l'arithmétique a besoin de certains concepts abs-
traits10, Les concepts abstraits renvoient & des «constructions
mentales» [Denkgebilde]: démonstrations, énoncés pourvus de
signification [sinnvolle Aussagen], etc. Dans les preuves rela-
tives a ces constructions mentales interviennent des «vues»
[Einsichten, insights] suggérées!! non par la combinaison maté-
rielle de signes représentant les concepts abstraits mais par la si-
gnification [Sinn] de ces signes. On retrouve la triade concept-
signe-sens, dont les éléments ne semblent pas pouvoir, pour
Godel, étre dissociés. Renversant le point de vue de Hilbert pour
qui seul un processus fini a du contenu, on pourrait dire que
méme un formalisme finitaire, une pure combinatoire de signes, a
un contenu [Inhalt]; la réflexion sur ce contenu conduit a des
concepts abstraits (Godel 1958, C.W., II, p. 242, note 4). Cest
parce que le contenu est inéliminable que I'analyse est a la fois
possible et fructueuse. Les commentaires de Godel sur les
axiomes forts de l'infini laissent penser que pour lui — c'est-a-
dire d'un point de vue réaliste — le contenu est méme en quelque
sorte inépuisable. Les nouveaux axiomes «ne font que déployer
le contenu du concept d'ensemble» écrit-il (1964, C.W., 1I: 261)
en effet dans un style dont il convient de remarquer la tonalité tres

10 Soulignements de Godel.
11 Dans la version anglaise, Godel emploie 1'expression, plus forte, de «dérivé de» (Godel
1972, C.W., 11, p. 273).
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leibnizienne, méme si pour expliquer notre connaissance intuitive
de ce contenu Gédel recourt, dans le supplément 2 la seconde
édition de son texte de 1947, a l'idée kantienne de synthése ra-
tionnelle du divers.

5. «Analyser» ne se réduit d'ailleurs pas 2 «clarifier», qui n'a
qu'une valeur contemplative. Analyser a une valeur opératoire,
comme l'indique nettement la note 5 de Godel (1972C.W., II:
275). Godel y remarque que l'expression «fonction mécanique-
ment calculable» avait dés avant les travaux de Turing un sens
clair mais inanalysé. Observons que l'analyse est, dans ce cas,
plutdt ou autant le produit que 1'origine du passage d'une notion
intuitive (plus ou moins vague) a une définition mathématique
précise. Quoiqu'il en soit, analyser c'est préciser mathématique-
ment un concept - tel est notre cinquieéme point. Mais tous les
concepts mathématiquement précis ne constituent pas une
«analyse» de la notion intuitive correspondante; par exemple, «la
notion de démontrabilité formelle n'est pas une analyse!2 du con-
cept de vérité mathématique» (Wang 1974: 10).

Revenons au probleme du continu. Il se peut qu'il y ait de
nouveaux axiomes de la théorie des ensembles que nous recon-
naitrions comme impliqués par les concepts sous-jacents a la lo-
gique et aux mathématiques, si nous avions de ces derniers une
compréhension plus profonde (Gédel 1947, C.W., 11: 182).
Commengons donc par les analyser. Nous reconnaitrons qu'il
existe au moins deux interprétations du terme «ensemble»,
c'est-a-dire deux classes d'objets satisfaisant les axiomes de la
théorie des ensembles. L'une est constituée de multitudes arbi-
traires; l'autre de multitudes qui sont des extensions de propriétés
définissables. Que, dans cette deuxiéme interprétation (ott Godel
suppose que nous savons ce qu'est une propriété définissable),
les ensembles soient identifiés a des propriétés définissables n'est
ni énoncé explicitement ni contenu implicitement dans les
axiomes de la théorie des ensembles. Cela laisse prévoir, conclut
Godel, qu'un nouvel axiome susceptible de décider I'hypothése
du continu, devrait «impliquer quelque chose sur la définissabi-
lit¢ des ensembles» (/bid., p. 184). Godel a lui-méme vérifié

12 Souligné par Godel.
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cette supposition, toute théorique quand elle découle comme ici
d'une analyse du concept d'ensemble, en montrant que
I'hypothése généralisée du continu est dérivable de l'axiome:
«tout ensemble est définissable en termes de notions primitives
de la théorie des ensembles, c'est-a-dire, en un mot, est cons-
tructible», ce que nous écrivons aujourd'hui par la formule V =L
ol L dénote l'univers des constructibles et V celui des en-
sembles. Godel nous montre donc sur un exemple tiré de ses
propres travaux techniques, logiques au premier sens distingué
dans Godel 1944, comment l'analyse des concepts — la logique
au second sens — permet de prévoir13 un résultat. Les ensembles
constructibles sont, «d'un point de vue purement mathématique»
et «indépendant de la question philosophique de savoir si les
définitions non prédicatives sont admissibles», une application
«féconde» de la théorie ramifiée des types de Russelll4.
Cependant, Godel ne nous confirme pas si lui-méme avait
effectivement trouvé son résultat grice a une analyse du concept
d'ensemble dérivée de la théorie des types, ou si une réflexion a
posteriori sur son résultat lui a suggéré cette analyse, dont le
statut est logiquement antérieur au résultat lui-méme, ou si,
troisiéme éventualité, les deux processus d'analyse et d'invention
furent plus ou moins concomitants. Quoi qu'il en soit, on peut
dire qu'en principe, l'analyse du concept d'ensemble, adossée a
la théorie des ordinaux combinée avec la notion logique de
définissabilité, conduit & une demi-solution du probléeme du
continu: la consistance avec les axiomes habituels de la théorie
des ensembles; de méme l'analyse des concepts et de leurs
significations nous met sur la voie de nouveaux axiomes dont
découlera probablement, pense Godel, 1a fausseté de 1'hypothese
du continu.

Résumons les acquis de notre lecture de Godel: 1'analyse des
concepts est une activité logique mathématiquement féconde; elle

13 1l est plus intéressant, pensait Leibniz, de prévoir que de trouver un résultat. Sans en
appeler 2 Leibniz, Kreisel a beaucoup commenté et pratiqué pour son propre compte le
point de vue de Godel; il a lui-méme souvent insisté sur l'utilité technique de l'analyse
des concepts (cf. Sinaceur 1991b).

14 Godel 1944, CW,, I, p. 136 : «The theory of orders proves more fruitful if considered
from a purely mathematical standpoint, independently of the philosophical question
whether impredicative definitions are admissible...».
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consiste en une réflexion sur des contenus mathématiques et cette
réflexion est utile dans la recherche systématique de résultats; elle
peut réussir simultanément a déployer la signification de ces
contenus et a la préciser mathématiquement.

2. L'analyse des concepts comme science déductive

Du point de vue technique, il y a de multiples points de contact
entre les travaux de Godel et la théorie des modeles, ne serait-ce
d'abord que l'utilisation centrale dans les premiers de la notion
logique de modele, formellement définie par Alfred Tarski en
1936. Bien entendu, c'est le parallélisme entre les concepts de
décidabilité et de définissabilité qui donne lieu & la convergence la
plus fine entre les résultats de Godel et ceux de Tarski. On peut
montrer aussi, et c'est ce que je me propose de faire maintenant,
une affinité¢ également profonde, en dépit d'éventuelles diver-
gences philosophiques (d'ailleurs non radicales), sur leur con-
ception du role de la logique par rapport aux mathématiques.

1. L'analyse des concepts comme méthodologie des sciences dé-
ductives.

On ne trouve pas dans les travaux d'Alfred Tarski
I'expression «analyse des concepts». Tarski était avare en com-
mentaires €pistémologiques sur sa fagon de travailler. Sans doute
aussi se voulait-il moins tributaire que Godel d'un certain voca-
bulaire philosophique, leibnizien ou non. Pourtant, une grande
partie de ses résultats reposent sur une analyse de concepts qui le
conduit 2 introduire de maniere explicite et formelle des distinc-
tions ou des définitions inexistantes ou seulement implicites chez
d'autres. Ainsi en est-il des distinctions entre les concepts de dé-
rivabilité et de conséquence (1936¢), entre ceux de définition
explicite et de définition implicite (1931b, § 4), etc.; ainsi en est-
il de sa définition formelle du concept de définissabilité (1935).
Quant a sa fameuse analyse du concept de vérité, elle pourrait
étre, du point de vue de ses objectifs, mise en parallele avec celle
du concept d'ensemble par Godel, bien qu'elle soit, au moins en
volume de pages, beaucoup plus importante.
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Nous voici convaincus sur la foi de ces quelques exemples
d'une chose: Tarski a amplement pratiqué I'analyse des concepts.
Clest, note John Barwise (1989: 396-398), un de ses traits com-
muns avec Godel et avec Kleene, les deux autres peres fonda-
teurs de la logique contemporaine. Bien plus que cela, sous le
nom de «Méthodologie des sciences déductives» ou
«Métamathématique», il a fait de 1'analyse des concepts une dis-
cipline scientifique autonome et capable d'interaction avec
d'autres disciplines scientifiques. C'est Tarski qui, le premier, a
fait le plus grand pas dans la réalisation du vceu leibnizien d'une
«vraye logique» comme ars inveniendi et mis en place les condi-
tions générales d'applicabilité de la logique non pas seulement a
l'analyse des procédures mathématiques mais aussi a la recherche
mathématique.

La source commune a Godel et a Tarski, c'est non seulement
les Principia mathematica de Russell et Whitehead mais encore,
bien entendu la métamathématique de Hilbert. Tarski hérite de
cette «mathématique nouvelle» (Hilbert 1922: 174), définit15 plus
précisément et élargit le champ de ses concepts fondamentaux et,
surtout, lui donne la configuration d'une science déductive:
I'interaction avec les autres sciences déductives (les autres théo-
ries mathématiques) en découle alors comme une conséquence!s.
En somme, Tarski est remonté du but & la source: il a compris
que pour faire jouer a la logique son plein rdle dans la recherche
de résultats mathématiques, il fallait organiser mathématiquement
non seulement la logique elle-méme (ce qui était chose faite) mais
encore son activité réflexive sur les théories mathématiques (les
métathéories de ces théories). Grace a lui, cette activité réflexive
(analyse des concepts et des procédures mathématiques) se pré-
sente sous le visage d'une méthodologie plutdt que d'un fonde-
ment. Dans son Introduction a la logique, ouvrage destiné a un
large public, Tarski définit justement la méthodologie des
sciences déductives (c'est-a-dire des mathématiques) comme

15 Dans un métamétalangage, comme l'observe John Corcoran dans son introduction a la
seconde édition de Tarski 1956, p. XIX.
16 Cf. Sinaceur 1991a, 4e partie, chap. 1, §§ 1 et 2, p. 306-325.
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«l’analyse détaillée et I'évaluation critique des principes fondamentaux
... qui doivent s'appliquer dans la construction de la logique et des ma-
thématiques» (1936/1960: 103 les termes et expressions soulignées le
sont par nous).

Désignation somme toute banale si elle n'était assortie de
I'exigence que cette méthodologie devienne

«une science générale des sciences déductives dans un sens analogue oil
l'arithmétique est la science des nombres et ou la géométrie est la
science des figures géométriques» (Ibid., p. 123).

Arrétons-nous sur cette analogie établie par Tarski entre la
métamathématique d'une part et l'arithmétique ou la géométrie
d'autre part. Car c'est une clef de son ceuvre et présente dés 1928
(Tarski 1930a, Collec. papers, 1: 313). L'arithmétique, I'algébre
ni la géométrie n'embrassent la totalité des objets mathématiques;
chacune posséde un domaine bien délimité: nombres, équations
ou figures et un langage spécifique: des concepts primitifs et des
axiomes particuliers. Une fois ces domaines découpés dans
l'univers mathématique, il n'est pas rare qu'on puisse passer de
l'un & l'autre, les «interpréter» 1'un dans l'autre de fagon 2 établir
une correspondance bijective entre énoncés sur les objets de 1'un
et énoncés sur les objets de 1'autre. Ainsi Descartes nous a mon-
tré comment interpréter la géométrie dans I'algébre. Mais nous
pouvons réciproquement interpréter I'arithmétique ou l'algébre
dans la géométrie; c'est le procédé bien conny sous le nom de
«méthode des graphiques». Et depuis l'apparition des géométries
non euclidiennes, c'est devenu un procédé systématique d'en
montrer la consistance par interprétation dans un modéle eucli-
dien. Par ailleurs, Godel a arithmétisé la métathéorie du systeme
dans lequel il construit sa preuve d'incomplétude de
l'arithmétique €élémentaire. C'est un premier pont de passage
entre métamathématique et mathématique, établi 4 I'occasion d'un
probleéme dans lequel — rappelons-le — Godel voit 1'indice de
l'intériorité, et non de l'extériorité, de l'une a l'autre. Rappro-
chons Gédel de Descartes et généralisons. 11 suffit d'effacer la
distinction godelienne entre logique au sens 1 et logique au sens
2. Si nous considérons, en effet, la logique comme une portion
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bien délimitée de l'univers mathématique, bien qu'elle soit en
méme temps une étude des procédures mathématiques, alors il y
a des chances pour que le jeu de l'interprétation soit possible
entre elle et n'importe laquelle des autres branches mathéma-
tiques. C'est sur ce point que s'exerce le génie propre de Tarski:
non pas appliquer les mathématiques a la logique ni méme seule-
ment appliquer pour ainsi dire de l'extérieur la logique aux ma-
thématiques, mais tout simplement considérer la logique, a la fois
au sens 1 et au sens 2, comme 'une des nombreuses disciplines
mathématiques. Pensée semi-triviale, puisqu'elle consiste a
prendre la mesure d'une semi-évidence: la logique est une théorie
déductive; or «toute théorie déductive est une discipline mathé-
matique» (Tarski 1936/1960:106). La logique au sens 1?7 Non,
pas seulement la logique au sens 2 aussi! Puisqu'il n'y a pas dé-
marcation entre les deux!7. Du moins suffira-t-il de présenter dé-
ductivement toute analyse logique d'un concept mathématique ou
impliqué dans le raisonnement mathématique comme ceux de
vérité et de définissabilité, c'est-a-dire toute recherche métama-
thématique. Tarski retrouve sans le savoir, ou tout au moins sans
le dire, cette conviction bien leibnizienne: la clef du passage
d'une théorie dans une autre c'est bien la formalisation, pourvu
qu'on mette en évidence par ailleurs les régles de passage, c'est-
a-dire d'interprétation. Cette disposition si fondamentale pour les
mathématiques, il faut la prolonger 4 la métamathématique, qui
sera formelle er significative. La théorie de la vérité, souligne
Tarski, est une «discipline déductive... qui €tablit de fagon axio-
matique les propriétés du concept primitif de vérité»!8. Barwise
remarque que Tarski procéde en mathématicien: il développe la
notion de vérité non en général mais dans un domaine particulier,
relativement 2 un langage donné. Il faut bien déterminer les
conditions du probléme pour pouvoir le résoudre. Et pour une
solution précise, rien de tel qu'une formalisation soignée.

17 Tarski 1944, Collec. papers, II, p. 693 (Vaught observe que cetle absence de
démarcation découle de la définition tarskienne de la vérité, cf. Hodges 1986, p. 876.
Mais on peut supposer aussi que la définition de la vérilé implique l'absence de
démarcation).

18 Collec. papers, 1, 616-617.
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2. La reconstruction mathématique de la métamathématique.

Tarski a constamment cherché a4 «reconstruire» mathémati-
quement la métamathématique, c'est-a-dire a en faire une branche
des mathématiques ordinaires, ayant certes ses concepts spéci-
fiques (déduction, vérité, conséquence, définissabilité, etc.) et un
objet particulier: analyser les théories mathématiques et les con-
cepts intuitifs auxquels elles s'adossent, mais organisée selon les
mémes principes formels et puisant sa fécondité dans un jeu
analogue entre expression et intuition, théorie et modéles, syn-
taxe et sémantique. Depuis Boole la logique appliquait des mé-
thodes mathématiques a I'analyse de la pensée; depuis Frege elle
s'appliquait a I'analyse des concepts et des procédures mathéma-
tiques; pour cette analyse Hilbert a proposé des moyens formels
(I'axiomatisation) et Godel a montré comment elle pouvait étre
exprimée dans l'arithmétique tout en souhaitant qu'elle eiit des
retombées sur les mathématiques elles-mémes. Tarski, enfin, a
fait en sorte qu'il n'y ait plus lieu de distinguer, méme du point
de vue du mathématicien ordinaire, entre logique et mathéma-
tique. En «poussant l'analyse» (comme efit dit Leibniz) jusqu'a la
formaliser et en tirer des méthodes susceptibles d'étre appliquées
avec fruit a un domaine mathématique spécifique: algebre ou
géométrie, il a créé un nouveau domaine de la logique mathéma-
tique: la théorie des modeles. Celle-ci nous a donné les premiers
échantillons de ce qu'on peut appeler une «mathématique lo-
gique», dont le trait distinctif est I'entrelacement dont elle se
constitue de méthodes logiques (analyse syntaxique et analyse
sémantique) et de méthodes mathématiques (calcul, constructions
géométriques, approche topologique).

J'ai analys€ en détail cet entrelacement dans le cas de la
preuve, par généralisation d'un théoréme d'analyse numérique,
de la décidabilité de l'algebre et de la géométrie élémentaires. En
d'autres termes, j'ai examiné la transformation du théoréme de
Sturm sur le nombre de racines réelles d'un polyndme en mé-
thode d'élimination des quantificateurs (Sinaceur 1991a, 4¢ par-
tie, 1¢ section, 304-371). Je me bornerai ici a rappeler combien
Tarski tient & faire comprendre que son résultat d'élimination des
quantificateurs (théoréme 31 de Tarski 1951, note 12, Collec.
Papers, 1I1: 354) a un intérét «méme du point de vue purement
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mathématique». Cette préoccupation, dont nous avons trouvé
l'expression chez Godel a propos des ensembles constructibles,
est une véritable obsession chez Tarski (Cf. Sinaceur 1991a:
321). 11 faut dire que le développement actuel de la théorie des
modeles en relation avec d'autres disciplines mathématiques, la
géométrie algébrique en particulier, lui a enfin rendu justice.
Laissant donc de c6té la méthode tarskienne d'élimination des
quantificateurs (sur laquelle il est bien curieux que Godel ne se
soit jamais exprimé, & ma connaissance), je voudrais revenir sur
la notion de définissabilité, utilisée mais non définie par Godel, et
montrer rapidement comment Tarski en a fait un concept mathé-
matiquement opératoire.

3. La définissabilité des nombres réels

Dés 1931 Tarski a montré sur I'exemple des nombres réels et
celui des ensembles projectifs (ensembles obtenus a partir d'un
ensemble fermé par un nombre fini d'opérations de projection
orthogonales ou de passage au complémentaire) 1'intérét pour le
mathématicien de déterminer des classes d'ensembles définis-
sables dans un langage logique du premier ordre. Soit dit en pas-
sant, il est caractéristique de la méthode de Tarski d'examiner le
probléme de la définissabilité dans le cadre restreint d'un langage
déterminé, celui de l'arithmétique des nombres réels par exemple,
avant d'envisager la notion générale d'ensemble €lémentairement
définissable (Tarski 1931a, in fine), et aussi avant d'attaquer le
probléme sous son aspect formel, généralisant et justifiant la
méthode de Padoa comme instrument systématique de preuve de
l'indépendance d'une constante non-logique par rapport a un
sous-ensemble de l'ensemble des autres constantes non-logiques
d'un langage du premier ordre (Tarski 1935). C'est le propre du
créateur de la sémantique scientifique et de la théorie des modeles
que le travail sur le terrain sémantique (par le biais de langages
interprétés dans un domaine particulier ou dans le domaine géné-
ral de la théorie des ensembles) précéde le travail dans un langage
formel ininterprété.

Venons-en 2 la définissabilité dans le modele particulier du
corps ordonné des nombres réels, c'est-a-dire aux deux mé-
moires de 1931. Tarski indique que la détermination de
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I'ensemble des sous-ensembles définissables de nombres réels
découle du lemme d'élimination des quantificateurs auquel jai
fait allusion plus haut. Ce lemme étant la généralisation d'un
théoréme mathématique usuel (le théoréme de Sturm), on doit
pouvoir «reconstruire ... dans le cadre des mathématiques» la
notion de sous-ensemble définissable de nombres réels. Clest ce
que fait Tarski. Il établit qu'un ensemble de suites de nombres
réels, c'est-a-dire un sous-ensemble du produit cartésien Rn, est
€lémentairement définissable si et seulement s'il est combinaison
booléenne finie de sous-ensembles mathématiquement définis par
des équations ou des inégalités algébriques a coefficients réels. Si
l'on met en valeur l'aspect métamathématique de cette définition,
on dira qu'un sous-ensemble de Rn est élémentairement définis-
sable si et seulement s'il est l'extension d'une formule sans
quantificateur du langage de la théorie des corps ordonnés. Si
I'on met en valeur son aspect mathématique, on verra qu'en par-
ticulier un sous-ensemble de R est élémentairement définissable
si et seulement s'il est somme finie d'intervalles de la droite réelle
bornés algébriquement, et un nombre réel est définissable si et
seulement s'il est algébrique. Voila bien qu'on retombe sur des
notions mathématiques usuelles. Ainsi Tarski a donné
l'interprétation mathématique du concept de définissabilité dans le
modele des nombres réels. Il a donc illustré concrétement les faits
suivants:

1°) Prise dans un sens relatif (2 un langage formel donné L) la
notion de définissabilité est non seulement non contradictoire
mais encore parfaitement précise. Il n'y a pas A craindre le spectre
d'un paradoxe comme celui de Richard.

2°) Un peu de travail d'analyse 2 la fois syntaxique (de la
structure des formules du langage L) et sémantique (de la signifi-
cation de I'existence d'une solution commune 2 un systéme fini
d'équations et d'inégalités algébriques a coefficients réels) suffit
en effet & montrer que cette notion n'est pas «en dehors des li-
mites propres aux mathématiques» (Tarski 1931a, Collec.
Papers, I. 519), qu'elle ne «différe en rien des autres notions
mathématiques» et ne doit «éveiller ni crainte ni doute» (ibid.,
p- 520) chez les mathématiciens; que ceux-ci cessent donc de se
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méfier de la métamathématique qui n'est que la face abstraite de la
(sémantique) mathématique.

3°) Puisque nous retombons dans l'algébre et la géométrie or-
dinaires, nous pourrons déduire des résultats dont nous
n'aurions pas eu seulement idée si nous en étions restés au do-
maine purement métamathématique; c'est le croisement — et non
pas seulement l'application dans un sens ou dans l'autre — des
méthodes logiques et mathématiques qui est fructueux.

4°) En croisant algebre, géométrie et logique nous définissons
le concept de base d'une nouvelle discipline mathématique; le
concept d'ensemble définissable de nombres réels est en effet
analogue 2 ceux de ligne et de surface en géométrie, relativement
tout au moins car ici nous établissons une définition précise a
partir d'une intuition vague, 12 notre intuition est déja travaillée
par la précision logique (ibid., p. 521). De fait cette nouvelle
discipline mathématique, dont Tarski voyait distinctement les
contours en 1931, existe pleinement depuis une dizaine d'années
sous le nom de géométrie algébrique réelle; son concept de base,
celui d'ensemble semi-algébrique, n'est autre que celui
d'ensemble définissable de nombres réels de Tarski généralis€ au
cas d'un corps réel clos quelconque, ce & quoi les mathématiciens
peu au fait de I'histoire de la logique n'ont pas pris garde. Bien
plus, le résultat d'élimination des quantificateurs dans la théorie
élémentaire du corps ordonné des nombres réels et des corps
réels clos est systématiquement utilisé aujourd'hui pour simplifier
les démonstrations; on démontre plus facilement la stabilité€ des
ensembles semi-algébriques par projection en se servant des pro-
priétés syntaxiques des formules qui les définissent qu'en s'en
tenant aux propriétés géométriques des projections; on démontre
de méme leur stabilité par produit cartésien et par adhérence topo-
logique. L'exposé du résultat d'élimination des quantificateurs de
Tarski figure naturellement dans les traités de géométrie algé-
brique réelle actuellement disponibles. 11 figure aussi et depuis
plus longtemps, ce qui est plus significatif, dans un traité
d'algébre abstraite comme celui de Nathan Jacobson (1974,
1985), qui salue dans sa préface I'émergence d'une nouvelle al-
gebre: l'algébre modele-théorique. C'est assez montrer le chemin
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que l'analyse des concepts métamathématiques s'est frayée, de-
puis une décennie ou deux, dans les mathématiques mémes.

En conclusion, je voudrais faire observer que !'ordre
d'exposition et mon intention de braquer les pleins feux sur
Godel pour un colloque consacré essentiellement a lui ont fait que
j'ai parlé de Tarski comme si son travail avait pris la succession
de celui de Godel. 11 n'en est rien; et j'ai averti dans mon intro-
duction de la relative ou totale indépendance des travaux des deux
logiciens. On sait, et lui-méme a souvent insisté sur ce fait, que
Tarski était en possession de certains de ses résultats des les an-
nées 1926-28, ol il tenait séminaire & Varsovie. Plus précisé-
ment, on a vu que l'idée d'organiser déductivement la métama-
thématique est déja présente dans des travaux publiés en 1928;
que deux mémoires publié€s avant que Tarski n'ait eu le temps de
prendre connaissance du résultat d'indécidabilité de Godel por-
tent sur la définissabilit€ sémantique; que son fameux mémoire
sur le concept de vérité tire son origine d'une conférence du 21
mars 1931 a la Société des Lettres et des Sciences de Varsovie.
D'un autre c6té, on sait que Tarski et Godel se sont rencontrés
plusieurs fois, 4 Vienne en 1935, a Princeton en 1946 (a la con-
férence sur les problemes dans les mathématiques): le texte de
Godel de 1946 commence d'ailleurs par évoquer la conférence de
Tarski; plus tard encore en 1962 (photographie retrouvée dans le
Nachlass et reproduite dans le volume II, p. 252, des Collected
Works). 11 est dommage qu'il soit trop tard pour procéder sur les
rapports de Godel et Tarski a quelque chose comme le question-
naire Grandjean qui nous a livré certains renseignements factuels
bien précieux!

Institut d'histoire et philosophie
des sciences et des techniques,
13, rue du Four

F 75006 Paris
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