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Avant-propos

Le présent travail de these est constitué du texte ci-aprés ainsi que des
deux articles (7] et [8]. Dans 'article [7], nous avons démontré de nouvelles
propriétés de congruence pour les nombres et les polynomes de Bell, et ce
en utilisant des méthodes originales de calcul ombral. Dans I'article [8], il
est démontré plusieurs propriétés de divisihilité des nomhres harmoniques
généralisés conjecturées par Y. Matiyasevich.

Les 6 premiers paragraphes du texte ci-aprés constituent une étude di-
versifiée de problémes liés & des sommes de factorielles.

Le paragraphe 1 énonce les deux conjectures qui ont motivé ce travail,
4 savoir l'irrationnalité de la somme (infinie) des factorielles en analyse p-
adique et I’hypothése de Kurepa concernant les sommes finies de factorielles.
On rappelle ensuite quelques définitions et propriétés du systéme des po-
lynémes de Pochhammer ainsi que des nombres de Stirling de premiére et de
deuxiéme espéece.

Le paragraphe 2 introduit une fonction génératrice qui, tantét sous la
forme d’une série de Mahler, tantét sous celle d’une série de puissances,
permet d’exprimer les prohlémes de sommes de factorielles liés aux deux
conjectures du paragraphe 1. D’autre part, I’hypothese de Kurepa est mise
en relation avec l'analyse combinatoire : le nomhre de permutations sans point
fixe des éléments d’un ensemble fournit un énoncé équivalent a 1’hypothése
de Kurepa.

Dans le paragraphe 3, on démontre des congruences fortes mettant en
relation les nombres de Stirling de premiére espéce avec ceux de deuxidme
espeéce.

Les congruences du paragraphe 3 permettent de construire un lien entre
des sommes partielles (finies) de factorielles et les polynémes de Bell; en
particulier, un énoncé reliant ’hypothése de Kurepa aux nombres de Bell
constitue le point fort du paragraphe 4.

Le paragraphe 5 reprend, éclaire et améliore certains résultats de B. Dra-
govich ([5], [6]) & propos de formules qui font intervenir des sommes, finies
on infinies, de factorielles.

Au paragraphe 6, des méthodes de calcul omhral permettent en particulier
d’améliorer un résultat de B. Dragovich.

Enfin, le paragraphe 7 consiste en une généralisation des congruences
fortes pour les nombres de Bell qui se trouvent dans {7]. Cette généralisation



s’applique aux polyndmes de Bell-Carlitz, 4 savoir 4 la généralisation de L.
Carlitz des nombres de Bell. Les métbodes utilisées sont analogues & celles
de [7).
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1 Introduction

Pour un nombre premier p, on désigne par Z, I'anneau des entiers p-adiques,
par Q, le corps des nombres p-adiques, complété de Q pour la valeur absolue
p-adique usuelle |.|, (normalisée par |p}, = 1/p), et enfin par C, le comp]ete
de la cloture algébrique de Q. .

1.1 Deux conjectures

La motivation de ce travail est basée sur les conjectures ci-apres.

CQNJECTURE 1.1.- La somme
§= Zn'

convergente dans Q,, est un nombre :rratsonnel fi.e. S € Q,~Q). Plus fort :
S est un nombre transcendant.

CONJECTURE 1.2 (HYPOTHESE DE KUREPA).- Sciti p un nombre premier
impoir; clors la somme
> n

0€nL<p-1
n'est jamois congrue & zéro modulo p (i.e. [kl = 1 pour tout p premier
impatr}).
REMARQUE.- Pour p premier impair, %, est pair et 5,/2 est impair dés que
P > 3; en d’autres termes, x, = 2 mod 4 pour p > 3.
Exprimons quelques valeurs de x, modulo p.
cp_ l2i3]s5|7]11113]17|19|23]29]31]37|41]43]47

rpmodp{0[1]4]6[ 1 |10]13| 9 ]21|17[ 2|54 ]16[18
A priori il est éirange que I'on ne puisse rien dire de ces sommes alors que
2.>an ' B! est bien connue : elle vaut —1 dans Z,!

Une approche naive du probléme consiste & considérer un diviseur premier
g > 2 de K,. Si ¢ = p, alors I'hypothése de Kurepa est fausse. Si g < p, alors
g divise ! pour n : g < n £ p -1, donc g divise Eo<n<q A
I'bypothése de Kurepa est fausse. .

Ainsi, 'hypothése de Kurepa est équivalente & I’énoncé suivant.

“Soit g4 > 2 un diviseur premier de x,; alors g > p™.



1.2 Polynémes de Pochhammer et nombres de Stirling

On considére le systéme de polynémes de Pochhammer {(z), }a3o défini par
(o =1let (2} =2z(z=1)...(z=n+1) =nl() (n21). Le degré de
(z)n vaut n et ces polynémes forment donc une base de Q[z].

PROPOQSITION 1.1.—- Pour v > 1 e p un nombre premier impair, on a lo
congruence de Bauer généralisée (7]

() = (7~ 2y mod prZ,[a]  (1).
Pour p =2, loa méme congruence est veleble modulo 2*~'Z;(z).

Les nombres de Stirling de premiére espéce [:] (n,k 2 0) sont les entiers
positifs définis par la formule

Bn= ¥ HIE e

1ls vérifient la relation de récurrence

L) o

Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce {:} (n,k 2 0) sont les entiers
positifs définis par la formule

#= ¥ (i} @

0<k<n

Ils vérifient la relation de récurrence

(r)-rfi}fn) o

2 Une fonction génératrice

2.1 Série de Mahler
'’ On considére le développement formel

1-z4z(z=1)=a(z-)z-2%... = S (-1)(2)a



qui s’écrit aussi
Sura(?).
n>d n

Puisque les coefficients ¢, = (—1)"n! tendent p-adiquement vers 0, il s’agit
d'une série de Mahler dans Z, et ceite série définit une fonction continue
f:Zy ~— Z,. L'évaluation en z = —1 donne

f(-1)=) nl=8

n>0
On voit aisément que f vérifie la relation
L f@)=1-2f(z-1),
relation dont on tire les valeurs particuliares

nfl ... -3 | -2 |-1]o|1]|2]|3]4] 5|6 ..
foy ..osr2-1fs-1| s |1]0]|1]-2]|9|-44]2e5 ...

En particulier, si S est irrationnelle (resp. transcendante), alors f(—n) l’est
aussi pour tout n € N.

2.2 Analyse combinatoire

Considérons le groupe S, des permutations de l’ensemble {1,2,...,n}; soit
D, le nombre de permutations sane point fixe de {1,2,...,n}; ces permuta-
tions sont parfois appelées “dérangements” de {1,2,...,n}.
On connait les formules [26]

Do=(n=1){Dacs + Dnz]  (Da=1, Dy=0),

Dp=nDp 1 +{-1)* (Do=1)
et de maniére explicite
ﬂ! i
Dn = (n)n - (n]n—l + (n)n—2 F...= a;n F(‘—l) .

REMARQUES.~ 1) Les formules de récurrence présentent des analogies avec
celles qui définissent la factorielie, En effet, on a-

al=(r—1)[(r-1)+(r-2))] (0=1,11=1)
et nl=nn-1 (0t=1).
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: !' T 1
2) Le nombre D,, et I'entier le plus proche de n: = _._L'.".,ei_.),_
Reprenons notre fonction

HOED IV ™

k20
Pour z = n € N, on obtient
£(0) =3 (=¥ = (-1)" Y (=)™ (n)s = (<1)"Dy.
k20 ogk<n

PROPOSITION 2.1.- Pour n = p — 1, avec p un nombre premier impair, on

a
Dyp_y = K mod p.

PREUVE.— On calcule simplement

Dpoy=flp-1) = f(-1) = 5, mod p. 0
COROLLAIRE 2.1.- L 'hypothése de Kurepa est équivalente & I’énoncé
| D, # 0 mod p

guel gue soit p premier impair.
Rappelons qu’une permutation est dite patre si elle s’écrit comme produit
d’un nombre pair de transpositions, et impaire sinon. Soient N, respective-
ment N, le nombre de permutations paires, respectivement impaires sans
point fixe de V'ensemble {1,2,...,n}. On connait la somme N} + N = D,.
On a de plus

NI = N7 =(-1)""(n-1).

Pour n = p — 1, p premier impair, il s’ensuit

NY, =N_,=—(p-2)=2med p

P
alors que
NY L+ N

-1

=D = K mod p.
On en tire les congruences

Ry = 2ANY,—1) modp et x,=2(N,_,+1) modp.

Soit G un groupe et X un G-ensemble {i.e. Gagit sur X viaa : Gx X — X).
Rappelons le lemme de Burnside [24].
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LEMME 2.1.- Supposens que X et G sont finis; soit N le nombre de G-

orbites de X ; alors .
N=— F(r)
|Gl ,g,
ot F(7) est le nombre de points z € X fixés par r € G.

APPLICATION.- Soit G = S,;; alors |G| = nl et N = 1 (G est transitif).
Dénotons par a;, 0 € i € n, le nombre d’éléments de S, qui ont 1 points
fixes. Alors ap = D, et

1Sal =n! = z a; =D, + Z a;.

0<i<n 1<ign

D’autre part, le lemme de Burnside fournit

Sl =nl=Y"F(r)= Y iai= Y ia;

TESA 0<ign 1€ign

On obtient donc

D, =nl- Z a; = Z(i-—l)a;

1<i<n 1<i<n

et Phypothése de Kurepa (n = p — 1) est équivalente &

> (-1)a; #0 mod p

1<i<p-1
ou encore a

Z a;i+1# 0 modp

1<i<p-1

grace a la congruence (p — 1)! = —1 mod p (Wilson).

2.3 Série de puissances

Les résultats suivants vont permettre d’exprimer f sous forme de série de
puissances.

PROPOSITION 2.2.- Les congruences
[py : 7 ] =0 mod p*
sont valables peurtous v > 1, 0<k <pt et je N.
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PREUVE.- Pour p > 2 (le cas p = 2 se traite de maniére analogue), on tire
des relations (1) et (2) (voir 1.2)

A CARS Y m (=1)""~*2* mod p* Z.]z).
Ogkgp”

Dans le membre de gauche, la premitre puissance de z apparaissant est z#*
ce qui implique que

[I;:] =0modp” (0<k<pt)
Par induction sur j, on montre alors aisément que
["",;”] s0medp (21, 0<k<p, jEN),

et ce grace & la formule de récurrence (3) (voir 1.2) appliquée & n=p” ++¢
eta k<p i 0

COROLLAIRE 2.2.- Pour tout k > 0, la suite ([’"f‘]) converge vers 0 dans
Z, lorsque m — co. On peut donc définir

ap = (- 1)kr§][m+k]

(car Z, est complet) pour tout k > 0.
PREUVE.- Soit k € N fixé et v > 1 tel que p*~' > k; alors, pour tout 4 > v

etm>2p‘,ona _
K] '
"=l = e

et on en déduit la convergence de [’“;”‘] vers 0. O

Grice 4 la formule (2) (voir 1.2) et au corollaire 2.2, la fonction f s’écrit
maintenant en série de puissances

0= 5 3 e - g

k20

woer -]



COROLLAIRE 2.3.— La fonction f est localement analylique ; elle est analy-
tique dans toute boule stricte Bo,y,(m) C C,, m € {0,1,...,p~1}.
PREUVE.- Comme Jax) < 1 ¥k > 0, f(z) est analytique dans la boule
B1(0) C C,. En vertu de Pégalité

fa-1y =18,

J est aussi analytique dans B,(1) C C,, et par extension dans toute boule

B<1(m)CCP: mG{U,l,...,p—l}. . a
On a de plus .
S=f-)=Y al-1)=} 3" [’,;] =Y. n
k>0 £20 n2k n30

c’est la somme (par colonnes) de tous les nombres de Stirling de premiére

espéce! Or, sachant que ["T‘] =n!, on a aussi
n
s=yu=3 [
n>0 n>0

ce qui correspond a la somme des éléments d’une colonne du tableau des
nombres de Stirling de premiére espéce! Il en découle en particulier

DN HERESWE

k22 n3k n20
En dérivant successivement la relation f(z)} =1 — zf(z — 1), on obtient
FOYN2) = —af™ Dz~ 1) —2f™M(z-1), n>1.
En particulier f(*(0) = —n f*~)(—1) et donc
S=f-1)=-F@) =3 nl

L%t

2.4 Tronquées de f

Pour un nombre premier p, considérons les p premiers termes de la sornme
" définissant f en posant

mp(zyi= D (=12

0<ngp—1

9



On a alors
Zn'-—.-c,,_ —1) mod p.

0<nLp~—1
PROPOSITION 2.3.- La relation
f(z) = &y(z) — (z)pf(z — p)

est valable pour tout nombre premier p,
PREUVE.- On a simplement

Ko(2) + D (=)™ (@)map = Kp(2) = D (~1)"™(@)slz = P)m

m>Q m20

xp(z) = (2)pf(z - p)- -

1l s’ensuit que

- f{=)

f@) = mpz) = () D, (-1)"(z—ph

0<ndp=1
= (@) Y, (~1)(z~2pn

. Q<ngp—1

— (@) P = e
0<nLp-1

= m(2) = (2)pmp(z) — (Thaphip(c) — ... mod pZ,[z]
et au total

f(z) = kp(z) (1 = (2)p — (2)2p — - ..) mod pZy[z].

Sachant que (z),, = (z); mod pZ,[z], on peut encore écrire (dans Q,(z})

1—(x)y — (x)2p =2- Z(a:)“ = 2- l( % moed pZ,[z],

n>D

et donc
16) = m(@) (2- 1z ) = W) T mod 2]

— P+

On a vu que f(-1) = Eugu"! = x, mod pZ,; modulo p?, on obtient la

10



PROPOSITION 2.4.- Una
f(=1) = (1 —p)r, mod p*Z,.
PREUVE.- On écrit

Zn!

n>0

kp+p(1+(p+1)+(p+1){p+2)+...) mod p*Z,

= Kp+plp— 1)k, mod p*Z,

et le résultat découle de la congruence de Wilson (p - 1)! = —~1 mod p. O
REMARQUE.~ Modulo p®, on obtient de maniére analogue

FE) =3 nt=m+p D (p+Eh+ 25, mod pZ,
n20 0<k<p—1L
qui s’écrit aussi
f(=1) = 3 n! Kyt pls, + 2, +p-pl Y KHy mod p°Z,

n>0 0gk<p-1

Ky + plig + 9 (2&, - Z kK'Hy | mod p°Z,

0<kEp—1

in

I

ol H, représente le k-ieme nombre harmonique. Dans le cas général, on a la
formule

f(=1)=3"nl = D () 3. (p+kh mod pHZ,

n>0 0<ige 0<k<p-1

S 3K (”’ :") mod p"'7,.

0<i<y - 0<k<p-1

3 Congruences fortes pour les nombres de
Stirling

A Dinstar du.tria.ngle de Pascal formé des coefficients binomiaux , on peut
. considérer les triangles de Stirling formés des nombres de Stirling de premiére,
respectivernent de deuxiéme espéce. Appelons T) le triangle de Stirling de

11



premitre espéce et T3 le triangle de Stirling de deuxiéme espéce; on a

1
0 1
0 1 1
0o 2 3 1
o 6 11 6 1 -
Ti= o 24 s 3 10 1
0 120 274 225 85 15 1
0 720 1764 1624 735 175 21 1
0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1
et
1
01
01 1
01 3 1
01 7 .6 1
L= g1 15 5 10 1
01 31 9 6 15 1
01 63 301 350 140 21 1
0 1 127 966 1701 1050 266 28 1

Les relations de récurrence (voir 1.2) permettent de calculer les éléments de
la (n + 1}-iéme ligne du triangle & partir de ceux de la n-iéme ligne.

Considérons maintenant les triangles Tl(p) et T,(") formés des éléments des
lignes (et des colonnes) d'indice 1,...,p — 1 de T et T calculés modulo p;
pour p=3,5,7,11, on observe

@ _ 1 @ _ 1
n" =, L= 3
1 1
¢ _ 11 sy _ 11
"= 453, T 13 1
1111 1211

12



1 1
11 11
m_ 231 @m _ 131
i T 6 461 . T 1061
31031 11431
111111 136211
1 1
11 11
2 31 131
6 061 1761
pan _ 2 62101 Ty — 143101
! 10105 8 4 1 2 19210 4 1
5 47910101 1849 B 101
2 0942361 1697 5 261
5268 9 4731 1204106031
1 111111111 15251026211

On observe que les lignes de Tl(’) deviennent les colonnes de T«‘E”), lues depuis

la droite et de bas en haut. Ea d’autres termes, on observe les congruences

-k
[2] E{g—n} mod p, 1<n,k<p-1.

Pour p premier impair, on va démontrer une généralisation de ces congruences.
Partons de la congruence polynomiale (1) du paragraphe 1.2, qui s'écrit auss)
w—1

2 [’L] (et = (p; )(—1)‘+‘="“+“’-” mod p Z,[z].

0gk<p” o<igpy—!

Dans le membre de droite, aucune puissance de z a’apparait entre z7" ~(*~1)
et z¥". On en tire les congruences

P -k
LEMME 3.1-0COn g

[py]EOmodp", 1<k<p-1 (s

¥ -1
[;_kJ =1modp, 1<k<p-—1.

13



PREUVE—- On a [:::}} =1 qui régle le cas k = 1. Supposors que [;::}] =

1 mod p* seit satisfaite pour un {: 1 <! < p—1 et utilisons la relation de
récurrence (3) (voir 1.2); grice & (%), on obtient

0= [pvp:_ l] = -1) [?;:}] + [pv{'(_.}. 1)] mod p*

et finalement par hypothése [p,{:'(j_'l_l)] =1 mod p“. : a

THEOREME 3.1.— Soit p un nombre premier impair; les congruences

1) ) e

sont valables pour 1 €4, <p-1, v21.

PREUVE.- Considérons le triangle T,(") formé des p¥ — 1 premiéres lignes
(sans celle d'indice 0) du triangle de Stirling de premiére espéce modulo p* ;
on obtient

—
—

T](P”) -

N = R
(les 1 pour les p — 1 derniers termes de la (p* — 1)-iéme ligne proviennent du
lemme 3.1). ' ‘
Intéressons-nous maintenant plus particuliérement au triangle T' constitué
des p— 1 derniéres colonnes {et lignes} de Tl(r" ") En posant [:::;} = 5;; pour
alléger les notations, on a ‘

p¥--(p—1
[p"- p—1 ) Sp-l.p-l
T [5:{::?_ [’;::g:a}] _ Se-p-1 Spe2p-z
[pu’:v(;il}‘ Ca . [i::l] Sl.p-l . e 31.1

14



et les derniéres observations fournissent

T= = -, - mod p*.
1 ... ... ...1
On construit T (modulo p*} & Iaide de la relation de récurrence (3) de 1.2,
qui devient ici

ZEN = w-ol. Tty <[5
= [;f’ (mi—l)] + [;.};u__nl‘] mod p*.
Dans la notation abrégée, cela donne encore

Sim = S—iym—y +1- Siym-1 mod p*.

Considérons le triangle

S 1
. O S _ = ! mod p’
: t. H * T
S].,p—l Sp—l.p—l 1 .. ..x 1

obtenu de T par une symétrie axiale. On a

S5, =1 = mod 7, 1<j<p—1

- ey,

S =1 = mod p*, 1<i<p-1

De plus, la relation Sy = Si—im—1 + - Sim-1 mod p”, valable pour
1<l,m < p-1, est la méme que celle des nombres de Stirling de deuxiénie
espéce (5) (voir 1.2). Par induction, on en conclut que

;i = {;} mod ¥, 1<ij<p-1,

ce qui prouve le résultat annoncé. O

15



GENERALISATION .~ Les congruences

=il o [

[ 2d] = {5} mea
valables pour 0 € j < i <p—1 (v 2 1), le sont encare pour p < i < p*,
i—p+l<j<i, v2L
PREUVE.- Cela découle des relations de récurrence (3) et (5) du paragraphe
12;pour1 < j<i+1<p,ona

U3} - JHE I,

_ L -d L [t
=[5+ [ 397Y)] medw
- 1)] ~ [P =3
= 739w -a[5Td] mer
— 7
= [pZgiy] meav
et an conclut par induction sur 1. . a

4 Polynomes et nombres de Bell

Les polyndmes de Bell Bn(z) (n = 0) sont définis par

- n k
B.z)= . {k}z :
0gk<n
En particulier B,(1) = z(,(k(n { } = B, représente le n-itme nombre de
Bell, défini également comme étant le nombre de partitions d’un ensemble &

n éléments. Voici les premiéres valeurs

nlof1]|2a|4|5]6 7| 8| 9| 16 |...
B,|1|1]|2|5]15|52] 203|877 |4140 | 21147 | 115875 ...

et Bo(z) = 1, Bi(z) = z, Ba(z) = 2® + z, Ba(z) = 2° + 32 + 1,
Biz)=z'+623+T2z3 +z...

PROPRIETES.- 1) Pour un nombre premier p, on a la congruence (due &

C.Radoux, {16]) ‘
Bp(z) = z 4 27 mod pZ[z];
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on en tire en particulier B, = 2 mod p.
2) La relation de récurrence (5) de 1.2 montre que

Bu(z) = 2(Baa(2) + B,oi(2))  (n21).

Comme [’"j’l] = ml, on constate que
-n
o= ¥ w= T e-n-= ¥ P
0€n<p-1 o<np-1 o€ngp-1
Grace aux congruences du paragraphe 3, on ohtient le

THEOREME 4.1.- Soit p un nombre premier impair; olors

Z {p;l}—l = Bpoy ~ 1 mod p.
1

0<ngp—

L]

Kp

La conjecture shivante constitue alors un corollaire équivalent a 'hypothése
de Kurepa.

CONJECTURE 4.1.- Pour p premier impair, le (p — 1)-iéme nombre de Beil
B,_, n’est jamais congru & 1 modulo p.

Les mémes congruences permettent d’exprimer

Ko(z) = Tagngrmi(~1)@hn = Togngot(—1)" Togaga(-10"7* [1] #*
Eogkgp-x EkSnSp-l(_l)k [:] z*
= 143 ckep ElSmSp-k(_l)k {p;k} z* mod pZ,[z]
et au total
rol2) = 14+ Z (=1)*By_sz* mod pZ,lz].

15k<p—1
On retrouve

Ky = Kp(—1) = Z: B, = B,_; —1 mod p.
a<ksp—1

- Revenons maintenant anx polynémes de Bell B,(z) = 3 4cicn {2} z* qui
vérifient B,(1) = B,. On va démontrer une congruence pour des sommes
partielles de factorielles.
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PROPOSITION 4.1.- Soit p un nombre premier impair; alors

Y it= (1B (1) +x, mod pZ, (1< k<))
0<igk—1

ou de maniére équivalente
3 it = (-1)BY (1) mod pZ, (1<k<p).
k<igp-1 .
PREUVE.- Les propriétés 1) et 2) permettent d’obtenir la formule
1+ 2" = Byi(z) + B,_,(z) mod pZ,z)
ou en d’autres termes
B, \(z) = 1= Bpy(2)+ 27! mod pZ,[z].
En dérivant successivement cette expression, on obtient
B},’i’l(z) = (-1)*! ( Z itzP=i=t B,_1(x)+1) mod pZ,[z],
0<igk-1

pour 1 < k <p. En z = 1, cela donne l'expression

Y it = (—1)BY 1)+ Boi—1 mod pZ,,  (1<k<p)
0<igk-1
dont on tire le résultat souhaité. _ o

5 Sommes de factorielles selon B. Dragovich

On fera appel ici & quelques résultats de B.Dragovich [5], [6].

5.1 Sommes infinies

Considérons les séries

5.(0) =Y () fn), w21,

n>0

oit f € F est une fonction N — Z, ou une fonction bornée N — Q, (pour
assurer la convergence de la série dans Q,). Soient les opérateurs

o: F — F et 7. F — F
f(r) — n*f(n) f(n) »— fln+1);
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on pose encore T, := 7o, — [ oit [ est 'opérateur identité.
FORMULE DE SOMMATION.— Soitge F;on ¢
S.(Tvg) = —9(0);

en d’eutres termes _
S () ((n +1)g(n + 1) = g(n)) = —g(0).

PREUVE.- On calcule simplement

S/9) = 90+ X 5:(n) g(n)
= g(0)+ X 5e(n)(n+1)g(n+1) = g(0) + S,(ravg). O

COROLLAIRE 5.1.- S'il eziste g € F telle que f(n) = (n+1)*g(n+1)— g(n),
c’est-d-dire si f est dans image de Uopérateur T, alors on peut celeuler la

somme
=Y (=)"f(n) = —g(0).

Etudions I'image de I'opérateur T, dans le cas ot f est un polyndme a coef-
ficients dans Q. Si le polynéme g € Q|z] vérifie g € Im T, alors S,(g) es
rationnelle!

PROPOSITION 5.1.- La codimension de 'image de T, : Q[z] — Qlz] veut
Codim (ImT,) = v

PREUVE.- L'image par T, du polynéme de base fi(n) = n* (deg fi = k)

vaut T, fr = (n + 1)¥* —n* et deg(T,fi) = k + 1. a

REMARQUE.— L'é¢lément fy(n) = 1 n'est pas dans Im T} ; en particulier on
ne peut rien dire de 3, 40! ...

CAS PARTICULIER.- Soit f(n) = ("g(r), ol g € F et { € pp-1 C Z, est une
racine (p — 1)-iéme de 'unité. On regarde alors la somme

Ses(9) = Su(f) = 3 (n)*¢"g(n)

n2>0Q

et 'opérateur Ty, = 7o, — I ol 0¢,,9(n) = Cﬁ"g(n). Construisons la matrice
M{¥ de T, |Q<n—~+.1[‘]’ de taille (n + 1) x (n —v+1);ona

Telz* ™ )=z + 1)~ 24> =¢ Z ()w — gt~

Qgick
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d’ot

(C-l ¢ ¢
¢(5) ¢t -1 <P
c(:) c(”*‘)

vl

2

¢(,2y)
¢

M =
0

n

\ o

-1

{
¢(.2) -1
Clanen)
¢(alpa)

n
n—1

)

R {
0

Daus le cas particulier ot » = 1, on obtient alors une matrice M de taille
{n + 1) x n que des opérations élémentaires de ligne permettent de mettre

sous la forme

uf of

¢ 0

0 ¢
M ~ :

0

<
oooul

0
0

......

0
Cn

On obtient alors une base de l'image @i(z) = (*n* + uf od u'i est donné par

la relation de récurrence

uf = (-1
“£+1 = uf- Z

20
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En posant u§ = —1, on écrit aussi cette suite

1 .
=1 wf =01 @ gy =at - 3 (T e,

0<i<n

. n + 1 HN—% n n
ie uf= Z ( ; )C Hyl m s £ O™ (n2 1)
0gi<ntl
De 13, on calcule la suite (v$)kz1 vérifiant
Y o ¢rnl(Ctat 4 uf) =
n2d
On obtient
1
v§=0, vf=-1et vf,=vf= ) (ﬂ-: )Cn-m ¢
' 0<ign
i.e. U,E = Z (n + l)cn-:+1 ¢ u(v( + C)n+l (n > 1)
0<i<ntl '

Les cas { = *1 sont étudiés dans [5], [6]. Pour { = 1, on trouve les suites
d’entiers (ux)r>1 et (ve)xp1 qui vérifient

Z: n!(n* 4 ug) = v

n20
Dans ce cas particulier, explicitons les premiéres paires {tig, v:) et quelques
égalités auxquelles elles donnent lien

k1|23 )| 4]|5]6 7 8 9 10
e 0 |1j-1]~2]9]-9] =50 |267 | —413 | —2180
wl-1]1} 1 }—~5|5])211—105|141 777 | —5513

d’oti

1) Zn!n = -1
n2Q

2) Y onl(n*+1) =1
n20

3) zn!(n3—1) =1
n2Q

4) Zn'(n —2) = -5
n2o

5) En’(n +9) = 5.
n>Q
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REMARQUE.— L. van Hamme nous a signalé que, pour { = -1, on obtient des
paires (i, 7)) faisant intervenir les nombres de Bell. Les premiéres valeurs
sont en effet

kffol1|2)3 4] 5| 6 7 8 9
x| =1 —2| -5 —15| —52| —203 | —877 | —4140 | —21147 | —115975
g || 0 | —1|—3] =9 | —31|—121] —523 | —2469 | —12611 | —69161

et 'on observe que
iy ==Bry (k20).

Par conséquent, la somme

S =1 nlnt + (1) Be) = 6

n>o0

est rationnelle pour tout k > 1.

Considérons maintenant I'équation sous sa forme générale
S Gt + Cuent T 44 Co) = Dy, Cop..., O DL EQ.
n20

-PROPOSITION 5.2.- L ’équation ci-dessus est vérifie pourCo = 3, ;) Cjy;
et D = ZISiSk Cjvu;.
REMARQUE.~ Les résultats sént analogues pour { = —1.

Tout le probléme de I'irrationnalité de 3 ,,n! réside dans la question de
Iunicité de la paire (ug,vx) (k 2 1). Ou démontre aisément les trois résultats
suivants.

PROPOSITION 5.3.- S7i eziste k > 1 tel que (uy,vx) n'esl pas unique dans
Q, alors 3,,on! est rationnelle dans Q,.

PROPOSITION 5.4.- §i 3, .o n! est rationnelle, olors 3. _,,n*n! est ration-
nelle pour tout k& > 1. ' i

PROPOSITION 5.5.— St (par ezemple) (u3,v2) = (1,1) est l'unique solution
rationnelle de 37 n!(n? + u2) = va, olors 3,5 n! est irrationnelle.
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5.2 Sommes finies

On obtient des résultats analogues pour des sommes finies du type

San(f)= D GVFE, w21,

0<i<n—1

FORMULE DE SOMMATION.- Soit g€ F;ona

Snw(Tug) = —g(0) + ("!)yg(")5
en d’autres termes :

37 GG+ 1)l +1) — 9(3) = —9(0) + (n)g(n)-

- 0gi<n-1
PREUVE.— On a en fait

Snu(g) = 9(0)+ ElgiSn—l(i!)ug(i) .
9(0) + Eng;gn-n(i!)y(i +1)*g(¢ + 1) — (n!)*g(n) .
9(0) + Snu(ro.g) — (nl)g(n). a

COROLLAIRE 5.2.— S p est un nambre premier et g prend ses valeurs dans
+Z;, alors on a

il

i

Spu(Tug) = —g(0) mod p* Z,,
&’est-g-dire
Y () ((n+1)s{n +1) — g(n)) = —g(0) mod pZ,.
0<n<p~1

CAS PARTIGULIER.~ Soit f(n) = e"g(n), ol g € F et ¢ est I'élément de F
vérifiant { = € mod p, ¢ € p—1 C Z,. On regarde alors la somme

Sneslg) = 3 (i)e'q(i).
0<i<n-1
REMARQUE.- Les suites (u}) et (v} étudiées précédemment vérifient évidem-
ment
Z nle™{e*n® + uf) = vf mod p.
o<n<p-1

B.Dragovich [6] traite du cas particulier ot v = 1, £ = £1 et f est un po-
lynéme & coefficients dans Q. Pour g = 1, soit P(i) = *+ur € Im Ty, u €
Q, i.e. il existe Ax_, € Q[X] tel que

# e = G+ DA (4 1) — Aea (i)
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ou a alors ux = Ax—1(1) — Ax—1{0) et la somme
S+ w) = - Ak (0) + nlAsa(n)
agi<n-1

est entierement déterminée par le polyndme Ax_;.
REMARQUE.- Pour n — oo, on retrouve la formule

ST+ w) = A1 (0) = u

20
du paragraphe précédent.
Posons ax(n) = Y ocicn1 ik keN.
THEOREME 5.1.- La relatian de récurrence

k
O'H.l(n) = —kcrk(n) - Z ( Tl)al(ﬂ) +nin®
a<I<k-1

est valable paur k > 1.

Cette formule permet également d’obtenir les relations de récurrence pour
Uk, Vx €t Ap_1(n). Les premidres valeurs donnent lieu aux identités

1) ) ili=-14n

} 0<ign—1
2) d i@ +1)=1+4nln-1)
0<i<n=1

3) ST P -1)=1+4nn*-2n-1)

0gi<n—1

4) z i!(i“—Z) ==5+nl(n®=3n? +5)

0<i<n=-1
"THEOREME 5.2.- Sait Pi(i) = Xperax Crt"y Cr € Q; alars la relation
> iPi) = v+ n!Qua(n)
0<ign-1

est valable larsque Co = 371, Crttry, U = 21, p Crtr et Qroa(n) =
ZlSrSk CeAra(n).

Observons encore quelques relatious de congruence. On a

Z i!(i" + wx) = vx + nlAg_1(n) = vy mod nl.

0<ign—1
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On voit que les propriétés de divisibilité de EMK“ , #! par les facteurs de n!
sont Jides & celles de 3¢, #!4* sauf i u est ‘nul, i.e. 88 Ag1(1) = Ak-1{0)
(ce qui ne semble éire le cas que 8i k = 1).

On va énoncer des résultats équivalents a I’hypothese de Kurepa dont la
plupart figurent dans [6]. L'entier p désigne un nombre prem;er impair.

Considérons la matrice

-2 2 0 ... .. ... 0
(-—1 -1 3 ¢ ... ... 0 \
-1 0 -1 4 0 .. 0
M= & i o e e e de taille (p—1)x (p—1).
o ORI
~1 0 ... ... 0 -1 p-1

\-1 0 ... ... ... 0 -1/

THEOREME 5.3.— Les assertions suivantes sont équivalentes.
i} L’hypothése de Kurepa est vraie,
i) det M # 0 mod p,
i) v_; # —1 med p,
iv) up £ —1 mod p,
‘u) il eziste k> 1 tel que ug # 0 mod p et 20<"<p-—1"“k # vy mod p.
PREUVE.- i) <= #i) : Un calcul montre que
detM= > il=x,
0<i<p—1
i) <= v) : Cette équivalence découle de la relation
Z MiF+w) = Z #iF +uk, = vy mod p.
0<i<p-1 o<i<p-1
i1i) = 1) : 5i 'hypothése de Kurepa est fausse, alors x, = 0 mod pet
Z i = v, mod p.
0gigp=1
Grice au petit théoreme de Fermat, on obtient

Vpoy = z il = Z —-1=4%—-1= -1 mod p

0<i<p-1 o<i<p-1
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i13) <= 1v) : La relation de récurrence définissant la suite (vx) fournit
Vp = Vpoy — E (p)v.-zv_l mod p.
. t ?
1<i<p-1

1) =» iv) : Cette dernitre implication sera démontrée & 'aide du caleul
ombral dans le paragraphe 6.1. a

6 Calcul ombral

Soit A un anneau (A =2 ou Z,); considérons 'opérateur linéaire

®: Allz]] — All=]]
(2)y — 2"

pour lequel on a 9(z") = B,(z) (n-iéme polyndéme de Bell) (voir [7]).
Reprenons f(z) = ¥_,54(—1)"(2)n ; alors

® /() = Yo (-1)'s" =
et
dn(e)= ¥ (- =Tis  (pimpain)

0<np~1

modulo p, on obtient
Prp(z) = (1 + 2" mod pZ,[z].

D'autre part, comme £5(2) = 14 3 cpepoy(—1)*Bposz® mod pZ,Jz], on
a
®ry(z) =14+ Y (=1)ByusBi(z) mod pZ,[c],

1<k<p—1

d’oti la relation

(1+2P" =14 Y (-1)*B,-xBu(z) mod pZ[z].

1€k<p—1

26



6.1 Une autre application
Poure,f € Z, et e € {0....,p— 1}, considérons la suite
agg=oa, ai=0 et a4, =a;— Z (n + 1)8""-“@,?, n>1
ogizn v *

te aS="“(a+e)"” n2l
Soit 1, : Z,[z] —= Z, 'opérateur linéaire défini par
te(z*) = af (k20).
Alors

be(z+e)) = ) (RTI)E""+’af=az=¢,(z"), n>

0<i<n+l :

pary

(Pourn=0, {l)=af=caet gz +e)=ca+f)
Posons P(z) = Z en2” € Z,{2]; alors

0&nEm

Yel(z + )Pz +e)) = o ( > enlz+ E)““)
0

<n€<m
colea + B) + e ( Yy cnz“)
1<n<m
colea + B) + ¥(P(z)) — corx
(ale — 1) + B) P(0) + e P(z)).

Pour P(z) = (z+€){z+2¢)...(z+(n—1)) {n > 1),ona P(0) :s"“(n—l)-!
et (x+e)P(z+e)y=(z+e)(z+2€)...(z+ ne). Ainsi ‘

Yellz+e)...(x+ne)) = Ye(lz+e)...(z+(n-1)e))
+Hee — 1) + B)e™Hn - 1)
= te((z+¢€)...(z+(n~2)))

+lemn = 2+ emn — D(afe — 1)+ B)

= ddete)H{ale—1)+p) 3

1£k€n-1

= at+(afe—1)+B) > &L

0<kgn=1
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Pour n = p, an obtient

Yela? —3) mod p
a; - f3 mod p

e ((= +¢)...(z + pe))

e

et danc
ot=a+f+(a(e—1)+p) Y ¢k modp.
0<k<p=1
Les mémes calculs, effectuds avec la suite (5%).50 définie par
bh=abl=0et b, = 2 (:.l)s“"'bf =4+ (n21)
0<i<n

au lieu de la suite (8 ),»0, conduisent au résultat analogue

C=atf(f—a) Y. (~1)'c*K mod p.
0<k<p-1

CAS PARTICULIERS.- 1) 6§ = —1,6f =¢—1 :an a af = uj et

4, = £~2 mod p.
2)ag=0,0{ =—-1:0naaf=vjet
p-1
v, = —-1- Z e*kl modp ou encore Zs"k! = —1—vu; mod p.
o<k<p—1 k=0

N.B. Les sujtes (uf)i>1 et (vf)x»1 satisfant

E emnl(efnt + uf) = of.
o<np-1

Pour € = 1, on retrouve les suites (u;) et (v;) de Dragovich, qui vérifient
u, = ~1 mod p et v, = -1~ &, mod p.

Cela montre que 1’énoncé v, £ —1 mod p est équivalent a ’hypothése de
Kurepa et achéve ainsi la preuve du théoreme 5.3.

3 a=3+#0:alors

b, = 2a mod p (indépendamment de €).
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Pour @ = # = ¢ = 1, on obtient la suite des nombres de Bell (B,)n»o pour

laquelle
B, = 2 mod p.

4)B=a+1:alors

bp—-2a-1= Z (~1)*e* k! mod p.

0<k<p-1

7 ‘Polynﬁmes de Bell-Carlitz

A I'aide du calcul ombral, nous allons montrer que la congruence
B,, = By, mod npZ,

pour les nombres de Bell (7] s’étend & la généralisation de Carlitz des nombres
de Beil.

7.1 Quelques congruences polynomiales

Soient p un nombre premier et P(z,y), @(z,y) € Az,y] des polynémes a
coefficients dans ’anneau A = Z ou Z,.

LEMME 7.1.- 8 P(z,y) = Q(z,y) mod p*Alz,y], alors
- P(z,y)* = Q(z,y)" mod p**' Az, y].

Prenons maintepant un polyndéme 3 une variable P{y) € Aly], et considérons
le produit de p termes décalés

P(y)P(y—p*)...Ply—(p-1)p")= [[ Plv- k).

0<k<p

LEMME 7.2.- Si p est un nombre premier impair, alors la congruence sui-
vante est vérifide

II Ply-#p") = Py mod p* Aly).

0gk<p

Considérons maintenant les polynémes de Pochbammer (y), (n 2 0}, qui
forment une base du module Afy].
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LEMME 7.3.- Pour v > 1, et p un nombre premier impoir, les polynémes
(¥ =yly—1)...(y —p* + 1) wérifient la congruence

Wy = (¥ -y mod pAly).
Les preuves de ces trois lemmes se trouvent dans [7).

LEMME 7.4.- Soit v > 1 et p un nombre premier impair; dons ’espace des
polyndmes d deur variables, la congruence suivonte est vérifide

{(z+yf - @+ 0 = (P~ o) mod pH AR,y
PREUVE.— On a la congruence
(z+y)° — (2" +y) = ¥’ —y mod pA[z,y).

Le résultat souhaite découle alors directement du lemme 7.1. ]

7.2 Calcul ombral

Sur le module A[x,y}, dont la famille {'(y);, 1,7 > 0} forme une base, on
définit un opérateur linéaire ¥ par

¥ Alz,y) — Al
ay); — 2

Sur Alz,y], considérons la relation d’équivalence, notée %, définie par

f E g siet seulement si ¥(f) = ¥(g) mod p* Alz].

LEMME 7.5.- §i 5, T : Alz,y] — Alz,y] sont deur opérateurs lindoires
qus commutent et v > 1 un entier tels que Sf E Tf pour toute f €
Alz,y], alors S¥f % T*f pourtout k € N et pour toute f € Az, y).

PREUVE.~ Procédons par induction sur k. Le cas & = 1- correspond & ’hy-
potbése du lemme. Supposons alors que 1'équivalence S*~1f & Tk-1f egt
vraie pour toute f € Afz,y]. Alors

SEf= §t1Sf K TH1§f = §TH1 § B TTh1f = TH§, ]
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LEMME 7.6.- Pour tost n € N et toute f € Alz,y}, ona I;égalite’
¥ ((Naf(z,y —n)) = ¥ (f(z,9)).
PREUVE.— On a z'(y)nsk = 2(y)a(y — 1)k, d’olt
¥ ((nz'(y = n)s) = ¥ (2 (Wasi) = 2° = ¥ (ZW)4) -
Or, la fonction f peut s’écrire f(z,y) = 3, , aisz*(y)x; des égalités précéden-

tes on tire ainsi
\I’((y)n.f(zay_ n)) = 'l’(f(zﬂf)) o

LEMME 7.7.- Sip est un nombre premier tmpair, v > 1 un entier et f €
Alz,y], alors la congruence suivante est vérifice

fR e+ -+ 5

PREUVE.—- Dans le lemme 7.6, posons n = p* et réduisons 1'égalité
modulo p¥. On obtient

o
(y)p“f ~ f.
D’autre part, le lemme 7.3 énonce la congruence
(W) = (& ~9)"" mod prAly);
on en tire f & (y* — y)* ' f, et le lemme 7.4 permet de conclure. O

THEOREME 7.1.- §i f € Alz,y], v > 1 et p est un nombre premier impair,
alors la congruence suivante eat vérifice

+y)"f & (@+1+9)" 7 f.

PREUVE.- Nous allons procéder par induction sur . Pour » = 1, le lemme
7.7 donne f £ ((z +y)” — (z* +Y)) f, formule dont on tire immédiatement

@+yPf £ @+1+9)f.
Supposons maintenant que la congruence (z +y)*" f z (22 +1+y)"" f
soit valable pour tout n < v et touté f € Alz,y]. U s’agit de montrer que

l'on a

ety R (P 1S
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Du lemme 7.7, on tire

3% W
(+) 2 (z+yP (= +y)) 1.
Développons ce dernier terme & 1'aide du binéme de Newton. On obtient
(z+yP-GE+y) = Y (’: ) (2 +y)**(~=? —yy =
ogkgp” _
=(z+yP" ~ @+ + Y (I:) (z + y)*P(—=P — y)P" .

1<k<p ~1

Considérons le coeficient binomial . Il existe m premier & p et a,

k
0 <ea <y, tels que k =mp®. On a alors

P - P _ v i -1 = v—cr
(k)_(mp")‘p 'm(mp“-l) = 0 mod 74

De plus, pour f(z,y) = (—z" — y)*"~*, 'hypothese d'induction et le lemme
7.5, en prenant pour S et T les opérateurs de mulsiplication par (z +y)***',

respectivement {zP + 1 + y)*°, donnent lieu & la congruence
v o o+l a
@+ (=2 =y = ()" T (P S = (P

1l s’ensuit que

(1:)(2 +y)o(=ap -yt (I;:)(:c" + 1+ y)H(=" -y~

Au total, nous avons donc établi la formule
> (’;:) (z +y)**(~2p -y~ < 3 (’:)(zp +1 + gt (=2? — )"k,

ol la somme porte sur lesk : 1 € & < p* ~ 1. Or, le membre de droite
s'exprime aussi par

> (1)(:% 1+ (—2P =yl % = 1= (2P+14y) + (" + ).
1€kgp¥ =1 '

Utilisons finalement (), qui donne

f ’?'{' (e+y) — (P +9)) f
pvl

R (@t =@y L= @ 1Y)+ (@ ) f
@yt - @ 14y S
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v+l

Ainsi, (z +y) ! (2 + 1+ y)*"f comme soubaité. O

REMARQUE.—- Cette congruence est également valable pour p = 2si v = ]
Pourp=2et v >1 alicu la congruence

2+ N (P+1+y)7

En effet, on perd un facteur p(= 2} dans la preuve du lemme 7.2.

7.3 Les polynémes de Bell-Carlitz
Rappelons que le n-iéme nombre de Bell B, est défini par la fonction
génératrice .
= Zﬂnz—'.
s

Intéressons-nous alors a une généralisation de ces nombres due & L.Carlitz
(étudiée dans [13]). On définit le n-itme polynéme de Bell-Carlitz BS(z) par

e:z-!-(e'—l) Z E,c(m

n>0

On remarque alors que B, = B:(0), et on a

=t -1 = Zz il ZBJ: 7 = Z Z (:;)mmBn—mi_r;’

m>0 k>0 n20 0<mLn

formule dont on tire la relation -

( ) n_mz —- “(.’I-I-B)n”
Cl<m<n

En dérivant cette derniére relation, on obtient
Bi(z)Y = n-B:_|(2),

ce qui signifie que ces polynémes forment une famille d’Appeli. On observe

par ailleurs que
Bi) = Y (2)Bn=Bun

D<m<n

Reprenons maintenant application ¥ du paragraphe 7.2.
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PROPOSITION 7.1.- L'image par ¥ de z'y est 2'B;.

PREUVE.~ Dans [23], G.C.Rota montre que si ¢ : Aly].— A envoie (y);
sur 1, alors l'image par ¢ de 3’ est B;. a

COROLLAIRE 7.1.— Pour n € N ef p un nombre premier impair, les po:
fynémes de Bell-Carlitz vérifient la congruence

Bt (z) = B5(1 + 2F) mod np2iz].

PREUVE.- Il existe k € N premier a p, et v > 1 tels que n = kp*~!. Par
ailleurs, on a, grice au théoréme 7.1 et au lemme 7.5

(z+9)"f X (414977 f.

Observons que

¥ (= + y)=")

Py (k:, ») T (2'y")

= (kl_’y).‘l:'.kav_( = B;pn(:b)
o<i<kp”

1A

)

et que
'] ((n:" +1+ y)""”") = Bgwi(1+2°),

et prenons f = 1. On obtient alors la congruence
Bi,.(z) = B (1 + 2°) mod p*Alz],

et donc B (r) = Bi(1+ zF) mod npZ,|z]. O

REMARQUES.— 1) Pour z = 0, on trouve By, (0) = B;(1) mod npZ,; il
s’agit de la congruence de Comtet-Zuber ,

Bﬂ? = Bn+l mod an,.
2) Pour p = 2, on a la congruence

Bj,(z) = Bi(1+ 2%) mod nZ,fz) (puisqu'on perd un facteur 2).-
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