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Estimation robuste en contamination asymeétrique
et application aux processus autorégressifs



RESUME

Le but de cette recherche est 1'étude du
comportement des M- estimoteurs d'un poramdire de
translgtidn en situotion de contominotion osymétrique

ovec applicotion aux processus outorégressifs d'ordre

1.

Dans lo premi2re partie de ce trovoil, nous
comparons différentes fomilles d'estimateurs carocté-
risées par des fonctions | symétriques et osymétri-
ques dans diver;es sitvations de contaminaotions.
Comme toutes les familles d'estimoteurs dépendent
d'un param2tre k, nous avons comparé leurs performan-
ces sur lo base de l'erreur quadrotique moyenne asym-
ptotique intégrée sur k (EQMI). Nous avons défini un
deuxi#me crit2re pour dissocier les fomilles d'esti-
mateurs dont les voleurs de 1'EQMI sont proches; il
s'ogit de lo stobilité de l'erreur quodrotique moyen-
ne osymptotique en fonction de k. On montre qu'aucune
fomille d'estimoteurs n'est appropriée & toutes les
formes de contominotion. En poarticulier, les fomilles
d'estimateurs dont lo fonction § est symétrique con-
viennent mol & des contaminations aosymétriques. De
méme les familles d'estimateurs coroctérisées par une
fonction ¢ osyméirique sont inodaptées oux contomino-

tions symétriques. De plus, la médione est toujours



inapprapriée, quel que soit le type de contamination.
Nous proposons finalement une stratégie pour choisir
une famille d'estimoteurs appropriée & divers cas de
contamination vraisemblables, ainsi qu'un estimateur
rcbuste de ¢ afin de pouvoir calcuvler la valeur de k

dans 1'échelle des données disponibles.

La deuxiéme partie est consacrée a l'étude
des madéles autorégressifs dv premier ordre (AR{1l)}
lorsque les erreurs oléatoires ont uvne distribution
goussienne cantaminée de maniére asymétrique. Nous
discutans les propriétés asymptotiques des M- estima-
tevrs dans les madales AR{l). Nous utilisons les es-
timateurs proposés en conclusion de la premiére por-
tie pour effectuer des simulations et vérifions lo

convergence ropide vers les résultats osymptotiques.

Cette étude s'achévé avec le traitement
approfondi d'un exemple de série temporelle tiré du

domaine économique.
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Premiére portie

ESTIMATION ROBUSTE EN CONTAMINATION ASYMETRIQUE

Chopitre I. RAPPELS DU CADRE DE L'ESTIMATION ROBUSTE

I.1. Apergus histariques et développements récents

en théorie de lo raobustesse

C'est ou début des années 60 que la notian
de robustesse se répondit et que les études systéma-
tiques & son propos s'intensifi#drent. Peu & peuv des

outils d'onolyse furent développés.

Les premiéres études systémufiques entrepri-
ses en rabustesse le furent par Tukey (1%960) qui
étudio quelques estimoteurs classiques et leur
substitua des alternotives simples et ré&sistantes &
des observotions aberrontes {(voir &galement Anscombe
(1940), Tukey et Anscombe (19463)). Nous retragons
ici, rapidement, les définitions et résultaots impor-
tonts dons ce domaine et qui nous serviront par la

suite.

I.1.1. Robustesse et résistance

Il n'existe pos de définition précise et
unique de lo robustesse cor les statisticiens ont

plutdt commencé par é&nancer des caractéristigues gue



devroient passéder les procédures statistiques ofin
qu'on puisse les considérer comme rabustes. Ainsi,

bien que l'idée générale de robustesse sait la méme
chez taus les statisticiens, les définitians dannées

par chacun d'euvux différent.

Paur Tukey (1960), leo rabustesse est liée o
la notion d'efficocité. Un estimateur sero cansidéré
comme robuste si son efficacité relative reste éle-
vée pour une variété de distributions données repré-

sentant des formes de contomination diverses.

Pour Huber (1964), une mesure adéquote de la
robustesse d'un estimateur est le supremum de so vo-
rionce, lorsque la distribution F(x) oppartient & un
ensemble de lais représentont un modéle d'indétermi-
nation ou de contaminction, en porticulier un modéle
de lo forme F{x)=(1l-e)Fy(x)+eH{x), ol ¢ et F, sont
fixes et o H est voriable et fait figure de canta-
mination pour F . Toutefois, paur des raisans de
simplificotion mothémotique de l'analyse de la ra-
bustesse, il convient mieux de prendre en compte le

supremum de lo variance asymptotique.

Hompel (1971) o quont & lui défini une na-
tion de continuité. Si xl’XZ""’Xi’°" est une suvi-
te de voriobles oléotoires (v.o.) indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.) de loi.F{x) et si
Tn est un estimotevr dont lo distribution sous F est
notéeﬁEF(Tn], une swvite {Tn} d'estimoteurs est dite

robuste en F ssi

14



Ye>0 , 36>0 tel que VG, Vn ,
d(F,6)<s = debo(1) , &1 ))<e

o d est une métrique choisie,.

La robustesse définie par Huber est porfois
appelée rabustesse efficoce car on s'intéresse & la
varionce d'estimateurs, olors que lo robustesse dé-
finie par Hampel est pdrfuis nommée robustesse qua-

litative en raison de sa généralité.

La notion de résistance est plus simple con-
ceptuellement que celle de robustesse car elle ne se
réfare pas &4 des distributions de probabilité et &
des modales de cantamination. On dit qu'un estimo-
teur est résistant si la valeur de l'estimation est
peu sensible & un chaongement arbitraire (générale-

ment petit) des valeurs des observations.
Dans la pratique de l'analyse explorotoire
des données, on peut considérer que les notions de

résistance et robustesse qualitative sont synonymes.

1.1.2. M- estimateurs et robustesse

Huber (1944, 1967, 1973, 1977, 1%81) étudio
d'abord les propriétés asymptotiques des estimateurs
définis par un probléme de minimum qu'il appela

M- estimateurs.

15



Définition : M- estimoteur

Seient Xl, 2,...,Xn, n variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées
de loi F{x;g) et Tn=Tn{Xl,...,Xn) un esti-

moteur de §.

Si T vérifie
n
Io (Xi;Tn) = min .
ol p est une fonction donnée {généralement

connexe chez Huber), alors Tn est appelé

M- estimateur de 4.

2

En natant ¢{x,8) = Y

défini par % ¢(Xi;Tn]=0

p{x;a) , Th est alors

On notera qu'en prenant p(x;8)=-1n f(x;@),
ou f{x;8)= %: F(x;¢6) , on obtient l'estimateur du

maximum de vraoisemblance (MLE}.

Par lo suite, nous nous intéresserons uni-
quement au coas ab 6 représente un poramétre de
translotion d'une loi de probabilité. Lo fonctian
F(x;0) peut alors étre écrite sous lo farme F(x-g),

fonction indépendante de 4.

Dans ce cas, il est normal de choisir dans
lo classe des M- estimateurs des estimateurs qui
soient invarionts par translatian. Les M- estima-

teurs de paramétre de translation étudiés par loa

16



suite seront donc de moni2re naturelle des estima-

teurs définis implicitement por 1l'équatian

T (X,-T ) =0

: ; V(X -T ) 5
n posan w, = — on cbtient
i Ri in !
T = L wixl

Por cette traoansformotion, on remorque que Tn
représente en falt une moyenne pondérée dont les
poids dépendent de la distance entre l'estimateur et

les variables.

A ce point, on remarque le lien qui existe
entre M- estimateurs et rdbustesse Svupposons que la
fanction p(x-6) soit é&gale & (x- e) . Alors 1l'estima-
teur T sera défini par % (X -T ) = min, soit
-2 7 (xi-Tn) , c'est-a- dlre T.= 5" I X; = X
Dons ce cas, w, = canstante , pour tout i , ce qui
signifie que le poids correspondant & une variable
ne dépend pos de la distance entre cette variable et
Tn

Supposons olors que nous dispasions de n
abservotions X{sXgreoorX, parmi lesquelles certoines
sont exagérément grandes ou exagérément petites
(cela arrive protiquement lorsqu'il y a mauvois
fonctionnement dans une expérience, erreur de cadi-
fication, etc). Ces observations seront trés é&loi-

gnées de la moyenne x et elles l'influenceront donc

17.



considéroblement puisqug-lc contribution de chaque
observotion x; 3 x est ;i , donc proportionnelle &
X; - Les différentes voleurs de x calculées pour
différents échontillons observés de toille n seront
donc plus dispersées qu'elles ne le seraient sans
ces observations. Ainsi l'estimateur X perdrao de la
précision, qualité essentielle d'un estimatevur,

c'est-a-dire qu'il sera peuv robuste.

Afin de diminuer lo dispersion de 1l'estimo-
tion, 1'idée est donc d'affecter des poids aux ob-
servations qui soient d'autont plus petits que l'ob-

servotion est éloignée de la quantité estimée.

Affectons por exemple des poids w, cux ob-
servations X, qui soient inversément proportionnels
3 le distance en valeur absolue entre Xy et l'esti-
mation finalement obtenue, disons % . Ainsi

1

ixi_”\"l

w, =
1

o (x;-%) =

x& %7

% est donc la quontité caractérisée par le foit
qu'il vy o autont d'observations inférieures & elle
que sypérieures & elle : X est lo médiane des obser-
votions. L'influence de chaque observation est indé-

pendante de sa valeur et vaut % .

De maniare générole, on cherche donc des

isg



fonctions de poids w=f(x-8) décroissantes, c'est-a-
dire des fonctions {{x-8) qui ne croissent pas trop

ropidement, ou mieux, qui sgient bornées.

I1.1.3. Vorionce osymptotiﬁpe d'un M- estimateur

Huber o démantré le résuvltat suivant
en écrivant A(U)=]¢(x;u)dF(x)=EF[¢(X;U)] ,
sous les hypatheses .

1} Tn canverge en probabilité vers une valeur c
Alc)=0

2) x(v) est différentiable au point u=¢

3) Iwz(x;u)dF(x) est finie et cantinue «u point use¢

alors
asymp.
/n (Tn—c) —_ deO,Gz)
s Ep(i(x;e))
avec g =

) 2
(),

Il s'ogit la d'un résvltat fandameniaol qu'il
o généralisé par la suite (1967, 198l) et appliqué &
la régression (1973).

I.1.4. Quelques exemples de M- esiimateurs

Lo questian qui vient naturellement & l'es-

prit est celle du choix d'une fonction Y. Ce choix

19



dépend du but que 1l'on se fixe.

Paur Huber, an 1'a vu plus haut, la natian
de robustesse est lide & celle d'efficacité, Paur
lui un estimateur rabuste est un estimoteur qui ré-
siste bien & une légere modification de la spécifi-
cation de la lai des voriables aléataires tout en
canservant une efficacité élevée. Dans le cas de
1'estimation d'un porométre de translation g, Huber
a cherché un estimoteur de voriance asymptatique mi-
nimale, larsque F est une distributian varioble ap-
partenont & un ensemble $f avec f=§§ symétrique. Si
V{(y,F) est lo variance asymptatique d'un M- estima-
teur défini par lo fonction ¥ pour la distributian F
il a alors mantré (1964, p. 86 et s.) qu'il existe
un point-selle (¢O,F°) tel que ;ung(wo,F)=V(¢d,Fo)=
inf V(m,Fo). F, est lo distribution pour loquelle

Ly
l'infor?9tion de Fjgher pour 8 est la plus petite et

db = = Tf al fo = 3;3 est la fanction définissont

l'estimoteur du maximum de vroisemblonce de y pour
Fo' En porticulier, si f;{F=(l'e)¢o+gH, H symétri-
que}l ol ¢o est la fonction de répartitian de Gouss

d'une varioble oléotaire centrée et réduite, fo vout

(1-e)g, (-k)ek (u+)

si u < -k

f lu) = (1-¢)g,(v) si |ul <k
(1'€)¢o(k)e_k(u_k) siu >k
ol wu = E:E k =k{g) est une fonction de ¢, et 9
x



est la densité de lo loi de Gauss. On-en déduit que

lo fonction y_ vout

-k si v < -k
mo(u) = v si [u] < k
k si v > k

Les fanctions Vo et fa sont repradvites sur la figu-
re 1,.1.4.qa.

-1 x
= h=aa

Figure I.1.4.0

Dans Andrews et outres {(1972), Hampel a pro-
pasé un estimoteur capable de résister & une conta-
minotion extréme représentée par des observatians

oberrantes d'amplitude tr2s gronde. Doans ce but la

fonction Y ne doit pas seulement étre bornée mois

21



doit également étre nan manatane et se rapprocher
de 0 & mesure que lo variocble s'éloigne du paramétre.

Lo fonction { propasée est la suvivante

v si 0 < |u|l <a
sign{u)a  si o < |u| < b
llJ(U): a{sign{u)c-u) si b < Iu] < cC
_#?ﬁg—————- R
0 si ¢ < |vj

L'estimateur induit par une telle fonction
contient danc une r2gle de rejet : les observations
qui sont & une distoncedeésupérieure 3 ¢ seront re-
jetées et ne contribuerant donc pas & l'estimation
de 8. Cette fonction est reproduite sur lo figure
1.1.4.b.

'
o
)
---|oT
1
----o
o |-
o l----
n

Figure I.l.4.b

Beovcoup d'auires fonctions ont é&té

créées, par exemple le "biweight" de Tukey

22



u[l-(u/a)z]2 si [u

< a
plu) =
si |u] > a
et le sinus de Andrews
sin {u/a) si juj < a.m
pluv) =
si fu| > a.7

Evidemment, tous les paramitres de ces fonc-
tions dépendent de la proportiaon de contaminatian ¢
quli doit étre considérée camme fixe mais imconnue en
pratique. Pour choisir carrectement les valeurs de
ces parameétres, il est nécessaire d'étudier diffé-
rentes situagtions de contamination qui soient vrai-
semblables, avec différentes valeurs de ces paramé-
tres et ne retenir que celles qui sont les plus sa-
tisfaisantes. Une é&tude comparative extensive a é&té
foite par Andrews et avtres (1972). Bien qu'une cer-
taine port de subjectivité subsiste, les voleurs
suivantes paroissent raisonnables pour les paramé-
tres des fonctians | données plus haut pour des si-

tuations couraontes de contaominotian de la lai de

Gauss
Huber t 1.2<k<1.5
Hampel : 1.5<0<2.0;3.5<b<4.0;8.0<c<8.5
Tukey t 5.0<0<6.0

Andrews : 2.0<0<2.5

Les estimateurs ont ainsi une efficacité
asymptotique proche de 0.95 lorsque lao lai de proba-

bilité est une lol gaussienne de variance unitaire,

23



1.1.5. La courbe d'influence d'un estimoteur

Afin de pouvoir choisir une fonction § qui
soit pertinente pour réscudre un probléme d'estima-
tion, il est vtile de pouvoir mesurer l'inflvence
d'une vorioble olé&otoire sur un estimoteur. Pour ce-
lg, nous intreoduisons lo notion de courbe d'influen- -
ce d'un estimoteur définie por Hompel. Essentielle-
ment, cette courbe mesure l'influence marginale d'uv-
ne observation sur l'estimation obtenve, si cette
observotion apportient & un échantillon de toille

infinie.

Formellement la courbe d'influence (1.C.)

est définie ainsi

Soit Fn loa fonction de réportition empirique
fondée sur un é&chantillon aléatoire
Xl’XZ""’xn et Tn(X) = Tn (XI'XZ""’Xn) un
estimateur de 6 fondé sur cet échantillen.
Puisqu'il y o relotion biunivoque entre

(X XorewosX, ) et F ( ), on peut remplacer
lq stut;sthue T (x) por une outre applica-
tion T :?‘*—* R, ol rest l'ensemble des
fonctions en escolier, appelée foncticnnelle
et qui conduit toujours au méme résultat que
celui obtenu por Tn(X). On peut donc écrire

1"&gaolité suivante

Tn(X) = Tn<xl’x2""'xn) =T (Fn)

24



Lorsque n tend vers 1l'infini, Fn converge
uniformément en x vers F et T(Fn) canverge
en général vers T{F). Alors la courbe d'in-

fluence de T pour F est définie par

T[(l-t)F+t6x]—T(F)
t

1C{x;T,F) = lim
) t+0

Qi éx est la fonctian de Diroc en x

Exemples de courbes d'influence de fonctionnelles

lindaires

T
a) mayenne : Fp——£- Tl(F) = [ xd F(x) =y

lim il:ilﬁiiﬁ:ﬁ = x-y

-0 t

IC(x;Tl,F)

) 1, ) )
b) variance : Fh—__.Tz(F) = [ (x-p)2dF(x) = ¢
2 2 2
1C(x;T,,F) = Lim $1=t)o +t{x-u)"=0” _ (x-p)2-o2
2 t-0 t

On remorque que l'influence sur T1 d'un a-
jaut infinitésimal en un point x quelcanque est pra-

partiannelle & lo distance entre x et p .

De méme, l'influence sur T, d'un ajout infi-
nitésimol en un point x quelconque est proportion-
nelle aqu corré de lo distance entre x et p . S5i
| x-u| < a, 1'influence sero négative. Celo signifie

25



que l'ojout tend a diminuer la variance. Par contre,
si |x=u| > ¢, 1'ajout tend & augmenter la variance
sans limites. IC(x;Tl,F) et IC(x;Tz,F) ant &té re-
produvites sur la figure I.l.5.a.

IC(x;Tl,F) IC(x;TZ,F)

~o N0 x=p

)

Figure I.1.5.0

Lo représentation de la nation de courbe
d'influence, pour un échantillan de taille finie
peut se foire de la maniére suivante, pour lo moyenne

et la variance.

Supposans que 1'on dispose de n observations
X)rXgreoesXp réolisation d'un &chantillan aléataire
xl'XZ""’xn . De plus, on ojoute une observation en
un point quelcanque x. L'influence de cette observa-

tion sur lo mayenne empirique x, sera égale &

n x_+x X=x
- n = n
—x =————x -

*ntl *n n+l n n+l

c'est-a-dire que l'influence sera propartionnelle &

lo distance entre x et ;n et inversément proportion-

26



nelle & lo toille de l'échantillon.

L'inEluence de cette méme observotion sur

T{x.-%)
2 i . . ;
S, = T estimation de lo vorionce, voudra
2 - 2 - .2 2
9 2 nsn+(x-xn) 2 (x-xn) -s
s -5 = _ - 50 5 ——
+
n+l “n n+l n nt+l
Si ix-xn[ < s lo voriance diminuvera, mais ou plus
s2 _
de — . Por contre si |x-x_| > s_olors lo varion-
ntl n n

ce augmentero trés vite et celeo sons limite.

1.1.4. Courbe d'influence d'un M- estimateur

On trouve de maniére directe (Huber (1977,
. 1981)) la courbe d'influence d'un M- estimateur,

dans le cos générol
en posant : Ft = (l;t)FO +ts, lo courbe d'influen-
ce de la fonctionnelle T en Fo peut s'écrire
IC(x;T,F )= S 1(F,)
o dt t i=
=0
Pour un M- estimateur Tn induit par lo fonc-

tionnelle T définie por
Jo(x;T(F))dF(x) = 0 I.1.6.0

on obtient lo courbe d'influence en remplogant F por
Ft et en dérivant cette expression por roppart a t,
soit
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soit,

|Q.

37 Julx; T(F ))dF, (x) o C 0
o, ;
Im W(x;T(F)) - g% T(Ft)'dFt(") ree
+ (G TR ) -d(s,-F ) (x) =0
t=o

& T(E) T WOTIRER, () +
+ WOGT(F)) = 0 = 0

$(xiT(F )

IC(X;T,FO) =
-‘[a_T%ITTw(X;T(FO))dFQ(X)

c'est-a-dire que lo courbe d'influence esi propor-

tionnelle & lo fonction 3.

Propriétés diverses

1} E[IC(X;T,F)]

2) VIIC(X;T,F)]

0 , en roison de lo relotion
1.1.6.a, donc

[(1-C(x;T,F))2dF(x)

On remorque que lo vorionce de la courbe

d'influence qui est égale o

28



[02(x;T, (F))dF(x)

$Ox; T(F))dF (x))2

est la méme que la vorionce osymptotique de
vn T(Fn) donnée sous 1.1.3., mis & port l'inver~
sion des opérotions d'intégration et de dérivo-

tion ouv dénominateur.

T(Fn) sera efficoce asymptotiquement ssi

EL(IC(X;T,F))?]

=1
1

I{F)
ot I(F) = I In f(x;e)}dF(x;6) est 1'information
de Fisher pour 6 contenve dons lo loi f(x;8)
c'est-a-dire si

IC(x;T,F) = —=v - 2 1n f(x;6)
’ ’ I_(?-)‘ ae ’

soit, pour un M- estimoteur d'un poromitre de

tronslation, si

Wx-T(F)) = - 1$oy - &5 1n F(x-0)

C = [ srepy W(x-T(F))dF(x)

c'est-d-dire si l'estimoteur est proportiocnnel ou
MLE.

9



1.2. Problémes d'estimation et M- estimateurs

1.2.1. Lo nan invariance d'échelle

Les M- estimateurs ne sont en général pos in-
variants d'échelle. En effet, soit Tn estimateur du
paramétre de translatiaon 6 et solutian de l'équation
Z¢(X1-Tn)=0 et e R. A-Tn ne sera solution de l'équa-
tion Zw(xxi—lTn)=0 quelles que soient les valeurs que
prendrant les vqriables oléatoires Xi que si | est
une fanction hamogéne. Or en général, les fonctions
ne le sont pos et on le vérifie cisément par exemple

dans le cas de la fonction | de Huber

-k si Xi-Tn < ~k

w(Xi-Tn) = Xi-Tn si |Xi-Tn| <
k si X, -7
i 'n

v
=

Autrement dit si an multiplie chaque xiApar
vn nambre A, l'estimction obtenue ne sero pas Ap. 1l
faut danc transfarmer natre estimateur afin de le
rendre invoriant d'échelle (an parle également & jus-
te titre d'équivariance plutdt que d'invarionce}. Une
fagan simple d'y arriver est de transfarmer les va-
riagbles de mani2re & toujaurs travailler avec des
grandeurs camparables. Pour cela, il suffit de rédui-
re les variables, c'est-d-dire les diviser par 1'é-
ccrt—ﬁype a- Par exemple l'estimateur de Huber sera
renduv invariont d'échelle s'il est salutian de 1'é-

X.-T
1 n

Tx

}=0 avec y défini por

quatian Iy
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- k si i < -k
¢ -
X1_Tn _ Xi-T . Xl_Tn

B ) si -k < < k

Ox x x
X.-T

k si 2N > k

Oy
. (I.2.1.q)

Donc vouloir estimer un paramétre de transla-
tion & l'aide des M- estimateurs ne se réduit pos &
un probléme pur d'estimotion d'un paramétre de trans-
lotion. Il intervient le parametre a, généralement
inconnu, donc & estimer, et qu'on peut considérer
comme un paramétre de nuisance & notre probléme d'es-

timation.

Finalement Tn estimateur de 9, invariant par

translation et d'échelle, sero solution de 1l'équaticon
xi_Tn)

£y (—
séderdes propriétés de robustesse afin de ne pas

=0. Sn estimateur de o, doit également pos-

ennihiler les propriétés de robustesse de Tn confé-
rées par la fonction . En effet, en estimont ¢, par
z(xi-i)2

5 =f ——=—=— , 5 prendra des valeurs trés grandes

n n-1 n

lorsque des variables Xi prendront des valeurs &loi-
_ X, -T

gnées'de'Xn. Les variables ; D seront donc exogéré-

n
ment réduites. Alors, en utilisant par exemple lo

fonction y de Huber donnée en (I.2.1. ), on remarque

que le nombre de variables telles que |Xi_ nl <k
5

n
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sera supérievr & ce que l'an aurait savhaité et ainsi
le but qui &toit de diminver le paids des variables

éloignées de Tn ne serq pas atteint,

Il existe différentes méthodes d'estimation

de ¢ qu'an peut grouper en deux catégaries

o) Les méthades d'estimatian simultanées de § et o, @

savair trouver les solutions T et S des équa-

tions
Xi_Tn
z‘l’( 5 )=0
n
Xi*Tn
ZX(~—)=0

n

Huber (1964,198l) o proposé de telles méthades.

b) Les méthodes d'estimation indépendantes, & saveir

trouver Tn solution de l'équatian et

Xi—Tn
Ew(—g———)=0
n
estimer g par un estimoteur Sn indépendont de Tn

choisi arbitrairement, mais robuste.

Naus avons adopté la deuxiéme salution car
cette étude est d'obord centrée sur l'estimatian ro-
buste des paramétres de tronslation. Ensuvite, les ré-
salutions numériques sant plus simples lorsqu'on es-
time indépendamment les paramétres B et o. Enfin,
comme nous allons procéder & des comporaisons des
performances d'estimateurs de paramétre de transla-
tion, la méthode d'estimation de ¢ oura peu d'impor-
tance, pourvyu qu'on applique lo méme méthade & chaque

estimateur de 9.
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1.2.2. Biais asymptatique

Le but est d'estimer le poramitre de transla-
tian d'une lai donnée qui n'est pas nécessairement un
centre de symétrie (par exemple le paraom2tre 6 de la

lai uniforme U est un paraométre de translo-

[6,0+1]
tion) et ce paramétre est estimé par un M- estima-

teur qui représente une mayenne pondérée.

Mais il faut gorder & l'esprit que la loi
pavr laquelle an désire estimer le paraméire de
translatiaon n'est pas cannue de manidre exacte, mais
appartient & un ensembleS:%F=(1-g)G+eH}. Afin que
l'estimateur T canverge vers H, il est nécessaire
que [y {x- B)dF(x §)=0 paur tout Fs@' Une canditian
suffisante poury arriver est de restreindre @ﬂb un en-
semble de fanctians telles queVFeg_, g—z— est symétri-
que.et restreindre l'ensemble ¥ des fonctions ¢ & un
ensemble de fanctians impaires, le paromgtre & esti-

mer étant le centre de symétrie.

Restreindre gyﬁ un ensemble de lois symétrl-
ques peut étre obtenu en lmposont que lo leoi H_ est
symétrique et les lois a— sont également symétriques.
Cela signifie que la contamination se réportit symé-
triquement relativement au cenire de symétrie. Un tel
modéle de cantamination est simple théariquement et
s'interpréte facilement : un nombre trop &levé d'ob-
servatians dans un échantillon se situent trap lain
(vaieurs aberrantes) et/ou trop prés (contaminatian

cachée) du centre de symétrie.
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C'est généralement cette hypothese qui o été
odaoptée jusgu'd présent dans les études des M- esti-

mateurs robustes des paramétres de translation.

1l est alors naturel d'estimer le centre de

symétrie comme poaramétre de translation,

Ce qui est génant en adaptant de telles hypa-
théses c'est qu'on transgresse l'idée fondamentale
sous-jacente & l'estimotion rabuste qui est de pou-
voir estimer des paramétres (de translotion ou d'é-
chelle) & partir d'échantillons entachés d'une canta-
mination inconnue et donc éventvellement asymétrique.
Dans lo svite de cette étude, nous rous intéresserans
ou cas générol ob la symétrie des fanctians F n'est
plus vérifide. Collins (1976) et Jaoeckel (1971) ont
égolement étudié les situations de contamination
asymétrique, mois par des cheminements blus théori-

ques que celui que nous adapterons ici.

1.2.3. Procédures d'estimotion

Colculer la mayenne au la médiane d'un échan-
tillon requiert peuv d'habileté dans lo monipulatian
des chiffres cor les opérotions arithmétiques & effec-
tver sont simples. Por contre, estimer une valeur
fondée sur un M- estimateur dont la fonction ¥ n'est
pos triviole peut exiger un grand nombre d'opératians
& effectuer et le recours & l'ordinateur est sauvent

nécessoire. En effet, puisqu'on peut écrire
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w. X,
> et que w. est une fonction de Tn’ la solu-

T =
now,
i
tion d'une telle équation devra se trouver par une

procédure itérative. Ce genre de problémes est bien
connu et il existe différents algorithmes pour les

résovdre, par exemple

S§¢[(xi-5j)/51

o) Newton : é. = 6. + == -
+ 1
LTSy k-8, ) s ]
: iVj
i
. Iwys%s
b) moyenne pondérée : @, = 2
j+1 5
w. .
it

_vLix;8,)/s)
(xi-ej)/s

ovec W, .
1)

5 est une estimation robuste de ¢.

Lorsque la fonction Y n'est pas manotone (cas de cel-
le proposée par Hampel ou Tukey)}, 1'&quation & réscu-
dre peut admettre plusieurs soluvtions. Afin de se
prémunir de telles éventualités, il est nécessaire

de prendre certaines précoutions et d'adopter des

conventions (voir Collins (1974))

- On partiro en premigre estimation de la médiane

plutét que de la moyenne.

- 8i la suite ej des estimations intermédiaires n'est
pas convergente, on arrétero les calculs et on re-

tiendra la médiane comme estimotion finole.
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Chapitre II. ETUDE COMPARATIVE DE M- ESTIMATEURS DE
LA MOYENNE ;i D'UNE LOI DE GAUSS CONTA-
MINEE

I1.1 Buts de 1'étude camparotive

Naus nous intéressans maintenant au cas ob la
cantaminatlan est asymétrique. Le madéle de cantami-
natian cansidéré sera de la farme J={F=(1l-¢)d+cH} al
$ est lo distribution de Gauss de paramétres y pour
la mayenne et 02 pavr la variaonce.

Si T cdnverge vers jy paur un F particulier,
il ne convergera pas en général vers y pour taut Fefv
comme an l'a vu en [.2.b, car la conditian
ftp(x-p)dF(x)=0 , VFeg g'ne sera pas vérifiéde.

De plus, puisque F est variable, il n'est pas
possible de trauver un estimateur ayont des praprié-
tés aptimales pour taut FegT

Supposons en effet le madéle de cantaminotian
suivant : ST={F=(1-E)¢(x;pl,cl)+e¢(x;p2,02)}. Paur ¢
prache de 0 on considérera que la contamination pro-
vient du deuxiame terme et donc le param2tre que
l'on voudra estimer est M) Paur un estimatevur Tn
danné la vaolidité de l'estimotion dépendra de la pra-
partiaon de contaminotion ¢ fixe mois incannue, ainsi

que des paramétres Mg et g, de la loi perturbatrice.



Par exemple, si l'estimateur choisi est Rn (la

moyenne orithmétique des observations), il sero sans
bigis paur ) $i =0 ov si Ho=hy - Dans le premier cas
Xn sera MVUE, mais pas dans le second cor la loi con-

sidérée n'est plus la méme (sauf si 02=01).

Danc le but n'est pas de trouver un estima-
teur possédant des propriéiés aptimales pour une loi
particuliére, mais bien un estimateur montrant des
propriétés satisfaisantes pour un ensemble de lois
considérées. Dans ce but, naus allans donc comparer
le camportement asymptotique de divers estimateurs
dans plusieurs situotions de contamincetion, Puisque
les estimateurs aurant en généroal un biais, il parait
naturel de prendre comme critére de qualité 1'écart

quadratique moyen (EQM} asymptotique.

Pour une loi donnée, comme 1' EQM est une
fanctian du paramatre & estimer, an ne peut pas dans
le cas général trouver d'estimateur qui ait un EQM
inférievr ou égal & celui de tout outre estimateur,
pour tauvtes les valeurs que peut prendre le paramé-

tre & estimer. Un exemple bien connu est le suivant

5i X est une v.o. distribuée par une loi bi-
nomioale fﬁn,p), é est un estlmqteur sans biais de p.
En prenant l'estimateur __f on obtient un estimatevur
X+1
bicisé de p, sauf si p =1/2. Par contre EQM( ) <
cu(X) pour p(l-p)ok ot EMCEL)sEU(Z) pous T P1-p) <k
+
lorsque n tend vers 1 infini. Autrement dit “FT est

plus précis {respect. moins précis} que 7 larsque p

38



est proche de 1/2 (respect. éloigné de 1/2).

Tovtefois, par construction nous évitons ce
probléme puisque nous allons estimer un paoramé¢tre de
tronslation por des estimateurs invarionts por trons-
lation, et qu'alors si EQM(Tn) < EQM(T;) pour une vo-
levr perticulisre 8, oppertenaont & l'espoce O du pa-
ramétre, il le sero également pour toute voleur 80
pour la famille de lois considérées F{x;8). En effet,
en faisant subir a cheque X; vne translation
Yi=xi+m' et en écrivant X=(X1,X2,...,Xn) et
Y=(Y1,Y2,...,Yn), alors Tn(Y)=Tn(X)+m por construc-

tion des estimoteurs invarionts por tronsletion et
-a }21= IR
o [T (X)-0) 1=Eq [{T,(¥)-00)"]

avec e$=e°+m et o les indices 6, et eé de E indi-
quent de gquelle loi particvliidre opportencont & le fa-
mille F(x;8) considérée 1'échontillon provient.

II1.2 Estimateurs choisis

Nous avons sélectionné deux types de M- esti-
moteurs,

I1.2.1 M- estimoteurs dont la fonction ¢ est impaire

La fonction V est définie ainsi

sign{u)yk(a+8) si |uj>k
b(v) = JL-ozu+'.=.ign(u)8|< si |u|<k
. x-C L .
ob v = = , ¢ défini implicitement
x
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par  [y(==)dF(x) = 0

X

o? = [lx-p)BdF(x) et

W (xdF(x) .
Ce chaix d'estimateurs permet de cauvrir une
large gamme des estimateurs propasés dans la littéra-

ture paur le cas de la cantamination symétrique.

Les estimotevrs de ce type dépendent des pa-
ramétres o,8,y et k. Larsque k est cansidéré camme
variable, les paramétres o,R,y définissent une famil-
le d'estimateurs que naus naterans por la suite

S{a;B;v) (S paur symétrique) .

I1,2.2, M- estimateurs dont la fonction | est asymé-

trique

La fanctian { est définie ainsi

u si u<?©
Y(v) = au+pk si 0 <uv<k
yk{at+g) si u > k

Par lo suite les familles d'estimateurs de ce-
type serant écrites symbaliquement A(a;8;v) (A pour

asymétrique).

Parmi chacun des deux types d'estimateurs,

naus avons choisi trois genres de familles, chaque
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genre étant un type d'estimateurs pour lequel un au

deux des trais paramétres «,B,y sont fixes, et paur

chaque genre nous avans sélectionné une av plusieurs

familles d'estimateurs.

Le tableau Il.2.a résume les familles d'es~

timateuvrs chaisies et indique les numéras des figu-

res sur lesquelles on o dessiné les fanctians § de

ces familles d'estimoteurs.

Remarques :

1)

)

3)

Pormi les 18 familles d'estimaoteurs retenves, on
reconnait certains estimoteurs classiques tels la
médiane (S5{0;1;1)) indépendante de k; la famille
d'estimatevrs prapasée por Huber (S(1;0;1)}) pro-
che de la moyenne a-tronquée avec o=F(-k), lo
famille S(1;0;1.5) proche d'une moyenne windsori-
sée, ainsi que lo famille S(1;0:0}, mayenne "cau-

pée", proposée également por Huber.

La forme des fanctians { asymétriques o été choi-
sie relativement & une contamination supposée po-
sitive. Il est évident que par symétrie on ob-

tiendrait les mémes estimaoteurs pour des contaomi-

nations négatives.

On remarque que paormi l'ensemble des familles
d'estimateurs présentées ici, deux fomilles pos-
sédent une régle de rejet des observotions

S{(1;0;0) et A(1;0;0).
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Les familles d'estimateurs dépendent du po-
rametre k et seraont étudiées en fonctiaon de k. Celo
a l'avantage de vaoir comment les estimateurs d'une
fomille varient en fonction de k et de proposer un

choix pour k.
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11.3. Les mod2les de contominotion vtilisés

Nous avons retenu deux types de mod2les de
contamination. Les résultats seront toujours décrits

pour ces deux types.

I1.3.1. Modéle de contaminotion exponentielle

La fonction de-densité de lo v.o. X est sup-

posée étre de lo forme

h(x)=(l-e) oo bx)ly_ .y op + 290 g p
Z

x
ob ¢o(x) =1 - "2 représente lo densité de lo
VZn

loi normole centrée et réduvite et

2
x
_H o ~Alx=0) _-e) 1 =
glx) = ¢ e o, 4af N © Hiajtal
Les conditions & respecter sont
a) glo) =0 => u = (l-e)p_(o)
b) g(x} est une densité, donc
® u
{g(x)dx =1 => A = — o
a 1-(1-c)} ¢ (o)
x .
ol o (x) = | @o(u)du

On a exprimé y et A en fonction de ¢ et a
cor pour choisir des situdtions de contaminotion,
il est plus intéressont de foire vorier librement
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c)

44

ces deux derniers poram2tres qui représentent
respectivement lo proportion de contamination et
le point & portir duquel la contaminotion commen-

ce.
g{x) est une densité, donc
xe[a,o[ , g(x) > 0

On doit donc ovair

X
u e A {x O)_;—— e 2 x > o, soit
2
-%02+A0-Ax+-2]1x2 >0 x > a,

ce que l'on peut considérer comme une fonction de

k. Cette fonction s'annule pour k=:i%}ilil .

Camme f(0)>0 x>a , on en déduit que
{o| x>0,f(0)>0} = {ala>r}

Puisque 1 = ].T(-IE?W

1
e =1- ¢o(°)
i t 2,(a)
et comme k > )
1
1-
trez 70
— *+ ¢ (o)

On obtient donc finalement pour le choix des
couples (o,c) le domoine ou-dessus de lo courbe

dessiné sur la figure 11.3.1.a.
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Afin d'obtenir des densités oyont un ospect
ossez lissé, naus choisirons des couples (g,0) pro-
ches de la courbe délimitant le domoine, dons so par-

tie infTérieure.

" Naus retiendrans les 4 couples svivants

epsilon L] nom symbaligue interprétotion

0.05 1 El2 contominotion foible
0.1 1.0 E1l0Q contominotion moyenne
0.2 0.7 EQ7 contomination élevée
0.3 0.5 EQOS5 contaminatian trés édlevée

La figure II.3.1.b montre les densités cor-
respandantes. Sur choqﬁe dessin se trouvent h(x) =
@O(x), c'est-d-dire lo densité non contominée et
h(x) = (l-e)g (x)+eg(x).

Ce madile a l'ovontoge d'étre simple dons sa
conception. 11 correspand & une densité non cantomi-
née jusqu'd un point a (densité de la forme exp(—xz))
et & une densité contaminée & partir dv point a (den-
sité de la farme (exp(-x)) qui a paur effet d'allan-
ger les queues de lo loi; un chaix judicieux des cau-
ples (c,0) permet d'obtenir une densité d'aspect suf-
fisamment lissé. Tautefais, ce maodéle présente les

incanvénients suivants :

- On o déjd vuv qu'il n'étoit pas possible dans un tel
madeéle de chaoisir n'importe quel couple (g,a). Na-
tamment, il est impassible de praduire une contomi-

natian symétrique. Or, une telle cantamination est
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intéressante, car elle permet de comparer le cam-
partement des différents estimdteurs retenus paur

un ensemble plus lorge de situatians,

- Lo fanctiaon de densité n'est pas dérivable au paint
a, ce qui camplique le calcul de lo variance asym-

ptatique des estimateurs.

- Enfin, il est impossible également d'abtenir une

densité bimodale.

11.3.2, Modéle de contaminatian gaussienne

La fanctian de densité de la v.a. X est vune

combinaison canvexe de deux lais normales
h(x) = (l-e)g (%) +egy(x)

au mo(x) représente comme auparavant la densité de la

loi normale centrée, réduvite, et
1 yx=py2
1 o 3 ( = )
/In a

d'une v.a. de loi normale, de mayenne y et de varian-

est la densité

(Pl(x) =

ce a

Ce madéle permettro de générer des cantamina-
tions asymétriques vnimodales, asymétriques bimadales
et symétriques. Parmi l'ensemble des triplets
{1,0,c) possibles, nous avans retenu les situatians

suivantes
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nom

u o € symbalique Interprétation

0 4 0.05 G005 faible contaminatian
symétrique

0 4 0.1 Go10 cantaminatian symétrique
mayenne

1 0 G000 pas de cantaminatian

2 1 0.05 G205 faible cantaminatian
asymétrique

2 1 0.1 G210 cantamination asymétrique
mayenne

4 1 0.05 G405 cantaminatian asymétrique
élaignée

4 1 0.1 G410 cantaminatian asymétrique

élaignée avec apparition
d'un 2&me made

Les densités représentant ces situations sont

dessinées sur les figures [1.3.2,a et [1.3.2.b.

11.4, Criteéres de comparaison retenus

[1.4.1. L'écart quadratique moyen (EQM)

lLe critére retenu paur juger de lg qualité
d'un estimateur est, nous l'avons déja dit, 1'EQM
asymptatique. Toutefais, ce critére seul est inappro-
prié, car dans une situvatian de contaminaotion donnée,
un estimateur Tn d'une certaine famille peut avoir un
EQM asymptotique inférieur @ celui d'un estimateur
TA d'une dutre famille pour une valeur ko de k et un
EQM asymptotique supérieur pour une autre valeur kl
de k. Etant donné 1'infinité des valeurs de k qu'il
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est possible d'offecter & une fomille d'estimoteurs
et, &tont donné le nombre de fomilles d'estimoteurs
et de situations de contomination sélectionnées, il
est impensoble et stérile de vouloir comporer les es-
timoteurs entre eux. Por contre, il est intéressont
de pouvoir comporer des familles d'estimoteurs. 11
fout donc trouver un critére globol quolifiont une
fomille d'estimoteurs en éliminont le rdle de k. Pour
cela on calculero la valeur moyenne de 1'EQM osympto-
tique de Tn sur un intervolle [kl’k2] de voleurs vuti-
les de k.

I1.4.2. L'EQM intégré et lo stabilité

Définition :

Soit Tn[k) un estimoteur d'une famille donnée
Tn correspondant & vne voleur k du parométre,
et EQM[T(k)] son écart quadratique moyen
asymptotique. On définit 1'EQM asymptotique
intégré dekla famille d'estimoteurs Tn par

2
{ EQM[T(k)]dk
kil

EQMI(T) =

Les bornes kl et k2 doivent étre choisies en

tenant compte des &léments suivonts

a) Il faut qu'entre ces bornes se trouvent les vao-
leurs souvent recommondées en protique pour les

estimateurs connus (par exemple Andrews et outres
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(1971)).

b) En pratique, 0 n'est pas connu et devra éire esti-
mé ofin de pouvoir enh déduire la valeur de k dens
1'échelle effective des dannées, & savoir kg .
Donc kg devra €tre estimé par ks ab s est une
estimation robuste de ¢g. Il faut donc cheoisir un
intervalle [kl,kzj qui puisse refléter les voriae-

tions vraisemblables de ks.

c) Pour toutes (ou presque) les situations de conta-
minotion retenuves, 1l'estimoteur qui dans chaoque
fomille o 1'EQM osymptotique le plus faible de-
vrait avoir wne valeur de k comprise entre k1 et
kZ'

d} I1 fout que lo discrimination entre familles d'es~
timateurs soit grande afin de pouvoir procéder &
des comparoisons sensées. Comme le critére EQMI
est une moyenne sur l'intervalle [kl,kz], il faut
donc que cet intervalle soit petit ofin d'augmen-

ter les différences entre moyennes.

Satisfaire simultanément ces 4 conditions
rnous a conduits & choisir les voleurs 0.8 pour k1 et
1.8 pour k2' Ainsi, si on prend systémotiquement lo
valeur k=1.3, miliev de l'intervalle, on sero tou-
jours dans 1l'intervalle de comparaison [0.8,1.8] si
on estime g.por s.tel que 0.615 <« % < 1,385, c'est-a-
dire si on surestime ou si on sousestime g de pas
plus que 38.5 %.
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Il nous arrivero parfois de vouloir comparer

les EQMI de deux estimoteurs porticuliers. Paur cela,

on colculera le ropport des deux EQMI.
Définition :

Soient deux familles d'estimateurs et

EQMI(T) et EQMI(T') leur EQM asymptotique in-
tégré respectif. On définit 1'efficacité
osymptotique de lao premidre famille por rap-

pert & lo deuxiéme por

o(T,T') = EQMI(T)
EQMI(T)

La contemplotion des figures II.4.3.al - c22
montrant les EQM asymptotiques des familles d'estimo-
teurs nous swggére que la comporaisaon des EQMI n'est
pos toujours suffisante pour en déduire qu'une famil-
le d'estimateurs est plus appropriée qu'une ovtre fo-
mille pour une ou plusieurs sitvatians de contamina-
tion dennées. En effet, bien que EQMI(T') puisse &tire
supérieur & EQMI(T), an pourrait pré&férer T; & Tn si
la voriabilité de EQM[T] est plus grande que la va-
riaobilité de EQM[T'). La figure II.4.2.a0 illustre

cette situvotion.
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EGM

e EQM{T')

——— EQM({T)

k1 . k2 k
Figure I1.4.2.q

Un bon choix de k permettra d'obtenir d'ex-
cellents résultats en prenont l'estimoteur Tn' Par
contre, un choix moins judicieux fournira des résvl-
tats bien inférieurs avec T, qu 'avec TA. Or il fawut
garder & l'esprit qu'en pratique le centre de symé-
trie aura vne certaine variabilité due a l'estimation
de 0. On préférera alors un estimatieur moins efficace
qu'un autre en moyenne, mais qui au moins ne sera ja-
mais catastrophique. On appréciera donc d'aveir un
estimateur relativement indépendant de k. Cette indé-
pendance sera étudiée & travers la notion de stabili-
té. Un estimateur sera dit stable si son EQM asympto-
tique ne dépend que peuv de k. La notion de stabilité
n'est pas obselue, mais relotive. Cela signifie que
nous comparerons des estimoteurs entre eux et en dé-
duirons qu'un estimateur est plus ou moins stoble
qu'un autre estimateur. Dans ce but, nous construi-

sons une courbe de stabilité ainsi définie
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Définition :

Soit l'ensemble des valeurs de ks[kl,kz]
paur lesquelles 1'EQM[T] est inférieur & une

valeur fixée z, noté
Kp(z) = (kelk),k,1{EQMIT] < z}

et soit pT(z) lo mesure de Lebesgue pour
KT(z). Alors on définit lo stabilité de
L'EQM(T] por

UT(Z)

S;(z) = 5

2 ~ k1
c'est-a-dire par la frocticon de le longueur

de 1l'intervalle [kl,kz] qui se situve paur la
covrbe de 1'EQM[T] sous la cote z.

Grophiquement, nous abtenans les courbes de
lo figure I1.4.2.b. Celle-ci montre que ST.(Z) croit
plus ropidement que ST(z). Cela signifie que 1'EQM
osymptotique de T; est plus stoble que 1'EQM osympta-
tique de Tn’ pour kl <k < k2.

Sons modifier lo définition de kT(z), nous
ourions pu définir lo stobilité en fonction de v et

non de z, en définissant v par

U=z - min EQM[T] , ou bien par
kE[kltkz]
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z - min EQM{ T}
kE[klikz]

min EQM[T]
kS[klikz]

Si nous y avons renoncé, c'est paur les rai-
sans suivantes

La premidre mesure supprimerait l'effet de
grandeur du EQM asymptotique, ce qui se traduirait
par le fait que les courbes S(.)(z) auraient toutes
la-méme origine, et cela provoquerait donc une perte
d'infarmation.

En plus de l'effet de grandeur, la deuxiéme
mesure supprimerait l'effet d'amplitude par la réduc-
tian de 1'échelle. Ainsi, des EQM ayant paur le méme
paint k levr minimum, ceux-ci étont différents et
ayant de plus des amplitudes différentes, pourraient

éire représentés par la méme caurbe de stabilité.

Lo courbe de stabilité peut étre représentée

de deux fagans

En termes de rabustesse: un estimateur dont la caurbe
de stabilité croit ropidement peut €tre considéré
camme un estimateur pev sensible auv chaix du paramé-
tre k. C'est important, car en pratique il est impos-
sible de choisir une valeur de k qui soit optimole,
¢'est-a-dire qui minimise 1'EQM asymptotique de l'es-

timaoteur utilisé.

En termes probabilistes: en supposant que le k choisi

59



peut se sitver indifféremment sur 1'intervalle
[kl,kz], an peuvt interpréter k camme vne variable
aléatoire de distributian uniforme sur (kl,kzl.
Alars ST(z)'représente la prababilité que 1'EQM de
1'estimatevr chaisi appartenant & la famille T sait

inférieure & z.

EQM
/ Faun

EQM(T"')
m, tz:b\q—_ ,////ij::—ﬂ‘“”"”

ml m2 z

Figure 11.4.2.b
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I1.4.3. Comparaisans des familles d'estimateurs

Naus avons calculé les EQM asymptotiques pour
les dix-huit estimoteurs décrits dons le tableau
IT1.2.1. Le détail des calculs se trouve en annexe I.
Nous ovons dessiné les EQM asymptotiques des dix-huit
familles, pour des voleurs de k comprises entre 0.1
et 5.1, sur les figures 11.4.3.0l & II.4.3.c22. Sur
chaque dessin se trouvent les EQM asymptotiques des
estimoteurs d'une méme classe, paur une contamination

particuliére.

Remarques
1) Pour la famille S5(1;0;1), seul représentont de sa

¢losse, nous avons dessiné plusieurs caontomina-

tions sur le méme graphe.

2} Afin d'obtenir une bose de camparoison visuelle
des EQM asymptotiques qui sait plus aisée, naus
avons reproduit 1'EQM de la famille A{l;0;1) sur
tous les graphes des familles du type asymétrique.
Nous ovons fait de méme ovec lo fomille 5(1;0;1)
(représentant l'estimateur de Huber) pour le type

symétrique.

Commentaires sur les EQM asymptotiques
{(figures II1.4.3.al - 11.4.3.0ll)

Claosse A{a;0;1) - Lo valeur g=1.5 fournit la meil-

leure famille d'estimateurs de cette classe, lorsque

lo contomination est nulle et symétrique. La famille
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a=0.5 est médiacre dans ces situatians. La famille
a=1.0 se sitve entre les deux précédentes mais san

comportement est proche de la famille g=1.5.

Dés que la contominotian devient asymétrique,
le camportement change totalement. Déja paur G205 les
EQM des familles se croisent entre 0.8 et 1.8. Lo fa-
mille a=1 domine les deux autres familles. Toutefais
an remarque que le campartement de la famllle o=0.5
s'améliare alors que celui de la famille o=1.5 se dé-
grade. Cette tendance se canfirme pour des contamina-
tions plus pranoncées. Pour E10, lo fomille a=1.5 est
complétement dominée par les deux autres; o=0.5 est
remarquablement stable, son EQM passont de 1.5 pour
k1=0.8 4 1.45 pour k,=1.8 alors que 1'EQM de lo fa-
mille «=1.5 passe, paur les mémes bornes, de 1.5 a
2.0 et de 1.38 a 1.45 pavr la famille «=1.0 . 11 y
a donc croisement des EQM des familles ¢=0.5 et
@=1.0 . On retrouve une situation analague paur
G405 mois un pev moins pranoncée du fait que la can-
taminotian est plus faible.

Les figures des situotions G410, EQ7 et EO05
sont &loquentes. La seule famille acceptable pour
cette classe est a=0.5 . Par exemple, pour EQ7, 1'EQM
posse de 1.73 & 1.98 entre kl et k2 alars qu'il passe
de 2.01 & 2.70 pour o=1.0 et de 2.51 & 3.47 pour
a=1.5 . Les différences de forme. des EQM dans les si-
tuations G410 et EQ7 praviennent des farmes des den-
sités correspondontes. Pour G410, les EQM se stabi-
lisent & portir de k=3, c'est-a-dire & portir de
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kox=4.68, alors que pour EOQ7 les EQM continuent d'aug-
menter & couse de la contamination exponentielle
(e ™) qui prolonge son qgtlon plus loin que la conta-

mination gaussienne (e = )

Les points ol les fomilles otteignent leur
minimum fluctuent considérablement en fonction des
situations et se déplocent vers la gauche & mesure
que la contaminotion augmente. 5i on élimine le cos
G000 pour lequel 1'EGM atteint son minimum lorsque k
tend vers 1'infini, on s'aperg¢oit que 1'EQM minlmum

vorie entre les valeurs suivontes de k

0.55 et 2.40 pour a= 0.5
0.25 et 1.40 pour a =1.0
0.15 et 1.30 pour a=1.5

Closse 5(a;0;1) (figures I1.4.3.0l2

I1.4.3.014)

Cette classe n'est constituée que d'une fa-
mille proposée par Huber : a=l1l . Dans toutes les si-
tuations de contamination asymétrique, son EQM est
supérieur & celui de la famille A(1l;0;1) entre kl et
k, . Cela est di av foit que A(l;0;1) réduit le
biois, ce que ne peut pas faire S(1;0;1) dv fait de
sa symétrie. Por contre, pour G005 et G010, 1'EQM de

cette famille est nettement inférievr & celui des fo-

milles de la classe A{@;0;1). Cela est di ouv fait que
ces familles introduisent un biais et que leurs fonc-
tions | ne sont pos bornées pour les x négotifs, ce

qui augmente la variance lorsqu'il y o contaomination.
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L'emplitude dv EQM minimum pauvr cette famille
(0.7 & 2.0) est plus fuible que pour les familles de

lo classe A(@;0;1), ce qui canstitue un avantage.

Classe A{1;0;y) (figures I11.4.3.bl - 11.4,3.bl1)

La fomille y=0 est treés instable., Il ne fau-
drait jamais chaisir paur une telle famille k infé-
rieur & 1.5, car paur de petites valeurs de k, le
biois devient tras grand. Paur presque tautes les
contaminations, cette famille n'offre pas d'intéréts

(sauf dans les situatians extrémes G410 et EO05).

La famille y=1.5 est la meilleure de sa clas-
se paur les cantaminations symétriques (G005 et
G010). Par contre elle perd tautes ses gqualités en
situatian de cantaminatiaon asymétrique. Elle est no-
tamment touvjours daminée par la famille y=1 et, paur
les moyennes et fartes cantaminations (E10, E07, EOS5,
G405 et G410) égoalement por la famille y=0.5.

Les familles intéressantes sont danc y=1.0
(qu'on o déja vu plus haut) et y=0.5. La premigre fo-
mille est duv paint de vue de 1'EQM meilleure que la
seconde.pour des contﬁminctions faibles (G205 et
G210). Pour des cantaminatiaons plus grandes, la se-

cande est préférable.

L'EQM minimum se situe entre :
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0.85 et 4.00 paur y = 0.0

0.40 et 2.00  pour y =

0.25 et 1.60 pour y = 1.0
j= 1.

0.15 et 1.1 pour

Classe S(1;0;y) (figures 11.4.3.bl2 - 11.4.2.b22)

On retrouve la méme instabilité de la famille
v=0 que dans la classe précédente. La forme des EGM
des familles de cette classe est semblable & celle
des EQM des familles de la classe précédente qui pas-
s¢dent un EQM un peu inférieur pour des valeurs rai-
sonnables de k, par réductian du biais, mais un EQGM
bien plus élevé paur des valeurs trap proches de zérq,
4 cause d'une augmentatian sensible du biais. Remar-
quans que l'explasion du EQM de la fomille v=0.0 pour
de petites voleurs de k n'est pas dve av biais. Paur
s'en canvaincre, il suffit d'examiner le campartememt
de cette famille dans la situvation G000 paur laquelle
le biais de cette fomille d'estimateurs est nul. Paur
des trap petites valeurs de k, la farmule de la va-
riance asymptatique est peut-&tre fausse {(voir la mi-
se en garde de Huber (1%64) cancernant la validité des
calculs de lo variance asymptotique pour des fanctians
Y nan manatones). Cette famille d'estimateurs égale-
ment prapasée par Huber (1964) ne devroit pas s'utili-

ser avec des valeurs de k inférieures & 1.5,

L'EQM minimum se situe entre
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1.35 et 3.80 pour v = 0.0
115 et 2,70  pour y = 0.5
0.70 et 2.00 pour y = 1.0
0.50 et 1.30 pour y=1.5
Classe A{a;l-0;1) {(figures 11.4.3.¢l1 - 11.4,.3.cll)

La famille a=0 est tovjaurs mauvaise, quelles
que saient les contaminations. La famille 4a=1.0 a un
bon camportement paur toutes les cantaminotians asy-
métriques. Toutefais elle est plus instable que les
aoutres familles dans la mesure ol ses performances
sant amaindries dans les cas de cantaminatian symé-
trique, particvliérement G010, Les familles ¢=0.75 et
a=0.5 sant les plus intéressantes de cette classe car
elles allient les bonnes perfarmances de lo famille
a=l en contaminotian asymétrique et lo résistance de

la famille ¢=0 envers la forme de la cantaminatian,

L'EQM minimum des familles d'estimoteurs de

cette closse se situe entre

0.25 et 1.40 pour a=1.0
0.25 et 1.80 pour a=20.75
0.25 et 1.70 pour a=0.50
0.25 et 1.30 pour a=0.25
0.25 et 1.20 pour a=0.0

Closse S{a;l-g;l) (figures I1.4.3.¢l2 - 11.4.3,¢22)

Cette classe d'estimdteurs a été étudiée par
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Dodge (1982). Lo fomille a=1 a un comportement treés
bon lorsque la contaminatian asymétrique et symétri-
que est faible (G205, G210, G405, El2, GOO5). Par
cantre, relativement aux autres familles de cette
classe, cette fomille est irés sensible & l'intensité
de la cantomination : la différence de son EQM pour
G005 et GO1O est éloquente. La fomille o=0 est indé-
pendante de k et représente la médione. 11 est inté-
ressont de remorquer que cette fomille a un EQM tou-
jours supérieuvr & 1'EQM des auires familles entre kl
et k2' 8ien que la mgdione soit un estimateur connu
comme trés résistont & des valeuvrs oberrontes, il ne
faudrait l'vtiliser que dans des cos extrémes, cor
son efficocité est médiocre et on peut généralement
se servir d'ouvtres estimateurs offront une bonne pro-
tection foce oux valeurs aberrantes et avec une effi-
cacité plus élevée {(por exemple la famille a=0.5 ou
a=0.75).

L'EQM minimum des familles de cette classe se

situe entre

0.70 et 2.00 pour a=1.0
0.70 et 1.80 pour a = 0.75
0.65 et 1.40 pour ¢ = 0.50
0.40 et 1.50 pour, « = 0.25

En résumé on peut dire que 1'EQM des familles
d'estimateurs dv type A{a;B;y) varie plus que celvi

des familles du type S(u;B;y) pour des petites valeurs
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de k. Ceci constitue un ovantage pour les estimoteurs
du type symétrique puisque leur EQM osymptotique sera
meins sensible au choix du porametre k que 1'EQM
osymptotique des familles du type asymétrique. Lo mé-
diane (5(0;0;1)) n'est jamais un estimateur intéres-
sont bour les situations de contominotion considérées.
Méme lo moyenne arithmétique o un EQM inférieur & ce~
lui de lo médione pour les situotions G000 (évidem-
ment), G005, G205, G210, El2 et E10. De méme la
moyenne "coupée" 5(1;0;0) (& ne pas confondre avec la
moyenne g-tronquée) et son correspondant asymétrique

A(l;0;0) donnent toujours de mauvais résuvltots,

Toutefois, mis & part pour quelques cos sim-
ples, la comparaison visvelle des EQM des fomilles
d'estimoteurs est difficile pour closser ces familles,
car certaines sont performantes pour plusieurs conto-
minotions et deviennent de pidires estimateurs dans
d'outres cos de contomination. Por exemple lo famille
A{(0.5;0;1) se montre meilleure que son correspondont
symétrique 5{0.5;0;1) uniquement pour des contomina-

tions asymétriques moyennes et élevées.

Afin de pouvoir tirer des conclusions plus
précises, nous avons dessiné sur les figures
IT1.4.3.d1 & I1.4.3.d11 les courbes de stobilité des
fomilles d'estimoteurs entre les bornes kl=0.8 et
k2=1.8. Chaque figure représente lo courbe de stabili-
té des dix-huit fomilles d'estimoteurs pour une conta-

mination particuliére. Lo liste des noms des familles
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correspondants oux numéros attribués oux courbes de
stabilité se trouve sur les tobleaux [I1.4.2 et II.4.3.
Sur ces figures, on remarque que certaines fomilles
d'estimateurs sont complétement dominées par d'outres,
car la courbe de stobilité de leur EQM se trouve tou-
- jours & droite de celle d'une outre famille. Dons
d'ogutres cas, certaines courbes de stabilité se croi-
sent et alors aucune fomille ne domine une autre fao-

mille.

Commentaires sur les caurbes de stabilité

D'une monidre généroale, les fomilles d'esti-
moteurs du type S(u;B;v) sont plus stobles que les fo-
milles d'estimoteurs du type A(q; B;v). Cette constata-
tion déja foite auporavant se remarque ov fait que lo
courbe de stabilité de leur EQM croit plus ropidement
que celle du EQM des fomilles du type Ala;B;y). Ces
figures montrent & quel peoint les fomilles d'estima-
teurs asymétriques sont sensibles & la contominotion.
Alors que lo famille A(1;0;1) domine toutes les au-
tres fomilles pour E12 par vne courbe de stabilité
remarquable, elle est presque complétement dominée
por les familles A(0.5;0;1) et A(1;0;0.5) pour E10
dont les courbes de stabilité sont peu performantes
pour E12. On observe donc une inversion des perfor-
mances de ces fomilles d'estimoteurs pour des conto-

minotions assez proches.

Par contre, les familles d'estimoteurs symé-

triques conservent des courbes de stobilité trés ano-
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lagues d'une situation & 1'outre. Les familles les
plus stables sont celles de la classe S(o;l-a;v) .
afl, autrement dit celles gui poss2dent une disconti-

nuité ov point x=c

Des courbes de stabilité on peut déduire les

EQM minimum pour chaque contamination :

Contamination EQM minimum Fomille d'estimateurs

G000 1.01 $(1;0;1.5) et
A(l;0;1.5)

G005 1.15 $(1;0;1.5)

Go10 1.28 $(1;0;1.5)

G205 1.15 A(l;0;1)

G210 1.2¢4 A(l;0;1)

G405 1,17 A(1;0;0.5)

G410 1.28 A(1;0;0)

El2 1.20 A(1;0;1)

E10 1.38 A(1;0;1)

EO7 1.73 A(0.5;0;1)

E05 2.30 A(0.5;0;1)

Notans que 1'EQM minimum paur les cantamina-
tions nulles et syméiriques est atteint por lao famille
d'estimateurs gqui se rapproche des procédures de
windsorisation (S(1;0;1.5)). Toutefais 1'EQM de cette
fomille est trés instdble comparé & celui des familles
5(0.75;0.25;1) ou méme $(1;0;1). Lorsque la contamina-
tion est nulle, on s'apergoit que les meilleuvres fo-
milles d'estimdteurs sont : $(1;0;1.5), A(l;0;1.5),
A(1;0;1), A(1.5;0;1), A(0.75;0.25;1) et S{1;0;1). La
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famille S{(1;0;1) est celle dant la variation du EQM
est la plus grande (1,02 a 1.15) parmi les six famil-
les du groupe de téte.

Les différences de stabilité entre foamilles
s'accentuent avec l'augmentatiaon de la cantaminatian.
Paur les cantaminations asymétriques faibles et
mayennes (G205, G210, E12), la famille dominante est
A(1;0;1). Larsque lo cantaminotian osymétrique s'oc-
croit (G405, G410, E10), cette fomille est mains per-
farmante que lo famille A{1;0;0.5). Enfin larsque la
cantamination osymétrique devient farte (E07 et EO05),
c'est la famille A(0.5;0;1) qui domine tautes les au-

tres.

Dons les tableoux 11.4.2 et 11.4.3, nous avons
résumé les figures I1.4.3 en ottribvant des apprécia-
tions aux estimateurs, puf sitvation de cantamination
On interprétera les appréciations de la fagan suvivan-
te :

: Cette famille d'estimateurs domine
totalement av presque tatalement tou-
tes les autires familles. Elle est la
meilleure passible pour cette conta-
mination.

Par domination presque totale on en-
tend la chose suivdnte :

Soit T une famille d'estimateurs et

Yp = rIsPy) < sTHy) L THATY et
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néant

uy_ la mesure de Lebesgue de YT
T
Alors T domine presque totolement

toutes les gutres familles si

0.8 <y < 1.0
Y
T

: Cette famille d'estimoteurs est équi-

valente & une au plusieurs autres fo

milles d'estimateurs.

: Cette fomille d'estimoteurs est

aodmissible. Elle est totolement ou

presque totalement dominée par une ou
plusieurs autres fomilles. Cette fo-
mille est lo moins bonne parmi celles

du graupe de téte.

Cette fomille d'estimateurs n'est pos
désirable. Elle est totalement domi-
née par une ou plusieurs outres fa-
milles,

Evidemment un probl2me de cheoix opparoit

lorsque les caurbes de stobilité de plusieurs familles
se craisent, cor on ne peut pas toutes les retenir. On
préférera alors générolement la famille dont le EQMI

est inférieyr aux autres.

Les tableaux 11,4.4 et 11.4.5 donnent les va-

leurs des EQMI, les efficacités relatives por roppart
3 la famille dant 1'EQM1 est le plus petit, ainsi que
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amilles d'estimateurs

Stobilité du EQM

Numéros Noms G005 | Goio| Goco § G205 | G210 | Gaos | c4lo
1) A(0.5;0;1) . . N
2} A(1;0;1) . can aen .

3} A(1,5;0;1) e .

4) A(1;0;0) ._
5) A(1;0;0.5) . o >
&) A();0;1.5) “ee . N

7} A(0.75;0.25;:1) . . . "

a) A{0.5;0.5;:1)

?) A{0.25;0.75;1)
10} A(0;1;1)
11} $(1;0;1) e s . - . -
12) $(1;0;0)
13) 5(1:0;0.5) "
14) $(1;0;1.5) . . . . -
15) 5$(0.75;0.25;1) L BT
14) $(0.5;0.5;1) B »e
17) $(0.25;0.75;:1) .
18) 5(0;1;1)
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Famllles d'estlmoteurs Stoblllté du EQM

Numéros Noms El2 E1Q £07 EOS
1) A(D.S;O;I) -a awa [XE]
) A(l;0;:1) b .
1) A(1.5:0;1)
4) A(1;0;0) . .
5) A“.',o;o‘s) - e “r -
8) A{1;0;1.5)
Ty A(0.75;0.25;1) e .
8) A(0.5;0.5;1)
?) A(0.25;0.75;1)

10) A(O;1;1)

11) 5(1;0;1) *

12) s(1;0;0}

13) 5{1;0;0.5) * *
14) $(1;0;1.5)

15) 5(0.75;0.25;1)

14) 5{0.5;0.5;1)

17) 5(0.25;0.75;1)

18) 5{0;1;1)

Tableau I11.4.3
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le rong des familles d'estimoteurs étudiées.

Commentaires sur les EQMI

En général an s'apergoit de la concordance
entre les appréciations données aux courbes de stabi-
lité et le classement résultant des EQMI.

Lorsque la contamination est nulle, beauvcauvp
de familles d'estimateurs conservent un EQM1 faible
huit familles ont une efficacité relotive supérieure
8 0.90 et les fomilles les plus efficaces appartien-
nent auv type asymétrique. Toutefois, c'est pour cette
situation que l'efficacité relative est la plus éten~-
due : de 0.294 pour la plus mauvaise faomille
(S{1;0;0)) & 1.00 pour la meilleure (A(l;0;1.5)).

Lorsque la contamination est symétrique, les
meilleures familles d'estimateurs sont symétriques. La
meilleure famille asymétrique pour G005 est A(1.5;0;1)
qui a une efficacité relative de 0.832, et pour GO10,
c'est la famille A{0.25;0.75;1) dont 1l'efficacité re-
lative est de 0.74.

Lorsque lo contamination est asymétrique, les.
trois meilleures familles sont toujours asymétriques.
La meilleure famille d'estimateurs symétriques est

pour chaque contomination
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Cantamination famille rang efficacité relative

G205 5(1;0;1) 4 0.963
G210 $(1;0;1) 5 0.947
G405 5(1;0;1) 4 0.932
G410 ${1;0;0.5) 4 0.911
El2 s{1;0;1) 4 0.940
E10 s(1;0:;1) 5 0.899
EQ7 $(1;0;0.5) 4 0.775
EO05 o S(1;0;0.5) 4 0.724

Il n'y a que paur les contominations E07 et
E05 que l'efficacité relotive de la meilleure fomille
symétrique descend nettement au-dessous de 0.9 . Tou-
tefais, les familles asyméiriques plocées en rang 2
et 3 pour les mémes contominotions ont également une

efficacité relaotive inférieure & 0.9
IT.4.4, Conclusians

1) Aucune fcmille‘asymétrique ne résiste & une conto-
mination symétrique. Ce résultat est ottendu car
les fonctions  de ces familles d'estimoteurs ne
sont pas bornées & gauche et sont donc incapables
de diminuer l1'influence d'une contaminaticn se si-

tuant & gauche du paoraométre & estimer.

2) De méme, les familles symétriques résistent trés
mal aux contominatians asymétriques. Les seules
familles acceptables sant A(1l;0:1), qui est robuste

aux contominatians faibles et moyennes, et
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A(l;0;0.5), qui est robuste aux contaminations

asymétriques fortes.

3) La famille la plus intéressonte pour les fortes
contaminotions osymétriques est A{0.5;0;1). Son
EQMI reste sensiblement inférieur aux autres. Cet-
te fomille reste acceptable lorsque lo contomino-
tion est moyenne. Par contre, elle est indésirable

pour des contominations symétriques ou nulles.

4) Le comportement de la famille A{1l;0;1) est bon
lorsque la contaminagtion asymétrique est faible et
moyenne. Par contre, son EQMI ougmente de maniare
sensible avec la contamination. Lorsque la conta-
mination est syméirique ov nulle, cette famille
est également indésiroble. Les familles A(0.5;0;1)
et A(1;0;1) sont donc complémentaires pour des comr

taminotions asymétriques.

5) On retrouve la fomille A(1;0;0.5) parmi les meilleu-
res familles dans tautes les situgtions de contami-

nation asymétrique, souf pour G205,

4) Lorsque la contominotion est symétrique ou nulle,
les deux seuls choix raisonnobles sont S(1;0:1) et
5{(0.75;0.25;1).

7) Les fomilles les plus stables relotivement au choix
de k sont les familles symétrigues oyant une dis-
continuité av point x=¢

1046



8) La forme de contaminotion (exponentielle ou gaus-
sienne) n'influence pas le camportement des esti-
motevrs. De El2, contamingtion intermédigire entre
G205 et G210, résulte un classement des familles
également intermédiaire aux deux classements obte-
nus ovec G205 et G210.

?) Dons le cos de lo contaminotion gaussienne, lo
plupart des fomilles sont sensibles & une combinai-
san des param2tres de contaminotion y et ¢ et non

4 1'un ou & l'autre.

Le choix final d'une famille d'estimatevrs
est difficile. En simplifiant quelque peu, on peut

opposer deux stratégies

1) Choisir une famille particuliédre pour chaque conta-
mination. Cetie strotégie est vtopique, car proti-
quement on ne sait pas avec excctitude comment sont
contaminées les données, ni méme porfois si elles
sont contaminées ou non. En odoptont une telle
stratégie, on aboutireit souvent & des résultats
plus mauvais que ceux obtenus por des méthodes
classiques ne foisont pos de distinctian entre ban-
nes données et données aberrantes. Une telle stra-
tégie est tauvtefois possible, mois ovec un autre

type d'estimateur : les estimoteurs adaptatifs.

2) Choisir une fomille qui soit satisfaisante pour un
éventail le plus large possible de contomination.

Les estimaoteurs minmax sont issus d'une telle
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stratégie. Cette stratégie est celle qui s'avére

la plus utile en pratique.

Dans notre éiude, nous avons remarqué qu'au-
cune famille n'est caopable de cauvrir avec satisfac-
tion les contominatians symétriques et asymétriques.
On ne peut donc pas se contenter d'un seul estimateur
pour ces deux types de contaminaotion. Afin de facili-
ter le choix d'estimoteurs, nous allons rédvire la

réalité a quelques situotions types vraisemblables.

Divisons l'intensité de la contaminatien en
deux classes : contaominotion faible d'une part et
farte d'agutre part. L'intensité peut &tre calculée
comme une combinaison des poramétres de contamination.
On peut por exemple prendre le biais de la moyenne
{(¢-u pour le modéle de contamination gaussien). Nous

faisons alars les hypoth&ses suivantes
1) Si lo contaminotion est foible, on ne peut pas dé-
terminer si elle est symétrique ou asymétrique. On

dira qu'elle est indéterminée.

2) 5i la contamination est forte, on arrive & détermi-

ner si elle est symétrique ou asymétrique.

Nous pouvons alors étoblir le tableagu suivant

qui résume le choix des estimoteurs que 1l'on propase
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type de
s\\\\agziij; symétrique |dsymétrique |indéterminée
intensité
de contam.
faible ${(1;0;:1)
k=1.4
${0.75;0.25;1) A{0.5;0;1)
forte
k=1.25 k=1.5

Lorsque la contaminatian est faible et suppo-

sée indéterminée, notre choix s'est finalement parté
sur l'estimateur S(1;0;1) , k=1.4 , Ce choix tient aux
raisans svivantes .
- Bien que selon le tableauv 11.4.2, les familles
S(1;0;1) et S(1;0;1.5) paraissent plus ou moins
équivalentes, l'efficacité relative de la premiére
famille est toujours plus élevée que celle de la se-
conde, sauf pour G000,

La courbe de stabilité de la famille 5(1;0;1.5)
croit généralement mains vite que celle de la famil-
le §(1;0;1) et se dégrade rapidement lorsque la con-
tamination devient forte (G405, G410). De plus cette
famille est plus sensible au modéle de cantamination

(gaussien - exponentiel) que la famille S(1;0;1).

- La famille S${1;0;1) est représentée par une fonction
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¢ cantinue, alors que la fanctian y de la fomille
${1;0:1.5) présente une discontinuité au point
x=ko+c . Lo conséquence est que la sensibilité au
voisinage du point de discontinuité des estimateurs
de cette fomille est plus grande que celle d'estim-

teurs dont la fanction ¢ est cantinue.

Larsque la contaminotion est forte et symétri-

que, naus avons choisi l'estimoteur §{(0.75;0.25;1) ,
k=1.25 . Cet estimoteur qui représente une combingison
convexe des normes L1 et L2 pour x compris entre

¢ -k et c + k est remarquoblement stable, comme
d'ailleurs toutes les familles de lo classe S{q;l-q;1)
0 < a <1let qui sont d'avtont plus stobles que o se
rapproche de 0. On préfére cette famille & lo fomille
S(1;0;1) bien qu'elle soit dominée por cette derniare
pour G205 car so stobilité est plus gronde et plus in-
dépendante de lo forme de contamination. Toutefois,
cette famille a le désavantage d'étre discontinue au

point x=c

Enfin, lorsque lo contamination est fortement
asfmétrique, la meilleure fomille est A(0.5;0;1). Lo
valeur proposée pour k est 1.5. Cette valeur peut po-
roitre petite. Elle o &té abtenue en considéront les
situogtions G405, G410, El2, E10 et EO7. L'EQM de cet
estimoteur est optimum pour G405 et vout

1.52 pour G410

1.30 pour E12

1.44 pour E10

1.8¢% pour EO7
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II1.5, Chaix d'un estimateur rohbuste de dispersion

Puisque les M- estimateurs étudiés ne sont
pas en général inveriants d'échelle, il est nécessai-
re de trouver un estimateur de g afin de pouvair es-
timer la valeur de k dans 1'échelle des données, a
savoir kg . Pour que l'estimation de kg nesoit pas
sujette & de trop grandes fluctuations dues & la con-
tamination, naus voulons que l'estimatian de g soit
robuste. Le but est donc de trouver un estimateur de
6 dont 1'EQM asymplatique ne dépend que peu de la
contaminatian. Nous voulons également que le biais de
l'estimateur soit nul lorsqu'il n'y a pas de contami-
nation. Comme cette étude ne porte pas spécialement
sur les estimateurs de parametres de dispersion, nous
n‘avons pas poussé la recherche trés loin et naus n'o
vons retenv que trois estimoteurs qui seront camparés

entre eux

- Si la distance interquartile
- S: 1'écart-type empirique
- S: l'écart absalu mayen

Naus donnans ici les expressions analytiques
de l'espérance mathématique asymptotique et de la va-
riance asymptotique de ces trois estimateurs. Le dé-
velappement des colculs pour les contaminations can-

sidérées se trouve dans l'annexe II.
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1) La distance interquortile

Cet estimateur est défini por

)

-4 -
S0 = 7 (X3,7 %,

.

dont les propriétés osymptotiques sant

Lim €(s1) = 3 (g - )

n-+w yy z

lim V(/A $3) = 1 (53— 3 2

oo ot 8 Tyt ey f(g)f(Ey)
4 4 . 4

ab f est la densité de lo lai cansidérée. (voir
por exemple Kendall et Stuart (I, 1949), p. 239).

Lo contrainte s'exprime par le fait que si la
cantaminotiaon est nulle (f est une densité de Gauss

de mayenne p et voriance 02), le biois est nul;

soit
£3 = 0.6745 - 0 + u
rs
El = 0.6745 . o + y
.y
1 (£3-€1):0
2:-0.46745 3 S
Danc 1 (Xsn- Xn) est un estimateur sans

2.0.6745 & &

biagis de g d'une loi narmale.
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2) L'écart-type empirique

3)

I1 est définl par

2 . /z(xi-x)2 _

n n-1

dont les propriétés asymptotiques sont

lim E(Si) = YUy . ob p, est le moment

n+<o

centré sur y , d'ardre 2.
2

Hag ~ H
lim V{/n si) =4 72

n-+w 4“2

A nouveau, si lo comtamination est nulle, le

biais doit €tre nul., Or

lim E(SZ) =g est sons biais.
N+ n

L'écort absolu mayen

11 est défini par

s3 =L x.-x|
1

n 4}

Pour une loi quelconque (u,az) les propriétés

asymptaotiques de cet estimateur sont (voir por

exemple Kendall et Stuart (I, 1969)
; 3 ¢
lim E(Sﬁ) = E|X-u| et

o

lim V{/n s:) = az - (Elx~u|)2

n-+o
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En particulier, si la contamination est nulle
lim E(J7p33) = g est sans biais
n-+o n

et sa variance asymptotique vaut g (ﬂ -1).

Nous avons calculé les EQM asymptotiques de
ces trois estimateurs de 1'écart-type des lois consi-
dérées. Le tobleau I1.5.1. présente les résultots

obtenvs.

Commentaires

Dans tous les cos ol la contaminotion est
aosymétrique unimodale, 1'EQM asymptotique de S: est
plus petit que celui de S . Par contre, Si est meil-
leur en EQM que S lorsque la contaminotian est symé-

trique et lorsque la loi devient bimodale.

L EQM asymptotique de 52 est plus foible que
celui de S et S: lo;squ il n'y a poas de contamina-
tion (résultct attendu)} et lorsque la contamination
asymétrique est faible (G205 et G210). Par contre si
est tres instaoble selon le modéle de contamination.
En effet, bien que G210 et El2 soient proches, 1'EQM
de Si est Irés dgfférent dans ces deux cas, alors que
1'EQM de Sn et Sn ne sont guére différents dans ces
deux situations. De plus, 1'EQM de S: augmente rapide-
ment avec la contamination. Donc S: n'est jomais &
conseiller, souf naoturellement lorsqu'on est sir

qu'il n'y o pas de contamination.
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On remorque égdlement que les bigis des esti-
moteurs Si et S: sont touvjours inférieurs & celui de
Si. Alors gue le biois de Si est toujours positif,
celui de 5n est négatif pour la pluport des contami-
naotions asymétriques. Dans ces situotions, Sn sous-

estime donc plus fortement ¢ que Si.

On peut donc conclure que si lo contominotion
parait étre symétrique Si est plus approprié que S:.
Par contre, si lo contamination est asymétrique uni-

modole, il vout mieux uvtiliser l'estimoteur S:.
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Tableau 11.

5.1,

Chaque cellule contient

le biuis asymptotique
1'EQM osymptotique

Estimoteurs Sl 82 53
Contominotions n n n
0.0007 | 0.0000 | 0.0000
G000 1.3694 | 0.5000 | 0.5708
0.0749 | 0.3229 | 0.0182
Goo3 1.5801 | 5.5596 | 1.4724
colo 0.0749 | 0.5811 | 0.0745
1.6968 | 7.8627 | 2.7740
205 0.0378 | 0.0909 |-0.0400
1.5498 | 0.7174 | 0.9492
210 0.1119 | 0.1662 |-0.0918
1.8408 | 0.8294 | 1.3198
0.0749 | 0.3266 | -0.0477
G405 1.7178 | 2.2217 | 1.8600
0.1490 | 0.5620 |-0.1290
G410 2.3184 | 2.4218 | 3.0%07
£l 0.0749 | 0.1816 |-0.0917
1.7192 | 1.5562 | 1.3767
E1o 0.1490 | 0.3567 |-0.0929
2.3161 | 2.1228 | 2.0771
£07 0.4085 | 0.7564 | 0.0312
4.2525 | 5.0473 | 3.7834
Eo5 0.7791 | 1.2862 | 1.2557
7.4802 | 11.8587 | 4.4989




Deuxiéme.portie
APPLICATION AUX MODELES AUTQREGRESSIFS

Nous allons & présent nous pencher sur 1'é-
tude des modales autorégressifs du premier ordre
{AR(1)). L'intérét de tels processus réside dans le
foit que dans bien des daomaines d'étude et en parti-
cvlier en éconamie les séries chranologiques peuvent
étre sauvent pergues comme des réalisctions de tels

processvs.

Le premier chapitre de cette partie sera
cansacré a 1'étude asymptotique des estimateurs. On
étudiera d'abard les méthades classiques en présen-
tant leurs caractéristiques dv point de vue de lo ro-
bustesse. Ensuite, aprés avoir défini des modeéles de
contamination, on passera & l'étude des M- estima-
teurs des porom2tres des modéles AR(l).

Le deuxi2me chapitre serc consocré a l'étude
des estimoteurs fondés sur des échantillons de taille
finie par simuvlation et daons le troisiéme chapitre,
nous traiterons un exemple d'une série chronologique

contaminée.
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Chapitre I. ETUDE ASYMPTOTIQUE

I.1. Approche classique des modéles avtorégressifs

I.1.1. Pracessus stachastiques

Sait X(e) une v:a., c'est-a-dire une fonctian
qui associe & chaque é&tat e appartenant & un ensemble

E une valeur natée x. Un pracessus stochastique est

une fanction X{e,t) qui associe & chaque état e une

valeur notée x(t) au x4 pour t défini sur un ensemble
8. Si 8 est défini sur l'ensemble Z, ce que nous sup-
poserons d&s maintenant, on dit que le processus sta-

chastique est discret.

On pevt considérer une série temporelle de n
termes comme une réalisation d'un processus stochas-
tique discret, c'est-a-dire comme une réalisotion d'u-

ne suite de n v.a.

Afin de pouvoir déduire le comportement du

processus au temps t+l & partir du temps t, c'est-a-

dire connaitre la loi conditionnelle de X il est

t+l
nécessaire de connoitre lo loi de probabilité con-
jointe pl,Z,...lt+l(xl'x2'°"’xt+l)' On peut alors en
déduire la loi de prabdbilité conditionnelle de la
v.a, Xt+1 pt+l[l,2,...,t(xt+1‘xl’x2’""xt)' Pour la
prévision, cette démarche est malaisée et peu écanome,
puisque, & chaque époque t, il est nécessoire de con-

naitre la loi de probabilité canjointe p (x
1,2,...,t(%



Afin d'éviter cette difficulté on va spéci-
fier un mécanisme ou modile qui liera la suite
{Xt;teZ} des v.a.

1.1.2. Processus stochostiques discrets stationnaires

On dit qu'un processus stochastique discret

est strictement stationnaire si toutes ses propriétés

statistiques sont invariontes par une iranslation

temporelle, c'est-g-dire si

"Xt+m+k)

POXy X prre o X)) = P X imer -
quels que soient t, m et k oppartenant & Z. On en dé-
duit que les probgbilités marginales sont identiques :
p(Xt) = p(Xt+m) et que tous les moments, s'ils exis-

tent, sont constants.

Pratiquement, comme on ne vérifiera jamais
ces conditions, on définit une forme plus simple et
plus facilement vtilisable de la staotionnarité : les

processus covarignces stationnoires. On dit qu‘un pro-

cessus stochastique discret est covariance stationnai-
re si so moyenne et sa varionce existent et sont cons-

tantes.

I.1.3. Processus stochastiques discrets linéaires

Tout precessus stochdstique discret pouvant

étre écrit sous la forme
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Xt =y + Ut + wlut-l + wZUt_z +

ob p et les vy sont des paramétres et la svite
{Ut;teZ} est composée de v.a. indépendantes et identi-
quement distribuées, de moyenne nulle et de variance

0 , est appelé processus stochastique discret linéal-
r

mCc M

Pour qu'un tel processus soit covariance sta-
tionnaire, il est suffisant que sa moyenne existe et
soit constante et que sa matrice des covariances

existe et soit indépendante de t.

Calcvlons ces éléments
w
u+E z
j_:

n

t,E(Xt) avec ®0=1

Owiut-i

|_1+E(U)

1

1§

ollJi

ce qui implique que la série § p; sait convergente
: i=Q

avquel cas E(Xt) =y

_ _ 2

_ 2

= E(Ut+¢lut_l+¢zut_2+...)

= E(U2+ 2U2 +¢2U2 + J+E (prod. croisés)

A ST RA P ATV AR prod.
_ 2, v .2 -
= E(U°) izowi avec 1y =1
ce qui implique que la série I ¢§ doit €tre conver-

i=0
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n
gente auquel ceos V(Xt) = gz k ov k = lim { w?
v . i

n+e i=0

Cov(X, Xy p) = EL(X~E(X ) (X, -E(X, 1))

ELU b Uy gtV ot D Uty Uyt
+¢2Ut+h-2+"' )].

5 2
E{i§0¢i¢i+hut_i] avec uozl

E5) T ugbyan
i<0

ce qui implique que lo série { miwi+h doit étre
i=0

convergente pour tout n auquel cas Cov(xt,Xt+h) =

= aﬁ'C(h) ot C(h) = lim

avec | _=1
Lro i= ©

0¢i¢i+h

1.1.4 Processus autorégressifs

Tout processus stochastique s'écrivant sous

lo forme

X, = §+8 +6 pxt—p+Ut

t X

+...+6

17t-1" "27t-2

ob & et les ei sont des paramétres et Ut est vne v.a.

de moyenne nulle et de variance 03 et telle que
Cov(Ut,Ut+k)=0 keZ est appelé processus aqutorégres-

sif d'ordre p et noté AR{p).
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I1.1.5. Processus AR(1)

Un processus AR(l) s'écrit sous la forme

>
|

= 6+ext_1+ut

S+6(aX

+e+Ut_1)+U

t-2 t

"
e
>

‘s
46V 0
0 oi=0
Les canditians de stationnarité imposent que E(Xt)

doit exister et étre constant. Or E(Xt)=9kE(Xt_k)+
k k .

+E(U) T ol+g ¥ 6 . Puisque k peut étre choisi arbi-
i=0 i=

troirement grand, il est nécessoire que la série
«© .
¥ 6' converge, donc que |o]<l.
i=0
5i tel est le cas Xt peut étre écrit sous la

forme d'un processus stochastique discret linéaire

avec

S
E(Xt) = pn =6 Z 8" = NET)

150 -0
2 2i v
V(X,) = o § 87" =
t v iZo 1-5°
e uze"
_ 2 _h 2i _ Fu
Cov(Xt,Xt+h) =0, 6 .E g ==
i=0 l-8

Comme on s'intéresse générolement auv paroma-

tre y dv processus ei non au paramitre g, on peut re-
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porométriser ce modéle et l'écrire sous la forme
xt_u = e(xt_l_u)+ut

Selon les besoins an vtilisera une ou l'autre

de ces 2 formes.

I.1.6. Génération d'un processus AR(l) stoationnaire

Observer une réalisotion d'un processus
AR(l) revient & observer une suite de valeurs
{xi , i=1,2,...,n} extraites arbitroirement d'une
svite de valeurs {xt,teZ}. Danc lorsqu'on désire si-
muler une réalisotion d'un processus stationnoire, il
faout générer une valeur initiale xy qQui soit tirée
de la loi marginale commune & taus les Xt, car si la
loi margincle de Xl étoit différente de la loi morgi-
nale des outres Xt' le processus serait dans un état
tronsitoire pendont un certain temps. On peut toute-
fois concevoir un processus AR(1l) fini, commengant &
t=1 mois en gordont & l'esprit qu'il doit &tre consi-
déré comme lo continuation d'un processus qui vient
de t=-om.

Pour qu'un processus AR(l) généré a portir de

t=1 soit covariance stationnaire, il faut donc que

_ 6
E(Xl) et

]

V(Xl)
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Il suffit done que Xl soit définie qinsi

X

I
1-0

Avant de passer & l'estimation robuste des
paramétres d'un processus AR(1l}, nous allons étudier
le comportement de l'estimateur dv maximum de vrai-
semblance (MLE) pour le cas de la lai de Gauss, ce
qui nous aménero a l'estimoteur des moindres carrés

vtilisé¢ dans lo protique.

I.1.7. Estimotian classique des paraméires du
madéle AR(1l)

Sait le modéle autarégressif
(Xy-u) = (X, | -ul+yUy

ou |e|<l et U sont des v.a. indépendontes de loi
a(x) quel que soit t. On se propose de calculer
les MLE de ., 8 et 02 fondés sur un échantillon

aléotoire xl’XZ’”"’Xn

La loi de probabilité de (Xt-u) conditionnée
sur (Xt_l*u) est la loi de probabilité de Ut puisque

f((xt'p)th_1)=f(ut+e(xt_l_]-') lxt_l)=g(ut)

Lo loi de prababilité canjointe
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fﬂxl-u),(xz-u),...,(xn-p)) sera donc
f (xl'U)F((xz_U) xl)f(x3-U)lx1: xz)---.
°--f(xn-]-l)lxl:xz‘f;'-:xn_l)

c'est-a-dire f(xl-u)g(uz)g(u3)-—-g(Un)

Dans le cas particulier de la loi de Gauss,
‘ . . -2
c‘est-a-dire si Ui %dfTuu=0 i Vu = Gu) glors

(Xy-u) Wdf’(u1=0 i Vo= 10_—:5)

(Xz'U)lxl "‘f(l-'2=e(xl'l-|) i VZ = 03)
: 2
(X -u) X oy v lu =0(x _j-u) i V = o0))
Ainsi F(xl-p, Xo=Hywney xn—u) vaut
2.1/2 2
(1-87) 1 _y2 -6t
11/2, 20172 ° (=7 ™ 7
(2n) (a7} ' %
n
+ ii- i=zz [(xi‘u)-e(xi_l'u)lz}
u

Le lag de la fonction de vraisemblance vout

alors )
-2 in2n - §an ok 4 % 1n (1-82)
1 2 2., o 2
- (=) (1-8%)% T [xj-p)-6 (x; ) -w)1%)
2c|u i=2 .
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Les salutians du maximum de vraisemblance
sont difficiles & obtenir dans ce cas général & cause
de lo lai de Xl-u. On se contentero donc de donner
une solution & la fonction de vroisemblaonce bosée sur
la probaobilité conditionnelle de Xn-u, Xn_l-u,...
...,XZ—UIX1=x1 qui, foisant disporoitre les termes

dis a f(xl—u) s'obtient focilement. On notera que
pour n grand cette solution conditionnelle est treés
proche de lo solution générole ou, plus précisément,

elle lui est équivolente quand no>w,

Le 1ln de la fonction de vraisemblance condi-

tionnelle est donc

n
1n|_=_(_n5_111n(2n)_£"_5111n03-;!_ .22[(x1—u)‘9(xi_1"51)]2
1:

Z
GU
d'ol
CER rf [(x.-p)-o{x - )1(1-9)
au 7z .t iH i-17H
g i=2
u
gnL =1 '{1 C(x =u)-0(x, _1-u)1{x,_;-u)
30 7 .L i M i-17H i-1"¥
o~ i=12
V)
De la premiére dérivée on en déduit
R
X.-0 ¥ X._
. _ i=2 ' j=21? 1
|L rY
1-¢

et de la secande

n
LR )
l:

Y
):(xi_l_]-l)
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c'est-ad-dire, aprés avoir substituvé {i par sa valeur

et en écrivant

-i

Ces estimateurs sant les estimateurs classi-
ques des maindres carrés puisque l'an a minimisé
n
2
z [(Xi u) G(Xi_l p)]

i=2

Remargues :

- & l'ordre % prés {i est X et 6 est le premier terme
du corrélogramme;

-

- an abtient également {i et & en régsolvant 1l'équation
de régression classique Xt = 6+9Xt_1+Ut et en esti-

mant (i par —
1-¢

Pour obtenir le MLE de 05, an dérive 1lnL par
rapport o 03, sait

-1, 1
2 4
o 2001

3

2lnL = -
302
u

o 2
22[(’( —Ll e(xi—l_“)]

(o]

et an obtieni que
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2

Y

n A
B = ey ) LX) -e (X _y-i))

I1.1.8. Variances asymptotiques des estimateurs des

moindres carrés

En posant Al = (§8) et

xl = [ iz i3 i4 "xl ] et en tenant compte

du fait que (Fuller, 1974, p. 335)

. » Y AP 1 T -1
lim n V(An) = cu(llm =T XnX )
nN=o na>o
on travve que
1. 6 "1
(3) = o I
lim n V(A = g
+ o n v 02 2
§ v, §
1"6 1_92 (1_9)2
ol + 62(322) - s(1+e)
) 2
- §(1+8) 1-8

Ainsi la variance asymptatique de n § est

2 1+G) = 02 + (1-92), la variance

+ 5 { y

égale & S,

asymptatique de n 9 vaut l-e2 et asymptotiquement

gL1=e 2)

n COV(G,G) = —T_—e——
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Asymptatiquement, comme u est équivalent 2
X, n V({i) = n V(X) = EV(Xi)+22 ECOV(Xi,X.)'=
2 i<j J

%y

(1-8)°

Du peint .de vue de-la robustesse ces résuvl-
tots sont intéressants. OT remarque d'abord que la
varionce asymptatique de 8 ne dépend pos de U ou d'u-
ne fonction de . Cela signifie que quelle que scit
lo distribution de l'erreur Ut du modele gutorégres-
sif et donc quelle que sait la voriance g, de Ut la
méthode des maindres carrés fournira un estimateur de
8 donE lo variance asymptotique ne dépend que de 6.
Donc 6 est qualitativement (au sens de Hampel) tras
robgste. Par cantre auvtant la variance asymptotique
de 8 que de i dépendent de 03' Autrement dit ces estima-
teurs ne sont pos robustes au sens de Hampel puisque

leur voriaonce asymptotique est proportionnelle & 03.

Un autre aspect de la robustesse naus inté-
resse : lao robustiesse au sens de l'efficacité qui
est la notion de robustesse au sens de Huber. Lorsque
la lei des erreurs est gaussienne, on sait que les
estimoteurs des moindres carrés de & et y sont
asymptotiquement efficaces (efficocité=1) puisqu'ils
sant MLE. Mais si la loi des erreurs n'est pas gaus-
sienne, que devient l'efficacité de ces estimateurs ?
Avtrement dit, on veut savoir comment l'efficocité de

ces estimoteurs dépend de la loi des erreurs u,.
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I1.1.9. Efficacité des estimateurs des moindres carrés

Paur trouver l'efficocité des estimateurs des
maindres carrés de y et 6, comparans leur variance
asymptatique & la variance asymptotique minimale at-
teignoble pour des estimoteurs convergents, c'est-&-
dire & la borne inférieure de Cramer-Roo pour une loi

des u, quelconque.

Cansidérons d'abord l'efficocité de 6 en po-
sant le madéle statiocnnaire supposé centré (1u=0) sans

restreindre la généralité

Xg = 8X4_1*+U,

ovec jel<l et U, wune svite de v.a. indépendantes

et identiquement distribuées de loi g.

Pour un échantillon aléataire Xl,Xz,...,Xn lo

densité& de probabilité conjointe vaut

F(xl,xz,...,xn;6)=f(xn|xn_l,...,xl;e)

) F(xn_llxn_z,...,xl,e)...F(xl;e)

En conséquence le logarithme de la fonction de

vraisemblance de § est égal &

n
l(efxlrxzr .- -rxn)=.z

J_zlr'l F(xj[xj_l,...,xl;e)+ln F(xl;e)

Soit I(8) l'information de Fisher fondée sur

131



1'échantillon Xl,X ""Xn' On a -gue

n 2

2
] 3
I(g)= { E(=—5Inf(x, |x: s %xy;8)]4+E(~ 1nf(x,;6)]
552 el 35-l 1 202 1
soit en posant IJ(e) pour l'information due & Xj con-
ditionnée sur X 1""*X1
a2
I(e)_JE I, +Il(9) ou 11(9)=E[- ;Ef 1n f(xlfe)]

Colculons Ij(e) pour 3>2 . Puisque
f( J|x 1,...,xl;e) est lo densité conditionnelle de
Xj, elle vout g(u )= g(x —Bx 1) Ainsi

2

I, (e) E[- —5 1n g(x,-6 )]
aez n g x x -1

2
to x5 19’ (xj-exj_l)-x

= ff

j - (x -ex Zplelx, 578%5- 1)

(xj_exj_l)

f(x Xy l)dx dx -1

j'l;e)

Or f(xj,xj_l) f(¥j|xj_1,...,xl;8) fx

9(uy)f (x;.):0)

Donc
2 2 "
(Uj)-x_j‘lg (Uj)g(uj)

4ox, 19
NORIE
- g9 (uj)

g(uj)f(xj_l;e)dujdxj_l
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oo +mg'2(u51—g"(u.)g(u.)

= (a2 . Mt Jaa '
-_ixj-lf(xj-l’e)dxjrl_c{’ gz(u.) Q(Uj)duj
J
2 2 2
2 d gu d
= E[X,_1 E[—~—7lng(u.)]= .E[--—?lng(u.)]
j-1 do’ 3 1-91 du’, J
J J
2
%y
que naus naterons 3 i
1-g~ 9
Ainsi
02 EZ
1{(g) = (n=-1)1 —+ I, =nl ——+ 0(1)
9 -9 1 9 1-8

Done l'efficacité asymptatique de l'estimo-

teur des moindres carrés vaudra

On retrouve que dans le cas d'une distribution
¢ 1'efficacité est égale a1
. _1

puisque dans ce cas Ig = ;7 .

gaussienne des erreurs U

v

Comme le fait remarquer Martin (19764, 1978},
cette efficacité n'est pos raobuste car 05 peut augmen-
ter considérablement si la loi de U est allangée dans

ses queues alars que Ig peut rester beaucauvp plus sta-
ble.

Pour le paramétre de tronslation p du modeéle

Xt-u = B(Xt-l_“) + Uy, on trouve par un calcul anala-
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gue que I{u) = n(l-B)ZIg . Danc 1'efficocité asympto-

tique de l'estimoteur des moindres carrés de yu est

égale &
2
1 ., % - 1
n(l-B)EIg (1-g)2 cﬁ.lg

c'est-a-dire qu'elle est identique & celle de l'esti-

moteur des moindres corrés de 9.

Naus sommes danc amenés & rechercher des es-
timateurs qui soient robusies au sens de l'efficacité
c'est-a-dire des estimateurs capables de diminver la
variance de Ut larsque l'on s'écarte du modéle de dis
tributian gaussien des erreurs. Naus y parviendrons
en appliquant des M- estimateurs a Ut’ ¢c'est-a-dire a
(Xt-u)-G(Xt_l-u) puisque nous savons que ces estima-
teurs sont capables de réduire la variance asymptati-
que de Ut larsque la lai de Ut est contaminée.

'\oparavant, nous allaons décrite deux modeles
de cantaminatian généralement utilisés dans l'étude
des praocessus autarégressifs caontaminés et chaisir un

modéle pour la suite de cette étude.
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1.2. Types de modéles AR(1l) contominés

Mortin et Jong (1976), Denby et Mortin (1979)
ont défini et étudié deux modéles autorégressifs con-
taminés simples mais capables de représenter certaoi-

nes situvations réelles ovec précision.

a) Le modele de perturbations innovatrices

Ce modele s'écrit

X = 8(Xx ) + Ut (1.2.1)

t Hy t-1"Hy

Y, = X, (1.2.2)

Dans ce modéle Ut est une suite de v.o. indé-
pendantes et identiquement distribuées poar vune loi de
Gouss contaminée. Le processus qui se déroule est dé-
crit par 1l'équation (I.2.1) et le processus qu'on
observe est Yt défini par l'équation (1.2.2). Lorsque
la proportion de la contominotion est foible, l'eppa-
rition d'une errevr impertonte oura une influence du-
rable sur la moyenne du processus. Bien des séries
temporelles en économie peuvent &tre représentées poar
un tel mod2le. Por exemple vne série de production
journaliédre ou hebdomadaire perturbée tout-d-coup par
des gréves; ouv bien une série d'un indice boursier
perturbé par uvne faillite, unhe décision de politique
économique de la part d'un gouvernement ou encore por

1'éclatement de conflits dans certoins poys.
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En fait, chaque fois que l'on observe de ma-
. niére exacte, c'est-a-~dire, sans erreurs systémati-
ques un processus AR(l), mais que 1l'an se trompe ou
que l'an risque de se iramper dans la spécification
des erreurs (par exemple en aoffirmant que lo distri-
bution des erreurs est goussienne alors qu'en réolité
elle ne 1'est pas) un tel modéle convient bien pour
décrire la réalite.

b) Le modéle de perturbatians interruptives

Ce madéle s'écrit

Xp=uy = 8% pmu,) + Uy (1.2.3)

Yt = Xt + Vt (1L.2.4)

Dans ce modele Ut est une suvite de v.o. indé-
pendantes identiquement distribuées par une loi non
contaminée. Vt quant & elle est une suite de v.q.
indépendantes identiquement distribuées por une loi
de la forme (l-y)ﬁo(x) + yH(x)

l si x =20
ol 6o(x) = , H{x) est une
0 si x# 0

densité contaominatrice et y est lc proportian de con-
tamingtion généralement inférieure & 0.10. Afin de di-
minuer les difficultés théoriques, on ajoute générale-
ment 1l'hypothé&se que Ut et Vt sont des svites de v.a.

indépendantes entre elles. Le processus décrit por
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l'équotion (1.2.3) se dérovle donc de maniére exocte,

mais son observotion Y, définie par 1'équation (1.2.4)

est entochée d'erreurstqui se produisent de temps &
outres sons perturber de maniére durable le déroule-
ment dv processus. Ici également, bien des séries
réelles peuvent étre représentées por uvn tel modéle,
notamment lorsque des données ont été mol enregistrées
ou lorsqu'un phénoméne extérieur au processus est ve-
nu passagérement perturber son dérouvlement.

“

Nous étudierons le comportement des M- estimo-
teurs pour le modéle des perturbations innovatrices
lorsque lo contamination est asymétrique. Le compor-
tement des M- estimoteurs povr le modéle des pertur-
bations interruptives & été étudié par Martin et Jong
(1976) pour des contaminations symétriques. Levrs ré-
sultuts montirent que les M- estimateurs sont inodaptés
4 ce genre de modeéle et qu'il faut clors vtiliser des
estimateurs d'une classe plus large : la classe des
M- estimoteurs générolisés. Comme cette étude porte
sur les M- estimoteurs, nous n'étudierons que le modé-

le des perturbations innovotrices.
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1.3. Etude théorique en situotion de contomination

asyméirique

Comme nous l'avons fait en premidre partie
pour estimer le porométre de tronslation d'une loi
contominée, nous ollons estimer les paramétres pvet 8
du modéle AR(l) défini en I.2.0, pour un échantillon
aléotoire xl’XZ""'xn por les M- estimoteurs Mn et
Tn qui vérifient

(Xi—Mn)_Tn(xi-l_Mn) ]

nr~13

of
2 : S

n

i

ol Mn est l'estimoteur de u, et LI l'estimateur de 8.
Toutefois por'commodité nous posons D = M (l-Tn) et
nous estimerons, por onologie ovec lo régression ro-
buste, les paramétres by, et 9 por les estimoteurs Dn et
et Tn vérifiant

X.-T X, ,-D
i 'ni-1 "n

)} = min

n
oo
=2 S

n
Ainsi D, et T, seront solutions des équotions

X.-T X, ,-D
i ni-

L 1 "n
R ) =0
i=2 S
n
% Xi-TXi7P
X vl ) =0
izp 11 S,
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Sn est l'estimagteur de a, chaisi de manidre

& standardiser lo faonction y. Puisque u, = ¥ '

l-9

Cn

—E— estimera H,
1-%

Camme auparavant nous naus limiterans au cas
ab E(Ut) est positive au mulle pour tout t, sans res-
treindre la généralité, car si E(Ut) est négative, il
suffira de chuisir une nauvelle fanctian wl(x) égale

a =p(=-x).

On remarque que cette spécificatian de la
moyenne des erreurs représente une situatian analague
4 celle qui fut étudiée en premiére partie al les es-
timateurs du paramétre de translatian étaient généra-
lement bigisés. Il en sera de méme ici, larsqu'un es-
timera le paramétre u,s Mayenne du pracessus nan caon-

taminé.

Suppusans gue H, et @ sant les paramétres &
estimer d'un maddle AR(l) et suppasons d'autre part
que E(Ut) = u, ab U, est l'erreur aléataire au temps t.
Prenans camme estimateurs ge H, et & les estimatevurs
des maindres carrés ﬁn et en. Camme

- Cuv{Xt,Xt_l) "

lim @8 = =8, B8 sero asymptutique-
n n
n+w V(Xt-l)

ment sans biais. Par cantre

u
Him § = E(Xt) = u,t Tg§ . Danc {i  admettra un

N3

139



u
biais asymptatique de valewur T%E . De maniére plus

générale si ﬁn et En sant des M- estimateurs de u, et
6, l'estimateur ﬁn sera généralement biaisé, méme
asymptotiquement. Par cantre la prapriété de conver-
gence de 6 sera canservée paur %n, dé au fait, intuvi-
tivement, que w(Ut) et w(Ut-j) restent indépendantes
paur j>0, gt ceci quelle que sait la lal des erreurs.
Tavtefois 6, comme gn sant bioisésapour des échantil-~
lons de taille finie. Le biais de en vaut en premiére
approximation (Kendall et Stuart, 19746, val.3, p.453
et s.)

_ 1+3g
n

En ce qui concerne la variance asymptatique
de ces estimateurs, naus naus référans & Martin
(1981). Avec des hypoth2ses qui ne sant pas formulées
de maniare précise, Martin a calculé que la matrice

des variances-covariances asymptatiques de

§
K an vaut

n — —
" w2(1-6%) b (1-8%)
e Y A
OU QU
VK = VLOCNMQ(U))
i b (1-8%) 192
o %
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2
E_[v7(U-C)]
ob V = -2 . est la formule déja rencontrée

LOC
3 4 2
[551 (C)

dans la premiére partie, au peint 1.1.3.

Comme nous nous intéressans habitvellement av
paramétre U, représentant la moyenne du processus non
contaminé, nous donnans 1l'expression de lo matrice Vi
des variances-covoriances asymptotiques des M- estimo-

T A
rs M = ol
teurs n (pn % ), %n

1-8

n

n

T~
3
I

La matrice des Jacabiens représentant la trons-
formation M -+ A vaut
1 -9 =-yqu
0 1

Lo matrice Vﬁ vaut alors (Martin, 1981)

1
) L o0
Vo = H'T vy H ' (1-6} : Vi ae(0,g{u))
M X 1-62 Loc¥r
o 7
Q
U

On vérifie qu'en prenant la fonction ¥ (x)=x,
VLOC=G§’ et 1l'on obtient alors la motrice des varian-
ces-covariances asymptotiques des estimateurs des

moindres carrés I et 8 . On remarque, fait intéres-

n
sant, qu'asymptotiquement ﬁn et an sont nan corrélés.

On s'apergoit égolement que la variance asymptotique
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de an dépend de 03 ce qui n'était pas le cas pavur 8-
On perd donc en portie lo propriété de robustesse quo-
litotive attachée & én. Ce faoit n'est toutefais pas
génont, car on paurra ainsi obtenir des estimotions
de 6 plus précises en vtilisant des fonctions ¢ qui
stobilisent VLOC alors que 03 augmente. Por contre, la
variance asymptotique de ﬁn dépend de VLOC et non pas
de 03 alars que celle de ﬁn était une fonction de 03.
Ainsi, méme si oi augmente considéroblement, on arri-
vera & cantenir lo croissonce de la variance de ﬁn'
Evidemment, lorsque la contiaminotion sero faible ou
nulle VLOC sera alors supérieure & 03 et l'an perdra
une certaine précision dans l'estimotian de 6 comme
dans celle de H,, - C'est en quelque sorte le prix payé
pouvr l'assuronce que l'an prend afin de se prémunir

contre des erreurs dont lo variance pevi étre élevée.

Naus allans maintenont procéder & des simuvla-
tians sur des échantillaons de taoille finie. Celo nous
permettra de vérifier dons quelle mesure les résuvltats
osymptotiques s'oppliquent et de comparer les perfor-
mances des estimateurs dans diverses situvations de

contaminotiaon.
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Chapitre 11. SIMULATIONS POUR DES ECHANTILLONS DE
TAILLE FINIE

Les estimateurs comparés sont ceux qui furent
proposés en conclusian de lo premiére partie, 4 sao-
vair

${1;0;1)k=1.4

${0.75;0.25;1)k=1.25 et

A(0.5;0;1)k=1.5

A ces estimoteurs, l'estimateur des moindres
carrés o été adjoint ofin de comporer ses performan-

ces & celles des autres estimoteurs.

Les contaminatians prises en compte sont tavu-
tes des combinaisons conve xes de deux distributians
2 .
de Gouss de la farme (1- 3W0,1)+Qﬂu°,o-o), soit

£ Eg S; nom symbolique
0.0 0.0 1.0 GQ00
0.1 0.0 146.0 GQ10
0.1 2.0 1.0 G210
0.1 4.0 1.0 G410
0.2 4.0 1.0 G420

La contaminatiaon G420 o &4té ajoutée par rap-
port & lo premiére partie afin de comparer les esti-

mateurs dans des situations de cantaminatian extrémes



faisant apparaitre distinctement deux modes.

Le modéle éiudié est
(X,-10) = 0.5(X,_;-10)+0,

Nauvs n'ovons pas effectvé de simulations pour
d'autres valeuvrs de ces paramétres cor les résultaots
comparatifs restent valobles quelles que soient ces

valevurs.

A titre d'exemple, naus avons dessiné sur les
figures 1I1.1.1 & I1.1.5 la réalisotion d'un échantil-
lon de taille 50 pour chacune des contaminations étu-
diées,

Lo générotion des échantillons pour la simu-
lation o été é&tablie de la fogon swvivante

1) générer un nombre au hasard entre O et 1;

2) si ce nombre est supérievr & ¢, alors générer la
réalisotian d'une voriable oléataire de lai f10,1),
sinan générer une réalisation d'une variable aléa-
taire d'une loidf?uo,ci). La valeur générée est
natée zo;

3) générer la premidre observation du processus

1) z ey
vY1-¢

On obtient ainsi une réalisation d'une v.o. qui o
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méme moyenne et méme variance que les avtres v.a.,

comme cela o été dit en 1.1.6;
4) générer un nauvveau nombre au hasard entre 0 et 1;

5) pracéder de manidre identique auv point 2. La valeur

générée est alars natée z,;
&) générer 1'abservatian

x, = 0.5 x,
i~

i + 5.0+ €4

1

7) recommencer au point 4) n fais plus 20 ou n repré-

sente la longueur désirée de l'échantillon;

B8) on ne conserve que les n dernidres observations.
Ainsi, en plus des conditions imposées sur X, af in
que la série abtenve soit stotionnaire, on prend
une précaution supplémentaire en éliminant les 20

premi&res observatians.

Le générateur de nombres ov hasard est celui
de "Mothemotical Software ACM val. 5, No 2, p. 132 -
138", Les observatians d'une loi de Gauss ont &té

obtenuves & l'oide de fonctions congruentes.

L'estimotion des poramétres o été obtenue se-
lon les équatians données en 1.3 paur Dn et Tn' par
un sous-pragramme inclus dans la librairie ROBETH.
Cette librairie contient des sous-programmes écrits
por A. Marazzi, ETH, ZUrich, permettant d'effectuer

diverses procédures statistiques raobustes.
Les langueurs d'échantillons retenues ont été
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20, 50 et 100. Chaque situatiaon d'échantillennage a
été générée 400 fois. On a alars calculé la moyenne
des estimations de u, et 8 ainsi que les variances em-

piriques.

Afin de cantrdler la stabilité des résultats,
lo simulotian a été opérée deux fais. Nous avans cal-
culé les variations en % des valeurs obtenues au caurs
des deux simuylations, saus lo farme RMAX-RMIN
MAX

ab RMAX et RMIN sont respectivement la valeur la plus

100

grande et la valeur la plus petite des 2 simulations.
Le tableav [I1I.1.1 représente les variations maximoles
pour chaque taille d'échantillon en mettont en évi-
dence pour quel estimaoteur et quelle contomination

cette variation maximale est apparue.

Finalement, nous avans ogrégé les 2 fais 400
échantillons en les considérant comme 1200 échantil-
lons et en calculant la moyenne et la variance comme
pour une simulation faite avec 1200 échontillons. Les
résultats sont présentés dans les tableaux II.1.2 a
IT.1.5. Les variances ont été multipliées par lo lan-
gueur de l'échantillon. Tautes les valeurs ant été

arrondies & la deuxiéme dé&cimale.
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Commentoires généroux

Pour les 4 estimateurs considérés, la moyenne
de ﬁn est proche de so voleur asymptotique, déja dons
les échantillons de toille 20, pour toutes les situa-
tions de contaminction. La différence la plus grande
est obtenve ovec l'estimateur $(0.75;0.25;1)k=1.25
pour lo situotion G420 ol lo moyenne de 320 vaut
11.13, ce qui représente une différence de moins de
2 % por ropport 4 lo voleur osymptotique. De plus les
estimations obtenues por les moindres corrés sont
tovjours les plus proches de leur voleur asymptotigue
Pour les échontillons de toille 20 déjd, cette diffé-

rence est remarquablement faible.

Quont & lo voriance ﬁn, on s'opergoit que les
voriatians sont plus importantes. Les voriances pour
les échantillons de toille 20 ne sont pes supérievres
de plus de 20 % oux valeurs asymptotiques dons les cos
suivonts : G000, G210, G420 pour l'estimotion por les
moindres carrés; G000 pour l'estimation ovec
$(0.75;0.25;1)k=1.25; GO0OQ, G210, G410 et G420 pour
l'estimotion obtenve avec 5(1;0;1)k=1.4; G010 pour
l'estimaotion aveec A{(0.5;0;1)k=1.5. Dans les outres
cas, elle est ossez supérievre & so voleur osymptoti-
que. Dans lao situvoation G210 ovec l'estimoteur
$(0.75;0.25;1}k=1.25, elle est méme 2.71 fois plus
élevée que lo voleur osymptotique. Por contre, lo vo-
riance de En semble &tre stobilisée pour n=50 cor les

différences ovec les voleurs trouvées pour n=100 sont
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en générol foibles.

Un autre phénoméne est remorqudble : la vo-
rionce de En reste nettement plus élevée que la vo-
leur asymptotique paur n=100 dans les situotions
G410 et G420 ovec les estimateurs A{(0.5;0;1)k=1.5,
${1;0;1)k=1.0 et S{0.75;0.25;1)k=1,25). On s'gpergoit
en foit que ces situatians font portie des coas ou He s
valeur vers loquelle converge ﬁn, est sensiblement
différente de y, moyenne du processus contaminé. Ce
foit nous améne & douter de lo générolité de la for-
mule de lo varionce osymptotique de ﬁn donnée por
Martin (1981) et le probléme de ses conditions de vo-

~lidité reste ouvert.

Remorquons égolement, fait curieux, que lo vor
rionce de ﬁn pour l'estimoteur S5(1;0;1)k=1.4 est supé-
rieure & celle obtenue por les moindres corrés, dons
lo situction G420 et pour les 3 longueurs d'échontil-

lons considérées,

En ce qui concerne le parométre B, on remorque
que quel que soit l'estimoteur considéré, il est bioi-
sé vers le bas meois convergent, ce qui est un résuvltat

attendu,

Le biois trouvé ovec l'estimateur des moindres
corrés correspond & l'approximotion ou premier ordre
donné en I.3. Toutefois, ovec les outres estimateurs
le biois est quelque peu réduit pour les échontillons

de toille 20, particvligrement avec l'estimateur
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A(0.5;0;1)k=1.5 paur les contaminations G410 et G420.

Les variances des estimateurs de 8 sont pro-
ches des valeurs asymptotiques déja paur les échan-
tillons de taille 50 sauf pour 1l'estimateur
$(0.75;0.25;1)k=1.25 dans la situation GOQlO.

Donc d'une manigre générole une taille d'é-
chantillan de 50 est suffisante pour pauveir appli-
quer les formules asymptatiques ovec la restriction
déja mentionnée concernont lo variance des estima-

teurs de ™ lorsque He # u.

Comparaoisans des estimateurs

Quand la contamination est nulle, l'estima-~

teur des maindres carrés est le meilleuvr. Il estime
“v sans biais et la variance de ; et 6 est minimale.
Daons cette situation, l'estimoteur asymétrique est le
plus mauvais : ﬁn a un biais impertant et 1'EQM de

ﬁn est plus élevée que celui des autres estimoteurs.

Lorsque lo cantamination est symétrique le

comportemeni de l'estimateur asymétrique est encore
plus mauvais. Le biais de ﬁn augmente et sa voriance
est enviran 2 fois plus élevée que celle qu'on ob-
tient avec les estimateurs S{1;0;1)k=1.4 et
$S(0.75;0.25;1}k=1.25 et elle est également supérieure
& celle que danne les moindres carrés. Les résultats
des simulations pour $(1;0;1)k=1.4 et
$(0.75;0.25;1)k=1.25 sont & peu prés égoux dans cette
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situation, mais les résultats asymptotiques avantagent
quelque peuv l'estimateur $(0.75;0.25;1}k=1.25,

Larsque lo contaminatian est foible et asymé-

trique, l'estimoteur asymétirique reste peu approprié
W s
pour y . Sa variance est alars plus élevée que celle
obtenue avec les 3 auvtres estimaoteurs et son biois est
PlUS grand que celui des estimateurs 5(1;0;1)k=1.4 et
S(0.75;0.25;1)k=1.25. Pour cette situatian, les résuvl-
tats des simulaotians ferant préférer l'estimateur
5(1;0;1)k=1.4,

Dans lao sitvation G410 représentant une contao-

mination asymétrique plus accentuée, l'estimateur asy-

métrique est alors intéressant. En voleur absolue, le
biais deI; est plus petit que celui qui résvlte des 3
auvtres estimateurs. De plus paour n=100 la variance de
tn est inférieuvure aux variances trouvées avec les es-
timateurs 5(1;0;1)k=1.4 et les moindres corrés. Seuvl

1'estimateur S{0.75;0.25;1)k=1.25 a une varionce infé&

rievre mais un EQM supérievr.

Un autre avantcge de l'estimateur asymétrique
est que la variance de Gn est inférieure & celles que
donnent les aqutres estimateurs. De plus, toutes les

valeurs asymptotiques favorisent cet estimatevr.

Enfin, lorsque la contamination est forte et

asymétrique (G420), l'estimotevr asymétrique accentue
ses qualités : le biais et la variance de ﬁn sont in-

férieurs & ceux que l'on trouve avec les 3 autres es-
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timateurs. De plus, la variance de &n est également

inférieure aux 3 autres variances.

En résumé, on retrouve les conclusions de la
premiére partie cancernant le choix des estimateurs

selon les situations de contamingtion, & saveir

- l'estimateur des maindres corrés est le meilleur
passible larsque les erreurs ne sont pas contami-

nées.

~ Lorsque les erreurs sont contaminées de maniére
symétrigque, les estimoteurs S({1;0;1)k=1.4 et
5(0.75;0.25;1)k=1.25 donnent de bons résultats,
Les variances asymptotiques du second estimoteur
sont toutefois plus faibles. Il est donc & recom-

mander .

- En cas de contamination légérement asymétrique des
erreurs {(souvent invisible en pratique} l'estima-
teur 5(0.75;0.25;1)k=1.25 est celui pour lequel le
biais de ﬁn est le plus petit. Par contre, les va-
riances sont légérement plus élevées que celles
obtenues avec S5(1;0;1)k=1.4 et les moindres carrés,
et donc, du point de vue de la minimisation de
1'EQM, on préférera 1'estimoateur S(1;0;1}k=1.4.

- Lorsque la contamination asymétrique est accentuée,
l'estimateur A(0.5;0;1)k=1.5 est & recommander car
alors le biais de ﬁn est inférieur & celui que res-

tituent les autres estimateurs et les variances de
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gque donnent les cutres estimoteurs.

et En sant également inférieures aux voriances
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Chapitre III. TRAITEMENT D'UN EXEMPLE

A titre d'exemple, nous avons repris une sé-
rie se trouvaont dans Kendall (1974, p. 17). Il s'agit
d'une série trimestrielle allont du premier trimestre
1940 ou quatriéme trimestre 1971, formée d'un indice
des octions cotées & la bourse de Londres et calculée

par le Finonciol Times.

Afin de rendre la caontomination plus apparente
4 valeurs sur les 48 ant été madifiées. Il s'ogit des

observations suivontes

Dote de Ne d'ordre de valeur valeur
l'observoﬁion 1'observotion observée modifiée

3éme trim.1941 7 310.4 280.0
3ame trim.19646 27 320.0 280.0
22me trim.1%48 34 441.1 435.0
3eme trim.1948 35 491 .4 4465.0

Cette série cginsi modifiée est dessinée sur
lo figure III.1.1.

Afin de sovoir si cette série peut Etre modé-
lisée por un processus outorégressif, on étudie les
fonctiaons d'outocarrélotiaon et d'autocarrélotion por-
tielle. Ces fonctions sont reproduites sur les figu-
res II1.1.3 et II1.1.4, respectivement. Lo fonction
d'autecorrélotion descend linéoirement jusqu'a un é-

cort de 9 termes pour remonter légérement aux écaorts



vmmamhmmmwﬁvmmmwmam&MMNQNFNmNMNqNMN
i T

Z°T1°111 2anbrd

L9seveEZI

LU

L L L AL

I

IZIZRZEIBILIISIVIEIZITIRIE @
T rr

1

T'T 111 ®anbry

B Ly Or Sy v P EP Zr (¥ OV GERELE OESEYECE ZE {EREBTRZLZOLSTYTEZ I IZBZEIATLISISIVIEIZITIRIE B L 9 G ®# £ 2 1

T rrred T

IS L L LI R

AN

[ "

8" @SE

22’ ees

- 14

2@ asE

142



0.8 0.8 1.0

0.4
Frmmm e e fo oy

13999994999 009 9998889

0.2

0.0

-0.8 -0.4 -0.2

-0.8

-1.0

e b LT g

HAAXX
xX

AXAXXANX
XXXXXX
XAXXX
XX

X
X
X
X
X

X

HKH X
KX

3K 3¢ 2w
20 D e

My O P O W0 D NP
T NeerntNDgp D
mquNNFoOrFPOoOo

OoCoOoCoCoOo Ial=]

"N VoMo Ro T Mg Win

T e T T

b et tet tet s
HX X I 3 2 XKne XN K
PP 2 3 e e K

Figure II1.,1.3

-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.8 0.8

-0.8
i D S e i L T Ty

-1.0

1.0

—4————

XXKXXXXXKKKAKERXAKAKKK

xx

>
>
b 4" >
X
>

* >
x xxxxxxx

X
X
HAXK

>

> >

> e X
>

oo NO ™ORN D~ Oy
T e T ONATE T AN
wOOO*O"ONNOPPO*O

OoooOoOoooOoOooo
i | Iyt 1

“eNOg @ RO T a W

— T T T

x
X X >
b

III.1.4

Figure

143



10 et 1] et se stabiliser par la suite. Cette diminu-
tian linéoire est typique des processus autarégressifs
admettant une tendance systématique. La fonctian d'au-
tacarrélatian partielle descend brusquement & 1l'écart
2, ce qui est également une caractéristique des pra-

cessus autorégressifs d'ardre 1.

En abservant la figure IIl.1.1, an apergait
une faible tendance systématique qu'il faut estimer et
éliminer de la série ofin d'abtenir une série statian-
naire. Plusieurs méthades ant été utilisées : mayennes

mabiles, lissages rabustes, trends linéaires.

Les mayennes mabiles qui exprimaient la ten-
dance systémotique sans trap de variatians compre-
naient entre 15 et 20 termes. Comme lo sériec abservée
est de 48 termes, la série obtenue sans trend aurait
été trop caurte pour étre étudide. Les lissages rabus-
tes vtilisés sont ceux qui sant prapasés dans le
paockage MINITAB. Les résuvltats n'étaient pas satisfai-
sants car le trend estimé é&tait traop fluctuont. Nous
avans danc finalement estimé la tendance por un ajus-
tement linéaire. L'accraissement estimé de la vo-
leur de 1'indice est de 1.42 par trimestre ¢t san écort
type vaut 0.48. La série des indices sans trend a &té
dessinée sur la figure III.1.2. C'est cette série que

naus allans étudier,

Les figures III1.1.5 et III.1.6 représentent

les fanctions d'auvtocorrélotion et d'autacorrélotion
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portielle de lo série démunie du trend. Cette fois la
fonction d'outocorrélation o lo forme d'une sinusolde
amortie, forme que l'on retrouve dons les processﬁs
ovtorégressifs. Comme oucun des ‘coefficients d'avto-
corrélotion portielle d'écort supérieur & 1 est signi-
ficotivement différent de 0, on peut en conclure que
le modéle représentont correctement cette série est
le processus AR(l). Les confirmotions ont été oppor-
tées en ojustont des modeles AR(p) p < 4 ovec
MINITAB. Mis & part pour 61, oucune outre estimotion
des eiétoit significotivement différente de 0 povur

les 4 modéles. L'estimation por un modé&le AR(1l) a don-
né les résultots suivonts (estimotion par la méthode

des moindres corrés)

val. estimée  Ecort-type ropport-T
R 0.757 0.098 7.71
8 76.505 4.143 18.47

Lo voleur estimée de y est donc 314.835.

5i on dessine le grophe des couples
(xi—l’xi) i=2,...,n, on obtient lo figure III.1.7.
En observont cette figure, on remarque que 4 couples
se détachent nettement des auvtres. Il s'ogit des cou-
ples (xgix7). (xpgr%p7)s {X37,x38)s (x3g:%35). Un
cinquiéme caouple (x41,x42) se trouve égolement assez
éloigné des outres observations. Tous ces couples

correspondent & des chutes brusques de lo voleur de
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l'indice observé, chutes provoquées par les modifica-
tions des voleurs X4 et Xag dons les 2 premiers cas.
Camme on représente lg série por un madele AR(1l}, on
peut considérer que ces brusques chutes sant dues a
une grande erreur négative aux points Xyt Xogr X374
X3g et X41- On en déduit donc que lo loi des erreurs
Ut n'est pas symétrique autour de 0 mois asymétrique
ovec une queuve ollongée & gouche. Afin de réduire
l'influence de ces abservations, on va estimer les
paramé¢tres duv modéle AR(1l) en vtilisant des estima-
teurs robustes. Paur différents estimateurs les ré-

sultats obtenus sont les suivonts

Estimateur vol._estimée de 0, val. estimée de y
S(1;0;1)k=1.4 0.810 © 327,363
$(0.75;0.25;1)k=1.25 0,831 337.4691
A{0.5;0;1)k=1.5 0.883 370.367

Lo figure IIT1.1.8 représente les droites de
régression correspandant oux paramétres estimés res-
pectivement por les estimoteurs des moindres carrés
(1), S(1;0;1)k=1.4(2) $(0.75;0.25;1)k=1.25(3) et
A{0.5;0;1)k=1.5(4). Les figures III1.1.9,10,11 et 12
représentent 1'indice observé en traoit gros et 1'in-
dice estimé en trait finm par chacun de ces 4 estima-

teurs.

Il est évidemment impossible de dire quelle
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est lo meilleure estimatian puisque le modéle idéol
est inconnu. 5i, par exemple, nous décidons que lo
meilleure estimotion est celle qui minimise la somme
des écarts entre les valeurs abservées et les valeurs
calculées élevées ou carré, naus privilégions 1l'esti-
mation des moindres carrés qui justement est définie

par ce critéere.

Tautefois, en examinant les résidus, il est
passible de proposer une estimation convenable. Pour
cela, nous partons de la méthode des moindres carrés.
Nous savons que cette méthode tend & symétriser les
résidus. Si, malgré cet effet, les résidus sont ré-
partis de mani2re asymétrique, on en déduit, du point
de vue de l'estimation robuste, que le modele idéal o

été contominé de fogan asymétrique,

Dans notre c¢as, nous avans estimé la densité
des résidus provenant de la régression par les moin-
dres carrés avec une méthode d'estimation de densité
& noyauv variable implantée dans le preoegramme RESISTA,
écrit par M. Lejeune et G. Maitre, GRMQ, Université
de Neuchdtel. On a reproduit cette densité estimée
des résidus sur la figure II1.1.13. On constate que
la densité présente une asyméirie sous forme de queve
cllongée & gouche. Cela signifie que certains résidus
sont trés négatifs, et donc que le modéle est conta-

miné de maniére asymétrique.

Quelle est l'importance de la contamination 7
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Nous ne le savons évidemment pas avec exactitude.
Nous pouvons toutefois essayer de l'estimer en se ra-
menant & des sitvations théariques é&tudiées plus haut

ou, dv moins, & des situations proches.

Etant danné la présence d'une contamination
asymétrique, nous obtiendrons une meilleure estimotion
des paramétres M, et 6 et donc des résidus en vtili-
sant l'estimateur S5(1;0;1)k=1.4 plutét que celvi des
moindres carrés. La courbe en trait épais sur la fi-
gure III.1.14 est une estimation de la densité de ces
résidus. Nous avons essayé d'ajuster visvellement cet-
te densité estimée & une densité connve de la forme
(l-¢) (ul,cl) + e (uz,az), qui est la densité dessi-
née sur la méme figure, en trait fin, avec les para-
métres pl=0, p2=-66, °1=°2=22 et ¢=0.05. Conc, au si-
gne prés de la contamination et & un facteur d'échel-
le prés cette densité représente une situation de con-
tamination G305.

On peut faire le méme raisonnement avec les
résultats obtenus par régression avec l'estimateur
A{0.5;0;1)k=1.5 {dont on connait les qualités en si-
tuation de contamination osymétrique) qui sont assez
différents des résultats abtenus avec l'estimoteur
S(1l;0;1)k=1.4. A nouveau la densité estimée des rési-
dus ainsi que son ajustement ont été dessinés sur la
figure 111,1.15, Les paramétres utilisés pour ajuster
la densité des résidus sont pl=0, p2=-65, cl=20,
02=23 et ¢=0.10, c'est-a-dire ou signe prés de la con-

tamination et & un focteur d'échelle prés, & peu preés

173



ET°'T III 2anbrg

ownl sZi-

i
| r—

174



Figure 111,1.14
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une situatiaon G310.

Il semble donc raisconnable de dire que la sé-
rie étudiée est contominée de moniére osymétrique,

avec uhe loi des erreurs se situagnt entre G305 et
G310.

Naus nous trouvans ainsi dans un cos de con-
taminotion asyméirique moyenne, une sarie de "zone
grise” pour loquelle il est difficile de recommander
& priori un estimateur symétrique ou asyméirique. On
s'en rend compte en examinont les résultots de simu-
lation pour les cantaminations G210 et G410, qui sont
les cas entre lesquels nous nous trouvons. En se
fiont oux résultats asymptotiques nous abtenons, pour
les voleurs des paorom2ires uv=0.0; 8=0.8 et pour les

cantaominations G305 et G310, les résultots suivants,

N

paur | :
G305 G310
N MOY 7 0.749 1.499
5(1;0;1)k= VAR I | 35.487 45.250
_ MOY 0.471 1.056
5(1;0;1)k=1.4 VAR % 31.322 39.298
5(0.75;0.25;1)k=1.25 | MoY 0.407 0.895
VAR 32.413 38.770
_ MOY -1.140 -0.65¢6
A(0.5;0;1)k=1.5 vAR ¥ | 30.584 25.207
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S5i la contamination est de lo forme G305, les
3 derniers estimateurs sont & peu prés éqguivalents du
paint de vué de 1'EGQM. Par cantre, si la contamination
peut €tre madélisée par G310, il canvient d'uvtiliser
l'estimateur A(0.5;0:1)k=1.5 car son EQM est nettement

inférieur aux 3 aqutres.

Camme nous désirons minimiser 1'EQM, nous re-
tiendrons pour cet exemple les estimations des para-
metres 6 et u, obtenues en utilisant 1l'estimateur

asymétrique A(0.5;0;1)k=1.5.
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ANNEXE 1

Calecul de lo variance osymptotique des estimoteurs

de

la mayenne d'une loi narmale cantominge

La

La

i) calculer ¢

varionce osymptatique vaut

[ (E55)dF (x)

(t(e))?

Afu) = f¢( )dF( )

Ale) = I35 Mudl
¢ est défini implicitement por )(c)=0

f(x) = F(x) est dérivable, alars

A'(e) = Jp(EZ2) 7l (x)dx

X

suite des apératians & effectuer est la svivante

X

ii) colculer la valeur ¢ = lim E(Tn) , qui repré-

n->c

sente également le biais de l'estimatevr

iii) calculer lo variance asymptotique de l'estimo-

teur,



Nous ne donnons ici le développement des col-
culs que pour les fonctions | asymétriques, les cal-
culs concernant les fonctions | symétriques se fai-

sont d'une maniére analague.

Lo fonction { est définie comme

] si vuz<0
plu) = qu + gk si 0 <u <k
vk{a+B) si u > k
o v =& et ¢ = lim E(Tn)
UX n->wo

o) Pour une combinaison convexe de deux lois normales

Lo densité de probabilité est définie comme :

f(x) = (1-8)9(x) + eg;(x)
Qb o(x) = ;%% exp(-~ % xz)
9y (x) = exp(- % (22m)2y
2nc ¢
i) ci = (l—e)(l+m2e) + ecz
ii) lim E(Tn) = ¢ <=> jw(x;c)f(x)dx =0
n->om X
On obtient
c ._ c+k g
f(x S)f(x)dx + &= { X {x-c)f(x)dx +
o Oy Oy c
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c+ko . o
+ gk | *f(x)dx + yk(o+B) [ f(x)dx = 0
k

c ct+kg
c+kcx-m
soit, en posant B = c+k0x ; B' = —
X
¢t = =0 et 4(x) = [ ¢(u)du
g -co

et aprés développement,
S ) (ple) + cole)) + & (mole')-ogle'))-cole))

x X

+

o ((1-c}[-9(B) +g(c)-c(o(B)-4(c))] +

+

elm(¢(B')-¢(c'))+a(ple'yiq(B'))-c(4(B")-0(c'N ]}

+

Bk[(l-c)(¢(B)=¢(c}) + e(¢(B') - ¢(c")}]

+

yk(a+tg)[(1-c}(1-¢(B}) + e(l-4(B"')}] = O

La solutian ¢ de cette équation o é&té obtenue
par un algarithme itératif.

iii) Calecul de la varionce asymptotigue

Nous procédons d’abord au calecul du numérateur

4+ ¢
P (o) (x)dx=dy | (x-c)2F(x)dx +
- o2 L
2 c+ko c+k
+ & X (x-c)2f(x)dx + 2Bka IU* {x-c)F(x)dx+
Gx [+ cTx c
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C+kU +o0
# k%2 T X f(x)dx + (yk(a+8))E [ F(x)dx
c c+|<cx

Nous obtenons, oprés développement :

22L(-cole)tole)) + Sxlal(=c'plctY4plc)) +

T x %x

+ 2u0 (-plc)) + ulolc')] + iftzc¢(c)(1-e> -
<

- 2c€(u¢(c?)-c¢(c')) + (}—e)czé(c) + cleglet)] +
+ f;{(l-e)(cm(C) - Byp(B) +4¢(B) - ¢(c)) +

x
+ e(a®(-B'g(B') + c'olc') + ¢(B') ~ plc*)) +
+ 2malplc') - @(B*)) + mP(s(B") - ¢(?'))) -
- 2c(1-¢) (o(c)-9(B)) - 2ce(m(6(B')-0(c")) -
- o(p(B")-p(c"))) + cZ(l-e)(¢(B)-g(c)) +
+cte(p(B)-0(c'))) +

+ Q%Eg{(1“8)(¢(C)‘¢(B))+e[u(¢(8')-¢(c')) _

- ale(B')-g(c'))] - c(l-e) (¢ (B)-d(c)) +
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+ cc(9(B')-¢(c'))) +
22 (1-e) (6(B)-0(c)) + B2kZe(o(B")-0(c")) +
+ (vk(o+8)) 20 (1-¢) (1-¢(B)+c(1-(B*)))]

Le dénaminateur vaut (l'(u))3=c .

or a(v) = ]'q;("-;—”) f(x)dx

vt+ko

I R A * .
= E: {m(x u)f(x)dx + %: 5 {x~u)}f(x)dx +.

vtkg l +w
+ gk [ X f(x)dx + yk(atg) [ F(x)dx
U u+kox

En dérivant saus le signe somme on obtient paur

U.= c
N (0) oo = - i Flo) + & (ko F(B)-F(B)+F(c)] +
X x

+ Bk(f(B)-f(c)) - yk(a+B)F(B)

soit, en substituant f par sa vaoleur

A (0) e = - [(l-e)ele)+eplc)] +

X

+ g: {ko [(1-e)g(B)+ep(B')] -
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[(1-¢)¢(B) +ep(B*)] +

+

(l-¢)o(c)+eplc') -

CL(l-e)w(B) + eg(B')]} +

+

Bk[(1-c)p(B)+cq(B') -

(l-e)glc)-ecqlec')] +

+

yk(a+B)[(1-¢)p(B)+co{B')]

b) Pour une loi narmale contaminée par une loi

exponentielle

La densité de probobilité est définie camme :
F(x) = (L-edp(x) + ue 279Ny () -
- (1-e)o(x) I (x)
ol, comme ouparavont,

p(x) est la fonction de densité d'une loi de

Gauss centrée et rédvite
Io(x) est la fonctioh indicotrice qui vout
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1 si x g Ja,+=[ et 0 sinan,

(l'e)tp(d) 1]

=
]

)\z_;

1-(1-¢)¢(a)
006) = ] glu)ay
i) E(x) = i—f {ax +1-2%)
V(x)=gZ = 1- £ - au 3 L (a®a42ar+42) - (E(x)?

ii) lim E(Tn) = ¢ <=> Iw(;_c)f(x)dx =0

n+ow ' X

<=> ale) =

Soit, en pasant cp=c+kax , mc=max{a,c) ,

mck=qu(q,c+kgx) et e(x)=e-l(x-°)

c mc
1%:51 i xo(x)dx + %— [ xe(x)dx -
x - X aq

mg C
- 37e) [Pigx)dx - E0(1-¢) f glx)dx +

X Q X

mc me
+ uf e(x)dx - (l-g) [ ¢(x)dx] +
a

a
cp mck
+ g_ {(1'€]I xp{x)dx + 4 | xe(x)dx -
X me
mck
- (1-¢) [ xg(x)dx - e[(1l-¢ I plx)dx +
me
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mck mek
+uf e(x)dx - (l-¢) | p(x)dx]} +

mc me
mek mck
+ gk[(1- E)I p(x)dx + pf e(x)dx - (l-g) [ gl(x)x] +
me me
+w +co
+ yk(a+8)[(1-)f @(x)dx +u | e(x)dx -
cp mck
+co
- (l-g) | o(x)dx] =0
mck

En vtilisont la fonction Id(x), on obtient

oprés développement et simplificatians :

- Léigl w(c) + IO(C) Efi (—ce(c)+q_ e{C) + %) -

- o) g () glerrpla)) - & ((Dedole) +
X

X

+ 1 (e)h(l-ele) - (1-€)(ole) - ¢la)l} +

+ o ((1-e)(ale)-glep)) + I_(c)I (cp)l (-elcp) +
X

+ e(c)) + I (ep)(I-1 _(c)5(-cpelcp)to -

- E{EEl + %) - I (e)1 (ep)(l-g)(p(a)-¢(cp)) -

- I (ep){1-1_(cN(1l-e)(gplo)-¢lcp))} -

o ((l-e){olep)-0lc)) + 1 {cp) (I-1 (e))[E(1-elcp)) -

X

18¢



- (1-e)(olep)-0(0))] -
- IQ(C)IQ(CP)(l‘E)(¢(CP)'¢(C))} +
+ Bk {(L-e)(o(ep)-olc))+I (c)ilelc)-elep)) +
+ I (ep}(1-1_(c))[1-elep)-{1l-e)(s(cp)-d(a))] -
- 1 (e)(1-e) (o ep)-a(e)))
+ yk(o#+8) {((1-€) (1-¢(cp)) + I _(cp)[Yelep) -
- (l-e){1-elep))T + (1-I (ep))( -
- (1-¢)(1-4{a))]} = O

iii) Calcul de la variance asymptatique

Naus effectuons d'abard le calcul du numéra-

teur qui vaut :

02 (Z25) £ ()dx

X

Aprés développement de l'expression, on ab-

tient :
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lcqterraten) + 4 (22be i -
0' g :
X

- 23ebine)? 4208 4 25y -

- Li:%l(°¢(°)‘¢(0)'mc¢(mc)+¢(mc)) -

Ox

- Bt gten) +u[ﬂ%ﬁ+&§g—)—-;'—€e(mc)-i—fe(mc)]-
X

2
- (1-e)lgla)-glme) ) I+ S(1-e)olc) +

Ix

+ ];:(e(c)-e(mcn - {l-¢)(¢p(mc)-¢(a))] +

2

+ %5[(1-e)(eqlec) - (cplglep) + alep)-olc)) +
g
X
+ u[e(;nc!((mc)z Z?CIAZ) _

efmck!(( ck) chk + _é)] _

)‘L

- (1-e)(mcpl{mec)-mcky(mck )+¢ (mck)-¢(mc))] -

2
- 2 [(1-¢) (olc)-glep)) + u[%ﬁe(mC)+Ei;El -
o]

x

) mxﬂe( k)- S‘(_Tn‘gk‘)'}(l‘s)(fp(mc)-(p(mck])]
&

2.2
+ S—%—[(l‘e)(¢(cp)'¢(0)] + %(e(mc)-e(mck)) -

¢
OX
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- (1-e)(¢(mek}-p(mec))] +

+ 857 ((1-e) (alcp)-4(c)) + E(e(me)-e(mek)) -
- (1-e)p(mek)-9(me))]

+ (yk(a+8))2[(1-c) (1-p(cp)) + ¥ elmek) -

- (I-e)(1-g(mek))] + 22X (1-¢)(g(c) -
x

e(me ) e(mck))_
A

- ¢lep)) + % {e(mc)mc~e (mck )mck + n

- (1=} (g(me)-g(mek))]

- ZGEkC[(l-e)(¢(CP)'¢(c)) + %(e(mc)-e(mck)) -

-X

= (1-¢)(p(mck)-¢(mc)}]

Puisque f(x) n'est pos dérivable en tout
paint, on ne peut dériver sous le signe somme et donc

on calculera le dénominateur directement por
d 2
(HU X(”))u=c

11 suffit donc de dériver l'expression )\(c),
calculée en b.ii), par rdapport & ¢ et d'élever le ré-

sultot av carré. Aprias quelques simplifications, an

la¢



abtient le dénominateur suvivont :

190

- de (e () [Rl1e o) -

- (1-e)(¢(e)=¢(a))1} +
%:{(1-e)cp¢(cp)+la(c)[uCPE(cp)-(1'€)°P¢(°P]] +

+ 1 (ep)(1-1_(c))[pepelcp)-(l-clepglep)]} -
%:{(l'e)(¢(CP)'¢(C))+1°(6)[§(E(=)“e(cp)) -

= (L-e)(plep)-¢(c)) 1+ (ep}(1-1 (e})[¥(1-elcp})-

- (L-¢)(¢(cp)-¢(a))]} -
g-ifu-gmcpmo(c)[ue(cp)-(i-e_)cp(cpn +

+ I (ep)(1-1_(c))lue(cp)-(1l-€)glecp)]} +

Bk {{1-e)(¢lcp)-glec))+I _(c)lulelcp)-e(c)) -

- (L-¢)(glep)-ple)) I+ (ep) (1-1_(c)})(ue(ecp) -

- (I-e)glep)]} +

vk (o) {-(1-¢)glcp)-1_(cp)lue(ep)-(1-¢}glcp)]}



ANNEXE II

Calcul du EQM osymptotique des estimateurs de

l'écart-type

1) Ecart semi-interquartile

a) Modéle de contomination gaussien

flx) = (-g)y (x;m_,a ) +eoplxim,a;)

g l{xim ,a,)=

=

lim
n‘fW

lim
N+

lim
>«

lim E(Tn) = 2-0%6723 (g3 - &)
I

X-m,
—i)%
i

exp {-%(
T g

Fs

biais{(Tn) = lim E(Tmn) - o
n+o
V(/m Tn) = 1 .
64-(0.6745)%
3 3 Z
( + -
Fie)) FiEy)  flE)) (F(gy)
3 7 i 7
EQM{Tn) = 1lim V(v/n Tn)+(lim biois(Tn)]2
n+o N>

b) Mod2le de cantaminotian exponentiel

Flx)=(1me)g (x;0,1)hue (X701 (x) -
= (1-elgfx;0,1)1 ,(x)



L'expression est identique & l.0)

2) Moindres carrés

a) Modéle de contomination gaussien

lim E(Tn) = /115

2
n+o 2
Hqa™H

lim biais(Tn)=vyu,=o _;1lim V(Tn)=—i~—£—
»0 270 o 4y

n 5 N> 2

, _BgTH 2
lim EQM{Tn) = ——ZE;* + (VUZ'UO)

MN-><w

ol i est le moment centré sur la moyenne,
dfordre k.

+e 4
u4=(1-€){ix-c) wo(x;mo,co)dx +

oo 4
+ efl(x-¢) ¢1(x;m1,01)dx

N - _ =
o ¢ = (l E)m°+Em1 Ul

Pour 0°=1 et m°=0 , on obtient

u4=(1—s)(c4+6c2+3)+e(3a§+6aimi+m§-12caiml -

- 4cmi+6cza§+6c2mi—4c3m1+c4)

De méme, pour Wy + ON obtient

by = (1-e)(eP+1)+e(o4mi-2em, +e?)
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b) Modéle de contaminotion exponentiel

+o e
“4:(1'€)J(x'°)4¢°(x;0,1)dx+pj(x—c)4e'l(x'°)

- Qa

+oo 4
= (1-¢)f(x~¢c) wo(x;O,l)dx
a

ol ¢ = Ef (al+1-12) = Hy
A

Aprés développement, 1l'expressian devient :

4 3
(a=c}” 4(0-;) +

u4=(L-e)(c4+6c2+3)+u[ X N

2
+ 12{o0-¢c)” + 24(c-c) + Zi] _
As k4 Xs
- (1-¢)[a’p (a)+3(ag (0)+1-¢ (o)) -

- 4c(oy (a)*2¢ (o)) + 6cP(ag_(a)+l-¢_(a))

- 4c3p_(a)+c*(1-9_(0))]

2
_ 2 (o-c) 2(a-c) 2 _
pz—(l-E)(C +1)+u[ 3 + Xz + 1—3]

- (1-6)[ag (a)+1-¢ (a)-2cq (a)+c? (1-¢_(0))]

x
ob ¢°(x) {mgo(u;O,l)du et ¢o{x)=¢°(x;0,l)
Comme en 2.a), 1'EQM dsymptotique est égol &

Y
A2y (s -1)?

dx~
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3) Ecart absolu moyen

a) Mod2le de contominotion gaussien

+ o

lim E(Tn) = /@? [ |x-c|f(x)dx

n->o -

¢ ¢
= /-zﬁ‘['(l'e)I(X'C)qao(x)dx-ef(x'c)cpl(x)dx +
+o +oo
+ (l-e)f(x-c)¢°(x)dx+-ef(x-c)¢1(x)dx]
c c

ol @i(x) = mi(x;mi,ci) . Pour m°=0 et o°=l .
on obtient oprés développement :

Lim E(Tn) = AT-(1-¢)(-2q_(c)-2cq_(c)+e) -

N>

—e(2m1¢°(c')—ml-2c¢o(c')-olmo(c')+c)]

c-ml

ol ¢' = S
1

lim bigis{(Tn) = 1lim E{Tn) -1

N+ M-

lim V(Tn) = 3y, - (lim E(Tn))2

n-+<o n>o

lim EQM(Tn) = % My - 2 Mim E(Tn) + 1
na-c n-+o

By a déja été colculé en 2.q)
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b) Madéle de cantominatian expanentiel

lim E(Tn) =/r§'[-(l-e)Ttx-c)¢°(x;0,l)dx +

n-+w©
+o

+ (l-e)f{x-c)@o(x;o,l)dx -
c

mux}a,c)

- (x-c)le(x)dx +
¢ mcx}o,c)

+ (l-g) (x=c)gp (x;0,1)dx +
a

o (x-c)le(x)dx -

max(a,c

+

(=]

- (1-¢) { (x-¢)e (x;0,1)dx}

max{a,c)

olU le(x) = “e-A(x-o) . Afin de faciliter les
caleculs, nauvs intraduvisons la fanction indicao-

trice
l si x> a
I (x)=
a 0 si x<a
Alars, aprés dévelappement, l'expressian ci-

dessus devient :
/T(1-6) (g, (c)vet, () gy (c)-c (L-g (c))) +
* L@ [5le(c)HE-Tle () Hpt(1-e) (g (a)-pglel)+
* S(ule(e))-(1-e) (g, (c)-0,(a))] +
+ (1-10(c>)[1;—°+1;7-(1-e)<po(a)—§ﬂ+c(1-5)(1—%(0))1
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+ Lo (e)le(e)-(Loe)og o) -

- %1e(c)+c(1-e)(1'¢o(c))]}

ol ¢O(-) et wo(-) sont définis en 2.b.

lim EQM(Tn) =% Wa = 2 lim E(Tn) + 1 .

n+ow 2 n-o

Hy @ été calculé en 2.b)
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