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Estimation robuste en contamination asymétrique 
et application aux processus autorégressifs 



RESUME 

Le but de cette recherche est l'étude du 

comportement des M- estimateurs d'un paramètre de 

translation en situation de contamination asymétrique 

avec application aux processus autorégressifs d'ordre 

1. 

Dans la première partie de ce travail, nous 

comparons différentes familles d'estimateurs caracté­

risées par des fonctions \Jj symétriques et asymétri­

ques dans diverses situations de contaminations. 

Comme toutes les familles d'estimateurs dépendent 

d'un paramètre k, nous avons comparé leurs performan­

ces sur la base de l'erreur quadratique moyenne asym-

ptotique intégrée sur k (EQMI). Nous avons défini un 

deuxième critère pour dissocier les familles d'esti­

mateurs dont les valeurs de 1'EQMI sont proches; il 

s'agit de la stabilité de l'erreur quadratique moyen­

ne asymptotique en fonction de k. On montre qu'aucune 

famille d1estimateurs n'est appropriée à toutes les 

formes de contamination. En particulier, les familles 

d'estimateurs dont la fonction \Jj est symétrique con­

viennent mal à des contaminations asymétriques. De 

même les familles d1estimateurs caractérisées par une 

fonction îjj asymétrique sont inadaptées aux contamina­

tions symétriques. De plus, la médiane est toujours 



inappropriée, quel que soit le type de contamination. 

Nous proposons finalement une stratégie pour choisir 

une famille d1estimateurs appropriée à divers cas de 

contamination vraisemblables, ainsi qu'un estimateur 

rebuste de a afin de pouvoir calculer la valeur de k 

dans l'échelle des données disponibles. 

La deuxième partie est consacrée à l1étude 

des modèles autorégressifs du premier ordre (AR(I)) 

lorsque les erreurs aléatoires ont une distribution 

gaussienne contaminée de manière asymétrique. Nous 

discutons les propriétés osymptotiques des M- estima­

teurs dans les modèles AR(I). Nous utilisons les es­

timateurs proposés en conclusion de la première par­

tie pour effectuer des simulât ions et vérifions la 

convergence rapide vers les résultats osymptotiques. 

Cette étude s 'achève avec le traitement 

approfondi d'un exemple de série temporelle tiré du 

domaine économique. 
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Première partie 

ESTIMATION ROBUSTE EN CONTAMINATION ASYMETRIQUE 

Chapitre I. RAPPELS DU CADRE DE L'ESTIMATION ROBUSTE 

I.1. Aperçus historiques et développements récents 

en théorie de la robustesse 

C'est au début des années 60 que la notion 

de robustesse se répandit et que les études systéma-

tiques à son propos s'intensifièrent. Peu à peu des 

outils d'analyse furent développés. 

Les premières études systématiques entrepri­

ses en robustesse le furent par Tukey (1960) qui 

étudia quelques estimateurs classiques et leur 

substitua des alternatives simples et résistantes à 

des observations aberrantes (voir également Anscombe 

(I960), Tukey et Anscombe (1963)). Nous retraçons 

ici, rapidement, les définitions et résultats impor­

tants dans ce domaine et qui nous serviront par la 

suite. 

I.1.1. Robustesse et résistance 

Il n'existe pas de définition précise et 

unique de la robustesse car les statisticiens ont 

plutôt commencé par énoncer des caractéristiques que 



devraient posséder les procédures statistiques afin 

qu'on puisse les considérer comme robustes. Ainsi, 

bien que l'idée générale de robustesse soit la même 

chez tous les statisticiens, les définitions données 

par chacun d'eux diffèrent. 

Pour Tukey (1960), la robustesse est liée a 

la notion d'efficacité. Un estimateur sera considéré 

comme robuste si son efficacité relative reste éle­

vée pour une variété de distributions données repré­

sentant des formes de contamination diverses. 

Pour Huber(1964), une mesure adéquate de la 

robustesse d'un estimateur est le supremum de sa va­

riance, lorsque la distribution F(x) appartient à un 

ensemble de lois représentant un modèle d'indétermi­

nation ou de contamination, en particulier un modèle 

de la forme F(x ) = (l-£)F0(x)+eH(x), où e et FQ sont 

fixes et où H est variable et fait figure de conta­

mination pour F . Toutefois, pour des raisons de 

simplification mathématique de l'analyse de la ro­

bustesse, il convient mieux de prendre en compte le 

supremum de la variance asymptotique. 

Hampel (1971) a quant à lui défini une no­

tion de continuité. Si Xi,Xj,...,X.,... est une sui­

te de variables aléatoires (v.a.) indépendantes et 

identiquement distribuées (i.i.d.) de loi F(x) et si 

T est un estimateur dont la distribution sous F est 

no téej£c(T ), une suite {T } d'estimateurs est dite 
robuste en F ssi : 

U 



Ve>0 , 3ô>0 tel que V G , Vn , 

d(F,G)<fi => d(JJp(Tn) ,^G(Tn))<e 

où d est une métrique choisie. 

La robustesse définie par Huber est parfois 

appelée robustesse efficace car on s'intéresse à la 

variance d'estimateurs, alors que la robustesse dé­

finie par Hampe1 est parfois nommée robustesse qua­

litative en raison de sa généralité. 

La notion de résistance est plus simple con­

ceptuelle ment que celle de robustesse car elle ne se 

réfère pas à des distributions de probabilité et à 

des modèles de contamination. On dit qu'un estimo­

teur est résistant si la valeur de l'estimation est 

peu sensible à un changement arbitraire (générale­

ment petit) des valeurs des observations. 

Dans la pratique de 1'analyse exploratoire 

des données, on peut considérer que les notions de 

résistance et robustesse qualitative sont synonymes. 

1.1.2. M- estimateurs et robustesse 

Huber (1964, 1967, 1973, 1977, 1981) étudia 

d'abord les propriétés asymptotiques des estimateurs 

définis par un problème de minimum qu'il appela 

M- estimateurs. 

15 



Définition : M- estimateur 

Soient X1.X-.....X . n variables aléatoires 
1' 2 n 

indépendantes et identiquement distribuées 

de loi F(x;8) et Tn=Tn(X1,...,Xn) un esti­

mateur de 0. 

Si T vérifie 
n 

£ p (Xi'"Tn)
 = m i n ' 

où p est une fonction donnée (généralement 

connexe chez Huber), alors T est appelé 

M- estimateur de 9. 

En notant \|>(x,6) = T T p(x;6) , T- est alors 
do n 

défini par Z V|J(X. ;T )=0 . 

On notera qu'en prenant p(x;6)=-ln f(x;6) 

ou f(x;6)= -r— F(x;0) , on obtient l'estimateur du 
d X 

maximum de vraisemblance (MLE). 

Par la suite, nous nous intéresserons uni­

quement au cas où 8 représente un paramètre de 

translation d'une loi de probabilité. La fonction 

F(x;ö) peut alors être écrite sous la forme F(x-6), 

fonction indépendante de ô. 

Dans ce cas, il est normal de choisir dans 

la classe des M- estimateurs des estimateurs qui 

soient invariants par translation. Les M- estima­

teurs de paramètre de translation étudiés par la 



suite seront donc de manière naturelle des estima­

teurs définis implicitement par 1'équation 

z* ( W = ° • 
^(X1-Tn) 

En posant w. = — \ j • v — , on obtient 
i n 

l w.X. 
T = ^ 
n Z w. 

Par cette transformation, on remarque que T 

représente en fait une moyenne pondérée dont les 

poids dépendent de la distance entre 1'estimateur et 

les variables. 

A ce point, on remarque le lien qui existe 

entre M- estimateurs et robustesse. Supposons que la 
2 

fonction p(x-6) soit égale à (x-9) . Alors l'estima-
2 teur T sera défini par Z (X.-T ) = min., soit n r i n i 

-2 I (X.-T ) = 0 , c'est-à-dire T = £ . Z X = X . i n n n • i 

Dans ce cas, w. = constante , pour tout i , ce qui 

signifie que le poids correspondant à une variable 

ne dépend pas de la distance entre cette variable et 

T 

Supposons alors que nous disposions de n 

observations x.,x2/...,x parmi lesquelles certaines 

sont exagérément grandes ou exagérément petites 

(cela arrive pratiquement lorsqu'il y a mauvais 

fonctionnement dans une expérience, erreur de codi­

fication, etc). Ces observations seront très éloi­

gnées de la moyenne x et elles 1'influenceront donc 

17 



considérablement puisque la contribution de chaque 
xi 

observation x. a x est — , donc proportionnelle à 
x. . Les différentes valeurs de x calculées pour 
i 

différents échantillons observés de taille n seront 

donc plus dispersées qu'elles ne le seraient sons 

ces observations. Ainsi 1'estimateur X perdra de la 

précision, qualité essentielle d'un estimateur, 

c'est-à-dire qu'il sera peu robuste. 

Afin de diminuer la dispersion de l'estima­

tion, l'idée est donc d'affecter des poids aux ob­

servations qui soient d'autant plus petits que 1'ob­

servation est éloignée de la quantité estimée. 

Affectons par exemple des poids w, aux ob­

servations x. qui soient inversement proportionnels 

à la distance en valeur absolue entre x. et l'esti-
î 

mation finalement obtenue, disons x . Ainsi 

w. = 
î x. -x 

1 

^ j ( X 1 - X ) = 

x. -x 
1 

X . - X 
1 

-1 

S l 

si 

X. > X 
1 

% 
X . < X 
1 

x est donc la quantité caractérisée par le fait 

qu'il y a autant d'observations inférieures a elle 

que supérieures à elle x est la médiane des obser­

vations. L'influence de chaque observation est indé­

pendante de sa valeur et vaut — . 
r n 

De manière générale, on cherche donc des 

18 



fonctions de poids w=f(x-6 ) décroissantes, c'est-à-

dire des fonctions ̂ x-6) qui ne croissent pas trop 

rapidement, ou mieux, qui soient bornées. 

1.1.3. Variance asymptotique d'un M- estimateur 

Huber a démontré le résultat suivant : 

en écrivant X(u )= JiJj{x;u)dF(x)=EFlXX; u ) ] , 

sous les hypothèses : 

1) T converge en probabilité vers une valeur c : 

X(c)=0 

2) X(u) est différentiable au point u=c 

3) ji\i (x;u)dF(x) est finie et continue au point u=c 

alors 

asymp. # ? 

A(T n-C) *c/M0,aZ) 

2 EF(^
2(X;c)) 

avec a = — 5 — — • • y 

Il s'agit là d'un résultat fondamental qu'il 

a généralisé par la suite (1967, 1981) et appliqué à 

la régression (1973). 

1.1.4. Quelques exemples de M- estimateurs 

La question qui vient naturellement à l'es­

prit est celle du choix d'une fonction ip . Ce choix 

19 



dépend du but que l'on se fixe. 

Pour Huber, on l'a vu plus haut, la notion 

de robustesse est liée ä celle d'efficacité. Pour 

lui un estimateur robuste est un estimateur qui ré­

siste bien ä une légère modification de la spécifi­

cation de la loi des variables aléatoires tout en 

conservant une efficacité élevée. Dans le cas de 

l'estimation d'un paramètre de translation Q1 Huber 

a cherché un estimateur de variance asymptotique mi­

nimale, lorsque F est une distribution variable ap­

partenant à un ensemble If, avec f=g— symétrique. Si 

V(\|J,F) est la variance asymptotique d'un U- estima­

teur défini par la fonction I|J pour la distribution F. 

il a alors montré (1964, p. 86 et s.) qu'il existe 

un point-selle (I(J , F ) tel que sup V(^ , F)=V(IJJ •, F ) = 
Fe£ 

inf V(i|t,F ). F est la distribution pour laquelle 

l'information de Fisher pour â est la plus petite et 
fo dFQ 

\b = - -F— où f = - j — est la fonction définissant To f o dx 
O 

l'estimateur du maximum de vraisemblance de \Ji pour 

F . En particulier, si J={F=(l~e)$ + EH, H symétri­

que} où $ est la fonction de répartition de Gauss 

d'une variable aléatoire centrée et réduite, f vaut 

f 0 ( u ) = 

r<l-e>ço<-l0e l , { u + l ,> 
U-e)90(u) 

l(l-e)„>0(k)e-
k(u-k) 

si u <_ -k 

si IuI < k 

si u > k 

OU U = k = k(e) est une fonction de e, et <p 

20 



est la densité de la loi de Gauss. On en déduit que 

la fonction TJJ vaut : ro 

4> (u) = u 

v. k 

si u < -k 

s i I uI < k 

si u > k 

Les fonctions \b et f sont reproduites sur la figu­
ro o 

re I.1.4.a. 

_S -4 -3 -2 -1 

Figure 1.1.4.a 

Dans Andrews et autres (1972), Hampel a pro­

posé un estimateur capable de résister ò une conta­

mination extrême représentée par des observations 

aberrantes d"amplitude"très grande. Dans ce but la 

fonction ijj ne doit pas seulement être bornée mais 

21 



doit également être non monotone et se rapprocher 

de 0 à mesure que la variable s'éloigne du paramètre. 

La fonction \Jj proposée est la suivante : 

sign(u)a 

*(")H a(sign(u)c-u) 
c ^ 

0 

si 

si 

si 

si 

0 < 

a £ 

b _< 

c < 

< a 

< b 

< c 

L'estimateur induit par une telle fonction 

contient donc une règle de rejet : les observations 
A 

qui sont à une distance de 0 supérieure ò c seront re­

jetées et ne contribueront donc pas à l'estimation 

de 9. Cette fonction est reproduite sur la figure 

I.1.4.b. 

-c -b -a 

Figure I . 1. 4.. b 

Beaucoup d'autres fonctions ont été 

créées, par exemple le "biweight" de Tukey : 

22 



ll>(u) = 

2.2 
fu[l-(u/a)Z] 

O 

et le sinus de Andrews : 

sin {u/a) 
i|»(u) = 

O 

si 

Sl 

Sl 

si 

u I £ a 

u I > a 

U I _< a-TT 

u I > a - n 

Evidemment, tous les paramètres de ces fonc­

tions dépendent de la proportion de contamination e 

qui doit être considérée comme fixe mais inconnue en 

pratique. Pour choisir correctement les valeurs de 

ces paramètres,,il est nécessaire d'étudier diffé­

rentes situations de contamination qui soient vrai­

semblables, avec différentes valeurs de ces paramè­

tres et ne retenir que celles qui sont les plus sa­

tisfaisantes. Une étude comparative extensive a été 

faite par Andrews et autres (1972). Bien qu'une cer­

taine part de subjectivité subsiste, les valeurs 

suivantes paraissent raisonnables pour les paramè­

tres des fonctions i|> données plus haut pour des si­

tuations courantes de contamination de la loi de 

Gauss : 

Huber 

Hampel 

Tukey 

Andrews 

1. 2_<k < 1.5 

1. 5<a<2 . 0; 3 . 5<b<4. 0; 8 . 0_<c_<8 . 5 

5 . 0<a<^6 . 0 

2.0<a<2.5 

Les estimateurs ont ainsi une efficacité 

asymptotique proche de 0.95 lorsque la loi de proba­

bilité est une loi gaussienne de variance unitaire. 

23 



I.1.5. La courbe d'influence d'un estimateur 

Afin de pouvoir choisir une fonction TJJ qui 

soit pertinente pour résoudre un problème d'estima­

tion, il est utile de pouvoir mesurer l'influence 

d'une variable aléatoire sur un estimateur. Pour ce­

la, nous introduisons la notion de courbe d1influen­

ce d'un estimateur définie par Hampel. Essentielle­

ment, cette courbe mesure l'influence marginale d'u­

ne observation sur l'estimation obtenue, si cette 

observation appartient ä un échantillon de taille 

infinie. 

Formellement la courbe d'influence (I.C.) 

est définie ainsi : 

Soit F la fonction de répartition empirique 

fondée sur un échantillon aléatoire 

X1,X2,--.,Xn et Tn(X) = Tn (X1^X2,...,Xn) un 

estimateur de 8 fondé sur cet échantillon. 

Puisqu'il y a relation biunivoque entre 

(X17X*,...,X ) et F (x), on peut remplacer 
i z n n 

la statistique T (x) par une autre applica­

tion T : > *• * R, ou j- est l'ensemble des 

fonctions en escalier, appelée fonctionnelle 

et qui conduit toujours au même résultat que 

celui obtenu par T (X). On peut donc écrire 

1'égalité suivante : 

Tn(X) = Tn(X1,X2 Xn) = T (Fn) . 

24 



Lorsque n tend vers l'infini, F converge 

uniformément en x vers F et T(F ) converge 

en général vers T(F). Alors la courbe d'in-

fluence de T pour F est définie par : 

T[(l-t)F+t6 J-T(F) 
IC(x;T,F) = lim 

t+0 

où 6 est la fonction de Dirac en x . x 

Exemples de courbes d'influence de fonctionnelles 

linéaires 

T1 

a) moyenne : F t- •» T. (F) = J x d F(x) - y 

IC(x;T.,F) = lim ( M ) f t x ' ^ = x-y 
1 t+0 X 

b) variance : F. L^T 2(F) = { (x-M)
2dF(x) = a* 

•tr-t T c\ i • (l-t)o+t(x-u)-a _ / \2 2 IC(x;T,#F) = lim -
1 ^ * *" — = (x-y) -a 

L t-0 t 

On remarque que 1'influence sur T» d'un a-

jout infinitésimal en un point x quelconque est pro­

portionnelle à la distance entre x et y . 

De même, l'influence sur T» d'un ajout infi­

nitésimal en un point x quelconque est proportion­

nelle au carré de la distance entre x et y . Si 

Ix-yI < o, l'influence sera négative. Cela signifie 

25 



que l'ajout tend à diminuer la variance. Par contre, 

si Ix—pI > Q1 l'ajout tend à augmenter la variance 

sans limites. IC(x;T.,F) et IC(x;T2,F) ont été re­

produites sur la figure I.1.5.a. 

IC(x;T1(F) IC(x;T2,F) 

x-M 

x-ti 

Figure I •1•5.a 

La représentation de la notion de courbe 

d'influence, pour un échantillon de taille finie 

peut se faire de la manière suivante, pour la moyenne 

et la variance. 

Supposons que l'on dispose de n observations 

x,,Xo,...,x , réalisation d'un échantillon aléatoire 
l t . n 

X,,X-,..-/X . De plus, on ajoute une observation en 

un point quelconque x. L'influence de cette observa­

tion sur la moyenne empirique x sera égale à : 

n x +x x-x 
_- n _ - _ n 

n+1 n n+1 n n+1 

c'est-à-dire que 1 ' influence sera proportionnelle à 

la distance entre x et x et inversement proportion-

26 



nelle à la taille de l'échantillon. 

s = 

L'influence de cette même observation sur 
E(x.-x)2 

, estimation de la variance, vaudra 

s .-,-s -
n+1 n 

ns + (x-x ) -, n v n ' 2 s 
n+1 

, - , 2 2 
(x-x ) -s v n n 

n+1 

Si j x-x I < s , la variance diminuera, mais au plus 1 n ' n 
sn 

de . Par contre si I x-x I > s alors la varian 
_<_i ' n ' n 
n+1 

ce augmentera très vite et cela sans limite. 

1.1.6. Courbe d'influence d'un M- estimateur 

On trouve de manière directe (Huber (1977, 

1981)) la.courbe d'influence d'un M- estimateur, 

dans le cas général : 

en posant : F. = (l-t)F + t<5 , la courbe d'influen-r t o x 
ce de la fonctionnelle T en F peut s'écrire : 

o r 

IC(x;T,F )o ^ T<Ft 
t=o 

Pour un M- estimateur T induit par la fonc-

tionnelle T définie par 

J^(x;T(F))dF(x) = 0 , 1.1.6.a 

on obtient la courbe d'influence en remplaçant F par 

F, et en dérivant cette expression par rapport à t, 

soit 
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5 0 Ì t , 

gr J* (x ;T(F ))dF (x) = O 
t=o 

W ^ ^ ^ t » • I t T(Ft)-dFt(x) ^ 0 + 

+ J* (x ;T(F ) .d (6 -F ) ( x ) = O 
t=o 

3 t T < F t > t -IaTTFT * U ; T ( F o ) ) d F o ( x ) + 

t=0 O 

+ *(x;T(Fo)) - O = O 

IC(x;T,F_) = 
^(x;T{Fo)) 

-/3TTT7*(x;T(Fo))dFo(x) 

e'est-ò-dire que la courbe d'influence est propor 

tionnelle à la fonction ijj. 

Propriétés diverses 

1) E[IC(X;T,F)J = 0 , en raison de la relation 

I.1.6.a, donc 

2) V[IC(X;T,F)] = J( I-C(x;T,F))2dF{x) . 

On remarque que la variance de la courbe 

d'influence qui est égale à 
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J*2(x;T,(F))dF(x) 

< / — ^ — Hj(X^(F)JdF(X))2 

3T(F) 

est la même que la variance asymptotique de 

/in T(F ) donnée sous 1.1.3.', mis à part l'inver­

sion des opérations d'intégration et de dériva­

tion au dénominateur. 

3) T(F ) sera efficace asymptotiquement ssi 

E[(IC(X;T,F))2] 
= 1 

1 
TIFT 

où I(F) = J-̂- In f (x;6)dF(x;e) est l'information 
OO 

de Fisher pour 0 contenue dans la loi f(x;6 ) 

c'est-â-dire si 

IC(XjT7F) = j^y - I 1 In f(x;9) 

soit, pour un M- estimateur d'un paramètre de 

translation, si 

^(x-T(F)) = - j^pj . IQ In f(x-9) 

où C = J ̂ j^y ^(x-T(F)JdF(x) 

c'est-à-dire si 1'estimateur est proportionnel au 

MLE. 
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1.2. Problèmes d'estimation et M- estimateurs 

1.2.1. La non invariance d1échelle 

Les M- estimoteurs ne sont en général pas in-

variants d'échelle. En effet, soit T estimateur du 

paramètre de translation 6 et solution de 1'équation 

Ei|>(X.-T )=0 et XE R- X*T ne sera solution de l'équa-T î n n 

tion £ip(xX.-XT ) = û quelles que soient les valeurs que 

prendront les variables aléatoires X. que si i[t est 

une fonction homogène. Or en général/ les fonctions »|/ 

ne le sont pas et on le vérifie aisément par exemple 

dans le cas de la fonction ty de Huber : 

v î n 

- k 

X. -T 
i n 

k 

s i 

s i 

s i 

X , -T 
i n 

IX. -T I 
1 I n ' 
X.-T 

i n 

< 

< 

>̂  

-k 

k 

k 

Au trement dit si on multiplie chaque x, par 

un nombre X, l'estimation obtenue ne sera pas X6. H 

faut donc transformer notre estimateur afin de le 

rendre invariant d'échelle (on parle également à jus­

te titre d'équivariance plutôt que d'invariance). Une 

façon simple d'y arriver est de transformer les va­

riables de manière ä toujours travailler avec des 

grandeurs comparables. Pour cela, il suffit de rédui­

re les variables, c'est-à-dire les diviser par l'é-

cart-type a . Par exemple l'estimateur de Huber sera 

rendu invariant d'échelle s'il est solution de l'é-

qua tion £\|>( ) = 0 avec ty défini par : 
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f - k si 

• ( 
X.-T 
i n 

X.-T 
i n 
a x 

X.-T 

< -k 

X.-T 
si -k < < k 

k si 

a, 

i n 
a. 

x 
X.-T 

> k 

, (I.2.1.a) 

Donc vouloir estimer un paramètre de transla' 

tion à l'aide des M- estimateurs ne se réduit pas à 

un problème pur d'estimation d'un paramètre de trans­

lation. Il intervient le paramètre a généralement 

inconnu, donc à estimer, et qu'on peut considérer 

comme un paramètre de nuisance à notre problème d'es­

timation . 

Finalement T estimateur de 8, invariant par 

translation et d'échelle, sera solution de l'équation 

X.-T 

ZiJt (—ë )-0. S estimateur de a doit également pos­

séder des propriétés de robustesse afin de ne pas 
annihiler les propriétés de robustesse de T confé-

- n 
rées par la fonction 4». En effet, en estimant a par 

/(x.-x)2' 
; n=/ ^ - , Sn prendr a des valeurs très grandes 

lorsque des variables X. prendront des valeurs éloi-
1 X-"T 

gnées de X . Les variables —? seront donc exagéré-
n o 

n 
ment réduites. Alors, en utilisant par exemple la 
fonction ij> de Huber donnée en (1.2.1. ), on remarque 

X -T 
que le nombre de variables telles que | i n| . 
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sera supérieur à ce que l'on aurait souhaité et ainsi 

le but qui était de diminuer le poids des variables 

éloignées de T ne sera pas atteint. 

Il existe différentes méthodes d'estimation 

de a qu'on peut grouper en deux catégories : 

a) Les méthodes d'estimation simultanées de 6 et a, à 

savoir trouver les solutions Tn et Sn des équa­

tions 
X.-T 

n 
X.-T 

£X<-g—-) = 0 
n 

Huber (1964,1981) a proposé de telles méthodes. 

b) Les méthodes d'estimation indépendantes, à savoir 
X -T 

trouver T solution de l'équation y•/ 1 n)-Q e* 

estimer a par un estimateur S indépendant de T 
r n n 

choisi arbitrairement, mais robuste. 

Nous avons adopté la deuxième solution car 

cette étude est d'abord centrée sur l'estimation ro­

buste des paramètres de translation. Ensuite, les ré­

solutions numériques sont plus simples lorsqu'on es­

time indépendamment les paramètres 9 et a. Enfin, 

comme nous allons procéder à des comparaisons des 

performances d'estimateurs de paramètre de transla­

tion, la méthode d'estimotion de a aura peu d'impor­

tance, pourvu qu'on applique la même méthode ö chaque 

estimateur de 9. 
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1.2.2. Biais asymptotique 

Le but est d'estimer le paramètre de transla­

tion d'une loi donnée qui n'est pas nécessairement un 

centre de symétrie (par exemple le paramètre 0 de la 

loi uniforme Ur. n+ii e s* u n paramètre de transla­

tion) et ce paramètre est estimé par un M- estima­

teur qui représente une moyenne pondérée. 

Mais il faut garder à l'esprit que la loi 

pour laquelle on désire estimer le paramètre de 

translation n'est pas connue de manière exacte, mais 

appartient à un ensemble (T={F=(1-e)G+eH}. Afin que 

l'estimateur T converge vers G, il est nécessaire 

que Ji|)( x-0 )dF(x;6 )=0 pour tout FeJ. Une condition 

suffisante pour y arriver est de restreindre J à un en-

, -r— est symétri­

que et restreindre l'ensemble ¥ des fonctions <\> à un 

ensemble de fonctions impaires, le paramètre à esti­

mer étant le centre de symétrie. 

Restreindre un ensemble de lois symétri­

ques peut être obtenu en imposant que la loi ~r— est 
ju OX 

symétrique et les lois -j— sont également symétriques. 

Cela signifie que la contamination se répartit symé­

triquement relativement au centre de symétrie. Un tel 

modèle de contamination est simple théoriquement et 

s'interprète facilement un nombre trop élevé d'ob-

servations dans un échantillon se situent trop loin 

(valeurs aberrantes) et/ou trop près (contamination 

cachée) du centre de symétrie. 
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C'est généralement cette hypothèse qui a été 

adoptée jusqu'à présent dans les études des M- esti­

mateurs robustes des paramètres de translation. 

Il est alors naturel d'estimer le centre de 

symétrie comme paramètre de translation. 

Ce qui est gênant en adoptant de telles hypo­

thèses c'est qu'on transgresse l'idée fondamentale 

sous-jacente à 1 'estimation robuste qui est de pou­

voir estimer des paramètres (de translation ou d'é­

chelle) à partir d'échantillons entachés d'une conta­

mination inconnue et donc éventuellement asymétrique. 

Dans la suite de cette étude, nous nous intéresserons 

au cas général où la' symétrie des fonctions F n'est 

plus vérifiée. Collins (1976) et Jaeckel (1971) ont 

également étudié les situations de contamination 

asymétrique, mais par des cheminements plus théori­

ques que celui que nous adopterons ici. 

1.2.3. Procédures d'estimation 

Calculer la moyenne ou la médiane d'un échan­

tillon requiert peu d'habileté dans la manipulation 

des chiffres car les opérations arithmétiques à effec­

tuer sont simples. Par contre, estimer une valeur 

fondée sur un M- estimateur dont la fonction ijj n'est 

pas triviale peut exiger un grand nombre d'opérations 

à effectuer et le recours à l'ordinateur est souvent 

nécessaire. En effet, puisqu'on peut écrire 
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w.X. 
j = et q U e w e s t u n e fonction de T , la solu-
n w. ^ i n 

î 

tion d'une telle équation devra se trouver par une 

procédure itérative. Ce genre de problèmes est bien 

connu et il existe différents algorithmes pour les 

résoudre, par exemple 

s2^[(xi-ej)/s] 

a) Newton : 6.+1 = 9. + — — WHx1-Q )/s} 

b) moyenne pondérée 
> i 

Zw..x. 
i 1J x 

Zw. . 
; 1J 

avec 
i|>[(x.-e.)/s] 

W . . = JT-J 
1 J (x.-6.)/s 

s est une estimation robuste de a. 

Lorsque la fonction ty n'est pas monotone (cas de cel­

le proposée par Hampel ou Tukey), 1'équation ò résou­

dre peut admettre plusieurs solutions. Afin de se 

prémunir de telles éventualités, il est nécessaire 

de prendre certaines précautions et d ' adopter des 

conventions (voir Collins (1976)) : 

- On partira en première estimation de la médiane 

plutôt que de la moyenne. 

- Si la suite 6. des estimations intermédiaires n'est 
J 

pas convergente, on arrêtera les calculs et on re­
tiendra la médiane comme estimation finale. 
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Chapitre II. ETUDE COMPARATIVE DE M- ESTIMATEURS DE 

LA MOYENNE u D'UNE LOI DE GAUSS CONTA-

MINEE 

11.1 Buts de 1'étude comparative 

Nous nous intéressons maintenant au cas où la 

contamination est asymétrique. Le modèle de contami­

nation considéré sera de la forme J" = {F=(l-e)$+eH} où 

$ est la distribution de Gauss de paramètres y pour 
2 

la moyenne et a pour la variance. 

Si T converge vers y pour un F particulier, 

il ne convergera pas en général vers y pour tout FeJ/ 

comme on l'a vu en I.2.b, car la condition 

fty(x-y)dF(x)=0 , VFe j ne sera pas vérifiée. 

De plus, puisque F est variable, il n'est pas 

possible de trouver un estimateur ayant des proprié­

tés optimales pour tout FeJ. 

Supposons en effet le modèle de contamination 

suivant : $• ={F= ( l-e)*(x; y^ , Oy )+e$ (x; y2 , O2 ) > • Pour e 

proche de O on considérera que la contamination pro­

vient du deuxième terme et donc le paramètre que 

l'on voudra estimer est U1. Pour un estimateur T 
^l n 

donné la validité de l'estimation dépendra de la pro­

portion de contamination e fixe mais inconnue, ainsi 

que des paramètres y- et a- de la loi perturbatrice. 



Par exemple, si l'estimateur choisi est X (la 

moyenne arithmétique des observations), il sera sans 

biais pour y, si G=O ou si v^Mi • Dans le premier cas 

X sera MVUE. mais pas dans le second car la loi con-
n ' ^ 

sidérée n'est plus la même (sauf si Oj=Oi)-

Donc le but n'est pas de trouver un estima­

teur possédant des propriétés optimales pour une loi 

particulière, mais bien un estimateur montrant des 

propriétés satisfaisantes pour un ensemble de lois 

considérées. Dans ce but, nous allons donc comparer 

le comportement asymptotique de divers estimateurs 

dans plusieurs situations de contamination. Puisque 

les estimateurs auront en général un biais, il paraît 

naturel de prendre comme critère de qualité 1'écart 

quadratique moyen (EQM) asymptotique. 

Pour une loi donnée, comme 1' EQM est une 

fonction du paramètre à estimer, on ne peut pas dans 

le cas général trouver d'estimateur qui ait un EQM 

inférieur ou égal à celui de tout autre estimateur, 

pour toutes les valeurs que peut prendre le paramè­

tre à estimer. Un exemple bien connu est le suivant 

Si X est une v.a. distribuée par une loi bi-

nômiale ï)(n,p), — est un estimateur sans biais de p. 
n X-fl 

En prenant l'estimateur —rs- on obtient un estimateur 
"+2 x + 1 

biaisé de p, sauf si p=l/2. Par contre EQM(—TT) < 
EQM<£) pour p(l-p)>J et EQM(£±£)>EQM(£) pourp(l-p)<| 
lorsque n tend vers 1'infini. Autrement dit -, * est 

X n + 2 

plus précis (respect, moins précis) que ~ lorsque p 
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est proche de 1/2 (respect, éloigné de 1/2). 

Toutefois, par construction nous évitons ce 

problème puisque nous allons estimer un paramètre de 

translation par des estimateurs invariants par trans­

lation, et qu'alors si EQM(T ) < EQM(T') pour une va­

leur particulière 6 appartenant à l'espace 0 du pa­

ramètre, il le sera également pour toute valeur 6eG 

pour la famille de lois considérées F(x;6). En effet, 

en faisant subir à chaque X. une translation 

Y.=X.+m, et en écrivant X=(X,.X,....-X ) et 
i i ' 1' 2' n 

Y = ( Y 1 ^ 2 , . . . , Y n ) , alors Tn(Y) = Tn(X) + m par construc­

tion des estimateurs invariants par translation et 

E9 [(Tn(X)-S0)
2J=E6,[(Tn(Y)-e;)

2] 
O O 

avec 0'=0 +m et où les indices 6 et 0' de E indi-
O O O O 

quent de quelle loi particulière appartenant à la fa­

mille F(x;0) considérée 1'échantillon provient. 

11.2 Estimateurs choisis 

Nous avons sélectionné deux types de M- esti­

mateurs . 

II.2.1 M- estimateurs dont la fonction TJJ est impaire 

La fonction ^ est définie ainsi 

* ( 
s i gn (u )yk (a+ß) s i | u |>k 

)Bk s i I u I <k { s ign ( u J-yk 

au+s ign(u 

SÉ w C 

0Ù u = t c défini implicitement 
°x 
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par J^(*Z£)dF{x) = O 
x 

0X = H x"M x)
2 d F(x) et 

Vx = /xdF(x) 

Ce choix d'estimateurs permet de couvrir une 

large gomme des estimateurs proposés dans la littéra­

ture pour le cas de la contamination symétrique. 

Les estimateurs de ce type dépendent des pa­

ramètres a/3/Y e* k. Lorsque k est considéré comme 

variable, les paramètres a,ß,y définissent une famil­

le d'estimateurs que nous noterons par la suite 

S(a;ß;Y) (S pour symétrique) . 

II.2.2. M- estimateurs dont la fonction T\> est asymé­

trique 

La fonction \|t est définie ainsi : 

*(u) -

/ U 

au+ßk 

,vMa+ß) 

s i 

s i 

s i 

u < 0 

0 < u < k 

u > k 

Par la suite les familles d'estimateurs de ce 

type seront écrites symboliquement A(a;8 ; y) (A pour 

asymétrique). 

Parmi chacun des deux types d'estimateurs, 

nous avons choisi trois genres de familles, chaque 
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genre étant un type d'estimateurs pour lequel un ou 

deux des trois paramètres a,f5,Y sont fixes, et pour 

chaque genre nous avons sélectionné une ou plusieurs 

familles d'estimateurs. 

Le tableau II.2.a résume les familles d'es­

timateurs choisies et indique les numéros des figu­

res sur lesquelles on a dessiné les fonctions ap de 

ces familles d'estimateurs. 

Remarques : 

1) Parmi les 18 familles d'estimateurs retenues, on 

reconnaît certains estimateurs classiques tels la 

médiane (S(0;1;1)) indépendante de k; la famille 

d'estimateurs proposée par Huber (S(1;0;1)) pro­

che de la moyenne a-tronquée avec a-F(-k ), la 

famille S(1; 0;1.5) proche d'une moyenne windsori-

sée, ainsi que la famille S(1;0;0), moyenne "cou­

pée", proposée également par Huber. 

2) La forme des fonctions ty asymétriques a été choi­

sie relativement à une contamination supposée po­

sitive. Il est évident que par symétrie on ob­

tiendrait les mêmes estimateurs pour des contami­

nations négatives. 

3) On remarque que parmi 1'ensemble des familles 

d'estimateurs présentées ici, deux familles pos­

sèdent une règle de rejet des observations : 

S(1;0;0) et A(1;0;0). 

41 



Les familles d'estimateurs dépendent du pa­

ramètre k et seront étudiées en fonction de k. Cela 

a l'avantage de voir comment les estimateurs d'une 

famille varient en fonction de k et de proposer un 

choix pour k. 
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11.3. Les modèles de contamination utilisés 

Nous avons retenu deux types de modèles de 

contamination. Les résultats seront toujours décrits 

pour ces deux types. 

II.3.1. Modèle de contamination exponentielle 

La fonction de densité de la v.a. X est sup­

posée être de la forme : 

h ( x ) = ( l - e ) ( p o ( x ) I ] _ c p ; + r o [ + e g ( x ) I [ o ^ + a j [ 

2 
1 - x 

ou <p (x ) = e ~~% r ep résen te l a d e n s i t é de l a 
° /Tn 

loi normale centrée et réduite et 
2 

atx) = Ü e - * < X - Q ) T _ U-e) _L_ e "2Ti 
9{X) Z '[a,+«>[ e ^ e Z1[a;+~[ 

Les conditions à respecter sont : 

a) g(a) = 0 => p = (l-e)po(a) 

b) g(x) est une densité, donc 

y 
J g(x)dx = 1 => X = — 
a 1-(1-E)*(a) 

x 
où * 0(

x) = J 90(u)du 

On a exprimé y et X en fonction de e et a 

car pour choisir des situations de contamination, 

il est plus intéressant de faire varier librement 
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ces deux derniers paramètres qui représentent 

respectivement la proportion de contamination et 

le point à partir duquel la contamination commen­

ce. 

c) g(x) est une densité, donc 

xe[a,©>[ , g(x) >_ 0 

On doit donc avoir : 

M e -X(x-a) I 1 - e - \ x > ^ s o . t 

2 

- y a +Xa-Xx+ 2" x ^ O x >_ a, 

ce que l'on peut considérer comme une fonction de 

k. Cette fonction s'annule pour k=—^4 L̂L , 

Comme f (a )>0 x>a , on en déduit que 

{a I x>a,f(a)>_0} = {aja^X} 

P u i s q u e X = l-(l-e)t(a) 

1 
e = 1 - TFT 

+ 3> (a) 
X o 

et comme k > X 

1 > e > 1- — r - y q> Aa ) ro + *_(a) 

On obtient donc finalement pour le choix des 

couples (a,e) le domaine au-dessus de la courbe 

dessiné sur la figure II.3.1.a. 
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e p s i l o n 

0.05 

0 .1 

0.2 

0.3 

O 

1.2 

1.0 

0.7 

0.5 

Afin d'obtenir des densités ayant un aspect 

assez lissé, nous choisirons des couples (e,a) pro­

ches de la courbe délimitant le domaine, dans sa par­

tie inférieure. 

Nous retiendrons les 4 couples suivants : 

nom symbolique interprétation 

E12 contamination faible 

ElO contamination moyenne 

E07 contamination élevée 

E05 contamination très élevée 

La figure 11.3.1.b montre les densités cor­

respondantes. Sur chaque dessin se trouvent h(x) = 

<p ( x ), c'est-à-dire la densité non contaminée et 

h(x) = <I-e)<p0(x)+eg(x). 

Ce modèle a l'avantage d'être simple dans sa 

conception. Il correspond à une densité non contami-

née jusqu'à un point a (densité de la forme exp(-x )) 

et à une densité contaminée à partir du point a (den­

sité de la forme (exp(-x)) qui a pour effet d'allon­

ger les queues de la loi; un choix judicieux des cou­

ples (e,a) permet d'obtenir une densité d'aspect suf­

fisamment lissé. Toutefois, ce modèle présente les 

inconvénients suivants : 

- On a déjà vu qu'il n'était pas possible dans un tel 

modèle de choisir n'importe quel couple (e,a ) . No­

tamment, il est impossible de produire une contami­

nation symétrique. Or, une telle contamination est 
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intéressante, car elle permet de comparer le com­

portement des différents estimateurs retenus pour 

un ensemble plus large de situations. 

- La fonction de densité n'est pas derivable au point 

a, ce qui complique le calcul de la variance asym-

ptotique des estimateurs. 

- Enfin, il est impossible également d'obtenir une 

densité bimodale. 

II.3.2. Modèle de contamination gaussienne 

La fonction de densité de la v.a. X est une 

combinaison convexe de deux lois normales : 

h(x) = (l-e)(p0{x) + CCp1(X) 

où <p (x) représente comme auparavant la densité de la 

loi normale centrée, réduite, et 

1 _ 1 (*-u\2 
(pj(x) = e 7 a est la densité 

/2~n" a 

d'une v.a. de loi normale, de moyenne y et de varian-
2 

ce a 

Ce modèle permettra de générer des contamina-

tions asymétriques unimodales, asymétriques bimodales 

et symétriques. Parmi l'ensemble des triplets 

(p/a/e) possibles, nous avons retenu les situations 

suivantes : 
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U 

O 

O 

O 

2 

2 

4 

4 

a 

4 

4 

1 

1 

1 

1 

1 

e 

0.05 

0.1 

0 

0.05 

0.1 

0.05 

0.1 

nom 
symbolique 

G005 

G010 

G000 

G205 

G210 

G405 

G410 

Interprétation 

faible contamination 
symétrique 

contamination symétrique 
moyenne 

pas de contamination 

faible contamination 
asymétrique 

contamination asymétrique 
moyenne 

contamination asymétrique 
éloignée 

contamination asymétrique 
éloignée avec apparition 
d'un 2ème mode 

Les densités représentant ces situations sont 

dessinées sur les figures II.3.2.a et 11.3.2.b. 

II.4. Critères de comparaison retenus 

II.4.1. L'écart quadratique moyen (EQM) 

Le critère retenu pour juger de la qualité 

d'un estimateur est, nous l'avons déjà dit, I1EQM 

asymptotique. Toutefois, ce critère seul est inappro­

prié, car dans une situation de contamination donnée, 

un estimateur T d'une certaine famille peut avoir un 
n v 

EQM asymptotique inférieur à celui d'un estimateur 
T' d'une autre famille pour une valeur k de k et un 
n K o 

EQM asymptotique supérieur pour une autre valeur k, 

de k. Etant donné l'infinité des valeurs de k qu'il 
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est possible d1affecter à une famille d'estimateurs 

et, étant donné le nombre de familles d'estimateurs 

et de situations de contamination sélectionnées, il 

est impensable et stérile de vouloir comparer les es­

timateurs entre eux. Par contre, il est intéressant 

de pouvoir comparer des familles d'estimoteurs. Il 

faut donc trouver un critère global qualifiant une 

famille d'estimateurs en éliminant le rôle de k. Pour 

cela on calculera la valeur moyenne de 1'EQM asympto-

tique de T sur un intervalle [k,,k- ] de valeurs uti­

les de k. 

II.4.2. L'EQM intégré et la stabilité 

Définition : 

Soit T (k) un estimateur d'une famille donnée 
nv ' 

T correspondant à une valeur k du paramètre, 

et EQM[T(k)] son écart quadratique moyen 

asymptotique. On définit 1'EQM asymptotique 

intégré de la famille d'estimateurs T par : y k2
 n 

EQMI(T) = 

J EQM[T{k)]dk 

k j 

k 2 - Ic1 

Les bornes k, et k» doivent être choisies en 

tenant compte des éléments suivants : 

a) Il faut qu'entre ces bornes se trouvent les va­

leurs souvent recommandées en pratique pour les 

estimateurs connus (par exemple Andrews et autres 
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(1971)). 

b) En pratique, a n'est pas connu et devra être esti­

mé afin de pouvoir en déduire la valeur de k dans 

l'échelle effective des données, a savoir ko* . 

Donc ko devra être estimé par ks où s est une 

estimation robuste de a. H faut donc choisir un 

intervalle [k,,k-] qui puisse refléter les varia­

tions vraisemblables de ks. 

c) Pour toutes (ou presque) les situations de conta­

mination retenues, l'estimateur qui dans chaque 

famille a I1EQM asymptotique le plus faible de­

vrait avoir une valeur de k comprise entre k, et 

k 2 . 

d) Il faut que la discrimination entre familles d'es­

timateurs soit grande afin de pouvoir procéder à 

des comparaisons sensées. Comme le critère EQMI 

est une moyenne sur 1 ' intervalle [k.,k~], il faut 

donc que cet intervalle soit petit afin d'augmen­

ter les différences entre moyennes. 

Satisfaire simultanément ces 4 conditions 

nous a conduits à choisir les valeurs 0.8 pour k. et 

1.8 pour k_. Ainsi, si on prend systématiquement la 

valeur k=1.3, milieu de l'intervalle, on sera tou­

jours dans l'intervalle de comparaison [0.8,1.8] si 

qn estime a-par s/tel que 0.615 < — < 1.385, c'est-à-

dire si on surestime ou Si on sousestime o de pas 

plus que 38.5 %. 
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Il nous arrivera parfois de vouloir comparer 

les EQMI de deux estimateurs particuliers. Pour cela, 

on calculera le rapport des deux EQMI. 

Définition : 

Soient deux familles d'estimoteurs et 

EQMI(T) et EQMI(T') leur EQM asymptotique in­

tégré respectif. On définit l'efficacité 

asymptotique de la première famille par rap­

port à la deuxième par : 

e ( T / T') = EQMIiTl 
EQMI(T) 

La contemplation des figures II.4.3.al - c22 

montrant les EQM asymptotiques des familles d'estima­

teurs nous suggère que la comparaison des EQMI n'est 

pas toujours suffisante pour en déduire qu'une famil­

le d'estimateurs est plus appropriée qu'une autre fa­

mille pour une ou plusieurs situations de contamina­

tion données. En effet, bien que EQMI(T1) puisse être 

supérieur à EQMI(T), on pourrait préférer T' à T si 

la variabilité de EQM[T] est plus grande que la va­

riabilité de EQM[T']. La figure II.4.2.a illustre 

cette situation. 
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EQM 

Un bon choix de k permettra d'obtenir d'ex­

cellents résultats en prenant 1'estimateur T . Par 

contre, un choix moins judicieux fournira des résul­

tats bien inférieurs avec T qu'avec T'. Or il faut 
n ^ • n 

garder à l'esprit qu'en pratique le centre de symé­

trie aura une certaine variabilité due à 1'est imotion 

de a. On préférera alors un estimateur moins efficace 

qu'un autre en moyenne, mais qui au moins ne sera ja­

mais catastrophique. On appréciera donc d 'avoir un 

estimateur relativement indépendant de k. Cette indé­

pendance sera étudiée à travers la notion de stabili­

té . Un estimateur sera dit stable si son EQM asympto-

tique ne dépend que peu de k. La notion de stabilité 

n'est pas absolue, mais relative. Cela signifie que 

nous comparerons des estimateurs entre eux et en dé­

duirons qu'un estimateur est plus ou moins stable 

qu'un autre estimateur. Dons ce but, nous construi­

sons une courbe de stabilité ainsi définie : 
57 



Définition 

Soit l'ensemble des valeurs de ke[k,,k_] 

pour lesquelles I1EQM[T] est inférieur à une 

valeur fixée z, noté 

KT(z) = {ke[k1,k2]|EQM[T] < z} 

et soit \ij(z) la mesure de Lebesgue pour 

Kj.(z). Alors on définit la stabilité de 

1'EQM[T] par : 

M T U ) 
ST(z) =

 T 

k2 " kl 

c'est-à-dire par la fraction de la longueur 

de l'intervalle [k./k.] qui se situe pour la 

courbe de I1EQM[T] sous la cote z. 

Graphiquement, nous obtenons les courbes de 

la figure II.4.2.b. Celle-ci montre que S,,(z) croît 

plus rapidement que ST(z). Cela signifie que l'EQM 

asymptotique de T' est plus stable que I1EQM asympto-

tique de T , pour k. <_ k £ k~. 

Sans modifier la définition de k-(z), nous 

aurions pu définir la stabilité en fonction de u et 

non de z, en définissant u par : 

u = z - min EQM[T] , ou bien par 
ke[k1,k2] 

58 



min EQM[T] 
2 " ke[ki;k2] 

u = 
min EQM[T] 

ks[ki;k2] 

Si nous y avons renoncé, c'est pour les rai­

sons suivantes 

La première mesure supprimerait l'effet de 

grandeur du EQM asymptotique, ce qui se traduirait 

par le fait que les courbes S, \(z) auraient toutes 

la-même origine, et cela provoquerait donc une perte 

d'information. 

En plus de l'effet de grandeur, la deuxième 

mesure supprimerait l'effet d'amplitude par la réduc-

tion de l'échelle. Ainsi, des EQM ayant pour le même 

point k leur minimum, ceux-ci étant différents et 

ayant de plus des amplitudes différentes, pourraient 

être représentés par la même courbe de stabilité. 

La courbe de stabilité peut être représentée 

de deux façons : 

En termes de robustesse : un estimateur dont la courbe 

de stabilité croît rapidement peut être considéré 

comme un estimateur peu sensible au choix du paramè­

tre k. C'est important, car en pratique il est impos­

sible de choisir une valeur de k qui soit optimale, 

c'est-à-dire qui minimise l'EQM asymptotique de 1'es­

timateur utilisé. 

En termes probabilistes : en supposant que le k choisi 
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peut se situer indifféremment sur l'intervalle 

[k.,k-], on peut interpréter k comme une variable 

aléatoire de distribution uniforme sur [k.,k*]. 

Alors Sj(z)' représente la probabilité que 1'EQM de 

l'estimateur choisi appartenant à la famille T soit 

inférieure à z . 

EQM 

1T' 

m<i m~ 

Figure II.4.2.b 
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II.4.3. Comporgisons des familles d'estimateurs 

Nous avons calculé les EQM asymptotiques pour 

les dix-huit estimateurs décrits dans le tableau 

II.2.1. Le détail des calculs se trouve en annexe I. 

Nous avons dessiné les EQM asymptotiques des dix-huit 

familles, pour des valeurs de k comprises entre 0.1 

et 5.1, sur les figures II.4.3.al à II.4.3.c22. Sur 

chaque dessin se trouvent les EQM asymptotiques des 

estimateurs d'une même classe, pour- une contamination 

particulière. 

Remarques 

1) Pour la famille S(1;0;1), seul représentant de sa 

classe, nous avons dessiné plusieurs contamina­

tions sur le même graphe. 

2) Afin d1obtenir une base de comparaison visuelle 

des EQM asymptotiques qui soit plus aisée, nous 

avons reproduit 1'EQM de la famille A(1;0;1) sur 

tous les graphes des familles du type asymétrique. 

Nous avons fait de même avec la famille S(1;0;1) 

(représentant 1'estimateur de Huber) pour le type 

symétrique. 

Commentaires sur les EQM asymptotiques 

(figures II.4.3.al - II.4.3.ail) 

Classe A(g;0;1) - La valeur a-1.5 fournit la meil­

leure famille d'estimateurs de cette classe, lorsque 

la contamination est nulle et symétrique. La famille 

61 



62 



S m s m s i f i S i S S s 
OTO)PtN-(MlBO 

m 

f-t 

Ii 
fl 

\ 

O 

Ii 
a 

\ 

m 
• O 

M 
Ö 

\ 

S S S S 3 3 S S S 3 Ü 

o 
-. co 

Ol 
•H 

io » *• m m M — - o « ( I ) A ) ( N N - — (B (S 

03 



i a S B S w S ì a s H S 
u i - r » m o i n w — — s i « 

S u t o u i u i s u S S o 

O 
l - l 

O 

0) 
IH 

CT 
•H 

(N — — 

6 4 



S S S S S a S S 
n n ri N - " s s 

O 

ri 

D 
CT 

•i-I 

Ng 

S S S S S S S S 

O 

\ o 
CN -

CJ) 

U -

m 

s 

e« 

9 

O i 

O 
k 

f » 

<* 
t -4 
1—t 

iq
u

re
 

s i n s ü s u i f i u i i u i s 
( T ) P ) ( M r M ^ - S O 

65 



" •* 

U l * * ( T ) ( r i C N | ( v | — « a © 

66 



.0 

v 
D 
Dl 

* - • U. 

* ffl ff) <N N — - S S 

,_, -̂• •fe 

O 

*« l - l 
" — • 

< 

I I 

O 
r - l 
«tf 
O 

O 

O 

.<> 

I I 

i n 

= 
1.

 

>-r 

i n \ 

O 
Il 

1
.0

 

^ Ii 

N L / * 1 " 

l * r ^ l i I 

Xl 

— c i 

«J 
u 

CT 

S A S A A s A n n n s 
3 > S U I S Ì A B Ì A 5 I A S 

» * * ' <>i m pi pi - «' si 
B 0 fi u i in S U I Q > U ) S 
i o * * - m < n ( s t i N — — s s 

67 



S U) 

* - ( f > ( O N ( V — — S Q V O t ( I ) ( M M - - O S 

68 



• m m N IN — m * » m m ri ri — — si a 

0) 

Ol 

Ä9 



m t n w w — — o s 

I I I I K l I 
ö 9 O O O fi S fi fi 
a > i / i a > i / i s > u > 5 u i ö 
+ n m i N N — — ® a > 

I I I I I M M 
8 S 8 S 8 S 5 S S 
i g t t n n M N - - o 0 

70 



m m CM N — -* s 

H— 

I I I I I I I ï £ 8 8 5 8 8 8 8 8 8 8 8 9 S ) O S S O ( B S I S 
Ì A S U I S I / I S Ì A S U ) 

l l i t * f f l f f l N N H - S S 

71 



« i 
r-\ 

•-CS 

< 

i n 

<-> O 
a 

( B i n s w o u i S u t Q u i s 

— CO 

m m w N — »• s 

72 



Ö 
I iH 

•« Ö 

< 

in 
O 
•>* U 

Ö \ 

m' CM 

O J 
11 ' 

i Ö 

I 1 1 I I ^—I—h 

« d i i n i M N - x S o 

u 
D 
Ol 

m m r v i M — — s s m n> (M — ~ s s 

73 



Ö 

a 
< 

O 
U 

m 

<-A 
U 

• O 

-* 

S O S Q S O O S Q C B O 
B u i B u i s u o S e u i n i 

• ffl « W N - — O Œ t n n c x N " — s a 

I I I I I—T 
Si s m s 

m m < v N ~ - - > a > s m m i N M - , — a s 

74 



» I 
*-H 

• h 

O 
C/1 

i n 
O 
O 
t i 

m o r t e * - * — s o « - m C T { M N ~ - * a > a 

U 

Ol 

( 0 « - * f » m N N ~ i O 

75 



76 



Il 

P 
* • 

9 

OT 

O 
(S 
U 

r» 

• • * 

CD CO­
CO U ) 

m m « N — — a > « 

h-* 
S S 

U 

o 
L. 
3 
Ol 
•H 

o-
.-H 
U 

c i 

< 
i—< 

y-« 

eu 
U 
D 
O) 

^ - H 

•H 

•-. a 
«H 

* m 

Ö 
"-• Ui 

5 u > S S S 3 8 8 8 S S 

C-J 
U 

O) 
M 
3 
O l 

—t 

i f l * » m ( B « N — — < B C Ï 

77 



0,= 0,5 est médiocre dans ces situations. La famille 

a=l.0 se situe entre les deux précédentes mais son 

comportement est proche de la famille a=1.5. 

Dès que la contamination devient asymétrique, 

le comportement change totalement. Déjà pour G205 les 

EQM des familles se croisent entre 0.8 et 1.8. La fa­

mille a=l domine les deux autres familles. Toutefois 

on remarque que le comportement de la famille a=0.5 

s'améliore alors que celui de la famille a=l «5 se dé­

grade. Cette tendance se confirme pour des contamina­

tions plus prononcées. Pour ElO, la famille a=1.5 est 

complètement dominée par les deux autres; a.=0.5 est 

remarquablement stable) son EQM passant de 1.5 pour 

Ic1 = O-S à 1.45 pour k2 = 1.8 alors que 1 ' EQM de la fa­

mille a=1.5 passe, pour les mêmes bornes, de 1.5 à 

2.0 et de 1.38 à 1.65 pour la famille a=1.0 . Il y 

a donc croisement des EQM des familles a=0.5 et 

Ot=I.0 . On retrouve une situation analogue pour 

G405 mais un peu moins prononcée du fait que la con­

tamination est plus faible. 

Les figures des situations G410, E07 et E05 

sont éloquentes. La seule famille acceptable pour 

cette classe est a=0.5 . Par exemple, pour E07, I1EQM 

passe de 1.73 a 1.98 entre k. et k. alors qu'il passe 

de 2.01 à 2.70 pour a=1.0 et de 2.51 à 3.67 pour 

a=1.5 . Les différences de forme des EQM dans les si­

tuations G410 et £07 proviennent des formes des den-

sités correspondantes. Pour G410, les EQM se stabi­

lisent à partir de k=3, c'est-à-dire à partir de 
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ka -4.6B1 alors que pour E07 les EQM continuent d'aug-

men ter à cause de la contamination exponentielle 

(e ) qui prolonge son action plus loin que la conta­

mination gaussienne (e ) . 

Les points où les familles atteignent leur 

minimum fluctuent considérablement en fonction des 

situations et se déplacent vers la gauche a mesure 

que la contamination augmente. Si on élimine le cas 

GOOO pour lequel I1EQM atteint son minimum lorsque k 

tend vers l'infini, on s'aperçoit que 1'EQM minimum 

varie entre les valeurs suivantes de k : 

0.55 et 2.40 pour a = 0.5 

0.25 et 1.60 pour a = 1.0 

0.15 et 1.30 pour a = 1.5 

Classe S(q;0;l) (figures II.4.3.al2 - II.4.3.al4) 

Cette classe n'est constituée que d'une fa­

mille proposée par Huber : a=l . Dans toutes les si­

tuations de contamination asymétrique, son EQM est 

supérieur à celui de la famille A(1;0;1) entre k. et 

k_ . Cela est dû au fait que A(1;0;1) réduit le 

biais, ce que ne peut pas faire S(1; 0;1) du fait de 

sa symétrie. Par contre, pour G005 et G010, 1'EQM de 

cette famille est nettement inférieur à celui des fa­

milles de la classe A(a;0;l). Cela est dû au fait que 

ces familles introduisent un biais et que leurs fonc­

tions Î\I ne sont pas bornées pour les x négatifs, ce 

qui augmente la variance lorsqu'il y a contamination. 
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L'amplitude du EQM minimum pour ceite famille 

(0.7 à 2.0) est plus faible que pour les familles de 

la classe A(a;0;l), ce qui constitue un avantage. 

Classe A( 1 ; 0 ; Y ) (figures II.4.3.bl - II.4.3.bll) 

La famille y=0 est très instable. Il ne fau­

drait jamais choisir pour une telle famille k infé­

rieur à 1.5, car pour de petites valeurs de k, le 

biais devient très grand. Pour presque toutes les 

contaminations, cette famille n'offre pas d'intérêts 

(sauf dans les situations extrêmes G410 et E05). 

La famille y=1.5 est la meilleure de sa clas­

se pour les contaminations symétriques (GO05 et 

GOlO). Par contre elle perd toutes ses qualités en 

situation de contamination asymétrique. Elle est no­

tamment toujours dominée par la famille Y = 1 et, pour 

les moyennes et fortes contaminations (ElO, E07, E05, 

G405 et G410) également par la famille y=0.5. 

Les familles intéressantes sont donc y=1.0 

(qu'on a déjà vu plus haut) et Y=0.5. La première fa­

mille est du point de vue de 1'EQM meilleure que la 

seconde pour des contaminations faibles (G205 et 

G210). Pour des contaminations plus grandes, la se­

conde est préférable. 

L1EQM minimum se situe entre : 
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0.85 

0.40 

0.25 

0.15 

et 

et 

et 

et 

4.00 

2.00 

1.60 

1.1 

pour 

pour 

pour 

pour 

Y = 0.0 

Y = 0.5 

Y = 1.0 

j = 1-5 

Classe S(l;0;y) (figures II.4.3.bl2 - II.4.3.b22) 

On retrouve la même instabilité de la famille 

Y=O que dans la classe précédente. La forme des EQM 

des familles de cette classe est semblable à celle 

des EQM des familles de la classe précédente qui pos­

sèdent un EQM un peu inférieur pour des valeurs rai­

sonnables de k, par réduction du biais, mais un EQM 

bien plus élevé pour des valeurs trop proches de zéro, 

à cause d'une augmentation sensible du biais. Remar­

quons que l'explosion du EQM de la famille Y = 0 . 0 pour 

de petites valeurs de k n'est pas due au biais. Pour 

s'en convaincre, il suffit d'examiner le comportememt 

de cette famille dans la situation GO00 pour laquelle 

le biais de cette famille d'estimoteurs est nul. Pour 

des trop petites valeurs de k, la formule de la va­

riance asymptotique est peut-être fausse (voir la mi­

se en garde de Huber (1964) concernant la validité des 

calculs de la variance asymptotique pour des fonctions 

i|j non monotones). Cette famille d'estimateurs égale­

ment proposée par Huber (1964) ne devrait pas s'utili-

ser avec des valeurs de k inférieures à 1.5. 

L'EQM minimum se situe entre 
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1.35 

1.15 

0.70 

0.50 

et 

et 

et 

et 

3.80 

2.70 

2.00 

1.30 

pour 

pour 

pour 

pour 

Y = 0.0 

Y = 0.5 

Y = 1.0 

Y = 1.5 

Closse A(q;l-g;l) (figures II.4.3.cl - II.4.3.cil) 

Lo famille a=0 est toujours mauvaise, quelles 

que soient les contaminations. La famille a=l-0 a un 

bon comportement pour toutes les contaminations asy­

métriques. Toutefois elle est plus instable que les 

autres familles dans la mesure oü ses performances 

sont amoindries dans les cas de contamination symé­

trique, particulièrement GOlO. Les familles a=0.75 et 

a=0.5 sont les plus intéressantes de cette classe car 

elles allient les bonnes performances de la famille 

a=l en contamination asymétrique et la résistance de 

la famille a=0 envers la forme de la contamination. 

L'EQM minimum des familles d'estimateurs de 

cette classe se situe entre 

0.25 

0.25 

0.25 

0.25 

0.25 

et 

et 

et 

et 

et 

1.60 

1.80 

1.70 

1.30 

1.20 

pour 

pour 

pour 

pour 

pour 

a = 1.0 

a = 0.75 

a = 0.50 

et = 0.25 

a = 0.0 

Classe S(a;l-g;l) (figures II.4.3.cl2 - II.4.3.c22) 

Cette classe d'estimateurs a été étudiée par 
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Dodge (1982). La famille a=l a un comportement très 

bon lorsque la contamination asymétrique et symétri­

que est faible (G205, G210, G405, E12, G005). Par 

contre, relativement aux autres familles de cette 

classe, cette famille est très sensible à 1'intensité 

de la contamination : la différence de son EQM pour 

G005 et GOlO est éloquente. La famille a=0 est indé­

pendante de k et représente la médiane. Il est inté­

ressant de remarquer que cette famille a un EQM tou­

jours supérieur a 1'EQM des autres familles entre k, 

et k-- Bien que la médiane soit un estimateur connu 

comme très résistant ä des valeurs aberrantes, il ne 

faudrait l'utiliser que dans des cas extrêmes, car 

son efficacité est médiocre et on peut généralement 

se servir d'autres estimateurs offrant une bonne pro­

tection face aux valeurs aberrantes et avec une effi­

cacité plus élevée (par exemple la famille a=0.5 ou 

a=0.'75). 

L'EQM minimum des familles de cette classe se 

situe entre : 

0.70 

0.70 

0.65 
0.60 

et 

et 

et 

et 

2.00 

1.80 

1.40 

1.50 

pour 

pour 

pour 

pour 

a = 1.0 

a = 0.75 

a = 0.50 

a = 0.25 

En résumé on peut dire que l'EQM des familles 

d'estimateurs du type A(a;8;v) varie plus que celui 

des familles du type S(a;8;v) pour des petites valeurs 
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de k. Ceci constitue un avantage pour les estimateurs 

du type symétrique puisque leur EQM asymptotique sera 

moins sensible au choix du paramètre k que 1'EQM 

asymptotique des familles du type asymétrique. La mé­

diane (S(0;0;1)) n'est jamais un estimateur intéres­

sant pour les situations de contamination considérées. 

Même la moyenne arithmétique a un EQM inférieur a ce­

lui de la médiane pour les situations GOOO (évidem­

ment), G005, G205, G210, E12 et ElO. De mime la 

moyenne "coupée" S(1;0;0) (à ne pas confondre ovec la 

moyenne a-tronquée) et son correspondant asymétrique 

A(1;0;0) donnent toujours de mauvais résultats. 

Toutefois, mis à part pour quelques cas sim­

ples, la comparaison visuelle des EQM des familles 

d'estimateurs est difficile pour classer ces familles, 

car certaines sont performantes pour plusieurs conta­

minations et deviennent de piètres estimateurs dans 

d'autres cas de contamination. Par exemple la famille 

A(0.5;0;l) se montre meilleure que son correspondant 

symétrique S(0.5;0;l) uniquement pour des contamina­

tions asymétriques moyennes et élevées. 

Afin de pouvoir tirer des conclusions plus 

précises, nous avons dessiné sur les figures 

II.4.3.dl à II.4.3.dll les courbes de stabilité des 

familles d1estimateurs entre les bornes k,=0 . 8 et 

k_=1.8. Chaque figure représente la courbe de stabili­

té des dix-huit familles d'estimateurs pour une conta­

mination particul1ère. La liste des noms des familles 
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correspondants aux numéros attribués aux courbes de 

stabilité se trouve sur les tableaux II.4.2 et II.4.3. 

Sur ces figures, on remarque que certaines familles 

d'estimateurs sont complètement dominées par d'autres, 

car la courbe de stabilité de leur EQM se trouve tou­

jours à droite de celle d'une autre famille. Dans 

d'autres cas, certaines courbes de stabilité se croi­

sent et alors aucune famille ne domine une autre fa­

mille. 

Commentaires sur les courbes de_ stabilité 

D'une manière générale, les familles d'esti­

mateurs du type S(a;ß;y) sont plus stables que les fa­

milles d'estimateurs du type A( a; $; y) . Cette constata­

tion déjà faite auparavant se remarque au fait que la 

courbe de stabilité de leur EQM croît plus rapidement 

que celle du EQM des familles du type A(a;ß;y). Ces 

figures montrent à quel point les familles d'estima­

teurs asymétriques sont sensibles à la contamination. 

Alors que la famille A(1;0;1) domine toutes les au­

tres familles pour E12 par une courbe de stabilité 

remarquable, elle est presque complètement dominée 

par les familles A(0.5;0;l) et A(l;0;0.5) pour ElO 

dont les courbes de stabilité sont peu performantes 

pour E12. On observe donc une inversion des perfor­

mances de ces familles d'estimateurs pour des conta­

minât ions assez proches. 

Par contre, les familles d'estimateurs symé­

triques conservent des courbes de stabilité très ana-
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logues d'une situation a l'autre. Les familles les 

plus stables sont celles de la classe S(a;l-a;y) / 

a^l/ autrement dit celles qui possèdent une disconti­

nuité au point x=c . 

Des courbes de stabilité on peut déduire les 

EQM minimum pour chaque contamination : 

Contamination EQM minimum Famille d'estimateurs 

GOOO 

G005 

GOlO 

G205 

G210 

G405 

G410 

E12 

ElO 

E07 

E05 

1.01 

15 

28 

15 

26 

17 

28 

20 

38 

73 

2.30 

S ( I 
A ( I 

S ( I 

S ( I 

A ( I 

A ( I 

A ( I 

A ( I 

A ( I 

A ( I 

A(O 

A(O 

0 ;1 .5 ) e t 
0 ; 1 . 5 ) 

0 ;1 .5 ) 

0 ;1 .5 ) 

0 ;1 ) 

0;D 
OiO.5) 

0;0) 

0 ;1) 

0 ;1) 

5 ; 0 ; 1 ) 

5 ; 0 ; 1 ) 

Notons que 1'EQM minimum pour les contamina­

tions nulles et symétriques est atteint par la famille 

d1estimateurs qui se rapproche des procédures de 

windsorisation (S(1; 0;1.5 ) ) . Toutefois 1'EQM de cette 

famille est très instable comparé à celui des familles 

S(0.75;0.25;l) ou même S(1 ;0;1 ) . Lorsque la contamina­

tion est nulle, on s'aperçoit que les meilleures fa­

milles d'estimateurs sont : S(l;0;1.5), A(l;0;1.5), 

A(1;0;1), A(1.5;0;l), A(O.75;0.25;1 ) et S(1;0;1). La 
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famille S(1;O;1) est celle dont la variation du EQM 

est la plus grande (1.02 à 1.15) parmi les six famil­

les du groupe de tête. 

Les différences de stabilité entre familles 

s'accentuent avec l'augmentation de la contamination. 

Pour les contaminations asymétriques faibles et 

moyennes (G205, G210, E12), la famille dominante est 

A(I;0;1 ) . Lorsque la contamination asymétrique s'ac­

croît (G405, G410, ElO), cette famille est moins per­

formante que la famille A(l;0;0.5). Enfin lorsque la 

contamination asymétrique devient forte (E07 et E05), 

c'est la famille A(0.5;0;l) qui domine toutes les au­

tres. 

Dans les tableaux II.4.2 et II.4.3, nous avons 

résumé les figures II.4.3 en attribuant des apprécia­

tions aux estimateurs, par situation de contamination. 

On interprétera les appréciations de la façon suivan­

te : 

*** : Cette famille d'estimateurs domine 

totalement ou presque totalement tou­

tes les autres familles. Elle est la 

mei Heure possible pour cette conta­

mination . 

Par domination presque totale on en­

tend la chose suivante : 

Soit T une famille d'estimateurs et 

YT = {y|S~
X(y) < S~}(y) , T'*T} et 
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IJy la mesure de Lebesgue de Y- . 

Alors T domine presque totalement 

toutes les autres familles si 

0.8 < yv < 1.0 . 
rT 

** : Cette famille d1estimateurs est équi­

valente à une ou plusieurs autres fa­

milles d1estimateurs. 

* : Cette famille d'estimateurs est 

admissible. Elle est totalement ou 

presque totalement dominée par une ou 

plusieurs autres familles. Cette fa­

mille est la moins bonne parmi celles 

du groupe de tête. 

néant : Cette famille d'estimateurs n'est pas 

désirable. Elle est totalement domi­

née par une ou plusieurs autres fa­

milles . 

Evidemment un problème de choix apparaît 

lorsque les courbes de stabilité de plusieurs familles 

se croisent, car on ne peut pas toutes les retenir. On 

préférera alors généralement la famille dont le EQMI 

est inférieur aux autres. 

Les tableaux II.4.4 et II.4.5 donnent les va­

leurs des EQMl, les efficacités relatives par rapport 

à la famille dont l'EQMI est le plus petit, ainsi que 
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:omillei d'eitimoteurs 

Numéros 

D 
2) 

3) 

4) 

5) 

4) 

7) 

e) 
9) 

10) 

U ) 

12) 

13) 

H ) 

15) 

1«) 

17) 

18) 

Noms 

A(0.5j0jl) 

A(IJOJI) 

A(1.5;0;l) 

A(IJOJO) 

A(1;0;0.S) 

A(IJOJI.5) 

A(0.75;0.25jl) 

A(0.5j0.5;l) 

A(0.25;0.75;l) 

A(0;ljl) 

S(IjOjI) 

S(IJOJO) 

S(ljOjO.S) 

S(l;0;1.5> 

S(0.75j0.25;l) 

S(0.5;0.5jl) 

S(0.2S;0.75;1) 

S(OJIJI) 

Stabilité du EQU 

GOOS 

• * 

* * 

• • • 

* 

GOlO 

• * 

• 

* t 9 

* m 

• 

GOOO 

*• 

* * 

A I * 

« 

* 

** 

G205 

* • * 

* 

«* 

• • 

* 

• 

G210 

• 
• t • 

• 

• 

* * 

* 

• 

G405 

• 
• • 

* ** 

* 

• 

G410 

• 

*• 
• * 

* 
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Familles d'estimateurs 

Numéros 

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

4) 

7) 

S) 

9) 

10) 

11) 

12) 

13) 

U ) 

13) 

14) 

17) 

IB) 

Noms 

A(0.5;0;l) 

A(IJOJI) 

A(1.5;0;l) 

A(1;0;0) 

A(l;0;0.5) 

A{1;0;1.5) 

A(0.75;0.25;l) 

A(0.5;O.5;l) 

A(0.25;0.75;l) 

A(0;1;1) 

S(IjO;!) 

S(1;0;0) 

S<1;0;0.5) 

S(l;0;1.5) 

S(0.73;O.23;l) 

S(0.5;0.5;l) 

S(0.25;0.75;l) 

5(0;1;1) 

Stabilité du EQM 

E12 

• » * 

• 

* * 

• 

ElO 

m * 

• 

• • 

• 

E07 

• » • 

* 

* * 

• 

E05 

* * » 

* * 

• * 

* 

Tableau I I . 4 . 3 
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le rang des familles d'estimateurs étudiées. 

Commentaires sur les EQMI 

En général on s'aperçoit de la concordance 

entre les appréciations données aux courbes de stabi­

lité et le classement résultant des EQMI. 

Lorsque la contamination est nulle, beaucoup 

de familles d1estimateurs conservent un EQMI faible : 

huit familles ont une efficacité relative supérieure 

ò 0.90 et les familles les plus efficaces appartien­

nent au type asymétrique. Toutefois, c'est pour cette 

situation que l'efficacité relative est la plus éten­

due : de 0.294 pour la plus mauvaise famille 

(S(1;0;0)) a 1.00 pour la meilleure (A(1;0;1.5)). 

Lorsque la contamination est symétrique, les 

meilleures familles d'estimateurs sont symétriques. La 

meilleure famille asymétrique pour G005 est A(1.5;0;l) 

qui a une efficacité relative de 0.832, et pour G010, 

c'est la famille A(O.25;0.75 ; 1) dont l'efficacité re­

lative est de 0.74. 

Lorsque la contaminât ion est asymétrique, les. 

trois meilleures familles sont toujours asymétriques. 

La meilleure famille d'estimateurs symétriques est 

pour chaque contamination : 
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Contamination famille rang efficacité relative 

G205 

G210 

G405 

G410 

E12 

ElO 
E07 

E05 

S d 
S ( I 

S d 
S ( I 

S ( I 

S ( I 

S ( I 

S ( I 

0 ;1 ) 

0 ;1 ) 

0 ;1) 

0;0.5) 

0;1) 

o;D 
0 ;0 .5 ) 

OiO.5) 

4 

5 

4 

4 

4 

5 

4 

4 

0.9Ó3 

0.947 

0.932 

0.911 

0.960 

0.899 

0.775 

0.724 

Il n'y a que pour les contaminations E07 et 

E05 que l'efficacité relative de la meilleure famille 

symétrique descend nettement au-dessous de 0.9 . Tou­

tefois, les familles asymétriques placées en rang 2 

et 3 pour les mêmes contaminations ont également une 

efficacité relative inférieure à 0.9 . 

II.4.4. Conclusions 

1) Aucune famille asymétrique ne résiste ò une conta­

mination symétrique. Ce résultat est attendu car 

les fonctions ^ de ces familles d'estimateurs ne 

sont pas bornées à gauche et sont donc incapables 

,. de diminuer l'influence d'une contamination se si­

tuant ò gauche du paramètre ò estimer. 

2) De même, les familles symétriques résistent très 

mal aux contaminations asymétriques. Les seules 

familles acceptables sont A(1;0;1), qui est robuste 

aux contaminât ions faibles et moyennes, et 
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A(l;0;0.5), qui est robuste aux contaminations 

asymétriques fortes. 

3) Lo famille la plus intéressante pour les fortes 

contaminations asymétriques est A(O.5 ; O ; 1 ). Son 

EQMI reste sensiblement inférieur aux autres. Cet­

te famille reste acceptable lorsque la contamina­

tion est moyenne. Par contre, elle est indésirable 

pour des contaminations symétriques ou nulles. 

4) Le comportement de la famille A{1;0;1) est bon 

lorsque la contamination asymétrique est faible et 

moyenne. Par contre, son EQMI augmente de manière 

sensible avec la contamination. Lorsque la conta­

mination est symétrique ou nulle, cette famille 

est également indésirable. Les familles A(0.5;0;l) 

et A(1;0;1) sont donc complémentaires pour des con­

taminations asymétriques. 

5) On retrouve la famille A(l;0;0.5) parmi les meilleu­

res familles dans toutes les situations de contami­

nation asymétrique, sauf pour G205. 

6) Lorsque la contamination est symétrique ou nulle, 

les deux seuls choix raisonnables sont S(1;0;1) et 

S(0.75;0.25;l). 

7) Les familles les plus stables relativement au choix 

de k sont les familles symétriques ayant une dis­

continuité au point x=c . 
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8) La forme de contamination (exponentielle ou gaus-

sienne) n'influence pas le comportement des esti­

mateurs. De E12, contamination intermédiaire entre 

G205 et G210, résulte un classement des familles 

également intermédiaire aux deux classements obte­

nus avec G205 et G210. 

9) Dans le cas de la contamination gaussienne, la 

plupart des familles sont sensibles a une combinai­

son des paramètres de contamination y et e et non 

a 1 ' un ou à 1 ' autre. 

Le choix final d'une famille d'estimateurs 

est difficile. En simplifiant quelque peu, on peut 

opposer deux stratégies : 

1) Choisir une famille particulière pour chaque conta­

mination. Cette stratégie est utopique, car prati­

quement on ne sait pas avec exactitude comment sont 

contaminées les données, ni même parfois si elles 

sont contaminées ou non. En adoptant une telle 

stratégie, on about irait souvent à des résultats 

plus mauvais que ceux obtenus par des méthodes 

classiques ne faisant pas de distinction entre bon­

nes données et données aberrantes. Une telle stra­

tégie est toutefois possible, mais avec un autre 

type d'estimateur : les estimateurs adaptatifs. 

2) Choisir une famille qui soit satisfaisante pour un 

éventail le plus large possible de contamination. 

Les estimateurs minmax sont issus d'une telle 
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stratégie. Cette stratégie est celle qui s'avère 

la plus utile en pratique. 

Dans notre étude, nous avons remarqué qu'au­

cune famille n'est capable de couvrir avec satisfac­

tion les contaminations symétriques et asymétriques. 

On ne peut donc pas se contenter d'un seul estimateur 

pour ces deux types de contamination. Afin de facili­

ter le choix d'estimateurs, nous allons réduire la 

réalité à quelques situations types vraisemblables. 

Divisons l'intensité de la contamination en 

deux classes : contamination faible d'une part et 

forte d'autre part. L'intensité peut être calculée 

comme une combinaison des paramètres de contamination. 

On peut par exemple prendre le biais de la moyenne 

( e • u pour le modèle de contamination gaussien). Nous 

faisons alors les hypothèses suivantes : 

1) Si la contamination est faible, on ne peut pas dé­

terminer si elle est symétrique ou asymétrique. On 

dira qu'elle est indéterminée. 

2) Si la contamination est forte, on arrive à détermi­

ner si elle est symétrique ou asymétrique. 

Nous pouvons alors établir le tableau suivant 

qui résume le choix des estimateurs que l'on propose : 
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type de 
^v^contam. 

intensit é^^> 
de contam. 

faible 

forte 

symétrique 

X S(0.75;0.25;l) 

k=1.25 

asymétrique 

xJ A(0.5;0;l) 

k = 1.5 

indéterminée 

S(1;0;1) 

k=1.4 

Lorsque la contamination est faible et suppo­

sée indéterminée, notre choix s'est finalement porté 

sur l'estimateur S(1;0;1) , k=l.4 . Ce choix tient aux 

raisons suivantes : 

- Bien que selon le tableau 11.4.2. les familles 

S(1;0;1) et S(l;0;1.5) paraissent plus ou moins 

équivalentes, 1'efficacité relative de la première 

famille est toujours plus élevée que celle de la se­

conde, sauf pour GOOO. 

- La courbe de stabilité de la famille S(l;0;1.5) 

croît généralement moins vite que celle de la famil­

le S(1; 0 ; 1 ) et se dégrade rapidement lorsque la con­

tamination devient forte (G405, G410). De plus cette 

famille est plus sensible au modèle de contaminât ion 

(gaussien - exponentiel) que la famille S(1;0;1). 

- La famille S(1; 0;1 ) est représentée par une fonction 
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i(j continue, alors que la fonction ^ de la famille 

S(l;0;1.5) présente une discontinuité au point 

x=ka+c . La conséquence est que la sensibilité au 

voisinage du point de discontinuité des estimoteurs 

de cette famille est plus grande que celle d'estima­

teurs dont la fonction \J> est continue. 

Lorsque la contamination est forte et symétri­

que, nous avons choisi 1'estimateur S(0.75;0.25;l) , 

k=l. 25 . Cet estimateur qui représente une combinaison 

convexe des normes L, et L~ pour x compris entre 

c - k et c + k est remarquablement stable, comme 

d'ailleurs toutes les familles de la classe S(a;l-a;l) 

0 £ a < 1 et qui sont d'autant plus stables que a se 

rapproche de 0. On préfère cette famille à la famille 

S(1;0;1) bien qu'elle soit dominée par cette dernière 

pour G205 car sa stabilité est plus grande et plus in­

dépendante de la forme de contamination. Toutefois, 

cette famille a le désavantage d'être discontinue au 

point x=c . 

Enfin, lorsque la contamination est fortement 

asymétrique, la meilleure famille est A(0.5;0;l). La 

valeur proposée pour k est 1.5. Cette valeur peut pa­

raître petite. Elle a été obtenue en considérant les 

situations G405, G410, E12, ElO et E07. L'EQM de cet 

estimateur est optimum pour G405 et vaut : 

1.52 pour G410 

1.30 pour E12 

1.44 pour ElO 

1.89 pour E07 
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II.5. Choix d'un estimateur robuste de dispersion 

Puisque les M- estimateurs étudiés ne sont 

pas en général invariants d'échelle, il est nécessai­

re de trouver un estimateur de a afin de pouvoir es­

timer la valeur de k dans l'échelle des données, à 

savoir ka - Pour que l'estimation de k<j ne soit pas 

sujette à de trop grandes fluctuations dues ò la con­

tamination, nous voulons que 1'estimation de a soit 

robuste. Le but est donc de trouver un estimateur de 

a dont 1'EQM asymptotique ne dépend que peu de la 

contamination. Nous voulons également que le biais de 

l'estimateur soit nul lorsqu'il n'y a pas de contami­

nation. Comme cette étude ne porte pas spécialement 

sur les estimateurs de paramètres de dispersion, nous 

n'avons pas poussé la recherche très loin et nous n'o-

vons retenu que trois estimateurs qui seront comparés 

entre eux : 

- S : la distance interquartile 
n 
2 

S 1 écart-type empirique 
3 

- S : 1 écart absolu moyen 

n ' 

Nous donnons ici les expressions analytiques 

de 1'espérance mathématique asymptotique et de la va­

riance asymptotique de ces trois estimateurs. Le dé­

veloppement des calculs pour les contaminations con­

sidérées se trouve dans l'annexe II. 
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1 ) LQ distance interquartile 

Cet estimateur est défini par : 

S1 = £ (X- - X ) 
n 2 3n n' 

dont les propriétés asymptotiques sont : 

l im E(S*) = \ (C3 - q ) 

um v(A sh = ±r ( ^ — > - r ) 
64 f z ( q ) f 2 U 3 ) f ( q ) f £ ç 3 ) 

T ï ï T 
où f est la densité de la loi considérée, (voir 

par exemple Kendall et Stuart (I, 1969), p. 239). 

La contrainte s'exprime par le fait que si la 

contamination est nulle (f est une densité de Gauss 
2 

de moyenne \i et variance o ), le biais est nul; 

soit 

C3 = 0.6745 • a + y 
4~ 

K-. = 0.6745 • a + u 

% 

1 (C3 - C1) - a 

2-0.6745 J 4" 

Donc 1 (X- - X ) est un estimateur sans 
Jn n 

2-0.6745 4~~ 4" 

biais de a d'une loi normale. 
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2) L'écari-type empirique 

Il est défini par : 

s 2 = 
n 

4(X 1-X)
2 

n-1 

dont les propriétés asymptotiques sont : 

2 
lim E(S ) = /yT , où y- est le moment 

centré sur y , d'ordre 2. 
2 

, . ... r c2, H ^2 
lim V(/n S ) = 
n+°° 4y» 

A nouveau, si la comtamination est nulle, le 

biais doit être nul. Or 

lim E(S ) = a est sans biais. 
n 

n-*-*» 

3) L'écart absolu moyen 

Il est défini par : 

S 3 = - Z IX.-X n n ' i 

Pour une loi quelconque (y,g ) les propriétés 

asymptotiques de cet estimateur sont (voir par 

exemple Kendall et Stuart (I, 1969) : 

H m E(S^) = E I X-u I et 
IT+» 

lim V(/n" S^) = a2 - (E|X-y|)2 
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En particulier, si la contamination est nulle : 

lim E(/X"S ) = a est sans biais 

et sa variance asymptotique vaut a (j ~ ! ) • 

Nous avons calculé les EQM asymptotiques de 

ces trois estimateurs de 1'écart-type des lois consi­

dérées. Le tableau II.5.1. présente les résultats 

obtenus. 

Commentaires 

Dans tous les cas où la contamination est 

asymétrique unimodale, I1EQM asymptotique de S est 
1 1 n 

plus petit que celui de S . Par contre, S est meil-
o n n 

leur en EQM que S lorsque la contamination est symé­

trique et lorsque la loi devient bimodale. 

2 
L EQM asymptotique de S est plus faible que 

1 3 n 

celui de S et S lorsqu'il n'y a pas de contamina­

tion (résultat attendu) et lorsque la contamination 
2 

asymétrique est faible (G205 et G210 ). Par contre S 
est très instable selon le modèle de contamination. 
En effet, bienCjueG210 et E12 soient proches, 1 ' EQM 

2 
de S est très différent dans ces deux cas, alors que n 1 3 
1'EQM de S et S ne sont guère différents dans ces 

n n " j 

deux situations. De pluS, 1'EQM de S augmente rapide-
2 n 

ment avec la contamination. Donc S n'est jamais à 

conseiller, sauf naturellement lorsqu'on est sûr 

qu'il n'y a pas de contamination. 
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On remarque également que les biais des es ti-
1 3 

moteurs S et S sont toujours inférieurs à celui de 
2 n n l 

S . Alors que le biais de S est toujours positif, 
n o n 

celui de S est négatif pour la plupart des contami-
n 3 

nations asymétriques. Dans ces situations, S sous-
1 

estime donc plus fortement a que S . 

On peut donc conclure que si la contamination 
1 3 

paraît être symétrique S est plus approprié que S . 
Par contre, si la contamination est asymétrique uni-

3 
modale, il vaut mieux utiliser 1 estimateur S . 
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Chaque cellule contient : - le biais asymptotique 
- l'EQM asymptotique 

-^^Es'timateurs 

Contaminations ""*-"-—-̂  

GOOO 

G005 

G010 

G205 

G210 

G405 

G410 

E12 

ElO 

E07 

E05 

S1 

n 
0.0007 
1.36 94 

0.0749 
1.5801 

0.0749 
1.6968 

0.0378 
1.5498 

0.1119 
1.8608 

0.0749 
1.7178 

0.1490 
2.3184 

0.0749 
1.7192 

0.1490 
2.3161 

0.4085 
4.2525 

0.7791 
7.4802 

S2 

n 
0.0000 
0.5000 

0.3229 
5.5596 

0.5811 
7.6627 

0.0909 
0.7174 

0.1662 
0.82 94 

0.3266 
2.2217 

0.5620 
2.6218 

0.1816 
1.5562 

0.3567 
2.1228 

0.7564 
5.0473 

1.2862 
11.8587 

S3 

n 

0.0000 
0.5708 

0.0382 
1.6724 

0.0765 
2.7740 

-0.0400 
0.9492 

-0.0918 
1.3198 

-0.0477 
1.8600 

-0.1290 
3.0907 

-0.0917 
1.3767 

-0.0929 
2.0771 

0.0312 
3.7836 

1.2557 
4.6989 
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Deuxième partie 

APPLICATION AUX MODELES AUTOREGRESSIFS 

Nous allons à présent nous pencher sur l'é­

tude des modèles autorégressifs du premier ordre 

(AR(I)). L'intérêt de tels processus réside dans le 

fait que dans bien des domaines d'étude et en parti­

culier en économie les séries chronologiques peuvent 

être souvent perçues comme des réalisations de tels 

processus. 

Le premier chapitre de cette partie sera 

consacré à l'étude asymptotique des estimateurs. On 

étudiera d'abord les méthodes classiques en présen­

tant leurs caractéristiques du point de vue de la ro 

bustesse. Ensuite, après avoir défini des modèles de 

contamination, on passera a 1'étude des M- estima­

teurs des paramètres des modèles AR(I). 

Le deuxième chapitre sera consacré à l'étude 

des estimateurs fondés sur des échantillons de taill 

finie par simulation et dans le troisième chapitre, 

nous traiterons un exemple d'une série chronologique 

contaminée. 



Chapitre I. ETUDE ASYMPTOTIQUE 

I.1. Approche classique des modèles outorégressifs 

1.1.1. Processus stochastiques 

Soit X(e) une v :a. , c'est-à-dire une fonction 

qui associe à chaque état e appartenant à un ensemble 

E une valeur notée x. Un processus stochastique est 

une fonction X(e,t) qui associe à chaque état e une 

valeur notée x(t) ou x. pour t défini sur un ensemble 

9. Si 8 est défini sur l'ensemble Z, ce que nous sup­

poserons dès maintenant, on dit que le processus sto­

chastique est discret. 

On peut considérer une série temporelle de n 

termes comme une réalisation d'un processus stochas­

tique discret, c'est-à-dire comme une réalisation d'u­

ne suite de n v.a. 

Afin de pouvoir déduire le comportement du 

processus au temps t+1 à partir du temps t, c'est-à-

dire connaître la loi conditionnelle de X.,,, il est 

nécessaire de connaître la loi de probabilité con­

jointe Pj « t + l(^i'^?'**''^+-H^* ^ n Peu* alors en 

déduire la loi de probabilité conditionnelle de la 

v.o. Xt+1 Pt+1|12 t
()WXl'X2 V ' Pour la 

prévision, cette démarche est malaisée et peu économe, 

puisque, à chaque époque t, il est nécessaire de con­

naître la loi de probabilité conjointe p, 9 +(X1, 



* 2 ' • • • ' t ' • 

Afin d'éviter cette difficulté on va spéci­

fier un mécanisme ou modèle qui liera la suite 

{Xt;teZ} des v.a. 

1.1.2. Processus stochastiques discrets stationnaires 

On dit qu'un processus stochastique discret 

est strictement stationnaire si toutes ses propriétés 

statistiques sont invariantes par une translation 

temporelle, c'est-à-dire si 

p(Xt'Xt+l'---'Xt+kJ = p(Xt+m/Xt+m+l'--"Xt+m+k) 

quels que soient t, ni et k appartenant à Z. On en dé­

duit que les probabilités marginales sont identiques : 

p(X.) = p (X, ) et que tous les moments, s'ils exis­

tent, sont constants. 

Pratiquement, comme on ne vérifiera jamais 

ces conditions, on définit une forme plus simple et 

plus facilement utilisable de la stationnarité : les 

processus covarionces stationnaires. On dit qu'un pro­

cessus stochastique discret est covariance stationnai­

re si sa moyenne et sa variance existent et sont cons­

tantes . 

1.1.3. Processus stochastiques discrets linéaires 

Tout processus stochastique discret pouvant 

être écrit sous la forme : 
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X t = Lj + U 1 + Ip1U1-1 + ^ 2 U t _ 2 + ... 

où p et les ijj. sont des paramètres et la suite 

{U.;teZ} est composée de v.a. indépendantes et identi­

quement distribuées, de moyenne nulle et de variance 
2 

a , est appelé processus stochastique discret 1inéai-

re . 

Pour qu'un tel processus soit covariance sta-

tionnaire, il est suffisant que sa moyenne existe et 

soit constante et que sa matrice des covariances 

existe et soit indépendante de t. 

Calculons ces éléments : 

t,E(X ) = M+E l * U 
1 i=0 x X * 

avec I|J =1 

= M+E(U) l i, 
i = 0 x 

ce qui implique que la série Y ip - soit convergente 
i = 0 * 

auquel cas E(X.) = y 

V(Xt) = E(Xt-E(Xt))
2 

= E t u J + i ^ U ^ + ^ U 2 ^ + . . .) + E (prod, croisés) 

? OT •? 
= E(U ) Y \|»T avec i0 =1 

i = 0 x 

ce qui implique que la série \ I]J? doit et re conver-
i = 0 
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2 2 
g e n t e a u q u e l cas V ( X . ) = a k ou k = l i m £ ^ . 

ri-»-«» i = 0 

Cov(X t / X t + h ) s E [ ( X t - E ( X t ) ) ( X t + h - E ( X t + h ) ) ] 

= E K U ^ f J ^ + ^ U ^ + . . . ) (U t +h ++lU t + h - l + 

+ * 2 U t + h - 2 + - " ^ . 
ro 2 

= E [ 5>i*i+hut-i] a v e c V1 

1 = 0 

= E ( U 2 ) J * ± + i + h 
1=0 

OO 

ce qui implique que la série \ IJJ . IJJ . , doit être 
i=0 

convergente pour tout n auquel cas Cov(X.,X. . ) = 

= o C(h} où C(h) = lim £ IJJ.IJJ.., avec \|> =1 
U n - A 1 ITfI O 

A,-»-co 1 = 0 

I .1 .4. Processus autorégressifs 

Tout processus stochastique s'écrivant sous 

la forme : 

xt = 6+e 1x t. 1 +e 2x t. 2 +... +e p X t. p +u t 

où <5 et les 6. sont des paramètres et U, est une v.a 
1 2 * 

de moyenne nulle et de variance o et telle que 

Cov(U,,U, , )=0 kçZ est appelé processus autorégres­

sif d ' ordre p et noté AR(p). 
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1.1.5. Processus AR(I) 

Un processus AR(I) s'écrit sous la forme : 

x = ó+ext_1+ut 

= <s+e(ext_2+e+ut_1)+ut 

k k 
= ekx k + J 6 1 U + O I Q1 

1 K 1=0 X x 1=0 

Les conditions de stationnarité imposent que E(X.) 
L t 

doit exister et être constant. Or E(X.)=6 E(X, . )+ 
k k . t t-k 

+E(U) l 0*+ô I 61 . Puisque k peut être choisi arb 
1=0 1=0 

trairement grand, il est nécessaire que la série 

J 9 converge, donc que | 6 | <1. 
1 = 0 

Si tel est le cas X, peut être écrit sous 1 

forme d'un processus stochastique discret linéaire 

avec : 

E(xt) = „ = s j o e
1 - ^ 

a 26 n 

cov(xt,xt+h) = a
2 öh ? e 2 i = ̂ 7 1 = 0 l-i 

Comme on s'intéresse généralement ou pararne 

tre y du processus et non au paramètre a, on peut r 



paramétriser ce modèle et l'écrire sous la forme : 

xt-p = e(xt_rM)+ut 

Selon les besoins on utilisera une ou l'autre 

de ces 2 formes. 

1.1.6. Génération d'un processus AR(I) stationnaire 

Observer une réalisation d'un processus 

AR(I) revient à observer une suite de valeurs 

{x. , i=l,2,...,n} extraites arbitrairement d'une 

suite de valeurs {x.,teZ}. Donc lorsqu'on désire si­

muler une réalisation d'un processus stationnaire, il 

faut générer une valeur initiale x, qui soit tirée 

de la loi marginale commune à tous les X. , car si la 

loi marginale de X, était différente de la loi margi­

nale des autres X,, le processus serait dans un état 

transitoire pendant un certain temps. On peut toute­

fois concevoir un processus AR(I) fini, commençant à 

t=l mais en gardant à l'esprit qu'il doit être consi­

déré comme la continuation d'un processus qui vient 

de t = -co. 

Pour qu'un processus AR(I) généré à partir de 

t=l soit covariance stationnaire, il faut donc que 

E(X1) = u =x§ë
 et 

2 

V(X,) = - % 1 lV 
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Il suffit donc que X, soit définie ainsi 

Ul 
Xl = » + I=Z 

Avant de passer à l'estimation robuste des 

paramètres d'un processus AR(I)7 nous allons étudier 

le comportement de 1'estimateur du maximum de vrai­

semblance (MLE) pour le cas de la loi de Gauss, ce 

qui nous amènera à 1'estimateur des moindres carrés 

utilisé dans la pratique. 

1.1.7. Estimation classique des paramètres du 

modèle AR(I) 

Soit le modèle autorégressif 

(xt-M) = e(xw-n)+ut 

où |6|<1 et U, sont des v.a. indépendantes de loi 

g(x) quel que soit t. On se propose de calculer 
2 

les MLE de y, 6 et a fondés sur un échantillon 
aléatoire X,,X_,.. ..,X 

La loi de probabilité de (X.-y) conditionnée 

sur (X._,-ia) est la loi de probabilité de U. puisque 

f((xt-n)Jx1-1)=f(ut+6(xt_1-p)Ix1-1)^g(U1) 

La loi de probabilité conjointe 
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f ( ( X
1 ~ M ) , (

 x2"u)/ • • •/ ( X
P " M ) ) ser.a don<= : 

f (X1-PJf ((
x
2-li) X1Jf(^3-M)Ix1, X2) 

. . . f ( V v ) I V Y ; " ' V i ) 
c'est-à-dire f(x

1-y)g(u2)g(u3)...g(un) 

c"est-

Dans le cas particulier de la loi de Gauss, 

à-dire si U1 ^ ( P 0 = O ; Vy = "a
2) alors 

2 

(X1-M) V < U i = 0 ; V1 = - % - ) 

(X2-Ij)IX1 X^(M 2 = S(X1-M) ; V2 = a
2) 

<V^ V l ^(^e(xn.rM) ; Vn - c
2) 

Ainsi f(x.-p, x -p x -g) vaut 
l i n 

2 (i-e2)1/2 

( 2 , ) 1 1 / 2 < o 2 ) 1 1 / 2 

. 1 / ,2 l-l 
exp { - T (x ,-y) — i 

2 Vrtl 

alors 

+ 1 T ï [(x.-uj-efx.^-u)]2} 
O i = 2 

Le log de la fonction de vraisemblance vaut 

- j In 2'TÎ - Ç In o 2 + j In (1-e2) 

- -^ 7 {(x rM)
2(l-e 2)+ l [(x -g)-e(x -p)]2} 

2a i = 2 
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Les solutions du maximum de vraisemblance 

sont difficiles à obtenir dans ce cas général à cause 

de la loi de X,-y. On se contentera donc de donner 

une solution à la fonction de vraisemblance basée sur 

la probabilité conditionnelle de X -y, X _i~U/ • • • 

.../X«-y|X,=x, qui, faisant disparaître les termes 

dûs à f(x.-y) s'obtient facilement. On notera que 

pour n grand cette solution conditionnelle est très 

proche de la solution générale ou, plus précisément, 

elle lui est équivalente quand n-»-». 

Le In de la fonction de vraisemblance condi­

tionnelle est donc : 

l„ L s !.i£^lil n(2 n)-in^lii n G2._i ï J [(X1-M)-B(X1-1-Ji)]
2 

2a i = 2 

d ' où 

1 - I n L = ^ J [(x-y)-e(x ,-M)](I-G) 
d u a i = 2 x l 

u 
l^lnL = ^1 Jj(X1-P)-G(X1-1-P)](X1-1-P) 

K i = 2 

De la première dérivée on en déduit 

]i -
i=2 i=2 

i-ê 

et de la seconde 

n 
ï (Xi-P)(X^1-U) 

i=2 

1 ( X 1 - 1 - P )
2 
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c'est-a-dire, après avoir substitué p par sa valeur 

et en écrivant 

X . = 
-î 

y x . - x . 
- 1=1 J x 

J2(X1-X -1)(X1-1-X -J 

j2
(xi-rx-n>2 

Ces estimateurs sont les estimateurs classi­

ques des moindres carrés puisque l'on a minimisé 

l [(x.-uJ-efx.^-y)]2 . 
i = 2 

Remarques : 

- à l'ordre — près p est X et 0 est le premier terme 

du corrélogramme; 

- on obtient également p et 6 en résolvant l'équation 

de régression classique X, = ô+OX. ,+U, et en es ti 

mant p P a r -^r -
1-6 

Pour obtenir le MLE de a , on dérive InL par 
2 u 

rappor t ò o , soit : 

9a 
^ 1 n L = -2Zl+J^J [(X1-M)-O(X1-1-P)]

2 

2a 2o 1 = 2 
u 

et on obtient que 
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5 U = ^ T .H(X1-C)-O(X^1-O)] 
1=2 

1.1.8. Variances asymptotiques des estimateurs des 

moindres carrés 

En posant A = (fi8 ) et 

j r î î î . . . î . . . . 
t = v v v v et en tenant compte 
n I A. A- A .. . . A 

L_ 2 3 4 n _ 
du fait que (Fuller, 1976, p. 335) : 

lim n V(A ) = a2(lim -L- XTX ) - 1 

* n' u n-1 n n 
n-»-a> n-»-» 

on trouve que 

lim n V(A ) = a 

1 

6 
1-6 

6 
1-e 

2 7 
Gu , ô 2 

1 - e 2 ( i - e ) 2 

-1 

2 . .2,1+6* 
°u + ô (JTëï 

- 6(1+6) 

- 5(1+9) 

l-< 

Ainsi la variance asymptotique de n 6 est 

égale à a + 6 N — - ) - a + u (1-9 ), la variance u 1 — a u 
2 

asymptotique de n e vaut 1-6 et asymptotiquement 
2, 

n cov(6,e) = - S-
l-l 
"Pl 

12? 



Asymptotiquement, comme \i est équivalent à 

X, n V(ÌJ) = n V(X) = JV<X )+2j £Cov (X.,X ) • = 
2 L i<j X J 

°u 
l-i 

Du point.de vue de-la robustesse ces résul­

tats sont intéressants. On remarque d'abord que la 

variance asymptotique de 6 ne dépend pas de U ou d'u-

ne fonction de U. Cela signifie que quelle que soit 

la distribution de 1'erreur U. du modèle autorégres-
2 

sif et donc quelle que soit la variance o de U. la 

méthode des moindres carrés fournira un estimateur de 

8 dont la variance asymptotique ne dépend que de 9. 
A 

Donc 8 est qualitativement (au sens de Hampel) très 
robuste. Par contre autant la variance asymptotique 

* 2 

de 6 que de Q dépendent de a . Autrement dit ces estima­

teurs ne sont pas robustes au sens de Hampel puisque 
2 

leur variance asymptotique est proportionnelle à a . 

Un autre aspect de la robustesse nous inté­

resse : la robustesse au sens de l'efficacité qui 

est la notion de robustesse au sens de Huber. Lorsque 

la loi des erreurs est gaussienne, on sait que les 

estimateurs des moindres carrés de 6 et y sont 

asymptotiquement efficaces (efficacité=l) puisqu'ils 

sont MLE. Mais si la loi des erreurs n'est pas gaus-

sienne, que devient l'efficacité de ces estimateurs ? 

Autrement dit, on veut savoir comment 1'efficacité de 

ces estimateurs dépend de la loi des erreurs U.. 
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1.1.9. Efficacité des estimateurs des moindres carrés 

Pour trouver 1'efficacité des estimateurs des 

moindres carrés de p et 6, comparons leur variance 

asymptotique à la variance asymptotique minimale at­

teignais le pour des estimateurs convergents, c'est-à-

dire à la borne inferieure de Cramer-Rao pour une loi 

des U. quelconque. 

Considérons d'abord l'efficacité de 6 en po­

sant le modèle stationnaire supposé centré (ij=0) sans 

restreindre la généralité : 

Xt - 8Xt.1+Ut 

avec |6|<1 et U. une suite de v.a. indépendantes 

et identiquement distribuées de loi g. 

Pour un échantillon aléatoire X,,X*,...^ la 

densité de probabilité conjointe vaut : 

f(x^,x2, . . -/Xn;e) = f ( x | x ^ , .. .,Xj;8) . 

• Hx n - 1Ix n - 2,.. .,x^e).. .f U 1 ;e) 

En conséquence le logarithme de la fonction de 

vraisemblance de 8 est égal à : 

n 

£<e ;x1,x2,..-/Xn) = J in f(xj|x^_x xi;e)+in f(X1;e) 

Soit 1(e) l'information de Fisher fondée sur 
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l ' é c h a n t i l l o n X . , X - , . . . , X . On a que 

Ke) = l E[-^-jinf(x,|x, ,,...,xi;e)]+E[-â-yinf(xi;e)] 
j = 2 3e J J 1 A ae^ x 

soit en posant 1.(6) pour 1'informat ion due à X. con­
ditionnée sur X. ,.....X1 

j-1' ' 1 

2 s 2 

1(6)= I 1.(6) + 1,(6) ou I 1(B) = EC- 3— In f(x,;8)] 
j = 2 J i l 96 Z 1 

Calculons 1.(9) pour j>2 . Puisque 

f(x . Ix ._,,...,x,;6) est la densité conditionnelle de 

X., elle vaut g(u . )=g(x.-6x. , ) . Ainsi 

a2 

I.(6) = E[- *-* In g(x.-6x. ,)•] 
J 38 J J 

= !7 x ^ i 9 , 2 ^ r 9 x j - i ) " x ^ i g \ , . ( x r 9 j t j - i ) g ( x j " e x j - i ) 

u 
g 2(x.-9x._ 1) 

' ^.,x.^Jdx.dx.^ 

Or f(x ,Xj - 1) = f (x |x 1 #...,x 1;9) f(x^_l'rQ) 

= g(u.)f(x._ i ;e) 

Donc 
+ c o xi_l9 l (u.)-x, 1g'

,(u.)g(u.) 
i (e)=-JJ-J-i J ^ i J L 

3 -co 2 
g (uj) 

. g(u . )f (x. j^eìdu idxi_i 
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2 

- J x j ^ f <x ^ d X j - 1 J ' , J J fl(„ )d„ 
-oo -1 " •* -oo g \u . J 

, . 2 2 H 2 

= E [ X * . , ] E [ - 2 - y l n g < u . ) ] = 2 ü _ - E [ - 2 - y l n g ( ü . ) ] 
J X dut J 1-0Z duf J 

que nous noterons 
-a« 8 

Ainsi 

1(6) = (n-l)I -S-y + I1 = n I -2-y + 0(1) 
9 l-e2 * 9 i-ez 

Donc l'efficacité asymptotique de 1'estima­

teur des moindres carrés vaudra 

c2 I 
u g 

On retrouve que dans le cas d'une distribution 

gaussienne des erreurs U., l'efficacité est égale à 1 

puisque dans ce cas I = —s- . 
9 % 

Comme le fait remarquer Martin (1976, 1978), 

2 

cette efficacité n'est pas robuste car a peut augmen­

ter considérablement si la loi de U est allongée dans 

ses queues alors que I peut rester beaucoup plus sta­

ble . 

Pour le paramètre de translation p du modèle 

X -p = e(X._,-)j) + U,, on trouve par un calcul analo-
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gue que I(y) = n(l-0) I . Donc l'efficacité asympto-

tique de l'estimateur des moindres carrés de y est 

égale à 

n(l-6)2I (1-8) O2A 
u g 

c'est-à-dire qu'elle est identique à celle de l'esti­

mateur des moindres carrés de 9. 

Nous sommes donc amenés à rechercher des es­

timateurs qui soient robustes au sens de l'efficacité, 

c'est-à-dire des es timoteurs capables de diminuer la 

variance de U, lorsque l'on s'écarte du modèle de dis­

tribution gaussien des erreurs. Nous y parviendrons 

en appliquant des M- estimateurs à U+, c'est-à-dire à 

(X,-u.)-G(X. ,-p) puisque nous savons que ces estima­

teurs sont capables de réduire la variance asymptoti-

que de U. lorsque la loi de U+ est contaminée. 

Auparavant, nous allons décrire deux modèles 

de contamination généralement utilisés dans l'étude 

des processus autorégressifs contaminés e.t choisir un 

modèle pour la suite de cette étude. 
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I .2. Types de modèles AR(I) contaminés 

Martin et Jong (1976), Denby et Martin (197?) 

ont défini et étudié deux modèles autorégressifs con­

taminés simples mais capables de représenter certai­

nes situât ions réelles avec précision. 

a) Le modèle de perturbations innovatrices 

Ce modèle s'écrit : 

xt-uv = e(x t_ rp v) + ut (1.2.1) 

Yt = Xt (1.2.2) 

Dans ce modèle U, est une suite de v.a. indé­

pendantes et identiquement distribuées par une loi de 

Gauss contaminée. Le processus qui se déroule est dé­

crit par l'équation (1.2.1) et le processus qu'on 

observe est Y. défini par l'équation (1.2.2). Lorsque 

la proportion de la contamination est faible, 1 'appa­

rition d'une erreur impor tante aura une influence du­

rable sur la moyenne du processus. Bien des séries 

temporelles en économie peuvent être représentées par 

un tel modèle. Par exemple une série de production 

journalière ou hebdomadaire perturbée tout-à-coup par 

des grèves; ou bien une série d'un indice boursier 

perturbé par une faillite, une décision de politique 

économique de la part d'un gouvernement ou encore par 

l'éclatement de conflits dans certains pays. 
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En fait, chaque fois que l'on observe de ma­

nière exacte, c'est-à-dire, sans erreurs systémati­

ques un processus AR(1), mais que l'on se trompe ou 

que l'on risque de se tromper dans la spécification 

des erreurs (par exemple en affirmant que la distri­

bution des erreurs est gaussienne alors qu'en réalité 

elle ne l'est pas) un tel modèle convient bien pour 

décrire la réalité. 

b) Le modèle de perturbations interruptives 

Ce modèle s'écrit : 

Vv = 0(Vr^v* + Ut (1-2.3) 

Y1 = V Vt (1.2.4) 

Dans ce modèle U+ est une suite de v.o. indé­

pendantes identiquement distribuées par une loi non 

contaminée. V. quant à elle est une suite de v.a. 

indépendantes identiquement distribuées par une loi 

de la forme (1—j-)ô (x) + yH(x) 

1 si x = 0 
o ù ô ( x ) = , H(x) est une 

° 0 si x ^ 0 

densité contaminatrice et y e s* 1° proportion de con­

tamination généralement inférieure à 0.10. Afin de di­

minuer les difficultés théoriques, on ajoute générale­

ment l'hypothèse que U, et V. sont des suites de v.o. 

indépendantes entre elles. Le processus décrit par 
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l'équation (1.2.3) se déroule donc de manière exacte, 

mais son observation Y. définie par 1 'équation (1.2.4) 

est entachée d'erreurs qui se produisent de temps à 

autres sans perturber de manière durable le déroule­

rne nt du processus. Ici également, bien des séries 

réelles peuvent être représentées par un tel modèle, 

notamment lorsque des données ont été mal enregistrées 

ou lorsqu'un phénomène extérieur au processus est ve­

nu passagèrement perturber son déroulement. 

i , 

Nous étudierons le comportement des M- estima­

teurs pour le modèle des perturbations innovatrices 

lorsque la contamination est asymétrique. Le compor­

tement des M- estimateurs pour le modèle des pertur­

bations interrUptives à été étudié par Martin et Jong 

{1976) pour des contaminations symétriques. Leurs ré­

sultats montrent que les M- estimateurs sont inadaptés 

a ce genre de modèle et qu'il faut alors utiliser des 

estimoteurs d'une classe plus large : la classe des 

M- estimateurs généralisés. Comme cette étude porte 

sur les M- estimateurs, nous n'étudierons que le modè­

le des perturbations innovatrices. 
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1.3. Etude théorique en situation de contamination 

asymétrique 

Comme nous 1'avons fait en première partie 

pour estimer le paramètre de translation d'une loi 

contaminée, nous allons estimer les paramètres u et i 

du modèle AR(I) défini en 1.2.a, pour un échantillon 

aléatoire X1,X-, .... X par les M- estimateurs M et 
1 2 n n 

T qui vérifient 

n (X.-M )-T (X. .-M ) r r l n n 1-1 n 

i = 2 S 
= m m 

où M est l'estimateur de u et T l'estimateur de 6 . 
n pv n 

Toutefois par commodité nous posons D = M (1-T ) et ^ K n n x n 

nous estimerons, par analogie avec la régression ro­

buste, les paramètres y et 9 par les estimateurs D et 

et T vérifiant n 

n X.-T X. ,-D 
v / i n î-i n * 

i = 2 S 

Ainsi D et T seront solutions des équations n n " 

n X.-T X. ,-D 
l $ ( 1 n 1^ n) = 0 

i = 2 S 

n X.-T X. .-D 

I X1-1 »( ^
 n ̂ 1 n) = o 

i=2 x X S 
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S est l'estimoteur de o choisi de manière 
n u cSv 

ò standardiser la fonction ib. Puisque u = , 
v i-e 

estimera u 

Comme auparavant nous nous limiterons au cas 

où E(U.) est positive ou mulle pour tout t, sans res­

treindre la généralité, car si E(U.) est négative, il 

suffira de choisir une nouvelle fonction ib, ( x ) égale 

à -i|>(-x). 

On remarque que cette spécification de la 

moyenne des erreurs représente une situation analogue 

à celle qui fut étudiée en première partie où les es­

timateurs du paramètre de translation étaient généra­

lement' biaises. Il en sera de même ici, lorsqu'on es­

timera le paramètre p , moyenne du processus non con­

taminé . 

Supposons que p et 9 sont les paramètres a 

estimer d'un modèle AR(1) et supposons d'autre part 

que E(U.) = p où U. est l'erreur aléatoire au temps t. 

Prenons comme estimateurs de p. et 0 les estimateurs 

des moindres carrés u et Q . Comme 
Mn n 

Cov(X t,X t_ 1) 
lim 6 = = 8 , Q sera asymptotique^ 

ment sans biais. Par contre 

p 
lim p = E(X.) = u + T—T: - Donc û admettra un 

Mn t p v 1 - Q H n 
n-*-co 
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biais asymptotique de valeur y_ . De manière plus 

générale si ia et 0 sont des M- estimateurs de y et 

6, 1'estimateur p sera généralement biaisé, même 

asymptotiquement. Par contre la propriété de conver-

gence de Q sera conservée pour 6 , dû au fait, intui-n r n' 

tivement, que ^(U.) et ^(U, .) restent indépendantes 

pour j>0, et ceci quelle que soit la loi des erreurs. 
A 

Toutefois 9 comme 0 sont biaises pour des échantil-n n «r 

Ions de taille finie. Le biais de 8 vaut en première 
n 

approximation (Kendall et Stuart, 1976, vol.3, p.453 
et s. ) : 

1+30 

En ce qui concerne la variance asymptotique 

de ces estimateurs, nous nous référons a Martin 

(1981). Avec des hypothèses qui ne sont pas formulées 

de manière précise, Martin a calculé que la matrice 

des variances-covariances asymptotiques de 

*n = 
Ì. 

vaut 

V-v = 

1 + 
u*(l-e2) ycUV) 

ucU-' l-i 

VL0C(i|i,g(u)) 
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E [iT(U-C)] 
o u ^i ctr ~ es"t 1° formule déjà rencontrée 

[§^'(03 
dans la première partie, au point 1.1.3. 

Comme nous nous intéressons habituellement au 

paramètre u représentant la moyenne du processus non 

contaminé, nous donnons 1'expression de la matrice Vr̂  

des variances-covariances asymptotiques des M- est ima-

" 1-¾ 

teurs Mn = (Jn J n ) , où 

La matrice des Jacobiens représentant la trans 

formation M -»• A vaut : 

1 - e - ii 
H = 

0 

La matrice Vj^ vaut alors (Martin, 1981) 

1 

rM 

Vù = H_1 Vï HT 

-1 
(1-8) 1 0 

l-i 
0 2 

°u 

VL0CU,g(u)) 

On vérifie qu en prenant la fonction ip ( x ) = x, 
2 

V,r*/-=o i et l'on obtient alors la matrice des varian-
LOC u 

ces-covariances asymptotiques des estimateurs des 

moindres carrés y et 0 . On remarque, fait intéres­

sant, qu'asymptotiquement u. et e sont non corrélés. 

On s'aperçoit également que la variance asymptotique 

141 



"\> 2 * 
de 9 dépend de o ce qui n'était pas le cas pour Ö . 

n K u M n 
On perd donc en partie la propriété de robustesse qua-

A 

litative attachée à 6 . Ce fait n'est toutefois pas 
n 

gênant, car on pourra ainsi obtenir des estimations 
de 6 plus précises en utilisant des fonctions i|» qui 

2 
stabilisent V. ,-.- alors que o augmente. Par contre, Ja 

LOC x u 

variance asymptotique de y dépend de V. nr et non pas 
de a alors que celle de y était une fonction de a . 

u 2 u 

Ainsi, même si a augmente considérablement, on arri­

vera ò contenir la croissance de la variance de y . 
Evidemment, lorsque la contamination sera faible ou 

2 
nulle V. rt/~ sera alors supérieure à a et l'on perdra 
une certaine précision dans 1'estimation de 6 comme 

dans celle de y . C'est en quelque sorte le prix payé 

pour l'assurance que l'on prend afin de se prémunir 

contre des erreurs dont la variance peut être élevée. 

Nous allons maintenant procéder à des simula­

tions sur des échantillons de taille finie. Cela nous 

permet tra de vérifier dans quelle mesure les résultats 

asymptotiques s'appliquent et de comparer les perfor­

mances des estimateurs dans diverses situations de 

contamination. 
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Chapitre II. SIMULATIONS POUR DES ECHANTILLONS DE 

TAILLE FINIE 

Les estimateurs comparés sont ceux qui furent 

proposés en conclusion de la première partie, à sa­

voir 

S(l;0;l)k=1.4 

S(0.75;0.25;l)k=1.25 et 

A(0.5;0;l)k=1.5 

A ces estimateurs, llestimateur des moindres 

carrés a été adjoint afin de comparer ses performan­

ces à celles des autres estimateurs. 

Les contaminations prises en compte sont tou­

tes des combinaisons conve xes de deux distributions 

de Gauss de la forme ( 1-E)6Yl! 0,1 )+£«/(y ,0 ), soit 

_e 

0.0 

0.1 

0.1 

0.1 

0.2 

^o 

0.0 

0.0 

2.0 

4.0 

4.0 

2 
°_o_ 

1.0 

16.0 

1.0 

1.0 

1.0 

nom symbolique 

GOOO 

G010 

G210 

G410 

G420 

La contamination G420 a été ajoutée par rap­

port à la première par tie afin de comparer les esti­

mateurs dans des situations de contamination extrêmes 



faisant apparaître distinctement deux modes. 

Le modèle étudié est : 

(Xt-10) = 0.5(Xt.1-10)+üt 

Nous n'avons pas effectué de simulations pour 

d'autres valeurs de ces paramètres car les résultats 

comparât ifs restent valables quelles que soient ces 

valeurs. 

A titre d*exemple, nous avons dessiné sur les 

figures II.1.1 à II.1.5 la réalisation d'un échantil­

lon de taille 50 pour chacune des contaminations étu­

diées . 

La génération des échantillons pour la simu­

lation a été établie de la façon suivante 

1) générer un nombre au hasard entre 0 et 1; 

2) si ce nombre est supérieur à e, alors générer la 

réalisation d'une variable aléatoire de loiyft 0,1), 

sinon générer une réalisation d'une variable aléa­

toire d'une loi(/f(ij ,0 ). La valeur générée est 

notée z ; 
o 

3) générer la première observation du processus 

eu. 
xo = ^ + Fè + 

V^o 

/1-e 

On obtient ainsi une réalisation d'une v.a. qui a 
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même moyenne et même variance que les autres v.a., 

comme cela a été dit en I.l.é; 

4) générer un nouveau nombre au hasard entre 0 et 1; 

5 ) procéder de manière identique au point 2. La valeur 

générée est alors notée z.; 

6) générer l'observation 

x. = 0.5 x. , + 5.0 + e. î i-l î 

7) recommencer au point 4) n fois plus 20 ou n repré­

sente la longueur désirée de l'échantillon; 

8) on ne conserve que les n dernières observations. 

Ainsi, en plus des conditions imposées sur x afin 

que la série obtenue soit stationnaire, on prend 

une précaution supplémentaire en éliminant les 20 

premières observations. 

Le générateur de nombres au hasard est celui 

de "Mathematical Software ACM vol. 5, No 2, p. 132 -

138". Les observations d'une loi de Gauss ont été 

obtenues à l'aide de fonctions congruentes. 

L'estimation des paramètres a été obtenue se­
lon les équations données en 1.3 pour D et T , par 

^ K n n' r 

un sous-programme inclus dans la librairie ROBETH. 

Cette librairie contient des sou s-programme s écrits 

par A. Marazzi, ETH, Zürich, permettant d'effectuer 

diverses procédures statistiques robustes. 

Les longueurs d'échantillons retenues ont été 
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20, 50 et 100. Chaque situation d1échantillonnage a 

été générée 600 fois. On a alors calculé la moyenne 

des estimations dey et 9 ainsi que les variances em­

piriques . 

Afin de contrôler la stabilité des résultats, 

la simulation a été opérée deux fois. Nous avons cal­

culé les variations en % des valeurs obtenues au cours 
R -R 

des deux simulations, sous la forme MAX MIN , nr. 
"b " iUU 
KMAX 

o u "MAX e* ^MTN s o n * respectivement la valeur la plus 

grande et la valeur la plus petite des 2 simulations. 

Le tableau II.1.1 représente les variations maximales 

pour chaque taille d'échantillon en mettant en évi­

dence pour quel estimateur et quelle contamination 

cette variation maximale est apparue. 

Finalement, nous avons agrégé les 2 fois 600 

échantillons en les considérant comme 1200 échantil­

lons et en calculant la moyenne et la variance comme 

pour une simulation faite avec 1200 échantillons. Les 

résultats sont présentés dans les tableaux II.1.2 à 

II.1.5. Les variances ont été multipliées par la lon­

gueur de l'échantillon. Toutes les valeurs ont été 

arrondies à la deuxième décimale. 
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Commentoires généreux 

Pour les 4 estimateurs considérés, la moyenne 

de M est proche de sa valeur asymptotique, déjà dans 

les échantillons de taille 20, pour toutes les situa­

tions de contamination. La différence la plus grande 

est obtenue avec l'estimateur S(O.75;0.25;1)k=l.25 

pour la situation G420 où la moyenne de p^n v a u t 

11.13, ce qui représente une différence de moins de 

2 % par rapport à la valeur asymptotique. De plus les 

estimations obtenues par les moindres carrés sont 

toujours les plus proches de leur valeur asymptotique. 

Pour les échantillons de taille 20 déjà, cette diffé­

rence est remarquablement faible. 

ri 

Quant à la variance \i , on s'aperçoit que les 

variations sont plus importantes. Les variances pour 

les échantillons de taille 20 ne sont pas supérieures 

de plus de 20 % aux valeurs asymptotiques dans les cas 

suivants : G000, G210, G420 pour 1'estimation par les 

moindres carrés; GO00 pour 1'estimation avec 

S(0.75;0.25;l)k=1.25; G0O0, G210, G410 et G420 pour 

1'estimation obtenue avec S(l;0;l)k=1.4; G010 pour 

l'estimotion avec A(0.5;0;l)k=1.5. Dans les autres 

cas, elle est assez supérieure à sa valeur asymptoti-

que. Dans la situation G210 avec l'estimateur 

S(0.75;0.25;l)k=1.25, elle est même 2.71 fois plus 

élevée que la valeur asymptotique. Par contre, la va-
riance de u semble être stabilisée pour n=50 car les 

n ^ 
différences avec les valeurs trouvées pour n=100 sont 
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en général faibles. 

Un autre phénomène est remarquable : la va­

riance de p reste nettement plus élevée que la va­

leur asymptotique pour n=100 dans les situations 

G410 et G420 avec les estimateurs A(0.5;0;l)k=l.5, 

S(l;0;l)k=1.0 et S(O.75;0.25;1)k=l.25). On s'aperçoit 

en fait que ces situations font partie des cas ou p , 

valeur vers laquelle converge p , est sensiblement 

différente de p, moyenne du processus contaminé. Ce 

fait nous amène à douter de la généralité de la for­

mule de Io variance asymptotique de p donnée par 

Martin (1981) et le problème de ses conditions de va­

lidité reste ouvert. 

Remarquons également, fait curieux, que la va-

riance de U pour l'estimateur S(1;0;1)k=l.4 est supé­

rieure à celle obtenue por les moindres carrés, dans 

la situation G420 et pour les 3 longueurs d'échantil­

lons considérées. 

En ce qui concerne le paramètre Q, on remarque 

que quel que soit 1'estimateur considéré, il est biai­

sé vers le bas mais convergent, ce qui est un résultat 

attendu. 

Le biais trouvé avec 1'estimateur des moindres 

carrés correspond à 1'approximation au premier ordre 

donné en 1.3. Toutefois, avec les autres estimateurs 

le biais est quelque peu réduit pour les échantillons 

de taille 20, particulièrement avec 1'estimateur 
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A(0.5;0;l)k=1.5 pour les contaminations G410 et G420. 

Les variances des estimateurs de 6 sont pro­

ches des valeurs asymptotiques déjà pour les échan-

tillons de taille 50 sauf pour l'estimateur 

S(0.75;0.25;l)k=1.25 dans la situation GOlO. 

Donc d'une manière générale une taille d'é­

chantillon de 50 est suffisante pour pouvoir appli­

quer les formules asymptotiques avec la restriction 

déjà mentionnée concernant la variance des estima-

teurs de u. lorsque y ï* jj. 

Compa ra i son s des estimateurs 

Quand la contamination est nulle, l'estima­

teur des moindres carrés est le meilleur. Il estime 

u. sans biais et la variance de u. et 9 est minimale. 

Dans cette situât ion, 1'estimateur asymétrique est le 

plus mauvais : u a un biais important et 1'EQM de 
% n 

u est plus élevée que celui des autres estimateurs. 

Lorsque la contamination est symétrique le 

comportement de 1 'estimateur asymétrique est encore 

plus mauvais. Le biais de IJ augmente et sa variance 

est environ 2 fois plus élevée que celle qu'on ob­

tient avec les estimateurs S(l;0;l)k=1.4 et 

S(0.75;0.25;l)k=l.25 et elle est également supérieure 

à celle que donne les moindres carrés. Les résultats 

des simulations pour S(1; 0;1)k = l.4 et 

S(O.75;0.25;1)k=l.25 sont à peu près égaux dans cette 
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situation, mais les résultats asymptotiques avantagent 

quelque peu l'estimateur S(O.75;0.25;1)k=l.25. 

Lorsque la contamination est faible et asymé-

tr ique, l'estimateur asymétrique reste peu approprié 

pour p . Sa variance est alors plus élevée que celle 

obtenue avec les 3 autres estimateurs et son biais est 

plus grand que celui des estimateurs S(1; 0 ; 1)k = l.4 et 

S(0.75;0.25;l)k=1.25. Pour cette situation, les résul­

tats des simulations feront préférer l'estimateur 

S(l;0;l)k=1.4. 

Dans la situation G410 représentant une conta­

mination asymétrique plus accentuée, l'estimateur asy­

métrique est alors intéressant. En valeur absolue, le 

biais dey est plus petit que celui qui résulte des 3 

outres estimateurs. De plus pour n=100 la variance de 

M est inférieure aux variances trouvées avec les es­

timateurs S(I;0;1 )k=l.4 et les moindres carrés. Seul 

1'estimateur S(O.75; 0.25;1)k = l.25 a une variance infé­

rieure mais un EQM supérieur. 

Un autre avantage de 1'estimateur asymétrique 

est que la variance de 6 est inférieure à celles que 
n 

donnent les autres estimateurs. De plus, toutes les 

valeurs asymptotiques favorisent cet estimateur. 

Enfin, lorsque la contamination est forte et 

osymétr ique (G420), 1'estimateur asymétrique accentue 

ses qualités : le biais et la variance de p sont in­

férieurs à ceux que l'on trouve avec les 3 autres es-

158 



timateurs. De plus, la variance de 6 est également 

inférieure aux 3 autres variances. 

En résumé, on retrouve les conclusions de la 

première partie concernant le choix des estimateurs 

selon les situât ions de contamination, à savoir 

1'estimateur des moindres carrés est le meilleur 

possible lorsque les erreurs ne sont pas contami­

nées . 

Lorsque les erreurs sont contaminées de manière 

symétrique, les estimateurs S(1; 0;1)k = l .4 et 

S(0.75;0.25;l)k=1.25 donnent de bons résultats. 

Les variances asymptotiques du second estimateur 

sont toutefois plus faibles. Il est donc à recom­

mander . 

En cas de contamination légèrement asymétrique des 

erreurs (souvent invisible en pratique) 1'estima­

teur S(0.75;0.25;l)k=1.25 est celui pour lequel le 

biais de p est le plus petit. Par contre, les va­

riances sont légèrement plus élevées que celles 

obtenues avec S(l;0;l)k=1.4 et les moindres carrés, 

et donc, du point de vue de la minimisation de 

I1EQM, on préférera l'estimateur S(1; 0;1)k = l.4. 

Lorsque la contamination asymétrique est accentuée, 

l'estimoteur A(0.5;0;l)k-1.5 est a recommander car 

alors le biais de \i est inférieur à celui que res­

tituent les autres estimateurs et les variances de 

15? 



y et 0 sont également inférieures aux variances 

que donnent les autres estimateurs. 
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Chapitre III. TRAITEMENT D'UN EXEMPLE 

A titre d'exemple, nous avons repris une sé­

rie se trouvant dans Kendall (1976, p. 17). Il s'agit 

d'une série trimestrielle allant du premier trimestre 

1960 au quatrième trimestre 1971, formée d'un indice 

des act ions cotées à la bourse de Londres et calculée 

par le Financial Times. 

Afin de rendre la contamination plus apparente 

4 valeurs sur les 48 ont été modifiées. Il s'agit des 

observations suivantes : 

Date de No d'ordre de valeur valeur 
l'observation l'observation observée modifiée 

3ème trim.1961 

3ème trim.1966 

2ème trim.1968 

3ème trim.1968 

7 

27 

34 

35 

310.4 

320.0 

461.1 

491.4 

280.0 

280.0 

435.0 

465.0 

Cette série ainsi modifiée est dessinée sur 

la figure III.1.1. 

Afin de savoir si cette série peut être modé-

lisée par un processus autorégressif, on étudie les 

fonctions d'autocorrélation et d1 autocorrélation par­

tielle. Ces fonctions sont reproduites sur les figu­

res III. 1.3 et III. 1.4, respectivement. La fonction 

d'autocorrélation descend linéairement jusqu'à un é-

cart de 9 termes pour remonter légèrement aux écarts 
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10 et 11 et se stabiliser par la suite. Cette diminu­

tion linéaire est typique des processus autorégressifs 

admettant une tendance systématique. La fonction d'au­

tocorrélation partielle descend brusquement à 1'écart 

2, ce qui est également une caractéristique des pro­

cessus autorégressifs d'ordre 1. 

En observant la figure III. 1.1, on aperçoit 

une faible tendance systématique qu'il faut estimer et 

éliminer de la série afin d'obtenir une série statioh-

naire. Plusieurs méthodes ont été utilisées : moyennes 

mobiles, lissages robustes, trends linéaires. 

Les moyennes mobiles qui exprimaient la ten­

dance systématique sans trop de variations compre­

naient entre 15 et 20 termes. Comme la série observée 

est de 48 termes, la série obtenue sans trend aurait 

été trop courte pour être étudiée. Les lissages robus­

tes utilisés sont ceux qui sont proposés dans le 

package MINITAS. Les résultats n'étaient pas satisfai­

sants car le trend estimé était trop fluctuant. Nous 

avons donc finalement estimé la tendance par un ajus­

tement linéaire. L'accroissement estimé de la va­

leur de l'indice est de 1.62 par trimestre et son écart 

type vaut 0.48. La série des indices sans trend a été 

dessinée sur la figure III.1.2. C'est cette série que 

nous allons étudier. 

Les figures III.1.5 et III.1.6 représentent 

les fonctions d'autocorrélation et d'autocorrélation 
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portielle de la série démunie du trend. Cette fois la 

fonction d'autocorrélation a la forme d'une sinusoïde 

amortie, forme que l'on retrouve dans les processus 

autorégressifs. Comme aucun des coefficients d'auto-

corrélation partielle d'écart supérieur à 1 est signi­

ficative ment différent de 0, on peut en conclure que 

le modèle représentant correctement cette série est 

le processus AR(1). Les confirmations ont été appor­

tées en ajustant des modèles AR(p) p £ 4 avec 

MINITAB. Mis à part pour Q,t aucune autre estimation 

des 8 . était significativement différente de 0 pour 

les 4 modèles. L'estimation par un modèle AR(I) a don­

né les résultats suivants (estimation par la méthode 

des moindres carrés) 

val. estimée 

0.757 

Ecart-type 

0.098 

rapport-T 

7.71 

74.505 4.143 18.47 

La valeur estimée de y est donc 314.835. 

Si on dessine le graphe des couples 

( x . ,, x . ) i=2,.../n, on obtient la figure III.1.7. 

En observant cette figure, on remarque que 4 couples 

se détachent nettement des autres. Il s'agit des cou 

pies (X^,X7), (
x2^'x27^' (x37'x38^' ^X38/X39^' U n 

cinquième couple (x>wx>o) s e trouve également assez 

éloigné des autres observations. Tous ces couples 

correspondent à des chutes brusques de la valeur de 
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l'indice observé, chutes provoquées par les modifica 

tions des valeurs x , et X 7 7 dans les 2 premiers cas. 

Comme on représente la série par un modèle AR(I), on 

peut considérer que ces brusques chutes sont dues à 

une grande erreur négative aux points x,, xjif X-J7 * 
x3fl e* x41 " ̂ n e n déduit donc que la loi des erreurs 

U. n'est pas symétrique autour de 0 mais asymétrique 

avec une queue allongée à gauche. Af in de réduire 

l'influence de ces observations, on va estimer les 

paramètres du modèle AR(I) en utilisant des estima­

teurs robustes. Pour différents estimateurs les ré­

sultats obtenus sont les suivants 

Estimateur 'al. est imée de val . estimée de 

S(l;0;l)k=1.4 0.810 

S(0.75;0.25;l)k=1.25 0.831 

A(0.5;0;l)k=1.5 0.883 

: 327.363 

337.691 

370.367 

La figure III.1.8 représente les droites de 

régression correspondant aux paramètres estimés res-

pectivement par les estimateurs des moindres carrés 

(1), S(X;0;l)k=1.4{2) S(0.75;0.25;1)k=l.25(3) et 

A(0.5;0;l)k = 1.5(4). Les figures 111.1.9,10,11 et 12 

représentent l'indice observé en trait gras et l'in­

dice estimé en trait fin par chacun de ces 4 estima­

teur s . 

Il est évidemment impossible de dire quelle 
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est la meilleure estimation puisque le modèle idéal 

est inconnu. Si, par exemple, nous décidons que la 

meilleure estimation est celle qui minimise la somme 

des écarts entre les valeurs observées et les valeurs 

calculées élevées au carré, nous privilégions l'esti­

mation des moindres carrés qui justement est définie 

par ce critère. 

Toutefois, en examinant les résidus, il est 

possible de proposer une estimation convenable. Pour 

cela, nous partons de la méthode des moindres carrés. 

Nous savons que cette méthode tend à symétriser les 

résidus. Si, malgré cet effet, les résidus sont ré­

partis de manière asymétrique, on en déduit, du point 

de vue de l'estimation robuste, que le modèle idéal a 

été contaminé de façon asymétrique. 

Dans notre cas, nous avons estimé la densité 

des résidus provenant de la régression par les moin­

dres carrés avec une méthode d'estimation de densité 

à noyau variable implantée dans le programme RESISTA, 

écrit par M. Lejeune et G. Maitre, GRMQ, Université 

de Neuchâtel. On a reproduit cette densité estimée 

des résidus sur la figure III. 1.13. On constate que 

la densité présente une asymétrie sous forme de queue 

allongée à gauche. Cela signifie que certains résidus 

sont très négatifs, et donc que le modèle est conta­

miné de manière asymétrique. 

Quelle est 1'importance de la contamination ? 
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Nous ne le savons évidemment pas avec exactitude. 

Nous pouvons toutefois essayer de 1'estimer en se ra­

menant à des situations théoriques étudiées plus haut 

ou, du moins, à des situations proches. 

Etant donné la présence d'une contamination 

asymétrique, nous obtiendrons une meilleure estimation 

des paramètres ij et 9 et donc des résidus en ut ili-

sant l'estimateur S(I ; 0;1)k = l.4 plutôt que celui des 

moindres carrés. La courbe en trait épais sur la fi­

gure 111.1 .14 est une estimation de la densité de ces 

résidus. Nous avons essayé d'ajuster visuellement cet­

te densité estimée à une densité connue de la forme 

(1-e) ( M w C 1 ) +e (P2'a2^' q u i e s* *a densité dessi­

née sur la même figure, en trait fin, avec les para­

mètres yi=0, p«=-ó6, Gi=o?=22 et e=0.05. Donc, au si­

gne près de la contamination et à un facteur d'échel-

Ie près cette densité représente une situation de con­

tamination G305 . 

On peut faire le même raisonnement avec les 

résultats obtenus par régression avec 1'estimateur 

A(0.5;0;1 )k = l.5 (dont on connaît les qualités en si­

tuation de contamination asymétrique) qui sont assez 

différents des résultats obtenus avec 1'estimateur 

S(l;0;l)k=1.4. A nouveau la densité estimée des rési­

dus ainsi que son ajustement ont été dessinés sur la 

figure III.1.15. Les paramètres utilisés pour ajuster 

la densité des résidus sont IJ1=O, \x~ = -65, ai=20, 

a-=23 et e=0.10, c'est-à-dire au signe près de la con­

tamination et à un facteur d'échelle près, a peu près 
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une situation G310. 

Il semble donc raisonnable de dire que la sé­

rie étudiée est contaminée de manière asymétrique, 

avec une loi des erreurs se situant entre G305 et 

G310. 

Nous nous trouvons ainsi dans un cas de con­

taminât ion asymétrique moyenne, une sorte de "zone 

grise" pour laquelle il est difficile de recommander 

à priori un estimateur symétrique ou asymétrique. On 

s'en rend compte en examinant les résultats de simu­

lât ion pour les contaminations G210 et G410, qui sont 

les cas entre lesquels nous nous trouvons. En se 

fiant aux résultats asymptotiques nous obtenons, pour 

les valeurs des paramètres y =0.0; 6=0.8 et pour les 

contaminations G305 et G310, les résultats suivants, 

pour p : 

S(l;0;l)k=~ 

S(l;0;l)k=1.4 

S(0.75;0.25;l)k=1.25 

A(0.5;0;l)k=1.5 

MOY y 
VAR p 

MOY Ù 
VAR 5 

MOY J 
VAR 5 

MOY u 
VAR 5 

G305 

0.749 
35.687 

0.471 
31.322 

0.407 
32.413 

-1.140 
30.584 

G310 

1.499 
45.250 

1.056 
39.298 

0.895 
38.770 

-0.656 
35.207 
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Si la contamination est de la forme G305, les 

3 derniers estimateurs sont à peu près équivalents du 

point de vue de 1'EQM. Par contre, si la contamination 

peut être modélisée par G310, il convient d'utiliser 

l'estimateur A(O ,5;0; 1)k = l.5 car son EQM est nettement 

inférieur aux 3 autres. 

Comme nous désirons minimiser 1'EQM, nous re­

tiendrons pour cet exemple les estimât ions des para­

mètres 6 et u obtenues en utilisant l'estimateur 

asymétrique A(O.5;0;1)k=l.5. 
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ANNEXE I 

Calcul de la variance osymptotique des estimateurs 

de la moyenne d'une loi normale contaminée 

La variance asymptotique vaut : 

l*2(^)dF(x) 
X 

(X'(c))2 

où A(u) = J1P(SIHJdF(X) 
x 

et X'(e) = [^X(u)] u = c 

où c est défini implicitement par A(c )=0 

Si f(x) = T- F(x) est derivable, alors 

X'(c) = J i M ^ ) f'(x)dx 
x 

La suite des opérations à effectuer est la suivante 

i) calculer a 

ii) calculer la valeur c = lim E(Tn) , qui repré-

sente également le biais de 1'estimateur 

iii) calculer la variance asymptotique de 1'estima­

teur . 



Nous ne donnons ici le développement des cal­

culs que pour les fonctions ^ asymétriques, les cal­

culs concernant les fonctions \\> symétriques se fai­

sant d'une manière analogue. 

La fonction ip est définie comme : 

' u si u <_ 0 

i|jCu) = « au + (3k si 0 < u £ k 

.-yMa+fî) si u > k 

ou u = x-c et c = lim E(Tn) 
n-*-« 

a ) Pour une combinaison convexe de deux lois normales 

La densité de probabilité est définie comme 

f(x) = (l-e)cp(x) + ECp1(X) 

ou 9(x) = exp(- -A- x ) 

/17 l 

( \ 1 / 1 / X-ITK 2 \ 

/2ÏÏO 

i) a 2 = (l-e)(l+m2e) + E a
2 

ii) lim E(Tn) = c < = > J^(*Z£)f (x )dx = O 
n-»-°° x 

On obtient 

J ( ^ J f (x)dx + S_ C f* (x-c)f (x)dx + 
-<= x x c 
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c+ka m 

+ Qk j xf(x)dx + Yk(a+6) J f(x)dx = O 
c c+ka 

c+ko..-m 
soit, en posant B = c+ka ; B' = 

a 

c> = £zm et 4>(x) = J <p(u)du 

et après développement, 

- <^)(<p(c) + aMc)) + S- (^(c'I-oçlc'))-^')) 

+ f- {(l-e)[-cp(Bi)+cp(c)-c((J,(B)-4,{c))] + 
X 

+ e[m(<t»(B')-4)(c
,)}+a((P(c')

icp(B'))-0(4.(6^-4,(^))]} 

+ ßk[(l-e)(ü.(B)-*(c)) + 6U(B') -4>(c'))] 

+ -fk(a+ß)[(l-e)(l-4)(B)) + e(l-<fr(B') ) ] = 0 

La solution c de cette équation a été obtenue 

par un algorithme itératif. 

iii) Calcul de la variance asymptotique 

Nous procédons d 'abord au calcul du numérateur 

J 4»2(u)f(x)dx=^ J (x-c)2f(x)dx + 
-00 CT -00 

X 

2 c+ka - 9o. c+ka 
+ ^1 J x (x-c)Zf(x)dx + ±2** J * (x-c)f(x)dx+ 
a c x c 
x 
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+ k2ß2 J x f(x)dx + (yMa+ß))2 J""f(x)dx 
C c+ka 

x 
Nous obtenons, après développement : 

^§(-c<p(c)+d»(c)) + ̂ 2[c2(-c>(c')+<D(c')) + 
öx 

+ 2Mo(-<p(c')) + P
2^(C*)] + T-[2c<p(c)(l-e) -

ax 

- 2ce(ii(J>(c,)-acp(c')) + (l-e)c
2<j>(c) + c2G<j>(c')] + 

2 
+ V(l-e)(ccp(c) " Bq><B) + 4>(B) - *(c)) + 
°x 

+ e(o2(-B'<p(B') + c'cpfc') + ¢(8') - 4>(c')) + 

+ 2maMc') - cp(B')) + m2<<J>(B') - «fr(c'))) -

- 2c(l-E)(q>(c)-V(B)) - 2Ce(R1U(B
1M(C')) -

- a(V(B')-<p(c'))) + c
2(l-e)(<t»(B)-(|1(c)) + 

+ c2e(4>(B,)-ct»(c
1))} + 

+ ^ { ( l - e H ^ O - ^ B H + eM^B')-«»^')) -
x 

- o(<p<B')-cp(c')n - c(l-e)(*(B)-4,(c)) + 



+ ecU(B ' ) -4>(c ' ) ) } + 

+ ß 2 k 2 ( l - e ) U ( B ) - $ ( c ) ) + ß V e U f B ' J - o t c ' ) ) + 

+ ( yk (o+ß))2C (1-e ) (1-((. ( B j + e t l - ^ t B 1 ) ) )3 

2 
Le d é n o m i n a t e u r v a u t ( \ ' ( u ) ) M _ . . 

U — C 

Or A(u) = I * ( ^ ) Mx)dx 
U 

= — J ( x - u ) f ( x ) d x + ^ - J x ( x - u ) f ( x ) d x + 
Cf O 

X " » X U 

u+ka + c o 

+ ßk J * f ( x ) d x + Y k ( a + ß ) f f ( x ) d x 
u u+ka 

x 

En d é r i v a n t sous l e s i g n e somme on o b t i e n t pou r 

u = c : 

X ' ( u ) _ , . = - ± - F ( c ) + S_ [ k a f ( B ) - F ( B ) + F ( c ) ] + 
X X 

+ (JMf (B) -Mc) ) - YMa+B)MB) 

soit, en substituant f par sa valeur 

*'(u)u=c = " T~ Ml-EMc)+e<t»(c')] + 
X 

+ ~- {ko r(l-eMB) + e(p(B'n -
ax x 
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- [(l-e)4>(B) + e*(B')] + 

+ (l-eH(c)+e<t>(c' ) -

- c[(l-E)<p(B) + Ec(B')]) + 

+ ßkMl-e)<p(B) + e<p(B') -

- (1"G)Cp(C)-G9(C')] + 

+ -rk(a+ß)[(l-e)<p(B)+E(P(B
,)3 

b) Pour une loi normale contaminée par une loi 

exponentielle 

La densité de probabilité est définie comme : 

Mx) = (1-eMx) + pe"X(x"QÎïa(x) -

- (l-eMx)Ia(x) 

où, comme auparavant, 

cp(x) est la fonction de densité d'une loi de 

Gauss centrée et réduite 

I (x) est la fonction indicatrice qui vaut a 
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1 s i x e ]o,+ço[ e t O s i n o n , 

\i = ( l - e ) c p ( a ) , 

X = 
l - ( l - e ) « ( a ) 

( x ) = / cp(u)du 

i ) E(x ) = K ( o X + l - A 2 ) 
X 

V ( x ) = a ^ = 1 - H - a y + ^ ( a 2 X 2 + 2 a X + 2 ) - ( E ( x ) ) 

i i ) l i m E ( T n ) = c <=> / t | , ( ^ ^ ) f (x )dx = O 
n-̂ «> x 

<=> X ( c ) = O 

S o i t , en p o s a n t cp=c+ka , m c = m a x ( a / c ) , 

mck=max (a , c+ka ) e t e ( x ) = e 

i ^ J - J xcp(x)dx + g - f x e ( x ) d x -
x - M x a 

- % ^ J C X C p ( x ) d x - ! - [ ( 1 - G ) J ( p ( x ) d x + 

x a 

me me 
+ p j e ( x ) d x - ( 1 - e ) / <p (x )dx ] + 

a a 

cp mek 
+ S - { ( 1 - e ) / x 9 ( x ) d x + y / x e ( x ) d x -

x c me 

mek cp 
- ( 1 - e ) / xcp(x)dx - c [ ( l - e ) / <p(x)dx + 

me e 
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mck mck 
+ y J e ( x ) d x - ( 1 - e ) J < p ( x ) d x ] } + 

me me 

cp mck mck 
+ ß k [ ( l - e ) J <p(x)dx + M { e ( x ) d x - ( l - e ) J cp(x)dx] + 

e me me 

+co +co 

+ Y M a + ß ) [ ( l - e ) J (p(x)dx + p J e {x )dx -
cp mck 

+«> 
- ( l - e ) f (p(x)dx] = 0 

mck 

En u t i l i s a n t l a f o n c t i o n I ( x ) , on o b t i e n t 
a ' 

après développement et simplifications : 

. i l i c i ç ( e , + , a ( c ) _Ü_ ( . e e ( e ) + a . s M + ì) -

- 1 ^ I (c)(-<p(c)+ç{a)) - ^- {(1-eMc) + 

+ Ia(c)[^(l-e(c) - (l-E)(«(c)-(|,(a)]} + 

+ £- Ul-e)<<p(c)-<p<cp)) + I (c)I (cp)^(-e(cp) + 
x X 

+ e(c)) + Ia(cp)(l-Ia(c)^(-cpe(cp)+a -

" 4^ + b - I
a(«=)

I
a(

cP)(1-e)(<p(a)-cp(^P)) -

- Ia(cp)(l-Ia(c))(l-e)(q,(a)-ç(cp))} 

- ^ {(l-e)U(cp)-*(c).) + •I<cp)(l-I(c))[^(l-e(cp)) 
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- U-c)U(cp)-<|>(a))] -

- IQ(c)Ia(cp){l-e)(<|,(cp)-0(c))} + 

+ ßMU-E)U(cp)-<t>(c))+Ia(c)^(e(c)-e<cp)) + 

+ IQ(cp)(l-Ia(c))[l-e(cp)-(l-e)U(cp)-*(a))] -

- IQ(c)(l-E)(*(cp)-(t.(c))} 

+ Yk(a+6){(l-e)(l-*(cp)) + Ia(cp)[^e(cp) -

- (l-c)(l-0(cp))3 + (1-I0(cp))[^.-

- (l-e)(l-4(Q))]} = O 

iii) Calcul de la variance asymptotique 

Nous effectuons d'abord le calcul du numéra­

teur qui vaut : 

x 

Après développement de 1'expression, on ob­

tient : 

187 



Hlfl(-e,(e)+t(e)) + -\ [ f l ( . 2 ^ ) -

- l i B £ i ( ( m c ) 2
+

2 - ^ + ^ ) ] -
5TTT 

- ^--"|-^-(acp(o)-(t)(a)-mccp(mc )+$ (mc) ) -

- % ( l - e ) ( - « ( c ) ) + y [ e ^ ) ° +
e t g ) - ^ e ( m c ) - J v e ( m c ) ] -~I 2"T TT6 

- ( l - e ) ( < p ( a ) - < p ( m c ) ) ] + ^ ( l - e ) 4 > ( c ) + 

+ ^ ( e ( a ) - e ( m c ) ) - ( 1 - e ) («(mc )-4,(0) ) ] + 

+ ^ [ ( 1 - C ) ( C c ( C ) - (cp)<p(cp) + <t . (cp)-4>(c)) + 

+ y L x '{(mc) + ^ * ^ ) -
A 

^ Ç ! i l ( ( m c k ) 2 + 2mck + ^ n . 

" (l-G)(mC(p(mc)-mckcp(mck)+(})(mck)-(j)(mc))] ~ 

- ^ f - C ( l - e ) ( q . ( c ) - ç ( e p ) ) + U[^e(mc)^pl -

x 

- I H | l i e ( m c k ) - ^ | i i I ] - { l - E ) ( < p ( m c ) - c p ( m c k ) ) ] 

2 2 
+ £ - 0 [ ( l - 6 ) { 4 » ( c p ) - 4 » ( c ) ) + ^ ( e ( m c ) - e ( m c k ) ) -
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- (l-e)U(mck)-4>(mc))3,+ 

+ ßV[(l-e)U(cp)-4>(c)) + £<e(mc)-e(mck)) -

- (l-e)(*(mck)-*(mc))] 

+ (Yk(a+ß))2[(l-e)(l-<t>(cp)) + £ e(mck) -

- (ï-e)(l-4)(mck))] + M*L[(l-t)(v{c) -
x 

- cp(cp)) + £ (e(mc)mc-e(mck)mck + «i^-SiJSSlii)-

- (l-e)(cp(mc)-cp(mck) )] 

- ^S^[(l-e)((D(cp)-(Kc)) + ^(e(mc)-e(mck)) -
x 

- (l-e)(<t.(mck)-4>(mc))] 

Puisque f(x) n'est pas derivable en tout 

point, on ne peut dériver sous le signe somme et donc 

on calculera le dénominateur directement par 

Il suffit donc de dériver l'expression A (c ), 

calculée en b.ii), par rapport à c et d'élever le ré­

sultat au carré. Après quelques simplifications, on 
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obtient le dénominateur suivant : 

- £-{(l-e)4>(c) + la(c)[£(l-e(c)) -

- (l-c)(d>(c)-4.(a))]} + 

+ ^-{(l-e)cpcp(cp) + Ia(c)[ycpe(cp)-(l-e)cpcp(cp)] + 
x 

+ I0(Cp)(I-I0(C))[PCPe(Cp)-(I-G)CPCp(Cp)]) -

- §-{(l-e)(*(cp)-*(c))+Ia(c)[^(e(c)-e(cp)) -

- (1-e ) (4>(cp )-d, (c)) ] + Ia(cp)( l-Ia(c))[^(l-e(cp ))-

- (l-c)U(cp)-4>(a))]} -

- ~{(l-e)<p(cp) + IG(c)[ue(cp)-(l-e)q>(cp)] + 
X 

+ Ia(cp)(l-Ia(c))[ue(cp)-(l-e)q)(cp)]} + 

+ ek{(l-e)(q>(cp)-q>(c)) + Ia(c)[p(e(cp)-e(c)) -

- (l-e)(ip(cp)-(p(c))3 + Ia(cp)(l-Ia(c))[ue(cp) -

- d-c)«p(cp)]} + 

+ Yk(a+B){-(l-e)<p(cp)-Ia(cp)[Me(cp)-(l-e)cp(cp)]} 
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ANNEXE II 

Calcul du EQM asymptotique des estimateurs de 

1 ' écort-type 

1 ) Ecart semi-interquartile 

a ) Modèle de contamination goussien 

f(x) = (l-e)cpo(x;mo/ao) + e Cp1 (x;!^,^ ) 

. 1 x_m. « 
cpi(x;mi/ai)= exp { ~j(— ) ) 

/Tn ai i 

l i m E ( T n ) = "2 -o!6745 (*3 - I^ 
* 4 

lim biais(Tn) = lim E(Tn) - a 

lim V(Zn Tn) = 1 T • 
n+*> 64-(0.6745) 

. ( 3 + 3 2 } 

^iK1) f2(ç3) f(ç1)(f(ç3) 
7 4" T 4" 

lim EQM(Tn) = lim V(Zn" Tn) + (lim biais(Tn) 
n+°° n-*-«> n->-» 

b) Modèle de contamination exponentiel 

f(x) = (l-e)<po(x;0,l)+We"
X(x"a)Ia(x) -

- (l-e)ço(x;0fl)Ia(x) 



L'expression est identique à 1.a) 

2) Moindres carrés 

a) Modèle de contominotion gaussien 

lim E(Tn) = /p"7 
n-*-co 

M2 

l i m b i a i s { T n ) = / y ~ T - a ; l i m V ( T n ) = —— 
L o 4 p , n-»-<» n^-œ 

l i m E Q M ( T n ) = 4 Z + < / y T - 0 ) 
n-«> 4U2 2 o 

où y. e s t l e moment c e n t r é su r l a moyenne, 

d ' o r d r e k . 

+ c° 4 
U 4 = ( l - e ) J ( x - c ) c p o ( x ; m Q , a o ) d x + 

— CO 

+ e j ( x - c ) c p j ( x ; m , ,a-, )dx 

où c = (1 - e )m + o em^-u^ 

Pour o =1 et m =0 . on obtient o o 

M4= (1-e)(c +6c +3)+e(3o1+6a1m,+m,-12ca-, m, 

A 3X. 2 2 X, 2 2 , 3 ,4, - 4cm,+6c a,+6c m.-4c m,+c J 

De même, pour p~ , on obtient : 

= (l-e)(c2+l)+e(oj+m^-2cmi+c
2) 
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b) Modèle de contamination exponentiel 

M4=(I-E)IIx-C)
4V0(XjO, l)dx+p{7x-c)V

X(x"a)dx-
— oo Q 

- (l-e)l(x-c)%o(x;0/l)dx 
a 

où c = ^j (aX+l-X ) = \i[ 
A 

Après développement, l'expression devient : 

M4=(l-c)(c
4
+6c

2
+3)+M[iHZ£ll + lÎ2Z|lî + 

. 12(a-c)2 24(q-c) 24 _ 

- U-e)[a3cpo(a)+3(a(po(a)+l-$o(a)) -

- 4c(a29c(a)+2<po(a)) + 6c
2(acpo(a)+l-<|)o(a) ) -

- 4c3(po(a)+c
4(l-(i,o(a))] 

/i w 2.,». r(a-c) . 2(a-c) 2 , 
p2=(l-e)(c +l)+p[

v
 x ' + ^ 2

 + "3-" " 
A A 

- (l-s)[acpo(a)+l-({,o(a)-2c(po(a)+c
2(l-<)o(a))] 

x 
où 4>0(x) = J <po(u;0,l)du et V0(X)=(P0(XjO7I) 

- C O 

Comme en 2.a), 1'EQM dsymptotique est égal à 
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3) Ecart absolu moyen 

a) Modèle de contamination gaussien 

lim E(Tn) = / £ J | x-c | f (x)dx 

= 4 , ^ ( i " e ) ^ x " c ^ o ( x ) d x " e ^ { x " c ) ( f , i ( x ) d x + 

-OO -CO 
+ CO +CO 

+ (l-e)J(x-c)<po(x)dx+ E J(X-C)(P1(XJdX] 

où 9i(x) = cpi(x;mi/ai) . Pour mo=0 et QQ = 1 , 

on obtient après développement : 

H m E(Tn) = / ^ - ( l-e ) ("2cpo(c )-2c*o(c )+c ) -

-e(2mjL(|)o(c ')-m1-2c$o(c
l J-a^tc ' )+c) ] 

c-m, 
où c' = 

lim biais(Tn) = lim E(Tn) - 1 
n-»-co n-*-=° 

2 
lim V(Tn) = J y - (lim E(Tn), 
n->-co n->-co 

lim EQM(Tn) = f M2 " 2 lim E(Tn) + 1 
n->-co n-+-« 

p? a déjà été calculé en 2.a) 



b) Modèle de contomination exponentiel 

lim E(Tn) ~ / \ { - (l-e) J(x-c )<p (x;0,l)dx + 
n-K» 

+» 
+ (l-e)J(x-c)<p (x;0,l)dx -

c 
max(a,c) 

x-c)le(x)dx + 
a 

max(a,c ) 
+ (1-e) J (x-c)<p (x;0,l)dx + 

a 
CO 

+ J (x-c)le(x)dx -
max(a,c) 

OO 

- (1-e) J (x-c)cpo(x;0/l)dx} 
max(a, c) 

où le(x) = pe ' . Afin de faciliter les 

calculs, nous introduisons la fonction indica­

trice 

1 si x > a 
I (x)= \ 
a O si x < a 

Alors, après développement, 1'expression ci-

dessus devient 

/|{(l-s)(cpo(c)+c*o(c)+(po(c)-c(l-(t,o(c))) + 

+ I0(C)[IIe(C)^i1Ie(C 5+^(1-S)(CP0(O)-CP0(C))+ 
A- À-

+ f(p-le(c))-(l-e)U0<c)-4)o{a))J + 

À 
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+ I (c)[^le(c)+i^le(c)-(l-G)(po(c) -

- |le(c)+c(l-e)d-*0(c))]} 

où ¢1 (*) et (p {*) sont définis en 2.b 

lim EQM(Tn) = | p - 2 lim E(Tn) + 1 
n+°° n-+-°° 

p, a été calculé en 2.b) . 
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