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SUR L’ARITHNOMIE DES NOMBRES
DE WEIERSTRASS GENERALISES ET DE QUELQUES
SYSTEMES DE POLYTETTARIONS COMPLEXES

INTRODUCTION

Gauss, dans un passage célebre d’un de ses travaux, a posé la question : Pourquot -
les relations entre les objets qui représentent une multiplicité ¢ plus de deux dimensions
ne peuvent-elles pas fournir de nouvelles espéces de quantités admissibles en arithmétique
générale ? Gauss n’a jamais publié ses recherches sur ce sujet. Weierstrass, reprenant
la question posée par Gauss, la ramenait & cette autre : une nouvelle extension de la
notion de nombre est-elle possible ? 1l en donna la solution connue : La nouvelle extension
n’est possible qu’au prixz de Uabandon d’une ou de plusteurs propriéiés fondamentales des
opérations de U'algébre ordinaire. En s’occupant de cette question, Weierstrass a recher-
ché quels systémes de nombres obéissent le plus possible aux lois de I’algébre ordinaire.
Dans un cours donné en 1863 a I’Univresité de Berlin, il a considéré des systémes ou
une seule des lois classiques est abandonnée : un produit de deux facteurs peut s’annuler
sans qu’aucun des facteurs ne soit nul. Ces systémes, étudiés depuis lors par plusieurs
auteurs, ont été retrouvés par M. le professeur L.-G. Du Pasquier comme cas
particuliers d’un systéme trés général de nombres hypercomplexes, qu’il appelle
polytettarions ou m - tettarions. Dans ses recherches, M. Du Pasquier est arrivé
a la conclusion que.les polytettarions embrassent, comme cas particuliers, tous les
systémes possibles de nombres hypercomplexes -4 addition associative, commutative
et 4 multiplication associative liée & I’addition par les lois distributives. En particulier,
les nombres de Weierstrass ne sont autre chose que des m - tettarions diagonaux (ce
terme sera défini plus bas)

M. Du Pasquier m’a proposé d’étudier ’arithnomie des nombres de Welerstrass
généralisés, en supposant leurs coordonnées tirées du corps K \/E \/b ouaetd
représentent deux entiers ordinaires positifs ou négatifs, puis de chercher & étendre
au cas des polytettarions quelconques, & coordonnées tirées du méme corps K \/a,
: V/b), les résultats obtenus pour les nombres de Weierstrass. Dans le cas des nombres
de Welerstrass, ol la multiplication est commutative, les théorémes classiques de la
théorie des nombres algébriques se prétent a la généralisation. En passant au cas
des polytettarions quelconques, & coordonnées tirées du corps K (\/a, \/Z), jal pu
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malgré la non-commutativité de la multiplication, étendre les théorémes principaux
3 une catégorie spéciale, celle des polytettarions complexes réduits (ce terme sera
défini au ch. V). Quant aux polytettarions complexes non réduits, la non-commuta-
tivité de la multiplication semble empécher d’y appliquer les méthodes classiques.
Voici une esquisse de la marche suivie et des principaux résultats obtenus.

Le présent mémoire comprend deux parties ; la premiére (ch. I, II, III et IV) est
consacrée aux nombres de Weierstrass, la seconde (ch. V) aux polytettarions réduits.
Aprés avoir rappelé quelques définitions concernant les nombres de Weilerstrass et le
corps K (\/c—z, \/Z), j’aborde le sujet de mon travail : I’étude du corps Q; des diagonaux
complexes, c’est-a-dire des nombres de Weierstrass & coordonnées tirées du corps
K (\/4_1, \/Z) L’indice d, dans Qg, rappellera qu’il s’agit de nombres diagonaux. Lathéo-
rie des idéaux permet d’édifier dans ce corps Q; une arithnomie semblable & celle des
corps algébriques. En généralisant un théoréme de Minkowski sur les formes linéaires,
j’aboutis facilement au théoréme de I'unicité de la décomposition des idéaux dans le
corps Q4. Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude des congruences suivant un
idéal. Je généralise les notions de norme et d’indicateur aux idéaux du corps Qa. Je
démontre que les théorémes fondamentaux de la théorie classique des congruences
restent vrais dans le corps étudié, entre autres le théoréme de Fermat avec ses consé-
quences. De méme qu’un nombre premier naturel se décompose dans les corps algé-
briques, de méme un nombre de Weierstrass rationnel premier se décompose dans le
corps Q,; des diagonaux complexes. C’est cette question que je traite dansle chapitre I1I.
J’arrive au théoréme suivant : pour décomposer dans le corps Q4 un nombre diagonal
rationnel premier, il suffit de décomposer ses coordonnées dans le corps K (\/;, Vb).
Les résultats de ce chapitre me permettent de calculer le nombre des classes d’idéaux
du corps Q4 en fonction de celui du corps K (\/;, \/Z) Dans le chapitre IV, j’étudie
les unités du corps Q4. Dans la deuxiéme partie de mon travail, j’ai cherché & géné-
raliser les résultats susmentionnés au cas du corps Q des polytettarions réduits a
gauche. Du reste, la théorie développée s’appliquerait intégralement au corps des
polytettarions réduits & droite, si ’on modifiait d’une maniére appropriée les défini-
tions posées !. Dans le domaine des polytettarions réduits & gauche, il y a lieu de
distinguer deux arithnomies, se développant parallélement : une arithnomie & gauche,
et une arithnomie & droite. Dans mon travail, je n’ai traité que I'arithnomie a droite.
On pourrait ériger deux arithnomies analogues dans le domaine des polytettarions
réduits a droite. Aprés plusieurs essais, J’al vu qu’on pouvait beaucoup simplifier les
démonstrations, sans changer les résultats, en modifiant 1° la définition de I'idéal et
20 celle du produit de deux idéaux. Je démontre que la définition modifiée de I'idéal
est équivalente & celle de Dedekind, & condition toutefois de faire la distinction entre
idéaux & droite et idéaux & gauche. Ceux que je définis sont des idéaux & droite (dans
le corps des polytettarions réduits 4 gauche). On pourrait développer dans le méme
corps de nombres, une théorie analogue pour les idéaux & gauche. Dans le cours de
mon travail, j’appelle idéaux, tout court, ceux que j’introduis, sans insister sur le
fait que ce sont des idéaux & droite. Ma définition étant plus générale que celle posée

1 L.-G.-Du Pasouikr. Zahlentheorie der Tettarionen. page 16.
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par Dedekind, il fallait éviter une confusion possible avec I'idéal dans le sens classique.
C’est pourquoi j’ajoute le qualificatif de diagonal pour distinguer le nouvel étre mathé-
matique : I'idéal diagonal. La définition nouvelle du produit de deux idéaux différe
de la définition ordinaire en ce que le produit de deux idéaux ne contient pas néces-
sairement tous les produits des nombres appartenant aux idéaux facteurs. Elle se
justifie par un double fait : d’abord, elle coincide avec la définition de Dedekind, dés
que I'on passe du corps des polytettarions réduits & gauche au sous-corps des nombres
diagonaux ; ensuite elle rend la multiplication des idéaux commutative, ce qui simplifie
beaucoup la théorie de la décomposition en facteurs premiers et celle des congruences.
J’appellerai produit diagonal ce nouveau genre de produits d’idéaux, afin d’éviter la
confusion avec le produit idéal dans le sens classique. Les nouvelles définitions que je
viens de mentionner me permettent de démontrer le théoréme de la décomposition
univoque des nombres diagonaux dans le corps Q des polytettarions réduits, et par
suite aussi la décomposition des polytettarions réduits complexes du méme corps
en un produit d’unités et de facteurs premiers du corps. Dans la théorie des congruences
suivant un idéal, je montre quelles anomalies proviennent de la non-commutativité
de la muliiplication des tettarions et quels sont les théorémes qui, malgré cette non-
commutativité, subsistent dans le corps Q. J'étudie enfin les unités de ce corps.

Dans mes recherches, je me suis basé principalement sur les travaux suivants *

L.-G. Du Pasquier, Zahlentheorie der Tettarionen, Vierteljahrsschrift. d. Naturf
Ges. in Ziirich. Jahrgang 51. Ziirich 1906.

L.-G. Du Pasquier, Sur Uarithmétique des nombres hypercomplexes. L’enseigne-
ment math. t. 18. Genéve 1916. .

L.-G. Du Pasquier, Zur Theorie der Tettarionenideale, Vierteljahrsch. der
Naturf. Gesel. in Ziirich. Jahrg. 52. Ziirich 1907.

D. HiLeert, traduit de I'allemand par A. Lévy et Th. Got, Théorie des corps de
nombres algébrigues. Paris 1913.

J. SommER, traduit de 'allemand par A. Lévy, Introduction a la théorie des nom-
bres algébriques. Paris 1911.

E.-J. AmBerc, Ueber den Korper, dessen Zahlen swh rational aus zwet Quadrat-
wurzeln zusammensetzen. Inaugur. Dissertation. Zirich 1897.

E. Canen, Théorie des nombres. Tome 11 : Le second degré. Paris 1924.

Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées. Tome I, volume 1,
fascicule 3. Paris et Leipzig 1908, et tome I, volume 2, fascicule 2. Paris et Leipzig
1910.



DEUXIEME PARTIE

LE CORPS 0 DES POLYTETTARIONS COMPLEXES
REDUITS A GAUCHE

§ 1. Définitions préliminaires.

1. Nous appellerons m — tettarion ou polytetiarion un ensemble de m? nombres
a5, Tangés en un tableau carré de m lignes et m colonnes, soit?:

11, Qy25 O3g; - - -+, Qqm
Aoy, Qog, dgz, . . . ., Qam

A = a313 (132, a33, Ce e ey aam E; Qrg g . (1)
aml ) am2 ) a'm3 ) ) amm

Un polytettarion dont toutes les coordonnées situées d’un méme coté de la
diagonale principale sont nulles, est dit réduit. 1 est réduit & gauche ou réduit a droite!
suivant que les coordonnées nulles se trouvent & gauche ou & droite de la diagonale
principale. Par exemple, le polytettarion

ayy, Q125 Q135 - - - -, Aym
O 5 azz, a23, . e ey azm
O s O y Oz, - LR agm
0 s 0, 0 » s Amm

est réduit & gauche.
Un polytettarion qui est & la fois réduit & gauche et réduit a droite est dit poly-
tettarion diagonal ou nombre diagonal, par exemple

a3,0,....,0
asy Do) s

0, 0, ...., amm

garf.

! Le signe = (doublement égal) signifie égal par définition.
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Nous représenterons le polytettarion diagonal A symboliquement comme suit:

il

A= gy, a5, 05,0, it =} a,

En particulier si ¢y = a3 = .... = a, le tettarion diagonal est dit scalaire.

Egalité. — Deux polytettarions sont dits égauz, si les coordonnées correspon-
dantes le sont.

Addition. — La somme des deux polytettarions, A = | a, | et"B = | b, est le
tettarion C = | ¢,, | de coordonnées ¢, = a,s + b,s. L’addition ainsi définie est com-
mutative et associative. Elle a un module. C’est le tettarion dont toutes les coordon-
nées sont nulles. Il est appelé polyiettarion nul ; on le représente par 0.

Soustraction. — La différence des deux tettarions, A = {a, | et B = | b}, est
le tettarion C = } ¢, | de coordonnées cps = Grs — bps.
En additionnant k fois de suite un polytettarion A = } a, | & lui-méme, on

constate que les coordonnées de la somme ainsi obtenue sont k.a,;. On est conduit
A généraliser ce résultat au cas o k cesse d’étre un nombre nature] et & poser la défi-
nition suivante : _

Pour multiplier un tettarion A = | a,, { par un nombre réel ou compleze quelconque
k, il faut multiplier par k chacune des coordonnées de A.

Unités relatives. — On appelle unité relative, et on désigne par e,,, un polytetta-
rion dont 1) toutes les coordonnées, sauf une, sont nulles ; 2) la coordonnée non nulle
est égale A 1 et se trouve a D'intersection de la r*me ligne et de la s?*™¢ colonne.

Multiplication. — La multiplication des tettarions entre eux se fait d’aprés la
méme régle que la composition des substitutions linéaires. Le tettarion C = } ¢, } est
le produit de A = | a,, | par B = | b, | et ’on écrira

l.m
AB=C si o= ar-bu-
. k

La multiplication ainsi définie est associative et liée 4 I’addition par les deux
lois de distributivité résumées par les formules :

A.(B+C)=A.B+ A.C ¢t (B+C).A=B.A+C.A

La multiplication des polytettarions n’est pas commutative en général. Si

A.B = B.A, on dit que ces deux tettarions sont permutables. La multiplication
: 1..m
posséde un module : c’est le nombre diagonal 1,1, ...., 1{ = 2 e, appelé poly-

tettarion principal et représenté par 1. -

Il suit de 1a que le corps des tettarions & coordonnées réelles contient comme
sous-groupe les nombres réels. Quand les coordonnées des tettarions sont elles-mémes
des nombres complexes tirés d’un corps algébrique K, comme nous le supposerons plus
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bas, le corps formé par ces tettarions contiendra comme sous-groupe le corps K. Un
nombre 4 de ce corps K peut en effet se mettre sous la forme d’un polytettarion

scalaire
:x=a.2e,,.=2a.e,-,.= Va, ayeee., af.

Tout nombre &« du corps K, ainsi que tout nombre réel, est permutable avec un
polytettarion quelconque.

2. On appelle transposé de A le polytettarion obtenu en changeant les lignes en
colonnes. On appelle adjoint de A le tettarion obtenu en remplagant chaque coordonnée
de A par le mineur correspondant dans le déterminant des coordonnées de A. Le tran-
posé de ’adjoint de A est dit son conjugué compleze. Nous le désignerons par A. Tout
tettarion est permutable avec son conjugué complexe.

Quand les coordonnées a,, du tettarion A sont des nombres rationnels, le tetta-
rion A n’a qu’un seul conjugué ; c’est précisément le conjugué complexe. Mais quand
les coordonnées sont elles-mémes tirées d’un corps algébrique K, comme nous le
supposerons plus bas, il faut distinguer entre le conjugué complexe, défini ci-dessus
et les conjugués en K. Ces derniers, que nous désignerons en affectant la lettre A
d’accents, donc par A/, A", A" ...., sont des tettarions dont les coordonnées sont
les conjugués en K des a,.

Proposition 1. Le produit du tettarion A par son conjugué complexe A est un
nombre rationnel dans le corps des coordonnées. Sa valeur est égale a celle du déter-
minant des an,. Nous ’appellerons la norme complexe de A et la désignerons par N (4),
avec le N majuscule.

N(A)= A A = det (a,).

Quand les coordonnées de A sont elles-mémes des nombres algébriques, 1l faut
distinguer entre la norme complexe et la norme en K. Cette derniére, que nous désigne-
rons par n (4), avec le n minuscule, est égale au produit de A par ses conjugués en K :

n(d) = A. A A"....

Proposition 2. La norme complexe d’un produit de deux tettarions est égale au
produit des normes complexes des facteurs :

N (A.B) = N (4).N (B).

Cette proposition s’étend au cas ot le produit se compose d’un nombre fini quelconque
de facteurs.

3. Division. — La division est définie comme opération inverse de la multipli-
cation. Etant donnés deux polytettarions, 4 et B, il y a lieu de distinguer entre le
quotient & gauche, X, et le quotient & droite, Y, de A par B, suivant qu’on cherche X
ou Y (en général différents entre eux) tels que

A=X.B A=DB.Y.

~ Pour déterminer pratiquement les deux quotients, on procéde comme suit :
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Lorsque A n’est pas un diviseur de zéro, on appelle réciprogue de A, et Von écrit
A—1 le tettarion
A

D=5

il

Il satisfait & ’équation: A2 . A = A. A~ = 1.
En multipliant P’égalité A = X.B a droite par B! et I'égalité A=B.Y a
gauche par B}, on obtient les deux quotients cherchés sous la forme
AB ' B.A

—_ —'1= — f—1 -1 = ———
X=A.B N (B et Y=B"1.4 N (B)

~—

On ne peut parler de quotient, tout court, sans ajouter & gauche ou & droite, que si A
et B sont permutables. Dans ce cas seulement, le symbole 4 : B a un sens.
Corollaires. Pour additionner, soustraire, multiplier ou diviser des tettarions
diagonaux, 1l suffit d’effectuer les mémes opérations sur les coordonnées correspon-
dantes.
Les tettarions diagonaux ne sont autre chose que les nombres de Weierstrass,
objet de la premiére partie de ce mémoire; ainsi se trouve justifié le nom de nombres

diagonauz.
Les polytettarions forment un corps de nombres. Il en est de méme des poly-

tettarions réduits et des polytettarions diagonaux. Nous désignerons par Q le corps
des tettarions réduits & gauche et par Q, celui des tettarions diagonaux.

Définition. — Un polytettarion est dit rationnel, si ses coordonnées sont toutes
des nombres rationnels ordinaires. Nous désignerons les tettarions rationnels par des
lettres majuscules latines

et les nombres rationnels ordinaires par des lettres latines minuscules :
a, b, ¢, iiea. y Ty Y, 3.
Un tettarion sera dit compleze, si ses coordonnées sont des nombres pris dans un corps
algébrique K.
4. Dans ce mémoire, nous entendrons par K le corps déduit de deux racines

carrées, \/a, et \/Z, ol @ et b représentent des nombres entiers ordinaires, positifs ou
négatifs. Tout élément « de ce corps K peut se mettre sous la forme

a=ay+ ai\a + af\/b + af\/ab

ou les a! sont des nombres rationnels.

En désignant par rle p. gr. c. d. dea et de b, puis posant t =a :retv = b : 1,
on peut donner aux nombres de ce corps K la forme :
= ag + ay \/t.r + a-z\/:.—s—l—i—aa\/m .

ou les a; sont rationnels.
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On sait que ce corps admet, les quatre substitutions :

Si= 1S = (VF Vi) S = (/5 —yR) o = (Ve —/f).

Les corps provenant de ces substitutions sont dits les corps conjugués de K. Le corps
K est normal, puisqu’il est identique 3 ses conjugués. Il contient trois sous-corps
quadratiques. A chaque nombre « de K correspondent trois nombres que nous désigne-
rons, comme on le fait généralement, par «’, " et «”, appartenant respectivement aux
trois corps conjugués de K. Ils se déduisent de o par les substitutions S;, S et Sy. Ils
sont dits conjugués en K. Le produit d’un nombre du corps K par ses conjugués en K
est un nombre rationnel dit la norme de . On la désigne par n (), avec le n minuscule.
On démontre que les entiers du corps K possédent une base; on la représente par
[w!= 1, w1, wy, w3] ou quelquefois par [w; = 1, wa, ws, wg]. Cela revient a dire
que tout nombre entier du corps K, par exemple «, peut se mettre sous la forme

a = ay + ayw + apwy + azug,

ol les a, sont des nombres entiers ordinaires, positifs, nuls ou négatifs.

Nous avons emprunté les résultats ci-dessus, concernant le corps K (\/;, \/—I;)
au travail de M. E. Amberg cité dans 'introduction.

5. Dans ce chapitre, nous envisagerons les polytettarions complexes réduits a
gauche dont les coordonnées sont tirées du corps K introduit ci-dessus.

Notation. Nous désignerons ces tettarions complexes par des lettres grecques
majuscules :

ey By Yyeeiaaoan , E,om
Nos tettarions complexes rédunits 2 gauche sont tous de la forme :
A = X1y) X12y O1Fy e o v o oo y Tam
0 y g2y 093y e oo v y Aom
O N O y O3y e e y 3m
6,0 ,0,...... ) Gmm

ou chacun des «,; est lui-méme de la forme
a=0y + al‘/rt + az‘/vt + aa‘/rv,

les ai étant des nombres rationnels. Nous désignerons un tel tettarion complexe sym-
boliquement par | a |, de sorte que :
3 Olps g .

A
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§ 2. La divisibilité et la théorie des idéaux dans le corps Q.

1. L’objet de ce paragraphe est ’étude du corps Q des polytettarions complexes
réduits & gauche, ¢’est-a-dire ayant la forme indiquée au paragraphe précédent. Dans
la suite, nous sous-entendrons le plus souvent les mots é gauche et dirons simplement
tettarions réduits. 11 va de so1 qu’on pourrait faire une étude tout analogue des poly-
tettarions réduits a droite.

Dans le domaine des tettarions, la multiplication n’étant pas commutative, il y
a lieu de distinguer deux arithmétiques se développant parallélement I'une 4 I'autre :
une arithmdiique & gauche et une arithmétique é droite. Dans notre travail, nous trai-
terons l’arithmétique a droite (des polytettarions réduits a gauche).

2. Pour abréger 'exposé :

1) Nous désignerons par Eyx le polytettarion (réduit & gauche) dont toutes les
coordonnées non diagonales sont nulles, sauf eelles de la k®*me ligne, lesquelles sont
des nombres du corps K ; les coordonnées diagonales étant des 1. Par exemple :

Ey=(1,0,0,....,0
O; 1) €235 y Eom
0,0,1,..... , 1
0,0,0,...,1

Remarque: E, = 1.
2) Nous désignerons par Hy le nombre diagonal dont toutes les coordonnées sont
des 1, sauf la k*™¢ qui est un nombre, 5, du corps K. Par exemple :

=111 .., 0....,1}

Dans la suite, la lettre H désignera exclusivement des nombres diagonaux de cette
forme spéciale.

3. Définitions. — Un polytettarion complexe A = | a,, { est dit entier, si toutes
ses coordonnées x,, sont des entiers du corps K, c’est-a-dire des expressions de la forme:

(rs) (rs), (rs) (rs)
ars = €y + Cy -w1+02 .(1)2+03 . g

o les ¢ sont des entiers ordinaires, [1, wy, wg, wy] constituant une base du corps K.

Le polytettarion entier A est dit divisible ¢ droite par le polytettarion entier B,
s’il existe un polytettarion entier I' vérifiant ’égalité :

A=T.B.

Dans ce cas, nous dirons aussi que A est un multiple & droite de B, ou simplement un
multiple de B, en sous-entendant les mots & droite ; ou encore : que B est contenu

dans A.
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Un polytettarion entier E, contenu dans n’importe quel polytettarion entier,
est dit un polytettarion-unité, ou simplement une unité. La condition nécessaire et
suffisante pour que E soit une unité est que ses coordonnées diagonales soient des
unités du corps K. (v. § 4, 2).

Un polytettarion complexe entier A est dit premier si, dans toutes les décompo-
sitions possibles de A en un produit de deux facteurs, I’un de ceux-ci est nécessairement
un polytettarion unité.

4. LemmEe. — Pour qu’un nombre diagonal ¥, = }4,1,...,1, 9, 1,..., 1| divise
& gauche un tettarion entier réduit & gauche A = a1, tl faut et il suffit que les coor-
donndes de la k®™e ligne de A sotent des multiples de » dans le corps K.

Pour fixer les idées, nous supposerons dans la démonstration m = 5, k = 3. Soit

A= a1, %32y %135 %4y %15
O) X2, o3, Xgq, Aop
Oa 0 s %33, %345 435
0, 0, 0,444’445
0, 0, 0, 0,

el Hy = {1, 1,7, 1,11, ou tous les ar, €l 5 sont des nombres entiers du corps K. Pour
quc A soit un multiple & gauche de Hy, 11 faut et il suffit (§ 1, 3) que le produit suivant
soit un tettarion entier :

. ITI”(%“A _ 37)} 7, 1577}712~A

—1
H;y A= =
3 .
N (Hy) "
— _1_ w117y X127, Xig”, Xya”Ns Xy
% 0, gy, aggn, aggn, ags”

0, 0 y G335 O34, 935
0 3 0 3 0 ) Xag%, 5N
0, 0 s 0 ) 0 y %557

PO S ¥ S

Pour que ce produit soit un entier, il suffit que toutes les coordonnées ag, (s = 3, 4, 5)
soient des multiples de » dans le corps K, c’est-a-dire , dans le cas général, que

axs = 0 (mod. ») =k, k+1,...., m.

Corollatre. Pour diviser 4 gauche un tettarion réduit A par un diagonal Hy défini
ci-dessus, il suffit de diviser les coordonnées de la k®m¢ ligne de A par ».

5. Lemme. — Entendons par By = | f,; | un tettarion complexe jouissant des
trois propriétés que voici : 1) il est réduit & gauche ; 2) ses coordonnées diagonales sont
des 1, sauf B3, qui peut &tre quelconque; 3) les coordonnées non diagonales sont
toutes nulles, sauf celles de la )%me ligne, qui sont quelconques () étant I'un des nom-
bres 1, 2, 3,..., m arbitrairement choisi mais fixe). Par exemple pour A = 3, m = 5,
on aura :
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1, 0, 0, 0, 0
0, 1, 0, 0, O
B; = 0, 0, Bss, Pas> fas
0, 0, 0, 1, 0
0, 0, 0, 0, 1
Entendons par I'y = |y, | un tettarion complexe jouissant des propriétés suivantes :

1) i1 est réduit & gauche ; 2) ses coordonnées y,, sont quelconques pour r < X ; 3) ses
coordonnées diagonales sont égales a 1 pour r X 2 ; 4) pour r X } ses coordonnées yr,
sont nulles. Par exemple pour A = 3, m = 5, on aura :

711> 712y 713> V14s Y15
0,- /225 723, Y24 725>
Ig={ 0, 0, 1, 0, 0
0, 0, 0, 1, 0
0, 0, 0, 0, 1

Dans ces conditions, le produit By - T'; est un tettarion réduit dont les coordonnées des
(A — 1) premiéres lignes sont celles de T'y, les autres étant celles de By. Ainsi pour
=3, m=0b.
711> 712> Y13> 714> /16
0’ 722y 723y V2a> Vo5
' Ba'r3= 0 ’ 0: ﬁ33> 5347 ﬁ35
6, 0, 0, 1, 0
0, 0, 0, 0, 1

On démontre ce lemme en appliquant la définition de la multiplication des tettarions
(v. §1, 1)
Corollaires. _
1. B)‘ = E)\.H)‘ (V. § 2. 2)
od oy =P et g, =f
2. r2=B1; F1=B0=1'
3. I =B.Iny

4) Tout polytettarion complexc réduit & gauche cst de la forme I'py;.

6. Tukorime. — Tout polytettarion réduit a gauche, A = | a, |, se décompose
en un produit de tettarvons unités Ey et de diagonauz Hy définis au § 2. 2, pris dans un
ordre déterminé. Les coordonnées non diagonales de la )i¥m¢ ligne de E; sont celles de la
Aeme ligne de A ; la X%¥me coordonnée de Hy est ayy. En formule

A=Em-Hm~Em_1-Hm-—l ...... E'A~H) ...... EZ'HZ'EI'HI'
En effet, d’aprés le lemme précédent, pour 2 = m + 1, on a

A=Bn.-Tw=E. Hpn -Tn-
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De méme

11m = Bm—-l . Fm-—l = Em—-l . Hm—-l . Iﬂm—-]. s
et ainsi de suite jusqu’a A = 2

=B, I''=B=E .- H-

D’on
A = Em . Hm . E"'—-l . Hm—-l ...... El - Hl
ou (v. la remarque au § 2, 2)
' A=H, Eny -Hoy...... E,.H,.
Exemple pour m = 4 '
%11y X125 X135 %14 1, 0, 0, O 1, 0, 0, O
0 » 22y Xog, Xoa Oy 1) 0, 0 O) 1: Oy 0
O ) 0 s 33, O34 - O, O, 1, 0 0, 0, daa‘, agq
0, O, O, [277] O, 0, O, 227 0, 0, O, 1
A = B4 . B3
1, O, 0, O ’ ®11y X9y X33 &14 1, 0, O, O 1, 0, O, O
R 0, g2, Xogs H2q \ 0, 1, 0, 0 o 0, 1, 0, 0 0, 1, 0, O %
Y0, 0, 1, 0 0, 0, 4, 0( 10, 0, 1, 0 0, 0, 1, ag
0, 0, 0, 1 40, 0, 0, 1 0, 0, 0, ay 0, 0, 0, 1
B2 . Bl == H4 . . E3 )
1, O, O, 0 1, O, _O, O 1, O, O, 0 1,“12, 013y %14 011, O, O, O
0, 1, 0, 0 0, 1, o, ay 0, a9, 0, 0 0, 1, 0, 0 0, 4, 0, 0 [
0, 0, 35,0 0, 0, 1, 0 0, 0, 1, 0 0, 0,1, 0 0, 0, 1, 0
0, 0, 0, 1 0, 0, 0, 1 0, 0, 0, 1 0, 0, 0, 1 0, 0, 0, 1
8 : E, : H, : 21 : 1

Corollaire. — Les éléments indécomposables du corps Q sont des nombres diagonaux,
abstraction faite des unités.

7. 11 résulte des théorémes précédents que la décomposition en facteurs premiers
des polytettarions complexes réduits a gauche dépend essentiellement de celle des
nombres diagonaux. Comme cette derniére, pour étre toujours univoque, doit se faire
a I'aide des idéaux, il est nécessaire, pour la décomposition des polytettarions réduits
a gauche, de recourir 4 une notion analogue, et d’introduire des idéaux de polytetta-
rions.

Définitions. Considérons m idéaux quelconques du corps K, par exemple
g, Gg,e..., On. Nous appellerons idéal diagonal du corps Q I’ensemble suivant de
polytettarions A = | ay | :

1) Tous les A sont réduits 4 gauche ; 2) les coordonnées de la premiére ligne
de A parcourent, indépendamment 'une de I'autre, tous les nombres de l'idéal a,
dans le corps K et ne prennent pas d’autre valeur ; 3) les coordonnées de la deuxiéme
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ligne de A parcourent, indépendamment I'une de I’autre, tous les nombres de P'idéal
ay du corps K et ne prennent pas d’autre valeur ; et ainsi de suite ; finalement 4) les
coordonnées de la m’®™¢ ligne de A parcourent tous les nombres de I'idéal a, du corps
K et uniquement ceux-la.

Nous désignerons un tel ensemble symboliquement & ’aide d’un nombre diagonal
dont les coordonnées sont elles-mémes des 1déaux, soit

A=1d ey, 05,03,....,0, | = 1d {a, |

Ezemple. — 1d | (2), (3), (4) | dans le corps Q des tritettarions est 'ensemble
constitué par une infinité de tritettarions

x11, X125 %13
0, Ogg, X3

07 0’ o33

oW ayy, a1z, o33 parcourent, indépendamment I'un de I'autre, tous les nombres de
I'idéal principal (2) du corps K, et ne parcourent que ces nombres-1a ; oy, et ap3 parcou-
rent tous les nombres de I'idéal principal (3) et seulement ceux-la; enfin agy parcourt
tous les nombres de I'idéal (4) dans le corps K.

Nous appellerons les 1déaux a, du corps K, servant & former l'idéal diagonal U
du corps Q, les coordonnées de I'idéal U. :

Un-idéal diagonal du corps Q sera dit scalaire, si ses coordonnées sont toutes
égales entre elles. .

Un idéal diagonal %A = 1Id } a, |, o0 tous les a, sont des idéaux principaux du
corps K, sera dit un idéal diagonal principal du corps Q.

Un idéal diagonal contenant 'unité principale ou un des diviseurs de cette unité
est dit I’vdéal unité. Nous le désignerons par (1) ; il contient tous les nombres entiers du
corps Q et seulement ceux-la. :

Nous appellerons produit diagonal des deux idéaux diagonauz, U=1d | a, | et
B=1d |b,]|, du corps Q I'idéal €= 1d | ¢, | dont les coordonnées sont

=a..b (r=1,2,...,m).

Ce produit € contient tous les tettarions dont les coordonnées de la ri™e ligne (pour
r=1,2,...., m) appartiennent & l'idéal a, . b.du corps K ; et € ne contient que ces
tettarions-la.

La définition nouvelle du produit de deux 1déaux différe de la définition ordinaire
en ce que le produit diagonal de deux idéaux diagonaux ne contient pas nécessairement
tous les produits des nombres appartenant aux idéaux facteurs. Mais cette définition
se justifie par un double fait : d’abord, elle coincide avec la définition de Dedekind,
dés que 'on passe du corps des tettarions réduits & gauche au sous-corps des nombres
diagonaux ; ensuite elle rend la multiplication des idéaux commutative, ce qui simplifie
beaucoup la théorie de la décomposition en facteurs premiers, ainsi que celle des
congruences.

Un idéal diagonal U du corps Q sera dit diagonalement divisible par un idéal
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diagonal B du méme corps, lorsqu’on pourra trouver dans ce corps un idéal diagonal
€ tel queé:
A=9B.€.

€ sera dit le quotient diagonal de U par B ou un diviseur diagonal de A. On peut ici
supprimer les termes & gauche et 4 drotte et parler de quotient tout court, du moment
que la multiplication des idéaux diagonaux est commutative. Le terme de diagonal
permet d’éviter toute confusion avec le quotient dans le sens classique.

Conséquence. Pour diviser un idéal diagonal du corps Q par un autre idéal
diagonal, 1l suffit de diviser leurs coordonnées correspondantes.

Un idéal diagonal du corps Q est dit premier si, dans toute décomposition
possible de cet idéal en un produit diagonal de deux facteurs, I'un est toujours I'idéal
unité.

Deux idéaux diagonaux sont dits premiers entre euz, s’ils n’ont aucun diviseur
1déal diagonal commun, sauf I'idéal unité.

Si un nombre entier A = | 2, | du corps )} appartient & I'idéal diagonal U =
Id | a,{ du méme corps, nous dirons, par analogie avec la théorie classique des
idéaux, que A est congru @ zéro mod. U et nous écrirons,

A =0 (mod. ¥).

Nous dirons que I'idéal U divise le nombre A.
Des définitions posées résultent les théorémes suivants :

8. TutoriME. — Un entier A = | a,s | du corps Q est congru & zéro suivant un
idéal diagonal W = Id | a, | de ce corps, si les coordonnées a,, de la ri*me ligne (pour r =
1,2,...., m séparément) sont des entiers du corps K appartenant & U'idéal a, du
corps K. En formule :

A =0 (mod. %) si a,, = (mod. a,)
s=r, r+1,.....,m
r=1,2,....,m.

9. TukorimME, — La somme et la différence de deux entiers A = | an | et B =
| Bre | d'un idéal diagonal % = 1d | a, | du corps Q appartiennent a U'idéal diagonal U.
En effet, les congruences

A=0 (mod. %) et B=0 (mod. ¥)
entrainent les suivantes

ors = 0 (mod. a,) <r=1, 2,....,m )

ot Bs=0(mod. a,) \s=r,r+1,...., m

On sait par la théorie des corps algébriques (v. par exemple D. Hilbert) que dans ce

cas
s 1= Brs = 0 (mod. a,)

Or, cela entraine, en vertu du théoréme précédent,

A =B =0 (mod. %).
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10. Tutorime. — Le produit & droite, A.B, d’un entier A =} a, | de U'idéal
diagonal U = 1d | a, | du corps Q par un tettarion entier B = | f3,, | du méme corps, ap-
partient au méme idéal diagonal Y.

En effet, si:

A =0 (mod. %),
on a
ars = (mod. a,)
pourr =1,2,...., m(v. § 2. 8). Formons le produit & droite de A par B ; il vient
A.B =3§ark'ﬁksg§§7rsg;
chacun des y, (r=1,2, ...,m; s =r4+1,r+2,..., m) étant une combinaison

linéaire de nombres de 1'idéal a, avec des entiers du corps K, appartient encore &
I'idéal a,, donc
vrs = 0 (mod. a,.).

Comme ceci reste vrai pour r = 1, 2, ..., m, il s’en suit que

A . B =0 (mod. ¥%).

11. La défimtion de I'idéal posée ci-dessus differe de la définition clas-
sique introduite par Dedekind. Si nous avions introduit I'idéal tel qu’il est défini
par Dedekind, il elit été nécessaire, vu la non-commutativité de la multiplication, de
distinguer entre les idéaux a droite et les idéauzs & gauche, suivant que ’ensemble des
entiers constituant ’idéal contient les combinaisons linéaires a droite ou les combi-
naisons linéaires 4 gauche. Les deux théorémes qu’on vient de démontrer prouvent
que 'idéal que nous avons introduit est un idéal & droite si 'on adopte la définition
de Dedekind. Réciproquement, tout idéal & droite dans le sens de Dedekind est un
des idéaux introduits. En effet, et on le constate sans peine, I’ensemble des coordon-
nées d’une quelconque des m lignes des tettarions formant dans le corps Q un idéal &
droite dans le sens de Dedekind est 4 son tour un idéal du corps K : c’est la le fait
qui caractérise I'idéal introduit.

Remarque. Dans la suite, nous sous-entendrons le plus souvent I’adjectif diagonal
et dirons simplement idéal du corps Q.

12. Tutorime. — Soit A=1d | ay, a5,...., an | un tdéal quelconque du corps
Q. St cet idéal contient le tettarion A =} o, {, il contient aussi le tettarion rationnel
A= |n(as)| dont les coordonnées, n (as), sont les normes en K des coordonnées de A.

En cffet, s1 ¥ contient A, on a, en vertu du théoréme 8 de ce paragraphe, les
congrucnces :

ors = 0 (mod. a,).

D’auntre part, on sait que si un idéal a. d’un corps algébrique K contient un entier o,
il contient aussi sa norme n (a.). 11 s’en suit

n (as) =0 (mod. 0,).
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Dés lors, en vertu de la définition de I'idéal diagonal,

A= 0 (mod. %).

13. Tutorime. — Tout idéal diagonal du corps Q posséde une base, c’est-a-dire
que U'idéal contient un nombre fini d’entiers Ay tels que tout nombre de Uidéal puisse se
mettre sous la forme:

Al'X1+A2'X2+A3'X3-I_ ----- ]

" les X, étant des polytettarions entiers rationnels réduits & gauche du corps Q.
Soit U= 1d | a4, a,,...., 0, | un idéal quelconque du corps Q; les o, =1Id
(&5 o, &, &) sont, pour r=1,2,...., m, des idéaux du corps K, idéaux
dont les bases sont respectivement

(60 4 2, )

Si B = | B | est un tettarion complexe de I'idéal U, on a (v. théoréme 8 de ce para-
graphe)
Brs =0 (mod. a,)

et dés lors, puisque les 8., appartiennent a I'idéal a, du corps K,

14
IS
k
ou 2 2l 2\ 2" sont des nombres rationnels. 11 s’en suit :
J==4 K=t T ke
N\
Y a®an N a®a, ., Y aDaim
le==1 k=1 k=1
k=4 . le=4
N ; NP
B= 35 g _ E o) x(rs) . 0 , L a}ﬁz) xl(pZ?),. ey Z aff)xf‘?m)
== trEms ) R k=1 Je==1 f

I

O ? 0 g e s ey E agll)xl(cmm)

k=1

ou bien, en vertu de la définition de Vaddition des polytettarions (§ 1. 1)

»

aDa(l, Mg o) g
n=4 N o .
N 0L a@a, L o ae

ou {v. § 2, 4)
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v, 0,....,0 a1, 2012, ., ., g{Im)
w=t | ‘
_ 0,a9,....,0 0, 2B, .. z&m
=l e b e
0, 0, , ™ 0, 0, Z{mm)

ou, sous forme plus concise,

k=4
= Z af‘]), osz),. ey a,("") . xfc"‘)
k=1
On constate: 19 que gaﬁl), a®,. .., aﬁ""% est un nombre diagonal (pour k = 1, 2,

3, 4) ; nous le désignerons par Ay ; 20 que les tettarions | &{™ | sont des polytetta-
rions rationnels réduits & gauche ; nous les désignerons par X;. Il s’en suit

k=4

k=1

Corollaire. Ce théoréme donne un moyen pratique de trouver une base de I'1déal
U =1Id}ay, ay,...., 0, |. En effet, si les bases des 1déaux a, du corps K sont

(air)’ ), agr)’ agr)),

Pune des bases de 1'idéal U sera formée par les quatre nombres diagonaux suivants :

A= aﬁ”, -a§2),...., ., ™
A =], o e, ]
AS o, @, ., ™
A= al, osz),...., af"'),...., afi"')
14. TutorimMe., — St B = 1Id | b, | est un diviseur diagonal de Uidéal

= 1d}a,]| du corps Q, tout entier I' =
trouve parmui les éléments de B ; en formule :

i I'=0 (mod. A) et A=0 (mod. B),
ona I =0 (mod. B).

vrs | de W appartient & B, c’est-a-dire se

En effet, la congruence I' = 0 (mod. %) entrainc, en vertu du théoréme 3 de
ce paragraphe, les suivantes :

o r=1,2,---'an7’ .
77‘8:0 (mOdo ar) (S:T,r_*— 1,.---) nl)’

la congruence U= 0 (mod. B) entraine

a,= 0 (mod. 0,).
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On sait d’autre part (théorie des corps algébriques) que, si dans le corps K un idéal a,
est divisible par un idéal b,, tous les nombres de a, appartiennent & b, donc :
7rs = 0 (mod. b,).

Il s’en suit

I' =0 (mod. 9B). c. q. f. d.
15. Tutorime. — St U= 1d | a, | est un idéal du corps Q, il existe toujours
dans ce corps un idéal B, tel que le produit diagonal
UA.B

soit un tdéal principal.

Démonstration. On sait qu’a tout idéal a, du corps K on peut faire correspondre
dans le méme corps un idéal a7, dit réciproque du premier, tel gue leur produit a,. a7
donne un idéal principal, soit (a,). Dés lors, 1'idéal

B=1d| o]
du corps Q satisfait au théoréme. En effet le produit
UB=1d}a{ ldfo'}=Tdfo.7"} = 1dfaf

cst un idéal principal.
Nous appellerons I'idéal gar_l ; Uidéal réciproque de 1'idéal U dans le corps Q

et nous le désignerons par

A1,

16. Tutortme. — Un polytettarion réduit entier compleze I = | ., | du corps
Q ne peut étre contenu que dans un nombre fini d’vdéauz distincts du corps Q.

En effct, soit A = 1Id}a.| un idéal quelconque du corps Q et supposons
que U contiennc le tettarion rationnel C = | n (y,s) { dont les coordonnées sont les
normes en K des coordonnées correspondantes de I'. On sait, parla théorie des corps
algébriques, que chaque nombre entier du corps K, donc aussi chacun des n (y.),
n’appartient qu’a un nombre fin1 d’idéaux a, de ce corps K. Il en résulte que le nombre
des idéaux A = Id|a,{, qui contiennent C, est fini. D’autre part, si un idéal contient I',
il contient aussi C = | n (y) | (v. théoréme 12 de ce paragraphe). Dés lors, dans le
corps ), le nombre des idéaux contenant I' est, au plus, égal 4 celui des idéaux
contenant C; par conséquent ce nombre est Limité.

17. Tutorime. -— Un idéal du corps Q ne peut avoir qu’un nombre fini de diviseurs
idéaux didgonauz (dans le sens du § 2. 7).

Démonstration. Soit % un idéal du corps Q, B un de ses diviseurs idéaux diago-
naux, I" un nombre de % et C le tettarion rationnel dont parle le théoréme précédent.
C appartient 4 1'idéal B (théoréme 14 de ce paragraphe). Dés lors, en vertu du théo-
réme précédent, il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux B qui contiennent €, donc aussi
un nombre fini d’idéaux diviseurs diagonaux de U.

c. q.f. d.
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18. TutorimE. — Soient A, B et €, trois idéauz du corps Q ; si
A.B=UA.C,
on a
- B=C.

Démonstration. Soit D I'idéal réciproque de U. Il résulte de 'hypothése
D.AB=D.U.€ cest-a-dire B{I) =€CT)

ou (I") est 'idéal principal égal au produit diagonal ® . %. En divisant I’égalité pré-
cédente par I', qui est un facteur numérique, on obtient

B=¢. _ c. q. f. d.

19. Tutorime. — Si tous les nombres d’'un idéal A = Id | a, | du corps Q sont
congrus & zéro sutvant un idéal B = Id | b, | du méme corps, U'idéal U est diagonale-
ment divisible par B.

En effet, soit A = | ay | un tettarion complexe quelconque de I'idéal U du
corps Q. La congruence

A =0 (mod. B)

entrafne les suivantes (théoréme 8 de ce paragraphe)
ars = 0 (mod. b,).

Dans la théorie générale des corps algébriques, on déduit de 1a que
a,= 0 (mod. b,)

et par suite, en vertu de la définition de la division des idéaux du corps Q (v. 7 de
ce paragraphe), que
A= 0 (mod. B).

Corollaire. — Le plus grand commun diviseur diagonal ® de deux idéaux diago-
naux U et B du corps Q est un idéal diagonal qui contient tous les nombres de U
et tous ceux de B.

En effet, tout diviseur diagonal commun & U et 4 B doit contenir, en vertu du
théoréme précédent, & la fois tous les nombres de U et tous ceux de B. Par hypothése,
D contient ces nombres-la. Comme, d’autre part, tout autre idéal contenant, outre;tous
les nombres de ©, encore d’autres ne résultant pas de combinaisons linéaires des
précédents divise D, on peut dire que D est le plus grand commun diviseur de U et
de B ; nous le désignerons par

DE=(A|B).

20. Tutoreme. — Le plus grand commun diviseur diagonal des idéauz U = 1d | a, |
et B=1d]b,| ducorps Q est un idéal D = 1d { b, | dont les coordonnées b, sont, dans
le corps K, les pl. gr. c. d. des coordonnées correspondantes a,. et b, des idéaux U et B.

EDE(QH%) = Id |(a, | by), (a5 ] By).. ..., (Om | Bm) [ = 1A | B, .
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En effet : en vertu du corollaire précédent, I'idéal D contient tous les nombres
des idéaux UA et B. Tl en résulte, en vertu de la définition de I'idéal posée au 7 de ce
paragraphe, que les ri#mes coordonnées de D forment, pour r = 1,2, ..., m, un idéal d,
du corps K, idéal qui contient & la fois tous les nombres de a, et tous ceux de 0,. Cet
idéal est le pl. gr. c. d, des idéaux a, et b, du corps K (v. la théorie des corps algé-
briques).

21. Tutorkme. — Lorsque le produit diagonal de deux idéauz U = Id {a,| et
B = Id | b, | du corps Q est divisible diagonalement par un idéal premier B = Id | p, |
du méme corps, U'un au moins des idéaux U ou B est divistble diagonalement par B.

En effet : si le produit ¥ . B est divisible diagonalement par B, le produit a.. Db,
des idéaux du corps K doit étre divisible par p,. (v. 7 de ce paragraphe). En vertu
de la théorie générale des corps algébriques, il en résulte que :

ou bien a, = 0 (mod. p,)
ou bien b, = 0 (mod. p,).

Dés lors, on a aussi ’alternative :

ou A =0 (mod. P)
ou B =0 (mod. ) c. g- f. d.
22. Tutonrime. — Tout idéal du corps Q peut étre décomposé en un produit

diagonal d’un nombre fint d’tdéaux premiers et il ne peut Vétre que d’une seule maniére,
abstraction faite de Uordre de successton des facteurs.

23. Les considérations précédentes nous montrent que la théorie des idéaux
diagonaux dans le corps  obéit aux mémes lois que celle des idéaux du corps Q,
des nombres diagonaux complexes (nombres de Weierstrass). Quoique étant des ensem-
bles plus larges que les idéaux du corps des nombres diagonaux, les idéaux diagonaux
ont les mémes bases. Par suite, la décomposition des nombres diagonaux rationnels,
ainsi que la détermination des idéaux diagonaux premiers du corps Q sont tout ana-
logues aux théories correspondantes du corps des nombres diagonaux. Les nombres
de classes sont les mémes.

Les résultats obtenus dans ce paragraphe tranchent les questions concernant
la décomposition multiplicative dans le corps Q. En effet, les théorémes 15 et 22 nous
donnent la décomposition des nombres diagonaux en idéaux diagonaux premiers du
corps Q. Cette décomposition s’effectue d’aprés les lois de la décomposition des nom-
bres diagonaux dans le corps Q4. Les idéaux premiers en Q; sont premiers en €.
D’autre part, le théoréme 6 permet de décomposer les polytettarions réduits 4 gauche.
Chaque polytetiarion se présente comme produit d’unités et de nombres diagonaux,
pris dans un ordre déterminé, et-la décomposition des polytettarions se raméne ainsi
a la décomposition des nombres diagonaux dans le méme corps.
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§ 3. Les congruences suivant un idéal didgonal dans le corps Q.

1. L’objet de ce chapitre est I’étude des congruences dans le corps Q des poly-
tettarions complexes réduits & gauche.

Il résulte des définitions posées au § 2. 7

1) que tout entier I" est congru a lui- méme suivant n 1mporte quel 1deal

2) que A =B (mod. %) entraine B = A (mod. %) ;

3) que deux entiers congrus & un troisi¢éme suivant le méme 1déal % sont congrus
entre deux modulo %.

On peut dés lors répartir les entiers du corps Q en classes, telles que tous les
nombres d’une classe soient congrus & un méme entier modulo %. Tout entier du corps Q
appartient & une classe et a une seule modulo %, et tout nombre d’une classe détermine
cette classe mod. %. Si 'on prend un nombre dans chacune de ces classes, on obtient
un systéme complet de restes suivant le module 2.

Définitions. — Nous appellerons norme de Pidéal diagonal ¥, et nous désignerons
par n (¥), le nombre des entiers de ce systéme complet de restes mod. .

2. Tutorime. — St A=B ¢ I['=A (mod. %),
on a A=x=T =B = A (mod. A).

3. Tutorime. — Il est permis de multiplier & drotte par un polytettarion quelcon-
que du corps Q les deuzr membres d’une congruence suivant un idéal quelconque de ce
corps. En formule : Si

A =B (mod. A), on a A.- M =B .M (mod. Aj.
En effet : si A=B (mod. %) leur diflérence, A —B, est contenue dans I'idéal A

et par suilc aussi le produit
(A—B). M (v. § 2. 10).
11 s’en suit :
(A—B) .M =0 (mod. %)
c’est-a-dire, | AM=BM (mod. ).
4. Tutorime. — Une congruence suivant un idéal scalaire du corps Q subsiste si

Pon multiplie & gauche ses deux membres par un polytetiarion quelconque du corps.
IEin formule :

St A=DB (mod. %) et A= 1d}a,,a5,...,0,] o0
=0y =103.... =0, =20a, ona
M.A=M.B (mod. ).
Démonstration. Soit . :
A= o, B=}Bh| ot M=} pn .
Le produit M . A est égal & | yrs | avec yre = X prie - otk o .. (1)
' k
Le produit M . B est égal & | 8. | avec 8re = X pric - Ss -
k
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D’autre part, la congruence
A =B (mod. %)
cntraine les suivantes
ors = frs (mod. 0) r=1,2,...., m,

par suite les coordonnées correspondantes des r®®™ lignes des produits (1) sont con-
grues entre elles mod. a, car

E {hrk Kns = E-P-rk 61%' (mOd a)
k k
c’est-a-dire 7rs = Ors (mod. a).

1 en résulte que les polytettarions | 7. | et |3, | sont congrus entre eux mod. U, c’est-
a-dire

M.A=M.B (mod. %)

Remarque. Le théoréme cesse d’étre vrai pour un idéal quelconque du corps, car
dans ce cas

%.U-rk - ans N'est pas congrue A %‘.p,,.,, . Brs (mod. a,).

5. TutorEmE. — Une congruence suivant un 1déal quelconque du corps Q subsiste
st Pon multiplie & gauche ses deux membres par un nombre diagonal du corps.

En effet: soit A=B (mod. ¥A) od A= ar, | et B=| .| sont deux poly-
tettarions réduits & gauche et A =1d | a, |; soit enfin M= py, poseeer pm | un
nombre diagonal du corps.

Le produit M. A est égal & |y | = - e |-
Le produit M. B est égal & |35 | =) pr - fre |-

LIl

L.a congruence
A =B (mod. %)

entraine les suivantes

ars = Brs (1mod. a,)
et par suite

Ur - 8y = pir - Pre (mod. a,)

¢’est-a-dire

Yre = Ops (mod. a,).
1l en résulte

M.A=M.B (mod. %).
6. Tutorine. — Il est permis de multiplier & droite, et de multiplier ¢ gauche,
membre & membre, deux congruences suivant un idéal scalaire du corps. En formule :
si A=B (mod. A) et I' =A (mod. %),
on a A.T=B.A (mod. A et I' . A=A.B (mod. %)

51 U est un idéal scalaire du corps.
En effet, si A =B (mod. A), on a (§ 3. 3 et 4)

A.T=B.T e T A=T.B (mod. ).
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De méme, si ' = A (mod. %), on a

B.I'=B.-A (mod.-%) et I' . B=A.B (mod. ¥)

en vertu des mémes théorémes. Il en résulte :
A.T=B.T'=B.A (mod. %) ou A.I'=B.A (mod. %)
et I''A=T.B=A.-B(mod. %) ou T.-A=A.B (mod. %}. c. q.{d.

Remarque. Le théoréme cesse d’étre vrai si I’on prend comme module un idéal
quelconque du corps Q, en vertu de la remarque faite au théoréme 4.

7. TutoriME. — La congruence A =B entre deuz tettarions A = | an | et
B = | B, | suivant un idéal scalaire ¥ du corps €} entraine les congruences

A=B (mod. %) et N(A)= N(B) (mod. %)
ou A et B sont les conjuguéds complexes de A et de B (v. § 1. 2), et N (A) et N (B) les
normes complexes de A et de B.

Démonstration. Soit % = Id {a,a...,a. La congruence A=B (mod. A)
entraine les suivantes :

“”Eﬁrs (mod 0) <r=1’ 2""'am >

s=r,r4+1,...., m

Par suite les coordonnées du polytettarion (A—B), qui sont les mineurs du détermi-
nant des coordonnées de (A — B), sont aussi congrues & zéro mod. a, I'idéal ¥ étant
un idéal scalaire. Il en résulte

A =B (mod. ).

En vertu du théoréme 6 de ce paragraphe, on peut multiplier 2 gauche ou & droite,
membre & membre, les congruences

A=B (mod. %) et A=B '(mod. A) 5
il vient N(A)= N (B) (mod. %).

Remarque. Le théoréme cesse d’étre vrai pour un idéal quelconque du corps €
comme module, en vertu de la remarque faite au théoréme 6 de ce paragraphe.

8. TutorEME. — Il est permis de diviser & droite par un méme polytettarion M
du corps Q, les deux membres d’une congruence sutvant un idéal quelconque U %le ce corps,
a condition que U'idéal principal Id (N (M)), ot N (M) est la norme complexe de M, soit
premier avec U.

En effet, la division & droite par un tettarion M est équivalente & la multiplica-
tion a droite par M/N (M), ¢’est-a-dire a la multiplication a droite par M (ce qui est tou-
jours permis en vertu de § 3. 3), suivie d’une division par un nombre N (M)du corps K.
Cette division n’est permise que si I'idéal principal (N (M)) est premier avec le module.

9. TutomrimE. — Il est permis de diviser @ gauche, par un méme tettarton M du
corps Q, les deux membres d’une congruence suivant un idéal scalaire W du méme corps,
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a condition que Uidéal principal Id (N (M)), on N (M) est la norme complexe de M, soit
premier avec U. :

En effet : la division & gauche par un tettarion M est équivalente & la multipli-
cation a gauche par M/N (M), c’est-a-dire & la multiplication a gauche par M (ce qui
n’est permis que si le module est un idéal scalaire — théoréme 4 de ce paragraphe),
suivie de la division par un nombre N (M) du corps K. Cette derniére n’est permise
que s1 I'idéal principal (IV(M)) est premier avec le module.

Remarque. Le théoréme cesse d’&tre vrai si le module est un idéal quelconque,
en vertu de la remarque faite au théoréme 4 de ce paragraphe.

10. TukorEME. — Si les teitarions réduits I', forment un systéme complet de restes
suivant un tdéal A du corps Q, les produits ', - A, ot A est un polytettarion entier du
corps Q, en forment aussi un a condition que Uidéal principal Id (N (A)) soit premier
avec U.

Démonstration. Comme le nombre des I',. . A est le méme que celui des I',., il suf-
fit de montrer que ces produits sont incongrus entre eux modulo ¥. Si

I'i A=T,.A (mod. %),
il s’en suivrait

(T'y —T) . A= 0 (mod. A).

L’idéal prineipal (V(A)) étant premier avec ¥, on pourrait diviser a droite par A et
I’on obtiendrait » .
Fk = I‘s (ll’lOd. QI),

ce qui serait contraire & ’hypothése.

11, Tukorime. — St les polytettarions ' forment un systéme complet de restes
suivant un idéal scalaire, U, du corps , les produits A .T",, ot A est un polytettarion
entier du corps Q, en forment ausst un, & condition que Uidéal principal Id (N(A)) soit
premier avec U, '

Remarque. Ce théoréme cesse d’8tre vrai si le module est un idéal quelconque, en
vertu de la remarque faite au théoréme 9 de ce paragraphe.

12. TuioréME. — La norme n (A) d’un idéal

A=Td {ay, ag,. ey Grye s, G |

du corps Q est égale au produit

o n(a,) est la norme de I'idéal a, dans le corps K.

Démonstration. Pour que deux entiers A = | a, | et B= { Brs| du corps Q soient
incongrus entre eux suivant un idéal ¥ du corps €, il faut et il suffit que, pour chaque
indice r = 4, 2, ..., m, les coordonnées correspondantes a.; et B,; le soient suivant la
coordonnée correspondante o, de cet idéal U (v. § 2, théoréme 8). Dés lors, on obtiendra
tous les éléments d’un systéme de restes modulo % en faisant parcourir aux coordon-
nées yrs du tettarion I' = | v, | tous les éléments d’un systéme complet de restes mo-
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dulo a, dans le corps K, et cela pour chaque indice r =1, 2,..., m séparément. Il en
. AY
résulte que la r*me ligne, ayant m — r + 1 coordonnées non nulles, nous donne

[n ()] !

combinaisons ; r doit prendre toutes les valeurs entiéres de 1 &4 m ; on obtient ainsi

combinaisons possibles et par suite autant de restes incongrus entre eux modulo %,
Il reste & montrer que tout tettarion du corps  est congru 4 'un de ces restes, et a
un seul. Si c’est le cas, I’ensemble de ces restes formera un systeme complet de restes
modulo %, et leur nombre sera égal & la norme, n (A), de I'idéal A (v. la définition de
‘la norme § 3. 1). Soit M = | pr, | un entier quelconque du corps Q. 1l sera congru
a I'un des restes I' = | yy | suivant I'idéal U, si les congruences suivantes

r=12,...,m )

s=r,r+1,...,m

Mrs Eyrs (mOd ar) (

sont satisfaites (§ 2 théoréme 8). Nous savons par la théorie générale des corps algébri-
ques que chacun des y,s est univoquement déterminé pour chaque systéme complet de
restes modulo a,.

Corollaire. St U = Id | a, a,..., a | est un idéal scalaire,

1) m+1

m n 4 m 41
n () = [n (a)] 2 = [Nn(a)] E

11 suffit de faire dans la formule du théordme précédent

g1= a2=....=(l,..... —-am.

Il vient alors
m (m-+1)

n (@) = n()mn@rIn@=[n@] 2

D’autre part
[n(@)]" = Nn (a)

d’otr
m+1
n (@) = [Nn(a)] .?
13. Tutorkme. — La norme d’'un produit diagonal de deuz idéaus U = Id | a, |

B = Id | b, | du corps Q est égale au produit des normes des facteurs.
n(A B)=n).n(®).
En cffet
n@UB) = I [ (a, . B)]m—"+1 = IT [ (a,) - o (B,)]m—r+1
r=1,

r=1

= I fn @)=+ [ @)=+ =TT )=+ 3T [ 6=+

r=] r

=n(W.n(B).
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14. Définition. — Envisageons un systéme complet de restes sulvant un idéal %
du corps Q. Le nombre de ceux d’entre eux dont les normes complexes, considérées
comme des idéaux principaux, sont premiéres avec U s’appellera I'indicateur d’Euler,
ou tndicateur tout court de 'idéal U du corps . Nous désignerons par $(¥) I'indicateur
ainsi défini de I'idéal U.

15. Tutortme. — St U est un idéal du corps Q de la forme particuliére
1,1, ,4,0,1,....,11,
® (A) =¢(a). [n(e)]"

ot ¢ (a,) désigne Uindicateur d’Euler de U'idéal a, et n (a,) sa norme dans le corps K.
En effet: les éléments I' = | y,,| d’un systéme complet de restes mod. U
sont, dans notre cas, de la forme

on a

L4, . 00001

0,1,....,4,....,1
I‘ —_— (.)’. .Oj......’.y.r;,....,;/;m

0’0,,0 ..... ,'i

c’est-a-dire des tettarions dont toutes les eoordonnées non nulles sont des 1, sauf celles
de la r*m¢ ligne, lesquelles sont

Jrrs Yrordlse ey Jrome.

Chacun des y,, peut parcourir les n (a,) éléments d’un systéme complet de restes
mod. a, dans le corps K. La norme complexe d’un I' est égale & y,,. Envisagée comme
idéal principal, elle sera premiére avec U, si y,. est premier avec a,. On obtiendra dés
Jors les restes mod. ¥, dont la norme complexe est premiére avec U, en faisant parcourir
dans le corps K 1) a y,, les ¢ (a,) éléments d’un systéme complet de restes mod. a, et
premiers avec a, et 2) & chacun des y,, (s = r -+ 1, ..., m) les n (a,) éléments d’un
systéme complet de restes mod. a,. Il en résultera

¢ (ar) - [n (@)] =
combinaisons possibles et autant de restes incongrus mod. U, restes dont la norme
complexe, envisagée comme idéal principal, sera premiére avec %.
16. TutoremME. — St U = Id | a, q,. .., a | est un tdéal scalaire du corps Q, on a
i H
m{m—1)

¢ Q) =[e@" [n()] ?

[T |

¢ (%)= [Ng[(@)]] [Nn(2)] ?_ .

ce qui peul s’écrire

Démonstration. Les ¢léments d’un systéme complet de restes mod. % sont, dans
notre cas, des polytettarions I = | Vrs | dont chacune des coordonnées 7rs peut prendre
chacune des n (a) valeurs d’un systéme complet de restes mod. a dans le corps K. La
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norme complexe, N (I'), d’'un de ces restes I' est égale au produit des coordonnées
diagonales y,.. Envisagée comme idéal principal, cette norme sera premiére avec U,
si chacune des coordonnées 7, est premiére avec a. On sait qu’il existe ¢ (a) restes
incongrus mod. a et premiers avec a. Dés Jors nous obtiendrons tous ceux des éléments
d’un systéme complet de restes mod. %, dont la norme complexe est premiére avec U,
en faisant parcourir a4 chacune des coordonnées y,,. les ¢ (a) valeurs sus-mentionnées
et a chacune des autres coordonnées v, (s 52 r) les n (a) éléments d’un systéme complet
de restes mod. a. Il en résulte

m

fp (@l 1 [ @)=

r=1

combinaisons possibles. Il vient dés lors :
) m
X (m—r)

@ (@) = fp @l [ @]~ = [p @] [n (0] =
m(m—1) m—1

=@ [n@] ¥ =[Ne@].[Nn()] *

17. Théoréme de Fermat pour un idéal scalaire. — U = Id |a,q,...,0a| éant
un tdéal scalaire du corps Q et A un polytettarion véduit ¢ gauche dont la norme com-
plexe, N (A), envisagée comme un idéal principal, est premiére avec U, on a la con-
gruence

D) _
VA =

Démonstration. Désignons par By, B,,...., B, les t = @ (¥) éléments d’un sys-
téme complet de restes (mod. A) dont la norme complexe, envisagée comme un idéal
principal, est premiére avec U ; choisissons les A, tels que

A . B, = A, (mod. %). (1)

(mod. ¥).

Je dis que les A, forment encore un systéme complet de restes mod. % ; car sil’on avait
A, = A, (mod. ¥),
il s’en suivrait, en vertu de (1),
A.B,=A.B; (mod. ¥
et par suite (§ 3, théoréme 9) :
B, =B, (mod. %),

contrairement & I’hypothése.
En plus, les normes complexes des A, sont prelmeres avec U. Passons des con-
gruences (1) aux suivantes (§ 3, théoréme 7)

N (A.B,)= N(A,) (mod. %) (2)

et supposons que NN (A,), envisagée comme idéal principal, ne soit pas premiére avec
U ;5 soit P leur plus grand facteur idéal diagonal commun de sorte qgue

IdNA)=F-B et A=P.GC.



Dés lors la congruence
entrainerait la suivante

et

ou (§ 3, théoréme 9)
N(B,) =0 (mod. ),

contrairement a I’hypothése faite sur les normes complexes des B,. Les considérations
précédentes permettent de regarder les A, comme constituant un systéme complet
de restes (mod. %A). Dés lors les A, ne sont autre chose que les B, pris dans un certain
ordre de succession. Multiplions les congruences (2) membre & membre ; 1l vient

r=1 r=1

TN (AB,) = I1 N (A,) (mod. %)

d’otl, en simplifiant (§ 3. théoréme 9),

[V(A)) =1 (mod. %)
ou

[NV (A)]2® =1 (mod. %)
Corollaire. N (A) et 'idéal scalaire A = Id | q, 'a,. .., a| étant des éléments du
corps K on a, en vertu de la théorie générale des corps algébriques, la congruence
[V (A =1 (mod. %)

ol ¢ (a) désigne 'indicateur de I'idéal a dans le corps K.

18. Théoréme de Fermat pour un idéal quelconque du corps Q. — Soit
A= 1Id}ay, ay,...., 0y | un idéal quelconque du corps Q, et A = | a,; | un polytetta-
rion complezxe dont les coordonnées diagonales ar (r = 1, 2, ..., m), envisagées comme
idéaux principauz, soient toutes premiéres avec U ; on a la congruence:

[N (A)] P(@) . ¢(as) ... p(@r) ... p(am) — 1 (mod. %)
ot ¢ (0,) désigne Uindicateur de I'idéal a, dans le corps K. _
En effet : les idéaux principaux (ay), (egs);s- - -, (@mm) sont, par hypothese, premiers
avec I'idéal U et par suite avec chacune de ses coordonnées a, (r = 1,2,..., m). 1l

en résulte, en vertu de la théorie générale des corps algébriques, les congruences :

«1% =1 (mod. a,)
% =1 (mod. a,)

2?87 =1 (mod. q,)

mm
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et cela pour chaque valeur de r = 1, 2, ..., m. En multipliant membre & membre ces

derniéres congruences, il vient :

afC L a? a8 =1 (mod. a,)
¢’est-a-dire

[au -2 TR .amm]?(ar) = 1 (mOd. a,)
0u, puisque ay . dag. « » camm = N (A),

[N(A)]?® =1 (mod. a,)

et cela pour r = 1, 2, ..., m. Par suite
[N (A2 @0 902 20m) =1 (mod. a,).

En vertu du théoréme 8 du paragraphe 2, on a dés lors la congruence
[V (A))FEO0 90D 96m) = ¢ (mod, 9.

Corollaire 1. — En désignant par ®,, (%) le plus petit commun multiple des m
indicateurs ¢ (ay); ¢ (z);- ..., 9 (m), on a la congruence

IN (A2 ® = (mod. %).

Corollaire 2. — Si W est un idéal du corps Q, de la forme Id 11,1, ..., 1,a,,1,...,1|
et A un tettarion réduit & gauche dont la norme compleze, envisagée comme idéal principal,
est premiére avec U, on a la congruence

[N (A)]? = 1 (mod. %),

¢ (a,) désignant indicateur de a, dans le corps K. En effet : dans ce cas ®,, (%) est
égal a ¢ (a,).

19. Congruences linéaires 3 une inconnue suivant un idéal du corps Q, —
Nous appellerons congruence linéaire & gauche & une tnconnue une congruence de la
forme

E.A =B (mod. %) (1)

ol U est un idéal du corps Q, A et B étant des entiers donnés, tandis que & repré-
sente une inconnue. Cherchons les conditions nécessaires pour qu’une pareille con-
gruence admette des solutions entiéres E.

Soit A un tettarion complexe entier du corps {2 dont la norme complexe, N (A},
envisagée comme 1déal principal, soit premiére avec %. Nous savons que dans ce cas,
si I'on remplace E successivement par tous les entiers I'y d’un systéme complet de
restes modulo U, on obtient des tettarions entiers réduits & gauche

T.A s=1,2,...., n(¥)

-
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qui forment & leur tour un systéme complet de restes modulo % (v. § 3. 10). Dés lors,
le nombre B est congru suivant % & ’'un de ces entiers et & un seul. Si.

I'.A=B (mod. %)

I" est une solution de la congruence (1) et c’est la seule comprise dans le systéme com-
plet de restes considéré. Dans ces hypothéses, tout tettarion de la forme

I' + ¥A,Y,,

ou les A; forment une base de I'idéal U et ou les Y, sont des ‘tettarions rationnels
entiers, est également solution de la congruence (1). La congruence (1) admet ainsi
une infinité de solutions.

Le théoréme de Fermat permet de trouver unc solution particuliére de la con-
gruence (1). En effet, par hypothése, 1a norme complexe, N (A), envisagée comme idéal
principal, cst premiére avec . Si U est un idéal scalaire du corps Q, on a

[N (A)]?® =1 (mod. ).
En multipliant & droite la congruence (1) par
K v ™™

ot A désigne le conjugué complexe de A, on obtient

2.AANAIEY =B K. VAP (mod. U)

ou bien
E=B.A.[NAI®™" (mod. %)

d’oit une solution particuliére de la congruence (1)
I'=B.A&.[N@A*™".

La solution générale de la congruence (1) est dés lors donnée par la formule
I + %As .Y,
les A, et les Y, ayant la signification indiquée ci-dessus. En tenant compte du corollaire
du théoréme de Fermat (§ 3. 47), on obtient une solution particuliére plus simple
I'=B.A.[NA“" .
SiY=1Id | a, | est un idéal quelconque du corps €}, un raisonnement analogue

au précédent donne une solution particuliére de la congruence (1), dans le cas ou
chacune des coordonnées diagonales de A est premiére avec %, sous la forme suivante

F — B . K [I\T(A)]q)m(u)_l .
La solution générale de la congruence (1) est alors donnée par la formule
'+ XA, Y,.

20. La congruence
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sera dite congruence linéaire & drotte & une inconnue. Les raisonnements ci-dessus,
relatifs aux congruences linéaires 4 gauche, sont encore valables pour les congruences
linéaires & droite, mais seulement dans fle cas ou1’idéal ¥ cst un idéal scalaire du corps
(v. remarque du théoréme 11 de cé paragraphe). Une solution particuliére d’une
telle congruence est donnée par le théoréme de Fermat sous la forme

= [N@A]*™.A-B

a condition toutefois que la norme complexe, N (A), envisagée comme 1idéal principal
soit premiére avec A

21. Ezemple. Considérons le corps des duotettarions (m = 2) dont les coordonnées
sont tirées du corps K (1 = \/— 1, \/13). Soit la congruence

L+VE L+L+VB+4VE I5 3]
bl 2 b

2 —

0 1;_\[1? lo,i[
2

mod. % = | Id (2), Id (1+1) |.

1+¢Et1_JB
3 ° 2

[x1

Les coordonnées diagonales : , sont premiéres avec A. La so-

lution est donnée par la formule

14+V13 144134+ iy/13
) e — ey O (W1
_Js3 2 2 14 VIB A —yIE]
=o. il 5 . 5 . 5 (mod. %).
0 1—2\/1

3

P,. (A) est le plus petit commun multiple de

9(2) et (14 1i);
¢ (1 4 1) est P'indicateur d’Euler de I'idéal principal (1 + i) du corps K. Nous savons
par la théorie des corps algébriques qu’il est égal a

n(l4+) —1
ol n (1 4 t) désigne la norme de I'idéal (1 4 ¢) dans le corps K. Or
n(l+)=01+)1—iyl+)(1—1) =4

Il s’ensuit

1+ =4—1=3
De méme

9(2) = ”(2)'[1_W11+Tj]2'

Comme

n(2) = (14 i) = 42 = 16,



il vient

Il en résulte

®,, (A) = 9.
Dés lors
1—y13 _ (1+v13) (1 4+3)
5 3 2 ’ 2
r=1>31, B . (— 3)® (mod. %)
0, ¢ 1413 '
0 , 5

32805 (1 — V13) 6561 (2 + 5i) (1+V13)

2 ’ 2
(mod. )

6561 (1 + V13)
0 : 5

En rejetant les multiples de 2 (qui est un nombre de I'idéal %), on obtient finalement

— (1 —V13) i1+ v13)
2

2 b
I'= (mod. %)
0 i (1 + V13)
’ 2
Vértfication.
—(1—V13)  i(1+V13)) (L+vV13 (@ +3) (1 +v13)
p) ’ 2 2’ 2
0 i (1 + v13) 0 1—v13
: 2 ’ 2
(3, 3(1 + 24)
- 30, — 3 {

Donc, on doit avoir

3,301+ 2 5, 3 .
30; (_—;i )gz §0’ i.g (mod. | 1d (2)). Id (1 + i) {,

ce qui est le cas, puisque
3—5=—2=10 (mod: 2)

3(1 4+ 2i)—3=6i=0 (mod. 2) ‘
—3i—i=—4i=0 (mod. (1 + 1)) (v. § 2. 8).
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§ 4. Les unités du corps Q.

1. Définition, — Nous appellerons tettarion unité ou simplement unité du corps Q
tout entier E de ce corps dont le réciproque,

est encore un entier du méme corps.

Il résulte de cette définition que la norme complexe, N (E), d’'une unité E du
corps ) est une unité du corps K et réciproquement : si la norme complexe d’un entier
du corps Q est une unité du corps K, cet entier est une unité du corps Q.

2. Tutorime. — Toute unité du corps  est un tettarion réduit dont les coordonnées
diagonales sont des unités du corps K. ' :

En effet, s1 E est une unité du corps £, sa norme complexe, N (E), est égale 4
une unité ¢ du corps K. Or, la norme complexe d’un tettarion réduit est égale au
produit de ses coordonnées diagonales. Ce produit doit étre égal a ¢. Il s’ensuit] que
les coordonnées diagonales d’une unité de € sont des unités du corps K, les coordonnées
non diagonales pouvant étre des entiers quelconqies du corps K. Dans le cas général,
E est donc de la forme

€1y 12y OlyZye e e oo s dlm

0, Eg 3 9B s e e y Gom
E= 0, 0, &, .... ) dgm N (N
0, 0, O0,..%.., en
oules g, (pour k=1,2, ..., m) désignent des unités du corps K, les ay, étant des entiers
quelconques du corps K. '
3. Tutorime. — Toute unité E du corps Q est un produit & droite d’'un nombre

diagonal unité par une unité du corps Q dont les coordonnées diagonales sont des 1.
Démonstration. Soit E une unité du corps Q ; elle est de la forme (1). Deés lors
(v. corol. du § 2. 4)

b 0, 0,0 | 14, me me  an

& 3] &

0, &, 0,..%..,0 0, 1, B . .. “El"

€

E=ﬁ >.4 2 2 °
0, 0, ep..... , 0 0, 0, 1, .... “?3'-"

. 3

0, 0, 0,..... , em 0, 0, 0,..... , 1
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Or, les ¢. étant des unités du corps K, les nombres

Urs

&

sont des entiers du méme corps ; désignons les par 3,

11 vient

0, ‘1, Bogrevv..s Bam
E=l€1,52, ..... ,Cmg~ 0, 0, 1, ..... ,ﬁ:;m
0, 0, O0,..... , 1
En posant pour abréger
35p£§251, [ Y s &m e
et
1, B Pugs----- s Bim
0, 1 , ﬁ23, ..... s ﬁ2m
EE=¢ 0, 0, 1, .... » Bam
0, 0, 0,..... , 1
on obtient
E=|¢]| E

4. Définition, — Désignons par E, une unité du corps Q définie comme suit :
1) Les coordonnées diagonales de E, sont toutes égales a4 1; 2) en méme temps, les
coordonnées non diagonales de E, sont nulles sauf celles de la r®m¢ ligne, lesquelles

peuvent &tre des entiers quelconques du corps K. Par exemple :

1, 0, 0, 0O,..... , 0
0, 14, 0, O,...... 0
E ._ Os O’ 1, ﬁ345- 1 B:}m
=% 0, 0, 0, 1,..... , 0
0, 0, 0, 0,....., 1

5. Tutorime. — Dans le corps Q, toute unité de la forme (2) est un produit d’ unités

de la forme spéciale B, prises dans un ordre de succession déterminé, savoir

E,=Em—-lnEm—z--~-Er----E2-E1-

Ce théoréme est une conséquence du théoréme 6, paragraphe 2.

6. Définition, — Soient e,, les unités relatives du corps Q définies au § 1. 1 et

[0y, wa, w3, wg] une base du corps K définie au § 1. 4. Posons
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EP =1+ wx-ers r=12,....,m
s=r,r+1,.....,m
=1,23, 4
Cette unité est de la forme
1 2 3 r s m
1, 0 0,..,0,...,0,-~)0 1
O: 19 09 907- 3 O, ..... O 2
0, 0, 1,....,0,....,0,. , 0 3
E(r’;)=< 0, 0, 0,....,1,..... wgs..., 0 L,
0o 0 O0,....,0, 1,.... 0, s
O: Os 09 701-- 703 1: J m

7. THEOREME.

[Ef’:)]a =1 + a.wg . Crs -

Ce théoréme se démontre directement par le calcul.

8. TuktorEmE. — Toute unité du corps Q de la forme E, définie au 4 de ce para-
graphe est un produit de puissances des E% .

Pour abréger I’écriture nous supprimerons les zéros et les 1 superflus et n’écrirons
que les coordonnées de la u*™ ligne'de E, ; nous utiliserons les crochets [] afin d’éviter

la confusion avee les nombres diagonaux. Ainsi, I'unité

1, 0, 0, 0, O
0, 1, 0, 0, 0
E;={ 0, 0, 1, s, Bssgsera représentée par [1, B34, Bas].
0, 0, 0, 1, O
0, 0, 0, 0, 1

Dans le eas général

E. = [1’ Bu, u-19 ﬁu, u4-29 Bu, g3 o v e Bu, m]-

Les B, sont des entiers queleonques du eorps K ; ils sont tous de la forme

B = cg”‘) Lo, + cg'"‘) Lty + cg"’) Lty + ci") .0y

Pour rendre la démonstration plus elaire, nous supposerons m = 8 (le corps des octo-
tettarions complexes) et u = 4. Dés lors

Ei=[1 Buss Basr Bars Basl-
On constate par le calcul que, d'une part,

Ey=[1, Bas; 0, 0, 0].[1, 0, Beg; 0, 0].[1, 0, 0, B, O].[1, 0, 0, 0, Bye]
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et que, d’autre part
[1, Bass 0,0, 0)=[1, &*w,, 0,0, 0]. [1, €.y, 0, 0, 0] [1, ).y, 0, 0, 0] [1, ¢, 0, 0, 0],

k]

b

[1,0,0,0, B]=[4, 0, 0,0, c#.0,].[1, 0, 0,0, ®.0,] . [1,0,0,0,¢8.00.] . [1,0,0,0,¢(.00,].
On a, en outre, d’aprés le théoréme précédent

[1, & o, 0, 0, 0] = [E%)]c(;is) ’

[1, & .up, 0, 0, 0] = [Eg)]cgs)

?

[1, 0, 0, 0, &§*® . w] = [E“"

Il s’ensuit que
45 c 45 3 (48)
Eo- BT % [E“’] o E“"] - E$®
.4 0 I8 4 4 o 4 48
=1 [EF " .1 [E""] 11 [E%] < .n [E&) " .
k=1 k=1 k=1 k=1 .
Dans le cas général
u u+-2) 4 (w, m)

L G AR g () 1%
Eu =k1-;[1 [Eu, u+]] .kI;II [Eu, u+2] . .kI—I] [E(u, m)]

Ezemple. Dans le corps des tritettarions réduits a gauche (m = 3), on a

N
1, Eak.wk, Zbk.wk 1, O, 0 1,_204‘.(1)}“ Ebk.wk
0, 1, Eck.wk = 0, 1, ch.wk . 0, 1, 0 4
0, 0, 1 0, 09, . 1 0, 0, 1
4 1, 0, 0 4 1., Ay . W 0 4 1, 0, bk.wk
= T 0’ 1: Cr. Wk P'HT 0, 1, 0 >Hj 01 1, O ¢
k= k=1 k=1
L 0’ 0;1 1 07 ) 1 0’ 0’ 1
A T N N o (R R (AT N L
=I{ 0 1, w I 0 1, . HT oA, }
k=1 k=1 k=1
0, 0, 1 J L 0, 0, 1 0, 0, 1 )

~[ES1" (ER) (B [B1" (E¥1" (ER) [ER1". (£ BRI (G (B (B -
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9. Tutorime. — Toute unité du corps Q peut se mettre sous la forme d’un pro-
duit dont les facteurs sont
1) des nombres diagonaux unités ;
2) des unités du corps Q de la forme spéciale E®.
Ce théoréme est une conséquence des théorémes 3, 5 et 8 de ce paragraphe.

10. 11 semble impossible! d’exprimer les unités E% en fonction les unes des autres
sans faire usage des polytettarions unités généraux, donc sans sortir du corps Q des
tettarions réduits & gauche. On peut dés lors dire que 'ensemble des unités E® est
multiplicativement irréductible dans notre corps de polytettarions complexes réduits
4 gauche.

Définition, — Nous appellerons systéme d’unités fondamentales du corps Q, le
systéme des unités ES élargi par 'adjonction des m.n unités fondamentales du sous-
corps des nombres diagonaux. Les éléments qui forment ce systéme seront dits des
unités fondamentales du corps Q.

11. TutorEme. — Le nombre des éléments d’un systéme d’unités fondamentales
du corps Q est égal &

2m.(m—1) +mn=m.2m—2+4 n)
ou n est le nombre des éléments d’un systéme d’unités fondamentales du corps K.

Démonstration. Pour calculer ce nombre, il suffit de déterminer :
1) le nombre des unités d’un systéme d’unités fondamentales du corps Q; des
nombres diagonaux ; il est égal a

m.n;

2) le nombre, dans le corps @, des unités de la forme spéciale

r=1,2,...m
E® s=r+1,r+2,....,m
k=1,2,3 4

Calculons ce nombre. Dans l'indice rs de I'unité E® en question, r estle numéro
de la ligne et s celui de la colonne, occupées par wx qui figure dans I'expression de
E® (v. § 4. 6). Soit r 'un des nombres 1, 2, ..., m, arbitrairement choisi mais fixe.
Dans la r®me ligne, w;; peut occuper m —r places différentes, savoir, & droite de la dia-
gonale principale, la place de chacune des coordonnées non-diagonales. Il s’ensuit
que pour chacune des valeurs de l'indice r, il y a 4 (m —r) possibilités, donc
-4 (m—r) unités B différentes, puisque le raisonnement est valable pour wy, wg, w3 &t tg.
Or, r peut prendre toutes les valeurs entiéres de 1 & m; on obtient donc, pour le
nombre des unités E® , expression

! Du Pasquier, Zahlentheorie der Tettarionen, § 7 et § 8.



T 4(m—r)
r=1
={§m—a=qm—n+@h4pum—m+””+2+u
_ m.(m—1) .
——4.—-——2————2.m.(m 1).

Un systéme d’unités fondamentales du corps Q contient donc
2m—lY+ mn=m(2m—2 -+ n)

éléments.

Remarque. Dans la démonstration précédente nous avons admis que la base du
corps K contient k = 4 entiers. Mais si toute base du corps K contenait k%4 nom-
bres entiers, ce qui est le cas général, le nombre des éléments d’un systéme d’unités
fondamentales du corps Q serait égal a

k.m(m—1)

5 —i—mn=%m(km——k—{—2n).

oo, 1 .
En effet, dans ce cas, le nombre des unités E serait

ium—n=@§m—ﬁ=k4m—4yum—m+””+2+u

m(m—i)'

=k. 5

Lausanne. — Imp. La Concorde



