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SUR LARITHNOMIE DES NOMBRES 

DE WEIERSTRASS GÉNÉRALISÉS ET DE QUELQUES 

SYSTÈMES DE POLYTETTARIONS COMPLEXES 

INTRODUCTION 

Gauss, dans un passage célèbre d'un de ses travaux, a posé la question : Pourquoi 
les relations entre les objets qui représentent une multiplicité à plus de deux dimensions 
ne peuvent-elles pas fournir de nouvelles espèces de quantités admissibles en arithmétique 
générale ? Gauss n'a jamais publié ses recherches sur ce sujet. Weierstrass, reprenant 
la question posée par Gauss, la ramenait à cette autre : une nouvelle extension de la 
notion de nombre est-elle possible ? Il en donna la solution connue : La nouvelle extension 
n'est possible qu'au prix de l'abandon d'une ou de plusieurs propriétés fondamentales des 
opérations de l'algèbre ordinaire. En s'occupant de cette question, Weierstrass a recher­
ché quels systèmes de nombres obéissent le plus possible aux lois de l'algèbre ordinaire. 
Dans un cours donné en 1863 à l'Univresité de Berlin, il a considéré des systèmes où 
une seule des lois classiques est abandonnée : un produit de deux facteurs peut s'annuler 
sans qu'aucun des facteurs ne soit nul. Ces systèmes, étudiés depuis lors par plusieurs 
auteurs, ont été retrouvés par M. le professeur L.-G. Du Pasquier comme cas 
particuliers d'un système très général de nombres hypercomplexes, qu'il appelle 
polytettarions ou m - tettarions. Dans ses recherches, M. Du Pasquier est arrivé 
à la conclusion que.les polytettarions embrassent, comme cas particuliers, tous les 
systèmes possibles de nombres hypercomplexes à addition associative, commutative 
et à multiplication associative liée à l'addition par les lois distributives. En particulier, 
les nombres de Weierstrass ne sont autre chose que des m - tettarions diagonaux (ce 
terme sera défini plus bas). 

M. Du Pasquier m'a proposé d'étudier l'arithnomie des nombres de Weierstrass 
généralisés, en supposant leurs coordonnées tirées du corps K (ya, y ï ) , où a et è 
représentent deux entiers ordinaires positifs ou négatifs, puis de chercher à étendre 
au cas des polytettarions quelconques, à coordonnées tirées du même corps K (y o, 
y b), les résultats obtenus pour les nombres de Weierstrass. Dans le cas des nombres 
de Weierstrass, où la multiplication est commutative, les théorèmes classiques de la 
théorie des nombres algébriques se prêtent à la généralisation. En passant au cas 
des polytettarions quelconques, à coordonnées tirées du corps K (ya, yo) , j 'a i pu 
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malgré la non-commutativité de la multiplication, étendre les théorèmes principaux 
à une catégorie spéciale, celle des polytettarions complexes réduits (ce terme sera 
défini au ch. V). Quant aux polytettarions complexes non réduits, la non-commuta­
tivité de la multiplication semble empêcher d'y appliquer les méthodes classiques. 
Voici une esquisse de la marche suivie et des principaux résultats obtenus. 

Le présent mémoire comprend deux parties ; la première (ch. I, II, III et IV) est 
consacrée aux nombres de Weierstrass, la seconde (ch. V) aux polytettarions réduits. 
Après avoir rappelé quelques définitions concernant les nombres de Weierstrass et le 
corps K (\a, \b), j 'aborde le sujet de mon travail : l'étude du corps Qd des diagonaux 
complexes, c'est-à-dire des nombres de Weierstrass à coordonnées tirées du corps 
K (ya, y b). L'indice d, dans Qd, rappellera qu'il s'agit de nombres diagonaux. La théo­
rie des idéaux permet d'édifier dans ce corps Qd une arithnomie semblable à celle des 
corps algébriques. En généralisant un théorème de Minkowski sur les formes linéaires, 
j 'aboutis facilement au théorème de l'unicité de la décomposition des idéaux dans le 
corps ûd- Le deuxième chapitre est consacré à l'étude des congruences suivant un 
idéal. Je généralise les notions de norme et d'indicateur aux idéaux du corps Qd- Je 
démontre que les théorèmes fondamentaux de la théorie classique des congruences 
restent vrais dans le corps étudié, entre autres le théorème de Fermât avec ses consé­
quences. De même qu'un nombre premier naturel se décompose dans les corps algé­
briques, de même un nombre de Weierstrass rationnel premier se décompose dans le 
corps Qd des diagonaux complexes. C'est cette question que je traite dans le chapitre I II . 
J'arrive au théorème suivant : pour décomposer dans le corps- Q& un nombre diagonal 
rationnel premier, il suffit de décomposer ses coordonnées dans le corps 
Les résultats de ce chapitre me permettent de calculer le nombre des classes d'idéaux 
du corps Qd en fonction de celui du corps K (y a, \b). Dans le chapitre IV, j 'étudie 
les unités du corps Qd. Dans la deuxième partie de mon travail, j 'ai cherché à géné­
raliser les résultats susmentionnés au cas du corps Q des polytettarions réduits à 
gauche. Du reste, la théorie développée s'appliquerait intégralement au corps des 
polytettarions réduits à droite, si l'on modifiait d'une manière appropriée les défini­
tions posées 1. Dans le domaine des polytettarions réduits à gauche, il y a lieu de 
distinguer deux arithnomies, se développant parallèlement : une arithnomie à gauche, 
et une arithnomie à droite. Dans mon travail, je n'ai traité que l'arithnomie à droite. 
On pourrait ériger deux arithnomies analogues dans le domaine des polytettarions 
réduits à droite. Après plusieurs essais, j 'a i vu qu'on pouvait beaucoup simplifier les 
démonstrations, sans changer les résultats, en modifiant 1° la définition de l'idéal et 
2° celle du produit de deux idéaux. Je démontre que la définition modifiée de l'idéal 
est équivalente à celle de Dedekind, à condition toutefois de faire la distinction entre 
idéaux à droite et idéaux à gauche. Ceux que je définis sont des idéaux à droite (dans 
le corps des polytettarions réduits à gauche). On pourrait développer dans le même 
corps de nombres, une théorie analogue pour les idéaux à gauche. Dans le cours de 
mon travail, j'appelle idéaux, tout court, ceux que j'introduis, sans insister sur le 
fait que ce sont des idéaux à droite. Ma définition étant plus générale que celle posée 

L.-G. Du PASQUIER. Zahlentheorie der Tettarionen. page 16. 
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par Dedekind, il fallait éviter une confusion possible avec l'idéal dans le sens classique. 
C'est pourquoi j 'ajoute le qualificatif de diagonal pour distinguer le nouvel être mathé­
matique : l'idéal diagonal. La définition nouvelle du produit de deux idéaux diffère 
de la définition ordinaire en ce que le produit de deux idéaux ne contient pas néces­
sairement tous les produits des nombres appartenant aux idéaux facteurs. Elle se 
justifie par un double fait : d'abord, elle coïncide avec la définition de Dedekind, dès 
que l'on passe du corps des polytettarions réduits à gauche au sous-corps des nombres 
diagonaux ; ensuite elle rend la multiplication des idéaux commutative, ce qui simplifie 
beaucoup la théorie de la décomposition en facteurs premiers et celle des congruences. 
J'appellerai produit diagonal ce nouveau genre de produits d'idéaux, afin d'éviter la 
confusion avec le produit idéal dans le sens classique. Les nouvelles définitions que je 
viens de mentionner me permettent de démontrer le théorème de la décomposition 
univoque des nombres diagonaux dans le corps Q des polytettarions réduits, et par 
suite aussi la décomposition des polytettarions réduits complexes du même corps 
en un produit d'unités et de facteurs premiers du corps. Dans la théorie des congruences 
suivant un idéal, je montre quelles anomalies proviennent de la non-commutativité 
de la multiplication des tettarions et quels sont les théorèmes qui, malgré cette non-
commutativité, subsistent dans le corps û. J'étudie enfin les unités de ce corps. 

Dans mes recherches, je me suis basé principalement sur les travaux suivants •' 
L.-G. Du PASQUIER, Zahlentheorie der Tettarionen, Vierteljahrsschrift, d. Naturf' 

Ges. in Zürich. Jahrgang 51. Zürich 1906. 
L.-G. Du PASQUIER, Sur Varithmétique des nombres hyper complexes. L'enseigne­

ment math. t. 18. Genève 1916. 
L.-G. Du PASQUIER, Zur Theorie der Tettarionenideale, Viertel]ahrsch. der 

Naturf. Gesel. in Zürich. Jahrg. 52. Zürich 1907. 
D. HILBERT, traduit de l'allemand par A. Lévy et Th. Got, Théorie des corps de 

nombres algébriques. Paris 1913. 
J. SOMMER, traduit de l'allemand par A. Lévy, Introduction à la théorie des nom­

bres algébriques. Paris 1911. 
E.-J. AMBERG, Ueber den Körper, dessen Zahlen sich rational aus zwei Quadrat­

wurzeln zusammensetzen. Inaugur. Dissertation. Zürich 1897. 
E. CAHEN, Théorie des nombres. Tome II : Le second degré. Paris 1924. 
Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées. Tome I, volume 1, 

fascicule 3. Paris et Leipzig 1908, et tome I, volume' 2, fascicule 2. Paris et Leipzig 
1910. 



DEUXIÈME PARTIE 

LE CORPS fi DES POLYTETTARIONS COMPLEXES 
RÉDUITS A GAUCHE 

§ 1. Définitions préliminaires. 

1. Nous appellerons m — tettarion ou polytettarion un ensemble de m2 nombres 
ar„ rangés en un tableau carré de m lignes et m colonnes, soi t 1 : 

A = -

« 1 1 , 

« 2 1 , 

« 3 1 , 

«ml j 

« 1 2 , 

« 2 2 , 

« 3 2 , 

«m2, 

« 1 3 , • • 

« 2 3 , • • 

« 3 3 , • • 

OmZt • • 

• • ) « l m 

• • > a^m 

• • J « 3 m 

• • j amm 

= \ar.\ (1) 

Un polytettarion dont toutes les coordonnées situées d'un même côté de la 
diagonale principale sont nulles, est dit réduit. Il est réduit à gauche ou réduit à droite1 

suivant que les coordonnées nulles se trouvent à gauche ou à droite de la diagonale 
principale. Par exemple, le polytettarion 

« 1 1 , 

o , 
o , 

o , 

« 1 2 , 

« 2 2 , 

0 , 

0 , 

« 1 3 , 

« 2 3 , 

« 3 3 , 

o , 

. . . . , & j m 

• * • î &%rr\ 

* • • Î # 3 m 

• • • ; @mm _ 

est réduit à gauche. 
Un polytettarion qui est à la fois réduit à gauche et réduit à droite est dit poly­

tettarion diagonal ou nombre diagonal, par exemple 

r «ii, o, — ,o 
0 , «22, 0 j a„ j = j ar j . 

0, 0, . 

1 Le signe = (doublement égal) signifie égal par définition. 
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Nous représenterons le polytettarion diagonal A symboliquement comme suit: 

A =§ J O1, as, a3, am j == j ar J 

En particulier si ax = a2 = . . . . = On, le tettarion diagonal est dit scalaire. 

Egalité. — Deux polytettarions sont dits égaux, si les coordonnées correspon­
dantes le sont. 

Addition. — La somme des deux polytettarions, A = j ar, J et-B = J br, j , est le 
tettarion C — j cr, J de coordonnées crsË=ar, -j- brs. L'addition ainsi définie est com­
mutative et associative. Elle a un module. C'est le tettarion dont toutes les coordon­
nées sont nulles. Il est appelé polytettarion nul ; on le représente par O. 

Soustraction. — La différence des deux tettarions, A = j ar, j et B = \br> j , est 
le tettarion C = j cr, J de coordonnées crs == ars — i>rs. 

En additionnant k fois de suite un polytettarion A = j ars \ à lui-même, on 
constate que les coordonnées de la somme ainsi obtenue sont k.ars. On est conduit 
à généraliser ce résultat au cas où k cesse d'être un nombre naturel et à poser la défi­
nition suivante : 

Pour multiplier un tettarion A= j ar> j par un nombre réel ou complexe quelconque 
k, il faut multiplier par k chacune des coordonnées de A. 

Unités relatives. — On appelle unité relative, et on désigne par ers, un polytetta­
rion dont 1) toutes les coordonnées, sauf une, sont nulles ; 2) la coordonnée non nulle 
est égale à 1 et se trouve à l'intersection de la rUMe ligne et de la siime colonne. 

Multiplication. — La multiplication des tettarions entre eux se fait d'après la 
même règle que la composition des substitutions linéaires. Le tettarion C = J c„ ( est 
le produit de A = \ ar,\ par B = \ br, j et l'on écrira 

l...m 

A. B = C si crs HI ^ j ark . bk,. 
k 

La multiplication ainsi définie est associative et liée à l'addition par les deux 
lois de distributivité résumées par les formules : 

A.(B + C) = A.B + A.C et {B + C).A = B.A + C.A 

La multiplication des polytettarions n'est pas commutative en général. Si 
A.B = B.A, on dit que ces deux tettarions sont permutables. La multiplication 

l...m 

possède un module : c'est le nombre diagonal J1, 1, . . . . , 1 j = V err appelé poly-
r 

tettarion principal et représenté par 1. 
Il suit de là que le corps des tettarions à coordonnées réelles contient comme 

sous-groupe les nombres réels. Quand les coordonnées des tettarions sont elles-mêmes 
des nombres complexes tirés d'un corps algébrique K, comme nous le supposerons plus 



— 14 — 

bas, le corps formé par ces tettarions contiendra comme sous-groupe le corps K. Un 
nombre « de ce corps K peut en effet se mettre sous la forme d'un polytettarion 
scalaire 

« = « . ZJ err = ZJ a . err = } a, a, . . . . , a j . 

Tout nombre « du corps K, ainsi que tout nombre réel, est permutable avec un 
polytettarion quelconque. 

2. On appelle transposé de A le polytettarion obtenu en changeant les lignes en 
colonnes. On appelle adjoint de A le tettarion obtenu en remplaçant chaque coordonnée 
de A par le mineur correspondant dans le déterminant des coordonnées de A. Le tran-
posé de l'adjoint de A est dit son conjugué complexe. Nous le désignerons par A. Tout 
tettarion est permutable avec son conjugué complexe. 

Quand les coordonnées ar, du tettarion A sont des nombres rationnels, le tetta­
rion A n'a qu'un seul conjugué ; c'est précisément le conjugué complexe. Mais quand 
les coordonnées sont elles-mêmes tirées d'un corps algébrique K, comme nous le 
supposerons plus bas, il faut distinguer entre le conjugué complexe, défini ci-dessus 
et les conjugués en K. Ces derniers, que nous désignerons en affectant la lettre A 
d'accents, donc par A', A", A'",...., sont des tettarions dont les coordonnées sont 
les conjugués en K des ar,. 

Proposition 1. Le produit du tettarion A par son conjugué complexe A est un 
nombre rationnel dans le corps des coordonnées. Sa valeur est égale à celle du déter­
minant des ars. Nous l'appellerons la norme complexe de A et la désignerons par JV (A), 
avec le JV majuscule. 

JV (A) m A.T= det [On). 

Quand les coordonnées de A sont elles-mêmes des nombres algébriques, il faut 
distinguer entre la norme complexe et la norme en K. Cette dernière, que nous désigne­
rons par n [A), avec le n minuscule, est égale au produit de A par ses conjugués en K : 

n{A) = A. A'. A".... 

Proposition 2. La norme complexe d'un produit de deux tettarions est égale au 
produit des normes complexes des facteurs : 

N (A. B) = JV {A). N (B). 

Cette proposition s'étend au cas où le produit se compose d'un nombre fini quelconque 
de facteurs. 

3. Division. — La division est définie comme opération inverse de la multipli­
cation. Etant donnés deux polytettarions, A et B, il y a lieu de distinguer entre le 
quotient à gauche, X, et le quotient à droite, Y, de A par B, suivant qu'on cherche X 
ou Y (en général différents entre eux) tels que 

A = X. B A = B. Y. 

Pour déterminer pratiquement les deux quotients, on procède comme suit : 
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Lorsque A n'est pas un diviseur de zéro, on appelle réciproque de A, et l'on écrit 
A~ 1J le tettarion 

"T 

N(A) 

Il satisfait à l'équation : A~K A = A. A—1 = 1. 
En multipliant l'égalité .A = X. B à droite par B~1 et l'égalité A = B .Y à 

gauche par B—1, on obtient les deux quotients cherchés sous la forme 

X = A. B-i = 4 £ et Y = B-KA B'A 

JV (B) N (B) 

On ne peut parler de quotient, tout court, sans ajouter à gauche ou à droite, que si A 
et B sont permutables. Dans ce cas seulement, le symbole A : B a un sens. 

Corollaires. Pour additionner, soustraire, multiplier ou diviser des tettarions 
diagonaux, il suffit d'effectuer les mêmes opérations sur les coordonnées correspon­
dantes. 

Les tettarions diagonaux ne sont autre chose que les nombres de Weierstrass, 
objet de la première partie de ce mémoire; ainsi se trouve justifié le nom de nombres 
diagonaux. 

Les polytettarions forment un corps de nombres. Il en est de même des poly­
tettarions réduits et des polytettarions diagonaux. Nous désignerons par i i le corps 
des tettarions réduits à gauche et par Q^ celui des tettarions diagonaux. 

Définition. — Un polytettarion est dit rationnel, si ses coordonnées sont toutes 
des nombres rationnels ordinaires. Nous désignerons les tettarions rationnels par des 
lettres majuscules latines 

A, B, C, X, Y, Z 

et les nombres rationnels ordinaires par des lettres latines minuscules : 

a, b, c, , x, y, z. 

Un tettarion sera dit complexe, si ses coordonnées sont des nombres pris dans un corps 
algébrique K. 

4. Dans ce mémoire, nous entendrons par K le corps déduit de deux racines 
carrées, \Ja, et yfb, où a et b représentent des nombres entiers ordinaires, positifs ou 
négatifs. Tout élément a de ce corps K peut se mettre sous la forme 

« = aô + a'i V* + °a V^ + °3 \ab 

où les a'r sont des nombres rationnels. 
En désignant par r le p. gr. c. d. de a et de b, puis posant t = a : r et e =1 b : r, 

on peut donner aux nombres de ce corps K la forme : 

a = «o + ai V ^ + a2 \Jr-v + ¾ ^ . ! 

où les flfc sont rationnels. 
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On sait que ce corps admet les quatre substitutions : 

S1 = 1, S2 = (f/i :-\ft\ S9 = ( ^ : - y A ) et S4 = (f/~r : - ^r) . 

Les corps provenant de ces substitutions sont dits les corps conjugués de K. Le corps 
K est normal, puisqu'il est identique à ses conjugués. Il contient trois sous-corps 
quadratiques. A chaque nombre « de K correspondent trois nombres que nous désigne­
rons, comme on le fait généralement, par a', a" et«'", appartenant respectivement aux 
trois corps conjugués de K. Ils se déduisent de a. par les substitutions S2 , S3 et S4. Ils 
sont dits conjugués en K. Le produit d'un nombre du corps K par ses conjugués en K 
est un nombre rationnel dit la norme de x. On la désigne par n (a), avec le n minuscule. 
On démontre que les entiers du corps K possèdent une base ; on la représente par 
[w0' = 1, W1, W2, W3] ou quelquefois par [W1 = 1, w2, W3, W4]. Cela revient à dire 
que tout nombre entier du corps K, par exemple a, peut se mettre sous la forme 

« = Ct0 - f O1W1 + O2W2 + . O 3 W 3 , 

où les ak sont des nombres entiers ordinaires, positifs, nuls ou négatifs. 
Nous avons emprunté les résultats ci-dessus, concernant le corps K (ya , y h) 

au travail de M. E. Amberg cité dans l'introduction. 
5. Dans ce chapitre, nous envisagerons les polytettarions complexes réduits à 

gauche dont les coordonnées sont tirées du corps K introduit ci-dessus. 
Notation. Nous désignerons ces tettarions complexes par des lettres grecques 

majuscules : 

A , B , r , , 3 , 0 , 

et les nombres du corps K par des lettres grecques minuscules 

«, ß, y, , £, «• 

Nos tettarions complexes réduits à gauche sont tous de la forme : 

a l l , «12 > «13 » • 

O , a 2 2 , a 2 3 , 

0 , 0 , «33 > 

« im 

« 2 m 

«3m 

- - , OCmm 

où chacun des a,.s est lui-même de la forme 

a = a0 + U1 \Jrt + a2 \Jvt + a3 sjrv, 

les a/t étant des nombres rationnels. Nous désignerons un tel tettarion complexe sym­
boliquement par j Urs I, de sorte que : 

A E= j a„ j . 
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§ 2. La divisibilité et la théorie des idéaux dans le corps Q. 

1. L'objet de ce paragraphe est l'étude du corps Q des polytettarions complexes 
réduits à gauche, c'est-à-dire ayant la forme indiquée au paragraphe précédent. Dans 
la suite, nous sous-entendrons le plus souvent les mots à gauche et dirons simplement 
teitarions réduits. Il va de soi qu'on pourrait faire une étude tout analogue des poly­
tettarions réduits à droite. 

Dans le domaine des tettarions, la multiplication n'étant pas commutative, il y 
a lieu de distinguer deux arithmétiques se développant parallèlement l'une à l'autre : 
une arithmétique à gauche et une arithmétique à droite. Dans notre travail, nous trai­
terons l'arithmétique à droite (des polytettarions réduits à gauche). 

2. Pour abréger l'exposé.: 
1) Nous désignerons par E& le polytettarion (réduit à gauche) dont toutes les 

coordonnées non diagonales sont nulles, sauf celles de la kième ligne, lesquelles sont 
des nombres du corps K ; les coordonnées diagonales étant des 1. Par exemple : 

E2 = 1, O, 
0, 1, 
0, 0, 

0, 0, 

0 , . . . 
%3 ) • • 

1 , . . . 

0 , . . . 

. . , 0 
• • ! £2 

. . , 1 

. . , 1 

Remarque : En, = 1. 
2) Nous désignerons par Hfc le nombre diagonal dont toutes les coordonnées sont 

des 1, sauf la /cième qui est un nombre, ri, du corps K. Par exemple : 

H3 = J 1, 1,„, 1 , . . . . , 1 , . . . . , I j 

Dans la suite, la lettre H désignera exclusivement des nombres diagonaux de cette 
forme spéciale. 

3. Définitions. — Un polytettarion complexe A = j <xr, \ est dit entier, si toutes 
ses coordonnées xrs sont des entiers du corps K, c'est-à-dire des expressions de la forme : 

(rs) , (r*) - (rs) . (rs) 
^rS = C0 + C 1 .W1 + C2 .W2 + C3 .W3 

où les Cfc sont des entiers ordinaires, [1, W1, W2, W3] constituant une base du corps K. 
Le polytettarion entier A est dit divisible à droite par le polytettarion entier B, 

s'il existe un polytettarion entier Y vérifiant l'égalité : 

A = r . B . 

Dans ce cas, nous dirons aussi que A est un multiple à droite de B, ou simplement un 
multiple de B, en sous-entendant les mots à droite ; ou encore : que B est contenu 
dans A. 
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Un polytettarion entier E, contenu dans n'importe quel polytettarion entier, 
est dit un polytettarion-unité, ou simplement une unité. La condition nécessaire et 
suffisante pour que E soit une unité est que ses coordonnées diagonales soient des 
unités du corps K. (v. § 4, 2). 

Un polytettarion complexe entier A est dit premier si, dans toutes les décompo­
sitions possibles de A en un produit de deux facteurs, l'un de ceux-ci est nécessairement 
un polytettarion unité. 

4. LEMME. — Pour qu'un nombre diagonal Hk = j 1, 1,. . . , 1, »j, 1,. . . , 1 j divise 
à gauche un teltarion entier réduit à gauche A = j ara j , il faut et il suffit que les coor­
données de la Jtième ligne de A soient des multiples de r) dans le corps K. 

Pour fixer les idées, nous supposerons dans la démonstration m = 5, k = 3. Soit 

A = «11 ) «12 > «13 > «14 > «15 

0 , «22 ) «23 ) «24 ) «25 
0 , 0 , K33, A34 , a3 5 

0 , 0 , 0 , a44 , «45 

0 , 0 , 0 , 0 , «56 

et H3 = j 1, 1, Ti, 1,1 j , où tous les «r» et n sont des nombres entiers du corps K. Pour 
que A soit un multiple à gauche de Hfc, il faut et il suffit ( § 1, 3) que le produit suivant 
soit un tettarion entier : 

H ^ . A 

n 

H 3 . A \ n, m, 1, r,, y? j . A 
= . / V ( H 3 ) - y, • 

i, OC11Y), OC12Yj, OC13Y), 0CUY], OC15Yi 

,1 0 , CC22Y1, OC23Yl, OC2iYI, OC25Yl 

Ï ^ ) ^ 3 3 » ^-34 J ^-35 

0 , 0 , 0 , «44>;, a45y; 

0 , 0 , 0 , 0 , «55*, 

Pour que ce produit soit un entier, il suffit que toutes les coordonnées oc3, (s = 3, 4, 5) 
soient des multiples de rt dans le corps K, c'est-à-dire , dans le cas général, que 

och, = 0 (mod. ri) s = k, k + 1,. . . ., m. 

Corollaire. Pour diviser à gauche un tettarion réduit A par un diagonal Hs défini 
ci-dessus, il suffit de diviser les coordonnées de la kièmc ligne de A par r,. 

5. LEMME. — Entendons par B\ = J ßrs j un tettarion complexe jouissant des 
trois propriétés que voici : 1) il est réduit à gauche ; 2) ses coordonnées diagonales sont 
des 1, sauf ß ^ , qui peut être quelconque; 3) les coordonnées non diagonales sont 
toutes nulles, sauf celles de la Véme ligne, qui sont quelconques (1 étant l'un des nom­
bres 1, 2, 3 , . . . , m arbitrairement choisi mais fixe). Par exemple pour X = 3, m = 5> 
on aura : 
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1, O, 0, 0, 0 

o, 
o, 
o, 
o, 

1, 
o, 
o, 
o, 

o, 
P33) 

o, 
O1 

0, 0 
084» 035 

1, 0 
0, 1 

B3 

Entendons par T)1 == j yrs j un tettarion complexe jouissant des propriétés suivantes : 
1) il est réduit à gauche ; 2) ses coordonnées yrs sont quelconques pour r •< 1 ; 3) ses 
coordonnées diagonales sont égales à 1 pour r ^ A ; 4) pour r ^ X ses coordonnées yr, 
sont nulles. Par exemple pour X = 3, m = 5, on aura : 

7ll> 7 l 2 ' /13) 7l4> 7 « 

0 , 722) 723) 724' 725 

0 , 0 , 1 , 0 , 0 
0 , 0 , 0 , 1 , 0 
0 , 0 , 0 , 0 , 1 

Dans ces conditions, le produit B^ • T)1 est un tettarion réduit dont les coordonnées des 
(X— 1) premières lignes sont celles de T)1, les autres étant celles de B j . Ainsi pour 
X = 3, m = 5. 

B3. r 3 

Tu« 
0 , 
o , 
o , 
o , 

7l2) 

722) 

o , 
o , 
o , 

7l3) 

723) 

P33) 

o , 
o , 

714) 

724) 

J S M , 

1 , 
0 , 

715 

725 

fei 
0 
1 

On démontre ce lemme en appliquant la définition de la multiplication des tettarions 
(v. § 1, 1). 

Corollaires. 
1. ' B 3 1 = E31-H)1 (v. § 2 . 2 ) 

o ù >% = ßn e* 9", = ßh 

2. T2 = B 1 ; T 1 = B 0 = I 

3. ^ = B ^ r V 1 

4) Tout polytettarion complexe réduit à gauche est de la forme T7n^1 . 

6. THÉORÈME. — Tout polytettarion réduit à gauche, A = j ar» !, se décompose 
en un produit de tettarions unités E> et de diagonaux Hj1 définis au § 2. 2, pris dans un 
ordre déterminé. Les coordonnées non diagonales de la Xiime ligne de E)1 sont celles de la 
jième Ugne de A ; la Xiim' coordonnée de H^ est a-^. En formule 

A = E7n • Hm • Em - 1 • Hm-i E^ • H) E 2 • H2 • E 1 • H 1 . 

En effet, d'après le lemme précédent, pour >, = m -f~ 1, on a 

A == xjm • 1 m ^11 -E-rn • n « ' - I m * 
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De même 

J- m = = *5nt—1 * A m — l === *~*m—l • * l m — l * * m — X » 

et ainsi de suite jusqu'à X = 2 

r , = B 1 . T 1 = B1 

D'où 

A ^ u m • U m • i^nl—i • H 

ou (v. la remarque au § 2, 2) 

A = xlnl • l̂ nl—i - rim—i 

Exemple pour m = 4 

. < 

« 1 1 ! «12) «13) «14 

0 , «22) «23) « 2 4 

0 ) 0 , a33, a34 

. 0 , 0 , 0 , «44, 

• = < 

( 1, 0, 0 
0, 1, 0 
0, 0, 1 
0, 0, 0 

A = B4 

* « 

1, 0, 0, 0 J 
0> «22) «23» «24 I 
0, 0, 1, 0 f 

. 0, 0, 0, 1 J 

«11) «12! «13) Ä 1 4 | 

0, 1 , 0 , O l 
0, 0, 1, 0 (-' 

. 0, 0, 0, 1 ) 
B 2 - B x -

• ' 

1, 0, 0, 0 ' 
0, 1, 0, 0 
0, 0, «33,0 
0, 0 , 0 , 1 

Ha 

- ' • ' 

1, 0, 0, 0" 
0, IjA23, «24 
0, 0, 1, 0 
0, 0, 0, 1 

E2 

s- • < 

' 1 , 0, 0 
0, «22) 0 
0, 0, 1 
0, 0, 0 

H2 

^ E 1 - H 1 . 

«-1 E 1 H1 

E 1 - H 1 . 

, o 
, o 
, o 
) «44 

• . < 

r î , o, o, 
0, 1, 0, 
0) 0, «33, 
0, 0, 0, 

B3 

1, 0, 0, 0 
0, 1, 0, 0 
0, 0, 1, 0 

. 0, 0, 0, «41. 

. . . 

f 1 ) 
0, 
0, 

l o , 
H4 

, 0 ) 
, o 
, o 
. U 

• -

1, ai2, «i3, ai4i 
0, 1, 0, 0 I 
0, 0, 1, O f " 
0, 0, 0, l ) 

Ei 

0 ' 
0 

«34 

1 

> 

0, 0, 
1, 0, 
0, 1, 
0, O1 

E 3 

«H, 0, 0, 
0, 1, 0, 
0, 0, 1, 
0, 0, 0, 

H 1 

0 ' 
0 

«34 

1 

0 
0 
0 
1 

Corollaire. — Les éléments indécomposables du corps ù sont des nombres diagonaux, 
abstraction faite des unités. 

7. Il résulte des théorèmes précédents que la décomposition en facteurs premiers 
des polytettarions complexes réduits à gauche dépend essentiellement de celle des 
nombres diagonaux. Comme cette dernière, pour être toujours univoque, doit se faire 
à l'aide des idéaux, il est nécessaire, pour la décomposition des polytettarions réduits 
à gauche, de recourir à une notion analogue, et d'introduire des idéaux de polytetta­
rions. 

a,, a D u 2 i -

Définitions. — Considérons m idéaux quelconques du corps K, par exemple 
, om. Nous appellerons idéal diagonal du corps û l'ensemble suivant de 

polytettarions A == | «,., j : 
1) Tous les A sont réduits à gauche ; 2) les coordonnées de la première ligne 

de A parcourent, indépendamment l'une de l'autre, tous les nombres de l'idéal U1 

dans le corps K et ne prennent pas d'autre valeur ; 3) les coordonnées de la deuxième 
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ligne de A parcourent, indépendamment l'une de l'autre, tous les nombres de l'idéal 
O2 du corps K et ne prennent pas d'autre valeur ; et ainsi de suite ; finalement 4) les 
coordonnées de la mièmt ligne de A parcourent tous les nombres de l'idéal 0m du corps 
K et uniquement ceux-là. 

Nous désignerons un tel ensemble symboliquement à l'aide d'un nombre diagonal 
dont les coordonnées sont elles-mêmes des idéaux, soit 

S l = Id J O1, O2, O3, , om j = Id \ar j 

Exemple. — Id j (2), (3), (4) J dans le corps Q des tritettarions est l'ensemble 
constitué par une infinité de tritettarions 

a l l > a 1 2 ) a 1 3 

0 , a 2 2 , (Z23 > 

0 , 0 , Ot33 

où A11', A12, «13 parcourent, indépendamment l'un de l'autre, lous les nombres de 
l'idéal principal (2) du corps K, et ne parcourent que ces nombres-là ; «22 et A23 parcou­
rent tous les nombres de l'idéal principal (3) et seulement ceux-là; enfin «33 parcourt 
tous les nombres de l'idéal (4) dans le corps K. 

Nous appellerons les idéaux ar du corps K, servant à former l'idéal diagonal 21 
du corps û, les coordonnées de l'idéal 91. 

Un idéal diagonal du corps Q sera dit scalaire, si ses coordonnées sont toutes 
égales entre elles. 

Un idéal diagonal 9t == Id J ar j , où tous les ar sont des idéaux principaux du 
corps K, sera dit un idéal diagonal principal du corps Q. 

Un idéal diagonal contenant l'unité principale ou un des diviseurs de cette unité _ 
est dit l'idéal unité. Nous le désignerons par (1) ; il contient tous les nombres entiers du 
corps Q et seulement ceux-là. 

Nous appellerons produit diagonal des deux idéaux diagonaux, 21 = Id | Q1. j et 
93 =§ Id j br j , du corps Q l'idéal S = Id | cr j dont les coordonnées sont 

c r = o r . b r (r = 1, 2 , . . . , m). 

Ce produit S contient tous les tettarions dont les coordonnées de la rième ligne (pour 
r = 1, 2, . . . . , m) appartiennent à l'idéal ar • b rdu corps K ; et S ne contient que ces 
tettarions-là. 

La définition nouvelle du produit de deux idéaux diffère de la définition ordinaire 
en ce que le produit diagonal de deux idéaux diagonaux ne contient pas nécessairement 
tous les produits des nombres appartenant aux idéaux facteurs. Mais cette définition 
se justifie par un double fait : d'abord, elle coïncide avec la définition de Dedekind, 
dès que l'on passe du corps des tettarions réduits à gauche au sous-corps des nombres 
diagonaux ; ensuite elle rend la multiplication des idéaux commutative, ce qui simplifie 
beaucoup la théorie de la décomposition en facteurs premiers, ainsi que celle des 
congruences. 

Un idéal diagonal 3t du corps Q sera dit diagonalement divisible par un idéal 
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diagonal 95 du même corps, lorsqu'on pourra trouver dans ce corps un idéal diagonal 
© tel que : 

Sl = 93. C . 

£ sera dit le quotient diagonal de Sl par 93 ou un diviseur diagonal de Sl. On peut ici 
supprimer les termes à gauche et à droite et parler de quotient tout court, du moment 
que la multiplication des idéaux diagonaux est commutative. Le terme de diagonal 
permet d'éviter toute confusion avec le quotient dans le sens classique. 

Conséquence. Pour diviser un idéal diagonal du corps Q par un autre idéal 
diagonal, il suffit de diviser leurs coordonnées correspondantes. 

Un idéal diagonal du corps ù est dit premier si, dans toute décomposition 
possible de cet idéal en un produit diagonal de deux facteurs, l'un est toujours l'idéal 
unité. 

Deux idéaux diagonaux sont dits premiers entre eux, s'ils n'ont aucun diviseur 
idéal diagonal commun, sauf l'idéal unité. 

Si un nombre entier A = j xrs ] du corps Ci appartient à l'idéal diagonal Sl = 
Id j ar J du même corps, nous dirons, par analogie avec la théorie classique des 
idéaux, que A est congru à zéro mod. Sl et nous écrirons, 

A = O (mod. Sl). 

Nous dirons que l'idéal Sl divise le nombre A. 
Des définitions posées résultent les théorèmes suivants : 

8. THÉORÈME. — Un entier A = | <xrs j du corps ù est congru à zéro suivant un 
idéal diagonal Sl = Id J 0r j de ce corps, si les coordonnées ocrs de la rièm' ligne (pour r = 
i,2,...., m séparément) sont des entiers du corps K appartenant à l'idéal ar du 
corps K. En formule : 

A = O (mod. Sl) si «rs E= 0 (mod. ar) 
s == r, r -\- 1,. . . ., m 
r = 1, 2.. . . . , m . 

9. THÉORÈME. — La somme et la différence de deux entiers A = j «r j | et B = 
j ßrs j d'un idéal diagonal Sl = Id ) ar j du corps Q appartiennent à l'idéal diagonal St. 

En effet, les congruences 

A EE 0 (mod. Sl) et B EE 0 (mod. Sl) 

entraînent les suivantes 

<xrs =i 0 (mod. ûr) fr = 1, 2 , . . . ., m \ 
et ßr, = 0 (mod. or) \ s = r, r + 1, m J . 

On sait par la théorie des corps algébriques (v. par exemple D. Hilbert) que dans ce 
cas 

«rs ± /3,.j EE 0 (mod. ar) 

Or, cela entraîne, en vertu du théorème précédent, 

A z t B E E O (mod. Sl). 
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10. T H É O R È M E . — Le produit à droite, A . B , d'un entier A = j xrs j de l'idéal 

diagonal Sl = Id J ûr | du corps Q par un tettarion entier B = j ßrs j du même corps, ap­

partient au même idéal diagonal 21. 

E n effet, si : 

A = O (mod. 91), 

on a 

otn EE (mod. ûr) 

pour r = 1, 2 , . . . . , m (v. § 2. 8). Formons le produi t à droite de A par B ; il vient 

A • B = j f ccrk . ßks \ j = \ yrs \ ; 

chacun des yrt (r = 1, 2, . . . , m ; s = r -f- 1, r + 2, . . . , m) é tan t une combinaison 

linéaire de nombres de l'idéal ûr avec des entiers du corps K, appar t i en t encore à 

l ' idéal û r , donc 

yn EE 0 (mod. ar). 

Comme ceci reste vrai pour r = 1,2, . . . , m, il s'en suit que 

A - B EE 0 (mod. Sl). 

11. La définition de l ' idéal posée ci-dessus diffère de la définition clas­

sique in t rodui te par Dedekind. Si nous avions in t rodui t l ' idéal tel qu'il est défini 

pa r Dedekind, il eût été nécessaire, vu la non-commuta t iv i té de la mult ipl icat ion, de 

dis t inguer entre les idéaux à droite et les idéaux à gauche, su ivant que l 'ensemble des 

entiers cons t i tuant l 'idéal contient les combinaisons linéaires à droite ou les combi­

naisons linéaires à gauche. Les deux théorèmes qu 'on vient de démontrer p rouven t 

que l ' idéal que nous avons in t rodui t est un idéal à droite si l 'on adopte la définition 

de Dedekind. Réciproquement , t ou t idéal à droite dans le sens de Dedekind est un 

des idéaux in t rodui ts . En effet, et on le constate sans peine, l 'ensemble des coordon­

nées d 'une quelconque des m lignes des te t ta r ions formant dans le corps Q un idéal 'à 

droi te dans le sens de Dedekind est à son tour un idéal du corps K : c'est là le fait 

qui caractérise l 'idéal in t rodui t . 

Remarque. Dans la suite, nous sous-entendrons le plus souvent l 'adjectif diagonal 

et dirons s implement idéal du corps Q. 

12. T H É O R È M E . — Soit 21 = Id j Q1, a 2 ) . . . . , ûm j un idéal quelconque du corps 

Ci. Si cet idéal contient le tettarion A = j ocrs j , il contient aussi le tettarion rationnel 

A==\n (atrs) J dont les coordonnées, n (a r s ) , sont les normes en K des coordonnées de A . 

E n effet, si 2Ï contient A, on a, en ver tu du théorème 8 de ce paragraphe , les 

congruences : 

ars EE 0 (mod. a r ) . 

D 'au t re par t , on sait que si un idéal ûr d 'un corps algébrique K contient un entier « r s , 

il contient aussi sa norme n (a r s). Il s'en suit 

n (sers) EE 0 (mod. û r ) . 
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Dès lors, en vertu de la définition de l'idéal diagonal, 

A = O (mod. « ) . 

13. THÉORÈME. — Tout idéal diagonal du corps ù possède une base, c'est-à-dire 
que l'idéal contient un nombre fini d'entiers Ak tels que tout nombre de l'idéal puisse se 
mettre sous la forme : 

A1-X1 +A2-X2 +A3-X3 + , 

les Xh étant des polytettarions entiers rationnels réduits à gauche du corps Q. 
Soit 31 =Ë Id j U1, a 2 , . . . . , ûm j un idéal quelconque du corps Q ; les ar = Id 

( a ^ , a„r), a<r), a^i sont, pour ;• = 1, 2,. . . ., m, des idéaux du corps K, idéaux 
dont les bases sont respectivement 

(«M, «M, «M, «M) • 

Si B = j ßrs j est un tettarion complexe de l'idéal 31, on a (v. théorème 8 de ce para­
graphe) 

j3„ = 0 (mod. ar) 

et dès lors, puisque les j3P, appartiennent à l'idéal ar du corps K, 

1..4 

Ik = E 0 M 0 

où JE1 , X2 , X3 , #4 sont des nombres rationnels. Il s'en suit 

B=IM= s «p-*n = 

;t=i 
2«jM1!\ E«M18)> , E < « m ) 

• > E ° f > 4 2 m ) 

^=1 

&=4 

0 >E«MS (22) 

It=I 

Ic=.t 

0 ,...., 2 } a4"'>4"""> 

ou bien, en vertu de la définition de l'addition des polytettarions (§ 1. 1) 

aMx(U) «(0^(12) a (D a-d'-O 
Hfc xfc > afe -*"/,- ' ' ak ^k 

' y I 0 . «.(a)*«*!) «(2) ,:(2'") 0 , «fa;f), , «<« af™> 

fc=l 

ou (v. § 2. 4) 
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k=4 

- 2 
f «<'>, o , . . . . , o 

o , « ( f ) , . . . . , o 

0 , 0 , ....,«<'"> 

ou,' sous forme plus concise, 

ft ' fc ' ' fc 

0 -(22) ~(2m) 

0 , 0 , . . . , z<t
mm> 

(«) 
fc=l 

On constate : 1° que \ «W, a<.2) , a[m) ( est un nombre diagonal (pour k = 1, 2, 
3, 4) ; nous le désignerons par Ah ; 2° que les tettarions | x<,rs) J sont des polytetta-
rions rationnels réduits à gauche ; nous les désignerons par Xk. Il s'en suit 

k=4 

B = j A k . X k . 
fe=i 

Corollaire. Ce théorème donne un moyen pratique de trouver une base de l'idéal 
21 = Id j O1, O 2 , . . . . , am j . En effet, si les bases des idéaux ar du corps K sont 

« > , «£>, «f>, <)), 

l'une des bases de l'idéal 21 sera formée par les quatre nombres diagonaux suivants : 

* ( » . a<2). ,(') • ' a l I 

A = j «(O, a(2) -,(r) „(m) 

,(1). „(2). * ( p > . •>(»>) I 
" 3 " 3 ' " 3 ' .» " 3 ' ' " 3 

A 4 = [ «<'>, « f , . . . . , « < - > , . . . . , «<•»> 

14. THÉORÈME. — Si 93 H= Id j hr j est un diviseur diagonal de l'idéal 
21 == Id j ar j du corps Q, tout entier T == j yrs j rfe 2t appartient à 23, c'est-à-dire se 
trouve parmi les éléments de 93 ; en formule : 

si r = 0 (mod. 9X) et 21 = 0 (mod. 93), 

on a T = O (mod. 93). 

En effet, la congruence T EE 0 (mod. 21) entraîne, en vertu du théorème 8 de 
ce paragraphe, les suivantes : 

ni J N fr = 1, 2,. . . ., m \ 
^ = O (mod.«,) ( , = r>r + 1 > . . . . f m j ; 

la congruence 21 EE 0 (mod. 93) entraîne 

a rEE 0 (mod. b r). 
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On sait d'autre part (théorie des corps algébriques) que, si dans le corps K un idéal ar 

est divisible par un idéal ï>,., tous les nombres de ar appartiennent à ir donc : 

yrs = 0 (mod. 6r). 
Il s'en suit 

r = 0(mod. S3). c. q. f. d. 

15. THÉORÈME. — Si 9t == Id | ar j est un idéal du corps û, il existe toujours 
dans ce corps un idéal 33, tel que le produit diagonal 

51.93 

soit un idéal principal. 
Démonstration. On sait qu'à tout idéal ar du corps K on peut faire correspondre 

dans le même corps un idéal a~ , dit réciproque du premier, tel que leur produit ar.a~ 
donne un idéal principal, soit (ar). Dès lors, l'idéal 

93 = Id ! 071 j 

du corps Q satisfait au théorème. En effet le produit 

a.© = Id \ar j . IdJa)T1J= Id j 0,..071 j = Idj«,. j 

est un idéal principal. 

Nous appellerons l'idéal a7 j l'idéal réciproque de l'idéal 91 dans le corps Q 

et nous le désignerons par 
SM. 

16. THÉORÈME. — Un polytettarion réduit entier complexe Y = j y„ j du corps 
Q ne peut être contenu que dans un nombre fini d'idéaux distincts du corps Q. 

En effet, soit 91 = Id j ar J un idéal quelconque du corps ù et supposons 
que 91 contienne le tettarion rationnel C == j n (yrs) j dont les coordonnées sont les 
normes en K des coordonnées correspondantes de T. On sait, par la théorie des corps 
algébriques, que chaque nombre entier du corps K, donc aussi chacun des n (yrs), 
n'appartient qu'à un nombre fini d'idéaux ar de ce corps K. Il en résulte que le nombre 
des idéaux % = Id j or j , qui contiennent C, est fini. D'autre part, si un idéal contient T, 
il contient aussi C = J n (yrs) j (v. théorème 12 de ce paragraphe). Dès lors, dans le 
corps ù, le nombre des idéaux contenant T est, au plus, égal à celui des idéaux 
contenant C ; par conséquent ce nombre est limité. 

17. THÉORÈME. -— Un idéal du corps O ne peut avoir qu'un nombre fini de diviseurs 
idéaux diagonaux (dans le sens du § 2. 7). 

Démonstration. Soit % un idéal du corps Q, 93 un de ses diviseurs idéaux diago­
naux, F un nombre de 91 et C le tettarion rationnel dont parle le théorème précédent. 
C appartient à l'idéal 93 (théorème 14 de ce paragraphe). Dès lors, en vertu du théo­
rème précédent, il n'y a qu'un nombre fini d'idéaux 93 qui contiennent C, donc aussi 
un nombre fini d'idéaux diviseurs diagonaux de 91. 

c. q. f. d. 
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18. THÉORÈME. — Soient 9t, 99 et 6, trois idéaux du corps D ; si 

9t. 93 = ¾ . (S, 
on a 

-93 = S. 

Démonstration. Soit î) l'idéal réciproque de 9t. Il résulte de l'hypothèse 

S). 91. 93 = ® . a . 6 c'est-à-dire 93 (T) = G (T) 

où ( r ) est l'idéal principal égal au produit diagonal ® . 9t. En divisant l'égalité pré­
cédente par r , qui est un facteur numérique, on obtient 

93 = S . c. q. f. d. 

19. THÉORÈME. — Si tous les nombres d'un idéal 9t = Id j ar | du corps Q sont 
congrus à zéro suivant un idéal 93 = Id j t>r j du même corps, l'idéal 9t est diagonale-
ment divisible par 93. 

En effet, soit A = j ûer5 j un tettarion complexe quelconque de l'idéal 9t du 
corps Q. La congruence 

A = O (mod. 93) 

entraîne les suivantes (théorème 8 de ce paragraphe) 

ars =E 0 (mod. br). 

Dans la théorie générale des corps algébriques, on déduit de là que 

cir = 0 (mod. 6r) 

et par suite, en vertu de la définition de la division des idéaux du corps Q (v. 7 de 
ce paragraphe), que 

ïï = 0 (mod. 93). 

Corollaire. — Le plus grand commun diviseur diagonal ® de deux idéaux diago­
naux 91 et 93 du corps û est un idéal diagonal qui contient tous les nombres de 9t 
et tous ceux de 93.' 

En effet, tout diviseur diagonal commun à 91 et à 93 doit contenir, en vertu du 
théorème précédent, à la fois tous les nombres de 91 et tous ceux de 93. Par hypothèse, 
® contient ces nombres-là. Comme, d'autre part, tout autre idéal contenant, outre^tous 
les nombres de ®, encore d'autres ne résultant pas de combinaisons linéaires des 
précédents divise ®, on peut dire que ® est le plus grand commun diviseur de 91 et 
de 93 ; nous le désignerons par 

$ ^ (911 93). 

20. THÉORÈME. — Le plus grand commun diviseur diagonal des idéaux 9t = Id j ar j 
et 93 = Id J br j du corps O est un idéal ® = Id j br J dont les coordonnées brsont, dans 
le corps K, les pi. gr. c. d. des coordonnées correspondantes Q,. et or des idéaux 9t et 93. 

S = (St I S) = Id ((O1 j E1), (O21 6a)f. . . . , ( c l Bn.) (•= Id I br | . 
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En effet : en vertu du corollaire précédent, l'idéal ® contient tous les nombres 
des idéaux 9t et 93. Il en résulte, en vertu de la définition de l'idéal posée au 7 de ce 
paragraphe, que les r'èm" coordonnées de ® forment, pour r = 1, 2, . . . , m, un idéal br 

du corps K, idéal qui contient à la fois tous les nombres de a,, et tous ceux de hr. Cet 
idéal est le pi. gr. c. d. des idéaux ar et br du corps K (v. la théorie des corps algé­
briques). 

21. THÉORÈME. — Lorsque le produit diagonal de deux idéaux $1 = Id j a,. | et 
93 = Id J br j du corps O est divisible diagonalement par un idéal premier Ŝ = Id | pr j 
du même corps, l'un au moins des idéaux 91 ou 93 est divisible diagonalement par ^3. 

En effet : si le produit 21. 93 est divisible diagonalement par )̂S, le produit ar . Iv 
des idéaux du corps K doit être divisible par pr (v. 7 de ce paragraphe). En vertu 
de la théorie générale des corps algébriques, il en résulte que : 

ou bien ar = 0 (mod. pr) 
ou bien br = 0 (mod. pr). 

Dès lors, on a aussi l'alternative : 

ou « = 0 (mod. ?ß) 
ou 93 = 0 (mod. <ß) e. q. f. d. 

22. THÉORÈME. — Tout idéal du corps Q peut être décomposé en un produit 
diagonal d'un nombre fini d'idéaux premiers et il ne peut l'être que d'une seule manière, 
abstraction faite de l'ordre de succession des facteurs. 

23. Les considérations précédentes nous montrent que la théorie des idéaux 
diagonaux dans le corps û obéit aux mêmes lois que celle des idéaux du corps Q<j 
des nombres diagonaux complexes (nombres de Weierstrass). Quoique étant des ensem­
bles plus larges que les idéaux du corps des nombres diagonaux, les idéaux diagonaux 
ont les mêmes bases. Par suite, la décomposition des nombres diagonaux rationnels, 
ainsi que la détermination des idéaux diagonaux premiers du corps û sont tout ana­
logues aux théories correspondantes du corps des nombres diagonaux. Les nombres 
de classes sont les mêmes. 

Les résultats obtenus dans ce paragraphe tranchent les questions concernant 
la décomposition multiplicative dans le corps û. En effet, les théorèmes 15 et 22 nous 
donnent la décomposition des nombres diagonaux en idéaux diagonaux premiers du 
corps ù. Cette décomposition s'effectue d'après les lois de la décomposition des nom­
bres diagonaux dans le corps Qd- Les idéaux premiers en ûd sont premiers en Q. 
D'autre part, le théorème 6 permet de décomposer les pblytettarions réduits à gauche. 
Chaque polytettarion se présente comme produit d'unités et de nombres diagonaux, 
pris dans un ordre déterminé, et/la décomposition des polytettarions se ramène ainsi 
à la décomposition des nombres diagonaux dans le même corps. 
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§ 3. Les congruences suivant un idéal diagonal dans le corps ù. 

1. L 'objet de ce chapi t re est l 'é tude des congruences dans le corps O des poly-

te t ta r ions complexes rédui ts à gauche. 

Il résulte des définitions posées au § 2. 7 : 

1) que t o u t entier T est congru à lui-même su ivant n ' impor te quel idéal ; 

2) que A = B (mod. 21) entraîne B = A (mod. St) ; 

3) que deux entiers congrus à un troisième suivant le même idéal 2t sont congrus 

entre deux modulo 21. 

On peu t dès lors répar t i r les entiers du corps O en classes, telles que tous les 

nombres d 'une classe soient congrus à un même entier modulo 2t. Tout entier du corps û 

appar t i en t à une classe et à une seule modulo 21, et t ou t nombre d 'une classe détermine 

cette classe mod. 2t. Si l 'on prend un nombre dans chacune de ces classes, on obt ient 

un système complet de restes su ivant le module 2t. 

Définitions. — Nous appellerons norme de l'idéal diagonal 2t, et nous désignerons 

par n (21), le nombre des entiers de ce système complet de restes mod. 2t. 

2. T H É O R È M E . — Si A = B et T = A (mod. 21), 

on a A ± r = B±A (mod. H): 

3. T H É O R È M E . — Il est permis de multiplier à droite par un polytettarion quelcon­

que du corps û les deux membres d'une congruence suivant un idéal quelconque de ce 

corps. E n formule : Si 

A = B (mod. 2t), on a A • M = B . M (mod. « ) . 

E n effet : si A = B (mod. 2t) leur différence, A — B , est contenue dans l'idéal 2t 

et par suite aussi le produi t 

( A - B ) - M (v. § 2. 10). 
Jl s'en suit 

(A — B) - M = 0 (mod. 2t) 

c 'est-à-dire, . A M = B M (mod. 21). 

4. T H É O R È M E . — Une congruence suivant un idéal scalaire du corps Ci subsiste si 

l'on multiplie à gauche ses deux membres par un polytettarion quelconque du corps. 

En formule : 
Si A = B (mod. 21) et 2t == Id | ax , a 2 , . . . , am | où 

U1 = o2 = Ci3 == am = a , on a 

M - A = M - B (mod. 2t). 

Démonstration. Soit 

A = I <*, I , B = I ß n J e t M = j (i„ I. 

Le produi t M • A est égal à j yrs j avec yrs = E firfc • afcs. . . . (1) 
k 

Le produi t M - B est égal à | 5 r , j avec ârs — 2 u.rk • ßi,s. 
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D'autre part, la congruence 
A = B (mod. Sl) 

entraîne les suivantes 

otrs = ßn (mod. a) ?• = 1, 2, , m, 

par suite les coordonnées correspondantes des rUm" lignes des produits (1) sont con­
grues entre elles mod. Ct, car 

2 Hrn au. EE S 'fj.rk ßks (mod. a) 
k k 

c'est-à-dire /rsEE^r« (mod. Ct). 

Il en résulte que les polytettarions j yrs j et | 8r, j sont congrus entre eux mod. 21, c'est-
à-dire 

M - A = M - B (mod. 21). 

Remarque. Lc théorème cesse d'être vrai pour un idéal quelconque du corps, car 
dans ce cas 

2 fXrk • ecus n'est pas congrue à S u.,.k • ßits (mod. O1.). 
k k 

5. THÉORÈME. -— Une congruence suivant un idéal quelconque du corps Q subsiste 
si Von multiplie à gauche ses deux membres par un nombre diagonal du corps. 

En effet : soit A EEE B (mod. 21) où A == j <xrs j et B =Ë j ßr, j sont deux poly­
tettarions réduits à gauche et 21 == Id | ar J ; soit enfin M =§ j /Ui1, f*2>- • •, /*m | u n 

nombre diagonal du corps. 

Le produit M • A est égal à j yrs j = j [j.r • ars j • 
Le produit M • B est égal à j 5rs j == J ^ r - (3rs j . 

La congruence 
A = B (mod. 2X) 

entraîne les suivantes 

et par suite 

c'est-à-dire 

Il en résulte 

ars = ßrs (mod. or) 

fJ-r • ars EE /Jtr • ßr« (mod. or) 

7rjEE5rs (mod. ar). 

M . A EE M - B (mod. 21). 

6. THÉORÈME. — Jl est permis de multiplier à droite, et de multiplier à gauche, 
membre à membre, deux congruences suivant un idéal scalaire du corps. En formule : 

si A E= B (mod. 21) et T EE A (mod. 21), 

on a A - r EE B - A (mod. 21) et T - A EE A - B (mod. 21) 

si 21 est un idéal scalaire du corps. 
En effet, si A EE B (mod. 21), on a (§ 3. 3 et 4) 

A - T i = B - T et T -A EE T - B (mod. 21). 
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De même, si T E= A (mod. 21), on a 

B - T = B - A (mod. 91) et T - B = A - B (mod. 21) 

en vertu des mêmes théorèmes. Il en résulte : 

A - T = B - T = B - A (mod. 21) ou A - T = B - A (mod. 21) 

et T - A = T - B = A - B (mod. 21) ou T - A = A - B (mod. 2(). c. q. f d. 

Remarque. Le théorème cesse d'être vrai si l'on prend comme module un idéal 
quelconque du corps Q, en vertu de la remarque faite au théorème 4. 

7. THÉORÈME. — La congruence A EE B entre deux tettarions A = j tzr, | et 
B = j ßrt j suivant un idéal scalaire 21 du corps û entraîne les congruences 

Ä~="B (mod. 21) et N(A) = N (B) (mod. 21) 

ou A et B sont les conjugués complexes de A et de B (v. § 1. 2), et N (A) et N (B) les 
normes complexes de A et de B. 

Démonstration. Soit 21 = Id j a, a . . . . , a j . La congruence A = B (mod. 21 ) 
entraîne les suivantes : 

«n = ßrs (mod. o) C ~ ' '*"" ' m ) . 
\s = /•, r -f 1, , mj 

Par suite les coordonnées du polytettarion (A—B), qui sont les mineurs du détermi­
nant des coordonnées de (A — B), sont aussi congrues à zéro mod. O, l'idéal 21 étant 
un idéal scalaire. Il en résulte 

A EE B (mod. 21). 

En vertu du théorème 6 de ce paragraphe, on peut multiplier à gauche ou à droite» 
membre à membre, les congruences 

A EEB (mod. 21) et A = B (mod. 21) ; 

il vient N(A) = N (B) (mod. 21). 

Remarque. Le théorème cesse d'être vrai pour un idéal quelconque du corps Q 
comme module, en vertu de la remarque faite au théorème 6 de ce paragraphe. 

8. THÉORÈME. — Il est permis de diviser à droite par un même polytettarion M 
du corps Q, les deux membres d'une congruence suivant un idéal quelconque 2t de ce corps, 
à condition que l'idéal principal Id (N (M)), où N (M) est la norme complexe de M, soit 
premier avec 2t. 

En effet, la division à droite par un tettarion M est équivalente à la multiplica­
tion à droite par M/N (M), c'est-à-dire à la multiplication à droite par M (ce qui est tou­
jours permis en vertu de § 3. 3), suivie d'une division par un nombre N(M.) du corps K. 
Cette division n'est permise que si l'idéal principal (N (M)) est premier avec le module. 

9. THÉORÈME. — Il est permis de diviser à gauche, par un même tettarion M du 
corps Q,, les deux membres d'une congruence suivant un idéal scalaire 21 du même corps, 
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à condition que l'idéal principal Id (N (M)), où N (M) est la norme complexe de M, soit 
premier avec 2t. 

En effet : la division à gauche par un tettarion M est équivalente à la multipli­
cation à gauche par M/Ar(M), c'est-à-dire à la multiplication à gauche par M (ce qui 
n'est permis que si le module est un idéal scalaire — théorème 4 de ce paragraphe), 
suivie de la division par un nombre iV(M) du corps K. Cette dernière n'est permise 
que si l'idéal principal (iV(M)) est premier avec le module. 

Remarque. Le théorème cesse d'être vrai si le module est un idéal quelconque, 
en vertu de la remarque faite au théorème 4 de ce paragraphe. 

10. THÉORÈME. — Si les tettarions réduits Tr forment un système complet de restes 
suivant un idéal 2t du corps Q, les produits Tr • A, où A est un polytettarion entier du 
corps û, en forment aussi un à condition que l'idéal principal Id (N(A)) soit premier 
avec 2t. 

Démonstration. Comme le nombre des Tr • A est le même que celui des T,., il suf­
fit de montrer que ces produits sont incongrus entre eux modulo 9t. Si 

rfc . A = T . . A (mod. 2t), 
il s'en suivrait 

(Tfc — r . ) • A EE 0 (mod. 21). 

L'idéal principal (iV(A)) étant premier avec 9t, on pourrait diviser à droite par A et 
l'on obtiendrait 

Tk = Ts (mod. 21), 

ce qui serait contraire à l'hypothèse. 

11. THÉORÈME. — Si les polytettarions Tr forment un système complet de restes 
suivant un idéal scalaire, 21, du corps Q, les produits A -Tr, où A est un polytettarion 
entier du corps Q, en forment aussi un, à condition que l'idéal principal Id (N(A)) soit 
premier avec 2t. 

Remarque. Ce théorème cesse d'être vrai si le module est un idéal quelconque, en 
vertu de la remarque faite au théorème 9 de ce paragraphe. 

12. THÉORÈME. — La norme n (21) d'un idéal 

S l = Id j Q1, O 2 , . . . , o P , . . . , o m J 

du corps Q est égale au produit 

|> ("i)]m[" M M * M":-;+1 [n (ûm)] 

où n (ar) est la norme de l'idéal or dans le corps K. 
Démonstration. Pour que deux entiers A = j ars j et B = | ßrs j du corps Û soient 

incongrus entre eux suivant un idéal 21 du corps Q, il faut et il suffît que, pour chaque 
indice r = 1, 2, . . . , m, les coordonnées correspondantes ars et ßrs le soient suivant la 
coordonnée correspondante ar de cet idéal 21 (v. § 2, théorème 8). Dès lors, on obtiendra 
tous les éléments d'un système de restes modulo 21 en faisant parcourir aux coordon­
nées yrs du tettarion r = | yrs j tous les éléments d'un système complet de restes mo-
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dulo or dans le corps K, et cela pour chaque indice r = 1, 2 , . . . , m séparément. Il en 
résulte que la rième ligne, ayant m — r + 1 coordonnées non nulles, nous donne 

[n(ar)]
m—+1 

combinaisons ; /• doit prendre toutes les valeurs entières de 1 à m ; on obtient ainsi 

[n (U1)JTf* (a,)]'—1, [n (ar)\r-r.tl. [» M ] 

combinaisons possibles et par suite autant de restes incongrus entre eux modulo 2t. 
Il reste à montrer que tout tettarion du corps Q est congru à l'un de ces restes, et à 
un seul. Si c'est le cas, l'ensemble de ces restes formera un système complet de restes 
modulo 21, et leur nombre sera égal à la norme, n (21), de l'idéal 21 (v. la définition de 
la norme § 3. 1). Soit M = j p ra j un entier quelconque du corps Q. Il sera congru 
à l'un des restes T = | yrs j suivant l'idéal 2t, si les congruences suivantes 

, j . (r = 1, 2 , . . ., m \ 
^ = ^{m0d-a'){s=r,r+l,...,m) 

sont satisfaites (§ 2 théorème 8). Nous savons par la théorie générale des corps algébri­
ques que chacun des yrs est univoquement déterminé pour chaque système complet de 
restes modulo ar. 

Corollaire. Si 21 = Id j û, o,. . . , a j est un idéal scalaire, 

m (m-fl) m + 1 

n ( 2 l ) = [ n ( a ) ] 2 = [Nn(a)]~ . 

Il suffît de faire dans la formule du théorème précédent 
?1 — a2 = = «r • • • • = Om-

Il vient alors 
m(m+l) 

rc(2I) = n (a)m « (a)?-.1 n (o) = [n (O)] 2 
D'autre part 

[n(a)]m = Nn (a) 
d'où 

n(2ï) = [Nn (a)] .2 

13. THÉORÈME. — La norme d'un produit diagonal de deux idéaux 21 = Id j ar | 
S = Id j 6r j du corps û est égale au produit des normes des facteurs. 

n (21 • S) = n (21) . n (¾) . 
En ciïet 

m m 

n ( » 8 ) = Il [re(ar . br)]™—•+» = II [n (a )̂ . re(&r)]"—-+1 
r = l . r=l 

771 ni m 

= n [n(o r)]"- '-+1 . [n{br)]"'-H-i = n [n(ûr)]»—'+».Il [n(6r)]"—'-+1 

r= l r=l r=l 

= ï»(«) .n (©) . 

3 
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14. Définition. — Envisageons un système complet de restes suivant un idéal Sl 
du corps Q. Le nombre de ceux d'entre eux dont les normes complexes, considérées 
comme des idéaux principaux, sont premières avec Sl s'appellera l'indicateur d'Euler, 
ou indicateur tout court de l'idéal Sl du corps û . Nous désignerons par <î>(St) l'indicateur 
ainsi défini de l'idéal Sl. 

15. THÉORÈME. — Si St est un idéal du corps O de la forme particulière 
Id j ! , ! , . . . . , - I , ar, 1 , . . . . , 1 j , 

on a 
$ ( * ) = f(û r).[n(aP)l '»— 

où m (or) désigne l'indicateur d'Euler de l'idéal Qy et n (dr) sa norme dans le corps K. 
En effet : les éléments T = | yrs J d'un système complet de restes mod. Sl 

sont, dans notre cas, de la forme 

( 1 1 1 1 1 
.1 , J . , . . . . , -I , . . . . , X 

0 1 1 1 
r = < A"n ' 

" » " j Y m • • • 5 ypm 

. Ö,'Ö, .'.'.'.',*(),'.'.'.'.','i . 

c'est-à-dire des tettarions dont toutes les coordonnées non nulles sont des 1, sauf celles 
de la riimt ligne, lesquelles sont 

yrr ) yr, r 4 - 1 , • • • • ; /V. m • 

Chacun des y„ peut parcourir les n (ar) éléments d'un système complet de restes 
mod. ar dans le corps K. La norme complexe d'un T est égale à yrr- Envisagée comme 
idéal principal, elle sera première avec St, si yrr est premier avec ar. On obtiendra dès 
lors les restes mod. St, dont la norme complexe est première avec Sl, en faisant parcourir 
dans le corps K 1) à y„ les (p (ar) éléments d'un système complet de restes mod. ar et 
premiers avec Ctr et 2) à chacun des yrs (s = r -\- 1, . . ., m) les n (ar) éléments d'un 
système complet de restes mod. ar. Il en résultera 

combinaisons possibles et autant de restes incongrus mod. Sl, restes dont la norme 
complexe, envisagée comme idéal principal, sera première avec Sl. 

16. THÉORÈME. — »Si Sl = Id j a, a.. . ., a j est un idéal scalaire du corps û, on a 

m (m—1) 

¢(¾) = . [<p(o)]m. [n{a)]~~*~ 
ce qui peut s'écrire 

$ (St) = [iV<p [(Û)]] [Nn (a)) \ . " 

Démonstration. Les éléments d'un système complet de restes mod. St sont, dans 
notre cas, des polytettarions T = j yrs J dont chacune des coordonnées yrs peut prendre 
chacune des n (a) valeurs d'un système complet de restes mod. o dans le corps K. La 
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norme complexe, JV (T), d'un de ces restes T est égale au produit des coordonnées 
diagonales yrr. Envisagée comme idéal principal, cette norme sera première avec 21, 
si chacune des coordonnées yrr est première avec a. On sait qu'il existe <p (a) restes 
incongrus mod. a et premiers avec o. Dès lors nous obtiendrons tous ceux des éléments 
d'un système complet de restes mod. 91, dont la norme complexe est première avec 2Ï, 
en faisant parcourir à chacune des coordonnées yrr les (f (a) valeurs sus-mentionnées 
et à chacune des autres coordonnées yrs (s 52^ r) les n (a) éléments d'un système complet 
de restes mod. a. Il en résulte 

[(D (a)]'" . I l [n (a)]"'-' ' 
' r = l 

combinaisons possibles. Il vient dès lors : 
m 

m S (m—r) 

$(21) = [<p(a)]m.n [re(a)]»—'= [tp (a)]»'. [ra(a)]-i 

m (m — ] ) m — 1 

= [<p («)]m • [n (a)] ~ï~ = [JV (p (a)]. [Nn (a)] ~ . 

17. Théorème de Fermât pour un idéal scalaire. — 21 — Id | o, a , . . . , a j e'tou 
un idéal scalaire du corps Q et A un polytetlarion réduit à gauche dont la norme com­
plexe, N (A), envisagée cornine un idéal principal, est première avec 21. on a la con­
gruence 

IiV(A)] k =1 (mod. 21). 

Démonstration. Désignons par B 1 , B 2 , • . . . , Bt les t = $ (21) éléments d'un sys­
tème complet de restes (mod. 21) dont la norme complexe, envisagée comme un idéal 
principal, est première avec 21 ; choisissons les A r tels que 

A . Br = A1. (mod. « ) . (1) 

Je dis que les A1. forment encore un système complet de restes mod. 21 ; car si l'on avait 

Aft = A5 (mod. 21), 

il s'en suivrait, en vertu de (1), 

A • Bft = A . B s (mod. Sl) 

et par suite (§ 3, théorème 9) 
B , t = B s (mod. 21), 

contrairement à l'hypothèse. 
En plus, les normes complexes des A r sont premières avec 21. Passons des con­

gruences (1) aux suivantes (§ 3, théorème 7) 

JV(A-Br) = JV(A1.) (mod. «) (2) 

et supposons que JV (Ar), envisagée comme idéal principal, ne soit pas première avec 
2Ï ; soit 5ß leur plus grand facteur idéal diagonal commun de sorte que 

I d JV (A1.) = 5p . SS et 8 = «ß . E . 
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Dès lors la congruence 
Id JV (Ar) = O (mod. $) 

entraînerait la suivante 

JV (A. Br) = O (mod. 5P) 
et 

N (A). JV (Br) = O (mod. $) 

ou (§ 3, théorème 9) 
iV(Br) = 0(mod. $ ) , 

contrairement à l'hypothèse faite sur les normes complexes des B r . Les considérations 
précédentes permettent de regarder les A r comme constituant un système complet 
de restes (mod. 91). Dès lors les A r ne sont autre chose que les B,- pris dans un certain 
ordre de succession. Multiplions les congruences (2) membre à membre ; il vient 

IT JV (ABr) = ri JV (Ar) (mod. 8) 
r = l r = l 

d'où, en simplifiant (§ 3. théorème 9), 

[JV(A)]( = 1 (mod. 91) 
ou 

[ J V ( A ) ] ^ = I (mod. 91) 

Corollaire. JV (A) et l'idéal scalaire 91 = Id j a, a,.. ., o | étant des éléments du 
corps K on a, en vertu de la théorie générale des corps algébriques, la congruence 

[JV(A)f(û) = l (mod. 91) 

où o (o) désigne l'indicateur de l'idéal a dans le corps K. 

18. Théorème de Fermât pour un idéal quelconque du corps Q. — Soit 
SC = Id j O1, O2 , . . . . , <Xm j un idéal quelconque du corps Q, et A = J <xrs \ un polytetta-
rion complexe dont les coordonnées diagonales « r r (r = 1, 2, . . . , m), envisagées comme 
idéaux principaux, soient toutes premières avec 8 ; on a la congruence : 

[JV(A)] ^ - ^ - - ^ ' - ' - ^ = 1 (mod. 91) 

où <B (ûr) désigne Vindicateur de l'idéal ar dans le corps K. 
En effet : les idéaux principaux (an) , (a22),. • -, {<xmm) sont, par hypothèse, premiers 

avec l'idéal 91 et par suite avec chacune de ses coordonnées ar (r = 1, 2,. . . , m). Il 
en résulte, en vertu de la théorie générale des corps algébriques, les congruences : 

«l?r) = 1 (mod. 0,.) 

«l?r) = 1 (mod. Or) 

« ^ = 1 (mod. Or) 



— 37 — 

et cela pour chaque valeur de r = 1, 2, . . . , m. En multipliant membre à membre ces 
dernières congruences, il vient : 

9(ar) ?(ar) ?(a,) _ j , d . 
11 22 "mm \mwu. ur; 

c'est-à-dire 

[«H • «22 ocmm]9(ar EEE 1 (mod. or) 

ou, puisque « n . «22 amm == iV (A), 

[N{A)]f(ar) = 1 (mod. ar) 

et cela pour r = 1, 2, . . . ' , m. Par suite 

[iV (A)]?(ttl) ' ̂  • • • • ?(°m) = 1 (mod. û r) . 

En vertu du théorème 8 du paragraphe 2, on a dès lors la congruence 

[7V(A)]? ( a i )^ ( a 2 ) ' - --y ( f l m )= 1 (mod. a ) . 

Corollaire 1. — En désignant par $ m (¾) le plus petit commun multiple des m 
indicateurs <p(ûj), ¢(*½),. . . ., <p(Om)j on a la congruence 

.[N (A)] * m W EE (mod. « ) . 

Corollaire 2. — Si ^H est un idéal du corps û, de la forme Id j l , 1, . . . , 1, ar, 1 , . . . , 1 j 
et A un Iettarion réduit à gauche dont la norme complexe, envisagée comme idéal principal, 
est première avec a , on a la congruence 

[N (A)] *(0r) EEE 1 (mod. «), 

<D (ar) désignant l'indicateur de ar dans le corps K. En effet : dans ce cas 9m (51) est 
égal à <p (ar). 

19. Congruences linéaires à une inconnue suivant un idéal du corps O. — 
Nous appellerons congruence linéaire à gauche à une inconnue une congruence de la 
forme 

S . A EE B (mod. a) (1) 

où a est un idéal du corps û , A et B étant des entiers donnés, tandis que S repré­
sente une inconnue. Cherchons les conditions nécessaires pour qu'une pareille con­
gruence admette des solutions entières S. 

Soit A un tettarion complexe entier du corps Q dont la norme complexe, N (A), 
envisagée comme idéal principal, soit première avec a. Nous savons que dans ce cas, 
si l'on remplace S successivement par tous les entiers T8 d'un système complet de 
restes modulo a , on obtient des tettarions entiers réduits à gauche 

I \ A « = 1 , 2 B ( 8 ) 
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qui forment à leur tour un système complet de restes modulo 9t (v. § 3. 10). Dès lors, 
le nombre B est congru suivant 31 à l'un de ces entiers et à un seul. Si 

r . A = B (mod. 91) 

T est une solution de la congruence (1) et c'est la seule comprise dans le système com­
plet de restes considéré. Dans ces hypothèses, tout tettarion de la forme 

s 

où les A5 forment une base de l'idéal 91 et où les Y8 sont des tettarions rationnels 
entiers, est également solution de la congruence (1). La congruence (I) admet ainsi 
une infinité de solutions. 

Le théorème de Fermât permei, de trouver une solution ,particulière de la con­
gruence (1). En effet, par hypothèse, la norme complexe, N (A), envisagée comme idéal 
principal, est première avec 91. Si 9t est un idéal scalaire du corps Q, on a 

LV (A)] * W EEEl (mod. 9(). 

En multipliant à droite la congruence (I) par 

X . L V t A ) ] ^ - 1 

où A désigne le conjugué complexe de A, on obtient 

3 . A • Ä LV (A)] ^ - 1 = B • Ä . [N (A)] ^ 1 (mod. 9() 
ou bien 

S EEE B • X • [N ( A ) ] $ W _ 1 (mod. 91) 

d'où une solution particulière de la congruence (I) 

r = B . Â . [ i Y ( A ) ] * w - ' . 

La solution générale de la congruence (1) est dès lors donnée par la formule 

r + s A. . Y, 
s 

les As et les Y, ayant la signification indiquée ci-dessus. En tenant compte du corollaire 
du théorème de Fermât (§ 3. 17), on obtient une solution particulière plus simple 

T = B - X - L V ( A ) ] ^ - 1 -

Si 91 = Id J ar j est un idéal quelconque du corps Q, un raisonnement analogue 
au précédent donne une solution particulière de la congruence (I), dans le cas où 
chacune des coordonnées diagonales de A est première avec 91, sous la forme suivante 

T = B - X L - V ( A ) ] * " ^ - 1 . 

La solution générale de la congruence (1) est alors donnée par la formule 

T + S A , - Y , -
s 

20. La congruence 
A - S E = B (mod. 91) 
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sera dite congruence linéaire à droite à une inconnue. Les raisonnements ci-dessus, 
relatifs aux congruences linéaires à gauche, sont encore valables pour les congruences 
linéaires à droite, mais seulement dans JIe cas où l'idéal 21 est un idéal scalaire du corps 
(v. remarque du théorème 11 de ce paragraphe). Une solution particulière d'une 
telle congruence est donnée par le théorème de Fermât sous la forme 

T = [JV ( A ) ] * ™ - 1 ^ . B 

à condition toutefois que la norme complexe, N (A), envisagée comme idéal principal 
soit première avec 2t. 

21. Exemple. Considérons le corps des duotettarions (m = 2) dont les coordonnées 
sont tirées du corps K (i = y/— 1, y 13). Soit la congruence 

i + y/Î3 l + i + y/Ï3 + tyï3 

l - y/13 

2 

2 

0 , 

mod. 21= j Id (2), Id (1 + i) | . 

j . .,• , 1 H- >/Ï3 1 — v/Ï3 Les coordonnées diagonales : ^r1— et ^f 

lution est donnée par la formule 

> = ! 

5, 

o, 

3 

i 

sont premières avec 21. La so-

1 + v/Ï3 1 + i + y/Ï3 + iy/lB 

T=\ 
5 ,3 

0, i 

2 

0 
13 

. _ . . * m (Sl)-I 

^m (21) est le plus petit commun multiple de 

<p-(2) et <p(l + i ) ; 

<p (1 + i) est l'indicateur d'Euler de l'idéal principal (1 + i) du corps K. Nous savons 
par la théorie des corps algébriques qu'il est égal à 

n (1 + i) — 1 

où n (1 + i) désigne la norme de l'idéal (1 + i) dans le corps K. Or 

n(l + i) = (l + i)(l —iHl + 0 ( i —0 = 4. 
Il s'ensuit 

De même 

Comme 

1 = 3. <p (1 + i) = 4 

n (2) = (1 + i)2 = 42 = 16, 
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il vient 

Il en résulte 

Dès lors 

5, 3 

0, £ 

f (2) = 16. ^ = 9. 

<t>m («) = 9. 

1 —y/13 (1 + y/Ï3) (l + i) 
2 ' 2 

0 1 + 03 
•. (— 3)8 (mod. 31) 

32805 (l — \/Î3) 6561 (2 + 5 i) (i + y/13) 
2 ' 2 

0 
6561 i (1 + \/l3) 

(mod. St) 

En rejetant les multiples de 2 (qui est un nombre de l'idéal 31), on obtient finalement 

— (l — \/l3) i (l + \/Ï3) ' 
2 ' 2 

r = 

Vérification. 

— (1 — \/Ï3) i (l + \/l3) 

i (1 + \/Î3) 
2 

(mod. 31) 

2 

0 
i (1 + v/Ï3) 

î + y/ÏI (î + O (i + \/ï3)" 
2 " 

1 — v/Ï3 

5, 3(l + 2£)v 
), — 3i S 

Donc, on doit avoir 
3, 3(1 + 2i)) (5 , 3 
0, — Si ) = (0, i 

ce qui est le cas, puisque 

(mod. j Id (2)). Id (1 + i)\, 

3 _ 5 = _ 2 = 0 (mod. 2) 
3 ( l + 2£) — 3 = 6£ = 0 (mod. 2) 

_ 3 i — i = — H = O (mod. (1 + i)) (v. § 2. 8). 
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§ 4. Les unités du corps Q. 

1. Définition. — Nous appellerons tettarion unité ou simplement unité du corps Q 
tout entier E de ce corps dont le réciproque, 

E - 1 = 
N(E) 

est encore un entier du même corps. 
Il résulte de cette définition que la norme complexe, N (E), d'une unité E du 

corps Ci est une unité du corps K et réciproquement : si la norme complexe d'un entier 
du corps Q est une unité du corps K, cet entier est une unité du corps Q. 

2. THÉORÈME. — Toute unité du corps O est un tettarion réduit dont les coordonnées 
diagonales sont des unités du corps K. 

En effet, si E est une unité du corps û, sa norme complexe, ./V(E), est égale à 
une unité e du corps K. Or, la norme complexe d'un tettarion réduit est égale au 
produit de ses coordonnées diagonales. Ce produit doit être égal à e. Il s'ensuit] que 
les coordonnées diagonales d'une unité de Q sont des unités du corps K, les coordonnées 
non diagonales pouvant être des entiers quelconques du corps K. Dans le cas général, 
E est donc de la forme 

E = < 

«1 . 

U, 
O, 

«12 J 

H > 
0, 

«13 > 

«23; 

Hi 

« l m 

«2m 

«3m (1) 

0, 0 0 £m 

où les Efc (pour k = 1, 2, . . ., m) désignent des unités du corps K, les au» étant des entiers 
quelconques du corps K. 

3. THÉORÈME. — Toute unité E du corps ß est un produit à droite d'un nombre 
diagonal unité par une unité du corps û dont les coordonnées diagonales sont des 1. 

Démonstration. Soit E une unité du corps Q ; elle est de la forme (1). Dès lors 
(v. corol. du § 2. 4) 

E = ^ 

«i, 0, 0, , 0 

0, e2, 0 , . / . . . , 0 

0, 0, «„ , 0 

0, 0, 0, £m 

«12 «13 « i m 
- 1 ) ) ) J . 

o, 

o, 

«1 

1, 

o, 

Sl 

«23 

£2 

1 , . . 

h 

£2 

«3m 

£3 

0, 0 0 , . 
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Or, les er étant des unités du corps K, les nombres 

sont des entiers du même corps ; désignons les par ß r 

Il vient 

E = * 1 > £ 2 > -

1. ß», 
o, 
o, 

3 1 3 > -

0, 0 . 0 

En posant pour abréger 

et 
Ki = j Ê j î £ 2 » ' Sm 

E ' = < 

1. -ßu» ß « . > /3; im 

0, 1 , 
0, 0 , 

P23 ' -

1 , . 
., ß2m 

on obtient 

0, 0 , 

E = 

0 , . . 

. ! • E ' 

1 

-<lm 

1 , P23, : P2m 

" , I J ! P3m 

(2) 

4. Définition. — Désignons par E r une unité du corps ù définie comme suit : 
1) Les coordonnées diagonales de E7. sont toutes égales à 1 ; 2) en même temps, les 
coordonnées non diagonales de E1. sont nulles sauf celles de la riime ligne, lesquelles 
peuvent être des entiers quelconques du corps K. Par exemple : 

1, 0, 0, 0, , 0 
0, 1, 0, 0, , 0 
0, 0, 1, ß M , . . . . , ßsm 

0, 0, 0, 1 , 0 
E 3 = • 

0, 0, 0, 0, , 1 

(3) 

5. THÉORÈME. — Dans le corps û, toute unité de la forme (2) est un produit d'unités 
de la forme spéciale E r , prises dans un ordre de succession déterminé, savoir 

E ' = E m _ x . E m _ 2 . . . . E r . . . . E 2 . E 1 . 

Ce théorème est une conséquence du théorème 6, paragraphe 2. 

6. Définition. — Soient ers les unités relatives du corps ù définies au § 1. 1 et 
[W1, w2>

 w3> M4] une base du corps K définie au § 1. 4. Posons 
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E<*> = 1 + w„ . er. r = 1,2,. . . ., m 
s = r, r + 1 , . . . ., m 
/e = 1, 2, 3, 4. 

Cette unité est de la forme 

ES> = • 

7. THÉORÈME. 

î 

f *' 
O, 
O, 

0, 

0, 

. o, 

2 

0, 
1, 
0, 

o, 

0, 

o, 

3 

0,.. 
0,.. 
1... 

0,. . . 

0,.. 

0, . . . 

r 

., o,. . 
. . , 0,.. 
., o,. . 

., 1 , . . . 

., o,.. 

., 0,.. 

s 

., o,.. 
. . , 0,.. 
., o,. . 

•'; W f c , . 

., 1... 

., o,.. 

m 

.., o ] 

. . . 0 

. . , 0 

., o 

. o, 

• 1 , . 

1 

2 

3 

• r 

s 

m 

[ E ^ ] * = 1 + a . wfc. er,. 

Ce théorème se démontre directement par le calcul. 

8. THÉORÈME. — Toute unité du corps ÇÎ de la forme E u définie au 4 de ce para­
graphe est un produit de puissances des ESv. 

Pour abréger l'écriture nous supprimerons les zéros et les 1 superflus et n'écrirons 
que les coordonnées de la uiime ligne de E„; nous utiliserons les crochets [] afin d'éviter 
la confusion avec les nombres diagonaux. Ainsi, l'unité 

1, 0, 0, 0, 0 
0, 1, 0, 0, 0 

E a = J 0, 0, 1, /334, ß„ 
0, 0, 0, 1, 0 
0, 0, 0, 0, 1 , 

sera représentée par [1, j334, £35]. 

Dans le cas général 

E1, = [1 , pUj u^-i , Pu, u + 2) Pu, u + 3> : ßa, m] • 

Les ßrs sont des entiers quelconques du corps K ; ils sont tous de la forme 

ßr, = C<"> . W1 + 4 " ) . W2 + C<"> . W3 + C$-*> . W4. 
* 

Pour rendre la démonstration plus claire, nous supposerons m = 8 (le corps des octo-
tettarions complexes) et u = 4. Dès lors 

E 4 = [ I , /3«, ß4«, /3„, ßtsl 

On constate par le calcul que, d'une part, 

E4 = [1, ß«> 0, 0, O].[1, 0, ßi6, 0, O].[1, 0, 0, ß„, O].[1, 0, 0, 0, ßa] 
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et que, d'autre part 

[1, j8„, O, O, O]=[I, c<«).Wl, 0,0,0]. [1, Cf)-O2,0,0,0]. [1, cf >.w3, 0,0,0]. [1, cf\w4, 0,0,0], 

[1, 0, 0, 0, IS4J=Il, 0, 0,0, cj«).«,]. [1, 0, 0, 0, f ) . ^ . [1,0,0,0, <f».«J. [1,0,0,0, cf >.wj. 

On a, en outre, d'après le théorème précédent 

.(45) 

M 4 5 U 1 1 O 1 O , O]=[E^]C l , 

[1, CfKvn, 0, 0, O] = [EJfP 
.(«) 

„(47) [1, 0, 0, # " .« , , °] = 
.(47) 

[i, o, o, o, C4
48U4] = [ E 4 I T * 

.(48) 

Il s'ensuit que 

c(45) (45) 

E 4 = JEfiflC* .[Ef5V2 . 
«<«) «r .[Ef6T4 ....[Ei4ST 

,(48) 

4 c(45) 4 .(46) 4 (47) 4 

= n[E^]Cfc . U [ E 4 ^ .11[EWf" .U1Ii48 
h = l * = 1 k = l fc=l 

«<*» 

Dans le cas général 

4 , /.(». " + 1 ) 4 

En = n [E«,,+,] * . n pew+»]* 
.(a, n+2) 4 .(», "•) 

. . . n [E(^T" . 
k = l 

Exemple.. Dans le corps des tritettarions réduits à gauche (m = 3), on a 

1, Sak.wfc, Sèfc.Wfc 

0, 1, Scfc.cok 

0, 0, 1 

o, 
1, 
o, 

0 
S Cfc. Wfc 

. 1 

• , < 

1, 2ak.w;£, 26ft.Wh 

0, 1, 0 

0, 0, 1 

= n<( 
k = l 

4 

= n<! 

1, 0, 0 

0, 1, Cfc.wfc 

0, 0, 1 

1, 

0, 

0, 0 

1 , Wfc 

\Ck 

o, o, 

1, a*. Wh, 0 

0, 1, 0 

0, 0, 1 

1, Wh, 0 

0, 1, 0 

0, 0, 1 

1, 0, bk. Wfc 

» = 1 

4 

.n 
k = l 

0, 1, 0 

o, o, 

1, 0, Wk 

1, 0 

0, 0, 

h 

- [EHY'- [Ei]0 ' . [E$]c\ [E2
1T*. [Ef2']"

1- [Eu]"'- [Ef2T- [Eif]°*. [ E $ ] \ \Effi\\ [E?j]b>. [E$f 
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9. THÉORÈME. — Toute unité du corps ù peut se mettre sous la forme d'un pro­
duit dont les facteurs sont 

1) des nombres diagonaux unités ; 
2) des unités du corps ù de la forme spéciale Er*. 

Ce théorème est une conséquence des théorèmes 3, 5 et 8 de ce paragraphe. 

10. Il semble impossible1 d'exprimer les unités E™ en fonction les unes des autres 
sans faire usage des polytettarions unités généraux, donc sans sortir du corps Q des 
tettarions réduits à gauche. On peut dès lors dire que l'ensemble des unités E).» est 
multiplicativement irréductible dans notre corps de polytettarions complexes réduits 
à gauche. 

Définition. —• Nous appellerons système d'unités fondamentales du corps Q, le 
système des unités Er5 élargi par l'adjonction des m.n unités fondamentales du sous-
corps des nombres diagonaux. Les éléments qui forment ce système seront dits des 
unités fondamentales du corps Q. 

11. THÉORÈME. — Le nombre des éléments d'un système d'unités fondamentales 
du corps Q est égal à 

2 m.(m —̂  1) + m.n = m.(2 m — 2 + n) 

où n est le nombre des éléments d'un système d'unités fondamentales du corps K. 

Démonstration. Pour calculer ce nombre, il suffit de déterminer : 
1) le nombre des unités d'un système d'unités fondamentales du corps U^ des 

nombres diagonaux ; il est égal à 

m.n; 

2) le nombre, dans le corps û, des unités de la forme spéciale 

/ r = 1, 2 , . . . . ' m 
E2> (s = r+ 1 , / - + 2 , . . . . , 

\k = 1, 2, 3, 4 

Calculons ce nombre. Dans l'indice rs de l'unité Er5 en question, r est le numéro 
de la ligne et s celui de la colonne, occupées par wfc qui figure dans l'expression de 
Ei.» (v. § 4. 6). Soit r l'un des nombres 1, 2, . . . , m, arbitrairement choisi mais fixe. 
Dans la rième ligne, w/t peut occuper m •—r places différentes, savoir, à droite de la dia­
gonale principale, la place de chacune des coordonnées non-diagonales. Il s'ensuit 
que pour chacune des valeurs de l'indice r, il y a 4 (m —• r) possibilités, donc 
4 (m—r) unités EJv différentes, puisque le raisonnement est valable pour W1, w2, W3 et w4. 
Or, r peut prendre toutes les valeurs entières de 1 à m ; on obtient donc, pour le 
nombre des unités ES , l'expression 

1 Du PASQUIER, Zahlentheorie der Tettarionen, § 7 et § 8. 
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2 4 (m — r) 

m—1 

= 4 2 (m — r) = 4 | (TO — 1) + (m — 2) + (m — 3) + . . . . + 2 + I j 
r = l 

, m. (m — 1) _ . .. 
= 4 . L_ - = 2 . m . (m — 1). 

Un système d'unités fondamentales du corps Q contient donc 

2 (m—1) + m.n = m (2 m — 2 + n) 

éléments. 

Remarque. Dans la démonstration précédente nous avons admis que la base du 
corps K contient ft = 4 entiers. Mais si toute base du corps K contenait k^£4 nom­
bres entiers, ce qui est le cas général, le nombre des éléments d'un système d'unités 
fondamentales du corps Q serait égal à 

k . m (m — 1) 1 
^r (- m n = K m {km — k + 2n). 

En effet, dans ce cas, le nombre des unités E™ serait 

m m 

2 ft (TO — r) == ft E (TO — r) = ft . | (TO — 1) + (TO — 2) + . . . . + 2 + 1 j 
r = l r = l 

_ JL "* (OT — 1 ) - f t . g . 

Lauunne. — Imp. La Concorde 


