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1. Introduction 

_ i _ 

L'étude de la mécanique statistique dans le cadre de la 

physique mathématique moderne et la clarification de cer­

tains concepts fondamentaux qui en découle { ... limite 

thermodynamique, changements de phase ... ) constituent 

incontestablement un triomphe des temps récents. Une ère 

nouvelle commence en 1944 avec la résolution exacte du 

modèle d'Ising bidimensionnel par Onsager ( [ l] - [io] ): 

c'est la première fois dans l'histoire de la physique qu'est 

établi de façon rigoureuse le lien existant entre la donnée 

d'une dynamique microscopique régie par un hamiltonien non 

trivial et l'apparition de singularités dans certaines fonc­

tions thermodynamiques. 

A peu près à la même époque paraît le travail de Van Hove [il] 

dans lequel l'auteur établit, pour une classe importante 

d'interactions, l'existence d'une limite thermodynamique 

pour l'ensemble canonique; puis celui de Yang et Lee ( [12], 

L 13 J ) qui proposent une théorie des changements de phase 

basée sur l'idée suivant laquelle certaines régions du plan 

de ,l'activité complexe peuvent ne contenir aucun zéro de la 

grande fonction de partition à la limite thermodynamique. 

Il est remarquable de constater que, contrairement à la dé­

marche de Onsager visant à mettre en évidence la nature exac­

te des singularités aux points de changements de phase, les 
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résultats démontrés dans ces deux travaux fondamentaux ne 

dépendent en aucune façon de la connaissance complète des 

propriétés statistiques des systèmes envisagés. Nous assis­

tons donc vers 1950 à la naissance de deux démarches théori­

ques nouvelles, visant toutes d«ux à asseoir les fondements 

de la mécanique statistique sur des bases mathématiques pré­

cises, mais philosophiquement assez nettement différentes 

l'une de l'autre : d'une part, on tente d'obtenir une forme 

explicite pour la fonction de partition de divers systèmes 

statistiques ( [14] £15] ), afin de mettre en évidence des 

singularités éventuelles; de l'autre, on cherche à obtenir le 

plus grand nombre possible de résultats rigoureux ne nécessi­

tant pas une expression déterminée pour la fonction de par­

tition. 

Il est incontestable que ces deux pointa de vue complémen­

taires ont profondément influencé toute la recherche ulté­

rieure en mécanique statistique ( [l6]-[25] ), et il est 

probable qu'ils vont coexister encore pendant longtemps. 

Nous y avons été nous-m&mes particulièrement sensibles, et 

c'est la raison pour laquelle nous présentons dans ce tra­

vail quelques résultats nouveaux reflétant les deux tendan­

ces que nous venons d'esquisser. Nous voulions à l'origine 

obtenir un certain nombre de résultats exacts permettant de 

comprendre, sur la base d'un modèle microscopique simplifié, 

l'origine de l'orientation privilégiée des molécules dans 
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les cristaux liquides; nos recherches ultérieures ont néan­

moins rapidement montré que le formalisme mathématique uti­

lisé { les rudiments de la théorie des groupes de Lie, 

des C*-algèbres et de l'analyse fonctionnelle ) était suffi­

samment puissant pour nous permettre d'élaborer une théorie 

générale d'une classe de systèmes réticulaires classiques 

relativement peu étudiés jusqu'ici, et assez abstraits pour 

être interprétés de façons diverses ( ... cristaux liquides, 

systèmes magnétiques, alliages — ). C'est la raison pour 

laquelle nous avons délibérément choisi un mode d'exposition 

complètement déductif, en formulant tout d'abord des énoncés 

de nature assez générale pour en déduire ensuite les exem­

ples particuliers, et rédigé un texte relativement condensé, 

cela d'autant plus que la presque totalité des résultats 

présentés ont déjà fait l'objet de publications récentes 

C [26] - [2S] ). Nous avons néanmoins inséré à la fin de 

chaque section un certain nombre d'exercices destinés à 

attirer l'attention du lecteur sur certaines questions inté­

ressantes peu développées dans l'exposé, mais s'y rapportant 

directement. 

Dans la section 2, nous dérivons une forme généralisée de 

l'inégalité de Bogoliubov-Mermin [29] valable pour tous 

les systèmes réticulaires classiques dont la variété de con­

figuration est un groupe de Lie <j réel compact et connexe; 

cette inégalité relie les éléments de C ( G î t ) » l'algèbre 
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des fonctions indéfiniment dérivables à valeurs complexes 

sur G ; elle est utilisée dans la section 3 pour démon­

trer l'absence d'ordre à longue portée thermodynamique 

dans une classe de modèles à une et deux dimensions défi­

nis par des hamiltoniens CJ -invariants; nous verrons que 

cette classe contient la plupart des modèles vectoriels 

classiques généralement utilisés dans l'étude des phéno­

mènes critiques, en particulier le modèle de Stanley du 

ferromagnétisme [ 30 J et une version réticulaire du modè­

le de Maier et Saupe d'un cristal liquide nématique [ 3lJ . 

Dans la section 4, nous étudions la décomposition spectrale 

de l'opérateur de transfert associé à une classe de systèmes 

réticulaires unidimensionnels. Dans la section 5, nous mon­

trons que l'existence d'un ordre à longue portée et de points 

de changements de phase est possible lorsque le groupe CJ 

n'est pas connexe, en prouvant que la fonction de partition 

d'un alliage quaternaire bidimensionnel se réduit au produit 

des fonctions de partition de deux modèles d'Ising de spin •?; 

suivant les valeurs attribuées aux constantes de couplage, le 

modèle exhibe deux points de changements de phase et deux 

types d'ordre à longue portée dont l'un décrit la sépara­

tion de phase du système en deux alliages binaires substitu-

tionnels. La section 6 est consacrée à la discussion de 

problèmes ouverts. 



- 5 -

2 . G é n é r a l i s a t i o n de l ' i n é g a l i t é de Bogoliubov-Mermin 

Dans t o u t e l a s u i t e , l é réseau à V dimensions ( V e (M ) 
V 

sera identifié au produit cartésien z_ . Nous associons 

à chaque Re. ̂ . une copie o R d'un groupe de Lie G 

réel compact et connexe de dimension n. , décrivant les 
v 

configurations du sous-système correspondant. Soit A c Z ! 
v 

une partie finie de JK. , de cardinal | /\ \ ; nous défi­

nissons alors la variété àe configuration associée à f\ 

par le produit direct 

OU) - T é R 

de dimension n. |/\ [ , également compact et connexe dans la 

topologie produit. Soit dq la mesure de Haar sur Qr {(\) , 

normalisée à un;, pour chaque 

nous introduisons la " fonction de partition " 

où O < ß = (.K6T) <
 +co ( K 6 : constante de Boltzmann; 

X : température absolue ), si bien que nous pouvons écri­

re la " moyenne thermique " sous la forme 

<*>A -^\d9"p[-PM§C9) 
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pour chaque <ç 6. C ^G(l\) j C ) , avec 2. . ¥= O . 

La généralisation annoncée de l'inégalité de Bogoliubov-

Hermin dont nous aurons besoin dans la section suivante 

est démontrée dans le 

Lemme 2.1. Pour N €. fl\| , soit ( "î) «) ̂  A ^ Ê N 

une famille d'opérateurs différentiels sur <j ( l\ ) et 

vïo[)lA(XiN ^ 1 6 familLe de fonctions dans C (,Ö(^;C)j 

alors pour chaque famille \X«()A4C(*II de champs vectoriels 

complexes invariants à gauche sur <3 C l\ ) , on a 

Ì<|DA]>Ì<X<(XA))A H P ^ 1(UVtU)1 ( 2.1.) 

( la barre dans (2.1.) indique la conjugaison complexe ). 

Démonstration. De l'inégalité de Schwarz dans C \_G^); C) 

nous obtenons 

<i*f>.-<iiA < * * > , 

pour les moyennes thermiques reliant deux fonctions Ç et 

Y ! en particulier nous avons 

<|D-*.f> (|XAf)A > <0>«*«)U«k)) ( 2.2.) 
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pour chaque <*> . D'autre part, puisque X«, est une 

dérivation sur C Qu(Oi <£-) , nous pouvons écrire 

-ptx*(CD*$.X«pl-P^)- wpt-fW](X-(T)*$4 • 2.3.) 

Comme l ' invar iance à gauche de X* implique ( exercice 1 ) 

cL9(X*$)(9) 2 . 4 . ) 

nous obtenons 

<(M-)(XA)) = P4<X*(D*«-)) ( 2.5. 

par intégration sur Cj ( i\) des membres de gauche et de 

droite de ( 2.3. ). Une modification du même genre s'obtient 

pour le second facteur dans ( 2.2. ), ce qui donne 

<|x,M)A « p\x«(x«k)>f ( 2.6, 

La substitution de ( 2.5- ) et ( 2.6. ) dans ( 2.2. ) conduit 

à 



s i bien que 

I < | W V I < > U Î U ) > , 

. , x 'ft s 'l\ Ä-il N /' 
2.7.) 

ce qui achève la démonstration. 

Remarques. La relation ( 2.4- ) n'est évidemment pas satis­

faite en général lorsque X«*, est remplacé par un champ 

vectoriel quelconque ( exercice 1 ); dans ce cas en effet, 

des termes supplémentaires, provenant par exemple de l'in­

tégration sur & (M du premier terme dans ( 2.3- )> appa­

raissent dans l'inégalité de base { 2.1. ). Ces contri­

butions sont par conséquent intimement liées aux " correc­

tions de surface " discutées par Mermin dans L 29] , et 

la relation ( 2.4. ) nous donne un moyen efficace pour 

les contrôler. D'autre part, la connexion entre l'inégalité 

que nous venons de démontrer et celle de Bogoliubov-Mermin 

est facilement établie si nous remarquons que l'inégalité 

( 2.1. ) peut également être démontrée lorsque la variété 

associée à chaque noeud du réseau est syraplectique, à con­

dition toutefois d'imposer aux X-* des restrictions sup-
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plémentaires jouant le rôle de ( 2.4- ) si la variété 

n'admet plus une structure de Lie. On choisit alors N-*l 

dans ( 2.1. ) et, pour $ et ¥ de classe C , on 

pose Xot -4 ~ \ § où 

x$t = Ci .*] 

est le crochet de Poisson de . Ç et *f ; la substitution 

dans (2.1. } donne alors avec D„ <$4 = Y l'inégalité 

qui est bien la relation de Bogoliubov-Merrain traditionnelle. 

v 
D'autre part, pour R e. ̂  , soit Q R l'algèbre de Lie 

de G R ; puisque CJ^ est compact, il existe sur 9¾* ^G. 

une forme bilinéaire "B> strictement positive et invariante 

sous la représentation adjointe de ö R L
32J ; soit 

IX <) 4^*^ r\. une base de 3 R et (̂ T* ) iéot.£n. la base 

duale relativement à "E> , c'est à dire 

pour chaque ^ et 0^ ; on peut alors construire l'élément 

^«0 y v w Y W 
tj - Z_ A=c U (2.9) 

qui appartient au centre de l'algèbre enveloppante univer-
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selle de 3 R ( exercice 2 ); cela implique en particulier 

que toutes les fonctions sphériques zonales de ö * , 

définies par rapport à un sous-groupe fermé K. R, C (SR 

sont fonctions propres de 

V " [ 32] ; ce résultat sera 

d'une grande importance dans la démonstration du théorème 
que nous donnerons dans la section suivante. 

Exercice 1. a} Soit Cr • SO (,2) ( groupe des rotations 

x 
du plan euclidien IR ) ; expl ic i ter l a forme des champs 

vector ie ls complexes dans ce cas; même question pour les 

champs invariants à gauche et démontrer a lors l 'équivalent 

de la re la t ion ( 2 .4 . ) ; en donner un contre-exempie pour 

l e cas où l e champ n ' e s t pas invariant à gauche. 

b) Démontrer la re la t ion ( 2.4. ' ) dans l e cas 

où X* est un champ vector ie l invariant à gauche rée l sur 

OC M -
( Indication : utiliser la définition 

de X«t ( où X* est dans l'algèbre de Lie de G(.f\)) , 

et l'invariance de la mesure de Haar sous les translations). 

c) Démontrer la relation { 2.4. } dans le cas 

général où X«c est un champ vectoriel invariant à gauche 

complexe. 
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Exercice 2. a) Etant donnée la base ^X*Ji**£r\, de SR, 

introduite dans le texte, démontrer l'existence et l'unicité 

de la base duale \To( ̂  ̂  <i •*. £ r\. en la construisant explici­

tement. 

b) Démontrer que l'élément 6 défini en 

( 2.9- ) ne dépend pas du choix des bases duales \K<*. ) et\T 

c) Démontrer que est un élément du centre 

de l'algèbre enveloppante universelle de % en prouvant 

que c'est un point fixe de la représentation adjointe 

R C L ( G R ) ^ G R , considérée ici comme automorphisme de 

l'algèbre enveloppante. 

( Indication : utiliser astucieusement le résultat b) ). 

L'élément "*Q est appelé élément de Casimir. 

Le lecteur intéressé pourra trouver les notions utiles à la 

compréhension du texte et des exercices dans les références 

[33] - [40] . 

3. Absence d'ordre à longue portée thermodynamique dans une 

classe de modèles réticulaires à une et deux dimensions. 

Nous devons maintenant définir de façon précise la classe 

des systèmes réticulaires que nous allons considérer, enfin. 

spécifiant la dynamique. Nous définissons un potentiel 

comme une application A. faisant correspondre à chaque 
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i/ 

partie finie ^ C 2. une fonction X ( K ) dans la 

C -algèbre abélienne C- '(OU); R) des fonctions réelles 

continues sur G {h) , munie de la norme C^lI , 

Il f|| - SUP I*l9)| 

( Voir les références [42j - [44J pour des considéra­

tions du même genre concernant d'autres types de systèmes 

réticulaires ). 

Alors l'ensemble S de tous les potentiels tels que 

i n v i l i ^ l l X U M 1 

m-h — [ M — <+œ 

et satisfaisant à l'invariance de translation 

X ( ^ 0 ) ( 9 ^ - - 9 * ^ ) - ï-C^C9«,»-;9*lM) ( 3.2. ) 

pour chaque ^ £ - 2 et .chaque (9ft*/- ) 9<t,Al)e- 0(,A) , ainsi 

qu'à 3(.(.̂ 0 a ° t devient un espace de Banach réel rela­

tivement à la norme ( 3-1* ) ( exercice 3 ). 

Avec "X. et X donnés dans S , nous restreindrons 

notre attention aux hamiltoniens 

de la forme 
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K = ^ + Xk* = 

. I OU-O^Wi) + \IXW«<1) (3.3.) 
U ^ *** 

pour lesquels les normes || JL Vl^-M/U sont indépendant 

de C R.R'] , X-R) - 3 U ) , 3to) - O et 

Dans le premier terme de ( 3-3-), chaque X C(̂ i*.']) es_t 

alors identifié à une fonction dans C ^ G C M ] (RJ ; nous 

supposons de plus que H. est G -invariant, c'est-à-dire 

qu'il s'identifie à un point fixe de l'automorphisme involu-

tif X g de C C ^ K M I C ) défini par la translation 

à droite 

C T ^ ) U . ; - - 9 . * ) - 1 (3" .3 ' " ' 9 O) • (3-5.) 

Cela implique au niveau infinitésimal la relation 

2 K(%t0) - o 
<u ̂  

( 3.6.) 

valable pour chaque copie de n'importe quel X dans 

l'algèbre de Lie de G ( exercice 3 ). 

Le second terme dans ( 3-3-) contient le paramètre réel X 
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représentant la source extérieure brisant la symétrie de 

W* 1 , dans le sens où W<A) n'est un point fixe que de 

la restriction de X g à un sous-groupe fermé K C G ; 

enfin, nous admettons que *X_ (. {. ̂ j) > également identi­

fié de façon triviale à un élément de O 

est une fonction sphérique zonale de G relativement à 

K L 32] -
D'autre part, la condition ( 3-4. ) est suffisante pour 

prouver l'existence à la limite thermodynamique au sens de 

Van Hove ( [il] , [45] ) de l'énergie libre par noeud 

Comme de plus la fonction y est concave pour chaque ^ , 

il est possible de prouver 1'existence d'une limite thermo­

dynamique pour sa dérivée 

M"' ( 2 XW(W)) ; (3.T , 

cela pour chaque A t K . ( [28J et référence citée ; 

exercice h ) . 

Sous ces conditions, nous pouvons alors démontrer le 
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Theoreme 3 . 1 . Si nous posons (dans l e sens de £28} ) 

SM- W , ̂ (X) 

MZ* dlX 

(avec •ILCX") = ^ ' presque partout) et si 

"û *X C W ) = VJt "X CW) a v e c !0i»*O. alors 

; 

lira. 4- CX^) 
X-»o 

O 

lorsque 

Démonstration. Nous supposons tout d'abord que les interactions 

sont de portée strictement finie, ce qui signifie que D(R)^O 

seulement pour un nombre fini de R , ou encore que la 

somme ( 3-4- ) ne contient qu'un nombre fini de termes. Nous 

pouvons alors enfermer le système dans la région 

ACO J(^Z" ; O ̂ RL <- *ÎV£{>-V] 

pour 
R1(O1 suffisamment grand; soit 

la première zone de Brillouin correspondante; le " paramètre 

d'ordre " relatif à ce système fini est défini par 

-4 C") 
( 3.8. 
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y 

et nous notons K-R- .2, K; R; pour chaque K .̂ & et chaque 

R £. A(R*"); l'idée de la démonstration consiste alors à 

appliquer l'inégalité { 2.1. ) en faisant un choix judicieux 

des familles [T)<*.)A± <ŝ (j , ^ Ç ^ t *.«**« et C^**) ̂  *• * i H > 

afin d'obtenir un contrôle sur la grandeur ( 3-8. ) par 

l'intermédiaire d'une borne supérieure dépendant de \ ; 

il est possible de réaliser cela en choisissant M - U , et, 

pour un K €. & donné, 

X« - Z MP[U-*] X^ 

(O 

où \ \<* ̂-ifĉ irv et V, »* ̂ itotin. sont les deux bases duales 

de 3 ^ apparaissant dans l'expression du Casimir ( 2.9- ) î 

puis 

pour chaque d. . Nous obtenons alors successivement 

,Ü: // (w w A / en')« 

et 
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-CRW^V 

£„ ' HeA(f) / 0 e hf^ ft^t«0) 

^)/ 
puisque les fonctions sont des fonctions propre 

de o ,ou bien 

/ I x.CM« 
\ot-4 ACt*") 

• / | w n | \ ^ ( 3.10. 

à cause de ( 3.8.). Finalement 

2. ( K4(KA)) 
A C O 

2 e*pltKĈ Z<X?()ffO> *Xl Ì A * ^ M ( 3.11. 

L'expression ( 2.6.) montrant que cette expression n'est 

jamais négative, nous pouvons lui ajouter la même expression 

où K a été remplacé par - K ,et obtenir ainsi la majoration 

Ì<Xi(X<k)) * 
<<= 4 

^ • ai, A V « A ^ ^ /.,Wf.FK,™, 

ACR-

-2Z (A-wà K-U-R' 
*-« Aun * £ W ° At«-) 

file:///ot-4
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où la dernière égalité résulte de la Ö -invariance ( 3-6.)• 

Nous introduisons alors la forme explicite ( 3.3«) de Vl 

dans ( 3-12.), puis ( 3-9-), ( 3-10.) et ( 3.11.) dans 

( 3.I.); comme les moyennes thermiques apparaissant dans 

ces expressions font intervenir des fonctions continues sur 

le groupe compact £( W)) , leurs valeurs absolues 

sont bornées supérieurement par des constantes positives; 

le reste découle de manipulations types [45 J et nous ob­

tenons finalement 

où R et 6 sont des constantes réelles et positives; dans 

la limite thermodynamique R° -» + °0 ( c'est-à-dire Rc -* +« 

pour chaque i €• \_A.... yj , cela donne en particulier 

y2. 

0A*W ^ ' ~ ^ £ f ( 3.13.) 

pour v " 4 , e t 

i p a ï f l 4 

o 4 W * ^ r - ' roû̂ ' ,AVt ( 5 - u - } 

^ SfêH 
, ce qui pour V » Z ; cela implique liIU "fl( K) = 

X-»o 
achève la démonstration puisque les deux inégalités ( 3.13.) 
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et ( 3.14.) restent valables pour les interactions satis­

faisant ( 3-4.) ( exercice 3 ). 

Pour illustrer et interpréter ce résultat, nous donnons 

maintenant quelques exemples simples montrant que la classe 

de modèles définie ci-dessus contient la presque totalité 

des modèles vectoriels généralement utilisés dans l'étude 

des phénomènes critiques. A chaque R t 2 nous associons 

une copie IR, de l'espace euclidien à D dimensions ( D ^ 3 ) 

muni du produit scalaire (• ; • ), dans lequel nous consi­

dérons la représentation fidèle de G" •* SoO>) par les ma­

trices orthogonales; nous choisissons K D $0(.fc-4.) comme 

sous-groupe fermé de G- , réalisé comme sous-groupe d'in­

variance du vecteur unité VL choisi une fois pour toutes 

dans IR, , ce qui signifie que Kjrt. • Ü pour chaque KfeKj 

les fonctions sphériques zonales de G définies par rapport 

à N sont dans ce cas, lorsqu'on les considère sur la sphère 

unité S = SO(IO/So(t>-4) t les polynômes de 
D"Va. 

Gegenbauer C o , où E- 0 ) 4. , 2r-- V.46 "1 

Lihamiltonien choisi est 

avec "t * O et une source extérieure A dans la direction 

de JV ; ce modèle peut être interprété comme un système de 

spins classiques ( [27] , [28J » [̂ O 1 ) et l e " P a r a m è-
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tre'd'ordre " qui s'annule dans la limite thermodynamique 

pour V ó 2. et X -> O est 

En particulier pour Z = 4- , nous avons C CO = (D-l)* 

et nous obtenons le modèle de Stanley pour les ferroaimants 

qui n'est par conséquent jamais ferromagnétique lorsque V^2. 

Pour T> = 3 , les polynômes de Gegenbauer se réduisent aux 

polynômes de Legendre "Pt et ( 3.15.), ( 3.16.) donnent 

respectivement 

k^-'O - Z 3"1-*)¾¾-¾?) + M \(a-9»n) ( 3.17) 

et 

En particulier si 1 = 4., nous obtenons le modèle de Heisenberg 

classique qui a été discuté par Mermin dans la référence [29] 

et pour lequel ( 3.18.) représente " l'aimantation " comme 

fonction du " champ magnétique " X ; pour t - 2. , nous 

obtenons avec ( 3.17-) une version réticulaire du modèle de 

Maier et Saupe d'un cristal liquide nématique ( . \_ 26] - [ 28J 
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[ 3l] [47] -[52] ) , dans laquelle les vecteurs tU, - 9 R . ^ 

sont interprétés comme les " directeurs " de longues tiges 

minces simulant des molécules organiques allongées dont 

les centres de masse sont localisés aux noeuds de j£_ ; 

ces molécules sont dites en interaction de dispersion lorsque 

— fa 
"3((O **" ^ pour R f O et le théorème ( 2.1.) permet alors 

de conclure que le modele n'exhibe aucun ordre nématique 

lorsque V = 2. : le système est désorienté à toute tempé­

rature finie dans le sens où la phase correspondant à une 

orientation privilégiée des molécules dans la direction de 

A. n'est pas thermodynamiquement stable. 

Remarques. L'intérêt premier de la formulation présentée 

dans cette section réside dans le fait qu'elle met clairement 

en évidence le rôle de la symétrie de u. , par le truche­

ment de ( 3.6.),'dans l'établissement de la relation ( 3.12.); 

1 (o) 
le lecteur vérifiera par exemple que si R est lui-même 

K. -invariant, comme c'est le cas pour le modèle de Heisenberg 

anisotrope ( ö " 50(¾) 

K 1 9 , Ì - Ì 9 , H ) = ^ ^ W 3 ^ ' 3 ^ H V ) ( ^ Ì ( 3.19) 

lorsque c< * 4 f i a relation ( 3-6.) ne peut plus être éta­

blie et le théorème ( 3-1-) perd sa validité ( voir cepen-
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dant l'exercice 5 )• 

L'existence d'une transition de phase dans le modèle ( 3.19) 

a d'ailleurs été démontrée de façon rigoureuse par Bortz et 

Griffiths L53J > a u moins pour de petites valeurs de c< 

et des interactions entre plus proches voisins lorsque V = 2. 

et ^ ~ 3 . La démonstration du théorème ( 3.1.) montre d'autre 

part, contrairement aux exemples que nous avons discutés, 

qu'il ne doit pas nécessairement y avoir une relation " a 

priori " entre les fonctions "CC ̂ \XR'j) et "X. ^{RJ] pour 

que notre argument soit applicable : la G" -invariance des 

^ ' ( { M l ) est une chose et le fait de définir les X ^ ( W ) 

comme des fonctions zonales en est une autre. Ce sont néan­

moins presque toujours des interactions du type ( 5-15) ou 

( 3-17) qui retiennent l'attention dans les applications, 

bien que la question de savoir s'il est possible que lifflflC*)̂  

f O lorsque V -3n'ait pas reçu de réponse à l'heure 

actuelle; cette possibilité n'est en tout cas pas exclue par 

la démonstration que nous avons donnée. 

Signalons enfin que c'est le fait d'avoir -1H>) *• — A \ 

( presque partout ) qui nous a incité à parler " d'ordre à 

longue portée thermodynamique " : tout autre type d'ordre 

à longue portée n'est pas a priori exclu par notre argument 

< [ 54] ,[55] ). 
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Note bibliographique. C'est dans les travaux de Bloch [56J1 

Peierls l 57J et Landau V 5SJ que nous trouvons pour la 

première fois des considérations concernant l'existence 

d'ordre à longue portée dans des systèmes à une et deux 

dimensions; c'est néanmoins seulement en 1966 que Mermin et 

Wagner [59j démontrent de façon rigoureuse que la version 

quantique du modèle de Heisenberg n'exhibe aucune aimanta­

tion spontanée à une et deux dimensions lorsque les inter­

actions spin-spin ont une décroissance suffisamment rapide 

aux grandes distances { condition ( 3.4.))- Leur démonstra­

tion est basée sur une inégalité pouvant être considérée 

comme la version quantique de { 2.8.) [45J , et due ori­

ginellement à Bogoliubov 1.60J . La démonstration de l'iné­

galité ( 2.8.) par des arguments purement classiques est 

due à Mermin [29] . Le lemme ( 2.1.) et le théorème ( 3.1.) 

sont dus à Vuillermot et Romerio J. 2SJ. 

Le lecteur intéressé pourra encore consulter les références 

[ 6lJ " Ì70j en ce qui concerne l'étude de l'ordre à lon­

gue portée'dans d'autres systèmes physiques. 

Exercice 3- a) Démontrer que l'expression ( 3.1.) définit 

une norme sur 2> ; mettre à cette occasion clairement en 

évidence le rôle de l'invariance de translation { 3-2.)( 

démontrer alors que ¾ est un espace de Banach réel relati­

vement à la norme ( 3-1-) pour les opérations 
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X X C O , XéLlR- '; 

puis que le sous-espace 3>0 des potentiels de portée stric­

tement finie ( c'est-à-dire "X(A) = 0 sauf pour un nombre 

fini de ft ) est partout dense dans 1B> 

b) Démontrer que X g défini en { 3>5>) est 

un automorphisrae involutif de la C*-algèbre C 

c) Démontrer la relation ( 3-6.)-

Exercice 4. Démontrer l'existence dans la limite thermo­

dynamique { au sens de Van Hove ) de l'énergie libre par 

noeud 

OU) 

et de sa dérivée ( 3-7.)• 

( On consultera les références [il] , 118] , [28] et 

1*5] )• 

Exercice 5* On considère l 'hamiltonien ( 3*19) avec *X*4. 

sur SOU)CO • 

a) Démontrer explicitement _que la re la t ion 

{ 3.6.) n ' e s t pas s a t i s f a i t e dans ce cas et se convaincre 

a lors que l e théorème ( 3-1-) perd sa v a l i d i t é . 

(M)U) -
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b} Démontrer néanmoins en modifiant convena­

blement la démonstration du théorème ( 3.1.) que le para­

mètre d'ordre 

4LO0 - iM'XlU'vO), 

est nul dans les limites A 1"Z. et X-* O lorsque V ^ 2 . 

si n_ est orthogonal à Jl , cela pour chaque c< €. JR . 

Interpréter physiquement ce résultat. 

c) Généraliser ce résultat en considérant le 

groupe de configuration SOCu) C M (ï> ̂  5J ( modèle de 

Stanley anisotrope ). 

Exercice 6. On considère la C*-algèbre abélienne 

introduite au début de la section 3 et l'application 

— > CL définie par 

ÓO) 

( voir la section 2). 

a) Démontrer que -SA est un état sur 

( " état de Gibbs local " ) . 

b) Démontrer que S. est G -invariant au 

sens de Lanford et Ruelle ( [ 45] [̂ l] ) si, et seulement 

si, R est un point fixe de Lq . 
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c) Démontrer que S A n'est pas un état pur, 

mais une combinaison convexe d'états purs représentés par 

des mesures de Dirac sur G ( t\) ( " mélange statistique " ). 

Interpréter physiquement cette décomposition dans le cadre 

du modèle ( -3.17) • 

4. Diagonalisation de l'opérateur de transfert associé 

à une classe de modèles réticulaires unidimensionnels. 

Il est certainement utile de remarquer à ce point de l'exposé 

que les fonctions de partition des modèles que nous venons 

de considérer, et à plus forte raison la forme exacte des 

paramètres d'ordre que nous avons définis, sont encore 

inconnues à l'heure actuelle pour V «4.. Le cas unidi-

mensionnel constitue néanmoins une exception lorsque les 

interactions sont limitées aux voisins les plus proches, 

ou lorsque le groupe <J(,/V) n'est pas connexe ( groupes 

discrets ), ou lorsqu'aucune source extérieure n'est présen­

te C X "Oj : de telles situations permettent en effet sou­

vent d'obtenir des formes explicites non seulement pour 

les fonctions de partition, mais encore pour les fonctions 

de corrélation à deux corps. Ce sont ces formes explicites 

que nous nous proposons de déterminer dans cette section 

pour une classe de modèles particuliers, en utilisant le 

formalisme de l'opérateur de transfert associé à des condi-



- 27 -

tions aux limites périodiques. Pour fixer les idées, nous 

enfermons le système dans la région . 

AU) - [ R J £ Z ; i £ U - H i ] 

de cardinal | t\i.ri)\ - N < + <o ( e% nous considérons des 

harailtoniens de classe C (,GCMlIR) donnés par 

N , ( P ) 1 n n x . !L . M 

avec "0 , \ £- IR et Q ^ + " Og , ce qui définit les 

conditions aux limites périodiques. La fonction de partition 

( M N 

peut alors s'écrire 

^)- Ì^OM ) 
Z N C T , ^ = J ^ 3 » ( Ï , ( Ï 0 ^ . ^ (4.2 . , 

défini par 

où I^ .v\ désigne le KÌ®me itéré du noyau \ , r ̂  s T, . 

V « * 1 " 6^ ̂9'90 + ̂ 9 ) * K " ( ^ l ( 4-5-
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Ce noyau sera désormais supposé symétrique en 9 et 3 , 

c'est-à-dire pour chaque 9, 3 £^-

Comme il est d'autre part de carréintégrable relativement 

à la mesure de Haar sur CJ n d , il engendre sur l_c ( u ' ^ ) 

l'espace d'Hilbert des ( classes de ) fonctions à valeurs 

complexes sur G" , de carré integratale par rapport à la me­

sure de Haar CxQ , la transformation linéaire, symétrique 

et complètement continue ltftrfc) définie par 

é 

Les valeurs propres de ^¾,-¾^ le!= fonctions propres or-

thonormées correspondantes seront désignées par U.^ et ^ 

respectivement 
((V- O, 4-, 2,...) 

, en convenant de l'arran­

gement U 0 > U 4 ^ LLj. ̂  •••• où chaque valeur propre 

apparaît un nombre de fois égal à sa multiplicité ^72] ; 

l'existence d'une valeur propre U 0 positive, maximale et 

simple est assurée par une généralisation de Jentzsch \ 73J 

pour le cas des transformations intégrales à noyaux positifs 

des résultats classiques de Perron et Probenius ( [74] , 

[75] ). La relation ( 4.2.) signifie alors que la fonction 

£ „ * s= cm 
de partition se réduit à la trace -2- IXh. de T r v _ •> . 
soit 
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Z11 (¾ iti) * /U 

à la limite thermodynamique H -^ + CO . 

La connaissance de la. décomposition spectrale de Tf- - \ 

est également essentielle pour la détermination des fonc­

tions de corrélation à deux corps définies par les moyennes 

thermiques 

S N U ) -
cv.iO 

que nous aurons l'occasion d'interpréter physiquement plus 

loin; en effet, la substitution de ( 4-3.) dans { 4.4.), puis 

l'intégration sur toutes les .variables à l'exception de QB4 QRi; 

et 9Î;*T. donnent l'expression 

-4 ( Co) CO-rt) (T) «-C-r«) 

En y introduisant alors la décomposition de Z' «0*"* itéré 

Tla,ï)-I lia t̂ 3)t.(3) 
Tl-O / 
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nous trouvons finalement 

=i^{My^£\^')^)Uï)ïMus,') « 4.5.) 

après avoir utilisé l'orthonormalité des \n_ et effectué 

la limite thermodynamique S-> + °o ( exercice 6 ). 

Les résultats précédents montrent donc clairement que la 

connaissance des solutions du problème aux valeurs propres 

2. 
sur L-^^GJ; d.Cj J es^ essentielle; nous l'avons résolu 

dans le cas particulier où X = Odans C A-X.), en obtenant 

le résultat suivant [27J : 

Théorème 4.1- Soit K C G un sous-groupe fermé maximal tel 

que { GjK, ) soit une paire riemannienne symétrique et 

une fonction invariante à gauche sous K1 

c'est-à-dire pour chaque K e \ et 

chaque q e. G ; alors si nous posons 

C m ' ) - C ^ ) - îuaV) . 
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dans ( 4.3.)» toutes les valeurs propres de Titf-o) sont 

de la forme 

M 4 W - J<^exp[T,£(s)]<|t3) 

où <£ parcourt l'ensemble des fonctions sphériques zona­

les de type positif sur Gt ; leur multiplicité est égale 

à la dimension de la représentation de G associée à <£ t 

et les fonctions propres correspondantes sont ou bien les 

fonctions sphériques de G ,ou bien des combinaisons li­

néaires finies de ces fonctions sphériques. 

Démonstration. Pour ^ t G fixé une fois pour toutes, 

l'équation aux valeurs propres C 4.6.) s'écrit dans ce cas 

^'Wf[T4C(K
4S')] Ì1990 - JJL$(9) ( 4.7.) 

après avoir effectué un changement de variables évident et 

utilisé l'invariance à gauche de n. . Soit CuC la mesuré 

de Haar sur K , normalisée à l'unité; la translation à 

gauche par K dans ( 4-7.) et l'intégration des deux membres 

sur K. conduisent alors à 

dg e,f[TA^')] J<fc<KW) - JL§ty - ( 4 .8 . ) 
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.«1 TO**U Soit {_ \1 , W J 0 ^ l'ensemble des représentations uni­

t a i r e s continues et i r réduct ibles de Gr dans les espaces 

h i lber t iens 1^- , non équivalentes deux a deux, de dimen-

OJJm.n. " c i * <*oo et de classe 1 par rapport sion 

à N ; leurs éléments matriciels étant définis par 

où y , "^désigne le produit scalaire de V£ , avec 

( %T , Xj*'Ĵ - ô j pour chaque i.,j £• ĵ l.... <!«> et 

\X (*) <£,* ~ 3̂,t pour tous les K €. K et <* «. F̂  ; 

il s'ensuit que la famille de fonctions -i U_A1 i repré-

sente l'ensemble de toutes les fonctions sphériques zona­

les de type positif sur ó , puisque ( Qs, K ) est une pai­

re riemannienne symétrique [32J. Mais comme { exercice 7 ) 

JdKU^KS') - u]?(9)uüit9') (4.9.) 

pour chaque 3 , 9 ^ ö' , la substitution de ( 4.9.) dans 

( 4.8.) montre que toutes les fonctions sphériques \ \X\A\ , 

sont solutions propres de l(Sjo)> avec les valeurs propres 

jx.iT,) - jdg e*p[^U<3)] a« (3) 

file:///X/a/
jx.iT
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Puisqu'on a d'autre part l'invariance à droite $ (SO11 *H$) 

pour chaque solution de ( 4.7.) lorsque il ̂  O , 

le théorème de Peter-Weyl ( [ 3Sj ; [46J ) permet d'écrire 

au sens de la convergence en moyenne, ce qui achève la dé­

monstration. Ce résultat s'applique immédiatement aux exem­

ples que nous avons déjà considérés à la fin de la section 

précédente; en effet, si G = SOCt)) et K. --So(x>->tj avec 

15 ^ 3 , nous considérons l'hamiltonien 

Les valeurs propres correspondantes sont alors données par 

.-2. 

.10. 

SOCTl) 

où ^ j t varient indépendamment sur -̂  0, 4, Z, ... \ f et les 

fonctions propres correspondantes par les harmoniques sphé-

riques généralisées \_ 46 J . La relation { 4.10.) s'écrit 

encore 

ya CTi)- <̂ st * \ desile expfrC^C0*0)]^ (wse) 
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en u t i l i s a n t les angles d'Euler général isés , ce qui donne 

en pa r t i cu l i e r 

•p-2. 

dans le cas du modèle de Stanley (Ç. = 4.) , • où X T désigne 

la fonction de Bessel modifiée d'ordre X ( [27] , [76] ) 

Comme nous l'avions déjà remarqué à la fin de la section 3, 

il suffit de remplacer partout les C^/ par les polynô­

mes de Legendre r^. lorsque "D* S ; les fonctions propres 

correspondant aux U^Od) s e réduisent dans ce cas aux har-

moniques sphériques usuelles Yt. et les espaces propres 

associés sont de dimension 2£+4 ; il résulte alors immé­

diatement du résultat de Jentzsch cité plus haut que la va­

leur propre maximale, positive et simple du spectre de ̂ -y-ol 

est obtenue pour x. •• O ( ce qui donne par exemple 

pour le modfeie de Heisenberg classique, ou 

SoCa) 

-A 
{«] e*Ptt,]3>^) 
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pour la version réticulaire du modèle de Maier et Saupe, 

X) désignant l'intégrale de Dawson ( [26} , [ 27] ). 

Il est alors trivial de déduire la thermodynamique complète 

des modèles considérés à partir de l'énergie libre par noeud 

SC X) - W i\(%) - Ag f\%) ( 4.1: 

et de calculer les fonctions de corrélation à partir de 

( 4.5«); nous ne reproduirons pas ces résultats ici, le 

lecteur intéressé pouvant consulter à ce sujet les référen­

ces [26] et L2?! 0^ d'innombrables autres travaux consa­

crés aux systèmes unidimensionnels ( voir par exemple [77] 

et la note "bibliographique qui suit ). Il est néanmoins 

important de constater que le résultat que nous venons d'ob­

tenir précise celui de la section précédente quant au pro­

blème de l'existence de changements de phase; il s'avère 

en effet d'une part que lu (/CA) . en tant que rayon de 

convergence de la série résolvante 

est un zéro du déterminant de Fredholm T72J associé à 

l'équation ( 4.7.); ce déterminant dépendant analytiquement 

de ^ €.(°' +co) f ii en va de même de A L \ T 4 ) , et par 
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conséquent de l'énergie libre ( 4.11.). 

Le calcul explicite des fonctions de corrélation ( 4-5-) 

montre d'autre part que 

lim S CO -Jim. lim S11 CO - O = W . JfU V) ( 4 p l 2 # ) 
r-»*» ^* 0 ' r->*«o ^w tt4;o) X^o 

pour tous les modèles vectoriels considérés lorsque 

-ÇG.CO,*«), ce qui permet de donner une interprétation micros­

copique du théorème ( 3-1-); les moyennes thermiques ( 4-4.) 

ont en effet la signification de probabilités conditionnelles 

mesurant l'influence d'une configuration donnée en Ri sur 

la configuration du système en Rc*r ; le résultat ( 4.12.) 

signifie alors simplement que cette influence est négligea­

ble aux grandes distances lorsque V - 1 ; que, dans le cas 

du modèle de Heisenberg classique, les spins n'ont pas ten­

dance à s'orienter suivant une direction privilégiée sur une 

distance grande comparée au paramètre du réseau; que, dans le 

cas du modèle de Ma1er et Saupe, les orientations moléculai­

res en R<̂  et Rctr sont pratiquement indépendantes l'une de 

l'autre. Cela confirme évidemment l'impossibilité pour les 

systèmes envisagés d'exhiber aucun ordre à longue portée 

que ce soit lorsqu'ils sont localisés sur un réseau unidi-

mensionnel; il est cependant important de remarquer qu'il 

n'est pas évident du tout que l'analyticité de l'énergie li­

bre à la limite thermodynamique, et la connexion ( 4.12.) 
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entre les ordres à longue portée microscopique et thermody­

namique que nous avons établies pour V = \ subsistent 

lorsque V-^Z t cela malgré la validité du théorème ( 3.1.) 

Nous n'avons pas encore obtenu de résultats satisfaisants à 

ce sujet. 

Note bibliographique. 

C'est dans un travail de Kramers et Wannier [78} qu'appa­

raît pour la première fois le concept de l'opérateur de 

transfert ( dû, semble-t-il, à une idée de Montroll [79] ) 

en liaison avec le modèle d'Ising; cet opérateur a été dia-

gonalisé pour V= 1 et des interactions entre plus proches 

voisins par Onsager dans LlJ ; cette notion a été utilisée 

depuis par de nombreux auteurs [77] et est à la base des 

contributions récentes de Lieb et de Baxter ( [23] , [24] 

[25] ) concernant les problèmes ferroélectriques et de 

la glace; sa première application aux modèles vectoriels 

classiques est due à Joyce ( [ SO] [8l] ); le théorème 

( 4.1.) est dû à Romerio et Vuillermot [27] . 

Exercice 6. a) Etablir la relation ( 4.5.) pour la fonction 

de corrélation à deux corps à partir des indications données 

dans le texte. 

b) Déterminer la forme explicite de ( 4-5-) pour 

le modèle de Heisenberg classique et se convaincre que l'ab­

sence d'ordre à longue portée '''"V 5 w ' -o est raathémati-

quement liée à la non-dégénérescence de la valeur propre 
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maximale IX«{%) lorsque T^ <£.(.0, + coj ; que se passe-t-il 

dans la limite $^ -» + co ? 

Exercice 7. Démontrer la relation { 4.9«)- ( Commencer par 

factoriser les dépendances en Q , < , Q dans le membre de 

gauche en utilisant la définition d'une représentation, puis 

déterminer l'intégrale restante sur K, en discutant la dé-

composition de la restriction de U, a N, en composantes 

irréductibles; bien mettre en évidence le rôle de l'hypo­

thèse suivant laquelle 1\ est maximal dans G , dans le 

sens ou le vecteur invariant *** introduit dans le texte 

est unique). 

Le lecteur intéressé pourra encore consulter les références 

[82] et [ S Î ] à propos de l'exercice 6, et [52] , [46] 

pour l'exercice 7. 

5.Transitions multiples dans un alliage quaternaire 

bidimensionnel. 

Les divers exemples que nous venons de traiter montrent 

donc que les modèles vectoriels caractérisés par un groupe 

de symétrie connexe n'exhibent aucune phase ordonnée lors­

que V ^ Z . Nous examinons dans cette dernière section le 

cas où le groupe est fini et V ^ 2. ; muni de la 

topologie discrète, G- (h) devient compact, non connexe et 

de dimension fl = O [.84 J , si bien que les arguments des 

sections 2 et 3 ne s'appliquent plus. Nous allons en fait 
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montrer en construisant un contre-exempie que dans une telle 

situation, l'existence de points de changements de phase et 

d'ordre à longue portée est possible. Nous considérons pour 

cela un modèle d'alliage quaternaire dû originellement à 

Ashkin et Teller [85J , dont nous allons résoudre un cas 

particulier de façon nouvelle, en évitant délibérément l'em­

ploi des méthodes de la théorie des graphes utilisées par 

Betts [86J , et en abordant le problème de façon suffi­

samment générale pour montrer l'analogie de l'alliage d'Ashkin. 

et Teller avec le modèle récent à huit vertices de Baxter 

( [23] , [24] ). 

Nous associons à chaque I ( £ Ä une copie du produit direct 

O 2 * C ^ du groupe cyclique d'ordre deux par lui-même, et 

une copie de l'ensemble à quatre éléments | R, B1C1Is 

représentant les constituants de l'alliage. SoIt(C1VC1)C(O 

le groupe de configuration de la région \ au sens de la 

section 2; la bijection entre les ensembles |fi,& ,C ,~û \ et 

G 1 *• C2- définie dans la table 4.1. permet alors de carac­

tériser complètement le.schéma d'interactions à deux corps 

K f l b * R-BR = i l CTS " <Vl>e. * ^ 2 . 

' ( 5 . 1 . ) 
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par la donnée sur (C 2 * C1)(OcIe l'hamiltonien 

K(Ŝ 1-•;%„) = 2 M9tt,v) = 

3 

où U^ parcourt l'ensemble des représentations i r réduct ibles 

de C i * G i données dans la table ( 4 . I . ) , avec 0Wt ~ O 

si K + L , ^ ^ o = ^ o O K ; Hc^ =H5,°3^-0a+Di-OM; 

HOt22^H1Sz= 3,+Oz-O0-Js et HOt53=HOa-VOi-Oa+Oi 

( exercice 8). la substitution de la forme explicite des"öt; 

dans la relation ( 5-2.) montre alors que l'hamiltonien 

considéré est la somme des trois fonctions définies par 

k(w-.w,)- a.zfcrut.)r.et,) 

et 

/ R. Va A 

«oo'O, 

M,«A 

où les variables t^ , t R varient indépendamment sur CLz. • 

Comme l 4 Lt)* C- = + 4. lorsque t parcourt G x , il ' 

s'ensuit que l'hamiltonien ( 5-2.) est égal à la somme 

5,2 <Vv + i l « , + Ï S Z « V V̂ 15.3.) 
«AfeA R-*6* <u'e f \

 K R 
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To 

e t t e 

4 -4 

a ) 

(e,e) (e.t) (t.e) ( t , t ) 

T0-r,©r0 

X- r0®r, 

T1- r„©r0 

If3-HOr1 

4 

<\ 

4 

4 

1 

-A 

4 

- 4 

4 

4 

-4 

-4 

1 

- 1 

-4 

A 

I) 

Table 4-1» Nous avons rappelé l a table des caractères de 

C x en a) et ce l le de C z * C 2 en b) ; £ désigne l 'élément 

neutre de Ca : la bisection u t i l i s é e dans l e texte est 

définie par 

fl < > (e.e.) 

B < » ( e t ) 

C < > ( t . e . ) 

-D < * ( t . t ) 
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où 6"(J1 j 6"̂ / - S 4 pour chaque RNE. f\ , ce qui signifie 

que le système considéré est équivalent a la superposition 

de deux modèles d'Ising à spin •? couplés par des interac­

tions à quatre corps. Il résulte alors de ces considérations 

que le choix ( J ^ - S M - 3 et 3i = "3^ ̂  3 est suffisant 

pour rendre les deux modèles d'Ising indépendants, puisqu'il 

implique Oj = O ; la fonction de partition de l'alliage 

se réduit dans ce cas au produit des fonctions de partition 

des systèmes d'Ising correspondants, soit 

zfl_u«iKo -2 . x uoz . r c<o (5.4.) 

où 2. K4 » (b(."3'-3) et 2.K1= -ß(.3+3') ; les deux facteurs 

du membre de droite de { 5.4.) sont à leur tour donnés par 

la solution de Onsager flj lorsque les interactions sont 

limitées aux voisins les plus proches et V — 2. . Une si­

tuation intéressante est obtenue dans ce cas si, pour fixer 

les idées, on admet la relation O < 9 ^ 3 ; cela impli­

que en effet O < 2A 4. 3 a ,ce qui revient à dire que 

les deux modèles d'Ising sont antiferromagnétiques; les 

températures critiques sont alors données par 

_KC -±£— - o. «won =-K-^r 

d'où T 0 ^ 'C- : lorsque T > T c , ,les deux modèles 
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sont désordonnés, et aucun ordre à longue portée n'est pre­

sent dans l'alliage; si TC/, -4 T < Tc2^ , seul le modèle 

d'Ising de couplage ^ e s t dans sa phase ordonnée, ce qui 

signifie d'après ( 5.1.) que les voisins les plus proches 

des atomes R sont en majorité des atomes D mélangés à 

quelques C , que ceux des atomes B sont en majorité des 

atomes C mélangés à quelques 3} ; enfin, si T < ^cA > 

les deux systèmes d'Ising sont ordonnés, et l'ordre à lon­

gue portée dans l'alliage correspond alors à une séparation 

de phase en deux alliages binaires substitutionnels: le 

premier est presque exclusivement composé des atomes ft et 

J} , le second des atomes Ü et C . Nous laissons au lec­

teur le soin de vérifier qu'il est possible de choisir les 

constantes de couplage T) < de telle façon que le système 

se réduise à un seul modèle d'Ising. L'apparition des forces 

à quatre corps lorsque O3 f O complique singulièrement 

la situation, et aucune forme explicite de la fonction de 

partition n'a pu être donnée dans le cas général; la rela­

tion ( 5-3.) établit cependant une analogie remarquable 

entre l'alliage d'Ashkin et Teller et le modèle à huit ver­

tices de Baxter { f 23] - \.24J ), bien que les deux mo­

dèles ne soient pas équivalents [87j î il est d'ailleurs 

probable que l'alliage d'Ashkin et Teller possède au moins 

deux températures critiques [88 j , alors que le modèle de 

Baxter n'en a qu'une. C'est l'influence des forces à quatre 
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corps dans ( 5.5-) sur les propriétés critiques du système 

qui n'est pas encore complètement comprise à l'heure actuelle. 

Mote bibliographique. 

C'est en 1943 qu'Ashkin et Teller ^85] parviennent à loca­

liser la température critique d'un alliage quaternaire bidi-

mensionnel dans lequel les constituants identiques s'attirent; 

nous trouvons une généralisation de leur résultat pour des 

systèmes à Ü composantes dans un travail de Potts [89] , 

et une solution exacte du modèle de Potts à quatre états 

dans les travaux de Betts ^86J et Suzuki [90] ; les dé­

couvertes de certaines analogies entre l'alliage d'Ashkin et 

Teller et le modèle de Baxter sont dues à Fan F91| et 

Wegner \_87J - La technique du groupe de configuration dé­

veloppée dans cette section est due à Vuillermot, et peut 

aisément être appliquée à d'autres systèmes simples ( [92] , 

[vi )• 

Exercice 8. a) On demande de bien réfléchir à la significa­

tion de la bisection introduite dans le texte et d'établir 

alors la relation générale permettant de déterminer les cons­

tantes c^e . 

b) Construire un modèle d'alliage binaire bidi-

men'sionnel avec des forces à quatre corps de telle façon que 

sa fonction de partition soit égale à celle du modèle de 

Baxter. 



6. Problèmes ouverts. 

- 45 -

Il y a, en liaison avec les résultats de la section 3, un 

certain nombre de problèmes fondamentaux auxquels nous n'a­

vons pu donner de solutions satisfaisantes jusqu'ici; il 

s'agit tout d'abord de savoir si l'absence d'ordre à lon­

gue portée au sens du théorème 3-1« est équivalente à l'ab­

sence de symétries brisées à la limite thermodynamique au 

sens des décompositions intégrales d'états sur la (^-algè­

bre quasi-locale engendrée par les C ((?(^);<T.) ; puis, le 

cas échéant, de savoir si cela est équivalent à l'existence 

d'un seul état d'équilibre invariant sous les translations 

du réseau |_ 94 j ; l'ergodicité d'un tel état impliquerait 

alors l'absence d'ordre à longue portée microscopique, au 

sens faible, pour tous les modèles vectoriels considérés 

lorsque V 4=. 2 . [95j ; puis d'étudier la connexion entre 

les propriétés mentionnées et la dérivabilité, voire l'ana-

lyticité de l'énergie libre à la limite thermodynamique con­

sidérée comme fonction de la source extérieure K . Une 

extension des résultats obtenus aux modèles continus ( non 

réticulaires ) et aux modèles quantiques correspondants est 

également souhaitable; l'emploi de la théorie des états cohé­

rents associés à un groupe de Lie quelconque devrait, dans 

ce contexte, se révéler particulièrement adéquate ( \_ 96j , 

[97] ). 
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Nous mentionnerons enfin, en l i a i son avec l e s r é su l t a t s de 

l a section 5» l e problème important de l ' é tude de l ' i n f luen ­

ce des forces à plusieurs corps sur les propriétés cr i t iques 

des systèmes envisagés: leur présence semble en effet impli­

quer l ' ex is tence de phénomènes de nature nouvelle, violant 

apparamment l e principe d 'un iversa l i té de Kadanoff ( [98] -

-tioo] ). 
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