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1. Introduction

L'étude de la mécanique statistique dans le cadre de la
physique mathématique moderne et la ciarification de cer-
tains concepts fondamentaux qui en découle { ... limite
thermodynamique, changements de phase ... ) constituent
incoﬁtestablement un triomphe des temps récents. Une 2re
nouvelle commence en 1944 avec la résolution exacte du
modéle d'lsing bidimensionnel par Onsager [ [1] - [10] ):
c'est la premiére fois dans l'histoire de la physique gu'est
établi de fagon rigoureuse le lien existant entre la donnée
d'une dynamique microscopique régie par un hamiltonien non
trivial et l'apparition de singnlarités dans certaines fone-
tions thermodynamiques.

A peu prés A 1a mdme époque parait le travail de Van Hove [11]
dans lequel l'auteur établit, pour une classe importante
d'interactions, 1'existence d'une limite thermedynamique
pour 1'ensemble canonique; pﬁis celui de Yang et Lee ( [12],
[13] ) qui proposent une théorie des changements de phase
bagée sur 1l'idée suivant laquelle cerfaines régions du plan
de l'activité complexe peuvent ne contenir aucun zéro de la
grande fonction de partition & la limite thermodynamique.

I1 est remarquable de constater que, conirairement & la dé-
marche de Onsager visant & mettre en évidence la nature‘exac—

te des singularités aux points de changements de phase, les
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résultats démontrés dans ces deux travaux fondamentaux ne
dépendent en aucune fabon de la connaissance compléte des
propridtés statistigques des syatémea envisagés. Nous assis-
tons donc vers 1950 & la naissance de deux démarches théori-
gues nouvelles, visant toutes deux & asseoir les fondementa
de la mécanigue statistique sur des bases mathématigques pré-
cises, mais philosophiquement sssez nettement différentea
1l'une de Y'autre : d'une part, on tente d'obtenir une forme
explicite pour la fonction de partition de divers systémes
stastistiques ( [14]115] }, afin de mettre en évidence des
singularitéa éventuellea; de 1l'autre, on cherche &4 obtenir le
plus grand nombre péssible de résulitats rigoureux ne nécessi-
tant pas une expression déterminde pour la fonction de par-
tition.
I1 est incontestable que ces deux points de vue complémen-
taires ont profondément influencé toute la recherche ulté-
rieure en mécanique ststistique ( [16]-[25] ), et il eat
probable qu'ila vont coexister encore pendant longtemps.
Nous y avona é£té nous-mdmea particulidrement sensibles, et
¢'eat la raison pour laguelle nous préaentons dans ce tra-
vail quelques résultats nouveaux reflétant les deux tendan-
ces que nous venons d'esquisser. Nous voulions &4 1'origine
obt;nir un certaiﬁ nombre de rédsulitats exacts permettant de
comprendre, sur la base d'un modle microscopique simplifid,

l'origine de l'orientation privildgide des molécules dans
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les cristaux liquides; nos recherches ultérigures ont néan-
moins rapidement montré que le formalisme mathématique uti-
1isé { les rudiments de la théorie des groupes de lie,

des C*-algdbres et de 1'analyse fonetionnelle ) était suffi-
samment puissant pour nous permettre d!'élaborer une théorie
générale d'une classe de syst®mes réticulaires classiques
relativement peu étudids jusqu'ici, et gssez abstraits pour
gtre interprétés de fagons diverses ( ... cristawx liquides,
systémes magnétigues, slliages ... ). C'est 1l raison pour
laguelle nous avons délibérément choisi un mode d'exposition
compldtement déductif, en formulant tout d'sbord des énoncés
de nature assez générale pour en déduire ensuite les exem-
ples particuliers, et rédigé un texte relativement condensé,
cela d'auntant plus que la presque totalité deg résultats
présentés ont déja fait 1'objet de publications récentes

{ [26] - [28] ). Nous avons néanmoins inséré & la fin de
chaque section un certain nombre d'exercices deatinés &
attirer l'attention du lecteur sur certaines guestions inté-
ressantes peu développées dans 1'exposé, mais s'y rapportant
directement.

Dans la section 2, nous dérivons une forme généralisée de
1'inégalité de Bogoliubov-Mermin [29] valable pour tous
les systeémes réticulaires classiques dont la variété de con-
figuration est un groupe de Lie G réel compact et connexe;

o0
cette indgalité relie les éléments de C (G ; © ), 1l'algdbre
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des fonctions indéfiniment dérivables & valeurs complexes
sur (3 ; elle est utilisée dans la section 3 pour démon-
trer l'absence d'ordre & longue portée thermedynamique
dans une classe de modéles & une et deux dimensions défi-
nis par des hamiltoniens ¢ =invariants; nous verrons que
cette classe contient la plupart des modéles vectoriels
classiques généralement utilisds dane 1'étude des phéno-
ménes critiques, en particulier le mod&le de Stanley du
ferromaguétisme [ 30] et une version réticulaire du modé-
le de Maier et Saupe d'un cristal liquide nématique [31].
Dans la section 4, nous étudions la décomposition spectrale
de l'opérateur de transfert associé & une classe de systémes
réticulaires unidimensionnels. Dans la section 5, nous mon-
trens que l'existence d'un ordre & longue portée et de points
de changements de phase est possible lorsque le groupe C}
n'est pas connexe, en prouvant que la fonction de partition
d'un alliage quaternaire bidimensionnel se réduit au produit
des fonctions de partition de deux modéles d'Ising de spin +;
suivant les valeurs attribudes aux constantes de couplage, le
medéle exhibe deux points de changements de phase et deux
types d'ordre & longue portée dont 1'un décrit la sépara-
tion de phase du systéme en deux alliages binaires substitu-
tionnels. La section 6 est consacrée & la discussion de

problemes ouverts.
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2. Généralisation de 1l'indgalité de Bogcliubov-Mermin

Dans toute 1z suite, leé réseau 2 VV dimensions ( VelN )
sera identifié au produit cartésien Zv . Nous associlons
4 chaque Re€ Zv une copie Ga d'un groupe de Lie G
réel compact et connexe de= dimension N, décrivant les
configurations du sous-systéme correspondant. Soit ACZ
une partie finie de Zu, de cardinal | I\\ ; nous défi-
nissons alors la variété de configuration assccide & A

par le produit direct

G‘(r\) = Tr GR

RE A

de dimension M |A|, également compact et connexe dans la

topologie produit. Soit CLS la mesure de Haar sur & (I’\) ;
ax

normalisée & un;. pour chaque ]’l e C (G’(J\) ;R)

nous introduisons la " fonction de partition "
Z, = dg ex?[— sh(9)]
(n)

-4
o O < (3 = (KBT) C *® { Kg:constante de Boltzmann;
T : température absclue }, si bien que nous pouvons écri--

re la " moyenne thermique " sous la forme

{§), - Z_: dg exp[-phia)| § (9)
G(A)
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o
pour chaque C’E e C (GU\),C) » avec ZE, ¥ O .
La généralisation annoncée de 1'inédgalité de Bogoliubov-
Mermin dont nous aurcons besoin dans la section sulvante

est démontrée dans le

Lemme 2.1. Pour Ne N , soit (Dq)z\ Lo el
une famille d'opérateurs différentiels sur G ( f\)

(éd) Acoey une famille de fonclions dans Cm(G(I\),'ﬁ‘_))'
alors pour chaque famille (Xd)““u de champs vectoriels

complexes invariants & gauche sur G ( l\) , On a

:%‘ <‘D-¢¥ul">h.jz-‘<)(¢.(x_dh)>h 5([3“54 :‘2-4<X¢(Dd @-:))Al { 2.1.)

( 1a barre dans {2.1.) indique la conjugaison complexe ).

o
Démonstration. De 1'inégalité de Schwarz dans C (G('\)i ()

nous obtenons

ey iy e

pour les moyennes thermiques reliant deux fonctions é et

Y ; en particulier nous avons

(2.2.)

CXIRCR D, }<(m 9 (%s
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pour chaque o . Dfautre part, puisque Xq est une

a0
dérivation sur C (G{A); C) , nous pouvons dcrire

EXF[-@h] (D« ) -&)(th) = - (3-1(])1 Qx)(Xu eKF[—Ph])=

- Ke( B Yexplph) - ex?[—ﬁh](xd(ma))] (2.3

Comme l'invariance 3 gauche de )'\u\ impligque { exercice 1 )

Sda(xu@)(g) = o0 (2.4.)
&

nous obtenons

(@)K = B {XelDe®), . (2

par intégration sur G( f\) des membres de gauche et de
droite de ( 2.3. ). Une modification du mBme genre s'obtient

pour le second facteur dans { 2.2. ), ce gqui donne
2 _a - )
(xahf), = p QOlXeR), ( 2.6.)

TLa substitution de ( 2.5. ) et ( 2.6. ) dans ( 2.2. } conduit
a

2

W

(et (KT, 6 [Cha(metd),



si bien gque

NZ {Jo-2d): ;(xﬂ(m»r\ N

2
( 2.7.)

32 (el Ka(Xa)), > Y ‘ éﬂ(xa(mm)h

¢e qui acheéve la démongtration.

Remargﬂes. La relation { 2.4. ) n'est évidemment pas satis-
faite en général lorsque Ko est remblacé par un champ
vectoriel quelconque ( exercice 1 ); dans ce cas en effet,
des termes supplémentaires, provenant par exemple de 1'in-—
tégration sur G(!\.) du premier terme dens ( 2.3. ), appa-
raissent dans 1'indgalité de base { 2.1. ). Ces contri-
butions sont par econséquent intimement liées aux " correc-
ticns de surface " discutées ﬁar Mermin dans [ 29] , et
1a relation ( 2.4. ] nous donne un moyen efficace pour

les econtrdler. D'autre part, la eonnexion entre i'inégalité
que nous venons de démontrer et eelle de Bogoliubov-Mermin
est facilement établie si nous remarquons que 1'inégalité

{ 2.1. ) peut également 2tre démontrde lorsque la variété
associde 3 chaque noeud du réseau est symplectique, & con-

dition toutefois d'impoger aux X o des restrictions sup-
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plémentaires jouant le r8le de { 2.4. } gi la variété
n'admet plus une structure de Lie. On choisit alors N=4
dans ( 2.1. ) et, pour @ et Y de classe Cw , on
pese Aaen = X & ol

XQY = [é rY]

est le crochet de Poisson de § et ¥ ; la substitution

dans { 2.1. ) domnne alors avec D, $,= Y 1'inégalité

ey,

-4 2

P

I

( 2.8.)

CHNERETNN

qui est bien la relation de Bogoliubov-Mermin traditionnelle.

D'autre part, pour R F-Zu , soit Q@ 1l'algdbre de Lie

de GR ; puisque g est compact, il existe sur Fa *9e
une forme bilindaire B strictement positive et invariante
sous la représentation adjointe de GR EaZ] ;3 soit

(2)46 « < n une base de SR et (Y:‘“)) Afaén la base
duale relativement & B , c'est a dire B( XC&\ 'er‘)= SM’

pour chaque 9 et ‘*l; on peut alors construire 1'élément
n
{®R) X(R\ (R}
f = .‘Z_n % e (2.9)

qui appartient au centre de l'algébre enveloppante univer-
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gelle de SR( exercice 2 }; cela implique en particulier
que toutes les fonctions sphériques zonales de Ga '

définies par rapport & un sous-groupe fermé K g C GR )
sont fonctions propres de “{m [32] ; ce résultat sera
d'une grande importance dans la démonstration du théorime

que nous donnerons dans la section suivante.

Exercice 2. a) Soit & = 50(2) { groupe des rotations
du plan euclidien \Rl }; expliciter la forme des champs
vectoriels complexes dans ce cas; mdme question pour les
champs invariants & gauche et démontrer alors 1'éguivalent
de la relation { 2.4. }; en donner un contre-exemple pour
le cas oll le champ n'est pas invariant & gauche.

b) Démontrsr la relation ( 2.4. ) dans le cas
ot Ko est un champ vectoriel invariant & gauche réel sur

G(n) .

( Tndication : utiliser la définition
d.
(heB)() - 2 d(asplell])

de X« { oh i-ﬂ. est dans l'algébre de Lie de G(N)) ,

et l'invariance de la mesure de Haar sous les translations}.
c¢) Démontrer la relation { 2.4. )} dans le cas

général ol Ka es‘t un champ vectoriel invariant & gauche

complexe.
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Exercice 2. a) Etant donnée la base (XT)% aén de Se
introduite dans le texte, démontrer 1'existence et 1l'unicité
de la base duale (Yf))44=<.6 n en la construisant explici-
tement.

b) Démontrer que 1'élément '((R) défini en

® )
( 2.9. ) ne dépend pas du choix des bases duales (Xuﬂ) et(Y& )

¢) Démontrer que «((R) est un élément du centre

de 1'algébre enveloppante universelle de Sp\ en prouvant
que ¢'est un point fixe de la représentation adjointe

ﬂd.(Gn) de Ga , considérée ici comme automorphisr:lle de
l'algébre enveloppante.
{ Indication : utiliser astucieusement le résultat b) ).
Ltélément 'h(m est appelé £lément de Casimir.
Le lecteur intéressé pourra irouver les notions utiles & la

compréhension du texte et des exercices dans les références
(331 - [40] .

3. Absence d'ordre & longue portée thermedynamigue dans une

classe de modéles réticulaires 4 une et deux dimensions.

Nous devons maintenant définir de fagon précise la classe
des systémes réticulaires gque nous allons considérer, enen
spéecifiant la dynamigue. Nous définissons un potentiel

comme une application X faisant correspondre A chaque
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Vv
partie finie A< Z  une fonction X (A} dans la

[+]
C*—alg‘ebre abélienne C (G(."\) ; R) des fonctions réelles

continues sur C‘:( f\) , munie de la norme [41] .

bl - sp Vel

%e GLA)

( Voir les références [42] - [44] pour des considéra-
tions Au meme genre concernant d'auires types de systémes
réticulaires ).

Alors 1'ensemble 2 de tous les potentiels tels que

-z S e

Y

et satisfaisant & 1'invariance de translation

1(!\"Ro)(gk,,tﬂoim;gk\huh) = ILA)(QM"M‘;SR\M) ( 3.2. )

pour chague ﬁ.o € Z"J et .chaque (9‘:4;---; Sgw)e GU\) , ainsi
qu'a 1(,@’) = O , devient un espace de Banach réel rela-
tivement & la norme { 3%.1. ) { exercice 3 ).

Avec 1@) et Ih) donnés dans B , nous restreindrons
notre attention aux hamiltoniens h e Cm(G’U\),‘ R)

de la forme
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ho- K7+ -

- 2 30 X))« N2 XOUR) (3.3

gREN

)
pour lesquels les normes “ X ({R:RD“ sont indépendantes
ge {R.R] , W-R) =JR) , J(0) =0

2
[20] '
Z\J R‘ la(R)\ < + { 3.4.)
ReEX
(@)
Dans le premier terme de ( 3.3.), chague X ({R,Rq) est
<<
alors identifié % une fonction dans C (C3(“);EQ) ; nous
(o)
supposons de plus que h_ est (; -invariant, c'est-a-dire
qu'il s'identifie & un point fixe de 1'automorphisme involu-
A) o

tif 'C(s ade  C°(an); 02) défini par la translation

& droite
(-E (;\) @)(Sk«}"'j gﬁl;\I) = %(Sqaail Sv\\ma) C{ 3.5.)

Cela implique au niveau infinitésimal la relation

® @
2 X7h -9 , ( 3.6.)

Re A

R
valable pour chaque copie Yﬁ) de n'importe quel X dans
l'algébre de Lie de G ( exercice 3 ).

Le second terme dans { '$.3.) contient le paramdire réel A
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représentant la source extérieure brisant la symétrie de
LL«Q , dans le sens ol \L@] n'est un point fixe que de

la restriction de Tg\‘ 4 un sous-groupe fermé K ¢ G ;

enfin, nous admettons que :(?k,{is) , également identi-

fié de fageon triviale 4 un ¢élément de C.CDCG("\)J R) ,

est une fanction sphérique zonale de G relativement 4
K {32 .

D'autre part, la condition { 3.4. )} est suffisante pour

prouver l'existence & la limite thermodynamique au sens de

Van Hove { [11] , [45] ) de 1'énergie libre par nceud

£.00) = ‘(Pl“‘)_&“’a dg exp[- B+ W")(a)]
)

Comme de plus la fonction f—A est concave pour chaque % »
il est possible de prouver l'existence d'une limite thermo-

dynamique pour sa dérivée

df, (0 - )
—5— - | Al /\z\ pe ({R})>#\_ , (31

cela pour chaque )\ £ E{ { [25] et référence éitée ;

exercice h ).~

Sous ces conditioqs, nous pouvons alors démontrer le
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Théoréme 3.1. S5i nous posons (dans le sens de [28] )

SO = dim & (N
ATE

et ’11(?\)= lin, E’_‘_Ki
¥ d X\

{avee {L(\) d& ) presque partout) et si

”6‘(2)'1(4)({&5) = " 1“’({9},) avec W O, alors
/

/
e LY =0

A0
lorsque V & 2,
Démonstraticn. Nous supposons tout d'abord gue les interactions
sont de portée strictement finie, ce qui signifie que J(R)#O
seulement pour un nombre fini de R, ou encore que la
somme ( 3.4. ) ne contient qu'un nombre fini de termes. Nous

pouvons alors enfermer leé systéme dans la région
©
ACRY) = RG-ZU; 0 &R <Ry ;LE{‘L--V}

pour p\(") suffisamment grand; scit

y - RO R
A-{kER;KL‘ L SR S

la premiére zone de Brillouin correspondante; le " paramétre
d'ordre " relatif & ce systéme fini est défini par
i
d JgJv\(\zi"]

R LI
N} o= | ACR®) = _— 7.8,
ﬂf\((?\“")} ] ) ACR™) d X
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v
et nous notons ¥-R = _2-4 K: R: pour chaque K € A et chague

R € f\(Rw); 1'idée de la démonstration consiste alors &
appliquer l‘inégalité { 2.1. ) en faisant un choix judicieux
des familles (D«)A.a 44N, (‘ﬁq)»\sdﬂ et (Xa)/\ kLN,
afin d'obtenir un contrdle sur la grandeur ( 3.8. ) par
l'intermédiaire d'une borne supérieure dépendant de A
il est possible de réaliser cela en choisissant N =R et,

pour un K € & gonné,

Z EA(F[\,K R] X

RENR®)

] ®)

D. - 3 eplixd] Y.
Re A(R®)

® ®
ol (X )4‘-“‘7"\ et (Yq )4eo¢£-.1'1_ sont les deux bases duales’

de SR apparaissant dans 1'expression du Casimir ( 2.9. )

puis
.- 2 X ({RS)
Re o)
pour chaque d . Nous obtenons alors successivement

S ntd 3 exiccen? ( (O L) 5.0

™ AR RREA(2)
AR)

et
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5oX@ed) - 2 ACUY - w3 1Y)

Lt Re A(R®) ren(d)

)
puisgue les fonciions xX ({R}) sont des fonctions propres

®)
de v , ou bien

<d.z-4 X“(Ddé‘))\(gw) = Flf\(k"‘)' )ﬂ/!\(.wg)\) { 3.10.)

& cause de ( 35.8.). Finalement

.
2 (R

,Z exp[\.\((ﬂﬂnz<xﬂ()&] < +)\Z Z<X¢(Xd >( 3.11.)

vl eA() (Qm) Re () hee)

L'expression ( 2.6.) montrant que cette expression n'est

jamais négative, nous pouvons lui ajouter la méme expression

ol K a été remplacé par - K , et obtenir ainsi la majoration
n, —
i
5 k(X)) 4
= ALr®)

L3 coseid) OEOEEY « 23 2, (AL 0)-

KR Al e w=a AMre)  REAGR®) n(e*)

n ) @
w23 (Arcosk(x n))f_()(m o) m) HEIINE é( {:)(ﬁl({'d» ( %.12.)

-]
P (S My Rere®) A
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o1 la dernidre égalité résulte de la G -invariance ( 3.6.).
Nous introduisons alors la forme explicite ( 3.3.) de }'f)_
dans { 3.12.), puis ( 3.9.), { 3.10.) et ( 3.11.) dans
( 3.1.); comme les moyennes thermiques apparaissant dans
ces expressions font intervenir des fonctions continues sur
le groupe conpact G(f\(‘{w)) ;, leurs valeurs absolues
sont bornées supéricurement par des constantes positives;
le reste découle de manipulations types [45} et nous ob-

tenons finalement

A g
() M JrL.\(n“S)\) z (HK2'+ B\\\)q’\

| ACrmy Ke &

ot & et B sont des constantes réelles et positives; dans
la limite thermodynamique R® = + @ [ c'est-h-dire RO = +w»

pour chagque LE {_4 UJ y cela donmne en particulier

. 4/1
pnTA (g-'lk\)

2
o0& (N}« o ( 3.13.)
ST
pour V=4 | et
2 nTH 4
Ke éﬂ U\) ' o ﬂlj& A7, ( 3.14.)
e
pour V =2 ; cela implique lim ’ﬂ,( )\) = 0 ., ce qui
A0

achéve la démonstration puisque les deux indgalités ( 3.13.)
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et { 3.,14.) restent valables pour les interactions satis-
faisant ( 3.4.) ( exercice 3 ).

Pou; illustrer et interpréter ce résultat, nous donnons
maintenant quelques exemples simples montrant que la classe
de modéles définie ci-dessus contient la presque totalité
des modéles vectoriels généralement utilisés dans 1l'étude

' v
des phénomdnes critiques. A chaque R € 22 nous associons
°

LY

muni du produit scalaire (- I ), dans lequel nous consi-

une copie [R, de l'espace euclidien & I dimensions (D = 3 )
dérons la représentation fidéle de G= 50(») par les ma-
trices orthogonales; nous choisissons K = 60(b~4) comme
sous-groupe fermé de C:lr , Téalisé comme sous-groupe d'in-
variance du vecteur unité W choisi une fois pour toutes

dans RD » e qui signifie que KM = N pour chaque KG.K;
les Tonctions sphériques zonales de C"r définies par rapport
2 K sont dans cé cas, lorsqu'on les considire sur la sphére

-4
unité Y = 50(33)/500&4) , les polyndmes de

D2/, -
Gegenbauer C.{ ,oh E=o,4, 2. [46] .
L'hamiltonien choisi est
- -

Z, ., . B2

h(sh;--:sgm}z WK)Cy (SQ'SQ.R)Q\Z G (3am) ( 3.15)
RREN ~ "  ReA

avec € #£0 ot vne source extérieure )\ dans la direction

de W ; ce mod®le peut Btre interprété comme un systéme de

sping classiques { [27] , [28] , [30] ) et le " param&-
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tre'd'ordre " qui s'annule dans la limite thermedynamigque

pour Y E€2Zet A -> O st

‘ b
oy - iaL2 C (3'951‘» C( 3.16)
A ren b Y

En particulier pour £ =4 , nous avons C_‘J1 () = (D-2)x
et nous obtenons le modéle de Stanley pour les farrozimants
qui n'est par conséquent jamais ferromagnétigue lorsque Veéy,
Pour D= 3 , les polyndmes de Gegenbauer se réduisent aux
polyndmes de Legendre e et ( 3.15.), ( 3.16.) donnent

respectivement

h (9e-i3a,) =é23(n~w)Pt(§;§-§;;n) tR2 Blnaen) (3.7)

REA

et

‘)ﬂ.!\(\) _ lM“‘<&Zh ?e(ﬂ'ﬁﬂbﬁ . ( 3.18)

En particulier si =4, nous obtenons le modéle de Heisenberg
classique qui a été discuté par Mermin dans la référence [29]
et pour lequel { 3.18.) représente " l'aimantation " caomme
fonction du " champ magnétique N ; pour =2 , hous
obtlenons avec ( 3_.17.) une version réticulaire du modéle de

Maier et Saupe d'un cristal liguide nématique { . [ 26} - [28]
:
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[31] , [4'?] - [52] ), dans laguelle les. vecteurs Mg = 95__'}
sont ipterprétés comme les " directeurs " de longues tiges
minces simulant des molécules organiques allongées dont
les centres de masse sont localisés aux noeuds de Zu H
ces molécules sont dites en interaction de dispersion lorsque
R} = R—bpour R+ O et 1e théoréme ( 2.1.) permet alors
de conclure gue le medéle n'exhibe aucun ordre nématique
lorsque VY £2 . 1e systéme est désorienté 4 toute tempé-
rature finie dans le sens ol la phase correspondant a une

orientation privilégiée des moléeules dans la direction de

0, n'est pas thermodynamiquement stable.

Remarques. L'intér2t premier de la formulation présentée

dans cette section réside dans le fait qu'elle met clairement
en évidence le réle de la symétrie de *‘{Lo’ . par le truche-
ment de { 3.6.), dans 1'établissement de la relation ( 3.12.);
le lecteur vérifiera par exemple que si "L(o) est lui-mme

K —invariant, comme c'est le cas pour le moddle de Heisenberg

anisotrope ( O =S0@)

R (Sur9n) = 2, j(ﬂ-ﬂ’)[v\wg 3") 44—*)('1-312)(&%)3( 5.19)

“lorsque ©® *4 |, la relation { 3.6.) ne peut plus dtre éta-

blie et le théordme ( 3.1.) perd sa validité ( voir cepen-
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dant l'exercice 5 ).

L'existence d'une transition de phase dans le moddéle ( 3.19)
a d'ailleurs été démontrée de fagon rigourcuse par Bortz et
Griffiths [53] , au moins pour de petites valeurs de o
et des interactions entre plus proches voising larsque V=12
et V=3, La démonstration du théordme ( 3.1.) montre 4'autre
part, contrairement aux exemples que nous avons discutés,
qu'il ne doit pas nécessairement & avoir une relation " a
priori " entre les fonctions inm({&R%) et ?(F“({Rl) pour
que noire argument soit applicable : la (; -invariance des
fxgﬂ({R,Rﬁ)est une chose et le fait de ﬁéfinir les 3&01{6)
comme des fonctions zonales en est une autre. Ce sont néan-
moins presque taujours des interactions du type { 3.15) ou

{ 3.17) gui retiennent 1'atitention dans les applications,
bien que la question de savoir s'il esi possible que}ﬁﬂﬂ(ﬂf
* O lorsque V é-3n'ait pas regcu de répanse 4 1'heure
actuelle; cette posaibilité n'est en tout cas pas exclue par
la démonstration que nous avons donnée.

Signalens enfin que c'est le fait d'avoir N = j%%%;l
( presque partout ) qui nous a incité & parler " d'ordre &
langue portée thermodynamique " : tout autre type d4'ordre

a4 longue portée n'est pas a priori exclu par noire argument

 [s4) [55) ).
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Note bibliographique. C'est dans les travaux de Blech [56]l
Peierls [57] et Landau [58} que nous trouvons pour la
premigre fois des considérations concernant 1'existence
d'ordre 4 longue portée dans des systémes & une et deux
dimensions; c'est néanhoins seulement en 1966 que Mermin et
Wagner [591 démontrént de fagon rigoureuse que la version
quantique du moddéle de Heisenberg n'exhibe aucune aimanta-
tion spontanée & une et deux dimensions lorsque les inter-
actions spin-gpin ont une décroissance suffisamment rapide
aux grandes distances ( condition ( 3.4.3. Leur démonstra-—
tion est basée sur une inégalité pouvant &ire considérée
comme la version quantique de { 2.8.) [45] , et due ori-
ginellement & Bogoliubov [60] . La démonstration de 1'iné-
galité ( 2.8.) par des arguments purement classiques est
due & Mermin [29] . Le lemme { 2.1.) et le théorzme { 3.1.)
sont dus a Vuillermct et Romerio [2@.
Le lecteur intéressé pourra encore consulter les références

[61]"[70] en ce qui concerne i'étude de 1'ordre & lon-

gue portée ‘dans d'auires systémes physiques.

Exercice 3. a) Démontrer que l'expression ( 3.1.) définit
une norme sur ) ; mettre 4 cette occasion clairement en
évidence le rB8le de l'invariance de translation { 3.2.)3
démontrer alors que © est un esbace de Banach réel relati-

vement & la norme ( 3.1.) pour les opérations
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(A, + X)) = Aaln) + Aaln)

() (A = A XN >\§R y

et

puis que le sous-espace 30 des potentiels de portée stric-
tement finie { ¢'est-a-dire X_{A) =0 sauf péur un nombre
fini de N ) est partout dense dans 2
)
b) Démentrer que _1:9 défini en { 3.5.) est
. . . * - °
un automerphisme involutif de la CY-algébre C (G(h); G.).

¢) Démontrer la relation ( 3.6.).

Exercice 4. Démontrer 1'existence dans la limite thermo-
-dynamique { au sens de Van Hove ) de l'énergie libre par

noeud

Eh(\) - - (rsu\l)_ \03SdaexF[-p(h”H)\‘t{")LS)]
GA)
et de sa dérivée { 3.7.).

{ On consultera les références f_ll] s [18} s _[28] et
f4s) -
Exercice 5. On considére 1'hamiltonien { 3.19) avec d#A4
sur S0(3){(n) .-
a) Démontrer explicitement gue la relation

{ 3.6.) n'est pas satisfaite dans ce cas et se convaincre

alors que le théoréme ( 3.1.) perd sa validité.
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b) Démontrer néanmoins en modifiant convena—
blement la démonstration du théortme ( 3.1.) que le para-

métre d'ordre
A0) = INCZ ),

est nul dans les limites A Tzvet A9 O lorsque VEZ
si ﬂ" est orthogonal & L, cela pour chaque @ € R .
Interpréter physiquement ce résultat.

c) Généraliser ce résultat en considérant le

groupe de configuration S0@YA) (D 53) { modéle de

Stanley anisotrope }.

<
Exercice 6. On considdre la C*-algtbre abélienne C (GU\)ia)

introduite au début de la section 3 et 1l'application

Sf\ : C-O(G‘(‘\)J‘r-) —— @ dérinie par

S.(&) = 2: dgexp(-ghia)] % (9)
G(n)
{ voir la section 2).
a) Démontrer que SA est un état sur C.D(G(f\]i(l'_)
{ ™ état de Gibbs local " )
b) Démontrer que 3, est G -snvariant au

N

sens de Lanford et .Ruelle ( [45] , [71] } si, et seulement

— (A}
si, h est un point fixe de L(s .
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¢} Démontrer que S, n'est pas un état pur,
mais une combinaison convexe d'étata purs représentés par
des mesures de Dirac sur G (f\) ( " mélange statistique " ),
Interpréter physiquement cette décomposition dans le cadre

du moddle ( 3.17) -

4, Diagonalisation de 1l'opérateur de transfert associé

4 une classe de modiéles réticulaires unidimensicnnels.

I1 est certainement utile de remarquer & ce point de 1l'exposé
que leg fonctiong de partition des modéles que nous venons
de considérer, et 4 plus forte raiscn la forme exacte des
paramétres d'ordre que nous avons définis, sont encore
inconnues & 1'heure actuelle pour YV 24, Le cas unidi-
mensionnel constitue néanmoine une exception lorsque les
interactions sont limitées aux voisins les plus proches,

ou lorsque le groupe C'.ll'(!\) n'est pas comnexe ( groupes
discrets ), ou lorsqu'aucune source extérieure n'est présen-
te ()\‘ 00 : de telles situations permettent en effet sou-
vent d'cbtenir des formes explicites non sewlement pour

les fonctions de partition, mais encore pour les fonctions
de corréilation & deux corps. Ce sont ces formes explicites
qug nous nous proposons de détarminer dans cette section
pour una classe de moddles particuliers, en Utilisant le

formalisme de 1'opérateur de transfert assoccié & des condi-
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tions aux limites périodiques. Pour fixer les idées, nous

enfermens le systéme dans la région

AN = {RJE-Z ; 3&{4...1&3}

de cardinal | A = N L +® | ot nous considérons des
hamiltoniens de classe CO(G('\);R) donnés par
@
"h.(.%\u Slu) JZ h (.SKJISR‘v-A) )\Z h (SRJ) ( 4.1.)
e

avec 0, &€ R et SR\NQ--‘L“ 8“’ ce qui définit les

conditions aux limites périodiques. La fonction de partition

N
Yo 1,5 Ol ¢
(«( %) - jdﬁ w990, eﬁa[‘@% *(t)(ﬁaj.‘dgy. Tg-‘{h(%uj)*i‘(%i]
:::G(Mm)

peut alors s'écrire

; = d. 9 :

ZN(TA Tz 5 3 (n,’&)(s ) {"4.2.)
(N) , )

ot T";;"ﬁ) désigne le yidme jtérg qu noyau TWH'G;) = TEE\;L)

défini par

T @9 - e[ 09)+ {h‘(3)+h@’(3’)}] (4.3.)

(faifl)
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avec

(u +4)

(1}'11) (Kd,iij

(3:9) - Sdﬂ”."r: (33)1‘ (3"9)
G

Ce noyau sera désormais supposé symétrique en 9 et 9 ! ,
c'egt-a-dire hm( 3 ’3’) = \1(0)(3!" 3) pour chague J, 3156-
Comme il est d'autre part de carréintégrable relativement

4 la mesure de Haar sur & x G y 11 engendre sur L.t (Gidg)}
1l'espace d'Hilbert des ( classes de } fonctions & valeurs
complexes sur & , de carré intégrable par rapport a4 la me~
sure de Haar CLS , la transformation linéaire, symétrigue

L)

et complétement continue 'T‘””-&) définie par

(s &) (9) = Vg’ Ty (5.9) 8(9)
fel

Les valeurs propres de %mmet les fonctions propres or-
thonormées correspondantes seront Gésignées par }L,L et ‘fn_
respectivement (M=0. 4.2, ) , €n convenant de 1'arran-
gement }LQ > /LL‘ = }lg_ 2 ... o chaque valeur propre
apparait un nombre de fois égal & sa multiplicité {_'72] :
ltexistence d'une valeur propre }.I.o positive, maximale et
simple est assurée par une généralisation de Jentzsch f73]
pour le cas des transformations intégrales A noyaux positifs
des résultats classiques de Perron et Frovenius { [74] ,

[75] ). La relation { 4.2.) 515111:{'10 alors gue la fonction
~ %)

de partition se réduit & la trace 2 }1\'\. de Ty, 6.)
N,

soit
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N

ZN(A&UT:.) = }“LO

4 1la limite thermodynamique = + 00 .

La connaissance de la décomposition spectrale de F'-T:(Eﬂz)
est également essentielle pour la détermination des fonc-
tions de corrélation 4 deux corps définies par les moyennes

thermiques

Sy (r) =

C‘iq %)

N

-4 - o
..ZN dalq"'deku h (aRtnsﬂhf) ;[E ‘-\1‘”!1)(3&5;81&-”]) ( -4.4.)

que nous aurcns l'occasion d'interpréter physiguement plus
locin; en effet, la substitution de ( 4.3.) dans { 4.4.), puis
1tintégration sur toutes les variables 4 1'exception de 3“4,311;

et Yeur donnent 1'expression

3, (v =

S 773 19

) (M-srea)

S dgs, dg,dg,.. h (3 ®is 3&«") T (3m.3k ) T(Sp“ ,SR\,) T(Snw,sh)

En y introduisant alcrs la décomposition de ©° M Sy drg

Tw(ﬁngl) - %o }lcrk\ ‘f“ kﬁ) Tn(ﬁ)



- 30 -

nous trouvons finalement

S (r} =

(.ta)'tz)

=:i_o{%ﬁ dgdg W @3 IO T 08 (a5

aprds avoir utilisé 1l'orthonormalité des ‘fi et effectud
la limite thermodynamique W=+ ( exercice 6 ).
Les résultats précédents montrent donc clairement que la

comnaissance des solutions du probléme aux valeurs propres

;‘\:‘(E\i"x) q') - }L§ ( 4.6.)

2
sur L¢_ (é’r d.ca) est essentielle; nous l'avons résolu
dans le cas particulier ol A=0dans ( 4.1.), en obtenant

le résultat suivant [27] :

Théordme 4.1. Soit K cG un sous-groupe fermé maximal tel
que { &,K ) soit une paire riemannienne symétrique et

F < Co(Gi lR) une fonction invariante & gauche sous K )
c’est-a-dire H(KQ) = h(%) pour chague Ke K et

chague 3&‘- G ; alors si nous posons

(9.9 - KL3.9) - R (379
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dans { 4.3.), toutes les valeurs propres de 'TEF*;G) gont

de 1la forme

SR Goka exp| T h(D)] §(9)

ou ‘% parcourt l'ensemble des fonctions sphériques zZona-
les de type poaitif sur G i leur multiplicité est égale
3 1a dimension de la représentation de (3 associéde & & ;
et les fonctions propres correspendantes sont ou bien les
fonctions sphériques de G , ou bien des combinaisons 1li-

néaires finies de ces fonctions sphériques.

Démongtration. Pour 9 € G fixé une fois pour toutes,

1'équation aux valeurs propres ( 4.6.) s'dcrit dans ce cas

Sds'exﬂ"ﬁ]ﬁ(i*s’)} $(99) =~ }.L§ (9) ( 4.7.)

aprés avoir effectué un changerent de variables évident et
utilisé 1'invariance & gauche de K . o1t dK 1a mesure
de Haar sur K , normalisde & 1l'unité; la translaticn &
gauche par ¥ dans { 4.7.) et 1'intégration des deux membres

sur K conduisent alors &

agesp[t R ()] )k (9x¥) = pdig) | e
fe) K
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Soit { N W.@J

taires continues et irréductibles de G dans les espaces

AR 1'ensemble des représentations uni-
) . W . s .
hilbertiens , non éguivalentes deux 4 deux, de dimen-
. )
sion dum ¥ - A4 <1 et de classe 1 par rapport

a K ; leurs éléments matriciels étant définis par
) «® c-u

@}
ol ( , ) désigne le produit scalaire de W , avec

()(E',",E:“ = g‘-;j pour chaque L,J € {4-—-- dq} et
¢al} (4) &0
WY (x) % Ka = A4  pour tous les Ke K et oae R R
(wl]

il s'ensuit que la fanille de fonctions { } repré-
e

sente 1'ensemble de toutes les fonctions sphériques zona-

les de type positif sur é , puisque ( G, K ) est une pai-

re riemannienne symétrique [32]. Mais comme { exercice 7 )
Sd.KlLM(SKB) = U~ HERN (3) ( 4.9.)

' : '
pour chaque 9, 9’ € G, 1a cubstitution de ( 4.9.) dans
( 4.8.) montre que toutes les fonctions sphériques {uﬁ-}&en

[}

sont solutions propres de 'T(|r4;o)’ avec les valeurs propres

o) - {ageqlniicon u (9)
G


file:///X/a/
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Puisqu'on a d'autre part l'invariance & droite @(SK)= Q’(‘a)
pour chague solution de { 4.7.) lorsque /LL ¢ O,

le théorime de Peter-Weyl ( [ 36] , [46:\ ) permet d'écrire

: 4 )
$(9) -2 2 cg“ W (9)

def =14 44

au sens de la convergence en moyenne, ce qui achéve la dé-
monstration. Ce résultat s‘applique immédiatement aux exem—
ples gque nous avons déjd considérés a4 la fin de la section
précédente; en effet, si .G = SO(D) et K'SO('D%) avec

D 2.3, nous considérons 1l'hamilitonien
-A
Buide) = 32, G (1-343,.0)

Les valeurs propres correspondantes sont alors données par

e P—ii

50(D)
o &, ¢’ varient indépendamment sur {0;’1.1,---3 , €t les
fonctions propres correspondantes par les harmoniques sphé-
riques généralisées [46] . La relation ( 4.10.) s'éerit

encoere

Mo () = donst « desing ex?["‘ﬂ Ce (“’“’)} C, (cese)

¢
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en utilisant les angles d'Euler généralisds, ce qui donne

en particulier
D-2,

-z
/ug(‘ﬁ]) = constx(27) Tz (%)

dans le cas du moddle de Stanley (= 'L) ,-ot Iy désigne

la fonction de Bessel modifide d'ordre T ( {27} , [76]
Comme nous l'avions déjd remarqué & la fin de la section 3,
il suffit de remplacer partout les CE’ par les polynd-
mes de Legendre ?gf lorsque D=3 ; les fonctions propres
correspondant aux }L,_(‘G]) se rédulsent dans ce cas aux har-
moniques sphériques usuelles Y:L et les espaces proprea
associés sont de dimension 2€+4 ; il résulte alors immé- 7
diatement du résultat de Jentzsch cité plus haut que la va-

leur propre maximale, posgitive et simple du spectre de 5;0)
r

est obtenue pour t =0 , Ce gul donne par exemple

%

NolT3) = Const «21)" T ()

pour le mod2le de Heisenberg classique, ou

}J,OUZ) - S dg exp[ T, Pa(n90)] -

sol3)

-

j lex?[‘ﬁ»\] D(a“f‘

Z

)
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pour la version réticulaire du modéle de Maier et Saupe,
T désignant 1'intégrale de Dawson ( [26) , [27] ).
I1 est alors trivial de déduire la thermodynamique compléte

des modéles considérés i partir de 1l'énergie libre par noeud

¢ () = tm ‘iﬂfﬂ('ﬂ) - 154103 }l:‘(’ﬂ) ( 4.11.)
[T~

et de caleuler les fonctions de corrélation & partir de
( 4.5.); nous ne reproduirons pas ces résultats ici, le
lecteur intéressé pouvant consulter & ce sujet les référen-
ces [26] et [27] et d'innombrables asutres travaux consa-
crés aux systémes unidimensionnels ( voir par exemple [77]
et la note bibliographigque qui suit ). Il est néanmoins
important de constater que le résultat que nous venons d'ob-
tenir précise celui de la section précédente quant au pro-
bléme de l'existence de changements de phase; il s'avdre
en effet d'une part que JM;A(1L) , en tant gue rayon de

convergence de la série résolvante

() W

E‘ }L‘dT(h;o) = (‘ﬂ—}f‘nfﬁﬂ) —“ﬁ

est un zZéro du déterminant de Fredholm [72] associé A
1'équation { 4.7.); ce déterminant dépendant analytiquement

de ‘"6: e{o, +00) , 11 en va de mdme de )u:d("&.) » et par
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conséquent de 1'énergie libre ( 4.11.),
Le calcul explicite des fonctions de corrélation ( 4.5.)

nontre d'autre part que

km 3 () ~lim lim S, () = =\\m ALY (a2

ravom (%,50) r34co Hyem ( Tai0)

pour tous les modzles vectoriels cansidérés lorsque
1;€(°ﬁ°9, ce qui permet de donner une interprétation micras-
copique du théoréme ( 3.1.); les moyennes thermiques ( 4.4.)
ont en effet la signification de probabilités conditicnnelles
mesurant 1'influence d'une configuration donnée en R sur

la configuration du systime en Riwr ; le résultat { 4.12.)
signifie alors simplement gue cette influence est négligea-
ble aux grandes distances lorsque VYV = 1; gue, dans le cas
du modéle de Heisenberg classigque, les spins n'ont pas ten-
dance & s'orienter sulvant une direction privilégiée sur une
distance grande comparée au paramdtre du réseau; que, dans le
cas du modéle de Maier et Saupe, les orientations moléculai-
res en Ri et Riyr sont pratiguement indépendantes 1'une de
l'autre. Cela confirme évidemment 1'impossibilité pour les
systémes envisagés d'exhiber aucun ardre & langue partée

que ce soit lorsqu'ils sont localisés sur un réseau unidi~
mensionnel; il est cependant important de remarguer qu'il
Mest pas évident du tout que 1'analyticité de 1'énergie 1i-

bre & la limite thermodynamique, et la cannexion { 4.12.)
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entre les ordres & longue portde microscopique et thermody-
namique que nous avons établies pour V= A subsistent
lorsque V=2 2 |, cela malgré la validité du théordme ( 3.1.)}.
Nous n'avons pas encore obtenu de résultats satisfaisants a

ce sujet.

Note bibliographique.

C'est dans un travail de Kramers et Wannier [78] qu'appa-
raft pour la premidre fois le concept de 1'cpérateur de
transfert { 4@, semble-t-il, & une idée de Montroll [79] )
en liaison avec le modéle d'Ising; cet obérateur a été dia-
gonaligé pour V=2 et des interactions enire plus proches
voisins par Onsager dens [ 1] ; cette notion a été utilisée
depuis par de nombreux zuteurs [77] et est & la base des
contributions récentes de Lieb et de Baxter ( [23] , [24],
{25] ) concernant les problémeé ferroélectriques et de
la glace; sa premidre application aux modéles vectoriels
classiques est due 2 Joyce ( [80],{81] ); le théorime

( 4.1.) est dft & Romerio et Vuillermot |27)

EBxercice 6. a) Etablir la relation ( 4.5.) pour la fonction
de corrélation b deux corps & partir des indications donndes
dans le texte.

b) Déterminer la forme explicite de { 4.5.) pour
~le moddle de Heisenberg classique et se convaincre gque 1l'ab-
sence d'ordre & longue portée lim ${r .o est mathémati-

r54m (Tij0)
quement 1ide & la non-dégénérescence de la valeur propre



- 38 -

maximale }16('5,.) lorsque ‘-5‘4 6(0.+00) ; QuUe se passe-t-il

dans la limite 8,2+ <

Exercice 7. Démontrer la relation { 4.9.). ( Commencer par
factoriser les dépendances en ‘3 . K, %l dans le membre de
gauche en utilisant la définition 4'une représentation, puis
déterminer 1'intégrale restante sur K en discutant la dé-
composition de la restriction de U,m"a K en composantes
irréductibles; bien mettre en évidence lg rdle de 1'hypo-
thése suivant laguelle K est maximal dans G , dans le
sens ol le vecteur invariant 2&(:‘ intreduit dans le texte
est unique).
Le lecteur intéressé pourra encore consulter les références
[82] et [83] 4 propos de 1l'exercice 6, et \'_32] . (46]

pour l'exercice 7.

5.Transitions multiples dans un alliage guaternaire

bidimensionnel.

Les divers exemples que nous venons de traiter montrent
denc que les modéles vectoriels caractérisés par un groupe
de symétrie connexe n'exhibent aucune phase ordonnée lors—
que V &2, Nous examinons dans cette dernidre section le
cas ou le groupe G(N est fini et ¥ 3 2 mni de la
topologie discrete, G (I\) devient compact, non connexe et
de dimension M = O [84] , 81 bien que l‘es arguments des

sections 2 et 3 ne s'appliquent plus. Ncus allons en fait
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montrer en construisant un contre-exemple que dans une telle
situation, l'existence de points de changements de phase et
d'ordre 4 longue portée est possible. Nous considérons poar
cela un moddle d'alliage guaternaire dil originellement &
Ashkin et Teller [85] , dont nous allens résoudre un cas
particulier de fagon nouvelle, en évitznt délibérément 1'em-
ploi des méthodes de la théorie des graphes utilisdes par
Betts [86] , et en abordant le probléme de fagon suffi-
samment générale pour montrer l'analogie de 1l'alliage d'Ashkin.
et Teller avec le modéle récent & huit vertices de Baxter
(23] . fa4] ). ,

Nous assacions & chague KE-Z une copie du produit direct
C‘z X an du groupe cyclique d'ordre deux par lui-mé&me, et
une copie de 1l'ensemble & gquatre £1léments {Fl, E»,C,'DJ
représentant les constituants de 1'alliage. Soit (C,,_x C,_)(r\)
le groupe de coni:iguration de la région A au sens de la
section 2; la bijection entre les ensembles {ﬂ,s,c ,'DJ et
G, C-,_ définie dans la table 4.1. permet alors de carac-

tériser complétement le schéma d'interactions & deux corps

h-ﬂa" hau = hcc. = h'bb = af\
haa = han = hcu = hnc_ = da

/7
E
[

i
=
7

]
=1
n
D

]
=
o
2]

1)
¢
w

?

Rnn = T1.e.c = h-cB = 'Rbﬂ = Jq (axeR)
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par la donnée sur (Ca x Cz)(l\)de 1'hamiltonien

a
J2 O{K?.(fb\k@lﬁ—l)(ak.sqf) ( 5.2.)

LR'en Ktmo
ot g Parcourt l'ensemble des représentations irréductibles

de Ca ACZ données dans ]éa table ( 4.1.), avec Cge = O
si K+ © , 4 oo = %oa( )L{'d\u\ =q§4°34'J2*33"J‘1)
Yolzz = “\’Sz = da*I2-J3-Jy ek “"(53"'\'}35'34‘31'33*3 4
{ exercice B). La substitution de la forme explicite des"]ﬁ(
dans la relation ( 5.2.) montre alors que 1'hamiltonien
considéré est la somme des trois fonctions définies par

hu(tau""tnw) = i‘ 2 b, (-t") 0 (tﬂ')

ReEen

he (Kpitan) * 923 ThlEe) B (e)

.Ren

et

o By tey it ta) = TRl ) Tity) RERe) $i s,

BTN

‘ /
ol 1es variables tR , tR varient indépendamment sur C.,_.

comme 14(t)~% = T A lorsque T parcourt Cia , i1 °

s'ensuit que l'hamiltonien ( 5.2.) est égal 3 la somme

~ = ! T / /
sz G—KGR" “'J.‘LZIG-R‘G. ! +332_6R6_R 6-9‘1 ng ( 5.3.2
Rl R.RER LR'en
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e tee (ee) (et) (re) (x4
T- kol | 1 A 1 1
A A
e %-Gen| 4 A
. f= T@%| A 1 -1 -1
y 1 T,- NN 4 -1 -4 4

Table 4.1. Nous avons rappelé la table des caractires de
Ca en a) et celle de C,*C,en b); & désigne 1'élément

neutre de C, : la bijection utilisée dans le texte est

définie par

«— (ee)
(e.t)

— (t.e)

v 0 @ @

— (’C-\‘—)



- 42 -
ol Qg ) 6/ = % A pour chaque Re N , ce qui signifie
que le systime considéré est dquivalent & la superposition
de deux moddles d'Ising & spin ¥ couplés par des interac-
tions & quatre corps. I1 résulte alors de ces considérations
que le choix Ua= ~dy=3 et Ja=-Ja = d’ est suffisant
pour rendre les deux moddles d'Ising indépendants, puisqu'il
implique 33 = O ; 1la fonction de partition de l'alliage
se réduit dans ce cas au produit des fonctions de partition

des systémes d'Ising correspondants, soit

ZH-TLK“K’-) = ZI(KA)ZI(KZ) { 5.4.)
oh 2 Ku= [’5(?"3) et 2Ki= '@(3*’3') ; les deux facteurs
du membre de droite de { 5.4.) sont 4 leur tour donnés par

la solution de Onsager [l] lorsque les interactions sont
limitées aux voisins les plus proches et V = 2 . Une si-
tuation intéressante est obtenue dans ce cas si, pour fixer
les idées, on admet la relation 04 2'< ) ; cela impli-
que en effet 00X 3.1 £ 32 , ce qui revient 4 dire que

les deux moddles 4'Ising sont antiferromagnétiques; les

températures critiques sont alors données par

' 237 L 0 w069 = -K-3tdl
-KCA 2¥s Tca 9 z A

d'ol Te, < Tcz :"loraque T > Te, ,les deux maddles
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sont dégordonnés, et aucun ordre & longue portée n'est pre-
sent dans 1'alliage; si Teg, <« T <& Te, , seul le moddle

!
d*Ising de cauplage n;f est dans sa phase c¢rdonnée, ce qui

signifie d'aprés { 5.1.) que les voisins les plus proches
des atomes W sont en majorité des atomes D mélangés A
guelques C , que ceux des atomes B sont en majorité des
atomes C mélangds & quelgques D ; enfin, si T < 'ch ,
les deux systémes d'Ising sont ordonnés, et l'ordre & lon-
gue portée dans 1'alliage correspond alors 2 une séparation
de phase en deux alliages binaires substitutionnels: le
premier eat presque exclusivement composé des atomes i et
D , le second des atomes B et € . Nous laissons au lec-
teur le soin de vérifier gu'il est possible de choisir les
constantes de couplage d x de telle fagon que le systéme
gse réduise & un seul moddle d'Ising. L'apparition des forces
2 quatre corps lorsque fia + O complique singulidrement
la situation, et aucune forme explicite de la fonction de
partition n'a pu &tre donnée dans le cas général; 1la rela-
tion { 5.3.) établit cependant une analogie remargquable
entre 1'alliage d'Ashkin et Teller e%f le moddle & huit ver-
tices de Baxter { [ 23] - [24] ), vien que les deux mo-
deles ne soient pas dquivalents [87] ; 11 est d'ailleurs
probable que 1l'alliage d'Ashkin et Teller posséde au moins
deux températures critiques [88] , alors que le woddle de

Baxter n'en a qu'une. C'est l'influence des forces & quatre
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corps dans { 5.3.} sur les prepriétés critiques du systéme

qui n'est pas encore complétement comprise 4 1'heure actuelle.

Note bibliographigue.

C'est en 1943 qu'Ashkin et Teller [85] parviennent & loca-
liser la température critique d'un alliage quaternaire bidi-
mensionnel dans lequel les constituants identiques s'attirent;
nous trouvons une généralisation de leur résultat pour des
systdmes &4 N composantes dans un travail de Potts [89] ,
et une solution exacte du modéle de Patts & quatre états
dans les travaux de Betts [86] et Suzuki {90] ; les dé-
couvertes de certaines analogies entre l'alliage 4'Ashkin et
Teller et le modéle de Baxter sont dues & Fan [91] et
Wegner [87] . Ia technique du groupe de configuration dé-
veloppée dans cette sectian est due & Vuillermat, et peut

aisément 2tre appliquée & d'autres systémes simples ( [92] ,
93] .

Exercice 8. a} On demande de bien réfléchir 2 la significa-
tion de la bijection introduite dans le texte et 4'établir
alors la relation générale permettant de déterminer les cons-
tantes “re .

b} Canstruire un modéle d'alliage binaire bidi-
mensionnel avec des forces 4 quatre corps de telle fagon que
sa fonction de partition soit égale 4 celle du madéle de

Baxter.
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6. Problémes cuveris.

I1 y a, en liaison avec les résultats de la section 3, un
certain nombre de problémes fondamentaux auxquels nous n'a-
wns pu donner de sclutions satisfaisantes jusqu'ici; il
s'agit tout d'abord de savair si l'absence d'ordre & lan-
gue portée au sens du théordme 3.1. est dquivalente & l'ab-
gence de symétries brisdes a4 la limite thermodynamique an
sens des décompositions intégrales d'états sur la C*-algé-
bre quasi-lacale engendrée par les CQ(GU\) ; ([_) ; puia, le
cas échéant, de savoir si cela est équivalgnt 4 1l'existence
d'un gseul étzt d'équilibre invariant sous les translations
du résean [94] ; 1'ergodicité d'un tel état impliquerait
alors l'absence d'ordre &4 longue portée microscepique, aun
sens faible, pour tous les modéles vectoriels considérés
lorsque V &2 .[QSJ ; puis d'étudier la connexion entre
les propriétés mentionnées et 1a dérivabilité, voire l'ana-
lyticité de l‘énergie libre & la limite thermodynamique con-
sidérée comme fonction de la scurce extérieure N . Une
extension des résultats obtenus azux moddles cantinus ( non
réticulaires ) et aux modéles quantigues correspendants est
également souvhaitable; 1'emploi de la théarie des états cohé-
rents asscciés & un groupe de Lie quelconque dévrait. dans

ce contexte, se révéler particulitrement adéquate ( [96] .

971 ).
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Woug mentionnerons enfin, en liaison avec les résultats de
la section 5, le probléme important de 1'étude de 1'influen-
ce des forces & plusieurs corps sur les propriétés critiques
des systémes envisagés: leur présence semble en effet impli-
gquer 1'existence de phénoménes de nature nouvelle, violant

apparapment le principe d'universalité de Kadsnoff { [98]-

- {100} ).
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