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We examine the quantitative behavior of parity-mixing in the approximation of
Hartree-Fock using one-particle-functions without definite parity (PHF). With the aid
of a variational method {at most one variation parameter for each particle and self-
consistent treatment of the OPEP alone), we found that the mixing will be large if the
mixing parameters are taken as pure imaginary (with our choice of phase), that is if
the product wave function is time reversal invariant. In this case the parity-mixing
will be produced by exchange terms alone and only lang range forces can contribute
substantially. Therefore the OPEP can be considered a good approximation of parity-
mixing forces. We obtain the correct magnitude of the single-particle energy-splittings
which are produced in the usual treatments by the LS-term of the shell model.

1. Einleitung

Die Hartree-Fock-Methode mit Einteilchenfunktionen nicht definiter
Paritit (PHF) wurde von AMIET und HuGuUENIN' aus einer [dee von
BLEULER 2 heraus entwickelt. Aus dieser fdee stammt zunéichst die halb-
mesonentheoretische Arbeit von AMIET?, der wir noch wesentliche Ziige
unserer Arbeit verdanken. Erst danach entstand die Arbeit!, in der end-
lich die Idee der Parititsmischung auf eine solide theoretische Grund-
lage gestellt werden konnte.

AMIET und HUGUENIN konnten beweisen, dafl ein anf definite Paritat
projiziertes Produkt von Einteilchenfunktionen nicht definiter Paritit
im Sinne cines Variationsprinzips eine tiefere Grundzustandsenergie
liefern muf als ein Produkt von Schafenmodellfunktionen, daB also die
parititsgemischte Funktion besser ist als diejenige mit Einteilchenfunk-
tionen definiter Paritiit. Die Frage, welche nun geklirt werden muf, ist
die Frage nach der GroBe der Paritdtsmischung, das heiBt: fst die
- Mischung iiberhaupt fiir die Kerntheorie wesentlich, ist sie groB genug,
dal} sie interessant ist? Mit dieser Frage wollen wir uns hier beschif-
tigen.

1 Amier, J.-P., and P. HuGueNIiN: Nuciear Phys. 46, 171 (1963).

2 BLEuLes, K., u. CH. TEareaux: Helv. Phys. Acta 30, 183 (1957); s. Bemerkung
5,205, — Bureurea, K.: International School of Physics “Enrico Fermi” Varenna
26. 7.—14. 8. 65, Cours XXXVI {unverdffentlicht).

3 Amiet, J-P.: Suppl. Nuovo cimento 7, 794 (1958).
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Eine grofe Parititsmischung wiirde eine Alternative zum Spin-Bahn-
Term des Schalenmodells von GOPPERT-MAYER und JENSEN bieten, sie
konnte auBerdem iiber das Schalenmodell hinaus die Abweichung der
magnetischen Momente von den Schmidtwerten und die /-verbotenen
M1-Uberginge erklidren. Weiterhin sollte sie in vielen Phiinomenen der
Kcrne eine Rolle spielen (z.B. fiir f-Ubergiinge, s. Ref.?).

Andererseits gibt es aber auch Phinomene im Kern, wodie Paritats-
mischung auf den crsten Blick katastrophal wirken sollte, in Wirklich-
keit aber wenig Andern kann (z.B. die direkten Kernreaktionen, siche
Ref.%)*. Bis jetzt ist noch keine experimentelle Tatsache entdeckt wor-
den, die wirklich zwingend dic Existenz einer groBen Paritdtsmischung
beweisen konnte **. 1m Falle, daB die PHF mit realistischen Kriiften eine
groBe Paritiitsmischung ergibt, scheint es notwendig zu sein, die fiir viele
kerntheoretische Untersuchungen benutzte HF-Basis durch die PHE-
Basis zu ersetzen, da offenbar der durch die PHF beschriebene Effekt
nur sehr schwer durch andere Niherungsverfahren zu erhalten wire.
Andererseits behilt die PHF-Basis im wesentlichen die relativ cinfache
Struktur der HF-Basis, man kann sogar zeigen, dabB in vielen Fillen die
einfache Produktfunktion in ausgezeichneter Niherung dieselben Dienste
tut wie die projizierte Produktfunktion, wenn die Paritdtsmischung
nicht klein ist.

Die ersten Rechnungen zur PHF wurden in Ref.® durchgefiihrt. Sie
beruhten auf der Annahme, daB nor der OPEP zur Parititsmischung
beitrdgt, die nicht paritdtsmischenden Krifte wurden durch ein phiuo-
menologisches Einkérperpotential bericksichtigt. Es wurdeu nur die
dirckten Terme vom OPEP genommen. In diesem Fall werden die
Mischungsparameter reell (fiir unsere Phasenwahl der Spinwinkeifunk-
tionen) und die Matrixelemente sind ziemlich empfindlich von dem offen-
bar vollig falsch angenommenen inneren Teil der Kraft abhingig. Bei
Verbesserung des benutzten Zweikdrperpotentials werden die Chancen
fir die Existenz einer grofien Paritdtsmischung ziemlich schlecht.

* Weitere Arbeiten Gber Paritéitsmischung: Araki, G.: Berichte vom Congrés
International de Physique Nucléaire, Paris 1964, Arak1, G.: Nuclear Phys. 78, 625
(1966).

** Eine solche Tatsache wire die systemalische Beobachtung von niedrigliegenden
O~ -Zustéinden bei g— g-Kernen, die die PHF vorhersagt. Das einzige solche Niveau,
das eindeutig O ist, ist bei 1*C (6,89 MeV) gefunden worden. Siehe Rigss, F., u.
W. TrosT: Nuclear Phys. 78, 385 (1966).

% AMIET, J.-P., W. EpevtaitH v, P. HuGueNiN: Wird verdffentlicht in Helv. Phys.
Acta, 1967,

5 AmgT, 1.-P., and P. HUGUENIN; Nuclear Phys. 80, 353 (1966).

6 MULLER, J.: Diplomarbeit am Inst. f. Theor. Kernphysik Bonn, 1963 (nicht ver-
dffentlicht); vorgetragen bei der Tagung der Physikalischen Gesellschaft Bayern,
Erlangen 20.— 24, 4, 1963,
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Anders wird die Situation, wenn wir den Austausch beriicksichtigen.
Wie EBENHOH ’ in einer Rechnung fiir leichte Kerne gezeigt hat, ist der
Fall der rein imagindren Mischungsparameter gilinstiger als der der
reellen *. Wir haben das unter den Annahmen von © bestitigt. In diesem
Fall sind aber diese Annahmen, ndmlich dafl die Parititsmischung nur
durch den OPEP geliefert wird, viel besser begriindet. Die Mischungs-
matrixelemente werden dann nur vom Austausch allein geliefert (bei
lokalen Kriften), weshalb der Beitrag einer §-Kraft exakt verschwindet.
Die langreichweitigen Teile der Kraft, fiir die der OPEP ¢ine gute Nihe-
rung darstellt, geben also im Fall der imagindren Mischungsparameter
den Hauptbeitrag.

Wir finden in diesem Fall mit Hilfe eines Variationsverfahrens, in
dem nur héchstens ein freier Parameter in jeder Einteilchenfunktion
vorkommt (wir sprechen von der Naherung ,,n=nr"*"), bei der realisti-
schen Kopplungskonstanten des OPEP f=1** eine grofe Paritits-
mischung, welche die Spin-Bahn-Aufspaltung sehr gut liefert. Leichte
und schwere Kerne wurden betrachtet und in unserer Arbeit nicht ein
einziger Parameter angepalBt. Die Resultate stimmen erstaunlich gut mit
den auf falschen Voraussetzungen beruhenden Ergebnissen von Ref.®
iiberein. Lediglich die relativen Phasen zwischen analogen Proton- bzw.
Nentronparametern erweisen sich im Gegensatz zum reellen Fall als
gleich, wie es auch in Ref.* gefordert wird.

Unsere Ergebnisse machen die Existenz einer groflen Paritdtsmischung
sehr wahrscheinlich. Zwar sind die bei der Variation benutzten Energie-
nenner vermutlich zu klein. Dafiir wissen wir ziemlich sicher, dal3 eine
VergréBerung der Anzahl der Variationsparameter die Parititsmischung
wesentlich vergroBert, da eine Reihe ziemlich groBer Matrixelemente in
unserer Néiherung nicht beriicksichtigt wird. (Fiir den reellen Fall und
ohne Austausch hat ROHL® gezeigt, daB die Hinzunahme der von uns
nicht beriicksichtigten Matrixelemente wesentlich ist. Dafi solche
Matrixelemente auch fiir wnseren Fall groB sind, habeu wir selbst ge-
zeigt.)

Im néchsten Kapitel werden die Grundgleichungen und Grundeigen-
schaften der PHF angegeben. Kapitel III behandelt die erwdhnte Néhe-
rung {(n=n"). Diese Niherung hat zwei Varianten: a) Selbstkonsistenz-

* Far die auf die Paritit projizierte Produkifunktion fordert die Bedingung der
Zeitumkehrinvarianz nur reelle oder nur rein imagindre Mischungsparameter. Abge-
sehen daven scheint uns der Fall der wesentlich komplexen Mischungsparameter keine
Verbesserung zu bringen, wie wir an einem vereinfachten Modell gezeigt haben, Bei
unserer Phasenwahl der Schalenmodellfunktionen ¢, gilt bei Anwendung des Zeit-
umkehroperators gy ;= (—1)*i~mg,, .

** f | entspricht g2=f%4n=10,08.
7 EpenntH, W.: Z. Physik 195, 171 (1966).
8 RouL, W.: Z. Physik 195, 389 (1966).
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rechnung mit Benutzung von Einteilchenstérungsrechuung (diese wurde
fiir die Rechnung in Ref.® benutzt), b) Variationsrechnung im Rahmen
eines Ritz-Prinzips, die wir hier ausschlieBlich rechmerisch behandelt
haben. Kapitel IV gibt ¢in ausfiihrliches Beispiel der Rechnung bei einem
ausgewihlten Kern (*8Si). ln Kapitel V werden die allgemeinen Ergeb-
nisse dargestellt. Kapitel VI gibt eine Zusammenfassung.

Im Anhang beschreiben wir, wie die Matrixelemente des OPEP be-
rechuet wurden (partiellc Integration und Multipolentwicklung). Die
Rechnungen wurden teilweise auf der 1BM 7090 des Instituts fiir Instru-
mentelle Mathematik der Universitat Bonn, teilweise auf der 1BM 7040
der Ecale Polyteehnique de I’Université de Lawsanne durchgefiihrt.

I1. Theorie der PHF-Methode
a) Zusammenhang mit der HF-Methode

Die Hartree-Fock-Methode liefert im Rahmen eines Ritzschen Prin-
zips die beste Wellenfunktion, die die Form eines antisymmetrischen
Produktes hat. Sei

A
5”=Ail=_llxe(x4) ey

die Gesamtwellenfunktion mit den Einteilchenfunktionen y; und dem
Auntisymmetrisierungsoperator A. Die Bedingung

{Y|H|¥>=Min mit {¥|¥>=1 (2)
fiihrt auf die HF-Einteilchengleichungen

e AP O Vel W =an®. )
Dakbei ist
A
V= T [ ) U= ) 06 & @

das lokale HF-Potential, das im direkten Term erscheint. Der im Aus-
tauschterm vorkommende Integraloperator V, ist definiert durch

A
(Vo] (x)= —-k; [ ()Y Ulx—x") 1u(x") d°x' i (x)]. (5
In einer anderen Notation schreiben wir fiir (3)
(T+Va+ V) D =g 113, (6)

wobei wir y;(x) durch den , ket | I') ersetzt haben. T ist der Operator der
kinetischen Energie:
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Die fundamentale Idee der PHF ist es, Einteilchenwellenfunktionen
zu benutzen, die keine definite Paritit haben. Die Einteilchenfunktionen
sollen jedoch wie beim Schalenmodell zu definitem j und m gehéren, bzw.,
Eigenfunktionen von JZ und J, sein. Das ist gleichbedeutend mit der
Annahme eines sphérischen Einteilchenpotentials. Wir behalten eben-
falls die Forderung bei, dal} die Einteilchenfunktionen Eigenfunktionen
von T,, also reine Proton- bzw. Neutronfunktionen sind. Sei I7 der
Parititsoperator im Hilbertraum mit

D¥xX)=¥(-x)=¥(x). (M
Es gilt 117=1 und I ®,;,,=(—1)®,;,,. Wir fiihren cin
ixi>=(1D+1|D). (8)
Auf diese Weise erhalten wir eine Zerlegung von | I> durch
_ [D=1+D+]-i ®)
mit
ond L EDEEIED (10)
{+i|l+H+{—i|—iy=1. 11
Wir definicren nun Operatoren (Potentiale) V* und V= durch
vi=y(vinavi, (12)
wobei V=V,+ ¥, sei. Mit dieser Definition haben wir
Vi4V =V (13)
und
ovi=+v*m. (14

Wenden wir den Operator IT auf (6) an und addieren bzw. subtrahieren
die resultierende Gleichung von (6), bekommen wir mit (9), (10), (13)
und (14)
(T+VH)|+iD+V ™ | =id=¢|+id> a1s)
(T+VHDI=-id+V 7 |+id=g|-1).

Dies sind die PHF-Einteilchengleichungen, die den HF-Gleichungen (6)
sehr dhnlich sind und im Prinzip genauso selbstkonsistent geltst werden
sollten. Das System enthalt doppelt soviel Gleichungen und Funktionen
wie (6). (In ciner Naherung, leider chne Austaunsch, wurde dieses System
von ROHL? direkt numerisch behandelt.)

Neu f{iir die Kernstruktur ist das bei der PHF-Theorie auftretende
Potential ¥~, das die Kopplung der Gleichungen bewirkt. Im Gegensatz
zu den iblichen Einteilchenpotentialen antikommutiert V'~ mit 77, Als
Folge davon kommutiert der Einteilchenhamiltonoperator bei ¥~ =0
nicht mehr mit I2, d. h., er verursacht Paritdtsmischung.
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b) Projektionen

Die Transformation |+ = |+ und |—i> = —[—7) fir alle 7 140t
das System (15) invariant, da ¥~ in — V" iibergeht, aber ¥'* nicht ge-
dndert wird. Dadurch erhilt man im Falle von Parititsmischung aus
jeder Losung ¥ cine neue Losung Y =11, die zu derselben Energie
gehort. Beide Losungen sind nicht Eigenfunktionen von I, was man
wegen der Paritdtsinvarianz von H fiir einen nichtentarteten Zustand
verlangen muB. Wir kénnen aber aus ¥ und ¥ durch Linearkombination
nene Zustande bilden, die diese Eigenschaft besitzen

g =F1£('p£ﬁ3). (16)

N* und N~ sind Normierungsnenner:

NE=|2)/1£ (5. (17)
¥* und ¥~ sind wegen '
2¢=N*¥*4+N" ¥ und 2¥=N*¥'-N"¥"
die Projektionen von ¥ bzw. ¥ auf die Paritat.

Die berechnete Funktion ¥ kénnen wir auf diese Weise, um die
richtige Paritit zu erhalten, projizicren. Ein besseres Verfahren wire es,
im Rahmen eines Ritzprinzips ¥ und ¥~ einzeln zu variieren. Leider
ist der zweite Weg wesentlich komplizierter.

Der Unterschied zwischen beiden Verfahren ist jedoch schr gering,
wenn die Paritdtsmischung nicht zu klein ist. Im ersten Fall ist die zu
variierende Energie

E=C¥Y|H|Y), (i8)
im zweiten Fall :
+_ (PIH|PE(YIHOY)
B =—1ran (19)
Der Unterschied zwischen beiden Ausdriicken ist
Bt —pt g SELHI W=D HIYY o

1215

und stellt sich bei nicht zu kleiner Paritdtsmischung als ein sehr kleiner
Wert heraus. Das kommt daher, daB {IT>=({¥| I1 | ¥} dann sebr klein
wird und (V| HII |¥) ebenfalls bei groBerer Teilchenzahl etwa pro-
portional zu {(JT) ist. Das gibt uns die Berechtigung dazu, bei nicht za
kleiner Paritditsmischung mit der nichtprojizierten Funktion ¥ zuo
rechnen. ‘

Wir konnen sogar beweisen, dall die Parititsmischung bei Variation
der projizierten Funktion genau dann grof} (klein) ist, wenn sic sich bei
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Variation der Produktfunktion als groB (klein) erweist. Sei nimlich die
Parititsmischung der Produktfunktion grofl. Dann ist <JT) klein und wir
baben, wenn wir jetzt projizieren, fiir diese Funktion ebenfalls einen groflen
Energiegewinn durch die Paritdtsmischung. Variation der projizierten
Funktion kann diesen Energiegewinn aber nicht verkleinern. Sei anderer-
seits der Energiegewinn bei Variation der projizierten Funktion groB, so
mul sich wiederum {IT) als klein erweisen, die Produktfunktion liefert also
einen groflien Energicgewinn, Die Paritdtsmischung fiir diese Funktion
ist ebenfalls groB. Damit ist der Beweis gefiihrt. Eine genavere Diskussion
dieser Fragen ist an Hand eines einfachen Modells in Ref.® durchgefiihrt.

Mit den obigen Argumenten haben wir
CPEIH | P x (Y H|P). (21}

Fiir den Mittelwert eines beliebigen Einteilchen- oder Zweiteilchen-
operators haben wir aus denselben Griinden wie oben

FEQIYHH =PI QIP), (22)

genauso fiir belicbige Matrixelemente. Die Bezichung ist i.a. fiir beliebige
Vielteilchenoperatoren falsch, z. B. fiir I7.

Im Falle, daB die analogen Einteilchenfunktionen fiir Protonen und
Neuntronen beziiglich der Raum- und Spinkoordinaten nicht gleich sind,
besitzt ¥ auch keinen definiten Isospin. Man kann zeigen, dal3 im Falle
der entgegengesetzten Phasen der Beimischung fiir analoge Einteilchen-
funktionen fir Kerne mit geringem Neutroneniiberschull die magne-
tischen Momente cine zum Teil grofle Korrektur bekommen miissen
(s. Ref.%).

Im Fall der imaginiren Mischungsparameter, der offenbar bei weitem
der giinstigere ist, hat sich jedoch herausgestellt, daB die Phasen der
Beimischung gleich sein miissen, die Mischungsparameter werden
nihernngsweise gleich (s. anch Ref.”). In dicserm Fall macht eine Pro-
jektion auf den Isospin wenig aus, genau wie bei der HF-Methode mit
Schalenmodellfunktionen. Fiir schwere Kerne ist der lsospin ohnehin
keine gute Quantenzahl. Wir betrachten daher die Frage der Isospin-
projektion nicht weiter und benutzen die nichtprojizierten Wellenfunk-
tionen.

III. Niherungen der PHF-Methode

a) Selbstkonsistenzrechnung mit Einteilchenstirungsrechnung

Wir beschreiben nun ein Verfahren, mit dem es méglich ist, die
Selbstkonsistenzrechnung naherungsweise durchzunfithren. Das Poten-
tial ¥* wird fest angenommen als das phinomenologisch bestimmte

® Agasst, D., H. J. Lipkin, and N. Mesugov: Nuclear Phys. 86, 321 (1966).
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Schalenmodellpotential '°, wobei wir den Spin-Bahn-Term weglassen,
da wir seinen Effekt eben durch die Parititsmischung beschreiben wollen.
K* ist also spinunabhingig und kommatiert mit JT, J und 5. Als Basis
fiir die Stérungsrechnung nehmen wir die Eigenfunktionen des Ope-
rators HY:

HO=T+V*, H|d=e|i>. (23)
[i> sei hier so normiert, daB {[i">=4§,;. ist. i bedeutet die Zusammen-
fassung der Quantenzahlen ny, 1, j;, m,, t;. Wir fithren dazu ein i=
(n, 1 jem;t) mit I,=2j,—1,=1;+ 1. Wir beginnen die Selbstkonsistenz mit
Funktionen der Form

1 —
D=} i)
Mit Hilfe dieser Funktionen kénnen wir das Potential '~ berechnen.
Dieses Potential benutzen wir als Stérang zo H° Wir bekommen in
erster Naherung als Losung der Eigenwertgleichung

H'+V)K>=&|K>, (25)

1K>=5 (16+ EMIM) (26)

ek &
Der Normierungsnenner N, soll | K} auf | normieren, was fiir die Weiter-
behandlung der Funktion in der Selbstkonsistenzrechnung wesentlich
ist. Fiir ein spharisches Potential V'~ ist <k'| ¥V~ |k>=0, wenn nicht
Je=/x- und my,=my. ist. AuBerdem muB wegen Isospinerhaltung £, =
sein.

Als Nihernng fihren wir jetzt ein, dafl nur solche Matrixelemente
beriicksichtigt werden sollen, bei denen n, =n,. ist. Diese Matrixelemente
sind wegen der giinstigen Uberlappung der Wellenfunktionen dic gréBten,
wie anch durch Rechnungen mit dem OPEP gezeigt wurde, jedoeh sind
die anderen Matrixelemente nicht klein (s. auch Ref.® am Fall der reellen
Parameter ohne Austausch). Wir behaupten daher nicht, daB die Nahe-
rung gut ist, sie ist allerdings fiir die rechnerische Behandlung von
schwereren Kernen ansgesprochen niitzlich (und acch bisher notwendig).

In der Summe von (26) bleibt nur noch ein einziger Term stehen,
nimlich der mit &’ =k. Mit (24), (4), (5) und (12) bekommen wir

Y 1ky=F T G RN UL+ R Ui k=
—& <L kI ULk, iy =& LRI U LK, 1))

Wegen der Parititserhaltung und der Zeitumkehrinvarianz der Wechsel-
wirkung sind bei unsercr Phasenwahl die Energiematrixelemente reell.

10 Berver, M.: Forschungsberichie des Iandes Nordrhein-Westfalen Nr. 1407
(1964).

27
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Dann k&nnen wir auch schreiben

IV o= Z—z(é: (k| UG R +E Lk U 3, k) —
—& L k| Uk, iy=&F G kI Uk, ).

In (26) haben wir mit k'=k als einzigen Summanden die Form (24)
zurlickerhalten. Das Selbstkonsistenzproblem ist damit auf die Ldsung
des folgenden Gleichungssystems zuriickgefithrt (nach Einsetzen von

(28)):

1 i R
él_s?_sg};I+|§k|2(ék<lsklullsk>+ o
+& i, k] Ui, k)-Austausch).

(28)

(29)

Wir erhalten aus (29) unter Benutzung der Realitiit der Matrixelemente
&r=—¢f. (30)

Diese fundamentale Eigenschaft garantiert die Orthogonalitit der Zu-
stinde | 7> und |I). Auflerdem ergibt sich mit (30) aus (29), daBl Niveaus,
bei denmen die Zustinde i/ und i beide besetzt sind, fiir die Mischung
iiberhaupt nicht beitragen. Wir brawchen nur besetzte Niveaus 7/ zu
beriicksichtigen, bei denen der ,,Paritiitspartner* i nicht besetzt ist.
Unsere Form der projizierten Gesamtwellenfunktion ist gemau in
folgenden Fillen zeitumkehrinvariant: 1. alle & reell, 2. alle &, rein
imaginir (s. Ref.”). Fiir den Fall reeller £;=x; erhalten wir aus (29)

x;= ;0—}—_-;—52 ((1 k| Ui, k) + i, k| Ui, k>-Austausch).  (31)

Fiir den Fall rein imaginirer £,=iy, erhalten wir

Yi= 8—0—1—?2 ((1 k| Ui, k) —<i, k| U |7, ky-Austausch).  (32)
Der Unterschied zwischen (31) und (32) ist gerade das Vorzeichen vor
dem zweiten Matrixelement.

Ldsungen der obigen Gleichnngssysteme kénnen durch Iteration ge-
funden werden. Man setzt beliebige Werte in die rechte Seite ein, be-
kommt dadurch neue Werte, die man wieder rechts einsetzt, usw. Nur
wenn die Matrixelemente auf der rechten Seite eine kritische Gréle er-
reicht haben, die von dem Grad der Kohédrenz abhingt, gibt es eine
Ldsung mit &€,+0. Sonst gibt es nur die immer mégliche triviale Losung:
alle &£;,=0.

27 Z.Physik, Bd, 203
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b} Variationsrechnung
Wir schreiben den Hamiltonoperator in der Form

H=H°+W. (33)

Dabei bedentet W die Einpionaustauschkraft (OPEP). H® enthiit die
kinetische Energie und — als eine Niaherung — das phianomenologische
Schalenmodellpotential '° ohne LS-Term. Die Griinde, die zu dem
Modellhamiitonoperator (33) gefiihrt haben, sind die folgenden:

1. Der Beitrag des OPEP zur Parititsmischung ist grof.

2, H® kann di¢ Reibenfolge der Niveaus bis auf die Spin-Bahn-Auf-
spaltung gut wiedergeben, gibt aber keinen Beitrag zur Paritdtsmischung.

3. Man darf annehmen, daB das ZweikOrper-Kernpotential bei
groBem Abstand in den auvs der Feldtheorie erhaltenen OPEP iibergeht,
der OPEP scheint also wesentlicher Bestandteil der effektiven Kernkraft
Zu sein.

4. Die Matrixelemente des OPEP lassen sich relativ Ieicht berechnen
(s. Anbang).

Es ist klar, dall gewisse Beitrage von W bereits in der phinomeno-
logischen Anpassung von H© beriicksichtigt sind. Diese Beitrige heben
sich in der Variationsenergie von selbst heraus, bei den Einteilchen-
energien wird ein durch sie verursacbter Fehler spiter korrigiert.

Die Ergebunisse von a) legen fir eine Variationsrechnung den Ansatz
(24) nahe

1 -
D=—ro——(|i j 34
iy l/m(ll>+€;ll>), (34)

wo die |i) wieder als Eigenfunktionen von H® angenommen werden. Die
Forderung der Orthogonalitit von |7} und |I) ergibt (30): &= —¢&F.
Fiir die Variation berechnen wir den Erwartungswert des Operators

(33

E=(¥Y|H|¥> 3%)
beziiglich

Y=ATTII). (36)

i

Wir haben

E=Z‘:<I| H°|I)+%izk((I,K| WIILKy-{LK|WIK,I)). (37
Driicken wir |1 durch (34) aus, erhalten wir

dIH = ————:((1IH°II>+I€fI G (D)) (38)
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und
{LK|W|LK}

1 1 . : . . T
REPATAL 1+|§klz(<r,k| WL K> +184 17 G k| W k) +

FIEP Gkl WK+ &L Lk WL k) +
+2Re(&] &) G k| W IT, k) +2Re (& &) (i, k) W |3, kD).

Dabei wurde die Hermitizitit und Paritatserhaltung von W und die
Realitiit der Matrixelemente {3, k| Wi, k> etc. ausgenutzt. Einen ana-
logen Ausdruck erhiilt man fiir das Austauschmatrixelement. Wir fithren
folgende Abkiirzungen ein:

=Gl H )iy, & =<(|H|D)
Ale= i, k[ W i, ky =Gy k| W 1k, T
AL =i, k| W)L kY= kI W |k, i
Cro=[{i, kI Wi, k)] =<0, k| W |k, i)
Q1 =Cr—Cix—Ciy +Cix
Pi=§(cik_cik)'

(39)

(40)

Im sphiirischen Fall verschwinden die direkten Terme von C;, fiir den
OPEP. Mit (37), (38), (39) und (40} erhalten wir

1
EleW(E?+|€iIZS?)+

1 1 1
C
3 ZTHer Tt

+|§1| Iék[ C1x+2R€(§*€k)A k+2Re(¢i§k)Aik)

(41)

1k+|§k| C1E+|£|2 TR

oder nach Einfiihrung von
E°=Y & +3 ) Cis,
i ik

welcher Ausdruck die Energie des Kerns ohpe Paritidtsmischung dar-
stellt und nicht ven §; abhiingt

1&1° +Z 1
FIET 1+|~£I2 A LA

x(ﬂ'fii 1&)7 Q@ +Re(EF &) Al +Re (& fk)A:k)

E=E°+Z(e?—e?+1=, I

27+
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Wir stellen fest, daB wegen

§:=—5?, Pi':'_Pi: Qik=—'Q1t=—QiE=Qms AIL"AII(_A E'—A

dic Variationsenergie E nur von scolchen £; abhéngt, bei denen i zu einem
besetzten und i zu einem unbesetzten Niveau gehdrt. Das Innere des
Kerns trigt in unscrer Naherung nicht zur Paritdtsmischung bei. Wir
wollen besctzte Niveaus i, bei denen der Parititspartner i nicht besetzt
ist, nach der Bezeichnungsweisc der feldtheorctischen Arbeit von AMier?
als ,,Quellen’ oder ,,Quellniveaus bezeichnen und schreiben ie @, wenn
i ein Queliniveau ist. Wir variieren jetzt nach &, mit ie@, wobei wir be-
merken, daB fiir diese &; keine Nebenbedingungen vorhanden sind. Wir
crhalten als Variationsgleichung

5 2
(s0-sf+ P T it Ous) &t

(43)
+Zl—+,—z[(ak & &) A+E -8 &) 410 =0,

Wir betrachten di¢ Fille der reellen und rein imaginiren &, einzeln, Wir
erhalten

2—2(‘4 +A45)
1. 3= — pe (44)
& — +P:'_i';m Qi

fiir alle &,=x; reell,

Al — A
) . ZW( L= AT

]+}’;=_

8 —& +P+
i i i %1 ykIQIk

fiir alle £;=iy, rein imaginir,

Wir kénnen (44) bzw. (45) mit den entsprechenden Systemen (31)
bzw. (32) vergicichen und finden eine bemerkenswerte Ahnlichkeit
zwischen den Ergebnissen der Einteilchenstérungsrechnung erster Ord-
nung und den Ergebnissen der Variationsrechnung. In den Variations-
gleichungen crscheinen lediglich Zusatzterme, nimlich der Nenner auf
der linken Scite der Gleichungen und die Terme mit P, und @;, im
Nenner auf der rechten Seite. Sonst sind die Gleichungen identisch.

Bemerkenswert ist weiterhin, daB sich wie bei der Stérungsrechnung
die Gleichungen (44) und (45) nur durch das Vorzcichen von A} unter-
scheiden.
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Wir wollen nun noch Ausdriicke fiir die Einteilchenenergien an-
geben. Aus (33) und (6) finden wir

az=<I|H°u>+;(<1,K|W|1,K>—<I,K1W|K,I>), (46)

Daraus erhalten wir mit (38) und (39) fiir die Verschicbung der Niveaus
{ und i durch die Paritdtsmischung

' Iﬁi O 1
LG )+Zl+m1 THZ

+|fi] Clk“”fil Ifﬂ C,I+2Re(£fdjk)A}k+2Re(dj¢§k)A§k)

K (Cik+|fk|z Cigt (47)

und

L4 G 1 1 2
=TrigR T L TRIEE TRig R (eIl Gt g

+1 &2 Coi+ 1817 18k1* Ciz—2Re (818 A7 —2Re (& £) 4i)) -

Aus diesen Ausdriicken wollen wir noch cinen Schonheitsfehler ent-
fernen. Wir diirfen ndmlich annehmen, daB eine gemeinsame Verschie-
bung der Niveaus i und 7 schon bei der phinomenologischen Anpassung
in H® beriicksichtigt wurde. Diese gemeinsame Verschiebung ist

g+g 1 1 2 2
7 =5 LTTER Gl Cuat Cut &l Cg). (49)

681=

Wir ziehen diese Energie von ¢ unud & ab und erbalten

, 14,12 L 1
§=6 +&—dg= E‘+—|‘é_|z(8?_g?)+l+|éi|2§1+Iék|2x

x[B(1=1&41) (Coat &L Cra—Crp— | & Cog+
+2Re (& E) Al +2Re (& ﬁn)A?k]

oder
—_ léil _ |ék|2 lé |2
El+ | |2(81 5) (Pi‘i'z 1+Iék|2Q‘k) 1+I¢|2+
(50)
1+|é‘]22 1+|§ 7 (Re @ e0 4, L+Re (58 A2%).
Genauso ist
g=¢ +e—d¢,
—pl0_ Ic! |¢Jz|2 |§ |2
£=g 1414, 7 (& —&)t5 (PH‘; T+[&] Qlk) TT16E (1)

1 . . ,
2 1+|§:|22k: 1+|ék|z(Re(§: E) AL +Re (&, &) A%
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Die Ausdricke fiir reelle bzw. rein imaginire £; lassen sich aus (50) bzw,
(51) leicht ableiten. Sie unterscheiden sich wieder nur durch das Vor-
zeichen vor 4%,

Wir wollen eine Diskussion der Gln. (44) und (45) und der GI. (50),
(51) anschlieBen. Dabei nehmen wir teilweise Ergebnisse der numerischen
Rechnungen vorweg, die in Kapitel IV ausfithrlich diskutiert wird.

Wir betrachten in unserer Rechnung nur Kerne mit abgeschlossenen
j-Schalen. Dadurch werden Z AL* P, und ZQ ;x von nt; unabhéngig

und wir erhalten Lésungen mlt E(n ]j miE)= é(n {jm't) fir alle m' +m.
Wir ordnen daher jeder j-Schale nur einen einzigen universellen Parameter
¢, zu, was aunch der angenommenen Kugelsymmetrie der betrachteten
Kerne entspricht.

Wir haben uns daranf beschrinkt, die Matrizen z AN, z Q,, und

die Vektoren P; nur fiir die Quellniveaus i, keQ zu bercchnen (iund £
besetzt, i und k unbesetzt). Wir erhalten dann die £; und ¢,, die zu diesen
Niveaus gehoren. Di¢ zv anderen Niveauns gehérigen £;, die zur Gesamt-
energie nicht beitragen, jedoch innerhalb der PHF-Theorie wohldefiniert
sind, wurden wie die dazugehérigen ¢, aus Griinden der Rechenzeit-
ersparnis nicht bestimmdt,

Die eigentlichen parititsmischenden Matrixclemente sind die A4,
und A%. Im Falle, daB sic groB genug und kohdrent sind, liefern sie
Paritidtsmischung und dann die pewitnschte AbstoBung der Niveaus i
und i. Fiir die direkten Terme ist A},=A4},, so daB im Fall der imagi-
niren Mischungsparameier nur Auvstauschierme stchenbleiben.

Fiir den OPEP haben wir gezeigt, daf} die Austauschterme sehr groB3
sind, und daB der Fall der imaginiren € weitaus giinstiger fiir die Pari-
tatsmischung als der Fall der reellen £ ist. Es ist hierbei ein ganz wesent-
licher Punkt, daB im ersten Fall eine §-Kraft iberhaupt nicbt zur Pari-
tatsmischung beitriigt, da fiir sie wieder A}, = 47 ist. Wir sind daher in
diesem Fail sicher, daB der Hauptanteil der Paritdtsmischung von lang-
reichweitigen Kriften geliefert wird, fiir die der OPEP eine gute Nihe-
rung darstellt.

Das phinomenologische Potential von H° geht aufler in der Be-
stimmung der Basisfunktionen nur in den Energien ] in der Nihe der
Fermigrenze ein. Da die phinomenologische Anpassung sich haupt-
sfichlich auf diese Werte stiitzt, diirfte H® fiir die Wellenfunktionen und
die Energien hier die besten Werte liefern. Trotzdem werden vermutlich
dic Energicnenner zu klein geliefert (s. z.B. Ref.!!), was die Paritits-
mischung zu sehr beginstigen witrde,

1 Davirs, K T.R., S.). KrieGer, and M. BarRANGER: Nuclear Phys. 84, 545
(1966).
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Die Terme mit P; und @;, dndern das Problem nicht wesentlich und
konnen als Korrekturen betrachtet werden. Das ist deshalb wichtig, weil
fiir diese Terme kurzreichweitige Krafte und fiir P, auch die tieferen
Zustinde eingehen. Trotzdem haben wir der Konsistenz halber diese
Terme mitgenommen, obwohl der OPEP wahrscheinlich fiir sie keine
gute Niherung ist, P, gibt auch bei verschwindender Paritidtsmischung
einen Beitrag zur Aufspaltung der Niveaus. In vielen Fillen und beson-
ders bei hohem Spin ergab sich fiic den OPEP P; als negativ, was einen
falschen Beitrag zur gewiinschten Spin-Bahn-Aufspaltung bewirkt. Die
Terme mit @, ergaben sich durchweg als positiv, haben also die Tendenz,
bei wachsender Parititsmischung den EinfluB von negativen P; zu
kompensieren. Die Terme Aj;? liefern dann die gewiinschte LS-Anf-
spaltung. Negative P; begiinstigen die Parititsmischung, wogegen die
Q;, sie hemmen. Zusammen stellen die Terme einen stabilisierenden
Effekt dar, der allerdings in vwnserer Niherung ,,n=n"" nicht besonders
wirksam ist.

Lasungen des Systems (44) bzw. (45) kdnnen wieder wie bei (31) bzw.
(32) durch Iteration gefunden werden. Man setzt einen Satz Werte in die
rechte Seite der Gleichung ein, 16st nach x; bzw. y; auf, setzt den neuen
Satz. wieder rechts ein, usw. Besonderheiten von (44), (45) gegeniiber
(31), (32) haben sich nicht gezeigt.

IV. Die Durchfiihrung der numerischen Rechnung am Beispiel von 288

a) Das phiinomenologische spinunabhdngige Potential
und die Berechnung seiner Eigenfunktionen

Nach Kapitel 11T benutzen wir fiir unsere Rechnung ein festes spin-
unabbiingiges Potential. Ein solcbes Potential bekommen wir durch die
phiinomenologische Anpassung von Bemner'®* Das Potential von
BeingR beschreibt die Separationsenergien, Reihenfolge der Spins von
Einteilchenzustinden in der Nihe des Grunduiveaus und die Ladungs-
verteilung der Kerne nach Anpassung von 5 Parametern im ganzen
periodischen System. Das Potential hat die folgende Gestalt:

V=VytVys+Ve. (52)
Dabei ist
U
Ve ———r. (53)
I+e ™

* Wir benutzen die Tatsache, daB das phinomenologische spinunabhiingige Poten-
tial sich kaum dndern wirde, wenn man die Anpassung statt mit LS-Term mit Paritits-
mischung gemacht hétte. Auch die Einteilchenfunktionen hingen nicht empfindlich
von diesem Potential ab,
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Das Coulombpotential ¥, wurde als statische Niherung aus einer Wood-
Saxon-Verteilung der Ladung berechnet und wirkt nur auf Protonen.
Weiterhin ist

Up= (56i30 %5) Mev

(,,+” fiir Protonen und ,,~' fiir Neutronen)

ro=1,204%fm (54)
und
v=0,6fm fiir alle Kerne *.

Fiir das Spin-Bahn-Potential wurde die folgende Form angenommen:

1 dvy

Vis=-08 T dr

(LS) [MeV], rinfm. (55)

Fiir unsere Rechnung haben wir den Spin-Bahn-Term weggelassen. Wir
berechneten die Eigenfunktionen des Operators H°=T+V mit der
Methode des IBM-Programms SCHR auf der IBM 7090, bzw, IBM 7040,

Ve Kr + ”’;’ f1h)  —————— unsere Neherung
r bei £P>0
{>0

Fig. 1, Niherung for positive Einteilchenenergien

Die bendtigten Zustinde des Kontinuums haben wir dadurch be-
handeln k&énnen, daB wir durch Abiinderung des radialen Potentials mit
Zentrifugalterm nach dem Schema der Fig. 1 diskrete Zustinde bekom-
men haben (s. 8). Mit dieser Methode konnten alle bendtigten Fille er-
faBt werden. Der durch diese Naherung verursachte Fehler darf als sehr
klein angenommen werden.

b} Der Gang der Rechnung

Um die numerischen Resultate anschaulicher zu machen, geben wir
eing Reihe von numerischen Zwischenergebnissen Tiir das Beispiel von

* Dieser Wert entspricht ciner ilteren Anpassung, der bessere Wert v=0,7fm
dndert die Ergebnisse nur unwesentlich (M. BEINER, private Mitteilung).
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288 an. Dieser Kern hat 14 Protonen und 14 Neutronen, die jeweils die
unteren vier Schalen 1si, 1p3, 1p4 und 143 fiillen sollen. 1n unserer
Niherung kompensiert sich der Beitrag der Niveaus 154 und Ipi, so
dal} wir fiir Protonen und Neutronen jeweils die zwet Niveaus 1p3 und
14% zu betrachten haben. Wir unterscheiden nun ¢,=1 von ¢;,= —1 durch
ein den anderen Quantenzahlen nachgestelltes P bzw. N, Wir erhalten
fiir die direkten Matrixelemente von 42 fir den Fall reeller &, und der
realistischen Kopplungskonstanten f=1,0:

~ 2 (Al + AR, direkter Anteif [MeV]
L™

S| apte 1atP ipEN aadw

1pgpP 3,19 2,65 —3,34 - 3,03 (56)
1d§ P 1,77 2,05 —1,80 —2.27
1pEN | =334 —2,69 2,51 3,00
1d¢N | —2,02 —2,27 2,06 2,49

Nehmen wir den Austausch hinzu, erhalten wir
— 2 (AL 4 A3, Gesamtbeitrag [MeV]
L

SE | aptr 1aBP apEN 14BN

1ptP 3,31 3,55 —13,09 —1,09 (57)
1d8 P 2,37 2,88 —0,% —0,54
1p8N | —3,00 —0,88 1,65 4,07
1d¢N | —0,73 —0,54 2,71 3,39

Fiir die Rechnung brauchen wir weiterhin die Energiedifferenzen
&5, P-—e?ﬂ: 13,45MeV, &3, N—e?pN= 14,00 MeV,

58
g1 p—Elap=13,00McV, &, y—&lax=13,74 MeV, (58)
den Vektor
P, [MeV]
i 1pdP 1d3P 1pgN 148N (59)
—3,88 —2,92 —4,16 —3,57
und die Mairix Y0, [MeV]
My
Sk L oaptr 1akr 1pdN 12N
Ipg P 3,73 4,46 7,75 9,68 (60)
1d¢p 2,97 418 6,10 9,00
1pEN 1,75 9,15 4,03 4,97
1d N 6,45 9,00 3,31 4,85
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Mit den Werten (57)—(60) gehen wir in (44) ein und finden, daB nur
die triviale Losung £,=0 existiert. Wir miissen die parititsmischende
Wechselwirkung kiinstlich erhdhen, d.h. die Matrix (57) mit einem
Faktor ~2,3 multipliziercn, uvm die gewiinschte LS-Aufspaltung zu
bekommen. Das ist nicht von vornherein ﬁnverniinftig, weil 1. die Nihe-
rung ,,n=n"" ziemlich schlecht ist und eine Verbesserung der Niherung
den Effekt wesentlich vergréBern kann. 2. Andere Teile der Wechscl-
wirkung aufier dem OQPEP zur Parititsmischung beitragen. Fiir schwere
Kerne mull man allerdings die Matrixelemente noch mehr — bis um
einen Faktor 4 —5 — vergréflern. Damit wird die Existenz einer grofien
Parititsmischung mit recllen Phasen sehr unwahrscheinlich.

Dariiber hinaus haben AMier und HuGuemNiN durch Untersuchung
der experimentellen f-Ubcrgangswahrscheinlichkeiten im Hinblick auf
die Parititsmischung gefunden, daf die Phasen der Beimischung fiir
analoge Protonen- und Neutronenfunktionen gleich sein sollten. Fiir
reelle Parameter finden wir aber fiir leichté Kerne (z.B. mit Hilfe von
(57) fiir 288i), daB die relativen Phasen von Protonen- und Neutronen-
beimischung entgegengesetzt sind.

Das Bild andert sich jedoch véllig, wenn wir den Fall der imaginéren
Parameter betrachten. In diesem Falle ist schon die nicht auf die Paritiit
projizierte Produktfunktion zeitumkehrinvariant. Wic miissen jetzt die
Matrix ) (A]y—A4%) betrachten, fiir dic nur langreichweitige Krafte

durch denk Austausch beitragen. Wir finden

— 2 (dly— A7) [MeV]
iy

Sk | 1pdP 1dip 1pEN 14N

1pip 4,43 4,06 9,20 8,89 (61)
1d¢P 2,71 3,95 5,49 8,44
1pEN 9,20 8,23 4,78 4,52
14N 593 8,44 3,01 4,52

Mit den Werten von (61), (58), (59), (60) 16sen wir das System (45).
Auler der trivialen Losung finden wir nun ¢ine Losung mit y; +0:

Yipap=0525, y144p=0449, y1,3x=0,520, y,,4x=0460. (62)

Die Lésung (62) ist um 25,9 MeV energetisch giinstiger als die Losung
ohne Paritdtsmischung, wic man aus (42) erhalten kann. Die relativen
Phasen der Beimischung fiir Protonen und Neutronen sind nun gleich.
Weitere Ergcbnisse erscheinen im nichsten Kapitel.

Die Frage nach der Eindeutigkeit der Losungen ist nicht leicht zu
beantworten. Es scheint aber so, daB fiir das System (45) mit imaginiren
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¢, die Losung im wesentlichen (d. h. bis auf ein gemeinsames Vorzeichen
und die triviale Losung) eindeutig ist. Das hingt offenbar mit der relativ
einfachen Struktur von (61) zusammen, ndmlich daB alle Matrixelemente
positiv sind. Auch fiir schwere Kerne bleibt diese Eigenschaft erhalten.
Fiir eine solche Matrix scheint es verniinftig zu sein, als vereinfachtes
Modell alle Matrixelemente gleichzusetzen, was sich fiir spezielle Struk-
turuntersuchungen empfiehlt (s. z.B. Ref.®). Dagegen wird die Matrix
(57) fiir schwerere Kerne ziemlich kompliziert, so daB man nach pro-
portionaler Vergrofierung der Matrixelemente tatsiichlich mehrere ver-
schiedene Lasungen finden kann.

V. Darstellung der Ergebnisse
im ganzen periedischen System der Kerne

Wir berichten hier nur iiber den Fall der imagindren Mischungs-
parameter &;. Der reelle Fall ist im ganzen periodischen System un-
ginstiger (am nngiinstigsten fiir schwere Kerne), so daBl er nicht weiter
interessant ist. Wir haben Rechnungen durchgefihrt fiir die Grund-
zustidnde von 13 g-g-Kernen, fiir die wir mit mehr oder weniger Berechti-
gung annehmen konnten, daB sie nur vollstindig besetzte j-Schalen be-
sitzen. (In diesem Fall wird das Problem kugelsymmetrisch, wie wir es
vorher fiir unsere Rechnung verlangt haben. Selbstverstindlich ist das
bei nicht magischer Besetzung wegen der restlichen Wechselwirkung eine
Niherung.) Es wird nur iiber Variationsrechnungen nach Kapitel I11b)
berichtet.

Die Tabelle enthalt eine Zusammenfassung von numerischen Ergeb-
nissen. In Spalten 1 — 3 sind die Daten des untersuchten Kerns enthalten.
Ein gutes MaB fiir die Wirksamkeit der Paritdtsmischung ist der im
Rahmen eincs Ritzprinzips durch Einfilhrung der Paritdtsmischung er-
haltene Energiegewinn gegeniiber der alten HF-Losung (Spalte 4). Er
berechnet sich aus Gl. (42) mit (63)

AE=E°—E. (63)

Wir finden, daB dic Parititsmischung nur eine Korrektur zur bisher er-
haltenen Bindungsenergie beitragt. Der gréBte Beitrag pro Teilchen ist
1,0 MeV bei 328, das sind 12%, der Gesamtbindungsenergie. Bei “He,
180 und *°Ca finden wir keine Parititsmischung, dagegen ist sie bei-
spielsweise bei dem doppelt magischen Kern 2°*Pb groB.

Spalte 5 enthilt eine Avswahl von Niveaus mit n=1 in der Nihe der
Fermigrenze, die fiir die betreffenden Kerne Quellniveaus sind, die also
bei der Rechnung beriicksichtigt wurden. ,,m=1‘ wurde deshalb ge-
nommen, weil wir nicht glavben, daf} die erhaltenen Werte bei béheren n
im Hinblick auf vnsere Niherung ,,z=nr"* sinnvoll sind.
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Spalte 6 enthilt die mit f=1 berechneten Mischungsparameter y; fiir
die erwihnien Niveans i Mit diesen y, erhalt man Einteilchenwellen-
funktioncn

1 ,
ZI=W (pi+iyio), (64)

wobei @; Eigenfunktion von 12, J%, J, und t; ist mit den dazngehrigen
Quantenzahlen /,, j;, m;, t, und der Hauptquantenzabl », - @, hat als
Bahndrchimpulsquantenzahl 1,=2j,—/,=/,+1. Es ist wichtig, daB bei
unserer Phasenwahl bei Anwendung des Zeitumkehroperators T auf
o gilt '

T("m tefeme “=(_1)h+]i-mr Pty Je=mte e (65)

Mit der Funktion (64) ist die Produktfunktion bei abgeschlossenen
J-Schalen zeitumkehrinvariant.

Unsere Ergebnisse konnen in vielen Punkten nicht liber das Schalen-
modell hinausgehen, da wir keine Korrelationen (auBer dem Austansch
fiir den OPEP) beriicksichtigt haben, im Grunde ist unsere Behandlung
ein Modell unabhingiger Teilchen. So halten wir uns bei dem Vergleich
nit experimentelien Werten ganz an das Schalenmodell und die phino-
menologische Anpassung von BEINER.

Wir konnen der Eintcilehenfunktion (64) magnetische Momente zu-
ordnen (Spalte 7) vermége

1 _ 2 - '
Hp =W JuSchm(‘)'l' 1__.}:';'2' !‘Schm(l) * (66)

wobei g die Schmidtwerte darstellt.

Spalte § gibt, wenn mdglich, einen ungeraden Vergleichskern an, der
sich in der Nahe des berechneten Kerns befindet und dessen Zustand man
dem betrachtcten Einteilchenzustand zuordnen kann. Dabei wird an-
genommen, daB sich die y; von Kern zu Kern nicht viel dndern. Spalte 8
cnthilt das experimentelle magnetische Moment dieses Kerns, Spalte 9
den dazugehdrigen Schmidtwert.

Dic Fig. 2—4 zeigen berechnete Einteilchenenergieniveans verglichen
mit den entsprechenden Niveaus des Einteilchenpotential von BEINER
mit LS-Term. a) gibt die Eigenwerte zn diesem Potential ohne LS-Term
an. Nehmen wir nun den OPEP (d.h. seinen Beitrag zur Aufspaltung
durch den Austausch) dazu, bekommen wir eine Aufspaltung der
Niveaus, die in den meisten Fillen, besonders bei hohen j, di¢ falsche
Richtung hat. Erst wenn wir die Parititsmischung einschalten, bekom-
men wir eine verniinftige Aufspaltung (¢). d) zeigt im Vergleich dazu
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die Niveaus mit der Spin-Bahn-Aufspaltung des Schalenmodells. (Kurze
Striche sind hier Niveaus, die wir nicht mit Parititsmischung berechnet
haben.) Die gestrichelte Linie in der Mitte gibt die Fermigrenze an, die

bei uns diskontinuierlich ist.
Es ist interessant, daB im Fall von #°Ca, bei dem die Parititsmischung

verschwindet, der OPEP schon in diesem Fall eine Aufspaltung in der
richtigen Riehtung ergibt. Dasselbe Verbalten zeigt sich bei “He und
0. Diese Kernc sind also zum Beweis der Nichtexistenz der groBen
Parititsmischung ungeeignet. Das cxakte Verschwinden der Paritiits-
mischung fiir diese drei Beispiele kommt natiirlich nur bei Variation der

Tabelle
Z N A 4E i Yi Epym Ver- Hexp Hschm
[(MeV] [om] gleichs- [om] [nm]
Kemn
1545 0,00 —1,91 SHe, —2,13 —191
L2 2 %He {1 P 000 27 3H 298 2,79
5% s » 12 » >
1PN 037 —1,54 $Be;, —1,18 —191
1p3P 036 337 B, 2,69 3,79
2.6 6 MC 86 1p¥N 050 013 1 0,70 064
1pkP 050 035 BNg (—)032 —026
o8 8 MO0 £ 046 —1,34 2IM 0,86 —1,91
. 1ds N ¥ -1, g5 —Y — 1
414 14 BSE259 {ld%P 045 413 AL, 364 479
5. 14 16 3gi 204
6. 16 16 ¥ 320 14¥N 054 046 338, 064 1,15
7. 16 20 S 44 1d§P 032 046 3L, 0,68 012
8. 20 20 4%Ca 0
9. 20 28 %#Ca 56 I1fiN 026 —1,70 #%Ti,, —110 —191
1f3P 049 500 3$ICo,, 465 5,79
10, 28 28 S6Nj 45,5 {1 FEN 054 063 $37Zny 0,77 1,37
1/4P 0,54 1,76 0,86
124N 033 —1,58 8Sr, —1,0 —191
11, 38 50 88r 129 {lg%N 0,36 1,09 1,49
1g3P 045 241 1,72
18P 044 613 Llng 553 6,79
12, 58 82 10Ce 10,2 {mlg-zv 030 —1,62 3Cel —05 —1,91
1hEN 0,33 122 1,57
Ih% P 054 685 7,79
13, 82 126 208ph 59,1 { 13N 048 —1,25 %Hgl, —1,03 —191
1h§P 055 3,58 2WBiy 408 2,62
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Figs. 2—4. Einteilchenenergieniveans. a Mit phdnomenologischem Einteilchenpoten-
tial ohne LS-Term; b bei Hinzunahme der Aufspaltung durch den OPEP chne
Paritdtsmischung; ¢ Aufspaltung durch OPEP mit Paritiitsmischung; d Aufspaltung
durch phéinomenologischen LS-Term (kurze Striche sind Niveaus, die rechnerisch nicht
behandelt wurden). Die gestrichelte Linie bezeichnet die Fermigrenze
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Fig. 4

Produktfunktion. Wenn man die projizierten Funktionen variiert, wird
man ecine von null verschiedene, sicher aber kleine (Kapitel 11b), Pari-
tatsmischung finden.

In Fig. 5 haben wir magnetische Momente fiir Kerne in der Nihe von
“°Ca dargestellt. Die Kreise bedeunten experimentelle, die Kreuze
berechnete Werte. Sie wurden aufgetragen gegen Z bei dem Protonen-
niveau, gegen N bei den beiden Neutronenniveaus. Die kleinen Zahlen

u{nm}
. 1a%, P 143, N 14 7y N
] 5 g .
3 1 w3 1
815
1% e
16 %
2 A -0 0
1418 F-1 E2 -1
* o8 @ x 28
o2 o220
20% 200 020
Ha 0 \
0-‘ 1) 1 1 L] E -,zl 1 1 1 1 1} 1 1) 1 1 1 1 1 1 "2
16 18 20 15 18 20 20 22 24 26 28
Z N N

Fig. 5. Magnetischec Momente fiir Kerne in der Nihe von %°Ca. Kreise bedeuten

experimentelle, Kreuze berechnete Werte, Aufgetragen gegen Z (bzw. N). Die

kleinen Zahlen neben den Punkten bedeuten dann & {bzw. Z). Die horizontalen Linien
sind die Schmidtwerte
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neben den Punkten bedenten dann N bzw. Z. Die horizontalen Linien
oben und unten bedenten die Schmidtwerte. Wir sehen, daB der Gang
der theoretischen Werte mit Z und N sebr got mit dem der experimen-
tellen Werte iibereinstimmt, was die Paritdtsmischungstheoric vnter-
stiltzt. Insbesondere weist das Experiment darauf hin, daB die Paritiits-
mischung fiir *°Ca wirklich sehr klein ist. Ebenso sind die magnetischen
Momente von Kernen in der Nihe von *He und !0 nicht weit von den
Schmidtwerten.

V1. Zusammenfassung

Dic Annahme von reellen Mischungsparametern (in den von uns
gewihlten Phasen), wie sie die direkten Terme liefern wiirden, fiihrt
wahrseheinlich nicht zn einer merklichen Parititsmischung. Fiir imagi-
nire Mischnngsparameter machen dagegen unsere Ergebnisse eine groBe
Paritétsmischung sehr wahrscheinlich. 1n diesem Fall wird die Mischung
bei lokalen Kriften vom Aunstansch allein geliefert, und langreichweitige
Krifte liefern den Hauptanteil. Damit scheint unsere Annahme, daB
nur der OPEP selbstkonsistent behandelt wird und alle anderen Kréfte
durch cin phinomenologisches Eink&rperpotential ohne LS-Term simu-
liert werden, eine annehmbare Niherung zu sein.

Im Rahmen eines Variationsverfahrens bestimmten wir fir leichte
und schwere Kerne die Amplituden der Mischung von Einteilchen-
zostinden mit derselben Hauptquantenzahl n'=n (ebenso j'=j, m'=m,
¢'=t), aber verschiedener Paritiit (' =1=2j—I=I+1).

Die aunsschlieBliche Zolassung der Beimischung mit »'=n in der ge-
withlten Basis ist sicher keine gnte Niherung. Sie geniigt aber, um
wesentliche Folgernngen zu ziehen, da eine gréflere Freiheit der Mischung
die Parititsmischung lediglichb vergroflern kann.

Wir finden bei der realistischen Kopplungskonstanten des QOPEP
f=1 cine Anfspaltung der Energieniveaus, die qualitativ nund quantitativ
der LS-Aufspaltung des Schalenmodells gut entspricht. Die Abweichung
der magnetischen Momente von den Schmidtwerten wird nur tejlweise
quantitativ geliefert. Wir glauben, daB eine Verbesserung der Niherung
SJ=n* anch diese Werte zum Teil betrichtlich verbessern kénnte.
Im Gegensatz zom reellen Fall finden wir durchweg ndherongsweise
gleiche Ortspinfunktionen fiir analoge Protonen nnd Neuotronen. Fiir
die Kerne *He, '%0, *°Ca fanden wir als Ausnahme keine Paritiits-
mischung. Fiir diese Kerne wiirde man nur dann eine kleine bzw. sehr
kleine Mischung finden, wenn die auf definite Paritit projizierte Produkt-
fonktion variiert wird. Von diesen Ansnahmen (und vermutlich benach-
barten Kernen) abgesehen glanben wir, daB der Effekt im ganzen
periodischen System kontinnierlich verlduft vnd iiberail die Paritiits-
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mischung grof ist. Dann ist auch die nicht projizierte Produktfunktion
eine schr gute Niherung, um Matrixelemente von Einteilchen- und
Zweiteilchenoperatoren zo bestimmen.

Ich méchte meinen Dank ausdriicken Herrn Prof. BLEULER, weil ich diese Arbeit
seiner Initiative verdanke, und Herrn Prof, HucueNmv, der mir die Mbglichkeit ge-
geben hat, sie zu einem erfolgreichen AbschluB zu bringen.

Dem I1M Bonn und der Ecole Polytechnique Lausanne sei gedankl far die Er-
laubnis zur Benutzung ihrer Rechenmaschinen.

Anhang A. Definitionen und Hilfsrelationen
fiir die Behandlung der Matrixelemente
a) Einpionaustauschkraft und Multipolentwicklung

Die Mehrzahl der vorkommenden Relationen steht in den giingigen Biichern fir
Quantenmechanik und Kernstruktur (2B, pDE SHALIT-TALM1I und Dawypow) oder
lassen sich leicht hertleiten.

Wir haben fir die Einpionaustanschkraft (OPEP):

W(x—x')=4—1n_f2#%(.”') [(aa')+S’,2 (1+%+%)] i

¥
2 —,u|x x'[ (A'l)
- =L enEnE
mit
3(a(x |;))£a|2(x x") —(ad)
und

y=plx—x'].

Dabei isl £=0,7067 fm~! die Masse des z-Mesons in natirlichen Einheiten (e=A=1).
fist die rationalisierte Kopplungskonstante der Pion-Nukleon-Wechselwirkung, Dem
Wert

2

2——=
gl =—=0,08

entspricht f=1,0.
Wir fahren eine Multipolentwicklung durch:

=T w1, )P (e0s0)
4r (A.2)
=; L+l w.(r, ) § Y@ Y, (2).

28 Z. Physik. Bd. 203
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Nach WatsoN'2, §. 366, ist

2L+1
, /re
wi(rr)= 21L+1

Vre

Wir definieren die Funktionen i; und &; durch

Iy Ky ur)y fur v

iL(")=I—/1? Ip+4(ur) und kL(")=l—/1? Kpegur)

und erhalten

QL+Di (k. (7 fur r=r
(QL+1)i (#k, (r) fir r=
Man erhilt explizit (s. WATSON2, S, 80)*

1 [prs (/4!

au r L STty

_ 1Lt -—,urL (L+J)r
=T e ,gojl(L-j)!(zpr)f]

1/ 2 1.3 (L+j)! L+2j+1
_]/ AE T2 jgo(2L+2j+1)!j! ()
Tie_,,, o (L)
2u r Ao i L-)Qury

WL(P",F’)E {

IL(")—V

und

ky(r)=

Weiterhin haben wir

(aF)= ai—z —(LS)= {a — (- S)}
mit
(ox)

r

o=

b) Winkelfunktionen und Spin
Wir benitzen Spin-Winkelfunktionen &, Jrs definiert durch

+
¢lj m(ss (p)m —Z_*(%S Im _Slj m) -Yl'm—s('gs @)Xs '

Ipay(er)Kpyy(ur) fur r'gr.

(A.3)

(A4)

(A.3)

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)

* Der zweite Ausdruck fiir #; (r) ist fiir hohere L erheblich ganstiger fiir die nume-

rische Rechnung,.

12 Watson, G.N,: A treatise on the theory of Bessel functions. Cambridge: Uni-

versity Press 1958,
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Die Y}, sind di¢ Kugelfunktioneo von ConooN und SHORTLEY und die x, Spinfunk-
tionen, In der zweitkomponentigen Schreibweise [ir den Spin haben wir

i 0
n=(o) 2-=(3): (A10
Es gilt

I’ D=1+ 1) Dy, 72 D =jG+ DDy L Pyp=ma;,. (All)

Weiterhin gilt
§ d’f:’m(ﬂ) Pry w{(2)dR=0;y 5;‘;' Ot m
und

T¢Ijm=(—1)j+l_md’lj—m’ (A.12)

Wir definieren die Projektion voo o auf x

_{ex) {( cos§ e'”’sinS)
I T\¢®sind  —cosd (A-13)
Fur o gilt
co=1, (eco)=—0, {A.14)
Ho+oll=0, (A.15)
ad’l}m:gpl_jm (A16)

mit I=2—I=1+1.

Fir die @;,, haben wir folgende Ausdriicke hergeleitet, die fiir abgeschlossene
Schalen wichtig sind [die Ausdriicke (A.17) bis (A.22) gelten fir gleiche Argumente
von @ und ¢*]:

Lt jt+1
Z ‘d)ljm (pljm:—z?_: (A-”)

m=—j

J
Z _d)fim d).ljm=0' (AIS)
m=—j
In Produktausdriicken von ¢ wie die obigen, die gleiche Argumente £2 enthalten, soll
i.a. Spinsummation verstanden werden. Wenn keine Spinsummation angenomumen
werden soll, schreiben wir ein Zeichen A . Die folgenden Ausdriicke brauchen wir fiir
die einfache Berechnung von Austausch-Delta-Matrixelementen:

i .
« _JtE 11 0)
Jn=z—j¢[JMAd)er_ 4R (0 1 (A‘]g)
und .
j ,
it+3
m__,z_j¢”m/\¢fjm:w ag. (A20)
Weiterhin haben wir
J
S B0 Piy=0 (A.21)
und T
I x j+3
R a2

28+
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Wir erhalten ffir das Matrixelement der Kugelfunktionen
§ Ok (@) Yy (D) By ()2

_ RS+ DQRLAN@j+1) (j Lj\(J L jy (A23)
=(=D* 4n (—-} 0 -}) (—m' M m)

for !4 1"+ L gerade, sonst =0,
Wir benutzen die folgenden Relationen fur die Wignerkoeffizienten

L
GV (A B o R AT M e

2 L (fa Lf1)_ 1
M‘T—:’m(—mz M m,) —my M m, =8j2js Omamy 2j,+1 (4.25)

j OJ —f_tyf—m l
(_m o m)_( 1) VAT (A.26)

und

¢) Isospin

Wir benutzen Isospinfunktionen 6,. ¢ nimmt den Wert 1 fiir Protonen und — 1 far
Neutronen an. In der zweikomponentigen Schreibweise fiir den Isospin haben wir

a,:([l)), a_,=(‘1)) bzw, 0=%(if:) (A.27)

Mit diesen Funktionen ist

%(1—:#) fiir a=1

0¥z, 0, = _%(:—1') fiir a=2 (A.28)

1
F(+1)  fir a=3,
wobei r_ die Paulimatrizen fir den Isospin darstellt. Bei der HE-Methode brauchen
wir fir die direkten Terme
> *
*
Z (91[ Tﬂ 9“) (Ofk Tﬂ olk') = t! rk 6"‘ 1) (A'29)

a=1

und [iir die Austauschterme

3
Z,I(B: TaPy) (07 0)=2 (B ~1:1)8,,,,.. (A.30)
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d) Die partielle Integratian

Um die Matrixelemente des OPEP zu berechnen, benutzen wir eine Relation, die
einer partiellen Integration entspricht, d.h. wir bringen durch Anwendung der Green-
schen Formel dic Gradienten von der Kraft auf die Wellenfunktionen. Wegen der
Singularitit der Kraft bei | x—x’|=0 sind die beim Matrixelement vorkommenden
Integrale uneigentlich. Wir definieren das uneigentliche Tntegral wie dblich dadurch,
dal wir im Integrationsgebiet eine Kugel um die Singularitit mit |[x—x'[< R, R>0
ausschneidcn und dann R gegen 0 gehen lasscn. Es crscheint ein charakteristischer
Zusatzterm, der dem Matrixelement einer -Kraft entspricht. Im Falle des OPEP ist
sie negativ gleich der bei HuLTHEN? erscheinenden 8-Kraft. Fir imagindre Para-
meter £; hebt sich der Zusatzterm weg, genauso wie jede §-Kraft in diesem Fall keinen
Beitrag zur Parititsmischuog liefert. Vektorea schrciben wir nun in Komponenteoform
und benutzen die Einsteinsche Summenkoavention.

Wir beweisen die folgende Formel

N Flx=x|) ,
”A"(x)B"(x)axfa,; =] dx'dx

i az;ix) a?ikx) F?Ixx_ xll) P dPx—  (A3D

AT F ) A () B dx

Beweis. Wir betrachten zunichst Integrale Giber den ganzen Raum mit Ausnahme
einer endlichen Kugel mit dem Radius R, Mit Hilfe von zweimaliger Anwendung der
Grecnschen Formel, zunichst beziiglich x, dann beziiglich x erhalten wir:

n @ F(lx=x]) ,
|I_ylHAi(x)B,&(x)a__a_;‘ P dPxd*x
84;(x) 9B (x") F(lx x l) P
Ix =|zR ax ax;‘ Ix xi
3 F(lx—x'])
- .” A;(x) B, (x )6x _Ix—xrl_

|x—x'|=R
6Bk F{|x—x
b g1 e S8 FUxos
|x—x'|=R Ix—x |
Dabei soll die Flichennormale, die wir unten mit »; bezeichnen, immer vom Mittel-
punkt der Kugel nach aullea zeigen.

xdx

(A.32)
dfy d*x+

D ar s, R>0.

Wir haben (
8 F(lx—=x I) )
|x—x":|=RAi(x)Bk(x) ax, “l—x—xTT— df,
=A4,(x) (FRR)=RF'(R)) § By(x")n;n, d&’
s FO) A, B(x) § myn, 4@’ —ﬁ F(0) 4,(x) B(x)

13 HuLTHEN, L., and M. Sucawara: Encyclopedia of Physics, Bd. XXXIX, S. 19.
Berlin-Gottingen-Heidelberg: Springer 1957.
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und (
9B, (x") F(lx—x'])
Ir-—xj'.l—RAi(x) dx}: Ix—-x’l dfi
= 9B(x) RF(R)§ A(x)n,dQ
dx;
s i%i‘;ii)_fz F(R) 4,(x'}§ md2=0.

Durch Grenziibergang mit R—0 geht also (A.32) in (A.31) dber, g.e.d.

Bei dem Beweis haben wir vorausgesetzt, daB F{r) iiberall stetig und zweimal stetig
differenzierbar ist. Weiterhin seien dic Vektorfelder 4,(x) und B (x) stetig und einmal
stetig differenzierbar. Dicse Voraussetzungen sind bei unseren Anwendungen erfiillt.

Anhang B. Matrixelemente des QPEP

i se_i ¢ine Zusam@cnl‘assung der Quantenzahlen sy, f;, j;, m;, t;. Weiterhin sei
i=(n L mpt) mit L=2j;—! =1+ 1. Die Zustinde |7} entsprechen den Wellen-
funktionen

qol(x)__ gm ign(r) ¢Imm;(‘9 (P)Hu: (Bl)

wobel gn,1,n,(=g;(r) dic mit Ig}(r)=1.normicrten Radialfunktionen darstellen,
(Entsprechendes wie fiir 7 gilt fiir k) Zusitzlich zu den Definitionen von Anhang A
fihren wir ein:

B =2 8()=Gi= 1) Qi+ )+ ) (8.2
und

Di(N=g:(") g(N+a g
=%(gi(r) 8x()~ (8.3)

1. , . .
—— [UGi=1) @+ D+Ge— 1) Qi+ D] g & ().
Mit den Formeln von Anhang A bekommen wir fiir dic PHF-Matrixelemente des
OPEP
1. Z(i,leli,k'):O, (B.4)

f* 25 +1
2. E|W|K,i>= !
Z(‘ [ WK, )= ? pye

X(I ififk)omyéj,‘;,‘,(s B e X

My Mg Vg by

. Ly 2
X{ z [H Dy (1) Dis(r) wi(r, r')dr'dr-( i’:} é‘ii) ]-—(B.S)

L+ix+L
ungerade

-3 IO B0 8 dr},
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: T f? 2j+1
3. XKWL= i _-%T’i 101, 1 O 1 o Oome - Ot X
my

x {” % (8:(r) &:(r)) '567 (8.0 g (rNwo(r, r)dr dr—  (B.6)
L1t e 80 80 8@ dr},

L doIN fz 2J'i+1
4. ij(:,le]k,:)— et

3 1
X (I 34 tk) 51;; b 5}1 Jwr amk g 5tk ter X

{3 [patrmaervanmavar(% E) e @

h+ig+ L
getade

T 20 809 807 8 0) dr} .

Im Falle der imaginiren Parameter bleiben fiir die parititsmischenden Matrixelemente
nur Austauschterme stehen., Zugleich verschwinden die Summanden mit den einfachen
Integralen, die als Matrixelement einer 5-Kraft gedentet werden kénnen. Wir erhalten
mit der Definition (40) fir die in Gl. (32) und (45) vorkommenden Ausdriicke

YA~ Al ==Y (G k| Wk, 1> =i k| Wk, 1))

S i+t (31
“F A e

; i\ 2
x{ $ [5Pu@ st rdrar (B T )] @

Ii+ix+L
ungerade

_Z (15212 Dy watrryar ar (2, ¢ i”}
gerade

Die Doppelintegrale lassen sich wegen
W (r, 7= (2L+1)i (r) k(v fiic r=r
O ITNRL+ D) ig(rY ey (n) fiic rFEr

anf einfache Integrale reduzieren. Es ist nédmlich

§ 1Dy Dy 0y wotr, 'y dr’ dr
4] Um r @ . (B.Q)
=]D:() [kL(r)ai D, ()i (rydr +iy() | Dy () k() dr’] dr.

Druck der Universititedruckersl H. 8tiictz AG., Wirzburg



