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] mathcmatiques sévéres, je ne vous ai pas oublides,
depuis que vas savantes legons, plus douces que le
eniel, fltrérent dans mon coeur, comme une onde
rafraichissante.

Comute de Lautrtamane

Avant-propos

Au printemps 1989, dans le cadre du colloque de I'Institut de mathématiques,
Daniel Barsky nous présenta les remarquables propriétés de congruences que vérifient
les polyndmes de Legendre. Etablies & I'aide de la théorie des groupes formels
par T. Honda, les congruences en question trouvaient, dans cet exposé, une preuve
élémentaire qui fut le point de départ de nos recherches. Comprise, puis généralisée,
la démonstration de Barsky constitua 'outil de premiéres investigations visant d’au-
tres familles classiques de polynomes.

Au travers des résultats établis pour les polyndmes de Tchebychev, de Bernoulli
et d'Euler, nous vimes bientdt nos efforts récompensés. Touiefois, le caractére cal
culatoire des méthodes utilisées rendaient oos démonstrations particuliercment in-
digestes. Celles-ct se décanterent & la lumiere de deux théorémes: le Lemme de
Péquation fonctionnelle et le Théoréme des accroissements finis p-adiques. Le pre-
mier, emprunté a la théorie des groupes formels, est un résultal purement algébrique
(voire combinatoire) de Hazewinkel, qui permet d’impressionnants raccourcis dans
certaines manipulations de séries formelles. Comme son nom I'indique, le second
énonce le succédané p-adique du principe des accroissements finis (réel]. On le doit
a Alain Robert. Aussi, les raisonnements exposés dans cette thése se distinguent-ils
souvent par ['alternance d'arguments algébriques et analytiques.

Outre certaines conventions de notation ainsi que la présentation d’¢léments
d’analyse p-adique et de théorie des groupes formels, le chapitre introductif a pour
vocation essentielle de mettre en place et d'énoncer les deux résullats auquels nous
venons de faire mention,

- Nous consacrons le chapitre 1 A toutes les généralités qui concernent une famille
de polyndmes satisfaisant a la relation de congruence dite "de Honda”. Dans ce
cantexie, la méthode mise & V'épreuve des polynémes de Legendre par Barsky, prend
la forme d’un théoréme (du méme nom).



Le chapitre 2 traite du cas particulicr d'une famille de polyndmes d'Appell. Nous
v développons une méthode s'appliquant, de fagon concluante, aux polyndmes de
Bernoulli et d'Fuler. Sans prétendre & une entiéee originalité, nous présentons des
preuves p-adiques de certains résultats relatifs aux nombres de Bernoulli. Accessoire-
ment, nos caleuls nous donnent 'occasion d'améliorer sensiblement un théoreme de
J.-L. Brylinski sur les polynémes de Gegenbauer,

Le chapitre 3 est complétement dévolu & P’étude des polyndémes de Tchebychev
de premiére espece. L'établissement de la fonction aresinz en tant que limite d'une
sous-suiie particuliére de ces polynomes en constitue le point fort.

Finalement, P’approche que nous faisons, dans le ¢hapitre 4, des pofynomes de
Legendre par l'intermédiaire de ceux de Coster, apporic peut-étre un nouvel éelairage-
aux travaux de Houda , Landweber et Yui.

La présente thése a vu le jour grace a un travail d'équipe. Toute son élaboration
a benéficié de I'émniation du Groupe d’analyse ultramétrique de i'liniversité de
Neuchatel. Je tiens a exprimer toute ma gratitude 4 Alain Robert, mon directeur de
thése. Ses précieux couseils, ses encourdgements inconditionnels et sa disponibilité
de tout instant m'ont permis d’effectuer quatre années de recherche dans des con-
ditions optimales. Je n’oublierai pas son art d’agrémenter les pauscs-café de petits
exposés mathématiques, dont chacun valait bien une demi-journée de lecture atten-
tive,

Mes remerciements vont aussi a Christian Vonlanthen: 1'ami avec lequel j'ai com-
mencé mes études et partagé quatre années de collaboration fructucuse, au cours
desquelles je I'ai vu jouer les roles d’auditeur, de correcteur, de consciller et méme
patfois celui de psvchanalyste.

Ma reconnaissance s’advesse particulierement a Daniel Barsky, tout d’abord pour
m’avoir inspiré le sujet de cetle thise, puis pour son invitation & présentier mes pre-
miers résultats au Groupe parisien d'analyse ultramétrique et finalernent pour avoir
fonctionné en tant que membre du jury.
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The theory of Groups it & branch ¢f inathematics
in which one does someching to something and
compares the result obtained from doinr the
same thing {o something else, or something else
to the same thing.

J. R, Newmann {The World of Mathemnatics}

INTRODUCTION

Quelques principes d’analyse p-adique

Soit p un nombre premier; en accord avec les notations de Y. Amice 2], Z, désigne
’anneau topologique des entiers p-adignes, Q, = Frac(Z, ), le corps des nombres
p-adiques et C,, le complété de la cléture algébrique de Q,. La valeur absolue sur
Z,. Q, et C, est normalisée par |p| = 1. Nous rappelons! ici, quelques principes

fondamentaux qu'entraine le caractere uftramétrique de cette valeur absolue.

Considérons une suite {6n}p0 dans K, corps valué ultramétrique complet. Le cas
typique X' = C, va nous intéresser.

La suite (.)apo est convergente si et seulement si [ayy; — aq| — 0 lorsque n — co.
De méme, la série -, 0 a, converge si et seulement si son terme général a, tend vers
0, et si ceci est le cas, alors

Z an| < sup |@.] = max|@aa].

nx0

il en résulte que la série de puissances f = ¥ ,»0 @nz” posséde un rayon de conver-
gence ry caractérisé par le fait que

T 082" converge pour |z| < ry et diverge pour |z[ > ry.
Ce rayon de convergence est donné par
0 vy =supft: aut"] = 0} < o0

ou par la formule de Hadamard

1

"= fim sup |ag [V '

Par exemple, la série de pulssances

log{l +z) = Z

n>l

(_1)n+l o

n

1CH. par exemple {2}, [33], [36].



convarge pour [x} < rypy = 1, tandis que le rayon de convergence r, de la série

exponentielle
n

z
exple) = 3 5
o 7!
. . 4
est égal & r, = |p|FT.
81 le coefficient général a,, de la série de puissances f = T nzo anz" tend vers 0 lorsque

n — co (on dit dans ce cas que f € C,{z} 'anneau des séries formelles restreintes),
alors la norine uniforme || f|i de { est donnée par

il = op 1fz)l = maxlaq|.

Le théoréme des accroissements finis p-adiques, résultat dit & A. Robert [32], occupe
une position centrale dans cette thése, eu égard au nombre de simpiifications tech-
niques qit'il permet,

Théoréme des accroissements finis p-adiques. - Pour une séric formelle res-
treinte f(2) = Fano aaz™ € Cp{z}, on a

1) = S S A - e -l
dés que
1
lz — y| S re=IplF.
Preuve?.- Puisque a, — 0 lorsque n — oo et que |»| < 1 pour tout entier n, on a
DA == 7]l = supinea| < suplaa| = [I£]-
L'opérateur de dérivation, D : f — [’ est de norme 1. La fornule de Taylor.
cenirée en x = y — 1, s*écrit alors
’ =
flett)=f(z)+ fl2) 1420 = 5 D"f(z) =-
n>G¢ .
Ainsi

D

) 0sten =172

flz ) = f(z) = (° - mz)=t-(“

On doit établir que I'opérateur

#Nous reproduisons ici ln preuve de [32).



bien défini sur C,{z}, a une norme < 1. Pour |i| € r,, on vérifie que
n—Sgfni
It < < p T =l

de sorte que [t~ /nl| < 1 dans le disque fermé [t| < r,. De plus, si f € C,{z} a
tous ses coefficients eutiers, alors |[f|| € 1 et il en est de méme de y = f*. Ainsi

D" gll < 1, 1D 'gll 0,

ce qui achéve la démonstration.
Alternativement, puisque

%Dk.r" = (:)I““k, (n20).

on en déduit [|DF/EY <1 et

tn—l tn-

Dﬂ“l

n!

_ i Dnl.
‘_ﬂn (n—l)'

Pour montrer que ||T|| £ 1, il suffit de montrer

t"_l n—|

S0 et <.

n
L'inégalité pour n = p requiert déja |{| < r. et si elle est satisfaite. toutes los

conditions sont remplies! [ ]

Remarque.- L'application de ce théoréme a la fonetion f{z) = z°, enz = 1, montre
que
1447 — 1] <)t} |p] dés que [t <~

Mais cette inégalité doit étre remplacée par
[(1 42 =1 < |t (avecégaliié sip = 2),
lorsque v, < |t} € 1. En eflet, il existe s{t) € Z,|t] tel que
(14 60 = 1+ 7 + pta(t);
si bien que, pour r, < Jt| £1,0n a
i1+ 2 = 1] = max {171, 18l - ()1} = P,

(avec égalite si p = 2, car dans ce cas, s(t) = 1).
Ceci montre que le rayon r, de convergence de la série exponentielie lnite le domaine
de validité du théoréeme des accroissements finis p-adiques.



Eléments de théorie des groupes formels

Conjointement aux quelques principes élémentaires d’analyse p-adigue exposés plus
haut. nons utilisons des techuiques purement algebriques empruntées a la théorie
des groupes formels. 1l convient donc de citer hrievement les définitious ct exemples
fondamentaux de ceite théorie. A cet effet, nous nous inspirons du chapitre I du
livre, tres complet, de M. Hazewinkel [18] traitant du sujet®.

Dans la suite, A désigne un anncau commuiatil 4 élément unité I # 0.

Définition. Une loi de groupe formel de dimension 1, sur 'annean A, est une série
formelle F{z,y) € A[z,y]), telle que

al Flz,y) =+ ymoddegré?2 ;
b) F(F(z,y),z) = Flz,Fly,z)) .

Side plus, F(z,y) = F(y,z), alors F(z.y) est une lot de groupe forinel commutatif.

De 1a propriété a), il suit que
F(z,0)=z et F{0,y)=y.
D’autre part, on peut facilement démontrer I'existence d’une unique série formelle
i(x) = —z mod deg 2,

telle que
F(z,i{z))=0.

Remarque.- 1l faui voir daus le concept de loi de groupe formel, un procéde qui
permet la coustruction de "vrais” groupes. A titre illusiratif, considérons un anneau
local A d'idéal maximal M. La filtration M-adique

ADMDOMID ...

munit A d'une structure d’anneau topologique. Supposons gque M, M™ = {0} et
qu'en plus, A soit complet. Dans ces conditions, F(z,y) devient série convergente
dés que z,y € M. Aiusi, F définit une nouvelle loi de groupe sur A/,

Dans un langage catégorique, cetle "machine” de coustruction définit un foncteur
covariant F - le groupe formel associé a la loi de groupe formel F{z, y).

Nous commettrons ['abus, de ne pas apérer la distinction entre le groupe formel F
et la série formelle F{z,y) qui lui est associée.

3La lecture de U'appendice 2 (p. 354-379) de [31) est également & conseiller.



Exemples de lois de groupe formel
a) Gu(»,4) =z +y: laloi de groupe formel additive;

b) Gui{z.¥) =1+ y + 2y : le groupe formel multiplicatif, pour lequel
14 Gm(z,y) = (1+ 21 +y);

c) La formnle d’addition de la tangente hyperbolique donne heu a la loi de groupe

forinel
T+y
1

= tanh (Lanh'l(x) + tanh'][y)) .

Définition. Soit F(z,y) et G{z,y) deux lois de groupes formels sur 4. Un homo-
morphisme F{z,y) — G(z,y) est une série formefle h(z} = hyz + haz*+- - € A[[z]],
sans terme constant, telle que

h(F(z,y)) = G(h{z), A(y))-

L’homomorphisme h(z) : F(z,y) — G{z,y) est un isomorphisme, sl existe un
homomorphisme k(z) : G(z,y) = F(z.y) tel que

hk(z)) = z = k(h(z)).

Si, de plus, hy = 1, alors h{z) est qualifié d isomorphisme strict. Denx lois de groupes
formels sont dites (strictement) isomorphes s'il existe entre elles un isomorphisme
(strict).

Remarque.- On établit aisément que 'homomorphisme k(z) = bz + hyz® +-- - est
un isomorphisme, si et seulement si h; appartient au groupe A™ := L(A4) des unités
de A.

Exemple.- $) 'on considere, sur A = Q, les séries formelles

E(z ).._exp[:c)—l'—z-—-—

n)l
Kz) = log(1 +2) = 3 S 1)“.
n2l
alors
- E(z) : Calz.y) — Gnlz.y)
et

L{z) : Culz,y) — Gaulz,y)
définissent deux isomorphismes stricts inverses I'un de V'autre. Autrement dit, les
groupes formels additifs et multiplicatifs sont strictement isomorphes sur A = Q



(remiarqnons que ce n'est plus le cas, par exemple si A = i est ua corps de carac-
téristique uon nulle).

Nous avons souligae, plus haut. Pimportance fondamentale que revét le théoréme
des accroissemnents finis p-adiques dans notre propos. Parallelement, le lernme de
P'équation Jonctionnelle de M. Hazewinkel [13] constitue notre second puissant outil.
Il permet d'impressionnants raccourcis dans les manipulations formelles tendant
A établir certains résultats d’iniégralité, tels les théorémes de Dieudonné-Dwork
(proposition 1.2.2) et de Barsky {théoréme 1.3.1).

Lemme de I’équation fonctionnelle de Hazewinkel. Soient A un sous-annean
d’un annean K, I un idéal de A, p un nombre preinier. g une puissance de p.
o : K — K un homomorphisme d’anneaux et (s;);>; une swite d'éléments de K.
Supposons que ces “iugrédients” remplissent les conditions suivantes

pel;

2) s CApourtounti>];

3) of{a) =« mod ! pour tont a € A ;

4} I"bC 1 = Fo(b) C 1 pour tout b€ I et tont r enticr.

Pour g(x) € Al[x]), convenons de noter f,(x) la série forinclle solution de 'équation
fonctionnelle
Jol2) = gla) + L sialfy (7).

izl

(o0 62f(£) = Lnzy o'(an)z” si f(z) = Lz anz").

Soient etrcore

g{#) = 3 guz” € Allz]), avec g1 € A” et h(z) = T haz" € A[fz]).

Y azl
On a alors

(i) Fylz.v) = J7' (5 (2) + fol9)) € Allz, 9]} et donc. Fplz,y) définit une loi de
groupe formel sur A ;

(i) £ () € Allz]] ;
(i) Il existe k{z) € A[[z]] telle que f,(h{z)) = fulz) ;

(iv) Soif a{x) € A[[z]] . B(z) € K[[z}] et r > 0; alors
a(z) = Blr) mod [T A[[z]] si et seulernent si fyla{z)) = f{B(x)) mod 1" A[[z]].



Preuve.. Cf. [13]. p. 9-13.
Remarque.- L'équation fonctionnelle
fle)=g(n)+ Y 50’ f, (.r”)) .
iz

se traduit par une formule de récurrence pour les coefficients de sa solution f,(z).
Plus précisément, si :

glet =Y g™ el flz) =), fu2".

nzl n2l
alors

fo = gn 8i q ne divise pas n:
T g+ T sief (f,,,u,,.) sin=mq" avec r 2 | et ¢ ne divisant pas m.

Définition. On appelle "tvpe™ de I'équation fonctionnelle. la donnée des ingrédients
K. AL q,(3)m:. o apparaissant dans i'énoncé du lenmne de I'égnalion fonction-
nelle. Par abus de langage, on dit qu'une séric formeile est du type de Péquation
qu'efle vérifie.

Corollaire. Si f1{z) et f{x) sont deux séries formelles de méme type et si. de plus
R19), £(0) € A7, alors

h=fi'o St Filz.y) = Fale.y)
{ ot Fi(z.y) := fT{filz) + fily)) ), est un isomorphisme de groupes fornels, qui
est strict si et seulement si f3(0) = f(0).

Preuve.- Le point (1) du lemme de I'éguation fonctionnelle établit que h(x) € A[{z]].
Corame f;(0) et f3(0) sont des unités de A, & est inversible, au sens de la compesition,
dans A[[z]]. En outre

hoFi(z,y) = f7'ofio fiH{A{2)+ fily))
= {2 + A)
= F(A(x), Aly)).
Finalement A{z) = x mod deg 2 . si et seulenient si f5(0)7 - f{(0) = 1. L

Bien que fe lemme de 'équation fonctionnelie soit lo fait de M. Hazewinkel, il cou-
vient de citer la contribution {parallele et indépendante) de T, Honda. Dans son
acticle: “On the theory of commutative formal gronps™ [20], T. Honda développe



une théorie basée sur des méthodes non commutatives de calcul de séries formelles.
H y démontre alars, pour le cas particulier d’un corps & de caraciéristique 0 inuni
d'une valuation discrete, des résultats correspondant aux quatee points du Jemme
de I"équation fonctionnelle. Le wérite de M. Hazewinkel est d'avoir su établir un
énoncé tout a fait général et, partant. d’application plus vaste.

Pour notre part, nous n'étudierons qu'un type bien particulier d'égnation fonction-
nelle (dont nous empruntons la denomination & T. Hondn) : le type p— T, qui fait
Pobjot du chapitre I.

Notation.- Lorsqu’il s’agira, dans la suite. de nons référer au "Lemme de P'équation
fonctionnelle”, nous le ferons a I'aide du sigle abréviatifl: "LEF”.
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C'est la grande géncralisation, limitée par un
un heurerx cas particulier. qui fail la conceplion
frictueuse,

A, N. Whitehead

Chapitre 1

LES CONGRUENCES DE
HONDA

1.1 Letypep-—-T

Dans toute la suite, les ingrédients I, . {5i)ip1, intervenant dans Iénoncé du LEF
seront fixés ainsi

I=pA.g=p, s ==,s=0pour tout i >2.

1
P
Définition 1.1.1 Une série formelle fo(2) € K[[z]] est de type p—T (sur A), si
elle vérifie 'équation fonctionnclle

f(z) - :;O-fg(z”J = (=), (1)

pour une certaine série formelle donnée g(z) € A{[z]].

Soit maintenant 4 = Zg,y, K = Q ¢t o = idg. Considérons les séries formelles

' h(z) =z,

Zinal=t ﬂrir“ si p est impair;

) =

211 impair %(mn - :[:2“) si rP= 2.
Proposition 1.1.1 Si fi(z) et fi(x) désignent les solutions de Uéquation fonction-
nelle (1) de type p — T avec second membre égal 4 €(x), respectivement h{x), alors

felz) = log(l + 2)

ef

n
¥

fulz) = H{z) = 2 =

ul
nyo P

11



LES CONGRUENCES DE HONDA

12 Chapitre 1.
Preuve.- Ona
g1 +2)= 3 Sy 3 I (2)
(np=1 P a3l
By 2 ”"’H . ()

np n21

-:;log(l+u:”)= 3

(n.p)=1

En effectuant la soustraction {2)—(3), on obtient
( 1)np+1 - ( )n+l

(_1) n+l
+
Z n [n§ 1 np

b ] _ (_l)np-H Inp’_

z"F

log(1l + =) — ilog(l + z%)

51 p est impair, les coefficients des deux derniéres séries du membre de droite de

Iégalité ci-dessus s'annulent, de sorie que

Z“ " = f(x).

{r,pl=1

log(1 + ) - lp log(1 + 2%) =

Par ailleurs, si p=2, alors
1
log(1 +x) - Slog(1 +27) = 5 -;- - Z ‘;— o(z).

nimpair

Finalement, pour la série formelle H(z), on a

;.'{(:r)—%H(::’ Z——-—;} = —x:h(.a:).

azo P"
=

La série formelle L(z} := log{1 + z), qui joue bien plus que le role de simple exemple
dans la suite de notre propos, engendre le groupe formel multiplicatif, par la formule

Gmlz,y) = L7 (L{z) + L{y))-
Cette propriété motive la définition suivante

Définition 1.1.2 5i un groupe formel F(z,y) € Allz,y]] ¢t une série fornrelle
f(z) = x mod deg 2 sonl tels que

F(z,y)= [ (fz) + flw)),
alors on dit que f(r) est le logarithme du groupe formel F{z,y)
Ainsi, le point (i) du LEF fournit, dans un méme temps, le logarithme et la méthode
de construction d'un groupe formel sur un anneau particulier A



1.2, Applications de LEF relatives au type p—T 13

1.2 Applications du LEF relatives au type p— T

Les scéries formelles H(z) et L{x) = log(1 + r) sont toutes deux de type p — T et
donnent lieu, en application du point {i) du LEF, aux groupes formels

Gl y) = L7 L(x) + L(y)) et Hiz,y) = H'(H(z) + H(y)).
L’application du point {i1) dn LEF montre alors que
L7(H(2)) = f7'(fulx)) = exp(H{2)) — 1 € Ziy[[2],
ce qui établit la proposition sujvante.
Proposition 1.2.1 Lespenentielle de Artin-Hasse'
» r?

Ez) :=exp(w+%+z—.l+"'),
a ses coefficients dans U'anneau Zy,). De plus

Ep(z) =1 : H(z,y} — Gn(z.3),
est un isomorphisme strict de groupes formels,
En vue d'illustrer, une fois encore, la puissance simplificatrice du LEF, démontrons
une version particuliere d’un autre "tésultat d'intégralité”: le théoréme de Dieudonné-

Dwork?

Proposition 1.2.2 {Théoréme de Dieudonné-Dwork) Seit A = Z,[[t]],
K = Frac{A) et Vendomorphisme ¢ de K qui envoie { sur t7. Alors pour

Fiz)=14+az+a*+... € f\'[Ei‘.]];

série formelle @ coefficients dans K, les propriétés suivantes sont équivalentes

(#) Fiz) € All=]},
F{z) S
(#) o F () € 1+ pzA[[xj}.

! Telle que définie dans [16}.
?La vetsion la plus générale est snoneée Jdans [18].
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Preuve.- Lis ingredients A, K. ¢ (el comme fixés initialement [ = pA, 5 = ]
s = 0 powr 1 > 1) satisfont aux hypothéses du LEV. Comme o n'affecte pas les
coefficients de la séric formelle L{z) = log(l + ), celle-ci est de type p— T sur A.

Autrement dit

L(z) = fd=).
Supposons que F(x) € A[[z]]. Par le peint (4ii) du LEF, il existe une série formelle
k(z) € A[[#]], sans terme constant, telle que

fE(z) = 1) = fu(z)-

Ceci se traduit par
L{Fz)—1) - ':;J.L(F(J:”] =1} = ka2

ou encore, puisque o € End(R), par
plog(F(z)) — loglo. F2F)) = phlx) € pA[[]].
En prenant 'exponeatielle de cette derniére expression, on obtient

Flzy

+.F(o) € 14 prA((zil:

ce qui établit l'implication (1) = ().

Réciproguement, st I'on admet que

F(z)F

o F(an < ! oAl

alors
plog(F(z)) - log(e.F(z")) = pk(x} € pA([z]],

ot k(x) € A[[z]] est une séric formelle sans tetme constant. 1l s’ensuit que
1
log(F(=)) - » log{o.£ (")} = k(z);
autcement dit, la série formelle

log( F{z)) = L(F(z) = ) = fe( F(z) = 1)

est de type p— T sur A Ainsi f{ F{z)— 1) = fi{z) et. de application du point (i)
du LEF, il ressort alors que

F(z) =1 = [ (fi(z)) € A[l=]),

* done, F(z) a bien ses coefficients dans A. .
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1.3 Le théoreme de Barsky

Soient p un nombre premier. A = Zl, [ = pAd. K = Frac(4).
g=p & = ﬁ, s = 0 pour tout { > 2 et I'endomorphisme ¢ de K qui envoie £

sur (P,

Ces ingrédients qui, de fagon évidente, remplissent les conditions énonceées dans
le LEF, resteront ainsi fixés dans tout ce qui suit.

Liusage a été jusqu’ici, de résoudre I'équation fonciionnelle

,mﬂ—im@ww=gmy

relative & une série formelle donnée y(x) € A([x]] el d’appliquer les différentes con-
clusions du LEF & la solution obtenue f,(r) € K{[z]].

Renversons le raisonnement, en partant cette fois d'une série formelle *logarithmi-

que”

Ha)= 2t e K{fa]l.

=21

La question se pose alors, de savoir quelles propriétés doivent posséder les coefficients
an, pour que la série formelle f(x)-soit de type p— T, Le théoreme suivant apporte
un élément de réponse.

Théoréme 1.3.1 (Barsky {4]) Pour une série formelle

a .
flz) =3 —a" € K[(=]],
nxl n
les propesitions suivantes sont équivaleates

(i) f(x) est de typep - T ;

(i) a@n € A si p re divise pasn et
@np(t) = @5(2) = a,{t*) mod npA, pour tout n > 1 ;

{iti) exp(f(=)) € Allz]} .

Preuve.- En préambule, rappeloas que la série formelle L(z) = log{1 + =) est de
type p — T puisque ses coefficients sont invariants par o.

(i} = (i¢i}: Si f(x) est de type p — T { tout comme L(z) ), alors du point (41)
du LEF, il suit que
L7 f()) = exp(f(z)) — 1 € Allz]];
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ce qui établi (i),

(#i¢) = (r): Puisgue h(z) :=exp(f(z)) — 1 a ses coefficients dans A, alors en vertu
du point (i) dn LEF, il existe une série formelle &{x} € Af[z]] telle que '

fte} = Lh(z)) = fulz).

Ceci signifie précisement que f(2) est de typep—T'.

(i) 4 (41): Sil'on pose g(x) = Ly gaz". alors 'équation fonctionnelle

fylz) - %mf;{x") = giz),

s'écrit, in extenso

© 2oLy B o Y g

n21 n n>l n a>l

Par identification des coeflicients des puissances de 7. on obtient

a . L.

— =g, sipnedivisepasn > 1 et
Anp  G7
— L= our n 2> 1.
ap  np fnp P 2

Qu encore
@, =mn-g, sipnedivisepasn > 1 et
Qup=ay + Ap-gnp pourn > 1.
Supposer que f(x) est de type p— T revient & imposer que g, € A pour tout n > 1.
Dans ce cas, a, € n4 = A s5i p ne divise pas n el a,p = a% tmod npAd pour n 2> 1.

Reéciproquement, si 'on admet (14), alors de fait, g. € A ponr tout n 2 1, ce qui,
par définition, prouve que f(x) est de type p—T. [ |

Définition 1.3.1 Nous donnerons le nom de congruence de Honda® d la congru-
ence
anp{t) = aq(t*) modnpA

appurnissant dans 'énoncé du point (i1} du théoréme de Bursky.
Définition 1.3.2 [1i] Deus suites (an}np1 ¢t {€n)ny1 sutisfont @ l'identité de Spitzer,
5

exp (Z %m") =143 "

n>l n2l

3Par analogie avec les résultats concernant les polynomes de Legendre établis dans [21).
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Proposition 1.3.1 $i deur suites {n)np1 €t (e, )np1 satisfont & Uidentite de Spitzer,
alors

n—k
1. ne, = an+ ¥ exdacg (2 2 1);
k=1L
my Mn
al---a
2. en = ! A
ot la sommation est étendue & tous les n-uples (my,mo. ... my) dentiers

positifs tels gue my + 2m, + - + nm, = n.

Preuve®.- Posous

Sfle) = Z %;r“ et glz)=1+ Z eaZ"

a>l n21

En dérivant I'identité de Spitzer
¢(z) = exp(f(x)).

on obtient
¢'(x) = filz) exp(f(2)),
ou encore
zg'(z) = zf (z}g(2),

égalité dont le developpement en series s'éerit
Zneﬂ:c" = z anz™ |1+ Ze“a:“ R
Azt a2l nz1

La premniere relation s’obtient par identification des coefficients des puissances de z
des deux membres de cette égalité.
On trouvera une preuve de 2. daps {14], p. 73-74. n

1.4 Pseudo-puissances

Définition 1.4.1 Or dit qu'un polynéme P(1} € Z,[t] est une pseudo-puissance r
si sa dérivée P'(t) appartient @ nZ,(t].
Exemples

o Sig(t) € Z,[t], alors sa n-itme puissance P(1) = g(£)" est une pseuclo-pnissance
n (c'est Vorigine de la terminoclogie),

*Voir aussi [30]
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¢ le polvndmue de Tehebychev T,(1) := cos(n - arccos ) est une pseudo-puissance
n dans Z,[t]. quel que soit p (cf. chapitre 3) ;

e le n-ieme polyndme de Legendre F.(t) est, simultanément. pseudo-puissance
net n+1 dans Z,{t], pour toutl p impair (cf. chapitre 4).

Proposition 1.4.1 Soil ure sufte (P(1)),,, C Z,t] de polynémes vérifiant les
congruences de Honda B

Foplt) = Pa(t?) mod npZ,[t], (n > 1%
alors P,(t) est une psendo-puissance n, quel que seitn 2 1.

Preuve.- Ce résultat s'établit par indoction sur Pordre p-adique de n.
Soit v = ordy{n); si v = U, alors » esi une unité p-adique. Comme P, (1) € Z,[f]. par
hypothése, alors

PLY) € nZyft) = o]

Supposons maintenant que n = mp*, avec v > § et m premier & p. Apreés dérivation
de la congruence de Honda

Pags() = Prgens(€7) mod mp*Z ],

on obtient
Pt} S 1 Pyt () - 77 mod mp” 2, 1),

Par hypothése d'induction, P, _._.(t) € mp*~*Z,[t], ainsi le second membre de la
congruence précédente est nul modulo p*Z,{¢], de sorte que

Prpe(t) € mp*Z,[1].

1.5 Limite définie sur une lemniscate

Proposition 1.5.1 Soit {Py(1)),,, C Z,[t] une famille de polynémes satisfaisant,
pour tout n 2 1, & la relation de congruence de Honda

Fop(t) = Po(t*?) mod npZ[t).

8¢ l'on considére, dans Cy, le domaine D de convergence de la suite (Pnp(a)), 50
{m entier fixé) el si 7., désigne ln fonction définie sur D par T

Tmla) = JLingpu(a),

alors
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a) Le domaine D contient la lemniscate p-adique
L.,={a€C,:|e"—a|<r}:
b) Sia€ D etle] <1, alors les racines p-iémes a*/* de a apparticunent aussi d
D. De plus 7 (a) = T (a'/¥).

c) Siae D, alors la boule Be,, = {x € C, @ |z —af <.} est contenue dans D
ef 7. est constante sur cette boule.

Preuve.- ¢) Soit a € L, ; pour montrer que &, := Pppe(a} définit une suite conver-
gente dans C,, il suffit de vair que b,y — b, — 0 lorsgue v tend vers co. Mais

foug1 —b| = |Pmperr{a) = Prpv(a)]
= |Pupenila) _Pmp”(“p}‘I'Pmp"(aP) = Fpe(a)|
< mas {{Pupeta () = P (0P W | Pnpr{e”) = Prope(al}
< mac{lp*; 21}
< |p¥| — 0 lorsque v — co.

En effet, d'une part
|Prgots (@) = P [a?)}

1A

Imp”“ry(a]fw- {ru(t) € Zyft])

< pv-l-] |

1

grace a la congruence de Honda; d'autre part, comme le polyndme Pro,{t) est une

pseudo-puissance mp® (cf. propesition 1.4.1), le théoréme des accroissements finis

fournit les inégalites

[Prpe(@F) = P (@) < la = a”| - | Prpe{a)}

< fa—a?| - mpf|
< P

Ainsi, $b.4; — b,] — 0 lorsque » tend vers oc, si bien que la suite b, = Puye(a)

converge.

b) Si a € D est de valeur absolue |af < 1, alors la congruence de Honda implique
que
P (0'7) = Pris (@) + mp'r, (a”p) ,
avec 7,(1) € Zy[t] pour tout ¢ > 1. Si ¥ — oo, la derniere égalite devient
Fm(@?) = Tola).
¢) Si |z — a| < r,, alors le théoréme des accroissements finis montre que
[Pre (2) = Prge(a)] < [p"] = 0 lorsque v — o0

el par conséquent. que 7,(2) = Ty (a). s
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Remarque.- La lenmiscate L,, est réunton disjoinie de p boules de rayon r,. Plus
précisément, si 'on considéere ['ensemble

pp = {(€C, : (77 = 1} c 2,

alors
L., = ]_I -Bsn(C)-
{ €up-rui{0)
Ceci déconle du lemme sujvant.
Lemme 1.5.1 Sotent r < | et Ly = [z €C,: ja" ~z| £ r} la lemniscate

p-adigue de paramélre ; alors

Lr = LI Bgr(C)

CEnp-1uio)

Preuve.- Pour = € [,, I'inégalité [z" — z| £ r < | montre que |r| £ 1. Ecrivons la
factorisation
|28 ~z| =z -z =l -l = Gl
avec
$i € pp-1 C Ty et §; =1 mod pZ,.
Alors, ou bilen [z] < 1, auquel cas |27 — z| = |z| < r, et donc = € By, (0), ou bicn
|z] = 1. Dans ce cas, il existet € {1,...p—1}, tel que |z — (] < 1. Mais alors, pour
7#t,ona
lz~gl=lz -G+ G-Gl=1G-Cl=li-J =1

Ainsi |2% —z| = |z — {;| £ r, ce qui montre que & € B¢, ((;).

Réciproquement, si z € B¢, (0), alots |z — x| = |z| £ r et donc = € L,. Maintenant,
81 £ € Beo((;), pourvni € {1,2,...p— 1} et si @ € G, est tel que z = (; + o, alors

™~

Bt —¢i-a

-7 =

= ¥ (et -a
k=0
-2

= (p-Dea+ Y (fcka s,
k=0

u o
-

de sorte que |r* — x] < |a| £ r et donc z € L,. ]
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1.6 Limite définie sur Z,(1)

Dans le paragraphe précédent. nous avons éludié la question de la convergence de la
suite { Pape(a}), ., pour a € C, fixé. Une autre possibilité de construire une fonction
limite, a partir de la suite de polynémes (Pmpe{t)), 5o consistera & considérer une
suite (Pope(C, )}

vpo0 €D choisissant ¢, dans une partie adéquate de C,.

Définitions 1.6.1 Pour k entier positif, considérons le groupe p, des racines

pt-iémes de Vunité duns C,, i.e

ot = {CE C,: Cp* = 1} C g = U“P"
k20

et L'application @i @ poers — pox qui envoie { sur (P, On définit alors Z,(1) comme
la limite projective

Z,(1) = lim pre.
En tant gue tel, Z,(1) est un groupe abélien, compact, totalement discontiny, donl les
éléments consistent en les suiles [(] = (€, )rpo, avec () € pr 08 (o = @((yy) = Chyy-

Proposition 1.6.1 5i (Fu(8)),, C Zp[t] st une suite de polyndmes vérifiant les
congruences de Honda -

Pou{t) = Pu(t”) med rpZ,t], {n 2 1),
alors, gquel que soit m > 1 el pour tout [(] € Z,(1), la limite
J_’_.ﬂ; P'"P"(Cv)
existe et définit ainsi une fonction continue sur Z,(1).

Preuve.- Soient donc m > 1 et un élément [¢] = ((,)ep0 de Z,(1). La suite définie
par b, = Prny((,) est une suite de Cauchy car

Ibu - bv-ll = IPmp"((p) - Pmp“"(Cu-l)I
| Prige(C,) Pmp"“(CE)l
12°1 - [r.(C,)] avec r.(t) € Z,[t] (congruence de Honda)

17l
elle est done convergente. Posons
#(CD) = Jim Pupe(C;
la majoration ci-dessus entraine alors la suivante
[Prags (€)= Prpr (€ £ UP7] L (v 27 2 0).
‘Cette derniere reste valable i la limite ¥ — oo et fournit
[ #{[¢]} = Prpe{CI [ < 1P|

La continuité (relativement a la topologie de Z,(1) ) de la fonction # s'ensuit
immédiatement. L

i

IA 1A
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1.7 Polygones de Newton

Défnition 1.7.1 Soit P(t) = ap+at +--- + aat" € Q,it], un polyndine de degré
n 2> 1 a coefficients dans Q,. L'enscmble représentatif de P(t) cst formé des couples
si = (i orda{a;)) od i € {0, 1,...,n}.

On appelle polygone de Newion de P(t), Uensemble Np des segmenis {s;, 5] qui cons-
tituent le hord de Uenveloppe conveze supérievre (dans R} de Uensemble représentatif
de P{1).

Le polygone de Newton .V recéle toute Iinformation concernant les valeurs absolues
des zéros de: P(¢) dans C,, (voir [25], [2]). Plus précisément, on a les résultats snivants.

Proposition 1.7.1 Sils;, ;] est un segment du polygone de Newlon Vp du polynéme
P(), avee

si=lnw). s =Gy, (J>1),
alors P(t) posstde j—1i zéras (complés avec leur multiplicité) de valeur absolue égale

a pto, ot Ay = B5F est la pente de [s;,5,] (avee la convention: p™® = 0).

Preuve.- cf. [23].

Définition 1.7.2 Si[s,. s;| est un scgment de pente A,; du polygone de Newton Np,
alors A;; est appelée pente critique de A et le nombre ri; = p™ esl rayon critique
de Mp. Par abus de langage, on parlera de rayon critigue on de pente critique du
polyname P(1).

Ainsi, r est rayon critique de Ap si et seulement 5'il existe @ € Cy. avec P(a) = 0 et
la] = r.

Exemple.- L'ensemble représentatit du polyndéme
)
Py=(1+1p-1=3 (D¢t
=1

est formé des p + 1 couples (0, +ec), (1,1}, ... ,(p = 1,1} et {p,0). Il donnc lieu 2
un potygene de Newton réduil & deux scgments: P'un vertical de pente —oo, Pautre
_ oblique de pente — L5 (cf. fig. 1.7.1).
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fig. 1.7.1

On en déduit, sans surprise, que P(0) = 0 et que, par ailleurs, les p— 1 autres zéros

de P(t) sont situés sur la sphére de rayon critique [p|FET .
Par définition, P() = 0 st et senlement si [ + ¢ € y,. Ainsi, les racines p-icmes de
l'unité {autres que 1) se trouvent sur la sphére Bz, (1) de C,.

La proposition suivante montre comment la congruence de Honda peut, dans certains
cas, fournir une information sur les zéros des polyndmes qui la vérifient.

Proposition 1.7.2 5i (P{t)),., C Zo[t| est un sysiéme de polyndimnes iels que,
pour tout n > 1, les condilions suivantes soient remplies

1. la congruence de Honda est satisfaile, i.e

Pru(t) = Po(1*) mod npZ,{t];

2. le coefficient dominant de Po(t) est une unrité;
3. A0} =0;
4. Pi0)=n-u, avec u, € Z;;

alors

1
{A : A pente critigue de Pop(1)} = {é : A pente critique de .Pn(t}}U {——p—l} .
P -

Plus précisément, sin = mp" avec v > 0 el m premier 4 p, les rayons crilignes du
poliméme F,(1) sont

a) r =0 lorsque n = 1;
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by r=0etr=1lorsquen=m2>2;
c) r=0.rk=p-m7=rllpl (k=01,...,0 -1 sim=1etv>0;
d)r=0,r=letr=r (=01, ..,v-1)sim>letv>0.
Preuve.-L'affirmation a) est évidente.
8) Sin=m > 2, alors le polyndme F,(t) sécrit
Pdt)=af +---+bt"

avec a,b € Z;. Son polygone de Newtion est done formé d'un segment veriical et
d'un segment horizontal, qui fournissent les ravons critiques r =0 et r = 1.

Le point ¢) s’établit par induction sur » > 1. La congruence de Honda
Po(t) = A(t?) = bt" mod pZ,it] (b€ Z,).

donne la construction suivante du polygone Ap,.

Np

[

1 P

fig. 1.7.2
Les rayons critiques de F,(t) sont donc
r=0 et ra=p_5'£? =r,.

Supposons (hypothése d'induction) que le polyndme P (t), (v = 1), posséde les v+1
ravons critiques r = O et ry, & = 0,...,» ~ 1, provenant du polygone de Newton

P
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v

v-—-1

v—2
2
1

fig. 1.7.3

La cougruence de Honda
Poenr(8) = Poe(t?) mod pH Z,[1],

permet de dédutre le polygone de Newton de P+ (t) de celui de Pou(t). En effet, si
$; = (i, v) et 8; = (J,v;) sont les extrémités d'un segment de Np . alors §; = (ip, ;)
et 3; = (jp,v;) sont celles d’un segment de J\"Ppyﬁ. Autrement dit, si Py possede
la pente critique A, alors Ppsr admet % comme pente critique. En outre, les points
s1 = (Liv+ 1) et s, = (p,») sont les sommets d’un segment (de pente —-P—};] du
polygone de Fuwi(t). Ainsi, le polynéme Pusi(t) possede les v + 2 pentes critiques
1
TE

@) Soit m > 1; le polynéme Pn(t} posséde la pente critique A = 0: celle du segment
d'extrémités (1,0) et (m,0). 11 s’ensuit que r = 1 est rayon critique de Prpv (1), quel
que soit » > 0. .

Le reste du point d} s'obtient de fagon tout & fait analogue au point ¢). En fait, le
polygone de Newton Ap, . est constitué d’un segment horizontal [(#*,0); (mp*,0}]
et du polygone de Newton Np,, de P entre les indices 0 et p*. »

A=—00,8;=—

=0,

Exemple.- La famille de polynémes, (Q“(t))w:_,1 C Z,[t], définie par
Q) =(14+8)" -1

satisfait, de fagon évidente, aux hypothéses 2, 3 et 4 de la proposition 1.7.2. Par
ailleurs, ainsi que nous 'établirons dans le chapitre 2, la congruence de Honda

Qnp(t) = Qn(t7) mod np Z,|¢]
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est vérifiée pour tout n > 0, Comme. par définition
Gal) =0 <= (=14+1LE ppn.
la proposition 1.7.2 fournit la proximité & 1 de (, c'est-a-dire 1a distance

= 1= ¢l

Par exemple. si
§ € ppe — figh-1.

pour un certain & > 1, alors

() = 1T = .



Je crois que fa réafité mathématiyue nous est
extérieurs, que notre role est de la découvrir
ou de l'observer, et qne les théorémes que nons
démontrons. en les quaiifiant pompeuseinent de
"créations”, sont simplement des notes sur noes
observations.

G. H. Hardy L'apologie d'un mathématicien

Chapitre 2
FAMILLES D’APPELL

2.1 Famille d’Appell et congruences de Honda

Considérons une snite (P (2))_ 5 © Z,[f] telle que le polynéme F,{t) soit une pseudo-
puissaice n pour tout n > 0. aprés la définition donnée dans le chapitre précédent,
ceci signifie que la dérivée P/{t) appartient nZ,[f]. Autrement dit. pour tout 7 > 0,
il existe un polynéme rn—y (1) € Z,[], défini par

Bi(2) := nra_y(£).
Ce caractére d'intégralité est la seule condition imposée A la suite (r,(t)); en par-
ticulier, il n’existe aucune relation entre les polynomes FP,{t). L'exigence de com-

patibilité, exprimée ci-apres, définit les suites particuliéres de pseude-puissances que
nous nous proposons d'étudier.

Définition 2.1.1 Une famille d’Appell’ est une suite {A.{1)), 5, €€ polyndmes liés
par les conditions -

Wty=0 et ALty=nd,,(8), (n21).
Remarque.- Avec cette définition, le terme A, d’une snite d’Appell (A.(8)) C Z,[1]

est une pseudo-puissance k de degré k.

Exemples.- Le présent chapitre se consacre, précisément, & 1’¢tude de quelques
exemples classiques de familles d'Appell. Les polynémes de Bernoulli et d'Euler
font l'objet des sections 2.3 et 2.4, tandis que les polynémes R, {1} := (1 + £)" (ren-
contrés dans le chapitre précédent) sont iraités en section 2.2,

Remarque - 5i deux polvudmes P,,(t) et P.(¢) vérifient la congruence de Honda

Pop(t) = P,(1*) mod npZ,[¢], (13

TPaul Appell, mathématicien frangais né & Strasbourg (1855-1930). L'essentiel de son oeivre se
situe en analyse,

27
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alors, clairement, leur évalnation en un quelconque entier p-adique a € Z, amene la
COtIgTuence
Poyla) = Pia®) mod npZ,. (2)

Evidemment, la réciprogue est fausse. Mémne si la congruence (2) a lien en tont
a € Z,, la congruence polynomiale (1) n'en deécoule pas pour autant.

A titre d’exemple, les polyndmes Fp(1) = 2tP — t et Pi(t) = ¢ ne vénflent pas la
congruence de Honda, bien que

Fi(a) — P{a®) = e — a =0 raod pZ,,

pour tout entier p-adique @ € Z,.

En revanche, "la propriété d'Appell” entraine fe résultat suivant.

Théoréme 2.1.1 Pour une fumille d’Appell (An{t)}, ., dans Z[t), les devz affir-
mations suivanles sont équivalenies -

(1) N existe un entier a € Z, pour lequel
Anp(a) = An(af) mod npZ,,
quel que soit n > 0;
(ii) La congruence de Honda
Au(t) = An(t?) mod npZ,[i]
est vérifiée pour toul n > Q.

Remarque.- En tant qu'élément d’une famille d’Appell dans Z,[f], le polyndome
An(t) est une pseudo-puissance n. Ainsi, Je théoréme des accroissements finis
p-adiques (appliquable ici puisque Ja” — o < |p| < r.} fournit la congruence

Anla?) = Ay(a) mod npZ;.

Dés lors, la proposition (i) du théoreme 2.1.1 équivaut a la suivante

(1) 1l existe un entier a € Z, en lequel la congruence
Anp(e) = Anla) mod npZ,
est vérifiee quel que soit n > 0.
Preuve du théoréme 2.1.1.- Limplication (#1) = (2) est évidente. La réciproque

()’ = (it} se démontre i 'aide du théoréme de Barsky (théoréme 1.3.1). Tl s'agit de
prouver que les polynomes gu(t) intervenant dans l'identité de Spitzer

exp (): An(”%“) =143 gaft)e", (1)
n2i

n2l
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sont & coefficients dans Z,. En dérivant chaque membre de (1) par rapport & la
variable £, on obtient

(Z A;(t)";") exp (z Anmf})

n>i

POAL

n>i

on encore, grace a la propriété d’Appell

(Z An_IttJr") (1 +y qn(t)-r“) pIRAGE
n21 n2l nzt

L’identification des coefficients relatifs a la méme puissance de z, fournit la formule
(avec goft) = 1) : .

L =3 Ansa(Oault) (n 2 1), @)
k=0

Ainsi

‘?:.-H (1) = J.i An-i(thar(?)
k=0

= nz_: An—i ()ge(t) + Aoga(t).

k=0

Mais, la proposition 1.3.1 affirme que

)= LT As(ud) (3

de sorte qu'en obtient Ja "propriéié d'Appell”
q:|+| (t) = HQH(t) + AuQn(‘) = (ﬂ + An)q“(t)

de laquelle découle, par induction, le développement binomial suivant

2 fn-14A
ROES o L) TETERR )
P -
L'ancrage se déduit de I'équation (2). En effet, pour n = 1, celle-ci s'écerit

71 (1) = Apgo(t) = Ap et entraine le développement ¢,(t) = ('i”)qu(a)(i —a) + q{a).
Quant au pas d’induction, on P'établif en exprimant g7 ,,(#), 4 Paide de (4), comme
suit :

9;+|(t) = (r+ Ap)gn(t)
- (ntA)Y ( oL A")q“nkta)(t - a)t.
k=0
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Ei ainsi on oblient hien

" n+dagfn—14+4 )
quril(t) = Tln( r O)Qn-k(ﬂl(l-ﬂ)"“+qn+1(d)

k=0
Eofn+ Ag) bl

= gnor{a)(t — &) 4 gy ()
E;,( k+1 +
a1 1+A

= E(, & o)qnﬂ-k(“)("ﬂ)k-
=0

Nous devons démontrer que, pour tout n > 1, le polynome

AOEDY ( - l,f Au)‘?n—k(“)“ — ) (5)

k=0

appartient a Z,{¢]. L'hypothése (1) postnle que la série formelle

5 Adla)

Siom
est de type p— T ou, de fagon équivalente (théoréme 1.3.1), que les coeflicients ¢q(a)
sont dans Z,.

Comme Ag € Z,, il en va de méme des coefficients binomiaux (""‘:"“). Ainsi, tous

les termes du membre de droite de (4) sont entiers p-adiques; ce qui montre que
ga{t) € Z,[t] pour tout » > 0 ou, de facon equivalente {théoréme 1.3.1), que la série
formelle

Agdt)

est de type p— T. A ce titre, ses coefficients satisfont & la relation de congruence

Aqp(t) = AL (P) mod npZ[t].

Remarque.- Soit (ga(t)),,, la suite de polyndines associée & une famille d’Appell
(Aa(D)), 50 € Z[t] par I'identité de Spitzer

exp (Z A"T“):r") =1+ Zq,,(i)a:“.
n>1 nzi

Au cours de la démonstration du théoréme 2.1.1, nous avons établi les propriétés
suivantes pour la suite (ga(t)),.o-

a) Le polynéme ¢n,41(1} est une pseudo-puissance n + Ap;

b) Si Ag = 1, alors la suite (ga(t)), 5o est une famile d*Appell.
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2.2 Les polyndémes R,(t) = (1 +1¢)"
En guise de premier exemple de families d*Appell. considérons les polynémes
Ra(t):= (1 4 1%, (a2 0).
Comme
Ry(t) = n(l+ )" =nRya(t), {n21);
Bylt) =1,
B(0)=1, (n21)

le théoréme 2.1.1 s’applique et ¢tabiit les congruences de Honda transcrites dans la
proposition suivante?,

Proposition 2.2.1 Pour towt n > 0, on a la congruence
{1+ )" = (1 + )" mod npZ,fi].

Remarques.- 1) Le développement binomial de R,(f) implique gue les coefficients
binomiaux satisfont a la relation :

En effet,on a

Roy(t) — Bn(t?)

!
gk
o
]
o
R
-
-
I
M=
o
Gl
e
o
o
-

- 2@ -G g ()

P nedivisepask

= 0 mod npZ,[t].

Ces congruences sout bien connues et ne représentent qu'une version plus faible d'un
résultat de G. 5. Kazandzidis [22], [23], [24], qui sera utilisé au chapitre 4.

2) Notons ¢ue la proposition 2.2.1 se déniontre ausst 4 partir du théoréme de Barsky.
En effet, 1a série formelle

*Equivalente au lemmie 1.4 de [7}.
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se laissant écrire sous la forme

1
™
+
o

fl)

n>1

= T+

n>l
= —log(l —tz1),
le développement de soit expotcntielle

expf(2)) = —— = 1+ T aultha",

11—tz "1

fait apparaitre les polyndines g.(¢) = 1" € Z,[¢]. Ainsi, la série formelle f(x) est
de type p— T, et de ce fait, ses coefficients vérifient les congruences de Honda. An
passage, ou trouve le groupe formel

Flz,y) = [7'(f(=) + fly)) = 2 + 9 = tay.
isomorphe snr Z[t} au groupe multiplicatif
Gulo,y) =z +y+azy.

via I'isomorphisme

_ 1 _ = 2 2
bz} =exp(f(z) = 1 = s — 1= T =te 4 274

Pour le cas particulier oii n = p7 avec r 2 0, la congruence de la proposition 2.2.1
s'éerit "
L+l =1+ ") mod p™' Zly]. {1)
Maintenant, si y est choisi égal &
y=—2z+zt
alors il existe un polynéme s(z,t) € Z,[z, ] pour leguel
¥ = —2PzP + 2% 4 ps(z, t).

Dés lors, en applignant le théoréme des accroissements finis & la congrience (1), on
ohtient
41

(l - 2Pz" 4 2% + ps(z, t))P mod pt' Z,[z, 1]

(l — PP + zz")p mod 2, [z, 1]

(1 — 2z 4 .‘1'2),’
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Si qe{t. £} et g4 (1. x) dénotens ies polyndmes définis par
(L -2tx+ :172)"'r+l = 1+ gult-z),
(1 —20P2F + 27 = 14 g7, 27),
alors, la derniére congruence exprime le fait que
Geatll T) = g, (87, 17) mod p P T, [z, 1.

Snit maintenant ;i € Zy; on A alors

(1~ 428" = {(l -2tz + 22 }-”
= {1+gult.z)}™

= z ( k’l)q:'-#l(t:'r)k

£20 s

) E (_L#) (q.-(t’,,,,pj +p (. !)}k .

20
ol u{z,t) est un polyndéme a coefficients dans Z,. On en déduit la congruence
(1-2z+2)" =% (_k”)q,(t’,r’)" mod p" 2, [t]{(]j.
k>0
dont le second membre peut 3'écrire

5 (7)ot

k20

{1 + g (" 27}

{(1-2t727 4. 2%y}
(1 —28hg¥ + L),

Tont ceci nous permet d'énoncer le 1ésultat technique suivant,
Lemmie 2.2.1 Pour tout p € 2, et toul entier r 2 0, la congruence suivanie est
vérifide

~up’

gt
(1 -2z + 1'2) # = (1 ~ PP+ :r"l’) mod p" 1 Z,[t]l[])-

Définition 2.2.1 Les polynémes de Gegenbaner Ci(1) sont dcfinis® formellement
coiame cocfficients de la foneclion générafrice

glx)={1-2z+2%) " =3 Crne

n=0

yoir {1]. [28).
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Voici la liste des six premuers.

Colty = 1;
Cit) = 2
Cyt) = —v+2u(1 + o)y

Cy(t) = —2w(1+p)t + M,
Cy{t) = H8 901 4 )2 4 )17 + 2ALAAEAY s,
C;(l!) — V(l + lf)(2 + H)f _ dv[14w §23+v 13+u!,t3 + 4ﬂl+u)[2+;}s!§3+u!!-l+v|tsl

Proposition 2.2.2 Les polyndmes de Cegenbaver C4{t} vérifient les congruences
sutvanfes

o« C2(t) = CH{(t?) mod vpZ[t], (n20,v € Z):
¢ C¥(1) = 0 mod vpZ,t] st p ne divise pasn > 1.
Preuve.- Par définition

g(z) = (1 — 2z + 22)—u = z Cr{t)z";

n20

soit alors I'unique unité p-adique u € Z: telle que v = up” £ 0, (r > 0). Appliqué
a glx)P — o,g(r?), le lemme 2.2.1 fournit la congruence

S criner - 3 CH™

n>i n>0

(] — 2tz + zz)_up
0 mod p™ Z,[t][[=]],

ral

— (1 —2ae 4 2?) T

I}

dans laquelle, l'identification des coefficients des puissances de z traduit les deux
points de la proposition. "

Remarque.- Dans (7], J-L Brylinski établit des congruences analogues & celles
énoncées dans la proposition 2.2.2, mais seulementi modulo p. Plus précisément,
il démontre que si v est un demi-entier et st p est premier impair, alors

* Cre(t) = C(t) mod p, (n>0);

¢ C(t) =0 mod psi p ne divise pas n > 1.

Notre résultat représenie done nne amélicration sensible.
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2.3 Nombres et polynémes de Bernoulli

Une abondante littérature? est consacrée & ’élude des nombres et polyudmes de

Bernoulli.® Le but de cetle sectioun est, d'une pari, d'établir les congruences de
Honda pour les polyndomes de Bernoulli ot d’autre part d’apporter des preuves
p-adiques aux célebres résultats de von Staudt-Clausen et Kumimer ainsi que d’énencer
de nouvelles congriences sur les nomnbres de Bernoulli.

Définition 2.3.1 Le développement en série

I'C'ﬂ "
= Z Bn[t)?

— =
e 1 230

définit les polyndomes de Bernoulli B.(t) qui ort pour coefficients constants, les nom-
bres de Bernoulli b, := B,(0).

Citons les premiers de ces polynémes

Bo(t) = 1
Bit) = t-4

Boft) = -t

By(t) = £-3r+1n
Bo(t) = 28424
Bs(t) = -3ty ir- b

Ainsibo=1,6, =4 8= 1, by =0, by = —, b5 = 0, etc...

La proposition snivante dresse une liste des propriétés dont nous ferons usage dans
la suite.

Proposition 2.3.1 Les nombres el polynémes de Bernoulli ont les propriétés sui-

vanles
1) banyr =0, {n>1);
2) Bi{t) = nBua(t), (n>1);
3) Ba(t+1) = Baft) =™, (n 2 1) "
4) Bo(t) = Dhe (J)0u%,  (n20)
Ao (27], {171

Bll s’agit ici des nombres de Jacques Bernoulli {1654-1705) et des polyndmes de Daniel Bernoulli
(1700-1782). Le terme de "polynomes de Bernoulli” fut introduit par J.-L. Raabe en 1851.
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B) SHN) 1= Dogeey {6 = Bnslfizens (N =),
8) Ba(l —t) = (—1)"Ba(#), (n >0
T) (=D)"Bo{—1) = Bo(t) + ne™t, {n>0)

8) Balmt) =m" TP B, (t+ ), (n20m21).

Preuve.- En dérivant. par rapport a ¢, la fonction génératrice

n

et T
1 = Z Br\“);_,'s

bz, t) = .
n20

on oblient
ablz,t)  xte”

at er—1
une identité qui s'écrit, in exienso

= - bz, 1);

T 805 = TnBuah

a3 al 5 n!
el qui entraine que By(t) = 0 ainsi que la propriété d’Appefl 2) Bi(l) = nB,_1(f).
A l'aide de celte seule propriété, on élablit, par induction sur n > 0 (tout
comme dars 1'équation (3) de ia section 2.1), le développement binomial

4) B, {t) = Z (:) Bet™*.

k=0

Afin de démontrer la propriété 3), comparons les deux séries formelies b(z, 1) el
b{a, 1+ 1). D’une part, on a

bz, 1+ 1) = bz,2) = }_{ Ba(t +1) - Balt) }%

n>0

d’autre part

IB‘:' et Iﬂh- i et ;rn
—© =ze =Y n-r L
ef -1 ef-1 - ni

bzt +1) = blz,t) =

ce qui fait que Bu(f + 1) — B.(t) = nt"™, {n > 0). La fonciion génératrice b(z,t) a
également la propriété suivante

—zelt  —pesltt))
e T et ) (1)

J.')(—.‘r‘—t)=er_1 T
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Le développement en séries des deux membres de (1) s'écrit

5 -0 = v pee 0

nz0 w20

et fournit P'identité Ba(t + 1) = (—1)"B,(—t). Grace a la substitntion t — —t, an
en déduit la relation

6) Ball - t) = (~1)" B (1)
En substituant la propriété 3) dans l'identité Bo(t + 1) = {=1)"B,{~t), on tire
(=1)"Ba(—t) = B[t +1) = B.() + nt"™¥;

C’est-a-dire la propriété 7), dont Iévaluation en ¢ = -0 etabllt 1)
Gréce & la propriéié 3), on a, pour k > 0

Biaalt+1) = Bra(f)
E+1

expression qui conduit & la relation avec les sommes de puissances

&=

N1 N-1
' 1
S)c(lV) = Z & = m z {Bk“(f + l) - Bk,;;[f)] .
=0 =0
Dans la derniére sommation, seuls subsistent le premier et le dernier terme. Autrement

dit
5) Sk(’v) {BH-I{N) bk+:}-

Reste & démontrer [dentité dite “de Raa.be 8). Il s’agit de prouver que

m—1 a
B,(mt) = % X m" B, (f + %) .
k=0

A cet effet, multiplions numérateur et dénominateur de la fonction génératrice b(z, 1)
par €™ — ] et développons

b(.’n, ) =

fl

En identifiant les coefficients des puissances de x correspondantes dans le développe-
ment de cette dernigre identité, on obtient 8). [ ]
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Les nombres de Bernoulli sont rationnels; le théoreme suivant. qui regroupe des
résultats de von-Staudt, Clansen et Kummer, fournit des renseignements anssi bien
sur leur numéraienr que sur leur dénominateur., La preuve que nous reproduisons
ici. est celle que A. Robert a presenté comme exemple d’application du théoréme
des accroissements finis p-adiques lors de sou cours du 3*™ cycle 4 Lausanne [33].

Théoréme 2.3.1 Les nombres de Bernoulli ont les propridtés suivanies
1) Sip—1 ne divise pas k > 1, alors of existe ry € Z,, tel que

b=k
2) Sip est impair et sip~1 divise k 2 1, alors if existe ry € Z,,, tel que

-1
bkag—--l-k-!‘k.
P

Preuve.- Considérons S(p) la somme des puissances k-iemes (b > 1), des entiers
strictemnent inférieurs & p

Su(p) = i it

Pour toul 1 < p— I, il existe un unique entier p-adiyue ¢; tel que

¢l=1 et
(;=1imedpZ,.

Alors .
p~ .
Sp)=3 ¢i= % (" modpZ,.
. =1 CE“;—I
On raffine cette congrience & 'aide du théeréne des accroissements finis appliqué &
la fonction f(x) = 2* (pour laquelle f'(z) = kz*~') au voisinage de = = i.
Comine {; =1 mod pZ,, c'est-a-dire |(; —¢| < |p| £ r,, on cbtient la majoration

k=i = 17 - 10
< W16 -l
< lkpl.

L'inégalité ultramétrigue entraine alors la suivants

Spy— ¥ ¢ | < |kl

(;Euy—l
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que l'on transcrit sous la forme
Sip)= 3 (FHkpou, avec € Z, (1)
(:Eup-l
Par ailleurs, rappelons la propriété 5) (proposition 2.3.1)

Bepdl N) = by

Sk(f\r) = ,{-}- I

qui s'exprime. a Vaide du développement binomial {propricte 4) de la proposition
2.3.1 de Bryi(t), comme suit

1 k+1 L+1 .
Se(V) = Tl ( ; by gy i
i=1
Ll I
= - b i
=1 (1 I)N e
k+1
1{ &
= N +Z—.(. );\'bm_,
Pl AV

Le choix ¥ = p fournit l'egalité

‘k+1 1 k=1 ia .
Sk(P)=P'bk+P’L§§E“__1) o )P Pl

OU encore
B (o)
Se(p)=p- b +Pk2m' S Pheai (2)
i=2 ' '

Dans le membre de droite de (2), le terme (-E'-:-{-%:J—' est entier et le terime ’%’ €Z

pour p £ 2. En effet
oF d '_‘-“. : or d (Pl. 2) — or d (J]]
P ] P Pt

r—1

il

i
=2
2
> =1
A Yaide de I'équation (2), on démontre alors (par induction sur k), que pb; est entier
p-adique, quel que soit k& > 0 et de plus, qu'il existe v, € Z, tel que

Se{p) = pbi + pk - vy avec vy € Z,. 3
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Eu comparant les deux expressions (1) et (3) tronvees pour la somme Si.{p)
o + phuy
Sy} = :
w(p} { e ¢t 4 phay,
on obtient
pha= Y 4phen avee roeZ,. (4)
cEﬂp—I
Lorsque k& n'est pas multiple de p — 1, la somme apparaissant daas le membre de
droite de (4) s’annule, de sorte que

by = krp avecri € B,

tandis que si p — 1 divise k, alors
pb =p—~1+pk-1y,
c’est-a-dire
b, = p-! +hrp avec v, €2, (p#2).

P .
Remarque.- Le théoreme précédent montre que pb. € Z, pour tout p premier
impair, ce qui est encore vrai pour p =2, En effet, via I'identite (2}
S,(2) = zbk+k'§(&_(f:—;)i)!-%2-m+l_.-, (3)

i=?
on moutlre, par iuduction, que 2b; € Z; pour tout k, et ceci, grace au fait que
ordy (%) = &,(i) — 1 > 0. Mieux, le point 2) du théoréme est vérifié pour & > 4
pair. ‘

Proposition 2.3.2 Sip = 2 el k > 4 est un nombre pair, alors fe nombre de
Bernoutli b, admet le développement

-1 1
b;‘=p7+k'rk=;+krk. avec 1y, € By,

Preuve.- Rappelons que by = | et b; = }. Ainsi

1 1 1
R=§=3"3
fait bien exception. La proposition se démontre par iuduction sur k. Tout d’abord,
pour k = 4, le nombre de Betnoulli & = —3’—0 admet le développement
5 I 1 8
T I 218
= % + 41"4
2
avec ry = _E € Zy
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ce qui établit l'ancrage. De méme, remarquons que

2 1 10
b= Ry

1 5

= 5+ (-5)
1

= '2'+Gf‘5
avec r ——iEZ

8 = 63 2

Supposons maintenant gue k > € et écrivons I'identité (3) sous la forme

k+1
L= b+ k(k— 1)1

o K- ) it

A2y 4 k ‘is—”!z'_]

— - 2Dy i
Sk—itniar

En admettant I'hy pot.hese d'induction et en utilisant le fait que 2/€ € 2Zasi £ 2 ),
on obtient

. 2-1 .

1=2b+2kse+k ¥ (k—l)---(k—-z-}-?)?.—, {142k +1 —i)rapi-i}.
2€igk=1 .
iimpir -

avet sk, Tk41-; lous dans Z,. Il s'ensuit que
1 = 2by + 2ksy + 2kuy avec uy € Zy;

d'oll la propesition. ]

Corollaire 2.3.1 (von Staudt) Pour k > 1, le nombre de Bernoulli by peut
s'éerire sous la forme

b= — z l+mg ouwmy € Z.
p—1ik

Preuve [33].- Le nombre rationnel

bk+zl

p—1lk

est entier p-adique pour tout nombre p premier. Par conséquent, son dénominateur
est 1. u
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Auire corollaire du théoreme 2.3.1. le lemme suivant nous permetltra de présenter
une nouvelle démonstration des congruences dites "de Kummer™ &,

Lemme 2.3.1 Sip—1 ne divise pas n, alors le nombre rationnel
B.(a)
n
est entier p-adique, quel que soit a € Zp.
Preuve.- On montre, par induction, que 'énoncé du lemme est vérifi¢ par tout
entier naturel ¢ = k et on conclut en utilisant la densité des enticrs naturels

dans Z,.
Si k =0, alors le point 2 du théoréme 2.3.1 montre que

1 b
;Bn{ﬂ) = —n:'- € Z,.
Puis, la propriété 3) de la proposition 2.3.1, qui s'écrit

BnU" + 1} = Bn(‘l) + k"_:l' ’
7 ™

établit le pas d'induction, ]

Théoréme 2.3.2 (Congruences de Kummer) Si p ~ | ne divise pas n > 2,
alors

bntp-1 by
—— =" modpZ,.
n+p—1 n meep Ly

Preuve.- il faui tout d’abord remarquer que les termes de la congruence sont tous
deux nuls si n > 2 est impair. La congruence

g = Y mpd g
valable pour £ entier quelconque, entraine la suivante
Sa-1(N} = Saciyp-r(N) mod p,

qui, traduitc & I'aide de la propriété 5) de la proposition 2.3.1, montre qu’il existe
une constante 0 < ¢ € p — 1, telle que la congruence
Burps(N)  BalN) _ buper

R(N):= =
(V) nt+p—1 n n+p-1

by
——= d p,
- c med p

est vérifiée pour tout entier N. Donc, quel que soit I'entier p-adique a € Zy, on a
R{e)=c mod pZ,.

SCI. section V.8, (théoréme 5} de [5).
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L'identité de Raabe [propriéié 8), proposition 2.3.1], évaluée en { = 1, fournit les
égalités

m—1 B

[m) =m"! z J (1)
Brapr(tm) = ol " Batp-i{l + ﬁ) ()

n+p-—1 k=a ntp-l

En effectuant la soustractiou (2) — (1), on obtient
m™! ﬂ+p— 1+ ) B"“‘i';%}

R(m) = Z { n+p-—1 ) n ’ (3)
Si m est premier a p. alors ¢ = 1+ £ € Z, pour tout k£ = 0,.... m—1et

mP~' =1 mod p. Le lemme 2.3.1 donne alors lieu a la congruence
P g

m=1 &
R(m) = m"! 2: R (] + a) mod Pzp, )

qui s'exprime
m-1

c=m" 'Y ¢ mod pZ,
k=Q
ou encare
e{m™ — 1) =0 mod pZ,.
Choisissons m tel que h := m mod p soit générateur dun groupe (Z/pZ)". Comme
P — 1 ne divise pas n, la simplification est licite et ameéne bien la congruence de

Kummer buspor 5

Remarque.- D'aprés le théoreme 2.3.1, le nombre de Bernoulli &,, pour p — 1 ne
divisant pas n, s'écrit b, = nr,. Les congruences de Kummer établissent donc la
{p—1)-périodicité modulo p dans ia suite (r,}s3) (pour les # non multiples de p—1).

Théoréme 2.3.3 Les nombres de Bernoulli vérifient les congruences suivantes
1) bnp+kEb,,+;,- moan,,, (p#?,nZI,kEO);
2) bpppg Sbypy modnZ, (p#2, 021 0<k<n(p-1)).

La démonstration de ce théoréme s'appuie sur les deux lemmes suivants qui ex-
ploitent la relation entre les nombres de Bernoulli et les sommes de puissances
d’entiers.



4 Chapitre 2. FAMILLES D'APPELL

Lemme 2.3.2 Pourn >0 et k >0, on a la congruence

Supik (1) = Snrs(p) mod npZ,.
Preuve.- Soit un entier £ €{1,.... —1}iona

[SaniEN Y S {l”}" = & {¢+up)]" avec u € Z,
Appliqué a la fonction 2" au voisinage de z = £, le théoréme des accroissements finis
fournit Ia congruence ]
Pt = Ll up)t = 8 0 = 0 mod np 2,

On somme sur £ pour obtenir

p-1 p—1
STt = 5 mod np Z,.
=1 t=1
Lemme 2.3.3 Sin>1et k> 1, alors
k+1 f : K
oy npZ, sip#2
Sapelp) = p b“+k+§ k(k=1}- U“‘J+2)‘j_!'bn+k+1—j modulo nzpp sip=2.
Preuve.- En utilisant la proposition 2.3.1 {propriétés 5) et 6)), on obtient 'expression
suivante pour S,.(p).

B — b,
A S

1 n+k+1 (n+k+l) .
= — . bkpre; - P
nt+k+1 E j " !

fl

2
P bn+k + (ﬂ + ’t)% . bn+k-1 +

nt+k+1 X
nt+k+1 1 -
:'gi! ( H )n+k.|.1pJ " P Pontkri—g

P buee + (4 K)E - pbuyic +

nthk+1 P]_.?
+ Y nth)(ntk-j+2)-

j=a

P Phukr—;

Rappelons que p- b, € Z, quel que soit n (théoréme 2.3.1). Si p £ 2, alors
P~1/i! € Z, pour tout § > 2 et ainsi

k+1
Sner(p) = prbupe + L2' nk-1 + Z: keeelk—j342) }EJ- ntit1-; mod npZp
k+1 p" ]
= bn+k + zk _] + 9) —T . bn+k+]-j de anp.
=2 e
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$i p =2 alors pP1/j1 € Z, pour tont j > 2. et la congruence obtenue nlest vraie
que modulo n Z,. [ ]

Preuve du théordme 2.3.3.- Démountrons, par induction sur k& 2 0. la congruence
baptk = bnpr modnZ,, (p % 2).
Grice au théoreme 2.3.1, ou peut éerire
-1
LA + nr,
r

-1
(2) by = ,s(np].f’p_+npr,,,,

(1) bn

I

é{n)-

avec 'y et rap, deux entiers pradiques et ou §(i) est définie pat

. _J 0 sip—1nedivise pas 1,
6(1)_{1 si p— 1 divise 1.

De la soustraction (1}—(2) (et du fait que é(np} = &(n}), suit la congruerce
by = by modn Zp,

qui établit Pancrage d'induction. Par le lemme 2.3.3 ,ona

kel i
Supts(P) =0 bupss + 3 k- (k~F + 2)%bﬂp+k+l—j mod np’ Z,. (3)
=2 ’
k+1 ) p’ i
Sapr(PY=p-bogr + Z kee(k—7+ Z)Fb...,.k.,.]_j mod npZ,. (4)
=2 : :

En effectuant la soustraction (3)—(4) et grace au lemme 2.3.2, on obrient

0 = Saperlp) — Satalp)
k+1 p’
= p(bnp+k - bn+k) + E koo “C _j + 2}F(bnp+k+l-j - b"'“""‘l'j) mod anp.
j=2 :

Mais si I'on admet P'hypothese d'induction
bnp+k+l—j — Onphtl—j = 0 meod ﬂz;n (J > 2},

alors

i_,’,!‘(bup.‘_k.‘.‘l..j — bpkp1-j) =0 mod npZ, ( et méme mod np* I,).



46 Chapitre 2. TAMILLES D'APPELL

On en conclut que
Mbnpsx — busr} =0 mod npZ,,

d'oit la congruence & démontrer. Le point 2) s'établit en utilisant successivement le
point 1), conune suit.

bnp’—k = b(np-k}-}np[p—‘l] aveg ny — k 20

O(np-k}ntp-1} mod nZ, par le poink 1)

= Dupainfa—13-4)} avecnip—1}-4+ >0
= bugntp1)-k modnZ, par le point 1)

bnp—k moa’ nZ,,.

Corollaire 2.3.2 Pour lous entiecrsm 2 0, k el £, la suile
(er"+k(€)).,2yn

converge dans in, {p #2).

Preuve.- Le théoréme 2.3.3 stipule que

bpe—1 4 mod mp*~1 Z, {p#2

1) bmp“+k y T I
bmp""‘-fc mod "lpu_'z zp (T’ 74 2m>1,0<4< mpu-2(p - 1))

2) bmp“—k

il

Cette autre formulation montre que, quels que soient m > Q et k € Z, la suite

(Bmp"H(g})yZW = (bmp"+k)y2m
converge {avec, ici, vg défini de sorte que mp*™ + k > 0). Ceci établit ’ancrage d'une
induction dont le pas se démontre grice & la propriété 3) de la proposition 2.3.1 qui
s'éerit
Brprik(€ 4+ 1) = Bupeas(8) + (mp” + k)fmpu“—‘-
Finalement, la propriété 6} de la méme proposition, i savoir

Bt =0)(= )™ = Bropris(£) + (mp” + R)EP 51,

acheve la démonstration. ]
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Apres ces quelques résultats sur les nombres de Bernoulli, il est temps de revenir &
I'étude des polyndémes du mérne nom. Notons que ces derniers ne satisfont qu’a une

relation de congruence de Honda affaiblie. Plus précisément, on a

Théoréme 2.3.4 Les polynémes de Bernoulli (B,(t)),s, st des polynimes

d’Appell & coefficients dans iZP; ils vérifient les congrucnces

=
stn
I

B.(t7) mod nZft]; {p#2,n=0)
Ba(t?) mod 27,01, {n > 0}.

Preuve.- Le théotéme de von Staudt {Corollaire 2.3.1) ainsi que la propriété 4) de
la proposition 2.3.1 montrent que le polynéme B,(f} a ses coefficients dans lpZ,,[t].

Appliquons le théoreme 2.1.1 4 la suite (8.(1}),,, définie par

Balt) = 2pBa(t).

Par construction, celle-ci constitue une famille d"Appell dans Z,[t].

1) 5i p # 2, alors le théordme 2.3.3 implique la congruence
Brp(0) — Ba(0) = 2p(bup — ba) = 0 mod npZ,.

équivalente, par le théoréme 2.1.1, & la congruence polynomiale

Bap(8) — Ba(t®) = 2p (Brp(t) — Br(t*)) =0 mod npZ,[1],

qui ésablit le point 1) du théoréme.

2) Sip=2 alors

4by — 4by = % = 0 mod 2n 2,

4hy —4by = —% =0mod 2n Z;
/32,,(0)—.3,,(0) =4 (bzn - ﬂ) = 4bg — 4by = 4bg = 0 mod 2n 2,

4(2nry, — nrn) =0 mod 2n 2y

Dans tous les cas
F20{0) ~ Ba{0) = 0 mod 2n Zz,

sin=1
sin=2
sin=3
sin >4,
{(proposition 2.3.2)

congruence équivalente (théordme 2.1.1) & la congruence polynomiale

484a(t) = 4B, (1?) mod In Z[t].
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Corollaire 2.3.3 Pourp # 2. ln série formelle

ba) = b Bup

nx1
donne naissance & un groupe formel a coefficients dans Z,{[t}], défini par
Fylz.y) = b7'(b(z) + b(y))
et isomorphe an groupe multiplicatif G (z,y).

Preuve.- D'apres le LEF, il suffit de vérifier que

d
T 0lz)

€ zp[['”'-

3=

On calcule

pB-ilt)

Php—1 +1s(t)
avec s(?) € Z,{t].

d
Eb(f)

z=0

D’aprés le théoreme 2.3.1,0n a
phoor=p—1+p(p—1)rp_y, avec vy €7,
Par conséquent pb,-, € Z,, si bien que pB,_,(f) € Z0 .

Corollaire 2.3.4 Pour p # 2 et v 2 2, les rayons critiques du pelynime de
Bernoulli B,.(1) sont

0, letry=p =¥ =" k=0,...,0-2,

Y

tandis que pour p = 2, le polyndme Boo(t), (v 2 1), posséde unique rayon critique

2%,
Preuve.- Supposcns tout d'abard que p # 2 et considérons, cetie fois, les polynémes
Balt) i= Buy(t).

Ou applique alors le principe de la proposition 1.7.2 & Ta sous-suite (Fp.(1)),5,, POUr
laquelle ’ -

2. Be(t) — Bui{tF) = Bpas(t) — Bpe(t*) = 0 mod p* Z,[t]. Autrement dit, la
. congruence de Honda est vérifiée.
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3. Le coefficient dominant de B, (1) est égal & t (donc d'ordre p-adigue nul). En
effet, ceci découle de la propriété d'Appell BL(2) = nB,_,(t) et du fait que By(t) = 1.

4. B,4(0) = bps1 =0, puisque p est impair.
5. Grace au théoréme 2.3.3, on a
Fol0) = Bpar(0) = p* bpns_y = (p — 1)p" mod p41Z,,
done 8,.(0) € p* Z.
1. Le fait que deg{Bp(t)) = deg(Bys: (1)) = p**' modifie d’un rien les conclusions

de la proposition 1.7.2. En fait, celle-ci montre que le polynéme F-1 (8} = Bp(t)
posséde, outre 0 et —oo, les ¥ — 1 pentes critigues

1
{p—1p*’

Remarquons que tout ceci provient du fait que le polynéme

Ap=-—

k=0,...,p—2

By(t) = pbyyt + -+ + ¥
posséde les pentes critiques 0 et —co.
Supposons maintenant que p = 2 et intéressons-nous aux pentes critiques de By (2)

pour v > 1. Le polynéme By(t) = * — t + 3, dont le polygone de Newton est
représenté ci-dessous, posséde I’unique pente critique 1.

1
Na,
U &
1 2
~1
fig. 2.3.1
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Le coefficient constant de By(!) est le nombre de Bernoulli b qui, par le théoreme

e von Staudt, a un ordre 2-adique égal & —1, . Comme
Bgu+|(f) = Bzv(fz) mod 2°°! Zg[f],

on déduit la construction du polygone de Newton de Byus:(t) & partir de celui de

By.(t) el on hérite ainsi de ta seule pente critique 1,,—'“-

"V‘B;H ]

fig. 2.3.2

Terminons cetie section consacrée aux nombres et polyndmes de Bernoulli, par
Pétude de la fonction limite définie & la section 1.5.

Proposition 2.3.3 8i by est la fonction définie sur la lemniscale p-adique
L ={a€C,: W —al<r)

par la limite
bnla) = Jl{'g‘a an"(a);
alers
bt 3—;—’- st p =2 ou si p impatr est tel que p — 1 divise m pair
al = . . . . .. .
" 0 si p et m sont impairs ou si p — 1 ne divise pas m pair

Preuve.- Rappelons que

L,= 1] Bediy= 1 B

i€upeL{0} i€ (0,01}
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Puisque b, est constante sur les boules B, (i) (proposition 1.3.1}, il suffit de
déterminer b,,(i) pour i =0,....p— L. Mieux. coinme (proposition 2.3.1)

Bap(a 4 1) = Brpe(a) + mp”a™" ",

bp, est constante et égale & 5,(0) = limy o Brmpe(0). Ainsi

0 i m impair et p impair
lim Bopel0) = limy—oe Mp“rope = 0 si p impair et p — 1 ne divise pas m pair
vl—rro,o e ) - lilny_..pg {’%l + mP"T'mp"} si p= 2
ou si p est tel que p— 1 divise m pair
d’olr la propositien. a

2.4 Polynomes d’Euler

Définition 2.4.1 Les polyndmes E.(t), définis par le développement en série

2e7t E 4
= z Eﬂ(t)'—r'l
e+1 5 al

sont appelés polyndmes d'Fuler. Les valeurs qu'ils prennent en t = § définissent les

nombres d'Euler e,
e, = 2" E, (%) .

qui apparaissent dans le developpement

L oy

; 1
coshz 155 " nl

Ainsi, par exemple

Eo(t) = 14

— 1.
E@) = t—-14
Byt = -1,

- 3 .
Ey(t) = -2+ 4
E(t) = t'—28 41,
Eg(t) = t*— St 821

etc...
et donc
eg=1,e5=0,e0=-1,e3=0,e,=5e5=0, etc...

La proposition suivante fait I"inventaire des quelques propriétés bien connues dont
nous ferons usage dans la suite,
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Proposition 2.4.1 Les nombres et polynimes d°Euler ont les propriélés suivantes

1) EL(1) = nEa (1), (n2 1)
2) Eu(t) = Ti (3) Be(0*, (n > 0);
3) E.(t+ 1) + E,(t) = 2t", {n >0}

4) Sp{N) := Togren(—1)H18F =} ( E(0) + (=1)" Eut N)) (N2 LEZ>1)
5) E (1 ~t) = (=1 E.(1), (n>=0);
8) (-1)™LE.(—t) = E.(t) -2, {n=0).

Preuve.- En dérivant la fonciion génératrice

-y Rul,

n20

efx,t) =

par rapport a t, on obtient

a 2!

ae(z,t} = xm = zc(z,t),

c'est-a-dire

T E‘(t)— —Tn ,.-ﬂt):—,;.

n>20 ! n>0

On en déduit que Ef(t) = 0 ainsi que la propriété d'Appell E! (1} = nEn-{t). De
cette dernizre découle (par induction) le développement binomial

- = n n~-k
) B = 3 (3) o
La propriété 3) se démontre en considérant la somme des deux séries formelles e(z, ¢}
et e(z.f + 1) qui vaui, d’une part
e(z, 0+ ) +e(z, 1) =3 {Ea(t+1)+ En (t}}
n20

et d’autre part

:!:
2e™e 2e —2e“—221

e(z, i+ 1) +efz,t) = ey T+
n>0

Ainsi, on obtient Iidentité

E.(t+1}+ E.(n) =2
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La propriéte 4) s'en déduit alors. comme suit

Sey = T (-
0tV

= Ly (e B+ 1) + BU)

2 1N -1
= F{BO+EO) - B@+ o+ () EW)

E(1) + (—1WEL(N)
2
—Ei(M)+ (1Y E ()
5 .
Le développement en séries de 'expression
2e 2e=(t+1)
e +1 T e +1

e(—z,—t) = =elz,t+ 1),

8'éerit . u
T E-0(-115 = ¥ Bt + 1)

n>0 ) n>0
Cela implique ['égalité
E ft+1) = (-1)"E.(~1),

dans laquelle la substitution t — —1 entraine la propriété 5)
{(=1)PE.(t) = E.{1 —1¢).
Finalement, en intraduisant 3) dans Iidentité
Ea(t+1) = (~ 1 Eu{~1)
on établit 1a propriété 6), a savoir -
(=1 Ex{—8 = Eq(t + 1) = 2" — E i).

Corollaire 2.4.1

1} Eonpi (%) =0 pour tout n > 0 et donc, les nombres d’Fuler e, d’indice impair
soni nuls;

2) E2.(0) = 0 pour tout n > 1.

Preuve.- L’évaluation en t = ] de 'expression de la propriéteé 5 ) (propesition 2.4.1)

fournit 1'égalité : )
15 (3) = B (3).

qui monire bien que £, (-’i) = () si n est impair. Le point 2) se démontre en posant
t = 0 dans la propriété 6). L
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Proposition 2.4.2 Pour p# 2, les pelynémes d 'Euler sont ¢ coefficients dans Z,,.
De plus, cna=0¢elena= % la congruence

Enpla) = Ep(a) modnpZ,
est verifice quel que soit n > 0.
Preuve.- Par définition, on a
o n fn 3Je an—k
I = = S - AN V- AT 3
a;r“e(z' ) Ealt) ngo (L) Bk’ BI""‘(C ) ’

z=0 =0

formnule qui montre que £,(1) € Z[1/2][t] € Z,[t]. (p # 2). Reprenous un argument
analogue a celui exposé dans la preuve du lemme 2.3.2. Ainsi, soit un entier £ > 0:
comme £ = £ mod p. le théoréme des accroissements finis permet d’écrire

P =(f+up)" = modnpZ,, (o uel,)
Il suit que pour n > 1 et N > 2 on a la congruence

SoAV)= 3 (-1)*'er= 3 (-1 = 57(N) mod npZ,.
188N 184<N

En vertu de la propriété 4), celle-ci est équivalente & la congruence
~Enpl0) + (= 1YY Enp(N) = ~Eo(0) 4+ (~1)¥ Eo(N) mod npZ,.(p #2)
quc Fon écrit sous la forme .‘
(=1)" { Eap(N) = Ea(N)} = Enp{0)} = Bo(0) mod ripZ,. ey
Prenons WV entier positif et congru A 1 module pZ,. Ecrivons

P+l
2
et choisissons ¢ de sorte que NV soit pair. Comme les polyndmes d'Euler sont 2
coefficients entiers p-adiques et satisfont a la propriété d'Appell, aprés application

du théoréme des accroissements finis, le membre de gauche de (1) devient

1 1 1 1
Bu(3+M-3) =B (347 -3)
1 1
E. (3) - B (5) modnp2,.

Ainsi, quel que soit r 2 0, la congruence suivantc est vérifide

+ ¢- p avec ¢ entier,

N =

(~ )" {Engl¥) = En(N)}

I3

B (3) = Bu(3) = Ewl0) = Ew(0) mad npZ, @
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¢ si n =0, alors les deux membres de {2) sont nuls;
¢ sin > 0 est pair, alors le membre de droite est nul (corollaire 2.4.1);
¢ si n > 0 est impair, alors le'membre de gauche est nul (corollaive 2.4.1).

Autrement dit, les congruences suivantes sont vérifiées pour tout n > 0

Eny (3}) _E. (%) =02 Fny(0) — En(0) mod np2,,.

Corollaire 2.4.2 Pour p impair, les polyndmes d’Euler vérifient les congrucnees
de Honda
Enp(t) = En(tP) mod npZy[t], (n > 10).

Preuve.- La suite (£,{1)),,, est une famille ’Appell dans Z[¢] (p# 2). Ena=10
et a = %, la congruence

Enpla) — E.(a) mod np2,
est vénfide, quel que soit n. Le théoréme 2.1.1 s’applique et eutraine la congruence
a démontrer. a

Corollaire 2.4.3 La série formelle

:rﬂ
o(e) = ¥ Eal)

n>1
donne naissance & un groupe formel
Fo(z,y) = e '(elz) + ely))

sur 'anneau des polynémes de Laurent ent — 1/2, Z, [t,(t - %)“] , p #2), iso-
morphe au groupe multiplicatif.

Preuve. La série formelle e(z}) = T, En{t}5 est de type p — T sur
A =2,[t.(t-1)"]. Puis, comme Ey(t) = t — L. alors £ € 4 et le point (i)
du LEF permet de conclure. a

Comme nous 'avons déja vu dans le cas géneral (proposition 1.5.1) ainsi gue pour
les polyndmes de Bernoulli, la congruence de Honda assure Iexistence d'une fonction
limite définie sur un domaine contenant la lernniscate L,,. Le lemnie suivant, résultat
élémentaire bien connu, nous permetira de délerminer la fonction limite propre aux
polynémes d’Euler.
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Lemme 2.4.1 Siz & Z:, alors la suite (2”") 4 COnLErge vers le nombre p-adique
“-

¢ € Z, défini par

x med p2y;

Fp-1.

¢
¢

m

Preuve.- Comine o = z mod pZ,, alars

n—1

" =z +up)” =2 mod p" Z, (ueZ,)

et ainsi

A=l

n
|IP —zF

<.

Done, (m"") est une suite de Cauchy dans Z: complet.

Si Pon pose { = Mm,_z"", alors évidemment (F = { Clest-irdire { € ppy.
La congruence
(=zxmodpZ,

tésulte du passage & la limite dans la relation
2 =2z mod pZ,.

Proposition 2.4.3 Soil m un entier pair non nul el e, la fonction définie sur la
lemnisente p-adigue (p#£2), L,, = {z € C, : [z° — | < r,} par limite

tmla):= Jim Eppe(a);
alors
o eye) =10, sia€ Be, (11U Be, (1)
o enla) = 2T5N(=1)*"KT, sia € Ber (k)
avec 2<k<p—1leton(;€p, et ;=7 medpZ,

Remarques.- 1} Dans le cas particulier ot p — 1 divise m, l'image de ¢, se réduit
aux deux élénents {0,2}. Plus précisément

(a) = 0 sia€ B (k) avec k = 0 ou & impair;
ml@=1 2 siace Be., (k) avec k pair non nul.

2} Nous ne donnons pas d'énoncé pour le cas m impair, parce que le résultat cor-
respondant, bien qu'essentiellement identique & celui du cas m pair, nécessite des
notations que nous jugeons trop lourdes et dont nous décidons de faire ’économie.
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Preuve de la proposition 2.4.3.- Comme m est pair et p impair, le corollaire
2.4.1 et la proposition 2.4.1 montrent que

Epe(0) = Eqpe(1) = 0 pour tout v > 1,

si bien que
em(0) = ¢(1) = 0.
La propriété 3) de la proposition 2.4.1, qui s'écrit

Empe(a + 1) + Engefa) = 2a™"

se traduit & la limite » — oo, par

_ (" avec (, € pp-y et {, =a modpZ,. st a £0 mod pZy;
emlatl) = ""(“)”{ 0 sia=0modpZy;

d’ol la proposition. ]
Il existe une relation entre les nombres de Bernoulli et les coefficients constants des

polynémes d’Euler. Celle-ci nous permetira d'établir existence d'antres fonctions
limites issues de sous-suites de ces polyndmes.

Lemme 2.4.2 Pourn > 1, on a la relation

202"+ — 1)
n+l

Preuve.- En utilisant les définitions des fonctions génératrices concernées, on a

E“(OJ ==

n41:

2027 — 1) z" ; =
bn = -9 n+1 ﬂ+ -
5 nel Ml Ez mpinl T2 “): i+ 1) +1)1
{21)"'” n.+)
= an+] +1,+ Z"+ln+1‘
r=>]
ETIER  IE
T oz ie=-—1] te +x e —1 2
4 2
= e itea !
T et 41
= ZE(O)—
nzl
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(24
(7]

Proposition 2.4.4 Pour tous enticrs m 2 0, £ el k, la suite

(Emp"+k(e)),,2w
converge duns L. {p #2).

Preuve.- Le lemme précédent associé au théoréme 2.3.3 montre que la suite

(Emp“+k(0))y2pu
converge., Le reste de la proposition se demontre par induction en utilisant les
propriétés

{2) Epprgr(f+1) = 2™ _ E o (O) et

(6} (=)™ B g1 =€) = Ermpegi(€) — 207774

de la proposition 2.4.1.

Nous terminons ce chapitre en nous permettant d’énoncer une conjecture concernant
les polynémes d’Euler. Soit (ga(t)), 5, la suite des polynémes définie par ['identité
de Spitzer -

exp (Z E.,(t)%n) =143 ¢(t)z"
n>1 n2i

Les premiers termes de cette suite sont
alt) = Elty=1-1;
() = P ~i-4;
o) = P-38+34 L

aft) = 23432 - B
gty = F- 4830 -y 2,

On constate alors que

ot} = @) med 3Zalt],
es(t) = qt°) mod 5 Zs|1].

Plus loin

q:(t%) mod 52Z4[t],
ga(#%) mod 9Z4[4].

qat)
(1)

Ces quelques cssais numériques, ajoutés  bien d’autres, justificnt I'affirmation sui-
vatite.

Conjecture 2.4.1 Les polyndmes g,(t) vérifient fes congruences de Honda

Gnp(t) = qu(t?) miod npZ[t]. (p # 2).
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2.5 Polynémes d’Hermite

Définition 2.5.1 Les polyrdmes Ha(1), définis par le développement en série

- z"
o Y Ha(0)—,

n>0
sonl appelés polyndmes d*Hermite.

En voici la liste des six premiers

Ho(t) = 1;

H(t) = 2

H(t) = a#*-2

Hilt) = 82 —12
Hyt) = 16" — 488 412,

H(t) = 3265 — 16062 + 120t

lls possedent, entre antres, les propriétés suivantes.

Proposition 2.5.1

1} La suite (Ha(1)),5, satisfait la formule de récurrence
Hnsn(8) = 2LH, (1) — H,_ (1)
2) Le dérivée I!(t) s 'éerit
H{)=2nH,1 (1), (n21)
3) Le polynowme H,(t) admet le développement ezplicite
151 !
Ha(t) = gﬂ(—l)mm(gf)bzm-
Preuve.- Notons h(.r,.t), la fonction génératrice

h(z,t) = e

on a alors P
ah(z, )= (2t — 2x)h(x,1),

et donc e o o
—h(:l:, t) = (2! - 21‘) ’l(l‘, f) - 2n5-—n:-l'h(.‘l’f, t).
L

dxntl O
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[’évaluation en o+ = 0 de cette dernibre égalité fournit exactement la formule de
récurrence 1).
En dérivant la fonction génératrice iz, t) par rapport & t, ou obtient

, o Fraad
Y (g =23 H() =,
n30 : n>0 :

identité de laquelle ressort la "propriété d'Appell”

Hi(£) = 2nHaci (), (n 2 1)
La formule explicite 3) s'établit par induction et  'aide de la formule de récurrence
1). [ |
Preposition 2.5.2 Les polynomes d'Hermile vérifient les congruences

Hop(t) = Ho(t7) mod nZ,[t], (p# 2,n 20).

Preuve.- Remarquons tout dabord que, par définition, H,(t) est & coefficients dans
Z. La propriété
Hi()=2nH._ (1) (n21),
et le fait que
0 sin=2m+1
H“ = m)} .
(0) { (—I)"‘%J-' sin = 2m,

montrent que la famille (f!,.(t)) 5 Uéfinie par

n_

= t
By=p 1 (3), (020,
est une famille d'Appell dans Z,(t]. De plus, comme H,(0) = 0 modn,on a
Fop(D) = H,(0) mod npZ,.

Le théoréne 2.1.1 montre alors que

_ ~ ¢ 14
Foplt) = a{) = pHuy (5) — pia () mod np 2,18
La substitution t — 2¢ fournit la congruence
Hop(t) = Ho(277'17) mod nZ,t).
Grice an théoréme des accroissements finis, pour p # 2, celle-ci peut s'écrire

Huplt) = Halt?) mod nZ,H]
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Remarque.- Cette suite n'intervient. dans notre propos’, qu'en tant qu'exemple
d'application du théoréme 2.1.1. En effet, le résultat suivant est plus fort et s'établiv
plus simplement. : :

Proposition 2.5.3 On a in congruence
Ho(8) = (28)" mod nZ[t].

Preuve® .- Remarquons tout d'abord que Hy{t) = 2t confirme la proposition. Con-
sidérans la formule explicite
31 ol
Ho ()= 3 (=) = (20)" ",

= m!(n — 2m)!
Sim > 1, alors

n! ~ n! (2m) (n ) (2m)!

min—2m)! ~ (Im)i{n—2m)! m! m
n {na—1Y%02m) n—1\(2m-1}
- ﬁ(?m-—])—m—l=n(2m—l) !
= 0 medn.

Corollaire 2.5.1

1) Si[a,} € Z,(1) et m > 1, alors

. 0 sip=2;
u]Lno]o e (a,) = { (3 sip est impair;
2)Sim>1ela€ Ly, dors

0 sia € B, (0) ousip=2;
lim Hppela) = § (F¢F sia € Bg (i) aveci € {1,...,p =1},
p tmpair et {, € iy 1.

Plus genéralement, quels que sodent les entiers m >0, r >0 et a € L, , la suile
(Hmp"+r(a)),,2u
converge dans C,. De plus, si Uon note ko, (a) sa Hmite, alors

Amifa} = 2ahgp(a);
hmala) = 2ahwpoi(a) = 2(r = 1)hm,-2(a).
FPour d’autres résultats concernant les polyndmes d’Hermnite {congruences, polygones de

Newton, ete ...) voir [37L
9Pour une autre démonstration, voir [11]
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Preuve.- 5i [a,] € Z,(1), alors a2 = 1, alors grace au lemine 2.4.1, on a

0 sip=13
{3 sipest impair.

finy Hoe(o) = i 7 = {
De méme, si a € L, , alors la limite
i Honpe(a) = Jim ametgme
existe et vant
o Osiag Be, (0 onsip=2et
» (7(7" sia€ B (i) avec i € {1,...,p = 1} si p est inipair.
Finalement, la formule de récurrence
Hopsela) = 2aHqpeirci(a) = 2{mp” 4 r — 1} Hmprae—2(a)
donne, & la limite v — co

hmela) = 2aliproi(a) = 2(r — L)hp -—a(a).
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Chapitre 3

POLYNOMES DE
TCHEBYCHEV

3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1.1 Les polyndmes de Tchebychev de premiére espéce T,(t), et de
seconde espéce Un(1), sont définis par les développements en séric

1-1x n
Toamea = O
1 n
Tomra - 500
Par exemple
Toft) = 1, Uolt) = L
Ti(t) = & Thit) = 2%
Tty = 22— 1; (1) = 42 ~1;
Ta(t) = 413 -3t Us(ty = 88 —4t;
Ti(t) = B~ 82 +1; Ut) = 1664 — 1262 4 1;
Ts(t) = 166 — 200 +5¢; 05(¢) = 32¢5 —326% + 6L,

I’ohjet de ce chapitre consiste en 1’étude des polyndmes de Tchebychev de premiere
espéce. La proposition suivante dresse une liste de quelques-unes de leurs remar-
quables propriétés.

Proposition 3.1.1 Les polyndmes To(t) ont les propriéiés suivantes
1) Tan(t)=2T(8) - Tus(t), (2 1)
2}  Ta(cos@) =cosnb, {n>0)
3} TheTn=Tam=TnoeTs {n,mz0)
4)  Ta(t)=nl{t), (r21)

61
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Preuve.- Nous allons montrer que
glz.t) = Y ATan{t) - AT{) + Ty{t)} " = 0.
n2i
A cet cffet, appelons f{z,t) la fonction génératrice
fla, ) = To(t) +  2Tu(t)e".
n21

On a alors

gle.t) = {f(x f) Tolt) - ?Tr( o} = {tf(z, 1) - tTo(t}}+§{f(x,i)+Tu{!)}

th+z I o
fle gt - Ly 2

= 0
ce qui établit la relation de récurrence 1).
Des formules d'addition

cos{n + 1)f = cosnfl cos @ — sinnfsinf,
cos{n — 1)@ = cosnfcos @ 4 sinnfsinf,
on tire la relation
cos{n + 1) = 2cos @ cos nb — cos(n — 1)4.
On en déduit, par induction, la propriété 2}, a savoir
To(cosn8) = cosnf, {n>0).
Et 1a propriété 3) est un corollaire immédiat de cette derniére. Finalement, I'identité

(1 - =) T Unlt)e” = Tlt) + ¥ ()"
’ n>a n21
entraine la relation :
Un{t) = 2T (t) — Unaft), {n 2 1),
qui permet d’établir, par induction et grice a la propriété 2), lc fait quc, pour n 2> 0
sin(n+ 1)@
sinf ' (1)
Des lors, cn dérivant, par rapport a #, Videntité

Talcos®) = cosnf,

Uy(cos ) =

on obtient
—sind - T, (cos#) = —nsinné

ou encore fgrice & (2}}
T!(cos @) = nl/y_(cos @),

c'est-d-clire la propriété 4). -
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Remarque.- Conformément a ce que nous annoncions en section 1.4 cette propo-
sition montre que le polyndme T, (t) € Z[t] est une psendo-puissance n.

3.2 La congruence de Honda

Théoréme 3.2.1 1 Les polynémes de Tchebychev de premidre espéce vérifient la
congruence
Toplt) = 270{17) mod np Z,[t], (2> 0).

Preuve.- 1l s’agit d’appliguer le théoréme de Barsky (th. 1.3.1} & la série formelle

fla= X205 € Q]

en montraut que exp(f(z)) € Z,[t]{[z]]. Mais, puisque (cf. [28])

2
To(t)+ 3 2Tu(t)a" = :

. ?
byt 1— 2z +22

on a

flz}

T 1_{2 _(g‘-
/o (1~2z§+§2_T°m)f
B jr(l-57—1+2t§—fz)d_§
) 1 — 24 + €2 ¢

B T % -
- _.[a 1—2t{+§2d£

~ log(1 - 2t¢ +€°)[]
—log (1 — 2tz +z2) ;

si bien qu'apparait la remarquable relation

1

exp{f(z)} = m«.

c’est-a-dire 'identité de Spitzer (découverte par C. Vonlanthen)

exp (Z ').T,,(t]x—n) =3 Unlt)a™.
n21 n

220

1Ce théoreme améliore tres nettement la congruence
Tip(t) = Tu(t)” mad p,

de B. Askey, présentée dans {7], {proposition 3.4).
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En application du point (ii} du théoréme 1.3.1, la congruence de Honda
2T0p(1) = 2T,(t7) mod npZ,[i]

a donc lien pour tout n > 0. [ ]

Autre démonstration.- Le fait que
Ta(cosf) = cosné

se traduit par 'identité formelle

z+zr! 4"
n(255) ==

. - . -
On pose n = p impair ¢t on effectue le changement de variables { = ZI— pour
retrouver la congruence

zF 4+ 7P r+z
T(1) = = (=%

-1\ P
5 ) =t mod p2,[th

en d'autres termes

TA(t) = Ti(t") mod pZ,i2).

Maintenant, si n = mp¥, avec v > 0 et (m,p) = 1, alors, grace au théoréme des
accroissements finis et aux propriéiés 3) et 4) de la proposition 3.1.1, on obtient

Tup(t) = Topent)

= Do (To(2))

= Tap (P + pr()) avec r(f) € Z,[t]
T (%) mod p*' Z,]t]
T.{t") mod npZ,[t].

Pour le cas p = 2, la congruence du théoreme 3.2.1 peut étre précisée comme suit.
Proposition 3.2.1 Pour lout n 2 0, la congruence suivante est vérifide
Tanlt) = (1) mod 2n Z,t).

Preuve.- En utilisant les propriétés 3) et 4) de la proposilion 3.1.1, ainsi que le
théoréme des accroissements finis, on peut écrire

Tunlt) = Ta 0 Talt) = T, (26 = 1) = Tu(~1) mod 2n Zyft).
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Comme
Tulcosf) = cos nb,
alors
—1 sin est impair
-1 = . )
(=1} { 1 sl n est pair,
et ainsi

Touft) = (=1)" mod 2nZy[t].

Corollaire 3.2.1 S8ip #£ 2, la sévie formelle

T(z}= Y. Tn(t)fn:

n>l
donne naissance av groupe formel
Folz,y) =17 (7(2) + r(¥)),
défini sur Zp[t, 1] et isomorphe au groupe formel multiplicatif.

Preuve.- Le théoréme 3.2.1 prouve que, pour p # 2, la série formelle v(z) est de type
p— T et posséde une inverse dans 'anneau A = Z,[t,¢~!]. On conclut en appliquant
le point {i} du LEF.

[

Remarques.- 1) L’isomorphisme de groupes formels
h(z} i Fi(z,4) = Gmlz,9)
donné par

h{x}

exp(r(z}) - 1
1

—_— ]
V1 — 26z + 22
Z Pﬂ(t)znl

n2l

It

fait intervenir une suite (Fa(¢)),,,: la famille des polyndmes de Legendre. Comme
nous le verrons au chapitre 4, ces derniers satisfont, eux aussi, aux congruences de
Honda. Ainsi, 4 {'image de ce que nous conjecturions au sujet des polynémes d’Euler
{cf. Conjecture 2.4.1), nous avons en main deux suites de polynémes (T4(t)},.,, et
{Pa(£)),51> Hées par 'identité de Spitzer i

exp (z T,.{t)i—n) = z P, ()",

n>1 a>0
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et vérifiant, toutes deux, les congreences de llonda,

2) Notons que ces detniéres n'ont pas lienw pour la famille (Ua(t)),,,. Pour
preuve, les différences suivantes -

Us(t) — UL (£)
Us(t) = Uh (1)

6% — 4t = —4t mod 3
3065 — 3288 + 6t = —207 + ¢ mod 5.

3.3 Une fonction limite
Le but de cette section est de déterminer la fonction limite relative aux polyndmes
de Tchebychev et définie par la propesition 1.5.1. Nous distinguons le cas p = 2 du
cas p impair.
Proposition 3.3.1 Pour tout a € B¢y(0) C C; el quel que soit m 20

JEE‘ Tmae{e) = 1.
Preuve.- En vertu de la proposition 3.2.1, il existe ».(£) € Z,[t]. tel que

Taple) =14+ m2'r.(a). (v > 1)

Puis, comme |¢| < 1, alors |r,(a)| < 1 et donc

Jl_rg Traela)=1.

(]

Avant d'exhiber la fonction limite relative au cas p impair, énongons un résuttat
concernant les points fixes de T, (¢).

Lemme 3.3.1 5i p est impair ef 51 &, &, .., &1 designent les p poinds fires du
polyndme Tp(t), convenablement numérotés, c’est-a-dire les p solutions de U'équation
To(t) =, alors

&cZ, et =t modp?,, pour {=0,..,p—1

Preuve.- La propriété 3) de la proposition 3.1.1 montre que

Ti(0) = 0 pour tout k impair;
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en particnlier
7,00 =0,
et on peut prendre {g = 0. Considérons, maintenant, le polynome
R(t):=To{t) - ¢
Par la proposition 3.1.1, sa dérivée est
K1) = plpoa{t) - 1.

Soit £ € {1,...,p—1}. Grice a la congruence de Honda. on a

RO =T () ~ €= —€=0 molpZy (1)
Par ailleurs, puisque {/,_1{t) € Z,[t]

KB = {pllpma (&) — 1] = 1:

et denc

K{€) # 0 mod pZ,. Y

Les expressions (1) et (2) constituent les hypothése dudit Lemme de Hensel ([21, (3],
[36])). Ce dernier montre quil existe un unique entier p-adique ¢,, congru i £ module
pZ, et racine de A{t) = 0, autrement dit, point fixe de T,(2). ]

I} est maintenant loisible de déterminer la fonction limite & laquelle nous faisions
allusion plus haut. ’

Propaosition 3.3.2 Soit p impair, m 2 1 et t,, ln fonction définte sur la lemniscate
L., par la limite ’
tm(a) = ,ll,r{}o Tope(a);

soit encore .
{sfu = Or'fl.v---1£p—!}
lensemble des points fires de T,(1). Alors

t _ | Tal0) sia€ B, (0);
m(a) = Twlt) sia€ Be (), (6=1,....p— 1)

Preuve.- Remarquens tout d’abord que, puisque p est impair
Tng(0) = T (T (0)) = Tr(D),

done
tm(0) = Tm{0).
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Maintenant. si a & B, (€) avec £ =1,....p—~ 1, on calcule

l(n) = ' J_l_n% T lt)
= Jiug T (Tp{a))
- Tm'(vl'i_nclTp»(a))
= Tm (t](ﬂ)) .
Ainsi
t = Tm ] tl.
Mais
t(a) = Jim Tyesta) = T, ( Jim Tde) = T (1(a)): )
et comme

To(z)=T (-J:Pu) = 2 mod pZ,[a],
cela signifie que
Jim Tpu(a) = lim Toll) = € mod pZ,. (2)

11 suit, de (1) et (2), que #,(a) est le point fixe de T,{t} cangrn & £ modulo ?Z, =

3.4 Polygones de Newton

Nous nons proposons de calculer tous les rayons critiques, dans C,, du polynéme
T.(t), a l'aide des résultats de congrnences établis auparavant. Le lemnie suivant
nous permettra de traiter, d’abord, le cas "spécial” p = 2,

Lemme 3.4.1 Seit, pour m > 1, le développement explicite du polyndme Tn(t)
Tnl(t) = 3 axt”;
k=0

alors favec la convention ordy(0) = +o0)
ordz(ag) 2 k — 1.

Preuve.- Les polynémes Ty(1) = ¢ et To{t) = 26* — 1 confirment l'affirmation. Pour
m > 1, la formule de récurrence

Trar(t) = 2Tm(t) — Traa (1)

s'écrit, a 'aide des développements des polynémes y apparaissant, conime suit

m+1 m i m—1
Z aktk = 212 bit' — Z ctt!.
k=0 i=0 =0

Admettant I'hypothese d'induction, on obtient alors
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® Ayt = 2bn, donc ordy{empr} = orda(bu) +1 > m:
® an = 2y, douc ordy(anm) = ord (b)) + 12 m - 1:

epour l €k <m—2,ar=2b,_; — ¢ et done
24-1 divise ay, ce qui signifie que orda{ar) > k— 1.

Finalement, comme Ta{t) € Z[t] pour tout =,
ag = —co € Z, donc orda(ap} = 0.

Proposition 3.4.1 Sim 5 | est impair, alors 0 e 2 sont les rayons critiques de
To(t) dans Cq.

Preuve.- Comme m est impair, alors T,,(0} = 0. D'autre part, si
Tm(t) =t + - +ant",

alors
a) = To(0) = mUp_y(0) = £m et a, =277

On tire de ceci et du lernme 3.4.1, la construction du polygone de Newtou de Tr(t).

D
N,
p=2, m impair
Ee1 ey
1
1 k m
fig. 3.4.1

Ainsi que le montre la figure ci-dessus, celui-ci est constitué d'un segment vertical
(de pente —co ) et d’un segrent oblique de pente critique égale & 1. a
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=TI
(38

Proposition 3.4.2 Pour v 2z 1, le polyndme To(t) possede, dans C,, Punique

pente crelique
¥ —1
2»
Preuve.- Cette proposition se démoutre par induction.
Tout d'abord, si » = I, Je polygoue de Newton de Ti(f) = 2f* ~ 1, est bien réduit 2
un segment de pente § = &,

A, =

fig. 3.4.2
Maintenant, s1 & € Cy est un zéro de Thuri(t), alors
Tyai(a) = 0 = Tav (Tofa))
Ainsi, b:= Ty(a) est zéro de Tae(t). Par hypothese d’induction, ceci signifie que
o] = 2" = 211,
Puis, @ annule le pelynéine
gt):=To{t) —b=2 — 1 — b,

dont ie polygone de Newton est réduit & un segment oblique d’extrémités
s0 = (0,0rdy(8)) = (0, % — 1), 52 = (2,1},

donc de pente
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Corollaire 3.4.1 Les éros du polynome Tpo (), (v > 0), sort simpies.

Preuve.- En préambule, notons que si @ € C; — {1}, alors les deux soluttons, dans
Cy, de I'équation

Tg(t) =@

sont distinctes. En effet

T(i)—a=2=-1-0
Démantrons maintenant. par induction sur v > 0, que les zéros de Tt} sont simples.
Ceci est évident pour Ti(2) = ¢ et, comine on vient de le voir, pour T(t). Soit @ 'un
des zéros (simples par hypothese d'induction) de Tov(2). Comme T2.(1) =1, @ n'est
pas égal & 1 et alors, I"équation Ta(t) = a, admet deux solutions by et by, distinctes,
pour lesquelles

Tg-ﬂ (b.) = Tzv (Tg(b,)) = Tgv(a) =10.

Ainsi, le polyndme The+1(t) posséde dans Cq, les 2¥! zéros distincts

b=T;(a), avec a zéro de Tp(2).

Proposition 3.4.3 Pour m # 1 impair et v > 1, les deur pentes eritiques, dans
Caz, du polynéme Tooe(t) sont

1
ﬂ|=1—§ el ﬂ2=1.

Preuve.- Si a est un zéro de Tyv (), alors, comme m est impair
Toupe(a) = T (Tev(a)) = To(0) = 0.

Ainsi Trpe(t) posséde la pente critique A = 3% (proposition 3.4.2).
D’autre part, si b est tel que @ = T, () est un zéro de Th.(1), zlors

Ty () = Toe(a) = 0.

Déterminons jb|. Sachant que m est impair et que |a| = 2%‘#, on construit le
polygone de Newton du polynéme

Tm(t) —a.
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O N a

"VTM -a

p=2, mimpair

1 / m
——1

fig. 3.4.4

Comme le montre la figure ci-dessus, ce polygone est constitué de deux segments
obliques, 'un de pente &, = 21~ 'autre de pente Ap = 1. [ ]

Proposition 3.4.4 5t p est impair et n pair, alors lous les zéros de To(t) sc sifuent
sur la sphére-unité B-1(0) de C,.

Preuve.- Comme n est pair, le polynéme T,(t) s'écrit
Talt) = £14 - 4 27747,
et, par conséquent, son polygone de Newton est réduit au segment horizontal d’extrémités

(0,0) et (n,0). »

Proposition 3.4.5 Sip #£ 2 et v > 1, le polyndme de Tehebychev Tu(t) fpour
lequel T, (0) = 0} posséde dans C,
e(p*)=p""p-1)
zéros, de valeur absolue égale @
|plv_ib—? = rﬁl-‘, k=1,...

S
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Preuve.- Ce résultat est un corollaire de la proposition 1.7.2. Ea effet, puisque pour
tout v = Q

* la congruence de Honda est satisfaite, c’est-a-dire
Tpn1(t) = T (t?) mod pt' Z,[8);

o le coeficient dominant de T(2), égal 2 2777, est une unité p-adique;
o Tn(0} =0
o To(0) = p*Upna(0) = £p;

la suite des polygones de Newton Nr., v > 1, se laisse construire récursivement.

-

T

fig. 3.4.5

Ainsi, conformément a la figure ci-dessus, le polygone de Newton de T,.(1) est cons-
titué des segments reliant les points ‘

(pk,u—k), kE=10,...,v,
ainsi que du segment vertical, provenant du fait que Tu(0) = 0. Cedi traduit,
précisément, Pénancé de la proposition: [
Corollaire 8.4.2 Sip # 2, les zéros de Tou(t) sont simples.
Preuve.- §i T,.(a) = 0, alors, comme nous venons de le voir, |¢| < 1. Par suite
Ti(a) = p*Up s (a)
ne saurait éire nul. En effet, le polyndme
Upr(t) = 14 - 4 277771

dont le polygone est réduit & un segment horizontal, posséde tous ses zéros sur fa
sphere unité de C,,. =
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Proposition 3.4.6 5i m # 1 est impair el premier a p # 2. alors le polynéme
Toape(t) posséde. outre les xéros de Tp(t), (m — L)p” zéros situés sur la sphére unité
de C,.

Preuve.- 5i a est un zéro de T»(t), alors, comme m est impair
T (@) = T (Typla)) = To(0) =0,
[Dautre part, le polygone de Newton de T, (t) s’obtient en adjoignant, & celui de

Tpo{t). le segment horizontal d'extrémités (57, 0) et {mp”, 0), qui fai état de mp* —p*
zéros de valeur absolue égale a 1. a

3.5 Relation avec la fonction arcsinz

Dans toute cetie section, p désigne un nombre premier impair.

fig. 3.5.1

A Paide du polygone de Newton du polynome T,(t) construit en section 3.4,
(cf. fignre 3.5.1), on obtient la majoration suivante, pour T,(z).

lplr si0<r=iz| <rg
P osir<|z|=7.

T2 < M, (T,) = { 1)

De la propriété de composition
Toan=TnoTy,

il suit, immédiatement, que
lim Te{a) = 0
V0o
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quel que soit e € By (0) C C,.
Mais, en regard de la majoration (1), il est préférable de considérer la suite

().

plutét que (Type(a)) qui tend vers O trivialement; d’ofl 'énoncé suivant.
Théoréme 3.5.1 Quel que seit a € B (0) C Gy, la suite (T, )30, définie par

}’:—'u TP"(a)

T, 1= (~1 o

[

converge dans C,.

Preuve.- §i ja] < 1, I'inégalité (1) fournit Vexistence d'un eutier & > 0, pour lequel
IT,A(&]I <r,.
Comme ‘
Tp(e) 1 Tps (Tp(@)
L p
il suffira de démontrer la convergence de la suite pour les éléments a de la boule

BSr.(O)'

La différence, |r,41 — 7] peut s’écrire

P:l;l(u-#l) TP"“(G) _ (_:n%‘uTF"(a]
pu+1 pu

va+1_ij = ’("'1)

1 —1
— {Tpnla) = (-1 pTu(a)}
1 —
oy [T (Torta)) = (1T pTon(a)]
Posons y = Tpe(a) et estimons

Toly) — (—1)*F py .
| |

Le polynéme

alt) = Ty() = (=1) pt
est divisible par 3. En effet, T,(#) a la parité de son indice et de plus
T(0) = pUp-a{0) = (-1)F'p.

Ainsi, ¢(t) 5" écrit
gt} = aat® + - 4 g,t7,
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-1
(¢ 5]

ct alors e )
(o) = | Tolw) = (=1)Fpy] < Lol goax leal 1yl < 1o
De plus, comine |¢| £ r,, on pent affirmer que
lpl = | Trla)| = | Tp(Tow-r(aP}} £ [pl - [Tpr (@) £ ... < jpl"lal.
Ainsi, on obtient

1 p3v a.P ~
frs =7 & oy T talf < BLLEE < 10t 0 torsque s = co.

Ii nous cst, des lors, permis de définir la fonction
T: Balf) — G,
o — T{a):= Iim,,_.:e(—l)aai*’ I’t—jﬂ
Afin de déterminer sa nature, revenons an lien existant enire polynomes de
Tchebychev et fonctions trigonométriques.
Proposition 3.5.1 Pour toul n > 0, on a les relations formelles
1) Taa(sin@) = (—1)" cos 2né;

2) Tinsa(sind) = (=1)"sin(2n + 1)6.
Preuve.- Dans le but d'éviter I'évocation du nombre 7 (quel sens dans C, 7). nous
effectuous une démonstration entitrement formelle hasée sur la formule de récurrence
définissant les polyndmes de Tchebychev.
Tout d'abord, si n = 0, alors Ty(sinf) = 1 et Ty(sind) confirment bien nos affirma-
tions.
Procédons au pas d’induction en employant les formules d’addition des fonctions
sinus et cosinus.
D'une part, pour n > 1,0on a

Tan+1(sin 6) 25inf - Tan(sin ) — Tyny(siné)

(-1)}"25in 8 - cos 2nf — (—1)"" sin(2n — 1)8
(—1)" (2sin 8 cos 2nd + sin 2nf cos ! — sinf cos 2n6 )
(—1)"{ sinf cos 2nd + sin 2nbcos §)
(=1)"sin(2n 4 1)4;

et d'autre part

Ton{sin6) = 2sin 8- Taqey(sin ) — Tya_a(sin d)

(=1)""25in 85in(2n = 1}4 — (~1)""" cos(2n - 2)6

{~1)" {cos(2n — 2)& —2sinfsin{2n — 1)@}

(=1)" }cos(2n — 1)8cosd + sin fsin(2n — 1} — 2sindsin(2n - 1)@}
= (=1)"{cos(2rn - 1)@ cosd — sindsin{2n — 1)}

= (—1)"cos2nd.
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Corollaire 3.5.1 Pour toul v > 0. l'identilé formelle suivante est satisfaite
Tpu(sin §) -“(—l) smp"ﬂm(—l) 3 * sin p“#.
Preuve.- La premiere égalité traduil la proposilion précédente. Pour démontrer la

seconde, i] suffit de vérifier que

(-1 = (-1, (1)

De deux choses ['une: ou bien p= 1 mod 4, auquel cas

pF-1_p=1 _
;g = gvE 0 mod 2
et alors les deux membres de (1) sont dgaux a I,
ou bien p = 3 med 4, auguel cas

v _ | 1 mad 4 sivest pair
F 3 mod 4 si v est impair
et alors (1} s"écrit
2ol

(-1)F = (-1 = (~)F™.

Proposition 3.5.2 (sinus et arcsinus p-adiques) Les series

E( ) x2n+1
sinx = —'—_— et
S (2n + 1)
-1 n 2.2!:+1
. - -1
arcsin r E(" (-1} T

définissent des foneclions
n: Be (0) — B (0) o
arcsin 1 B(0) — G,
analytiques et surjectives. De plus
(i} sin{arcsinz) = 7 = arcsin(sin z) pour lout 2 € B, (0);
(i} | sinz| = |z|.

Preuve.. Qutre une démonstration de cette proposition, on trouvera dans [36], bien
d'autres résultats concernant les fonctions trigonométriques p-adiques.
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Théoréme 3.5.2 5t £ € B,{0) C C,, alors

ez, Tl .
7 Tlx) = aresin x.

T{z) = Ji_tg(—l)
Preuve.- 1l suffit de vérifier que, p-our tout ¢ € B, (0)
T(sinz) = z = sin(T(x)).

Mais si & € Be,,(0), alors sinz est bien défini {proposition 3.3.2) et, grace au
corollaire 3.3.1

. . -1, Tl
T(sinz) = lim (-1)"" “Pi”
LY
- p"

. sina
= z lim

a=0 o
= =z

Si || < ¢, la fonction sinus étant surjective (propesition 3.5.2), il existe y € B, (1)
tel que = siny. En vertu de ce qui vient d'Gtre établi, on a

sin(T(z)} = sin(T{siny)} = siny = z.

Cette description de la fonction arcsin nouns donne la possibilité d'en déterminer =

facilement les zéros.

Proposition 3.5.3 On a

Zéros(arcsinx) = U Zéros (Tp(z)) = {C_' - t (€ ,u,,m}.

V30 2i

Preuve.- Intéressons-nous tont d'abord a la premiere égalité. I cst clair que si
Tx(a) = 0 pour un certain entier £, alors Ty«(a) = 0 pour tout v 2 k et donc

T(a} = arcsina = 0.
Réciproquemient, soit a € B¢ (0) tel que
T(a) = arcsina =0.

Comme
| Tola) | < max(|p| - la], [ef*),
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il existe un entier & pour lequel
| Toria) | < Py
Mais alors, comme |T'(x)| = |} pour tout |z} < r., on aura
Tt (Tiela))
py-k . pﬁ
Tha (T (a))
r

1
= 7 (@t

0=[T(a)]

lim

r—cQ

L oim
|p1| a—oa

1
= o |Tr(a)l.

Ainsi Tia(a) = 0 et la premicre égalité est établie. La seconde découle du lemme
suivant. [ ]

Lemme 3.5.1 Soit Uapplication
z~z7}
2

J:C {0} — C;, 7 —
Quel gque soit v > 0
J (upe) = Zéros(Tpe).
Preuve.- Le fait que (corollaire 3.5.1)
T,.(sin6) = (-1} sin p*,
se traduit par I'identité formelle

T—z" A
T’”( 2% )’_‘(_I)L’— Ta

Si ¢ € ppw, c'est-a-dire si ¢* =1, alors
C—¢'Y _
T ( Tl Rl

J{pipe} C Zéros (Tpw}. (1)

Pour montrer que (1) est une &galité, il suffit d’établic Finjectivité de I'application
J i ppw — C,. Remarquons tout d’abord que si { € ppe, alors

1 = 5 = - fe- ¢ = - ¢ = 1,

ce qui signifie que

2t
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ol & est Fendier défini par le fait que
F=let ¢ #1L

(cf. chapitre | section 7}. Soient. maintenant, deux éléments ¢ et £ de py tels que

so=H— = )

En particulier, il ¥ a égalité des valeurs absolues, ce qui signifie que { = £ = 1 on
alors, qu'il existe 1 € k < v, tel que

&= =1
avec £~ et (P tous deux différents de 1. La relation (2) entraine
. (¢
~{=(-1})- —. 3
(=17 @
En élevant (3) & la puissance p*, on obtient

(-6 =-(¢ -6,

ce qui montre que
(€= =0et (—£=0.
]
Remarque.- Nous trouvens dans 'énoncé de ce lentme, ia confirmation des résultats

de la section 4, concernant les polygones de Newton, ainsi qu’une autre méthode de
détermination des zéros des polyndmes de Tchebychev,



On perd [s plus grande partie de sa jeunesse &
coups de maladresses,

Chapitre 4

POLYNOMES DE COSTER ET
DE LEGENDRE

4.1 Polynoémes de Coster

Définition 4.1.1 Soit d > 2; nous appelerons polynomes de Coster, les polynomes
& d voriables 7, (ay,...,as) définis par le développement cn série

1 - o
TalGpy-.. . 8g)T .
Y1T+az+ -+ aqz® g; afer,.. . q4)

Exemple.- Les premiers polynémes, correspondant au cas d = 2, sont

Toar,a2) = 1

Wl(ﬂ],ﬂg) = —%a;;

mla,a2) = Zaf—lay

73(a,02) = —Sa}+ feran
e = Fhol- oo s B
owen) = ~fiot+ Yolea—

La définition 4.1.1 trouve son origine dans l'article (15], que M. Coster consacre &
'étude de 1a série formelle défiuie par le développement de Taylor

n=0

(1 + ga;zi)vj: = iunr".

a3
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ol a,...,a sont dans 2. En effectuant I'adaptation qui consiste & considérer les
@;. non pas comnme des nombres mais comme des indétermindes, nous héritons du
résultat suivant.

Théoréme 4.1.1 Pour p = | mod d, les polyncmes de Coster vérifient les congrn-
ences

Tnp (a1, - ,84) = m (a], ..., a}) mod npZylay,. .., aq4], (n = 0).

Preuve.- li suffit de modifier, dans la démonstration de ([15], Théoréme A, p. 51.)",
la congruence {10} comme suit

—1 ¥y 1 Bpi=1 .
(’lpi_.‘fb;pi)na-" = b’lpi—’..fb;pf“ Ha,- mod p* Zy;

i i

avec les nouvelles notations d = ¢, a; = &;, T = up. - [ ]

Pour ce qui concerne le cas d = 2 (duquel reléve la section 4.2), nous apportons, au
théoréme 4.1.1, une preuve indépendante.

Lemme 4.1.1 Les séries formelles

ofz) = T raalana)s
hilz) = an(a;,az)i—n,
n?l

défintes & Vaide des polynémes intervenant dans le développement

1 1 "
-ﬁ-(—-ﬁ = -“—T_W = ;Ezownfﬂl.ﬂ‘.!)z )

sattgfont qur identités formelles

= __l__o a; + 2a;z + 2,/a3 R(z)
folz) = ﬁlg( e )’
file) = —log (?_+_a§%2_11r_1)

1Ce théoréme tablit les congruences

Umpr = Umpr-s mod p7, (m,r 2 1),
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Preuve.- Ces identités s'établissent directement par dérivation. Ainsi
f(z) 1 1 20+ Jualey 4 202)R7 oy
v R—\/ﬂ'-'; a) + 2a0x + 2,/ R \/G_JR—
et on vérifie que
a1 + a7z + 2. /a; R(z)
| =0= f3(0).
(| oo
De méme
R -7 , 1-R
fiE) - ——— = fils) -5~
_ ay + a R+ dagr R 11— R
- 2+ a2+ 2R Re
2+ 2a,z + 2ay1% — 2R?
Rz(2+ a1z +2R)
= 0
de plus
24 ac4+2R
log (—‘4——) =0 = £,{0).
r=0
n

Théoréme 4.1.2 Si p est premier impair, alors les polynémes de Coster satisfont
¢ la relation de congruence ‘

Tnplay, €2) = 7alaf.a}) mod npZ,[a, aa). (n > 0).
De plus, o série formelle
z?
f](.’t) =™z +1l'2? +-
donne naissance au groupe formel

Fi(z,y) = [T (hl2) + fly)) € Zylor, a7, 0d],

tsomorphe au groupe formel mulliplicatif, via lisomorphisme

4
Ma)= gm0
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Preuve.- 5i 'on considére
A =2Lay,a3], I =pA. o : a;—al, (1)
alors la série formelle fi(z), qui s'éeris
filz) = —log(1 + r(z)), avec r(z) € AllzH,

est de tvpe p = T, relativement aux "ingrédients”, que (1) désigne. Ceci établit les
CONgruences .
Taplar, a7} = wafal, al) mod npd, (n > 1).

De plus, dans Z,[m, ai', a3, le coefficient f{(0) = ri(a;, a;) = —2 est inversible.
Alnsi

ST A+ fa(w))
est une loi de groupe formel sur Zy[ay, ..., a4]. =

Lemme 4.1.2 Sip =1 mod d, elors pourtoutn > 1 et i€ {1....,d}

—7alan,.. ., a4} € nZlay,. .., a4).

aﬂ;

Preuve.- Comme p = 1 maod d, les polyndmes 7, (ay,...,a4) ont leurs coefficients
dans Z,. Ainsi, si v = ordp(n) = 0, alors

d
_Trn(ah e yad) € Zp[alv' e yad] = nzp[aln e |€ld'].
da;

Supposons maintenant que v = ord,{n) > 0. En dérivant la congruence

Fup (@1, 110) = 7o (..., a5) mod npZyfan, .., adl.

du lemnme 4.1.1, par rapport & a;, on obiient

a o @
_Wnp(“l:---:“d}Epa? I_Trﬂ(ai,a‘“:ﬂs) rod “Pzp[alx-'wad]-

aa.- Ba.-

Par hypothése d'induction, le second membre de cette derniére expression est nul
modulo np Zyfa,... ., ad4], ce qui prouve bien que

a
E{:ru(a,,. -oag) EnpZylay, ... a4.
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Corollaire 4.1.1 Sip =1 mod d, alors la congruence
Mo (1 (L), .. ag(1)) = Ta (G117}, - .. 2d(t7)) mod npZ,it]
est vérifice pour fout n > 0 ef guels que soient les polyndmes
ay(t), .., au(t) € Zt).
Preuve.- le théoréme 4.1.1 stipule que
ap (01(2),. s aa(t)) 2 ma (02(t), .oy ay(t)) mod npZ,t]. @
Choisissons d polynomes a,(2), ..., oq(t) € Z,[t], tels que
a;(£Y = a;(f7) + pai{t).
Grace au lemme 4.1.2 et aux applications successives du théoréme des accroissements
finis (pour chaque variable), la congruence (2) peut s'écrire
Tap(@{thy - raa(t)) = wa{ay(7) + ponft).. . adlt') + poy(t)) mod npZ,[t)
T lay(tP)y .0, aalt?)) mod npZ,[t].

Théoréme 4.1.3 Pourp =1 med d, les polynémes de Coster vérifient les congru-
ences dites de Schui®; c’est-i-dire que si
n=ng+nip+---+ gt

est le développement de l'entier n dans la base p, alors

.

Tnu(ﬂl,---,ﬂd)""n, (01,---y0d]P"'77n*(ul---nﬁd)p
k *

Tna (@1 18a) Ty (afyoyad) o, (2], 06

mod pZ,,[al, -

Wn{ah---,ad)

i

Preuve®.- Posons 4 = Z,lay,... a4 et p(a) = 1 +az + - + agr?. Puisque d
divise p — 1, le nombre —}; se laisse développer, comme suit, dans la base p

1 1 p—1 p-1 p—-1,
On a alors
(14 @17 + -« + agzd) -1
(1+ayz + - + agad) 5T ++ 5509 = {(l+alm+m+adm) }

1 mod (pA[:n],:c”vH) ,

20 dit aussi que 1a suite 4, (ay, .. ., 24) satisfait & 1a propriété de Lucas, <f. [29].
3Voir aussi [26], p.75.
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autrement did
p[m)‘ﬁ _ {P(I)%g}t-z-w---ﬂ" mod (PA:IP»H).
Puis, comme d divise p— 1, alors p(z)‘ﬁ est un polynéme de degré p—1 en z, et
p(x)_ﬁ = molay, -, ad) + -+ mpalay, ... ag)z®" moed p Afz).

En effet
p(r) T

p(2)¥ (p(z)" )"
(1 +mien ... 00z + o e, e + *r’) (1 + +z*) mod p A[[«]]

14+ mlan...,¢dz+ - + 71 (8y,...,04)z°" mod {p Alz], ")

i

fll

et le membre de gauche de cette derniére congrnence est vn polynéme de degré p— 1
en z. On parvient ainsi & la congruence

T+p+-4p”
Z xafay, ..., 04)2" = Z: walay, ..., aq)z" mod (p Alz], :1:""“) .
nzﬂ n<p
L'identification des coefficients de 2™, pour
n=ng+mp+--+mpt <pH,
donne lieu & la congruence de Schur
L]
£ (81,0, 8g) E Tng (81, -+, 80) * oy (@18 o 7ny (81,0001 84)° mod p A

4.2 Polynémes de Legendre

Définition 4.2.1 Les polynimes P.(t), défints par le développement en série

1
— = = Pﬂ t “,
-2z t o ,;Zao (t)a

soni appelés polyndmes de Legendre.
Ainsi, avec les notations de la section précédente, pour tout n 2 0, on a I’égalité
Po(t) = =a(—2,1).

- Réciproquement, en partant des polyndmes de Legendre, on fabrigue les polynémes
de Coster, comme suit.
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Proposition 4.2.1 Pour tout n > 0. on a la relution

Talar,02) = (~1)" V&P, (a_f) |

Preuve.- Les fonctions

1 n
Qlar, a2,2) = Troarar ™ n);xn(auaz)l' )

g(t,) Pa(t)z",
\/ 21!;|:+:r2 ,f;,

sont liées entre elles, par la formule

(s ) oot o) o)

dont le développement en séries s'écrit

a4y -2 -
2 P (_oﬁ) i;te" = ¥ malan, anda; "z

n>0

Par identification, on trouve

=55 e )

Voici la liste des premiers polyndmes de Legendre

Bi) = 1
Aft) =y
B(t) = 2 — %;

Py(t) 30— 2t

Pty

3544 _ 15,2 4 3,
St 4t+ﬂ’

Pi(t) = S5-B2 4 38y

89
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Corollaire 4.2.1 (f34], [38], [29]) Les polynomes de Legendre vérifient les con-

gruences de Schar dans Zy[t], pour p # 2. Autrement dil, si un entier
n=mptmpt o+,

est développé dans la base p. alors

Po{t) Py (1) - P ()
Poo{t) P, () -+ Po () mod pZ,lt].

Palt)

Preuve.- D'apres le théoreme 4.1.3, les polynémes de Coster 7,{a;,az) verifient les
congruences de Schur dans Zg[a,,a2), (p # 2). Ainsi

x
Tol{ay, 02) = T {ay,a3) - ma (@, 82)° -+ 7n,(0y,62)° mod pZ,[ay, a4,
et ’évaluation de cette derniere relation en
gy =20 et ap =1,
ctablit le corollaire. L]
La suite du présent chapitre est consacrée aux deux résultats qui ont 6té le point de

départ de cette thése: les congruences €lablies par T. Honda dans [21],(ici théorémes
4.2.1 et 4.2.3). Nous en appoertons différentes améliorations et démonstrations.

Théoréme 4.2.1 §i p est impair et n > 0, alors on a la congruence
F.,(t) = A{t?) mod npZ,[t].
Preuve.- En vertu du corollaire 4.1.1, la congruence
Ty (81(2), 02(2) = 7a (@ (), alt)) m0d np [t

est vérifide, quels que soient les polyndmies a\(t),a9(t) € Z,[t], (p impair). En
particulier pour
a;(t)= -2t et ay(t) =1,

on peut écrire
Pop(t) = map(—2¢,1) = 7o —2%,1) = Fo(t?) mod np Z,,{t].
]
Corollaire 4.2.2 Lepolynome Pa(t) est une pseudo-puissanee n dans Z[t], (p # 2).

Preuve.- C'est une conséquence directe de la proposition 1.4.1. [ ]
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Remarque.- Dans le contexte du corollaire 4.2.2, il convient de citer la relation bien
connue [28] et plus précise suivante 4

Puoit) = th{Y)

Plty=n-
W) =n —n

Le théoreme 4.2.1 ne vaut que pour p impair. A l'aide du changement?! d'indéter-
minée ¢ — 1+ 2¢, il est possible d’énoncer et de démontrer "a la main”, un résultat
englobant, également, le cas exceptionuel p = 2.

Lemme 4.2.1 Les polynémes Po(142t) sont @ coefficients dens Z et admettent le
développement ezplicite

= LA
pa+2 =3 "1 F)e, (s o).
oAk k
Preuve.- On trouvera une prewve de ce lemme, bien connu [28], dans [34], par

exemple. -

Théoréme 4.2.2 Pour toul p premier el pour tout n = 0, les polyndmes de
Legendre satisfont d la relation de congruence

Poo(1+2t) = Pu(1 + 2t*) mod npZ,[t].

Preuve.- Grice aux congruences

npy _(n
(kp) = (L) mod npZp,

(remarque 1, section 2.2} et au lemme précédent, on obtient

patrsm= e = E (7)) £ () (1)

E{))-GE s
T S (":_—11) (nP + k) .

bt
p ne divise pas &

0 mod npZ,[t].

*L'astuce de co changement de variables et la compréhension de son enjeu sont dues 4 A. Robert,
of. [34).
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En effet, il exisie deux entiers p-adiques anx et 4, tels que

np\ [
(L‘P) B (1) +npant,

np+kpy fntk .
( L'P )_( k )+(n+"')p5n.k

de sorte que si 1 < k < n, alors

) (757)-G)0T)

i

+k
(:) {n+ k)pBas + (n ‘ )nmn.x- +
nperni(n + k)pBay

n nfn-1
(k) npﬁn.k + "‘: (k _ I)Lp.an.k

0 mod np Z,.

14

i

Remarque.- §i, pour p impair, on effectue, dans la relation
Poo(l+2t) = P.(1 +2t*) mod npZ,[t],

la substitution
‘= z—1

€ Zy[a],
on obtient la congruence
Poplz) = Py[z®) mod npZyiz].
En effet, il existe r(z} € Z,(z], tel que
1429 =142-27%z— 1) = 27 + pr(z).

Comme le polynéme F,(z) est une pseudo-puissance n dans Z,[z] pour p # 2 (’est-
a-dire que P! (z) € nZy[x]), le théoreme des accroissements finis fournit la congruence

Po(142:277(z — 1)) = Pa (7 + pr{z)} = Pu(z®) mod npZylz].
Ceci, pour montrer comment le théoreme 4.2.1 découle du théoréme 4.2.2, n

Corollaire 4.2.3 La séric formelle

Az = T RO+ 2:)1—"

n>l
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donne naissanee d la loi de groupe formel
Filzan) = {A(x) + ().

définie sur lnnneaw Zt let isemorphe aw groupe formel multiplicatif, oia

Visomorphisme

a1
P42t

2
hlz) = -1
1—x— 2+ fz? - 2(1 + 20z + 1
Preuve.- La série formelle
filz) € Qlelil=l]
est detype p—7 sur A, = Z,{t, 775). Ainsi, quel que soit p, F{x,y) a ses coefficients
dans A,. Le reste de |'énoncé se déduit du théoréme 4.1.2. ]

Théoreme 4.2.3 Sip est impair, alors pour toutn > 1, on a la corgrucnce
Pop_1(t) = Py (#7) mod np Z,[t].

Preuve.- §i 'on considere la série formelle
I
fO(I) = Z Pn—l(‘f)::
n>l

alors le lemme 4.1.1 fournit }a formule explicite

T —t++/1 -2z + 17
fu[m}=log( = )

Il s'ensuit que

t4+ 1 =2l 4+ 22

exp(fole)) = 2y

a ses coefficients dans I'anneau A = Z,Jt]. Autrement dit, la série formelle fo(x)
est de type p — T sur A, ce qui prouve que ses coefficients F,—q(t) vérifient les
congruences de Honda. ]

La preuve de Honda [21]°.- Comme dans la preuve précédente, considérons la
série formelle n
T
JABED W AMOES
nzt

pour laquelle

df( }..__1_
dz wEi= V1= Uz + 22

5Tt s'agit plutét, ici, d'une traduction de la preuve de Honda, dans le langage du LEF de
Hazewinkel.
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