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Résumé

Les méthodes de décomposition de domaine (MDD) sont de plus en plus utilisées pour
résoudre numériquement les équations aux dérivées partielles. Ces MDD sont devenues indis-
pensables pour trois raisons:

1. physique: les sous-problémes correspondant 4 des sous-domaines peuvent étre découplés
et résolus indépendamment;

2. algorithmique: elles sont des pré-conditionneurs (i.e., des accélérateurs) des algorithmes
itératifs classiques;

3. parallélisme: elles peuvent étre implantées natureliement sur des machines paralléles.

Sur le plan de I'implantation, les MDD possédent, malheureusement, plusieurs variantes.
Lefficacité de ces méthodes dépend & la fois de la structure physique du domaine et de la
nature des EDP i résoudre.

Grice 4 la notion de probléme auxiliaire et aux différentes manitres de les coordonner,
nous avons défini un cadre simple et unifié qui permet de spécifier une MDD. La simplicité
de ce cadre offre aux modélisateurs et aux numériciens un environnement de programmation
interactif et flexible, qui non seulement leur permet de spécifier les MDD les plus courantes,
mais aussi d’en développer de nouvelles.

Mots clés: équations aux dérivées partielles, simulation numérique, méthodes de
décomposition de domaine, pré-conditionnement, outils pour la programmation numérique.
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Introduction

Avec le développement des ordinateurs, la simulation numérique est devenue un complément
indispensable A 1’étude des phénoménes physiques.

Que ce soit pour des raisons économiques (utiliser des programmes au lien de maquettes),
de prévisions (météorologie, propagation du feu, etc.) ou écologiques (impact de la pollution,
etc.), on voit apparaitre, de plus en plus des programmes qui simulent le comportement de
ces systémes.

Pour aboutir 3 un programme de simulation, on a besoin de ces differentes compétences:

1. La compétence du modélisateur. Il est un “expert” dans 'étude de ces phénomenes. Ti
peut étre un physicien, un hydrogéologue, un géologue, etc. Il est, dans notre contexte,
tout sauf un numéricien ou un informaticien. Aprés avoir observé un phénomene, le
modélisateur décrit le comportement {ou lois du comportement) de ce phénomeéne. Nous
retenons dans notre dissertation la modélisation sous forme d’équations aux dérivées
partielles.

2. La compétence du numéricien. II posséde des connaissances en sciences mathématiques
et peut élaborer des méthodes ou des algorithmes numériques qui permettent la
résolution des équations aux dérivées partielles. A priori, nous n'attendons pas de lui
qu'il ait des connaissances dans le domaine de la programmation.

3. La compétence de linformaticien. Il est responsable de la programmation des
méthodes numériques que le numéricien met A sa disposition. Peu importe le type de
machine ou le langage utilisé, il doit traduire ces méthodes en des programimes qui
produisent des résultats. Le jugement de la concordance de ces régultats avec la réalité
(basé sur I'observation) est du ressort du modélisateur.

Une relation de client & serveur s’établit entre ces trois acteurs: I'informaticien facilite le
travail du numéricien et le numéricien celui du modélisateur.

En I’abgence de dialogue, un sentiment de frustration est vite né chez l'informaticien, car
lorsque les résultats ne correspondent pas aux attentes du modélisateur, informaticien ne
sait pas ol chercher pour corriger erreur. Est-ce dans le programme? Ou dans la méthode
numérique? Le modéle est-il mal formulé? Telles sont les questions qu’il peut se poser.

Cette frustration entraine le rejet de son iravail par le modélisateur. Ces deux acteurs
se séparent avec un constat d’échec. Par conséquent, nous remarquons que la plupart des
programmes de simulation sont écrits par des numériciens, ou parfois par des modélisateurs.
Quant 3 I'informaticien, il se contente d’écrire des utilitaires qui ne sont pas forcement destinés
3 la simulation numérique. I1 suffit de voir la multitude des librairies de communications, de
I’algebre linéaire, etc.
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Aujourd’hui, nous constatons - de plus en plus - une volonté évidente d’unir les efforts
des numériciens et des informaticiens pour aboutir & des environnements de programma-
tions qui satisfont les attentes des modélisateurs. Cette volonté se mesure par les nombreuses
-conférences nationales et internationales qui se tiennent chaque année.
~ Dans le cas des problémes modélisés sous la forme d'équations aux dérivées partielles, notre
objectif est de contribuer A cette unification des efforts en nous intéressant A }a programmation
des méthodes numériques et plus précisément, aux méthodes de décomposition de domaine.

Nous avons choisi les méthodes de décomposition de domaine car les applications concrétes
utilisent un nombre important de données et donc le passage A la programmation parallgle
est devenu indispensable. En plus, ces méthodes sont utiles pour les raisons suivantes:

1. Physique: elles permettent de décomposer le probRmé en des sous-problémes qu’on
peut découpler et résoudre indépendamment.

2. Algorithmique: ces méthodes jouent le réle d’accélérateurs des algorithmes itératifs
classiques.

3. Parallélisme: les sous-problémes obtenus sont facilement adaptables & la programma-
tion paralliéle.

Dans cette thése, nous montrons l'intérét de ces méthodes et soulevons la difficulté quant
3 Jeur programmation. Notre but est de montrer qu'un environnement de développement
interactif est utile A la programmation de ces méthodes, et de proposer un concept simple
qui sera la base de la mise en place d'un te! environnement.

Sachant que l'utilisateur final de cet environnement est le modélisateur, nos objectifs
principaux seront la stmplicité, )’ adaptation et Vinteraction.

Pour cela, le rapport est structuré de la manidre suivante. Dans le premier chapitre, nous
donnons un apergu des étapes par lesquelles il faut passer pour aboutir 4 une programmation
de simulation numérique. Dans le deuxitme, nous montrons les méthodes de décomposition
de domaine les plus connues afin d’accentuer leurs diversités. Dans le troisidme, nous pro-
posons notre concept pour l'unification de ces méthodes et montrons qu’elles obéissent 4 ce
concept. Dans le quatridme chapitre, suivant ce concept, nous donnerons une vue d'ensemble
sur 'environnement que nous avons programmé et testé.



Chapitre 1

La simulation numérique

1.1 Introduction

Nous entendons par simulation numérique 1’étude des comportements des systémes phy-
giques & 1'aide d’ordinateurs.

D'une maniére générale, le comportement d’un systéme physique discret est représenté
par des équations algébriques discrétes pouvant étre résolues par des algorithmes numériques.
Par contre dans le cas d’un systéme physique continu, ol le comportement est décrit a
I'aide d’équations aux dérivées partielles (EDP), il est nécessaire de discrétiser ces équations;
c’est-a-dire de les remplacer par des équatiouns algébriques, et ensuite d’utiliser des méthodes
numériques pour les résoudre.

On a principalement recours 4 deux types de discrétisation. La premiére est temporelle,
ou il s’agit de remplacer les EDP dépendantes du temps en une série d’EDP stationnaires
(i.e., indépendantes du temps). La deuxiéme discrétisation est spatiale. Il s’agit de remplacer
des EDP stationnaires par des équations algébriques en ne faisant intervenir que les valeurs
des fonctions & un certain nombre de points de 1’espace physique traité.

Parmi les méthodes de discrétisation spatiale, on trouve la méthode des différences finies
et ]la méthode des éléments finis (MEF).

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons 4 la résolution des EDP stationnaires discrétisées
3 l'aide des MEF. :

La résolution des EDP stationnaires 4 I'aide des MEF consiste 3 passer par les quatre
étapes suivantes:

Formulation forte: modéliser on décrire le comportement, & 'aide des EDP en utilisant,
en genéral, des résultats de physique.

Formulation faible: transformer ces EDP en des équations faisant appel & des intégrales.

Discrétisation: approcher les solutions sur des éléments finis et formuler les équations
algébriques matricielles.

Résolution numérique: élaborer une méthode numérique pour résoudre le systéme
d’équations algébriques obtenu.

Par souci de clarté pour les chapitres suivants, nous allons étudier de manigre introductive
ces quatre étapes. Il existe de nombreuses publications traitant en profondeur ces quatre
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étapes, par exemple, le livre de Ciarlet (1978) pour la théorie sur 'utilisation des éléments
finis, le livre de Dhatt et Touzot (1984) pour l'implantation, et pour terminer le livre de
Pironneau (1988) pour la résolution des équations de la dynamique des fluides & I’aide des
MEF.

Ce chapitre sera plus addressé & un informaticien qu’a un numéricien. I1 montrera les
connaissances de base, que nous pensons utiles, pour la compréhension de la mise en place
des programmes de simulation numérique a I'aide des MEF.

1.2 Meéthodes des éléments finis

Par rapport 4 un domaine physique ouvert Q@ C R?, d =1, 2 ou 3, les EDP d’un systéme
physique font intervenir une ou plusieurs variables ou fonctions u qui expriment les grandeurs
considérées (température, vitesse, etc.). Ces fonctions sont approchées par d’autres fonctions
u;, plus simples A calculer. Dans le cas de la méthode des éléments finis, il s’agit de:

1. Subdiviser le domaine Q en un certain nombre de petites parties géométriques simples
telles que des segments, des triangles, des cubes etc. Cette subdivision, appelée
discrétisation, fait intervenir des points (voir la figure 1.1) qu’on désigne par noeuds.
Les parties géométriques sont appelées éléments finis.

2. Définir des fonctions uj, = upx,, restrictions de u, sur 'élément fini K., de telle fagon
que:

(a) Papproximation de uf ne fasse intervenir que les noeuds situés sur I'élément K,
(b) les fonctions uf soient construites de maniére 4 &tre continues sur K,.

Figure 1.1 : discrétisation d’un domaine.

Nous nous intéressons aux fonctions u qui s’écrivent sous la forme:

N
up(z) = Zui(Pi{l'), Yz €N
i=1

oll V est le nombre de noeuds et (;)ie1,.,~ sont des fonctions polynomiales par morceaux
qui satisfassent;:
. . _J 1 sii=3j
Vi, j € {1,...,N}, tp.(z,)—{o Gi§ g
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Dans ce cas, la fonction recherchée est supposée étre polynomiale par morceaux sur tout le
domaine 2.

1.2.1 Notations et définitions

Puisque la solution recherchée est une fonction, il est essentiel de préciser dans quel espace
de fonctions cette solution doit étre trouvée. Nous serons amenés & utiliser deux principaux
espaces:

1. L?(f2) est 'ensemble des fonctions u de “carré intégrable”, ou “carré sommable”:

(1.2.1) /; luP€R* (e, est fini)

2. H'(Q) est 'ensemble des fonctions dont les dérivées premidres sont dans L2(12).
De plus, nous définissons:

o [’ = 9 est la frontiére du domaine 2.

*« HH{ ) ={ue H{(Q) u=0sur T}.

® n est la dérivée normale (unitaire} sortante du domaine 2 (3 ne pas confondre avec les
noeuds n;.).

e span{y;} est lespace fonctionnel engendré par les fonctions g;: ’ensemble des fonctions
qui s’écrivent sous forme d’une combinaison linéaire des ;.

Par souci de simplicité, nous ne tiendrons compte que des forctions indépendantes du temps
et scalaires (définies de 2 dans IR). L’écriture des intégrales se fera sans le “dz”, comme dans
la formule {1.2.1).

Durant cette thése, nous allons nous restreindre aux problémes de la forme:
trouver u € Hg () tel que

(1.2.2) —Au=Ff

olt A est 'opérateur de Laplace défini par Au = Efml %-‘_,'-.
Tous les résultats obtenus sont valables pour les problémes elliptiques et linéaires de de
la forme: :

Zd: d du
(1.2.3) - s laiijz—)tau=/f
ig=1 322,' axj

ot @; j(x) = e;,i(z) sont des fonctions strictement positives et bornées sur £, et cg(z) est une
fonction positive ou nulle.
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1.2.2 Formulation faible

La formulation sous forme d’intégrales consiste 4 transformer le probléme (1.2.2) en:
trouver u € HJ () telle que

(1.2.9) . /ﬂ o(=Au—f) =

ol v sont des fonctions, appelées fonctions de test, bien choisies.
Nous allons nous intéresser A la méthode de Galerkin qui prend comme fonctions de test
les fonctions appartenant 4 I'espace ol la solution devrait étre trouvée, c’est-a-dire Hj(€2).
La formulation intégrale du probléme (1.2.4) devient alors:
trouver u € H}(Q) tel gue:

(1.2.5) -LvAu=Lfv, Vv e H{(D)

Ce probléme est aussi allégé en utilisant 'intégration par parties (formule de Green):

du
(1.2.6) LuAu— fVu Vu-l-/ iy

(V est le vecteur gradient; Vu = Q-t—‘— ,1=1,2,3)
32.‘,'

En tenant compte du fait que v est nulle sur I', nous obtenons la formulation faible (dite
formulation variationnelle) suivante:

(1.2.7) f Vu- Vo= f fv, Vv € Hy()

Cette formulation nous permet non seulement de remplacer les dérivées secondes par les
dérivées premiéres, mais aussi d’insérer 3 l'intérieur de la formulation les conditions aux li-
mites. Dans notre cas, & = 0 sur I {voir la section 1.2.4 pour d’autres conditions.). L’autre
atout de cette formulation est qu'aprés la discrétisation de I'intégrale & gauche (voir la se-
ction 1.2.3), nous obtiendrons une matrice A qui est A la fois symétrique et définie positive
(SDP) (i.e., z - (Az) > 0 pour tout vecteur z non nul). Ces caractéristiques SDP de la ma-
trice nous permettent d’avoir un grand choix d’algorithmes numériques pour la résolution du
systéme d’équations obtenu aprés la discrétisation (Hageman et Young, 1981).

1.2.3 Discrétisation spatiale

La discrétisation spatiale, parfois appelée triangulation®, d’un domaine consiste & cons-
truire les éléments finis X, qui composent ce domaine. L'ensemble de ces éléments finis, 7y,
est appelé le maillage du domaine . La figure 1.1 montre le cas ol les éléments finis sont
des triangles.

Le maillage est généralement caractérisé par le paramétre i défini grossiérement comme la
Diamétre(X,)

moyenne des valeurs he = m

ou Diametre{G) est le diamétre du plus petit cercle

! Nous maintiendrons cette terminologie méme si le domaine n’est pas dans R® et méme si les éléments ne
sont pas des triangles .
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{ou sphére dans le cas tridimensionnel) contenant G. Pour étudier une méthode, généralement,
on prend des domaines tels que Diameétre(f2) = 1. Dans ce cas,ona h <1.

Soit IV, le nombre de noeuds obtenu par ce maillage. Nous désignerons les noeuds par n;,
i=1,...,Ny.

Sojent (¢;) les fonctions vérifiant: Vi,j = 1,..., N,

¢i(z) sont des polynémes par morceaux,
(nye=d L 8 t=7,
(Pl(n.'i) - { 0 sinon

La figure 1.2 montre le cas ou le domaine €2 =|0, 1[ est une barre élastique discrétisée par des

4 ng ng mr=1

Figure 1.2 : exemple de fonctions de la base.
segments [n;, n;41], £ =0,...,6. Si tous les segments ont la méme longueur % et les fonctions

; sout des polynémes par morceaux de degré 1, alors nous avons pour tout i:

(z —nit1)/(ni —nig1) = (nis1—2)/h st z € [ny, i, i< 7

(z—ni1)/(ni —ni—y) = (z=niq)/h si T €ni—y,m],i>0
gilz) =
0 sinon

La solution approchée, wu;, est dans l'espace fonctionnel de dimension finie
V* = span{p;} N H} (). Dans le cas de la barre, nous avons V* = span{e;}, i =1,...,6.
Cette fonction est solution de I’équation sous forme variationnelle (Ciarlet, 1978):

(1.2.8) ] Vu, -V, = / f va, v, €V
Q Q
Généralement, nous écrivons cette équstion sous la forme: afup, vy} = f(vy), ol
a{up, vp) = / Vup - Vop et fop) = / fon
Q a

En prenant u = (ui,...,un,) € RN, les composantes de u dans Vh, alors ce vecteur est
la solution du systéme d’équations algébriques:

(1.2.9) Au=F
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ol A = (aij), une matrice réelle de dimension Ny x Nj et F = (F;}, un vecteur de dimension
Ny tels que Vi, 7 = 1,..., Ny:

aij = alwip)) = [ ViV,
F; = f(pi) = fﬂm
Q
En effet, en utilisant ¢; comme fonction de test dans I'équation (1.2.8), nous avons:

a{un, i) = (i)

fnw.--Vuh = ff‘P:

Ny,
Zujfvws"v‘ﬂj = F;
=1 ‘%

Ny

Za;duj = F;

i=1

En répétant I’équation pour tous les i = 1,..., Ny, nous avons 'équation matricielle (1.2.9).
La matrice A est SDP et creuse (i.e., contient beaucoup de zéros).
Finalement, en notant

{ af; = a(pi,p;) = IfCe Vi - Vj
Fi = (i) f!C., i

et en tenant compte de Pégalité f z f nous avons: Vi, j =1,..., N

K.€Th
WD ST 3
Ke€Ty KeE€ETh

Dans la pratique, on peut calculer ces intégrales relativement A chaque élément fini et
ensuite additionner la contribution de chacun de ces éléments & la matrice A et au vecteur
F pour obtenir le systéme d’équations final. Cette technique, appelée assemblage, est une
procédure automatique (pré-programmée) du fait que généralement tous les éléments finis
sont géométriquement de méme type. Il suffit de calculer une seule fois a™ et F7 par rapport &
un élément de référence X,. En utilisant un changement de variables adéquat, nous obtenons
les contributions des autres éléments (voir le livre de Dhatt et Touzot, 1984, chapitre 1). Les
méthodes d'intégration numériques, en particulier la méthode de Gauss, sont utilisées pour
le calcul de ces intégrales.

Pour résumer, un programme utilisant 1a MEF est constituée de quatre étapes:

1. discrétisation (ou triangulation) du domaine en des éléments finis XC.;

2. calcul des contributions A¢ et F¢ de chaque élément respectivement A la matrice A et
au vecieur F;

3. assemblagede A=3 Afetde F =3 F¢
4. résolution du systéme d’équations Au = F.
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1.2.4 Traitement des conditions aux limites

Il existe principalement deux types purs de conditions aux limites (CL). La premitre est
désignée par CL de type Dirichlet et la deuxiéme par CL de type Neumann:

1. CL de type Dirichlet: on fixe la valeur de u sur la frontiére. Si « = g sur I', alors on
peut écrire:

tip = uf,)+uhD

avec

ul = E ujpj et ub) = Z 9(nj)ej
n; gl n;el

En utilisant ’équation variationnelle, on a:

/Vv-Vu;D:/fv—va-Vu,?
Q ) Q

Finalement, pour former Ie systéme d’équations, il suffit de remplacer v par les fonctions
de base y;, n; n’étant pas sur la frontidre I'. Ainsi, en séparant chaque u en deux vecteurs
up et u-p, on a le systéme d’équations suivant:

(1.2.10) A(-p-pyu-p =F-p - A("D,D}'llD
ol
® A¢-p-p) est la matrice carrée dont les indices des lignes et des colonnes correspon-

dent aux noeuds qui n’appartiennent pas & la frontiére.

e A(-p,p) est la marice dont les indices des colonnes (respectivement des lignes)
correspondent aux noeuds qui sont (respectivement ne sont pas) sur la frontiére.

e up=Gp =(g(n;)) oun; €l
Le terme —A(-p pyup peut étre interprété comme une nouvelle force qui g'ajoute & f.

2. CL de type Neumann: on fixe la valeur de la dérivée de « par rapport & la normale
extérieure sur la frontitre. Cette CL s’écrit sous la forme de:

ou

on

=g sur I’

En revenant & I'intégration par parties (1.2.6) (¢.e., formule de Green), on a:

/nVu-Vv = Lfv+£vg—;
]s;fv+/r:ug

(1.2.11) Au=F+Gy

Le systéme d’équations devient alors:
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ot le vecteur Gy = (G;) est défini par

si n; ¢l

Dans ce cas, la matrice A fait intervenir les indices de tous les noeuds, puisqu’il o’y a
pas de condition de type Dirichlet. La matrice A est alors singuliére. En effet, avec ces
CL, on a fixé les valeurs des dérivées. Or toutes les fonctions & une constante additive
satisfont les mémes CL de type Neumann: il en existe alors une infinité. Pour remédier
A cette lacune, on peut fixer une valeur de la fonction 3 chercher (par exemple nulle en
un noeud) et résoudre le systéme d’équations pour obtenir une solution du probléme.

G‘_={.fr9§0i si n; el
0

Finalement, on peut aussi avoir des CL mixtes. SiI' =TpUTy, Tp NIy = @, avec une
CL de type Dirichlet sur ' et une autre de type Neumann sur I'y.
Dans la pratique, la régle pénérale est que le systdme d’équations final doit étre de la
forme:
A¢-p,pyu-p =F-p ~ A-p pyup + Gn

Seuls les indices des noeuds oii la valeur de u n’est pas fixée sont pris en compte dans la
matrice du systéme.

1.3 Algorithmes numériques
1.3.1 Les algorithmes itératifs linéaires

Etant donné qu’on est en présence de systémes d’équations avec des milliers d’inconnues, il
n’est pas souhaitable d’utiliser des méthodes directes telles que I'inversion de la matrice A ou
sa factorigation sous forme de LU car ceci demandera un temps d’exécution assez important.
Par contre, nous utilisons les méthodes itératives linéaires (MIL) qui, pour résoudre I'équation
Au = F, partent d’une valeur initiale u® et, & chaque itération, produisent u*+! qui dépend
de u*. Bien entendu, u¥+! doit s’approcher de la solution T du systéme.

Toutes les MIL fonctionnent selon le principe de la méthode de Newton, avec quelques
variantes selon les caractéristiques de la matrice A. Le but est qu’a partir d’une valeur u*, on
aimerait trouver un “déplacement” w de telle fagon que “idéalement” u**+! = u* — w soit la
solution du systéme. Dans ce cas, nous aurions:

Ayk+l = F
Auf~w) = F

est donc de

(1.3.1) trouver w tel que: Aw = r*

ot r* = Au* —F. En essayant de résoudre I'équation (1.3.1), nous n’avons pas avancé. Par
contre, si on choisit une matrice S adéquate, si possible proche de A, et facile & inverser, on
peut alors remplacer cette équation par Sw = Au* — F. L'algorithume itératif sera alors:
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Algorithme 1.1 (Algorithme itératif linéaire matriciel)

(1) u® étant donné (sinon prendre u® = 0);
(2) iterer

(9 rf= Ak - F;

¢4) résoudre Suf =rk;

6 o =of — uf,

(6) fin d’itérations

Le choix de la matrice S, appelée matrice pente, fait la distinction entre les différentes
méthodes proposées dans la littérature (Hageman et Young, 1981; Golub et van Loan, 1989).

Pour mieux situer le réle de la matrice pente S, la figure 1.3 montre les étapes d'un
algorithme itératif qui tente de résoudre 1'équation Au = F dans le cas unidimensionnel.

Su Su Su
X // {}
Ay
Auk+1
ok
Auk+2
Ai=F
E
|
1
] —
uF

Figure 1.3 : réle de la matrice pente dans le cas unidimensionnel.

Nous allons introduire des notations dont nous aurons besoin par la suite. Par rapport 3
une matrice A réelle de dimension N, nous notous:

e )(A), ¢ =1,...,N, les valeurs propres de A avec Amin(A) et Amax(A) respectivement
38 plus petite et sa plus grande valeur propre,

max{|M(A)], i = 1,..., N}

A=

R A (T T W
tion, de la matrice A. Pour raccourcir, nous dirons le “conditionnement” de la matrice.

le nombre de condition, parfois appelé la condi-

e p(A) = max{|);(A)|,i=1,...,N} le rayon spectral de la matrice A.
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Si nous revenons a Y'algorithme itératif ci-dessus, nous constatons que la mise & jour de
uf*1 obéit A 1'équation de récurrence:

(1.3.2) vl = (1-8"1A)* ~S™IF

et que la solution T est un point fire de cette équation (i.e., si u¥ = ¥ alors Vp > k,
u? = 1.). On peut montrer que I'algorithme itératif converge (atteint T) si et seulement si
nous avons p(I —S71A) < 1.

D'un autre c6té, si on veut voir le rapprochement de uf*! par rapport & U, nous avons:

vtleg = vF-u-51(AvF -F)
= v -T-S1A(w* —T)
vt g = (I-S"'A)*-%)

En d’autres termes, la vitesse de convergence dépend aussi de p(I — S™'A). Plus cette valeur
est petite { S v A ), plus rapidement u* s’approche de la solution. Nous pouvans alors conclure
que le choix d’une MIL, donc de la matrice S, doit tenir compte des trois points suivants:

1. accessibilité: 'équation Sw* = r* doit étre facile & résoudre;

2. convergence: il faut que p{I - S71A) < 1;

3. rapidité: p{I—S~1A) doit &tre aussi petit que possible. Nous verrons plus loin que dans
le cas des méthodes des gradients, la vitesse de convergence est exprimée en fonction de
x(S1A) qui doit étre cette fois-ci proche de 1.

A titre d’exemple et dans le cadre des EDP, les méthodes les phus connues sont:
o Richardson: S = Apax(A)I oi I est la matrice identité;
s Jacobi: S= D ol D est la diagonale de la matrice A;

o Gauss-Seidel: S = D + L ol L est la partie inférieure de la matrice A.

Par extension, ces techniques peuvent également étre appliquées non pas & des éléments mais
& des sous-matrices appelées blocs. On peut définir la diagonale D sous forme de blocs:

A1,1 0 0 A-’i 0 0
0 A 0 AL ... ¢
D— 2,2 et D-1 = ,2 .
0 0 .. : 0 0 .. :
0 0 ... Ays 0 0 ... A7}

8i les sous-matrices A;; ne sont pas singuliéres.

La mise & jour de u**! dans Valgorithme 1.1 (instr. 5) peut étre remplacée par
wbtl = ukb — g uwF ol ay est un facteur d’amortissement qui peut jouer 4 la fois le réle de
stabilisateur et d'accélérateur de convergence de l'algorithme itératif (Hageman et Young,
1981).
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1.3.2 L’insuffisance des MIL séquentielles

Dans le cas ol 1a matrice A est SDP, on peut utiliser 'algorithme du gradient conjugué
(GC){Ashby et al., 1990). Cet algorithme est devenu I'algorithme itératif de référence dans
de nombreuses publications. En maintenant cette tradition, nous allons le prendre comme
exemple pour étudier la portée, dans la pratique, de ces algorithmes.

Théoriquement, le GC fait au plus N (dimension de la matrice) itérations pour converger
vers U. En réalité, on espére arréter les itérations lorsque 'erreur e = u®* — 1 est améliorée
en norme, de I'ordre de € {i.e., ]le*|| < ¢|le®]|). Dans la pratique, et comme nous n’avons pas
la solution @, alors on remplace ce test d’arrét par ||r¥|| < ef|r®|| qui exprime la réduction du
résidu: % = AeF = Au®t - F.

Pour pouvoir faire une estimation du nombre d’itérations et du nombre d’opérations du
GC, nous alions remplacer la norme ||.}} par ||.||, avec ¥v,|v||, = v (Av).

En utilisant 'algorithme du GC, nous avons (voir Quarteroni et Valli, 1994, chapitre 2):

Yk > 0, .
el < 2(7—%) Il

Si k = ZI(h) est le nombre d’itérations qu’il faut faire, en moyenne, pour avoir
lle*lls < ell€®]l5, alors on a:

I(h) = __ln (%)

In{R(R))
olt R{h) = (y/s(A) — 1}/{/x(A) + 1}.

Dans le cas d’un maillage régulier, nous savons que x(A) = A~2 (Fried, 1971). Dans la
pratique, nous avons h < 1. Pour avoir un apergu, nous prenons comme exemple un carré
de 1 x 1 km? avec un noeud tous les métres. lci nous avons A2 = 10°% qui est le nombre de
noeuds.

Dans ce cas nous avons:

mR(h) = In(y/s(A)—1) —In(/5(A} + 1)
= In{l — s(A)~%) — In{1 + s(A)~%)
o —2x(A)2 (in{1 + z) = z, £ — 0)

Le nombre d’itérations est estimé a:

@ s b

En prenant I'exemple du carré, si ¢ = 10~4, comme In(2 x 104)/2 == 5, nous avons ap-
proximativement besoin de Z(h) = 5h~! = 5 x 10° itérations.

En tenant compte que A est creuse, nous supposons qu'a chaque itération le GC fait
environ h~2 opérations {h~2 étant la dimension de A).

Le nombre total d’opérations:

)

-3
2h

OP(h) =I(h) xh 2=

Dans notre exemple, OP(h) = 5h~3 = 5 x 10°. Méme avec les machines les plus rapides
(par exemple 1 GigaFlops c’est-a-dire 10° opérations par seconde}, on a besoin d’au moins
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5 gecondes. En plus, dans le cas de la dynamique des fluides, on résout deux ou trois fois le
méme systéme. Dans ce cas, nous avons vite atteint les dizaines de secondes. Continuons dans
nos estimations ef supposons que nous ayons un domaine de 2 x 2 km? avec le méme maillage
(un noeud tous les metres), alors au lieu de h nous aurons h/2 et donc

(1.3.4) I(h/2) = 2I(h),  OP(h/2) =8OP(h)

Autrement, le nombre d’itérations est doublé et le nombre d’opérations est octuplé! Méme
avec cette approximation généreuse, nous sommes loin de pouvoir simuler ou, dans le cas de
la météorologie prévoir, le comportement des systémes dynamiques concrets ot la largeur des
domaines que nous étudions se mesurent par des centaines, voire des milliers, de kilométres.

1.4 Conclusions

La section précédente nous montre 3 quel point le temps d’exécution des algorithmes
numérigues — dans les application concréte — est long. Pour réduire ce temps d’exécution, la
collaboration entre informaticiens et numériciens joue un réle trés important. Chacun apporte
sa contribution de la facon suivante :

¢ La contribution de I'informaticien se caractérise par la réduction du temps effectué i
chaque itération. Pour cela, il a recourt & la paraliélisation des algorithmes itératifs en
faisant intervenir des machines 3 plusieurs processeurs ou des machines reliées par un
réseau. Dans ce cas, nous parlerons de la paraliélisation d’un algorithme itératif (voir la
section 4.5) ot il 8’agit de répartitions des données.

# La contribution du numéricien se caractérise par la réduction du nombre d'itérations.
Pour cela, le systéme Au = F est remplacé par C~!Au = C~'F, ot k(C~'A) < (A). Ici,
nous parlerons d'accélération d'un algorithme itératif (voir chapitre suivant). Contraire-
ment & la parallélisation ou il s’agit de garder le méme systéme d’équations algébriques,
dans I'accélération on cherche 4 remplacer la matrice de ce systéme afin d'obtenir une
matrice avec un conditionnement meilleur.



Chapitre 2

Les méthodes de décomposition de
domaine

2.1 Introduction

Bien que la parallélisation des algorithmes itératifs soit en mesure de réduire le temps
d’exécution, dans les applications concrétes ce temps reste encore long. Des investissements
dans le domaine d’analyse numérique ont été faits pour réduire ce temps et plus précisément
le nombre d’itérations des algorithmes itératifs. _

Dans le cas du gradient conjugué, nous avons vu au chapitre précédent que le nombre
d'itérations dépend du conditionnement x(A) de la matrice A. De cette constatation, on
voit apparaitre des techniques appelées “pré-conditionnement” d’un systéme d'équations, qui
consistent 4 remplacer le systdme de départ Au = F par le systéme (C~'A)u = C™!F. La
matrice C est choisie de telle manidre qu'elle soit “simple” & inverser et que le matrice produit
C~'A ait un conditionnement plus petit que celui de la matrice A. Dans ce cas, nous dirons
que la matrice C est un pré-conditionneur, 1'élaboration de cette matrice est un “pré-
conditionnement” et enfin, 'algorithme itératif utilisé est un algorithme “pré-conditionné”.

Dans le cadre des EDP, il existe deux niveaux d'’intervention pour appliquer un tel pré-
conditionneur: : .

Niveau matriciel. Aprés avoir discrétisé le probléme et obtenu la matrice A, on cherche
4 former une matrice C A partir des valeurs de A. La factorisation LU incompléte et sa
version modifiée sont les techniques les plus utilisées.

Niveau du probléme. Ici, on essaye de transformer le probléme de telle maniére que la
matrice obtenue aprés discrétisation ait un conditionnement meilleur. Ces techniques
sont appelées ~ communément - par Méthodes de Décomposition de Domaine {MDD).

Dauns la majorité des MDD, le probléme aux EDP est transformé en un certain nombre de sous-
problémes. Ces sous-problémes sont résclus au cours de chaque itération. Une MDD montre
comment utiliser les solutions de ces sous-problémes pour diminuer le nombre d'itérations
d’un algorithme. Une MDD est plus intéressante si elle joue & la fois le role d’accéiérateur et
celui de “paralléliseur”. En effet, si les sous-problémes sont indépendants et 8'ils peuvent étre
résolus en paraliéle, on peut attribuer chaque sous-probléme 4 un processeur.

Dans ce qui suit, nous allons distinguer trois types de MDD:
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1. les méthodes avec recouvrement: il s'agit de subdiviser le domaine 2 en un certain
nombre de sous-domaines et de restreindre le probléme global 4 ces sous-domaines;

2. les méthodes & plusieurs niveaux: le maillage est transformé pour obtenir des sous-
problémes avec un maillage plus grossier;

3. les méthodes de réduction aux frontiéres: le probléme de départ dans un domaine de
dimension d est transformé en un probldme de dimension d — 1.

Nous allons donner une vue d’ensemble des méthodes les plus connues et non pas une étude
théorique poussée. Notre but est de souligner 3 la fois leur diversité et la particularité des
unes par rapport aux autres. Pour chacune de ces techniques, nous allons montrer comment le
probme est transformé et dans le cas ot il y aura plusieurs sous-problémes, montrer comment
les utiliser au cours d’un algorithme itératif. Pour chacune de ces MDD, notre démarche
consistera & décrire la méthode et & exhiber la matrice C~! en comparant les itérations de
cette méthode & la formuie générale de récurrence:

uktl = gk — akC'l(Auk -F)= uk - akC‘IA(uk —1)

Pour écrire ce chapitre, nous nous sommes basés sur les articles de Dryja et Widlund (1990),
de Xu (1992) et de Le Tallec (1994) qui constituent, & notre avis, une base pour une étude
approfondie des MDD.

Sauf mention explicite, nous nous intéresserons aux problémes de la forme:

-Ay = f dansQ
(211 { u = 0 surT'=9Q

Tous les résultats obtenus restent valables pour tout probléme dont I'opérateur est symétrique,
elliptique et linéaire (voir I’équation (1.2.3)).

2.2 Meéthodes avec recouvrement

" Nous supposons que le domaine §} est subdivisé en deux sous-domaines §}; et €2 digjoinis
admettant une frontidre commune T 2 = §; N ;. A partir du sous-domaine £; (respective-
ment £27) on forme un sous-domaine 0} (respectivement £23) en tirant la frontiére Ty 2 vers
2 (respectivement ;) de telle maniére que les deux sous-domaines Q¢ et {1 se recouvrent
et qu’ils aient au moins un élément fini en commun. Finalement, les frontitres 90 et 5QF ne
doivent pas couper un élément fini.

2.2.1 Variante multiplicative

Cette méthode tend & résoudre le probléme d’origine sur chacun des sous-domaines §2¢ et
25. Chague solution d’un sous-probRme sert 3 ajuster les valeurs aux frontiéres de l'autre
sous-probléme.

Soit u; = Ujag (respectivement f;) la restriction de la fonction u (respectivement f) au
sous-domaine {23. La méthode est définie comme suit:
supposons avoir une valeur ¥? au départ, & Pitération n > 1, on résout successivement les
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probiémes suivants:

-Auftl = f; dans —-Aultl = § dans 3
wit! = uf suron? et uktl = o+l gur 508
uitl = 0 sur a0 ust! = 0 sur 31}

- Nous remarquons que les conditions aux limites aux frontiéres sont prises & partir des valeurs

up
U2
J N
Ay 1
Ql Ql
é
- -2 — ﬂo Lol
« - 2
O
Q1

Figure 2.1 : méthode avec recouvrement: variante multiplicative.

de 1a solution obtenue dans 'autre sous-domaine (voir figure 2.1). C’est un “va-et-vient” entre
les sous-problémes.

Cette méthode est désignée par la méthode de Schwarz.

Pour montrer le réle de cette décomposition par rapport & un algorithme itératif, on
définit:

uFHE = urtl gur Q9 W = ¥l sur QN8
uwf  sur QN8 uwit!l aur O

En se basant sur les travaux de Lions (1988), on a au niveau matriciel:

Aj(uftT —u¥) = Ry(F - Au*) = RyA(E —u*)
Ag(uM*! - uE) = Ro(F - Aubti) = RpA(T - ub+3)

Pour j = 1, 2, A; est la matrice obtenue aprés discrétisation du sous-probléme appliqué au
sous-domaine §27 et R; est la matrice de restriction permettant de sélectionner les indices des
noeuds de { qui sont dans 13.

En combinant ces deux équations, on a I'équation de récurrence suivante:

! = (1 - RTA;'Ry)(I - RTATIR) )(u —u)

Le pré-conditionneur obtenu par cette méthode est, dans le cas général,
1
C ' =(1 - JIa-RTA;'R;A)A!
s

oll J est le nombre de sous-domaines utilisés.
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Remarques pratiques:

e Il n'est pas nécessaire de calculer explicitement la matrice C, mais il faut suivre le
procédé suivant:

1. recevoir les valeurs aux frontiéres;
2. résoudre le sous-probléme local;

3. transmettre les valeurs aux frontitres de 'autre sous-domaine.

e Dans le cas ou on a plusieurs sous-domaines, les sous-problémes correspondants aux
sous-domaines qui n’ont pas de frontidres communes peuvent ére résclus en paralltle.
Ceci vient du fait que la solution d’un sous-probléme ne dépend que des valeurs des
solutions des sous-domaines adjacents.

A cause de la forme multiplicative du pré-conditionneur, cette méthode est désignée par
la variante mulitiplicative de Schwarz.

2.2.2 Variante additive

La variante additive, proposée dans Matsokin et Nepomnyaschikh (1985) et approfondie
dans Dryja et Widlund (1990, 1992}, permet de résoudre tous les problémes en paralléle
sans attendre les solutions obtenues dans les sous-domnaines voisins. Il suffit de prendre aux
frontidres les valeurs obtenues & Iitération précédente. Autrement dit, & chaque itération et
dans chaque sous-domaine 927, on résout le probleme (voir figure 2.2):

ul 1
Ql 1 YL 91
]
- o —
-— Qg —- 92

Figure 2.2 : méthode avec recouvrement: variante additive.

k1 _
~Autt = f  dana 08
(2.2.1) ui = u} sur 009
wyT' = 0 sur NN
En posant
(2.2.2) 5* = uf +uj

on a dans Ja formulation matricielle:

(2.2.3) i**t = if — RTATIR, + RTAS'R))A(F* — 1)
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La suite {i* converge vers 1, solution du systdme Au = F. Dans ce cas, on a une méthode
itérative avec un pré-conditionneur:

J
C™' =Y RTA;'R,
1=1
Jusqu'ici on n'a pas une étude approfondie sur la comparaison, dans le sens de bon
accélérateur, entre la variante additive et la variante multiplicative de Schwarz. Cependant,
la variante additive posséde deux caractéristiques intéressantes: la matrice C~1A est une SDP
et les sous-problémes peuvent étre résolus en paralléle.

2.2.3 Méthodes proximales

Dans cette approche (voir Qualibouch et El Mansouri, 1997), on remplace les sous-
probiémes par:
Fubtl-AWS = f dans O
i“ = u¥ sur 82
i‘“ = 0 surd0NA0
oll A est un réel strictement positif.
Si ; sont les fonctions de bases obtenues aprés discrétisation par des éléments finis, la
matrice du systéme algébrique de ce sous-probléme est définie par $M; + A;, ol M; est la
matrice de “masse” dont les éléments valent:

[ Pm¥n
s

De la méme maniére que la variante additive de Schwarz, si i* = uf+ uf alors Palgorithme
effectué par cette décomposition est équivalent a:

B4 = 8 - (BRI (5M1 + A) 'Ry + BT (5M; + A) R)AG - )

Dans le cas ol on a J sous-domaines, le pré-conditionneur devient:
J 1
— T -
1 _ ZR.f (XMJ +Aj) le
i=1

Nous pouvons remarquer que la variante additive de Schwarz est un cas particulier de la
méthode proximale avec un parameétre A choisi trés grand: A —+ oo.

2.2.4 Introduction d’un sous-domaine grossier

Généralement le conditionnement de C~1A se détériore quand le nombre de sous-domaines
augmente. Pour remédier i cela, un nouveau “sous-domaine” appelé sous-domaine grossier
est intraduit. Ce domaine grossier est, en général, un domaine dont les sous-domaines jouent le
réle d'éléments finig. Dans 'exemple de la figure 2.3, les noeuds du sous-domaine grossier sont
indiqués par ®. En introduisant ce nouveau probléme, il est démontré que le conditionnement
ne dépend que du rapport H/A, la racine carrée du nombre de noeuds par sous-domaine
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h

Figure 2.3 : exemple de subdivision en quatre sous-domaines.

(Bramble et al., 1989; Smith, 1992; Mandel, 1993; Dryja et Widlund, 1994). Par conséquent,
en maintenant le nombre de noeuds par sous-domaine constant, le nombre d'itérations reste
invariant méme si le nombre de noeuds ou le nombre de sous-domaines augmente. Cette
constatation est vérifiée dans la pratigue.

2.3 Méthodes & plusieurs niveaux

Les méthodes & plusieurs niveaux ont la particularité d’utiliser différents maillages ap-
pliqués au méme domaine 2. Chacun de ces maillages définit un nouvel espace fonciionnel
dans lequel le probléme d'origine sera résolu.

Dans le cas d'un maillage régulier, les maillages sont formés de la maniére suivante. En
partant du premier maillage 77, nous grossissons celui-ci, par exemple deux fois, en enlevant
un noeud sur deux pour obtenir le maillage 755 et ainsi de suite.

Dans le cas général, on procéde de la fagon suivante: supposons qu’on ait [ niveaux de
maillages; si nous prenons hy = k (i.e., Tx, est le niveau le plus fin), on prend pour m =
1,2,...,1, hyy de telle maniére que:

{ hm-i—l < hﬂh

hy, s0it proportionnel & A%,

avec < 1 un réel quelconque qui ne dépend pas de m. Dans les exemples que nous allons
montrer, nous avons § = v/2. Nous notons T, le maillage obtenu au niveau m et V;* espace
fonctionnel correspondant 3 ce niveau.

2.3.1 Variante multigrille

Les méthodes itératives classiques peuvent étre inefficaces méme si la matrice A est proche
de la matrice identité (Quarteroni et Valli, 1984, page 65). Le fait de joindfe un nouveau
probléme appliqué sur le maillage grossier accélére sensiblement tout algorithme itératif ap-
pliqué au probléme relatif au maillage d’origine. La figure 2.4 monire les fonctions de bases
i, dans le cas de 1a barre avec trois niveaux.
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D.9.9.9.9.9. QN

niveau 3

P .

niveau 2

T

niveau 1

Figure 2.4 : génération des espaces par la méthode multigrille.

Soit A,, la matrice obtenue aprés discrétisation du probléme au niveau m.

La méthode multigrille consiste & utiliser la matrice A,;, comme un pré-conditionneur &
un algorithme itératif appliqué au probléme du niveau plus fin (i.e., Apr1ump = Frpa).
Malheureusement, ce pré-conditionnement ne peut pas étre utilisé 3 chaque itération, puisque
la matrice Ay, ne permet de corriger que certaines composantes du vecteur uy,4. Il y a “perte
d’informations” au cours du passage de VA, vers V;i. Pour remédier & cette lacune, la régle
générale consiste & utiliser ce pré-conditlonnement toutes les n; + p X ny itérations on ny, ny
et p sont des entiers vérifiant: n; >0, no > 0et p > 0.

Dans le cas ot nous avons deux niveaux m et m — 1, et que l'algorithme itératif appliqué
an nivean m est de la forme {voir section 1.3):

U 4= Um = S (Amum — Frm)
alors la méthode multigrille au niveau m est programmée comme suit:

Algorithme 2.1 (Multigrille & deux niveaux)
R™~! est la matrice de passage de V.* vers VB _ et R.,",;"IT sa transposée.

(1) itérer n, fois: upy < um — S~ H{AmUm — F);

(8) iterer

(3 calculer le régidu: ry = Apuy, — Fns

(4)  transférer vers le niveau grossier: rpjm_1 =R% " lry;
(5 résoudre dans le niveau grossier: Apm-1%Wm-1 = fm—1;
(5)  revenir au niveau plus fin: wy, = R® Ty, _;

(7 corriger: Uy, ¢ Uy — Wy

(8)  itérer n, fois: um  um - SH{Apum — F);

(9 fin d’itérations

Les n; (respectivement ny) itérations sont appelées “pré-lissage” (respectivement “post-
lissage”).

Dans le cas général, on peut faire en sorte que la résolution du probldme grossier (instruc-
tion (5)) se fasse en utilisant un algorithme itératif auquel on applique la méthode multigrille.
La méthode multigrille & plusieurs niveaux peut étre vue comme un pré-conditionnement
récursif: chaque matrice Ap,_; est utilisée comme pré-conditionneur de algorithme itératif
appliqué au niveau m (Bramble, 1993; Xu, 1989).
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2.3.2 Les bases hiérarchiques

Grace aux travaux de Yserentant (1986) et plus tard de Bramble et al. (1990), des
méthodes A plusieurs niveaux qui se prétent bien i la parallélisation ont été proposées.
Ces méthodes sont généralement désignées par “méthodes & bases hiérarchiques”. Dans ces

/29.9.9.9.9.9.4N

miveans /S ]\

®

a2 T T N

®

niveau 1/\

Figure 2.5 : génération des espaces par la méthode des bases hiérarchiques.

méthodes, on garde la méme idée de grossissement du maillage, sauf qu’a chaque niveau m,
on élimine du maillage 7, tous les noeuds qui se trouvent dans le matillage 75 _,. De cette
maniére un noeud n’appartient gu'd un et un seul maillage (voir figure 2.5 dans le cas de la
barre).

On forme alors des espaces fonctionnels V8 = V& < Vh_, et de ce fait nous avons:

(2.3.1) Vi=VroTle.. 0Tt

ou @ désigne la somme directg:_ toute fonction uy, € V" est écrite d’une fagon unique comme
la somme des fonctions uy, € VA m=1,...,1

Le pré-conditionneur de cette approche ressemble A la variante additive de la méthode de
Schwarz: :

i
(23.2) Cl=Y Ru'A;'Rm

m=1

ot Km est la matrice obtenue au niveau m.

On peut choisir d’autres formes de grossissement de maillage (Griebel et Thurner, 1993}
dont les espaces fonctionnels générés VA & chaque niveau m n’obéissent pas 4 la somme directe
de Péquation (2.3.1).

2.4 Meéthodes de réductions aux frontiéres

L’idée sous-jacente de ces méthodes est de ramener le probléme de départ défini sur un
domaine de dimension d & un autre probléme défini sur un domaine dont la dimension est
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d — 1. Dans les méthodes sans recouvrement, il s’agit des frontitres internes (s.e., entre les
sous-domaines) tandis que dans la technique d’enveloppement du domaine, c’est toute la
frontiére externe qui sera utilisée. Par la suite, un algorithme itératif appliqué au probléme
obtenu pourrait étre pré-conditionné.

Nous tenons 4 signaler que les transformations d'un probléme i celui sur les frontiéres
conduisent & des formulations plus ou moins compliquées. Nous allons essayer de les introduire
d’une fagon grossiére dans le but seulement de montrer 'intérét de la démarche. Sans cela,
il nous sera difficile de faire la relation entre le pré-conditionnement d'un systéme et ces
méthodes.

2.4.1 Méthodes sans recouvrement

Il s’agit dans cette méthode de subdiviser le domaine  en un certain nombre de sous-
domaines £2; et de résoudre le probléme de départ indépendamment et en paralléle sur chacun
des sous-domaines. L’objectif est de s’assurer que les valeurs de ces solutions locales sont 4 la
fois cohérentes et correspondent aux restrictions de la solution du probléme global.

Pour montrer 'approche, nous supposons que le domaine 2 est subdivisé en deux sous-
domaines 2, et {23 qui ne se recouvrent pas et nous avons:

Q : la fermeture du domaine 2 (i.e., le domaine plus la frontiére externe.);
Tz = &Nt #6;

T = g

Iy =TI'nQ;ji=1,2

n; : le vecteur unitaire normal sortant du sous-domaine £2;.

Pour j =1 ou 2, nous désignons par f; = fio, (respectivement u; = u|q,) la restriction de Ia
fonction f (respectivement u) au sous-domaine ;.

cause de P'unicité de la solution, on sait que trouver u € H!(f2) solution du
probiéme (2.1.1) revient & trouver les fonctions u; et ug telles que, pour j = 1, 2, on a:

(2.4.1) { -A :; - (J)'j :srns ?Jz

et qui respectent, sur la frontiére I'; 3, les contraintes suivantes:
4.2 a Bul -

o .

La premiére contrainte refléte la continuité de la fonction « et la deuxiéme, la continuité
de ses dérivées normales. )

Nous introduisons, pour toute fonction A définie sur I'y 3 , la fonction A € Hj(2) solution
du probléme de Dirichlet:

—AX = 0 dams 9Q
é = X sur Pl,z
A = 0 sur T

et nous définissons l'opérateur D par:
(2.4.3) D) =



26 CHAPITRE 2. LES METHODES DE DECOMPQSITION DE DOMAINE

L’idée maitresse de la méthode sans recouvrement consiste dans un premier temps, & se
donner une fonction quelconque A° sur la frontidre I'; o (par exemple A% = 0) et & trouver la
fonction u*° = D(A?). La solution «*° = (u}°, 4") respecte la premidre contrainte (continuité
de u), mais pas forcement la deuxi#me. I s’agit alors de maintenir cette premitre contrainte
gatisfaite tout en corrigeant la deuxidéme contrainte (coutiriuité des dérivées normales). En
d'autres termes, on doit trouver une fonction X telle que u* = D(}) soit la correction qu’il
faut apporter A la solution initiale u*° pour que la fonction @ = u*° + u™ respecte la deuxidme
contrainte.

Ceci revient A résoudre le probléme:
trouver X tel que,

ot + ou 6ux+ aux+6u"° +3u"° _
dn,  Bny On;  omp  Om | oOng
autrement dit, résoudre le probléme

0

(2.4.4)

(2.4.5) Ar=F
. dur  fur o auX o
OUAA—E'EI--FE-‘;th——-('g‘T'i'anz)——A)\.
dng on,

3 "t-a_g.-

on; (AX-F) 8m;

0 T2 Q

Figure 2.6 : exemple de la méthode sans recouvrement.

La figure 2.60 montre que, dans le cas d’une barre, A — F représente la cassure de la
solution u* 4 4", L’objectif sera d’annuler (i.e., enlever) cette cassure.
Au niveau fonctionnel, 1a formule générale de la mise A jour de ) est définie par:

(2.4.6) ML= NF g (AXNE - F)

ol oy, &8t réel strictemnent positif.
Nous allons décrire les méthodes les plus utilisées pour la résolution du probléme aux

frontiéres (2.4.5):
Approche directe

Pour trouver la fonction A**! de Péquation (2.4.6), on a recours A la formulation varia-
tionnelle de ce probléme:
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trouver M1 tel que, pour tout p, nous avons:

/ pAHl:f pkk-—ak/ p(AXE — F)
F1,2 P]|2 P].Z

En posant #* = u** + 4*° et en utilisant la formule de Green, nous avons:

AN F '=/ vy 2w
/Fl,z#( ) rl,,”(ani dny

Donc si E est la matrice définie par ( fr, , Piy;) alors nous avons au niveau matriciel:

EXM1 = BEXF — g {AuF — F)
ou
AFL = Ak g EH A - F)

Par conséquent,
(2.4.7) ¥t = uf — o DE"}(Av* — F)

ot D est 1a matrice de Vopérateur D défini dans (2.4.3).

Approche avec enveloppement de la frontiére

Exn utilisant la formule de Green (1.2.6), on peut constater que pour tout y nous avons:
dur  our
AN = e i =[Vu“-Vu“
~/;1_2 # | I u( an‘l anz w w

ot W est un sous-domaine de £ contenant 1a frontidre Ty 2 (voir figure 2.7) et uly, € Hy(W)

w

Figure 2.7 : enveloppement de la frontiere par W.
solution de 1'équation:

u
u

I
=
w
5
e
L]

{-Au-:(} dans W

Il
=t
Z
o
E,
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Nous pouvons alors remplacer E par la matrice Aw de ce probléme. Ce qui revient a:
uft! = uf ~ o, DA} AuF - F)

Cette équation de récurrence est un cas particulier de la variante multiplicative de Schwarz.
En effet, avec Aa} nous résolvons un probléme sur W et avec D nous résolvons le méme
probléme sur 2, et §2;. Ces trois sous-domaines forment une subdivision avec recouvrement
du domaine §2.
Pré-conditionnement du probléme aux frontidres

o L’opérateur .4 g'écrit comme la somme de deux opérateurs A;, pour tout j, définis par:

A_)\_Bu?
- _E

Cet opérateur admet un inverse AJ-_I défini par:

-Aj-l p="u;T12
1a restriction aux frontiéres de la fonction 7, solution du probléme:
(AT = 0 dams @

aut
(2.4.8) L E; = 4 sur Tyq

A’j —_ R
; u; = 0 sur T

Le systéme défini par I'équation A A = F, peut alors étre pré-conditionné par la matrice

de Popérateur:
-1\ 4-1
C _Z.A,.
i

Ceci revient & résoudre en plus des problémes locaux, un deuxiéme probléme local (2.4.8)
de type Neumann si I'; = @ et mixte si I'; # 8. Ce pré-conditionneur appelé Neumann-
Neumann a été introduit par de Roeck et Le Tallec (1991). D'autres pré-conditionneurs
ont été traités dans Bjerstad et Widlund {1986); Borgers (1983); Marini et Quarteroni
(1989).

Si B; est la matrice obtenue aprés discrétisation du probléme (2.4.8), nous avons:

u_k'}'1 = llk “— ak(z :BJTI')IJE_1 (Auk - F)
J

e Dans le cas oli nous avons plus de deux sous-domaines, il s’agit d’appliquer la variante
additive de Schwarz (section 2.2.2) pour résoudre le probléme aux frontiéres. Dans ce cas,
les frontitres sont subdivisées en des sous-domaines avec recouvrement. Cetie approche
a été introduite par Bramble et al. (1989). Nous trouvons aussi une variante de Smith
(1992) qui differe par le type des sous-problémes 3 résoudre dans chaque sous-domaine
de la frontiére.
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Conclusions
Ce que nous pouvons retenir de ces démarches:
¢ la subdivision qui est sans recouvrement;
e Yaspect naturellement paralléle de la démarche;

¢ la satisfaction des contraintes aux fronti¢res revient 4 résoudre un systéme (linéaire) sur
les frontitres. Ce systéme peut étre pré-conditionné.

Dans notre démarche, nous avons maintenu la contrainte u; = 4y tout en essayant
d’annuler la somme des dérivées normales. La méthode “duale” qui maintient la somme des
dérivées normales nulle tout en essayant d’annuler u; ~ us sur les frontidres pourrait aussi
étre utilisée (voir Dinh et al., 1984, pour plus de détails).

2.4.2 Enveloppement de domaine

I est connu qu'un algorithme itératif converge plus vite si le domaine est régulier (i.e.,
rectangle, carré, cube etc.). En plus si le maillage est aussi simple et régulier, nous pouvons
trouver des algorithmes directs ou itératifs qui ont la caractéristique d’étre rapides et simples
A programmer. Dans la collection d’articles de Schumann (1978), on peut trouver différentes
études et applications concernant ces algorithmes.

Figure 2.8 : enveloppement d’un domaine en deux dimensions. '

La méthode d'enveloppement du domaine (Bozgers, 1990; Dinh et al., 1992; Nepomnya-
schikh, 1992) tire profit de la rapidité de ces algorithmes et tente de résoudre le probléme des
EDP, non pas dans le domaine €2, mais dans un domaine régulier 2° plus grand qui contient
Q (voir la figure 2.8). Pour qu'une solution & dans §2° soit un simple prolongement de la
solution # du probléme de départ, il faut que # satisfasse les contraintes imposées sur 9f).

Soient ° un domaine régulier tel que I ¢ 0° et f sur L2(£2°) un prolongement quelconque

de f (nous pouvons prendre par exemple f nulle sur Q° \ Q).
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Daus cette méthode le probleme de départ défini par:

(2.4.9) {‘A“ = f daus ]

v = g surdQd

est transformé en:
trouver i € H(1°) tel que

-A% = f dansQ°

Le but est de faire en sorte que & = g sur 0. Dans ce cas, et & cause de 'unicité, la
solution du probléme (2.4.9) sera la restriction de % 4 €2;

Pour bien situer ’approche, nous allons nous baser sur ce que nous avons vu dans la
méthode de décomposition sans recouvrement. Nous avons vu comment 3 partir dune solution
initiale, nous avons pu corriger la cassure aux bords des frontitres pour trouver la solution du
probléme de départ. Dans cette section, nous allons faire le chemin inverse: nous supposons
avoir la fonction %0 solution du probléme (2.4.10). En partant de cette solution, nous allons
“tordre” cette fonction er exergant une “force”™ A sur 3. Le but est d’obtenir une fonction
% qui satisfasse la contrainte 4 = g sur 39 (voir figure 2.9).

Exercer une force A en 89 sur la solution de @’ revient & trouver @* dans H} (2°), solution
du probléme variationnel:

(2.4.11) Vit Vo = f Av, Vv € H}(S1°)
e a0 ]

et ensuite d’ajouter 4* 3 0.
Pour arriver 4 la solution du probléme (2.4.9), nous devons trouver la force adéquate A
telle que Ia fonction &* + #° ait la valeur g sur 3. Ce qui revient a trouver A pour que:

(2.4.12) P=g-a surdn
Ceci nous suggere de définir Yopérateur A comrme suit:

(2.4.13) AX =iy

la restriction de ii* sur 99, ot #* est la solution du probléme (2.4.11) (voir Pexemple de la
barre dans la figure 2.9).

Le probléme aux froutiéres est formulé de la maniére suivante:
trouver X, solution du probléme

(2.4.14) AX=F

oW F=g-a

Ce problémagest un probléme “dual” par rapport au probléme de la réduction aux frontitres
internes de deux sous-domaines. En effet, §1° peut étre considéré comme un domaine subdivisé
en deux sous-domaines sans recouvrement: 02§ = £ et 1§ = Q° < {I. De cette constatation,
nous pouvons appliquer par analogie tous les types d’approches de pré-conditionnement vus
dans la section précédente.
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—

-

(g=AX+ f‘?ﬂn)

Figure 2.9 : exemple du prolongement du probléme en une dimension.

2.5 Conclusions

L’intérét des MDD a été largement prouvé par la multitude des expériences faites au cours
de ces derniéres années.

Volontairement, nous avons omis de parler de 'implantation des MDD. Ceci dans le but
de soulever l'intérét “théorique™ de ces méthodes. ‘

Dans la pratique et pour des applications concrétes, généralement, on s'intéresse plus &
la parallélisation des algorithmes itératifs qu’a 'introduction des pré-conditionneurs. Car si
la parallélisation “optimale” est définie comme étant une répartition des données optimale
(i.e., équilibrage des charges et minimisation du temps du communication entre processeurs},
Yutilisation optimale des méthodes de décomposition n’est coniue que pour des domaines
simples (Shao, 1993). _

Comme pour toute méthode, une utilisation maladroite d’'une MDD peut entrainer un
ralentissement plutdt qu'une aceélération.

On sait que ces MDD joueront un réle important dans les applications a calculs massive-
ment paralldles od le gain en nombre d'itérations est plus que souhaitable. Malheureusement,
lorsqu’on veut utiliser ces MDD dans un environnement paralltle, on est — tout de suite —
confronté a des questions comme:

o Quelle est la relation entre le nombre de sous-problémes et le nombre de processeurs
pour une utilisation paralléle optimale?

e Parmi toutes les MDD, quelle est la méthode la plus adéquate pour un probléme donné?

e Quelle est la subdivision (respectivement le grossissement) optimale d’un domaine (res-
pectivement d’un maillage } donné?

e etc.

A notre avis, pour pouvoir répondre A ces questions aujourd’hui, il nous faut faire un
travail d’ingénierie: expérimenter et ensuite modéliser I'utilisation optimale des MDD. Pour
cela, il faut penser 4 mettre en place un environnement qui jouera le réle d'un “laboratoire
d’expériences”. :
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Dans les chapitres suivants, nous allons montrer notre contribution 3 ces objectifs.



Chapitre 3

Proposition d’unification des
méthodes de décomposition de
domaine

3.1 Introduction

Les MDD jouent un rle important dans la simulation numérique, lorsqu'on est en présence
d’applications qui requiérent un nombre important de données. Ce cas est coustaté dans toutes
les applications concrétes de la simulation en dynamique des fluides et dans la résclution
des EDP en général. Metire en place un programme de simulation fait appel A plusieurs
techniques telles que la construction du maillage, les algorithmes nmumnériques, la gestion de
la mémoire, la répartition des données, les algorithmes de communication entre processeurs,
etc. Par rapport & chacune de ces disciplines, on voit apparaitre des librairies informatiques
qui tendent & épargner au modélisateur des détails de la programmation. Cela lui permet de
se concentrer uniquernent sur la résolution des probléemes en testant des méthodes connues
ou nouvelles. A tiire d’exernple, nous avons LAPACK, CLAPACK et SCALAPACK pour les
opérations algébriques, les librairies PVM et MPI pour les communications, METIS pour le
découpage de domaine et bien d’autres librairies que nous pouvons trouver dans le domaine
public! .

Malheureusement, & notre connaissance, les librairies qui permettent d’exploiter la puis-
sance des MDD sont presque inexistantes. Cela est dii principalement au fait que le choix de
I'utilisation d’une MDD dépend fortement du type de probléme que I'on veut résoudre. En
effet, le choix d’une MDD doit tenir compte A la fois de 1a structure géométrique du domaine,
du type d’éléments finis, du type des EDP, etc.

On peut voir ces MDD comme des techniques d’accélération au niveau matriciel. II suffit
donc d’insérer la contribution d'une matrice de pré-conditionnement dans les procédures qui
résolvent les systémes d’'équations algébriques. Des librairies, comme Block95 suivent cette
approche. Elles permettent d’implanter des pré-conditionneurs de type Jacobi ou de type
Gauss-Seidel par blocs. Autrement, fournir une librairie qui permette d’exploiter les différentes
MDD est un procédé trés difficile sinon impossible. 11 suffit d'imaginer, au regard du chapitre
précédent, le nombre de paramétres dont il faut tenir compte.

'NETLIB: http://www.netlib.org/
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Pour pouvoir exploiter les MDD, il serait intéressant de laisser le modélisateur subdiviser,
grossir ou raffiner le maillage et redéfinir de nouveaux problémes relativement A chaque région
du domaine. C'est lui seul, par ses expériences et méme son intuition, qui saura comment
adapter puis exploiter les MDD pour résoudre un probléme de simulation.

A notre avis, la programmation des MDD nous a montré la faiblesse de I'approche qui
consiste & produire des librairies informatiques accompagnées de longs manuels d’utilisation.
L.es MDD ne peuvent pas étre préprogrammées, mais doivent étre adaptées & un probléme
précis.

Les MDD nous fournissent un outil puissant: “accélération par transformation du
probléme”. On doit trouver un moyen de définir ces transformations au niveau de la
spécification des problémes et non au niveau matriciel, afin que le modélisateur puisse s’en
servir A son gré. Il serait intéressant de conjuguer les efforts faits dans d’autres disciplines pour
produire un environnement qui exploite la puissance des MDD. Un tel environnement ne peut -
étre justifié que 8'il permet au modélisateur de spécifier et de combiner ces différentes tech-
niques depuis la définition d’un probléme jusqu’au choix de la machine o le programme doit
étre exécuté. C’est au sein de cet environnement que nous allons proposer une programmation
des MDD.

Pour atteindre cet objectif, nous devons au moins satisfaire les régles suivantes:

1. Adaptabilité: on doit pouvoir spécifier une MDD quelque soit le probléme A résoudre.

2. Simplicité: Veffort que doit fournir le modélisateur pour spécifier une MDD doit étre
moindre par rapport & la programimation de cette méthode.

3. Extensibilité: on doit pouvoir rajouter de nouvelles techniques d’accélération.

4. Haut niveau de spécification: la spécification d’'une MDD doit étre faite au niveau des
problémes. Elle est indépendante de la machine et du langage de programmation &
utiliser.

Par conséquent, on doit dépasser le stade des environnements qui assistent & la pa-
rallélisation. I nous faut un environnement qui “parle” le langage d'un modélisateur et “rai-
sonne” comine un numéricien. Ici, 'informaticien doit faire la connexion entre les trois acteurs
principaux de la modélisation numérique 3 savoir le modélisateur, le numéricien et la machine
(voir la figure 3.1).

Modélisateur
I 3

k |
Informaticien Z——* Nwméricien

|
Machine

Figure 3.1 : la position de I'informaticien lors de la simulation numérique.
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Notre contribution 3 cet ultime objectif est faite essentiellement au niveau de la program-
mation des MDD. Pour cela, les MDD sont définies comme un assemblage des composantes
génériques qui sont, dans notre cas, des problémes aux EDP. La transformation d’un probléme
crée un nouveau probléme et donc une nouvelle composante. Cet assemblage de problémes
définit une MDD qui est spécifique an probléme de départ.

En effet, & partir de la définition d"un probléme supposé complexe, nous procédons A des
transformations. Ces transformations générent un ou plusieurs nouveaux problémes. Nous
distinguons deux types de iransformations:

1. Transformation pour accélération: un ou plusieurs nouveaux problémes servent a
accélérer la résolution du probléme initial.

2. Transformation par réduction: on raméne un probléme original 4 un on plusieurs
problémes plus simples, en général de dimension plus petite (i.e., le nombre de noeuds
est moindre).

Aprés chaque transformation, nous établissons un lien, appelé coordination, entre le
probléme original et le ou les nouveaux problémes. Ce lien permet de séparer les rdles que
jouent ces derniers (accélération ou réduction) de la maniére par laquelle ils sont résolus.
Ainsi et indépendamment du rdle joué, ces nouveaux problémes peuvent a leur tour étre
transformés. Par une succession de transformations, nous obtenons un arbre de dépendance
dont les noeuds sont les problémes et les arcs sont des coordinations entre problmes.

Avec ce concept, le modélisateur peut spécifier avec un langage simple non seulement les
MDD les plus connues, mais en créer de nouvelles.

Dans ce qui suit, nous allons définir un cadre de travml qui sera la base pour la program-
mation de notre environnement. Pour cela, nous allons donner une interprétation des réles
que jouent les MDD, Cette interprétation facilitera la mise en place de Penvironnement que
nous avons développé et qui sera étudié dans le chapitre suivant.

3.2 'Transformations pour accélération

Nous allons nous intéresser dans cette section aux problémes P(V, W,F) définis par la
résolution de I'équation:
F(z)=9, geW

ou V et W sont deux espaces fonctionnels et F une application de V dans W.

Pour simplifier notre argumentation, nous supposons que F est linéaire et bijective. Nous
notons ¥ = F~1(g) la solution de ce probléme.

En outre, nous supposons que ce probléme est résolu par des algorithmes itératifs que
nous pouvons écrire sous de la forme:

Algorithme 3.1 (Algorithme Itératif général)
étant donné une application D: W — V.

(1) iterer
 rr=Fh-g
(9 & =Dirk)

@ o =gk _ g,
(5) fin d’itérations
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La valeur z? est supposée connue. Sinon, nous la considérons nulle.

Intuitivement, dans I'instruction (2) ’équation permet de calculer dans W le déplacement
qu’il faut apporter & F(z*) pour atteindre g. L’application D nous donne 'image de cette
correction dans ¥, A savair, 8 = D(r*). Enfin, dans 'instruction (4), nous calculons z%+! en
tenant compte de cette correction. Dans le cas matriciel, Papplication D peut étre représentée
par la matrice pente S introduite dans la section 1.3.

Comme dans le cas de tous les algorithmes itératifs linéaires, en général, le meilleur choix
de Papplication D est F~!. Dans ce cas I'algorithme itératif converge en une seule itération.

Notre approche consiste & remplacer 'application 2 par la résolution d’un nouveaun
probléme que nous appellerons, dans ce cas, “probléme auxiliaire pour accélération” (PAA).
Un probléme Pg( Vg, Wy, F,) est un PAA au probléme P(V, W, F) si:

1. il existe une suite entitre croissante 11 = {my,...,my,... };
2. il existe deux applications @: V, —m Vet R: W — W,

telles que si on remplace & Yitération mp € II de lalgorithme 3.1 Papplication D
par QoF;1oR, le nouvel algorithme converge néanmoins vers la solution du probléme
P(V,W,F).

D||\F Fa
W 3 Wa

Figure 3.2 : le probleme auxiliaire.
Dans ce cas, nous avons:

ghHl = gk Dy (F(z*) - g)

_ Qofglo'R. si kell
Dk-_{‘D ginon

Le nouvel algorithme devient:

Algorithme 3.2 (Algorithme Itératif modifié)
étant donné une application D : W — V.

(1) iterer
@ rF=F(F) -y
() si(kell) alors

) transférer la direction % dans W,: v = R(r¥);
(5) trouver la direction 8% dans V,: résoudre F,(6f) = rf;
(6) transférer la direction 8% dans V: 6% = Q(&F);

(7 sinon
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(3) 5k = D(rk);
(10) k! = gk _ 5k,
(11} fin d’itérations

Comme nous pouvons le constater, le probléme auxiliaire permet au probléme original de
trouver la direction en donnant une approximation du déplacement & prendre. En choisissant
un probléme auxiliaire adéquat, an peut arriver & la solution ¥ plus rapidement et donc
diminuer le nombre d’itérations de I'algorithme. Si tel est le cas, le probléme auxiliaire joue
le role d’'un pré-conditionneur.

La notion de praobléme auxiliaire permet de formuler des pré-conditionneurs cette fois-ci
au niveau des problémes en approchant le probléme original par un antre probléme.

Dans la pratique, nous créons un probléme auxiliaire par transformation du probléme de
départ. Ici, la notion de transformation est prise au sens large. Pour que cette transformation
soit utile, il faut qu’elle constitue une simplification du probléme. Nous distinguons deux cas:

1. Transformation spatiale. En gardant la méme fonction F, = F, on peut changer les
ensembles V et W. Il s’agit de modifier la géométrie du domaine 2 ou le maillage, par
exemple en modifiant le type d’éléments finis ou en grossissant le maillage, etc.

I’exemple le plus utilisé — sans doute parce qu’il est le plus intuitif — est la programma-
tion & deux niveaux, o il s'agit de prendre V, C V. La fonction F, est la restriction
de F sur V, et W, = F(V,) est I'tmage de V,. Dans ce cas, R sera la projection de
W dans W, et @ la prolongation de V, dans V. La correction dans l'espace V, ne
permet que d’ajuster certaines composantes de z*. C'est pour cela que nous ne pouvons
l'utiliser que dans une itération sur deux ou plus encore. Les expériences faites dans le
domaine d’optimisation en général ont montré leurs effets en tant qu’accélérateurs (voir
Karypis et Kumar, 1995, pour le découpage des domaines).

La méthode multigrille (voir section 2.3.1) 3 deux niveaux rentre dans cette définition.
En effet ’espace V, C V est construit par exemple, en grossissant le maillage. La suite
II = {n; +1 x na, i > 0} oll n) et ny sont les nombres d'itérations respectivement pour
le pré-lissage et le post-lissage (voir I'algorithme 2.1).

2. Transformation fonctionnelle. En gardant les mémes ensembles, c’est-a-dire en pre-
nant V, = V et W, = W, on approche la fonction F par une fonction F, simple A inver-
ser. Dans le cas des EDP, il s’agit de modifier I'opérateur (voir section 1.3 et I'article de
Xu (1992)). En utilisant ce probléme auxiliaire 4 chaque itération, ’algorithme résultant
correspond & celui de Richardson (voir section 1.3 et V’article de Xu (1992)). De la méme
maniére, nous pouvons définir les algorithmes de Jacobi ou de Gauss-Seidel.

Apreés chaque transformation, le probléme auxiliaire devient lui-méme un nouveau
probléme susceptible d’étre résolu par un algorithme itératif. Cet algorithme itératif peut
aussi étre pré-conditionné en créant un nouveau probléme auxiliaire et ainsi de suite. Ceci
nous donne une relation en chaine entre les problémes. Nous appelons cette relation “coordi-
nation”.

La coordination pour accélération (CA) entre un probléme et son probléme auxiliaire
est définie par < @, R, II > ol @ (respectivement R) est 'application qui permet le passage
de V, vers V (respectivement de W vers W,) et II la suite qui détermine la fréquence de
'utilisation du probléme auxiliaire (voir ci-dessus).
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OP

(. <R, @ IO>

Ofpa

Figure 3.3 : coordination pour accélération.

Nous dirons qu'une CA est forte si & chaque itération de I'algorithme, nous faisons appel
au probléme auxiliaire. Dans ce cas, la suite I = {0, 1,... }.

Dans la suite, sauf mention du contraire, nous supposons que les CA sont fortes. Dans ce
cas, nous omettons 'écriture de la suite et 1a coordination sera désignée par < R, Q >.

Jusqu'ici, nous avons supposé que ces transformations ne générent qu’un seul probléme
auxiliaire. Dans le cas ol une transformation donne naissance & plus d'un probléme (par
exemple subdivision du domaine), nous parlons de CA “multiple”. Nous distinguons deux
approches: '
Soit P;(V;, Wj, F;), 5 =1,...,J, les problémes auxiliaires ainsi créés.

P1 Pa Py P

Figure 3.4 : coordination pour accélération multiple.

e CA multiple successive (séquentielle). Nous définissons pour chaque problkme P;j,
les deux applications @; : V; — V et R; : W — W, les applications de transfert de
variables entre le probléme P et le probléme P;. Le but est de faire corriger la direction
&% successivement par chaque probléme Pj, § = 1,...,J. Dans ce cas, 3 partir de la
valeur z*, et pour obtenir §*, nous définissons des variables intermédiaires §%-1+3/J
rE+0-U/J ot h+i/J yj =1,..., J, qui vérifient les égalités suivantes:

FHE = QFFUR T

S S LS LT 2
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avec "7 = .7-'(3’”"-:11) —g

Cette coordination est une abstraction de la variante multiplicative de Schwarz dans le
cas des MDD. Lorsqu’on utilise une décompaosition spatiale, on peut définir V comme
le produit cartésien des espaces V;. Ici, une variable z est écrite sous forme d’un vecteur
(#1,...,%7), avec z; € V;. Chaque problkme P; rapporte une correction 4 la composante
-

o CA multiple simultanée (paralléle). Dans le cas successif, les contributions de chaque
probléme sont prises indépendamment 'une de l'autre. Le probléme transformé fait
appel successivement 4 un probléme auxiliaire & la fois. Dans le cas simultané, tous
les problémes auxiliaires vont participer en méme temps A la recherche du nouveau
déplacement. Pour cela, nous supposons avoir deux applications de transfert:

R: W — Wx---xWy
r — (Rulr),...,Ri(r))

et
@:Vix---xVyg—V
Le déplacement est alors calculé de la manidre suivante:

& = QUF (R1(¥), ..., FFH (R4 (™))

Ici, Papplication @ détermine la maniére de combiner les sous-déplacements générés
par chaque probléme P; pour retrouver le déplacement dans V. On utilise souvent une
combinaison additive o ; ‘
Qz1,---,25) = ), Qjlzs)
i=1
avec Q; une application définie de V; dans V.
Dans le cas de la décomposition spatiale, on génére J sous-espaces fonctionnels V; C V
(j =1,...,J) de telle manitre qu'on ait:
V=W+V+---+V;

(le,VueV;I(uy,...,u5) EVi x Vo x---x Vs telsque «=u;+uz+--++ uy.)

Cette technique est utilisée par la méthode additive de Schwarz (section 2.2.2), la
méthode proximale {section 2.2.3) et les méthodes & bases hiérarchiques (section 2.3.2).

3.3 Transformations par réduction

Dans cette section, nous abordons un autre type de transformation du probléme, oii il ne
8’agit pas d’accélérer un algorithme itératif, mais plutét de transformer le probléme P en un
probléme P simple 4 résoudre. Pour retrouver la solution du probléme de départ, le probléme
P est muni d'un ensemble de contraintes.

Pour cela, nous supposons que P est défini sous forme de minimisation d'une fonction:

trouver U = argmin F{u)
ueV
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Ce probléme est transformé en un probléme P

(3.3.1) trouver ¥ = a.rgxxlm?(ﬁ)
geVv

Une solution T du problime P est aussi solution de P si et seulement si elle satisfait les
contraintes:
B(u) =c

Pour étre concret, nous allons revenir au probléme des EDP elliptiques et linéaires. Nous
savons qu'apres la discrétisation, nous obtenons le systéme d’équation Au = F ol A est
une matrice SDP d’ordre V. La solution de ce systéme est aussi la solution du probléme de
minimigation:

ﬁ=argmin(lu-(Au)—F-u)
weRN \2

L’idée_sous-jacente de cette transformation est de ramener I’équation Au = F & une
équation AW =F (de dimension N) qui serait moins difficile & résoudre. _

Pour cela, nous définissions une matrice R comme matrice de passage de RY dans RY.
La matrice R7, transposée de R, est alors la matrice de passage de IRY dans IRV.

En multipliant les deux membres de I'équation Au = F par R, nous obtenons RAu = RF.
Si nous posons u = R71, nous avons I'équation:

(3.3.2) Ai=F

oit A = RART et F = RF. Si R est de rang N, on constate que la matrice A est aussi une
matrice SDP. Ce nouveau probléme peut alors étre transformé en un probléme du minimisa-
tion: '

(3.3.3) 3 = argmin (lﬁ- (Af)—F -ﬁ)
we RN 2

Malheureusement dans la pratique, lorsqu'on procéde 3 une simplification du probléme,
on a une “perte d’information”. La solution du nouveau probléme de minimisation (3.3.3) ne
nous permet pas de retrouver la solution du problme de départ. Ceci vient du fait que la
matrice R n'est généralement pas inversible. Pour remédier & cette lacune, on rajoute & ce
nouveaun probléme un ensemble de contraintes gu'on peut écrire sous la forme:

(3.3.4) Bii =c

B étant une matrice de dimension M x N avec N > M > 0, M étant le nombre de contraintes
et ¢ un vecteur dans RM.

Avec les contraintes adéquates, on peut dire que si i est solution du probléme de mini-
misation (3.3.3) avec les contraintes (3.3.4), alors u = RT 1 est la solution du probléme de
départ. D'un autre coté, en supposant que le rang de B vaut M, la solution § de ce probléme
avec contraintes est caractérisée par l'existence de A € IRM tel que:

~— o
(3.3.5) {Au + BN = F

Bi = ¢
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En effet, (1, \) représente le point-selle du Lagrangien assacié au probléme de minimisa-
tion (3.3.3) avec les contraintes (3.3.4). Ce lagrangien est défini par

(3.3.6) LT, p) = (%ﬁ (AT) -F -3+ BTu) .

pour tout 1 € RV et 4 € RM; et son point-selle est caractérisé par

£(5, X) = min max L{F, u)

Par le fait que A est une SDP et que B est de rang M, nous savons que (1, A) est Punique
point-selle et que T est I'unique solution du probléme avec contraintes. Les équations (3.3.5)
sont abtenues en dérivant ce Lagrangien par rapport A U et ensuite par rapport & u (voir le
livre de Fortin et Glowinski, 1983, pour plus de détails).

Comme nous avons supposé que la matrice A est plus facile & inverser, nous allons éliminer
4 de ces équations. Nous obtenons alors un nouvean probléme P, ot il s'agit de trouver X
solution de I'équation:

(3.3.7) Ad=s

ot Ay =BA-1BT et 5, = BA"'F —c.

En choisissant M <€ N, le probléme de départ de dimension N est réduit 3 un probléme
d’ordre M. Pour résoudre le probléme P,, nous n’avons pas besoin de calculer explicitement
la matrice A;. Dans ce cas, on tient compte du fait qu'on a, pour tout A*:

AN —5 = BA-IBTAF—BA-IF 4¢
= BA}YBTA-F)+c

(3.3.8) AXN —g = —(BE* —¢)
ot T* est solution de 'équation _ _
Ag¥F =F - BT
L’algorithme itérasif appliqué & P, est de la forme:
(1) A étant donné ou nulle;
(s) iterer 3
() résoudre AT =F — BT\,

(5) AL = )k 4 o (Bi* - ¢)
(6) fin d’itérations

Cette réduction suppose I'existence et le moindre coiit de calcul de la solution de ’équation:
Ai=F-BTA

pour tout X € IRM.
Les méthodes de réductions aux frontidres peuvent étre interprétées comme des méthodes
utilisant cette transformation:
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e Méthodea sans recouvrement (section 2.4.1}. Aprés avoir aubgivmé le domaine §)

du ou
. 6 j-—Osurla

frontitre I'; ; entre les sous-domaines €); et €2;. Ici A représente les valeurs aux frontiéres
que devaient avoir la fonction # sur les frontidres internes, U; ;I ;.

en des sous-domaines )}, il g’agit de g'assurer de la contrainte ——

s Méthodes d’enveloppement de domaine (section 2.4.2). En partant d'un domaine
Q, il g’agit de résoudre les mémes EDP sur un domaine Y] Qc ﬂ) avec la contrainte
U)sn = g- Ici, A représente la force qu'il faut exercer  la frontiére 952.

Cette transformation du probléme, que nous appelons d’emblée réduction donne nais-
sance & deux nouveaux probRimes auxilaires que nous appelons problémes auxilaires par
réduction: le probléme P (3.3.3) que nous supposons moins difficile 4 résoudre et le probléme
P, {3.3.7) dont la dimension est trés petite par rapport au probléme de départ {voir la fi-

gure 3.5).
Q p
>—O
P,
O P

ngure 3.5 : coordination pour réduction du probléme.

La coordination pour réduction (CR) issue de cette transformation a’établit principalement
entre P, et P pour le calcul du résidu (3.3.8).

Les exemples donnés sont basés sur des transformations spatiales (i.e., réduire aux
frontitres). Nous pouvons aussi appliquer des transformations fonctionnelles dans le cas ou
A =LLT. Ici, la résolution de Au = F se transforme en la résolution de deux problémes:

Lp=F etLTu=p

autrement,
p—LTu=0 etLp=F

Ceci ressemble A I'équation (3.3.5). Au niveau fonctionnel, nous pouvons définir 'opératenr
Ay = VTV u. Cette technique basée sur une réduction fonctionnelle est utilisée dans les
méthodes dites “mixtes” (voir Raviart et Thomas, 1977; Brezzi et Fortin, 1991).

3.4 Conclusions

Avec le concept défini ci-dessus que nous appelons un “cadre de travail”, nous avons établi
un langage & disposition du modélisateur. Ce langage utilise des mots comme “subdiviser”,
“grossir le maillage”, “envelopper un domaine”, etc. Ici, le modélisateur peut étre un “homme
de terrain”, qui fera appel & ses expériences antérieures, ou A aon intuition d’ingénieur pour
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choisir les transformations adéquates ou tester de nouvelles transformations et ainsi accumu-
ler d’autres expériences. I peut étre aussi un numéricien qui teste de nouvelles approches
d’accélérations d'une classe de probléemes.

Pour programmer les MDD, ce cadre de travail nous permet d’atteindre au moins trois
objectifs importants:

1. Haut niveau de spécification. Les MDD peuvent étre apécifiées au niveau probléme
sans avoir de connaissances approfondies dans le domaine de 'analyse numérique. Nons
Jaissons le modélisateur, comme un chef d’orchestre, composer les transformations qu’il
pense étre adéquates au probRme traité.

2. Simplicité. Les MDD ne sont pas définies comme une seule action sur un probléme,
mais comme une succession de transformations simples appliquées 4 un probléme.

3. Diversification. Les transformations permettent non seulement de spécifier les MDD
les plus connues, mais aussi d’en créer de nouvelles qui seront adaptées aux problémes
a résoudre.

domaine

subdiviger envelopper agrandir

/\ (d) le maillage

recouvrir réduire  recursive hiérarchique

/\ aux (f;mtiéres (e) (f)

coordination coordination
additive successive

(a) (b)

Figure 3.6 : quelques transformations spatiales

La figure 3.6 nous montre quelques transformations spatiales (i.e., géométriques) mises a
disposition du modélisateur. Suivant le choix et le déroulement de ces transformations, le
modélisateur aboutit aux MDD:

(a) variante additive de Schwarz ou méthodes proximales si le modélisateur change
Yopérateur local;

(b) variante multiplicative de Schwarz;
(c) méthodes sans recouvrement;
(d) méthodes d’enveloppement du domaine;

(e) méthodes multigrille;
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(f) méthodes & bases hiérarchiques.

Finalement, grice A ce cadre, nous pouvons répondre A trois questions importantes con-
cernant une MDD:

1. son réle: simplifier un probléme ou accélérer un algorithme itératif appliqué 4 un
probléme;

2. sa spécification: ensemble de coordinations entre problémes;

3. sa programmation: programmation des problémes coopérants.



Chapitre 4

L’environnement de développement

4.1 Introduction

L’environnement de développement que nous proposons est un systéme de conception na-
turel dans son utilisation qui permet la programmation des MDD. Cet environnement est
adressé aux modélisateurs. Il permet d’éviter & ces derniers les difficultés inhérentes a la pro-
grammation de ces méthodes numériques. Ainsi, il permet aux modélisateurs de se consacrer
entitrement A leur travail. Nous attendons de cet envircnnement qu’il soit un “laboratoire”
d’expériences pour les modélisateurs.

Cet environnement collecte les informations concernant les définitions des problémes, les
transformations & appliquer & ces problémes et le type d’algorithmes numériques a utiliger.
Apres quoi, il produit un programime écrit dans un langage structuré, dans notre cas le langage
C (voir figure 4.1).

Vu les progrés incessants dans les méthodes numériques, dans les librairies informatiques
de stockage et de caommunication, cet environnement n’est pas clos, mais permet d’intégrer
facilement ces nouvelles techniques; c'est pourquoi il a été programmé en un langage orienté
objet (C++). D’un autre c6té, le programme produit par cet environnement peut étre intégré
dans une application.

Nous allons montrer comment la notion de coordination a été greffée & Yintérieur d’un
procédé classique de la simulation numérique. Nous divisons la description de cet environ-
nement en deux parties correspondant & deux phases dans I'utilisation de I'environnement.
La premiére, que nous appelons la phase des spécifications, est une étape interactive ou
I’environnement recueille les informations cancernant le programme de simulation & créer: des-
cription du probléme, des transformations A appliquer etc. La deuxiéme, que nous désignons
par la phase de la production, est une étape automatique dans laguelle I'environnement
utilise ces informations pour produire un programme qui peut étre exécuté dans une machine
paralléle ou séquentielle.

En nous basant sur le cadre défini dans le chapitre précédent, nous n’allons plus parler
des MDD mais de coordinations entre problémes.

4.2 Approches avec ou sans coordination

Pour situer notre contribution, nous allons montré la différence entre un environnement
classique c’est-a-dire sans coordination et notre environnement dit avec coordinations.
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Figure 4.1 : vue globale de I'environnement.

4.2.1 Approche sans coordination

Dans une approche sans coordination, la simulation d'un probléme ge compose essentiel-

lement de quatre étapes:

1. Spécification du probléme. Il s’agit de définir le domaine 2, 'opérateur ainsi que

les conditions aux limites sur les frontiéres du domaine. Aprés avoir spécifi€ les noeuds
sur les frontitres, le modélisateur fait appel & un mailleur qui permet de discrétiser le
domaine en fonction du type d’éléments finis choisis.

. Choix de l’algorithme numérique. Le choix de I'algorithme numérique dépend du

type d'opérateur (symétrique, linéaire, etc.) et du conditionnement de la matrice (voir
section 1.3).

. Choix des structures des données. Apres la discrétisation des EDP, on obtient

généralement des matrices de grande dimension et en plus elles sont creuses. Suivant
que la méthode soit itérative ou directe, il convient de choisir 1a maniére de stocker
ces matrices. Un stockage adéquat permet non seulement d'économiser la mémoire,
mais aussi de supprimer les opérations inutiles (multiplications par zéro, addition d’un
membre nul, etc.).

. Praduction du code. Il s’agit de produire le code correspondant A 1'algorithme

numérique et aux structures de données choisies.

Le modélisateur utilise des programmes tels que V'intégration numérique, la numérotation

des noeuds pour diminuer la largeur de la matrice autour de la diagonale, et effectue
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I’assemblage de la matrice. Il peut spécifier une bonne matrice pente qui jouera le réle d’'un
pré-conditionneur matriciel et utiliser des librairies pour les opérations algébrigues. Enfin dans
le cas de la programmation parallele, un utilitaire de découpage de domaine et les librairies
de communications sont intégrés 4 son programme.

Tous ces utilitaires que nous avons cités existent dans le domaine public, ils sont
généralement testés et adaptés & de nombreuses machines. Pour mettre en place un environne-
ment interactif sans coordination, 'informaticien doit mettre en oeuvre un éditeur graphique
pour la spécification du domaine, une base de données qui contient les opérateurs les plus
utilisés, une base de données des éléments finis, une base de données pour les algorithmes
et enfin une interface qui permet au modélisateur d’effectuer ses choix entre les différentes
possibilités (algorithme, type d’élément fini, mailleur, etc.).

4.2.2 Approche avec coordinations

Il s’agit de rajouter un nouvel utilitaire de coordinations que nous appellerons coordina-
teur (voir la figure 4.2). Les aspects les plus importants de ce coordinateur est interactivité

Modélisateur

\

nouveaux problémes ( spécification
des problémes

y

réduction?

!

Coordinateur [ spécification ]

s ~ oui

de la méthode

out ‘L

\_ ) itératif—

J, out

accélération?

f

spécification ] ( production du
des coordinations J L code

™

Machine

Figure 4.2 : coordinateur des problémes.
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et le graphisme. Etre interactif oblige 4 ne faire aucune transformation du probléme d’une
maniére automatique. Quant au graphisme, le but est de permettre au modélisateur de voir
les transformations qu’il applique & chaque probléme pour faire entrer en jeu la mémoire
visuelle.

Muni de ses transformations, le coordinateur crée de nouveaux problémes tout en
établissant un lien, c’est-3-dire une coordination, entre ces problémes et le probleme trans-
formé.

Nous distinguons deux types de transformations:

1. Réduction. Ces transformations peuvent étre faites juste aprés la spécification d’un
probléme. Elles permettent de remplacer le probléme & transformer par un nouveau
probléme muni d’un ensemble de contraintes (section 3.3). Pour I'instant, nous retenons
comme exemple de transformation:

o Envelopper et réduire aux frontitres. Le domaine physique est remplacé par un
nouveau domaine plus régulier qui contient le premier. Le nouveau probléme est
un prolongement sur ce domaine régulier et les contraintes s'appuient sur les valeurs
que deit avoir la solution du probléme transformé sur la frontiére.

e Subdiviger et réduire aux frontiéres. Le domaine physique est subdivisé en sous-
domaines sans recouvrement. Nous obtenons alors plusieurs problémes; chacun est
une restriction du probléme transformé sur le sous-domaine qui lui est associé. Les
contraintes assurent soit la continuité de la solution soit 'annulation de la somme
des dérivées normales. :

2. Accélération. Ces transformations sont utilisées quand le modélisateur sait qu'il va
choisir un algorithme itératif. Elles permettent de générer des problémes auxiliaires qui
joueront le role d’accélérateur. En s’appuyant sur les exemples vus dans le chapitre 2,
voici quelques transformations:

e Subdiviser et recouvrir. Aprés avoir subdivisé le domaine en sous-domaines avec
recouvrement, nous obtenons autant de sous-problémes que de sous-domaines.
L’ordre et la maniére de combiner les sous-solutions dépendent du type de la coor-
dination (i.e., additive ou multiplicative).

e (Grossir le maillage avec intersection. Suivant le nombre de niveaux choisis, il s’agit
de mettre en ceuvre les méthodes multigrille (section 2.3.1). Il y aura autant de
coordinations qu'il a de niveaux. A chaque niveau le probléme qui a moins de
noeuds est un probléme auxiliaire de celui qui a plus de noeuds.

o Grossir le maillage sans intersection. Dépendant du nombre de niveaux choisis,
il s’agit de mettre en oeuvre les méthodes i bases hiérarchiques (section 2.3.2)
ou chaque noeud n’appartient qu'a un niveau. Dans ce cas, il n'a qu'une seule
coordination qui est A la fois multiple et additive.

Dans tous les cas et si aucune modification n’est explicitement demandée par 'utilisateur,
les nouveaux problémes héritent A la fois de 'opérateur et des conditions aux limites de la
frontitre du domaine transformé.
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4.3 Phase des spécifications

Mis & part les cas évidents comme la restriction du probléme 4 un sous-domaine, cette
phase est entiérerment interactive. Elle utilise des fenétres graphiques, des fenétres de dialogue,
des menus et des éditeurs de texte. L'utilisateur suivra généralement, les étapes suivantes:

4.3.1 Spécification du probléme

Spécifier un probléme, c’est déterminer 3 la fois son aspect fonctionnel et son aspect
géométrique. Dans le premier cas, il s’agit de spécifier les EDP (i.e., I'opérateur) et les con-
ditions aux limites. Tandis que dans le deuxiéme cas, il s’agit du domaine physique et du
type d'éléments finis. La spécification devient compléte lorsque les conditions aux limites
sont définies. Nous allons voir les informations dont l’environnement a besoin pour cette
spécification et sous guelles formes elle sont définies:

1. Aspect fonctionnel.
(a) L’opérateur. Nous utilisens la forme

(4.3.1) - Z . (a,l,a )+apu

Bi=1

Ici, opérateur est supposé symétrique.

Grace & des fenétres de dialogue, 'utilisateur spécifie I'opérateur sous la forme
d’une matrice (symétrique) de fonctions ¢; ; et d’une fonction ag. Ces fonctions
peuvent étre introduites sous une forme algébrique a I’aide d’un éditeur de texte.
Nous laissons le soin 4 ’utilisateur de s’assurer que 'opérateur est elliptique, en
particulier, que o; ; et ap sont des fonctions bornées dans 2.

(b) Les conditions aux limites. Par rapport a la frontitre du domaine ou 4 une
portion I'; de la frontiére, 'utilisateur choigit le type de conditions aux limites &
appliquer sur I', et une fonction g, qui sera la valeur de ces conditions. Dans le
cas ol le type est de Dirichlet, nous supposons que u = g, sur I'.. Dans le cas
Neumann, nous admettons que

Ea.,gg:n. 9e
1,5=1

( my est la #*™° composante de la normale unitaire sortante du domaine.)
Dans ce cas, la forme variationnelle du probléme devient:

Z/awauav /aouv=/fv+f gev+...
dz; & Q Q Te

1,7=1
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2. Aspect géométrique.

(a) Lea domaines. Dans cette phase 'utilisateur a recours A un éditeur graphique.
En plus de la spécification du domaine, cet éditeur graphique permet:

e De définir des noeuds sur les frontitres. Ces noeuds seront utilisés au cours de
la discréiisation.

» De scinder la frontiére externe I' en des portions .. Chaque portion peut
recevoir une condition aux limites différente.

e De faire des transformations géométriques telles que la subdivision,
Yenveloppement, le grossissement du maillage etc.

(b) La discrétisation, Nous avons préalablement programmé des éléments finis de
types triangles et carrés. L’utilisateur sélectionne parmi ces éléments ceux qu'il
aimerait utiliser pour la discrétisation. A partir des moeuds sur la frontitre et du
type d’éléments finis, une discrétisation automatique du domaine est appliquée.

4.3.2 Spécification des algorithmes

Ici, nous avons choisi les algorithmes les plus utilisés. Dans Je cas itératif, nous avons le
gradient conjugué et GMRES (Saad et Schultz, 1986) suivant que la coordination soit additive
ou multipicative. Dans le cas direct, nous utilisons la factorisation LU et en patticulier, la
factorisation de Cholesky.

4.3.3 Spécification des coordinations

L’éditeur graphique est muni dun certain nombre de transformations géométrigues.
L’utilisateur peut sélectionner le domaine qu’il aimerait visualiser et ensuite choisir une des
transformations. Apres chaque transformation, 1’éditeur appelle le coordinateur pour créer
de nouveaux problémes et générer la coordination adéquate. L'utilisateur peut accéder aux
opérateurs des nouveaux problémes s'il désire les modifier.

A Taide d’une fenétre de dialogue, l'utilisateur peut accéder aux paramétres d'une coor-
dination pour spécifier sous forme d’opérateurs les applications des transferts (R et Q), la
fréquence d’utilisation des problemes auxiliaires (IT) et le type de coordination (voir sec-
tion 3.2). Nous supposons que toutes les fréquences IT sont définies sous formes n; + 1 x ng,
t € IN. Dans ce cas, I'utilisateur donnera les valeurs de r; et de n,. <

4.4 Phase de la production

Dans cette section, le probléme traité est identifié par P. Son domaine et 'ensemble des
éléments finis seront déaignés par €2 et 7. Nous notons I'p, la réunion de toutes les portions
de 3 admettant une condition aux limites de type Dirichlet et la fonction gp la valeur de
ces conditions. De la méme fagon, I'y pour les conditions de types Neumann et gy la valeur
de ces conditions. Nous supposons que 8 = I'p UTx avec T'p N Ty = 0. En outre, nous
admettons que I'p # @, c’est-A-dire il existe au moins un noeud ot la valeur de la fonction u
egt fixée. Sinon, nous choisissons un noeud au hasard sur la frontidre 9 et fixons cette valeur
A zéro (voir la section 1.2.4).
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4.4.1 Construction des équations algébriques

Le but de cette section est de montrer le procédé utilisé par 'environnement pour cons-
truire Ia matrice A et le vecteur F du systéme d'équatious algébriques d’un probléme P.
Assemblage de la matrice du systéme

La matrice qui correspond A I'opérateur défini dans (4.3.1) admet comme éléments:

Opp Opq
- 3 [+ fyes

§,7=1

Nous définissons la contribution de chaque élément fini K, par:
ap E / 90 00y f 0Py
e 52 Qi j 33:’ 3:::, Pre

Pour calculer cette contribution, nous avons préalablemeut mis & disposition deux
procédures pour chaque type d’éléments finis:

85 4(R,4,7) qui calcule par intégration numérique la valeur:

19¢0 O¢q
Oz; Oz;

pour une fonction réelle & quelconque,

2. m; (h) qui calcule par intégration numérique la valeur:

f higppq
Ke

Les valeurs de s; (h,1,) et m§ (k) sont prises nulles si I'un des noeuds n, ou ng ne se
trouve pas sur X,.

L’environnement calcule aj , en se basant sur ’égalité:

g

d
a;,q = m;ﬂ(ao) + Z z ss,q(ai.jsi:j)

n,,EEe i.J=1
Ty Ene

et finalement le calcul de a, 4 se fait par:

apaq Z ap:q

K.€Ty

Comme nous avons vu 3 la section 1.2.4, la matrice A est construite en ne tenant compte
que des valeurs ap 4 tels que np, € I'p et ng € I'p (€., les noeuds ol la valeur de la fonction
n'est pas fixée).
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Assemblage du vecteur F

Le vecteur F est calculé grace & la somme de trois vecteurs:

1. F¢ qui correspond & la fonction f, second membre des EDP, et dont les éléments sont

fn f‘Pp:

2. Fy qui correspond 3 la contribution des conditions aux limites de type Neumamn. Les
éléments sont:

/ gNgp Np €l
T'n

3. Fp = —APtyp qui correspond & la condition aux limites de type Dirichlet. Avec

AP = (gp,) np #T'p,ng €T'p

up = (gp(ng)) = m€Tp

Nous avons programmé pour chaque type d'éléments finis deux procédures:

1. F4(h,p) qui calcule, pour tout n, € K, et une fonction k, I'intégrale

/ hgp
K.

2. Fef(p, p, I':) pour calculer, pour tout n, € K, une fonction % et une portion de
frontitre I, I'intégrale
o
KNl

La contribution de chaque élément fini X', aux vecteurs F¢ et Fy sont calculés respecti-

vement par:
(F§)p = Fe(f,p)

e Fe,Frt(gN,p, PN) fp € Un
(Fi)p :
0 sinon

Finalement F est calculé en additionnant les vecteurs Fy, Fp et Fy aprés avoir calculé
FD = *Amup.

4.4.2 Résolution du probléme

Pour faciliter I'intégration du code produit 4 un programme existant, nous avons défini
deux procédures qui permettent de résoudre un probléme P aux EDP:

1. au niveau fonctionnel, désignée par Résoudre Func(P, f) ou f est une fonction;
2. au niveau matriciel, que nous nommons Résoudre Sys(P, F} oii F est un vecteur.

Dans le premier cas, la construction du vecteur F est de la responsabilité de I’environnement,
quant au deuxiéme cas, il est de 1a responsabilité de 'utilisateur du programme produit. La
programmation de Résoudre Func(P, f) est faite de la manitre suivante:



4.4. Phase de la production 53

Algorithme 4.1 (Résolution du probléme au niveau fonctionnel)

(1) procédure Résoudre Func(P, f): vecteur;
(2  Contruire_Matrice(P);
f3)  up = Contribution Dirichlet(P,Tp, gp);
(4)  Fy = Contribution Neumann(P, 'y, gn);
(3)  Fy = Contribution Force(P, f);
¢6)  F = Construire F_Global(P,F;,up, Fy);
{77  Résoudre Sys(P,F);
(8 @ = Solution(P);
(9 ¥= "+ up;commentaire : rajouter les valeurs fixées.
(10) retourner ii;
¢11) fin procédure.

Avec ce mode de programmation, un utilisateur peut intervenir & I'intérieur du programme
pour redéfinir de nouvelles conditions aux limites ou changer la fonction f sans faire appel
& I'environnement. Par contre, il n’aura pas le droit de changer les types (i.e., Neumann ou
Dirichlet) de ces conditions, car la construction des problémes auxiliaires en dépend.

Résoudre Sys(P, F) est la procédure A appeler pour résoudre le systéme An = F. Dans le
cas ol un algorithme itératif est utilisé, elle doit étre de la forme:

Algorithme 4.2 (Résolution du probléme an niveau matriciel)

(1) procédure Résoudre Sys(P,F);

{2 iterer

(3) z = CalculerAu(P, u*);

{4) rk =z F,

(5) 6 = Corriger(P, r*, k);

(6) w1 = uF - oy 6;

(7) fin d’itérations

(89  Solution(P) + u*; commentaire : mémoriser la solution.
{9) fin procédure.

Le calcul de la multiplication de A par un vecteur u (instruction (3)) est Jaissé 4 la charge du
producteur de code. Ceci, pour deux raisons:

1. dans cerfains problémes la matrice A n’est pas calculée explicitement comme nous
l'avons constaté dans les méthodes de réduction aux frontiéres;

2. dans le cas de la programmation paralltle, la matrice A est répartie sur un certain
nombre de processeurs. Seul le producteur de code, pour I'instant, sait comment effectuer
la multiplication en tenant compte de cette répartition.

L’appel de Corriger(P,r*, k) permet d’appeler le coordinateur au cas oit nous devons
utiliser un pré-conditionneur 3 l'itération & (voir la section suivante).

4.4.3 Mise en oeuvre des coordinations

Nous avons vu au chapitre précédent qu'une coordination est caractérisée par les deux
applications de transferts R et Q, et par la suite II. Dans cette section, nous allons montrer
comment les matrices de transfert R et Q sont construites et les algorithmes utilisés pour
chaque type de coordinations.
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Les matrices de transfert

D’une manidre générale, la matrice de I'application @ correspond au changement de base
entre ’espace fonctionnel du probléme auxiliaire et ’espace fonctionnel du probléme original.

Soient {@p)p=1,.,n (respectivement () q=1’.__,ﬁ) la base de V'espace fonctionnel V du
probléme original (respectivement V;) et {np,p = 1,..., N} I'ensemble des noeuds du maillage
relativement & V du probléme auxiliaire.

Le changement de base de V,, vers V est défini par la matrice Q = (qpq) ouVp=1,... | N
et Vg=1,...,N, nous avons:

Qp,q = Pq{nyp)

En effet, pour toute fonction @ = Eil {igPg € Vg, 8a p™ composante dans V est calculée
par:

& &
up = i(np) = Y lige(np) = ) qpaily
g=1 g=1

Les opérateurs que nous utilisons sont définis de V dans V' (i.e., W = V).

Pour trouver la matrice de transfert R entre V et V,, il faut revenir 4 la définition du
vecteur F et 3 sa représentation F dans V.

Par définition, nous avons Vp=1,...,N

N N N
Fp= f @pf = _/.(Z @plng)pe)f = Z‘;’p(nq)/ fog= Z‘?p(nq)Fq
@ 2 o1 g=1 a g=1
La matrice R = (rp 4} est définie par: Vp = 1,...,Net Yg=1,....N

(4.4.1) Tpa = Pp(ng) =dq,p

Par conséquent, nous avons Q = RT. On peut trouver le méme résultat en se basant sur
les projections orthogonales(voir Barry et al., 1996, pages 16-17)
Dans le programme produit, seule la matrice R est calculée en utilisant 'équation (4.4.1).

Les algorithmes des coordinations

A partir des transformations effectuées par 'utilisateur, le coordinateur génére alors une
arbre de dépendance entre problémes. Le passage de 1a résolution d*un probléme 3 la résolution
de ses problémes auxiliaires se fait & travers les appels de Corriger(P, r, k). Nous allons voir
dans cette section comment le coordinateur va définir la procédure Corriger(P,r, k) pour
chaque type de coordinations.

e Cas d’une coordination pour accélération simple: nous supposons que le probléme
P, est le probléme auxiliaire de P. Dans ce cas, la coordination est produite de la
maniére suivante:
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1)
(%)
%)
(4
(%)
(e)
(7)
(8)

(1)
(%)
)
4)
(s}
(6)
"
{s)
(19)

(1)
2
(3)
4)
(5)
(6}
(7)
(8
)

Algorithme 4.3 (Coordination pour accélération simple)

procédure Corriger(P,r. k) : vecteur;
si (n ¢ II) alors retourner r;
r, = Rr;
Réscudre Sys(P,, ra);
d, = Solution(P,);
d =Qd,
retourner §;
fin procédure.

Par la suite et pour des raisons de simplification, nous n’allons pas écrire 'instruction (2).
Dans la pratique, nous avons généralement soit des coordinations fortes ol cette instru-
ction n'a aucun effet, soit des suites II qui sont de la forme simple {n, + 1 x ng,i € IN}.

Cas d’une coordination multiple additive: nous supposons que P admet J
problémes auxiliajres (P;) j =1,...,J

Algorithme 4.4 (Coordination pour accélération multiple additive)

procédure Corriger(P,r,k): vecteur;

i=0
pour tout j = 1 jusqu’a J faire
ri = By}

Résoudre Sys(P;,r;);
d; = Solution(P;};
0 = &+ Q;dj;
retourner J;
fin procédure.

Remarque: la boucle (3) peut étre parallélisée.

Cas d’une coordination multiple successive: (P;), j = 1,...,J étant les problémes
auxiliaires de P.

Dans le cas de cette coordination, I'ordre d’utilisation des solutions de chaque probléme
est important. Il peut étre modifié par V'utilisateur.

Algorithme 4.5 (Coordination pour accélération multiple successive)

procédure Corriger(P,r, k) : vecteur;
ry=Rir;
Résoudre Sys(P1,11);
4y = Solution{P,);
6 = Qudy;
pour tout 7 = 2 jusqu’a J faire
dr = CalculerAu(P, §);
ri=rj-1— df‘;
Résoudre Sys(P;, r;);
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(10) d; = Solution(P;);
(11} § = Q;dj;
(18) retourner 6;
{14) fin procédure.
s Cas d’une coordination par réduction: nous supposons que le probléme P est
réduit au probléme P, défini par I’équation
BA“'BTA=BA ¥ -¢
Nous notons ’ﬁ, le probléme correspondant & la résolution du systéme At =F. D est
aussi le probldme obtenu par transformation de P. B et ¢ sont la matrice et le vecteur
obtenus aprés discrétisation de la contrainte B(d) = ¢. Nous notons R, la matrice de
transfert du probléme P dans P.
Comme nous Pavons mentionné, la matrice BA—!BT n’est pas calculée explicitement. Le
producteur du code redéfinit la procédure CalculerAu(Py, A) de la manitre suivante:
(1) procédure CalculerAu(P,, \) : vecteur;
(2 F=BTY
() Résoudre.SysL‘P, F);
(4) i = Solution(P);
(5) res = By
(5) retourner res;
(7 fin procédure.
Finalement, la résolution du probléme P est programmée comme suit:
Algorithme 4.8 (Résolution d’un probléme réduit)
(1) procédure Résoudre Sys(P, F);
() F =RF; .
(3) Résoudre Sys(P, F);
(4) 1 = Solution(P);
(5) s, =Bui —¢;
(6) Résoudre Sys(Pr, s;);
() x= Solution(P,);
(8) Résoudre Sys(P, F — BTY);
(9) 1 = Solution{P);
(16) i = RTq;
{11) Solution{P) «- U;
{12) fin procédure.
4.5 La programmation paralléle

1] existe principalement deux types de machines paralltles: les machines & mémoire par-
tagée et les machines 3 mémoires distribuées. Dans le premier type, tous les processeurs
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partagent le méme espace mémoire. Dans le deuxiéme cas, chaque processeur posséde un es-
pace mémoire local indépendant. Ceci inclut un ensemble de machines séquentielles reliées
par un réseau.

Dans cette section, nous allons considérer les machines 4 mémoires distribuées et nous
allons supposer que nous disposons d’une librairie de communications entre processeurs
indépendamment de l'architecture de la machine. Des librairies telles que MPI et PVM
obéissent A cette régle. Elles fournissent des procédures (envoyer, recevoir, etc.) qu'on peut
utiliser sans se soucier du type d’architecture de la machine.

Pour produire un programme destiné 4 une machine paralléle, Pepvironnement:

1. sélectionne les problémes pouvant étre exécutés en paralléle;
2. distribue ces problémes sur les processeurs mis 4 disposition.

L’attribution de deux ou plusieurs processeurs a la résolution d’un probléme se justifie
lorsque la dimension du systéme d’équations est assez importante. C’est dans cette optique que
nous supposons que seuls les systémes résolus par des méthodes itératives, et contrairement
aux méthodes directes, seront candidats & la parallélisation.

Dans ce qui suit, nous allons montrer comment '’environnement procéde a la parallélisation
des méthodes itératives.

4.5.1 Parallélisation d’une méthode itérative

La parallélisation des méthodes itératives (MI) consiste, premiérement, 3 répartir les ma-
trices et les vecteurs sur les processeurs et, ensuite, & élaborer des algorithmes permettant
de faire des opérations algébriques qui tiennent compte de cette répartition. Ces opérations
algébriques parallélisées (OAP) sont généralement utilisées pour effectuer la multiplication
d’une matrice par un vecteur, ’addition (ou la soustraction} de deux vecteurs, Je produit
scalaire de deux vecteurs, etc.

Pour pouvoir résoudre un systéme d’équations Au = F, il faut élaborer des algorithmes
pour les OAP qui dépendent de la maniére dont la matrice A a été répartie entre les proces-
seurs. Dans cetie section, nous allons définir comment la répartition est faite et ensuite, nous
¢élaborerons des algorithmes qui permettent d’effectuer ces OAP en tenant compte de cette
répartition.

Découpage du domaine

Nous supposons avoir p processeurs que nous notons par P;, Pg, ..., Py et une partition
(P1,P2,...,Pp)} de l'ensemble des éléments finis . A chaque processeur P; nous affectons la
partie P; du domaine ). Cette affectation définit Ia répartition du domaine €2 4 travers les p
ProCesseurs.

Dans notre cas, le découpage (P;), 7 = 1,...,p, est supposé étre une vraie partition, dans
le sens mathématique, de 'ensemble des éléments finis. C'est-a-dire, qu’un élément fini ne doit
étre affecté qu’a un processeur. Les processeurs n’auront alors en commun que des noeuds,
arétes ou des faces suivant la dimension géométrique du domaine {2 (voir I'exemple de la
figure 4.3 pour le découpage et la figure 4.4 pour la répartition).
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Figure 4.3 : découpage du domaine en quatre parties.

Figure 4.4 : attribution des parties aux processeurs.

Pour toute fonction uj € V*, nous définissons ui = Upp; = E u; @; la restriction de la
™EP;
fonction uy & la partie P;. De la méme maniére, nous définissons u?, la restriction du vecteur
u. :
Pour alléger les notations, nous supposons que tous les vecteurs v/ ont la dimension Ny,

les valeurs correspondantes aux noeuds qui ne se trouvent pas dans P; étant par définition
nulles.

Découpage du probléme

Partant du découpage du domaine défini ci-dessus, la répartition du probléme ne fait que
restreindre le probléme global aux parties P; de chaque processeur. Pour cela, nous allons
revenir & la forme variationnelle du probleme (1.2.8) et appliquer cette restriction.

En effet, dans chaque processeur P;, nous définissons le probléme local suivant:
(4.5.1) aj(ui, vi) = fj(vi), Yuy, vy € VP

avec

a;(ul, vl) = / Vuh - Vod et (o) = f 14
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P

En appliquant f = E [ , NOUs avons:
Q = JP;
7 7

a{u,v) = Vu, -V,

= Y | Vu)-Vvl  (par définition)
i=1 P;

p .
a'(“: v) = Ea‘j(ui: Ui)
=1

de la méme maniére, nous avons:

P
f(v) = ) _£;(v7)
j=1
Le probléme global devient “la somme” des sous-problémes locaux. Au niveau matriciel, si
A7 et F7 gont 1a matrice et le vecteur obtenus en discrétisant le sous-probléme local (4.5.1)
alors:

r

P
(4.5.2) A=A eaF=)F
j=1

j=1

L’intérét de ce découpage est que la matrice du probléme global ne sera pas assemblée
dans un seul processeur, mais chaque processeur P; fait 'assemblage de la sous-matrice cor-
respondant 3 sa partie P;.

Opérations algébriques parallélisées

Les principales opérations algébriques qu’une méthode itérative utilise sont: ’addition de
deux vecteurs, la multiplication d’un réel et d’un vecteur, la multiplication d’un vecteur et
d’une matrice, et le produit scalaire de deux vecteurs.

Bien entendu, au cours de 'exécution paralléle d’un algorithme, il faut 8’assurer que toutes
les données réparties (scalaire, vecteur ou matrice) sont cohérentes d’un point vue global. En
d’autres termes, les variables devraient avoir les mémes valeurs comme si ’algorithme était
exécuté dans un seul processeur. Pour cela, il suffit que toute information partagée ait la
méme valeur dans tous les processeurs.

Nous dirons qu’une variable est cohérente si elle a la méme valeur dans tous les pro-
cesseurs. Par contre, pour assurer la cohérence d’un vecteur, nous devons nous intéresser aux
valeurs correspondant aux noeuds se trouvant sur les frontiéres entre les parties P;. Dans ce
cas, nous dirons que u est un vecteur cohérent si, pour tout noeud n; € P; NPy, nous avons:

o = ok

(u; étant la valeur du vecteur u relativement au noeud n;)
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En tenant compte du découpage que nous avons défini ci-dessus, nous allons montrer com-
ment les algorithmes des OAP sont programmés et monter que: a) ils effectuent les opérations
voulues, b) ils assurent la cohérence du résultat.

1.

(1)
(2
(%)
{4)
(6]
(7
(8)
(10)

Addition de deux vecteurs _ _ _
Pour obtenir globalement z = u + v, il suffit d’additionner localement 27 = u? 4 v7.

Si u et v sont cohérents, alors le vecteur z défini par 27 = Zjp; €8t cobérent et il vaut la
somme des vecteurs u et v. O

. Multiplication d’un réel et d’un vecteur

Pour obtenir globalement z = au, il suffit de multiplier localement z¥ = au’.

Si le réel a et le vecteur V' sont cohérents, alors le vecteur z est cohérent et est le produit
voulu. O

Multiplication d’un vecteur et d’une matrice

Pour tout noeud n;, nous définissons Z(n;) = {jin; € P;}, I'ensemble des indices des
parties auxquelles le noeud appartient. Dans le cas de I'exemple de la figure 4.3, nous
avons I(ny) = {1, 4} et I(nz) = {1, 2, 3, 4}.

Pour toute partie P;, nous notons &ntP; ’ensemble des noeuds se trouvant sur les
frontidres internes (i.e., partagées avec une ou plusieurs régions).

Avant de définir l'algorithme de la multiplication, nous remarquons d’emblée que
Péquation (4.5.2) nous suggeére un algorithme qui permet d’additionner les contribu-
tions de toutes les sous-matrices locales.

Algarithme 4.7 (Addition des contributions locales)

procédure AddContributions( inout v/ : vecteur);
commentaire : j est I'indice local du processeur.
pour tout (n,"G OintP; A k € Z(ni) A k # j) faire
envoyer ul au processeur Py;
pour tout (n; € G.tP; A k€ I(n;) A k # j) faire
recevoir uf du processeur Py;
U = u -+ uf;

fin procédure.

Remarques:

¢ L’envui de données (4) est supposé asynchrone sinon il y a blocage.

o Les données échangées sont envoyées sous forme {indice, valeur}, ol indice
détermine l'indice du noend concerné, et valeur la valeur du vecteur relativement
A ce noeud. L’indexation est globale (i.e., chague noeud admet un indice unique).

¢ Au lieu d’envoyer & un processeur une valeur & la fois, les valeurs sont groupées
dans un seul bloc et envoyées au processeur concerné. Ceci réduira le temps des
communications.
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Finalement, pour calculer z = Au, d’aprés 1'égalité (4.5.2), on a:
P P
~Au= Y= 3 A
= i=1
Nous pouvons en déduire gue I’algorithme de la multiplication sera comme suit:

Algorithme 4.8 (Multiplication matrice-vecteur parallélisée)

(1) procédure ParaMulti(A7 : matrice, v : vecteur, inout z7 : vecteur);
(2) multiplier localement: #z/ = A/’

(3) appeler AddContributions(z’)

() fin procédure.

Nous pouvons vérifier aisément, que si u est cohérent alors z = Au et que celui-ci est
cohérent. i

Du fait que la matrice A7 soit creuse, seuls les éléments non nuls sont mémorisés. Pour
stocker cette matrice, 'environnement utilise la forme dite “en lignes” qui consiste &
attribuer & chaque ligne de la matrice une structure contenant deux tableaux: le tableau
indices qui mémorise les indices colonnes correspondants aux éléments non nuls et le
tableau valeurs dans lequel sont stockées les valeurs de ces éléments. Ici, nous supposons
que les matrices sont constantes au cours de ’exécution, car ces structures ne seront
pas adéquates au cas ol nous aimerions accéder 4 un élément particulier de la matrice.

4. Le produit scalaire de deux vecteurs
Pour calculer & = u-v, nous allons introduire un pseudo-produit local que nous notons ©
et définisgons par:

uJG)VJ E 'I(”:) |

n;EPR;

ol | I(n;) | est le nombre d’éléments de l'ensemble I{n;), c’est-a-dire le nombre des
parties auxquelles le noeud n; appartient.

Si u et v sont cohérents, alors nous avons:
a = Yuw
i

p I I
= E w o v
j=1

En effet, le passage de la premiére 4 la deuxidme égalité est justifié par le fait que pour
tout noeud n;, nous avons:

{

ubvd =wv; &, §€I(ng)
0 7€ I(m)

FoF
S
I
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et donc
P

> oulv =| Z(n) | wivi

j=1

Finalement, I’algorithme du produit scalaire parallélisé est défini par:

Algorithme 4.9 (Produit scalaire parallélisé)

(1 procédure ParaProduit(w’ : vecteur, v/ : vecteur) : réel;
(2) calculer o = O V/;

(s envoyer a; & tout les les processeurs

(4) a=qj

(s) pour tout (k € {1,...,p} A k # j) faire

(e) recevoir oy

(7 a=o+a;

) retourner q;
(10} fin procédure.

Avec cet algorithme, si u et v sont cohérents, alors nous avons a = u-v et o est cohérent.
a

4.6 La structure de environnment

Mise A part le module qui sert d’interface avec I'utilisateur, 1'environnement se compose
principalement de trois modules (voir 1a figure 4.5):

Utilisateur

Environnement

Interface Graphique

Gestionnaire des Gestionnaire des Producteur du
e g —r—————
Problémes Coordinations Code

= & utilise

Figure 4.5 : structure de I'environnement
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1. Gestionnaire des problémes. Il permet de spécifier les différentes composantes
d’un probléme: le domaine, les éléments finis, 'opérateur, les conditions aux limites
et 'algorithme numérique 3 utiliger.

2. Gestionnaire des coordinations. Aprés chaque transformation d’un probléme, il crée
la coordination adéquate et établit le lien entre ce probléme et ses problémes auxiliaires.
Ces liens servent & générer un arbre de dépendances entre les problémes.

3. Producteur du code. A partir de 'arbre de dépendances entre les problémes, ce
module génére le code qui mettra en oeuvre les algorithmes numériques et les coordina-
tions spécifiées par l'utilisateur. Dans le cas d’une programmation parali¢le, il répartit
les problémes sur les différents processeurs.

Ces trois modules ont été mis en place en utilisant la programmation orientée objets.
Nous allons décrire pour chacun de ¢ces modules les principaux objets qui le composent et
leurs interactions avec les autres modules.

4.6.1 Gestionnaire des problémes

L'objet principal de ce module est 'objet Probleme qui consiste en un assemblage de
quatre objets {voir la figure 4.6):

G1Domaine 7
[ Domaine_| |
," G2Domaine l
r
/ G1BlementFini_|
’
/! .1 ElementFini
’ »’
r GeElementFini |
.- Fonction I" ==

\ h - 1
Y Operateur [~ '

* Tt ‘I ConditionLimite }‘5‘“‘

Probleme

-
4
,
4
4
’
’
1
L}
]
b

N Algorithme!temtzﬂ

AlgorithmeDirect [

— & estun
— — - - > fait parti de

Figure 4.6 : gestionnaire des problémes

1. Objet Domaine. 1l permet de décrire la structure géoméirique du domaine physique
utilisé et sert & I'héritage des objets G1Domaine et G2Domaeine qui sont spécifiques aux
domaines de dimension un et de dimension deux. L’utilisation de cet objet intervient lors
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de la discrétisation en donnant le type d’éléments finis et aussi lors de la transformation
géométrique d’un domaine telle que le découpage, '’enveloppement, le grossissement de
maillage etc.

2. Objet ElementFini. 11 décrit le type d’éléments finis utilisés et sert & définir les fonctions
de base pour I’assemblage de la matrice du probléme (voir section 1.2.3). Il est aussi
l'objet de base pour I'héritage des objets G1FElementFini et G2ElementFini respecti-
vement dans le cas de dimension un et de dimension deux. D’autres objets sont définis
suivant la géométrie (i.¢., triangle, rectangle etc.) et le degré de leurs fonctions de base
(i.e., linéaire, quadratique, etc.).

3. Objet Algorithme. 1l décrit V'algorithme numérique utilisé pour la résclution du systéme
d’équations algébriques (voir section 4.3.2). Il peut étre itératif (objet Algorithmeltera-
tif) ou direct (objet AlgorithmeDirect).

4. Objet Operateur. Il décrit opérateur elliptique utilisé (voir section 4.3.1) sous forme
d’une matrice de fonctions — objet Fonction — et une ou plusieurs conditions aux limites
— objet ConditionLimite.

Ce gestionnaire des problémes peut recevoir des requétes de création de problémes 3
la fois de V'utilisateur et du gestionnaire des coordinations. Dans le premier cas, grice &
I'interface graphique, I'utilisateur peut spécifier les différentes composantes du probléme.
Dans le deuxiéme cas, c’est lors de la transformation d’un probléme que le gestionnaire des
problémes crée automatiquement les problémes auxiliaires.

4.6.2 Gestionnaire des coordinations

L'objet de base utilisé dans ce module est 'objet Coordination. Il permet de définir la
relation entre un probléme et ses problémes auxiliaires. Nous avons défini les quatre variantes
. suivantes de I'objet Coordination (voir la figure 4.7):

» Subdivision: pour une subdivision avec recouvrement,

® Reduction: pour une subdivision avec réduction du probléme aux frontitres.

e Enveloppement: pour un enveloppement d’un domaine.

o GrossSansRecouvrement: pour un grossissement de maillage sans recouvrement.

o GrossAvecRecouvrement: pour un grossissement de maillage avec recouvrement.

Lorsque 'utilisateur choisit une transformation d’un probléme, le gestionnaire de coordi-
nation fait appel au gestionnaire des problémes pour la création des problémes auxiliaires et
attache A la fois le probléme original et les nouveaux problémes & la coordination.

Comme un probléme auxiliaire peut subir 4 son tour une transformation, le gestionnaire

des coordinations assure la cohérence entre ces transformations successives en créant un arbre
de dépendances entre les problémes.
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Probleme Subdsvision
g
]
i Reduction
!
]
V)

Coordingtion Enveloppement

\ GrossSansRecouvrement

Probleme(s) GrossAvec Recouvrement
Auziliare(s)

R

—>:est un

====+: fait parti de

Figure 4.7 : gestionnaire des coordinations

4.6.3 Producteur du code

Ici, objet principal est 'objet Processus qui refléte la partie du programme destinée A étre
exécutée dans un processeur. Dans le cas d’une programmation paralléle, chaque processus
regoit un sous-domaine — objet SousPartition — du domaine partagé entre les processeurs (voir
la figure 4.8). Chacun de ces sous-domaines définit un sous-probléme - objet SousProbleme
- qui n'est gue la restriction du probléme global 4 ce sous-domaine (voir section 4.5). Pour
échanger les données entre les processus, nous distinguons deux types de communications:

1. Inter-communications (cbjet InterComm): ol il g'agit d’échanger les données pour
I’élaboration des opérations algébriques parallélisées.

2. Intra-communications (objet IntraComm): ol il g’agit d’échanger les données entre un
probléme et ses problémes auxiliaires. Si un probléme est auxiliaire d’un auire probléme,
tous les sous-domaines sont rattachés aux sous-domaines du probléme original grice &
Iobjet CoordHaut. De 1a méme maniére, si ce probléme admet des probRmes auxiliaires,
nous définissons 1'objet coordination - objet CoondBas — qui décrit la dépendance entre
ses sous-domaines et les sous-domaines des problémes auxiliaires.

De cette manitre, le producteur du code génére un arbre de dépendance entre les sous-
domaines — donc entre les processus — & partir de 'arbre de dépendances entre les problémes.

Ce nouvel arbre est utilisé par la suite pour la production des programmes destinés aux
différents processeurs.

4.7 Conclusions

Les tests de notre approche ont été effectués sur des domaines & deux dimensions, car
nous n’avons pas de librairies permettant d’effectuer les transformations géométriques d’une
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Processus
)
1
]
)
i

SousProbleme [ -------------~ =t SousPartition
.~ [ =
““ i \‘ .
”‘ 1 -
InterComm CoordHaut CoordBas

4 [
1 1
1 )
1 ]
! :

IntraComm IntraComm

""" = : fait parti de

Figure 4.8 : producteur du code

maniére interactive dans le cas A trois dimensions. Les logiciels commercialisés ne sont pas
délivrés avec leurs sources pour pouvoir intégrer notre approche.

Nous avons dil programmer une librairie qui permet de faire ces transformations en nous
restreignant 3 deux dimensions, notre objectif prioritaire étant de montrer la faisabilité de
notre approche.

L’environnement (ou plutét un prototype de l'environnement) tourne actuellement sur une
machine SiliconGraphics avec le langage C++ et utilise un réseau d’une dizaine de stations
de travail (Sun et SiliconGraphics) pour ’exécution des programmes.

L'environnement ne permet pas de controler si les transformations sont valides ou si elles
ont un sens mathématique. Son réle est surtout d'étre “une plate-forme d’expériences” de
laquelle peuvent naitre de nouvelles méthodes.

L'utilisation de la programmation orientée objets permet d’ajouter de nouveaux opérateurs
{EDP), de nouvelles méthodes numériques, de nouvelles coordinations, etc. Tout cela contri-
bue & créer un laboratoire “virtuel” destiné aux simulations numériques.



Conclusions

Dans ce rapport nous avons présenté les connaissances de base qu’un informaticien
doit avoir pour pouvoir a la fois dialoguer avec un numéricien et metire en place un pro-
gramme pour la simulation numérique. Ensuite, nous avons décrit, dans les deux derniers
chapitres, notre contribution — en tant qu’informaticien — & la programmation des méthodes
de décomposition de domaine (MDD).

Notre travail avait pour but de faciliter la programmation de ces méthodes. Pour cela,
nous avons examiné les variantes les plus connues, présenté un concept pour unifier leurs rles
et développé un environnement qui permet de les exploiter.

En introduisant la notion de problémes auxiliaires et de coordinations (voir chapitre 3),
nous avons pu redonner une nouvelle définition aux MDD; A savoir, une coordination entre
un probléme de départ et ses problémes auxiliaires. Une MDD est définie par le type de
coordination et par les problémes auxiliaires utilisés. Cette définition permet d'unifier les
différentes MDD en un concept simple qui constitue le coeur de notre environnement.

Dans le chapitre 4, nous avons montré comment ce concept peut &tre intégré dans un
environnement pour la simulation numérique et nous avons donné les algorithmes pour la mise
en oeuvre des différents types de coordinations. Dans le cas d'une programmation paraliléle,
nous avons décrit les algorithmes des opérations algébriques parallélisées que l'environnement
utilise.

Nous nous sommes restreints & des domaines de deux dimensions et 4 des problémes
elliptiques et linéaires. L'utilisation des domaines tridimensionnels peut étre faite en intégrant
un éditeur graphique adéquat. Quant aux problémes elliptiques non linéaires, nous avons 6té
limités par le manque des études théoriques sur I'application de ces MDD. Ace jour, seul le
cas linéaire est maitrisé.

Actuellement les problémes non linéaires sont résolus en une suite de problémes linéaires
(i.e., linéarisation). Notre environnement peut contribuer 3 1'accélération des algorithmes
itératifs utilisés pour la résolution de ces problémes linéaires.

Nous avons choisi la programmation orientée objets parce que notre concept est une
abstraction de la plupart des MDD. Cela a facilité la mise en oceuvre de toutes les variantes
des MDD que nous avons vues au chapitre 2.

Pour conclure, nous avons opté pour un environnemeni dont l'utilisateur n’est pas
forcément un informaticien. Ce choix nous a certainement empéché d’élargir les champs
d’application de cet environnement. Nous pensons, par exemple, & des nouveaux types de
coordinations définis par 'utilisateur et non imposés par l'outil, ou & des opérateurs qui
ne sont pas définis au moment de la phase de spécifications du probléme mais générés par
I'utilisateur au cours de ’exécution de son programme. Pour remédier A ces lacunes, une
autre direction consistant & reprendre notre proposition d’unification et & créer une librairie
informatique orientée objet en utilisant les “templates” est une des solutions possibles. Dans
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ce cas, grice A cette librairie, les programmeurs des MDD ne seraient pas restreints par les
limites que leur imposent notre environnement.
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