Centre de Recherches Sémiologiques

Travaux de logique
N¢ § — Avril 1991

Denis Miéville

INTRODUCTION A LA
THEORIE DES SYSTEMES FORMELS
(DEUXIEME PARTIE)

EDITION REVUE ET CORRIGEE

CdRS

Université de Neuchatel



Cet ouvrage constitue une réédition revue et corrigée
d'un texte paru sous le méme titre en 1987
(Travaux de logique, N2 2).

Centre de Recherches Sémiologiques
- Université de Neuchitel
. Espace Louis-Agassiz 1
CH-2000 Neuchatel (Switzerland)

© 1901 by Centre de Recherches Sémiologiques. Tous droits réservés.



TABLE DES MATIERES

CHAPITRE 4 - LES SYSTEMES FORMELS DU PREMIER ORDRE

1.
2.

~N OO OV AW
e s & =

10.

Préambule

Les quatre ensembles fondamentaux

2.1 L'alphabet

2.2 L'ensemble des ebf

2.3 L'ensemble des axiomes

2.4 L'ensemble des régles

Théorémes et conclusions syntaxiques

Le "théoréme" de l1a déduction pour S

Les régles de la déduction naturelle

La sémantique des systémes formels du premier ordre

. Quelques métathéorémes

7.1 00 i1 est question des régles d'inférence
7.2 00 i1 est question des axiomes

. Non-contradiction et consistance des systémes du

premier ordre

. La complétude sémantique du systéme L

9.1 Extension et 'dénombrabilité'

9.2 Extension - non-contradiction - catégoricité
9.3 Non-contradiction - modéle - 'dénombrabilité'
9.4 La complétude sémantique de L

La décidabilité

10.1 Décidabilité de L
10.2 Indécidabilité des systémes arithmétiques

1

10.3 Indécidabilité de l1a logique des prédicats de degré

n, LN [n>1]

CHAPITRE 5 - UN SYSTEME ARITHMETIQUE MINIMAL: S2

1. Préambule
2. La construction du systéme sd
3. Interprétation du systéme 5@
3.1 Quelques métathéorémes
4, Démonstrations des régles utilisées

00 00 ~N O W N N =

N NN = =
N = = M~ W

27
34
34
34
40
52
54
55
62

68
69
74
77
83



CHAPITRE 6 - LES FONCTIONS RECURSIVES
1. Préambule
2. 00 i1 est question de la .notion de fonction

3. Présentation nafve et non formalisée des fonctions
récursives :

3.1 L'ensemble des fonctions récursives primitives
3.2 Etude de quelques FRP particu]iéres’
4, Les fonctions récursives générales

5. 'Représentabilité' et'définissabilité' des fonctions
récursives

EPILOGUE
BIBLIOGRAPHIE
INDEX DES AUTEURS
INDEX DES MATIERES

90
92
95

95
101
110
113

125
127
130
131



CHAPITRE 4 - LES SYSTEMES FORMELS DU PREMIER ORDRE

1. PREAMBULE

I1 s'agit d'un vaste ensemble de systémes formels qui d'une
part, formalisent 1a logique des propositions et celle des prédicats et,
d'autre part, permettent de formaliser différentes théories dont celle
de 1'arithmétique par exemple: 1la partie logique permettant en quelque
sorte de calculer sur la théorie formalisée.

On désignera un systéme formel quelconque du premier ordre
par le nom S. On opérera une distinction entre deux catégories de sys-
témes du premier ordre.

1. I1 y a celle qui représente les systémes logiques purs. Il
s'agit d'un ensemble de systémes congus pour représenter par exemple:
la logique des propositions: LO;

la logique des prédicats monadiques: L! (la logique des propriétés);
la logique des prédicats binaires: L2 (la logique des relations);

- la logique des prédicats n-aires: L",
On désignera un systéme quelconque de cette catégorie-1a par le nom L.

2. 11y ala catégorie des systémes du premier ordre qui cons-
tituent une expansion des systémes logiques purs, expansion concue de
maniére d représenter des théories appliquées. Ces systémes, en plus des
axiomes logiques, possédent des axiomes extra-logiques caractérisant une
théorie particuliére. Ils possédent ainsi des axiomes propres. On dési-

gnera un systéme quelconque de cette catégorie-1d par le nom s%,

’,//////S\\\\\\ systémes du premier ordre
systémes purs: \\\ i“ systémes appliqués
Lotz ... S : un systéme pur + axiome(s)

propre(s) [par exemp]e ceux
capables de fonder 1'arith-
métique]



Les systémes du premier ordre contiennent donc L?. Nous avons
choisi de présenter ce systéme dans un chapitre séparé pour deux raisons:

1. 11 nous semble raisonnable de présenter 1'esprit et les con-
cepts fondamentaux des systémes formels & partir d'un systéme relativement
simple.

2. La logique des propositions est d'une importance capitale,
ce qui justifie d'en présenter séparément la formalisation.

sible d'y représenter une quantification qui n'agit que sur des symboles
qui seront interprétés comme des variables d'objet. Si, ce que nous ne fe-
rons pas, la quantification agissait sur des variables de prédicat, le sys-
téme serait du deuxiéme ordre et, du troisiéme ordre si elle agissait sur
des variables de "prédicat de prédicat", etc.

2. LES QUATRE ENSEMBLES FONDAMENTAUX

2.1 L'alphabet &

IT est constitué de 1'union des ensembles suivants:

(1) Ensemble des constantes d'objet: {Cys Cps...» Cpoeeed
Cet ensemble peut étre vide: c'est souvent le cas pour la formalisation
de la logique des prédicats. I1 peut aussi ne contenir qu'un nombre

fini d'&léments: pour formaliser 1'arithmétique, un seul &lément suffit.

(2) Ensemble des variables d'objet: {vi, V2s..., Vpoooo}
Elles constituent toujours, quand elles existent, un ensemble infini
(dénombrable).

(3) Des ensembles de symboles de prédicat: {pf, pg,..., p:,...}

L'indice supérieur d est le degré du symbole. I1 peut varier de 0
a k quelconque. Pour formaliser la logique des propositions, nous n'a-
vons considéré que les symboles de prédicat de degré zéro.

(4) Des ensembles de symboles de foncteur: {fg, fg,..., fﬂ,.ﬂ.}

L'indice supérieur d est le degré du symbole. Il peut varier de 1
a k quelconque.

(5) L'ensemble des connecteurs: {~, @ , ¥}



(6) L'ensemble des parenthéses: {(, )}

éléments jouerdnt dans 12 démarche interprétative.

Conventions: ¢, C,, ¢4 désignent une constante quelconque
5 Vs Vis Vj désignent une variable quelconque
pd, p?, pg désignent un symbole quelconque.de prédicat de
degré d
fd, fq, fd désignent un symbole quelconque de foncteur de

degré d

Questions:

1. L'ensemble ¥ est-i1 dénombrable?
2. L'ensemb]e.Q/ estil décidable?
3. Que peuvent représenter les symboles de foncteur dans une interprétation?

2.2 L'ensemble des ebf: &

Nous allons procéder en trois temps et définir successivement:
I. L'ensemble des termes. ‘
II. L'ensemble des formules atomiques.
III. L'ensemble des ebf Tui-méme.

I. L'ensemble des termes

(1) Une constante d'objet est un terme.

(2) Une variable d'objet est un terme.

(3) Si fd est un foncteur de degré d et si t;, t;,..., td sont des termes
(pas nécessairement distincts), fdtltz e by est un terme.

(4) Rien n'est un terme sinon par ce qui précéde.

Questions:

4. Ecrire quelques termes.
5. Parmi les expressions suivantes, lesquelles sont des termes?
Cys FiVss Vys FRVIViVe, FRvivivy, FHFEFIfLCy, Flcsfic,fic ey,
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6. Quels sont les termes dans la logique des propositions, dans la logi-
que des prédicats?

(1) si pd est un prédicat de degré d et si t,, t,,..., t, sont des termes

_ d :
(pas nécessairement distincts), pdtltz... ty est une formule atomique.

(2) Rien n'est une formule atomique sinon par ce qui précéde.

Questions

7. Ecrire quelques formules atomiques.

8. Parmi les expressions suivantes, lesquelles sont des formules atomiques?
1 2 2 0 22 1 21 2 1

2 11
P1€1s P1V3Vs, C3, FiC3vy, pry prficifivicys fipivavys picifivicys pififivy
9. Quelles sont les formules atomiques dans 1a logique des propositions,
dans celle des prédicats? ‘
10. En quoi se distinguent un terme et une formule atomique?

(1) Une formule atomique est une ebf.

(2) SiA est une ebf, A est une ebf.

(3) Si A et B sont des ebf, (A9B) est une ebf,

(4) Si A est une ebf et v une variable d'objet, (¥v)A est une ebf.
(5) Rien n'est une ebf sinon par ce qui précéde.

partie (cf. remarques). De plus, nous poserons (3v)A =df ~(¥v)-~A.
Le signe ¥ est appelé le quantificateur universel et le signe? le quantifi-

cateur existentiel ou particulier.

Questions:

11. Dans la clause (4) de la définition inductive de 1'ensemble des ebf,
1'expression A contient-elle v?

12. L'expression suivante est-elle une ebf?

(Ywpiva 2 v(Avy)pivy
13. Ecrire quelques ebf. . A
14. Ecrire sans abréviation: ~(3v)pjv A (Fv)~p,v
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I1 faut maintenant introduire deux notions.

DEFINITION 19 - Soit les ebf (¥v)A et (Av)A. Les quantificateurs ¥ et 3

-variables
liées et va-

* sont dits au nom de la variable v. Chacun d'eux opéré sur

riables libres- 1'ebf A qui constitue le champ des quantificateurs,

1)

2)

Qu
15.

16.

17.

Toute variable située dans le champ d'un quantificateur a
son nom est dite liée. Sinon elle est libre.

liée
U 3
(Yv1)(P1v1i9(3vy)pyvivyvs)

X!
Tibre
—

champ deJ3

champ de ¥

liée

champ de 3
Natn
liée
1 . 1I
(VV1 )(pyvy 2 (3V1 )pivh ) 311
liée Tibre

L g
T

champ de ¥

estions:

Quelles sont les variables libres dans :

(VV1)P%V1V2 ? (3V2)P%V1V2

(Vv1)©fv1v2 3(3V2)P§V1V2)

Un terme peut-il contenir une variable? Si oui, peut-elle &tre liée dans
ce terme? Et dans uneebf qui contient ce terme?

Une formule atomique peut-elle contenir une variable? Si oui, peut-elle
8tre liée dans cette formule? Et dans une eébf qui contient cette formule?

Convention: Pour indiquer qu'une ebf A contient la variable v 1ibre, nous

écrirons A(v).



DEFINITION 20 - Soit un terme t et une ebf A(v) -elle contient donc une va-
=LIBKELPOUF V= riable v libre. On dit que le terme t est libre pour v dans
.A(v) si, mis & la place des occurrences libres de v dans A,
aucune des éventuelles variables de t ne se trouve liée. Dit
autrement, le terme t est libre pour v dans A(v) si, dans
A(v/t) [1'expression obtenue aprés avoir substitué le terme

t & chaque occurrence libre de v dans A(v)] les variables

libres qui peuvent figurer dans le terme t restent libres.

Exemple : A(v,) : (sz)p%vzvla p2v,v,

- le terme v; est libre pour v, dans A(v;)

- le terme f%vuv3 est libre pour v; dans A(v;)

- le terme flv, n'est pas libre pour v,. En effet, sa variable
v, se trouve liée dans

1
A(Vi/t):  (¥v2)pivafivao pivafivs,
| U 1

liée

Questions:
18. Soit le terme f%vlcl. Trouver une ebf A(v,) telle que ce terme ne soit

pas. libre pour v, dans A(v,). Une fois A(v,) trouvée, chercher un terme
ff-— qui soit libre pour v, dans A(v,).

19. Un terme qui ne contient pas d'autres variables que v est-il libre pour
v dans A(v)?

20. Un terme qui ne contient que des constantes est-il toujours libre pour
v dans A(v)?

2.3 L'ensemble des axiomes:.9?

I1 s'agit d'un élargissement de 1'ensemble des axiomes de L%, Tou-
te ebf de T'une des cinq formes suivantes est un axiome logique, et rien
n'‘est un axiome logique sinon par 1'une de ces formes:

Al) A9(B2A)

A2) (A2 (B2C))3((AdB)3(A2C))

A3) (~BI~A)3((vBI A)IB)

Ad) (¥v)A(v)2A(v/t) si t est libre pour v dans A(v)

(
(
(
(
(A5) (¥v)(B9A(v))> (B2 (¥v)A(v)) si B ne contient pas v libre.



Questions:

21. Donner un exemple d'axiome pour chacun des schémas Al-A5.
22. Les ebf suivantes sont-elles des axiomes?
(¥v;) (picyp pavicy ) (p1cd (¥vy)pdvicy)
(¥v1)@v,)PTvive2 @V,)PTV2Y,
© (¥vy) (@vp)pivivd @vo)pivive

Remarque. Insistons encore sur la distinction entre systémes du
premier ordre purs (L) et les systémes de premier ordre appliqués (S%). Les
premiers ne contiennentque des axiomes logiques. Ils formalisent 1'appareil

logique. Quant aux seconds, ils possédent, en plus des axiomes logiques, des
axiomes d'une autre nature. I1 s'agit d'une catégorie d'axiomes qui mention-
nent explicitement telles constantes, tels symboles de prédicat et tels sym-

boles de foncteur. Ce sont les axiomes propres.

Par exemple, pour formaliser une structure d'ordre partiel, il
faut offrir une base axiomatique qui, en plus des axiomes logiques, posséde
des axiomes propres, par exemple:

(A01) : (¥v)vpivv

(A02) & (¥v;) (¥v3) (W) (Prvg vzt PRV Y ) 2 pRvgv,)

Ces deux axiomes spécifient 1'irréflexivité et la transitivité du prédicat
pi‘ choisi pour représenter une relation d'ordre partiel.

2.4 L'ensemble des régles: x

Cet ensemble ne contient que deux éléments:
- la régl‘e MP, le modus ponens (cf. p. 38, lére partie)
- la régle GEN, 1a généralisation. Elle s'énonce ainsi:
Si A est une ebf, alors (¥v)A est une conséquence immédiate
de A.
GEN: A —(¥v)A

Questions:

23. La régle du modus ponens s'applique-t-elle a (Vvl)(p?opivl) et p‘l)? Si
non, peut-on transformer les expressions données de maniére & ce que
la régle MP s'y applique?

24. Memes questions pour (¥v,)piv;2 pS et pjv, ?

25. (Vvl)(pgo @v;) p%vlvl) est-elle une conséquence immédiate par GEN

de 1'ebf p‘l)o (Avy) o?vlvl ?



3. THEOREME ET CONCLUSIONS SYNTAXIQUES

Les théorémes et conclusions syntaxiques d'un systéme S sont
construits selon les démarches exposées au chapitre 2 [lére part1e,
pp. 27-31]. Nous n'insisterons donc pas sur cet aspect, sinon pour souli-
gner la distinction au niveau de 1'appareil déductif entre le systéme LO
et le systéme L qui formalise la logique pure des prédicats du premier
ordre.

Appareil déductif

Lo L
(A1) (A1)
(A2) (A2)
Axiomes (A3) (A3)
(A4)
R Wi )
Régles ‘i d
GEN

Questions:

. L ol 1
26. Etablir Ta preuve du théoréme suivant: |(¥vi)pyiv, o (¥vo)p1v,
[Utiliser notamment (A4) et (A5)].

27. A premiére vue, le résultat précédent peut paraitre étrange. Que
peut-on en conclure quant au 'statut' des variables liées?

28. Effectuer 1a2déduction suivante: .
(W) ({¥v3)prvavaopyvy)s pivive FH(¥vy)pivy [Utiliser notamment (A4)

t (A5)].

4. LE "THEOREME" DE LA DEDUCTION POUR S

Nous allons &tablir le "théoréme de 1a déduction" pour un sys-
téme quelconque du premier ordre. I1 s'agit d'un métathéoréme analogue au
métathéoréme 3. Mais le systéme L0 est une réalisation 'élémentaire' des
systémes du premier ordre et le "théoréme de la déduction" n'offre aucune
difficulté. Pour un systéme qui formalise le calcul des prédicats, il est
nécessaire de prendre quelques précautions par rapport au jeu des variables.
Une difficulté intervient donc. Elle correspond & 1'interdiction -en déduc-



tion naturelle- de réitérer dans certaines conditions une variable libre.
Les deux définitions que nous proposons contribuent & formuler un "théo-
réme" qui évite toute confusion. '

DEFINITION 21 - Soit une déduction By, By,..., B & partir d'une classe
-dépendre de- ‘ . . . .
d'hypothéses qui contient en particulier A.
Une ebf Bi dépend de A si
(1) B, est A ou
(2) Bi résulte par la régle MP ou GEN d'ebf dont 1'une
au moins dépend de A.

1. Soit la déduction de (¥v)B & partir de la classe d'hypothéses T:
r = {A, (¥v)A9 B}

1. A €T

2. (¥v)A 1, GEN
3. (VW)ADB €r

4. B 3, 2, MP
5. (Vv)B 4, GEN

Si 1'on abrége 1'expression “"dépend de E" par dép(E), on a la situation
suivante:
Expression de la ligne

1. dép(A): c'est A

2 dép(A): résulte par GEN de A qui dép(A)

3. dép((¥v)ADB): c'est (¥v)A9 B

4 dép(A): résulte par MP d'une ebf qui dép(A) et dep((Vv)Ao B):

résulte par MP d'une ebf qui dép((¥v)A9 B)

5. dép(A) et dép((¥v)A9B): résulte par GEN de B qui elle-méme
dép(A) et dép((V¥v)AaB).

2. Soit la déduction de (VVJ)(VVi)A(Vi’ vj) d partir de l1a classe d'hypo-
théses T: T = {(ij)A(vi, vj)}.

1. (VVJ.)A(vi, vJ.)aA(vi, Vj) (A4)

2. (VVj')A(Vi, vj) €T, dép((ij)A(vi,. Vj))
3. A(V'i’ VJ) 1, 2’ MP; " "

4, (VV_l)A(V_', VJ) 3, GEN; " "

5. (W) (Wy)Alvy, vy) 4, GEN; " n



_—

Questions:

29. Un axiome dépend-il d'une quelconque hypothése?
30. Considérer la déduction de la question 28 et déterminer les dépen-
dances -si elles existent- pour les ebf de chacune des lignes.

DEFINITION 22 - Dans une déduction, une variable est tenue constante
-tenir constant-

relativement & une hypothése A si:

1) elle ne figure pas libre dans A ou

2) si, libre dans A, elle n'est pas 1iée par GEN dans
une ebf qui dépend de A.

1. Dans la déduction 2 qui précéde, la variable v, est tenue constante
relativement 3 1'hypothése (VVJ)A(Vi’ vj): V; n'y figure pas libre.
La variable V> par contre, n'est pas tenue constante; en effet, elle

est 1iée par GEN [ligne 4] dans 1'ebf_A(vj, Vj) qui dépend de 1'hypothése.

1
2. Soit la déduction de (¥vy)p;v, & partir de la classe d'hypothéses T :
2 1 2
I = {(¥v)((Vv3)p1vava 9 p1vi), pivive!}

L ik S
Pl P2

1. pfvlvz €T
2, (Vvl)pfvlvz 1, GEN
3. (Vvl)pfvlvzo-p%vwz (A4), t: vj
4. pivsv, 3, 2, MP
5. (¥v3)pivavsy &, GEN
6. (¥v1) ((¥v3)pivavao p1vi) D ((¥vs)pivavaa(¥v;)plvy) (A5)
7. (v1)((¥v3)pivavao pivy) €r
8. (¥v3)pivavea(¥v;)piv, 6, 7, MP
9. (¥v;)pivy 8, 5, MP
v, est tenue constante relativement @ Pl: elle y est liée.

<
[

est tenue constante relativement a Pl: elle y est libre et le reste.
est tenue constante relativement a Pl: elle y est liée.

<
w

<
—

n'est pas tenue constante relativement 3 P2: elle y est libre mais

w
¢4

fait lier par GEN relativement a 1'ebf p%vlvz qui dépend de P2.

<
N

est tenue constante relativement & P2: elle y est libre et le reste.
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Questions:

31.

32.

33;

Y a-t-il sens d définir la propriété "d'étre tenue constante relative-
ment & une hypothése" pour une constante?

La notion de "dépendance" ou celle "d'étre tenue constante" s'applique-
t-elle & autre chose qu'éd des hypothéses?

Effectuer la déduction suivante et déterminer quelles variables sont
tenues constantes:

'A(vi, vj), (Vvk)A(vi, vj)o B(vk) k—(Vvk)B(vk)

METATHEOREME 12 - le "théoréme" de la dé&duction pour S

Dans S, si I', Al-B et si les variables sont tenues cons-
tantes relativement & A alors T}—-ADB.

tion sur le nombre k de lignes de la dé-
duction supposée donnée: T, A|-B

Base de 1'induction : k =1

Dans une déduction ne comportant qu'une ligne aucune application des
régles n'est possible. L'étude de ce cas est donc en tout point sem-

blable a celle présentée pour la démonstration du métathéoréme 3
[1ére partie, pp. 41-43].

Pour toute déduction T, A |-B dont les variables sont tenues cons-
tantes relativement 3 A et qui compte au plus k lignes, on peut éta-
blir la déduction  Tr}-A9B.

Pas d'induction :

Nous devons montrer que si la déduction I', A |-B compte k+! lignes et
si les variables sont tenues constantes relativement & A, on peut éta-
blir une déduction r|~A9B. Considérons une déduction de k+1 lignes
dont 1'expression de la k+1 niéme ligne est B. L'expression B peut se
justifier de cinq maniéres différentes.

1. B est un axiome ou un théoréme: |-B.

2. B appartient & T.

3. B est A.



s 12 =

4. B est une conséquence immédiate de deux ebf qui Tla précédent
par la régle MP,

5. B est une conséquence immédiate d'une ebf qui la précéde par
la régle GEN,

L'étude des quatre premiers cas est en tout point semblable
d celle présentée pour la démonstration du métathéoréme 3 [1&re partie,
pp. 43-44]. Nous ne traiterons en conséquence que le cinquiéme cas: B
est une conséquence immédiate d'une ebf qui Ta précéde par la régle GEN.

Considérons donc la déduction T, AB qui compte k+1 lignes.

i

2.

i Bi
k+1 B i, GEN

L'expression B de l1a ligne k+1 résulte par GEN d'une ebf Bi qui la précéde.
B est soit de 1a forme (¥v)C ol C ne contient pas v libre, soit de la for-
me (¥v)C(v) ol C contient v libre.

Bi est donc de la forme C ou C(v). Cette distinction n'intervient cepen-
dant pas dans la démonstration. Nous utilisons donc uniquement C(v).

L'ebf Bi s'inscrit & la ligne i; cet indice est strictement plus petit que
k+i, L'ebf Bi entre donc dans le champ de 1'hypothése d'induction et on
obtient: r—A2cC(v) Bi est C(v) et hyp. d'induction.

Poursuivons cette déduction:

n AaC(v) hyp. d'induction [conclusion déduite a
partir de 1'ensemble des hypothéses r]

n+t1  (¥v)(AacC(v)) n, GEN

nt2  (¥v)(A2C(v))2(Aa(¥v)C(v)) (A5), si A ne contient pas v libre

n+3 A9 (¥v)C(v) n+2, n+l, MP

nts A92B n+3, (¥v)C(v) est B

Donc, si A ne contient pas v libre [c'est-&-dire, si v a été tenue cons-
tante relativement a A], on obtient I'-ADB. '

Questions:

34. Comment savoir si A ne contient réellement pas v Tibre?
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35. On donne la déduction: T, A;, A,}-B. Que permet d'écrire le méta-
théoréme 12 si A; et A, ne contiennent pas de variable? Et si A; con-
tient v;, Ay contient v, et que seule v, est tenue constante?

36. Pour quelle raison n'avons-nous pas d nous soucier, dans 1'étude

. des quatre premiers cas de la démonstration du pas d'induction,
d'opérer avec des variables tenues constantes?

METATHEOREME 13 - Dans S, si T|-A9B, alors ', A|-B.

a une déduction de A2 B.
Ajoutons & cet ensemble d'hypothéses, 1'hy-
pothése A, Sous cette condition, il est

possible d'é&tablir 1a déduction: I, A}-B.

1. AoB se déduit der (hypothé&se du Mth. 13)
2. A est 1'hypothése ajoutée
3. B 1,2, MP

On obtient donc 1a conclusion B & partir de 1'ensemble
des hypothésesT et A : T, A}-B.

Question:

37. Pourquoi n'a-t-on pas ici & prendre de précaution avec les variables?

5. LES REGLES DE LA DEDUCTION NATURELLE

Les régles de la déduction naturelle établies pour LO restent
valables dans S. I1 reste & vérifier que les régles pour le quantifica-
teur universel sont disponibles dans S.

On avait:
1] Régle Ve
n P(Vv)A(v)

A(v/t) . si t libre pour v dans A(v)

La régle ¥e n'est qu'une autre facon d'écrire le schéma d‘'axiome (A4)
avec sa restriction d'emploi.
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2] Regle ¥i
njv
m A(v)

(¥)A(v) n-m, ¥i. A condition de ne pas réitérer une ebf qui
: contient v libre.

Dans la régle ¥i, le fait que la sous-déduction ne comporte pas d'hypo-
thése exprime que Ta régle GEN est de la forme:

si A(v) alors (¥v)A(v) et non pas

si B |HA(v) alors BF(Vv)A(v).
Enfin, 1'interdiction de réitérer une ebf qui contient v libre, garantit
que v est tenue constante et autorise 1'utilisation du Mth. 12.

Question:

38. Considérer la déduction (¥v,)A(v,, v,) |—(¥v,)(¥v;)A(v,, v,) dans la-
quelle v; n'est pas tenue constante et vérifier qu'il n'est pas pos-
sible de démontrer -en déduction naturelle- 1'expression
(¥, )A(vys v, ) 9 (Wv, ) (¥ )A(v,, v,).

6. LA SEMANTIQUE DES SYSTEMES FORMELS DU PREMIER ORDRE

I1 s'agit maintenant d'offrir le moyen de 'revétir' les sys-
témes formels du premier ordre d'une dimension sémantique. Reconnaitre
une signification aux ebf nécessite donc d'interpréter tous les symboles
qui les composent. Dans Te systéme L0 1'interprétation des symboles était
aisée. Il suffisait d'établir une application entre les symboles de pré-
dicat de degré zéro et 1'ensemble des valeurs V: V = {1, 1}. Mais ici, la
situation est autre puisque nous disposons d'autres symboles, soit:

EC : ensemble des constantes

EV : ensemble des variables

EP" : ensemble des symboles de prédicat de degré n; ne N, n>0
[pour n = 0, nous avons déja une interprétation].

EF" : ensemble des symboles de foncteur de degré n; ne N, n>0.

Nous allons donc nous donner non seulement V = {1 , 1}, mais
également un ensemble 2 non vide d'objets quelconques. Mais si cela est
suffisant pour offrir une interprétation aux symboles de constante et
de variable, c'est encore insuffisant pour attribuer une signification aux
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symboles de prédicat et de foncteur. Pour pallier cette difficulté nous
allons procéder comme suit: 3 partir de 1'ensemble @, nous définirons dq;
maniére extensionnelle d'une part les propriétés et les relations, et d'au-

tre part, les foncteurs.

Définition 'en extension' d'une relation: un rappel

Définir une propri&té, une relation binaire, une relation
n-aire, c'est donner les éléments, les couples d'&léments, les n-uples
qui possédent la propriété ou ont entre eux la relation [cf. 1ére partie,
pp. 83-84]. Attribuer une signification & un symbole de prédicat de degré
d, p?>0, c'est donc lui faire correspondre un ensemble de d-uple.

Soit @ =1{0, 1,2, 3, 4,5, 6, 7,..., N,...}
Attribution d'une signification a pg ol d =3
1) En extension:
pI— R = {<0,1,9>, <0,2,9>, <0,3,9>, <0,4,9>, <0,5,9>, <0,6,9,
<0,7,9%, <0,8,9>}

Cet ensemble R est contenu dans 1'ensemble produit 93; c'est donc une
partie [un sous-ensemble] de Q3 :
REP( a3 )
2) En compréhension:

p? : "étre entre le plus grand et le plus petit"

Définition 'en extension' d'un opérateur: un rappel

Définir un opérateur 3 n-opérandes, c'est donner les couples
d'arguments dont le premier consiste en un n-uple représentant les n opé-
randes, et dont le second argument représente le résultat de 1'opération
[cf. 1ére partie, pp. 84-85]. Attribuer une signification a un symbole
de foncteur f? de degré d , c'est donc lui faire correspondre un ensemble

de cette nature.
résultat
d +

f_i = {.o-,(('-’_, seey ™3> =D, .--}

n-uple de n opérandes

Soit q: {0,1,2,3}



Attribution d'une signification a f

d
i

1)"En extension:

2T = (<d0,05, 0>, <<0,1>, 1

<<1,0>, 1>, <<1,1>, 2
<<2,0>, 2>, <<2,15, 3
<<3,0>, 3>, <<3,1>, 0

Cet ensemble T est contenu dans 1'en
une partie de Q2xq: T€?(92x9).

2) En compréhension:

f? : addition 'reste modulo 4°'.

Conventions : Posons les notations

EC
EV

EPO
gpd>0,

EFd>°:

DEFINITIQN 23 - Une interprétation
-1nterpréta- 1) de 1'ensemble V

tion-

: ensemble des constantes de
: ensemble des variables de
: ensemble des symboles de p

16 -

ol d = 2.

>y <<0,2>, 25, <<0,3>, 3>,
>y <<1,25, 35, <<1,3>, 0>,
>y <<242>5 0>, <<2,35, 1>,

>y <<3,2>, 1>, <<3,3>, 2>}

semble produit 22xQ , c'est donc

suivantes:

S.
S‘
rédicat de degré zéro de S.

ensemble des symboles de prédicat de degré d de S, d>0 .

ensemble des symboles de foncteur de degré_g de S, d>o0 .

2) d'un ensemble non
3) d'une application

3.1 Ye : EC
3.2 Yy : EV
3.3 vy EPO
3.4 vpdo : epd
3.5 ¥d>0 : EF

Questions:

de S est la donnée

{T, 1}- 1e domaine de valeurs;

vide g d'objets - 1e domaine d'objets;

y de chacune des espéces suivantes:

—_
—_—) Q
— vV

———f?(ﬂd) -organisation relationnelle

———+i?(9dxﬂ ) -organisation fonctionnelle.

39. Que peut-on dire des éléments'de £7?

40. En quoi 1'interprétation d'une variable différe-t-elle de celle
d'une constante?

41. De quelles facons une interprétation Il peut-elle étre différente
d'une interprétation 12?
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Aprés 1'attribution d'une signification aux différents symboles
du vocabulaire, i1 s'agit d'offrir également une valeur sémantique aux
termes ainsi qu.'aux ebf.

Un terme [cf. pp. 3-4] étant une.construction bien formée sur
la base de foncteurs, de constantes et de variables, c'est en considérant

-

1'application relative & ces éléments-1& que nous fournirons une applica-
tion attribuant une valeur sémantique a chaque terme.
Soit ET, 1'ensemble des termes. On définit 1'application
Yo ET — @
par les trois conditions suivantes:
1) “’T(ci) = wc(ci)
2) WT(vi) = wv(vi)
3) WT(thltz...t ) = 1'é1ément de @ qui dans 1'image
i d d d
WFd(fi)[e? (2" x Q)] est en relation directe
avec le d-uple : <WT(t1),wT(t2)....,WT(td)>
[e a%]
Cette formulation apparemment confuse mérite d'étre exemplifiée.
Soit @ = IN, le terme f2c v, ét 1'interprétation I:
wc(cl) =1
wv(VZ) =2
WFd(f%) = {<<0,05, 0>, <<0,15, 1>, <<0,2>, 25, ...,

<<1,05, 15, <<l,15, 25, <<1,25, 3>, ...,

<2505, 25, <<2,1>, 3>, <<242>, 4>,...}

En compréhension : "addition dans IN".
Recherche de la valeur de fic;v,

1. Constitution du couple <WT(c1), WT(v2)>

1

vr(er) = ¥eler)
WT(Vz) = wv(VZ) =2

On obtient le couple <1, 2>
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2. Reconnaissance du couple <1,2> dans un des éléments de 1'image
de f2 :
<<l,2>, 3>

3. Attribution au terme fZc;v, de la valeur de o qui est en relation di-
recte avec le couple <1,2>: 3.

: TT<f%C1V2) =3
Questions:

42, Soit le terme f§v3f§v1c2, 1'ensemble @ = IN et 1'interprétation I:
velea) = 25 ¥y(va) = 75 ¥y(v) = 3
de(ff) = comme ci-dessus

WFd(f%) = {<<0,0>, 0>, <<0,1>, 0>, <<0,2>, 0>, ...,
<<1,0, 0>, <<1,1>, >, <<1,2>, 2>, ...,

<<7,1>, 7>, <<7,2>, 18>,..., <<7,5>, 35, ...}
En compréhension : "le produit dans IN"
Déterminer 1'image de fiv,f?v c,.
43. Soit @ = {1,2,3} et la formule atomique pZc,v, . On a choisi une in-
terprétation I dans laquelle '
veler) = 25 ¥y(vs) = 15 ¥pd(p?) = {<1,2>, <1,3>, <2,3>}

Comment interpréter en compréhension 1'image de p? ?
Pourquoi a-t-on <],2§ewpd(p%) ?

A-t-on <¥(cy), ¥,(v3)>€¥pd(p}) ?

DEFINITION 24 - Soit A une ebf de S et une interprétation I. On appelle

-évaluation- évaluation de A pour 1'inteprétation I Tla valeur de

1'application val : A — V telle que:

1. va](pg) =1 ssi ¥po(pd) = 7 dans I.

2. va](p?tltz...td) =T ssi
<rp(t1),¥p(tz), e ¥p(ty)> € ¥pd(pd) dans I

3. val(~A) = 1 ssi val(A) est différente de + dans I.
4. val(A2B) = 1 ssi val(A) est différente de 1 dans I
ou val(B) = 1 dans I.
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5. val((¥v;)A)= T ssi val(A) = T dans. I, quelle que soit
1'image de 1a variable Vi

6. val(A) =+ ssi val(A) est différente de T dans I.

Questions:

44. Dans la définition 23 [cf. p. 16], nous attribuions par1'application
Wv un élément de 2 & chaque élément de 1'ensemble des variables EV.
Cette application ne différait en aucune maniére de 1'application Yoo
laissant ainsi entendre que le statut de variable et de constante
n'est, en fait, pas distinct. Dans la clause 5 de la définition 24,
i1 est spécifié: "quelle que soit 1'image de 1a variable vi"; A 1'aide
de cette spécification quelle est 1'idée qui est réintroduite relati-
vement aux é&léments de EV?

45. Soit 1'ensemble @: @ = {1, 2, 3}, et 1'interprétation I ainsi don-
née: , :
veley) = 25 velcg) = 13 wv(vl) =1

vpd(p}) = {<1,2>, <1,3>, <2,3>)

wpd(p§ = (<l,1>, <2,25, <3,3>}.
Pour cette interprétation,quelle est 1'évaluation de :
1) picivi 2) pivic 3) p5cyvy 4) pivyv,
5) (¥vi)pjvivy 6) (¥vy)p3vicy ?

DEFINITION 25 - Une ebf A de S est logiquement vatide sur un domaine
-logiquement
valide sur Q-

particulier @ ssival(A) = T pour toute interprétation sur Q

DEFINITION 26 - Une ebf A de S est logiquement valide ssielle est logique-
-logiquement
valide-

ment valide sur tout domaine Q, ce que nous écrirons
ainsi: = A

que la validité logique sur @ [déf. 25].

Questions:

46, Peut-il arriver qu'une ebf soit logiquement valide sur un certain
domaine et pas sur un autre?

47. Est-il possible qu'une ebf soit logiquement valide sans étre logique-
ment valide sur un certain domaine Q?
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Soit 1'ebf A =df ~(¥v)~plvo (¥v)plv et le domaine @ & un seul &lément:
Q= {1},
I1 n'existe qu'une seule maniére d'interpréter la variable v: ¥(v) = 1,
Mais i1 existe deux possibilités pour interpréter le prédicat de degré 1.
En effet, attribuer une signification & pl!, c'est 1ui faire correspondre
un &lément R appartenant & 1'ensemble des parties de q:

RE S ()
Si 1'ensemble @ = {1}, alors §2(e) = {# , (1}}, ou autrement &crit:
G)(Q) = {#,0}. I1 y a donc deux interprétations possibles pour p!:

)] : Interprétation I'
tpa(P) < |
Q : Interprétation I"
Comme nous voulons examiner la validité de A sur 9 , i1 suffit dés lors
d'étudier les deux interprétations possibles :

!
v, (v) 11| EXPLICATIONS
¥pd(p!) by oo I ! "
1. val(plv) 1 !T .lcar1¢¢ |- Tcarleq
2. val((vv)plv) + | T | . Quelle que soit la valeur de v il n'y
i a qu'une seule possibilité pour wv(v)
3. val(~plv) T - L+ . 1 car 1.+ d&f. 24 f . Lcar 1.+ déf. 24
4. val((vv)~plv) T ! o cf. exp]icagion ligne 2
5. val(~(W)~plv) |L | 1 |.Lcar 4. +def. 24 .o car 4. +déf. 24
$ !
6. val(A) ® iT® TGN 5., 2. HGEF. 201 . car 5.,2. +def. 24

L'ebf A est donc logiquement valide sur Q.

Questions:

48. Considérer 1'expression A de 1'exemple précédent et le domaine @ :
e ={1, 2}.
Combien y a-t-i1 d'interprétations différentes pour v?
Former 1'ensemble des parties de @ :53(9) puis établir toutes les in-
terprétations possibles pour pl.
L'ebf A est-elle valide sur q?
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- Considérer une ebf possédant un prédicat de degré 2; par exemple:
B = ~(¥v)p2vv.
Décrire la démarche & effectuer pour déterminer si 1'ebf B est
logiquenient valide sur Q.

Une tautologie sous-tend 1'idée d'une analyse finie de la combinatoire
. des valeurs de vérité. L'exemple ci-dessus met en évidence qu'une telle
combinatoire finie est effectivement réalisée. I1 est tentant d'assimi-
ler le terme de "tautologie" & celui de "logiquement valide". Mais cette
combinatoire finie est-elle toujours réalisée?

QUELQUES METATHEOREMES

I1 est nécessaire de s'assurer que dans L, tout théoréme est

logiquement valide. Pour le démontrer, nous procéderons en deux étapes:
nous établirons tout d'abord que les régles GEN et MP conservent la pro-
priété "d'étre logiquement valide", puis nous montrerons que tout axiome

est logiquement valide.

7.1 00 i1 est .question des régles d'inférence

La régle du modus ponens conserve la validité logique:
Si A et ADB sont logiquement valides, alors B est logiquement
valide.

Ce résultat a 6té démontré dans le cadre de 1'étude du sys-

téme L°[1ére partie, pp. 58-9]. Occupons-nous donc de la régle GEN. Pro-

posons tout d'abord une définition.

DEFINITION 27 - Soit A(Vy, Voseess vk) une ebf dont les seules variables

-fermeture-

libres sont vy, V2,..., V.. La fermeture de cette ebf est:
(Vvk)...(sz)(Vvl)A(vl, Voseors vk). I1 s'agit d'une ebf
dans laquelle toutes les.variables sont liées. On la dira
fermée.

Questions:

50. L'ordre dans lequel les quantificateurs sont introduits afin de fermer
une ebf a-t-il de 1'importance?

51. Quelle est la fermeture de plvi>(3vs)pivavy ?

52. L'ebf A(vy, vy, v3) a-t-elle une fermeture?

53. De quelle maniére peut-on modifier 1'@noncé du métathéoréme 12 [p. 11]

si 1'ebf A est fermée?
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METATHEOREME 14 - Une ebf et sa fermeture sont logiquement valides ensemble.
1) Si A est valide, alors (¥v)A 1'est aussi:
Si |=A alors |=(¥v)A, (v désigne une variable quel-
conque);, et
2) Si (Vv)A est valide, alors A 1'est aussi:
Si  |=(¥v)A alors <A, (v désigne une variable quel-
conque)

Raisonnons ainsi:

1) Admettons par hypothése que A est logiquement valide:
e A. Quelle que soit 1'interprétation I, on a donc
val(A) = 7 . L'application ¥\ peut donc attribuer n'im-
porte quelle image & la variable v, 1'expression A con-
serve la valeur 7. Dit autrement, val(A) = T quelle que
soit 1'image de la varijable v et quelle que soit 1'in-
terprétation I. La définition 24, clause 5, permet de
conclure que (¥v)A est &galement valide: |= (¥v)A.

2) Admettons par hypothése que (¥v)A est logiquement va-
lide:}= (¥v)A. Dans ce cas, le raisonnement est de la
méme nature que le précédent; nous ne le formulerons
donc pas.

- ] - - -

conservation de la propriété "d'étre logiquement valide" a travers la ré-
gle GEN. I1 établit &galement que la régle d'élimination du quantificateur
universel conserve aussi cette propriété.

7.2 00 i1 est question des axiomes

Les trois premiers schémas d'axiome de L possédent la méme
forme que ceux de L°. Dans ce dernier systéme, nous avions montré que les
axiomes étaient logiquementvalides en exposant un raisonnement qui se fon-
dait sur 1'unique présence de la valeur T dans une table de vérité -une
tautologie. I1 n'est pas possible de procéder de 1a méme maniére dans un
systéme qui autorise une substitution & partir d'un ensembie d'ebf qui
posséde notamment des formes quantifiées. Nous effectuerons un détour en
raisonnant ainsi:

Quel que soit Te schéma d'axiome Al-A3 considéré, nous obtenons un
axiome en substituant aux métavariables, des ebf de L. L'&valuation
de chaque ebf -avec ou sans variables, avec ou sans quantificateurs-
conduit soit & 1a valeur T, soit & Ta valeur L. Il est donc possible
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d'envisager 3 nouveau une combinatoire des valeurs de vérité d'un
axiome et de déterminer que sa table de vérité résultante posséde
une qualité de 1'ordre de la tautologie: @ savoir, ne contenant
que la valeur T.

Nous pouvons poursuivre notre raisonnement et €tablir que tout schéma de

tautologie de L% auquel est substituée, & chacune de ses métavariables,
une ebf de L, posséde également cette qualité de 1'ordre de la tautologie.

DEFINITION 28 - On appelle instance de tautologie dans L, le résultat

-instance de : . , .
tautologie- de la substitution d'ebf de L dans un schéma de tauto
Togie de LO.

METATHEOREME 15 - Les schémasd'axiome Al-A3 fournissent des instances de
tautologie dans L.

METATHEOREME 16 - Les schémas d'axiome Al-A3 sont logiquement valides.

METATHEOREME 17 - Le schéma d'axiome A4 est logiquement valide:
k= (¥v)A(v)> A(v/t) si t est 1ibré pour v dans A{v).

conque. Deux cas peuvent se présenter:

1) val((¥v)A(v)) = T

2) val((V¥v)A(v)) = 1L

Etude du cas 1):

La clause 5 de la définition 24 stipule que
val(¥v)A(v)) =1 ssi val(A(v)) = T quelle que soit
1'image que ¥y aattribuée @ v. Donc en particulier si
cette image est wT(t), ce qui signifie que val(A(t)) = T .
Le schéma d'axiome A4 a la forme d'une conditionnelle
dont le conséquent posséde la valeur T. Le raisonnement
est tenu pour une interprétation quelconque [rien n'a &té

spécifié a son sujet], le schéma d'axiome A4 est donc,
dans ce cas, logiquement valide.

Question:

54. Par quel raisonnement s'assure-t-on que le schéma A4 est logiquement
valide dans le deuxiéme cas?

pour laquelle A4 stipule que t doit étre libre pour v dans A(v). Voici ce
qu'il cache.
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Poser que val({(¥v)A(v)) = T revient & dire que val{A(v)) = T pour une
application ¥y de 1a forme:

14
EV --___!__; Q
Vi a)
Va az
v X ol x peut prendre n'importe quelle valeur
i : dans &
Yk A
'n %n

Supposons que dans 1'expression (¥v)A(v)>A(v/t), le terme t ne soit

pas libre pour v dans A(v). C'est dire que le terme t contient une varia-
ble Vi Tibre. Relativement & 1'application WV’Vk posséde une image, a
par exemple. C'est &galement dire que Vi est 1iée dans 1'expression A. Il

faudrait donc que WV attribue a Vi non pas 1'image a0 qui donne une seule
valeur dans @, mais n'importe quelle valeur dans @, ce qui n'est pas garanti.

Considérons 1'exemple suivant:
A(v) =df ~(¥v, )~ pivy,

pf : "&tre différent" Q=N

Le terme t est v et Wv(vk) = a.

Interprétons 1'expression (¥v)A(v): "Pour tout nombre naturel x, il existe

un nombre y tel que x est différent de y". Ce qui est vrai et donc

val((¥v)A(v)) = T. Ceci revient d dire que val(A(v)) = T également pour

1'image de la variable v attribuée par V¥: Wv(vk) = a,.

Mais, ~(¥vk)~(p%vkvk) est fausse. En effet, il n'existe aucun nombre dif-
férent de lui-méme.

METATHEOREME 18 - Le schéma d'axiome A5 est logiquement valide.

-

Supposons que (¥v)(B>A(v))> (B> (¥v)A(v)) ne soit pas
valide. I1 existe donc une interprétation I telle que:

val((¥v)(Bo A(v)) = T et val(B> (¥v)A(v)) = L
. o v < 4

* W
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* (Yv)(BDA(v)) est donc vraie quelle que soit 1'image de v, et par
la clause 5 de la déf. 24:
B val(BdA(v)) = T

** | a fausseté de 1'expression B> (¥v)A(v) conduit & :
¥ val(B) =T et val((Vv)A(v)) = L
‘Ceci revient @ admettre 1'existence d'une image de v pour laquelle:
& val(A(v)) = L

L'hypothése restrictive du schéma d'axiome A5 stipule que B ne contient
pas v libre, donc peu importe 1'image que 1'interprétation attribue a
v et 1'on a toujours val(B) = T.

"En considérant ® et k4 on obtient : val(A(v)) =T
ce qui contredit BK

METATHEOREME 19 - Tout théoréme de L est logiquement valide:
S$i | A alors = A

Démonstration: Les schémas d'axiome Al-A3 fournissent
des instances de tautologie. dans L et
sont donc logiquement valides[Mth. 16,
p. 23].
Les schémas d'axiome A4 et A5 sont lo-

. giquement valides [Mth. 17, 18, pp. 23-24].

Les régles MP et GEN préservent la proprié-
té “d'étre logiquement valide" [Mth. 14,

p. 22].

Question:

55. Sous quelle condition relative au terme t, 1'expression suivante est-
elle logiquement valide? = plto (3v)plv

METATHEOREME 20 - L'expression (Vvi)A(vi)E(Vvk)A(vk) est un théoréme si
les deux conditions suivantes sont remplies:.
1) v est Tibre pour v, dans A(vi)
2) v ne figure pas libre dans A(vi)

Questions:

56. L'expression suivante satisfait-elle aux deux conditions du Mth. 20?
(wv1)(plvia (Wv3)pdvavs)=(¥w)(pi vy > (¥vg)pfvavs)
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57. Pourrait-on utiliser v, 3 la place de v,? et v3? et vg?
58. La variable v est-elle libre pour Vi dans A(vk) ?

59. A(vk) contient-il v libre ?

1. (VVi)A(Vi)7 A(vk) A4, et condition 1

2. (Vvk)((Vvi)A(vi)D A(v,)) 1, GEN

8. (VVi)A(vi)a (¥v, JA(v,) 2, A5 et condition 2
4, (Vvk)A(vk)D A(vi) A4, et question 58

5. (W) ((¥v )A(v,)> Alv.)) 4, GEN

6. (Vvk)A(vk): (Vvi)A(vi) 5, A5, et question 59
7. (W )A(v, ) (W DAY, ) 3, 6, def, "="

Questions:

60. Relativement au nom des variables liées, que nous autorise ce
-métathéoréme?

61. Comment satisfaire sans peine les conditions 1) et 2) du Mth. 20?

62. Une ebf fermée "dit"-elle quelque chose sur les variables qu'elle
contient?
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8. NON-CONTRADICTION ET CONSISTANCE DES SYSTEMES DU PREMIER ORDRE

I1 est nécessaire de s'assurer que les systémes du premier ordre
purs sont non contradictoires. Pour le montrer il nous faut passer par une
modification des ebf de L. Cette modification consiste & transformer toutes
les ebf de L en des ebf qui se caractérisent par le fait qu'elles appartien-
nent au sous-langage L° de L. I1 s'agit en quelque sorte d'une projection
interne qui réduit 1'&criture des expressions quantifiées a celle d'expres-
sions qui, en plus des foncteurs logiques,ne contiennent que des prédicats
de degré zéro.

Soit A une ebf quelconque de L. Nous appellerons formule proposi-

tionnelle associée (fpa) & A 1'expression propositionnelle B obtenue en sup-

primant tous les termes de A et les quantificateurs de A, et en remplacant
chaque symbole de prédicat'de degré g,_g?o, par un symbole de prédicat de
degré zéro. I1 y a bien slr quelques précautions a prendre, mais celles-ci
sont triviales.

Précautions

- Remplacer chague occurrence d'un prédicat de degré d : d>0, par un méme

prédicat de degré zéro.

- Associer aux prédicats différents d'indice ou de degré (d>0) des prédicats
de degré zéro différents. |

- Choisir pour les prédicats de degré zéro liés a la fpa & une ebf A des in-

dices autres que 1'indice d'un prédicat de degré zéro appartenant déja a A.

Exemples:  ebf de L fpa,

1) (Wi (plvis pavi) A piv (p3 > ps) Ap3
2) (¥v;)pivicy 3 picy »{ 5p?

3) (¥v;)(P3c1v1¢1 Pe) . ps 2p)

Questions:

63. Une ebf logiquement valide dans L peut-elle posséder une fpa qui est une
tautologie?
64. Quelle est la fpa de A?

A =df (¥v1)(p]opivici) 2 (pY 2(¥vy)pivicy)
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Avant d'exposer la démonstration de la non-contradiction du sys-
téme L, i1 nous faut justifier le bien-fondé de la réduction de toute ebf
de L en une fpa. Pour ce faire, considérons le systéme L ainsi qu'un domaine
d'objets ne possédant qu'un et un seul &lément: o = {*)}. Dans ce contexte,
quelle que soit 1'interprétation proposée, la situation est la suivante:
- Toute constante de L a pour image 1'&1ément. »
- Toute variable de L a pour image 1'élément «.
- Tout symbole de prédicat de degré zéro a pour image un élément du domaine
des valeurs: soit T, soit L.
- Tout symbole de prédicat de degré d, d>o0, a pour image un élément de 1'or-
ganisation relationnelle: J(Qd); construisons cette organisation: .

1.2 = (x} P(«) = {(a, #}
2. Q2 = {<x, %>} ?(Qé) = {{<x, *>}’ ¢}
N I BT ¢ ISR (O AR SRR T N

d fois d fois
I1 n'existe pas d'autres possibilités. Ainsi, dans une procédure interpré-
tative 1iée & un domaine d'objets ne possédant qu'un unique élé&ment, tout
prédicat .est 1ié au principe du double choix.
- Tout symbole de foncteur de degré n, n>0 a pour image un &lément de 1'or-
ganisation fonctionnelleqy ( Q" X Q) dont les arguments sont composés avec

1'unique @lément de Q; i1 s'agit donc de : {<<x, *,..., %>, #>}.

Il s'ensuit que:
I. Le quantificateur ne joue plus aucun réle. Une formule quantifiée ne "dit"
rien de plus que ce que "dit" le champ de son quantificateur. Le quan-
tificateur est donc -dans ce cas- inutile. Nous le supprimerons donc.

II. D'autre part, il n'existe pour toute formule atomique p? tg o= ty que
deux -et seulement deux- évaluations possibles. Elle ne peut donc prendre
qu'une fois la valeur T, et qu'une fois la valeur L.

L'image d'un p? quelconque est soit @, soit {<ky #,..., »>)

d, fois
L'évaluation de 1a formule atomique & Taquelle il est associé
ne considére donc que ces deux possibilités:
151 <vrlty)reenrtr(t,)>€ vp(pd). cad dans le cas o
™1 T"d Py 4

Yo(p;) = (<% *y.ony %>}

d - P*Fi o

val(piti...ty)s \ d fois

. d
L si <WT(t1),...,?T(td)>’pr(p?). Et dans ce cas, vp(pi) = g

Une formule atomique se comporte donc comme un prédicat de degré zéro.
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Voyons cela plus concrétement sur un exemple.
Soit A =df pfclv1 et @ = {«} et étudions les 2 interprétations possibles.

I'. I".
WC(CI)- * % ve(ey) »
Yolvy) + » yo(vy) » »
o (p7) > {<x, %) ACHEY
<}, T-: <v1:, i:> -I;
val(pic,vy) ! val(picyv;) :
l appaétient-il a? l appaftient-il a?
(<%, #5) €= P
oui! donc val(p3c,v,) = T non! donc val(pjc;v;) = )

Soit A =df p%clvl et ' = (*, 00}
En fonction des termes c, et v,, il y a déja quatre interprétations

possibles.

Ih I2 I3 Iy
Wc(cl) - E . E = E o+ 0
FOVREE LI S S -

Et pour considérer le jeu des interprétations possibles pour p2, il est
: . I (% N
nécessaire de construire J{(a'2).

Question:

65. Construire 1'ensemble des parties de Q'Z:Q(Q'Z)

M

Chacun des éléments de J7(2'2) (question 65) est une image
possible pour le prédicat pt. I1 posséde donc 16 interprétations possi-
bles.

Dans ce cas, 1'ebf pfclvl posséde 4X16 = 64 interprétations possibles.

Elle ne se comporte donc pas, dans le processus interprétatif, comme un
prédicat de degré zéro.

Ce qui précéde justifie la transformation proposée,
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METATHEOREME 21 - Le systéme formel L est non contradictoire.

les schémas d'axiome Al1-A3 est logiquement
valide. [Mth. 16]

La fpa d'un axiome congu sur le schéma
d'axiome A4 est logiquement valide.

Si A est une fpa, ADA est un théoréme et
donc logiquement valide.

La fpa d'un axiome congu sur le schéma
d'axiome A5 est logiquement valide.

Si A et B sont des fpa, (A9B)2(A2B) est
un théoréme et donc logiquement valide.

Le modus ponens préserve la propriété d'étre
logiquement valide pour les fpa. [Mth. 5]
La régle GEN préserve la propriété d'étre

logiquement valide pour les fpa. En effet

la fpa @ Aet 3 (¥v)A est 1a méme. La re-
gle GEN se réduit a une régle de répétition.

IT suit de ce qui précéde que tout théoréme de L posséde
une fpa qui est Togiquement valide.

Posons 1'hypothése absurde suivante: Dans L, on a d la

fois A est un théoréme et ~A est un théoréme. Chacune de leur fpa B et ~B

est donc logiquement valide: [=B et =~B. Ce résultat met en évidence

que le fragment L% de L est contradictoire, ce qu'il n'est pas [Mth.9j. On ne
peut donc avoir a la fois HA et —~A. L est donc non contradictoire.

METATHEOREME 22 - Le systéme L est consistant.

Démonstration.

-

Pour le montrer, il suffit d'exhiber une
ebf de L qui ne soit pas un théoréme. Mais
nous savons que le fragment LO de L est con-
sistant. I1 en résulte que L 1'est aussi.
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Questions

66. L° est daécidable [Mth. 11]. En résulte-t-il1 que L est décidable?
67. Démontrer que ni (Vv)piv, ni m(Vv)p{v n'est un théoréme de L.

METATHEOREME 23 - Le systéme L n'est pas catégorique [cf. d&f. 17].

——— - -

———

il en résulte que L ne 1'est pas.

DEFI?ITION 29 - Un systéme formel est syntaxiquement complet ssi aucun schéma
~-syntaxique- _ -
ment complet- d'ebf non prouvable dans le systéme ne peut lui étre adioint

comme schéma d'axiome sans le rendre contradictoire. [Compa-
rer avecdéf. 16].

Nous montrerons que le systéme L n'est pas syntaxique-
ment complet a]ors que son fragment LO 1'est. A cette fin, posons préalable-
ment trois définitions et proposons un résultat: le métathéoréme 24,

DEFINITIONS 30.1 - Une interprétation I est un modéle pour une ebf A d'un
-modéle-

systéme S si et seulement si val(A) =T relativement & I.
30.2 - Une interprétation I est un modéle pour un ensemble T
d'ebf d'un systéme S si et seulement si toute A1e I est

-

telle que va](Ai) =T relativement & I.

30.3 - Un systéme du premier ordre posséde un modéle si et seu-
lement si 1'ensemble de ses théorémes en possade un. [ Com-
parer avec déf. 8].

METATHEOREME 24 - Tout systéme du premier ordre qui admet un modéle est non
’ contradictoire. ' ‘

qui posséde un modéle I.
Supposons [hypothése absurde] que S soit
contradictoire.



COROLLAIRE

832 =

I1 existe donc une ebf A telle que F-SA et k—S~A.
L'ensemble des théorémesde S ayant un modéle, il en résul-
te qu'il existe une interprétation I telle que va]I(A) =T
et val,(~A) = T. Mais, quelle que soit 1'interprétation,
va1(~A$ = 1 ssi val(A) =1 . Ceci est &galement valable
pour 1'interprétation I. I1 n'est donc pas possible d'ob-
tenir simultanément va]I(~A) =7 etval;(A) =T . L'hypo-
thése absurde était bien absurde et le systéme S est non
contradictoire.

Un systéme formel contradictoire n'admet pas de modéle.

Question:

68. Comment justifier ce corollaire?

Le métathéoréme 24 est trés puissant. En effet, soit S un sys-
téme appliqué du premier ordre. On sait que sa "partie purement logique",
c'est-d-dire L, est non contradictoire [Mth. 21]. I1 suffira donc de trou-
ver un seul modéle pour ses axiomes propres pour savoir que S est non con-

tradictoire.

METATHEOREME 25 - Le systéme L n'est pas syntaxiquement complet.

A est une expression fermée quelconque.

Ce schéma n'est pas prouvable dans L.
En effet, supposons qu'il le soit: FFAD (¥v)plv. I1 s'en-
suit que =A>(¥v)plv [Mth. 19]. Cela signifie que
val(A> (¥v)plv) = T pour toute interprétation. Il est
donc nécessaire que val((¥v)plv) conserve la valeur T quel-
le que soit 1'inferprétation, mais ceci n'est pas le cas
[question 67]. Ce schéma peut étre adjoint aux schémas
d'axiome de L sans le rendre pour autant contradictoire.
En effet, soit I, une interprétation dont le domaine d'ob-
jets @ est 1'ensemble de tous les termes ne possédant au-
cune variable. Attribuons a p! une image qui soit 1'ensem-
ble de tous les termes ne possédant aucune variable, donc @
Tui-méme [en compréhension: "posséde la propriété d'étre
un terme ne possédant aucune variable"].
Dans cette interprétation, val(plv) = T quelle que soit
1'image 'de la variable v. Donc val((¥v)plv) = T relative-
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ment & 1'interprétation I. Et davantage encore,
val(AD (Vv)plv) = T relativement & 1'interprétation I.
Considérons le systéme L* concu sur le systéme L auquel
on adjoint comme nouveau schéma d‘'axiome, le schéma
A2 (vv)plv.

L* : L + A2 (¥v)plv

\—-\,—l
schéma d'axiome

Les schémas d'axiome Al-A5 sont logiquement valides.

Le modus ponens conserve la validité logique quelle que soit
1'interprétation, donc &galement pour I.

La régle GEN conserve la validité logique quelle que soit
1'interprétation, donc également pour I.

Le schéma d'axiome A2 (¥v)plv a la valeur T relativement a I.
I1 résulte que 1'ensemble des théorémes de L* est un ensem-
ble dont tous les &léments ont la valeur T relativement a I.
I est donc un modéle pour L* [déf. 30.3]. Et possé&dant un
modéle, L* est donc non contradictoire [Mth. 24].

I1 est donc possible d'adjoindre & L comme schéma d'axiome,
un schéma d'ebf non prouvable dans L, sans rendre pour au-
tant le systéme contradictoire.

Le systéme L n'est pas syntaxiquement complet.

Le fragment LO de L est syntaxiquement complet.

vable dans L%, et soit By, Bs,..., Bn ses n composants sché-
matiquement distincts. Le schéma A ne peut pas étre un sché-
ma de tautologie [contraposée du Mth. 10]. I1 existe donc une
inteprétation I pour laquelle val(A) = 1. Considérons le sys-
téme LO* dans lequel le schéma A est un schéma d'axiome ( ce
n‘est pas le cas dans L0). Dans ce systéme toute expression
résultant de A par substitution d'ebf aux Bi est un axiome.
Considérons une telle transformation. Soit C 1'axiome résul-
tant du schéma d'axiome A par la substitution suivante:
Bi/p°.> p? si val(B,) = T relativement & I.

Bi/~(pq> p?) si val(B;) = L relativement & I.

L'ebf C est un théoréme (axiome) de L°*. Mais quelle que

soit 1'interprétation considérée [val(p®) =Tou val(p?) = 4],
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val(C) = L, I1 en résulte [déf. 24, clause 3] que
val(~C) = T quelle que soit 1'interprétation: =~C. I1
s'ensuit que ~C est un théoréme: —~C [Mth. 10].

Ainsi dans LO%, on a |-C et |-~C. LO* est donc contra-
dictoire.

Le schéma A était un schéma d'ebf non prouvable quelcon-
que dans L0, L? est donc syntaxiquement complet.

9. LA COMPLETUDE SEMANTIQUE DU SYSTEME L

I1 s'agit maintenant de montrer que les ebf logiquement
valides de L sont précisément les théorémes de L., Cette démonstration néces-
site un long détour. Nous devons en effet é&tablir certains résultats qui
dépassent "en puissance" 1'étude du systéme L. Notre exposé se déroulera
donc en quatre temps.

1. 00 i1 sera question de 1'extension d'un systéme formel et de la propriété
d'"étre dénombrable".

2. 00 i1 sera montré que pour tout systéme S non contradictoire, il existe
une extension non contradictoire et catégorique.relativement a la fermeture.

3. 00 i1 sera établi que tout systéme formel S non contradictoire posséde
un modéle dénombrable.

4. 00 la complétude sera enfin démontrée.

Si nous insistons tant sur ce cheminement, c'est pour
que 1'on n'oublie pas la finalité de 1'exposé.

9.1 Extension et "dénombrabilite"

DEFINITION 31 - Un systéme S* est une extension d'un systéme S ssi
-extension- 1/ S* a mémes symboles et mémes régles que S.

2/ Tout théoréme de S est un théoréme de S*, et pas inver-
sement.

Questions:

69. Le systéme L est-il une extension du systéme L0?

70. Une extension offre quel type de liberté?
Autrement dit, que faut-il ajouter & un systéme formel S pour dbtenir
une extension?

71. Peut-on obtenir une extension non contradictoire de LO? et de L?
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LEMME I - Si ~A est une ebf fermée de S telle que,¥LS~A, alors 1'extension
S* de S obtenue en adjoignant A aux axiomes de S est non contra-
dictoire.

= T T T

existe alors une ebf B de S* telle que:

(*) |_5*B et |—S* ~B.
Cette contradiction résulte de la présence de A comme axiome de
S*. En effet, on a [—¢(B> (~B2~A)) donc on a également [déf. 31]

() Fgu(8>(~B2~A)).
I1 résulte de (*) et (**) par deux applications de la régle MP
que F—S*"A‘ D'autre part, 1'expression ~A est prouvable dans
S* parce que A est un axiome de ce systéme. .
11 est donc possible de déduire ~A dans S a partir de 1'ensemble
d'hypothéses T : T = {A}.

A F—S~A

L'expression A étant fermée, on peut utiliser le "théoréme" de
la déduction et obtenir

(+) I——SAD~A
Mais (A2 ~A)>~A est un schéma de théoreéme de S:

(++) F-g(A>~A)>~A.
I1 résulte que (+) et (++) par application de 1a régle MP que

F—S~A.

Ce résultat contredit 1'hypothése du Lemme I (~A n'est pas prou-
vable dans S: ALS~A)
Ainsi 1'extension S* de S obtenue en adjoignant A aux ax1omes
de S est non contradictoire.

Question:
72. A-t-on restreint -et en quoi- la portée du Lemme I en supposant A
fermée?

LEMME II - L'ensemble des ebf d'un systéme formel est dénombrable (on dit
aussi énumérable).

Remarques:

1. Nous exposerons ce résultat en nous basant sur 1'existence des symboles
de L. L'esprit de 1a démonstration est le méme pour un quelconque sys-
téme formel appliqué.
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2, I1 est nécessaire de se convaincre de 1'existence d'une infinité de
nombres premiers. Nous démontrerons ce résultat.
3. I1 est nécessaire d'accepter Te résultat arithmétique suivant:

Tout nombre entier est le produit des puissances des nombres premiers
qui le divisent; cette décomposition est unique d 1'ordre prés. (On
parle de factorisation en produit de nombres premiers).

Conventions: soit q un nombre naturel;

) ! =q; q® =1 (q puissance 1, q puissance 0)

Rappel: Un nombre premier est un entier naturel qui posséde exactement deux
diviseurs: lui-méme et 1.
La table des nombres premiers a &té prolongée en 1979 jusqu'au cent
millioniéme nombre premier qui est 2 038 074 743. [Dictionnaire
des mathématiques. A. Bouvier et M. George, PUF, 1979].

THEOREME DE L'INFINITE DES NOMBRES PREMIERS -

I1 existe une infinité de nombres premiers. Nous donnons la
preuve d'Euclide [Eléments, IX. 20], elle est &légante et fa-
cile & comprendre.

premier, soit Py Ce nombre.
Nous allons montrer qu'il en existe un plus grand.
1. Construisons le nombre q formé en additionnant 1 au produit
de tous les nombres premiers jusqu'a Py Q= (pl.pz.....pm)+1
2. Le nombre q est plus grand que P

3. Quel gque soit le nombre premier Pj (ou quel que soit 1le pro-
duit de nombres premiers pl.pz.....pi) pris comme diviseur,
le quotient consistera en un produit de nombres premiers, et
il restera toujours le reste 1. Le nombre q ne peut donc pas
étre factorisé en un produit de nombres premiers.

4. Mais le nombre q est ou non un nombre premier.
4.1 Si le nombre q est un nombre premier, i1 existe donc un
nombre premier plus grand que pm [cf. 2].

4.2 Si le nombre q n'est pas un nombre premier, i]lpeut étre
factorisé en produit de nombres premiers. Ce qui n'est pas
le cas [cf. 3].

5. I1 existe donc un nombre premier plus grand que P
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La numérotation de Godel

-

La démonstration du Lemme 2 passe par 1'établissement de 1a numé-
rotation de Godel. L'idée est la suivante: assigner des entiers de maniére

systématique a tout assemblage fini de symboles, si long soit-il, qui forme
les ebf de L. '

‘on peut créditer Leibniz d'une anticipation de 1'idée de représenter
les expressions d'un langage par des nombres entiers.
(Dieudonné, 1978).

Premiére_démarche - Attribution d'un nombre de Gidel & chaque symbole de
1'alphabet de L [le nombre de Godel d'un symbole est ap-
pelé un g-nombre],

I1 s'agit d'une application g qui & chaque symbole de

1'alphabet de L attribue un nombre univoquement détermi-

P

né:
g : {symboles de L} —— N
g: — 3
g: ) —— 5
g: o —_ 7
g: 2 — 9
g: ¥ — 11
g: Cj ——>  5+8.i i>0
g: V4 F——  748.i i>0
g: p? — 9+8.(2".3i) n: o0 et 1i>o0
g: I —— 11+8. (2" 31) n> 0 et is0

Cette application n'est pas la seule possible. Toutes les applica-

tions envisageables doivent posséder la méme propriété, a savoir: ne pas
attribuer & deux symboles de 1'alphabet une méme image.

g(c,)
a(p3)

5841 = 13; 13 est le g-nombre de c
9+8.(22.33) = 873; 873 est le g-nombre de p§

Questions:

73. Ca]culer les g-nombresde c, et de f%.
74. Le nombre 72 est-i1 le g-nombre d‘un symbole de 1‘'alphabet de L? et 817

Si oui, duquel?
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Deuxiéme_démarche - Attribution d'un nombre de Godel a& chaque ebf de L.

Toute ebf se présente comme une concaténation de sym-
boles S; de 1'alphabet de L.

Soit A :s; s, S35 --- Sk

I. Chaque symbole posséde une "place" bien déterminée dans une ebf.
A 1a premiére place, nous attribuons le premier nombre premier,'é la
deuxiéme place, nous attribuons le deuxiéme nombre premier,..., & la
k-iéme place nous attribuons le k-iéme nombre premier.

premiére place: +—— 2 premier nombre premier
deuxiéme place: +—— 3 deuxiéme nombre premier
k-ieme place — k le k-iéme nombre premier

II. Indépendamment de la place des symboles, chaque symbole posséde un nom-
bre de Godel univoquement déterminé.
sy F— g(s;)
S,  F—— g(s;)

S, g(sk)
A 1'aide de ces deux informations (I et II), il est possible de

déterminer le nombre de Godel d'une expression. Cette démarche s'effectue

ainsi.

- 95,0 glsy)y glsg),unn, gls,)

calcul des g-nombres
de symbolesg

A : S} S; S3 === 8, [?alcul du g-nombre d'une ebf A:

- 29181)s 39(s9)y g9lsy) | yalsy)
attribution des \ \\\
2 3 5 vee k

nombres premiers
associés aux
"places" des
symboles de A

e
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Le g-nombre d'une expression A possédant k symboles est le produit des
k premiers nombres.premiers, chacun &tant &levé a la puissance du g-nom-
bre du symbole associé a sa place.

1)7 A =df (¥v;)pyvy
g(A). - 29(()’39(V).59(V1).79()).]19(P%).]3g(v1)

23.311.5(7+e).75.”(9+a(2.3)).]3(7+e)

nEN

3 1 5
2) 75000 =2 . 3. 5

3 est le g-nombre de (
1 n'est pas un g-nombre
5 est le g-nombre de )

75000 n'est pas un g-nombre associé aune ebf de L .

7 13 3
3) 2 [ ] 3 |5
7 est 1e g-nombre de -~

13 est 1e g-nombre de ¢;

3 est le g-nombre de (

7 13 3
2 .3 .5 est un g-nombre, mais pas d'une ebf de L.

Questions:

75. Calculer le nombre de Godel de p(l)t) p(l)

76. Calculer le nombre de Godel de plv,2 pfclc2

77. 281 est-i1 le nombre de Godel d'une ebf?

78. Quelle distinction de nature y a-t-il entre le g-nombre 81 et le g-

81
nombre 2 ?

L'unicité, & 1'ordre prés, d'une factorisation en produit de nombres
premiers et 1'existence d'une infinité de nombres premiers garantissent que
toute ebf posséde un et un seul g-nombre, et que ce g-nombre n'est attribué
qu'a cette ebf.

Tout g-nombre d'une expression étant un entier naturel, il est pos-
sible d'ordonner 1'ensemble des g-nombres des ebf. Au premier g-nombre attri-
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buons le premier nombre naturel 1; au deuxiéme, le deuxiéme nombre naturel
2: ...; au k-ieme, le k-iéme nombre naturel. Agissant ainsi nous établis-
sons une correspondance bi-univoque entre les g-nombres des ebf et IN. L'en-
semble des ebf de L est donc dénombrable.

9.2 Extension - non-contradiction - catégoricité

DEFINITION 32 - Un systéme du premier ordre est catégorique relativement
-categoricité d la fermeture ssi h d bf fermées A

o Sl S 1 i pour chacune de ses e ermées A,

la fermeture- on a soit A, soit |-~A.

METATHEOREME 27 - Si S est un systéme du premier ordre non contradictoire
il existe une extension S* de S qui est non contradictoire
et catégorique relativement a 1a fermeture.

Démonstration: Considérons 1'&numération des ebf fermées
de S. Elle dst possible [Lemme II, p. 35].

<A1, Az,..., An, An+1,...>

Construisons une suite de systémes formels
<s0, sl, s2,.,., s, s"i s
concus de la maniére suivante:
1. s0 =5
ntl _ .n 3
2.1 {S S si Fqn ol

ntL _ N : ~
2.2 {s™ = s™A L si Ky oA

nty °
: n+ )
Dans 1e cas 2.2, le systéme S est une extension de §1,
A Al e ) r n
extension réalisée en ajoutant An+1 aux axiomes de S .

Supposons [ce qui est totalement arbitraire] que 1'énuméra-
tion des ebf fermées de S commence comme suit:

Ar = pl, A = pia-p?, A3 = plcis...

1.0na: S0 =35 clause 1) puis, comme ~p? n'est
pas un théoréme de SO : f-co ~pf,

2. on obtient : S! = SO + p? clause 2.2). Ensuite,
~(pJa~pY) est un théoréme de SO, i1 est donc -par défi-
nition d'une extension- également théoréme de 1'exten-
sion S!: g1~ (p§A~p?).

3. I1 en résulte: S2 = S! clause 2.1). Si 1'on montre
que la négation de la troisiéme ebf fermée n'est pas un
théoréme de SZ, on aura alors
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- 1
4..53 = S24p;¢c; clause 2.2) etc.

Considérant 1a suite des systémes formels <S%, S, S2,..., s, ...
formons un nouveau systéme formel S*. Ce systéme est obtenu & partir de S
en ajoutant tous les axiomes qui ont engendré les Si. Sous ces conditions:
a] S* est une extension de S. En effet, S* a mémes symboles et mémes régles

qhe S et tout théoréme de S est un théoréme de S*.

b] S* est non contradictoire.

'Base : i=0

SO est S et S est supposé non contradictoire.

Hypothése d'induction: s' est non contradictoire.

Pas d'induction: Montrons que le systéme suivant s*1 est aussi non con-
tradictoire. I1 y a deux cas a §tudier:
1] ~R;41  est un théoréme de s'. 11 en résulte que
S’+1 =s', ST est non contradictoire [hyp. d'induc-
tion] donc S'*' est non contradictoire.

2] ~A1.+1 n‘est pas un théoréme de s'. Dans ce cas

i+l

AL S1+Ai+1. $'"" est non contradictoire [Lemme I].

c] S* est catégorique relativement @ la fermeture.

Démonstration: Soit B une ebf fermée quelconque de S*. Elle est néces-

sairement dans la liste <A;, Ajsecey Aseioo.

n*’
Admettons qu'il s'agisse de Ak+1‘ Deux situations sont
possibles:

ou bien ~A, ., est un théoréme dans sk

ou bien i1 ne 1'est pas et A, est un théoréme (axiome
de sK*). |

Etant donné que S* contient toutes les ebf rajoutées com-
me axiomes, on a bien

soit I—'S* Ak+1 s soit I—s* ~Ak+1

DEFINITION 33 - Une théorie dans laquelle 1'ensemble des axiomes est déci-
-théorie

axiomatique- dable est appelée une théorie ax1omatjque.

Le systéme L est une théorie axiomatique.
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Remarques:

- La preuve du métathéoréme 27 ne permet pas de construire effectivement S*.
I1 se peut en effet que 1'on ne puisse pas décider si une ebf NAk+1 est
ou n'est pas un théoréme de Sk. Le systéme S* peut ne pas étre une théo-
rie axiomatique.

- Le métathéoréme 27 est connu dans la littérature comme le lemme de
iindenbaum. "Selon un théoréme bien connu, di a ‘A.Lindenbaum, tout un en-
semble de propositions [non contradictoire] d'une théorie déductive quel-
conque peut étre étendu pour former un systéme & la fois [catégorique re-
lativement & la fermeture] et [non contradictoire]." [TARSKI, 1974, II,
p. 123]. '

Dans le premier tome Tarski démontre ce théoréme [th. 56] et ajoute le
commentaire suivant:

"...bien que tous les systémes [non contradictoires] que 1'on connais-
se soient [non catégoriques relativement & la fermeture], le théoréme
56 offre, au moins une possibilité théorique, d'é&tendre ces systémes
pour qu'ils deviennent @ la fois [catégoriques relativement i la fer-
meture] et [non contradictoires]. La question se pose alors de savoir
comment cette extension peut é€tre construite pour étre "effective",
aussi naturelle que possible, et en méme temps s'accorder avec tel ou
tel point _de vue philosophique". [1974, I, p. 102; premiére publica-
tion 1930]. '

- Nous avons modifié la terminologie utilisée par Tarski afin de ne pas
introduire de confusion. En effet, les termes tels que “"complétude",
"consistance" n'ont pas chez Tarski la méme acception que celle que nous
Teur avons attribuée. Ajoutons que cette malheureuse divergence termino-
logique est trés générale.

9.3 Non-contradiction- modéle - "dénombrabilijté"

METATHEOREME 28 - Tout systéme du premier ordre S qui est non contradictoire
posséde un modéle et ce modéle est dénombrable.

Démonstration:

I. Construction d'un systéme non contradictoire SO &
partir de S.

IT. "Construction" d'une extension non contradictoire S~
de SO puis d'une extension S* de S*, non contradictoire
et catégorique relativement a la fermeture.

ITI. Construction d'un modéle I de S*, modéle dénombrable.

IV. Démonstration que le modéle dénombrable I de S* est
également un modéle de S.
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I.1 Construction d'un systéme S° 3 partir deS. Soit a;, azs..., e
une liste dénombrable de constantes d'objet toutes différentes des

cy de S. Posons alors:

SO . S + {al, az,..., an,...]’

Questions:
79. SO est-i1 une extension de S?
80. SO a-t-i1 d'autres schémas d'axiome que S? d'autres axiomes?

1.2 SO est non contradictoire.

donc une ebf A telle que [—go AA~A. Cela signifie que
dans S, on a une preuve de AA~A. A partir de cette
preuve, opérons la transformation suivante: chaque
fois qu'on rencontre une constante a;s on la remplace
par une v, qui ne figure nulle part dans la preuve. On
obtient donc ainsi une preuve dans S d'une expression
A'aA~A'. S serait donc contradictoire, ce qui est incom-
patible avec 1'hypothése du métathéoréme 28. SO est
donc non contradictoire.

I1.1 Construction d'une extension non contradictoire $* de S°. Enumérons
les ebf de S° qui ne possédent qu'une seule variable libre [1e lemme
IT, p. 35 rend ceci possible]:

al Al(vil)’ Az(viz),..., Ak(vik)""
Donnons-nous une liste de constantes propres a s°.

b . s srereliny ndes Wavs o
] aJl’ an aJk
Soit alors 1'ebf suivante:

c] s =df ~(Vvik)Ak(v1k)3 ~Ak(ajk) ol ajk est la premidre cons-
tante de notre liste qui n'apparait pas dans Ak'
Construisons maintenant une suite de systémes s" ainsi:
sh = S0 + S1 + 52 + ...+ Sn [Te systéme S0 auquel on ajoute Tes
n premiers s, considérés comme axiomes].

Concevons alors le systéme S® de la maniére suivante:
0
$® =S" + tous les Si-
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Questions:

81. Quels sont les axiomes de S$2?

82. S® est-il une extension de S? de S2?

83. Pourquoi peut-on garantir qu'une preuve dans S® est toujours dans
un S" ol n est fini?

Démontrons que cette extension S® est non contradictoire.

Base : n= 0
SC est non contradictoire [I.2].

Hypothése d'induction: s" est non contradictoire.

.

n+l _ .n
=S + sn+

Raisonnons par 1'absurde.
si S™! est contradictoire [hyp. absurde] i1 existeune ebf A telle
que  fgn+1 A A ~A.

] est non contradictoire.

Mais s" contient les théorémes de S® qui, & son tour, contient

les théorémes de S; on a donc k—sn+1(AA~A)DB, et ceci quelle que

soit 1'ebf B, et par la régle MP on obtient: k—sn+1 B,quelle que

soit B,

Donc en part1cu11’er:n+l-—sn+1~sn+1 as

La construction de S a partir de S" est telle que ~ S+ est dé-
; ) n, - .

ductible de s . dans S': Spe1sn ~Spa

L'expression S+ étant fermée [cf. construction], on peut utiliser

1
le "théoréme" de 1a déduction et obtenir:

1] |_Sn Sn+1> "'Sn_l_l

Mais on a aussi dans S donc dans SO et dans S" le théoréme suivant:
k—sn (C3~CP~C quelle que soit C, et en particulier:

2] r—S” (Sn+f3 ”Sn+1)> “Sn+l

On obtient donc : }—Sn ~S g1 1], 2], mp

c'est-d-dire: k—sn~{~(Vvin+1)An+l(vin+1L)~An+1(ajn+1)]

ce qui peut se transformer en:

(*) fgn "("’Vinn)An+1("in+1)A A"+1(ain+1)
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Question:
84. Comment justifier cette transformation?

La régle Ae offre la possibilité d'obtenir, partant de (*) les
deux théorémes suivants:

(%) fgn (¥,

1n+1) An+1(vin+1)

et
Dans la preuve de cette derniére expression, remplacons chaque

mention de aj,41 Par une variable v qui ne figure nulle part dans la preuve.
On a donc une preuve dans S" dont la derniére ligne est Ap+1(v).

Soit: F—Sﬁ A+, (v) et par GEN :

(¥%) f=gn (W)Ans1(v)

Questions:
85-  Vip4l est-elle 1ibre pour v dans Ap+; ?

g86. A(v) contient-elle libre ?

Vip+
Le métathéoréme 20 permet de changer dans (***) la variable liée
v et d'écrire: '

r—sn (W30 ) Aner (Vipy,)

ce qui est contradictoire avec (**). Ce résultat va & 1'encontre de 1'hypo-
thése d'induction. S= est donc non contradictoire.

[1.2 Construction d'une extension S* de S» , non contradictoire et catégo-
rique relativement & Ta fermeture.
S= &tant un systéme non contradictoire, il admet donc une extension S*
non contradictoire et catégorique relativement & la fermeture [Mth. 27]
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II1. Construction d'un modéle I de S*, modéle dénombrable.

Dans un premier temps, nous é&tablirons une interprétation dé-
nombrable, puis nous montrerons qu'une telle interprétation est un modéle
du systéme S*.

III.1 Construction d'une interprétation I.

L'interprétation doit fournir un domaine d'objets g dénombrable,
le domaine des valeurs V et les applications ¥ [cf. déf. 23].

DEFINITION 34 - Un terme fermé est un terme qui ne contient aucune varia-
-terme fermé- ble

Choix de ® : 1'ensemble des termes fermés de S°. I1 s'agit bien d'un ensem-
ble dénombrable (pourquoi?)

Choix de V : comme toujours {T, L} . Et les applications ¥¢

1] Si b est une constante (donc un c; ou un aj) alors ¥.(b) = b.

L'image d'une constante est cette constante elle-méme.

2] L'image de f?tl... t, ol ty, tr,s..., t, sont des termes fermés de S9,
est le terme fermé f?tl...tn lui-méme.

3] L'interprétation I assigne la valeur T & p? ssi F—S*pg.

4] L'interprétation I assigne la valeurt & p?tl...tn ol ti1, t2,..., t
sont des termes fermés de SO ssi F—S*p?ti...t

n
n
Questions:

87. L'ensemble des termes fermés de S* et celui de S? sont-ils é&gaux?

88. Pour quelle raison, dans le cas 2 par exemple, négligeons-nous de
passer par les applications WT(ti) ? .
89. Dans quelle condition aura-t-on va](p%) =L ? et va](p?tl... tn)= L2

Remaraqgue:

I1 peut paraitre surprenant que nous ayons omis de traiter des variables

et donc des termes non fermés. En voici la raison. L'image d'une variable

v par 1'application ¥y serait un terme fermé de S0. Mais ce terme fermé en
tant qu'objet dans le domaine Q est aussi un terme fermé dans le systéme S*
et il sera de toute facon interprété. Ainsi, le choix du domaine des objets q
permet de réduire les applications aux seuls termes fermés de S*, c'est-a-

~

dire 3@ ses constantes.
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II1.2 I est un modéle dénombrable de S¥*,

Revenons @ 1'interprétation I et montrons qu'elle est bien un
modéle de S*. I1 suffira d'établir que, quelle que soit 1'ebf fermée A,

F-s* A ssi vali(A) = T [cf. déf. 30.3].

Question:
90. Pour quelle raison avons-nous @ ne considérer que les ebf fermées de
S*? '

connecteurs de A.

Base: n =0
Dans ce cas, deux possibilités seulement sont présentes:
- A est un symbole de prédicat de degré zéro pg
ou - A est de la forme p?tl...td ol les ti sont des termes fermés.

Dans 1'un et 1'autre cas: valI(A) = T ssi P—S*A [clauses 3) et
4) des applications ¥, p. 46].

ebf fermée A possédant n+l connecteurs.

Trois cas sont & considérer:
1] A est ~B
2] A est B2C
3] A est (¥vi)B

Cas 1] : A est-~B et B est fermée puisque A 1'est.

(—) 1.1 va]I(A) = 1 donc va]I(B) =1 et par hypothése d'induction )LS*B.
Comme S* est catégorique relativement & la fermeture, et que B est
une ebf fermée F—S* ~B.

Et ~B est A, donc }—S* A.

(«) 1.2 F—S* A. I1 faut donc prouver que va]I(A) = T.
Nous allons &tablir la contraposée :

siovalj(A) # T alors A-ox A
On a : valI(A) # T implique valI(A) =1 et donc valI(B) =T
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Par hypothése d'induction on obtient I—S* B.
S$* est non contradictoire, donc f<q, ~B.
Et ~B est A, donc f~¢, A.

Cas 2] : Aest BaC

Les ebf B et C sont fermées puisque A 1'est.

(—;) 2.1 va]I(A) =’va11(B‘>C) = T , montrons alors que I——s* A.
Passons par la contraposée et supposons que A n'est pas un
théoréme de S* : 'F'S* A.

S* &tant catégorique relativement & l1a fermeture, on a |_S* ~A
et donc |[—¢,~{B2C) ou encore [-g» BA~C

g« B (1)
Ce qui nous permet d'établir: <
FguC (2)

(1) Par 1'hypothése d'induction nous obtenons va]I(B) = T (*)

(2) S* étant noﬁ contradictoire, il s'ensuit de I—S* ~C
que C n'est pas un théoréme de S*: A~¢, C
et une fois encore par hypothése d'induction va]I(C) = 1 (**)
Par (*) et (**), va]I(BD C) = va]I(A) =1,

Ainsi, si gy R alors val (A) = L
DONC, si val (A) =T  alors Fox A

(«=) 2.2 Supposons que A (qui est B2C) soit un théoréme: '—S* A ou
l_S* B>C, montrons alors que va]I(A) =T

Etablissons la contraposée. Posons va]I(A) = 1 et montrons que
£-gu A

val (A) = va]I(BD C) =L implique que va]I(B) = T et va]I(C) =1
Par hypothése d'induction on obtient:

o B (*) et | migligs O

S* est catégorique relativement & 1a fermeture, i1 s'ensuit donc
que  [gu~C (%)

Par (*) et (**), on obtient
l_S* BA~C et donc s ~(B2C)
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S* est non contradictoire, donc 445* (B2C) et frqu A
Ainsi, si valy(A) = L alors g, A
DONC  si F-S* A alors val(A) = .

Deux situations sont possibles.
3.1 B ne contient pas Vs libre. B est donc fermée.

(_") a) Va]I((VVi)B) = 7T
Une ebf et sa fermeture sont logiquement valides ensemble [Mth. 14],
donc on a aussi va1I(B) = T et par hypothése d'induction F_S* B.

Dés 1ors; en utilisant la régle GEN, on obtient

F;S* (Vvi)B donc g A.

(«) b) g« A donc '}-S*(Vvi)B )

I1 existe donc une preuve de (¥vj)B dans S*. Poursuivons cette
preuve en y ajoutant la ligne qui contient 1'ebf B [justification:
présence préalable de (Vvi)B et Vel.

B est donc aussi un théoréme dans S* : F_S* B

et par hypothése d'induction va]I(B) =T

Une fois. encore 1e Mth. 14 nous permet d'écrire valI((Vvi)B) =T .

3.2 B contient v, libre, B(yi). A étant une ebf fermée, B ne contient
que la variable v libre. B est donc une des ebf de notre liste [p. 43]

Admettons qu'il s'agit de 1'ebf Ak(vik) [Vi = Vik]’
(—) a) valI(A) = valI«Vvik)Ak(vik» = T.

Raisonnons par 1'absurde et posons /FLS* A.
S* est catégorique relativement 3 la fermeture, donc

l—s* ~A et I'_S* ~(vv1k)Ak(v1k) (*)
Mais S* est une extension de S® . On a donc que 1'axiome Sk
est un théoréme de S* et donc de S*. C'est-d-dire :

|_5* ~(vvik)Ak(vik)3~Ak(ajk) (%*)
Par (*), (**) et MP, on obtient :

|—5* "Ak(ajk) (D)
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Etant donné que val;(A) = Va]I((vvik)Ak(Vik)) =Ton a en particulier
E ; ‘ ée, donc par hypothése
va]I((Ak(ajk)) T - Ak(aJk) est fermée, donc p yp
d'induction, il vient
I—'S*Ak(ajk) (o)
Les théorémes (0) et () feraient que S* serait contradictoire,
ce qu'il n'est pas.
Ainsi 1'hypothése absurde }45* A est fausse.

DONC si va]I(A) = va]I«Vvi)B) =T alors - gx A

(“") b) I“5* A donc }—S* (VYl)B(V1) (*)
Considérons 1e schéma d'axiome A4:
(Vvi)B(vi)a B(t) si t est libre pour v dans B(Vi) (**)

Quel que soit le terme fermé t de S* choisi il est toujours 1i-
bre pour v, dans‘B(vi). IT s'ensuit que

gw B(t) (%), (**), WP

Par hypoth&se d'induction, B(t) &tant une ebf fermée, va]I(B(t)) = T

pour tout terme fermé de S*. Le terme fermé t &tant quelconque,

et le choix du domaine des objets-Q permettant de réduire les ap-

plications de I aux seuls termes fermés de S*, il s'ensuit que
valI((VVi)B(vi)) =T et donc valI(A) = 7.

Ainsi, si F—S* A alors val (A) = 1 .

L'étude des cas 1], 2] et 3] &tablit que 1'interprétation I
est bien un modéle de S* et en raison méme du choix du domaine & , ce do-
maine est dénombrable.

IV. 00 le métathéoréme 28 est enfin démontré, puis utilisé.

Démonstration :

R

1. I est un modéle dénombrable de S* [III.1 et III.2].

2. S* est une extension de S* qui est lui-méme une extension de S°.
I est donc &galement un modéle dénombrable de S°.

3. Par construction, tous les théorémes de S sont des théorémes de S°.
L'interprétation I est donc aussi un modéle dénombrable de S.

4. S étant un systéme du premier ordre non contradictoire quelconque,
nous avons donc prouvé que:
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Tout systéme du premier ordre S qui est non contradictoire posséde
un modéle dénombrable.

Question:

91, Le systéme L admet-il un modéle dénombrable?

 METATHEOREME 29 - Tout systéme du premier ordre qui admet un modéle admet
un modéle dénombrable.
[Théoréme dit de Lowenheim-Skolem].

un modéle est non contradictoire [Mth. 24].

2. Tout systéme du premier ordre qui est non
contradictoire posséde un modéle dénombrable
[Mth.28].

- - ] - - -

- Le contenu du métathéoréme 29 apparait paradoxal si 1'on songe qu'il est
possible de formaliser la théorie des nombres réels [c'est un ensemble non
dénombrable] dans un systéme du premier ordre.

- Le métathéoréme 29 est trés généreusement attribué & Lowenheim-Skolem. Le lec-
teur curieux qui voudrait retourner aux sources doit s'attendre @ quelques
surprises. Empruntons d Heijenoort [1971] Ta traduction anglaise de ces deux
‘résultats:

Theorem 2 - If the domain is at least denumerably infinite, it is no
longer the case that a first order fleeing equation is
satisfied for arbitrary values of the relative coefficient.
[Heijenoort, 1971, p. 235, trad. Ldwenheim, 1915.]

fleeing equation: il s'agit d'une formule qui n'est pas valide, mais qui est

cependant n valide pour tout n, n€N .

first order equation: il s'agit d'une ebf du calcul des prédicats avec iden-
tité.
Theorem 2 - Every proposition in normal form either is a contradiction
or is already satisfiable in a finite or denumerably infinite
domain.
[Heijenoort, 1971, p. 256, trad. Skolem 1919].
contradiction: il s'agit d'une proposition qui n'est pas satisfaisable.
Dire d'une proposition A qu'elle n'est pas satisfaisable signifie que ~A est
valide.
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La forme normale d'une expression A est 1a transformée qui consiste en une
expression organisée ainsi:

@Fx)3y)...32)(¥m)(¥n)...(¥r)B(x...r), 1'expression B ne contenant
que des variables libres.

- L'essentiel de 1a démonstration du métathéoréme 28 est dd & Henkin. I1
s'agit d'une partie de sa thése de doctorat soutenue en 1947 et publiée
en 1949,

- Relativement a la démonstration du métathéoréme 28, citons le commentaire

suivant:

This proof skirts the edge of vicious circularity without quite
falling into it. We want to prove that if a formula of [S*] is a
theorem then it is true for a certain interpretation; and we

then define the interpretation in question as one in which an ato-
mic formula of [S*] is true 1iff it is a theorem of [S*]. For an
atomic formula to be true, on this interpretation, is just for

it to be a theorem of [S*]: this is what we mean by "true" (for
atomie formulas) for the interpretation in question. [S*] is in
fact interpreted in terms of itself. This will probably strike the
reader as something of a cheat, especially if he was expecting a
more interesting- model.

[Hunter, 1973, pp. 184-185].

- Un résumé schématique de Ta démonstration du métathéoréme 28 est proposé
[p. 53].

9.4 La complétude sémantique de L

METATHEOREME 30 - Le calcul des prédicats [systéme L] est complet en ce
sens que F=L A alors F‘L A.

-

Soit une ebf A logiquement valide, telle que *LL A.
Etudions 1'extension L' de L ainsi formée:
L' =L +~A (~A est axiome).

Le Temme I [p. 35] permet de dire que L' est non contra-
dictoire. Et par le métath&oréme 28 nous savons que L'
posséde un modéle I.
Etant donné que ~A est un axiome de L',

va]I(aA) = T et va]I(A) =1 (*)
Mais A est logiquement valide, |= A, donc val(A) = T (**)
dans toutes les. interprétations, donc &galement dans I.
L'hypothése absurde entraineune contradiction: (*) et (**).
Toute ebf logiquement valide de L est donc un théoréme
dans ce systéme.



- 53 -

Remarque

Les deux démonstrations les plus marquantes relativement au métath&oréme
30 sont dues & Godel et Henkin. En 1930, dans sa thé&se de doctorat Gddel
démontre que tdute ebf valide du calcul des prédicatsest un théoréme. Il
s'agit de la premiére démonstration de ce résultat. La démarche qu'il pro-
pose est quelque peu différente de celle que nous avons suivie. Nous nous
sommes largement inspirés de la démonstration de Henkin [1949].

RESUME SCHEMATIQUE DU METATHEOREME 28

THEORIE DES MODELES THEORIE DE LA PREUVE
I1 est montré que I e P> m———— ¥ mmm—mlas S
cette interprétation 4

est un modéle de S
[p. 50, points 1, 2, 3]

S° construit a I1 est démontré que
partir de S S° est non contra-
dictoire
(p. 43, I.2]

Il est montré que
cette interprétation
est un modéle de S°
[p. 50, points 1, 2] 1 ¢

sives de S°

l 2 Extensions succes-
S

*“l S Extension

1 de S° I1 est démontré que
11 est montré que S®est non contra~
cette interprétation [diczgirgl X
est un modéle de S® p. 43, II.1]
[p. 50, points 1, 2]
. o i e ¥ Extension I1 est démontré
Construction d'une interpréta- I de 8™ qu'il EXISTE un

tion I [p. 46, III.1]

11 est démontré que cette in-
terprétation est un modéle dé-
nombrable de S* [p. 47, III.2]

systéme S* non con-
tradictoire et caté-
gorique relativement
d la fermeture.

{p. 45, II.2 et

Mth. 27 p. 40]
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10. LA DECIDABILITE

L'enjeu de 1a décidabilité est important. Pensons au dernier

théordéme de Fermat: 1'équation x"+~yn = 2" ne posséde pas de solution entiére

pour n »2. Bien que Fermat ait affirmé avoir une preuve de cette proposition,
personne depuis lors (=1637) n'a réussi a démontrer cette proposition, ni sa
négation. Envisageons un autre probléme: considérons le nombre T dans sa re-
présentation décimale 3, 14159265..., et posons-nous la question suivante:
est-il possible de démontrer qu'il existe dans la suite décimale une premiére
position k @ partir de laquelle on trouve la suite de chiffres suivante:
2111110111112? Que répondre? L'intérét de disposer d'un systéme offrant la
garantie qu'il est toujours possible de déterminer si une expression est ou
n'est pas un théoréme est manifeste.

Leibniz s'était intéressé & 1'existence d'une procédure univer-
selle effective susceptible de déterminer, en un nombre d'étapes fini, si une
expression est ou n'est pas un théoréme. Hilbert dans la fin des années 20
réalise notamment que deux systémes &lémentaires sont décidables. Il s'agit
du systéme élémentaire des prédicats ainsi que d'un systéme réduit de 1'arith-
métique. Mais Godel montre en 1931 que cette propriété n'est pas acquise pour
des systémes un peu plus riches que ceux trajtés par Hilbert.

It is well known that the development of mathematics in the direction of
greater precision has led to the formalization of extensive mathematical
domains, in the sensethat proofs can be carried out according to a few
mechanical rules. The most extensive formal systems constructed up to
the present time are the system of Principia Mathematica (PM), on the one
hand, and, on the other hand, the Zermelo-Fraenkel axiom system for set
theory (which has been developed further by J. v. Neumann). Both of these
systems are so broad that all methods of proof used in mathematics today
can be formalized in them, i.e. can be reduced to a few axioms and rules
of inference. It is reasonable therefore to make the conjecture that
these axioms and rules of inference are also sufficient to decide all
mathematical questions which can be formally expressed in the given sys-
tems. ... it will be shown that this is not the case, but rather that,
in both of the cited systems, there exist relatively simple problems of
the theory of ordinary whole numbers which cannot be decided on the basis
of axioms. This situation does not depend upon the special nature of the
constructed systems, but rather holds for a very wide class of formal
systems, among which are included, in particular, all those which arise
from the given systeme by addition of finitely many axioms, assuming
that no false sentences ... become provable by means of the additional
axtoms.
[K.6§EDEL, in The Undecidable. Davis (ed.), New York, Raven Press, 1967,
5-6].

Ce résultat, comme du reste d'autres limitations mises en &vi-
dence depuis, est riche d'enseignements:
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- par lui, nous savons une des limitations des systémes formels "riches";

- par lui, nous réalisons que les démarches démonstratives nécessaires a
établir les .propriétés d'un systéme formel dépassent en richesse ce qui
est autorisé dans le systéme formel;

- enfin, on peut le penser, 1'état de la question relative au calculable
(1e décidable se raménera au calculable) montre aujourd'hui des Timites
qu'un jour peut-étre 1'esprit saura dépasser.

...le "théoréme d'incomplétude de Gédel", semble nous dire, non seule-
ment que la mathématique n'est pas encore logique pure, mais aussi qu'il
lui faut remoncer & jamais a l'espoir d'étre entiérement maitresee du sujet
qu'elle se donne sitét que l'esprit se le domne infini, cet infini au-
rait-il la simplicité la plus grande, celle justement de la suite des
entiers.

Or, rien n'oblige de penser qu'a cet égard la genése intellectuelle
humaine soit tout & fait achevée et indépassable. Aprés tout, qui sait
8i nous ne pouvons pas nous apprendre a penser mieux la multiplicativité
du nombre, cet aspect de son étre sur lequel notre épistémologie généti-
que ne semble pas avoir tout dit? Qui saqit si cet effort de meilleure
pensée n'aura pas finalement des répercussions jusque sur le cadre logi-
que trop simple dans lequel, inconsidérément, notre spontanéité croit
devoir couler l'énergie vive de l'intelligence mathématicienne?
Seulement, sur un point de cette sorte, l'épistémologie génétique a a se
faire non seulement étude génétique de la pensée mathématique a travers
les stades avant tout prémathématiques de la pensée humaine. Il lut

faut désormais se poursuivre en étude génétique de la pensée mathémati-
que & travers des stades eux-mémes déja mathématiques de la pensée. Qui
sait? ce travail se faisant, il lui faudra peut-étre oser poursuivre plus
avant le vecteur génétique de l'intellect et, de réeit qui élucide, se
transmuter, au bon moment, en décision consubstantielle 4 la clarté,
eréer.

[D. DUBARLE: in Logique et connaissance scientifique, La P1éiade, 1967,
pp. 354-355].

10.1 Décidabilité de L!

Soit Ll, le calcul des prédicats dans lequel on supprime:

1] tous les symboles de prédicat de degré >1

2] tous les'symboles de foncteurs.

I1 représente le calcul des propriétés (les prédicats monadiques), par op-
position & Ta logique des relations.

Le systéme L est non contradictoire (Mth. 21), consistant (Mth.22)
et sémantiquement complet (Mth. 30); le systéme 1! posséde donc également
ces propriétés puisqu'il n'est qu'une partie de L.

Nous allons montrer que de p]ds L1

établir deux lemmes.

est décidable et, pour cela,
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LEMME I - Si A est une ebf fermée de L1 et si I est une interprétation sur
un domaine @ de k &léments, on peut construire une interprétation
I' sur un domaine @' de (k+1) &léments telle que
valp (A) = ¢ ssivalg(A) = T

- ou -
va]I(A) = 3 sSi va]I.(A) =4

de prédicats différents de degré 1. Soit p} T'un

quelconque d'entre eux. D'autre part, considérons
une interprétation I sur le domaine d'objets &

de k éléments: Q = {al, CPYRRRRE T,

Nous voulons construire une interprétation I' sur
le domaine d'objets ' de k+1 éléments:

Q. = {al, 62,.-., ak, ak+1}

‘Etablissons tout d'abord la correspondance suivante:

ac ———— ac
‘ \ )
o ck+1

Questions:

92. La correspondance ci-dessus est-elle une application?
93. Soit 1'ensemble @ contenant les dix premiers nombres entiers, et
o' = U {12}. Ecrire la correspondance ci-dessus en posant a, = 8.
94, Soit le prédicat p% défini en compréhension ainsi: "étre un nombre pre-
mier". Déterminer le sous-ensembie y de 1'ensemble @ ci-dessus qui sa-
tisfait en extension la propriété. I1 s'agit du résultat de 1'application
¥ (pl) sur Q: Kpi) = y. Ecrire &galement le résultat de 1'application
W'(p%) sur @' : W'(P%) |
95. Mémes questions pour le prédicat p% défini en compréhension ainsi: "étre
un nombre pair".
96, Si 1'on compare les sous-ensembles v et v' de la question 94, et ceux de
la question 95, qu'observe-t-on?

Y', qui satisfait la propriété.
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o ——— = e e G e aae el eon o e oo ----

Cette. construction s'é&tablit notamment sur 1'appartenance ou la

non-appartenance de 1'é1ément a, (1'é1ément de 2 qui est en correspondance
avec 1'élément LI} de Q') a 1'image de p% par 1'app1ication ¥,

11" (c;) = ¥(c;)
2] ¥ (pd) = W(P{b
3] Posons W(p%) =y
) : Cwargaly L 1, .
Si a, € v alors : ¥ (p;) = ¥(p5) = v
; Cyi(nly =
Si a, €y alors : ¥ (pi) = v \){ak+1}

La démonstration de'Vall.(A) = 1 ssi va]I(A) = T-" se fait par induction
sur le nombre n des connecteurs de A.

a.

Deux cas sont possibles :
A est p! . ou

A est p%cj

Démonstration immédiate: clause 2] de la construction de I'

b. (€--) Supposons que va]I(p%cj) = T

Cela signifie que W(cj)é w(p%)
ou autrement dit que w(cj)é Y.

Mais v C v', et que Y soit ou non un sous-ensemble propre de Y',

‘l"(cj)e Y', clause 1]; dit autrement, ‘l"(cj)G ‘l"(p%), donc va]I.(p%cJ-) =T
(--f) Supposons maintenant que valI.(p}cj) = T , et montrons que
va]I(p}cj) = T . Procédons par contraposition.

Soit donc va]I(p% cj) = L1, Cela entraine que

W(cj) qt Y et QOnc que w'(cj)f Y'.

DONC va]I.(p%cj) =

Questions:

97, Est-il nécessaire de passer par la contraposée?

98. De cette démonstration émane un parfum de sophisme . Bien que y' contienne
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avec certitude y, ne se pourrait-il pas qu'il contienne également ak+1?
En ce cas sij W'(Cj) = a.,
raisonnement n'en serait pas un. Cette remarque n'est pas fondée.
Pourquoi?

W'(cj) pourrait étre dans v' et notre

Si A est une ebf fermée de L1 contenant au plus n connecteurs, et
si I est une interprétation sur un domaine 2 de k &léments, on peut
construire une interprétation I' sur un domaine Q' de (k+l) &léments
telle que

va]I.(A) =T ssi val((A) = 7

Pas d'induction :

Démontrons le lemme pour une ebf fermée A possédant n+l connecteurs.
Trois cas sont & considérer.

a] A est ~B

1. (e--) va]I(A) = T donc va]I(B) = 1[et B est fermée.]
Par hypothése d'induction:
val; (B) = 1 et donc

val;.(~B) = val;i(A) = 71

2. (--») méme procédure.

b] A est B>C
1. (e--) va]I(A) = 7. I1 s'ensuit.que:

soit val (B) = L soit val(€) = 71
[Les ebf B et C sont fermées.]
Par hypothése d'induction:

valy (B) =+ et wval[,(A) =

H
—

valpi(C) =7 et val,(A) =7
2. (--») méme procédure

c] A est (¥)B

1. &--) va]t(A) =T donc valI((Vv)B) =T
IT s'ensuit que quelle que soit 1'image de v dans 9, va]I(B) =T
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Si B est fermée, alors il s'ensuit par hypothése d'induction, que
va]I.(B) = 1 , quelle que soit 1'image de v dans Q'.

DONC valy,(A) = T

Si B posséde la variable v 1ibre, procédons comme suit:

Par hypothése, quelle que soit 1'image de v, 1'ebf a pour valeur T.
Associons donc @ v un quelconque des objets. Exhibons

la constante Cn qui par 1'application ¥ est associée justement a cet
objet,

Formons 1'expression B(cm) d partir de B(v) dans laquelle nous substi-

tuons Cm av.
val;(B(v)) = 7 donc valI(B(cm)) =T

L'expression B(cm) posséde un connecteur de moins que A et est fer-
mée; par hypothése d'induction on obtient que va]I.(B(cm)) =T
Opérons & partir de.B(c ) la substitution inverse, ¢ /v. Nous avons

alors va]I.(B(v)) = T et ceci quelle que soit Tavaleur de lavariable v

DONC va]I.(A) =

2. (--») méme procédure.

Question:

99 . Dans le lemme I aurions-nous pu nous dispenser de 1a condition:
“si A est une ebf fermée" ?

LEMME II - Si A est une ebf fermée de L et si A contient m symboles de
prédicats différents de degré 1, et si de plus on a une inter-
prétation I sur un domaine fini quelconque on peut construire

une interprétation I' sur un domaine qui a au plus 2" &léments et

telle que
valy (A) = 7 ssi val (A) = T

ol va]I(A) = L1 ssi va]I.(A) = 1

Questions:

100. Soit @ = {1, 2,..., 10}. Attribuons en compréhension une propriété a
chaque prédicat de degré 1 suivant:
p% = "@tre un nombre premier"

p% = "gtre un nombre pair"
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p% = "8tre multiple de 3"

Ecrire les sous-ensembles y? Y, et Yade £ qui correspondent exten-

sionnellement aux propriétés ci-dessus.

101, Faire une partition de 1'ensemble © ci-dessus en classes d'équivalence;

c'est-d-dire construire les classes des @léments de £ qui appartiennent
la fois & vy, v, et vj3
la fois @ v;

ur

r

» Yo mais pas @& 7vj
Y, mais pas & v, ni @ vj3

-]

-nida y;,nia y, etni vy,
Combien y a-t-il de possibilités?

102. Effectuer la méme démarche en attribuant aux prédicats p% et p% les

mémes propriétés que ci-dessus et au prédicat p% 1a propriété :
"étre plus petit que 8".

oy —— ) o - ot [l

Cette construction se fait comme suit:
Le domaine d'objets ' associé a 1'interprétation I' est 1'ensemble des
classes d'équivalence construites a partir de @ et déterminées par les m

prédicats différents de A. I1 Y a au plus 2m classes d'équivalence dif-
férentes.

Soit @ = {al, Agsenns Ay }s

Construction des applications v' :

1. Si w(ci) = aj, alors w‘(ci) est la classe d'équivalencede Q' qui
contient a..

2. ¥'(pj) =¥(p?)

3. Si w(pi) = Y, alors W'(p%) est 1'ensemble des classes d'équivalence
de ' qui contient les &léments de v.

Question:

103. Relativement & la question 100, si W(p%) = {2, 3, 5, 7,} , quelle
est w'(Pi )?

La démonstration du Temme II se déroule de la méme maniére que celle
du lemme I hormis Ta base de 1'induction. Nous ne traiterons donc que de ce
cas.
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Base : n=20

1] A est p? _ trivial, cf. construction.

2] A est p%cj

1. (=) va]I(p%cj) = T

41 s'ensuit par définition que ‘¥(cj)é W(p%).
Rinsi, si W(cj) = a et w(p%) = {ags...seees 3}
alors W'(cj) est la classe d'équivalencequi contient a et Wf(p%) est
1'ensemble des classes d'équivalence de 9 qui contient les &léments
de W(p%). De plus, 1'unique prédicat p% détermine sur € au plus 2"
classes d'équivalence.

¥cy) = a ‘l’(p}) = {a

# o .

\y.(cj) ={"’29"};\l{|(p-]i.)={{'"agbﬁ;}Q--’{o-,é’o-},-.,{.-,ak.-.}}
1 . M . i-_l._..l-
' vl 1 _
DONC ¥ (cj) € ¥ (pi) et vall.(picj) = T

as---»ak}

2. (--») va1r.(p%cj) = T . 11 faut montrer que va1I(p%cj) =T

Procédons par contraposition et posons :
1 . 1 . ] : 1
valI(picj) = 1L , il s'ensuit que w(cj) é ﬂ'(pi).

Ainsi, si W(cj) = a, alors W(p}) ne contient pas a. Dés lors,

W'(cj) qui est l1a classe d'équivalencequicontient a ne se trouve
pas parmi les classes d'équivalence qui composent w'(p%).

, 1
DONC ¥'(c;) ¢ ¥'(p}) et valpi(pjcy) = &

DEFINITION 35 - Une ebf A de L est n-valide ssi elle est valide pour toute
-n-valide- . B B . - o 2
jnterprétation sur un demaine fini-Q de n-&léments, n€NN

METATHEOREME 31 - Dans Ll, toute ebf A fermée qui contient m symboles diffé-
rents de prédicat de degré un est logiquement valide ssi
elle est 2"-valide
ou A n'est pas 2M-valide ssi A n'est pas logiquement
valide.

valide sur tout domaine et on sait construire
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un domaine possédant 2™ &1éments.

(¢--) Procédons par contraposition et montrons
que si A n'est pas logiquement valide alors

elle n'est pas 2M-valide.

Si *TIA alors il existe une interprétation I
telle que va]I(A) = L ., Donc par le lemme II

on peut trouver une interprétation I' sur un do-
maine & 2" &léments au plus telle que va]I.(A) =L

En appliquant aussi souvent que nécessaire le
lemme I, on arrivera a une interprétation qui a
exactement 2" &léments.

METATHEOREME 32 - L1 est décidable.

fermées de L' [Mth. 14, Ve, GEN].

Soit A une ebf fermée quelconque contenant m

prédicats de degré 1 différents. Pour déci-

der si A est ou n'est pas un théoréme on pro-
céde par un calcul de sa validité sur un do-

maine fini de 2™ &léments. I1 s'agit donc

de calculer si A est ou n'est pas 2M_valide.

En effet:
Les métathéorémes 19 et 30 garantissent que:
FA  ssi [=A

ou A£A ssi A
et le métathéoréme 31 que:

=A ssi A est 2M™valide
ou A n'est pas 2"-valide ssi/kéA.
Nous possédons ainsi une procédure effective
de calcul.

10.2 Indécidabilité des systémes arithmétiques

IT est nécessaire pour démontrer 1'indécidabilité du cal-
cul des prédicats de degré n, n= 2 de prouver un résultat plus "fort". Il
s'agit en effet d'établir préalablement 1'indécidabilité de 1'arithmétique.
C'est la raison pour laquelle nous abordons ce probléme maintenant.
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Précisons tout d'abord les conditions minimales qu'il faut
réunir pour construire un systéme formel capable de représenter de maniére
acceptable 1'arithmétique, systéme que nous appellerons un systéme arithmé-
tique minimal: un SAM. Afin de formaliser 1'arithmétique en un SAM, s3, i1
semble raisonnable d'exiger que:

1. Le systéme s? soit un systéme du premier ordre. .

2. 11 soit possible d'interpréter certains au moins de ses termes comme des
nombres naturels.

3. Certains des th&orémes de S° correspondent & des lois arithmétiques.

4. Le systéme s? soit non contradictoire.

5. Chaque ensemble décidable de nombres naturels soit représentable dans s,
De maniére intuitive, il s'agit d'établir une c¢orrespondance bi-univoque
entre les &1éments d'un tel ensemble et les ebf du systéme formel dont la
variable libre, quand elle représente un terme interprétable comme un nom-
bre naturel, est un théoréme de s2. Nous préciserons bien siir cette notion.

Formaliser 1'arithmétique consistera donc & construire un systé-
me formel appliqué dont certains termes pourront étre interprétés comme des
nombres naturels. Il s'ensuit qu'il est indispensable de distinguer de maniére
typographique les nombres naturels des termes qui seront interprétés comme
tels. De maniére & reconnaitre immédiatement qu'un terme de s est 1ié aux
nombres naturels, nous utiliserons la convention suivante:

Si n est un nombre naturel, nous noterons n le terme qui lui est asso-

cié par 1'interprétation. Nous appellerons ce terme un numéral (un nu-
méral, des numéraux). Le terme n .est donc un objet formeldu systéme.

Questions:

104. Si t est un terme de S, quelle est ¥ T(t) ?

105. Ecrire le numéral qui a comme image 0? celui qui a comme image 4? celui
qui a comme image 3+5? celui qui a comme image n.m?’

106. Si le systéme s ne possédait pas les symboles *+ et . (qui correspondent

respectivement 3 + et @ .), avec quel type de symboles aurions-nous
pu les écrire?

DEFINITION 36 - Soit A(v) une ebf de sd qui contient la variable libre v.
-fonction ca-

ractéristique- On appelle fonction caractéristique associée a A(v), la fonc-

tion f(n) définie ainsi:

f(n) =0 si |ga Aln)

f(n) =1 sinon
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Remargque

Si S est décidable, la fonction caractéristique d'une ebf de 1a forme
A(v) est calculable, ce qui signifie que quel que soit le nombre n, on
saura si f(n) = 0 ou si f(n) = 1.

DEFINITION 37 - Soit E un ensemble de nombres naturels. On dit que E est
-représentable- représentable dans S%, s'il existe une ebf de s?, de la
forme A(v) et telle que, quel que soit le nombre n, n€E:
n€E ssi gy Aln)

Question:

107. Soit un systéme s? et le domaine d'objets @ =N
Soit le prédicat de degré 2p§ qui dans 1'interprétation est associé en
compréhension & la relation "étre égal a". Accegtons que dans ce s?
1'expression suivante est un théoréme : kga PV V.
Peut-on affirmer que 1'ensembie E des nombres premiers est représen-
table dans S° parce que quel que soit le nombre n¢ E, Pga p%ﬂ n?
Si cela n'est pas le cas comment pourrait-on imaginer construire une
ebf de telle maniére qu'elle remplisse ce rdle de'représentativité%

METATHEOREME 33 - Tout SAM est indécidable
Grice @ la numérotation de Godel (Temme II,
p. 35) i1 est possible d'énumérer 1les ebf
de S° qui contiennent une variable libre:
AO(-), Al(-) . N An(-), ey
Pour chacune d'entre elles, on peut lui
associer sa fonction caractéristique. En
établissant une correspondance entre 1'en-
semble ordonné des ebf qui contiennent une
variable Tibre et leur fonction caractéris-
tique associée, on obtient bien un ensemble
ordonné de fonctions caractéristiques:
fo(-), fl(-), as oy fn(-),... (*)

IT. Construction d'une fonction.

Construisons la fonction h(n) suivante :
h(n) =1 si.fn(n)= 0
h(n) = 0 sinon.



Question

108. Quelle est 1a valeur de la fonction h pour n = 0, 1, 2, 3, si fo(O) = 0;
fl(l) = 1; f2(2) = 03 f3(3) =07

Sachant que f8(5) =1 quelle est la valeur de h(8)?

h(7) = 0, quelle est la valeur de f7(7)?

La fonction h est-elle calculable?

Question:

III.

ET

Lemme. La fonction h(-) n'est pas dans 1'énumération
(*) des fonctions caractéristiques.

Raisonnons par 1'absurde et supposons que la fonction
h(-) appartient & 1'énumération (*). Cette fonction
h(-) est donc un des fi(')' Supposons qu'elle est

fi (=), 11 s'ensuit alors que:

h(k) = 1, donc fk(k) =1, si fk(k)
h(k) = 0, donc fk(k) =0, si fk(k)

1

Nous obtiendrons ainsi un résultat quelque peu sur-
prenant : fk(k) = 1 ssij fk(k) = 0,

109. De quelle ebf, 1a fonction h(-) est-elle fonction caractéristique sous
1'hypothése absurde? Et que pourrait-on dire de cette ebf?

Question:

Iv.

Construction d'un ensemble de nombres.

En utilisant 1a fonction h(-) construisons 1'ensemble
de nombres naturels E suivant:

n€EE ssi h(n) =0

Montrons enfin que $3 n'est pas décidable.

prothése absurde: S? est décidable.

IT s'ensuit que T1'ensemble E construit en IV, est un
ensemble décidable. En effet, quel que soit le numé-
ral n, on peut savoir si F‘Sa Ai(ﬂ)’ donc fi(")

est calculable pour tout i et pour tout n. Ceci en-
traine que la fonction h(-) est calculable, et par
conséquent, que 1'ensemble E est décidable.

110. Que faut-il faire pour savoir si 18€ E?
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MAIS 1'ensemble E n'est pas représentable dans

s3. En effet, s'il 1'était, i1 existerait une

ebf A(v) (déf. 37, p. 64) telle que:

n&E ssi l‘éa A(n)

MAIS, n€ E ssi h(n) = 0, c'est-d-dire, ssi f<a A(n)
IT s'ensuit d'une telle situation que l1a fonction
h(-) serait une fonction caractéristique de A(v) et
qu'elle serait dans 1'énumération (*), ce qui, comme
nous venons de le montrer, n'est pas le cas.

Nous pouvons donc conclure:

Si S est décidable, S? n'est pas un systéme arithmé-
tique minimal; la condition (5) n'est pas remplie

OU par contraposition:

Si 2 est un systéme arithmétique minimal, alors

s n'est pas décidable.

Remarque

Ce qui précéde ne fait que fournir la démarche de pensée du théoréme de Godel.
I1 reste & prouver qu'il existe des systémes arithmétiques minimaux. Pour

cela, il faudra construire un tel SAM; nous nous y emploierons. Puis il fau-
dra montrer que le systéme construit satisfait aux conditions d'un SAM [chap.5]

La démonstration de la non-contradiction est loin d'étre tri-
viale; elle exige une présentation particuliére des systémes formels. Gentzen
offre cette démonstration en 1935/36. I1 utilise pour cela un systéme de reé-
gles qui appartiennent & la déduction naturelle ainsi que le principe d'in-
duction transfinie, principe qui n'appartient ni d@ la logique des prédicats
du premier ordre ni 3 la théorie &lémentaire des nombres.

Quant & la représentativité, elle exige de définir de facon
opératoire 1'idée naive qu'une fonction est calculable. Pour ce faire,
nous présenterons la notion de fonction récursive.

Question:

111. Pourrions-nous déduire sans autre 1'indécidabilité de L" de celle de S2 ?
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10. 3 Indécidabilité de 1a logique des prédicats de degré n, L" [n>1]

Esquisse d'une démonstration

En 1950, R.M. Robinson a construit un systéme arithmétique mi-
nimal- S, dit "arithmétique de Robinson". I1 a montré que s" etait indécida-
ble, comme d'ailleurs chacune de ses extensions. Ce systéme jouit de proprié-
tés que ne posséde pas le systéme sd que nous construirons.

n
D'autre part, en remplacant partout les symboles de foncteurs par des symbo-

Le systéme s’ posséde un nombre fini d'axiomes: Al’ AZ""’ A

les de prédicats convenablement construits, les axiomes de s" deviennent des
ebf fermées de L", & savoir:

ATs A3,....A7
Soit B, un théoréme de s': Fgr B. B est donc issu entre autres choses

des axiomes A de S". En opérant la transformation des foncteurs en pré-
dicats sur 1! express1on B, on obtiendra 1'ebf B* de L". Et 1'on pourra dé-
duire, dans L", B* des hypothéses A%, A2’ ., A;.

Posons A* = A’iAA’Z* /\.../\A’r';

On peut démontrer alors que
- -
A* Fln B* ssi " B

A* est une ebf fermée de L". On peut donc appliquer le "théoréme de la
déduction”". I1 s'ensuit donc que

Fn axops ssi  F.rB

SY‘
MAIS S" est indécidable, i1 existe donc au moins une ebf fermée C dont
on ne pourra pas décider si elle est ou non un théoréme, et donc, on
ne pourra pas décider si 1'expression A*> C* est un théoréme ou non de
L". L" est donc indécidable.
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CHAPITRE 5 - UN SYSTEME ARITHMETIQUE MINIMAL: s@

1. PREAMBULE

A Ta fin du chapitre précédent, nous avons présenté sommaire-
ment Tles propriétés essentielles qu'il faut réunir pour construire un sys-
téme formel capable de représenter 1'arithmétique. Nous exposons mainte-
nant les éléments qui entrent dans l1a composition d'un tel systéme. Mais
avant de présenter cette construction, proposons deux commentaires.

L'histoire récente de la théorie des systémes formels s'ins-
crit profondément dans 1'héritage hilbertien qui cherche & &liminer toute
intuition des fondements mathématiques. L'arithmétique élémentaire -la
théorie des nombres entiers naturels- n'est qu'une partie de 1'ensemble
des théories mathématiques. Son étude se justifie cependant dans la me-
sure oll elle sert de fondement & Ta construction de systémes plus com-
plexes. En effet, grdce d elle, il est possible d'accéder aux théories
des nombres rationnels, réels et complexes, ainsi que d'aborder 1'ana-
lyse. Cette nature premiére de 1'arithmétique élémentaire justifie 1'é&tu-
de de sa construction formelle. Nous nous emploierons donc 3 développer
un systéme du premier ordre appliqué qui permettra de représenter cette
théorie, c'est-a-dire, & méme de rendre coimpte des opérations et des re-
lations qui réglent la structure dont le domaine des objets est 1'ensem-
ble des entiers naturels. Ensuite, i1 s'agira de vérifier que la structu-
re abstraite développée est alors adéquate pour interpréter 1'arithméti-
que. Dans cette perspective, nous aurons également 3 nous préoccuper de
1'existence d'autres modéles possibles que celui simplement arithmétique.

A Ta fin du XIXe siécle, la mathématique classique avait déja
€té réduite @ la théorie des nombres entiers naturels. I1 restait cepen-
dant & 1'axiomatiser. Cette expression est a comprendre dans 1'esprit de
ce temps: une représentation symbolique intuitive et une organisation, des
idées primitives et des principes fondateurs de 1'arithmétique élémentaire.
Hermann Grassmann [1809-1877], théologien et linguiste, exposait en 1861
une caractérisation de 1'ensemble des nombres entiers et Julius Wilhelm
Richard Dedekind [1831-1916] proposait dans son livre Was sind und was
sollen die Zahlen? [1888] quatre conditions -axiomes- capables de carac-
tériser adéquatement la structure des entiers naturels. Mais c'est &
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Guiseppe Peano [1858-1932] que 1'histoire a rendu hommage. En 1889, il pu-
blie les Arithmetices Principia a nova methodo exposita dans lesquels il
montre qu'en plus des notions de pure logique, trois idées primitives -zé-
ro, nombre, successeur- et cinq axiomes permettent de rendre compte de la
structure des nombres entiers. Voici ces axiomes:

0 est un nombre

Te successeur d'un nombre quelconque est un nombre
0 n'est le successeur d'aucun nombre

deux nombres différents ne peuvent pas avoir le méme successeur

toute propriété qui appartient & 0, ainsi qu'au successeur de chaque
nombre qui posséde la propriété, appartient & tous les nombres.

Ces &léments sont repris dans le Formulaire Mathématique [1895-
1905, quatre volumes en francais et le cinquiéme en italien] qui rendra
célébre Peano, et c'est ceux-ci que nous aménagerons afin de construire un
systéme arithmétique minimal. '

2. LA CONSTRUCTION DU SYSTEME s°

I1 s'agit d'un systéme formel du premier ordre qui contient:
- un seul symbole de constante d'objet:_c1 =df 0
- un ensemble de symboles de variables d'objet: {vl, Voseors Vi""}
- un unique symbole de prédicat de degré deux: p? =df B
- trois symboles de foncteurs:
un de degré un: fl =df * ‘
deux de degré deux: f% =df B ; f% =df
- et bien entendu, les symboles de connecteurs logiques ainsi que les pa-
renthéses.

Questions:

112. Ecrire quelques termes de s3,

113. Les termes de S? contiennent-ils des variables libres?
des variables liées? des constantes?

114. Expliciter la définition inductive qui donne accés a 1'ensemble de
tous les termes de S°.

115. Ecrire quelques formules atomiques et ebf de 9.

116. S? contient-i1 des symboles de prédicat de degré zéro?
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DEFINITION 38 - Un terme de S2 qui ne contient pas de variable est appelé
-numérai- un numéral.

R.emargue. Acette étape de 1a construction, i1 n'est bien siir pas
encore question d'interprétation. I1 semble cependant souhaitable d'anti-
ciper la perspective interprétative. C'est la raison pour laquelle nous a-
vons associé a différents objets formels du systéme la forme qu'ils possé-
dent dans la réalisation sémantique normale ol ils prennent signification:
1'arithmétique &lémentaire. Afin d'€liminer toute ambiguité entre syntaxe
et sémantique, nous avons choisi de souligner les numéraux et d'entourer
d'un carré les objets formels que sont les deux foncteurs de degré deux

et le relateur.

: il s'agit du zéro formel

: ce symbole représentera 1'égalité

* I o

¢ ce symbole représentera la fonction successeur immédiat

: ce symbole représentera 1'addition

H

- [ : ce symbole représéntera la multiplication
D'autre part, les définitions inductives que nous proposons

pour inscrire les termes et les ebf rendent ceux-ci peu conformes d notre
habitude d'écrire les expressions arithmétiques. En effet, ces derniers
ne sont généralement pas des expressions préfixées. C'est la raison pour
Taquelle nous modifierons 1'E&criture partiellement préfixée pour admettre
une écriture plus conventionnelle.

Dorénavant, si t, ti et tj sont des termes,-nous é&crirons

i~ au lieu de *t
"
(t,i & tj) : H titj

et nous supprimerons dans les expressions complexes les parenthéses
extérieures inutiles.

En acceptant ces diverses conventions, les axiomes propres de s? se présen-
tent ainsi.

Les axiomes propres de sd

a; (Vi EIVJ)D((Vi 8 vk)o(vj 8 vk))
a, (Vi 8 vj)o(vi* B vj*)
a; (Vi* 8 vj*)a(vi 8 vj)
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a, : ~(08 v*) que nous écrivons: 0 @ v,*
ag @ (v; @ 0) B v,
a6 g (V'i H Vj*) S| (V-i i VJ‘)*

ag (v, B vj*) 8 ((Vi o] vj) B Vi)

1
ag  A0) 2 (W) (A(v;) DA(v;*)) O (¥v;)A(v4))

- L'axiome ay permet d'interpréter le symbole E comme 1'égalité [cf. 1'ap-
pendice].

- Les axiomes a, et as précisent une structure d'ordre.

- L'axiome ay impose que dans tout modéle, le domaine d'objet posséde "un
premier élément".

- Les axiomes ag et ag inscrivent les propriétés que 1'on attribue & 1'ad-
dition.

- Les axiomes a; et ag inscrivent les propriétés que 1'on attribue a la
multiplication.

- Le schéma d'axiome aq formalise le raisonnement par induction compléte.
I1 offre la possibilité d'effectuer des preuves dans s3. I1 ne nous dis-
pense cependant pas de faire des démonstrations par induction lorsqu'il
s'agira de prouver des métathéorémes 3 propos de 58,

- De maniére intuitive, et apparemment formelle, la multiplication se cons-
truit a 1'aide de 1'addition. L'apparence est trompeuse. En effet, Pres -
burger a montré en 1929 que si 1'on considére un systéme semblable a ce-
lui que nous exposons, mais sans les axiomes a; et ag, il posséde la pro-
priété de complétude. Nous savons par ailleurs [cf. pp. 64 sqq.] que si
un systéme posséde les conditions minimales pour &tre un systéme arithmé-
tique, i1 est indécidable. I1 faut donc admettre que, @ travers les axio-
mes a5 et ags ON introduit plus qu'une simple construction a partir de
1'addition. L'introduction des axiomes associés & la multiplication mo-
difie donc la nature du systéme. Elle 1'étend de facon "essentielle".

Questions:
117. L'expression (0 B 0) 2 (0* B 0*) est-elle un axiome?
118. Combien S% contient-i1 d‘'axiomes?
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119. Nous avons associé 1'objet formel 0 & 1'unique symbole de constante
3 de S%. Nous voulons 1'interpréter comme le zé&ro. Aurions-nous pu
Tui associer un autre objet formel? par exemple 13 ou év? Si cela
est le cas, pouvons-nous interpréter cet objet comme le nombre trei-
ze sans compromettre notre projet de représenter 1'arithmétique?

Quelques régles de déduction

Afin de simplifier les démarches démonstratives, i1 est utile
de disposer de régles déductives dérivées. Certaines d'entre elles concer-
nent les notions de substitution et de remplacement, d'autres se rapportent
aux propriétés que supporte 1'unique prédicat de degré deux de s?. Nous
nous y intéressons car nous nous proposons d'interpréter cet objet formel
comme la relation d'@galité sur 1'ensemble des nombres naturels. I1 devrait
donc posséder, dans s2, Tles propriétés de réflexivité, de symétrie et de
transitivité qui caractérisent cette relation.

De maniére a ne pas distraire 1'attention du lecteur par rap-
port au théme central de ce chapitre, nous exposons les démonstrations en
appendice.

Quelle que soit 1'ebf A de s? qui contient une variable libre
un terme libre pour v peut y étre substitué:

A(v;) fea Alt)

Vi

Schéma: m A(vi)

A(v./t) m, sub, v./t, si t est libre pour v. dans

Quel que soit le terme t, de Sé, t; B t; est un théoréme:
Schéma: no|t; B¢, réf

Le prédicat B est donc totalement réflexif. Une relation qui posséde cet-
te propriété "est définie pour tous les domaines d'objets que 1'on pourra
considérer" [Grize, 1972].
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Quels que soient les termes ti et tj, Si ti 5 tj, alors tj B ti:

t; Bty ksa t; Bt

Schéma : n ti B tj

tj B ti n, sym

Quels que soient les termes ti’ tj et tk’ Si ti B tj et tj B8 tk,
alors ti g tk:

ti g tj, tj =] tk f§a ti =] tk
Schéma: n t. H tj

m |(t. B tk
t. B ty n, m, tra

L'objet formel B dans la structure syntaxique de s? est totalement réflexif,
symétrique et transitif. Il est donc capable de représenter une relation
d'équivalence.

Questions:

120. Démontrer les théorémes suivants:
a) =ty B ;)3 ((t; B t) B (t; 8 t))

b) (t; B tj) 2((t,; B t,) 8 (tj B t))
c) |—(t1' 8 tj) > (t,* 8 tj*)
d) H(t; Bt )E(t, B¢t,)
e) H(t; @t )B(t, 8t;)
(

f) =(t; B tj)o(((ti Bt) A (tj Bt)o(t, Bt))

P Y

Nous désirons également disposer d'une régle de remplacement.

j sont dans un rapport d'égalité for-

melle, et que par ailleurs 1'un d'entre eux, t; par exemple, apparait li-

En effet, lTorsque deux termes ti et t

bre dans une expression bien formée A(ti)’ i1 semble souhaitable de pou-
voir la remplacer par 1'autre terme pour une, plusieurs ou toutes ses oc-
), ce

J
que nous écrirons A(ti//tj). En prenant quelques précautions, on peut dis--

currences, de maniére & obtenir 1'expression bien formée A(ti out
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poser de cette régle dans 58,

Si t, B t;, & chaque occurrence de t, pour laguelle t. est 1i-
j: t_i B tj’ A(ti//tj)'
La régle de remplacement offre donc une plus grande liberté que celle de

bre pour ti dans A(ti),on peut remplacer ti par t

substitution. En effet, cette derniére exige de changer partout le substi-
tué par le substituant.

t; Bty A(t:) |sa A(ti//tj)

Schéma: m ti S| tj
v sy
A(ti//t.) m, n, rem [sous réserve des conditions sus-
J mentionnées]

- Quel que soit le terme ti’ ti B ti est un théoréme de S°.
*] F§a t: B t, (régle ref)

- Quels que soient les termes t; et tj, et quelle que soit 1'ebf A(ti) qui
contient ti libre, si ti 8 tj alors a chaque occurrence de ti pour la-
quelle tj est libre pour ti dans A(ti), on peut remplacer ti par t

t; B tys Alty)  Fsa Aty//tg)

J.:

En utilisant deux fois le métathéoréme 3 on obtient le résultat suivant:
*k

Un systéme formel du premier ordre qui, quels que soient t; et tj, posséde
les deux théorémes *] et **] est appelé un systéme formel du premier or-
dre avec égalité.

3. INTERPRETATION DU SYSTEME s?

Nous avons construit le systéme s dans 1'intention de formali-
ser 1'arithmétique &lémentaire. Nous considérerons donc 1'ensemblie des
nombres entiers naturels comme domaine d'objets: @ = N.

La présentation de cette interprétation n'est cependant pas
simple. En effet, i1 est nécessaire d'é@viter toute confusion entre ce qui
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reléve du domaine syntaxique et ce qui concerne le domaine sémantique de
notre développement. I1 est donc indispensablede distinguer ce qui appar-
tient au systéme s? et ce qui appartient @ 1'arithmétique de notre enfan-
ce.

De maniére a rendre plus explicite la construction de s2, nous
avons attribué 3 certains objets formels des formes qui correspondent aux
signes utilisés dans 1'arithmétique méme. Et c'est ici qu'il y a quelques
risques d'ambiguité. Afin d'@viter cela, nous ferons la distinction sui-
vante lorsque nous construirons 1'interprétation:

§¥'I"291§§_9§_§f Signes_arithmétigues expression_de_la_métalangue
0 0
* 1
H +
B
g - =df
B #

I1 s'agit également de proposer des applications ¥ de telle
maniére qu'elles seront conformes @ notre projet interprétatif. Nous
voulons en effet &tablir une correspondance entre 1'objet formel 0 et
le zéro de 1'arithmétique, entre 1'objet formel H et 1'addition, etc.
Pour ce faire, i1 est nécessaire de disposer d'une application bien choi-

sie ¥, de chacune des espéces suivantes:

1) ¥e : EC— N

2) ¥y : EV— N

3) ¥py EP2 —» (N?) [organisation relationnelle]

4) Yo o EFl — (N?2) [organisation fonctionnelle unaire]
5) Yo : EF2 — (IN2xIN) [organisation fonctionnelle binaire]

. Précisons d'emblée que nous éviterons d'attribuer aux ob-

jets formels que sont les foncteurs et le prédicat leur signification
extensionnelle. Afin de ne pas compliquer davantage la présentation de
cette interprétation, nous utiliserons la connaissance partagée par tous
des propriétés opératoires ou relationnellesde 1a signification intension-
nelle de 1'égalité, de 1'addition, etc. Ainsi, par exemple, au lieu d'as-
socier @ 1'objet formel B la représentation extensionnelle suivante:
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{<0,0> , <1,1>, <2,2>, <3,3>,..., <nyn>,...} ,

nous utiliserons la connaissance naive que nous possédons de 1'égalité
dans 1'arithmétique.

Nous expliciterons alors les applications ¥ de la maniére
suivante:

¥pp (B) =df = [egalite]
¥Yr1 (*) =df +1  [successeur immédiat]

g2 (B) =df + [1'addition]
Yo () =df -+ [la multiplication]

Dans Tle systéme Sa, nous ne disposons que d'une constante 0.
Avec celle-ci et le foncteur de degré un *, nous pouvons &tablir une cor-
respondance entre un ensemble de termes t sans variable et 1'ensemble des
images numériques. Posons:
¥o (0) =df 0

‘PF]_ (t*) =df ‘PF]_ (t)+1

Avec ce qui précéde, on obtient les correspondances suivantes:
=df 0 + 1
=df 1

Yer (0%%) =df vp; (0%) +1

=df 1+ 1
=df 2
E n_fois n-1 fois
i) Py
Y1 (O%-..*) =df Y1 (0%+-+%) 41
=df (n - 1) +1
=df n

Par convention et suite & cette construction, nous associerons a 1'ob-
Jet formel O suivi de n astérisques, le symbole n, c'est-d-dire son ex-
pression numérale. I1 est dés Tors possible de simuler & travers les ob-
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jets formels que sont les numéraux, la suite des entiers naturels.
(S R R I X | S [cf. p. 70]

Mais 1'expression numérale d'un terme peut prendre d'autres formes encore.
Pour s'en convaincre étudions 1'exemple suivant:

rdfpis
* S
0 *

En utilisant l1a convention sus-mentionnée, on peut désigner cet objet for-
mel par le numéral r. Mais i1 est possible d'agir autrement. En effet, le
nombre d'astérisques qui suit 0 pourrait s'exprimer d'une autre maniére en
utilisant 1'arithmétique naive, par exemple:

1t

m+ n, sim+n r

ou k .p, sik.p

r

L'objet O*:-+* peut donc ainsi &tre également associé aux expressions nu-
mérales m + n ou k . p. Cette maniére de faire ne détermine pas immédia-

tement que Te numéral r posséde 1a relation d'égalité formelle avec le nu-
méral m + n, par exemple. Il est donc nécessaire de s'assurer que 1'in- .
terprétation choisie est adéquate, donc que les axiomes a -ag conférent
bien aux symboles formels les propriétés des signes arithmétiques. C'est
un des deux problémes que nous aurons & traiter. Quant & 1'autre pro-
bléme, i1 consistera & vérifier qu'il est possible de définir certains
symboles que 1'on trouve en arithmétique (1'opération de puissance, par
exemple) et qui ne figurent pas dans 5@,

3.1 Quelques métathéorémes

METATHEOREME 34.1 - Quel que soit le nombre entier naturel n:|- n*En+1

Démonstration:
1) Le numéral n h'est rien d'autre que 1'objet for-
mel 0 suivi de n symboles *.

2) Le numéral n* n'est rien d'autre que 1'objet for-
mel O suivi de n + 1 symboles *.
On a par la régle réf :

n fois }\fois n + 1 fois
Q¥ ohk G QKoo ok

on obtient donc Fn* 8 n + 1
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METATHEOREME 34.2 - Quels que soient les nombres m et n, si m = n alors
FmEBn

que 1'objet formel 0 suivi de m, respectivement n sym-
boles *. I1 suffit donc de compter les astérisques.

METATHEOREME 34.3 - Quels que soient les nombres m et n, si m # n alors
- ~(m B n)

-y G - - - -

tit que le nombre n et raisonnons par 1'absurde.
Hypothése: sim# n alors FmBn

En appliquant m fois 1'axiome 345 ON obtient

(n=n) fois
Foe ol
Mais supposons n - m>0. IT existe donc un nombre
k tel que:
0 = k*

ce qui contredit 1'axiome ag.
Ainsi, sim# n alors I ~(m & n)

METATHEOREME 34.4 - Quels que soient les nombres m et n:
F(m+n)8 (m& n)

1e nombre n,

Base de 1'induction : n =20

- -

I1 faut donc prouver : F(m+0)8 (m@AO0)
1. (v, BO)Byv, ag
2. (mBO0)BM 1; sub
3, (m+0)EBm m+ 0 =m; Mth. 34.2
4. mB (m@0) 2, sym
5. (m+0)8 (m®0) 4,3;rem, t. est m et A(ti) est (m + 0) Bm

Hypothése d'induction : n = k

Quel que soit le.nombre m, si n = k alors H(m + k) B (m B k)
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Pas d'induction : n = n + k

Quel que soit le nombre m, si n =k + 1 alors

F(m+ (k+1))8 (m& (k + 1))

1. (m+ k)8 (m& k) hyp. d'ind.

2. (v; B vj)a (v,* 8 vj*) a,

3. ((m+ k) B (m@ k))>((m+ k)* B (mB k)*) 2;sub; v./m + k, vi/mB k
4, (m+ K)*B (m @ K)* 1, 3; MP

5. (m@ k)* & (m + k)* 4; sym

6. (v, 8 vj*) B (v, M vj)* 3

7. (m & k*) @ (m @ k)* 65 sub, v./m, v./k

8. (m@k*) B (m + k)* 5,7; rem, t. est (m @ k)*;

A(t ) est ( & Bk*)B (nB k¥

9. (m + k)* & ((m + k) + i) Mth. 34.1

10. ((m+ k) +1) 8 (m+ (k +1)) ((m+ k) +1) = (m+ (k +1))
11. (m + k)* B (m + (k + 1)) 9, 10; tra
12, (m + (k. + 1)) B (m & k*) 8, 11; rem

13. k*B k + 1 Mth. 34.1

14, (m+ (k+1)) 8 (m@ (k + 1)) 12, 13 rem

METATHEOREME 34.5 - Quels que soient les nombres m et n:
Fm.n)BmEn |

Question:

121. Démontrer Te métathéoréme 34.5.

I1 est possible de définir dans le systéme s? des objets
formels capables de représenter des opérations et des relations arithmé-
tiques autres que 1'addition, la multiplication et 1'égalité. A titre
d'illustration, proposons deux études de cas.

DEFINITION 39 - 1I1 s'agit de 1'objet formel P. Il appartient a l1a fa-

agb%?gp£3£$$ln mille des foncteurs de degré deux et se définit ainsi:

de puissance- Pvig =df 0* et Pvivj* =df (Pv Yy ) @ v,
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Question:

122. Quels sont les numéraux suivants:
P30,P30%P3OM 7

METATHEOREME 35 - Quels que soient les nombres m et n; [P mnB m2

nombre n.

Base de 1'induction: n =0

I1 faut donc prouver : P m 0B mg
1.PmO0BPmO ref
2.PmO0@E O Def. 39
3. 0B 0 +1 Mth. 34.1
4. 0+ 1H1 0+1-=1; Mth. 34.2
5. 0*B 1 3, 45 rem
6. Pm0B 1 5, 25 rem
7.18 n° 1 = n%; Mth. 34.2
8. PmO0B mo 7, 65 rem

b

Quel que soit Te nombre m, si n = k PmkB mE
Pas_d’induction

Quel que soit le nombre m, si n=k + 1 :

FPm(k+1)gnk*D
k ; -

I.PmkBm hyp. d'ind.
2. Pmk*B P mk* ref
3.Pmk*8 ((Pmk) @ m) Déf. 39
4. Pm k* B mf Em 1, 3; rem, t; est P mk et A(ti) est

Pmk*B ((Pmk)Em)
5. mEmEm . m Mth. 34.5
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6. Pmk* B n . m 5, 4; rem, t, est mE G met A(ti)
Pmk*BnfEm

7. k* B k + 1 Mth. 34.5

g.Pmk+18m m 7,65 rem, t, est k* B k + 1 et A(t;) est
Pmk*H mk +m '

9. m . m 8 m< ¥ L m oom=mk 1; Mth. 34.2

k +1

10. Pmk +18m 9,8; rem, t. est mk . met A(ti) est

T T )
Pmk+1Bm .m

DEFINITION 40 - I1 s'agit de 1'objet formel &. I1 appartient a la fa-
-objet formel
de Ta relation

diinegalite v, @ vy =df Qv )((v B OA ((v; B v) B vy)

mille des prédicats de degré deux.

METATHEOREME 36.1 - Si m < n alors FmEn
En arithmétique, m < n entraine qu'il existe un nom-
bre k tel que 1) k # 0 et 2) m+ k =n

Démonstration.
1. (m+k)Bn 2); Mth. 34.2
2. (m+k)B (mB k) Mth. 34.4
3. mBKk)Bn 1, 25 rem, t; est (m+ k) B net
A(ti) est (m + k) B (mH k)
4, KB O 1); Mth.. 34.2
5. (kB 0)A((mB k) Bn) 4, 5; Aj
6. v )((v BO)A((m & v,) 8 n)) 5; 31
7.m<n 6; D&f. 40

METATHEOREME 36.2 - Sim £ n alors | ~(m < n)

Question:
123. Démontrer le métathéoréme 36.2
Ce qui précéde n'est, d'une certaine maniére, qu'une illustra-

tion. En effet, il s'agissait de montrer d'une part que les axiomes a,-
ag conféraient bien aux symboles formels certaines des propriétés essen-
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tielles des signes arithmétiques, et d'autre part, qu'il était pos-
sible de définir de nouveaux symboles capables d'étre associés a d'au-
tres opérations et relations arithmétiques que celles primitivement
choisies. Un développement beaucoup plus complet est proposé dans 1'ad-
mirable manuel de Mendelson [1979].

- -

* Le systéme S est capable de formaliser 1'arithmétique élémentaire.
I1 s'agit d'un systéme du premier ordre avec égalité. Notre projet
était d'associer au systéme s? un modéle bien particulier. Celui-ci
consiste en 1'ensemble des nombres entiers naturels sur lequel, entre
autres choses, la relation d'identité est définie. Cette relation est
une relation d'équivalence.

* Quel que soit le modéle d'une théorie du premier ordre avec égalité,
le correspondant sémantique du prédicat formel B est une relation
d'équivalence. Si cette relation d'équivalence est la relation d'iden-
tité, alors le modéle est appelé un modéle normal.

Question:

124, s2 posséde-t-il un modéle normal de cardinalité finie?

* L'ensemble des entiers naturels est donc un modéle normal de S2.
On le dira modéle standard dans la mesure ol c'est intentionnelle-

ment que nous voulions représenter 1'arithmétique naive des nom-
bres avec les différentes opérations &lémentaires connues. Mais,
contrairement 8 toute apparence, il n'y a pas qu'un modéle

pour s?. Tout modele qui n'est pas isomorphe au modéle standard

de 2 est appelé non standard. De plus, il existe des mod&les non
standard de S2 qui sont dénombrables, comme i1 en existe de cardina-
1ité infinie non dénombrable.

* Ce qui précéde met en &vidence qu'il n'y a aucun moyen de caractéri-
ser formellement de maniére univoque la théorie des nombres dits
élémentaires. Et 1'on en vient au résultat suivant qui est di a
Skolem [1933; 1934; 1971].

Tout systéme du premier ordre avec &galité qui posséde pour mo-
déle, le modéle standard, posséde &galement un autre modéle nor-
mal qui n'est pas isomorphe au modéle standard.
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* Considérons un systéme formel qui posséde pour modéle, le modéle standard.
Si ce systéme contient une expression bien formée contenant une variable
libre, A(v), alors deux situations peuvent étre rencontrées:

1) Si les expressions suivantes sont des théorémes:
HA(0)
HA(1)
A(2)

HA(n)

et si de plus ~(¥v)A(v) est un théoréme du systéme, alors on le dira
oméga-inconsistant. S'il n'y a pas d'ebf A telle que la situation pré-

cédente est vérifiée, on dira le systéme oméga-consistant.

2) Si les expressions suivantes sont des théorémes:
-A(0)
HA(L)

A(n)

et si de plus (W) A(v) n'est pas un théoréme du systéme, alors on le
dira oméga-incomplet. S'il n'y a pas d'ebf A telle que la situation

prédécente est vérifiée, on dira le systéme oméga-complet.

4. DEMONSTRATIONS DES REGLES UTILISEES

Régle sub : A(vi) }—sa A(t) si t Tibre pour v; dans A(vi)
1. A(Vi) prémisse

2. (vvi)A(Vi) 1; GEN

3. (Vvi)A(vi):)A(vi/t) A4, si t est Tibre pour v, dans A(vi)
4, A(Vi/t) 2, 3; MP
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Régle réf : |—a t; B t, quel que soit le terme t,
1. (t; B0) B t, ags v/t
2. ((t; B80) B t)o(((t; BO) B t,)I(t; Bty)) aps vi/t; B, Viltss
3. ((t; BO) B t,)d(t; Bt,) 1, 25 MP
4, t; Bt 1, 3; MP

Régle sym : Quels que soient les termes ti et tj, si ti B tj :

1. ti B tj prémisse
2l &i ] tj)a((ti B ti)o(tj B8 ti)) aps Vi/ti’ vj/tj, Vk/ti
3. (ti E ti)D (t. B ti) ' 1, 2; MP
J
4, ti B ti réf
5. tj B ti 4, 3; MP
Régle tra : Quels que soient les termes ti’ tj, tk, Si ti B tj et
tj 8 tk :
t; Bty ty B Yy lsa t; B t,
8 t; 8 tj prémisse
2, tj Bt prémisse
3. (tj B ti)a((tj B tk)g(ti ] tk)) ays Vi/tj’ vj/ti, vk/tk
4, tj B ti 1; sym
5. (tj 8 tk)a(ti Bt) 4, 3; MP
6. ti B tk 2, 5; MP
Lemme *

Si deux termes ti et tj sont dans un rapport d'égalité formel-
le, alors, quel que soit le terme t qui contient ti [ce que nous écri-
vons t¢i)]’ t(ti) 8 t(ti//tj) est déductible dans S3
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t; Bty fsa tty) B t(t;//t))

Démonstration: Nous procéderons par induction sur le nombre n des fonc-
teurs de t(t,).

Base de 1'induction: n = 0

. o oy -

Le terme t(ti) est ti’ et ti est soit une variable, soit la cons-

tante.
1. t, =) tj prémisse
2. t(ti) ] t(ti//tj) 1% t. est t(ti) et tj est t(ti//tj)

Hypothése _d'induction :

Si ti B tj, et pour tout terme t qui contient le terme ti et

qui posséde au plus n foncteurs :

ty Bty ks tlty) B t(t//ty)

Pas d'induction :

Si ti B tj, et pour tout terme t qui contient le terme ti et
qui posséde n + 1 foncteurs :

t; Bty lsa t(t;) B t(t;//ty)

A la commutativité prés, t(ti) peut prendre 1'une des trois for-
mes suivantes: '
a) t1(t;) Bt

b) ti(ty) B t,

¢) (ti(t;))*

Cas a):

1. ti 8 tj ' prémisse

2. ti(ty) B tl(t{//tj) 1; hyp. d'induction

3. (ta(ty) B a3/t 0 ((ta(4) B t2) B (t1(t3//t;) Bt2))  Quest. 120a
4. (t1(ty) B t2) B (ta(ty//t5) B t,) 2,3; MP

5. t(t;) B t(ti//tj) 45 t1(t;) Bty est t(ty)

tl(ti//tj) Bt est t(t;//t;)
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Cas b) :
1. ti B tj prémisse
2. tl(ti) B tl(ti//tj) 1; hyp. d'induction

3. (ty(t;) B tl(t.i//tj))a((tl(t.i) @ tz) B (tl(ti//tj) B t2)) Quest. 120b
4. (t,(t;) B t2) B (tl(ti//tj) @ ty) 2, 3; MP

5. t(t;) B tty//ty) 4; t1(t;) B t2 est t(t,)
t1(t1-//tj) Mty est t(ti//tJ.)

Cas c) :
1. ti B tj Prémisse
2. tl(ti) 3 t1(t1//tj) 1; hyp. d'induction
3. (ta(ty) B talty//7e5)) o (e (ty))* B (£2(t53//t5))%)  Quest. 120c
4. (it ))* B (ta(ty//85))* 2,3; MP
5. t(t;) 8 t(t;//ty) 4 (ta(ty))* est t(t)
(t (t5/7t5))* est t(ti//tj)
Régle rem :

Quels que soient les termes ti et tj, et quelle que soit
1'ebf A(ti) qui contient ti libre, si ti = tj alors a chaque occurrence
de t, pour laquelle tj est 1ibre pour lui dans A(ti), on peut remplacer
ti par t.

J
t; Bty Ats) |ea A(ti//tj)

Nous procéderons par induction sur le nombre n des connecteurs de A(ti).

Base de 1'induction : n=0

Si A(ti) ne contient aucun connecteur et si t; B tj, alors @ cha-
que occurrence 1libre de t; pour laquelle tj est libre dans A(ti),
on peut remplacer t; par tj: A(ti//tj).

L'expression A(t;) est nécessairement de 1a forme t1 B t2, t1 et t2
sont des termes, et 1'un et(ou) 1'autre contiennent ts.
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Exemple (vi B v, ) B (vy @ vy)*
—
t, ty

A(ti) : (vm o] (Vi & vk)) B (vn ] vp)

~
.

Démonstration:
1. ti 8 tj prémisse
2. A(ti) prémisse
3. t1(t;) B ta(ty) 2; A(t;) est t;(ty) B t,(t;)
4. ti(t;) B taft;) réf
5. tl(ti) 8 tl(ti//tj) 1,4; Lemme *
6. ta(t;) B ta(t,) réf
tz(ti) 8 tz(ti//tj) 1, 6; Lemme *
8. ti(ty//t;) B ta(ty//¢5) 3, 5, 7; Quest. 120f; MP
9. A(ti//tj) 8; tl(ti//tj) 8 tz(ti//tj) est A(ti//tj)

Sj A(ti) contient au plus n connecteurs et si t, E tj, alors & chaque
occurrence libre de ti’pour laquelle t. est libre dans A(ti), on peut
remplacer t; par tj : A(ti//tj)

Pas d'induction

——

=

Si A(ti) contient n + 1 connecteurs et si t. 8t alors a chaque
occurrence libre de t. pour laquelle tj est 1ibre dans A(ti), on

peut remplacer t. par tj: A(ti//tj).

Trois cas sont a étudier:
a) A(ti) est de la forme ~B(ti)
b) A(ti) est de la forme B(ti)oc(ti)

c) A(ti) est de la forme (Vv)B(ti)



Démonstrations

. Alt;)

. "B(ti)
- (ti B tj)o(B(ti)oB(ti//tj))

i tj 8 ti

- (158 t5)O(B(t;//t;)9B(t;))

. B(t;//t;)2B(t;)

- ~B(t;) 2 ~B(t;//t;)
. ~B(ty//t;)

10.

Mty//t)

Cas b)

lys

~N O o

10.
11.
12.
13.

t; Bty
. A(ts)

. B(t;)acC(t,)

- (t5 B t5) 0 (B(t;)2B(t;//ty))

: tjE t‘i
.(ti E] tJ.)o(C(ti)oC(ti//tj))
.(tJ. B t;)2 (B(t;/7t5)) B(t;))

. B(ti//tj)aB(ti)
. B(t;)oC(t,)
C(t;) oC(t;//t)

B(t;//t5)0 C(t,//t5)
A(ti//tj)
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prémisse
prémisse
2; A(ti) est ~B(ti)

1,3; B(ti) entre dans le champ de
1'hyp. 'd'ind.. Mth.3

1; sym

4, 5; B(ti//tj). entre dans le champ
de 1'hyp. d'induction; chaque occur-

rence de tj est remplacée par t; Mth. 3

5,6; MP

7, contraposée

3,8; MP

9, ~B(ti//tj) est A(ti//tj)

Prémisse
Prémisse
A(ti) est B(ti):)C(ti)

1,3; B(ti) entre dans le champ de
1'hyp. d'ind. Mth. 3

1; sym
1,3; C(ti) entre dans...

5,4; B(ti//tj) entre dans le champ de’
1'hyp. d'ind.; chaque occurrence de

tj est remplacée par t; Mth. 3
5, 7; MP [P2 Q]
3, répétition [Q) R]

1, 6; MP [Ro T]

(P2Q)9({(Q3R)2 ((RIT)2(PoT))) Mth. de L°

8, 9, 10, 11; MpP

12; B(ti//tj) ") C(ti//tj) est
A(ti//tj)



Cas c) :

15

2
3.
4

tiEtj

. Alty)

(Vv)B(ti)

. (VV)B(ti)D B(t;)
. B(ti)

. B(ti//tj)

; (Vv)B(ti//tj)

y A(ti//tj)
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Prémisse

Prémisse

2; A(t,) est (¥v)B(t;)

Ags t; est Tibre pour ti'dans B(t,)
3, 4; MP

1, 5; hyp. d'ind.

6; GEN

78 (Vv)B(ti//tj) est A(ti//tj)
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CHAPITRE 6 - LES FONCTIONS RECURSIVES

1. PREAMBULE

Dans les parties précédentes, nous avons marqué 1'enjeu et 1'inté-
rét d'une démarche qui vise a construire un systéme formel capable de repré-
senter 1'arithmétique, et nous avons exposé un systéme qui formalise la théo-
rie des nombres. Mais cette théorie est également un instrument pour le logi-
cien. En effet, un des problémes fondamentaux de la théorie des systémes for-
mels est celui de la décidabilité. I1 est donc important et nécessaire de s'in-
téresser d une méthode effective permettant d'affirmer, par exemple, qu'une ebf
est ou n'est pas un théoréme. La nécessité d'utiliser des fonctions caracté-
ristiques [Déf. 36] et la connaissance que 1'on posséde de 1'arithmétique &1é-
mentaire nous entraine @ nous intéresser d 1'existence des fonctions arithmé-
tiques définies sur les nombres entiers naturels qui sont effectivement cal-
culables ainsi qu'a 1'ensemble de plus grande extension qui les contiendrait.
Mais pourquoi donc s'intéresser & un tel ensemble alors que nous sommes plus
directement concernés par des systémes formels dont la présentation syntaxi-
que apparait sans relation apparente avec le numérique? C'est que Godel a ren-
du cette relation effective. Nous 1'avons montré [pp. 37-40], i1 est possible
d'arithmétiser 1a syntaxe d'un syst@me formel. Nous avons fourni une méthode
qui permet d'attribuer de maniére univoque un nombre & chaque &lément du voca-
bulaire, & chaque ebf et & chaque suite d'expressions bien formées. Mais la nu-
mérotation de Godel ne s'applique pas uniquement & ces &léments. Par elle, il
est également possible d'assigner un nombre de Godel & des &léments de la méta-
langue tels que: "&tre un axiome", "&tre une preuve", "étre telle définition",...
Comme 1'écrit Dumitriu [1977: 221]: par cette arithmétisation "the elements
of a system S are arithmetically transposed in a metasystem". Ainsi, aux ex-
pressions syntaxiques, & leurs propriétés et & leurs relations correspondent
des &léments, des propriétés et des relations arithmétiques. Das lors, la re-
cherche de procédures arithmétiques effectivement calculables se trouve plei-
nement justifiée.

Si 1'aperception de 1a notion de ce qui est effectivement calcu-
lable ne semble guére poser de probléme, son identification d@ une démarche
effective de calculoud une approche algorithmique n'est pas &lémentaire. En
effet, 1a volonté de définir 1'ensemble de plus grande extension des fonctions
effectivement calculables pose le probléme de la caractérisation de la cal-
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culabilité. Dés la fin des années vingt, on observe différentes démarches dont
1'objectif est de définir exactement 1'ensemble des fonctions effectivement
calculables. Nous mentionnerons quatre d'entre elles:

- Jacques Herbrandt [1908-1931], dans sa thése de doctorat [1930]
et Kurt Godel [1906-1978] en 1931 exposent la notion de fonction récursive.

- En 1933, Alonzo Church [né& en 1903] propose d'identifier 1'idée
intuitive de fonctions effectivement calculables aux fonctions A-définissa-
bles. La définition de ces fonctions est due conjointement a A. Church et
Stephen C. Kleene [né en 1909] en 1935. Suite a une discussion avec Godel
[KNEALE 1962: 733], Church propose également de les identifier aux fonctions
récursives. Cette décision aboutit & ce qui est connu comme la thése de
Church. L

THESE DE CHURCH: Toute fonction effectivement calculable est récursive
ou rA-définissable.

- Alan Mathison Turing [1912-1956] publie en 1936 un article dans
lequel i1 définit les fonctions calculables par ce qu'on a appelé par la
suite "les machines de Turing".

André Andreievitch Markov [1856-1922] en 1951 fonde une telle iden-
tification sur la théorie des algorithmes.

L'existence de ces différentes théories capables de représenter
1'effectivement calculable posait bien entendu le probléme de leur puis-
sance représentative respective. En effet, chacune de ces démarches théo-
riques exprimait-elle un ensemble &quivalent de fonctions calculables?
En 1936, Kleene fournit une premiére réponse: 1'ensemble des fonctions
calculables par A-définissabilité est équivalent a@ celui des fonctions
récursives. L'année suivante, Turing démontre que toute. fonction A-défi-
nissable est calculable par une machine de Turing et que toute fonction
calculable par une telle machine est une fonction récursive. Enfin, V.
Detlovs [1953] a établi 1'équivalence entre 1'ensemble des fonctions ré-
cursives et celui des fonctiorscalculables & 1'aide des algorithmes de
Markov. Ainsi, les quatre ensembles de fonctions ont méme extension et
on n'a pas trouvé de définition qui fournisse une classe plus &tendue.
On peut donc énoncer la thése généralisée de Church:

THESE GENERALISEE DE CHURCH: Une fonction est effectivement calcu-
lable si c'est:

" - une fonction récursive, ou
- une fonction A-définissable, ou
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- une fonction calculable par une machine de Turing, ou
- une fonction calculable par un algorithme de Markov.

Le schéma suivant est de nature a mieux faire comprendre les démarches qui ont
abouti & la thése généralisée de Church:

A-définition « + Fonctions récursives
Machines de Turing Algorithmes de Markov

Nous présenterons la classe des fonctions effectivement calcula-
bles sous Teur forme de fonctions récursives. Et nous consacrerons un nouveau
cahier pour montrer 1'usage qu'en a fait Godel.

2. O0U IL EST QUESTION DE LA NOTION DE FONCTION

Nous avons utilisé le terme de fonction sans pour autant avoir pris
la précaution de définir cette notion. Bien que, d'une certaine maniére, celie-
ci est tombée dans le 'domaine publique', derriére elle se profile quelques
ambiguTtés qu'il est souhaitable de dissiper. Avec cette intention, &tudions
1'exemple suivant.

Soit le domaine d'objets @, @ = {0, 1, 2}.

Associons @ ce domaine deux organisations relationnelles:
a) 0, = {<0,0>, <0,1>, <0,2>, <1,1>, <1,2>, <2,2>}

b) 02 = {<0,0>, <1,1>, <2,1>}

L'organisation 01 représente de maniére extensionnelle la relation "&tre plus
petit ou &gal &" sur ., alors que 1'organisation 02 exprime la relation "étre
associé a sa puissance deux modulo trois". La seconde relation posséde une
propriété que la premiére ne -connait pas. En effet, si 1'on observe le jeu
des correspondances associé & chaque couple, on remarque que dans a) une mé-
me valeur d'un argument antécédent est associée a plus d'une valeur d'un ar-
gument conséquent:

0 |
*—, . /

alors que dans le second cas, chaque valeur d'un argument antécédent est asso-
ciée & une et une seule valeur d'un argument conséquent:
0—>1;1—-1;2—1
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-

Lorsqu'une relation est telle qu'ad chaque valeur que contient 1'ensemble des
arguments antécédents correspond une et une seule valeur appartenant & 1'en-
semble des arguments conséquents, cette relation est appelée "RELATION UNI=
VOQUE ou RELATION FONCTIONNELLE ou FONCTION" [TARSKI 1971: 91].

Question:

125. La relation d‘'implication logique est-elle une relation univoque?

Ce caractére d'univocité attaché & Ta notion de fonction permet
notamment, dans le domaine des nombres naturels,d'inscrire par une opération
arithmétique ou une conjonction de telles opérations, de quelle maniére les
arguments antécédents et conséquents sont systématiquement articulés. Cette
association nous intéresse directement dans la perspective d'engendrer un
ensemble de fonctions effectivement calculables.

De ce qui précéde, i1 semblerait que nous disposions de deux pos-
sibilité pour parler de fonctions: une représentation extensionnelle et une re-
présentation "opératoire".:Cette liberté n'est qu'apparente. En effet, si le
domaine d'objets arithmétiques sur lequel la fonction est définie, est infimi,
seule une représentation qui est con¢ue sur une opération arithmétique garan-
tit une correspondance relationnelle effective et systématique entre les ar-
guments. Et si, bien souvent, on représente une fonction de maniére extension-
nelle en ne représentant que quelques couples d'une extension infinie, ce
n'est qu'une maniére de suggérer indirectement une régularité opératoire.

Exemple : @ = N
{<1,2>, <2,3>, <3,4>, <4,5>, ...}

[¢)

Question:
126. Existe-t-i1 des fonctions qui ne sont pas de nature arithmétique?

I1 est nécessaire de disposer d'un vocabulaire et d'une terminolo-
gie pour représenter et parler des fonctions. Posons ce qui suit:
- Un ensemble de noms de fonction: {f, g, h, ...}
- Un ensemble pour désigner les arguments antécédents:

{xl,... Xisaos zl,... zj,...}
- Un ensemble pour désigner les arguments conséquents: {yl,... yk,..}
- Un ensemble de noms d'ensembles d'arguments antécédents:
{El’ Ez,..; En,...}

- Un ensemble de noms d'ensembles d'arguments conséquents: {Fl,...}

- Un ensemble d'opérations arithmétiques: {Ml, PP Mm,...}
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Dés lors, 1'expression d'une relation univoque se présente ainsi:
Quelle que soit la valeur de 1'argument antédécent x, x€ E, 1a fonction
de nom f établit une correspondance univoque avec la valeur de 1'argu-
ment conséquent y qui lui est associée, ye F; cette valeur qui est f(x)
est déterminée par 1'opération arithmétique M 1iée & 1a fonction.

s {os 19 23 3}; F = {09 19 23 3}
{<0,0>, <1,1>, <2,0>, <3,3>}

m
=
(12}
=

5=
—_—
(1]
m

|

Quelle que soit la valeur de 1'argument antécédent x, xg {0, 1, 2, 3},
Ta fonction de nom f établit une correspondance univoque avec la va-
Teur de 1'argument conséquent y qui Tui est associée, ye {0, 1, 2, 3};
cette valeur qui est f(x) est déterminée par 1'opération arithmétique
"puissance trois modulo quatre'.

Cette maniére complexe d'exprimer les choses se réduit tradition-
nellement @ la forme trés simplifiée suivante dans laquelle Ta quantification
et le nom de la fonction sont sous-entendus, et Te signe d'égalité apparait
comme celui d'une attribution calculable,

y = f(x) = x3(mod4)

Jusqu'a maintenant, nous n'avons présenté que des relations univo-
ques simples. I1 s'agit de fonctions simples, elles ne possédent qu'une seule
variab]e,f(x). I1 existe des fonctions plus complexes dans leur organisation.
Ces fonctions se caractérisent par le fait que leurs arguments antécédents

comportent n &léments,n> 1. I1 s'agit de fonctions & n variables,
LI SR X,). En voici un exemple:

f :{<<0,0>, 0>, <<0,1>, 0>, <<1,0>, 0>, <<1,1>, 1>}

IT s'agit bien d'une fonction. En effet, chaque argument antécédent (qui est
complexe, mais qui n'est pas composé de nombres complexes!) est associé & une
et une seule valeur d'argument conséquent. L'argument conséquent est donc tou-

Jjours unique: Nous décrirons cette fonction ainsi:

Quelles que soient les valeurs x, z; x& {0,1} et z&{0,1}; la fonction de
nom f €tablit une correspondance univoque entre le couple <x,z> (argu-
ment antécédent) et la valeur de 1'argument conséquent y qui Tui est as-
sociée, ye {0,1}; cette valeur qui est f(x,z) est déterminée par 1'opéra-
tion arithmétique "multiplication" sur {0,1}. Ce qui s'exprime de la ma-
niére réduite suivante : y = f(x,z) = x.z

A regarder de plus prés ce qui précéde, on observe qu'une fonction
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est une application [fasc. I: 4.1]. Nous pouvons donc &noncer ce qui suit:

Une fonction de nom f est une application de Elezx...x En dans F,
[Elezx...x En —F]. Elle é&tablit une correspondance univoque entre tout
n-uple de Elezx cee X En et 1la valeur de 1'argument conséquent y qui lui
est associé, ye F; cette valeur qu'on note f(xl,..., Xn) est déterminée
par 1'opération arithmétique M; c'est-a-dire qu'elle est le résultat de
1'opération M appliquée aux Xio

Dorénavant, lorsque nous définirons une fonction, nous inscrirons
son nom, les ensembles sur lesquels elle est définie et 1'opération arithméti-
que qui Tui est associée:

i & Elx... X En—+ F, f(xl,..., xn) est M (Xl""’ xn)

3. PRESENTATION NAIVE ET NON FORMALISEE DES FONCTIONS RECURSIVES

Notre intérét & 1'@tude de la théorie des fonctions récursives ré-
side dans le fait que son inscription au sein méme d'un systéme formel permet
d'établir des théses métalogiques fondamentales. Avant de représenter ces fonc-
tions dans un systéme formel, puis d'utiliser cette représentation, i1 convient
de définir ces fonctions. I1 n'est pas inutile de rappeler que nous nous in-
téressons aux fonctions calculables définies sur les nombres entiers, [Nn—q-N].

Cette notion de fonction calculable est quelque peu intuitive. Elle
se doit donc d'étre caractérisée par une théorie structurée. La théorie des
fonctions récursives permet cette caractérisation. En structurant un ensemble
de fonctions arithmétiques, elle offre la possibilité de définir un ensemble
de fonctions calculables: 1'ensemble des fonctions récursives [FR], dont on
postule qu'il contient toutes les fonctions calculables définies sur les en-
tiers, voir thése de Church.

3.1 L'ensemble des fonctions récursives primitives

L'ensemble des fonctions récursives primitives [FRP] se construit
de maniére inductive. I1 est donc nécessaire de disposer d'un ensemble de
fonctions initiales [clauses initiales], d'un ensemble d'opérations permet-
tant de générer de nouvelles fonctions récursives [clauses inductives] et
enfin d'une clause finale.

Clauses initiales
1) La fonction ZERO [Z] est une fonction récursive primitive [FRP]
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Z:N— N, Z(x) =0
I1 s'agit d'une fonction constante.

2) La fonction SUCCESSEUR [S] est une FRP.
S : N— N, S(x) = x+1

3) Les fonctions PROJECTIONS [P? ] sont des FRP.

n' n =}
Pi : NX ... xN — N, Pi(xl""’xn) X

n fois

Questions:

128? x = 07

347 x =07

129. Soit une fonction projection P?. Quel rapport existe-t-il entre n et i?
Quelle condition est associée & i et & n?

130. Quelle est 1a valeur des fonctions:

Pg(x,y,z) pour x =113, y = 18, z = 127257

127. Quelle est la valeur de Z(x) pour x
128. Quelle est la valeur de S(x) pour x

Pi(x) pour x = 29 ?

Clauses dinductives

4) Opération de SUBSTITUTION [SUB]
Soit les fonctions f, hl,;.., hn définies ainsi:
f: Nx ... xN — N, f(xl,..., xn)
ka
n fois n> 0

h1: Nx ... xN 5 N, hl(xl""’ xk)

k fois k>0

hn: NX ... xN — N, hn(xl,..., xk)

k fois k>0

Si f, hl""’ hn sont des FRP, alors la fonction g obtenue comme suit par
1'opération de SUBSTITUTION est une FRP.

g(xl,... xk) = f(hl(xl,..., xk),..., hn(xl""’ xk))
on dit que la fonction g est obtenue par substitution a partir des fonc-
tions f, hl""’ hn' Cette opération permet entre autres choses de rédui-

re le nombre des variables ou d'introduire de nouvelles variables & partir
d'une FRP donnée.
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Question:

131. Dans cette opération SUB, quelle est la condition associéed n et @ h?

Exemples
a] Soit f(xl, x2) = Pg(xl, x2)
' hi(x) = S(x)
hz(x) = Z(x)

Ces trois fonctions sont des FRP [clauses initiales]. Par 1'opération SUB,
la fonction suivante 1'est é&galement:

g(x) = fghl(X), h,(x))
g(x) = P5(sk), Z(x)).
. _ u2
b] Soit f(xl, x2) = Pl(xl’ x2)
= p3,
_ 53
hz(xl, X x3) = Pl(xl’ Xos x3)
Ces fonctions sont des FRP [clauses initiales]. Par 1'opération SUB, la fonc-
tion g 1'est aussi:

2(p3 3
g(xys X505 x3) = Py(P5(Xys Xp5 X3)s PT(X)s X505 x5))

c] Soit f(x) = S(x) FRP [clause initiale]
h(x) = P5(S(x), Z(x))  FRP, Clauses 1nitiales et SUB
g(x) = f(h(x)) est une FRP
g(x) = S(P5(S(x), Z(x)))

Questions:

132. Calculer les valeurs des fonctions g suivantes:
g(x) de 1'exemple a] pour x = 13
g(xi, X0 x3) de 1'exemple b] pour X = 25 X5 =3, x3 = 4
g(x) de 1'exemple c] pour x = 112,
133. Inscrire, parl'opération SUB, la fonction g(xi, x2) a partir des fonc-
tions f, hl’ h2’ h3.
f(x1s X5 X3) = Pg(xl, Xos X3)
hy(xps X)) = S(P(x;s x,))
hy(xgs X,) = PA(x)s %)
ng(xps xp) = Pilxgs xp)



- 98 -

134. La fonction g(xl, x2) = Pg(xl, S(xz)) est-elle récursive?
135. Définir:
a) Une fonction constante différente de 0 : f(x) = a

b) Une fonction constante généralisée : f(xl,..., Xn) = a

136. Construire la FRP dite permutation, pe. Elle permet de passer d'une fonc-
tion f(xl,..., xn) a la fonction g(xil,..., xin) en permutant Tes va-
riables de f. Avant de construire une telle fonction, définir une fonc-
tion permutation @ deux variables.

L'opération SUB permet de composer un trés grand nombre de FRP. Ce-
pendant, 1'ensemble de celles-ci ne contient aucune fonction 'évolutive'. Pour
cela i1 faut disposer d'une autre opération.

5) L'opération de RECURRENCE [REC]

Par cette opération, on peut construire des FRP dont chaque. valeur
se calcule de maniére progressive et ordonnée. C'ést pour cela que nous les
nommons 'évolutives'. Chacune d'entre elles se définit a 1'aide de deux
états: un état initial et un état inductif. Ces deux &tats sont représentés
par deux fonctions de n, respectivement n+2 variables, et ils définissent
une FRP de n+l variables.

Soit Tles fonctions f et h définies ainsi:

f: Nx ... xN— N, f(xl,..., X )
—_—— n
n fois

h: Nx ... xN — N, f(xl,..., Xps X412 Xpe2)

n+2 fois

Si f et h sont des FRP, alors la fonction g définie comme suit 1'est aussi:

g: Nx ... xN — g(xl,...
n+l fois

> X xn+1)

(" ETAT INITIAL

g(xl,..., Xp? xn+1) : g(xl,..., X 0) = f(xl,..., xn)

[si n = 0 on choisit une fonction constante]
ETAT INDUCTIF

~g(x1,..., Xp2 a+l) = h(xl,..., X

e @ g(xl,..., X

n
Lorsque nous voulons définir une fonction évolutive qui caractérise telle
ou telle opération arithmétique, i1 est donc nécessaire d'analyser les états

initial et inductif qui la fondent.

., a))
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a] Intention: définition d'une FRP qui caractérise 1'addition.
Analyse naive des états associés a l'addition:
Etat initial : x+0 = x
Etat inductif: x+(a+l) = (x+a)+l
Construction d'une FRP + telle que
+ : NxN — N, +(x1, x2)

BiE +(x1, 0) soit x| -@tat initial-
+(x1, x2):{
+ (xl, a+l) SOit(Xfﬂ)+1 -8tat inductif-

Détermination d'une FRPf & une variable et qui caractérise 1'état initial.
f: N— N, f(x) telle que f(x) soit x.
La FRP P%(x) remplit ces conditions.

Détermination d'une FRP h & trois variables et qui caractérise 1'état
inductif.
h: NxNxN — N, h(xl, Xo» X3) telle que h(xl, a,+(x1, a))

soit (x;+a)+1

h(xl, Xos x3) = S(Pg(xl, X0 x3)) remplit ces conditions

Définition de la FRP +:

+(x;5 0) = P1(x;)
+(x1, xz) : {j

+H(xy, atl) = S(Pg(xl, a; +(xq, a)))
Questions:

137. Démontrer que la fonction S(Pg(xl, Xos x3» est une FRP.

138. Calculer "pas par pas" la valeur de +(2, 2)

b] Intention: définition d'une FRP qui caractérise la multiplication
Analyse najve des états

Etat initial : x.0 =

Etat inductif : x.(a+l

0
} = (x.a)+x

Construction d'une FRP . telle que
: NXN — N, .(Xl, x2)
et .(xl, 0) soit 0 -état initial-

.(xl, xz) :
;(xl, a+tl) soit (xl.a)+x1 -8tat inductif-
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Détermination d'une FRP f & une variable telle que:
f: N—N, f(x) telle que f(x) soit O
La fonction Z(x) remplit ces conditions.

Détermination d'une FRP h & trois variables telle que
h: NxNxN— N, h (x;, x5, X3) telle que
h(x,, a, .(Xq5 @)) soit (x,.a)+x
L I L e _
La fonction +(P3(x1,'\x2, x3), Pl(xl, X9 x3)) remplit ces con-
ditions. -

Définition de 1a FRP . :

(x5 0) = Z(x;)
(xq5 Xp) {j
3 3
o (xgs arl) = +(P3(xy5 a, (x5 @)y PY(xq5 @, L(xg5 a)))

Questions:

139. Démontrer que +(Pg(x1, Xos x3), Pi(xl, X5 x3)) est une FRP.

140. Calculer "pas par pas" .(3, 2).

c] Intention: définition d'une FRP qui caractérise 1'opération unaire 'fac-

torielle'.
Analyse naive des états
Etat initial : 0! =1
Etat inductif : (a+1)! = (a+l).a!

Construction d'une FRP ! telle que :
Pi N =N, (x)

et { '(0) soit 1
! .

‘(a+l) soit (a+l).a!
Détermination d'une FRP f, constante, qui caractérise 1'état initial:
f : N— N, f(x) telle que f(x) =1
S(Z(x)) remplit ces conditions.

Détermination d'une FRP h, & deux variables qui caractérise 1'état induc-

tif:

h : NxN— N, h(xl,xz) telle que h(xl, a+l) soit (a+l).a!
> 2 .

'(S(Pl(xl’ Xz)), P%(Xl, x2)) remplit ces conditions,
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Définition de . :

1(0) = s(z(o)f
H{x) : {
Ha+l) = .(5(P2(a, t(a))), P3(a, t(a)))

Ques.tions:

141. Définir une FRP qui caractérise 1'opération 'exponentielle'.
Suggestion: -poser ex(x;, x,) pour xlX2
-&tat initial : x? =1 c'e§t4a-dire ex(xy 0) =1
-&tat inductif, ex(xl, a+l) = h(xl, a,'ex(xl, a))

-la fonction h doit réaliser le produit de la premidre varia-
ble par 1la troisiéme.

142. Une fonction est dite polynomiale si elle a 1a forme suivante par exemple:
f: NxN— N _
_..2,,.32,...9
f(xl, x2) = ax"+bx“y“+cy”+ d avec a, b, cet d € N.
Les fonctions de ce type 13 sont-elles des FRP?
143. Soit la fonction suivante : f: NxN — N
f(xl, x2) = %(x1+x2)(x1+x2+1)+x2

Que détermine cette fonction si 0 1234
: [ - -
1'on applique 1a représentation suivante 1 D X1

Suggestion: calculer les valeurs suivantes: 2
f(0, 0), f(1, 0), f(0, 1), f(2, 0), 3
f(1, 1), f(0, 2), (3, 0), ... :

3.2 Etude de quelques FRP particuliéres

a) La fonction 'prédécesseur', pr:

pr(0) = Z(0)
pr(x) : {-
pr(a+1) = S(P5(a, pr(a)))

Cette fonction permet de calculer le prédécesseur de tout nombre entier na-
turel en respectant les conditions suivantes:

1] pr(x) =0 si xestO

2] pr(x) = x-1 si x est plus grand que O.
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b) La fonction 'monus', - :

2(x;5 0) = P(x;)
: (xl, xz) ; {.

=(x1, at+l) = pr(Pg(xl, a, =(x1, a)))
Cette fonction permet de calculer la différence positive de deux nombres
en respectant les conditions suivantes:
1] =(x1, x2) =0 si x, est plus petit que X5

2] =(x1, x2) = XX, si x; est plus grand ou égal & Xo-

¢) La fonction 'signe', si :

si(0) = Z(0)
si(x) : {-
si(a+l) = S(Z(P5(a, si(a))))

Cette fonction attribue 1'une des deux valeurs 1 ou O en respectant les con-
ditions suivantes:

1] si(x) =0 si x est O

2] si(x) =1 si x est différent de 0.

d) La fonction 'signe inversé', si :

ST(x) = 2(s(2(x)), P{(x)).

Cette fonction attribue 1'une des deux valeurss 1 ou O en respectant les con-
ditions suivantes:

1] si(x) =1 si xestO

2] si(x) = 0 si x est différent de 0.

e) La fonction 'valeur absolue de la différence', va :
va(xys X5) = H(2(xps X5)s (X9 X))

Dans la suite de cet exposé, nous nous autoriserons a mentiofner
les FRP d'une maniére plus conforme & 1'habitude mathématique. Nous é&crirons,
par exemple, X1=X, en lieu et place de =(xP x2).

Les fonctions précédentes ont un intérét dont 1'évidence n'apparait
pas immédiatement. Insistons tout d'abord sur le point suivant. Lorsque nous
traitons des fonctions, bien souvent elles sont associées 3 des conditions.
Ces conditions sont des relations. I1 est donc nécessaire d'expliciter cette
maniére de faire. D'autre part, rappelons une des raisons pour laquelle nous
nous intéressons aux fonctions récursives. Un de nos objectifs est de déter-
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miner si une ebf donnée appartient ou non & 1'ensemble des théorémes. Nous exi-
geons plus: étant donné une suite d'ebf, celle-ci appartient-elle a 1'ensemble
des preuves? Ces deux questionsse transposent en termes d'appartenance ou non
d'un nombre & un ensemble de nombres. Dit autrement, une ebf (ou une suite
d'ebf) arithmétiquement codée, appartient-elle & tel ou tel ensemble défini

par une propriété ou une relation, elles aussi arithmétiquement codées? Il

nous faut donc disposer d'une caractérisation de ces notions. Et pour rendre
1'image de ces notions effective, i1 faut leur associer une procédure effecti-

vement calculable, c'est-d-dire récursive.

Dans cette perspective, nous utiliserons a nouveau la notion de fonc-
tion caractéristique.
Soit R, une relation n-aire: R(xl,..., xn)
fR(xl,..., xn) : | 0 si Xyseews X ont entre eux la relation R
1 si Xpseeos X n'ont pas entre eux la relation R.

DEFINITION : Une relation n-aire est primitive récursive [RPR] si et seulement
si sa fonction caractéristique associée est une FRP.

Nous exposerons plus loin de quelle maniére 'représenter' dans un
SF ces relations n-aires.

Quelgues propriétés et relations primitives récursives

a) La propriété ETRE UN NOMBRE ENTIER NATUREL, N :
N(x); fN: N — N, fN(x) = Z(x)

b) La propriété ETRE UN NOMBRE PAIR, P :
P(x); fp: N— N, |

£5(0) = S(2(0))
fP(x) : {:
fp(a+1) = ET(a.fP(a))

Question:
144, Calculer les valeurs de la fonction fP pour X < 6.
c¢) La relation ETRE EGAL A, = :

=(xqs x2); f_ : NxN — N,
f=(x1, x2) = si(|xllx2|)

d) La relation ETRE PLUS GRAND QUE, > :
>(x1, x2) s fo ¢ NxN— N,__
f;(xl, Xo) = si(|x1=x2|)
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Question:

145. Construire les fonctions 1’;é et ﬂzassociées aux relations ETRE INEGAL A
et ETRE PLUS GRAND OU EGAL A.

Quelques régles dérivées

Soit Rl(xl”"’ xn) et Rz(xl,..., xn), deux RPR et
le(xl,..., xn) et fRz(xl"°" xn), leurs FRP associées.

1] La conjonction des deux RPR est une RPR et sa FRP associée est:
le(xl,..., xn) + fRZ(xl,...,xn)
2] La disjonction des deux RPR est une RPR si ces relations s'excluent mutuel-
lement. La FRP associée est:

le(xl,..., xn) ) fRZ(Xl""’ xn)

3] La négation d'une RPR est une RPR. La FRP associée est:
(llfR(xl,..., xn))
Ces trois résultats sont généralisables et combinables.
4] Définition par cas.
Soit n RPR qui s'excluent mutuellement, Rl”"’ Rn et telles que, quel que
soit le k-uple Xpseees Xp>s il est vérifié par 1'une des relations.
Soit les n FRP associées aux n RPR:
le,..., fRn
Soit enfin, n FRP:
glg-.-, gn
La fonction définie par cas comme suit est une FRP
h(xl""’ xk) ; {- gltxl,..., xk} Si R1 est vraie

gn{xl,..., xk) si Rn est vraie
Sa forme fonctionnelle est la suivante:

h(xl,..., xk) = gl(xl,..., xk}(lile(xl,..., xk))+...+gn(x1,..., xk),
(1:th(x1,..., xk))

Si f(xl,..., Xp z) est une FRP, alors

5] La fonction SOMMATION [SOM] définie comme suit 1'est &galement:

0 sizestO
SOM(x1 seees Xps X) :
f(xl,..., Xy 0)+...+f(x1,..., Xy zZ) si

X<z z est plus grand que 0
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Si f(xl,..., X z) est une FRP, alors
6] La fonction PRODUIT [PRO] définie comme suit est une FRP.

l1sizestO

PRO(Xqs5eves X 5 X)
1! H] n . .
f(xl,..., Xn, 0)‘ ese @ f(xl’...’ Xn, Z)

X<z
si z est plus grand que 0

Soit R(xl,..., Xps x), une RPR, et fR sa FRP associée.

7] La relation EXISTENTIELLE BORNEE [EB] est une RPR

EB(xl,..., X s X) : il ay un x, x<z, tel que R(xl,..., X.s X) est vraie.
Yxsz M ' n
Sa fonction associée se définit comme suit:

fEB(xl,..., Xy x) = §T(SOM(1=fR(x1,..., Xps x)))
X<z

8] La relation UNIVERSELLE BORNEE [UB] est une RPR
UB(xl,..., Xy x) : pour tout x, xsz, R(xl,..., Xy x) est vraie
X<2Z
Sa fonction associée se définit comme suit:

fUB(xl""’ Xps x) =si (izg(l:fk(x1’°"’ Xps x))).
9] La fonction MINIMALISATION BORNEE [MB] est une FRP

Le plus petit x plus petit que z (s'il existe)
tel que R(xl,.,., Xps X) est vraie
MB(xl,..., xn)

Z autrement.
Construction de la fonction MB
Objectif: construire une fonction dont l1a valeur pour le k-iéme x rencontré
est k (0O<ksz), pour autant que cet x particulier soit plus petit
que z, qu'il valide la relation R, et qu'il soit le plus petit x
remplissant ces conditions.

- e i e -

Relations R avec les valeurs x, xsz
R(-, 0)5 R(-, 1)5..., R(-, k), R(-, k+1),..., R(-, 2)
Valeurs de la fonction caractéristique associée a R: fR
1 s 1 seeesy O » 1 yeeas 0
f

le premier x qui remplit les conditions

Modification des valeurs de la fonction fR (quelles qu'elles soient)
pour x>k

1 . 1 saeie U s 0 s

L J
~ - v

g(fa(-» %)) = 1 g(fp(=» x)) = 0
pour x<k pour xzk
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g(f('s X)) . Si(PRO(fR("X)))
X<z

Sommation de la suite précédente :
1 =7t Sl » Kk P
pour x = 0, X = ,...4 X = k=1, X = Ky.uvy X=2

Il s'agit de la fonction MB
MB(xl,..., xn) = SOM(si(PRO(fk(xl,..., X,e X))))

xsz-1 X <x
(g

Le x est assujetti au x de la fonction SOM

Nous écrirons dorénavant cette fonction MB de la maniére abrégée sui-
vante:

MB(xl,..., xn) = m[x<z](fR(x1,..., X X))

Pour toute RPR, un ensemble au plus dénombrable de fonctions MINIMALI=
SATION BORNEE peut Tui étre associe. I1 est intéressant de remarquer
que toute FRP de type MB & n variables est définie a partir d'une FRP
a~ n+l variables.

Exemplification du mode de calcul d'une fonction MB.
Soit ta RPR suivante:
R(xl, Xos x) : X+, = 2.x

Soit T1a fonction caractéristique associée a cette relation R: fR. Nous
n'expliciterons pas cette fonction pour des raisons d'économie de place.
Nous la mentionnerons chaque fois que nous en aurons 1'usage sous sa
forme générale: fR(xl, Xos X).

Détermination de 1a valeur de 1a fonction MB:
MB: NxN — N{ MB(xl, x2) = m[x<z](fR(x1, X0 x))
pour les valeurs X = 3, X, =letz=3.

I1 s'agit donc de calculer le plus petit x, plus petit ou égal a 3
tel que 3+1 = 2.x

Dit autrement, il s'agit de calculer

MB(3,1) = m[x<3](fR(3, 1, x))

MB(3, 1) = SOM(si (PRO(fR(3, 1, x)))
x<2 X<X
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si(PRO(fp(3, 1, X)) +si(PRO(Fp(3, 1, X)))+si(PRO(fR(3, 1, X)))

Xx<0 x<1 4
J — T

L—"v
I II III

I.  si [fa(3, 1, 0)], et si(1) =1
: .

II. si [fR(3, 1, 0).fR(3, 1, 1)1, et si(1) =1
o ——

III. si [fR(3, 1, 0).fR(3, 1, 1).fR(3, 1, 2)], et si(0) =0

1 1 0

! - |

MB(3, 1) = si(l) + si(1l) + si(0)
1 + 1 + 0

= 2

n

2 est bien 1a plus petite valeur de x, x<3 tel que 3+1 = 2.x.
Questions:

146. Décrire a 1'aide d'une fonction de type MB, la fonction PER(xl) qui cal-
cule la partie entiére de la racine carrée de X

Ex. PER(1) =1
PER(2) = 1
PER(3) =1
PER(4) = 2

=2

PER(5)

Suggestion: Utiliser 1'information suivante: R(xl, X): x1<(x+1)2

147. Décrire d 1'aide d'une fonction de type MB, la fonction PEF(xl, x2)
qui calcule 1a partie entiére de la fraction xl/x2

Ex. PEF(1, 1) =1
PEF(2, 1) =2
PEF(1, 2) =0

=2

PEF(7, 3)
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Suggestion: Utiliser 1'information suivante:

Pour clore cette partie relative aux fonctions et relations récur-
sives primitives, nous proposons deux exemples. Ils concernent la propriété
"étre un nombre premier". Le rdle central que joue cette propriété dans la
numérotation de Godel et dans 1'arithmétisation de la syntaxe a motivé no-
tre choix.

1] La propriété ETRE UN NOMBRE PREMIER [NP] est une RPR.
Analyse naive: Si x est un nombre premier, x est différent de 0 et de
1, et quels que soient les nombres X1 et Xps X{<X5 Xo<X,
on ne peut avoir @ la fois

X = xl.x2 et

il n'est pas le cas que [(x1 1)ou (x2 =1)]

De maniére plus formelle, les conditions attachées & cette propriété peu-
vent étre représentées de la maniére suivante:

NP(x): (VXl)(VXZ)[ (~(x=1)A~(x=0))A~(x;x1.x2A~((x1=1)v(x2=1)))]

< <
Xl_X X2 X

La quantification bornée, lesrelations et opérations qui apparaissent

dans cette expression ont toutes été définies précédemment comme primitives
récursives. La relation NP(x) est donc une RPR et nous poserons fNP sa .FRP
associées

2] La fonction fP(x) qui calcule le x+1 &me nombre premier est une FRP.
Cette fonction, pour la valeur x = 0, doit avoir la valeur 2. De plus,
quel que soit a, la valeur fP(a+1) doit posséder la propriété suivante:
a] étre un nombre premier
b] étre plus grand que fP(a)

c] étre le plus petit nombre premier plus grand que fP(a)

La condition a] est associée & la FRP fNP(x)

La condition b] est associée a 1a FRP f, (x;, x,)

Quant @ la condition c], elle exige une borne supérieure afin de pouvoir
disposer de Ta fonction de minimalisation bornée. Connaissant que, pour
tout nombre premier n, 1'addition d'une unité au produit de celui-ci

avec tous ses prédécesseurs, est un nombre premier plus grand que le nom-
bre premier n, nous choisirons ce résultat comme borne supérieure. Nous
pouvons représenter cette borne supérieure comme suit:
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[PRO(£p(q))+1]
g<a ~

Nous pouvons dés lors inscrire la fonction fP(x):

fP(O) = 2
fP(x) : {j
fP(a+1) = le plus petit n, n<[PR0(fP(q))]+1

g=a
tel que: n est un nombre premier et
n est plus grand que fp(a)

L'inscription formelle en est la suivante:

ks {: £5(0) = S(5(2(0)))
PP0 7L fpla%l) = mOn<[PRO(Fp(q)) 1+11(FR(fp(a), n))
g<a
avec fR(xl, x2), la fonction caractéristique associée a la relation

z, est un nombre premier et zq est plus grand que ©, NB(xz)A(x2>x1)

I1 est temps de conclure cette partie qui concerne les fonctions
récursives primitives. Nous le ferons en proposant une définition et en
inscrivant quelques remarques.

DEFINITION 40 - Toute fonction définie par les clauses 1-3, les clauses
-fonctions . . o s

st inductives 4-5 et les régles dérivées 1-9 est une fonction
primitives- récursive primitive, et rien d'autre n'est une telle fonc-

tion, sinon par ce qui précéde.

Les relations sont des sous-ensembles de 1'ensemble produit
NX...XN pour un n approprié.
. —

n fois
Lorsque nous agissons avec des relations et des opérations logiques qui
s'y appliquent, i1 est nécessaire de vérifier que 1'on dispose bien d'un
nombre correct d'arguments. Si R est une relation n-aire, R&Nx...xN

—_—

n fois

Dans les pages précédentes, nous avons mis en &vidence une démarche

de 1a pensée qui avait pour objectif de cerner de maniére systématique et
constructive le domaine des fonctions calculables. Peut-on admettre mainte-
nant que 1'ensemble des FRP coincide avec celui des fonctions calculables?
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Le raisonnement suivant répond par la négative.

La numérotation de Godel rend possible d'ordonner 1'ensemble des
FRP d'une seule variable.
Soit fl(x), fz(x),..., fn(x),.;. la suite ordonnée de ces FRP

Soit g(x), 1la fonction ainsi définie:
g: N— N, g(x) = S(f,(x)) [f, (x)+1]

Bien que calculable, 1a fonction g n'est pas récursive primitive. Pour le
montrer, imaginons 1'hypothése suivante: g(x) est une FRP.

Cette fonction est une fonction d'une variable. Sous 1'hypothése
absurde qu'elle est une FRP, elle est donc dans la liste ordonnée des fonc-
tions ne possédant qu'une variable. Elle est pour un indice k particulier
fk(x). Et par définition de g(x), fk(x) = S(fx(x)L quelle que soit la va-
leur de la variable x.

Mais pour x = k, nous obtenons un résultat contradictoire. En effet :
f (k) = S(F(K)) [ (k) = f (Kk)+1]

La valeur de fk(k) serait égale a son successeur.

Bien que calculable, 1a fonction g(x) n'est pas une fonction récursive

primitive .

I1 est donc nécessaire d'élargir 1'ensemble des FRP & un ensemble
plus large: 1'ensemble des fonctions récursives générales [FRG].

4. LES FONCTIONS RECURSIVES GENERALES

I1 existe donc des fonctions calculables de maniére effective qui ne
sont pas des FRP. I1 est cependant possible d'é&tendre la classe des FRP a
une classe plus large: la classe des fonctions récursives générales, FRG.
Pour réaliser cette expansion, il est nécessaire d'ajouter aux clauses in-
ductives, une opération nouvelle; cette derniére consiste dans une généralisa-
tion de 1'opération de minimalisation bornée.

Abordons cette nouvelle opération par le biais d'un exemple:
soit la relation R,
R(x, z): (z+1)2> X

Pour tout x, x¢ N, i1 existe des z différents, z € N, qui valident cette rela-
tion. Intéressons-nous plus particuliérement au plus petit z [uz], qui pour
chaque x, valide cette relation:
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x :+ 1 2 3 4 56 7 8 9 10
wz: 1.1 .1 2 22 2 " 3 3

La relation R(x,z) est récursive; soit fR sa fonction récursive as-
sociée: fR(x, z).

Dire d'une relation qu'elle est validéepar deux valeurs particuliéres
x et z, c'est reconnaitre que sa fonction récursive associée est, pour ces
deux valeurs, égale & zéro :

fR(x, z) =0

Par rapport & cet exemple particulier, 1'opération de minimalisa-
tion généralisée introduitla fonction g{(x) suivante comme une fonction récur-
sive:

g(x) = wz (fplx, z) =0)

- ] o

La fonction g(x) calcule, quel que soit x, le plus petit z, s'il existe, tel
que fplx, z) =0 '

Aucune limite supérieure n'est associée a z.

De maniére plus explicite, 1a fonction g{(x) calcule la partie entiére de la
racine carrée de X.

Une condition fondamentale est associée & cette nouvelle opération: quel
que soit x, il existe au moins un z tel que (z+1)2$-x. Cette condition est es-
sentielle pour garantir la nature d'"effectivité" de la fonction.

D'une maniére plus générale, si h(x, z) est une fonction récursive, et si
(vx)3z)(h(x, z) = 0), alors
g(x) = yuz(h(x, z) = 0) est une fonction récursive.

Cette opération de minimalisation a permis de définir, & partir d'une fonction
récursive & deux variables, une fonction récursive d'une seule variable.

Proposons maintenant une définition plus générale de cette opération
et ajoutons-la aux clauses inductives déja exposées.
Clause inductive

6) L'opération de MINIMALISATION GENERALISEE [MG]
Soit f(xl,..., X X) une fonction récursive @ n+l variables telle que pour
tout n-uple de valeurs SXpseees X>s il existe x tel que

f(xl,..., L x) =0 .11 s'agit de 1a condition d'"effectivité":

[(Vxl)(sz)...(Vxn)(3x)(f(x1,..., Xy x) = 0)]
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$'i1 existe plusieurs x de cette sorte, appelons ux le plus petit
d'entre eux. Alors, la fonction g(xl,..., xn) = ux(f(xl,,.., X x) = 0)
est une fonction récursive définie par 1'opération MG.

Lorsqu'on utilise 1'opération MG, il est indispensable de s'assurer que la con-
dition d'"effectivité" est satisfaite. Nous ne disposons malheureusement pas
d'un. algorithme décidable permettant de déterminer dans tous les cas si cet-
te condition est satisfaite.

L'opération MG permet de définir & partir d'une fonction récursive a n+l va-
riables, une fonction récursive de n variables.

Nous nous intéressons & des fonctions définies sur les nombres entiers
[NxNx...xN — N]. Si le domaine de définition d'une fonction est la totalité
du produit cartésien Nx...xN, on parle alors de fonction totale. Si son do-
maine de définition est un sous-ensemble au sens strict du produit cartésien,
on 1'appelle une fonetion partielle.

h(X) = x2 est une fonction totale.

g(x)
L'opération de minimalisation associe & chaque fonction totale h(x, z), une
fonction partielle g(x). '

uz(zz-x = 0) est une fonction partielle.

Questions:

148. La relation R(xl, Xos x) suivante entre-t-elle dans le champ de la
condition d'"effectivité"?
R(xl, Xps X) (x+1).x2 >%q
149. Soit f(xl, Xos x) =df (x1+x2)=x
calculer la valeur de g(xl, x2) = ux(f(xl, Xos x) = 0)
pour x; 0 0011122 2 3 3 3
Xo 01 2 0 1 2 01 2 01 2

A 1'aide de cette nouvelle opération de minimalisation, i1 est dés
Tors possible de définir 1'ensemble des fonctiors récursives générales.

DEFINITION 41 - Toute fonction définie par les clauses initiales 1-3 [pp. 95-

rgzoncpions 96], par les clauses inductives 4-5 [pp. 96 et 98] et par
ursives _ : . . . A o
générales- la clause inductive 6 est une fonction récursive générale, et

rien d'autre n'est une telle fonction, sinon par ce qui pré-
céde.
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L'ensemble des fonctions récursives générales est de plus grande
extension que celui des fonctions primitives. Ce nouvel ensemble réunit-il
toutes les fonctions calculables?

I1 est impossible,..., de justifier par une démonstration véritable
la réponse affirmative qui semble s'imposer, et on est réduit_a présenter
une pluralité d'arguments convergents. [Martin 1964: 141-142]
Cette pluralité d'arguments consiste essentiellement en la thése généralisée
de Church,

A travers ces quelques pages, nous nous sommes efforcé de donner
de 1a notion de fonction récursive une idée aussi claire et opératoire que
possible. I1 est cependant nécessaire d'ajouter que la théorie des fonctions
récursives est bien plus complexe et plus riche que ce que nous avons exposé.
Le lecteur curieux trouvera dans les ouvrages suivants des exposés plus com-
plets de cette théorie [Boolos 1985; Dalen 1983; Grzegorczyk 1974; Kleene
1971; Martin: 1964; Monk 1976].

5. 'REPRESENTABILITE' ET 'DEFINISSABILITE' DES FONCTIONS RECURSIVES

En définissant 1a notion de systéme arithmétique minimal, nous avons
précisé cing conditions fondamentales qu'on est en droit d'exiger d'une for-
malisation de 1'arithmétique. L'une des conditions & satisfaire nous concer-
ne plus particuliérement ici. I1 s'agit de celle qui exige que, si E est un
ensemble décidable de nombres naturels, E est représentable dans le systéme
5%, Dans ce contexte, rappelons deux définitions.

Soit E un ensemble de nombres naturels. On dit que E est représentable
en $2 s'i1 existe une ebf de S?, de 1a forme A(v) et telle que, quel
que soit n, neE,

neE ssi |y Aln)  [Def. 37]

Soit A(v), une ebf de sd qui contient la variable libre v. On appelle

fonetion caractéristique de A(v), la fonction f(n) définie comme suit:
f(n) = 0 ssi F‘Sa A(n) [Def. 36]

La propriété de décidabilité d'un ensemble de nombres naturels est
associée a la notion de fonction, et plus précisément & celle de fonction
effectivement calculable. A cet égard, nous disposons d'un outil efficace:
1'ensemble des fonctions récursives. Nous 1'utiliserons en posant ce qui
suit: un ensemble E de nombres naturels est récursif si et seulement si il
existe une fonction récursive f telle que pour chaque n, n € E ssi f(n) = 0.
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Par ce biais, nous disposons d'un procédé effectif permettant de déterminer
si, pour un nombre n donné, celui-ci appartient ou non & 1'ensemble E. De
cette maniére, tout ensembie récursif est décidable. Dés lors, pour construire
un ensemble décidable, on passera par une fonction récursive. I1 suffira donc
que toute fonction récursive soit représentable dans g8 pour que 1'ensemble
E le soit également. Seulement, la définition de 'représentable' qui suffi-
sait avant d'avoir construit le ‘systéme S? n'est plus assez forte. D'une
part nous avons méintenant affaire & des fonctions de plus d'une variable.
Ensuite, poser ng E ssi f(n) = 0 ssi F*Sa A(n) permet bien d'inférer que

si n{E, alors  f-¢q A(n), mais comme S n'est pas catégorique, on ne sait
pas si n’éE conduit & |-ga~A(n). Enfin, nous avons jusqu'alors volontai-
rement ignoré le probléme de 1'unicité de la valeur d'une fonction. Tout
ceci nous engage a faireappel a une notion plus forte que celle de 'repré-
sentabilité': la notion de 'définissabilité’.

DEFINITION 42 - Une fonction f & k é1éments est définissable dans un systéme
-Définissa- formel S s'il existe une ebf A(v13..., Vi Vk+1) telle que pour
bilite- tout n-uple de nombres <Nyseees N> 0N ait
1) f(nl,..., nk) = nk+1 => '—S A(ﬂl’l-o’ ﬂk’ ﬂk+1)

2) f(n190-~s nk) # nk+1 => l_'s “A(_rl'l’-', D_ks ﬂk"‘l)
3) y-s(Vvl)..,(Vvk)(VVk+1)LA(v1,..., Vis vk+1)o (A(vl,..., Vis Vk+2)°

(Vo1 = Vi)
clause d'unicité

I1 s'agit de montrer maintenant que toute fonction récursive est
définissable . dans S%.

METATHEOREME 37 - Toute fonction récursive est définissable dans sd,

~

La démonstration consiste a montrer que chacune des fonctions ini-
tiales est définissable, et que les trois opérations de substitution, de ré-
currence et de minimalisation généralisée conservent cette propriété. Doréna-
vant, pour simplifier la lecture nous ne distinguerons plus graphiquement les
signes de S et ceux de 1'arithmétique, hormis les numéraux.

METATHEOREME 37.1 - La fonction ZERO est définissable dans S°.
I1 faut prouver qu'il existe une ebf A(vl, vz) telle
que |
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1) pour tout m, si z(m) = 0 alors |- sa A(m, 0)
2) pour tout m, si z(m) # 0 alors |- a3 ~A(m, 0)
3) Fga(¥vy) (Vo) (W3)[A(vys Vo) 3 (A(vy, v3)0 (v, = v3))]

Démonstrations
D&éfinition de 1'ebf A:
A(vl, vz) =df (v1 = vl)A (v2 = 0)

Pour tout nombre m, la fonction z prend valeur, soit n celle-ci: z(m) = n.
Dans le contexte de nombres n et m, A s'écrit ainsi :

A(m, n) = (m =m)A (n = 0)

1) si n = 0, c'est-a-dire quand z(m) = 0, i1 faut prouver que:

1 |m=m =i
2 lo=0 =i
3 |(m=m)A(0 = 0) 1, 2, A

2) si n# 0, c'est-a-dire quand z(m) # 0, i1 faut prouver que:

ga~[(m = m)A(n = 0)]

1| [{m=m(n=0) hyp.

2 n=20 1, Ae

3| |-(n=0) n # 0, Mth. 34.3
4 |~[(m = m)a(n = 0)] 1, 2, 3, ~i

3) I1 faut encore prouver la troisiéme condition.

I_Sa (VVI)(VVZ)(VV3)[((V1 = Vl)A(Vz N Q))D(((Vl = Vl)A (V3 = 9))3

(vy = v3))]
1 [ (vy = vylalvy, = 0) hyp.
2 vy = va (vg = 0) hyp.
B (Vl = VI)A (v2 = 0) 1, reit.
4 v, = 0 3, he
5 v, = 0 2, he
6 vy = Vg 4, 5, =e
71 [(Cvg = vidhlvg = 0))3 (v, = vq) 2-6, O i
8 |((vy = vpalvy = 0)a(((vy = vdalvy = 0))3 (v, = v3))  1-7,i
9 (vVl)(vvz)(w3)[-—--] 8, 3xGEN
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METATHEOREME 37.2 - La fonction SUCCESSEUR est définissable dans S°.
IT faut montrer qu'il existe une ebf A(vl, v2) telle
que:

1) pour tout m, si S(m) = m+l, donc si n = m+l
Fsa Alm, n)
2) pour tout m, si S(m) # m+l, donc si n # mt+l
I_Sa ~A(m, n)
3)  Frga (W) (v, ) (Wvg)[(vy = v5) 2 ((v] = v3)o (v, = v4)]]

Démonstrations

Définition de 1'ebf A:
A(vl, vz) =df v{ =V,
A(m, n) = m* = n

1) Si n = mt+l, c'est-a-dire quand S{m) = n+l, i1 faut prouver que:

qa (m* = n)
1| n=ml n = m+l, Mth. 34.2
m+l = m* Mth. 34.1
m* = n 1, 2, =e

2) Si n # mtl, c'est-a-dire quand S(m) # m+l, i1 faut prouver que:

’_Sa (m* = n)
1 |~(m+l = n) mtl # n , Mth. 34.3
2 | m* = mtl Mth. 34.1
3 | ~(m* = n) 2, 1, régle rem

3) Troisiéme condition
Fsa (¥v) (¥v,) (W) (V] = v,) 2 ((v] = v3) 2 (v, = v3))]

| _vi =V, hyp.

2 vf = Vs hyp

3 VT =V, 1, reit.
4 Vo = Vg 2, 3, =e
5 (V’i‘ = v3) 2 (v2 = v3) 2-4, 2 i
6 |(vf = v)2((vy* = v3)a (v, = v3)) 1-5, D i
7 (Vvl)(lvz)(Vv3)[----] 6, 3XGEN
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METATHEOREME 37.3 La fonction PROJECTION est définissable dans 54,
Définition de 1'ebf A:

A(Vl""’ Vis Vk+1) =df (v1 = V)AL (vk = vk)A(vk+1 = Vi)

Pour des nombres Nysees Ny donnés, la fonction P? prend une valeur, soit
n celle-ci:

K

P

Nyseees nk) =n

IT faut montrer que :

1) Si PE(nl,..., nk) = n;, donc si n = n,
sa Alngse..s nps n)

2) Si P§ (nl,.,., nk) # n; s donc si n # n,
FgaA(ngseees nes 1)

3) |—'Sa(VV1)...(VVk)(VVk+1)(¥Vk+2)[A(Vls---s Vk: Vk+1)3((A(V1""’ vk’ Vk.+2)D

(Va1 = Vis2D]
Question

150. Démontrer que la fonction PROJECTION est définissable dans 52,

Les preuves de la conservation de la propriété de 'définissabi-
lité' dans S° pour les opérations de substitution, de récurrence et de mini-
malisation généralisée sont longues. Nous nous cotitenterons d'illustrer ou
d'esquisser le procédé démonstratif de certaines d'entre elles. Des dévelop-
pements plus complets peuvent &tre trouvés notamment dans Mendelson [19791,
Kleere [1980]. '

METATHEOREME 37.4 - L'opération de SUBSTITUTION conserve dans s? 1a propriété
de 'définissabilité’.

Nous caricaturerons la démonstration en ne considérant que deux
fonctions a un seul argument: f(x) et h(x). Cette maniére de procéder conser-
ve 1'esprit de Ta démonstration et a 1'avantage d'en simplifier la forme.

I1 s'agit donc de montrer que si f(x) et h{x) sont deux fonctions
récursives définissables, alors g(x) = f(h(x)) est une fonction récursive
définissable.

Affirmer que f est une fonction récursive définissable c'est admettre
qu'il existe une ebf A(vl, vz) telle que pour tout nombre ny
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* gj f(nl) =n, alors k—sa A(ﬂl,.ﬂz)
** 5§ f(nl) # Ny alors k—Sa ~A(ﬂl, 52)
*kk g (Vvl)(¥v2)(¥v3)[A(v1, v2):>(A(v1, v3)3 (v2 = v3))]

Affirmer que h est une fonction récursive définissable, c'est
admettre qu'il existe une ebf B(vl, v2) telle que pour tout nombre ny

g si h(nl) =n, alors k—sa B(gl, ﬂz)
00 si h(ny) # n, alors -sa~B(nys ny)
0go (VVI)(VVZ)(VV3)[B(V1, Vz)o (B(Vl’ V3)3 (V2 = V3))]

Sur la base de ces données, i1 faut montrer que 1'on sait cons-
truire une ebf C(vl, v2) telle que pour tout nombre n :

1'opération de substitution:
n, = f(h(n,)), c'est-a-dire
gfn,) = f(Ain

+ Si g(nl) = n, alors P—sa C(gl, gz)t} avec, dans le contexte de
)

++ Sj g(nl) # n, alors P—Sa ~C(gl, n,)

++ (¥v) (¥, )(¥v3) [C{vys vp) I (Clvys v3)D (vy = vq))]

Avant de poursuivre cette démarche établissons un Temme.

LEMME I - Si j est une fonction & un argument et s'il existe une ebf
D(vl, vz) qui satisfasse aux conditions :

F=ga(¥vq) (W,) (W) ID(vy, v5) D (D(vys vy) 2 (v, = v3))]
|-sa D(n;, j(n;)) quel que soit Te nombre n,
alors D(vl, v2) satisfait aux deux premiéres conditions de la
'définissabilité', c'est-a-dire :
7 Si j(ny) =n, alors F‘D(gl, n,)
## si j(n)) # n, alors =~D(n,;, Eé)

Démonstration

Supposons les deux conditions .) et ..) réalisées; i1 en résulte
que:

1) $i j(ny) = n, alors |-¢5 j(n;) = n, Mth. 34.2
Opérons dans ..) 1la substitution suivante: j(ny)/ n,

On obtientalors # : si J(nl) =n, alors |__Sa D(ﬂl’ EZ)
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2) Si §(n) # n, alors |gq ~(i(n;) = ny)  Mth. 34.2  *
Opérons dans .) la substitution suivante:
vi/ ngs vy / g(ny)s v3/ n, , en Eliminant les quantificateurs:

1| (Wvq) (¥v,) (¥vg)[D(vys vp) 2 (D(vy, v3) (v, = v3))]

2 |D(nys §(ny)) 2 (D(ny5 np) 9 (ilmy) = my)) 1, sub, Ve
3 |D(ny, d(ng))

4 |0(nys ny)(Jlny) = ny)) 3, 2,%e

5 [~(ilng) = n;)D ~D(ny, ny) 4, contrap.
6 |~(iln;) = n,) b

7 |~D(nys ny) 6, 5,0e

On obtient bien ## : si j(n;) #n, alors |-ga ~D(n;s ny).

Avant d'entreprendre la preuve du Mth. 37.4, il est utile de trans-
former la régle d'élimination d'un quantificateur'existentie1 pour obtenir
la régle dite régle de choix, C. Celle-ci permet de présenter une démonstra-
tion plus élégante. La régle d'élimination du quantificateur 3 a la forme

suivante:
(3v)A(v)
v |A(v) Avec 1'interdiction de réitérer une ebf qui con-
: tient v libre et 3 condition que B ne contienne
B pas v libre.
B

Si on élargit le systéme S en un systéme S+ en ajoutant de nouvelles
constantes d'objets {al, CPYERRE an,..;} et si a est 1'une de ces constantes,
on peut utiliser la régle de transformation suivante:

Régle C :  Si FF-S (3v)A(v) et si T, A(a) F*S+ B alors r k—s B, &
condition que B ne contienne pas a [Rosser 1953: 128 ].

Prouvons maintenant que si f(x) est définissable par A(wl, w2),
et h(x) par B(ul, “2)’ alors g(x) = f(K(x)) est définissable par 1'ebf
C(vl, v2): C(vl, vz) =df (3vk)(B(v1, vk)A A(vk, vz).

Dans le contexte de 1'opération de substitution, les fonctions h et
f s'articulent ainsi: f(h(x))
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posons ce qui suit :

h(nl) =i et f(i) = P
on a alors

f(h(nl)) S n2
et g(nl) est f(h(nl))

Prouvons tout d'abord la condition ..), c'est-a-dire, C(ny, g(n;)) qui, par
la définition précédente est :
(3v )8y, v )AA(v, » g(n))) ou &crit en fonction de f et h:

(3v,) (B(ny» v )4 A(v,, £(h(n))))

1 |B(ny, 1) h est définissable, h(ny)= 1 U
2 (h(ny) = 1 h(n) = i, Mth. 34.2

3 |A(i, ny) f est definissable, f(i) =n, *
4 1£(3) = n, f(i) = ny, Mth. 34.2

5 |A(i, f(i)) 3, 4, rem

6 |A(i, f{h(n;))) 2, 5, rem

7 |B(ny, i)AA(i, f(h(n,))) 1, 4, M

8 |(av ) (Blngs v ) A A(v, » f(h(m)))) 7, 3%, 1/ v

9 |(3v, )(B(ny, v ) A A(v,,s g(ny))) 8, f(h(n,)) est g(n))

10 [C(n;, g(n)) 9, déf. de C.

En prouvant de plus Ta clause d'unicite, c'est-d-dire :
O g (W () (Wv3)[vys v,) 2(Clvys v3) 3y, = v3))]
on aura ainsi démontré toutes les conditions que g(x) doit remplir pour étre
définissable.
Preuve de_la_clause d'unicite
Par définition de 1'ebf C, cette clause s'é&crit ainsi:
Fa (W) (W,) (Wvg) LAV, ) (B(vy> v AV, v,)) D
(v ) (B(vys v IAA(Y,, v3)) D (v, = v3))]
Posons les abréviations suivantes:
P =df (Vvl)(¥v2)(¥v3)(A(v1, Vo) D (A(vys v3) D (v, = v3)))

Q =df (Vvl)(sz)(¥v3)(B(v1, Vz)o(B(Vl’ V3)_:)(V2 = V3)))
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M(vk') =df B(vl, 'vk)AA(vK, v2)
N(vk) =df B(vl, vk)AA(vk, v3)
Sur la base de ces abréviations, i1 faut donc prouver:
Fsa (Vv ) (¥v,) (W) L(IV MV, ) D ((Av NV, ) D (v, = v3))]
Pour ce faire, utilisons un nouveau lemme.
LEMME II - Soit Sa*t = §2 + { s @5 e mrsasdh

n
Soit Satt = sat + {bl, b2,..., DPesrererk

n*:
Alors, si'a est un a; quelconque et b un b1. quelconque,
M(a), (avk)N(Vk)s N(b) |'§a++ V2 = V3

Démonstration du lemme

1 B(vl, a)rA(a, v2) M(a)

2| (Av ) [B(v s v IAALY, v4)] (3v IN(v,)  premisses
3 |B(vq, b)AA(D, vg) | N(b)

5 B(vl, a) } 1, reit, pe

6 A(a, vz)

7 B(vys b) } 3, reit, pe

8 A(b, v3)

9 B(vl, a):)(B(vl, b)2o (a = b)) Q, Ve, v2/a, v3/b
10 B(vl, b)d(a = b) 9, 5,5e

11 a=b>b 10, 7,9

12 A(b, vz) , 6, 11, rem

13 A(b, v,) O (A(bs v3) 5 (v, = vj)) P, ¥e, vy/b

14 Alb, v3)D (v, = v3) 13, 12,9

15 Vo = V3 8, 14,9 ¢

16 VZ = V3 2, 4-15, 39

Nous avons ainsi montré que:

1. M(a)s (avk)N(Vk)’ N(b) I_Sa++ V2 = V3 Lemme II
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De plus:

2. M(a), (v IN(v,), Fﬁsa+ (3vIN(v) Mth.: B, A |-A

3 Tfa), (3vk)N(YF) F‘sa+ Vo = V3 1, 2, régle C

I

4. (M), (B IN(yv) ), M(a) f—ga+ Vo = V3 3, Mth. 1.1

5. (A M(v)s (v IN(v ) Fea (v M(v,) Mth.: A, B |—A

6. (Iv IM{v, ). (v IN(v) Fqa vy = V4 4, 5, Régle C
— FE: , :

7. (3vk)M(vk) F—Sa (3vk)N(vk)3 (v2 = v3) 6, Mth. 3

8. Fga (I IMv ) ((Fv IN(v,)o (v, = v5)) 7, Mth. 3

9. Fqa (¥vq)(¥v,)(¥vg) [----] 8, 3x GEN

I1 s'agit de la clause d'unicité.

L'opération de SUBSTITUTION conserve la propriété de définissabilité.
Bien que la démonstration ait &té faite en ne considérant que des fonctions f
et h @ un seul argument, ce résultat reste valide pour un nombre quelconque
d'arguments.

METATHEOREME 37.5 - L'opération de RECURRENCE conserve la propriété de
définissabilité.

Si f, une fonction a k arguments, est définissable dans s@ par une ebf A &

k+1 arguments et si h, une fonction a k+2 arguments, est définissable dans

5@ par une ebf Ba k+3 arguments, alors la fonction g, a k+1 arguments:

g(nl,..., Ny s 0) = f(nl,..., nk)
g(nls--., nkg nk+1) : {

g(nls--, nk’ atl) =
h(nl,..., Ns @ g(nl,...; Ny s a))

est définissable, et i1 existe donc une ebf C & k+Z2 arguments qui Tui est as-
sociée. Nous ne ferons que présenter 1'ebf C.

Présentons tout d'abord un résultat qui sera utile: la B -fonction
de Godel.
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Soit Nyseees Ny une succession de nombres naturels, il existe
alors une fonction 8 et deux nombres naturels m et p tels que:
g (my, p, 1) = n, avec 1< isn.

La fonction 8 est récursive: .
Soit 1a relation récursive Ry, Rl(x, ¥s 2) : (y = O)v(y.(z+1)>x)
et soit fr (x, y, z)s la fonction récursive qui lui est associée; alors

Ja fonction PED(x, y) est également récursive:

PED(X9 .V) = UZ(le(x’ Yy, Z) - 0)

La fonction PED représente la partie entiére de la division de x
par y. Soit RD une nouvelle fonction récursive: RD(x, y) = x = (PED(x, y).y);
elle représente Te reste de 1a division de x par y. Sur la base de ce qui
précéde, la fonction B s'écrit ainsi:
g (X, y, z) = RD(1+5(z).y, x).

De plus, cette fonct%on B est définissable dans s?, L'ebf G a quatre arguments
qui Tui est associée a la forme suivante:

G(x, ¥, z, w) =df (Iv)[(x = ((1+5(2).y).v+w)) a(w<(1+(S(2).y))]
[Kleene 1980: § 41 et § 48].

Revenons, avec ce bagage, a 1'ebf C qui est associée d la fonction
g définie par 1'opération de récurrence. Cette fonction g(nl,..., LI "k+1)
S — a ) .
est définissable dans S° par 1'ebf C(vl,..., Ve Vis1® Vk+2) telle que:
siglngseees nps Nsp) =0 ators Fga Clngseees Mo Npyps n)
s g(nl,..., nys nk+1) #n alors }-Sa ~C(ﬂ1,..., Mo Myyrs n)
plus clause d'unicité.

Définition de 1'ebf C

C(vl,..., Vier Vis1e Vk+2) =df
(3u) (3v) (W) (6(uy vy Oy WIAA(V seees Vs w)A
G(u, Vs Vpips vk+2)A
(¥s)((s <v4q) @
- (3y)(3z2)(6 (u, v, s, y)A
G(u, v, S(s), z)A

B(Vyseees Vs S5 ¥ Z)))]
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avec 1'ebf A, respectivement B, associée par définissabilité d la fonction f,
respectivement h [Mendelson 1979: 149].

METATHEOREME 37.6 - L'opération de MINIMALISATION GENERALISEE conserve la pro-
priété de définissabilité.

Soit f une fonction récursive telle que, quel que soit le k-uple <Myseees N>,

i1 existe un n tel que f(nl,..,, Ny n) = 0.

f est définissable dans S%. I1 existe donc une ebf A, & n+2 arguments qui Tlui

est associée.
A(Vlgooo’ Vk, Vk+1’ Vk+2)

Soit g(nl,..., nk), la fonction récursive définie par 1'opération de minimalisa-
tion sur f

g(nyseees ny) =un(flng,...s s n) = 0).
Cette fonction g est définissable dans 5@ par 1'ebf C & k+1 arguments:
C(Vysenes Vir Visr) =df Alvise.., Vies Virpe DA
(W) (v <V, ) 2
“A(Vseees Vi Vs 0))
[Mendelson 1979: 150].

Terminons cette partie qui concerne la définissabilité par une
derniére question.

Question:

151. Esquisser les grandes lignes d'une démonstration qui vérifierait que
toute relation récursive est définissable dans S2.
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EPILOGUE

La théorie des systémes formels est 1'aboutissement d'une longue ré-
flexion sur la nature du raisonnement hypothético-déductif et sur le probléme
des fondements des théories mathématiques et logiques. A cet égard, 1'apport
des logiciens et mathématiciens des XIXéme et XX&me siécles est déterminant. A
travers notamment les travaux de Boole, Cantor, Frege, Russell, Hilbert, les
théorémes de limitation de Godel, on observe une formalisation progressive de
la pensée déductive. Cette mise en forme s'achéve par la réalisation d'un édi-
fice théorique particuliérement complexe et structuré, ol langue et\métalangue
sont soigneusement séparées et ol la syntaxe et la sémantique apparaissent com-
me deux domaines strictement différenciés bien que pensés 1'un par rapport a
1'autre.

Les deux premiers fascicules des Travaux de Logique du Centre de
Recherches Sémiologiques ont pour objectif de présenter la théorie des systeé-
mes formels, tout en mettant en é&vidence 1'instrument d'analyse qu'elle offre,
sa rigueur et sa précision. Mais cette contribution voudrait offrir davantage.
A travers les propriétés métalogiques -notamment les théorémes de Lowenheim
et de Skolem, les résultats de Godel, la thése de Church~ elle vise 3@ susciter
une réflexion sur les faits de limitation et 1'esprit de construction qui sont
associés a la théorie des systémes formels. Elle voudrait mettre en évidence
que Ta formalisation ne saurait se dispenser de la pensée naturelle. Ces deux
fascicules aimeraient &galement exposer une connaissance qu'il est utile de
dominer pour aborder d'autres maniéres de concevoir les langues formelles. Ils
voudrajent aussi étre un argument pour justifier la nécessité et la 1égitimité
d'une réflexion qui se prolonge dans le champ de la logique naturelle. D'autres
monographies s'emploieront & développer davantage ces différents aspects.

Nous conclurons en citant un passage de 1'ouvrage de D. Dubarle:
Initiation & la logique. Bien qu'écrites en 1957, ces Tignes restent aujour-
d'hui encore trés actuellles. Leur intérét excusera la relative longueur de la
citation.

Les formalismes logico-mathématiques que nous sommes capables de mettre
sur pied sont du genre des herbiers. Ils nous font voir distinctement un
état de la pensée mathématique. I1s ne nous montrent pas directement ces
virtualités antérieures aux &tats mémes, ces virtualités préscientifiques
que la pensée mathématique vivante et en instance d'évolution emporte avec
elle comme son plus précieux capital d'avenir. Leur fonction est précisé-
ment de ne pas les représenter, de les faire perdre au clair concept de la
science afin de mieux faire sentir, comme par un choc en retour, 1'origi-
nalité et le prix de ce qui est absent de ce clair concept. Que ce quel-
que chose existe comme une source indé&finie de.renouvellement, ils 1'at-
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testent d'une facon indirecte. Les théorémes critiques de Gdodel, Church,
Lowenheim-Skolem sont des théorémes qui forcent a comprendre la non-autar-
chie de ces forma]ismes, 1'impossibilité qu'ils ont de se clore de facon
suffisante sur eux-mémes. Les forma11smes manifestent-alors, pour ainsi
dire, 1'adhérence du résultat qu 'i1s sont & un indéfini qui n'est pour
eux que néant et obscurité, mais d'ol montera leur renouvellement essen-
tiel. Pour l'esprit du mathématicien qui vit sa pensée, 1'indéfini en
question n'est en effet nullement néant et obscurité, mais faculté indé-
finie et encore inexplorée des clartés ultérieures. Le bienfait des for-
malismes 3 cet égard est d'apprendre oil il faut désormais regarder pour en-
trer dans le radicalement nouveau, dans le véritable imprévu qui seul fait
les grandes conquétes.

La logique de la pensée mathématique parait ainsi s ‘étre conquise & la

fois en vertu d'une esperance najve de la rationalité mathématique et
comme en vue de démontrer a 1'esprit le succés bien relatif de cette es-
pérance c'est-a-dire au fond sa catastrophe. Mais les résultats de cette
conquéte ne sont pourtant pas aussi négatifs qu'il peut le paraitre au ter-
me de cette démonstration toute neuve ?11 y a tout juste vingt cing ans

que Godel a démontré ses théorémes). Un certain départ se fait. Ce qui pas-
se des mathématiques et de leur Togique dans les formalismes c'en est pré-
cisément Te passé, si riche soit-il encore d'avenues & parcourir et incom-
plétement parcourues. Mais la nette conscience de ce passé, une fois bien
vu qu'il ne saurait étre tout, permet d'aborder le tout avec des yeux re-
nouvelés, formés a 1'exploration de 1'avenir, aussi bien ouverts a la créa-
tion mathématique la plus essentielle que préparés a la logique, inédite
encore, de ces créations qui viendront. FPP 81-82]
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