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LES TYPES EN MATHEMATIQUE ET EN
LINGUISTIQUE

Jim LAMBEK

1. Les types en mathématique

Des types (fréquemment appelés catégories) ont toujours été
présents dans les langues naturelles. En anglais, par exemple, on
peut distinguer le type des personnes, comme dans somebody ou
who, et le type des choses, comme dans something ou what.

Les types ont été introduits en mathématique par Bertrand
Russell quand il découvrit son fameux paradoxe. Selon le sché-
ma de compréhension de Frege, on pouvait former I’ensemble:

R={x ¢ xe x};maisalorsRe R& R¢ R

qui est évidemment une contradiction. Pour la circonvenir,
Russell insistait sur le fait que I’on doit assigner un type a
chaque variable, comme a chaque autre terme. Si x est de type
A, alors x € y est une expression bien formée si et seulement si 'y
est d’un type approprié plus élevé que A, c’est-a-dire du type
des sous-ensembles de A ou des fonctions A — 2 = {vrai, faux},
du moins en mathématique classique. D’aprés Cantor, ce type
— souvent désigné par 2A — est tel que si 2A # A, alorsx € x est
une expression mal formée.

Les fondements type-théorétiques initiés par Russell et
Whitehead dans leur céleébre «tour de force» des Principia
Mathematica ont cependant été jugés trop compliqués par la
plupart des mathématiciens et logiciens. Les mathématiciens
adopterent de préférence la théorie de Godel-Bernays, qui cir-
convient le paradoxe de Russell en distinguant les ensembles
des classes: R est une classe et on ne peut pas la substituer a la
variable x. Les logiciens, de leur coté, préférérent la théorie du
premier ordre de Zermelo-Fraenkel, selon laquelle le schéma de
compréhension prend la forme suivante:
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{xIxe ano ()}

pour chaque terme donné a. On peut former, en particulier,
I’ensemble russellien suivant:

Ri={xIlxeanxe x}
et conclure alors que

R,e R, (R,e aAnR,;2 R)y)
c’est-a-dire

R.e RaAaR, 2 a
qui n’est pas une contradiction.

Bien que la théorie des types ait déja été présentée d’une
maniere beaucoup plus simple et élégante par Church (1940) et
Henkin (1950), elle n’est pas encore généralement acceptée.
Plus récemment, Lambek et Scott (1986) ont essayé de restaurer
cette théorie comme un fondement plus naturel pour les mathé-
matiques.

Voici une breve esquisse de notre théorie des types.
Considérons tout d’abord deux types de base: N pour les
nombres naturels et € pour les valeurs de vérité. Nous avons
également, pour chaque types donnés A et B, les types compo-
sés AXB et QA, On dispose enfin de variables de chaque type
ainsi que des termes suivants (ou I’on écrit a : A pour indiquer
que a est de type A):

0,Sn:N si n:N;

a=a’,ac o:Q si a,a’ ;A et o: QA
<a,b>: AXB si a: A et b:B;
X:Alox)}: QA si 9(x): Q

Quant aux connecteurs et aux quantificateurs usuels, il est

possible d’en définir certains d’une maniere directe:

T=0=1;

pAq.E.<p,g>=<T,T> oup,q:Q

p=q.=.(pAQ)=p

Via@(x) = {x:aloX)}={x:alx=x}ou¢(x):Q
Sur cette base, on peut alors en définir d’autres. D’une maniére
classique, on posera par exemple pour la disjonction:

p\/q.E.ﬂ('ﬂp/\ —1q)
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A la maniere des intuitionnistes, on posera par contre:

PVq.= Via(((P=x)A@=>x)=x)
Notre théorie comporte bien entendu des axiomes et des régles
d’inférence. Nous les omettons dans ce bref exposé et renvoyons
pour plus de détails a Lambek et Scott (1986).

Liés a cette théorie des types, on trouve le lambda-calcul de
Church et la logique combinatoire équivalente de Schonfinkel et
Curry. Pour le lambda-calcul, les types composés BA pour des
types donnés A et B sont décisifs, et pas uniquement lorsque
B = Q. Aussi, introduisons-nous les termes suivants:

e(f,a):B si a: A et f:BA
A:AQ9(X):BAsi @(x):B
et précisons que:

e, )= () ssi =N A ¢ (X).
Dans le cas ot B = 2, on écrit habituellement:

aef=e(f,a), {(x:AlQ(X)}=k:a0X).

On écrit souvent A A B pour A X B et A = B pour BA et on
identifie les types avec des formes du calcul propositionnel posi-
tif intuitionniste, sous la devise «les formules comme types». De
la méme maniere, les preuves formelles sont alors congues
comme les entités des types correspondants.

Selon I’isomorphisme de Curry-Howard (Howard 1980), la
théorie des preuves du calcul propositionnel positif intuition-
niste équivaut au lambda-calcul typé. Méme le type de base Q
peut correspondre a une contradiction (Lambek 1997), mais
dans ce contexte on ne doit pas tenir compte du type de base N.

2. Les types en linguistique

Dans le lambda-calcul typé de Church (1940), il y a deux
types de base:

e = entité t = valeur de vérité.

Dans son analyse syntaxique, Ajdukiewicz (1935), faisant réfé-
rence aux travaux de Lesniewski, utilisait aussi deux types de
base qu’il appelait «catégories sémantiques»:



150 Jim Lambek

S = Phrase (Sentence) N = Nom (Name)

Prenons 1’exemple suivant:
John snores
N N=S

L’application du modus ponens montre qu’il s’agit d’une phrase.
Cependant, Ajdukiewicz avait en vue une analogie arithmétique
et non pas logique. Il écrivait donc S sur N plutdt que N = S.
Bar-Hillel (1953) faisait, pour sa part, une distinction sup-

plémentaire entre foncteurs de droite (par exemple snores) et
foncteurs de gauche (par exemple poor). En poursuivant 1’ana-
logie logique, on pourrait écrire:

poor John snores

N&N N N=3S

mais Bar-Hillel visait également une analogie arithmétique.
En suivant notre notation (1958) une telle analyse devient:
poor John snores
N/N N N\S

Nous introduisons ainsi une distinction entre deux sortes de
divisions:

/ dessus \ dessous

Voici un exemple plus élaboré:
poor  John sees Jane today
N/N N N\(S/N) N S\S

Dans notre calcul syntaxique, les types sont considérés
comme les éléments d’un semi-groupe résiduel, c’est-a-dire un
semi-groupe partiellement ordonné satisfaisant les conditions
suivantes:

ab—c ssi a—>c/b ssi boalc
en plus de la loi d’associativité
(ab)c = a(bc).
Ici = marque une relation transitive et réflexive que les logi-

ciens peuvent lire comme la déductibilité mais que les linguistes
voient comme la dérivabilité.
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Avec le calcul syntaxique, on peut alors prouver nombre
d’inégalités, par exemple:

(c/b)b—>c application

b— (c/b)\c élévation du type
(c/b) (b/a) > c/a composition

¢/b — (c/a) / (b/a) regle de Geach

cette derniere ayant été redécouverte par Geach (1971).

Jusqu’ici, notre attention s’est portée essentiellement sur les
aspects algébriques du calcul syntaxique. Il est cependant éga-
lement possible de considérer celui-ci comme un systéme
déductif. Cet aspect prédominait lorsque je me suis rendu
compte que la méthode d’élimination des coupures de Gentzen
pouvait y étre appliquée afin de résoudre le probleme de déci-
sion. En fait, le calcul syntaxique est essentiellement identique
au calcul propositionnel positif intuitionniste, excepté le fait
qu’il ne convient pas pour les trois reégles structurales de
Gentzen.

I1 s’agit ici des trois régles suivantes:

ab — ba permutation,
a— aa contraction,
ab—ob affaiblissement.

Remarquons que certaines d’entre elles sont également absentes
d’autres logiques — dites substructurales: 1’affaiblissement
manque en logique relevante, la contraction en logique BCK.
Enfin ces deux régles manquent en logique linéaire (dans un
contexte ou la juxtaposition indique la multiplication, ajoutons
encore que la permutation est une conséquence de la contraction
et de I’affaiblissement).

De maniére tout a fait indépendante, Haskell Curry (1961)
développa sa propre méthode. Celle-ci, qui apparait désormais
comme un calcul des types sémantiques, est essentiellement
identique a un calcul positif intuitionniste. Des lors que la théo-
rie de la preuve peut étre identifiée au lambda-calcul (ou plutét,
comme I’a montré Curry, a une logique combinatoire équiva-
lente), elle apparait comme un instrument adéquat pour expri-
mer le sens des mots en anglais.
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Reprenons 1’exemple John snores. Celui-ci est de type

e (e = t) — t, et I’on peut alors écrire:

snores = Ay (X snores)
Cette idée, plus développée, est connue sous le nom de gram-
maire de Montague (1974).

Le calcul syntaxique a été récemment reconnu comme le
fragment multiplicatif d’une version intuitionniste de logique
linéaire non commutative, autrement dit, la logique linéaire
moins la régle de permutation. Nous parlerons ici de préférence
de logique bilinéaire.

Claudia Casadio a eu I’idée — nouvelle et intéressante —
d’appliquer la logique bilinéaire classique a la linguistique.
Cette logique développée par Grishin (1983), Abrusci (1991), et
moi-méme (1993) peut étre obtenue plus facilement par le calcul
syntaxique en y introduisant un objet dualisant O tel que:

(0/a)\0=a=0/(a\0)
En posant:

O/a=af, a\0=ar
on peut aisément vérifier que:

(bl al)r = (brar)l
pour lequel il est plus simple d’écrire a+b. Cette opération est
associative et satisfait les formules suivantes:

a+0=a=0+a

(a+b)c—>a+bc, c(a+b)—>ca+b.
Ces derniéres regles sont appelées, dans différents ouvrages,
régles d’associativité mixte ou de distributivité faible.

Lorsque j’ai assisté a la conférence ot Mme Casadio présen-

tait ses travaux, je fus immédiatement convaincu qu’elle était
sur la bonne voie. Cependant, I’interprétation linguistique de

a + b restait plutdt mystérieuse (Lambek 1993) et il m’appar(t
alors qu’il fallait identifier:

a+b=ab

et travailler plutdt a une logique bilinéaire «compacte» dont une
version commutative en termes de catégories existait déja dans
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la littérature (Barr 1979). Cette logique peut étre présentée plus
simplement comme suit (le signe —> désignant une relation
d’ordre partiel qui préserve la multiplication):

(ab)c=a(bc), al =a=1a,
ala—1—>aal, aa’ > 1> ana
On comprend alors comment le type de:
poor John saw Jane today
peut étre calculé dans (a) le calcul syntaxique, (b) la logique
bilinéaire et (c) la logique bilinéaire compacte.

(a N/NN N\(S/N) N S\S
N

S/N
S

S

(b) N+NON Nr+S+NY) N (S'+59S)
N

S +Nr
S

S

() (NNYHN (NFSNEON  (SrS)
I—I I—I
I I I 1

La partie soulignée en (c) représente la contraction, par exemple
Nf{N —= 1, N Nt 1. C’est tout ce qui reste des réseaux de
preuves de la logique linéaire. Il a été démontré dans Lambek (&
paraitre) que les expansions comme 1 — N Nfet 1 — NT N ne
sont pas nécessaires tant que 1’on est seulement intéressé par la
validation de la caractéristique de phrase.

Bien entendu, les types de base N et S ne suffisent pas pour
évaluer la grammaire de 1’anglais d’une maniére réaliste. Pour
ce faire, nous avons besoin d’un ensemble plus élaboré de types
de base qui peut étre ordonné. A partir d’un petit nombre
d’exemples, nous adopterons les types de base suivants:
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Ty, T, T3 les trois personnes du singulier (il est a noter
qu’en anglais les trois personnes du pluriel se
comportent comme T3)

S1, 82, 8 les phrases aux temps présent, passé, ou dans
lesquelles le temps importe peu

q les questions oui-non

q’ toutes les questions (incluant les questions
oui-non et celles commencgant par wh )

P1, P2 les participes présents et passés

o les objets.

Ces types sont ordonnés de la maniere suivante:
si—s, q—=q’.
Voici quelques phrases anglaises simples:

I go you went he goes

T (T17s1) T2 (2" 82) 3 (M3* s1)

I am going she has gone
T (m'sipi) p1 T3 (M3's1 p2) p2

Remarquons que les verbes aller et étre — en anglais go et be —
ont les matrices suivantes:

go go goes am are IS
went went went was were was

Ces verbes sont respectivement des types m;'s; et T, 's; p1f, ol
i=1 ou 2 représente le temps et k = 1, 2 ou 3 représente la per-
sonne. Alors qu’en anglais, la matrice de conjugaison possede
2 x 3 = 6 entrées, elle a 7Xx 6 = 42 entrées en francais et
3 %X 5 x 6 =90 en latin. En arabe et en sanskrit, les matrices ont
des entrées beaucoup plus nombreuses alors qu’en chinois il n’y
en a qu’une ou deux.

Nous présentons ci-dessous quelques exemples qui montrent
les possibilités de notre théorie des types:

I  have seen her
T (mTsip2Y)  (p20H) 0
Have I seen her ?

(@pfm?¥ m  (pof) o
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Il est & noter que la deuxieme occurrence de have est accompa-
gnée d’une intonation montante et qu’elle a un type différent de
la premiére. Nos deux derniers exemples illustrent comment la
théorie des types comprend la théorie des traces de Chomsky,
celles-ci étant indiquées ici par un trait:

She had been seen
3 (M3'sapf)  (p2ofiprd)  (p20h)
Whom have 1 seen ?

N

(@ofq) @pfm®) m  (p20oY
On remarque encore que ot = 0 = o™, mais que 0 # o.

3. Le rapport entre les catégories en mathématique

Les catégories sont des structures mathématiques abstraites,
présentées par Eilenberg et Mac Lane (1945). Sam Eilenberg
m’a assuré qu’ils ne furent pas influencés dans le choix qu’ils
firent de ce mot «catégorie» par ’utilisation qu’en faisait
Aristote pour type, de méme que Kant et Ajdukiewicz. Bien
qu’il faille distinguer entre «catégoriel» (typé) et «catégorique»
(au sens de Eilenberg et Mac Lane), les systémes de types ont
des analogies catégoriques. Ainsi:

1) La théorie intuitionniste des types (Lambek & Scott 1986)
correspond aux topoi élémentaires de Lawvere (1975);

2) celle du lambda-calcul typé (connue aussi sous le nom de
théorie des preuves du calcul propositionnel positif intui-
tionniste) correspond aux catégories cartésiennes fermées de
Lawvere (1969);

3) celle du calcul syntaxique (Lambek 1958) correspond aux
catégories monoides doublement fermées (Lambek 1969);

4) celle de la théorie des preuves en logique bilinéaire classique
correspond aux catégories non commutatives *-autonomes
(Barr 1979);

5) lathéorie des preuves en logique compacte bilinéaire corres-
pond a celle des catégories non commutatives *-autonomes
compactes.
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Lors des questions, apres mon exposé a Neuchétel, on m’a
demandé quelques précisions sur le point (1). Lambek & Scott
(1986) ont démontré que la théorie intuitionniste des types est
essentiellement identique a celle des topoi élémentaires de
Lawvere. Plus précisément, a chaque topos T est associé un lan-
gage interne L(T) dont les types sont les objets de T (en général
ceux-ci ne forment pas une hiérarchie générée librement) et dont
les termes de type B — disons avec une variable libre de type A —
sont des fleches A—>B (quand il n’y a pas de variable libre,
prendre A = 1, I’objet terminal de T). Par ailleurs, chaque théo-
rie des types (logique d’ordre supérieur) L. génére un topos T(L)
dont les objets sont les termes o de type Q A pour quelques
tyg?s A de L et dont les fleches 0. — B sont les termes § de type
AXB pour lesquels on peut prouver en L que:

Ve.a(xea= 3, p(yeBAa<x,y>el)).

Ainsi L et T sont des foncteurs entre les catégories, et L est
adjoint 2 gauche de T. Enfin TL(T) est équivalent a T et
L — LT(L) est une extension conservative.

Si une théorie des types L est présentée comme nous 1’avons
fait ici, ce n’est pas encore un lambda-calcul typé, mais son
extension conservative LT(L) I’est. Il en va de méme du langage
interne de n’importe quel topos T = TL(T). Effectivement, si
@(x) est un terme de type B avec une variable libre x de type A
dans L(T), nous considérons cela comme une fleche f: A — B et
nous pouvons alors définir Ay @(x) comme la fleche corres-
pondante 1 — BA.
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