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qut ge tient congtamment ouvert devant les yeux

(je veur dire l'Univere), mais elle ne peut ae saiair
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INTRODUCTION

Les rocherches de Helsenberg d'une part et de Schrédinger d'autre part,
conduites dans les anndes 1924 et 1925, sont considérées comme la base
de 1a théorie des quanta. Elle aboutirent & la naissance de la mécanique
quantigue. Von Neumann fut le premier A forpuler dans une mathématique
rigoureuse les éléments de ls mécanique quantique et méme, il démontra
1l'équivalence des théories &tablies par Heisenberg et Schrddinger. Cette
découverte, raffinement de la wécanigue, a révclutionné la physique et
fut du méme coup un pulssant stimulant 4 la généralisation et aux
développements de la théorie de représentation des groupes. C'est déja
en 1926 et 1927 que 1'on trouve les premidres applications de représen-

tation des groupes en théorie quantique. Elles sont dues & Wigner.

Actuellement, la théorie de représentaticn des groupes est un des prineci-
paux outlls mathématiques, an méme titre que l'analyse fonctionnelle et
la théorie de plusieurs variables complexes, en physigque atomique,
physique nucléaire, physique de l'état sclide, physique des particules

&lémentalres,

L'influence de la physique sur la mathématique est bien comprise. Par
contre, les contributions de la mathématique A la physique ne sont pas
aussi blen comprises [R.5.]. L'analyse de modiles mathématiques pour

des phénoménes physlques est un des objectifs de la physique mathématique.

Le terme "analyse" signifie icl 3 la fois dérivation rigoureuse de
formules explicites et investigations de la structure interne mathéma-
tique des modéles. Dans les deux cas, les problémes mathématiques qui
survieanent peuvent condulre A des questlons mathématigues plug générales,

non agsoclédes 4 un modéle particulier.

Ce travall s'inscrit dans le cadre de la physique mathématique. Il traite
de systémes physiques simples en mécanique quantique non relativiste,
essentiellement par la théorie des groupes. Il se compose de trois
chapitres. Les deux premiers s'occupent de questions purement mathéma-

tigues, issues de 1’4tude de systédmes physiques simples. Quant au
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troisléme chapltre, il est entiérement consacré A l'utilisation pratique

des notions développfes dans les chapltres précédents.

Bour aveir un apergu du genre de prablémes que l'on va aborder, considé-
rons par exemple le systédme d'un é&lectron dans un cristal tridimensicanel
infini décrit par un potentlel périodique et soumls 3 un chanp magnétique.
Ce systéme, considéré en 1928 par Blech, est encore aujourd'hui un modéle
de base pour résoudre nombre de problémes en physique de 1'état sclide.
On peut, de diverses fagons, obtenir des propriétés générales des valeurs
prepres et fonctions propres de 1'hamiltonien de ¢e systéme. Une approche
asgez mederne du probléme conslste & tirer parti des symdtries de
translation du systéme (voilr Brown [Br.] 1968, Zak [Za.1l] 1968, Bentosela
[Be.] 1970, Boon [Boo.1] 1972 et 1976). Pour ce falre, selon la méthode
habltuelle d'application de la thécrie des groupes & un systéme en
mécanique quantique, il faut découvrir un ensemble d'opérateurs unitalres
qul commutent & l'hamiltonien de ¢e systéme. Ces opérateurs représentent

un groupe abstrait appelé le groupe de symétrie de 1'hamiltonien.

DéjA dans le cas particulier d'un électron soumis 3 un champ magnétique
censtant, il faut procéder en plusieurs temps pour déterminer le groupe
de symétrie de l'hamiltonien de ce syst2me. En effet, bien que l'ensemble
d'opérateurs unitaires provenant des symétries de translation du champ
dans 1'espace R‘ commutent & cet hamiltonien, 1ls ne censtituent pas

une représentatfon du groupe des translatfons dans ﬂRl . Ces opérateurs
tive) du groupe des translaticons. Expleitant cette information, on wva
essayer de se libérer du multiplicateur, c'est-&-dire Eglg!gf la représen~
tation § multiplicateur en question en une représentation au sens

habituel du terme (donc linéaire), pour trouver le groupe de symétrie de

translation de cet hamiltonien.

La recherche du groupe de symétrie de translation de l'hamiltonien du
systéme d'un électron soumis 3 un champ magnétique constant soulédve des

questions auxquelles nous répondrons au cours de ce travail. Par exemple :

- Comment le groupe de symétrie de translation de cet hamiltonien est-il

3
1ié au groupe de translations dans )
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- Y a-t-il plusieurs maniléres de relever une représaptation & multipli-

cateur 4'un groupe pour obtenir une représentation (lindaire) ?

~ Comment le groupe de symétrle de translation de cet hamiltonien dépend-
il du choix de la jauge, de l'orientation et de 1'intengité Qu champ

magnétique ?

En 1930, Landau [L.] & montré que les états propres de l'hamiltonien d'un
Slectron soumls 4 un champ magnétique constant se s€parent en deux parties;
une correspondant au mouvement du Systéme le long du champ, l'autre au
mouvement dans le plan normal au champ. Les solutions propres ceorrespondant
au mouvement du systdme le long du champ sont bien connues, elles sont
identiques aux solutions du probléme avec champ aul. Le spectre relatif

au mouvement du systéme dans le plan normal au champ est similaire au
spectre d'un osclllateur harmonique. La dlfférence impertante entre ces
deux derniers systémes est dans les solutlons propres de leurs hamllto-

niens. Les niveaux de Landau sont infinlment dégénérés.

Ces propos nous conduisent aux réflexions suivantes :

- L'hamiltonlen d'un osclllateur harmonigque & une dizension en mécanigue
quantique est la somme des carrés des observables (1 et P . Les
operateurs Q. et I (ldentité) vérifient les zelations de commutation
canonigues [G.,P'_]:-'LLI , [&,@])=[B,2]= 0 ; ils forment La base d'une
algébre de Lie Qont le groupe de Lie s5'appelle ggcggg_gg_ggisggggrg
Existe-t-il une relation entre ce groupe de Heisenberyg et le groupe de
symétrie de translation de l'hamiltonien d’'un é&lectron soumis 3 un

champ magnétigue rconstant ?

- ¥ a-t-11 un lien entre certains états propres de l'hamiltonien décrivant
le mouvement d'un &lectron soumls A un champ magrétigque constant dans

le plan perpendiculaire au champ et les états ccrézents de Glauber ?

Nous examlnerons ces questions dans le troilsiédme chapitre.

Avant de détailler le contenu de chaque chapitre, mentionnons que tous les
termes soulignés dans cette Lntroduction font partie du vocabulalre clef

de notre &tude.
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Dans le chapitre I, nous examinons les groupes de symétrle en physique
quantique. Nous partons de 1'approche de Wigner [Wi.) de 1'étude dea
symétries d'un systéme physique > en mécanigque guantique. Ce point de
vue nous condult 3 travailler avec des représentations projectives. Une
peut Ia relever en une représentation 3 multiplicateur du mdme groupe,

ou encore en une représentatlon }1922255 d'une extension du groupe de
départ- Le probléme d'extenslon de groupe présente beaucoup de difficultés
et, nfme en mathédmatigque, 1l est loin d’é&tre résolu dans sa géndralitd
[Bar-11, [Ca.2]. A ce sujet, nous nous bornons 4 expuser sous forme de
synth#se les méthodes et résultats existants auxguels nous aurons recours
par Ia suite. Utilisant cette théorie du relévement des reprécentatlons
projectives, nous définissons le groupe dynamique de 2 et nous intro-
duisons I'hamiltonien F4 d'un systéme gquantique :E [Jo.]. Existe-t-il
une définitlon qui, sans faire appel & des représentations projectives,
seralt équivalente 3 la définition habituelle du groupe de symétrie
dynamnique d'un systéme :E ? Pour un grand nombre de groupes, il est pos-
sible de répondre affirmativement & cette question; la ddmonstration de
1'équivalence des définitions, résultat simple en so0i, requlert bien des

précantions.

A la fin de ce chapitre I, nous nous limitons & la classe des groupes et

symétrie 4’'un opérateur autoadioint dans un espace de Hilbert avec

"quelque chose" qui posséde une significatfion physique conslste 3 exami-
ner les générateurs de ce groupe. Puisque nous travaillons en physique

mathématique, pourquoi ne pas définir 1'aigdbre de symétrie d'un opérateur

gggggéggént ? La derniére propasltion de ce premier chapitre établit le

llen entre le groupe de symétrie et ['algébre de symétrie d'un opérateur
autoadjoint.

A propos de 1a notion d'algébre de symétrle, on pourrait se demander s’il
est préfédrable de considérer les groupes de Lie ou les algébres de Lie
comme Structure fondamentale dans un travaii en mécanique quantique.
Dans certalns probiémes, travalller avec un groupe ou avec une algébre
de Lie est une question de godt, dans 4'autres, c'est une question de

commodité. Mettons seulement en évidence que le passage 4’un groupe de



Lie (non compact} & son algébre de Lie nous oblige i étudier les domaines
de définition de certains opérateurs non bornés dans un espace de Hilbert.
Cette 6tude est délicate et on a tendance & la négllger en la classant
comme "non physique™. C'est certalnement une des raisons pour lesquelles
on entend parler du groupe de symétrie plutdt gue Se 1l'algdbre de symétrle

d'un opfrateur autoadjoint.

Les groupes de Heisenberg sont au centre des considérations du chapltre II.
La structure cilnématique d'un systéme physique Z en mécanique guantique,
a'espace de phase R‘L . est décrite par les relations de commutation
canonigues (C.C.R.)

(@l p'1-itsTdy , [6f a1 (A P )0 | Vigein.d

¥

.
ol l'entité G.j (respectlvement Pe ) a la signification Q'opérateur
position (respectivement d'opérateur moment) d'une particule; D est un
sous-espace dense d'un espace de Hilbert f{ x “(Z) de dimension infinle.
En 1928, Weyl [We.] a trouvé une interprétation naturelle de la cinéma-
tigue gquantigue telle gu'elle est dé&crlte par les C.C.R., falsant appel

4 une représentation projective continue unitaire irréductible du groupe
abélien R.‘h « Suite 3 cette interprétation et aux connaissances que nous
avons des représentatlon projectives, on est conduit 4 se demander : “Soit
une représentation projective continue unitaire irréductible (rep. PCUI}
de R‘L ; de gquel groupe le relévement de cette représentation PCUI est-il
une représentation lindaire 7 Comment les C.C.R. sont-elles relides &

cette représentation linéaire

Nous commengons le chapitre II en posant le probléme plus général
"Déterminer toutes les représentatlon projectives continues unitaires
irréductibles de IR",“G N “. une fagon d'aborder ce probléme conslste

4 utiliser la théorie du relévement des représentation projectives. Par
cette méthode, on peut formuler des questlons éqnivalentes au probléme
de départ lorsque n =ik , 6k« N . par exemple "quel est 1l'ensemble de
toutes les représentations contlnues unitaires lrréductibles d4'un groupe
de Heisenberg de dimensien akat ?" La réponse 3 cette dernidre guestion
est bien connue en physlque (unicité des C.C.R.): elle découle Au théo-

réme de Stone-Von Neumann [St.], [Von N.]. Cette 3émarche nous permet



d'une part de résoudre le probléme initial. D'autre part, elle nous
condult & construlre les groupes de Heisenberg {comme extenslons de Rfk
par R } et & donner expliclitement le lien entre ces différents groupes.
On en déduit, par exemple, les isomorphismes entre les groupes de

Helsenberg suivants (k=1)
(E;fa,%ﬂ ;beR, v,yeR ;  muni du produir
(b b )V ) = (Er¥ eng= gat fxen, oy ]
. " { (L) teR ,x,qeR ,  munt au produtt
() (K ) = (Bt syt (e’ yoy?) ]
H,- l (L) sbeR, gy € R ;  muni du preduit
(L;(;,ﬂ)(t';[ﬂ.-{)\ =(t+b'+9-‘,'3(h.:¥,.")§ ,0e R-10) | Fixd }

T

Le fait de se placer dans une représentation plutét qu'une autre peut
grandement faciliter ita résolution d'un probléme donné. C'est paurguol
11 est utile de connalitre quelgues représentants d'une classe d'équiva-
ience des représentations continues unitalres irréductibles 4'un groupe
de Heisenberg [Car.]; pour passer d'un espace de représentztion zux

autres, nous calculons explicitement les opérateurs d'entrelacement.

Une représentation continue unitaire irréductible (rep. CUI) 4'un groupe
de Helsenberg donne lieu 4d'une maniére naturelle aux C.C.R. Qu'en est-il
du probléme inverse ? Nous allons voir gque les changements de sections
apparaissant dans la théorie d'extension de groupes, expos€e au cours

du chapitre I et appiiguée & R.L pour construire les groupes de
Heisenberg, permettent de trouver, dans bien des cas "quand certains
opérateurs autoadjoints satisfaisant les C,C.R. proviennent d'une

représentation CUL 4'un groupe de Helisenberg”.

pans le troilsi®me et dernier chapitre, nous nous trouvons face & trols
problémes; ita solution de chacun repose sur ites notions développées dans
les chapltres précédents. Dans les trois cas, le groupe de Helsenberg
de dimension trois { k=1 ) et sa représentation de type réseau occupent

une place privilégide.
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Depuis quelques années, il y a un regain Q'intérét pour les systémes
d'états cohérents. L'envergure du chawmp d'application des systémes
d'états cohérents de Glauber {Gl.l et 2] et des états cohdrents génd-
ralisés (Pe.4] recouvre plusieurs domaines de la physique. Les deux
premiers problémes, l'un reflétant ie besoin du mathématlcien, i'autre
celul du physicien, permettent de montrer gu'un sous-ensemble discret
des états cchérents de Glauber (états cohérents généralisés d'un groupe
de Helsenberg de dimension troils) constitue une "bonne base” de l:(B\ .
"Bonne base" est écrit entre guillemets, car les états cohérents de
Glauber &tant npon orthogonaux, il faut &tre prudent dans 1'interprétation
du développement <'un élément quelcongue de LIUR\ dans ce systéme
total 4'états [A.T.] et [B.Z.]}. Le derpier probléme traite deux sujets.
D'une part on examine les questions dnoncées au début de cette lntro-
duction 4 propos du systéme d'un électron soumis 4 un champ magnétique
constant. D'autre part, on cherche le groupe de symétrie de translation
de l'hamiltonien du systéme d'un électron dans un potentiei périodique
et soumis & un champ magnétique constant; puis on mentionne une utili-

sation pratique de ce groupe.

Chacun des trois chapltres de ce travaill se divise en paragraphes. ELa
plupart dea paragraphes se terminent par une revue das résultats qui

viennent 4'étre acquis, od l’on stipule parfois un probléme ouvert.

Les conventlons auxquelles nous avons recours sont intégrées au texte.

Elles sont notées {C,.); elles figurent aux pages 2, 7, 25 at §2.

Ces recherches ont &té réalisées sous Ia direction de M. M. Romerlo,
dont les conseils m'ont &té précieux. Qu'il trouve 1¢i Le témoignage de
ma reconnaissance. Je tiens & adresser mes remerciements & MM. M. Baon,
P. Huguenin et W. Sdrensen, membres du jury. Je remercle également les
professeurs de physique théorique et de physique du solide de i'Institut
de Physique de Neuchidtel, mon collégue de physique-mathématique, alnsi
que mon amie Anne-Marie, pour la pert gqu'lls ont prise & plusieurs
discussions. Je sais gré A Mme B, Serag-El-Dine du soin gu'elle a mis

& dactylographier le texte.

Neuchlitel, le I8 janvier 1980.



CHAPITRE I : LES GROUPES DE SYMETRIE EN PHYSIQUE QUANTIQUE

Dans le paragraphe I.l., partant de l'approche de Wigner du probléme

des symétries d'un systéme physique EE en mécanique guantique, nous
définissons d'une maniére naturelle le groupe de symétrie de = ; cela
nous condult 3 travailler avec des représentations projectives. Une
représentation projective étant r.‘?'.‘-l‘ffé?i‘ff' elle est peux commode;

on peut la relever en une représentation 3 multiplicateur du méme groupe,
ou encore en une représentaticn linfaire d'une extension du groupe de
départ, voir §I.2. Puis dans le paragraphe I[.J., & l'aide de cet:e
théorie duy relévement des représentations projectives, nous définissons
le groupe dynamique de E: et nous Introdulsons l'hamiltonien H a'un
systéme quantique 2 . Ensuite nous démontrons (§I.3, Prop. 5) 1'équiva-
lence entre la définition habituelle du groupe de syzétrie dynamique
@'un systéme physique ZE (§I.3. DEEf, 23) et une d&finition du méme
concept ne falsant pas intervenlr de représentaticns projectives.
Finalement, aprés avoir définl un groupe de symétrie 3°un opérateur
autoadjoint dans un espace de Hilbert (§I.4. Déf. 25}, se restreignant
A4 la classe des groupes de Lie, nous &tablissons la définition d'une
algébre de symétrie d‘ﬁn tel opfrateur {(5I.5. DEf. 31). Nous terxzinons

ce chapitre en discutant le lien entre le groupe de symétrie et i'algébre

de symétrie d'un opérateur autcadjeint (§I.5. Prop. 2).

Cette présentation du chapitre I nous permet @'introduire un grand

nombre de concepts et de résultats dont nous avons besoin par la sulte.



§I.1. SYMETRIES D'UN SYSTEME PHYSIQUE

Intuitivement, pensant 4 l'dtymologie grecque du mot "symétrie® : “"sun =
avec" et "métron = mesure®, on peut dire qu'une symétrie 4'un systéme
physique est une transformaticn du systéme, qul préserve la structure de

la description considérde.

Il y a deux formulations famillldres du concept général de symétrie : celle
deonnée par les symétries de Wigper et celle faisant appel au formalisme

des C*-algébres. On peut montrer qQue les deux paints de wvue sont équivalents
en mécanigue gquantique tradiclionnelle (c’'est-d-dlre sans régles de super-
aélection; wvolr {Em.) et {Ri.]). Comme les régles de supersélectlion ne
jouent pas de role direct dans les appllcations physigques discutdes dans

ce travail (C.1) nous traiterons uniquement des sysiémes guantiques sang

régles de supersélection.

Solt Z un syst2me physique remplissant les conditions habituelles de la
mécanique gquantique. Rappelons-les, pour fixer les notations (voir chapltre

III de {J0.] vel. IV

o}
S

Alors il doit exister :

0( Z \ est l'ensemble des cbservables.

6( Z) est l'ensembhle des états.

[a} Un espace de Hilbert ﬁ = j‘:(Z).

(c.2) B sera toujours un egpace de Hiibert complexe séparable de
dimension 1, 2,3, ... ou W ; {.,.) est le produit scalaire dans R s

il.1] ta norme de Biibart.

(b) Une application 8 de ?‘! "{0} dans X K-: : e ('R- {0‘) s'appelle

ensemble des états purs.
On identifle l'ensemble (3‘.. a 'uro(?'l) . l'espace projectif déduit de '3{ .

{c} Une applicaticn B de m {= ensembie des opérateurs autcadjoints dans

p )suG.



(d)

De la dennde d'un état pur Biy), ¥ e M - {G} , et d'une
ohservable E(M ,Re m . on peut calculer -

w8 (1ak1) = (E-EY LY

N
ot Ta,xlz R et IE,\ IyeB est la famille spectrale de =;
cette guantité est la probabilité que la mesure de l'observable
B(ﬂ\}, dans l'état 8 4} donne une valeur appartenant ]G,\DJ .

Quelgques détalls A propos de (b}

i)

idi}

Un RAYON est un sous-espace 3 une dimension de 21 privé de Q.
ie. :si ¥ e'g’t - [_Ol . on obtient un rayon

$=[A{>[,\g(ga/\4s} (1.1

engendré par ¢ . L'ensemble de tous les rayons de H est 1'ESPACE
progEctIF P({3Y  deduit de ¥ [Bo.1]; i.e. : 1'ensemble quotient
de e - [0.\ par la relation d'équivalence :

R(f"‘[) : " i1 existe A ¢ O ,XECL t:l“}"zr;\c‘; "

entre #: et ¥ dans W - {01
On souligne que P('ﬂ} n'est pas un espace vectoriel, i.e. : il ne
posséde pas de structure lindaire, c'est simplement un ensemble de

rayons.
L'application canenique w : FL - [01 —_— P(‘;{] envaie
r.faE N-[O} sur w(#}] =<1>, aﬁq": est donné par (L.l).
On peut définir sur P(H) une sorte de "produit scalajire”, a savoir
une application notée "." de EP{‘R‘) = ﬂ:'("!l_} dans R donnée par :

w$) . w¥) - e ¥ )
@) YRR o

a) A l'alde de cette application. on peut construire une fanction dis-
s
tance entre deux rayons; muni de cette fonctlon distance, 5)\'1"} est

un espace métrique complet [Ba.l].



b} L'interprétation physique de cette sorte de "produit scalaire”
a une importance fondamentale : (L.u(¢\ L w{¥) )‘ est la
PROBABILITE de TRANSITION entre les &tats représentés par w(h)
et w({¥). Cela signifie que si le systéme considéré est dans
1'état représentd par u(#\ {respectivement w({¥} ), alors
{wid). w(‘?\]‘ est la probabilité de trouver le systéme dans
1'étar représentéd par o{¥) (respectivement w(4)} ), aprés

une expérience.

@ Définition 1 : Une SYMETRIE de wigner de P(ﬂ) est une bijection
£ : {P(ﬂ\ b [P(?-E} préservant ies probabilités
de transition, i.e., telle que : 5u(®). S (¥ =w($)-‘w{'ﬂ
Yd,Ye #-{o}
L'ensemble des symétries de Wigner n'est pas vide :
TQ .
L 8?(3{‘) est une symétrie de Wwigner.

51 v est un opérateur unitaire ouw antiunitaire dans ﬂ , alors l'application

PR) — P(R) tq Tw($) . wlvé) >V4’5ﬁ‘{°\ 1.3

<i

est une symétrie de Wigner.

Rappel

Y L4
Seit # un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie,

(-,.}' son produit scalaire.
Une application bijective v: ﬂ — est

a) UNITAIRE si elle satisfait les conditions suivantes :

0 V(ﬁﬁzy) - 3v(¢)+v{v(~r) VJ"(“‘“([ it Ve ,¥eft.
1w (v, (P} - {$.¥) Ve Yek



b} ANTIUNITAIRE 51 elle satisfait les conditicns suivantes :
it} 1(5¢+7Tj) = 3v(¢}+?¥'[?) ‘ib,‘ieﬂf 2t ‘.\'-#ﬂ"g ?’9
i (vi@) ¥ < (Y. 4) Vo, vel |

Vv est un opérateur unitaire {antiunitaire respectivement} dans s

# o= N

Muni de l'epération de composition d'applicaticns, l'ensembie des symétries

de Wigner de [P(g"{} forme un groupe.

Défirir le groupe de symétrie du systéme physique Z directement 3 1'aide
des symétries de Wigner est embarrassant, car travailler avec un espace
sans structure lindaire n'est pas commede. Nous allens velr cemment le

théardme de Wigner fournit un moyen de passer a .

Bréliminaires

soit I{M) le groupe de tous les opérateurs unitaires dans ¥ , et
un(g{) 1'ensemble de tous les opérateurs antiunitaires dans # . Alors
U, (HY = L) v MR(’H) muni de l'opératicn de compositien
d'applications est un groupe, appelé le groupe UNITAIRE-ANTIUNITAIRE
{(groupe-uiA} de #oore groupe unitaire '!J.{'PJ 'j £st un Sous-groupe
normal de M, (#) d'indice 2, car le groupe guotient ‘ll”(ﬂ)/‘UJH)

ne possdde que deux &léments. Pour le volr, on se souviendra que ls pro-
duit de deux cpérateurs unitaires, comme celui de deux antiunitaires,

est unitaire, tandis que le produit d'un opérateur unitaire avec un anti-

ynitaire esc antiunitaire.

® Définition 2 : Soit f}uunu‘f\ 1'ensemble des applications bljectives
v ?(f‘f\ —_— ?('3""} définies par (l.3), el v est un
opérateur unltaire ou antlunitaire dans . ‘?ng(ﬂ)
est appelé le groupe PROJECTIF UNITAIRE-ANTIUNITAIRE

tgroupe PUA) de P(#H) ).



ﬂjﬂm(?-’\ est un sous-groupe de ?G 3—(?‘?3 (le groupe projectif
de F(‘H\ Ji; c'est aussi un sous-groupe du groupe des symétries de

wigner de IFH-!\ .

Considérons l'application suivante :
] ~
£ Muﬁ (""e) — Puugfg-f\) définie par _Q_(v\ =¥

ol v est donné par (1.3) {1l est un homomorphisme de groupe surjectif
et de noyau : Ne- 1L =[»\ IJﬂ I)\E.( J|)«|=‘ii .

On peut &tablir le résultat fondamental suivant :

Thécréme 1 (de Wigner) : Le groupe des symétries de Wigner de [P(fﬂ

est exactement P uug(ﬂ‘) .

i.e. : chaque symétrie de Wigher de [P('M) a la forme R(v)r ol

ve U, (8) .

Démgonstration : Voir réf. {Bar.2) et théoréme 7.29 de La ré&f. [Va).

Cette dernlére référence traite seulement le cas dim M =0 .

Avant d'utiliser ce résultat nous allons munir L'espace projectif [F( )
et les groupes Mm(ﬂ\ et ]PM‘“(‘R\ de topologies "naturelles"

[{ca.L], afin de pouveir travailler avec des représentations continues,

i) La topologie de - i'a] est celle induite par la topoalogie de la

norme de ¥ .

11) La topolcgie de P{™)  est le quotient de la topologie de R-jo]
par la relation d'équivalence RH’-E) . f.e. : La topelogie dont
les ensembles ouverts sont les scus-ensembles A de [P(‘H) tels

que w™ () soit un ouvert de M - {O] .

iii) Le groupe-UA de ¥ est un sous-ensemble de B(ﬂ) . 1l'ensembie de
toutes les applications bornées de R aans W opar conséguent, on

peut donner a uun ()"ﬂ les topalogies induites par celles de B('z{) .




Nous cheisirons la topolegie faible, qui est la moins fine gqui rende
les applfcarions R -——(A4,¥) de B{f-f) dans 4 continues

: (‘R) , les topologies

V#,Vsﬂ . (On souligne qu'en fait, sur @, un

falble et forte colncident.)

iv] Le groupe-PUA def-{ est munl de la topologie finale pour 0, qui est
la plus fine qui rende {1 continue. Les ensembles guverts de cette
topelogie sont les sous-~ensembles A de [Pun(fee} telg gue _(}_“(Fﬂ
seit un cuvert dans &luﬁ('?'{) . Cette topologie permet de réaliser
1 *hypothése, suggéréde par les applications en théorie guantigue, gque
tcutes les probabilités de transitlons varient continlment en fonction
de lL'élément de groupe ([Bar.l] p. 6}, i.e., que u.:(:jﬂ.;(g\:w(""]
est une feonction continue de 9.,9¢ G : quels que soient #,\P = - {ol
lorsque v est une représentation projective continue unitaire-anti-~

unitaire de & sur P(#) (voir a&finition 4).

. P
(C.3) A l'exzception des groupes [Pun(ﬂ) et Qj._m(f'f) , avec Py e ,
qui ne gont pas lecalement compacte, tous les groupes topologiques gue nous

utiiiserons done ce travail seront toujours LOCALEMENT C[OMPACTS SEPARABLES

(l.c.s.). (Séparable daa le sens qu'il y a toujours une bese dénovbrable

pour les engsembles cuverts; localement compact dana le sens que chagque point

a un votstrnage compact.)

@ Définition 3 : Seit & un groupe topologique. * s'appelie GROUPE de
SYMETRIE du systéme z , 5'1l existe un homomorphisme
continu non trivial de & dans le groupe des symétries
de Wwigner de P(#Y . 1.e. : 813G : G —as culnf‘a'f\‘,
{= groupe des symétries de Wigner de (21} I t.g.

3{a)0{q") = iy ,Ta.4'¢ G et O continu
(7 est trivial si G(4)= Ldngy Hael

® Définlition 4 : Une REPRESENTATION PROJECTIVE CONTINUE UNITALRE-ANTI-
UNITAIRE (rep., POUA) de G sur T/} est un homomorphisme
7 contim da G dans ?Uua( ﬂ ) V¥ est unitaire quand
son image est égale & ﬂ(mu«l“ (rep. PCU).



Done, "un groupe {topologiquel 75 s'appelle groupe de symétrie du systéme
Z ., 8'11 existe une représentation projective {continue) unitaire-anti-
unitaire non triviale de G sur EP{?’-'} “. A l'aide de la théorie qui va
&tre exposée dans le paragraphe suivant, 3I.2. (polnt A}, nous.pouvans

encore formuler cette définition d'une autre manidre :

"un grouwpe [(topalogigue) 5 s'appelle groupe de symétrie du systéme Z

5'il existe une représentaticn (borélienne} unitaire-antiunitaire a

§I.2. RELEVEMENT DE REPRESENTATIONS PCUA D'UN GRQUPE
TOPOLOGIQUE G .

Probléme : Une représentaticn projective continue d'un groupe topologique
G sur l'espace projectif fP(?-’;) n'est Egg_:]_.i_.gga_:j_{g: {icl et dans ce
qui suit “"linéaire" signifie lindaire quand la représentation projective
continue est unitaire et antilinéaire quand la représentation projective
continue est antiunitaire). On va essayer de surmonter cette difficulté

; . HETETAN
en relevant notre “représentaticon” non linéaire sur U(“'—J en une repré-

sentation lindaire sur 2 .

A. Une premidre possibilité congiste & représenter le groupe G sur ¥,
-
en partant d'une représentation projective continue de G sur f(?)

et en utilisant l'application {1 décrite dans le §I.1.

Hual#)
o

-
e
rd

G ~t- ﬂjmun(%?)

r-g ask.

ce procédé nous fournit une “représentation” linéaire borélieane de

{7 sur f‘?. {en paintillé sur le diagramme) & partir de Laguelle on
peut obtenir directement 1a représentation projective continue dont

on est parti, via .



R_egggggé : Cette "reprédsentaticn” lindaire n'est pas une représentation
au sens habituel du terme, dd & la présence d'un facteur appelé multipli-
cateur.

Il est possible de se libérer du multipllcateur, en considér-a.nt un groupe

plus grand.

B. Une deuxléme posslbilité suggére de partir d'une représentation boré-
k.
lieane & multiplicateur, de construire un groupe e appelé extenslon

k.
de G , et de représenter LY sur .

P2 (o)

Cela nous fournit une représentation au sens habituel du mot {donc

. 2
linéaire) continue de ":;"lk sur % , a partir de laguelle on peut
trouver univeoquement et directement la représentation projective con-

time correspondante de G sur ﬂ)(‘p) B

RE“;‘ESES;‘,E : Pour chague classe d'éguivalence de multiplicateurs de 5,

ank.
on doit définir un groupe G , et tous ces groupes sont en général

non isomcrphes .

€. La trolsléme possibilité consiste 3 partir d'une représentation borélienne
4 pultlplicateur de G sur - , & construire une certaine extension

tepologique E du groupe G ,eta représenter E sur JrE

-—-;. e-—,-ll- ﬂjuu. {%\)

Cela nous fournit une représentation au sens habltuel du terme (donc
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lindaire) continue de £ sur . & partir de laquelle on peut obtenir
unlvecuement et directement la représentation projective continue corres-

pondante de G sur [P(ﬂ\ .

Rema:g:s'g : Un seul groupe E suffit, malheureusement il n'existe pas

toujours :

Donc dans la recherche de l'ensemble des représentations PCUA d'un groupe

topologique, aprés avolr fait le pas A, le cheix de la méthode B ou C
dépend du groupe congidéré,

Développement des points A, B et C

A. Relévement de chagque représentation PCUA d'un groupe topologique G en

une représentation borélienne unitaire-antiunitaire & multiplicateur

de & sur {rep. BURM).

C'est-A-dire : Soit T un groupe topolagique.

® DEfinition 5 : (1} Une application borélienne v de G dans M,.(R)
’ est dite une REPRESENTATION BORELIENNE UNITAIRE-
ANTIUNITAIRE & MULTIPLICATEUR (rep. BUAM) de 5

sar 4 si Jl’&g\] = I&ﬂ
application borélienne /u G G — u(il

, et s'il existe une

(le MULTIPLICATEUR de v ) telle que !
~

vg)vla ; z/“{‘i-'ﬂ')“’(‘l‘i') V3.9 el
94(4Y est le groupe multiplicatif de tous les
nombres complexes de module 1, muni de sa tapo-

logie cananigue.

(il) si }nh,%'} -1 V3,c5'e Cr , alora Vv est dite
REPRESENTATION BORELIENNE UNITAIRE-ANTIUNITAIRE
{rep. BUA).

(i1) soie NaigeG; (1) ?U(@ﬂ} ; N est un sous-
groupe normal fermé de (7 , d'indice 1 cu 2. Quand
l'indice vaut 1, N =G et alors v est dite
REPRESENTATION BORELIENNE UNITAIRE & MULTIPLICATEUR
(rep. BUM) .,



@ Définition &

On notere :
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Scit N un sous—groupe normal fermé de & , 3'indice 1 ou
2. est un MULTIPLICATEUR RELATIVEMENT & 5 et N ai :
t.g. (1) f.(g.-ﬂ (§N(.th"il.nj‘(‘j‘l'd".)_/"(l:'ﬁuj 4
V 5,1',3" e &
(1) pleg 1) :f(g,p.cy -4 Vael ., eg
élément neutre de G
ol : §N est une application de & dans Put ('MH\\
définie par @
sl ac N
o
{:"(ﬂs ) y 2 qeGN pour chaque jel{(ﬂ et 1¢b

L'ensemble des multiplicateurs relativement & G et N
muni du produit f{g,g'\}(r(b ) = (f.j.'\ (3'5')

est un groupe noté ZN‘ (G .

Jope 2,(G) sont dits SIMILAIRES s'il existe une
application borélienne U : G L‘__a,u(i\ t.q.

JIERD! =}"(ﬂ.3')“(®(§"(1\)“(1'))“(5‘3')4 )
V 1,3' =3 G

N cf'sﬂ la relation (*).

[ ] 1a classe d'é&guivalence des multiplicateurs relati-
vement 4 G et M &guivalents a;« par (*}.

Hl {'G} le groupe de ces classes d'équivalence.

Z{C} et H(G’} pour ces groupes lorsque N est
1'indice 1, {.a., N =G

Remargue 4 : Mackey [Ma.l] a montré que pour un groupe l.c.3. on peut

Faire correspondre A chague multiplicateur /L une représentation 3

miltiplicateur.



® Définition 7 :

@ Définition 8 :

® Définlricn 9

-12 -

-~

Deux représentations PCUA, v de G sur (MY et ¥
de G sur [P{#) , sont dites EQUIVALENTES a'il existe
une application unitaire ou antiunitaire V H a{f — 5{'

telle que :

Vestay = 5ye V VaeG

ol V est liapplication bi jective de {P(”) dans ?/%E)
telle que V(WH:)) - w’{V{ﬂb\\) V*E S-?-iol

{w' est le correspondant de w pour ¥’ .)

Une représentation PUA v de G sur {P(ﬂ\ est dite
IRREDUCTIBLE 51 8 et {o] sont les seuls sous-espaces
de Hilbert X de # qui satisfont :

(6w (K- (o)) - w (X-1o])

Deux représentations BUAM, v de G sur 2 et v/ de G sur
f
f'? ; sont dites PSEUDQEQUIVALENTES s'il existe une appli-
’
cation unitaire ou antlunitaire V: 'ﬂ. — i’-L et une

application w: & =i, BL{LY rtelles que :

ot vl - vV qe G

En particulier, elles sont dites EQUIVALENTES si U(ﬂ =4
L

VaeG ot sinrames s He¥ o V- L‘lﬂ.

Une représentation BUAM v de G surﬂ est dite IRREDUCTI-

BLE 51 M et {0} sont les seuls sous-espaces de Hilbert

N ae = tels que 'f(G)h"‘K .

Une représentation BUAM v de G sur b4 est dite un
RELEVEMENT BORELIEN de la représentatlon PCUA v de & sur

[P(f-i) ., 81 le dlagramme suivant est commutatlf.

a3
v t qQ

l.e. : &5i Q.v =\7

PY,. 130

v
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H ) Fnn
Cn notera : 1) = =._‘,1.‘G ,'3'9. J : 1'ensemble de toutes les représen-

tations PCUA de G sur ﬂ)(ﬂ)

iy Jil-,a (G?-D : i'ensemble de toutes les représen-

tations BUAM Ae G sur 'g‘[ .

giny o I (63 7 (5 &)

BuR DL

v —_— () e

Cette aprlication est compatible avec la relation
d’équivalence R, définie dans muuﬂ(’;-,'.-’{\ par
similarité des représentations BUAM (d&finition 7},
i.e. 3 54 v,v'e ™m {(c. 1) sont similaires,

alors (v} = & (v')

cum

{iv) e’ . _—.«v\_?m (G,ﬂ‘) ——bEu.(Gf"ﬂ'j ayant la

propriété (iii).

(1)

(i1)

(iii)

(iw)

Proposition 1

Chagque &lément de TFLE,JP(‘G, #) est le relsvement borslien d'un
éiément de ﬁw(G.f'?} 7 réciproquement, chaque &lément de

P

> 5,2 admet un reldvement borélien.
51 deux représentations BUAM de & sur W , v et v’ (/t et r’
leur multiplicateur respectif et N = S%CG; vial e L HY j =

s e G v e '(U_(-S{‘;i ) sont similaires, et si leur
similarité est &tablie par une application w: G s Lif4)

t.q. ai = s@)e'fyy Vqe G ¢ alors @ n =jn'-§-u

Ve TTEM{G.H) et v'e mBuA(G,ﬁf') sont pseudoéquivalentes
-

(respectivement similaires) ssi ={1€ 1. (G.#) et

« (e 'P:,.(G-?‘f') sont égquivalentes (respectivement égales}.

ve mnun(r},ﬂ) est irrdductible ssi «{Ne P, (G.H)  est

irréductible.

L'application oy ! mgw(G.ﬂ)/Pq. —_— Pcun(G.ﬂ)

déduite de ¥ en passant au quotient est bijective.
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Démonstration : Voir réf. {Ca.l]. Nous ddveloppercns seulement le point

{1} car il nous donne la construction explicite des représentations.

Solt ¥ une représentations BUaM de & sur P ; alors V¥ a:fl-v

est une représentation PCUA de G sur F({".\ . Inversément, £tant
- —

donné v , soit . une section bordllenne normalisée associde 2 0 .
—

i.e. : J, est une application borélienne de ?fll,,. ('?'2) dans uuﬁ(ﬂ’)

telle que :

) T L T
AR "AU’MU,{M et

B T(a(1s,)) - Ta,,

—
L'existence de . est assurde par ]l'axiome du choix et un lemme de

Dixmier [Dix.). L'applicaticon v« E, oV est un reldvement borélien de

- £oean
¥ , i.e. : il existe une applicatien ;G e U{4Y  celle que

v(ayelay =}~l1.3‘3v{3:'\ Va4 = &

On souligne ici que le choix d'une autre section normalisée associde &
— e
fL : . conduit, par la censtructien ci-dessus, & V'= -, =¥ {un

—

- ¢
relévement horélien de Vv }; v et v  ainsi construltes sont similalres .

B. Cette méchode consiste & partir des représentations BUAM de G sur
K , & construire un groupe topologique GE{] , extension topologique

de O par UM . pour chaque classe d!équivaience de multiplicateurs

i;:_l. ol N est un sous-groupe fixé& fermé& normal de G d'indice 1 eu 2

formé des &léments de G représentés par des opérateurs unitaires, et

2 relever chaque représentatlon BUAM de G {une par classe {/‘ 1} en une

représentation continve unitaire-antiunitaire (rep. CUA) ordinaire de

G

Crest-d-dire : seit G un graupe tepeloglgque, et K un groupe topolegi-
que abglien.
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® Déflnition 10 : Un SYSTEME DE FACTEURS borélien de = A valeurs dans
K? est une applicatlon bordlienne ? Gefh — &

telle que :

(i) ffa.a')-'(‘f(g‘\ﬂs'-‘i' Wiayar T2 a’) e
{6lément neutre de K ) VY 4.4 1'g

un) Tla.e6)-Flec:9) =4 ¥4eG, 2 element neutre
de .

tci Y est une action topologique de » sur X (i.e.
Y . G — Rut{iK) telle que (n.3) —— ¥iark soit une
appllcation globalement continue de 0+ ¥ dans )

K muni de Y est un & -module topologique, note Wy

L'ensemble des systémes de facteurs boréliens de G a
valeurs dans KY , tmuni du produit ponctuel, est un

graupe noté Z(G,Ky) .
1.0'e 2(6 1%y} sont dits SIMILAIRES s'il existe une
appiication borélienne L: F— telle que :

2(a,17Y = Plaq ) (PDulaulssy

F n_.,q_'EG {**)

On_notera : -1 5o la relation (**).
(1] La classe d’équlvaience des systémes de facteurs
boréliens de G a vaieurs dans K‘Y. &quivalents & -?-
par [**).

H{ley_\)' ie groupe de ces classes.

Remarque 5 : Dans le cag particulier od [« h(i\_ et ¥ - év

Z(G, K&, = ZN(G) et H{G kY= H,, (6) (aet. 6l .
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® Définition il : Une suite exacte 4 — K tp [ Zm [ /K — 4
s'appelle EXTENSION TOPOLOGIQUE de G par ¥ , notée
aussi (E,%)
(t = injection canonique, Kee$ = K B M contime est

ouverte et surjective).

On appelle aussl £ extension topologique de G par .

Soit 2 une section borélienne normalisée associée & §

B/

e

E 2L LG
R ——
ke
- On peut A&finlr une action et un systéme de facteurs

A$finl par 2
Y. & - %k} aéfinie par ‘f(ﬂk = Z(ﬂk Z(‘}YI

est une actlon topologique de 5 sur K |

t[ :G:G— 1 aefinie par tz {a.94) = Z(ﬂZ(‘]'\i Z(gg')d
est un &lément de Z(5 , ‘g\ qu'on dit associé & 2

Puisque 1'actlon Y est indépendante du choix de la
section (c'est pourdquoi elle n'est pas indlcde par 2
nous noterona encore (E ,§ } 1'extension topologique de
-
T par I, .

: [ l-\’

- Considérons 1'ensemble des couples (k.tﬂ avec < €.

3& 5 3 menal da produit

(L_c:);lk'rg", = (L (Y(q‘lk'“—('}.j'\ 1‘3‘3')

ot f est un systéme de facteurs de &G 4 valeurs dans

;-(-y , c'est un groupe. ( {ef,ts) est son é&lément
neutre; (k,aY" - (1’(1)"(1«?(5.3“‘)\" )‘!ﬂ) Yhek ,Vae 7O
{1l existe une tgpoclogle essentiellement unique qui rend ce
groupe localement compact séparable. On notera ce groupe

topologique (Kﬂ fiG ) '
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G _par_ Xy

Soit L une sectlon bordlienne normalisée associée & S . Tout élément

ve E pouvant s'écrire de maniére unigue k E(S\ aves k< K et

3:_3[!\ e G , L'application (k‘q‘l\ S IR Z(O_,\ est un isemorphisme
borélien de (‘.‘(“‘;‘E:G—) sur & t.q. S-04 = pre - 9 est topologique

par le th. 4 Ch. I de {Ban.].

Soit Z’ une section borélienne normalisée assoclée A g . 0On oa: S'Z =‘:.'
et 3'Z'=IJG ; i.e. : 3(2(%\\:3(2'(%)\=%,V56G i donc
Z!‘i\? et Z’(%) aifférent d'un &lément de M= Mel | I1 existe

PRI SR TLY Ly telle que :

T{q) = wiq) Zta)

On en déduit que = Fz, : Si—’ et gque le diagramme suivant est com-

?
e

mutatlf :

Irt

)
£ 11, et L sont

deg isomcrphismes de

2

. groupes topologligques.

J

® Définition 12 : Soit N un SouUS—groupe normal fémé d;a & , d'indice 1 ou
2, et un multiplicateur reiativement A 5 et N | Le
groupe (._ﬂ(ﬂi [/ﬂ |G—) s'appelle la J© ~EXTENSION de &,
on la note Gf: . On identifie QLI4) a M) - {"—G} via
1'application § — {(3,2:) . 51t N est d"indice 1,
1.e. : N=0G , alors éu est l'opération triviale et

el
la /‘ ~extension de G est nptée U .
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@ Définition 11 : Solt N wun sous-groupe normal fermé d'indlce 1 ou 2 de 5,
et /H un multipllcateur relativement a4 G et N | soit w

une représentation contlnue unitaire-antiunitaire (rep. CUA)
de \:‘7': sur f‘?

W GC =5 ) eq N(H ENE f)'p'ﬂ)= ‘N’}-“,'m{}'.g':
1y el [ Yq4e G
W est dlte L{I)-SIPARMNIE si w(},%) -3, RAEYCIES!

¢ péfinition 14 : Solt N un sous-groupe normal fermé d'indice 1 ou 2 de G
a et}" des multipllcateurs relativement 3 & et N
Deux représentations CUA L4} . sdparantes ~ de G{ sur
2 et w' de Gf sur ' sont dites PSEUDOEQUIVALENTES
s'il existe une application unitaire ou antiunltalre
V.8 — R ot une application § : U{4)« G — U

telles que
V. L) = w3V 1 {y,9y e UM} G

Elles sont dites SIMILAIRES si H-H' et V. L, .
Une rep. CUA L4 _sdparante de Gr sur ¥ est dite
IRREDUCTIBLE si M et fal  sont les seuls sous-espaces
de milbert 7 de ¥ tels que w{G[)K-K .~

On_notera : (1) "L[ '\_Y &f) : l'ensemble de toutes les représen-
cua '
tatians CUA 1{4Y . séparantes de 5‘{: sur ¥ .

Ur_uﬂt‘.;‘%.:‘ = kj U ‘-ﬂ)

réunion sur tous les sous~groupes normaux fermds N
~

de ¥ d'indice 1 ou 2, et sur tous lesj\ multipli=-

cateurs.
{11 p Tr.gun((;,m —_ ’U:cuACG‘f{\ t.q.

pa(3g) = 3t V5 UmG e T, (650

P est compatible avec la relation d'équivalence
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on_notera : R, définie dans Uwﬂ(G_‘.’-{-‘ par similarité
{suite) (définition 14), f.e. : si v £ [ v,
sont similaires, alors a2l 34 ie;a",- sont similaires

dans MLUQ(G_R‘)

(6.37)

ar - ayth
> 'A':m{’ A

(iin ' m

B

ayant la propriété (ii}.

Proposition 2

{1} A chaque élément v e Tﬁ.mn(G,f—n . (j-. le pulciplicateur et
N = { 3€C ,'fj\éu(ﬂﬂ ), on peut faire correspordre un &lément
w  de UC“(G,’M’.‘J ;o owe G{: —9?,-*%{"}!‘;. envcyant {%,3} sur
Wi = 3
Réciproquement, solent N un soug-gqroupe normai fermé d'indice 1
eu 2de T , jté ZN(G) et W& ULUH{G{ A, alors 1'appli-
cation v:& —= 'ﬂ“(f'f\; envoyant g sur +{2%=-w~(Z.9) apparcient
a Tﬂauﬂ(ﬁ.ﬂ) (}\ le multiplicateur et i“_,éi d e ”’J(’.ﬂ, =N .

(11} Deux représentations ~€ ur_un{:},: ,‘R\ et ~'€ 'Li,_.ﬁ_ !':ir .‘EJ._\
sont similaires, si et ' le sont.
Pour chague Le: 0 ery 2{(4Y, 1'application
i ‘er(G{,‘,f-ﬂ ——ulL“[G»‘:Tﬁ)déﬂnie par : T.iwi{1,9)=nipieiliq)
we 7.[“,'[5{:,’3) et (3,3)¢ Ci: ., est bijective.
Pour /- ’f’ I3 [j‘ ], les groupen GJ; et Cf; sont dits similaires;

11s sont topologiguement lsomorphes.

(iii) ve mmﬁ{'G.ﬁ‘, et v'e Tﬂaua(G .'f‘{’} sont pseudodquivalentes
(respectivement similaires) sst p[V‘e-I,,"(:— :J et
F(V'h’- ?I,_.m (G,i’-{’) sont pseudodquivalentes (respectivement
similaires) .
v E Tﬂﬂm(G.R) est irréductible ssi pivi€ ‘-'_.lw!f-'; “ egt
jrréductible,

11 HTL I

(iv} L'application E‘..‘ . Tn m(G,?"-l'j,"Ra —_— H g 'DMT"\,

dédulte gde P oen passant aux guotients est bijective.
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Démonstration : Voir réf. {ca.1] B

)
N.B. On aote & un représentant de ia classe de simiiarité

L. La troisid®me maniére de relever toutes les représentations PCUA de
G , ayant le méme sous-groupe N a'alements représentés dans le
groupge projectif unitaire, censiste & construire un groupe topologique
E,dit séparant = "splitting group” (respectivement de représentaticn),
extension topologigue de G par _un groggg_fopologique abélien 1S , et

& considérer ses représentations CUA-séparantes.

C'est-a-dire : Soit G un groupe topologigue et IS un groupe topolo-

gique abdlien.

® Définition 1S : Un CARACTERE £ de " est un homomorphisme continu du
groupe 2 dans ‘ﬂ(*ﬂ . Dn note T le groupe abélien des
caractéres de [ , muni de la tcpalogie de la convergence

uniforme sur les compacts de r

® Définition 16 : Un groupe topologigue Eh est dit GROUPE SEPARANT
{respectivement de REPRESENTATION) pour [5.M) i

{£) il existe un homomorphisme continu § ae E-N sur G
tel que 'lE,..g\ scit une extension topologique de G
par K-aN . od “?., est une action tepologique de G
sur K définie par
LfH{"-}\!" = rk =t %-‘.N pour chagque 'ﬂéK et %ﬁc

1=

™ sl 355‘-”

{ii} &tant donnée une section 2 boréliepne normelisée
associée A 3 . 1'homamorphisme de groupe
yi K —9""‘“(5‘ envoyant X sur [.X°f,_ 1, ol
fze Z{G,KY) est le systépe de facteurs défini

par 2, est surjectif (respectivement bijectif).
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® Définicion 16 : Dans ce cas, l'application ocuwerte continue g est appelée
(suite) la PROJECTION SEPARANTE de E, (sur G ), i'application 2.
une SECTION SEPARANTE de EN associée 3 § , et K 1e nOYAU

SEPARANT de

Si M est d'indice 1, on dit simplement que E egt un

N=G
groupe séparant {(respectivement de représentation) pour

G

® Définition 17 : Soit EH un groupe séparant pour (GJN ) de projection
séparante 3 + Une représentation CUA T de EN sur A
est dite SEPARANTE s'il existe K.€ (o) c.q.

rlk) = ¥ (k)11dy, | Ve ler S

® Définition 1§ : Deux représentations CUa m sur M er ' sur H arun
groupe séparant E‘N pour (G, N ) sont dites PSEUDD~
EQUIVALENTES s5'il existe une application unltaire ou
antiunitaire V:f‘t —> ﬂ' et une application
b By ——UH) t.q. s WVerpn - Y ¥ee Ty
Elles sont dites EQUIVALENTES ei u{xy=4d Yxek, |
et SIMILATRES si $R'= M ex V=1,
T est dite IRREDUCTIBLE si T et in] sont les seuls
sous-espaces de Hilbert :I{ de f‘t tels que T (E,,\,'ﬁ - :‘{

! - £
On_notera : (i} QIC,".(EN?S (N‘.R) : l'ensemble de toutes les
représentations T CUA-séparantes de E f-f

e ik Ty £y jn(kTia) e U] 2 57

(ii} th(G.N\w} : i'ensemble de toutes les repré-
sentations CURP v de G sur !P(‘R\ avec
{9€G %(3) « ﬁ(@i(ﬂﬂ} =N,

Wit g UL (BTN QN

T — Q(lﬂ w (Lemed

L'application \? est indépendante du choix de la
section et est compatibie avec la rejation d'équi-
valence R, définte dans ?\[:“(E“ R R o
Par Slmllarité des représentations CUA-séparantes
{déf. 18).
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f‘ro;gsition 3
Solt EN. un groupe séparant pour ('G _N] de projection séparante
S et Z um section séparante associde 2 f

L Pour chaque élément T de ,S)c,m(’(;,N.g‘?-\} on peut trouver
un relévement borélien {localement continulv de v et un
élément 'IE (KUSY t.q. l'applicaticn 7w: E.,, "‘_buug(ﬂ)
définie par :

w(k Z() = X[l

£

soit un &lément de Q.[CW(EN L8N .

s -
Réciproquement : solt TE Utun(Euag (N‘]Jﬂ) » alors
l'application v =: Q-n.-2 & Quﬁ(crwaﬂ) -

13 ¥ -~ -
i) me MM(E",?(N\.H\ et w'e UL (E, 3N R
sont pseudoéquivalentes (respectivement similaires) ssi Vz(")

et f(‘{"“! sont équivalentes (respectivement égales).

nrE -
LIS dCuF(Eﬂls (N).f‘{) est {rréductible ssi VZ(TT\I
est irréductible.

(iii) L'application

TZ‘] : H:xh(EH » g*(m ' g"J/R3 - @un (G'N ’“)

déduite de‘fz en passant au quotient, est bijective.

Démonstration : Voir ré&f. [Ca.2] |

Il nous reste & introduire éncore un certain nombre de concepts, afin de
pouvolr établir 1'EXISTENCE d'un groupe de représentation (donc & fortiori

d'un groupe séparant) pour {G ,NW .
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1 on N,
Seit "3,.\‘ et o la projection canonique de Z; s, sur U'H (5) .

@ Définieion 19

® Définielon 20 :

Un SELECTEUR relativement & & et ‘! est une section
barélienne normalisée associdée & - qui est un homomor-

phisme :
P \ -
2, (6) = 5, ()

o>

panc s(H (61} est un sous-groupe de zu(G\

Soit § un sélecteur relativement 3 7 et N | on

appelle FONCTION EVALUATIQN l'applicaticn :

ll_vf : G - G — Yo~ [‘-(L\“(G} ;?‘1(&\})

)
3,9'¢ G et e 2,(6)
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Proposition 4 (EXISTENCE @'un groupe de représentation)

soit & un groupe topologique, N un sous—groupe fermé normal d'indice

iouz2de G .

i)

(11)

(1ii)

Scit £ un sélecteur relativement & = et N , tel que nous
puissions munir :(HN(GW‘ d'une topelogie de groupe l.c.s.,
de sorte que Wy solt une action topologique de T sur :(PN{G\Y,
et tel que ev(q,9") soit continue Vol,%'e G (ie:
sv'{a eV e s (HN(G“A ).

Alors : ev® est un systéme de facteurs borélien de & A valeurs
dans :(“N(Gﬂ; et le groupe (J(HN(G\,\];KF_V: IG)

est un groupe deureprésentation paur (G,N] , de projection

séparante pr, et de section séparante
3

Z N (':‘-:(Hufgn“ :3\

associée A 1 (Q-:IH,(G\Y est 1'&lément neutre de
TE M C) N

st H{G, .’R_,N\) est isomorphe au groupe addieis R° (n 35}
et si 1'homomorphisme de groupe ¥ : H{G,EUN\: __._9}-?" EG}
envoyant [~ ] sur [ e 1 aun noyau {= : “ery ) fermé dans la
topalogie canonique et un conoyau (Coker g = : HN(GVL-«- YOI
dénambrable, aleors il existe un groupe de représentation
{:(uNfG));"!eUSIG\} pour (S_,N) .

51 aux conditions du polnt (if) on ajoute le fait que le groupe
des homgrphismes continys de G dans :LL(Qéu doit é&tre isomcr-
phe 3 un groupe divisible (i.e. : dont les éléments sont divisi-
bles), alers : si En . ':_.;, sont deux groupes de représentations
paur (G, MY, ae projection séparante 3 , §’ respectivement, il
existe un lsomorphisme de groupes topologiques J de Eu' sur EN
tg. $4 « 3

i.e. : on a unicité du groupe de représentation, 3 lsomorphisme

prés.
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Démeonstration : Voir réf. [Ca.2] pour les paints (i) et {ii), réf, [Ca.3]
pour (ii1) M

5252;333,& : On souligne gque les hypothéses sur le groupe topologique &
faites sous {ii) sont satisfaites pour la plupart des groupes utilisés

en physique, par exemple : le groupe de Polncaré, le groupe de Lorentz,
les groupes de Heisenberg, SO(3), SU(2), etc.

Citons un exemple de groupe localement compact séparable qui ne passéde

pas de groupe séparant : le groupe topologique produit
L]

ER‘(ZZK) ol ZE -Z v3=r_.|.‘.:-n
;:l

(voir référence Mo.], pp. B5-86).

Remurggg_l : Soit C;. la compasante connexe de 1'ldentité 2; du groupe

G . on peut voir que ia restriction d'une représentation PCUA de G a3

est toujours une représentation PCU de G, . (7.4} Jans 1z suile, les

Froures considéris sercni conngxes.

§§5g£g22=2 ; Certains groupes intéressants en physique, par excmple 5U(2),
ne possédent que des représentations BUM 3 multiplicateur trivial donc
similaires & des représentations CU; il existe upn critére de Bargmann
{Bar.l}, {Si} pour reconnaitre quand un groupe est son propre groupe de
représentstion. En particulier, tous les groupes de Lie semi-simples

simplement connexes satisfont ce critare.

gggggggggg : Dans beaucoup de cas, par exemple pour le grcupe des rota-
tions, le groupe de Lorentz et celui de Poincaré, les représentations PCU
du groupe peuvent &tre relevées en des représentations CU {ordinaires) de
leur groupe de recouvrement vwniversel (i.e., le groupe de recouvrement
universel est un groupe de représentation). C'est aussi vral pour tous

les groupes connexes compacts.
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Conclusion

On peut résumer les résultats obtenus par les méthodes A, B et C de la

maniére sulvante :

L'étude des représentations PCUA d'un groupe topologique G sur [H'H\

peut &tre transformée en un probléme plus simple, celui d'értudier les

représentations d'un groupe Lié & G sur l'espace de Hllbert . Les

transformations possibles se trouvent dans le diagrarme commutatif

suivant, établi 4 l'alde des propositions 1, 2 et 1.

U  —Sws . w X, Koo S

U, 13 =

P

ol 4, est l'injection 3 (}, 26)

1, est 1'injection canonigue

4+ est l'injectlon 3 ——> 3-Idﬂ

L, comme dans la définition 17

fr. est la projection sur la deuxidme composante

E est une sectlon boré&lienne normalisée associde & {1
8  est 1a projection séparante de EN . lige & (G,N:‘
Z

est une section séparante de E " associge & § , comme
dans la définition 16.
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On met en dvidence la différence entre les parties gauche (méthode A, puis
B) et droite (méthcde A, puis C) du diagramme : 3 gauche, nous devons
considérer tcoutes les représentations CUA ?;Hﬁ-séparanCes sur 3¢ de
tout un ensemble de groupes topeologlques, les C}zf ,/ﬂ parcourant
ZG) et M un scus-groupe Fermé normal d'indice 1 ou 2 de 3 , pour
obtenir toutes les représentations PCUR % de G sur ?f?&j t.q.

\7(31 € Q(U[ﬂ“ Va eN . a droite, les représentations CUA-séparantes
d'un seul groupe, E‘N . nous suffisent, MAIS ce groupe n'existe pas tou-

jours !

(Conditions d'existence suffisantes données par la proposition 4(ii).)
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§I.3. GROUPE DE SYMETRIE DYNAMIQUE D'UN SYSTEME PHYSIQUE
ET CONSTANTES DU MOUVEMENT

Rappelons d'abord brlévement comment les groupes dynamiques de systémes
gquantiques sent relids aux groupes unitaires boréllens 4 un paramétre
et aux opérateurs autcadjoints.

{Les notations utilisées par la sulte et non spécifides sont celles

introdultes dans ieg paragraphes précédents.)

a) Le développement au cours du temps @'un systéme quantique fermé
est décrit par une application ¥(t): Py — IP(R) possédant
les propriétés sulvantes [Jo.]; t ,E' e R

{1} Y est surjective
(2 T (8). F Bl s el $ Ye ®-[ol  (1le.: isometrique

(3) G(E\w('ﬂ est une fonctlon continue de ® , quel que soit #eﬂ-{"l
@) FTIY = Flear)

Si le systéme est dans l'dtat w($) en L=0 , on note
w @) () =1 T ()

1'état du systéme au temps b

52235325;&9 ¢ Lorsque le systéme quantique considéré n'est pas fermé,
les opérateurs décrivant l'évolution du systime ay cours du temps
agissent dans 1l'espace des é&tats mélangés de l'espace de Hilbhert

fun &tat mélangé est caractérisé par la donnde d'un opérateur 3 trace
positif de trace 1 dans 'H_ } et définissent un semi-groupe dynamique
4 un paramétre (L =3 R+)[Da. 1.
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® Définition 21 : i-\;(") sbe R . satisfaisant les conditions (1) &

m] s'appelle GROUPE.DYNAMIQUE de 2. .

On voit que i , ke R , est une symétrie de¢ Wigner de ‘F(‘:‘!‘} et

que Y est une représentation projective continue unitaire de X sur
o
P .

b}

c)

Le relévement de ¥ (§I1.2. m&thode A) nous fournit v , unz vraie

représentation de R sur ¥, puisque toys les multiplicateurs de X

sont triviaux (volr (va.] vol. II. p. 128); Vv est définie par

viky o E(W“)) ,Wie r et possBde les propriétés suivantes :

{1") v(t} est unitaire; e & -

(2') vie) = IAR (S U133 VY P A ; Lie R

{3') V est borélienne; on peut montrer dans <€ cas que ¥ €st con-
tinue. ({Ca.4] utilise l'argument du Th. 4 Ch. I de [Ban.].)

On remarque que pour tout 4}2 ﬂ-{o} et pour chaque te R on a

W) = w(v E‘.dﬂ . {’(H i E€ R , satisfaisant les conditions

L) 4 (3°) -!: est exactement ce que l’'on appells un GROUPE UNITALRE

CONTINU & un PARAMETRE.

Le relévement v de v n'est déterminé qu'a un caractére de la droite

réelle prés; i.e. : ¥  t.q. Y)Y . 2Tt () , celR |, altes

mémes caractéristiques gue v

Appliquons l& théoréme de Stone 4 ce qroupe unitaire continu 4 un
paramétre [R.N]; cela nous fournit un opérateur autoadjeint H engen-

drant le groupe v(i)

4
o {EJ\ E»\es est la Famille spectrale dza Y . Elle est telle que tout
opérateur symétrique borné qul est permutable A tous les opérateurs
H
vit) {ke R)  est aussi permutable & E.\ Yie i
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- -
[}

# Déflnition 22 : L'opérateur autoadjoint = engendrant le groupe |+'f ;-2
unitaire continu 3 un paramétre est appelé opérateur
HAIMILTONIEN du systéme Z i on dit qu'll INDUIT le

~ b
groupe dynamigue {V(\:) ) be ® 4
Remargue 1l : L'observable correspondant & H est l"énergle du systéme E .

5552‘35“,5,5 : Puisque la représentation v de 8 surf‘[ n'est déterminée
qu'd un facteur multiplicatif prés P.u‘ ,ee B, par ¥ , ¥ ne
détermine H qu'd une constante additive prés. i.e., H et Hac :c:_? R
ce® ¢ Ilnduisent le méme groupe dynamique. ’

® Définition 23 : G s'appelle GROUPE de SYMETRIE DYNAMIQUE du systéme
Z si

1) G est un groupe de symétrie de Z {définition 3).

(1i) Les représentations projectives R R -—’—Dﬂauuﬂ
{dynazique du systéme) et &: G 2t PLH N

satisfont :

\'/'(I:)El(%‘; =G{=ﬂ;(t\) VEER )-1158

Lewnme

Soit . un opérateur unitaire dans 3{ et B un opérateur autpadijoint
dans ! . Les relations suivantes sont éguivalentes
(i) UR = AU

r— \ A
an (4] -0 M e® w [E;
de A, )

‘.ﬂ“? est la famille spectrale
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Démonstration t (1) === {ii)}| suit du théoréme de décomposition spectrale
d'une transformation autcadjolnte. Voir Ch, VIII No 120 de la réf. [R.N]-
{il) ===+ (§)| soit D 1'ensemble des P¢ D(RY  e.g. 37 e DAY,
YueD et ¥¥e D , o0 a :

(R ¥ =j>_d‘(E:uw;vj - S)_g(r_‘;w,_u'w) L (B LY L (LR

— -

Q'cd {1). (La dewxidme égalité provient de {E: ,Ulr .o et
borné¢ + W

Proposition 5

Lorsqu'il n'existe aucun homomorphisme continu non trivial de 5 dans
U (4) la condition {ii) de la définition 23 est &guivalente a la
condition sulvante :

(11wl € Hulg) V3E G

ot ; H est l'hamiltonien du systéme Z

4 est un relévement bordlien de i (5I.2. point A).

Démongtration : Soit ¥ un relévement borélien de Vv et 4 un reldvement

borélien de 4 . Il existe une application bordlienns o de R 5

dans Ai{4) t.q.

(i) = b alhin(s) VeeR Ve S (i.49)
Ceci implique l'existence d'une applicaticn borélienne ¥ de $<G dansg
®  aefinie par a‘(t.j) - Uf«{&,f‘;\j ol T est une section borélienne

normalisée associée a l'application canconique de ® sur 'L'- (4-\.

a) De {1.4) on a : u(qY'vltiulg) = ;ﬂk.s"vm YieR Vaef

et ulxY «fdu{adnlqy v (L Yufq) = e:(ﬁtﬂmaudl'\v{h\vh") ViteR , Vaeh .

D'oll 3 {‘D" =t hulay o eluu"'mw[tl".“vf‘:*“'.} Thec ,V‘S:’C.

D'autre part : -.:(1\"-;[&#{'3 ulgh = g_"'r(l!u' '3 ey YoueW “: L
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De ces deux dernidres relations on tire gque

ezx[t_u—'_o)\ ) {$1z.ay+ z(tﬂg\) ¥eie® v q¢ G

i

e
LY
L'appilcation de ® gans U(‘i\ envoyant ! sur ¢ pour
%e est un homomorphisme bordlien donc continu (par le Th.
3 £ h hi boreal d i ( le Th. 4
Ch. I de [Ban.]). Per conséqueat il est de la farme ¢{:a)=7 (3}t
avee f ()~ f{1.9) , LR ,q€ G .

b} De (1.4) et a)} on a : (Eyu[ay{ty” = ch-mtum YieR \¥qe G

et w(Bulpv vy - LR ‘x'[”mumu(ﬂ ViR VayeG.

HEREVES ALUY) S
ulsy)

plod : Wblu(gyIvitY - e VeeR ,Vaqe6

D'autre part : wlEYu{y3 vt = g:r.h:')l ulqy)  YieB® Yaqeh

De ces deux dernidres relatlons on tire que

RENCISLN ht‘(l‘.(ﬂ+é‘.(1"“.h VieR ,¥g.9'€G.

- ALY

L'application de 7+ dans :.(4-\ envoyant 4 sur pour t

fixe est un homomorphisme centinu.

c) Par hypothése, 11 n'existe aucun homomorphisme contimu non trivial de

G dans D(i\ » ce qui entraine ¥ (4\=o VﬁeG et que
u(:ﬂ‘a(k\ EY 'J“:\u{cﬂ V‘-. e . V3 e G (L.5)

La relation (1.5) est éguivalente & [ E': ,uly 120 VoeR )"(«35 G
(Th. de Stone, polnt c}} qui elle est équivalente A& (ii} (Voir Lemme ) [}

_Eggggggg:ég : {1i') exige gue 1’# 3 D(‘H\ et V%e G ., Oon alt
u{ayd € DKWY

ggggggég : (2} Les groupes sulvants n'ent pas d'homomorphiswmes continus
nonh triviaux dans u(‘i\ : les groupes de Lie seml-simples (par exemple
S (3}, S0(3) xs0(3), 50U(2), SU(3), le groupe de Lorentz, etc.}, le groupe
euclidien de R? . le groupe de Poincaré, ...

{b) Il existe des groupes qul possddent des homomorphlsmes continus non
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triviaux dans '\,.". r par axemple B (dont le groupe des homcmorphismes
continus dang ’.'. ,'-‘L") est iscmorphe A R ). les groupes de Heisenberg
(voir §II.1.). *

{c} Le cas G = R est un exemple du fait gue la condition (ii) de la
définition 23 n'est pas toujours équivalente 3 la condition (ii') de la
proposition 5. En effet, il existe un reldvement continu 4,7 de la paire
&,% apparaissant dans (ii] telle que u{t)v{si= L:‘”v(-"‘eu(\:) Ve:ed
tout autre veldvement contipu 'J.',\r' de ia paire G ]; dans la méme classe

de similarité ne nous fournira jamais u'(Hiv'(5)= wi(au'ley Vi-e R

g_eggggg_ég : La formulation (ii) a l'avantage d'étre indépendante de

Df\r\) + tandis que la formulation {ii') est indépendante du temps.

A partir de la représentaticn v de ® sur nays pouvens mainterant

déterminer comment ia distribution de probabilité d'une abservable =/t
varie au cours du temps ( F est un opérateur autcadjoint dans 4+ ). Seit
!!P&R-{o} et i:,,]“g 1a famiile spectrale de R

1 - .
w““\-*\(]o 3)) = (.’E-. RAMITY ,um) - (-,(.q(m-z.avtt\,ee )

amy
quel que soit Jo, bl o B, w1} = wivinyady Lk ¥

{voir §1.3. a} et b}). D'od :

w0 ) < (7 (B EE, $) s

=113}

® Définition 24 : L'observable E{FW s'appeile CONSTANTE du MOUVEMENT si

PWEY Ik (#\
ﬂ(mj Ja, Lﬁ Y by (3o, v)

Vie® YieR V3ablcR.
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Proposition 6

&
L'observable E{Pl\ est une constante du mouvement ssi ¢lle satisfait

les conditions &quivalentes sulvantes :
.
Rz
-

{a} U(‘C\H = H\&(ﬂ Yre fis ; ult) = e est le

groupe unitaire contimu A un paramétre engendré par S

(b) Les projecteurs spectraux de K notés [Er i re R permutent aux

: R
projecteurs spectraix d2 P notés s E/. ‘j“e e

W
i.e. s E:E: - E; E) quels que soient A‘fe??\

Démonstration :

(i) Montrons que B(H\ est une congtante du mouvement <==> (a)

B(H\ est une constante du mouvement est é&quivalent par (1.6}, la

définition 24, et par polarisation & :

A (B BN - B CED VieR V1alle® o

Pulsque le groupe unitaire continu 4 un paramdtre engendré par A acmet

la représentation spectrale

-

ult) = Sgb".JE? ze R

—sa

(1.7) est équivalent &

Y W Ve = ey Ytz el (1.8)

En procddant comme A la fin de la démonstration de la propesltion 5,
{1.8) eset &guivalent 2 wit)H € Hum Yee R

(ii) Montrons que (a) <= (b)

L
—n'De {a} par le lemme, on a [E;. ,uLﬂ]=o pour tout \'tE.R .
Par le théoréme de Stone {point c} cl-dessus), on a
R M
[Ef ;EA]=O V/‘-.ME i
a—l D'autre part, de (b) on tire (1.8) par le théoréme spectral,
a'od (a} [ ]
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§I.4. GROUPE DE SYMETRIE D'UN OPERATEUR AUTOADJDINT DANS
UN ESPACE DE HILBERT

DSEinition 25 : Soit A un opérateur autoadjoint dans W . oua qroupe
s'appelle GROUPE de SYMETRIE de A , s5'il existe une
représentation unitaire non triviale u de G sur f't '

telle que : u{:‘\ﬂ < ﬂu.h) Vjé G.

D&finition 26 : §1 (- est un groupe de symétrie de A, R ast dit
INVARIANT par le groupe G , ou (G -INVARIANT.

Remarque 16 : La définition 25 pour A=H est plus restrictive que (ii}
de ia définition 23, ol u est un relévement de 1 représentation PCU,
f.e. : u est une rep. BUM; si le multiplicateur est trivial, alors on a,

comme cas particulier de (ii) de la définition 23, lLa dé&finition 25.

Remarque 17 : Soit B un opérateur autoadjoint. Par la propesition 6 {a),
an voit gque l'observable B(B) est une constante du mpouvement ssi le
graupe unitalre continu 3 un paramdtre engendré par B est un groupe de

symétrie pour H
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§1.5. ALGEBRE DE SYMETRIE D'UN QPERATEUR AUTOADJOINT DANS
UN ESPACE DE HILBERT

Jusqu'd maintenant, nous n'avone travaillé gqu'avee des groupes. Dans ce
qul suit, mous allens nous restrelndre & la_classe des groupes de Lie
{Bo.2), passer aux algébres de Lie [Bo.2) et 3 leurs représentations,
afin de pouvoir introduire la notion d'aigébre de symétrie d'un opdrateur

autocadjoint.

Une des difficultés principaies de la théorle de représentation générale
d'aigébres de Lie est due au fait que les représentants des éléments d'une
algébre de Lie sont souvent des opérateurs non bornés. D'od le probléme
de déterminer un domaine commun ) de définition pour 1'ensemble de ces
opérateurs. Ce domaine [ est cholsi linfaire (i.e. : comme un sous-espace
vectorial de M }, invariant (sous i'action de tous ces opérateurs) et

dense dans ™ .

soit G un groupe de Lie réel.

® Définirion 27 : Soit T une représentation centinue unitaire de G osur M.
e  est appelé un VECTEUR INFINIMENT DIFFERENTIABLE
{respectivement ANALYTIQUE) pour T si l'application
g —{at de G dans ¥ est de classe &7
{respectivement analytiguel; 1'ensemble de tous les vecteurs
infiniment différentiablies (respectivement analytiques}

pour W sera noté ﬁ: {respectivement 'H-:' 1.

v -
Nous avons 1'inclusion ep'e,\_ [y g‘gq et

Propasition 7

Jyw Fry
3-,, et ,-E' sont denses dans " .

Démonstration : Voir ré&f. [Ga.] et [Ne.] ]
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L F-)
® Déflnition 28 : Une REDRESENTATION | d'une algébre de Lie L sur # est
un ¢ouple (T , D(T\‘ ol :

(1} T est une applicatlion de L dans l'ensemble de
tous les opérateurs dans .
(L) D(TB est un sous-espace vectoriel de ){ZI‘ D(T{x")};

stable par Tfn quel que solt hels , et dense

dansﬂ .

]

T(-<X+|1“ﬂc} -(T(X\# + PTH)‘}
TG & = (TETHY) _Tie)Técy$
V«]Fel}: Yiryel et V#eD(T\ . [.y.] est la

multiplication dans L . tLa représentation T est dite

tel

SYMETRIQUE (respectivement ANTISYMETRIQUE) si 1(X)
est SYMETRIQUE {respectivement ANTISYMETRIQUE: YXée L .
tee. 2 st (TOOS ,w) = {4 ,T(X\;l'l)j (respectivement
(LT ,¥) = (3,0TEOYY ), Vo, ve DOPN Vel
({.,.) est le produit scalaire dans 'R -}

On parlera toujours de la représentation T de 4, '
&tant sous-entendu gue le DOMARINE D(T) est aussi

donné.

de Lie

A. Chaque représentation unitaire T d’un groupe de Lie & sur # donne
lieu d'une maniére naturelle & une représentation antisymétrigue de
son algébre de Lie q sur 4 .

C'est-a-dlre : Solt A& OJ ; définissons l'opédrateur ﬁ:“\ . en

général non borné sur ‘H , par :
tl
‘ﬁ(!\# o _""_E_\*’_‘_i._ (L.9)
Lap b

le domaine D(fr “\\\ de ﬁ'“\ étant l'ensemble des ééﬂ pour
legqueis la llmite dans (1.5) existe.
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® Déftnition 29 : L'opérateur 5{%) satisfaisant (i.5) s'appeile OPERATEUR
INFINITESIMAL de la représentation T de G sur Jﬂ agsoclé
au sous-groupe 3 un paramétre continu llt\-&u de G ;Xﬁq -
on dit aussi que "(R) est le GENERATEUR INFINITESIMAL de
NS e R

pProposition 8

- — -

7 définie par (1.9) avec D(“\ = ';’g,, est une représentation anti-
symétrique de 0] sur M appelée REPRESENTATION INFINITESIMALE associée
a n

F bl
Démonstration : On vérifie que &, D("\= ﬁ{:} est une représentation de
O} sur'ﬂ H E(X\ antisyméerique découle de (1.9%) et de l'unitarité de a

B. Il existe des "critéres d'intégrabilité de représentations d'algébres
de Lie", indiguant quand une représentation antisymétrique 4'une algébre
de Lie L peut donner lieu & une représentation unitaire d'un groupe de

L.i¢ simplement connexe G . ayant pour algtbre de Lie 01 A qu

® Définition 30 : Soit | une représentation antisymétrique d'une algdbre de
Lie L sur $ . T est dite INTEGRABLE 5i pour tout groupe
de Lie simplement connexe G dont l'algébre de Lie Oj est
iscmorphe L, , 11 existe une représentation
me G2 J($) et un isomorphisme « de O} sur L
tels que : T(4) < (F -N"}(B) Y9% L, on 7 est
la représentation Lnfinitésimale associée & rr.
f.e. : T[4} est une restriction de (¥ 0-‘")(3\ .

quel que soit Ye L

Remargue 18 : Vel . la femmeture (Fe 1Y) e (F.a)(Y)

est un opérateur antlautoadioint.
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Nous c¢itons deux critéres ncus donnant une condition suffisante pour
1'intégrabilité d’'une représentation antisymétrique d'une algébre de
Lie :

© 19 Le théoréme de Nelson (Ne.i (1359).

2° La théorie de Flato, Simon, Snellman et Sternheimer [FS53.) {1972).

Hilbert.

® D&finition 31 : Soit A un cpératear autcadjoint dans o
ine algdbre de Lie L est une ALGERRE de SYMETRIE de R
si :

{1} il existe une représentatlon antisymétrique T de L
sur ¢ intégrable .

(i) ¥Y¥el .'[Pl ,T()(\]: o , dans le sens gue toutes
ies projections dans les mesures A valeurs projections
gu'on associe 3 :(r'i-a(") (X\ et a A coomutent.

T et o comme dans la définitiom 30.

Proposition 9

Soient : L. une aigébre de Lie .
G un groupe de Lie simplement connexe ayant OJ pour algdbre
de Lie et tel gue O_] soit isomorphe & L.

A un spérateur autcadjoint dans "o,

L est une algébre de symétrie de R =

G est un groupe de symétrie de A
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bémonstration : <==| {> groupe de symétrie de B , donc il existe une

représentation [T . G ek, (1Y c.q. r\-{%\,ﬁ < g“m V%é(t 1%}
Considérons 1%&\ ite Rl un sous-gro;pe continu & un paramétre de =
o qgft)= ot . Xe Oj . Par le théordme de Stone

mfaleyy = L:HF’"‘.IH“ cavee 3. qfX)e L (7l et « comme

dans la définition 30} . Par (%)

e:t(ﬁ-r'\{‘a'\ A < AL PRI Vel

L'assertion finale découle du théoréme de Stone par la méme méthode emplayée
dans la démonstration de'la) == [b)"dans la proposition 6.
E L. une algébre de symétrie de A ; donc 1l existe une représentation
antisymétrique T de L sur f‘ﬂ intégrable, 1.e. : il existe un isemorphisme
L3 OJ — L avec Q] 1'algébre de Lie du groupe simplement connexe (x
et une représentation w: & =% LY tq. T{4) < (ﬁ'—.“--)[cj]
V‘:I & L ; © est la représentation infinitésimale associdée & T ., De
plus, par la définition 31 (ii}, les projections dans les mesures & valeurs
praojections assaociées a R et a Lfﬁ"--("\) {‘-ﬂ commitent, quel gque sait
Ye¢ L. . uvtilisant le théoréme spectral, on a que : n{g(n)ﬁ < R”{jf‘:“
pour tout saus-groupe continu 4 un paramdtre { 3 c“;& e ® } de (G,
A gixe « O] . comme tout élément qe G peut s'écrire comme produit
d'un nombre fini d'éléments de la forme '31“1\ TR PR od
iaI(k} ; ke R} y pour chaque j fixé, est un Sgus-groupe continu A

un parametre de G , On a:

CICY LA CHCR R CN TR (SR SCW IR R [ CHN T\ - LY PR TR P
< Am{g ) my (WY = Anfqy a

(]

ESEEESE,LEE : La détermination 'de 1'algébre de symétrie d'un opérateur
autoadjoint A est en général un probléme délicat. La difficulté essen-
tielle réside dans la vérification de la commutation des projections
spectrales (volr déf. 31 (ii)}. Dans la pratigue, on cherche "empiriquement™
(L.e. : en lgnorant les difficultés techniques) 1'algdbre L et le groupe

G ge syméerie de R ainst que la représentation continue unitaire T de

G‘ . On applique ensuite la proposition 9 pour déterminer la représen-

tation T de L (voir §IIT.3.1.}.
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CHAPITRE II : LES GROUPES DE HEISENRERG

Partant du probldme de "déterminer toutes les représentaticns projectives
continues unitalres ilrréductibles de ﬁ"'u ne N , en utilisant ia théerie
du relévement des représentations preojectives exposées dans le $I.2.,

nous construisons dans le §II.1. les groupea de Helsenberg, nous prouvons
qu'ils sont tous iscmorphes (Prop. 1) et nous montrons que lorsque o alk B
ke hj, le probldme initial est équivalent & "chercher l'ensemble des
clagses d'équivalence de toutes les représentations continues unitaires
irréductibles d'un groupe de Helsenberg". Puls nous rappelons comment les
représentations continues unitalres irréductibles de dimension infinie
d"un grocupe de Heisenberg donnent lieu d'une maniére naturelle & une
représentation des relati?ns de commutation (canoniques) de Heisenherg
{C.C.R.]. Par le théoréme de Stone-Von Neumann (Prop. 2}, un groupe de
Helsenherg posséde une représentation unitaire irréductible (& Sguivajence
prés} sur un espace de Hilbert # de dimensien infinie, envoyant

(t,0)e R Rﬁ sur Mt IA“ {unicité des systémes d'opérateurs satis-
faisant les C.C.R.}. Nous construisons alors dans le §II.2. quelques
représentants des classes d'&guivalence )(,\ des représentations continues
unitaires irréductibles d'un groupe de Heisenberg par la méthode des
induites; pour passer d'un espace de représentation aux autres, nous
explicltons des cpérateurs d'entrelacement, exploitant le fait gue nous
travailllons avec des représentations induites. Une représentation continue
unicaire irréductible {rep. CUI) d'un groupe de Heisenberg donne lieun
d'une maniére naturelle aux C.C.R. Qu'en est-il du probl2me inverse ?
C'est l'objet du dernier paragraphq de ce chapitre (SII.4. Prop. 9), od
nous nous demandons "quand certalns opérateugrs autcadjoints satisfaisant
les C.C.R, proviennent-~ils d'une repré&sentaticn CUI d'un groupe de

Eelsenberg ?%.
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§II.1. RELATIONS DE COMMUTATION CANONIQUES (C.C.R.) ET
GROUPES DE HEISENBERG

Soit Z un systéme physlque; '3"\. est supposé de dimension infinie. Consi-
dérons le groupe Rﬁ ,nE L , muni de sa topologle canonique. Est-il
possible de répondre simplement A4 la question suivante ?

(Q.1) Quel est l'engemble des classes d "dquivalence de toutes las repré-
gentations projectives contirues unitaires irrdductibles de R sur

Py -
Par la théorie exposée au SI.2.A., on peut montrer gque (@.]) est &guivalente
a:

(Q. 2} uel eat i'ensemble des classes d'dquivalence de toutes les repré-
sentations boréliennes unitaires irréductibies & multiplicateur de B™

surf—'a?

Pour répondre 3 cette question, considérons le groupe des classes d'égui-
valence des multiplicateurs de R“ (§I.2. DEf. 6) H(R’) = { Dx] ;
}\ miltiplicateur de R ]‘ . Dans chaque classe [ h ] on peut trouver un

élément de la forme suivante {[Bar.2l et [Va.])
I B » B" —— L{4)
(v v e (380))
ol L est une forme bilinéaire elternée réelle sur [Rn

L'espace vectoriel réel des formes bilinsaires slternées réelles sur R

étant de dimension n(n.n/z , soit IE- , ;. 4,4, - nlaa)L j
une base de cet espace; l'application 4 : HIR™Y —s R envoyant
s aifa
{ax (IZ J\-L-) 1 sur {N,-- > Aot ) est un isomorphisme. Ce
f i 1
qul nous permet de choisir, dans chaque classe d'équivalence des représen-
tations BuM de [~ , un représentant noté 5(,\ %
LR n(n.m‘l)
satlsfaisant :
$ OBy (v = f (v,v) 8 (vev?)
afe-h '
(\'t"'lik"r"-‘\“‘] ()‘n"‘d-(ﬂ-\\“j / ijbj (A"I "))"{--v‘)h\
“en
il

vov' e R".
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Le multiplicateur étant continu, on peut wvoir que 3()‘-”_ N peenit)
est une représentation continue unitaire & multiplicateur de R ([Ca.4]

utilise 1'arqument du th. 4 Ch, I de [Bar.].}

L'irréductibilité des représentaticns cherchées entraine que les b a
considérer doivent étre non dégénérées. Une forme bilindaire alternée
non dégénérée T sur R" n'étant non nulle gque sl n est pair, nous ne

sous Lntéresserons qu'd des espaces e dimension n-tk.ke M . Dlautre

part, l'espace vectoriel réel des formes bilinéaires alternées non dégéné-

rées sur [Rl\‘ est de dimensicn un ([We.} p. 397).

Choisissons un €lément <, de cet espace défini de la maniére sulvante.

Seit { 24 ,f; -‘i.a,al...,k 1 une base de R , alors on pose

Tolef fe) = & ef:k o (e ) = NG ARTEN Vit k

Dans cette base, v < K se décompose en Ve F (ken ey o) =
v B e IR 1A

1‘ b
= ne + 5]? = (Y 1,\5QR et  xe -_:'E“ se

f =298
z

ona : oL (vv') = @ (0,0 ey P ol

v‘v‘.gﬂ{"‘ et x\ia-_i‘“] . Toute autre forme bilin¢aire alternée non
dégénérée réelle sur R s'écrira : o«B8s, ,8e R . Notens

HI (R“E le groupe des classes d'éguivalence des multiplicateurs des
représentations CUM irréductibles de [Rak sur '“- . L'applicaticn

\?I : HI(&“‘) — R envoyant [e_w“"J sur 9 . 8st un jisomor-
phisme.

Remargue 1 : SL 2 a ~ degrés de liberté et R"  est un groupe 4e
covariance de Z . alors la guestion (@.I) revdt un sens précis. Dans
cette méme question on restreint la recherche des représentaticns projec-
tives continues unitaires de ® sur [P{#) aux lrréductibles
seulement., de fagon tout A fajit arbitraire. On peut se demander s'il est
poasible d'ocbtenir un résultat identigue 3 celui de la réponse a (.1}
(volr plus loiln) d'une autre maniére plus naturelle ! Un exemple dans le
cas N~ b est le suivant. Considérons un systéme physigue 2 et le
groupe R . Supposons que le groupe G - (R! - @l)t‘ 50{3) secit
un groupe de “"covariance" de Z (par rapport A l'espace de phase).
L'action ¥ de s0(3) sur &'+ R  est aéfinie par

W(RY(q.p) = (Re.Rp) R e 5003 ,q,pe B

et G agit sur l'egpace de phase d'une maniére naturelle (par analogie a
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l'action du grouge euclidien sur l'espace de configquration). Le groups
des classes d'équivalence des multiplicateurs de & est HiGl=z B2,
L'apparition du groupe 4, dans H(G} est due 4 SO0(3); cela reflére
la régle de supersélection entre fermions et bosons. Ainsi le groupe des
classes d'équivalence des multiplicateurs de [ B« R '3 503},
au groupe £, prés, est isomorphe au groupe des classes d'équivalence
des multiplicateurs des ceprésentations CUM IRREDUCTIBLES de R" sur
:-Q_ i par comségquent, chercher 1l'ensemble des classes d’dquivalence de
toutes les représentations prejectives continues unitaires irréductibies
de R sur [P(‘H,\) est équivalent & chercher 1l'ensemble des classes
d'équivalence des restrictions 3 R" Rz de toutes les représentations

projectives continues unitaires de (33" & ) "y SO0{3) sur U‘(?{)

& Définition 1 @ L'espace Rﬂ. ,kE N , muni de O , une forme bilindaire
alternée réelle non dégénérée sur R‘L . est appelé
1'ESPACE SYMPLECTIQUE (L?‘i',u\ . O s'appelle FORME
sopLECTIQUE sur R™Y et { e fi s o e, 5= 98¢

( yepY 'a'(fi t)-o ,J,(-d.l \.]l s'appelle
BASE smpmcrxg.ue ge (R™,¢) .

@ Définition 2 ! Une représentation 3 continue unitairea multiplicateur f‘?
IR& .
de sur ﬁ. .
¥ ) ' R“"
SIS (v = & P R (et vu'e
alt j’\P & [}l, ] avec ¢ une forme bilindalre alternée non
3
dégénérée réelle sur ® . 8'appelle REPRESENTATION des
RELATIONS de COMMITATION CANONIQUES (repr- des ¢€.C.R.).

Utilisant la théorie exposée au chapitre I, §2.C., on peut faire une
13
extension de R? par :(H (R“‘“A , 00 I est un sélecteur (§I.2, Déf.
1
19} reistivement 4 R'  défini par

bk hilak-)
3 ([‘IF(.L-SZ‘ .\\;Li\] 3(‘1 ,V'\ - t'l':(: Z }\ELS [V,UI\JX
L% rt

Alnsi 1a Fonction (SI.2.D4f. 20y &' (') telle que
L itkaty

e (na(sfu,,rz,\h)]) qu“a)
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. . '
est une fonction continue pour tout ¢ .Y £

(J(H(lRt.'))A rav’ IIR'J' ) (velr fI.2.pef. L1 et Prop. 4 {i1)) est un groupe

1
de représentation pour & de projection séparante p-, et de

X

, et le groupe

section séparante Z associde & pr: t.q. Z D vE ?"' | ‘[e“f(ﬂl’s"))' JV) _.

Par 51.2 Prop. 4 (iii) ce groupe est unique & isomorphisme prés.

Notons ('Rk(ﬂ"" | (b b ) T B & \ le groupe topologique
Rx‘n

dont les éléments sont les couples (H_i, LTINS ,v) & gAY ,

muni du preoduit :

((t“""hm-'hl V)(“.n'-'al";fﬁ-ﬂ\ ;V') = ({tt*'t;*‘“‘l{"iv'])-'-.EI-[:I---\*L'\\(N---\"’L’\-m.u\(“a""')lv‘v‘)

et de la topologie produit.

Proposition 1

ik P k
Les groupes de représentations de ® . (J‘(H\.’R )) !e_v" !".R " )

1k
quel gque soit J le sélecteur associé a R ., et les groupes topolo-

giques :
be[2k =5 A
(m [(et 4 L \eir(:k.-sbl.(:!._.\\‘ Ri )
quel que soit (B8, ,.. 8,4}« g - . sont tous topologi-
quement lsomorphes entre eux.
Démonstration :
Y 1\-\ w ko)
(i} Puisque “R est isomorphe par ™ a4 R .

R IERIS Sk fake-ny

J(H(R“ﬂ.‘ E I{t“---\‘.\m‘.\‘l i H

Rty l-ll.lu D
t.q. I(‘:A----,h(s\- “(u?( Z)' ) = Z)‘ E\ i est

R\x{ﬁe \\

aussi isomorphe & . La fonction &v (v.\f'\) définie

ci-dessus s'écrit  ev’ {v,v') =
( -‘t( LIRS SO SR L L 3
L'appliication :
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\?(9 K \} ( s(H (" )Y ‘ e’ l &f‘) —_— (R“m“\ l.'\'ss.!:{ e :Sun---)l-‘u(:u.-\‘il RI‘.)
TP Y

Xﬂt.....n,,\_,ﬂ ) V) . ({94}1 ,...,9L(ﬁ_,,a,'h,,_,) , v)

est un isomorphisme topologigue.

{ii) soit 5’ un sélecteur associé a R“ défini par :

ev? {e,v)) (s' [u? (:‘.:ZN';.:L; )} ) = exp (:. g;.}Fj[v,v')B
! I

Wik A . RN
sl EA‘ AR RS )Z Ai(?j.[v,.‘ Yo ) ) - b (v oy )
avec i R——R boréiienne V1=4,1,. Sefaken
L'application

b: (s(HEMY o' | RY) —— (s(HE) e | &)

(;‘(tth---;h«t\\-«--ﬂ ' v\ _ (-X (tas st b o i ) 0 V)

est un isomorphisme topologique {(voir th. 4. ch. I de [Bar.]).
% A
(s (HE™Y

de fR'k . de projection séparante pra et de section séparante

. 1k
ev’ I R \ est un groupe de représentation

associde & Pra v z , lige a Z par :

% (Z{V\l) = -X(‘-'.M o M) Z'(V) r V€ R

ik

{iii) 6: : (iﬁwlh-‘)l (9‘\»4;.-.,GLI..L..\BH.I..-\‘! R‘k) _— (RLN"\,(ML{.---,9;(‘5..1LL(-J...\)! ﬁlh)

0' /
((L‘-r" )h-ll\'--\) H ') —————— ((-ﬁti..--.,g—L-—:li:\\ tL[;L.-)) f v )

est un isomorphisme topologigue =

Point de vue représentations continues unitaires de

(RHIL'\I(B{B_l P )GHI*_‘\LH“‘.‘\ I le) , on peut dire par ies Prop. 1l et

Prop. 3 du §I.2. que, pour chaque représentation CUM Srwh ]
ik ,
de multiplicateur nP{L‘"‘z‘\ﬁﬁ de B | 11 existe

R L)

L ik ny*
S(.\h e £ (fR b ) satisfaisant
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rrf’\n RN \\({ oy Bugen) V} = )(h. L. \\( s bl \\ J(tﬂl\ SR TR
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Wil .}

-\L(‘L_.\'\{L“""m“'"‘\ = L:f(xn’g A;t; tel que

N

soit une représentaticon continue unitaire séparante de
kfade -y |8
(L? !{9‘.51 it .,gl-m--)k‘.‘pt.-.\){ LT"\\ )

B
Nous nous intéressons aux lrréductibles seulement. Puisque '—J (R ) est
4]
isomerphe & R, = (H[([R‘ }Y est augsi isomorphe & R . zdentifiant R
Y imoy "
avec le sous-espace f bio,..,0); ke ¥ ] de RED (R|5c, R )

avec le sous-groupe topologique (R | (6'3' AR °)| Eﬁs de

(R I(SF. ) xi’n---mgh(ﬂ-.\ Ls.(:l-..s)l B * ) , fous pouvons &noncer :

Proposition 2

Soit

mak
( 13 .9’-) un espace symplectigue et ® oun espace de Hilbert

séparable, de dimension infinie.

(i)

(i1}

(1ii)

(iv)

(v)

ik
Le groupe topoleogique ([R |9hiR \ est un groupe de Lie connexe

et simplement connexe, nilpotent.

soit w, i (B {8e] &Y - UH‘"“; définie par :

wy {E W) = S (Y ke 7 ,veR™ ne ® - Lo}
et ol ‘?zrr) est une représentation continue unitaire irréduc-
9
tible & multiplicateur b de & sur , i.e.
- TN * , 1k
Smk(vﬁsm)\(v') - e 3,“;\ (V““'J) v,y e ®

Alprs : w, est une représentation continue unitaire irréductiblie

de (‘RIS‘J‘.'RIL) sur ‘9

ke
Le cas A=o0 fournit les caractéres de "G |9°'= ' R \
‘Iu(h,v\]=uf(2:““-("-“ﬂ s u élément fixé de I?‘L te B ve R

Pour chaque A& ®- {0} |, i1 existe & equivaience unitaire prés,

exactement une représentation continue unitaire irréductible T, de
(R %, | R™Y sur ¥ satistaisant Ty {k,0) = rAE Ié‘-k

A
{rr,k , hE R—{O]Wjuicaractéres de(&ISu‘.f@-‘\R est un
ensemble de représentants des classes d'équivalence (un pour cha~
que classe) de toutes les représentations continues unitaires

irréduccibles de (R |Qeu|R™)
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Démonstration :
(1) L'espace sous-jacent 4 (R 9= Rk '; est R B  avec

la topolegle produit, donc connexe et simplement connexe.
D'autre part l'extension d'un groupe de Lie par un groupe de
Lie est un groupe de Lie {(voir Prop. 23.1 de [Cal.l).

(ii) wy () wy (e e"‘"“fmf'f\ L 5.0 . A (et ie-;.-xse-.(v,.')j; J(ve)

TSN L , ,
-t e r\iw\(vov Y. w\(l-_a-b »Ga’_,\uv')-w‘\((t,v\,(l-_'.v‘))

h,E'el-R ) V,v't:_R
Continuité, unitarité et irréductibilité découlent des

propriétés de LI::'N: et 3,,\

{iii) Clair.

{iv) et (v} Découlent du théoréme de M. Stone et J. von Meumann, [St.]

et (von N. 1] WM

@ Définition 3 : Solt ¢ une forme bilinfalre alternée réelle non dégénérée
sur Rﬂ' , et [T}, la classe d4'é&quivalence des muleipli=-
cateurs de R‘k (notatlon additive) équivalents &4 O
Lorsque Pe [cl. |HP(1R*')-(3[ I I'Rﬂ'} {le groupe
topologique dont les &léments sent les couples (k,v) | e ®
et ve R , muni du produit :

(e W)k W) = (a et/ alvv) vev')

et de la topologle prodult) s'appelle un GROUPE de
HEISENBERG. Dans le cas ed pac  [H, b+ - (RIB-IIR“')
s'appells GROUPE de HEISEMBERG associé 8 1'espace symplec-
tique (E\’“su‘} . Lorsque U=_|_t @, , on le note
simplemene fH (ke 1) . “

nous travalllercons de préférence avec le groupe de Helsenberg iH (ﬂi"-')
pour des ralsons de commodité; tout résultat obtenu pour ce groupe peut
aisément @tre transcrit pour un groupe de Heilsenberg quelcongue, & l'aide

de la propasition 1.
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En résumé, nous avons répondu & la question suivante, &quivalente a (2,2}

(2.3) Quel eat L'ensemble dea classes 2'dquivclence de toutes las reprd-
sentations conbinues unitaires irréductibles da fidf2ks1} sur A,

snucyant (t,»)  sur :"'”"Efd'k . Ae R - {o] 4

Nous pouvons maintenant clarifier les termes apparaissant dans l'entéte

de ce paragraphe.

A. Une représentation continue unitaire frréductible du groupe de Heisenberg
Indt
HP{Z’(H) sur 3, envoyant (E,o) sur P T.JR LheR-lo}  rixe,
donne lieu d'une manidre naturelle 4 upe représentation des relations de

commutation canonigues (Ddfinitien 2}, et inversément.

Démonstration : Utiiisant (iv) et (ii) cde la propositien 2, la reprdsen-
tation considérée a la forme : o, (t¥) = e 8T (Y avec

.

f,,x une représentation des relations de commutation canoniques de

multiplicateur  exp (u'.rr}«ra ... J) n

B. Selt 7, une représentation continue unitairze irréductible de H, (sks0)
sur %0, pelo), envoyant (b,e) & ll—{l.,(zkﬂ‘j sur eI "
pPar A, w, (LY = o HrAt 3;\ (2 avec 3:,\ de multiplicateur
u?(icrr)\[\(-,-\\ v (Y & R*- R*- . ¥, donne lieu aux relatioms

de commutation de Weyl

P Y. M
u;[‘\v)‘[g\ = & 3\1/)‘(“0 U)(’q
ol : U; et V)\ sont les représentations continues unitaires irréductibles
- - . 4
de ®* définies par U,\(ﬂ = f"‘\(*)o\ et ‘/5\'1"_\‘ = g:w';\ (o -33

Pour voir cela, il faut utiliser le fait que pe (o], 0-075

Des relations de commutatien de Weyl on déduit les relations de commuta-
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Qo Qf .P: , ;.E al ..,k sont des opérateurs autcadjoints, géné-
" rateurs lnfinitésimaux des sous-groupes & un paramdtre des groupes

I\_/l(.s) Tye R* l et I sl xe R™ ] respectivement, ayant H:

comne domaine commun invariant dense dans ﬁf. définis de la manidre

suivanie & l'aide du théoreéme de Stone Vl(t} ..nkQﬂ , di(-\, "lu Py
tre R abeR-fo} rfixds; (.Eea b

;Qé ,‘P; L L ;,Qat,z,...kl avec les Qi .le satisfaisant les relations
de commutation (canoniques} de Heisenberg, forme la base d‘une algébre de
Lie réelle isomorphe A 1'algébre de Lie jHPH‘Hﬂ de ‘HP{ZL—J) et
appelée ALGEBRE de HEISENBERG de dimension 1h+}

. On remarguera que les relations de commutation canonigues de Helsenberg
ne sont pas éguivalentes aux relations de commutaticn de Weyl. En effet,
soit | une représentation antisymétrique irréductible de 1'algdbre de
Heisenberg L sur 3¢ . On a : [T(eﬂ ’T(TQ\]-B:SFI sur D(TY .,

j,’. -'1,3.,.-.,'!‘ et I - T(U-\l ; ET{'- T(" )] [T{rg H .T(T( ]-I

——

ST e m}! fl"'s"" .'-]I est une hase de | . 51 1 est

pey b=ty R
EEE“;EEE‘EEE (§1.5. D&f. 30), alors les relations de commutation canoniques
de Heisenberg donnent lieu aux relations de commutaticn de Weyl, Dans le
cas trois dimensionnel {D.M.} ont construit un exemple d’une représenta-
tion antisymétrique irrdductible non intégrable. Dans le cas ol la
représentation T de L estc intégrable, on vSrifie la relation d4‘'incer-

titude :

(AT (eNO(ATEHO 3 %\ sar  DIT{s3y 0 DOTH{E

tout entier, au llen de D(T) < D(‘ng—“ A D( T(fsn {voir [D.M.1).
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$11.2. CONSTRUCTION DE QUELQUES REPRESENTANTS JE LA CLASSE
D'EQUIVALENCE DES REPRESENTATIONS CONTINUES UNITAIRES
IRREDUCTIBLES DU GROUPE DE HEISENBERG H{ik.1) sSUR £
ENVOYANT (t0) SUR 2™ H, ,1e®-9

¥otons J\y cette classe d'équivalence. Pour Calculer gualjues £léments de
}Yx , nous allens utiliser le concept de représentatlcs induite, gqui joue
un réle fondamental dans la théorie de la représentation ées groupes de
Lie nilpotents, puisgue "dans chaque classe d'éguivalernce des repr&senta-
tions continues unitaires irréductibles d'un groupe de Lie nilpotent
sipplement c¢onpexe on peut trouver un &ldment gui esc iniuit & partir d'une
représentation continue unitaire de dimension un d'un certain sous-groupe”
{Th. 5.1 de [Ki.] et [Ma. 2]). La méthode des représenzations holomorphes
{antiholomorphes} induites construites & partir de polarisations positives
sera appliquée dans un cas particulier, sanms 8tre exposée de zaniére géné-

rale ([(B.C.D.}, [(A.K.] et [(Bab.]).

® Définition 4 : Soient ;
H un sous-groupe fermé d'un yroupe de Llg nilpotent G :
I une représentation continue unitaire dZe dimension un de H;
C“" et d% des mesures de Haar (& drsite et & gauche,
car G et H sont unimodulaires) sur H et ’:r respectivement;

df- (respectivement 4}’ ) une mesure §For

oA [ e
M= H\G = {HyiqeG | tresp. M2 G = §g 56 0,
invariante sous les translations & drzite {respectivement &
gauche) par ies éléments de G H
R
Ay

R t.g.

'frfx (respectivement ﬂé) =: {

(i} \i est borélienne sur G

(11) f(l“ﬂ;‘f(l“\lg(i\ 1 Vaék‘; er rg H
(respectivement r(‘_‘,'“) =:((1"'\1-.fl”§) , 7ras
(11i) g;sy("'er/‘(‘m\(*ﬂ o if'ﬂ-"lf't\l si ”"HS ,qeG

g}
iroart Fea o2y -
(resp. E';{""‘;‘J}‘){"“‘) {+= o0 r{"‘\5= )1'3r si ™ =3'_i J?JeG ) }
)

“
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-
® DEfinition 4 : Par abus, on notera pour (iii) ji?fﬂl'}fj £ o+
"
{suite} {respectivement E Ft.(f‘.[l:'l?" £ + % ), ce qui a un sens

M 1
puisque, par {(ii)}, l"g(kﬂ;{ entralne H.l = constante

sur chaque classe H za {respectivement %
Muni du produit scalaire (J. j f{a‘) L qj 33
{respectivement } . |.t) = J'I fﬂt }JJ ), -}{1

(respectivement ﬂ{l b oast un egspace complet, non vide. Son
séparé (i.e. : l'ensemble des classes d'éguivalence des
fonctions de "?'{z (respectivement M)’c ) qui ne différent que
Sur un ensemble de mesuré nulle} est un espace de Hilbert.
{C.§5) Par chus, on utilisera les mémes notations pour les
deur espaces et leurs &léments, cormme on fait habituellerment

dans la littérature.

Associons & chaque :ueG un cpérateur unitaire Trl(%\ sur

d“'fx {respectivement T. (3‘) sur H‘ZJ par :
(ﬂ'x(gﬂ_\ 3')= r(a‘ﬂ {translation & droite)
{resp. (WXI{%" ? ¥ \‘{‘5’\1 =f{3"3') {translation & gauche))

r
Le couple {rrl %I\ {respectivement (“k ,%?-;_\ } est une
représentation continue unitaire de G . appelée la
REPRESENTATION IMDUITE A DROITE (respectivement & GAUCHE}

par le caractére k de H .

Considérons le groupe de Heisenberg IH{z+1) et son algébre de Lie
JHfﬂu—l) . Pour éviter toute confusion entre (t,)€ B« %™ vu comme

&lément de ”—Nikﬁ\ ou de _].H(zln-. , nous identifierons [Car.]

1k
1 (tvYE ]H{z“"'\ avec tu,+v par l'application de R~R sur
R@E:L envoyant (1,0) sur u, et {&,%} sur Vv , o u, est un &lément

guelcongue fixe de R

11} (k,v) € "—I(I‘Hl) avec !.E"'e,v par l'application exponentielle de

3H{"k"'|\ sur [H{ik -x-\\



]
W
Lt

1

cn chtient

. ke
a} le croachet de Lie dans ]—l"'u} ) Y ‘[vlv']=;‘.’r_ﬁ¢;(vly')u. JY e R

b v Ve ool e
b} Le produit dans fHIik=1}: 25" e "¢ = &(U * 'fntu‘(v'v ) e

\ &
o bt'e® ,vo'e BT

Nous avons aussl besoln des appellations gulvantes :

3 : Le sous-espace & une digensien de }H(z'k-i—l\
engendré par u. . C'est le centre de ]H(lku} .

Z : L'image de 3 par l'application exponentielle.

Clest e centre de |H[ik+1},

f tk
[&i, 1 l.i,t,...,k] : La base symplectigue de (fR ,\'—LE"'.) . tn

rappelle que :
%. (¢ S 2 &, e, ) =a(f, fy) =0 | }3',?.?@‘[1."---,‘*}:

ke
et que dans cette hase ve R’ se décompose en

b
ke
V = Z (:;954-3;&} - zg‘-‘j? -t (: -‘1\ ol "r‘jé :Q .

o

Avec xy= lelj; ona m {",""3 =T, (f!,li\ ,(!',3')\ = ‘ll-sl - Y¥ '
334

fuw et bes Pl k ] est une base de JHItk+i} appelde BASE
NORMALE. Les seuls crochets non nuls entre les éléments de cette base
sont [e-,fi] ..-]-;.t,.u. etk

si q& |'r-”3k+|\ f 43 est la mesure de Haar sur IH[:&M) .

A. Représentation de type "position” de IH(zk+1Y.

Considérons les deux sous-~espaces vectoriels de dimension k suivants de
R™ . E ={3f '.",eRI'} et E'n[u.;x& Rs‘l .omna R*.E@E' et

o {E,E}= o.(E", € = {0} .

Par canséquent, un élément q de lH(lLH\ peut s'écrire de manlédre unique :

o‘l-e.h"f."'te."' s keR S xye R- .
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L

Soit HA —{ah'esg S ke ® .HG-R l i HF\ est un sous-groupe abélien,
normal, de iH{ﬂ“ﬂ .
sott he R-1e} |, rixs. Les caractsres de Ry envoyant e sur
o*t  cont de 1a forme :

5

Aok, of Uik Ty ik

xh(._ L T Y or rel et Ty =th3j

i

le caractére l’:‘t de H, .

A
Par définition j’fh est l'ensemble des fonctions 47 sur IH{l]‘*‘) . de carré

intégrable module HF\ et satlsfaisant la relaticn :

? “3) = y:‘t ('h\‘_%’('jy ) L e HR et g€ fH(q,L-n) R
Donc
‘i) ('—EU-E.Sf !.'"-) - &ﬁwlkaiwfjé (gxl) q.3.5. 9= e‘w.t‘f{"‘ e ""'H"""*") .

On peut définir un isomorrhisme R“ de l'espace de Hilbert ﬂ,ﬁ sur L‘(@\") H
(Rad )Y = $6™)

Démonstration : L'eapace I'Hfﬂ“'VHH s'identifie a L', puisque tout
€lément de IH(‘lk*"\] s'Ecrit de manildre unique q- a\:"' &-!f Pl ,Lg B

X,y & &l‘ H E' s'identifie & Rk . La mesure 33 devient la mesure de
Lebesgque sur Rk . not&ée dx . Du fait que les fonctions c): E R;.: sont de
carré intégrable sur lLI(ﬂw‘\IHA . ltapplication Rﬁ ._ ):: —_— L‘(Rk)
envoya.nt? sur Rhi- avec (Rai)(x)aé{g‘“) est une isométrie surjective [l

" L'actien de ‘H(L'kﬂ‘) sur gr?_?c , (‘I::: {11) i)(s\ - :};(31,5 |‘3’3I& IH(ILHJ) Jieﬂ:{ ,

conduit & l'action de |H{xh+') sur L‘(!Rl") par

rrx:-(%) = Ry E)‘F:: (‘3\R: , 9¢ JH (ks 1y
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Proposition A

1) <TT-& )L"(Ru)) est donnée par :

(W;: (Ltu_eslf&xlg) $)()‘-\ - Em’.n\te—'tlk‘ P,iﬂ:a %(K*K’)
o el ,rix'y'e R ,+eLx(Rk) , ke R-{ch.

|}
C*est une représentation continue unitaire irrdductible de JH (""“"‘3

suUr LZ(RL) . envoyant e+  sur oMt I&ka)

2) Les opérateurs infinitésimaux de la représentation WJ:. assccids

aux sous-groupes & un paramétre

.
’

" ot Eye ey Lyal Ty oeB)
rrAt (lhh] =€ . 3 rl'l‘l' (L‘;fl\ - &‘3' e |rrls (""\!3] = &k'l b

I
ot E,-li') '-j; e R .;:M’-,---,L ) nous fournissent, respectivement,

les opdrateurs essentiellement autoadjoints

[ 3!3

ke

ayant pour domaine commun de définition l'espace de Schwartz I(R )
. -

et satisfaisant (@), Pl 1= ckATd

EA:"’ kréf(&;,\ ]G.ljt = ,\xi-.- .'ln'*t‘t‘i ) ?1!1_ - $ ) (i‘,i,l....lk)

sur cet espace.

87y

Démonstration :

D (MG e TGN - (Rapllate e Tert)RI4 M -
(mM PO RABN Y = (R4 (£ ™ e3P Y &
(RD ¢)(e“ IOV SRR SUREL TN =Eli:!'.\(k*:_Mu-,lul‘"ﬁ‘hu.ej.:,-.c.!' -
. (R;‘“('-lm“) - &amgly\,*'_anq'#(“l,)

Continuitd et unitarité song standards. Pour 1'irréductibilité, voir
{Ccar.].

k
2) ($1.5. Dar. 29) sait e S(R"Y (c.r. [car.ly

3%_ (“::- (J"‘)Lﬂ(*\ T NTT AN ot

t=o

LEraN-" A 14
i ("1: (& " )) L.° =W EAt donnent E'A'E = hid S‘R\-\ .
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O YRV R 7S W OV

3?;[ vele .)f\(‘kl‘) oo = (Ekl i !jﬂll\ et

3 ( N (. v]-f )) - -':-kaf. donnent G_;i.‘ =V ank 1

331 s'° ’

R T

§—(kus\\°hml,_ﬂ N U T
L In =0 Jl'

3 ’('Ek . [ N

? )-t {5 “‘ EfAt donnent EA: =ié-3_r

i

Pour le domaine de définition, voir réf. (P.) B

Par analogle & la construction de la représentation indulte d drolte de

H(zk+) par le caractére X’: de Hy, on a

2%}

Proposition A’

de |H(?-i‘*'\l par le caraciére ](,“ de HR , notée (ﬂ;: IL‘{R“)X .
est donnée par : ’
Ry ob aedb olhayt ey’ ,
(i (e e T ) @) ) = 5Pt R Iy oy
on kel 1,1',\-;'5_&“ ,+£L1(Rk) ,he R-{o} .
Elle envoie <% sur o WTAE T4 L‘fﬁih\)

]
Les opérateurs Infinitésimaux de la reprdsentation l'!'}d:a assoclds

aux sous-groupes & un paramdtre définls sous 2) nous fournilssent,

respectivement, les cpérateurs essentiellement autcadjoints

; . i 2 .: L
Eye =>‘IAJ‘(&") )th a -,\,i+1ﬁtcj B as ?S— 13,0k )

ayant pour domaine commun de définition 1'espace de Schwartz S{R ) .

Démonstration : Par analogle & celle de la Propesition A [ ]
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" i i
Remarque 2 : Pour A =4 et T=(s,...s) &R , les opérateurs Q-1+ et
E’i -h 2 , tedr,k , de la Proposition A sont exactement ies
1o L :7: l

opérateurs de la représentation de Schrddinger dans l'espace de configu-
raticn. C'est pour cette raison que 1'cn appelle aussi la représentation

de type "pesition® "représentation de Schré&dinger".

B. Représentation de type "moment de “—H"Iﬂ*‘).

% -t "
Solent 3 nouveau E=§3f}3(—.@ } et b =[M;XGR ]
h
Soit Ha = it-h' e ;l—.e@ e ® 1 est un sous-groupe abélien,
normal de |H{2k+1y.
wrkt
soit Ae R -{0} , fixé, Les caractéres de Hs envoyant ?.k“‘ sur e

sont de la forme

b
u - £ k 2
.}f;\i ("‘—t et 3 = Lkﬂ g = ol ke ?L et X% = ‘Z:“';‘]
¥

Notons (E,\i ,ﬂ:,) la représentation induite A droite de lH[z\u—l\_ par

le caractére I’\"; de Ha .

Par définition "Rf“ est l'ensemble des fonctions c\a sur IH(:L'J) de carré

intégrable modulo HB et satisfaisant la relation :

B0 XL L heMy s ge HEke.

& (J“'.JE o) -4 (L[t +:‘;‘ﬂ’.[~1t,uﬁu.!.ut5f) . Lzzana_;{x..,&g“,“tﬂ)

g.q.s. 9~ eh'esre“ e fH(zka—ﬂ

B 1
on peut définir un isomorphisme RB de l'espace de Hilbert 3'(,\.“ SBr (R"):
Red ) = ¢ ()

Demonstration : Par analogle au cas A I
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L'action de [H[ik+') sur K “, -lx(‘!ﬁ’\ os) 5 “3) 1.9 e fifaks +&£{h“

conduit & l'action de |H(1’m-|) sur |} flR") par

e (3) - Ry T DRy, ge Hike)

Proposition B

L (Xk )L (Rk)) est donnde par :

\ N DS YIRS WO AR So
(T\'); (el"“‘ E#LH}C}‘\(‘“ R &&rllt FAy - Ry *b(y+y)
on te R ,x'y,y'e R* ,#e LL(R\‘\ ; c'est une représentation
continue unitaire irréductible de IH(IL&‘H\ sur L‘{Rk\ envoyant
ku wrlk
ette R-{o} .
sur e 1d L"(RL) , pour e R-{o}
2) Les opérateurs Infinitésimaux de la représentation Hj\i assoclés

aux sous-groupes d un paramétre
8 wrtE '8, N t "'e
L (J“-] - TAR a",\i (ﬁ'fa) =@ FET "-&ffm“ - m

oa L 83 "g‘! ek .]-i,l,---,k f nous fournissent, respactivement,

les opérateurs esséntiellement autcadjoints

E:‘ = -Xg- + m’f\h] (1:1,1,...})

ayant pou.r domaine commun de définition S(R \ et satisfaisant

[Q:\u ,E’;{x = L‘k)\Iaj{ak}

A): = XIJI(R“) ).x g‘ g“: »

Démonstration :

(58 (e P = (Rl (o TR )

(B F IR - (Rgpyrf o ) L (R ).
(R-l +\( (k+krr auftysy' $ ,,‘)\u, ,_‘ (‘i"fﬁ') En)\(&-i-l‘i“{v.{(\s“'\r.x'q) &::rr:)u.'.

C(RZMY - ST EY o ST g o)

Las propridtds de m8 se démontrent par analogie A celles de la Proposition

e
A B
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Proposition B'

1'} La représentation continue unitaire irréductible inc_ig{t_:e_a_gggc_:t_lg

de iH(aLH) par le caractére k}i de HB , notée (n'jf ;]_"(R"‘]} .

est donnée par

> ! o Thel ' ot
(ﬂ;:(etu'c“fﬂ.lg)t#)('i\ - el- )\tc %— 3{;1\'}!! e % ‘3%(‘_1.}
o te R, vyy,4'e \RL ,4:6 Ls(Rk} yhe R-{el .

kug alnkt
Elle envoie & sur e IJL‘(RL)

2') Les opérateurs infinitéslmaux de la représentation rr;E associés

aux Sous-groupes & un paramétre définis sous 2) nous fournissent

les opérateurs essentiellement autoadioints

Eh‘- 314 %-;)TJ; R Pl,x a h“i‘- zwk]{i (Iti‘k‘m‘L\

1 -
sigy Qi
roh

ayant pour domaine commun de définition X\R \‘

Démonstration : Par analogie au cas B [

. £ .
Remargue 3 : Pour .4 et X0 , les opérateurs G},-—-f% et D) - % .
;-i,‘l,--'n k , de la proposition B’', sont exactement les opérateurs de la

représentation de Schrddinger dans 1'espace des impulsions.

C. Représentation de type "réseau" de |H‘1I'“"‘)-

® Définition 5 : Soit l'espace symplectique (R‘L, 3) . Un sous-espace
vectoriel J\. de Rl\ tel que w(.ft,.h\c Z est appelé un
RESEAU. L'ensemble J\ de tous les ve R‘k tels que % {V.t)
solt un entier pour tout EE.J'\. est appelé RESEAU COMPLEMEN-
TAIRE de A dans (R‘L)cr) . Lorsque A -J\_‘ + le ré&sean A
s'appelle RESEAU PRINCIPAL de (R‘L,a‘) .
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NS
Soient l'espace symplectique (R ' l‘lﬁ,‘_ 0‘.) et sa base symplectique
-

i ] P * = = . N T =

{e_j 'fl '1,4,1,..”\.] . . L'ensemble L t ;&;(rjah\+;“ua e Z} =

[E-rq*lk;r,lez ] ot kn-.\==j et szznitj , i-i,-:,...)‘n , est
N 2 I

un réseau principal de (E s m"'.\ .

Soit HC = {e_k"':t : LeR N te L] ; HL est un sous-groupe normal de

(k1) , non abélien.

Démonstration : Soient 9= e e Hfaket) et r- e H
T appartient A Z nm

459787 = e

¢ . On a

Considérons le sous~-groupe de HC. engendré par les commutateurs xa«'x"a"',
x‘.ﬁ"e HC ; notons-le A . Nous avens

iy A .[g““' 51\5_2} ; ¢'est un scus-groupe de Z. .

i1} Un caractire X de He vaut 1 sur A .

De i) et ii) on déduit gue les caractéres de Hr. sant exactement ceux du
groupe abélienAHc/A , et qu'ils enveient L‘“‘ sur ](M(J"')-e_""‘h

ol me.Z, )l,,,eZ . Les divers prolongements des :(,_ 2 Hc nous fournissent

1l'ensemble des caractéres de Hc .

Lemme 1

Soit l:e&.t-rn-rs\a L.
N Armt  WF(HY
L'ensemble des ' ¢ définis par \V,_F ('_1 -J)=e_ e f

"

avec m parcourant Z et
= ¢ sl m est pair
' #
i = FF{tYars o F (Q\-N*"«‘*—J: si m est impair, ol
!
rim= Z. ryeg
i
forme 1'ensemble des représentants {un par classe) des classes d'égui-

valence de tous les caractéres de HC .
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Démongtration :

»

1) seit ;(,.,g 3 HC donné par th (J“‘L!\ = glmmt}i{\l )\-. ¥ ,te L
De la définition d'un caractire X_¢ (%" ¢! “(_-: (Lt'“- LE') -

Xogletmetet™ et} et (¥ _¢{e™et)]-4  : on en tire que
SNS(EY - ISy e [§(2 24

D'od §(e) - R avec F) satisfaisant

Flt+t!) = F{h+ F(e'Y - ;:Tcr_{t,t')“n ne 4 2.1

2} Cas de m pailr : i——l?u'.(l,ﬁ"} appartenant 4 £ g.g.s. E,L’eL , (2.1}
.............. -

devient F[e+t') = F{l)+ F{t) (med 2), dont a0 -est une solution

particulidre.

Cas de m ilmpair : molurd W c¢d ; donc m= 4 (med 2).

Rédulte modulo 2, la forme bilinéalre alternée [y o, devient une forme
bilinéaire symétriq-ue.' Utilisant la thdorie de classification des
formes quadratiques associées 3 une forwme bilinéaire symétrigue selon
leur invariant de €. Arf (Appendice 1, p. 110 de [M.B]), on a les deux

solutions 4 valeurs entiéres suivantes de {2.1)} - F‘l’ﬂ =ry et
FPify = re+rd + 30 Rerarish e L icar.; M

Notons {E.,Cp ,?_E:F) la représentation induite 4 droite de JH(?-’H‘) » par le

caractére ‘1"_; de HC P omoe - io} , Fixé,

<
Par géfinition 'g,.,p est l’ensemble des fonctions boréliennes ¢ sur

IH(ILH) de carré intéqrable modulo Hr_ et satisfaisant la relation

é(lﬂ\ = Y...q:(ﬂfifa\ . erC et ae H{zk« 1)
Donec c—t(e“':_'} -Lﬂ,“tti(cv} q.9.8. 4= e c_ IH (kY

L'application Rc définie par (RC%:)(V] =+(c_v) établit un isomor~
phisme entre les espaces de Hilbert ﬂ:-F »d et
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Rf‘t:’ #'- R.LL — € t.q.

i) 4; est bordlienne sur R

1
ii) j & (vy] dv £ +® , pour chague cellule élémentaire G de L .
[
1i1) ép est quasl périodigque sur le réseau L

¢(v+t\ - e - I.MU'.(E‘V) L:.n'c(e\ #(v\ IVE m;l: JEE L .

Démonstration de :

1) ( R, & \(H_n _ 4(9_\;0-2} -4 (g - #ﬁr‘“"\"'gte”) )
. 1 T e -
- e-l.l.ﬂ‘-v-\{— "T‘ku'.(f'v)\e-l.ﬂ’l‘k‘ (Rct\(v)

ii} L‘'espace IH(}&H\!HC g'identifie 34 une cellule &lémentaire du réseau
L isomorphe a [o,4 th. [o,znt'{L . La mesure dr.! devient la mesure
de Lebesque sur & , notée dv= &133 Du fait que les fonctiens
C‘Béﬂ ¢ Sont de carré intégrable sur iH(ﬂ-m\; , 1'applicatien
R ﬂ wF ‘—bﬂmp envoyant JP sur R # avec (Q +}(v\ g:\‘)(p_ est

une isométrie surjective |

L'action de [H{th+1) sur :‘{hp . Trhg(%)¢}(q) 4(33) 4, 3E£Hfﬂc-ﬂ éef-{ .

conduit & L'action de “—Hﬂﬂ"\ sur 'f'f,h; par

€5 () - RexSeRY  , ye MG
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Proposition C

<
~F

r u . tmet N URVE ,
(rf (2 VU = STt ST ey
| 1k <
ot el ,V,vs_& \c)?é.f"i..r
C'est une représentation continue unitaire irréductible de

H{zk+) sur ®E | envoyant et sur o™ T4 ymed-{el -
iy

TS :
1} (n’ ,{_nrj est donnée par :

2) Les opfrateurs infinit&simaux de la représentation rr:‘ associés
aux sous-groupes 4 un paramétre :
%x'P..‘..r

g 2k e kyal ey
() T R L R ST e
0l E,:-.-; 'Hj‘eR .I"’-.‘n---z"‘

les opérateurs essentlellement autcadjolnts

mmld, = J ama B2 Palm x2
En.F MlJR“_c‘; 1 .ir ?r} + : 33. 3 P-u-F - —1‘5_1.* T dxs
(et k)

o3
ayant pour domaine commun de définition ﬁw‘:, et satisfaisant

[Qi.,pi = ztmuw

C
T

. nous fournissen%, respectivement,

Démonstration :

S0V = (RenS e 2RI = (1S (e IRID)

e .4» Lo (v}
nrr (\ "—F{‘r \¢(V*'I)-

(REFV(& eboe o)« (REGY (L rammor o)

=

Continuite et unitarité sont standards. Pour 1'‘irréductibilitd, wvoir (Car.]

et {Ma.4]. Le point 2) se démontre par simple calcul, volr démonstration de

la Prop. A, point 2) ]
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Proposition C'

1'} La représentation continue unitaire irréductible induite & gauche

de [H{zk-1\) par le caractere ¥ de H,, notée (n’'S ‘}Qi,} , est
donnée par :

(75 (V)W) = e RECIG ()
oo be R ,v,veR™ $eR med-[ol.

Elle envoie &%+ sur e_"""“LIal_Rc .
~F

e
2') Les opérateurs infinltésimaux de la représentation W_¢ assoclés
aux sous-groupes 4 un paramfrre définis seus 2) nous fournissent

les opérateurs essentiellement autoadjoints

B 1
a—t‘j PmF - %t.sj -

1

-..

- eJd. | Qlp -2

At . j
(S.i ... }t\l

ayant pour domaine commun dJde définition 'i& L.
-—l—'

LI E.

L
T Dxr

Démonstration : Par analogle & la proposition C .

[l

Remargue 4 : Les opérateurs .= = - LigT S gt i g_ﬁ (i-’-.‘----)“)

de la "représentation de Wigner" (veoir réf. [J.F.]}, proviennent des opéra-

—n

<
teurs infinitésimaux de la représentation de type “réseau" W _. de lH {zk—n\,

assoclés aux sous-groupes A unp paramétre

i o I.-.Pl‘:

F(g_“‘xf)-e___ ~* ; ...»:(4-*.1‘)=e_

pour fmc-4 .

(ot &)

Remarque 5 : On sculigne icl que la c¢onstruction de la représentation de
type "réseau" de 'H (Ek*‘) n'a lieu gue pour X = meZ‘{G}-
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Remrggmé : Si, partant d'un réseau nen principal, on suit le chemin de

coazadz=cx @000 mmemem e mmmman e mmm——— A

construction fait pour L ¢l-dessus, on cbtient une représentation de

ESEQES_EE,I i L'algdbre de Lle dun scus-groupe HC de |H(_ﬂ':+') . dont on
1

arh
restreinte & L n'est pas identiquemant nulle, ce qul entraine que L

est partl pour induire, n'est pas une polarisation positlve (car

T

1k
n'est pas un sous-espace totalement isotrope maximal de R }. C'est

le raison pour laquelle la méthode de 1la représentation holomorphe induite

construite A partir d'une palarisation pasitive n'est pas exposée dans ce

travail.

D. Représentation de type "Bargqmann-Fock-Segal” (B.F.S.} de H—H’-}‘*‘}-

{[Bar.3), (Fo.], {Se.]). Pour les définitions qui sulvent, volr [K.N.].

® Définition 6 : a} Soit (V,G’) un espace symplectigue de dimension 2k . uUne
STRUCTURE COMPLEXE sur V est une application lindaire
-J ‘.v —_— v telle que 3‘- —LJV + elle est dite
ADMISSIBLE par rapport & ¢ sl
1) G(jv’]v'\ = q’fv,v‘\ JVv,v 'F_V :
i) u’(v,]v) ;o,VveV‘

b} On note VJ 1'espace vectoriel complexe, qui en tant
qu'ensemble et Qque groupe est &gal A v , muni d'une

multiplicetion scalaire (complexe) définie par :
(u cibYv = av ety [ abeR, veV. D:mcvj -k,

¢} Un PRODUIT SCALAIRE HERMITIEN sur V] est un produit
gcalaire h tel que : L(Iv,lv') «hfv, v ,V vv'e V] i

Exemple : Soit (V‘o) un espace symplectique, muni d'une structure complexe

J admissible par rapport & o . f*\(’v,v’) - u’(v,]v') *'l'-d'(",""} ,V,V'& ]
¢st 1l'unigue preduit scalalre hermitien syr VJ . ayant ¢ comme partie
imaginaire. On dit alers que 1l'espace V est muni de géométries symplecti-
que et euciidienne [D.G].
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Lemme 2

Solt k un prodult scalaire hermitien sur V] .

Alors : i} L(JV:V) =0 9.9.5. ;’E V]

ii} IL existe des €léments e,,. . e de V] t.q.
{&,,... N-EN ,]ah---.]u,’[ s0it une base orthonormale de

VJ par rappert au produit scalaire hermitien h

Démonstration :

i) On a : 'H(]\-n]\"): L\(V.v’) g.q.5. V,V'&V] . Pour v'= Jv ,
k(]vj(]v“ =-h(dv V)= \\(v,]v). Un prodult scalalre sur un espace
vectoriel réel étant symétrique, cela entralne que L“V‘“) =0
q.9.8. v & V] .

i1) Par récurrence sur la dimension de V] .
Solit ¢, e V] . g, "‘(%,20“’1- Par 1) \\(]L‘IO_J=O . Notons W
L
le sous-espace de VJ engendré par 5.11.11’-1] et W™ son complémentaire
L AL
orthogonal dang VJ ; W est invariant par 3 , et V] =W@ W . Par

Ao
1*hypothése 4’induction, W posséde une base orthonormale de la forme

feaen, dea, ! ®

Remarque 8 : Pour h{v v') - a(v, I Y+ lalvv) waov'e v , définissant
Separque 2 J i
1, = }g.j ,i. 'L,z,...,lu , la base orthonormale de V: par rapport & l'\
3
est exactement la base syuplectique de (V,v) .

¢ Définitlon 7 : a} Solt V un espace vectorlel réel. L'ensemble V‘V mari i
de la loi de composition interne :

((vs. )vl‘ \[vl )v"‘) — (V4+V3 ,Vt“‘v\)
et de la lol de compesition externe :

(a...:_\,\(v,v') b (Qv—l:w‘,av'—v—i:v) ,Q,L‘l&

est un espace vectoriel sur le corps (: des nowbres

<
complexes, appelé COMPLEXIFIE de V et noté V .
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[ .
# Définition 7 : a) L'espace vectoriel rédel SQUS-JACENT & v peut étre
- L < f—
i.dentifiéaV@tV,etV A V,t{wev jw=m

1
(suite} A
b} Soit (VJ} un espace symplectique, & prolongé par

L
bilinéarité complexe & v est noté 0.

c) Scit (V,ﬂ) un espace symplectigue wuni d'une st{:ucture
complexe 3 admissible par rapport & O } se prolonge
de manidre unique en un endomorphisme linédaire complexe
de V‘ , noté Jf_ . 0Ona J: = -IAV‘ . Par conséquent
les valeurs propres de -Jt. sont :.L . Posons

W - fweVes dowtn] e W) eV Tow s otu]

Soit j_ﬁ.t v, deg ,]tk“ 1a base de V] orthonormaie
par rappert au produit scalaire hexrmitien |'~_ Qéfini par :
hivv Y= afv,Tv) rio(v ) R VJ .

Posons T:\ -ng s a =—e-£._:f|i_' Oi - -El’:‘:—-—tj—',j-{,l, ..,L .

Lemme 3

Soit (V,u-) un espace symplectique 3 admissible par rapport 3 O .
+ - ha .-, .‘
1) W]f- = [w. ~ ;'-.(V-L]V)jvgvlk ; aLM(LW]‘wL( et U;_er‘ , ¢Jj‘_)-i°-i
WL i {“"*'T("’:]"\i"EVJ } i AWy boee oW W)l
2} La conjugaison complexe dans Vc définit un isomorphisme linéaire
+ -
réel entre M/J et W] .
-~ <

3 + -
3) V = WL®WI {somme directe d'espace vectoriels complexes}.

4 P W]:-W; — @ adfint par ¥fw, ,w/) =2l (# w,)
L
est un produit scalaire hermitien sur W;.
N t
{o:,...,qﬁl {respectivement |o ,._.,c;‘\ ) est une base orthonormale
de W‘ (respectivement W]-) par rapport au produit scalaire hd
<

1 —
{respectivement ¥ 4défini par conjugaison complexe

-‘F{u.-_ RVRATA {("A AR
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bDémonstration :

1) L'application o: V] —_ -Nlc envoyant ¥ sur ‘M.= -‘2-(" -] ")
*
est un lsomorphisme ; at envole w, ¢ NI SUr V= w, + W,

Soit w, w, & W ; B’(Lu,.,u: \a._g»(v ‘.]v vi-2e )

—(U}(V\V\)—LU"_(V ]v "'c'(]\f v)—a‘(]v] ))'0 .

2) et 3} Clairs.

4) 1 P(aw, vu Y, blwe s w)) =
QL(\F ‘-U+ W,‘)"‘l‘?(mt U-“-) “'P("‘uolu-'v‘\ * LP('-U-P Wi \
9.9.5 0.'b (=% \-C et W w, ;u"a- Rehae W] ’
£
découle de la définition de ¥ et du fait que O, est

bilinéaire.
1i) Soit Lu,,-Lz(v_t]v)eW] , vev]
<
Plw,we) = 209 (5w} = - 0 (s e ) = 2o fwdun) e

LP(“:‘:»LW) g {we ,wl Y- Lu‘t[x.u, ) =
o T(r=00) , H(v= 1) = § (slvo-t) o l-td W) -
L (‘-' ]V) a puisque] est admissible par rappert 4 @ .

1i1) Y est non dégeénéree car o, l'est ,

(g, 00) ~ ats (S 2oth) Ll ) Sc w

Beparque 9 -

£, -
(a) La base symplectigque de (V . uc‘) egt exactement [0; - 'Q; ]____oc-s.

<
Dans cette base w Ev se décompose en
k

Lu-Z(zsa fZO!)—Zo +ta” -(1!1)

1.4
b
ze' e d:-‘r at za® - zliq" (EX&W‘ ’
13 ¥
- Z z.,\'qi' - (z') e
j-t
(b) Solent v,\."evJ et u.n_-:(v L]} w -—(v ]V) leurs correspan-
dants dans WI: On a h_(v,u Y= Plw, ,w..,\ .
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= -
A
[ ]
— — —— —
£
[ ]
N
L)
Pl
9
g .
+
L]
—
D
f
=
g
[*
n
s g
1]
"l‘
_I‘
-A'-
pa—
£
1]
—_
™
-
~—
M
<
L]

v V!

(,.‘\ﬂ —_ (141‘1.1 -'u;’
(! - :.3\ r-T- (l—&-:\-_\‘\
\ L4
V. W,

J

En d'autres termes :

V 1l'espace vectoriel réel sous-jacent A Vj (par =, ) peut &tre identifié
<

a V,. (par ®; ), qui lui peut &tre identifié A& un scus-espace vectoriel

complexe de VC; \/3 = W]‘

solt (R‘L, .'—'"-EU.\ 1'espace symplectique définissant |H (llﬂ') . R‘k
jouera le rdle de V et ¢, celul de ¢ ; nous utiligerons ainsl, sens le
répéter, les notione et notations introdultes ci-dessus.

Soit H‘(ﬂul) A et e ted ,w é(R\LY’ , muni du produit

eh't‘u et e.(py* o e bt ; ¢'est un groupe de
Lie, le complexifié de H(z'u-') , dont IIH flkﬂ} est up sous-groupe fermé.
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L'algadbre de Lie ]H ;kny de ,H(ﬂﬂ-‘\( est isomorphe 4 la complexi-
fleation de JH{th+1} .

soit H ke € F.W } H est un scus-groupe abélien,
A
normal de -1 tel que : ﬂ—l{:kﬂ) n H « 7 et

(HEe-NZ2) Hy = HEY:

- [th' o

soit |Aa B'-[o} . fixé. L'application S\'- HD —C -[o} envoyant
4
,_*“-'_H- sur . "*t est une représentation de dimension un de HD , nen
Iy
unitaire.
Hotons (rrf"- . \ la représentation holemorphe indulte 4 droite de "‘H"‘*')

par la repzésentation 5,( de HD
L9

b
Par définition.‘g_'t)‘ est l'ensemble des fonctions holomorphes # sur

H{%+1Y° @e carré intégrable modulo H_ et satisfaisant la relation :

i’(l'ﬂ) = SA{L)é(ﬁ) he Hbt y 4 € IH(II‘”Y

3 2
Notons #14 Hitkey ¢ sous-espace de Hilbert de ?'_E\ formé des fonctiona
ayant "—Nlln»l) pour support.

Tout element q & JH(ke) pouvanc s'identifier («,) ce e
3 3
avec te R, m,-zziqs.la .(z)ew et W =T . ona
ke + U E‘ ‘- f‘*" u"\u- W oua,

ey g o7 SR
N C et - oAt - AW u) |/
e.':"\b"ﬁc'(“"“’“%\(e ) . LY~ { w)i('_ Y

" - - L3 ra*
d'on 4)(0.“' ~!°) g ™ é(t )
L'application Rb . définte par (R, '3?] ) a z'}‘i'i(a_“- *®7Y seablit un

B# et

isomorphisme entre les espaces de Hilbert ‘3’(. RN
(L L2 bl

“H_Di {# & t.g.

i) ¢ holomorphe
_Ag 3
i1) Se. " aH’(ﬂldu\i Lo }
&l‘
AT T—— = ' 1]
muni du produit scalaire (t# .#‘) = Ka ® #(3\4(1}41“1"’ :+1+ e‘nxt :
. ¢\1
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Démonstration : L'espace ’H(“""'Y/Ho‘_ st'identifie A I,U,{;LJ..)/Z , et
Hehe)Z 3 €' (mvoyer eB1a-sl) sur
{xe+fye v mneiy Y= {2, o 2 = (2) ),

S A E gt - _:1
La mesure 33 devient la mesure &, E‘F“ 3 ﬂclisr]z—s = a dadx

sur d: et
' -\Til-—- -%1-:12 f J-.-.A' ’
(i"f)uu, ; gq, Dy - } R e W bt 4),0,
2 " " c*
RD est do?\‘: u’ne i;‘;m;jé{tz:rie, surjective ]
ey

acsion se B s S|, (R 4050 3.4 Hid
conduit 3 l'action de |H(ﬂt+t) :‘ par

m4(q) = RD‘ EA*(S\RQL , q€ fH(zk..)

Proposition Dy

1) (‘n’?‘- ;f{iq est dounde par :

— . _AY
(TT l:u. 1’:‘— 1'9‘\#}(2) - &Lll'xte- 3 %;(:+E)
o LsR)}a + 2’ a Z(z ;;so'nev, ’a.(-gh...ﬂk\‘e(:#E%?ii

i
c'est upe représentation continue unitaire irréductible de "—Hl"ﬂ-‘)

219
sur ﬂx". envoyant M sur c_w 14 ud L eR™-{o}

2} Les opérateurs infinitésimaux de la représentation nPi associés aux

A
sOuUs-groupes 4 un paramdtre

. pdot@l
aurEE; r o+ l- P‘\ e
SO PRI YA L) IS LN AL B
} =G er -
#E sad o tefR 1258 e =42k, nous fournissent,

respectivement, les opérateurs essentiellement autoadjoints

E e ld plotal vy pi-cad Aar (5etn b
e i a el - e Gt

ayant pour domaine commun de définition ¥ , le sous-espace dense de

D
g‘e,." formé des polynémes en 2 (i.l,:,...,k\ . Ils satisfont

[ Oi PJ::Q,:\ ]- 2L,
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Démonstration :
1} (‘W)P{ (Ltu. tl'a‘o?ﬂ‘)#\ () = (RD,_E?*(LE"' L‘-,'q. ;"-)R:‘ *) (=) =
e.'&i'(nbt(eh-e!'ﬁ‘a-?a')p\" #)(ttfrc-in')
&a(R é) '+ Tar *“-t\o +2a )
- e_% i (RI;:#)(LUH. -'.Ttu.'.‘(u’ +Ea” 20 *“c’-ﬂ"- et"‘“)ﬂ.ﬁ(i +z )q')
= a *SILIC’T)‘ (t hd “_"'i (_;_: l? + ilsi 2‘)) (R;i#\(.‘(l*!qa's W‘ a~ )

A TR CREE

. R ¥ '%‘?c}(zﬂ')

Unitarite

(‘Tx‘( . ‘““H’ n‘( bu, uqu,‘)_
_jt_éut-.:,u SN vaer P AT R eV dede
i“

. ]L'&(;\Q-?i'*i"*‘?\ ‘#(za-l'] *'(14‘1‘)«41&;

c\r
- 5 . - %(1-1'\(1\»}'\ ;(t«-'&') #'(1*1')J‘lai = (¢ ’§I ‘)
(k

Pour 1'irrdductibilité, volr [Car.] et p. 46 =47 de [Babh.l.

2) Calculs par analogie au point 2) de la Prop. A. Pour lLe domaine de
définition, voir [R.S.] [ ]
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Propasition D;

4 gauche de H(z\ul\ par la représentation 5) de HD , notée
4

(”;D'- ,'Mr‘), est donnée par

- E:' A '!? ’
(n'ib"('-h. L;'n‘ol’n')¢\(‘\ - Ln.rr)\: g-% e ¥ +(E —1)

k - 3
o ktaR 2a’+¥Fa - Z(zga}-vz}of)evr ,a-(‘a‘,u-,aﬂemk‘,%’eﬁfi‘,

Elle envoie £+  aur o ik 14 #De , | heB- {°}
A

2') Les opérateurs infinitésimaux de la représentation rr;“’t associdés aux
sous-groupes & un paramdtre définis sous 2} nous Fournlssent les

opérateurs essentigllement autoadjoints

" TV g TR
ayant pour domaine commun de définition P .

E)\ - XIA? P}\‘ - :Qi = ﬁE ) Plj +:.O~;\ - _*’;;_.E‘),lj (j,.{l:,...,k)

Démonstration : Far analogie 3 1la Prop. o, [

.
Seit H_ = ir.h'e.“" el |w.e W] ; Hb est un sous-groupe abélien,
: ]

noroel de HikeY  tel que : [H{xko1)n H;zz et ({H(;u.lyz\-um;m;\u\‘ )

Soit lAe R‘-{O} » fixé. L'application S\? HD —pfi"{") envoyant
t ]

gh‘-!'" Sur e ''"*t  agt une représentation de dimension un de HD , hon
1

unitaire.

o
Notons (1_1;’ ,f-_{_?‘) la représentation antiholomorphe induite A droite de

[H(I\H-l\‘ , par la représentation 5,‘ de HD
L]

Par définit.ion,‘&[f‘ cet 1'ensemble des fonctions antiholomarphes ¢ sur
< _ —
"—I(J\ru\ {i.e. : des fonctions holomorphes en la variable %}, de carrd

intégrable modulo HD et satisfaisant le relation :

i(kﬂ‘) = Sk{k}f (3) l"& HD, N 3 (=1 ,H[‘Llubl)‘
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o B
Notons g; le sous-espace de Rilbert de gx formé des

IH(.\. oy
fonctions ayant Hik«)) pour support.

W el

Tout &lément ge lekn) pouvant s'écrire 3-3"';. , avec ta®

W, .oOna

k
W, = Z Z;QE = !0‘. = (E\ EW; et w_=
i :
4 < wy w - N L s w
t(th. &m.f-w.) = t(e(k- m“’- oy, \DH.L e ..) - '-' k(t .,,,-f,c."( f “*(‘ )

!‘.NXE ,é,@(u.,m‘\

Kt P, ,wg+ ()

Je) - e
don etE) - WG R

LIEN < o=
L'application RD définie par (Q #)(!\ - tW L,P(Lza u--u.)
&tablit un isomrphisme entre les espaces de Eiilbert o EY et

ﬂo‘ #G:—»C t.q. ey =

-} + antiholemorphe

1M 5 .
ii) Sg_ir ile\:(i\ldzéi L+ w0 I
ol
muni du produit scalaire
($.4) - Se‘%"’ $E) di3)dadz b, eM
mh

o
L'action de |H(ﬂr¢ﬁ sur ;'_EA‘

(g )e) = 4 las") 1 quye k)

Hirk ey

conduit & 1'action de H{zk;u\ sur ﬁs‘ par

“.?‘ (3\ - RD‘E?'(SXR;‘ ) 3 & H(lkﬂ\



- 75-

Propesition D,

1) (TTE‘ ,‘}{E‘) est dennée par :
N b g
(TTP" {ttu. Ltn.’ ?n‘)+)(-i‘ - a'-ur\'t &—%}i 2’ 1R #(7_;.-5 )
—_— k < -
ot te E ’1'.«.\"0-1.':;' = 3%(150’5+;’qu} EV' ’i - (i‘_,...,!h)ec)'*»ﬁj‘(g‘.

C'est une rep'résentation continue unitaire irréductible de IH{’-\H-")

Lok -
suzﬂs‘ envoyant et sur & I&-k':t | r e ® - {0}

2) Les opfrateurs infinitésimaux de la représentation ﬂ'f* associés aux
sous-groupes & un paramétre
s R-lad

b % 3:|Y\:E> ‘ol
M) = e R O B L
- == alaal
r Be ______
n-)’."‘(._‘.f ﬂs) s B £
on ek :1j’ ,1_§ eC pietaak , nous fournissent, respectivement,

les cpérateurs essentiellement autoadjoints

. e T Py ieral _,VTA_ (1r3ne
EA-.\IJP,.A_W_-.-T;F_ZI,E&_V;.:___ T " )}

ayant pour domaine ccmmun de définition T . le sous-espace dense de

b —_
Hx‘ formé des polynémes en g (:‘.tlz,.,.,l-) - Ils satisfont

[ai-ied  m-of 1.1,

Démonstration : Par anslogie & ls proposition D R
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Proposition D,

1') La représentation continue unitalre irréductible antihclomorphe

induite A gauche de lH(ﬂtH\ par ia représentation 5; de HD '
__________ — 3

notée (n':-‘t "f.{fa) . est donnée par :

(n_{ D, (t'm.'_:‘.*‘;n-)#j (i) . La;dl < ?;'I'? '_%l!'i %(’i —'i')

L <
ot EeR,rat+Ta"~ 2 (aio§+;§oi)e e Z n(z—‘_,..-,!ﬂe.&hﬂﬁﬂ:‘ .

T=4

e

tindk -
Elle envoie ™ sur e IJR';" . re® -1}

2') Les opéretenrs infinlitésimaux de la représentation w'f‘ assoclés
aux scus-groupes & un paramdtre définls scus 2) nous fournissent
lea cpérateurs essentiellement sutcadjoints
Ex-)lp , B-td g plaall @2 (sl

Vit [ 'Ry T3
ayant pour domaine commun de définition 52 .

M

Démonstration : Par analogie & celle de la proposition D, I}

Remargue 10 : Chaque espace?-t:" pour e R*- {0} N ‘RE' pour he R™- {O],
peut étre comparé A un espace de Hilbert des &tats d'un oscillateur harmo-
nigue quantigue A k dimensions qui, lui, est identique 3 1l'espace de Fock
E(Cr-h} assoclé & l'espace de Hllbert d:h.

une base orthonommée de 1'espace de Hilbert P {resp. 82} .

a) Rappel ({voir (M.R.] Ch. 6).

L'espace de Pock, cas symétrique, assccid 3 l'espesce de Hllbert 4 une
particule H est donné par
2@ ' L
14
’E(ﬂ)= Z m = ‘f=>:‘f, .‘?(En‘_ pour chaquet t.q.
- Leo [ve

ot
!z'”t,‘h\(""’ . avec (., .) le produit scalelre dans i"[,.
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L]
Il est muni du produit scalaire (‘?,‘f'\s Z (‘Ft "fl') .o 4, ,"’.fE. r'P

L opé:ateux:N définl sur J' (i-ﬂ par NY = ZE‘? est 1l'opérateur nombre

de particules. tee

Les opérateurs de créatlon et d'annihilation d'une particule dans l'état
Ye¥tf sont definis par :

R*-[Lr)llf‘,--—,lf!) = Vira I?l‘fl.."'ltft> L=eitin
ot I‘f’“_“‘hf!)eﬂ?Q et |‘f.‘f{_.,.|kf!} eﬂ:‘hﬂ dans la notation de Dirac
Ri¥Y- (RT¥Y)" . YVe ] . o ¢ est L'opération "prise de 1'adjoint”.

Ces opérateurs satisfont les relations de commputation :

[A (0 A" (9] = - (A, An] =0, [aen,Ave)] = (4,¢')1d
Sux:.D leur domaine commun invariant de définition, dense dans F... (k‘ .

Dang le cas ot l'on s'est donné une base orthonormée {uj]]‘ﬂ: dge¥ . on

note simplement P«i - H’fu-k\ et R]- = Alup) Viel.

Lor sque 'f{ - ) ?.(‘1\ est exactement l'espace de Hilbert des états d'un

ascilleteur harmonigue quantique 3 une dimension.

(_::gﬂ::é:g:t_z_:g : Puisque la dimenslen de G:O;Q est &gale 4 I quel que soit
feN . appelant U, un élément de base ncrmé de cet espace, ©n a que
1'enzsemble iu!‘!ew est une base orthonormée de F (&\ . Dans cette
base, un élément ¥ ae F (CE} s'écrit f = i“"-t“ nvec Xy & CQQ
quel que soit fe M ot le produit scalaire de @ et W¥'- Z P, € ? ((E)
est {9,499 =§ % Py

Solent AY. H‘(u.,\ et R= Hfui\ ; ces opérateurs agissent sur les
Qﬁﬂti\
+

€léments de base fl-l!‘! de @..;! et 1'4'“) de respectivenent, de la

manlére suivante : R’ |u> «VGtlu, > ,Aly, > =2 [ud | ns
satisfont les relations de commutation [R ,R’}-IAD . [p,Rle ~[RA" A ]:0,

sur D

Faisant Ie produit tensoriel de k facteurs S‘:_(dj ., @n cbtient

Fﬁ-((“a' - ® F (d:') )

l'espace des &tats d'un oscillateur harmonique § ‘K dimensions.
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d) D'autre part, considérons la série de puissances

P(l) Z d"" Ty 2:1 .-h
LN PR 1L
[:espectivement en E= (T, -, %)) od o . e € V(""‘n ,mh\)&N

Elle définit une fonction de “D‘- (respectivement '!'E,' ¥ si
- :)

S,_ W |Pley'dads ¢ + o

€ |

[
clest-h-dire si > (am) eitimwl

1
g |
ul)irm.nl o] L o0

19
[ . EAYLY

On en déduit que l'ensemble des fonctions

s
(uq?:n{ 2 .
Ll... P (tk'r"‘\z‘"] = 1:‘ "I?L \ (m‘!"""“'\eu
ek e nhll Y IIPSY:
(respectivement U _ .. (%, ,..-,T) ) sont mutuellement orthogonales,

de norme un et on peut montrer gu'elles forment un systdéme total dans

RE" {respectivement ""f?‘ ) ({Bar.3], Ch. VII de [B.C.D.}).

Dans cette base, le produit scalaire de # = Z Ao e Mg et
("\.-..,n;.\g'l"
+ - Z B ---,, e £ ﬂf‘ {respectivement H?‘)
(my e N\-\EN

s'exprime par

($,%) = Zﬁ' oy Py

('\.---.qu € N"

Les opérateurs i

+ 1 'P,:-'-T.QE _ vyr F[\;--:QE
A= e~ Py = (Rg) = g =75

¢ ALy . Y,
{respectivement pl;I = ﬁ"—if"—r_x_{—LG—" et RX;‘(RH) =:7|T-ir-f“v*;_t—f )

agissent de la maniére suivante sur les €léments de base de H‘;‘ (respec-
tivepent ﬂgi )

+

n).] Yo, = Vm1+4 Wi (omgrde oy, et

H\I uﬂ\ttil---lnk't - Hmj"". Ll,_,L_

LR L TR A Y

ﬁ: Pt . u 2 e eat l'opérateur ncmbre.
3 15 Mgty
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. D‘\. O, .
ytilisant la décomposition de f‘[, {respectivement M,‘ } en somme
3}
v (respectivement "Sj!(‘ ) des
(P'“ (respectivementf?;“ ) est

[+
le sous-espace vectoriel de 3{; (respectivementﬂ ) engendré par les
R

[SN]
directe de ses sous-espaces vectoriels 'P

polyndmes homogénes de degré to(i.e.

mondmes z74... 2% (respectivement !4*'---}.. ) tels que £ mp = ¢ ;

[‘ (S)mj A4 ch -("f_*:)), on a ﬂf" - 29@((‘) (respectivement

7420 Ze@m tee

Il s ensu:‘.t un isomorphisme entre 'ﬂ. (respectivement ?’t?‘ } et

F.(€) 2 ()] ka(c P

On remarque aussl que H est ilsomorphe au produit tensoriel deL Eacteurs
notés ‘5'1'.‘“ , od ﬂx est &gal & l'espace ‘J'fx pour k=4 ;re4,2



§11.3. CONSTRUCTION DES OPERATEURS D'ENTRELACEMENT ENTRE
LES REPRESENTATIONS DE [H(ak+') APPARTENANT A
K, ,5e®-[e} , ET ExuIBEES AU $II.2.

La correspondance entre les reprdsentaticns continues unitaires irréduc-
tibles &quivalentes appartenant & }‘. , induites & partir de représentations

4 uyne dimension de divers sous-groupes da !H(ﬂﬁ‘) . se fait en explicitant

4 1l'alde de la méthode de Mackey [Ma.l] des opérateurs d'entrelacement.

psfinition 8 : Solent w et N’ deux représentations continues d'un groupe
(L.c.s.) G dansﬂ et ﬂ‘ respectivement. Un OPERATEUR
d'ENTRELACEMENT de W et M’ est une transformaticn lindaire
continue T ‘-f‘e —_— Hr . qui vérifie
Tr(q) = ()T ,Vaeb.
L'ensemble des opérateurs d'entrelacement de W et I’ est

un espace vectoriel complexe, noté R(",ﬂ‘\} .

Soient

G un groupe unimodulaire;

Hiet H‘ deux sous-groupes fermés unimodulaires de G

Y, et X, deux caractares de H, et H, respectivement;

(FT?‘ ,ﬂ13 (tr) ® \ les représentations induites a droite par les
caractéres ):My de H‘,H respectivement, supposées irréductlbles;

T f‘f){ —>f-€ astini par 1o (F}(3) -59[33"‘*“[3’\43’ (2.1

G/H,
ol

i) A est une fonction a valeurs complaxas su.rG wérifiant

A3 90) =X (5IALYY, () ¥ teh pe b, 2.2
i1) fe D(Ta)cﬂh

Ssi D(rn) eat dense dans ﬂl et stabla par G + et si Ta eat un opérateur
4
continu et fermé, alors Tﬂ est un opdérateur d'entrelacerent de |T} et
. ) L
I'('}‘ .
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On observe que chaque solution de (2.2) est uniquement déterminée par

sa valeux en un peint d'une double classe H,ﬂHt,aeG ; d4'autre part,
&tant donnés une solution A de (2.2) et 3_6.G , On remArque que A reste
une solution de (2.2) si on la réduit A zéro & L'extérieur de la double

classe H,%. H‘ , et qu'on la laisse inchangée dans Hd,"ﬂ , Ll.e.
H(g.} Iy 3&“,3_“_!_
° ‘.’:%H“}.Hi

est aussi une solution de (2.2).

Hg.(a) =

® Définition 9 : 1y ,qeG , s'appelle OPERATEUR d'ENTRELACEMENT DOUBLE
Definttion 9 & In .4
CLASSE.

Remarque 11 : Pour q g 5H13H4 ,T etTAy , ne différent que 4'une

constante multiplicative.

1. Lien entre une induite A droite et une induite 3 gauche A partir de la

mlme représentation d'un mdme sous-groupe

Proposition 3

Soient

G‘ un groupe unimodulaire;

H un sous-groupe fermé de G 3

y (respectivement TT ) la représentation de & induite 2 droite

(respectivement 3 gauche) par le caractére Y de H -

Alors : X et "X sont uniteirement équivalentes, 1l.e. Brr G = x:

o B est 1'involution donnée par le formule (E‘n(‘ﬂ I(‘fq

ﬁe?{x ,a_\eC.

Démonstration : Voir Chap. i6 de (B.R.) [
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\
2. Lien entre (“)’1 -E(R )) et (TTJ\., LR “ les représentations de

Schriadinger dans l'espace de configuration et dans l'espace des
impulsions

Propogition 4

L'opérateur d'entrelacement de f et n';: est donné par la tranasformée

de Fourler

wrh

Y(y) - (_L) XJK!‘.-‘A-H:‘+{\

k

A mk LY
avec 4)& L (&\ (espace de configuration) et ¥ el (R\') {espace des
impulsions).

Démonstration :

1) sotent (1} J Ha , (2) Hy . q= o.h'J"‘"’SeIH(&ﬂ\,aﬁ'e H[’:kn]}H
b X

Par la méthode de Mackey
(‘ﬂ( - 5‘4 Al st "‘H»( “ v ‘f"-ﬂi,
2 Hy o H - {H, gHR.geH(mﬂ {] une seute dowste classe.
T S (L(a S e f )
ﬂ(e("' eafeab)e Lyt ) L - J?)

K (L et RIS LY@ X ()

Cholx : Q(E-\- £ constante réelle f Q.
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3) D'od
. .2 1A ‘
T e ) - (e
4} On passe sur LI(RI‘) . & )

+ *——D‘—.9 4) HTL’T&(?) o—R-‘-b \Y neus donne 1'opérateur d'entrela-~

|
cement entre (Tl‘:: J_"{R")) et (rrﬁ . Ll(R )\ .
Finalement on a
. Lty
Y(‘ﬁ - (@Y)(‘j\zc dxe ¥ +(x) ol B est 1'involution définie
&k
dans la prop. 3 et ol & est i déterminer de manidre & ce que cette

transformation soit une isométrie [

A » A "
3. Lien entre {“’k LR “et ("u' LR n , les représentations de Schradinger

dans l'espace de configquration avec T et t' , respectivement,

Proposition 5

L'opérateur d'entrelacement de “'xz et Tr:c. , est donné par
1
(U.c._t +)(x\ - #(“-t -}
3 b, R
avec : #e L (R ) {espace de la représentation I'Tx: )

U\M# € L‘(RL\ ([espace de la repré&sentation Tr)ﬁc' )

Démonstration : On vérifie que

u:‘-t "xt (3) = "x:'(S)Ur'—r ’ v je H(“H'"} n
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4, Lien entre (")D‘, E‘) et (IT,‘. L CR 3) pour )«em i°} , entre \ﬂx ?-{, )

ee (M LR pour he R™={0), les représentations de type B.F.5. et

de Schrédinger dans l'espace de configuration

Propesition 6

Ve B . ' B, R
1| Pour Aelh — {0] + l'opdrateur d'entrelacement de Mytet m_
] est donné par

o - A Sx ety L
4’(x3=(V$¥) e gf!ﬂ‘ R ICEY
3
ol "*’Eﬂgt '+e Ll(Rk) ‘z_x+:_j-(x*_+:|jl,,..,xh+ltj\‘jeC et

] h
L 1 . A\ . 3
2 - 3%1} N (\1+ ) - 3..24(13“'-‘1\ , avec notre convention.

L'opérateur inverse esgt

vio- () Joe®

1 L3 L3
wee UaZh e (h-rfed (o)
3t

x{:.e Y LL +(£§

e

B pour he R -*‘IC’] , 1'opérateur d'entrelacement de rrr- et I‘r::‘
ast donné par

YRS SN
(= - DY 51-] e Yin -14)
363 - () e 3

1 - » . - 4
ol \Peﬂgt y +€ L(&h) y 2 an-uy =(tt—uh,...‘l|. ”\&L‘E.tr .

L'opérateur inverse est

_ gy --','_)l _llb_l_l_ *
v (B Ja T E

R\.
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Démonstration

1) Soient (1]JZ H an(lL ) (2) JHH ’ a_q_h‘g_‘g.'lfe_ |H(ﬂt¢l\ .

2

3)

4)

e

[z

&““ﬁtejH (1\‘"),{2 . Par la méthode de Mackey

T (P)ee ) o fara (e ooy

90

R &
B

V Uf, € H‘,\t

- = |H(&

ne N

H Z { R%z 3ei$-[(1'!+l)} (q. neﬁ? 1
L'ensemble des doubles classes est isomorphe 4 R . Cna
F‘(a‘"'a""!e -,.1-5'?)

( (l‘.— ﬂ'('ﬁt ETA RS —.cr ( t!r - !.““- ‘3fe.u_ t-‘:’t e._"L ) -

( (é" ot r*% + —‘T (e, - 1?7)“- (u-g'lfe-(x-:’le. )_

. LY [ LRI 3 Y -y
&lsrr}'tt““%e.l.;&'-j U™ R(e_h 1 !.) .
Cholix : ﬂ.(t.“_‘ h) = c.S(v.--’\ (donc "on choisit B non nul
sur la double classe correspondant 4 x=1' *; nous verrons plus
loin, dans une remarque, la forme de l'opérateur d'entrelacement
double classe correspondant i un autre Ay.
D'od

- dadlt (A ST iy ey ;
T (R ity e B R g ey
&L
s} Yok

Passons sur 3{; et L(R ) .

Ay B:‘-l.» \{’ 1’—-» -l;('ﬂ -‘?—"++ nous fournit l'opéreteur

A'entrelacement sulvant entre (Tr:‘fﬁ:‘) et (n‘,f .L"(RL))

: LI _ 2 {gala)
#(‘\ cce ® SJ"J L8 ""H L \'P(’“’:j\)
&
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5) Déterminons la constante ¢ afin d'aveir une isométrie entre

Mo at LYR"Y . soit

(!h z.,\ l_- e;t— (m“,,.'m‘l)em\'

s Ve Voy S
une base orthonormée de 3’2,1 (vair 6§11.2. Remarque 10, point
d)).

Transformons \Pm . par l'opéreteur d'entrelacement ci-dessus
po ™

(point 4})

mead

L
AT gL IPYARIE SN .
#mcuﬁll(h“...,xd =ce LB IX EI._[ i:l'jiL vEu E}W (xi‘r.ji\ )

Soit

~(E-u}
1 H e - wue
R
(p. 837 No 6 de [G.R.]}, od M_ est le polynsme d'Bermite de
degré n .

[
Utilisant cette formule pour u .Vl‘—);-(;lﬂ.li\ snem et k. %t ,

on e
by 4 . kY
mt |- ek -ty Ay
(: +u.j) '-‘-_.L(r) X& H"j(gt)dt
R
L'introduisant dans 1'expression de + s, On trouve

_ oy

¢

Ll

k (;)'ﬂl.—‘ - 11
3 [
,...,..L(““""“) = Cj]I ( .;,? e ‘E (V"A:) ©

e T, -2 (it -lrt) !
g o Jaowbon HE )
R
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ShuyfL-x
Cr gclnjle_ ““t(k j‘ -INS(%(E -!ﬂ)-m{;gh—lﬂ , d'od
&

b 1
+m ....\,(h""’“) =< ﬂ(ﬁt——- < %{!I H"j(@xf))

et ear -
i
Utilisant le fait que l'ensemble des fonctions d'Hermite :

_.’.‘._
3

v - V_“l—r H.(xy , neWN (erR\

»
forment une bage orthoncrmée de L (R) ., on a que l'ensemble des

W[ e H(E)

*
forme aussl une base orthoncrmée de L(m\ . On en déduit gue
l'ensemble des

Brmrer) = ﬂ(\f ' -_“H - )) (e s ) e N

i
{l.e. .(ﬁ) } , est la base orthonormée de L‘(RL) carrespondant

a4 la base orthonorméa ‘Vm‘ _ '( e
ey

erN ’ de"{ '

6) Mous avons maintenant presque dtablit 1'inverse de l'opérateur

d'entrelacement de ﬂ?‘ et I'r:: . Coneldérona (voir 5))

ﬂ (x H&ij"'] H (rﬂ_;nr_(ﬁ)mfﬂxél;&_ %E(tkj -("joijﬂ‘f HMI(E ti))

1=t R
et introduisons :

1

Ne ek

AL

k k
fi - ]
ﬂ(lwuj R H ( m}ﬂ'q—k) \i‘:_(__ M\(i“...,lﬂ

1) 2= (g m) = (xrl o nely) 5 = WD)



g
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On en déduit que

L Jde-a)t A
hd {2} = (-’—‘—“”—k-) Lke *( S af,., o (&)

LV

b 0y
Puisque l'ensemble des ‘ﬂ,‘ ey e N est total dans ‘f‘f,. .

on peut prolonger cet opéreteur d'entrelacewment de ".\2 et ETAD* en

une isométrie de L‘(RL) sur RE’

Est immédiat pay anelogie au point [ ]

Remarque 12 : Le choix 4'un autre ﬂ au point 2) de la démonstretion de la

-’ L .
propositien 6, ﬂ[e.tl * hj-:S{l-:'-n) ,0€R", nous conduit & 1'ocpérateur

d'entrelacement double clesse de ITE‘ et W,

A

LS

LA fhat) - (gettx-aN) .
¢(!\-( -‘;)L)& n3 Eclar_ vl \f'(m-o-n.-s\

R'I.

envoyant la base orthonormée 5*’_1,, ,,,J [mgyere M N de Hg‘su.r la base

t+

my -n\.] tme e m e RS

de L‘{RL) quel gque soit a€X . Nous avons choisi

Qe par commodité.
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[ IR WA e <
5. Lien entre ("'x, ;L(R ﬂ et (‘T...!: “kmr-)'h -"‘EI'[°}, les représentations
de Schrddinger dans 1'espace de configuration et de type "résseu”

Propeoeition 7

c
L'opérateur d'entrelacement de “';,\, et W ¢ ,\-mez-["}, est donné par

:1‘“ !l-‘l.a) -t " pr{:n}
- g« P T

oﬂ:q&.R nul pour m pair et nul si F-F'pourm impair;
ke []
q.(.},u,...,o)e R pour m Lmpair avec F=F

b
#eL\(R“ ,\Penf‘: et YW = 2 ™ par convention.
i

L'opérateur inverse est

- :f‘EH[l—q\

W“‘E%?S%‘ Para,y)

[a‘m’k["

Démonstration :

1) Sofent (l}{Hn . (2) { He 9= J“'..“"Sth(:LH) et IH(ﬂmVHln
:o ¥ F

Par la méthode de Mackey

f

T ()b XJ-' Al ot ey Ve i,

ﬁ\'

2) Hc: Hn .[ch.Hn;gelH{:L«h}Ie.“ A& [o,i[l'] .L'ensexbls des doubles

clagses est isomorphe & (o ,1.[“ .
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R(L“' u“"hif ‘.-I’L) . p.(th' o #f.ll‘,-jf)h_ " ,f - 1.)

Q(L(E- ey e grobh o e Y

Lo gy, tey Al

i
Posons - x'm S+u ;i€ d ,ueEO,l[k

b'ol ﬂ(t.h‘tu'at t.fg) - L‘h‘mk '_‘:%“J 2:%“"1 LL.F{:'..\, p‘_(&“‘)

3) Cela donne

T ()

- =
~
r
3
M
»
-
i3
D
——
™
[
r
o
-
'
I
—
£
p
5
———
"
.
i
r
—

& [ \ N ,
. . N, Ay ‘.%-Z lJ“js .Zhj l‘}ti) '
t.M\‘: t_;ﬁ_u, e K"l"“" Kd ' i (
* nsfN,. .“l.\-b‘
L “NL

Posons xj a gs Sapt vy 4 gZ_lul.c_ [e,4[ ; notons

5 -["QF";:I.‘ € Z.ll ) Ll-(u“... ‘L.l\‘] & [011.{1.

E(f)(th.;gt‘jr3= wrenk Lﬁlﬂ& Z "f"'! JF{.u)j -t'.’kﬂuﬂplx u\)¢ {x-:- u)._)

Nace ¥=- Ee‘l[
= n‘.l-'t %Y Z 218 wF(Ax’j -:!‘g‘.mj Q( ug)*{ {n-s- u)._
-l'c.Z"
foath

1. L c
Pasgons sur les espaces de Hilbert L(ﬁ ) et H.r respectivement;

4’- L‘" 45 —TL-° Tﬁ”’) Re, % nous fournit l'opérateur suivant

L?(gﬂ\- Lu.ﬂlj Z -;ﬁu: LnF{n\JjJ:'_ u! F‘(ﬁ“t)¢(l-s—u\
ol

A b
entrelagant My, ot My .

Nous pouvong maintenant choisir F\(o.“) de manidre A ce que la fonction

"f appartienne a '“.:;
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H’ dait &tre gquasl périodique sur L s, l.e. : satisfaire
;Enm(. :'.;i_. o, (rgo-m‘hf .ll.tlif)) &:nrfrt’w‘ﬁsf)

\f(ur,gn«t;} EX ] Wl..‘j\ ,Vr,se.z-\l H

d'autre par:, on a

F(ro_-s mi:f) = F(rg) - F(lut:t} - :".:—t"'r.{rg .:r!k.rt\'

{c.f. démenstration Lemme 1}.

—alnm Flank
On en déduit que, si (e. aenmes — m [m ‘ﬂ) ( ) o, alors l‘P est

gquasl péricdique sur le réseau.

i) Cas de m pair : Fro et on peut choisir |q Cg(u

: F (mk;f = et on peut choisir R( ) = aé(u}

F=F": F'{znbﬂ=s: et on peut choisir Afe™)= S(u‘ L ﬂg(u-

.,1

Notons nfr_“]scg(u—o) avec

k '
a e [R nul pour m pair et nul si FeF pour m impair;

be :
a :(—;-,D,...,o)e £~ pour m impair avec F-F".

Finalement

(?(xliﬂ . CQL?E(l—aa‘)‘j Z LN e:nr{;d +(; ~a-r) (2.3}

1ad"

4} Détermination de la constante ¢ Qe fagoen 34 avoir une iscmétrle entre

U(R“ EtH:F- De 1'&galite

L
il = } Sdy [Pt = J 417 ja. EYATh
[o,q.LL-[o.th" RL

on tire C o= L
{(Vink )1"
S) Il est possible d'inverser l'expression (2.3); l‘opérateur d‘entrelace-

<
ment entrxe M __ et I'T:: s'exprime par

$0 = ey o e

Lo ,ut[
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‘ ¢
Remarque 13 : La base orthonormée de H ¢ correspondant & la base orthornormée
b it ~

3 '
4)"\......, fim) = ﬂ (@ #’n},“ . ® ] H'"i( %:T)) ,{mt,...,mﬂewk yhem

i

de L‘“R“ est donndie par

Y {l ) Lo e':a-",ln-m) ':%j‘ o F(rdd
meem ) S TN e
k '
ol a & ﬂ?- mul pour m  paiz et nul si F=F pour m impair;

"
Q'(I.‘°J'"-°) € R" sour m impair avec F-F".
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6. Lien entre (*"'E",ﬂ?’)ﬁ: {“:.r ?::) pour \mel’—{a} , entre (WP‘.H:’)
et (1% .ﬂ:,) pour M ameZd - {9}, les représentations de type B.F.S. et de

type "réseau"”

Proposirion B

! ' O 4 2" 1e}
1| L'opérateur d'entrelacement de Tt et M pour Azmed-10) est
" donné par

Y09 = (o

{ ]JL‘-&(E*:(,L-;_Q) K- q,-..l} 1
4 R&

Y o e R\E pour m pair et nul si F=F' pourm impai;:;

F)L _Elj(l m) ZL 2 ic:ﬂr(;g\e-ﬁ(n-l—n\‘.
sed

v
u:(—'l- ,O,...,a}é & pour m impair avec F=F";

‘P-‘..g{:‘ )‘{e Hi; .

L'gpérateur inverse est

\ X o -:"1(11-1? %l‘ S _: v(E a) vy
VAR =) “Jk S0, Yera )
K

fo.wt*

- - L
o 2 -[’lt.---,lg\ = {‘1“‘1. |"')“h“""j‘\ < € .

B L'opérateur d'entrelacement de “B‘ et w5 ~F Pour hemed {0} est

dunné par
~ :.?"La{--m) ':.';.1\14 TF (e ---fl s -a)*
LF(K,‘-Q‘(?“_{ { l)e' * ;hf_ [N .
Imi Us-t-a *
{ JC“: - - ) Ll"(x-_‘-a-:!:) .S
Rh

ot Ve ﬂr‘ e H=.

L'gpérateur inverse est

P()- [ A =) U tmlue-a) g jau':&'““\‘?(tn.v)

Lo % LI'

r

ol a-(ili' I"\u\ ("t"-‘h" '\"-‘“)éd:
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Démonstration : Par composition des opérateurs des propositions 6 et 7 [}

Remarque 14 : On peut utlliser la méthode de Mackey pour construire 1°opé-

<
e
dans le proposition 8, on dolt choisir une certaine “fonction™ A (2.2}

rateur d4'entrelacement de !Tf'i et I Pour obtenir le méme résultat que
qui ne fournit pas un opérateur d'entrelacement double classe. En d'autres
termes, la composition de deux opérateurs d'entrelacement double classe

n'est pas nécessairement un opérateur d'entrelacement double classe.
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§1I.4. A PROPOS DE CERTAINS OPERATEURS AUTOADJOINTS
Qs Py, j*t.%--.% , SATISFAISANT LES RELATIONS
DE COMMUTATION CANONIQUES

Problédme : Spient O.I . P; ,J'=‘1‘z,...,1¢ , des opérateur$ Autoadjoints satis-
faisant les relations de commutation canoniques {Qi BJ]= :ﬁ:dn sur un
sQus-espace dense D de :F" , un certain espace de Bilbert complexe sépara-—
ble de dimension infinie. On peut se demander quand et comment ces
opérateurs sant relids aux opérateurs infinitésimaux d'une représentation

continue unitaire irréductible d'un groupe de Heisenberyg.

Nous savens qu'une représentation coatinue unitaire irréductible m, du
groupe de Beisenberg 1HP{1\"‘) sur ‘H., Pg[c'uacr.], 8 4a, envoyant e sir
!-'z"‘“' IJP ., Gonne lieu aux relations de commutation ¢anoniques {voir
SII.1.}. i

[G:}P}‘I]. %Ikl sur Dok

o O.'i ,E’E -3’1‘1""‘\' sont des apérateurs autoadioints, générateurs infini-
tésipaux des sous~groupes & un paramétre ﬁklgtﬁﬂ - mHA

my (e 141y = it b e ®, ek ebe R-{e}] -

Done, étant donnés des opérateurs autoadjotints iG;,fj]j_h,w_.L satis-
fateant (Q) i 1= :kIJD jeten k41 faut essayer de trouver les

" quatre constantes sutvantes

() Bi.e. : flrer la classe d'équivalence des multiplicateurs de
™ squivalents @ v=0s.. Ce chviz ne dézerming un groupe de

Helsenberg zu'd tsomorphisme prés g

(i) A {t.e. : fizer la classe KJ\ de représentations continues wnitairaes

trréductibles envoyant et gup oMM IAR }i

(i1} a et b tapparatssant dans la définition des générateurs infinité-

stmauz) ;

lidze par la rslation LLL L » atnat que déterminer de quel type commu
[=} - -
de représentant de 'K) peut provenir 1'ensemble SQI s P-l]. fen atnsi

que le groupe de Heisenberg représenté.
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Avant de donner quelques exemples (proposition 9} nous introduisons des
notations et construisons explicitement la représentation de type réseau
du groupe de Helsenberg IHF(ZLH) ., ainsl que la représentation ['4'1' de Zak
(1\*' -dimensionnelle} (le lien entre ces deux représentations est explicité

dans la proposition 3(8)).

(a) Nous noterons toujours Q;,PS, munls des indices appropriés, les
générateurs infinitésimaux des sous-groupes 4 un paramétre
n(e.ﬂl‘fi) - t.tmjjai et rf(t‘i"n = tuﬂl: Ps respectivement, d'un
groupe de Heisenberg représenté par 1T ; a ,'h e R -iﬂ‘j fixes; x!' ,‘j_{& R

les paramétres ,j-d.,il...,\: .

(b) Soit ¥ =0, ,Bé R-iO,;;—,‘]. On ncte (rrf: ,Lq(ﬂ(hh ,(rr:,s ‘L‘(ﬁk)) les
représentations de type "position”™ et "mowent”, respectivement, du
groupe de Heisenberg IHG_(:.\;'« 1} déduites de celles de iH{ ke par
1'isopcrphisme llant |H,(1k~|) et ’H{l'ﬂ--‘ [volr 5E.1. la dfmonsiration

{111) de la proposition 1 avec R au lieu ge R*(™-0 .

{c)} Construction explicite de la représentation de type réseau du groupe

de Heisenberyg Hn(akn) quel que soit peledte] 840 (& 1'aide @e
T

]

la représentation de type réseau ("T:,-,,f{:ﬁ) de [H{ahe {propasition C}).
+

(i) Scient Lo -{f-r&+ 'Ert;r,sczk] un réseau principal de R,

9
H: - {e_k"'et ,-\:E.R,QE LG)I et Y. un caractire de H, @&fini sur
H: comne au §I11.2, C. On remarque que lorsque Ba ﬁ ,LQ- L et
H: -Hc . La représentation ("E;c,ﬂgi') de IH% [ZL‘-\ induite &

drolte par le caractdre \P__; de Hz est dennée par
' trmb i v b
(rf(eteee) )y = IR N 00 ke va B e

f*e 35: est quasl périodique sur le réseau !'0 :
_atrm o, (Q ~}  In Fiey ok

$lve)-e AW L veR

{Utiliser la proposition C et la proposition 1 (iii) du §II.l. avec
kitk ~4)
R au lieu de R:

el

ak
(i) Seit W une fonction polynomiale de R dans R et rs défini par
P-Q’- su .
a) Par la proposition 1 {ii) §II.l., l'isomorphisme

. IH‘a (ke —— [HF(ZLH)

ﬂ'-
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envoie r_l: ‘e (hvu{v])u e’

b} Posens I(f} - FE)-tmu(?\ ?.s.LB , et ﬂ {W:R‘L-_,C[ t.q.

-

1) \P est borélienne sur ﬁ‘

) j\“l’{v)rclv ¢+ pour chaque tellule &lémentaire C de \.a;
a
{3) ¥ est quast periodique sur LG

T m vi i L
Wlord) o o RO BTGy e R tel }
c} L'application U,,: ﬂi‘; — Hf:.c‘, définie par

(u*‘#’\(v-} _ 1— (v +(ﬂ

est un isomorphisme d'espaces de Hilbert,

d) Du diagramme commputatif suivant
RCR LS T I

g i

lel(zh.) e U“‘{:i) .

e

ten (U mS U)W - (725 -5 )a) )0

b geH (ko) e de M

on tire {mES(ebe Y P)) = T T TRET Y )
or te R v eR* ¥R
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Lempe 5

Les cpérateurs infinitésimaux de la représentation de type réseau
(,ro‘ ‘f{f::) de !H(ﬂ“‘) P pe -8  associés aux sous-groupes 4 un
paramétre

SHROPN

nous fournissent les opérateurs essentiellement autoadjoints

ol gt
Al rres wor OLT
, Mr (L ! ") = 4

151 _ 17emf 1wy 2 2 _)__
PnT = | b ai]g(x&*‘jﬂ * I o
3 It R
GP; . w8 X x arm i_y_(lt*'j?\ + ._L =
mT a a 3;55 wa }'_11
-
ayant comme domalne commun de définition d‘f pe
)
[
ol XL *‘it - I-Z‘[RIE.I"-IH'?;\ et U-sl_:' .
Démonstration :
. 1rent almenp (v, v ") ,
pe (m{et e WY =TT TP Y on eare
PF‘-\ = "'“ _,rs{v,x-g\ .~ 2
1‘., Lk ij
L L W
33"’ ta Jg;
so-du = FlvvYmalvv ) F ol e bl - bivav) , vo'e R
P plv,
Posons L« 91-3 . On a alors
3 ‘e,
S-.K_" (V ):j'_.\\ 'i-n = —8\1. - —.e flllj\ o + 33_ p :145?5
On remarque que - “(” f—j\! est toujours nul, sauf si v contient

un terme 11néaire en li . Hals ¢e dernler cas ne nous intéresse pas car,
si b contlent un terme lindaire, W (v)+ w({v')- ¥ [v+v") ne le contient plus.

Idem pour Q':Ir [ ]
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Les apérateurs [Q:"' ,P ‘i satisfont les relations de

commutation cananigues [G-E.Sr JE:'lr ]: ﬂf‘g k IA
-]

wT J3 jr e BN

.
Hore

{d) Construction heuristique de la représentation ke de zax

{1k’ -dimensionnelle) [2a.]

(i}

(11}

(1i1)

Scient a,,...,a, , b, ... %, les vecteurs de base du réseau

cristallin direct et réciproque, respectivement, du solide

1k’ _aimensionnel considéré, tels que a:\-\:t =14& .

18 it

j,?-{la...._k' et gnw:k“,nﬁz—[°}-
= . = I_ - . ... L'.
Nous chelisigsons ap=ey , Ls ;atj i 1,2, .,
L’
Notons ’_Ztrjaj R Z Lj ) J!EZ-JJ:iI Sk
Soient Q}t =% , B : - %- %E »3=10,.. %', les cperateurs

infinitésimaux de la représentation de Schrédinger dans

L'espace de configuration (rr\ L ka du groupe iH (zL'o.) .

X fixe tel que 29 ;;h et 'n:-a-;-—

ies opérateurs de translation R, dans l'espace direct, et K_,
dans l‘espace réciprogque, sont dannés par

Pt 3
j™

{
T(K.\\‘ & E i ‘[ # J) respectivement,

. L
TR = e.l*‘-%—‘r;

;.?). —R-‘ Qi
L'ensemble particulier [ T(oi =e" » T(\nj\ =a! ' ]_ v
. l!.,. 1 7]

forme un ensemble complet d'apérateurs gqui commutent. Les
fonctions généralisées sulvantes sont, par abus de langage,

"fonctions propres" communes de T(nx\ ,T(L;\j -3-1.1,---.1!'

-4’.3(\'.1\ Lk,
1 ! t .
‘H.1 (ﬂ = :)T,“E_ ; e S(K*‘ﬂ- \
) U
ad a) ﬁ‘(qx"“'ﬂk'\ﬁRL , L=[kl,...,Ll,)ER
B ke = Z k 1
Jl&

c) toq-r \ ﬂg(“--—"‘\

T
4


file:///9.-l!�

ol

(iv}

{v)

(vi})
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d) T(n-) \ﬂ.‘z (x\ - Lt !\P‘l 1«.: [, _._{' et périodiguement

T(Lj\ \P\,?‘ (=)= Lﬁﬂ;‘ﬂ,‘i 0, q; efo, 2 { et périodiquement

LJ
e) Te est une fonction polynemiale de ®'  dans R

[\i‘ﬂ } P “2 fixé, est un ensemble de fonctions
hele. o E :

h ‘[°> t t. ?
généralisées, que l'on nomme représentation Lc‘ . Elles sont

erthonormées

LARAR ANPY P U Cator)
Blkq(" "1(‘ % %L. ( w*\ ,%25.-6(1 q )
RI.

et satisfont la "relation de fermeture”

-

B RATSEA IR PR PR
A Y

Soit $e.]_‘fR"); écrite dans la représentation J&g‘ ., on la note
1

ik

Lglhiqd .
e = @ dm « L SN bl

B~ ) et

Cgfk,»ﬂ est gquasi périodique sur le réseau cristallin La 4

v k. M ks aery gk,
C?(L-'- :—al ’ q‘b.- - E.i_ 3 (?(k EC q‘ ) ?( 1\) CY(L)W)
ol k,q.EE". i r,ss_ZL. tie : R, K ¢ Le )

LT LT
Le calcul des éléments de matrice (qu !E"o-'lkq > et <L°||G-1:P‘ﬁl>
{notation de Dirac) nous donne l'expression des opérateurs

of 8; . 2
E‘l et &Aé ,z.;,;,..l,h' dans la représentation Lr.‘ :

ke S TIOT _ £ 3 - oo N
chqleid Iwy> - | AL —:-Sﬁ)e:(rﬂa(k-k)

CHE . ; )
< l‘ﬂ|G-:‘°lL1> - (C‘I-k 'k:—kj?n(,tﬂ+Lk§;—§)5(1_1'\a(l-k)

On pose

EPY - k2 ol )
bt £2 a‘uflﬂ"ﬂ+-’:—

M 2 o e
~akQl - q: ?tr\iq!hﬂﬂ‘ci

3
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Proposition 9

ake
Solt b BW——R une application polynomiale telle que ¥ /o)=o
Soit

E; = ﬂ%j -d g_..l;rfu.ﬂﬁ\ + W 3_

)l: )l;

. 3 2
Pe gxoey ZaperyP e s

satisfaisant {Qi ,P§]= U’-IJD At Lk W ¥ :S e@

(ce gul est équivalent A la condition : les constantes u,w,x,ged: sont

relides par

Sefed) g
gy,

dé-ﬁwn(ud«-xw) F.

D est dense dans un espace de Hilbert complexe séparable j‘ﬁ de
dimension infinie. .

Dans huit cas, on peut dire quand et comment ces opérateurs

{Q’,P‘ i --."} sont reliés aux opérateurs infinitésf{maux d‘'une
représentaticon continue unitaire irréductible 4'un groupe de Helsenberg.
Ce qui vient d'&tre dnoncé sous la proposition 9 doit &tre vu comme

précédant chacune des huit propositions quil suivent.
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Proposition 9(1}

Les opérateurs

i 3

b
Pl . d'dj _qq_‘ig{m-:h + w...a._‘_;

Ql - prgey %et-“&f% 332
1

satigfaisant [G-‘.,Pi] -k Ich =tk o w1 36, avec » tel que

2 3 .

3;; w2 (re By %gj , -)-;-xli['n-r\ﬁ\g* =X ]=“.’-'-'-\‘

et D) approprié, proviennent d'une représentation de type réseau si
1° %, 5 eR-{o} ,w,feR-1o)
2° oS - th = -wy
0 3 - HES

on peut choisir as — ,b= - et m,@ tels que m8= - —t-— ,mf-z'[ok'
) cw undw

Alors : Les opfrateurs [Q‘,Ell

g N
[PR avecq D.rfn_!s proviennent de

la représentation de type réseau (rr.lf,‘ ‘RPT‘\ du groupe de Heisenberg
Hp(lko-l') »p défini par p=9- e wabu,

Exemple : La "représentation de Wigner" :

. 3 1 .
P-‘atji-k%?:j ,O.lﬂlj-v-t

) 3 at,. b

v‘*
g]v

1 1 i
(g-o,o--;,\:. + ¢ ©n peut choisir mz-y et 8« ry ).

Démonstration : Utiliser le lemme 4 8
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Proposition 9(2)

Les opérateurs

x

B e ay, - 3—3“—2(!'-*'3?\ ,w

-t

@ = yrr o+ _;_g(xt*jf)+8.}_
v 3y 3

-t

satisfaisant [QJ,EJ.] = ik IJD , ]',s,:,...,lu Vo w Je€, avec u=a,
proviennent d'une représentation de type position si

1 =3 =0, w e R-fo v ¥ & R -{o}

2° —wy =k
1° # o« (RY) ex D J(RY)
On peut choisir ba l

—— et n,ﬁ,e tels que LB
{w

proviennent de la représen-

tation de type position (nf: ,L‘(R‘-ﬂ du groupe de Heisenberg
Heu.(ﬂt#l\ .

Exemple : La représentation de Schrddinger

PO ‘- .. '
P - ':— 3 )Q _!j ) J 4,3,
3
1 1 1
(Q"t ,L-I-’k-'l ‘6'*‘-’—*‘)-
Démonstration :

Les opérateurs infinitésimaux de la représentation
L]
('sza ,L.(R\.}‘) de IH%_‘(:lcn) noua fournissent

o; 1 2 87 Ee: e
R T ot SRR LA
i
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Proposition 38(3)
Les opérateurs

{ 3
Pl. onjf _ w(?—qﬁ("—"‘jg) - w;—,‘]_

. 3 ; D
Qh= pxe + _g(xeﬁ-nit\-t— —
E [ Eaﬂ'l );!3
satisfaisant [ Pl ]= -'.tIciD L leda koo .WII.EQC avec p»o,
proviennent 4'une représentation de type moment si
1° wep=0 e R-{o] ,840
22 «§ - Lk

3 H-U(RY) e D= J(R)

On peut choisir a= -— et L,X B tels que PL- R
id : b (1.3

hlors : Les opérateurs [Q-‘ . Pi} proviennent de la représen-

i 4,305

tation de type moment (ﬁ'f.n J]_’(R"B du groupe de Heisenberg !Hﬂc{ﬂ“h .

Exemple : La représentatien de Schr&dinger :

. . L) .
Py - 4 Qe - % '3’3; , 3_1,1,...,k

1 1
T (Aw-1 B

Démonstration :

Ba ]
Les opérateurs infinitésimaux de la représentation (“‘A. lL‘(‘R )) de

H (ﬂt*l) nous fournissent
8o

ot g ) .
P}: = _%ﬂi , th - , J.‘L,:,...,L a
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ProEsition 9(4)

Les opérateurs

i 2
Fia oY —R‘(%.s’i(*t"‘jf‘)-f— w I
. - 'é ;
R~ gxerp D phesy) e §
5 ity )3; . ‘3r j'jf

[

satisfaisant [G:",E;] =|'.£I=]D s i-t.t....,\- Jd,w,3,§€¢ , avec u=0 et
D approprié, provienrnent d'une représentation de "type position
mofifiée” si

1° d=0, d,g‘eR—{o} yw o
2° —wB‘::'k

A
30 M - 3{3
on peut choisir 5= - et a,:,D tels que 2w ¥
Tw a 'z ¢
Alors : Les opérateurs 1OJ T3 .k s, , avec D- f-f”;g, proviennent
plnieiee T

de la représeatation (rl' )du groupe de Helsenberg IH (ﬂn—l)

PN
liée & la représentation de type positien ( E\ )) de 1H (:Lu]

par 1'isomorphisme U.Q (? \ ——55{ envoyant ¢ sur '%) défini par

c‘)(l\-aa:‘#[x\ veR-[el, fixe.

Exemple : La "représentation de Berezin” :

' o 3 3 -
1 =xji-.t3_‘] ,O.* =%, “.L‘:‘...,L

(5.-;::.{ N= 19.—) [B.S.} et (J.F.].

dmonsgtration -

Soit (rrﬁn 'L'(R"n la représentation de type position de Hh—(ﬂ”q . ueili-

sant U;‘ « On trouve

("in (&h..&!.g ,_"'-) ‘#sy'\ . e‘x:«u L;‘:’“‘ &-.:«\B..f 4:’3 free’)
. A t

o ke lR sty e R* ,ct:}eﬁsrul(i.(&"h
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8
Les opérateurs infinitésimaux de (ni“]ﬂa‘) nous fournissent

i 3 LI i o .
P):? = ‘I‘j'l I W ; Q;‘\t - %-x; , 5.1,;,...): ]

(=

Propesition 9(5)

Les opérateurs

Pl - E“i - .‘__!uth*ﬁ\q- w E}‘—.

.\
G_Il, v+ 3 —B(“*"sﬁ*—s =
333

satisfaisant (@), pT} = ik IJD - koW .x,Se{, avec Y =0
et b approprié, proviennent d'une représentation de "type moment

modifiée” si

1° w=0

o g e R—{b] ,6-5 R -1s]

2° «8 -tk
° % -“?'f%

On peut choisir a= 4= et b 1,6 tels que T %
!

Alors : Les opérateurs }Q‘ }!'*‘ ) avec D:ﬂ:;, proviennent
de la représentation (:r‘m ‘f{a) du groupe de Beisenberg IH (ﬁw '
lige & la représentation de type moment (IT)“, ,L YR ]‘] de |HB¢ fak ey

par 1'isomorphisme u h) -—DH enveoyant + sur 4: défini

AOEE oy 4@ ,3eﬁ-5o}. Fize.
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Démonstration :

Soit ( G‘E kn la représentation de type moment de EHSU(:JH--\

ptilisant Uj ., On trouve
T wWekk - etey’ =aledBa’y' oyinBs ,
(“ia(th'ﬁ“f‘ *\M(‘ﬂ s e e te R ACEN

od beR |« yy'eR" ¢eﬂ“ (LY.

Les opérateurs 1nfinitésimaux de (rrm gfﬁ.) nous fournissent

ar .
o w8 Mo _ 3., L2 .. L
E))m b \‘15 ! Q)“’ P ta 3-5; ' .\_i'l‘ ! n
Preposition 9(6)
Les opérateurs
3 P
P ad\‘j'_dia,gtlf.*‘j?-\i-uda—?

‘ 3
G_! - Ex- ¥ __u(u+1£\; + & T

satisfaisant [QF, ei‘ )- wld LI RS o ,S e | avec v fixé

s et
défini par W (u.-rgﬂ =2y ,x,fe. RL et D appreprié, proviennent d'une
représentation de type réseau si

10 wed | pe R-{ol , w,é e (R-{o)
20 -2wy . ok

<
o W= R LS
1

on peut choisir a-= % ,'lu T et m'B tels que mb = - -—S—-  mad-{o).
Li L3 wh

alors : Les opérateurs SQJ E-\i joArenk  AveC D'H:p: . proviennent

de la représentation de type réseau (rr Pt :f‘r) du groupe de Helsenbérg

H (1‘“"\! . p détini par p=-v- 39, L.e. : P{x'_a--sf ,\'l.f.!'ﬂ .30 ey’

ou '*"i'i‘R

Exemple' : La “"représentation de Zak" :

P;‘a%-_ng ]Q_j-l;4—:},§)§] N ;-1.1.---.\!

[e.f. point (W), constructisn de la représentation de Zak; prendre

Y- o :G\--é sh- ?:-;m--i,9-“—'r‘ ).
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Démonstration : Utiliser le lemme 4 pour b (xevyf)=xy . B est gefini
par  a(v) e o fve) = Bu () -Bu (Y Bu(vv) od

vareryl  vizdeay? o Rﬂ'. C'est-A-dire

PO = Blxg' - ') - By = Oy’ OLra' Y (y4y)

Ce qui entraine ]a(v,v'\ =90’ B

Proposition 9(7}

Les opéirateurs

B = ey -« Jrmlanflow 2
. ] >
Ql=pre+p 2 ppeargf)+ 3 =2
)+ e 4 3‘!3

satisfaisant [ G.s,EJ. j=ik I"]D .'5-1.‘.---."' AWy Yed, aves u Eixé
défini par wu (xug‘ﬂ- Xy, e R* et D approprié, proviennent d'une

représentation de type réseau si
19 et g ﬁ-{o] , 8 woe R-{0] teC
20 208 = 1k
LI R L

On peut choisir a-é,’e-‘.'_ et m,@ tels que Y k ,mel"{c’]

Cw wr S

de la représentation de type réseau {W:fli?f.l‘_)du groupe de Heisenberg

IHP(:LH\ . p défini par rssﬁ‘—é(eg), i.e.
P(le_r‘f .i'e.+-3'f\ = - 181'\1 ol x ,?-'Jl-l .lilé. R‘h.

Démonstration : Utiliser le lemme 4 pour b (xe+yf)a- »4 . 3 est défini par
plvvi= cv ) -Bu (-G + Oufvevy od v-uesyd ,v‘-;';-»,'fe.R‘h.
C'est-A-gire P("-‘") = O(H’—ga’)ﬁ-enﬁ v Gay' - OlxenYiy=s

Ce qui entraine F(V.v'\ = - 29:.'1 |



- 109 -

Proposition 9(8)

Les opérateurs

. 3 3
Pl = sy — ap (xeryl) s w

! BII )‘;

Ql - Ifa- _J-J[au--jf.) - 5 B'jl

satisfaisant [Qf,Pl ]-n*-IJD ]-%,1.--- ey @, g, ded , avec b fixé
d&fini par u(n.ﬂjﬂ =y — Q(j 1), ?polynomiale et ) approprie,
proviennent d‘une représentation de type réseau si

1° w,SGEI‘R—ID] , 4.1 ?(o

2 dgn%*::-wa et wd =k

R UL

: _ -io
Oon peut choisirc a-l‘—s_,\:-qetmg tels que mB - :;E,mf-z {1

Alors : Les opérateurs {Q;,P-‘} .y  avec D-R;::. proviennent

_____ j-q..'l.-- .

de la représentation de type réseau (\'itc ,f{[:.\ du groupe de Heisenberg
k
|HF(1]¢+|)‘ p défini par P.g.gu, u(11+-1f3‘-9(x - _..-L:rmafu‘j,t\,) . R,lseR

Les fonctions C?(k.q) satisfont la méme guasi péricdicité gue les

fonctions de ﬂi, et les EQJ Pik LW sont exactement les

r1. .,
opérateurs de la représentation de Schxbdinget [Q.ﬂ ,E..l TXRRE Y
de !Hac (zk't 1Y écrits dans la représentation \u‘ , seulement si

(a) m est pair, dans ce cas T({\J- - p{t) ?.f-Le 9:—-——- ou

By m=t4 et T{l}= F(!\*——Hm.le]. =L 8: _? respectivement,

L) ‘L ‘ll
{prendre &* au lieu de R et poser 1«-3 (gmre 4 ).




Démenstration :

1) Introduisant i {1eeyf)= ry- 5
™

?h,l} dans les opérateurs @!,P!

de notre proposition cn a

fo % 2 v, 2 .
B PERY] B:i?(u Al wérf j.”'"'m""' (V-4

Qin 15X - --8-—

2 . S 9.
s a—“s?("]-\ + 3\11

Avec les conditions 19, 29, 3% et les choix indiqués de a,b,m et e,

on est dans un cas particulier de la propesitien 9(1).

ii) D'autre part, soit

Pasl 2 plux 12
£ b 31;?(‘5 \] + : rl i, N

les cpérateurs {G:“_ ,Pf: ]t! L de la représentation de Schrddinger
LA L RPEY A

' 1
de IHGU('JLM‘) . dcrits dans la représentation Lq‘ (veir (vi) de la
construction de la représentation de Zak}, ol 1'on a posé
Le
4 %, x=q € i et ot a,be®-{o] sont reliés par OB--# (pour
que [@i,Pl]-ikldy ).
iii} La cemparaison des opérateurs sous i) et ii) impligue

. R
a-—~ ,bal wi.h et m,9 a choix liss par mO=- .
b cud yerk

iv} Ct(k,q‘] est quasi périodique sur le réseau LO ; définissens

cb(x.g\:C'?(L .cﬂ ; on a
+(1+.-, .1+$,) .e %L, LI(?{'&;‘E:."P)-‘?[S.!\) +(l'3) o h““thaL.

et Lores ;EsfeLB . D'autre part
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10 (((lj-i— ﬁ: yaee) _Yz(y, ,x'}.—.:.',rrmgf—{'gr:+ L’_e.u+nj -E(VL(‘]-{-E(V))
20 P‘u‘—gu,y-ﬁym tfv)—y[vﬂ)-g;(fhv}_éfq({‘v)-k:[)

3¢ m9=_J__ — L=_'mm9
urk &

Dot «#(v+ () =e ety @_:"("'”' S *(v) et on doit aveir

¢(w+t\ =e__dm"‘ﬂ", e:‘Tmct)(ﬂ . On en déduit {a) et (b} [l

CONCLUSION : Les changements de sections apparaissant dans la théorie
d’extension de groupes, développde au §f.2., appliquée 4 R‘L au §II.1.
pour construire leas groupes de Heisenberg |HP(1L+0 ' P défini par

[ ] Psv, permettent de trouver dans bien des cas la provenance d4'un
ansemble d'opérateurs autoadjoints {&; ,E”'} Tetne ke satisfaisant
les relations de commitation canonicues |G ,E’i]=:h1&b sur un sous-

espace densa [) d'un certain espaca de Hilbert.
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CHAPITRE III : LES REPRESENTATIONS CONTINUES UNITAIRES
IRREDUCTIBLES DES GROUPES DE HEISENBERG

DANS LA PRATIQUE

Nous allons énencer quelques problémes et voir comment 1l'utillsation
des représentations continues unitaires irréductibles d'un groupe de
Beisenberg, de leurs espaces de représentation et de leurs opérateurs

d'entrelacement permet d'en faciliter la résoiution.

Probléme 1

On se demande tout d'abord dans le 3EFI.1. s'il est possible de trouver
une¢ “bonne base® de 1'espace des fonctions de carré intégrable sur la
variété quotient d'un groupe de Heisenherg 3 3 dimensions par un sous-
groupe discret, "base™ qui jouerait un r&le analogue & celui de la base
orthonormée des caractéres dans 1'analyse de Fourier sur le tore. La
sojution de ¢e problime repose sur la recherche d‘une “bonne base” d'un
sous-espace de Hilbert de cet espace de fonctions, ce sous-espace de

Hilbert s'avére &tre isomorphe & |'espace de la représentation de type

riseau du groupe de Helsenberg ceonsidéré.

Probléme 2

Le deuxiéme probléme, SIII.2., consiste 3 construlre les systémes 4’états
cohérents généralisés des groupes de Heisenberg, & étudier les propriétés
d'un systéme particulier cofncidant avec les états cohérents de Glauber,
et 3 se demander si on peut extraire de ce dernier sgystéme 4'états un

§ggs-5ystéme tgtal minimal dans 1'espace considéré (dans le but de pouvoir

développer une fonctlen de L{RY dans ces états en ayant la garantie de
"i'unicité" des coefficients du développement). Actuellement une réponse
4 cette derniére question n'existe que lorsqu’on travaille avec un groupe
de Heisenberg de dimension 3, La démonstration la plus simple (proposition
4} se fait en se plagant dans la représentation de type réseau du groupe

considéré.
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N.B. Il est intdéressant de constater que la "bonne base"™ du scus-
espace de Hilbert de l'espace des fonctions du probléme 1,
est un sous-gystéme total d'un systéme d'dtats cohérents du

groupe de Heisenberg en question.

Probléme 3
Ce dernler praobléme, §riI.3., se divise en trois parties.

§I11.3.1. Ayant détermind le groupe de symétrie de translation de

l'hamiltcnien d'un électron soumls & un champ magnétique constant, on
examine tout d'abord si le résultat dépend du choix de la jauge et du
chelx du champ (proposition 7}, puls on essale d'ldentifier ce groupe

avec "quelque chose”™ qui posséde une signification physique.

5IIT1.3.2. Se restrelgnant 4 1'étude du mouvement de 1l'&lectron dans le
plan perpendiculaire au champ, on a que le groupe de symdtrie de trans-
lation de l'hamiltenien du systéme est un groupe de Heisenberg. Tirant
parti des connaissances que nous avons de ce groupe, est-i1l possible

de construire un ensexble de fonctions propres de l'hamiitonien qui soit
total minimal dans l'espace de’ Hilbert engendré par les fonctions propres
de cet opérateur, pour chaque niveau de Landau ? La clef du probléme est

un sSystéme d'états cohérents.

S5III.3.3. A la différence du cas sans potentiel ¢ristallin, le groupe
de symétrie de translatlion de l'hamiltonien d'un électron soumis & un
champ magnétique constant et 3 un potentiel cristallin n'est pas indé-
pendant du choix de la jauge et du cholx du champ {(propositicn 14). Les
groupes de symétrie de translation sont de types différents selon gue
le champ magnétigue est raticnnei ou irrationnel. Comment se manifeste
physiquement cette différence ? On examine cette questlon dans le cas
particulier ol le champ magnétique est paralléle & un axe du c¢ristal et
on mentionne quelques propriétés du spectre de 1’hamiltonien de ce

systéme.
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§IIT.1. ANALYSE HARMONIQUE SUR LA VARIETE DE HEISENBERG

Une des branches de la théorle de représentation des groupes, appelée
analyse harmonlque, consiste & étudler les espaces de fonctions sur

les groupes et les espaces homogénes.

considérons |HP(3] . F défini par P(v"""g.'jl' od Vnu.wif \v'=x°c+.“ce R
ERLTIN Y
(i.e. : le groupe de Helsenberg des matrices 313 de la forme ax),
o

1 4tk
".\ER’ on identifie < b ““-‘?éﬂ-l (3) avec (o 1 x) |
o o0l

solt - {e_h'g"‘+‘f; b,r, s eZ}

un sous-groupe discret de |HP(3\ .

® Définition 1| : L'espace homogéne P\IHP(:*\ , muni d'une mesure invariante
sous les translations A droite 'I"% — F‘“' s ‘Il‘ife |HP[3):
est appelé VARIETE de HEISENBERG.

1
Soit L (I"\IHP{m l'espace de Hilbert des fonctlons de carré intégrable
sur F\IHP(E,) . Nous n'allons pas étudier en détall cet espace d&e fonctions,
mals relevons les faits essentiels suivants, relatifs au sous-espace de

Hilbertﬂl, le plus important de L‘(F\JHP[S‘Q {[A.T.] et [To. ]}

sott ™ la représéntation "réguliére droite” de H (3\ sur LY r’\alfﬂ)
T (l.e. :( *\f) 9} =ffqa)) L EIH (2),1e L‘(P\IH {3\) ), et

A= {g""' : ngZ‘ le noyau de R . ﬁ. est donc une représentation
unitaire de |H [‘ﬂ!b sur l. F\!H {3“ , et paisque Z/ﬁg[odf est
un sous-groupe compact abé&iien de [H {3\.(5 L(P\]H [Eﬂ se décompose
en scmme directe orthogonale de sous- espaces de Hilbert ﬂ. =lnvariants
L{r\H,) = @ H,

ned
ol : A est le dual de [oual,

- {fev(r\mra;\\ toaq. (R{e=1)a) - e LeR L qe Ha(3) }

3‘f,. étant de "multiplicité” int lorsgue nfo .
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+ En particulier

(1) Lorsque nzo,H_ s'identifie avec l'espace Lt(T‘) ol T‘-(B(m/{z-}ﬂ

est le tore 3 deux dimensions.
2) ¥ s'tgentifie avec M, ned -{o}, par conjugaison complexe.

(3} puant 3 l'espace Ht , c'est un des deux scus-espaces irréductibles
de L’(F\IHFM) (M, et #_, sont de multiplicité 1); de ce fait, 11
tient le r8le principal dans 1'analyse de L'([‘\lHP(lﬂ .ﬂt s'identifie

& un espace ¢onnu

Propositlon 1

C
Soit 'f'f.[:n l'espace de Hilbert de la représentaticn de type réseay
(s 30D de Hy(®)  (c.£. 511.4., potnt C}.)

c
{1} L'appllication \'l:‘f’fi —DH:, , envoyant 4> sur ¥ par

\H‘n'ﬂ' o alnl%‘(k .{'-“1\\ 5 b:‘-‘l"R , est un lsomorphisme unitaira.

(11} L'applicaticn de Weil w L8 — “. . envcyémtf sur

(Wr)(t,(z.ﬂ\\- P_iﬂ* %’“‘Pn\&nn—n. , est un isomorphisme
unitaire.

Q.W est l'opérateur d'entrelacement entre la représentation de

type moment (“_;a VR ge IHP(S\ et (rrfc,'?{ff).

Démonstration 3

on a
a) (n’tﬂ('_h. cl'gﬂ"g)¢) [‘1\ - t::-rkll:“"] *(‘fif‘ ol k)l'l"_"':"&R ,ég‘:(m)

{construction par analogie A la proposition B, Ch. II},
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b} va,v') ="'i yYexeryf ,v’:x'nlﬁeg‘ ; on peut voir que pe[-::“-]

i.e. - ;15,-P+SIJ’, avee L{v) = llw" .

Loo=ftoresdseez] o T(R)=F@) -2mu(®)

T
est identiquement nul, pour m-=4 et F=zF', ce que nous chelsissons.
D'od

pe s 1
Hu, - ’ \P: R — < ; (1) ¥ est borélienne sur R,‘
{2) JIW"“ldV (e i AN ¥ est quasl périodique sur L,‘_'

(A CRILIEAY

- ?.vy *

i,e. \F(yf!\gg "F(’ ?(V} IVER ,(EL_

et (l’l’f:(gh'e,"’"l’)(\’\ = !.::“L L:Ir‘p(';"‘ Y(w—v')

ol teR ,vveR" V¥ c—_f{’:: .

c) Par analegle & la démonstration du §II.3. proposition 7, on calcule
l'opérateur d'entrelacement entre les représentations décrites sous

a) et b)

\P(Kﬂ\ - %1!_’:'”‘ *(\s,,r\ .

ﬂ'!l

B Transformons par l'opérateur de Weil la fonction v {xY= e de
L'(ﬂﬂ (v, appartient 34 la base de L‘(R\ formée des fonctlons
4'Hermite).

(We M )

ark -n{ +n§‘ Aewar
2 e
ned

n

[

Wk -yt R o
- e my Z . e f_h"r‘(' uj}
ral

1]

. ark i-ﬂ'j‘ e‘(:r(t +\J$\l :)
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< terat
o Qs{l]t\ I RSP ;2ell red avec Irley Yo, est une des
ngd

quatre fonctions thata classiques de Jacobl (velr Ch. XXI de {W.W.]).
Cela suggére qu'il peut y avolr un lien entre les fonctions théta de
Jacobi et les fonctions dans le§ espaces Hn ,nel. En falt, la recherche
d'une bonne base da \_‘([-'\”'4 {3\) , qul jouerait un rSle analogue 3 celul
de la base orthcnormale ig‘:"" ;ng'z..] de L"(-ﬂ dans 1'analyse de
Fourier sur le tore [ = R/Z , nous conduit & utiliser explicitement les

fonctions théta.

Par exemple, pour 1°espace 1-(‘ , on a le résultat suivant .

Le systéme de foncticns
Pl = ST W) § e ]

est total dans 3{& {cecl découle du Th. II.5 de [A.T.], thécrdme qui

traite le cas général ¥ ~cl). on remarquera que {‘VM\ ’ n'aest pas
& v

un Systéme de fonctions crthonormales dans R{ .

Proposition 2

{1} L'image du systéme {‘?Mi eZ dans 1l'espace de la représentatlon
o
de type zmoment [rP® v/ de H (3} est
18 IL m\ F

{4 (o - ms T

(41} Seit (., .) le produit scalaire dans ﬂ4.

mored

(‘?“1"1 ’len‘) = ﬁe_-?(rm.g'"‘n)"-[ﬂg—n:)) L:”(M‘ "‘Q(“.\_—n\}

q.9.8. ™y amy ny ned -

. (iii) L' image du systéme {“V dans 1'espace de la représentation

e

de type position (wph )\_‘{&{f de |HP(3\ est

- ey aloer TR

[ ¥ =e e e

LICY Y &
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Démonstration :

.4 '
(1) Utiliser l'application W . inverse Qe 1'application de Weil W ;

4

(W7¥Y ) we i Eaﬁft,tr.m VPeH, L yeR .

(i1} Puisque W est unitaire

(WM"\‘ )\V"'.ﬂ;)f{‘L : (#""1"1 > +‘"\'\.)

(4, 4.0 - [tmmma ool ey

ey
R

NS T

Pasons S=k- Ny

(¢n‘nt )% ) - Ee-ru* g—"(”’n‘-n‘? e-u',r;(,..‘_m‘\ .
R

_rr(n|—n‘\‘ Ee—u'u" 0_5 ane{m, -"‘ﬂ'“’(”c"‘\\ A‘

L3
- Fl e"rf{n‘-nq* . E_:'F(tbr{m*-m‘\ -1"['\'ﬂ‘\)‘
s - %(("‘1—"“)‘1-[!\‘_-1\‘)‘) :"(mi—’““\{’ﬂl—n‘\
7o 2

(on a utilis€ la formule Wo 3.323(2) p. 307 de [G.R.]).

{i1i) On passe de (t‘rt: ,L‘(Rn i (l'l‘,,"‘,n .L’(&“ par la transformée de Fourier

Play = 1&3;1;““#{“1\ ) ‘{:e L(R) n
®

525‘2553&,.]; : On souligne ici que les auteurs de [A.T.) p. 23, établissent
que l’ensemble de fonctions {‘?""L <z est total minimal dans Rs - Or ce
n'est pas vrai (volir contre-exeu:pl; dans le paragraphe suivant}. L'erreur
est dans leur application I LYT,’L\ —9ff‘fk p. 22, qui n'est pas sur-

jective. Cela est sans canséquence dans leurs travaux postérieurs, car ils

nfutilisent que la totalité du systéme, jamais le falt qu'il soit minimal.
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Les théorémes de structure pour f‘{,_ {(A.T.] et [To.]} fournissent de

précleux renselgnements sur certaines classes de fonctions :

a} Chaque fonction continue appartenant A 'S&l s'annule en un point.

.
=0 ,l-o,i,‘.,i v

b} Pour ‘i‘e‘S{‘nC' et satisfaisant é_f—-‘?(t .(*-‘33)
ozl CRTH

z -K-:u , NOous avons \‘P = ZL...\‘K_, , la séirie convergeant absolument
-~ ed

et uniformément dans M, (b_eC  m,neZ ).

Le passage aux espaces 'f'f,, LhE N—{n.i], se falt par un processus algébrique
développd dans [A.T.], qui permet de translater les résultats de "R‘ aﬂ,‘.

CONCLUSION : Le pas essentiel dans l'analyse harmonique sur la variété de
Helsenberg I"\IH {3} , consiste & étudier un sous-espace de Hilbert de
Ll(r\!HF[ﬂj .ﬂ‘ , qui est isomorphe 4 l'espace de la représentation de
type réseau (n’ffiﬁf::)de 'HF(B‘, .f‘f1 est engendré par les comblnaisons
lindaires finies de fonctions non orthonormales ¥, ,nm ed, lies de
maniére simple aux fonctions blen connues “thita trols* de Jacobi.

Dans le prochaln paragraphe, nous allens définir un systéme d'états cohf-
rents génédralisés pour un groupe de Lie quelconque, assocld 3 une de ses
représentations continues unitaires irréductibles sur un espace de
Bllbert, et dtudier les propriétés d'un tel systdme dans le cag particulier
d'un groupe de Heisenberg.

Nous verrons alors que le bon systéme total de fonctlons utlliséd par
Ausiander—Tolmieri {A.T.In'est rien &'autre qu'un sous-systéme d'un

systéme d'dtats cohfrents génédralisdss pour lHP(ﬂ .
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§III.2. ETATS COHERENTS

L'expression "état cohdrent” apparait pour la premi2re fols dans la
littérature en 1963 dans une é&tude de Glauber [51.1] de la statistique
purement quantique du champ de radiation. Il s'agit d'états qui
permettent la factorlsatlon @des fonctions de corrélation d'un champ
de radlation quelcongue, conditicn hablituellement utiliséde pour
définir des champs totalement cohérents [Gl.2]; en particulier, lils
permettent de donner une description quantique adégquate d'un rayen
cohérent de lemiére laser. Glauber les appelle "états cchdrents de
champ"; avjourd'hui ils portent son nom, bien que de tels paquets
d'ande alent été introduits en mécanique juantique en 1926 4éja par
Schrédinger [Sch.) pour L'é&tude d'oscillateurs harmoniques forcéa, etaient ¢té
utilisés par plusieurs auteurs 2 divers desseins (voilr [Gl.l] et la
bibliographie du chapitre 7 de [K.5.]). Par exemple, de tely états
apparaissent chez Schwinger [Schw.] en 1953, comme foncrions généra-
trices d'états de Fock, chez von Neumann [von N.2] en 1955 & propos
de la compréhension des relations d'incertitude, st chez Bargmann
[Ba.3} en 1961, comme &léments priviléglés d'un espace de Hilbert de

fonctions analytiques.

L’annde 1971 est une sorte de renalssance des états cohérents., On peut

grouper les intdréts en trois catdgories :

1) Etude approfondie des propriétés des états cohérents; en particulier
recherche 4'un sous-ensemble “total minimal®™ 4'états cohérents dans
LYR) (dans le but de pouvoir développer une fonction de L'(R)
dans ces &tats en ayant la garantie de "l'unicité” des coefficlents
du développement) [Pe.l) (1971), (B.B.G.K.) (1971), {B.G.Z.l] (1975},
[B-Z.] (1978},

2) Nouvelles utilisations des é&tats cohérents de Glauber: non seulement
en optique quantigque et en radilephysigue, mals aussi en théorle
quantigque des champs, en mécanique statistique, en liaison avec

1'effet Jahn-Teller, dans la théorie de superfluldité, etc.
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Les états cohérents de Glauber sont étroltement lids au groupe de
Heisenberg, et s'avérent trés utiles guand le groupe de symétrie
dynamique de l'hamiltonlen du systéme considéré est précisément le
groupe da Heisenbery; exiSte—'t-il un systéme d'dtats analogue 4

celul dea états cohérents de Glauber, pour 4'autres groupes ?

a) Pour le groupe SU(2) , Radcliffe [Ra.] en 1971 et Arecchl-Courtens-
Gllmore-Thomas [A.C.G5.T.] en 1972, ant introdult indépendamment
des états cohérents analoqgues qu'ils nomment "de spin” et '"de

Bloch ou atomiques", respectivement.

b) En 1971, Barut et Girardello [{B.G.) définissent des é&tats cohérents
généraliséds pour certains groupes de Lie, puis en 1972, Pérélomov

{Pe.2] en d&finit pour un groupe de Lie quelcongue.

Les autres définitions et applications d'états cohérents généralisés
établies ces derniéres années reposent sur les gquatre travaux fonda-

mentaux ¢ités ci-dessuys.

pans ¢e paragraphe, nous allons utiliser la définition de Pérélamov pour

construire les systdmes d'é&tats cohérents géndralisés du groupe -de

1

Heisenberg H(“-‘H‘); dans le cas particulier qui coIncide avec les &tats
cohérents de Glauber, nous établirons les propriétds les plus lmportantes
de ce systfme d'états gohérents par des méthodes gui rel&vent de la
théorie des groupes.

® péfinition 2 : [Etats cohérents généralisés du type de Péréiomav [Pe.2]).
Soient :
G un groupe de Lie;
R un espace de Hilbert, (., .} le produit scalalre dansﬂ ;

T une représentation continue unitaire lrréductible de G

surﬁ;

L{J._un élément fixé def’{ ;
H o= {qeGT¥, =< Y., avee w:G —=R

est un sous-groupe de G appelé le groupe statlionnaire de\r. ;
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® Definition 2 : ‘P} =Tt |, 3eG ;
(suite)} on volt que deux &l&mentsg 3,%' de (> , appartenant & la

mime classe 4 gauche é-:lHE.GIH , donnent lieu 3 \V'ﬂ ,\’f‘a‘

respectivement 1iés par un facteur de phase

:,,(k)Y )
y )

(e, : si g= SL,Le:H , on a Ya.sp_
L'ensemble { ‘ﬂ:T(g\‘ﬂ g€ G, un seul représentant par
classe !36 GfH 1 est appelé SYSTEME d'ETATS COHERENTS de

type (T )\P-\) *
On nomme COEFFICIENT <,.. de T l'application de G dans

< envoyant 3 sur (IP. ,T(@\*ﬂ

Lorsque le coefficient £, de T est dans 'L‘(G\

(L.e. : lorsque EI(Y. ,T{-Q'V,jrc]ﬂ £ +9% , avec le méme abus

Gin
de notation que dans la DEf., 4, Ch. II), l'ensemble

[\P: ’T('jyt ’-35(; , un seul représentant par classe EEG/H}
est appelé SYSTEME d'ETATS COHERENTS de CARRE INTEGRABLE,

Soient H{ILH\ ,(“;.D',?.[:') avec r-41 pour Xeg—s“} , M2l pour e R- (9}.

la représentation de type B.F.5, de inchH\) induite & gauche {(Ch. II.
Prop. D.' fTr1,2) et "P. un &lément fixé de 's‘f_t:' Le groupe stationnaire
de Y. est te centre Z e Hiks) (quel que soit le choix de W, h.
H{’J’N)/Z étant isomorphe & C‘!, et tout Slément € |Hf1|:+-\ pouvant

tu, wa®ida

s'écrire q- L}"‘L'“'ﬁ e e ,d-u—ig,‘.‘jeﬂ“, 1l'ensemble
xa’ + Xa- h

[W')mq’"lab'(t o jaed |

i :
e3t le systémed'états cohérents de type m.0r ‘V_ de ”—“l'-w'). Explicitement

L
__A_;“ L% L L

pour A€ Rt{o} R ‘\‘;rxxt‘(t)se W Y_(?—‘“‘\,EGQ ,9.9.5. xeC

_ Sdge LG o -
pour Ae R-{e} Y@*(EF& woe !‘H(lf“\.;iéﬁ:k.q.q.s. we £5



- 123 -

Propogition 3
q, : (>
Notens ¥ le systéme d'états cchérents de type (T, “&’_} .
X %e® o, . -
y i reR-loh We T avee c21 pour he®-[o),ra2 pour eB™-{o}

constitue 1"ensemble de tous les systémes 4'é&tats cchérents générallsés
du groupe de Heisenberg |H{z|ﬂ'\ {tous les systémes nen triviaux et 3

isomarphisme présjp.

Démonstration :

[rr;n': )eﬁ—{oi ;r=1 st A€ RtIO]Jr-I s \eR’-{f-‘}] U [cuactéres de

IH(“‘")] forme 1'ensemble de toutes les représentations centinues
unitaires irréductibles de lH(ﬂUH) . (c.f. §1I.1. Prop. 2). Les carac-
tézes de EH[ILH) dennent lieu 3 des systimes d'états cchérents triviaux,

i.e. : formés d'un élément M

Propriétés du systéme d'états cohérents généralisés d de ﬂ‘f‘ikﬂ\ ,_Avec

——————————————————————— A = =T

On remarquera que l'on a choisi pour "K 1'élément constant de la base

o, - o,
orthenormée suivante de 'H; quand »e R -[01 (respectivement de H; quand

reR-[o)

Z" met
£ 3
( AN
FA - ~

u-‘_,.,\“(li.y--jh-\ -

[mg e N

{respactivement { u - {

M

.
[id
~

} {c.f. Remarque 10
du §II,2.).
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Préliminaires

by
i) Un état cohérent V. & C Lh  peut 2tre déveleoppé dans la
- ¥ (DAL fark)

base {“N.-.m }[M,.-.,Nh\e Vol

Pour he 3"—[01

PR T [ EE)
N (TF_’-) b .I {n‘v-zuu\el\"' g v#(IF;F FT_:LFiT
- Lak M’u.‘_.ﬂ{i\

..
I PEVL R

D'od :

pour he R™{c}

Voley- e 795 BIET, g

™ e N" m‘!--- ! *
(3.1}

pour ) e R-{s}

(0 DAL S C RO MR

[ [}
("‘u“':"“'\ﬁuk e ke

o
1i) pans la notation de Dirac, 1'espace ‘ﬂ,‘ étant mis en correspondance
o,
avec l'espace des "bra" et }'espace ﬂxl avec l'espace des "ket"™, on '

peut définir

Y e M oy da YoedY oy led

et

-]
u, . eHt e (n u o eft —s  Iny

ny PO, 1Y

Voo, e€' ¥ nmon,. e e N*
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Les expressions (3.1) s'évrivent

L
-yt (EZ)Y
{otgyyoal = Z [Te v+ Ckd <ng o meld
' (raremyem™ U T n:l 110
| (3.1")

D A 1k '(“"wf|n‘,....m>

(ﬂh ﬂh\&' -" ]

qui sont exactement 1'expression des états cohérents de Glauber, pour
un systéme a )& degrés de liberté, dans l'espace des "bra" et dans
son dual respectivement (c.f. [K.5.] Ch. 7-3).

i1ii) Les opérateurs Infinitésimaux de la représentation rr'P' ge [Hftks1),

agsociés aux sous-groupes A4 un paramétre

|
e SETap Ba-l@d
' i i
rrk“'(p_‘l"‘!) e :

avec LglR a L_| aff .4 nous fournissent les copérateurs

VE ;-1

pi -iad - E2 pleiad . LR
\EE‘ =1L )\.Sl—j et ——-—m =-—LEZ'

) =t pour r -4

ﬂ;-l’a; _ i s P;ji-;&).: - Ity 3 . s atl
i A A A P TR A et A

Définlssant

n;_=;fﬂ_ et Hli-{ﬂé‘.;%g‘_{ pour he R-{o}
L

AR 11 n,f(a;:y.;ifq:?i&’a pour he B[}

on a
A;- - YL 2 3 R\' -2 i_- pour AE R.'[Ol
1 Tf!' i i e
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Ces opérateurs satisfont [A,, 'H:, 1= IJ? yjstac ok quel que soit
3 i

he R-{o} .

D'autre part on a

A YE (A -ny) A= (A% -Ay)

t
pour Ae R-[0] et pour hé& R-"[Dl

; - + 1 + -
G = '{TF(HAi'f“Q Qx- '\E(ﬂxi*ﬂ'-;)
satisfaisant [Q} P} 1= :tIJD ,j-«L,l,.--.L . quel que soit he R—[O] .
Ces cpérateurs aglssent de manidre simple sur les éléments de base

de 'H.S'

a) R;I Y, a

- Ve u

" fay el Lk

b} R).iuntat,...,nnq‘ H“;'d' U,

1y 'l"‘]'r"'a"‘l."1

c} AXEHA‘IU‘""”“‘ - nsu,\. m
A YL -

a oy, o= (P T - (A T
ni!“' '\L!

quel que soit (nh...lr\ﬂem.-

On reconnalt a) l'opérateur de création, b) l'opérateur d'aanihilation,
c} l'opérateur nombre, d) les états de Fock avec u,. ... comme état du
vide, (habituellement écrits dans le formalisme de Dirac dans les

cours de mécanique quantique} pour un oscillateur harmonique quantique

a k dimensions,

N.B. Dans la remarque 10 du §11.2., des opérateurs analogues aux

R; ) ij_’ tera. .k cnt été définis pour la représentation rrlh' N R de
|H%1\«+n] . Le facteur 1/V|)~| apparalssant dans ces opérateurs est englobé
ici dans le cholx du sous-groupe & un paramétre, de maniére & ce que

[Q-é,pi i= I‘kIJD ' i"h‘:---,"‘ , quel que solt EY-S R-{O} R

Par les préliminaires i), 11} et 11i}, pour étudier les propriétés d'un
A

systéme d'états cohérents généralisés C.,{, « (]t Y , il nous suffit

de le faire pour un X positif ou un X négatif; nous choisissons le cas

d'un A négatif.
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A L =
soit Y, € C".ltmhm‘“" J“E'd: . the B={o}

(P.1.)
L'état cohérent \‘}J‘ est fonction propre simultanée des opérateurs
A teat. .k

xl [ L]

L
. quel que soit o ={a, .. .x)ed

gxg]“> = wple) HAI,Q‘):O

{3.3)

Démonstration :

W o ted B«
1 3 3 |A|\ 1 F}
.= — et ) f— 2 L=
'qﬁ N 3% Y () (:.nt
»>
N.B. Les opérateurs nlj)i-ga,...,!r n'ont pas de fonctlons propres non
nulles.

(P.2.)

-
Expression de ‘ﬂ, en fonction des opérateurs Pu; 'Rl.l , i.i i,k

«As - x A
lay=e™ 7" o) (3.4)
ol

\
uR;— 2 Al
j-L! 1

—
[
-

®i
h -]
»
[ ]
Me
2
o~
5
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Démonstration :

par définition, "V‘(i\ _— _"J : « ( \gu\ "V I)\i/wl kis

o Ty - {Oa)s e My ff- 7 e W5 fEa)- )

- - W - A -~
D'od "I"‘{z)a e ™ eqm 3 " x\P_ (1\ ; de la formule de Baker-Campkbell-
Bausdorff {c.f. {7-24) de [K.5.]}) on tire

afy xRy lahy =@M <A - ahy
e g = g 2 et on coneclut [ ]

(P.3.])

Action de la représentation rr:\a" sur l'état cohérent “P‘
Ay - &R Lim(@p)

e_'a AR k|::|(> =" (p |u+P‘) 3.9

k
quel que soit F-(Ph...,fs-_)em

Démonstration :

\ fEIT pa + YahJial pa” .
n,“"(el s a )Y‘.

(&\Lhim pa® + YakTin ﬁq‘) “:\b‘(t‘mm‘ . AYIY Eo-)‘t

o,
Ty

par définition de \V‘ et Tr'f‘- est une représentation 2

H[geen fZ

multiplicateur, de multiplicateur

exp (1.'.«)90’5‘( %(Pqﬁ,ﬁn'} , %(aa +%a ))) = uF(;IM[;P))

B et lco [ ]


file:///CKfa

!
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(P.4.)
k
Les états cchérents \l"‘ ,“Ea . Sant normés mais non orthogonaux

_%(di-.‘lﬂpt PEY . &- Tl p+tIm (E Y (3.6)

(x|p)=e
ol ( I) est le produit scalaire dans L'espace des "ket" correspendant

o
au produit scalaire ( ) ) dans HA’ ‘“’P e(_".

Démonstraticn :

(‘t "'}’I\) se calcule en utilisant (1.1} et le fait que la hase

1}
{U.‘ e 1 de 1{;\‘ est orthonormée B8
] A (_«i’,...,l'\\."‘e_'bl‘| .

N.B. La valeur absolue du prodult scalaire (3.6} est donnfe par
“tw-ptt

I(qlp)l‘-e,

h
approximativement orthogonaux pour des valeurs de u]]'aeﬁ: r qui sont

+ elle montre que les états cohérents tendent 3 devenir

suffisamment différentes.

{P.5.)

by
C‘. . (uliurh\“" est un systéme d'&tats cohérents de carréd intdgrable

Démonstratjion :

Cee

(\y. \ “';J.(men'+ 2y ﬁu')“ )

- (‘1’. ,‘1"{‘\ par (p.3}

- Lap o
T & MY par ey |
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(P.6.)

Les coefficients de dévelicppement de 1'état cohérent q.{, dans la base

u sont donnés r
i LR Y 1(h“"_‘hh\¢ uh B3,

{nyyoy i) = g-%ﬁ M (3.7
’ -l

Le nombre moyen d'occupation de 1'état u, o est denné par un
-

produit de distributions de Poisson, d'espfrances mathématiques 1rxj|‘ 5

S-ilt,.,.,k
- (LT P
1 ar |71 i
|<r\._,,..,n|,]q)] = ﬂ .Ix_l‘ e (3.9
Py nI.
]
Démonstration : Utlliser les préliminaires 1) et 1ii) u

(P.7.)

Les états cohérents "V, sont des paquets d'ondes d'lncertitude mini-

male. i.e. si en note {C), = [‘H, LYY ta valeur moyenne de

1'opérateur C dans l'état \P‘ r ( ,") &tant le produit scalaire dans
B 1

et st [QCL-(C\)‘ —{C‘): est la varlance de 1l'opérateur { , on a

] . ’h
(AP}\‘(QQ‘L = % sur L} y =1, ,.,LJquel gue soit ¥& o {3.9)

t.e. ce sont des états quantiques, qui sont le plus proche possible

des &tats classlques.
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Démonstration :

" Du préliminaire 1ii) on a

Pl-tf (g -ny) al-fE(AL+ny)
pour he R{al.

(R = - () A% -amgay -1)
('{P})‘)_‘ = (- BT AL - 1AL A ) R) < - K (@ -a) - 1)
on a utilise (P.1.1.

Py, = (Y :;\@(H;; 'H;ﬂ‘ﬂr\‘ = - Ef«-ay
Fnadement  (APJY] = ((PIYY, - PV -

X
2

. .y
b} Idem avec Q"X, on trouve (QQ;\.‘ - -E— B

(p.8.}

Le prodult scalaire d'une fonction quelcongque ‘1"9_?{:’ et de l'état
cohérent % . revient & évaluer ¥ au point YZh/IAI'§ et & multiplier

le résultat par un facteur.

(u!‘F)-e“{'“EI(;) o = (""*‘Yu‘i’(ﬁ ) (3.10)

Démonatration :

Montrons cette relation pour \P(‘E\ - Z [ Y &Hr‘

R, P
(wﬂ J\P} = Z "cn‘...n\l(\ﬂt :un‘...n\.‘
GO TY ]
par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. Utilisant (3.7) on a

(Yo W)= ¥ 2 o, ST

(rg e Wt Al

\"""iu'
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Posons

{0 D S A W L

. —_—
("-amye it At e

- 2 TR 2 CAMBICA
gy el T Yol

Or
nted _
b (B w4 (BNRH e Em)
I S ) b} = {111 D 1k R
d'od
[T R— a
u VE R () ARG
MeemUTRT AT AT unk P
et

kh

(=) - (T'\k'\ m%,mgu"C“""M‘u"""'“(vlﬁ:a ;---1@“_!‘)
- (Y (R .

N.B. On remarque gue pour “P et f liées par {3.10), la narme au carré
0
de ‘*’Eﬂh‘ vaut

(¥,y) - je_:‘%‘i ol hds = o Xe'm P dada = (1),

c* c"

od ( ,-) a-6 est exactement le produit scalaire utllisé par Glauber
[Gl.1] et Bargmann {[Bar.3].
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{P.9.)

IS
Le systéme d'é&tats cohérents C‘P est total dans ’5{?‘

= (I unk) =

et l'on a une décomposition de l'opérateur identitéd.
t C}:L
— | [ {aid o - Id {3.11}
(m
Ck

5
an d‘Lﬂ = n A(Rtu‘j\d(lmﬂf\
. :\'1

® Définition 3 : Une partie P d'un espace normé E a5t TOTALE si les combl-

nalsons linéalres finies des &léments de P sont denses

dans E .

Démonstration : Que le systéme d'états cohérents solt total provient de
1)

{F.3.) {i.e. 1'invariance du sous-espace de ‘H; engendré par les états

cohérents, sous la représentation n’f* ) et de 1'irrédductibilité de rr?'-

Pour démontrer (3.11) on montre A 1'alde de (3.10) que

(¥,¥) -

]
(2ny™

S(*mm VR Y Y e HY
< .
et on utilise que

NS - ‘ﬂeui +-'.1mn<j- ) cl-tfd&'l - ld(?\cwﬁdflmﬂj\ [ ]
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(BY" e 5 Y, )

(”‘;T E.L(uou-pp)
v

o

\ wp

- [
\m & \V@p(ﬂ - K[F,E (3.12)

( - -

[s]
est le noyau reproduitsant de H)«l i ¥, pE <

~
—_—
EY)
2l
—
B

1AL
It

Il

»

Démonstration :

»

Kfafﬂ est un noyau reproduisant deﬂ? car

- o
1} Pour chaque F‘IK(;‘E\, en tant que fonction de ® , appartient & ¥, .

2) Pour teoute fonctien YERE‘IKIE.'F\ reproduit cette foaction, l.e.

I LY e
Y@ - [ TP ke R - (ke Y) o
C"
ol ( ,-} = produit scalaire dans f‘f?‘

Cela provient de (3.10)
Rl - e
o k. ' ‘f’(\’?_f-\
<°<|\V>“(m\ & i

avee le produit scalaire &Scrit explicitement.

Pour démontrer les autres formes de K(EIF\ apparaissant dans (3.12),

on utilise (3.10).
K7 - (B ¥ Fp B - (o RGO

R (i s

) (%utw rﬁ‘l<@q|@{3> “:{’ ki1 ‘,?F.*,gp(;‘

K{rs.:\ [ ]
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(P.11.)

oy
Une fonction quelcongue 1ﬂ5j{\ se développe de la manidre suivante

X
dans les états cohérents WQ € C:ﬁ-(”Jth\ku

(3.14)

1Y~ ﬁ.g(“‘l*‘\')h’)dﬁﬁ
Cl-

Démonstration :
Utiliser {(3.11) ou partir de (3.13)

LA *
‘V(shje. F Kz Y @ dada

ck
introduire .
I =
r@ (B FT Y

donné par {3.10), ainsi que
kh Dl -
5w Ixl v
k@@ - (tmk ¢ Y‘g“[ﬂ

donné par (3.12).
D'on
V(&) - (?':%h S e ¥) Y, (Ddadz
«* )
- a'ﬂ@wmfadua;
cl-
i _\ 11k
Wj(«i‘vﬂ;md o

c*
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N.B. Lorsque Y est un &tat cohérent,; 1'expression (3.14) nous donne une
dépendence linéaire entre les états cohérents appartenant & C;._ (lx[/hrr\)"h‘
Nous verrons plus leoin, dans le cas particulier du groupe de Heigenberg de
dimension trois, H(B) , comment extralre un scus-systéme de C:‘:{I}J/'-nhm
qul scit total minimal dans 3'{:‘ 1'espace de la représentation de- cype
~BFS "~ ae IH(3).

(P.12.)

kS
Expression des états cchérents appartenant & C‘, -(ul{htﬂ\'“ dans
k
les représentations (I\';': ,L‘(JR n ) ,‘\e.R-{O] {représentaticn de type

pesition de fo:kw) induite '3 gauche) et (rr"_‘, ,f{:}\ {représentation

b, - ol Y, e A
% '
_ Iy Y‘*?‘F YW
+¢1-r‘t = M (e }C# e U(RY {3.15)

- we (et e 2t

LP(‘],r")

od d-c‘ﬁ-:r E.(I:L , ﬁ‘FeRL
ki1

Y (5) - (?’%

I

‘t(*\ = (@Y e (3.16)

rmoyfx-a g aFld
e - (e « I 2 TR

k .
avec aelR nul pour m pair et nul si F.F pour m impair.

k "
a- (% 10,0} € R" pour m impair avec F=F .
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(P.12.) (suite)

O 1k [

Dans (3.15) on passe de Vmp ed.*  a + e (R et a ¥ eRJ
{-;\Pet A (0 {9.p)
par les cpérateurs d'entrelacement adéquats, Construits eu §II.3.

Les expressions (3.15) sont équivalentes 3
Mg Mg o
Yoo (B e e *F e F Y (5oa) e R
[%3

. ML
N PR AT A YU TS BR
TP °

_:Iml( -x )

& I <
Wrﬂ,ﬁ("‘i\’ N Tl-guy-p) e ¥
o sed, x=q+ip e, 9P e R , x,geR"
et \f‘. N ¢. )LP. sont donnés par (3.16}.

Les expressions (3.15) et (3.15') sont aussi équivalentes i

uup"_maa .
-aEﬁr o l"l’: e'ﬂ\D

Y

—R-d

LN N ¥
‘1’( O f ' A $ e U(RY (3.157)
quf .

pR T S P.
Iisa., - Rl Lf."—ﬂ::

(4 p)

k
ot 1B = ZliBI par convention;
i

o= q*:f: eil‘)cl,]’.:E.RL;

\l’i 'g# "f. sont donnés par (3.16)}: et ol, pour j-‘u’.---.‘f

N LEYAE R,.- J3h
H*i 7+ ] ’ LY WY

u“qv
| P

- A t
R R

)
r ¥
ulﬂ
&E
»
.
;‘:»
?."lv

P T, b3
Q"\'Txl_ﬁb_%j'

[y
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by

Démonstration : rimar le systéme d'é&tats ccohérents
enonsiration Exp Y CV_-(MN‘M’H“‘

q <
dans les représentations (n’ L R n he R—{o] et( " )}-f r) seuiement
lorsque )«:-nel-[o} ; revient & expliciter les systdmes d'états cohérents
génsraiisss de [Hftks 1} de type (n'ﬂ 4;\ et de type (ﬂ"" "f) respective~
meént, ol 4)5 L ) LP f‘fm‘, ¢ 5ont iles images de L‘I"ex‘[ par les opérateurs
d'entrelacement entre les représentations (ﬁ'a‘;ﬂo‘) et (“Ae ,L‘(R )'\ )\E_& {01
et entre les reprdsentations ( ' f‘[o‘) et (I‘r"‘hﬂ ]respectivement ce
dernier cas seulement iorsque ) = mez-{O] (utiliser la proposition 6 B
et la proposition 3, ainsi que la proposition 8 B et la proposition 3

v -
du 511.3). Les opérateurs H"i ’R"i M eR-[o} sont donngs aans ie préliminaire

111} ; @ BJ  sont les opsrateurs infinitdsimaux de la représentation Wi':

n Gl
ii¢s aux sous-groupes A un paramdtre rr ‘A (Lﬂftl)- " 33 Yo et

o ey R
On remarquera gue G.Iu —( +ﬂ)et Plﬂl.F(Rl! ijour \eR- [°]

(Préliminaire iii).)} Finalement Q-' P' sont les opéracaurs infinitésimaux

respectivement avec l: ,g: eR Y =ty k.

de 1a représentation IT:'; 1id¢s aux sous-groupes i un paramstre
e/ wiy L e e /o _ulmd, pl
Trmi(e'!‘?")= e F AT e S (Ji’ﬂ: g R cespectivement;

!]. :ljiIE-R N j-i,l,..-.h ; mE z*_[D] »

N.B. Dorsque le point :1¢+rf appartient au réseau Lt [FL - zn‘rur 37,5 ez ]
de R . utilisé dans la construction de la représentation (rrnF N :‘F),
1'&tat cohérent q:"l-r" correspondant a une forme extr@mement simple

{utiliser (3.15') et la quasi périodicité de Hu(r,-mh\ sur L), & saveir

_Ll'ntlﬂj atmlmlgn :l’l’F(rl.‘rﬂTtJf\

lP[r ;nk;\(" ) - € b L?.(l.\s\

k
ol r,:ez
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{P.13.}

Cette derniZre propridcé, que nous formulerons comme propositien, est

énconcée et démontrée pour un systéme d'états cohédrents génédralisés du
_ groupe de Beisenberg |H{1\z+0 pour .

i
= . |
Soit L_[rgq-m‘t;f, f.:el} un réseau principal de ([R ,mtr,). La
surface de la cellule élé&émentaire C-{o,1[ ® [o,mf.[ de | vaut ankz=h .

la constante de Planck.

T
® Définitien 4 : Un réseau de 1l'espace de phase R , correspondant a la
division de [R‘ en "cellules de Planck” {;.e. s de

surface }\ ) est appelé RESEAU de VON NEUMANN.

—

Proposition 4
*
Soit La{[-n.a—mtsf ;L eZ} un réseau de von Neumarnn de R
X
et C le systéme d'&tats cohérents de type (“;Pl ,\‘K)

¥, =k
ae [H(3), e R-[o}.

Le scus-systéme discret d'é&tats cohérents {Ll':;r_%rq ;QE. \_ ] de
L

A
¥, =finifyrk

sion d'un état cohérent \P.%*l ul' 12‘eL quelconque fixé,et n'est
P A

BI
est total dans R . Il est total minimal par suppres-
by

plus total si on en enléve plus d'un.

N.B. Pour La=re+ zzr\'-.;t el ., on note GE- e +owrhred . on remarque
qu'ay réseau de von Neumann L , ayant une cellule é&lémentaire de surface
lﬂ'k , on fait correspondre le systéme d’'é&tats cohérents \YP'E'“ qui
t
sont indicés par les sites d'un réseau du plan complexe JI,;"[ ' Ee L N
1 .

ayant une cellule &ifmentaire de surface l“_hrf 4. ﬁ arh = INTW
1 3
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Démonstratlon : Il nous sufflt de démontrer la proposition 4 pour un )\

particulier; nous choisissons he-1 et nous nous plagons dans la repré-
<

sentation de type réseau (!T_‘:;‘:- )ﬂ-zr') de iH(.ﬂ . Au systéme

[+]
discret d'états cohdrents [\P@"d! : Pel ] dans H_; correspond le
1

. <
- lP(r,utn ;r,SG.Z} dans H-ﬁ..

ra

systame [ ¥

Dire qu'une partie P- [ ?. H Is]. d'un espace de Hilbert E est totale est
équivalent a (]Tj ,:ﬂ-o,aeE)VjeI —gq-0o".

<
Supposons que “P soit une fonction de ﬁ-i , « orthogonale & tous les

€, rsed e (¥, ,9)=0,Vrsed.

rs «
o kr H 3
vtillsant ‘?ﬂ (t ,10 VRS Sk P "?_(n,tﬂ ,ona

:-r SIS e
inﬁg ¥ “f.(x,‘)‘{’(x,us\--o Vesed {3.17)
Coal [oanhi

‘?_ et L{; sont quasi périodiques sur le réseau l_ ; la fenction preduit
ﬁ_‘\‘ est, elle, pfriedique sur |_ . L'équation ({3.17} nous indique que
tous les coefficlents de Fourier de la fenctien W.\f sont auls ===
“r_(u)ul\ ‘f{x,tﬂ:o PP' lf, donnéde par {3.16}, dans le cas L-‘l, est

lide A4 une fonction théta de Jacoki (voir §ITI.L1.21)

1
[y

- 4 "‘j __zl *1. ' .
Uy = el e ¥ eg(ﬁ(ﬁ_u\

¢
:nt) {3.18)

La fonction théta trols 8] ne possdde qu'un seul zdro dans la cellule

2ilémentaire de L. , & savoir (l,\ﬁ:(% ,n#\).

Donc l‘F. ne s'annule qu'une feois dans C. et W(l,'«x\}-o FP .C.Q.F.D-
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c
Bupposons gue l? soit une fonctijon de f'e_”,. , orthogonale & tous les

“F r‘xez )r‘fr1 ’;f;|. On a

xr 2

':rg —almsx
Pl SJ%CF c ‘f.(!.ﬂkfb.u\\=0 ,VF.S&Z,H‘FHH& (3.17'}

[0l [o,amkl

==> tous les coefficients de Fourler de ‘?_L? gont nuls sauf un, notons-

le €., + Nous avons
—_— almen - ‘e e L

T EOLE AU -y
L?.(X,\O'f(!,\iy = Z ICe;f; (3 =c. e 3 A .

R
I’E

ainsi la fonction

c nsx L- -%-ru.l
Plxy) « Sont (3.19)
%, (x,9)

est orthogonale 3 tous les kf” JFL €d et rir, ,Sks, . Or, cette
c

fonction appartient 3 2’{ P seulement si C'u -0 (car ¥ est quasi
= 4

périodique sur le réseau L . oais n'est pas de carré intégrable sur la

celiule & . sauf s{ <, . =0 , & cause du zéro de ¥, .

C
Supposons gue L? soit une fonction de ‘S{-‘LF' orthogonale & tous les

lf” ,r,sﬁ.lj r{r“rz 351‘54;-"; . Par analogfie aux cas 1) et ii) on obtient
que tous les coefficients de Pourler de 'f.? sont nuls sauf deux, que

1'on note <« .
Fady ’C'--‘\
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D'od

Q:trs‘n - -E-"‘lj alma - -':‘—f','-s
Plo,g) - Crzt e £ Crne e
-

%, (xy)

oOn choisit ar‘s‘ t.dq. A n'ait pas de ptle en (!,1) -(% ,rrk>, i.e.
1] :
on annule le numérateur en ('f ,rrt) at on choisit :.—‘_;‘ t.q. {LP’\f";lJ‘i .

On obtient

LY iWrsx - £T Ly-Fy
e e T4y

- 1)
e,y = ( — (3.20)
2 W, x4
La fonction donnée par (3,20} est orthogonale 4 tous les LT” ; Mif € Z )

_HC
l‘f L _574 5, %, elle est non nulle et appartient & AT

iv) Par 11} et 1iil) on conclut que le systéme {‘fu V.S ed , rfr‘ XA S
<

4 Ty S0 € Z §.c.q. mais fixés) est total minimal dans L’ B

Remargue 2 : Le cholx de A=-1 et de (wf,. s iF) pour démontrer la
proposition 4 repose sur le fait suivant. L'espace RiF cofncide avec
1'espace des foncticons de la représentation |<°E‘ de zak pour f( donné par
(E{\i,x)-_ T“Enj ,x,\teﬁ {volr §II.4. point d) et Prop., 9(B}) et <'est dans
cette représentation gque ce résultat a &té démontré de la maniére la plus
simple ({B.G.Z.l] et discussions avec J. Zak. Pour d'autres démonstrations
voir [Pe.] et [B.B.G.K.); [B.B §.K.] ne parle pas du sous-systdme

total minimal).

Remargue 3 : La définition 4 doit 'nous rappeler que c¢'est von Neumann

[von N.2, p. 407] le premier qui a annoncé, sans démonstration, la totalité
du systéme {.t? ,-r,.:ez.} s 43” est 1'état correspondant &

Y@“t ) . e +'m'F..rF , dans la représentaticn de type position de IH{3}.
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§§2§£§3§=3 : 5i on considdre un état cohérent par site d'un réseau dans
1l'espace de phase Rl ayant une cellule éldmentaire de surface plus grande
que ank {respectivement plus petite que arh ¥, alors l'ensemble d'états
considérés n'est pas total (respectivement est total non winimal) dans ﬁ‘:l

{voir [Pe.l} et [B.B.G.K.]).

5‘32%335___2 : Un résultat analogque 8 celul de la proposition 4 pour un
groupe de Heisenberg de dimension 2k+4 kY4, fait dsfaut {volr [Pe.3)

p. 299). En tout cas, la démonstration de la proposition 4 ne se généralise
pas, car on ne connalt pas encore suffisamment de renseignements sur les

zéras des fonctions th&ta multidimensionnelles.

CONCLUSION : Les propriétés des états cchérents de Glauber que nous venons
d'examiner, urtiles dang les applications, ne sont pas toutes des propriétés
d'un systéme d'états cohérents généralisés 4'un groupe de Lie quelconque,

comme nNous avons pu nous en rendre compte 3 propos de (P.13).

Bien gue non démontrée pour un groupe de Heisenberg de dimension plus
grande que trols, la proposition 4 de (P.l13) telle guelle est précieuse,
car on peut se poser la question :

(Q.¢) Etant donnde la repréeentation de type B.F.5. (rr:;'mh )f'f f‘) de [H(3)
eat-1l possible de développer un état quelconque Y’Eﬂf‘ en termes des

étatg cohdrents 5‘7?“ ) el - 1“? de type (ﬂ;o‘, l?‘:-ﬁ—;—k’-‘) de ﬁ‘/(3) 4
L

{Pe.1) et {B.Z2.].

® DEfinition 5 : Soit E un espace de Banach, E™ son dual. Une paire de
systemes ({u.),{1.1) o0 [t)<cE RANIS E" est appelé
SYSTEME BIORTHOGONAL si 1’3(“0 . éi‘ Jptesan L re
systime biorthogonal est dit E -total si le systéme i!.]
est total dans E .,
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® D6finition 6 : Soit E un espace ce Banach et (]x.},[f.}) un systéme
biorthogonal. Pour chague xe E , ia série (convergente
o
ou divergente) _',Zq,tj(‘\l] est appelée le DEVELOPPEMENT

FORMEL de » CORRESPONDANT au SYSTEME BIORTHOGONAL

;H-]) . On note A ~ =§_ T](st
=t

~ ~
. Définissant "f._ 5 n‘f donnée par {3.20) et \r{%r“ la fonction corres-
474 1 !t
pondante dans la représentation B.F.5., on peut montrer que la paire de
systémes ( \V ] [\1} 1) EGL‘[!'} 6& L' est un vecteur g.c.q.
U o e )

de L fixé€, est un systdme bilorthogonal ( Li.e. (TJ@”;_ , \F{%'r"h) - SLlL
}L\,e L = {l'} ) H:‘-total.

. Quant au développement formel \i" z ( {Trd ) d'une fonction
tel-{e1} 1 {m
\‘]}eﬁl , on peut l'interpréter dans un espace de distributions (tempérées};

la recherche d'une solution générale pour les coefficients Cl. de

Y. Z ¢
L conduit au fait e les C
tet-it) ul que 268 S

maniére unique, mails qu'on peut les choisir de manidre canonique [B.Z.].

ne sont pas déterminds d'une

. Par comparaison avec le polnt de vue introdult tout 4 fait indépendemment
et pour d’autres raisons par [A.T.], exposé au 5IIl.l, on peut se demander
si pour un groupe de Lie différent d'un groupe de Heisenberg de dimension
trois, la construction d'un systéme d'é&tats cohérents généralisés peut
fournir un bon systéme total pour 1'analyse harmonigue sur une variété

liée A4 ce groupe.



§III.3. LES SYMETRIES DE TRANSLATION DE L'HAMILTOMIEN D'UN
ELECTRON DE BLOCH SOUMIS A UN CHAMP MAGNETIQUE
CONSTANT

En physique du sclide, le systéme d'un électron de Bloch soumls & un
champ magnétique extérieur constant est, aujourd®hui encore, un modéle
de base. Pour trouver des propriétés générales des wvaleurs propres et
foncticns propres de l'hamiltonien de ce systéme, il ¥ a plusieurs
méthodes. Une approche du probldme cconsiste A tirer parti des symétries

de translation du systéme.

§II1.3.1. Groupe et algdbre de sym&trie de translation de
l'hamiltonien d'un £lectron seoumis 2 un champ

magnétique constant

tious allons consldérer 1'hamiltonien }%. d'un dlectron soumis 4 un

champ magnétique constant et chercher le groupe de symétrie de translaticn
de cet opérateur [0.T.]. Ce faisant, nous utillscns la thécrie du relédve-
ment des représentations boréliennes unitaires & multlplicateurs exposée
au §I.2. peint B, des résultats de laquelle 1l découle gque pour des

jauges différentes et quel que soit le champ magnétigue constant, on

obtlent des groupes de symétrie iscomorphes.

Une maniére d'identifier le groupe de symétrie d'un cpérateur autoadjeint
aveZ "quelque chose" qui posséde une significatlon physique consiste &
examiner ses générateurs. C'est pour cette raison que nous nous intéres-
sons 4 1'algébre de symétrie de F{ {volr Prop. 9 §I.5.). Se plagant

dans la représentation du groupe de symétrle de translation de l'hamilto-

nien |"‘| . fournissant les opfrateurs qul lalssent H. invariant, nous
allons détermipner les générateurs infinitésimaux de cette représentaticn

et essayer de les interpréter physiquenent.
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H-—d—(fn- = R) (3.21)

1'hamiltonien 4'un &lectron dans l'espace Ra soumis 4 un champ magnéti-
que constant B =- rn‘tg{r\pconsta.nte, re R3 . Avec ?-§V= m ,& ,c¢ .t
sont respectivement la masse de l1'é&lectron, la valeur absolue de la
charge de 1'électron, la vitesse de la lumidre et la constante de Planck

divisée par 1M

(Fyp. 1) On suppose que chaque compesante de A est une fonction dans
3
C(R!) ad valeurs réelles.

Prop_osltion 5

Soient :

H 1'hamiltonien donné par {3.21) avec le potentiel vecteur

.
ﬁ satisfaisant (Hyp. 1}
o 3
C., (R \ l'espace des fonctions infiniment différentiables a

3
support compact contenu dans R .

o 3
Alors : H est essentiellement autoadjoint sux C.. ([R \ .

Démonstration : Voir Th. X.22 de la réf. [R.S5.] [ |

3
Scient fe,_,tne,} une base de IR t.q. €, soit perpendiculaire a &,
et A e, et de norme 1, V :{ Vevie dve eve, s v o v v, e R ; muni
3
de 1'addition ] le groupe des translations dans l'espace R , muni de

la topologie canonique.
Nous ne nous intéressons pas au groupe de symétrie maximal de H_ . On

se restreint aux symétries du systéme provenant des symétries de trans-

lacion de B- rot ﬂ(r\ seulement (pas de rotation ni d'ipnversion dans
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le temps).

Soit

_k P-v
P{Wy=e *F ,ve V (3.22)
un gpdrateur sur L‘(R‘S) aglssant par translation, i.e.

(P(V\q\(r\ "L?("-V‘) , e U'(RM (3.23)

(i) On remarque gue (P(V\R ) ‘ QI ‘r V} n'est pas égale & H (}
on s (“) est la J iéme composante du vecteur potentiel R{r \ J-il A,

Mais il existe un lien simple entre ces fonctions
Alr-N = REY + .-aJY? v (3.24)
3

B 3 3
avec I une fonction sur R ‘R 4 valeurs réelles.

[ ©
(Ayp. 2) On suppose que )' est une fonction adpardment < (Rs)
dane les deur variables r,v & R et telle que ,}’,R[o)- o

i~
L'équaticn (3.24) ne détermine 1/ gu'd une feonction de Vv prés.
Cette fonction 3 valeurs réelles, notée ]‘2 ., est choisie borélienne

et t.q. ﬁ{u)= © . on definit

‘Xf‘if I VAN (3.25)

Démonstration : La relation (3.24) provient de la constance du champ

magnétique; E(v\ B‘i - t'n\:ﬁi(t‘-v)- .-.,hl:li(r\ = Bj N 3:‘1,1,3_ .

1 4
{i1) wNotons H,u H-(R) et H_fﬂ'\ l'hamiltenien de notre systéme o A
est un nouveau vecteur potentiel, obtenu par une transfermation

de jauge, i.e. H’-R + Tnér.
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LIRS

Soit \Ve L(R) une fonction propre de H, , correspondant 4 la
valeur propre E . alors la fonction

. af

_ta YN

=
e P(v\ Y ve V
est fonction propre de H_ , correspondant & la méme valeur

propre.

Démonstration : On peut volr gue
H. (A" - - H.(A)e Sk

Ce plus, dans le cas particulier ol Al(f\ - H(r-v\ , Oon a

P(ﬂ—iH.[P")E(V\= Hb('Fﬂ. On en tire le résultat [

On déduit de cette propriété que les opérateurs

-;ﬁyfifm

U ,(W-e Py (3.26)

ﬂ;f

sont tels que

Uﬂ;f(v}H' < H,Uq’_#(v) - VVEV (3.27)

L'ensemble des opérateurs {UR T(v) ;VéV} définis par {(3.26) forme
’
une représentation borélienne unitaire a multiplicateur de V sur

L‘(ﬁ(’) , de multiplicateur wﬂ'f
+

_'Lﬁ()f?;f(ﬂ+Yf_"f('f')—ﬂi?(‘”")) (3.28)

Luq;?(v vy=e

définl par

v v'sv, quel que soit reR*.

»

Remgggggé H U.Jﬂl,g est indépendant de r . C'est une propriété du

"connecting hompmorphisa”™ {C.J.1.



Remargue 7 : Om soullgne que Wy aurait pu étre défini simplement &

1'aide de (3.24}, indépendamment du reste.

(iv] Le relévement de un-f , la représentation BUM de multiplicateur
wa-f deV sur Ll(lR’) , par la méthode du §I.2. point B, nous
fournit une représentation continue unitaire wﬂ? { ‘\U(ﬂ -séparante)

du groupe topologique {la :.un.f ~axtension de V , §I.2. déf. 12).
1

vwﬁ;?(B) . (&:Crrl)v\ ileR ,ng , munl du produit

(3.29)

(tn'rrE .v‘(eainkllv,) - (c‘i.""(&*y)mﬁ-.?(v Y ‘“_v.)

donnée par les opérateurs

ain alnk
WR'.? (e l, V- e Un;f I %e_iR ,uev (3.30)

Proposition 6

Salent :

H L'hamiltenien donné par {3,21) avec lLe potentiel vecteur

pl satisfaisant {Hyp. 1} .

ur .
B;
V F(B\ le groupe topologique donné par (3.29) .,

W

W
la représentation continue unitaire de V P.f(B\ sur

AP
L‘(R‘) donnée par {3.30).

W
Alors : V q‘?(B) ggt un groupe de symérrie de H_ appelé le groupe
de symétrie de translation de H .
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Dédmonstration : Par la définition 25 du £I.4., on doit vérifier que

(3.31}

WH;?(&,;ﬂl )V)H. < H‘Wﬂ;t(ez:ﬂ)v)
VEa IR )V Ve v

Cela découle de (3.27) et du fait gue Vlféca:(ﬁ\‘]et

VY e VHE) W ()T < CIR)

{voir §I.3. Remarque 13) |

Proposition 7

Soient @
ﬂ un vecteur satisfaisant (Hyp. 1};:

3
V le greupe topologigque des translations dans R H

E) - ro\;ﬁ(r) = congtante,r € Ra .

QLR o
{a) Scient /( et I deux solutions de l‘équation (3.24) satis-

faisant (Hyp. 2).

Soient wp'?- et i . les fonctions boréliennes de V‘V dans

a;t '
UUA) estinies par (3.28) & 1'aide de )l."‘g et 1’_“'? respective-

ment.,

et w_, de V sont similaires.
a;t e

. Les représentations BUM UH$ et UM. de V sur L’({R‘) , de

Les multiplicateurs w

multiplicateur respectif u.!n?_ et Lur-\-f‘ , sont similaires
1 +

{§1.2. Déf. &).

Wy g4
- Les groupes V““aﬂ(B) et V ol (B) sont topologiquement isomor-

phes.




Proposition 7 (suite)

1
{b} Soit 1q une foncrion satisfaisant (Hyp. 1) et liéde & R par une
transformation de jauge 3 . :I) satisfaisant la premifire partie de

(Hyp. 2) et t.q. 3(0\:0 .

i.e. glzﬁ-‘r%rocl'ﬁ et

(3.32)

rok P{r} = rok =) (r\ - B = gonstante

A CY
Sclent 1’ et )( des solutions dea dquations (3.24} pour A et
’
A respectivement satisfaisant (Hyp. 2].
Soient W, et w,, les fonctions boréliennes de \(*V dans u(i\
8 a; : '
définies par (3.28) A l'aide de I - 1 et Y“ - Yn i®

respectivement.

Les multiplicateurs w_ et wq, de V sont Similaires.
. Les représentatiens BUM un -UR_° et UR‘. UR' de V sur
. ;e

s 3
L ( R ) . de multiplicateur respectif Lun et U’gr , sont similaires.

Les groupes V%(B) et "‘J .u“‘(B) sont topeologiquement isomorphes.
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Proposition 7 {sulite)

{c) Seit P1' une foncticn satisfaisant (Hyp. 1) telle gque :
B. .-gkf-},(r\-const. ne soit pas égal & B.- rok :'"(r-\ =const.  (3.33)
R R" R
Solent )f et }f des solutions des équations (3.24) pour et
R" respectivement satlsfalsant {(Hyp. 2}.

A
Soient wn et w_, les fonctions boréliennes de J‘V dans U(ﬂ

A
A Ao " nt.

définies par (1.28) & l'aide de X = X 00 er XM . XHi®

respectivement.

Alors

. Les multiplicateurs Wy et W, de V ne sont pas similaires.

. Les repré&sgentations BUM U - u et UF‘,-U de V sur

A R;o i
:

Vi
L (R \ , de multiplicateur respectif w_ et w_, , ne sont pas

] A
similaires.
tadon

. MAIS les groupes VUH(B) et V A (B.) sont topeologiquement

isomorphes.

Démonstration :

{a) Par (3.28) et (3.25) on a immé&diatement que

e[ 80 + GE -2 e ]
w_o (v,vY=-e w R

;¢

d’od _:’%(f_?')(v\,
UF‘-.? (Wy=e °° UH;?' )

La derniére assertion découle du §I.2. Prop. 2 (1i).
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(¢)
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Posons
- ¥l - 2?(\')‘ -XP‘(V\*':S{"-V)- j(f\ quels que soient r,ve R> (3.0

on vérifie que ‘f est indépendante de r en prenant le gradient de

1'expression (3.34}.

On a

-:*—'“C{W(v\+‘i’(v') —‘P(v«-\f‘)‘j .
w (v = e wg (v, (3.35)

et

IS L O W
(U 9y = (7 T80
S IR 3630 /b
. { 3 3)]( PJP)M

_Lue(a L350 -;,_Y (v\( fvep ___3(\#)“

=&

e

LA el e
- (e ST w0 Y
V+6.L‘(R3)

ia dernifre assertion découle du §I.2. Prop. 2 {ii}.

Plagons-nous dans la jauge symétrique (cela suffit par (b)). Dans
ni
cette jauge, lea potentiels vecteurs H et H' sont notés n et H'

on a

R« LBAe oo RYG)-ABAC | R G

XEE) 2B A XT L IBNEN

r,ov e R?

L5 Ba(vAv) T BN OA)
W {(vyyl= o et w (vy) -e

A1 (3.38)}

B 3
vV ,v &

3



19 Supposons que w et w soient similaires, i.e. il existe une

e

H!
forction borélienne nen nulle L V e IR t.g.

lﬁ{u{v‘) + u(’v"\ -u(V+V'\.']

Wos (V)= e w, (v

On en déduit que
(B'_ B) o(v/\v’\ = u{vy = u vy —ufvevh) , Y v,v'ev {3.39)

Cr, le membre gauche de (3.39) est une forme antisymdtrique en ‘I|V'€ V
tandis que le membre droit de (3.39} est une forme symétrique en v,v'.

]
D'od B = B' . contradictien.

20 LUR"‘ et Uuﬂ, n'étant pas similaires, il en est de céme des repré-

sentations & multiplicateur correspondantes.

39 L'application

¥ o V) —— V(B

Bu
(3.40}

(e,m:v) . (e::u-t ' ﬁ-— B Av }

est un isomorphisme topolegique [ ]

CONCLUSICN : Les groupes topoclogiques qu;t(& ,an'(B\ et an‘(e;)

sant tous des groupes de symétrie igg@gggggg de l'hamiltenien du systéme
d'un électron dans un champ magnétigue constant, quel que soit le choix
du potentiel vecteur H,R’ ou ﬂ' respectivement, i.e. quel que soit
le choix de la jauge et quel que soit le choix du champ magnétique

canstant.,
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['N]
(i} Les sous-groupes 3 un paramétre de V n,f(B} sont donnés par
ain ik .
%!'v()‘\ - (e ) , reR {3.41)

On en dédult que l'algébre de Lie de Vwﬂ'-?(B‘) , notée }vwg't(B) '

est en tant que variété le produit direct R‘V . Nous identifions
(t,VNeRaV avec tu+veR@YV par i'application ge R4V sur
R®V envoyant (1,0} sur u, et {o,v) sur v , od u, est un

&iément quelcongue flxé de R .

: THIY
{ii} Le commutateur de deux &léments (¢u£' v) et (e. ,v') de

VN“B? (B} vaut

(e—-.n'.lrh, V) (L:.erk"v ,)(Lﬁwt)v‘)‘lfafﬂ;v'y‘ - {3.42)

(L’Up';f ("V') u"ﬁ;r (v')'\ ¥ °§

Propositlon 8

(a) L'algébre de Lie du groupe de Lie VNM{ (B} est Wwa:‘(B}.

i.e. l’espace vectoriel RV muni du crochet de Lie

[u_,v]=o ve V

J

[v vd o g5 X0 X X0 0

(3.42)

rhe
v, v e év .
w
A-
{b} w "( B) est une algébre de symétrie de l'hamlltonien H.
appelée l'algébre de symétrie de translation de H. .

bémonstratlon :

(a) Découle de (1) et (il} avec 1l'expresslon (3.28) pour wn-ﬁ .
/4

s
{b} V “'P(B) est un groupe de symétrle de H, {veir Prop. 6); par
51.5. Prop. 9 on a que Vw“"‘(B) est une aigébre de symétrie de H. |


hl.-t-ve.RoiV
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Considérons la représentation continue unitaire du groupe de symétrie de
translation de l'hamilteonien H, fournissant les opérateurs qui laissent
invariant H, fveolr {3.30) et {3.31))
. a.f -
& ] Lo
_...*_E)[, (V\)e.__*_r v

lrk It
Wn-f () e e LeR veY 0

1

Proposition 9

[a) tes opérateurs Iinfinitésimaux de la représentation Wﬂ't associés
t

aux sous-greupes 4 un paramdtre

et \ 0 aebS) I
WR;? (e. ’u) = £ et WR;? (‘L ,Vi = e %!
L\VIER, ~i-‘t,l,i’. . nous fournissent les opérateurs essentiellement
autoacdjoints
. h ﬁf é
-1d I e () v ){ X .44
Sn I c,'{a‘)et J'“ - E}k () veo + . 3)(; (3 }

- ¥
respectivement définis sur C° ([R) et satisfaisant

.50 E ) oo

R3Y™A o

sur cet espace; 1,"1' 4,1,3%

(b} Les opérateurs S; ,Si N 3.1.'1.,3 . donnés par (3.44) et satisfai-
sant (3;45! forment une base ‘_Bomle de i'algdbre de Lie d4'apéra-
teurs Wn_‘r( \an'?(gﬂ ol Wh;?— est la représentaticn
infinitésimale assaciée & n;' et \VN“;F(B) est l1'algébre de

symétrie de translation de . -
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Démonstration :

(a) Simples calculs.

ul
{b) lv M(B) est l'algébre de symétrie de translation de H, 1
représentation T de EI.5. D&f. 31 &tant WR? ; d'autre part :

S -

1
Ao oar

Wa;em e SIUW () g

52225_9'2.1‘3:2 : Le crochet (3.45) est indépendant du cheix de la jauge,
Par la propesition 9 ci-dessus et la Prop. 6 du §I.3., nocus pouvons

interpréter les générateurs infinitésimaux de la représentation W 2%
du groupe de symétrie V ’”( ) de H de la maniére suivante.

Les observables B(S ’) correspondant aux opérateurs essentiellement

autcadjeints SJ définis sous (1.44) sont des constantesa du mouvement

(.1.1 )

ggr_ggggig : 51 pour déterminer 1'algébre de symétrie de translation

de l'hamiltonien H. on emprunte un chemin analegue & celul suivi pour
construire le groupe de symétrie de translation de H, (§IIX.3.1l. paints
{i}, (ii) et (1ii))}, on trouve tout d'abord une représentation antisymé-
trique § multiplicateur de i'algébre de Lie du groupe V , notdée aussd
V ¢ SUr L:“R‘) . Il est possible de relever cette représentation enm
une représentaticn linéaire de V‘ sUr 'L (RJ) , ol le wultiplicateur
™ est une application bilinéaire antisymétrique de R:“ R‘ dans R
(le correspondant pour une algébre d'un multiplicateur pour un groupe)
et 'v“ est 1’ o -extension de i'algébre V par l'algébre R ; cels se
fait par analogie’d la wéthode du reldvement des représantaticns BUM
d'un groupe topologique exposée au §$I.2. point B voir [A.C.]. L'algdbre
de symétrie de translation de H. est ainsi 1'o -extension de V par

R avee « aefinie par (v,v' 1= ofv,viu. ,v,-.r‘eV (votr {3.43}).
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§ITI.3.2. Construction 4'un ensemble de fonctions propres
de 1'hamiltonien H

o

Du fait que les groupes de synmétrie de translation de 1l'opérateur F+.
sont tous isomcrphes guel gue seit le cheix de la jauge et gquel que
seit le champ magnétique constant, nous allons examiner dans ce qui

suit, par souci de simplicité, un systéme dans lequel

(Hyp. 3) le champ magnétique est dirigé le long de i'axe e, . On a

B - <h_ e (3.45)
21 VZ *
o ? est un nombre réel sang dimension ((A ] = Gauss; la

cuarsité €h .4 13581077 Gauss on® est U'unité de Fiuz
e
quanzique) et en 1011 = ’e‘-(c./\aﬂf est le voiume de la

ceilule construite avec e g, et ¢,

et on se placera dans la jauge symétrique
4
A'(eY = %5f\r (3.36)

Dans un premier pas, nous allons voir que ie groupe d'invariance de
1'hamiitonien d'un tel syst&me se factorise en un produit direct d'un
groupe de translation dans la direction du champ &, par un groupe

de Heisenberg de dimension trois |H1\25~_(3).
1

{8yp. 4) Ignorant le simpie mouvement de iransletion de nocire systéme
le iong de l'aze e, on note encore H. 1'hanilronten du

systime dans le plan perpendiculaire au champ.

on en déduit que le groupe de symétrie de translation de l'hamiltonien
Ho du systéme d'un électron soumis & un champ magnétique constant et
satisfaisant (Hyp. 3) et (Hyp. 4) est le groupe de Heisenberg lH%?."(?’)'
Ensuite, & l'aide d'un systéme discret d'états cohdérents de Glauber de

‘Hl'(’ (3) nous construisons pour chaque niveau de Landau E un cnsemble
1T
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de fonctions propres de H_ qul est total mirimal dans l'esapce de
Hilbert engendré par les fonctions propres de H. pour le aiveau E

considéré,

Puis on Insérera de manidre naturelle le groupe de Helsenberg ‘Hi!. T (3\J
dans un groupe de Heisenberg plus grand |H 1,2,,..(5‘) (car l'espace de
phase de notre systéme muni de (Hyp. 4) est zﬁ{" et les fonctions

propres de H. gue l'on consid&re appartiennent a L‘({R‘) , qui est
l'espace de représantation du groupe IH_}?@,(S) par la représentation

de Schrddinger). Ce gqui nous permettra de voilr gque 1'ensemble discret
total minimal de fonctions propres de H, considérées appartient & un

systdme d'états cohdrents du groupe IH%\Zg_(S) lui-mame.

3
Pour le systéme dans 1l'espace R d'un flectron soumls & un champ
magnétique constant B donné par (3.46), dans la jauge symétrique, le
groupe de symétrie de translation de H. est

an‘3°(6) = [ (cihl'v\)i EeR ,V&V, muni du produit

(e,;rt’v)(ezfrk') . - (eﬁn(a+e'+ S-B-(AVY) ,vw‘) 047

{utillser (3.29) et (3.38}).

o
Tout &lément de V ! (B) pouvant s'écrire de manidre unique

ank Wk
Ve evae ey, - o,v,e,)(e. Jv‘.a_t-u-w‘z,) , Lv v vel g

FRE N 2 N I §

wﬂ'-o

on a gque le groupe V ! (B} est le produit direct du groupe ab&lien
de translation {(0)\!‘13); vieR] le long de l'axe e, par le groupe
non abélien

{ ark ) L R )
£ Ve PV E Y Y E , muni du produit

(a.'.nk )(q:,..-t' , , )
& VB, fve e V.o, +V.& =
LK Rl § F i PR St = (3_49)

A (b4t Rluvy —viv)
(E. ( + ,( L YV )let*vxl‘)etf(vl*v‘r)e‘) ]
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]
Ce dernier groupe (3.49) s'identifie avec le groupe de Helseaberg IH:-_?q. (3)
. E 3
en envoyant (tu ) Yaty +V.t.,) sur e¥ e , on Vave =ve, , la
bage {&;,e\] de R jouant le r8le de la base symplectique de (5’\114_120_).

Ainsi, le groupe de Heisenberg lHiTc (3) est le groupe de symétrie de
$1%

translation de 1'hamiltonien

v - 200 + oy ) |

d'un dlectron dans le plan {V.‘?.,_+V,t",v‘ \V‘EIR] soumis 4 un champ magné-

tigque constant B-—é’h—‘zt! + &, étant perpendiculaire & e, et d ¢,

fon a utilisé (3.21), (3.36), (3.46) et (3.47)).

Wy

L]
Eggurgttxe 12 : La restriction de la représentation W ‘-,n de V (B)
{volr (3.30) et {3.46)) au groupe de Heisenberg |H%¢l¢.{3\ nous fourait

une représentation continue uvnitaire lrréductible de iH':'T" (3\ sur

Y 3 bu, wak
L (B ‘ , envoyant & ™ sur & IA iR qui est par conséquent
R

sposicion {137 L(RY)

Gquivalente 3 la représentation de type "position ) N de

ce méme groupe (voir 5I.2. Prop. A).

Considérons l'ocpdrateur H. donné par (3.50). La fonction

B4l . a2 _EQ(xl‘ﬂm;\
‘t(uﬁﬂJW) ﬁiﬂ(nhn e (3.51)

est fonction propre de H. correspondant 4 la valeur propre
- Ak b
E! (2+ £) b, le N (3.52)

Elle est de carré intégrable sur Rl (c'est la premnlére fonction, que

nous avons normalisée & un, de 1l'ensemble des fonctions propres de H.

conatruites par Dingle [DL.} pour le niveau de Landau t 1.
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Comparant les expressions (3.7) et {3.51) on remargque que

‘#{(thh = F‘F <P.!\’IT_\’Z(11+[;‘)> (3.53)

s 470 o
ol : ("lq:k * )3{:} est la représentation de type B.F.S. induite &

gauche du groupe de Heisenberg IH&?O‘. {3} {on la déduit de celle

*
de H[.'.%) , voir §II.2.D, par 1'iscmorphisme liant |H3?r_{3) et
N

H{Y .

appartient au systéme d'dtats cohérents de type

\Pﬂ?(11+:1,\
(n;ﬁ'b-“?_:{ﬁ) de |H,_:_?¢.(3} {voir §I1I.2)

+1 [ 4
; - i P o
i u! " ut(a\’ = (\fn'!z‘) =T z ; 4 94,..., ] egst une bhase

orthonormée de ﬂ?‘

. _mllll"_
< 4 l\’ﬁ?(xt+u‘\> = St u‘(z) \’}'m_i(’“:m(ﬂ dzdsz

<

Ceci nous permet 4'interpréter +t(‘L vy comne un multiple du
coefficient numéro [ du développement de 1'état cohérent \VW o txa)
a =
du groupe ngfzg—_(S) dans la base iu! ',e=b,4.,...,-u-i de H—‘il .
1

Considérons le réseau principal sulvant

in,m e d ] (3.5

L_il.w? = {ma.t-g- nirle_‘ B

1
de 1l'espace symplectique I‘R i 7, et le scus-systéme discret
'

[‘i’

., $4an Ger) st g) e o

du systéme d°états cohérents de type {n'}qb“, V.a\l%—‘?) de IH%?’“ (3) .

Pour chague &tat cohérent Y définissons une fonction
LLo

é{ (‘s-‘a\ - {i £ E{@“,..) (3.56)

™~
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Chaque f!)[ est fonction propre de H, correspondant 4 la valeur

P 1
propre El et est de carré intégrable sur I?\ .

Proposition 10

L'ensemble

Eli-mbi-557]

\Lg . (
LY 1 —mitelX, - 8 .
t-m( ot = () m’ﬁ?({x“ Yo of ?)) e {3.57)

3

m.n 6.1 de fonctions propres de H, est total dans l'espace de Hilbert

engengré par les fonctions propres de Hu pour le niveau &e Landau E .

Il est total minimal par suppression d'un état ¢L , ;"‘I,“‘ entiers

quelconques fixés, et n'est plus total si on en enléve plus d'un.

Démonstration : (3.56) et (3.7) donnent {3.57). L'assertion découle du

§5111.2. Prop. ¢ B

® Définition 7 : Soit B 1'intensité d'un champ magnétique constant perpen-—
diculaire au plan R‘ . Un ré&seau de l'espace de configu-
ration 3 deux dimensions Rt , correspondant 4 la division
de R‘. en "cellules magnétiques" {i.e. : de surface S
t.q. Sa = l\cfo_ : 'm:/z. 1'unité quantique de flux), est
appelé RESEAU de PIPPARD.
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La fonctlon + représente 1l'électron du systéme sur une orbite centrée
jme 3

au site me +ne, du réseau de Pippard Liﬂ de R . La valeur maximale du

module au carré de + apparalt lorsque le rayon de cette orhite vaut

Hall

ry = A_ gt R qui est trés prés, comme on pouvalt l'espérer, du

irg
rayon de l'orhite classique correspondante R l'/ lh-i

L'ensemble de fonctjions (#t-m )mnez {3.57) a &t€ obtenu 3 partir 4'un
sous-systéme discret &'états cohérents du groupe de symétrie JH4?,_(3)
de l'hamiltonien H . Ce groupe de Heisenberg est assoclé 2 1'espace
symplectique ( ‘TYU'} , de base symplectique {L* ,9—‘1. la base de

de phase R‘ r il est naturel de se demander si le groupe de Heisenberg

y
associé 4 l'espace symplectique ([R N il‘zu'.) n*intervient pas directement

dans notre probléme.

Propasition 11

Solent

Hg‘_?r_(S) le groupe de Heisenberqg associé a4 l'espace symplectique
(Rh, i:-'zu’,) de base symplectique {"Ughtut“

—~

H = { e Y ik eR v~ 11(1‘—-}t.\+ r,(g,_q-i’-_fﬂ ok e R }

un sous-groupe de |H %Yg_(S)

] A Ly
(ni}‘ ,L(R\) la représentation de type position induite & gauche

de IH %t,.(ﬂ .

(suite, volr page suivante)
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Proposition 11 (suite)

{a) L'applic¢ation \'?-' ]H_:-.Eg_a\ e HC ‘H%Yc_(s) envoyant

&L‘“n &‘t‘."“\’-l sur ak“. e‘!;[t‘—%f;\r!.(g.+:&-h.}

est un
isomorphisme de groupes, le seul conservant les composantes selon

L, et e,
A
{b) Le systéme &'é&tats cohérents de type \T::ﬂ ‘4%) ) de IH%QQ’.(S)
t

109/ neerne
est donné par - IT:J e )43 ; o € R ]
Bingegrne, t

et on a
A i g+ D
,ﬂ 4 +
c# = M, (e. ? )4) i ed (3.58)
B;mn L
Démonstration :

{a) La recherche d'un sous-groupe de Hi?u_ (S) tel que l'application
EY

(b}

de 'H:!ﬂr.(:%) sur ce sous-groupe envoyant & e ™™t ™St aur

b, el F i+ ANEIA N

e solt un isomorphisme de groupes nous

4 4
donne VY, = A, et V¥,= -2,

(% (ot it st grieeiny $)lun) =
LI o
ot l:,w.s,x“x;‘x:,\j",s: e R et +¢[_‘(R‘)

b it b
Le sous-groupe stationnaire de + est Hn={e. e? A 3E‘u'h-‘h :‘i-‘E-R}
{c.f. §III.2. Déf. 2). Les états cohérents de type (TT;:‘Z ‘é) de
t
H%W‘(S) sont donnés par

]
[TT;}Q (ﬁ\+ ; %6 {H%vzu-.(S) , un seul représentant par classe 4 gauche
L

és ]HH"(S)/H& = {lte‘+x'_&,;l‘,l‘6_R] J [
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m‘a_:gue ll : Le fait que les feonctions 4){ ,m nez_ lides A des ¢&tats
cohérents de I'H‘ (3) solent des états cohé:ents de |'H (5) n'est pas
fortuit. Il refléte 1'isomorphisme entre les groupes IHcv (33/2 et

iH 41,,-'{53/ a dont les éléments numérotent les états cohérents des deux

types considérés respectivement.

Remarque 12 : Le choix d'autres représentants des classes & gauche appar-

tenant A lH‘f" 5}/ Ha. par exemple l'ensemble { (?.1 ?\+X‘ ﬁ—‘\
¥ eR) au lieu ge {X‘_Ci‘”,e\, L .5&] , nous fournit un ensemble

d'états cohérents qul diffdrent d'un facteur de phase des états cohérents

; explicitement on a
Linee +ue,

\*l"! if \(x‘,!‘) ( x4 “(Lngh rth-a. fe-*- ;)) ¢Q(““’-n

Slmg ol ~ ey 4)

R YA FSTY AN

-e (20,0 {3.59)

Liale vxie,
En particulier, soit Lofmle,- %&)+€(gl+%f‘) i 52] le réseau

L]
{non principal) de [R‘ obtenu 4 1'aide de 1'image par kf du sous-groupe

if_h-c".jkf_ﬂ?\‘ve\_%i} de lH*‘l"(B) dans [H %_”,.fS} et définissons

L"'l;w‘- h \Pl; m(g‘-}ﬁ.h %(t‘; %-f‘_\

alors on a

trglx,m -y, 0)
\P (IUX,) = 8 s ) % + (34,113 ; mun G.Z. (3.60)

tmn t e

quil est exactement l'ensemble de Fonctions propres de H. correspandant

au niveau de Landau E considéré dans [Boo.l].

Eﬂuge ﬁ : Dans son article original [Pi.] Pippard introduit un réseau
carré ayant une cellule élémentaire de surface déterminée uniquement par
la force du champ magnétigue et choisie pour donner la densité d'états

correcta. La définition 7 comprend des régeaux non carrés.
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CONCLUSION : Chaque énergie propre EL de l'hamiltonien }4, d'un électron
soumis & un champ magnétique constant est infiniment dégénérde; la recher-—
che d"un ensemble total minimal de fonctions propres paur le niveau E par
exploitation du groupe de symétrie de 1'opSrateur F{. nous a permis de
retrouver 1'intéressant ensemble des translatées de la premidre fonction de
Dingle (voir [Di.] et formule (L) de [Pi.]) sur le réseau de Pippard (Pi.];
ces foncticns sont utilisées dans des t;aitements par perturbation de
problémes liés au systéme @'un électron soumis 3 un champ magnétique cons-
tant [Pi.], [Cap.]. On souligne que ce prcbiéme a &été résolu d'une autre
fagon dans [Boo.ll. Le point de wvue "théorie des groupes” adopté icl nous
permet de voir en plus que ces fonctions sont des états cohdrents du groupe
de Heisenherg IF4%231(5) . c©’est-3-dire que ce sont des paquets d'onde

d'incertitude minicum.

§III.3.3. Groupe de symétrie de translation de l'hamiltonien
d'un &lectron de Bloch soumis 4 un champ magnétique

constant

Nous'avons tout d'abord que le groupe de symétrie de translation de
i1'hamiltonien F{ d'un électron de Bloch soumis 3 un champ magnétique
constant est un sous-groupe du groupe de symékbrie de translation de P4..
A la différence du cas sans patentiel cristallin, les groupes de symétrie
de translation de F{ ne sont pas tous isomorphes larsqu'an change la
jauge ou le c¢hamp ES ; en fait, si le champ E: est rationnel, le groupe
de symétrie de translation de F{ est de type I; ai le champ ES est
irrationnel, le groupe de symétrie de translation de F{ n'est pas de type I
{Prop. 14). Comment interpréter physiquement ce résultat ? (Prop. 15).
Pour terminer ce paragraphe, nous considérons le systéme d'un électron de
Hioch soumis 3 un champ magnétique constant, dans le cas particulier ol

le champ est rationnel et dirigé selon un axe du c¢ristal. Nous mentiaonnons
quelques propri&tés spectrales de 1'hamiltonien qui décrit le mouvement de

ce systdme dans le plan perpendiculaire au champ (Prop. 16); ces propriétés
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découlent du fait que le groupe de symétrie de translation de cet hamil-
tonien est un sous-groupe du groupe de Helsenberg tH%qv.(B} ¢ Que ce
dernier groupe s'insdre de maniére naturelle dans le groupe lH"W-(S)
(volr §IIT.3.2, Prop. 11(a)) et que 1a représentation de type réseau de

IHH*' (5) est une induite.

Soit

H=%(P+%H)l+<¥' =H_+§ (3.61)

3
l'hamiltonien d'un électron dens l'espece R soumis & un champ magnéti-
que constant & = rob R(r‘) = ronstante, r-‘_Rs et 3 un potentiel périodiqus

@ d'un cristal tridimensicnnel. Le potentiel vecteur A satisfait (myp. 1).
(Byp. 5) On suppose que ¢ & L;“ B ot périodique sur le rdsca
Lafhekye e, ke, sk hy k< Z )
tee.  telle que (PG )r)= §(r-k)-F(r), Vel (3.62)

Proposition 12

L’'hamlltonien H donné par (3.61) svec lp potentiel vecteur H gatis-

faisant (Hyp. 1) et le potentiel cristallin % satisfalsant (Hyp. 5)
o -

est essentiellement autoadjoint sur C,(I:R )

Démonstration : Volr Th. X.34 de réf. [R.S.] 0

Pulsque L BSt un sous-groupe de V , le groupe de toutes les translations
3
dans R r On 5 qué l'ensemble

LW“JP(B) = i (&‘:’E’L)j L elR 'k € | muni au produit

(‘e'u'niik\;(tﬁrrl'lkl] - (e-u'n'fh-t.) wn_e(k,k') ,‘t+k') } (%)
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g
est un sous-groupe fermé de V R‘?{B) {voir {3.29)).

Proposition 13

Solent

H l'hamiltonten donné par (J.6l) avec le potentiel vecteur H satis-
faisant {Byp. l) et le potentiel cristallin é satisfaisant {Hyp. 5)
L)

L ""(B} le groupe topologique donné par (*)

Wﬂ-t [L la représentation continue unitaire de L“’M(BB sur Ll(mi)
4
dedulte de {3.30) par restrictlon a L “*{B)

w o
Alors : L a'f(B) ast un groupe de symétrie de l'opdratear H appeléd
le groupe de symétrie de translat.log de H .

Démonstration : Du fait que Lw“"f(B) est un sous-groupe de an;t(Eﬁ
ofn & que tous les opérateurs Wa;f IL (E.‘:"E.l:\= Wn;' {11ht.l‘\l ' EER ,‘&6 L
commurent & H.; au vu des dquations (3.62) ec (3-30), les opsSrateurs
Wn-,f IL (t‘:ﬂ,k\ commutent. aussi & H quels que sotent tefR kel ®

A la différence des groupes de symétrie de translation de H.‘H_{’m, qui sont
tous isomorphes gquel que seit le choix du potentiel vectewr A et de champ
B  {volr SIII.3.1. Prop. 7) les groupes de symétrie de transiation de H-H(m
ne sont pas tous lsomorphes lorsqu'on change le potentiel vecteur A oule

champ B (veir [0.T.), [Boo.2] et [Gr.].)
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Soit
3
B- =i (?ae‘lﬂh"*l + '2;&1‘ (3.63)

ol \2 ,\?‘,‘21 sont des nombras réels sans dimension at

!
ISl =le,s(e Ae,}|  est ie volume de la callule &lémentaire
du részau L .
Le champ magn&tiqua B est dit RATTONMEL si 2, -0 2t Y,
sont des nombras ratjonnels; il est dit IRRATICNNEL si un

ou plusieurs de ces trois nombres sont irrationnels.

De maniéra générale, on a la résulitat suivant

Proposition 14

wp,
Le gqroupe de symétrie da transiation L n‘;(B) da l'opérateur H

ast de type I si et seulement si le champ B est retionnai.

Démonstration :
guelle ast 1'interprétation physidue du "type” du groupe de symetrie de

Thécriquement, ia situation eat claira. Dans la cas particulier o

(Fyp. 6} 1°

20

50

on chotetit la jaugs symdirique (3.368);

On supposs que le champ magnétique congtant A satigfatt
(Eyp. 3) at que le potentiel crigtalltin § est tndépendant
de la variable selon e, ;

On tgnore le mouvement du systdme le long de l'aze 2, .

L'hamiitonien du systdme dans le plan lv‘lx VRO eﬁ } . toujours

noté H ; 2at donné par

Elle sz base sur un théoréme de Thoma, voir réf, {Boo.2] [}
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H =E:\_[(F"é?5y+(Pa + é'l")‘} + $lx,4) {3.64)

Considérons dans 1'espace de configuration {vﬁg‘+ve. v‘eﬁ'} de notre

WiV,

systéme les deux réseaux sulvants .
(i) Le réseau cristallin hidimensionnel
L,= {k,_e.,.+k‘a,-,k“k‘ell (3.65)
La cellule &lémentaire de Lt a une surface .SL- nL*Ae,Jh Qe .
(i1} Le rdéseau de Pippard (volr SIII.3.2, DEE. 7)
L%‘E -l Rets + 2o, .nel ] {3.54)

?

correspondant 4 la division de [ VR rVE Y, ,V_eR] en "cellules

magnétiques” de surface Si? - ﬂ?.‘}\(%-.oﬂ“- % .
1

La ¢omparaison de ces deux réseaux nous permet d'énoncer

Proposition 15

L'intersection des réseaux cristailin L et de Pippard Lgl est un
i 9

.
réseau & deux dlmenslons si et seulement si le champ B est rationnel.
En d'autres termes, les réseaux cristallin L‘ et de Pippard Liﬂ- sont
commensurables si et seulement si le flux ‘? {en unité 1\:,’& } du
champ magnétigque constant E: 4 travers une cellule dlémentaire du

réseay c¢ristallin L‘ est un nombre rationnei.

Démonstration : Simple vérification; utiliser B-:—ILIEQE, (fyp. ) B



- 171 -

Expérimentalement, l'cbservation de 13.commen5urabillté ou de l'incommen-
surabllité de ces deux réseaux est-elle possible 7 Comment la nature peut-
elle produire un champ magnétique constant rationnel ou irrationnel ? {voir
fH.], [Cap.] et les ré&férences contenues dans ces articles) Pas de réponse.
N'imaginons pas que le systéme qui wvient 4'é&tre examiné est exceptionnel.
Mentionnons seulement gu'en physique du solide, (1l existe plusieurs

. modéles, par exemple pour dé¢rire des dislocations cristallines dans une
monacouche épitaxiale & la surfsce d'un cristal, exhibant des structures

incommensurables [A.A.].

Remargque 14 : Le groupe de symétrie de translation de 1*'hamiltonien donné
par {3.64) est un sous-groupe du groupe de Helsenberg IHJ‘.?G-_ (3) . & savolr

HY - Ieh.e‘. ;EeR ;lc-rktei-plc‘a.‘-,lthk,el} (3.686)

{Voir 3III.3.2. et utiliser SIII.3.3. Prcp. 13). Remarquons encore

d'une part que le réseau de Pippard Li? est exactement le réseau
principal de l'espace symplectique (R’l 4;,‘?;1-_) utilisé pouxr construire

la représentation de type réseau {’TI'E! < )’f-f 3‘ c) du groupe de Helsenberg
H«TQg—_(:ﬂ (voir §IT.4.{(c)}. D'autre part, l'hamiltonien (3.64) peut
s'écrire H =;‘:‘7\-‘ E‘+“\9YG.‘}+§. ot @ et P sont les opé&rateurs infini-
tésimeux de cette représentation da type réseau de IHAQQ. (3} (voir §II.4.
Lemme 5 avec a=ry et L-i/*\). *

Rassemblant les résultats et remarques &noncés jusqu'lcl A propos du
probléme da 1'&lectron soumis A un champ magnétique constant avec ou sans
potentiel cristmllin, nous sSommes préts pour détarminer le spectre ( et

les fonctions propres) de l‘'hamiltonien

He 2 (po-2ay) + (pye S0 ]+ 800 060
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avec 'Z= -Jr- {r,5 deux entlers strictement positifs premiers entre eux).
n va se placer dans la représentation de type réseau du groupe de
Heisenberg "“!%?g_(s) et exploiter le fait que cette représentation est
induite.

Proposition 16

Soient

H -H."' § l'hamiltonien, donné par (3.64), du systéme d'un électron

h _r
-i—'l—aqel avec ‘2—?

(r,f deux entiers strictement positifs premiers entre eux) dans un

soumis 4 un champ magnétique constant B -

potentiel cristallin é . Il décrit ie mouvement du systdme dans le

plan ivie‘*v‘e_‘-,v‘ AN R] . On suppose que é est indépendant de la
variable gselon €, et qu'il satisfait (Hyp. 5); on écrit H, dans la

jauge symétrique.

€ 1pp gt
(‘nt? ,f{‘f ) la représentation de type réseau du groupe de

Reisenberg |H%?m(5) {voir §Ir.4.c)).

L{,“Hq)-iEku.eht(t;-%?x\+k.(t|+ 1??0 ;LéR "\c.,kez ]

le sous-groupe de IHEQE,(S) image par i'application l'f du groupe de
4
symétrie de translation |H? de 1l'opfrateur H,dans lH EoL2 (S)
i

(voir §III.3.2. Prop. ii{a) et (3.68)).

{suite, volr page suivante)
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Proposition 16 (sulte)

Alors :

] %QC.
(i) La restriction [ l
1 ¥{Hg)

est une représentation continue unitaire réductible de ?(H \ sur

iy ¢
de la représentation ‘ﬂﬂ a %([Hq\

v <
\3{ N 4+ i1 existe une mesure de Borel standard, un champ

jl -mesurable § — f‘f(ﬂ d'espaces hilbertiens sur

S LEENOTEI AT NN AT N 10 P =

ol (1\" vaut r si est pair et vaut Ir si © est mea!.r} .
._ C
et un iscmorphisme de -S"t sur Sec‘}‘ f\f{(ﬂ tels que H

et H scient décomposables

H.ﬁF(S\H(SB wee  HIEY = HL5) + §(6)

N.B. : D est appelée “zone de Brillocuin abstraite®.

(15) Les "opérateurs ré&duita® H,(“ at H[n ont tous deux un spectre

discret. .

H,(“ admet les valeurs propres E[-(&-i;\“\ {3.52}, chacune

étant (tYrs  fols dsgénérée.

I‘”S) admet un spectre constitué uniquement de valeurs propres
isolées avec des multiplicités finies, la dégéndrescenca de chaque

valeur propra est > &

Démonstration : Voir (Be]. En quelgques mots, (i) dé&coule du théoréme
d'induction-réduction (voir [Ma.3)) car le représentation da type réseeu
est induite. L'assertion (ii) provient de ce que H_(i\ et H{“ sont
des opérateurs essentiellement autcadjoints et qu‘ils admettent une

résolvante compacte [}
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Pulsque H_(S) et Hfﬂ ont tous deux un spectre purement discret, on
peut appliquer au calcul des vgleurs propres et fonctions propres de

H(ﬂ les méthodes classigues du calcul de perturbations (voir [Be.]}.

CONCLUSION : Parce que le groupe de symétrie de translation |F4% (1.66)
de 1'hamiltonten H donne par {3.64) avec Y ratiomnel est un sous-groupe
du groupe de Helsenberg F41103(3) , qu”il est de type I, grice 4 la
forme particullére des opér;teurs compasant F4 (Remarque l4) et du fait
gue 1’opérateur F4 agit dans l}(ﬁ(l) , Nous avons vu que les outlls
adéquats pour déterminer le spectre de L4 sont le groupe de Helsenberg

}4 %Q’3(S) et sa représentation de type réseau. Est-ce qu'une utllisation
aptucieuse des propriétés des groupes non de type I et une connalssance
approfondie des algéhres de von Neumann qui leurs sont reliées nous
apporteront, un jour, la solution au probléme correspandant avec Y irra-

tionnel ?
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