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"La philosophie est écrite dans ce très grand livre 

qui se tient constamment ouvert devant lea yeux 

(je veux dire l'Univers), mais elle ne peut se saisir 

si tout d'abord on ne se eaisit point de la langue et 

et on ignore les caractères dans lesquels elle est 

écrite. Cette philosophie, elle est écrite en langue 

mathématique ; ses caractères sont des t r iangles, des 

cercles et autres figures géométriques, sang le moyen 

desquels il est impossible de saisir humainement 

quelque parole; et sans lesquels on ne fait qu'errer 

vainement dans un labyrinthe obscur. " 

G. GALILEI dans : "IL SAGGIATORE" 

(Le Opere, Edizione naz iona le , 
t . VI, 1890 - 1909) 
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I N T R O D U C T I O N 

Les recherches de Heisenberg d'une part et de Schrôdinger d'autre part, 

conduites dans Les années 1924 et 1925, sont considérées comme la base 

de la théorie des quanta. Elle aboutirent à la naissance de La mécanique 

quantique. Von Neumann fut le premier â formuler dans une mathématique 

rigoureuse les éléments de la mécanique quantique et même, il démontra 

l'équivalence des théories établies par Heisenberg et Schrôdinger. Cette 

découverte, raffinement de la mécanique, a révolutionné la physique et 

fut du même coup un puissant stimulant â la généralisation et aux 

développements de la théorie de représentation des groupes. C'est déjà 

en 1926 et 1927 que l'on trouve les premières applications de représen­

tation des groupes en théorie quantique. Elles sont dues à Wigner. 

Actuellement, la théorie de représentation des groupes est un des princi­

paux outils mathématiques, au même titre que l'analyse fonctionnelle et 

la théorie de plusieurs variables complexes, en physique atomique, 

physique nucléaire, physique de l'état solide, physique des particules 

élémentaires. 

L'influence de la physique sur La mathématique est bien comprise. Par 

contre, les contributions de la mathématique a la physique ne sont pas 

aussi bien comprises [R-S.]. L'analyse de modèles mathématiques pour 

des phénomènes physiques est un des objectifs de la physique mathématique. 

Le terme "analyse" signifie ici â la fois dérivation rigoureuse de 

formules explicites et investigations de la structure interne mathéma­

tique des modèles. Dans les deux cas, les problèmes mathématiques qui 

surviennent peuvent conduire à des questions mathématiques plus générales, 

non associées à un modèle particulier. 

Ce travail s'inscrit dans le cadre de la physique mathématique. Il traite 

de systèmes physiques simples en mécanique quantique non relativiste, 

essentiellement par la théorie des groupes- Il se compose de trois 

chapitres. Les deux premiers s'occupent de questions purement mathéma­

tiques, issues de L'étude de systèmes physiques simples. Quant au 
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troisième chapitre, il est entièrement consacré à l'utilisation pratique 

des notions développées dans les chapitres précédents. 

Pour avoir un aperçu du genre de problêmes que l'on va aborder, considé­

rons par exemple le système d'un électron dans un cristal tridimensionnel 

infini décrit par un potentiel périodique et soumis à un champ magnétique. 

Ce système, considéré en 1928 par Bloch, est encore aujourd'hui un modèle 

de base pour résoudre nombre de problèmes en physique de l'état solide. 

On peut, de diverses façons, obtenir des propriétés générales des valeurs 

propres et fonctions propres de l'hamiltonien de ce système. Une approche 

assez moderne du problème consiste à tirer parti des symétries de 

translation du système (voir Brown [Br.] 1968, Zak [Za.1] 1968, Bentosela 

[Be.] 1970, Boon [Boo.l] 1972 et 1976). Pour ce faire, selon la méthode 

habituelle d'application de la théorie des groupes a un système en 

mécanique quantique, il faut découvrir un ensemble d'opérateurs unitaires 

qui commutent à l'hamiltonien de ce système. Ces opérateurs représentent 

un groupe abstrait appelé le groupe de symétrie de l'hamiltonien. 

Déjà dans le cas particulier d'un électron soumis à un champ magnétique 

constant, il faut procéder en plusieurs temps pour déterminer le groupe 

de symétrie de l'hamiltonien de ce système. En effet, bien que l'ensemble 

d'opérateurs unitaires provenant des symétries de translation du champ 

dans l'espace a\ commutent à cet hamiltonien, ils ne constituent pas 

une représentation du groupe des translations dans IR . Ces opérateurs 

forment ce que l'on appelle une représentation & multiplicateur (projec­

tive) du groupe des translations. Exploitant cette information, on va 

essayer de se libérer du multiplicateur, c'est-a-dire relever la représen­

tation & multiplicateur en question en une représentation au sens 

habituel du terme (donc linéaire), pour trouver le groupe de symétrie de 

translation de cet hamiltonien. 

La recherche du groupe de symétrie de translation de l'hamiltonien du 

système d'un électron soumis à un champ magnétique constant soulève des 

questions auxquelles nous répondrons au cours de ce travail. Par exemple : 

- comment le groupe de symétrie de translation de cet hamiltonien est-il 

Lié au groupe de translations dans R ? 
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- Y a-t-il plusieurs manières de relever une représentation à multipli­

cateur d'un groupe pour obtenir une représentation (linéaire) ? 

- Comment Ie groupe de symétrie de translation de cet hamiltonien dépend-

il du choix de la jauge, de l'orientation et de l'intensité du champ 

magnétique ? 

En 1930, Landau [L.] a montré que les états propres de l'hamiltonien d'un 

électron soumis à un champ magnétique constant se séparent en deux partiesj 

une correspondant au mouvement du système le long du champ, l'autre au 

mouvement dans le plan normal au champ. Les solutions propres correspondant 

au mouvement du système le long du champ sont bien connues, elles sont 

identiques aux solutions du problème avec champ nul. Le spectre relatif 

au mouvement du système dans le plan normal au champ est similaire au 

spectre d'un oscillateur harmonique. La différence importante entre ces 

deux derniers systèmes est dans les solutions propres de leurs hamilto-

niens. Les niveaux de Landau sont infiniment dégénérés. 

Ces propos nous conduisent aux réflexions suivantes : 

- L'hamiltonien d'un oscillateur harmonique à une dimension en mécanique 

quantique est la somme des carrés des observables Û et P . Les 

opérateurs 9,,P et I (identité) vérifient les relations de commutation 

canoniques [UjP]=It1I , Qû-.Q]» [E1P J= O ; ils forment la base d'une 

algèbre de Lie dont le groupe de Lie s'appelle groupe de_Heisenberg. 

Existe-t-il une relation entre ce groupe de Heisenberg et le groupe de 

symétrie de translation de l'hamiltonien d'un électron soumis à un 

champ magnétique constant 7 

- ¥ a-t-il un lien entre certains états propres de l'hamiltonien décrivant 

le mouvement d'un électron soumis A un champ magnétique constant dans 

le plan perpendiculaire au champ et les états cohérents de Glauber ? 

Nous examinerons ces questions dans le troisième chapitre. 

Avant de détailler le contenu de chaque chapitre, mentionnons que tous les 

termes soulignés dans cette introduction font partie du vocabulaire clef 

de notre étude. 
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Dans le chapitre I, nous examinons Les groupes de symétrie en physique 

quantique. Nous partons de l'approche de Wlgner [Hi.] de l'étude des 

symétries d'un système physique 2L en mécanique quantique. Ce point de 

vue nous conduit a travailler avec des représentations projectives. Une 

représentation projective étant non linéaire, elle est peu commode; on 

peut la relever en une représentation à multiplicateur du mene groupe, 

ou encore en une représentation linéaire d'une extension du groupe de 

départ. Le problème d'extension de groupe présente beaucoup de difficultés 

et, même en mathématique, il est loin d'être résolu dans sa généralité 

[Bar.l], [Ca.2]. A ce sujet, nous nous bornons à exposer sous forme de 

synthèse les méthodes et résultats existants auxquels nous aurons recours 

par la suite, utilisant cette théorie du relèvement des représentations 

projectives, nous définissons le groupe dynamique de Z. et nous intro­

duisons l'hamiltonien H d'un système quantique £- [Jo.]. Existe-t-il 

une définition qui, sans faire appel à des représentations projectives, 

serait équivalente à la définition habituelle du groupe de symétrie 

dynamique d'un système 2- 7 Pour un grand nombre de groupes, il est pos­

sible de répondre affirmativement à cette question; la démonstration de 

l'équivalence des définitions, résultat simple en soi, requiert bien des 

précautions. 

A la fin de ce chapitre I, nous nous limitons à la classe des groupes et 

algèbres de Lie. Nous savons qu'une manière d'identifier le groupe de 

symétrie d'un opérateur autoadjoint dans un espace de Hilbert avec 

"quelque chose" qui possède une signification physique consiste a exami­

ner les générateurs de ce groupe. Puisque nous travaillons en physique 

mathématique, pourquoi ne pas définir l'algèbre de_symétrie d'un opérateur 

autoadjoint ? La dernière proposition de ce premier chapitre établit le 

lien entre le groupe de symétrie et l'algèbre de symétrie d'un opérateur 

autoadjoint. 

A propos de la notion d'algèbre de symétrie, on pourrait se demander s'il 

est préférable de considérer les groupes de Lie ou les algèbres de Lie 

comme structure fondamentale dans un travail en mécanique quantique. 

Dans certains problèmes, travailler avec un groupe ou avec une algèbre 

de Lie est une question de goût, dans d'autres, c'est une question de 

commodité. Mettons seulement en évidence que le passage d'un groupe de 
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Lie (non compact) à son algèbre de Lie nous oblige a étudier les domaines 

de définition de certains opérateurs non bornés dans un espace de Hilbert. 

Cette étude est délicate et on a tendance a la négliger en la classant 

comme "non physique". C'est certainement une des raisons pour Lesquelles 

on entend parler du groupe de symétrie plutôt que de l'algèbre de symétrie 

d'un opérateur autoadjoint. 

Les groupes de Heisenberg sont au centre des considérations du chapitre II. 

La structure cinématique d'un système physique 2- en mécanique quantique, 

d'espace de phase R , est décrite par les relations de commutation 

canoniques (CC. R.) 

[Q r,p !]=;u i tidD , [<*V H e V ] = O , V]1J-V,.^ 

oü l'entité Gi (respectivement P ) a la signification d'opérateur 

position (respectivement d'opérateur moment) d'une particule; D est un 

sous-espace dense d'un espace de Hilbert de dimension infinie. 

En 1928, Weyl [We.] a trouvé une interprétation naturelle de la cinéma­

tique quantique telle qu'elle est décrite par les C C R . , faisant appel 

a une représentation projective continue unitaire irréductible du groupe 

abélien iK . Suite à cette interprétation et aux connaissances que nous 

avons des représentation projectives, on est conduit â se demander : "Soit 

une représentation projective continue unitaire irréductible (rep. PCUI) 

de R (de quel groupe le relèvement de cette représentation PCUI est-il 

une représentation linéaire ? Comment les C.C.R. sont-elles reliées à 

cette représentation linéaire ?" 

Nous commençons le chapitre II en posant le problème plus général : 

"Déterminer toutes les représentation projectives continues unitaires 

irréductibles de JR ,nelN ". une façon d'aborder ce problème consiste 

â utiliser la théorie du relèvement des représentation projectives. Par 

cette méthode, on peut formuler des questions équivalentes au problème 

de départ lorsque n s tk , W M . Par exemple "quel est l'ensemble de 

toutes les représentations continues unitaires irréductibles d'un groupe 

de Heisenberg de dimension iU+1 ?" La réponse a cette dernière question 

est bien connue en physique (unicité des C.C.R.); elle découle du théo­

rème de Stone-Von Neumann (St.], [Von N.]. Cette démarche nous permet 
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d'une part de résoudre le problème initial. D'autre part, elle nous 

conduit â construire les groupes de Heisenberg (comme extensions de R 

par IK ) et à donner explicitement le lien entre ces différents groupes. 

On en déduit, par exemple, les isomorphismes entre Les groupes de 

Heisenberg suivants < k =1 ) 

H 1 = j (t;fn,^ ; t €. fi t *,^dR ; muni du produit 

"L = I Ui (*'¾¾ j t € R j ". 1 e ̂  i mutli du produit 

H 1 - (1[(".^ ; L*Ri x ^ « R ; muni du produit 

Le fait de se placer dans une représentation plutôt qu'une autre peut 

grandenent faciliter La résolution d'un problème donné. C'est pourquoi 

il est utile de connaître quelques représentants d'une classe d'équiva­

lence des représentations continues unitaires irréductibles d'un groupe 

de Heisenberg (Car.}; pour passer d'un espace de représentation aux 

autres, nous calculons explicitement les opérateurs d'entrelacement. 

Une représentation continue unitaire irréductible (rep. CUI) d'un groupe 

de Heisenberg donne lieu d'une manière naturelle aux C C R . Qu'en est-il 

du problème inverse ? Nous allons voir que les changements de sections 

apparaissant dans la théorie d'extension de groupes, exposée au cours 

du chapitre I et appliquée à P pour construire les groupes de 

Heisenberg, permettent de trouver dans bien des cas "quand certains 

opérateurs autoadjoints satisfaisant les C C R . proviennent d'une 

représentation CUI d'un groupe de Heisenberg". 

Dana le troisième et dernier chapitre, nous nous trouvons face a trois 

problèmes; la solution de chacun repose sur les notions développées dans 

les chapitres précédents. Dans les trois cas, le groupe de Reisenberg 

de dimension trois (V-I ) et sa représentation de type réseau occupent 

une place privilégiée. 
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Depuis quelques années, il y « un regain d'intérêt pour les systèmes 

d'états cohérents. L'envergure du champ d'application des systèmes 

d'états cohérents de Glauber [Gl.1 et 2] et des états cohérents géné­

ralisés [Pe.4] recouvre plusieurs domaines de la physique. Les deux 

premiers problèmes, l'un reflétant le besoin du mathématicien, l'autre 

celui du physicien, permettent de montrer qu'un sous-ensemble discret 

des états cohérents de Glauber {états cohérents généralisés d'un groupe 

de Heisenberg de dimension trois) constitue une "bonne base" de 

"Bonne base" est écrit entre guillemets, car les états cohérents de 

Glauber étant non orthogonaux, il faut être prudent dans l'interprétation 

du développement d'un élément quelconque de L (JR) dans ce système 

total d'états [A.T.] et [B.Z.]. Le dernier problème traite deux sujets. 

D'une part on examine les questions énoncées au début de cette intro­

duction à propos du système d'un électron soumis à un champ magnétique 

constant. D'autre part, on cherche le groupe de symétrie de translation 

de l'hamiltonien du système d'un électron dans un potentiel périodique 

et soumis à un champ magnétique constant; puis on mentionne une utili­

sation pratique de ce groupe. 

Chacun des trois chapitres de ce travail se âivise en paragraphes. La 

plupart des paragraphes se terminent par une revue des résultats qui 

viennent d'être acquis, où l'on stipule parfois un problême ouvert. 

Les conventions auxquelles nous avons recours sont intégrées au texte. 

Elles sont notées (C1.); elles figurent aux pages 2, 7, 15 ai Sl, 

Ces recherches ont été réalisées sous la direction de M. M. Romerio, 

dont les conseils m'ont été précieux. Qu'il trouve ici le témoignage de 

ma reconnaissance. Je tiens à adresser mes remerciements a KM. M. Boon, 

P. Huguenin et W. Sûrensen, membres du jury. Je remercie également les 

professeurs de physique théorique et de physique du solide de l'Institut 

de Physique de Neuchâtel, mon collègue de physique-mathématique, ainsi 

que mon amie Anne-Marie, pour la part qu'ils ont prise à plusieurs 

discussions. Je sais gré à Mme B. Serag-El-Dine du soin qu'elle a mis 

à dactylographier le texte. 

Neuchâtel, le 18 janvier 1980. 



CHAPITRE I ; LES GROUPES DE SYMETRIE EN PHYSIQUE QUANTIQUE 

Dans le paragraphe I.I., partant de l'approche de Wigner du problème 

des symétries d'un système physique 2- en mécanique quantique, nous 

définissons d'une manière naturelle le groupe de symétrie de A. ; cela 

nous conduit a travailler avec des représentations projectives. One 

représentation projective étant non linéaire, elle est peu commode; 

on peut la relever en une représentation à multiplicateur du même groupe, 

ou encore en une représentation linéaire d'une extension du groupe de 

départ, voir Sl.2. Puis dans le paragraphe 1.3., à l'aide de cette 

théorie du relèvement des représentations projectives, nous définissons 

le groupe dynamique de 2. et nous introduisons l'hamiltonien H d'un 

système quantique 2- . Ensuite nous démontrons {Si.3. Prop. 5) l'équiva­

lence entre la définition habituelle du groupe de symétrie dynamique 

d'un système physique 2- (Sl.3. Déf. 23) et une définition du même 

concept ne faisant pas intervenir de représentations projectives. 

Finalement, après avoir défini un groupe de symétrie d'un opérateur 

autoadjoint dans un espace de Hilbert (Sl.4. Déf. 25), se restreignant 

a la classe des groupes de Lie, nous établissons la définition d'une 

algèbre de symétrie d'un tel opérateur (Sl.5. Déf. 31). Nous terminons 

ce chapitre en discutant le lien entre le groupe de symétrie et l'algèbre 

de symétrie d'un opérateur autoadjoint (Sl.S. Prop. 9}. 

Cette présentation du chapitre I nous permet d'introduire un grand 

nombre de concepts et de résultats dont nous avons besoin par la suite. 
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§ 1 . 1 . SYMETRIES D'UN SYSTEME PHYSIQUE 

Intui t ivement , pensant à l ' ë tymologie grecque du mot "symétrie" : "sun = 

avec" e t "métron » mesure", on peut d i r e qu'une symétrie d'un système 

physique e s t une transformation du système, qui préserve la s t r uc tu r e de 

La desc r ip t ion considérée . 

I I y a deux formulations fami l iè res du concept général de symétrie : c e l l e 

donnée par les symétries de Wigner e t c e l l e f a i s a n t appel au formalisme 

des C*-algèbres. On peut montrer que l e s deux poin ts de vue sont équivalents 

en mécanique quantique t r a d i t i o n n e l l e ( c ' e s t - à - d i r e sans règ les de super­

s é l ec t i on ; voir [Em.1 e t ( R i . ] ) . Comme l e s règ les de supersé lec t ion ne 

jouent pas de rô le d i r e c t dans l e s app l i ca t ions physiques d i scu tées dans 

ce t r a v a i l (Cl) noua traiterons uniquement dea systèmes quantiquea sans 

règles de supers élection. 

Soit X. un système physique remplissant les condi t ions hab i tue l l e s de la 

mécanique quant ique. Rappelons-les, pour f ixer l e s nota t ions (voir chapi t re 

I I I de (JO.] vo l . I) : 

e s t l 'ensemble des observables . 

e s t 1'ensemble des é t a t s . 

Alors i l do i t e x i s t e r : 

(a) Un espace de Hi lbe r t U - U(I). 

(C.2) Vt sera toujours un espace de Hilbert complexe separable de 

dinension 1, 2, 3, ... ou co ; (.,.) est le produit scalaire dans J1C , 

11. I I la norme de Hubert. 

(b) Une appl ica t ion 3 de U -{o} dans X. & - : 0 ( ¾ - [o\ ) s ' appe l l e 

ensemble des é t a t s p u r s . 

On i d e n t i f i e l 'ensemble l ' e s p a c e p r o j e c t i f dédui t de ft. 

(c) Une app l i ca t ion 

Sde™ 
(= ensemble des opérateurs autoadjoints dans 

U ) sur 0 . 
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<d) De la donnée d'un état pur 9 ( 1 O , ^ C $• ~ [o] , et d' 

observable , on peut calculer : 

w-,.; I '3 -AO - (&.-E.VP >* ) 

où 1 a,'î [ C IK et J -A I \ . S, est la famille spectrale de r1 ; 

cette quantité est la probabilité que la mesure de l'observable 

, dans l ' é ta t Ö '"*! donne une valeur appartenant à 

Quelques détails a propos de (b} 

i) Un RAYON est un sous-espace à une dimension de SA. privé de O. 

i .e . : si i £ fi - }_0j , on obtient un rayon 

(1.1) cj» = ( Â > I Ke (L « X é o j 

engendré par Ò . L'ensemble de tous les rayons de Vl est !'ESPACE 

PROJECTIF P(^-O déduit de "K [Bo.IJ; i .e . : 1 "ensemble quotient 

de "W - [o^ par la relation d'équivalence 

R(H) : " i l existe U o . X î C ^ . t a j " 

entre ^ et V dans K - {oj . 

On souligne que Pf -Hl n'est pas un espace vectoriel, i .e. : i l ne 

possède pas de structure linéaire, c'est simplement un ensemble de 

rayons. 

U) L'application canonique w : 1R - [oj » (PfU) envoie 

i € M - ÎO Ì sur uj ( ji) = 4> , où 4 est donné par (1.1) . 

iiii On peut définir sur P ("W.) une sorte de "produit scalaire", â savoir 

une application notée "." de P ( W ) < P("K) dans ÎK donnée par : 

<»a\.^(v) = io» .^v (!.ai 
f IKlHiVIl 

a) A l'aide de cette application, on peut construire une fonction dis­

tance entre deux rayons; muni de cette fonction distance, est 

un espace métrique complet [Ba.I]. 
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b) L ' i n t e r p r é t a t i o n physique de c e t t e so r t e de "produit s c a l a i r e " 

a une importance fondamentale : e s t la 

PROBABILITE de TRANSITION e n t r e l e s é t a t s représentés par :JJ(£) 

e t 'J j(^l . Cela s ign i f i e que s i l e système considéré e s t dans 

l ' é t a t représenté par ' J U ( ^ (respectivement UJ('V) ) , a l o r s 

(^(4") • " 1 C ' ) e s t l a p r o b a b i l i t é de trouver l e système dans 

l ' é t a t représenté par ^J (1^i (respectivement uJ(<^) )» après 

une expérience. 

• Défini t ion 1 : Une SYMETRIE de Wigner de \P(Pt) e s t une b i j e c t i o n 

S : ÏYft ) " (Pf^M préservant l e s p r o b a b i l i t é s 

de t r a n s i t i o n , i . e . , t e l l e que : J " * ( ^ . J w ( n = wf^) . UJ I'*1 ) 

L'ensemble des symétries de Wigner n ' e s t pas vide : 

"*" TYiM e s t u n e s y n ) ^t r ie de wigner. 

Si v e s t un opérateur u n i t a i r e ou a n t i u n i t a i r e dans , a lo r s l ' a p p l i c a t i o n 

7 : ?(«) — IPW ^ . -*Q) -•-,(»+) , V 4 e « - H (1.3) 

e s t une symétrie de Wigner. 

Rappel 

Soit "1^- un espace de Hilbert complexe separable de dimension infinie, 

(.,.)' son produit scalaire. 

Une application bijeetive v: ~H » % ' est 

a) UNITAIRE si elle satisfait les conditions suivantes : 

i, v( 3^f ) - y(<ï) ^r(Y) V 3^*
1 et V + ^ * Jt. 
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b) ANTIUNITAIHE s i e l l e s a t i s f a i t l e s condit ions suivantes : 

v e s t un opérateur u n i t a i r e ( a n t i u n i t a i r e respectivement) dans iL st 

Muni de l ' o p é r a t i o n de composition d ' a p p l i c a t i o n s , 1'ensemble des symétries 

de Wigner de IP (¾) forme un groupe. 

Définir l e groupe de symétrie du système physique iL directement à l ' a i d e 

des symétries de Wigner e s t embarrassant/ car t r a v a i l l e r avec un espace 

sans s t r u c t u r e l i n é a i r e n ' e s t pas commode. Nous a l lons voir comment le 

théorème de wigner fou rn i t un moyen de passer à t<. . 

Pré l imina i res 

Soi t Sj ( e t ) le groupe de tous l e s opérateurs u n i t a i r e s dans et , e t 

l j . f l ( ?0 l 'ensemble de tous l e s opéra teurs a n t i u n i t a i r e s dans et . Alors 

ÎJn&(£0 B I i ( ^ ) KJ 3 i f t ( * 0 muni de l ' o p é r a t i o n de composition 

d ' a p p l i c a t i o n s e s t un groupe, appelé le groupe UNITAIRE-ANTIUNITAIRE 

(groupe-UA) de **L . Le groupe u n i t a i r e TJ.ff4 ; e s t un sous-groupe 

normal de U u h ( f t ^ d ' i n d i c e 2, car l e groupe quot ien t 5 i 1 J ( i ( J0 / \U?O 

ne possède que deux é léments . Pour l e vo i r , on se souviendra que l e p ro ­

d u i t de deux opéra teurs u n i t a i r e s , comme ce lu i de deux a n t i u n i t a i r e s , 

e s t u n i t a i r e , t and i s que l e p rodu i t d 'un opérateur u n i t a i r e avec un a n t i -

u n i t a i r e e s t a n t i u n i t a i r e . 

• Déf ini t ion 2 ; So i t iTWuftf^O l 'ensemble des app l i ca t ions b i j e c t i v e s 

V : !P(W^l > ? 0 & i dé f in ies par (1 .3 ) , ou v e s t un 

opéra teur u n i t a i r e ou a n t i u n i t a i r e dans *•£ . ITu^ft!**»-) 

e s t appelé le groupe PROJECTIF UNITAIRE-ANTIUNITAIHE 

(groupe PUA) de &(P-) ) . 



- 6 -

O l*.J(l(*"M e s t un sous-groupe de if y J_( r t J (le groupe p ro j ec t i f 

de [P(S1O ) ; c ' e s t auss i un sous-groupe du groupe des symétries de 

Wigner de 

Considérons 1 ' app l ica t ion suivante : 

& ' U 1 * ( ^ ° P ^ t f T ) dé f in ie par SL(A - v 

où v e s t donné par (1.3) . Xi. e s t un honomorphisme de groupe s u r j e c t i f 

e t de noyau : 

On peut é t a b l i r l e r é s u l t a t fondamental su ivan t" : 

Théorème 1 (de Wigner) : Le groupe des symétries de Wigner de 

e s t exactement P U ^ W ) -

i . e . : chaque symétrie de Wigner de a l a forme A M , OÙ 

Démonstration : Voir réf . {Bar.2] e t théorème 7.29 de la réf . [Va]. 

Cette dernière référence t r a i t e seulement l e cas dim Ä • *° H 

Avant d ' u t i l i s e r ce r é s u l t a t nous a l l o n s munir l ' e space p ro jec t i f (p(££) 

e t les groupes ï U ^ f ^ O e t (PiI0,, ("W^ de topologies "na tu re l l e s " 

( C a - I ] , af in de pouvoir t r a v a i l l e r avec des représen ta t ions cont inues . 

i) La topologie de af - t» l e s t c e l l e i ndu i t e par l a topologìe de la 

norme de $t . 

l ì ) La topologie de e s t l e quo t ien t de l a topologie de M-[oJ 

par l a r e l a t i o n d 'équivalence R (-U) . i . e . : la topologie dont 

les ensembles ouverts sont l e s sous-ensembles A de [P{Ì^ ) t e l s 

que " * " (A) s o i t un ouver t de "K - {°J -

i i i ) Le groupe-UA de $& e s t un aous-ensemble de f?($0 « l 'ensemble de 

toutes l e s app l i ca t ions bornées de "W dans M . Par conséquent, on 

peut donner a Ct1,-(W^ l e s topologies indu i t e s par c e l l e s de £)[*•*•) • 
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Nous cho is i rons La topologie f a i b l e , qui e s t La moins f ine qui rende 

l e s app l i c a t i ons R — * ( f l + ,Y) de B(W^) dans C continues 

" / ^ 1 Y s i*t • (On souligne qu 'en f a i t , sur U. jP ( ^ ) • l e s topologies 

f a ib le e t fo r t e co ïnc ident . ) 

iv) Le groupe-PUA de *••( e s t muni de la topologie f ina le pour i l - , qui e s t 

l a p lus f ine qui rende i L cont inue . Les ensembles ouverts de c e t t e 

topologie sont l e s sous-ensemble s A de Lpli ( ^ ) t e l s que Xl ( "1 

s o i t un ouvert dans Uy* ( ^O . Ce t te topologie permet de r é a l i s e r 

l ' hypo thèse , suggérée par l e s app l i ca t ions en théo r i e quant ique, que 

tou tes l e s p r o b a b i l i t é s de t r a n s i t i o n s va r i en t continûment en fonction 

de l ' é lément de groupe [ (Bar . l ] p . 6 } , i . e . , que U J ^ Y V(^ ;*J (V) 

e s t une fonction continue de ^ j * J £ ^ • TJeIs que so ien t § ,Y &. r t - \.°j 

lorsque v e s t une représen ta t ion p ro j ec t ive continue u n i t a i r e - a n t i -

u n i t a i r e de G sur !P(JO (voir d é f i n i t i o n 4) . 

(C.3) A l'exception des groupes Q3 (W) e t Si1* $ 0 > ^0*° <^J-^^'° , 

qui ne sont pas localement compacta, tous les groupes topologiques que nous 

utiliserons dona ce travail seront toujours LÛCALEÏ-fE.'JT CCÏfPACTS SEPAPJiBLES 

(l.c.s.). (Separable dans le sens qu'il y a toujours une base déncrbrable 

pour les ensembles ouverts; localement compact dans le sens que chaque point 

a un voisinage compact.) 

• Déf in i t ion 3 : S o i t G un groupe topologique. •* s ' a p p e l l e GRDOPE de 

SYMETRIE du système L , s ' i l e x i s t e un homomorphisme 

continu non t r i v i a l de G dans le groupe des symétries 

de Wigner de EP(IH) . i . e . : »1 3 CT : G • ? l i , I P W 

{= groupe des symétries de Wigner de -."("^) ) t . q . 

*J(^1Û(<5'') - 3 ( ^ 0 . ^ " j . î ' e G e t ü continu 

( J e s t t r i v i a l s i 3 ( ^ - ¾ ^ > ^ 3 € ^ ï-

• D é f i n i t i o n 4 : Une REPBESENTATIOK PROJECTIVE CONTINUE UNITA!RE-ANTI-

UNITAIRE (rep. PCUA) de G sur 1P(If) est un homomorphisme 

/ continu de G dans (Pu ( "W ) - 7 est unitaire quand 

son image est égale à -fi((U(^i) (rep. PCU) . 



Donc, "un groupe (topoLogique) G s ' appe l l e groupe de symétrie du système 

s ' i l e x i s t e une représenta t ion p ro j ec t ive (continue) u n i t a i r e - a n t i -

u n i t a i r e non t r i v i a l e de G sur ) / • ) ". A l ' a i d e de l a théor ie qui va 

ê t r e exposée dans le paragraphe su ivant . I I . 2 . (point A), nous pouvons 

encore formuler c e t t e dé f in i t i on d 'une au t re manière : 

"un groupe (topologique) 1J s ' appe l l e groupe de symétrie du système Z_ 

s ' i l ex i s t e une représenta t ion (borélienne) u n i t a i r e - a n t i u n i t a i r e a 

mul t ip l i ca teur de G sur 

5 1 . 2 . RELEVEMENT DE REPRESENTATIONS PCUA. D'UN GROUPE 

TOPOLOGIQUE G . 

Problème : Une représen ta t ion p ro j ec t ive continue d 'un groupe topologique 

G sur l ' e space p r o j e c t i f d ( £ 0 n ' e s t pas " l i n é a i r e " ( i c i e t dans ce 

qui s u i t " l i n é a i r e " s i g n i f i e l i n é a i r e quand la représen ta t ion p ro jec t ive 

continue e s t u n i t a i r e e t a n t i l i n é a i r e quand la représen ta t ion p ro jec t ive 

continue e s t a n t i u n i t a i r e ) . On va essayer de surmonter c e t t e d i f f i c u l t é 

en re levan t notre " représenta t ion" non l i n é a i r e sur \i {**-> en une r ep ré ­

senta t ion l i n é a i r e sur ri. • 

A. Une première p o s s i b i l i t é cons i s t e à représen te r le groupe ^j sur A- t 

en pa r t an t d 'une représen ta t ion p ro j ec t ive continue de ,j sur ï\4"-\ 

e t en u t i l i s a n t l ' a p p l i c a t i o n ÇL d é c r i t e dans le 51 .1 . 

S 
CL 

G .Tt nj*H 
f-J. —t. 

ce procédé nous fournit une "représentation" linéaire borélienne de 

G- sur A. (en pointillé sur le diagramme) a partir de laquelle on 

peut obtenir directement la représentation projective continue dont 

on est parti, via XL . 
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Remargue 1 : Cette "représentation" linéaire n 'est pas une représentation 

au sens habituel du terme, dû à la présence d'un facteur appelé multipli­

cateur . 

I l est possible de se libérer du multiplicateur, en considérant un groupe 

plus grand. 

B. Une deuxième possibi l i té suggère de part i r d'une représentation boré-
-ut. 

Henne è multiplicateur, de construire un groupe -J appelé extension 
de G , et de représenter G &. . 

Cela nous fournit une représentation au sens habituel du mot (donc 

linéaire) continue de G " ' sur •$• , à partir de laquelle on peut 

trouver univoquement et directement la représentation projective con­

tinue correspondante de G sur U (*<) 

Remarque 2 : Pour chaque classe d'équivalence de multiplicateurs de J , 

on doit définir un groupe J , et tous ces groupes sont en general 

non isomorphes '. 

C. La troisième possibilité consiste à partir d'une représentation boréHenne 

â multiplicateur de -J sur ft , à construire une certaine extension 

topologique E du groupe G , et à représenter fc. sur A- . 

E SU«0 

bpt 

ri' 
IPiU^ 

Cela nous fournit une représentation au sens habituel du terme (donc 
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l i n é a i r e ) c o n t i n u e d e — s u r ¢-*. , a p a r t i r d e l a q u e l l e on p e u t o b t e n i r 

un ivoquement e t d i r e c t e m e n t l a r e p r é s e n t a t i o n p r o j e c t i v e c o n t i n u e c o r r e s ­

p o n d a n t e de u s u r 

Remarque 3 : Un s e u l groupe E s u f f i t / m a l h e u r e u s e m e n t i l n ' e x i s t e p a s 

t o u j o u r s '• 

Donc dans l a r e c h e r c h e de l ' e n s e m b l e d e s r e p r é s e n t a t i o n s PCUft d ' u n g roupe 

t o p o l o g i q u e , a p r è s a v o i r f a i t l e p a s A, l e c h o i x d e l a méthode B ou C 

dépend du g roupe c o n s i d é r é . 

Développement d e s p o i n t s fi, B e t C 

A. Relèvement d e chaque r e p r é s e n t a t i o n PCUA d ' u n g roupe t o p o l o g i q u e G en 

une r e p r é s e n t a t i o n b o r é l i e n n e u n i t a i r e - a n t i u n i t a i r e à m u l t i p l i c a t e u r 

d e G s u r V>- ( r e p . BUAM) . 

C ' e s t - à - d i r e : S o i t S un g r o u p e t o p o l o g i q u e . 

D é f i n i t i o n 5 : ( i ) Une a p p l i c a t i o n b o r é l i e n n e v de G d a n s Hjilfl(M} 

e s t d i t e une REPRESENTATION BORELIENNE UNITAIRE-

AHTIÖNITAIRE à MULTIPLICATEUR ( r e p . BUAM) de 3 

s u r X s i / I i 5 ] = Za1. • e t s ' i l e x i s t e une 

a p p l i c a t i o n b o r é l i e n n e K ' O "• 1^ *• 

( l e MULTIPLICATEUR d e V ) t e l l e q u e : 

^ - ( " O e s t l e g r o u p e m u l t i p l i c a t i f de t o u s l e s 

nombres complexes d e module 1, muni de s a t o p o ­

l o g i e c a n o n i q u e . 

( i i ) S i A ' ^ . ^ ' " ) - 4. V - J . ^ ' É O- , a l o r s '/ e s t d i t e 

REPRESENTATION BORELIENNE UNITAIRE-ANTIUNITAIRE 

( r e p . BUA). 

( i l i ) S o i t N B J ^ G ; v(^) £ X l f & ) } i N e s t un s o u s -

groupe normal fermé de G , d ' i n d i c e 1 ou 2 . Quand 

l ' i n d i c e v a u t 1 , W = G e t a l o r s v e s t d i t e 

REPRESENTATION BORELIENNE UNITAIRE à MULTIPLICATEUR 

( r e p . BUM). 
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1 Définition 6 : Soit N un sous-groupe normal fermé de ff , d'indice 1 ou 

2. /*• est un MULTIPLICATEUR RELATIVEMENT 4 G et N si -, 

élément neutre de G . 

ou : 5 est une application de S dans 
N 

définie par : 

$ M ^ 3 " j- .,; -«G-N
 1^" chaque 3^0(^ et ^ E G 

L'ensemble des multiplicateurs relativement 1 G et " 

muni du produit / ( v V ^ Î * ^ - ( y y ' V v O 

est un groupe noté Z^ (ff) . 

f,J-' & ^ N ( G ] sont dits SIMILAIRES s'il existe une 

application borélienne U : G --» SJ-H ) t.q. 

On_notera : M =- p'$u la relation (*) . 

[H.) la classe d'équivalence des multiplicateurs relati­

vement à G et I" équivalents à t< pax (*) . 

Hy(C) le groupe de ces classes d'équivalence. 

"Z-(G-) et ri(ff) pour ces groupes lorsque ^ est 

l'indice 1, i.e., W = G 

Remarque 4 : Mackey [Ma.l] a montré que pour un groupe I.e.s. on peut 

faire correspondre 4 chaque multiplicateur A. une représentation à 

multiplicateur. 
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• Définition 7 : Deux représentations PCUA, v de <* sur P(M-1I et v' 

de G sur IP(P') , sont dites EQUIVALENTES s'il existe 

une application unitaire ou antiunitaire 

telle que : 

V.çftf - î '(,vV VCJÊG 

où » e s t l ' a p p l i c a t i o n b i j ec t ive de dans 

t e l l e que 

( Lu est le correspondant de UJ pour tt .) 

Une représentation PUA û de G sur P(W^ est dite 

IRBEDtICTIBLE si Pt et {0} sont les seuls sous-espaces 

de Hilbert K de ft qui satisfont : 

Definition 8 : Deux représentations BUAM, v de G sur A- et v' de G sur 

$? , sont dites PSEUDQEQUIVALENTES s'il existe une appli­

cation unitaire ou antiunitaire V: ft — VC 
et une 

application u ; Q- ---'•» 11(1*) telles que : 

WîiV.v(0 . v'«WV V 3 e G. 

En p a r t i c u l i e r , e l l e s sont d i t e s EQUIVALENTES s i i ^ l = 1 

VQ £ G e t SIMILAIRES s i 1W - J? e t V = U j , 

Une représen ta t ion BUAM v de G s u r & e s t d i t e IRREDUCTI­

BLE s i K e t [ o ] sont les seuls sous-espaces de Hilbert 

'K d e # t e l s que 

* Défini t ion 9 : Une représen ta t ion BUAM v de G sur ?ï e s t d i t e un 

RELEVEMENT BORELIEN de la représentat ion PCUA v de G- sur 

ÌP(fl«?^ , s i le diagramme suivant es t coumutatif. 

i . e . : s i a. 
?DJH) 
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On^notera : U) - -^0(G , *"? ] : l'ensemble de toutes les représen­

tations PCUA de G sur \?(H ) . 

l'ensemble de toutes les représen­

tations BUAM de G sur Vi . 

V I *• Q « v 

Cet te app l i ca t i on e s t compatible avec la r e l a t i o n 

d 'équiva lence R4 d é f i n i e dans T U B u B ( £ , f O par 

s i m i l a r i t é des r ep résen ta t ions BUAM (déf in i t ion T), 

i . e . ; s i V1V
1S. J U ^ n ( G , A ) sont s i m i l a i r e s , 

a l o r s c((vi = * (•*') 

Uv) et' : r % . j n ( C , ï O ^ ¾ ^ . ¾ ' * ) ayant l a 

p r o p r i é t é ( i i i ) . 

Proposi t ion 1 

(i) Chaque élément de 1^,,^(5,¾," e s t l e relèvement boré l i en d 'un 

élément de i réciproquement, chaque élément de 

ycij„\S,??Ni admet un relèvement b o r é l i e n . 

( i i ) Si deux r ep résen ta t ions BUAM de G sur ~rl , v e t v ' ( A e t r ' 

l eu r m u l t i p l i c a t e u r r e s p e c t i f e t N - ) ^ £ 'J ) VI'V' £ 3^(¾") ï = 

] 5& G ^ ' { ^ £ 2 i ( & M J 3 0 n t s i m i l a i r e s , e t s i leur 

s i m i l a r i t é e s t é t a b l i e par une app l i ca t ion u '. G - "" > 

t . q . '(¾1* - -("'I ' ' '(^) ^ ' . 5 , a l o r s : p , .*• '•*"" 

( i i i ) ve 3Tïauft(G,£0 e t v ' s Tn.auftfG,^'') sont pseudoéquivalentes 

(respectivement s i m i l a i r e s ) s s i <*(•'")€ J ' w f (G,n J e t 

sont équivalentes (respectivement égales) 

v £ ^ „ ( , ( £ , # 0 e s t i r r é d u c t i b l e s s i « M £ "P,.^ (G .^f) e s t 

i r r é d u c t i b l e . 

Uv) L ' app l i c a t i on W1 : TïlB u M(G,ft)/P*. » P , u ù (GM ) 

dédui te de <* en passant au quo t i en t e s t b i j e c t i v e . 
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Démonstration : Voir réf. [Ca.I]. Nous développerons seulement le point 

(i) car il nou3 donne la construction explicite des représentations. 

Soit v une représentations BUAM de G sur & ; alors v -liL-v 

est une représentation PCUA de G sur P \ r?*i - Inversement, étant 

donné v , soit Z-. une section borélienne normalisée associée à VL , 

I.e. : Z-i est une application borélienne de ITtj.û  ("**<) dans yüf,f^) 

telle que : 

L'existence de O est assurée par l'axiome du choix et un lemme de 

Dlxmier [Dix.]. L'application » • c •> v est un relèvement borélien de 

v , i.e. : il existe une application « : G " * - ^ * Uf-O telle que 

,(.>'•-'"> = y (vi'iWiV') " V i 

On souligne ici que le choix d'une autre section normalisée associée à 

fi. JJ conduit, par la construction ci-dessus, à v =. j_, • v (un 

relèvement borélien de v ) ; v et v' ainsi construites sont similaires B 

B. Cette méthode consiste à partir des représentations BUAM de G sur 

*? , à construire un groupe topologique G ^ , extension topologique 

de G par tif^l . pour chaque classe d'équivalence de multiplicateurs 

fn ], ou W est un sous-groupe fixé fermé normal de G d'indice 1 ou 2 

formé des éléments de G représentés par des opérateurs unitaires, et 

à relever chaque représentation BUAM de G (une par classe [h 1) en une 

représentation continue unitaire-antiunitaire (rep. CUA) ordinaire de 

^r • 
C'est-à-dire : Soit G un groupe topologique, et K un groupe topologi­

que abélien. 
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* Définition LQ : Un SYSTEME DE FACTEURS boréLien de S à valeurs dans 

Ky est une application borélienne r : 0'
 J a * 

telle que : 

(élément neutre de K ) V ^,y^£ '-* 

(ii) t(*î.4$) = îfai >Z) = -i V^eG t S- élément neutre 

de G . 

Ici I est une action topologique de 0- sur K (i.e. : 

¥ : G • M(K^ telle que («.,<fi >—> *{»)V soit une 

application globalement continue de f-* t dans K" ) ; 

K muni de i est un G -module topologique, noté Ky . 

L'ensemble des systèmes de facteurs boréliens de G à 

valeurs dans ^j, , muni du produit ponctuel, est un 

groupe noté £(G , K Y ) 

t ,f 'fi Z(G , ft») sont dits SIMILAIRES s'il existe une 

application bcrélienne JJ: ' * K telle que : 

On_notera : | = f S"« La relation (**) . 

1^ ] la classe d'équivalence des systèmes de facteurs 

boréliens de G à valeurs dans K^ équivalents à j-

par [*•). 

H(G 1^tI le groupe de ces classes. 

Remarque 5 : Dans le cas particulier où K- lif-O et f - •£ 

Z(G ,Kt) = 1 JG) « H(G1K^ - H N ( O «Mf. 6). 
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Définit ion 11 : Une s u i t e exacte A > X *—~ > E -^^>G = E/K <• À-

s" a v e l i e EXTENSION TOPOLOGIOUE de 0 par K , notée 

aussi (E ,S") 

( < = injection canonique, , 3 continue est 

ouverte et surjective). 

On appelle aussi E extension topologique de G par l\ . 

Soit Z une section borélienne normalisée associée à S 

E - i — > G^ E / K 
< 

- On peut définir une action et un système de facteurs 

défini par Z 

^ r G - * V=(^ définie par W ^ = K ^ D]Y ' 

est une action topologique de J sur K . 

t £ ; C . G — - < définie par 1 ^ ) = 1 ( ^ ) 1 ( ^ 

est un élément de Z-(O i'*"± I qu'on dit associé à 2. . 

Puisque l'action ï est indépendante du choix de la 

section (c'est pourquoi elle n'est pas indicée par Z. ) 

nous noterons encore (E" t* I l'extension topologique de 

j- par K^, . 

- Considérons l'ensemble des couples (k ,^} avec « e " 

at 1J t muni du produit 

ou f est un système de facteurs de G- à valeurs dans 

rfv , c'est un groupe. ( («Kjtei est son élément 

neutre; (W 1-V .(^rC^ffî.î^V >*") V ^ e K , V ^ 5 ). 

Il existe une topologie essentiellement unique qui rend ce 

groupe localement compact separable. On notera ce groupe 

topologique (^v I f I ^ ) 
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Litm_eivtr<e_le_ 2.roupe_i ^V_r \y_) et_ 1_'extension^ to£oL?2.:Lä.u£ (J-^^ __ de 

So i t Z une sec t ion boré l lenne normalisée associée à S . Tout élément . 

* € E pouvant s ' é c r i r e de manière unique k "Z(^) avec ^ £ ^ e t 

S = J ( * \ £ ^ , l ' a p p l i c a t i o n ( k , ^ -^-» W H (^ e s t un isomorph i s me 

boré l i en de (Ke i t | G- ) sur t t . q . S*Qj = ^ 1 . Q 1 e s t topoiogiqu« 

par le t h . 4 Ch. I de {Ban.] . 

gue_ iious jSo_nne_le_ çhoisç d ' une_ autre_ geçtipri 7_ 

Soi t Z. une s ec t i on boré l ienne normalisée associée a o . On a : J * i =.^ 

e t 3 - Z ' - U e , i . e . : J ( Z ( ^ = 5 ( 1 ' W = ^ 1 V 4 J E & , donc 

Z I (^ ) e t Z ( ^ ) d i f f è r e n t d ' un élément de tt = K«r 5 . I I e x i s t e 

jj • G •""•• »K t e l l e que : 

On en dédui t que f = j- a*-1 e t que le diagramme suivant e s t com-

mutat i f : 

1 s , X , e t a sont 

des isomorphismes de 

groupes topologiques . 

• Déf in i t ion 12 : S o i t N un sous-groupe normal fermé de G , d ' i n d i c e 1 ou 

2, e t M un m u l t i p l i c a t e u r re la t ivement à G e t N - L e 

groupe (ftU^j [/1 | G ) s ' appe l l e l a y--DCTENSION de G , 

on la note £'" - On i d e n t i f i e 4 t f l i à & ( 0 * t 5 ^ ' . v ia v 
l ' a p p l i c a t i o n j ' » ( ï t *S ) • s * ^ e s t d ' i nd i ce 1, 

i . e . : N = G , a lo r s ^ e s t l ' o p é r a t i o n t r i v i a l e e t 

l a t* -extens ion de G e s t notée G' 
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• Défini t ion 13 : So i t N un sous-groupe normal fermé d ' ind ice 1 ou 2 de -J , 

e t M un mul t ip l i ca t eu r relat ivement à G e t « . Soi t w 

une représen ta t ion continue u n i t a l r e - a n t i u n i t a i r e (rep. CUA) 

de G-£ sur K ; i . e . ; 

W i G J - s u » ü ^ W i t.q. «(^Vìfy.yì) = *(},-,"<!'. ;\< 

Yi,y £.U(£\ ,V5 ,V£ G. 

W e s t d i t e .^-SEPARANTE s i w(] , O = } ^ *t ,^1-^(^ 

• Défini t ion 14 : So i t N un sous-groupe normal fermé d ' i nd ice 1 ou 2 de G , 

/- e t h ' des mu l t i p l i c a t eu r s relativement à G e t N . 

Deux r ep ré sen t a t i ons CUA CW- séparantes « de G^ sur 

& e t w' de G£ sur W sont d i t e s PSEUDOEQUIVALENTES 

s ' i l e x i s t e une app l i ca t ion u n i t a i r e ou a n t i u n i t a i r e 

V:« »ft* e t une appl ica t ion J : £1 (0* G > Ti/i^i 

t e l l e s que : 

E l les sont d i t e s SIMILAIRES s i & = U ' e t V= LJ,, . 

Une r ep . CUA 1,,M*,-séparante de G£ sur $( e s t d i t e 

IRREDUCTIBLE s i ï^ e t J=1J sont les seuls sous-espaces 

de Hi lber t X de #4 t e l s que * ( % jX = }S 

On notera : '*-' ?f [C^ ^ O : 1-* ensemble de toutes l e s représen-

t a t i o n s CUA 'Ufi"l - séparantes de G£ sur Ï*Î . 

réunion sur tous les sous-groupes normaux fermés N 

( i i ) 

de a d ' i n d i c e 1 ou 2, e t sur tous les 

c a t eu r s . 

/v multipli-

est compatible avec la relation d'équivalence 
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On notera : R1 dé f in ie dans ¢-1^,.(6.*¾ par s i m i l a r i t é 

(sui te) (déf in i t ion 14) , i . e . : s i •- •. = -:\-.-J1iV
J M 

sont s i m i l a i r e s , a lo rs --».V; e t - : ' J ' ; sont s imi l a i r e s 
: ' i 

dans Uc u f t(C . A^) 

(m) [s' • m E . j G > n — > : L _ J P ' S a*"\ 
ayant l a p rop r i é t é ( i i ) . 

Propos i t ion 2 

(i) A chaque élément v e TTi. (G,"£0 . ( ,"- le m u l t i p l i c a t e u r e t 

N = j j e S , " ( ^ E1J-(HI i ) , on peut fa i re correspondre un élément 

W de U ^ ( ¢ . " ^ 1 - ( " - * ¾ >3-i<*#"i envoyant ft,%) sur 

Réciproquement, so i en t W un sous-groupe normal fermé d ' i nd i ce 1 

ou 2 de j , A € ^W(G") e t w £ "U-^n (<*{ ^ - " ; ' a l o r s l ' a p p l i ­

cat ion v : G » ì t u f l W l envoyant g sur <(*'; - * f-i,^"} appar t ien t 

à T n B u ( / G . t O ( H le mu l t i p l i ca t eu r e t l « 4 J '/«jl £ î i ^ V j = N ) . 

( i i ) Deux rep résen ta t ions * £ XÎ £ . J P 1 ^M I "^ ' e C " '«• <-U.jf. . * ' ,"»0 

sont s i m i l a i r e s , s i p et /->' le son t . 

Pour chaque U : J —"• ^ ii(-i"} , l ' a p p l i c a t i o n 

v i t Kt11n(S^zO e t (3,3Ì£ G-/) , e s t b i j e c t i v e . 

Pour h ,p' € Ip]. l e s groupeg G£ e t Gz- son t d i t s s imi l a i r e s [ 

i l s sont topologiquement isomorphes. 

( i i i ) ve . ^ ½ , , ^ . " ) e t v'£ Tîi5u(,(G M') sont pseudoéquivalentes 

(respectivement s imi l a i r e s ) s s i fit* c. - î , ,^ i J <". e t 

p ( v ' ) £ Jtup ( J ,**t ) sont pseudoéquivalences (respectivement 

s i m i l a i r e s ) . 

V É TU ^ . f t ) e s t i r r é d u c t i b l e s s i !•('')£ - - , ^ , { ^ *^) e s t 

i r r é d u c t i b l e . 

(iv) L ' app l i ca t ion ^ : T f t ^ ï G , ^ ' ) / ^ > i l ^ ' ' ^ V * i 

dédui te de ft en passant aux quo t i en t s e s t b i j e c t i v e . 
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Démonstration : Voir réf. (Ca.1] 

/-rr"i N.B. On note O / un représentant de la classe de similarité 

C. La troisième manière de relever toutes les représentations PCUA de 

Ĵ , ayant le même sous-groupe N d'éléments représentés dans le 

groupe projectif unitaire, consiste â construire un groupe topologique 

ENdit séparant = "splitting group" (respectivement de représentation) , 

extension topologique de_£ par un groupe topologique abélien ft , et 

à considérer ses représentations CUA-séparantes. 

C'est-à-dire : Soit G un groupe topologique et K un groupe topolo­

gique abélien, 

• Définition 15 : Un CARACTERE '/. de K est un homomorphisme continu du 

groupe K dans Wi . On note i*î le groupe abélien des 

caractères de ̂  , muni de la topologie de la convergence 

uniforme sur les compacts de rt , 

• Définition 16 : Un groupe topologique E ^ est dit GROUPE SEPARANT 

(respectivement de REPRESENTATION) pour (G1Nl Si : 

(i) il existe un homomorphisme continu S de t.N sur G 

tel que -(|5| soit une extension topologique de G 

par K-* , ou i„ est une action topologique de O 

sur K définie par : 

^ U si «^N 
I11 (¾ !"

 s P ° u ^ chaque k É K et <\ G. G 

{ '«"' si VC-W 
(ii) étant donnée une section Z. borélienne normalisée 

associée a J , 1'homomorphisme de groupe 

y; K »WjG] envoyant X sur ["^f1 I. où 

•f e Zl1S, K̂ ") est le système de facteurs défini 

par IL , est surjectif (respectivement bijectif). 
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• Définition 16 : Dans ce cas, l'application ouverte continue 5 est appelée 

(suite) la PROJECTION SEPARANTE de Ev (sur G ), l'application X 

une SECTION SEPARANTE de E associée a S , et K le NOYAU 

SEfARAWT de EM . 

Si W est d'indice 1, on dit simplement que E N - 0 est un 

groupe séparant (respectivement de représentation) pour 

G . 

Défini t ion 17 : So i t Ew un groupe séparant pour (G,N ) de pro jec t ion 

séparante à • Une r ep résen ta t ion CUA TT de t N sur <rf 

e s t d i t e SEPARANTE s ' i l e x i s t e "ï-,. C (KtJ-S) t . q . 

" p. ' 

Définition 18 : Deux représentations CUA FT sur "W et "' sur "H d'un 

groupe séparant F„ pour (G1N ) sont dites PSEUDO-

EQUIVALENTES s'il existe une application unitaire ou 

antiunitaire V: Â ~ > "K et une application 

u: EM > U M t.q. ufoV-^M. n'M-V >V* £ = „ . 

El les sont d i t e s EQUIVALENTES s i uf«**='* V » t t w y 

e t SIMILAIRES s i "£?'= & e t V - L l ^ . 

rr e s t d i t e IRREDUCTIBLE s i ~$t e t \o) sont les seu ls 

sous-espaces de H i lbe r t X de «*t t e l s que T T [ E M , A - A . 

On notera ( i ) 

( U ) 

<J c u f , (^v> (Wl. ' r ï ) : l 'ensemble de tou tes l e s 

r ep ré sen t a t i ons IT CUA-séparantes de E., sur X 

avec [k 2 ¾ £ EM ; ^kK*,)) ± Il(P^] - $ 7 * 0 . 

CUB l'ensemble de toutes les repré­

sentations CUAP y de CJ sur G sur P ( ^ avec 

(lilJ r ISLlKfWM)^Qjß."M) 
T , ,. ^ ( I T W . A - n - Z 

L 'app l i ca t ion 1O es t indépendante du choix de l a 

s ec t i on e t e s t compatible avec la r e l a t i o n d 'équi ­

valence R 3 d é f i n i e dans X[ ('^u j j " ' 1 . ' ^ . hi) 

par s i m i l a r i t é des r ep résen ta t ions CUA-séparantes 

<déf. 18) . 
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Proposition 3 

Soit t w un groupe séparant pour (0 ,N] de projection séparante 

3 et .£_ um section séparante associée à ^ . 

(i) Pour chaque élément v de S -^(G 1N i ^ ) on peut trouver 

un relèvement boreIien (localement continu") v de v et un 

élément "Ve (Kerl) t.q. l'application ir : E v >^ijpf^) 

définie par : 

s ö i t un élément de 

Réciproquement : s o i t rr £ I l t U h ( W ' W J j K ) _ a lo r s 

l ' a p p l i c a t i o n C = : i l - n - Z e Î ^ ^ G . M ^ W ) . 

di) r r e ^ ( E H > ? W , H Ì et IT'Ê ^ C E M i r W , r ) 
sont pseudoéquivalentes (respectivement similaires) ssi V(^) 

et 0(^i sont équivalentes (respectivement égales). 

est irréductible ssi 1OfTT"1) 

est irréductible. 

(iii) L'application 

déduite de 1O en passant au quotient, est bijective. 

Démonstration : Voir réf. [Ca.2J 

Il nous reste a introduire encore un certain nombre de concepts, afin de 

pouvoir établir l'EXISTENCE d'un groupe de représentation (donc à fortiori 

d'un groupe séparant) pour (G , N } . 
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Soi t 'J,*^ e t 3 l a p ro j ec t ion canonique de t-M' ' . sur M (^) , 

• Déf in i t ion 19 : Un SELECTEUR re la t ivement à G- e t 'J e s t une sec t ion 

boré l ienne normalisée associée a - qui e s t un homoraor-

phisme : 

S 

Donc j (H N ( f f l ) e s t un sous-groupe de 2 .^ 

• Déf in i t ion 20 : So i t j un s é l ec t eu r re la t ivement à G e t N . o n 

appel le FONCTION EVALUATION l ' a p p l i c a t i o n : 

t v ' . G-S —> !-l.a.(:iV-ì >iu4 
déf in ie par 
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Proposition 4 (EXISTENCE d 'un groupe de représenta t ion) 

So i t G un groupe topologique,W u n sous-groupe fermé normal d ' i nd ice 

1 ou 2 de G . 

(i) Soit X un sé lec teur re la t ivement à G- e t N , t e l que nous 

puissions munir x f H ^ f j j J d 'une topologie de groupe I . e . s . , 

de sor te que i „ s o i t une ac t ion topologique de -r sur j(P (G)) , 

e t t e l que 4V1-(^,<\'^) s o i t continue ^1¾,¾'^ ^ ( i - e : 

*v'(vy)**(rUcVr ». 
Alors : e.v* est un système de facteurs borélien de G a valeurs 

dans j(^ H(CV£ et le groupe ( j f ^ G V Û | u
 J , Q ) 

est un groupe de représentation pour (G,N ) , de projection 

séparante prt et de section séparante 

Z : ^ * (^(H^sï}' >î) 

associée à &r4 ( ». .^ ^ y e s t l ' é lément neutre de 

(I i ) Si HlG. S , ") e s t isomorphe au groupe add i t i f R" { n i » " ) 
H 

et si l'hotDomorphisme de groupe Jf : H {'•*, 'Xy • >^v\0-} 

envoyant [-' ] sur [ e. "J ] a un noyau {* : "Vj* ) fermé dans la 

topologie canonique et un conoyau (Coker j* ° ; ' N 

dénombrable, alors il existe un groupe de représentation 

(*(VC1iCJev*l<0 pour (Q,il) . 

(iii) Si aux conditions du point (ii) on ajoute le fait que le groupe 

des homorphismes continus de G dans il/4-)i doit être isomor­

phe â un groupe divisible (i.e. : dont les éléments sont divisi­

bles), alors : si C M . ̂ N sont deux groupes de représentations 

pour (G, W ) ,de projection séparante 5 , S respectivement, il 

existe un isomorphisme de groupes topologiques à de E M sur EN 

t.q. S - J" - 3' . 

i.e. : on a unicité du groupe de représentation, à isomorphisme 

près. 



- 25 -

Démonstration : Voir réf. [Ca.2] pour les points (il et (ii), réf. [Ca.3] 

pour (iiiï • 

Remarque 6 : On souligne que Les hypothèses sur Le groupe topoLogique Ç 

faites sous (il) sont satisfaites pour La plupart des groupes utilisés 

en physique, par exemple : le groupe de Poincaré, le groupe de Lorentz, 

les groupes de Heisenberg, S0(3), SU(2), etc. 

Citons un exemple de groupe localement compact separable qui ne possède 

pas de groupe séparant : le groupe topologique produit 

S » f Z 2 î ) OÙ 2 - - Z Vj. 

(voir référence [Mo.], pp. 85-86). 

Remarque 7 : Soit -r, la composante connexe de l'identité —5 du groupe 

G . On peut voir que la restriction d'une représentation PCUA de î à -J, 

est toujours une représentation PCU de G. - (C.4} D-ms Iz suite, les 

groupes ao^isidérés seront connexes. 

Remarque 8 : Certains groupes intéressants en physique, par exemple SU(2), 

ne possèdent que des représentations BUM à multiplicateur trivial donc 

similaires a des représentations CUf il existe un critère de Bargmann 

(Bar.LJ, (SiJ pour reconnaître quand un groupe est son propre groupe de 

représentation. En particuiier, tous Les groupes de Lie seni-simpies 

simpLement connexes satisfont ce critère. 

Remarque 9 : Dans beaucoup de cas, par exempie pour le groupe des rota­

tions, le groupe de Lorentz et celui de Poincaré, les représentations PCU 

du groupe peuvent être relevées en des représentations CU (ordinaires) de 

leur groupe de recouvrement universel (i.e., le groupe de recouvrement 

universel est un groupe de représentation). C'est aussi vrai pour tous 

les groupes connexes compacts. 
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Conclusion 

On peut résumer l e s r é s u l t a t s obtenus par l e s méthodes A, B e t C de Id 

manière suivante : 

L'étude des r ep résen ta t ions PCUA d'un groupe topologique G sur lr("W ) 

peut ê t r e transformée en un problème plus simple, celui d ' é tud ier l e s 

représen ta t ions d 'un groupe l i é à G sur l ' espace de Hilbert £•£ . Les 

transformations poss ib l e s se t rouvent dans l e diagramme connutatif 

su ivan t , é t a b l i à l ' a i d e des p ropos i t ions 1, 2 e t 3 . 

A 

\ 

VU) 

•f 
G : 

i 
G 

I 
A 

XA. 
'iKÌ 

A 

I 

l 
- h„M) 

nui*) 

A 

A 

S I 

• 
A 

où : -i ̂  est l'injection \ *—* (̂  .£<;) 

-tt est l'injection canonique 

<: est l'injection 3 — > } -Id^ 

/ T comme dans la définition 17 

Pf1 est la projection sur la deuxième composante 

JL est une section borélienne normalisée associée à 

S est la projection séparante de E. • liée A ( G , N ) 

Z. est une section séparante de E associée à S , comme 
dans la définition 16. 
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On met en évidence la différence entre les parties gauche (méthode A, puis 

B) et droite (méthode A, puis C) du diagramme : â gauche, nous devons 

considérer toutes les représentations CUA %.{-!."!-séparantes sur 3t de 

tout un ensemble de groupes topologiques, les G £ , A parcourant 

3*V(G) et N un sous-groupe terme normal d'indice 1 ou 2 de G , pour 

obtenir toutes les représentations PCUA Z de G sur 

v(^ì e Q(Ii(KiI Vq £ N . A droite, les représentations CUA-séparantes 

d'un seul groupe, t., , nous suffisent, MAIS ce groupe n'existe pas tou­

jours ! 

(Conditions d'existence suffisantes données par la proposition 4(il) .) 
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i l . 3 . GROUPE DE SYMETRIE DYNAMIQUE D'UN.SYSTEME PHYSIQUE 

ET CONSTANTES DU MOUVEMENT 

Rappelons d 'abord brièvement comment l e s groupes dynamiques de systèmes 

quantiques sont r e l i é s aux groupes u n i t a i r e s boré l iens à un paramètre 

e t aux opérateurs au toad jo in t s . 

(Les no ta t ions u t i l i s é e s par l a s u i t e e t non spéc i f i é e s sont c e l l e s 

i n t r o d u i t e s dans l e s paragraphes précédents . ) 

a) Le développement au cours du temps d'un système quantique fermé 

e s t d é c r i t par une appl ica t ion v(t") : P i t t i > I P ( R ) possédant 

les p rop r i é t é s suivantes [ J o . ] ; t , t Ê R 

(1) v ' -J e s t su r j ec t i ve 

(2) v 7 l . X 4 } . v Y t W ^ .•»(•)>).*[V) ^ 1 V * &-[<»} ( i . e . . isométrique) 

(3) VYi1WV) e s t une fonction continue de - , quel que s o i t 

(4) v f ^ v U ' l - v / f c + t ' i 

Si le système est dans l'état w(i\ en t *o ,on note 

l'état du système au temps t • 

Remarque 10 : Lorsque le système quantique considéré n'est pas fermé, 

les opérateurs décrivant l'évolution du système au cours du temps 

agissent dans l'espace des états mélangés de l'espace de Hilbert 

(un état mélangé est caractérisé par la donnée d'un opérateur à trace 

positif de trace 1 dans ) et définissent un semi-groupe dynamique 

à un paramètre /t e u\ J[Da.]. 
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Définition 21 : [ V(1S) ; t £ IR , satisfaisant les conditions (L) à 

(4)1 s'appelle GROUPE. DYNAMIQUE de 2. . 

On voit que v(bl , t & R , est une symétrie de Wigner de !Pf-JO et 

que v est une représentation projective continue unitaire de ̂  sur 

b) Le relèvement de y (Sl.2. méthode A) nous fournit v , une vraie 

représentation de [R sur "M > puisque tous les multiplicateurs de 'K 

sont triviaux (voir [Va.) vol. II. p. 12S); v est définie par 

v ( ^ = 3(*(t)) , Vt £ !R et possède les propriétés suivantes : 

(1') v(h~\ est unitaire; U R 

(21) W o i - U ; vftV/(i') = v(t + t') ; V,t'€ S 

(3') V est boréllenne; on peut montrer dans ce cas que v est con­

tinue. ([Ca.4] utilise l'argument du Th. 4 Ch. I de [Ban.].) 

On remarque que pour tout <j> C W - J o ] et pour chaque t £ !?• on a 

W<i>V^ =uj(v(k-i<^ . [*(s) ; fc£& , satisfaisant les conditions 

(!') â (3") j est exactement ce que l'on appelle un GROUPE UNITAIRE 

CONTINU A un PARAMETRE. 

Le relèvement V de V n'est déterminé qu'à un caractère de la droite 

réelle près; i.e. : v' t.q. '''(h) = «.'-t'-v(t') , c é R , a i e s 

mêmes caractéristiques que v 

c) Appliquons le théorème de Stone a ce groupe unitaire continu à un 

paramètre [R.N]; cela nous fournit un opérateur autoadjoint H engen­

drant le groupe W c ) : 

.•itu r - t u ir-H 

'A 
ou [ - X \. est la famille spectrale de 4 . Elle est telle que tout 

opérateur symétrique borné qui est permutable à tous les opérateurs 

W t ) ( t e R ) est aussi permutable â £\ ,Vi e R . 
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* Défini t*0" 22 : L'opérateur autoadjoint .-: engendrant l e groupe ^''{-. p i - " ' 

u n i t a i r e continu à un paramètre e s t appelé opérateur 

HAMILTONIEN du système z l ; on d i t q u ' i l INDUIT le 

groupe dynamique f v ( t ) , U S. j 

Remarque 11 : L'observable correspondant à H e s t l ' é n e r g i e du système £. 

Remarque 12 : Puisque l a r ep résen ta t ion v de S s u r r t n ' e s t déterminée 

qu 'à un facteur m u l t i p l i c a t i f p rès e.1 c , c € S , par v , v ne 

détermine H qu 'à une constante add i t ive p r è s , i . e . , H e t H + C -à , 

C £. !R induisent le même groupe dynamique. 

r • Définit ion 23 ; Cj- s ' appe l l e GROUPE de SYMETRIE DYNAMIQUE du système 

Z Si : 

e s t un groupe de symétrie de Z . (déf in i t ion 3) . 

( i i ) Les représen ta t ions pro jec t ives v : 3s "" " I P l J ( ^ ) 

{dynamique du système) e t u : G —*- » P i J f ^ - O 

s a t i s f o n t : 

Lemme 

S o i t 

d a n s 

( i } 

( i i ï 

J. un 

^ . 

JR = 

de A 

opérateur u n i t a i r e dans 3"t 

Les r e l a t i o n s 

AU 

U ] - o Y><_ 

suivantes 

? où j 

sont 

E>B ! 

et R un opérateur 

équivalentes 

> • € « 
e s t l a 

autoadjoint 

famille spec t ra le 
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Démonstration : (i) = » (Ii)J suit du théorème de décomposition spectrale 

d'une transformation autoadjointe. Voir Ch. VIII Mo 120 de la réf. (R-N]-

<ii) —a. (j)| soit D l'ensemble des '? e C ( ^ t.q. U'f £ D(P") . 

V'PfiD et V 7 C O , on a : 

_B 
d'où (i) . {La deuxième égalité provient de I E1 , U ] » O et J, 

borné ) • 

Proposition 5 

Lorsqu'il n'existe aucun 

V-[^) la condition Ui) 

condition suivante 

(ii') U ( ^ £ '^ 

où : H est 

U est 

'W 

homomorphisme continu 

de la 

non trivial de J 

définition 23 est équivalente à 

Y , € G 

l'hamiltonien 

un relèvement 

du système S. 

borélien de U (§1.2. point A) 

dans 

la 

Démonstration : Soit Y un relèvement borélien de v et M un relèvement 

borélien de 'J . 11 existe une application borélienne •* de S » ••» 

dans î(i') t.q. 

Ceci implique l'existence d'une application borélienne J1 de •$ * G dans 

A définie par /ft.O = 0"(̂ (-.ViJ °Û °" est une section borélienne 

normalisée associée à l'application canonique de P sur S\À- > . 

•) De (1.4) on a = u ^ Y ' v ^ M ^ -. ^ k '*' v M V u 8 , V ^ <? 

D'où •JÏ^V'vf-v-):,/,;, = t
l ( ï l t , î V* U , , 5^v('-0 n.-- •=.:< . V ^ C 

D autre part : 
•Vf̂ '.Vi : u^Y'vIt^'V^-t'^^'^vf»:^ V\.--'t* ,<-.'-"' 
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De ces deux de rn iè res r e l a t i o n s on t i r e que 

L ' app l i ca t ion de K dans i l ( i i envoyant ï su r «- pour 

Q fixe e s t un homomorphisme boré l i en donc continu (par le Th, 4 

Ch. I de [Ban . ] ) . Par conséquent i l e s t de l a forme £ { = , ^ = /(¾")^ 

a v e c Jf. W « if (4,¾) , t € « , ^ G . 

b) De (1.4) e t a) on a : VJtVl-VWtV1= I 1 " ' ^ 1 „ ( A V H 3 ,V^e G 

et vitvi^vitVvitv^vv^tr = * : h a 5 W - ( v V ) t u(VH^ Vus . v ^ 

D'aut re p a r t : WW(^jO vUV = <L ^' izV)i u ( ^ V t e 8 . V -y- ' G S 

De ces deux de rn iè res r e l a t i o n s on t i r e que 

L ' app l i ca t ion de G- dans —(4-Ì envoyant a sur z. '- pour t. 

f ixe e s t un homomorphisme cont inu. 

c) Par hypothèse, i l n ' e x i s t e aucun homomorphisme continu non t r i v i a l de 

\j dans ü(4-^ , ce qui en t ra îne Jf1(Vi-o * ^ ^ u e t ttae 

.^YWt^ - -WtV(^ V u S , V5 e. G (1.5) 

La r e l a t i o n (1.5) e s t équivalente à [ E x . " ( ^ 1 =0 VXçR > V*£ G 

(Th. de Stone, po in t c)) qui e l l e e s t équivalente à ( i i ) (Voir Lemme 1 

Remarque_13 : ( i i 1 ) exige que <!$<£. LH^ ) e t Y ^ € G , o n a i t 

Remarque 14 : (a) Les groupes su ivants n ' on t pas d'homomorphisaes continus 

non t r i v i aux dans U ( M : ^-es groupes de Lie semi-simples (par exemple 

SO(31, S0(3) * 50(3) , SU(2), SU(3), l e groupe de Lorentz, e t c . ) , le groupe 

euc l id ien de R , l e groupe de Poincaré, . . . 

(b) I l e x i s t e des groupes qui possèdent des homomorphismes continus non 
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t r i v i a u x dans ' » ì J - | , par exemple & (dont Le groupe des homomorphismes 

cont inus dans 1JUJ') e s t isomorphe à 3 ) , les groupes de Heisenberg 

(voir 511 .1 .} . 

(c) Le cas Ĵ = S e s t un exemple du f a i t que l a condi t ion ( i l ) de l a 

d é f i n i t i o n 23 n ' e s t pas toujours équivalente à l a condi t ion ( i i ' ) de l a 

p ropos i t ion 5. En e f f e t , i l e x i s t e un relèvement continu \)fv de la pa i r e 

^1V appara i s san t dans ( i i ) t e l l e que u (Ov(Aa C'1 v(.-Yj(t'l V : . - - l ï ; 

tout au t r e relèvement continu 'J- , v de la pa i re ù ,v dans l a même c lasse 

de s i m i l a r i t é ne nous fournira jamais U'((-W(.JA = v'(iY-i'lki V Sr1-'£ ^ 

Rem a r g u e 1 5 : La formulation ( i i ) a l ' avantage d ' ê t r e indépendante de 

D ( ^ i , t and i s que la formulation ( i i ' l e s t indépendante du t e sps . 

A p a r t i r de la r ep résen ta t ion V de K sur **i nous pouvons maintenant 

déterminer comment l a d i s t r i b u t i o n de p robab i l i t é d'une observable ~ i - J 

v a r i e au cours du temps ( P e s t un opérateur autoadjoint dans Irt ) . S o i t 

<ptK-{ol e t ( Ï - À I V I S I a famii le spec t ra le de R : 

quel que s o i t J a , » 1 C P ; uj(V>(0 = u > ( v ( ^ « ^ , t * ? 

(voir 5 1 . 3 . a} e t b l ) . D'où : 

%!?°MÌ «.(^rfEw.t.VftH^) (1.6) 
w 

Déf in i t ion 24 : L 'observable "Ù\^\ s ' appe l l e CONSTANTE du MOUVEMENT Si 

y^c^e , V u R ( V > > ] cK . 
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Proposi t ion 6 

L'observable e s t une constante du mouvement s s i e l l e s a t i s f a i t 

l e s condi t ions équivalentes suivantes : 
* D 

(a) u f i ^ H £. H u ( t i V r e ^ ; u l t i = e.*" e s t le 

groupe u n i t a i r e continu à un paramètre engendré par H . 

(b) Les pro jec teurs spectraux de H notés } E \ l \ - m permutent aux 

p ro jec teu r s spectraux de R no tés \ £ . A . 

i . e . : t \ L • CM Ly quels que so ien t A , H € . < J > 

Démonstration ; 

{i ) Mo£t£on_s_que_ e s t une constante du mouvement < = * (a) 

B(IV) 
est une constante du mouvement est équivalent par (1.6), la 

définition 24, et par polarisation à : 

vurtëT - C V ( ^ - E f - E . " Vi:*» , v i a . t u * (1.7) 
Puisque le groupe unitaire continu â un paramètre engendré par n admet 

la représentation spectrale 

MO, I^ME* t e K 

(1.7) e s t équivalent à 

v U V V t V U i - U ( O V t . t £ R (1.8) 

En procédant comme a la fin de la démonstration de la proposi t ion 5, 

(1.8) e s t équivalent à u t O ^ "= B u I t ] V t £ [£ 

( i i ) M9£tr_ons_que_(£)_^»_(b) 

™ » | De (a) par l e lemme, on a [E? ,uLti] = o pour tout X . t i R . 

Par l e théorème de Stone (point c) c i - d e s s u s ) , on a 

[E/, E»")"» V ^ R • 
«"—[D'autre part, de (b) on tire (1.8) par le théorème spectral, 

d'où (a) • 
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5 1 . 4 . GROUPE DE SYMETRIE D'UN OPERATEUR AUTOADJOINT DANS 

UN ESPACE DE HILBERT 

• Déf in i t ion 25 : s o i t A un opéra teur autoadjoint dans î«t . Un groupe 

s ' a p p e l l e GROUPE de SYMETRIE de ft , s ' i l ex i s t e une 

représen ta t ion u n i t a i r e non t r i v i a l e u de G sur J*C , 

t e l l e que : ufj if i C flu.{,) V ^ G . 

• Déf in i t ion 26 : S i G e s t un groupe de symétrie de A , H e s t d i t 

INVARIANT par l e groupe G , ou G -INVARIANT. 

Remarque 16 : La dé f in i t i on 25 pour R = H e s t p lus r e s t r i c t i v e que ( i i ) 

de l a d é f i n i t i o n 23, ou u e s t un relèvement de LA représenta t ion PCU, 

i . e . : u. e s t une rep . 8UM; s i l e m u l t i p l i c a t e u r e s t t r i v i a l , a lors on a, 

comme cas p a r t i c u l i e r de ( i l ) de l a d é f i n i t i o n 23, l a dé f in i t i on 25. 

Remarquai? : So i t B un opéra teur au toad jo in t . Par l a proposi t ion 6 ( a ) , 

on v o i t que l ' obse rvab le B(B] e s t une cons tante du mouvement s s i le 

groupe u n i t a i r e cont inu à un paramètre engendré par û e s t un groupe de 

symétrie pour H . 
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§ 1 . 5 . ALGEBRE DE SYMETRIE D'UN OPERATEUR AUTOADJOINT DANS 

UN ESPACE DE HILBERT 

Jusqu 'à maintenant, noua n'avons t r a v a i l l é qu'avec des groupes. Dans ce 

qui s u i t , nous a l lons nous r e s t r e i n d r e â l a c l a s se des groupes de Lie 

{Bo.2J, passer aux a lgèbres de Lie [Bo.2] e t à l eurs r e p r é s e n t a t i o n s , 

a f in de pouvoir i n t r o d u i r e l a notion d ' a lgèbre de symétrie d'un opéra teur 

autoadjoint . 

Une des d i f f i c u l t é s p r i nc ipa l e s de l a t h é o r i e de représen ta t ion générale 

d 'a lgèbres de Lie e s t due au f a i t que l e s représentants des éléments d'une 

algèbre de Lie sont souvent des opéra teurs non bornés. D'où l e problème 

de déterminer un domaine commun D de dé f in i t i on pour l 'ensemble de ces 

opéra teurs . Ce domaine D e s t chois i l i n é a i r e ( i . e . : comme un sous-espace 

vec to r i e l de rt }, i nva r i an t {sous l ' a c t i o n de tous ces opérateurs) e t 

dense dans & . 

Soi t G un groupe de Lie r é e l . 

Défini t ion 27 : So i t rr une représenta t ion continue u n i t a i r e de G sur £fc . 

i$ € $%• e s t appelé un VECTEUR INFINIMENT DlFFERENTIABLE 

(respectivement ANALYTIQUE) pour TT s i l ' a p p l i c a t i o n 

g i > t T( '^ £ de G- dans H e s t de c l a s se C 

(respectivement ana ly t ique ) ; l 'ensemble de tous l e s vecteurs 

infiniment d i f f e r e n t i a t e s (respectivement analyt iques) 

pour TV se ra noté Vtn (respectivement " 1̂T ) • 

Mous avons 1'inclusion 

Proposition 7 

^-„ et *<T sont denses dans rt 

Démonstration : Voir réf. [Ga-] et (Ne.) 
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• Définition 28 : Une REPFfESEWTATION T d'une algèbre de Lie L sur P- est 

un couple (T ( D(T] ) o u ; 

(i) T est une application de U dans l'ensemble de 

tous les opérateurs dans ft. . 

(Ii) D ( T j est un sous-espace vectoriel de ' ' ^ " f r i , , 

stable par quel que soit X £ L. , e t dense 

dans $t . 

t e l que : i . ' ' 

V ^ . p é E ,VX1St L et V | t I Ì ( T Ì . [ . , .] est la 

multiplication dans L. . La représentation * est di te 

SYMETRIQUE (respectivement AWT!SYMETRIQUE) s i T(X^ 

est SYMETRIQUE (respectivement RNTISYMETRIQUE) VX £ L . 

i . e . : si (TfXH ^ ) = ( + , W f ^ (respectivement 

( :T(XH^Ì = ( + , H W V i ), V+,VdD(TOOiVVXEL. 
( ( . , . ) est le produit scalaire dans A. . ) 

On parlera toujours de la représentation T de L , 

étant sous-entendu que le CKAtAINE D(T*! est aussi 

donné. 

^i£n_e£tre_le_s_re^rjés_enjt£tipns_dj_un g_rouoe_de_ Lie_ et_celles_ Ë.e_son_alaèbre 

de_Lie 

A. Chaque représentation unitaire TT d'un groupe de Lie G sur ft donne 

lieu d'une manière naturelle a une représentation antisymétrique de 

son algèbre de Lie Oj sur ?•£ . 

C^est-â-dire : Soit XcOJ ; définissons l'opérateur Ff(Xl , en 

général non borne sur ä*t , par : 

le domaine D(^(XVl de rr étant l'ensemble des pour 

lesquels la limite dans (1.5) existe. 



- 38 -

• Définition 29 : L'opérateur S(X )̂ satisfaisant (1.5) s'appelle OPERATEUR 

INFINITESIMAL de la représentation IT de G sur K associé 

au sous-groupe à un paramètre continu x/t'i-t de G ; X £ •>] 

On d i t a u s s i que nfjk\ e s t Le GENERATEUR INFINITESIMAL de 

Proposition 8 

TT définie par (1.9) avec D(S) 

symétrique de Of sur H appelée 

à IT . 

- }**„ est une représentation anti-

REPRESENTATION INFINITESIMALE associée 

Démonstration : On vérifie que S ,D(S)= ^ " ) e s t u n e représentation de 

0\ sur "H ) M M antisymétrique découle de (1.3) et de l 'unitarité de tr 

B. Il existe des "critères d'intégrabilité de représentations d'algèbres 

de Lie", indiquant quand une représentation antisymétrique d'une algèbre 

de Lie L peut donner lieu a une représentation unitaire d'un groupe de 

Lie simplement connexe '-J , ayant pour algèbre de Lie Oj , O j ï L 

Définition 30 : Soit T une représentation antisymétrique d'une algèbre de 

Lie L sur £t . T est dite INTEGRABLE si pour tout groupe 

de Lie simplement connexe G dont l'algèbre de Lie Oj est 

isomorphe à u , i l existe une représentation 

n : G """ » £((¾') et un isomorphisme « de 0\ sur L 

tels que : T ( ^ C ( r r . « * ' } ^ V9é L , oü n est 

la représentation infinitésimale associée à rr . 

i . e . : T ( ^ est une restriction de (S«-< ' 'V^ , 

quel que soit Ü£ " 

Si^âSSïïi.àl : V' jcL , la fermeture (fr ̂ -)(^) de f n.oT'"!^ 

est un opérateur antiautoadjoint. 
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Nous c i tons deux c r i t è r e s nous donnant une condi t ion suf f i san te pour 

1 ' i n t e g r a b i l i té d 'une représen ta t ion ant isymétr ique d 'une algèbre de 

Lie ; 

• 1° Le théorème de Nelson [Ne-I (1959). 

2° La théor ie de F l a t o , Simon, Snellman e t Sternheimer [FS 3 . ] (1972) . 

Défini tion_d^une_algèbr_e_de_ symétri_ej_ e t_ l^en entre_ 1_' alg_èbre_ £,e_s^métrie_ 

et_le_ g_rouo_e__de_ synétr^e^d^jon opérateur jm to adjoin t_ ^pris_}it^ S^E^S^-^— 

Hilbert,-

• Déf ini t ion 31 : S o i t fi un opéra teur autoadjoin t dans A. . 

Une a lgèbre de Lie L e s t une ALGEBRE de SYMETRIE de ft 

s i ; 

(i) iL e x i s t e une r ep ré sen t a t i on antisymétrique T de L 

sur A. integratole -

( i i ) VX£. Li , '[A (T(X^J= O , dans l e sens que tou tes 

les p ro jec t ions dans l e s mesures à valeurs pro jec t ions 

qu'on assoc ie â L (ff« «<") (X^ e t à ^ commutent. 

n e t << comme dans l a d é f i n i t i o n 30. 

Proposition 9 

Soient : L une algèbre de Lie • 

Cj un groupe de Lie simplement connexe ayant 0} 

de Lie et tel que 0] soit isomorphe à L • 

R un opérateur autoadjoint dans t*t . 

1 . . . . . . . Q 

G est un groupe de symétrie de R . 

pour algèbre 
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D e m o n s t r a t i o n : •=-=—! Q- g roupe de s y m é t r i e de n ; donc i l e x i s t e une 

r e p r e s e n t a t i o n U ; G - ^ * ( J J ( ^ O t . q . r r f ^ R C M ^ V ^ « G <*> 

C o n s i d é r o n s W ( ^ ; i: € S j un s o u s - g r o u p e c o n t i n u à un p a r a m è t r e d e ^ , 

où ^ U V e_tX , X e O i - Pa r l e théorème de S t o n e 

" ( ^ f P ) = t
: t ' R * - " ' ^ , avec ^ - < ( J ^ £ L. ( n e t « comme 

d a n s l a d é f i n i t i o n 3 0 ) . Pa r (*) 

L ' a s s e r t i o n f i n a l e d é c o u l e du t héo rème d e S t o n e p a r l a même méthode employée 

d a n s l a d é m o n s t r a t i o n de (a) = > (b) d a n s l a p r o p o s i t i o n 6. 

'—*• I L une a l g è b r e de s y m é t r i e de H ; donc i l e x i s t e une r e p r é s e n t a t i o n 

a n t i s y m é t r i q u e I de L s u r rt i n t é g r a b l e , i . e . : i l e x i s t e un i somorph i sme 

ix. ' 0\ —-» Li a v e c Oj l ' a l g è b r e de L i e du g roupe s implemen t connexe G 

e t une r e p r é s e n t a t i o n TT : G ^ 4 i ( £ 0 t . q . T(^) ç_ f i f - « " ) ^ ) 

V y £ Li ) îï e s t l a r e p r é s e n t a t i o n i n f i n i t é s i m a l e a s s o c i é e à TT . De 

p l u s , p a r l a d é f i n i t i o n 31 ( i i ) , l e s p r o j e c t i o n s d a n s l e s mesures A v a l e u r s 

p r o j e c t i o n s a s s o c i é e s à R e c à L (fr . *"} (u>) commutent , q u e l q u e s o i t 

1J e L . U t i l i s a n t l e t héo rème s p e c t r a l , on a q u e ; ~{o[t-l)R C R r r f q f t ^ 

p o u r t o u t s o u s - g r o u p e c o n t i n u à un p a r a m è t r e ! A[V)* t " t £ Ö? j ^ e Q . 

X f i x é £ 0\ . Comme t o u t é l é m e n t a t , G p e u t s ' é c r i r e comme p r o d u i t 

d ' u n nombre f i n i d ' é l é m e n t s d e l a forme 3 . ^ , ^ * i= 4 . ' i - ' • <•» o u 

j a . ( t ) • t £ ^ J « pour chaque j f i x é , e s t un s o u s - g r o u p e c o n t i n u à 

un p a r a m è t r e de G , on a : 

T / , Î R « -T^1M- - - i t ^ lU i f t ç i r f ^ V rr(v.,fu.ìÌRn(0,ju>) ç - • 

0Ê52£§yÊ_i§ : L a détermination "de l'algèbre de symétrie d'un opérateur 

autoadjoint R est en général un problème délicat. La difficulté essen­

tielle réside dans la vérification de la commutation des projections 

spectrales (voir déf. 31 (ii)). Dans la pratique, or» cherche "empiriquement" 

(i.e. : en ignorant les difficultés techniques) l'algèbre L et le groupe 

Cr de symétrie de R ainsi que la représentation continue unitaire TT de 

'J . On applique ensuite la proposition 9 pour déterminer la représen­

tation a de L (voir Sili.3.I.). 
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CHAPITRE II : LES GROUPES DE HEISENBERG 

Partant du problème de "déterminer toutes les représentations projectives 

continues unitaires irréductibles de m ", « e N , en utilisant la théorie 

du relèvement des représentations projectives exposées dans le §1.2., 

nous construisons dans le §11,1. les groupes de Heisenberg, nous prouvons 

qu'ils sont tous isomorphes (Prop. 1) et nous montrons que lorsque n»lK , 

K£-bi , le problème initial est équivalent à "chercher l'ensemble des 

classes d'équivalence de toutes les représentations continues unitaires 

irréductibles d'un groupe de Heisenberg". Puis nous rappelons comment les 

représentations continues unitaires irréductibles de dimension infinie 

d'un groupe de Heisenberg donnent lieu d'une manière naturelle à une 

représentation des relations de commutation (canoniques) de Heisenberg 

(C.C.B.). Par le théorème de Stone-Von Neumann (Prop. 2), un groupe de 

Heisenberg possède une représentation unitaire irréductible (à équivalence 

près) sur un espace de Hilbert M. de dimension infinie, envoyant 

(unicité des systèmes d'opérateurs satis-

faisant les C-C-R.). Nous construisons alors dans le §13.2. quelques 

représentants des classes d'équivalence J\* des représentations continues 

unitaires irréductibles d'un groupe de Heisenberg par la méthode des 

induites; pour passer d'un espace de représentation aux autres, nous 

explicitons des opérateurs d'entrelacement, exploitant le fait que nous 

travaillons avec des représentations induites. Une représentation continue 

unitaire irréductible (rep. CUI) d'un groupe de Heisenberg donne lieu 

d'une manière naturelle aux CC.R. Qu'en est-il du problème inverse ? 

C'est l'objet du dernier paragraphe de ce chapitre (Sri.4. Prop. 9), oü 

nous nous demandons "quand certains opérateurs autoadjoints satisfaisant 

les C C R , proviennent-ils d'une représentation Cui d'un groupe de 

Heisenberg ?". 
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§ 1 1 . 1 . RELATIONS DE COMMUTATION CANONIQUES ( C C R . ) ET 

GROUPES DE HEISENBERG 

Soit C. un système physique; e s t supposé de dimension i n f i n i e . Consi­

dérons le groupe E , r> £ ÌS , muni de sa topologie canonique. E s t - i l 

poss ib le de répondre simplement à la quest ion su ivante ? 

(Q. 1) Quel est l'ensemble dee classes d'équivalence de toutes les repré­

sentations projectives continues unitaires irréductibles de (R sur 

PiVL) ? 

Par l a théor ie exposée au Sl .2 .A. , on peut montrer que (Q.1) e s t équivalente 

à : 

(Q. 2) Quel est l'ensemble des classée d'équivalence de toutes les repré­

sentations boréliennes unitaires irréductibles à rrultiplicateur de (R 

sur i£ ? 

Pour répondre a c e t t e quest ion, considérons le groupe des c lasses d ' é q u i ­

valence des mul t ip l i ca teurs de R " (S l .2 . Dêf. 6) H(K") = j [ / 0 * 

J* mul t ip l i ca teur de R J Dans chaque c lasse [ n ] on peut trouver un 

élément de la forme suivante ([Bar.2J e t [Va.]) : 

y,v : R" « IT • U(i) 

(v , v ' ) , — > **T(t*> (*»•)) 

ou W est une forme bilinéaire alternée réelle sur Ô  

L'espace vectoriel réel des formes billnéaires alternées réelles sur «* 

étant de dimension r\(r\~\)/l , soit [ t • t 1.-I1I1 .- ( r\f«_iyi ] 

une base de cet espace; l'application envoyant 
. • <«..v» . 

Le/,pU Z V^T ) 1 sur { \ ) • • • > ̂ -(--v* J est un isomorphisms Ce 

\ * j •! J J 

qui nous permet de choisir, dans chaque classe d'équivalence des représen­

tations BUM de R , u n représentant noté O/, v . 

satisfaisant : 

v,v e R' 
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Le multiplicateur étant continu, on peut voir que o,̂  ^ >. 

est une représentation continue unitaire â multiplicateur de Ç," ([Ca.4] 

utilise l'argument du th. 4 Ch. I de [Bar.).} 

L'irréductibilité des représentations cherchées entraîne que les b a 

considérer doivent être non dégénérées. Une forme bilinéaire alternée 

non dégénérée 0" sur ?• n'étant non nulle que si r. est pair, nous_ne 

nous intéresserons gu'à des espaces de dimension r> • i* , k e M D'autre 

part, l'espace vectoriel réel des formes bilinêaires alternées non dégéné­

rées sur R est de dimension un ([He.] p. 397). 

Choisissons un élément Q". de cet espace défini de la manière suivante. 

Soit \ e.- ,•£• • *»•!,»,.. -, W j une base de R , alors on pose 

Dans cette base, v « S se décompose en v = £ (*Tt* +- H- f• A • 

^«t+^F «. (x,^ > ^ C R et xe»:Z"j«f . T̂ >• Z 1-fj ' 

on a : O-. (*,V) = ff. ((* ,^ ,(*'.¾')̂  » 11M'- y.' i où J 

Vï'tR et xu«Tvv • Toute autre forme bilinéaire alternée non 

dégénérée réelle sur S s'écrira : Q-- ô<3. , Ö e. R . Notons 

H ( ^ ) le groupe des classes d'équivalence des multiplicateurs des 

représentations CUM irréductibles de K sur Vt . L'application 

envoyant [e.Jtr" ] sur ô , est un isoœor-

phisme. 

Remarque 1 : Si 51 a " degrés de liberté et !?• est un groupe de 

covarlance de Z. , alors la question (Q.1) revet un sens précis. Dans 

cette même question on restreint la recherche des représentations projec-

tives continues unitaires de R sur [P^W) aux irréductibles 

seulement, de façon tout à fait arbitraire. On peut se demander s'il est 

possible d'obtenir un résultat identique â celui de la réponse à (Q*1) 

(voir plus loin) d'une autre manière plus naturelle ', Un exemple dans le 

cas J \ - t> est le suivant. Considérons un système physique 2. et le 

groupe K • Supposons que le groupe G - (P- * S ) * i, SOO) soit 

un groupe de "«variance" de Z. (par rapport S l'espace de phase). 

L'action 1^ de SO(3) sur R • IR est définie par 

Y ( R ^ ,p1! - ( R V Rp^) R & SO(I) , W é R* 

et G agit sur l'espace de phase d'une manière naturelle (par analogie à 
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l ' a c t i o n du g roupe e u c l i d i e n s u r l ' e s p a c e de c o n f i g u r a t i o n ) . Le groupe 

d e s c l a s s e s d ' é q u i v a l e n c e d e s m u l t i p l i c a t e u r s de G e s t H(Gl S p - Z 1 

L ' a p p a r i t i o n du g roupe 2 j d a n s M(G) e s t due à S O O ) ; c e l a r e f l è t e 

l a r è g l e d e s u p e r s é l e c t i o n e n t r e f e r m i o n s e t b o s o n s . A i n s i l e g roupe d e s 

c l a s s e s d ' é q u i v a l e n c e des m u l t i p l i c a t e u r s de ( R • R ") •,, S O O ) , 

au g roupe A.% p r è s , e s t i somorphe au g r o u p e d e s c l a s s e s d ' é q u i v a l e n c e 

d e s m u l t i p l i c a t e u r s d e s r e p r é s e n t a t i o n s CUM IRREDUCTIBLES de (S s u r 

a-t f p a r c o n s é q u e n t , c h e r c h e r l ' e n s e m b l e d e s c l a s s e s d ' é q u i v a l e n c e de 

t o u t e s l e s r e p r é s e n t a t i o n s p r o j e c t i v e s c o n t i n u e s u n i t a i r e s i r r é d u c t i b l e s 

de R s u r ( P ( J O e s t é q u i v a l e n t à c h e r c h e r l ' e n s e m b l e d e s c l a s s e s 

d ' é q u i v a l e n c e d e s r e s t r i c t i o n s à R * R de t o u t e s l e s r e p r é s e n t a t i o n s 

p r o j e c t i v e s c o n t i n u e s u n i t a i r e s de ( S * S ) * ^ S0(3) s u r I]VW.) 

D é f i n i t i o n 1 : L ' e s p a c e , muni d e cr , une forme b i l i n é a i r e 

a l t e r n é e r é e l l e non d é g é n é r é e s u r R , e s t a p p e l é 

l'ESPACE SYMPLECTIQUE f K * , a } . O* s ' a p p e l l e FOFME 

SYMPLECTIQUE s u r R*1, e t [ t - , fj , ff f e . , f f V 9 f y , 

< r ( « . j , * ( > - ffCÎ; . t ^ - o , ; , ( . 4 . 1 , - , * . } s ' a p p e l l e 

BASE SYMPLECTIQUE d e (fi? , <r ) • 

D é f i n i t i o n 2 : Une r e p r é s e n t a t i o n S c o n t i n u e u n i t a i r e a m u l t i p l i c a t e u r n „ 
lDlW «a J 

de « s u r K , i . e . : 

où H« e. t n , 1 avec cr une forme b i l i n é a i r e a l t e r n é e non 

d é g é n é r é e r é e l l e s u r & , s ' a p p e l l e REPRESENTATION d e s 

RELATIONS d e COMMUTATION CANONIQUES ( r e p r . d e s C . C . R . ) . 

U t i l i s a n t l a t h é o r i e e x p o s é e au c h a p i t r e I , S 2 . C - , on p e u t f a i r e une 

e x t e n s i o n de K p a r J ( H ( R 1 ^ ) V , où J e s t un s é l e c t e u r ( S l . 2 . D é f . 

19) r e l a t i v e m e n t a IR* d é f i n i p a r 

A i n s i l a f o n c t i o n ( 5 1 . 2 . D é f . 20) ^ ' (* S'} t e l l e que 
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est une fonction continue pour tout ' . ' £ • • , et le groupe 

(-(H(IR1'")')* Uv 1 I K"" ) (voir il.2. Déf. il et Prop. 4 U)) est un groupe 

de représentation pour (K de projection séparante P^1 et de 

section séparante Z. associée à &r. t.q. 2 : v £ S' > > (€. , „.,- ,Vj 

Par 11.2.PrOp. 4 (iii) ce groupe est unique a isomorphisffie près. 

Notons Le groupe topologique 

dont les éléments sont les couples (1U, • Ai,],*,.,O , v ) s. R -"' ' < S j 

muni du produit : 

((ti,-Xwi^)(l^...,t'i,|U,v') - ((kt+t;*W
,'»v1i...1tu(ih.,i*-l.

,V(ti..ft+W1,(rt.rt(vlv')))v+v'J 

et de la topologie produit. 

Proposition 1 

Les groupes de représentations de 

quel que soit s le sélecteur associé à R 

giques : 

(¢^''1(9^.-,0^-...^,1..01 RA) 
quel que soit (9, , ... , 9 ^ . . ^ e. RM'l'_'"1 

quement isomorphes entre eux. 

, et les groupes topolo-

, sont tous topologi-

Démonstration : 

(i) Puisque Hlfô ) est isomorphe par ^ à ® . 

' ( H « -Jï , ^..„.^«8 .;-.«.. >CM; 

<•«• V ^,A-^i^)-^^^ i 
© V (lit-A , , \ 

auss i isomorphe a IK . L a fonct ion tv Cv1V) dé f in i e 
t v r (v,v^ = "y 

1 ^ . . . . ) , . . . , 1 . . . , ^ ( , , , ^ • 
c i -dessus s ' é c r i t 

L ' app l i ca t ion : 
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((B1, ,*M,W..Vt 

est un isomorphisrae topologique. 

(ÌÌ) Soit S1 un sélecteur associé à R défini par : 

1»' ' )• ' 

avec o . : IR s. K borél ienne * J1-I,1,- . ,W l l ,- ' i • 

L 'appl ica t ion 

&: (^H(K,tir|tv'|lRA) » (WH^MTk^'lK*1) 

e s t un isooorphisme topologique (voir t h . 4 . ch. I de [ B a r . ] ) . 

(j 'fHCK'M) | t v r I fS ) e s t un groupe de représenta t ion 

de K 1 , d e p ro j ec t ion séparante p^i e t de sect ion séparante 

associée a Qr1 , Z. , l i é e â 2. par : 

fc(Z(vii*7(fciMl...lKhfc^rM , v 6 R 4 

(ti '^'° — ((K-.é?^0 
est un isomorph!ame topologique H 

Point de vue représentations continues unitaires de 

( R ' "' J(S4-V1 .-161,1^.,^1,,,1,.,^ I ̂
1 ) . o n peut dire par les Prop. I et 

Prop. 3 du §1.2. que, pour chaque représentation CUM J,. , . . 

de multiplicateur txp , il existe 

W - A L 1 1 ^ é ('^''''"T satisfaisant 
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MV,-0 

soit une représentation continue unitaire séparante de 

(RMlV-'M^V- ..9^^..01^ ) • 
Nous nous intéressons aux irréductibles seulement. Puisque UL(l*) est 

isomorphe a K , -'f H ((R* T) est aussi isomorphe à K . Identifiant R 

avec le sous-espace [(I ,o,... ,o\ fct R ] de R*''*-^ e t (S |9ff, | S1'" ) 

avec Le sous-groupe topologique (K | (Ôc ,3 i--i °)| K ) de 

( K j (9°"« i ö1'»i,...,öv[-.li..i =i,(ii,.,i) j R J , nous pouvons énoncer : 

Proposition 2 

Soit ( IS ,9**) un espace sympiectique et A . un espace de Hilbert 

separable, de dimension infinie. 

(i) Le groupe topologique (K |9<Ï<MR ) est un groupe de Lie connexe 

et simplement connexe, nilpotent. 

(ii) Soit w. : définie par : 

W x ( M ^ - ̂ n U U ( ^ tft 5 .vc5,W ,V« S - W 

et où J1^ est une représentation continue unitaire irréduc­

tible a multiplicateur AmXRy d e s u c ' i-e" ; 

U(^S„x(vO • ft 3 ^ S1Jxf-vO * ,*' * R 1^ -
Alors : Wx e s t une représen ta t ion continue u n i t a i r e i r r é d u c t i b l e 

de ( R 1 9 ^ I R 1 O sur ^ . 

( i i i ) Le cas X - o fourn i t l e s ca rac tè res de ( S ]9o-a | P. ] • 

X f t ^ V u f l ' Î ^ . M ] , U élément f ixé de R^ , U S 1 V ^ S ' . 

(iv) Pour chaque X €. , i l e x i s t e à équivalence u n i t a i r e p r è s , 

exactement une représen ta t ion continue u n i t a i r e i r r é d u c t i b l e TTj1 de 

(R I 9e - J R lVV) sur 3A. s a t i s f a i s a n t TTx ft,*"} - a l i r X L H3^ . 

(v) { r r x , X £ R - ^ M ^VJ { ca rac tè res de ( (R | 9 T , I P 1M J e s t un 

ensemble de représen tan t s des c l a s se s d 'équivalence (un pour cha­

que classe) de tou tes les représen ta t ions continues u n i t a i r e s 

i r r é d u c t i b l e s de (K iS<r . | JR* ) 
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Démonstration : 

(i) L'espace sous-jacent à ( J R I Ö T . J S ; 1
 } e s t 3,"R1" avec 

la topologie p rodu i t , donc connexe et simplement connexe. 

D'autre p a r t l ' ex t ens ion d'un groupe de Lie par un groupe de 

Lie e s t un groupe de Lie (voir Prop. 23.1 de [ C a l . ] ) . 

- <• J*,vtv*v ) - w
ïl(t*t'*eff-.1v*v')-wA((t1vMt'.v'^ 

fc.fc'e. R , V.V'Ê R . 

Continuité, unitarité et irréductibilité découlent des 

propriétés de î_:*"rr et Sitr\ 

[LiL) Clair. 

iLv) e t (v) Découlent du théorème de M. Stone e t J . von Neumann, [ S t . ] 

e t [Von N. 1] • 

Déf ini t ion 3 : So i t 0" une forme b i l i n é a i r e a l t e rnée r é e l l e non dégénérée 

sur R , e t [CT], l a c l a s se d 'équivalence des m u l t i p l i ­

ca teurs de ffv (notat ion addi t ive) équivalents a cr . 

Lorsque p <= [ C" ] , IH« (^*'*")- ( S ! Ji | RaW") d é g r o u p e 

topologique dont l e s éléments sont l e s couples ftjv") , = £ IK 

e t v e. S , muni du produi t : 

e t de l a topologie produi t ) s ' a p p e l l e un GROUPE de 

HEISENBERG. Dans le cas où j> » cr , IH a (& *-ì\ - { K | c | R* ) 

s ' a p p e l l e GROUPE de HEISENBERG assoc ié à l ' e space symplec-

t ique ( R 1
 V B ) - Lorsque (T ^ -— cr. , on le note 

simplement [H ( ^ * 0 • 

Mous t r a v a i l l e r o n s de préférence avec l e groupe de Heisenberg 

pour des ra isons de commodité; tou t r é s u l t a t obtenu pour ce groupe peut 

aisément ê t r e t r a n s c r i t pour un groupe de Heisenberg quelconque, à l ' a i d e 

de la propos i t ion 1. 
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En résumé, nous avons répondu à la question suivante, équivalente à (Q. 2) •. 

(Q.3) Quel eat l'ensemble dea classes d'équivalence de toutes les repré­

sentations continues unitaires irréductibles de lt—f{i&*<) sur s? , 

envoyant (V,o) sur î'*""'it/J , A e <R - [ o] ? 

Nous pouvons maintenant clarifier les termes apparaissant dans L'entête 

de ce paragraphe. 

A. Une représentation continue unitaire irréductible du groupe de Heisenberg 

H J ï k + O SUr-K. , envoyant (t,<^ sur «. 0 r* tU R ,Xtft-l«^ fixé, 

donne lieu d'une manière naturelle à une représentation des relations de 

commutation canoniques (Définition 2), et inversement. 

Démonstration : Utilisant (iv) et (ii) de la proposition 2, la représen­

tation considérée a la forme : n\(l,v"\ = ^^^ j*^ (^ avec 

i „X une représentation des relations de commutation canoniques de 

multiplicateur txo (ûrrVft 1.,.) ) B 

B. Soit rrx une représentation continue unitaire irréductible de IHnl
1"vll 

sur "W , fte(j], envoyant 

Pax A, TVx (fc.v̂  » c.1"* J,"\ (v*i avec J iwX de multiplicateur 

t*a(Kr<\n(- ,-"Is) ; v-:^,^ .̂ IR » JR -^i, àonne lieu aux relations 

de commutation de weyl : 

où : U.̂  et V\ sont les représentations continues unitaires irréductibles 

de ftU définies par U x M »: S'„\(*-iO) et Vx(^i=: S1Vx ( ° > $ ~) 

Pour voir cela, il faut utiliser le fait que a ¢. [ ff ] ( C- Q T 0 . 

Des relations de commutation de Weyl on déduit Les relations de commuta­

tion (canoniques) de Heisenberg : 
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où : Qx • î\ , ?,t » i,i,..., t sont des opérateurs autoadjoints, géné­

rateurs infinitésimaux des sous-groupes à un paramètre des groupes 

î K W i 1J Ê R V 1 e t 1 1JU^"1 ; » e Ä** ] respectivement, ayant "H^ 

comme domaine commun invariant dense dans t̂ , définis de la manière 

suivante a l'aide du théorème de Stone : Vx
1CtI » <Ca l , Uj,(-A, - e.v ' v • 

I 1 X 6 S ; a,k «S? -l»\ fixés; \X -1,*,- , *- • 

] Q^ 1
-P x ,1 ; j.t -4,i,..A J avec les Q\ ,^V satisfaisant les relations 

de commutation (canoniques) de Heisenberg, forme la base d'une algèbre de 

Lie réelle isomorphe a l'algèbre de Lie 3H,[^*»"i de IH. (^~<) et 

appelée ALGEBRE de HEISENBERG de dimension lU * I 

On remarquera que les relations de commutation canoniques de Heisenberg 

ne sont pas équivalentes aux relations de commutation de Weyl. En effet, 

soit T une représentation antisymétrique irréductible de l'algèbre de 

Heisenberg L sur % . On a : [Tfeji ,T(J ^-!tS-fl sur Ù( J ) , 

*,?'?,ï'-'-,*,• -A au [t'{(,j.; *.'*l,i, .
1-¾ est une base de L . Si t est 

intégrable (§1.5. Déf. 30), alors les relations de commutation canoniques 

de Heisenberg donnent lieu aux relations de commutation de Weyl. Dans le 

cas trois dimensionnel ID.M.] ont construit un exemple d'une représenta­

tion antisymétrique irréductible non intégrable. Dans le cas où la 

représentation T de L est intégrable, on vérifie la relation d'incer­

titude : 

(àTUflWàTUfhW >/ k sur D(TCjViA D(T(Tp »'* 

tout entier, au Lieu de D ( T ^ C D(T(t:Vl A D ( T ( ^ (voir [D.M.J). 
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S I I . 2 . CONSTRUCTION DE QUELQUES REPRESENTANTS DK LA CLASSE 

D'EQUIVALENCE DES REPRESENTATIONS CONTINUES UNITAIRES 

IRREDUCTIBLES DU GROUPE DE HEISENBERG lM{ilr*1} SUR & , 

ENVOYANT (t,o") SUR * ü , r X V TJ X £ R-(O] 

Notons ï\.\ c e t t e c l a s se d ' équ iva lence . Pour ca l cu l e r quelques éléments de 

]\. , nous a l lons u t i l i s e r le concept de r ep resen ta t ion indu i t e , qui joue 

un rô l e fondamental dans la théor ie de la r ep résen ta t ion ces groupes de 

Lie n i l p o t e n t s , puisque "dans chaque c lasse d 'équivalence des représen ta ­

t i o n s cont inues u n i t a i r e s i r r é d u c t i b l e s d 'un croupe de Lie n i lpo ten t 

simplement connexe on peut t rouver un élément qui esc ir.i-jit à p a r t i r d'une 

représen ta t ion continue u n i t a i r e de dimension un d 'un c e r t a i n sous-groupe" 

(Th. 5.1 de [K±.] e t [Ha. 2 ] ) . La méthode des r ep ré sen t a t i ons holomorphes 

(antiholomorphes) i n d u i t e s c o n s t r u i t e s a p a r t i r de p o l a r i s a t i o n s pos i t i ve s 

sera appliquée dans un cas p a r t i c u l i e r , sans ê t r e exposée de manière géné­

r a l e ( [B .CD.3 , [A.K.] e t [Bab . ] ) . 

• Déf ini t ion 4 : Soient : 

H un sous-groupe fermé d'un groupe de Lie n i ipo ten t .j ; 

A une représen ta t ion continue u n i t a i r e de dimension un de H 

on e t éa des mesures de Haar (à d r o i t e e t â gauche, 

car -j e t H sont unimodulaires] sur H e t ' j respectivement; 

CIK (respectivement W ) une mesure s-r 

M-:H\G-{Hg}^Gl <«sp. M ' - G / - -^H^eG} >< 
i nva r i an te sous l e s t r a n s l a t i o n s à d r c i t e îrespectivetaent â 

gauche) par les éléments de Lr ; 

W y (respectivement M-^ ) = : / ' : >J- " '*- t . q . 

( i) j. e s t boré l ienne sur {j 

(Ii) t ^ O - Ï ^ Î W ,Vc^G et r t H 
(respectivement \(<tV) = ^ ^ " ' ? ^ ¾ , 7a E ^ e t K £ H ) 

( U i ) 1 r t f - l l ' d n f m i ^ + « » o ù .*? fn-^j . t '{) S l m . | - L , q e G 

1^ r 
( r e sp . \ I h/«'W!t Ym'")<+•» où ~*r{~')°Ul, s i ^*=¾1-* , » ? & ) J 
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Définition 4 : Par abus, on rotera pour (iîi) ji'^ll a. ^ + ~> 

(suite) (respectivement 1 !ffnM J Y ^ +. «> ), ce qui a un sens 

puisque, par (ti), |y(V-ì|-'i entraîne !fi =• constante 

sur chaque classe H q (respectivement o p I. 

Muni du produit scalaire ("î. ,f. ) = \ £ ( ^ J 1 ( ^ J_ 

(respectivement (f, ( f t ) = ] t, f^f 1(3^3 >- " & * 

j). / M' 
(respectivement /<j, ) est un espace complet, non vide. Son 

séparé (i.e. : l'ensemble des classes d'équivalence des 

fonctions de (respectivement qui ne diffèrent que 

sur un ensemble de mesure nulle) est un espace de Hilbert. 

(CS) Par cous, on utilisera les -r.êmes notations pour les 

deux espaces et leurs éléments, corne on fait habituellenent 

dans la littérature. 

Associons S chaque a&G un opérateur unitaire TT-fâ  sur 

•H. y (respectivement T-J(^ ̂ sur 1^ > 1 Par '• 

(^('!frt')^')= r-fsî'̂  (translation à droite) 

(resp. ( I7V(^Yr i ' n ' " T W ^ S ' {translation à gauche)) 

Le couple (n-̂  , t%%) (respectivement (^ î î-v̂  • e s t une 

représentation continue unitaire de -J , appelée la 

REPRESENTATION INDUITE à DROITE (respectivement à GAUCHE) 

par le caractère X de H . 

Considérons le groupe de Heisenberg et son algèbre de Lie 

. Pour éviter toute confusion entre (1,0^ ̂  *• ̂  *" vu corme 

élément de l|—I(ïW-t-î  ou de jHfik+i) • nous identifierons [Car.] : 

i) (t ,v)e IHi^*-!) avec tu. f V par l'application de R - K"' sur 

K & R * envoyant (1,0) sur 'J. et (CjVy sur V , où u, est un élément 

quelconque fixe de IK . 

ii) (t,v) fi IH( 1^ +O avec ft-U*e.W par l'application exponentielle de 

3HfïM sur \U(l\< + \) . 



On obtient 

a) Le crochet de Lie dans JhifiV*.) : L'-"*/̂  =0 , Cv1^'] = -^(^{v v')u. • v(v 'a S 

b) Le produit dans IH(J1"-1) : i e. e. c. - c-v fnt • c 

où b.t'tS , v,v'6 R
lV . 

Nous avons aussi besoin des appellations suivantes : 

•{ -. Le sous-espace a une dimension de Tj-| {lier') 

engendré par u. • C'est le centre de J H ^ - M " ) 

L . • L'image de \ par l'application exponentielle. 

C'est le centre de IH(^4-1'). 

|e-î ,f« ; j- 4,I1...,U j : La base symplectique de (fR1 , l f . ) .On 

rappelle que : 

et que dans cette base V e (R se décompose en 

v * 2 ( Y i 4 - V f S J - • ^*-*-^ - - (* .*0 OU *,•*,*• ^ -

Avec X^ - 21 xj 1Jj o n a °"* (v '1 = «*.((*,1^ i^'i^'j) = *V - Y ' 
j c 4 

I u,,e* *£() ] X -4,I1... îf J est une base de ]H(ik*-0 appelée BASE 

NORMALE. Les seuls crochets non nuls entre les éléments de cette base 

Si Q £ IH(»k+-IJ , =1¾ est la mesure de Haar sur !W(l^*i^ . 

A. Représentation de type "position" de IHl1**1)-

Considérons les deux sous-espaces vectoriels de dimension * suivants de 

5îaV .• E = ̂ t -.^R1] « E ' - ( t i i ^ Rk] . on a fclU = E©E' et 

o-.fE.EÎ- <r.(E',E'i - H • 
Par conséquent, un élément Q de IHC1^*'^ peut s ' é c r i r e de manière unique 
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Soi t Hft -{z. "e.*1 •. t feR , l« -8 j ; H ^ es t un sous-groupe abé l ien , 

normal, de |Hfl l"0 -

So i t X G R - Ì ° Ì , f i x é . Les c a r a c t è r e s de HR envoyant e. "* sur 

e.k" sont de la forme : 

X ï ( t t 1 ) - t c g OU r e K et tL} = 2-Ti:J-

Notons (^yL ,^Xc) l a r eP I" é s e n t a t ìo n induite a droite de IHf1"*-') par 

le caractère X*x de Hfi . 

Par définition M. est l'ensemble des fonctions >̂ sur (Hf***') • d e carré 

Integratile modulo V)0 et satisfaisant la relation : 

+ W - i x l M + V | U H f t et cj€ IM^O . 
Donc : 

+ ( c ^ V ^ - ^ V ^ H f e " ) q.q.S. ^ % ^ " * IH(A+1̂  . 
On peut d é f i n i r un isomorphisme Rft de l ' e space de Hi lber t (V^ sur L ( R ) : 

Démonstration : L'espace s ' i d e n t i f i e à E. > puisque tou t 

élément de I H ( 1 ^ O s ' é c r i t de manière unique O1- e > * e.1* cx*- ,t<£ R 

x ,u £ K i E s ' i d e n t i f i e à E . L a mesure do devient l a mesure de 

Lebesgue sur R , notée dx . Du f a i t que l e s fonctions 4> € rtjT sont de 

car ré in tégrab le sur [HfaU*"i/Hft , l ' a p p l i c a t i o n R f t : " t t £ — • LVR11') 

envoyant dp sur R ^ avec (RoA i f r ) - i ft**') e s t une isométr ie sur jec t ive M 

• L 'ac t ion de IH ( J t + ^ sur U*t , (n*t f ^ ì c ^ ì . ±(^>) , V , ' « | H ( * M , + € * « , 

conduit à l ' a c t i o n de IH(~V + , i sur L (̂IR1, ) par 
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Proposition A 

1) (rr£ J L V R M " ) est donnée par : 

où te K ,»,x'^'e 8W , \* V(^) ,X6S-Wi-

C'est une représentation continue unitaire irréductible de 

sur V(R1-) . envoyant etu- sur t ^ n U ^ R M ' 

2) Les opérateurs infinitésimaux de la représentation TT, associés 

aux sous-groupes a un paramètre 

nous fournissent, respectivement, 

les opérateurs essentiellement autoadjoints 

ayant pour domaine commun de définition l'espace de Schwartz 

et satisfaisant [ Q ^ , Pj1
1- ] - ifeX IJ i,, sur cet espace. 

Démonstration : 

Continuité et unitarité sons standards. Pour l'irréductibilité, voir 

(Car.]. 

2) (il.5. M f . 29) Soit H* Ê Î ( R ^ (cf. [Car.]) 

fl 
, afirXIto et 

^- (rXC (e- i) \ = Xn £>t donnent E i r = X Id - . 
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^ *[*.' 

">t donnent ï _ 0 
-Ac : 3. 

Pour le domaine de définition, voir réf. [P.] 

Par analogie à la construction de la représentation induite à droite de 

H ( ^ M " ) par le caractère X^x de Hft , on a 

Proposition A' 

1') La représentation continue unitaire irréductible induite a gauche 

de IH^+'I par le caractère > £ de H n , notée frr^ ,LYRk)i -

est donnée par : 

où U S , ./,VtR1, , $ e LYR^ ,UfiMo} -
Elle envoie <Ltu* sur t ̂ X t IJ .. t \ 

'ft 
2') Les opérateurs infinitésimaux de la représentation n^c associés 

aux sous-groupes à un paramètre définis sous 2) nous fournissent, 

respectivement, les opérateurs essentiellement autoadjoints 

ayant pour domaine commun de définition l'espace de Schwartz 

Démonstration ; Par analogie a celle de la Proposition A 
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Remarque 2 : Poor \ î l et Ì = (3,...,3̂  £. ̂  , les opérateurs Q,6- *• et 

Pl u t ^ , I. "L,1,- • A « de la Proposition A sont exactement les 

opérateurs de la représentation de Schrödinger dans l'espace de configu­

ration. C'est pour cette raison que l'on appelle aussi la représentation 

de type "position" "représentation de Schrödinger". 

B. Représentation de type "moment de 

Soient à nouveau E = [ «jf -, ̂ t 5¾ J et E = j » t ; ^ R J 

Soit M . = ) * - U * e ;ttR , K £ K ] est un sous-groupe abélien, 

normal de IH(îWil . 

Soit X e R - C o ] , fixé. Les caractères de H ß envoyant t u* sur t 

sont de la forme 

jr 

\ 
•V B / tu. «*\ "̂"At M X i Dt. Y 

X ^ (e- e- ) = t L où K£K et Xx = 2-"JM • 

r* 
Notons \UAR J ^ X H J ^ 8 représentation induite à droite de IH (ik*-!1) par 

le caractère XxI d e ^o -

Par définition W ^ est l'ensemble des fonctions <̂> sur |H(:«*') de carré 

integratole modulo M- et satisfaisant la relation : 

j_(^ -Ï X*M4W A * H B et a^ H(^1V 
Donc : 

4 (•>*>'t"i ^( t[
l^^M\%»t) , t ^ i - ^ ^ ^ r t 

q.q.S. , - e * " ^ ^ « . H(lU*0 . 

On peut définir un isomorphisme R. de l'espace de Hilbert Jtx^ sur L ( R ): 

Démonstration : Par analogie au cas A H 
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L'action te H(A+O sur tt^, ( S J V Ì ' H ^ W * ï M *vV * IH(A*'> ,**?*£ , 

conduit à l'action de IH(lk+•} sur l_*(Rk} P«r 

Proposition B 

D ( 1 ^ X ( ^ ) est donnée par : 

c'est une représentation 

continue unitaire irréductible de IH(A^ sur mU) envoyant 

t>u- sur c u V X t L J C ( R U , pour X* R-M . 

a 
2) Les opérateurs infinitésimaux de la représentation (T. associés 

aux sous-groupes 2 un paramétre 

< ( ^ ) • ^ E * * , irA; U^i) - M^ , ̂ (M\. tW& 
o u ^ i * î > 1 { e * ' J" 4! 1! ' • ) " i nous fournissent, respectivement, 

les opérateurs essentiellement autoadjoints 

ayant pour domaine commun de définition et satisfaisant 

Démonstration : 

Les propriétés de TT^ se démontrent par analogie à celles de la Proposition 
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Proposition B' 

1') La représentation continue unitaire irréductible induite à gauche 

de lHf^'0 par le caractère "X^ de H , noté* (a'* ,1.''(̂ 'O > 

est donnée par : 

ou U R > xJ>v^'e R
1, ̂ «L'fR^ ,XeR-W -

Elle envoie e>*' sur ^ " " U Ly RL\ . 

2') Les opérateurs infinitésimaux de la représentation n* associés 

aux sous-groupes à un paramétre définis sous 2) nous fournissent 

les opérateurs essentiellement autoadjoints 

ayant pour domaine commun de définition J(R1V 

Démonstration : Par analogie au cas B 

Remarque 3 : Pour X-4- et K.o , les opérateurs Q'a--r j- et P̂  * Ij , 

r»-1.,1,--'t Lc , de la proposition B', sont exactement les opérateurs de la 

représentation de Schrödinger dans l'espace des impulsions. 

C. Représentation de type "réseau" de IHM-,\ 

• Déf in i t ion 5 : So i t l ' e space symplectique . Un sous-espace 

v e c t o r i e l A de R t e l que ICJ-(A1AlC Z e s t appelé un 

BESEAU. L'ensemble-A_ de tous IeB v e R* t e l s que ! « ( * , ( ) 

s o i t un e n t i e r pour tou t Ê f i A e s t appelé RESEAU COMPLEMEN­

TAIRE de A dans ((R* ,a -} . Lorsque A - A , l e réseau A 

s ' a p p e l l e RESEAU PRINCIPAL de (R' ,er J . 
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Soient l'espace symplectique \ & , Tr*0"*) et sa base symplecttque 

H ^ : ï -*.»- ,v] -L'ensemble L = { i = Z (-..j - ^ - ; , . , . € Z) = 

f f - r a * A ; r ( J a l J O Û 0 J = 1 J e t ^ J « W ^ , j . i j V . . , V , e s t 

un réseau principal de (R j —r 0 .̂ J 

Soit un sous-groupe normal de 

, non abélien. 

Démonstration : Soient (¾- t * t* e !H(^+ 1^ et y*- «. u,t e n . . On a 

ÎtfV'X1"1 = e^"'1"'^' appartient a E • 

Recherchê  c|eŝ  £arac tères _de_ _H^' 

Considérons le sous-groupe de "^ engendré par les commutateurs ¥)f /"' j'"1 

y.jf'e H- ; notons-le A . Nous avons 

i) A • tt""' -n £ 2 J ; c'est un sous-groupe de Z. . 

ii> Un caractère X de n^ vaut 1 sur A . 

De i) et ii) on déduit que les caractères de H c
 sont exactement ceux du 

groupe abélien H_/A , et qu'ils envoient «- "' sur Xm(t *}•*• 

où m t Z , Am e ï - • Les divers prolongements des A „ à H- nous fournissent 

l'ensemble des caractères de H c . 

Lemme 1 

Soit te. R , t - r a 

L'ensemble des 

avec m 

F(M 

forme 1 

valence 

parcourant 

= F'(0 = 

\ j.. 

ensemble de 

de tous les 

+ A L . 
définis par 

X et 

est pair 

^ T (c* 

ri ou F (fl » ri+T - 1V J 

rJrJ* • 

s représentants (un 

caractères de Hc. 
par 

JV 

i 

= 1 

Si 

classe) 

-it 

m 

des 

ITF(^ 

est impair 

classes d 

où 

èqui-
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Dgnions tration : 

L) Soit X,5 £ Mc donné par ) î„j (t^'e-M = 1'"""'' ;(M } t £$* , Ii L . 

De la définition d'un caractère ~X^$ (t}"' t ' ) "ï_t fttu* «-*') • 

Z - I ^ 1 V t 1 V l et flLï^-t«)!. 1 * «, en tire que 

KtM(V) -e/'ft^'MK+n et i Sir. =1 . 
D*OÙ avec FU) satisfaisant 

F f f + I ' i - F d l + F l t 1 ) - -=-0-.(1,1') + 1rs , r > s 2 (2.1) 

2) Cas de m pair : -i— o1.(LÉ1) appartenant a Z q.q.s. E, t £ L , (2.1) 
JlTK 

devient F(?+t'l = F(^+F(C) (mod 2), dont F - o est une solution 

particulière. 

Cas de rn impair : m=ln + l (w Ê 2 ; donc m • -i (rood 2) , 

Réduite modulo 2, la forme bilinéaire alternée —^ °-, devient une forme 

bilinéaire symétrique. Utilisant la théorie de classification des 

formes quadratiques associées à une forme bilinéaire symétrique selon 

leur invariant de C. Arf (Appendice 1, p. 110 de [M.B]), on a les deux 

solutions à valeurs entières suivantes de (2.1Ï ; F (¢) c r^ et 

f(t) " r-f + r«* - -*Ì , t . r - f j k « L [Car.! • 

Notons (£„* J-Stn-Fj L* représentation induite_à_droite de IH(^ + 1I , par le 

caractère YwF de Mc ; m £. 2 - [ o} , fixé. 

Par définition "K1^ est l'ensemble des fonctions boréliennes $• sur 

lnfl^ + i) de carré integratole modulo Hc et satisfaisant la relation 

Donc $ ( ^ - ^ ) - ¾ / ^ ^ ) q.q.s. 0 j = ^ U - ^ 6. H ( ï W ^ . 

L'application Rc définie par ( Rc$ )(V) - 4 ^ 4 ' établit un isomor» 

phisme entre les espaces de Hilbert Ê „c 9 4 e t 
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* £ = ) +: R* ^C t.q. 
i ) a> e s t borélienne sur K 

i ì ) 1 ld>(*M civ i •»- oo , pour chaque c e l l u l e é lémentaire C de L . 

G 
111) Cp e s t quasi périodique sur le réseau L. 

Démonstration de : 

i l ) L'espace IHW^UjHe s ' i d e n t i f i e à une c e l l u l e élémentaire du réseau 

l_ isomorphe à [ o , i [ » [o , ink ' I - La mesure cg devient l a mesure 

de Lebesgue sur G , notée av = dxeL • Du f a i t que l e s fonctions 

sont de carré integrat i le sur , l ' a p p l i c a t i o n 

^ C ; "^?»F —**^mF envoyant èf sur Rc- | avec ( R 0 ^ V v 1 ) . i f t ) e s t 

une isometr ie su r jec t ive • 

L 'ac t ion de ! H f l ^ sur ft^ , ( ^ ( ¾ ' ^ ^(V) - 4 ( ^ O » W * ^ ' î U , M € ^ - F 

conduit à l ' a c t i o n de IH(ik+^ sur "£fj> par 
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Propos i t ion C 

L> (fTC, Î1C ~\ e s t donnée par : 

OÙ Li R ,V 1VtR
1 ,^£"^^1: . 

C'est une représentation continue unitaire irréductible de 

I H ^ * 1^ sur ftfF , envoyant £^- sur t*-
W s U t ^ c Z - W -

2) Les opérateurs infinitésimaux de la représentation rtS associés 

aux sous-groupes a un paramètre : 

où tfx- ,̂ .'feljs ( T-I1I1..-,« , nous fournissent, respectivement, 

les opérateurs essentiellement autoadjoints 

ayant pour domaine commun de définition et satisfaisant 

[ Q Î F , e ï F ] - a - l i 
« * 

Démonstration : 

Continuité et unitarité sont standards. Pour l'irréductibilité, voir [Car.] 

et (Ma.4]. Le point 2) se démontre par simple calcul, voir démonstration de 

la Prop. A, point 2) B 
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Proposition C 

1') La représentation continue unitaire irréductible induite à gauche 

de H(^*'") par le caractère Y_p de H t , notée ( n ^ , ¾ ' ^ ' e s t 

donnée par : 

Elle envoie e>u* sur e.^"""*" LJ .,c • 

2') Les opérateurs infinitésimaux de la représentation IT1̂ p associés 

aux sous-groupes à un paramètre définis sous 2) nous fournissent 

les opérateurs essentiellement autoadjoints 

ayant pour domaine commun de définition M. <C • 

Démonstration : Par analogie à la proposition C H 

Remarque 4 : Les opérateurs P.|f I M . -îs. 2 _ } Q)11,. - *j * "•-y -TT
- ( î"1 >*•'"•> ) 

de la "représentation de Wigner" (voir réf. fJ.F.]), proviennent des opéra­

teurs infinitésimaux de la représentation de type "réseau" TT_C de 

associés aux sous-groupes à un paramètre 

n< (^). t- h^ : .M^i) - J-^ ( j - , ^ 
pour fr.r-M . 

Remarque_5 : On souligne ici que la construction de la représentation de 

type "réseau" de n'a lieu que pour X - m e Z - ̂  o J -
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Remarque 6 : Si, partant d'un réseau non principal, on suit le chemin de 

construction fait pour L ci-dessus, on obtient une représentation de 

IH ( I^+"^ réductible [Car.] et §14 de [Ma.4]. 

Remarque 7 ; L'algèbre de Lie du sous-groupe Hc de HU-Ì 

, dont on 
" g a a r ^ ~ ~ « ̂ ' *— " 

est parti pour induire, n'est pas une polarisation positive (car —1— a*. 
restreinte à L n'est pas identiquement nulle, ce qui entraîne que L 

o I'­
ll" est pas un sous-espace totalement isotrope maximal de K ). C'est 
la raison pour laquelle la méthode de la représentation holomorphe induite 

construite à partir d'une polarisation positive n'est pas exposée dans ce 

travail. 

D. Représentation de type "Bargmann-Fock-Segal" (B.F.S.Ì de 

([Bar.3], [Fo.], [Se.]). Pour les définitions qui suivent, voir [K.N.]. 

t Définition 6 : a) Soit (V ,ff J un espace synplectique de dimension JK . Une 

STRUCTURE COMPLEXE sur V est une application linéaire 

3 :V > V telle que D - -Id i elle est dite 

ADMISSIBLE par rapport à O" si : 

i ) CTpVjOv '} = <r ( « , v ^ J V V . V ' Ê V f 

i i ) a- (v,IV^) ^ o , VveV . 

b) On note V-t l'espace vectoriel complexe, qui en tant 

qu'ensemble et que groupe est égal à V , muni d'une 

multiplication scalaire (complexe) définie par : 

(o.+'X)v - av-t-Wv , « , U R ,v€V. DC-^V] - V . 

C) Un PRODUIT SCALAIRE HERMITIEN sur Vj est un produit 

scalaire n tel que : 

K(Jv1V)-Wv.vï ,V^v'eV-, . 

Exemple : Soit (V,a J un espace symplectique, muni d'une structure complexe 

J admissible par rapport à O" . (>(v(y') = fff^]v'j+-"""K*') J"I
V'Ê Vi , 

est l'unique produit scalaire hennitien sur Vj , ayant c comme partie 

imaginaire. On dit alors que l'espace V est muni de geometries symplecti­

que et euclidienne [D.Gj. 
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Lemme 2 

Soit W 

Alors : 

un produit scalaire hermitien sur v- . 

i) k(3v,v") = 0 q.q.s. V É Vi 

ii) H existe des éléments *^,- ,^t, de V. t.q. 

{e-i , --- ,&u ]J*i Itui soit une base orthononoale de 

V^ par rapport au produit scalaire hermitien K . 

Démonstration : 

i ) On a : L ( ] v , ] v ' ) = K ( V , V ' ) q . q . s . V, v 'e . V, . Pour V'= I v , 

h (3v j 3(Jv M - - n (3* jV) = V1(^Iv ) - Un produi t s ca l a i r e sur un espace 

v e c t o r i e l r é e l é t a n t symétrique, ce la en t ra îne que 

q . q . s . v £ V] . 

i i ) Par récurrence sur La dimension de Vj 

Soi t t 4 e V] , t . q . Vi ( i t Je 1 V^- - P a r 1 J ^ P u i i O I Û * N^ 0 1 1 3 W 

l e sous-espace de Vj engendré par J t 1 1 I t 1 J e t W son complémentaire 

orthogonal dans Vj ; W e s t i nva r i an t pax D , e t Vj = W ® W . P a r 

l 'hypothèse d ' i nduc t ion , W possède une base orthonormale de la forme 

[¢.1,.. . . ,11, ,3«., , -•• J t 1 , ] • 

Remargue^a : Pour V^v .v ' l = a fv,^ v ' ) +• i « r ( » i ' ' i , ^ ,v ' e . V , , dé f in i s san t 

A. - i t - T. 1,1,...,U , la base orthononoale de »j par rapport à n 

e s t exactement l a base symplectique de ( V , c ) . 

• Défini t ion 7 : a) So i t V un espace vec to r i e l r é e l . L'ensemble V . V muni 

de la l o i de composition Interne : 

e t de La l o i de composition externe : 

( o ^ t b V ^ O ' • ( a v - b » ' , « v V U ) , « > ' R 

est un espace vectoriel sur le corps d_ des nombres 

complexes, appelé COMPLEXIFIE de V et noté V . 
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Définition 7 : a) L'espace vectoriel réel SOUS-JACENT à V peut être 

, .. . identifié à V © iV , et V à V ' • { w £ V* : UJ* = | . 
(suite) r < ' i 

b) Soit (V,v ) un espace symplectique, O- prolongé par 

bilinéarité complexe à V est noté CT6 . 

c) Soit (V,a") un espace symplectique tnuni d'une structure 

complexe J admissible par rapport a c . J se prolonge 

de manière unique en un endomorphisme linéaire complexe 

de V , noté Jc . On a 3 t » - lo,,«. • P** conséquent 

les valeurs propres de Jt sont ± <• . Posons 

Soit \i.i_ ,,_ t, 1 t l ... ̂ ] t l , \ la base de V, orthonormale 

par rapport au produit scalaire hermitien Ut défini par : 

Posons ri l ' i i ' i i J 

Lemme 3 

Soit ( V 1 0 ^ un espace symplectique J admissible par rapport a O" . 

i) W1
+ - f«*- t(v.:3v\veVj\ ; ^ ^ - l * « Ci(W1* ,w; j-H 

W{.j«...|H3v^,c^) ; ^cw;e.Ut<r£(w; t )w,>H 
2) La conjugaison complexe dans V définit un isomorphisme linéaire 

réel entre W/ et W/. 

3) V = iV (¾¾/ (somme directe d'espace vectoriels complexes). 
Je J1 

4) f: W^'Wj* » <£ défini par ffuj, , u ^ } . llffe(Sï; ,w/") 

est un produit scalaire hermitien sur W. . 

1°*. •••• iQC\ (respectivement j*ïr..,Ov\ ) est une base orthonormale 

de 1/v, (respectivement W. ) par rapport au produit scalaire T 
If. _ J < 

(respectivement f défini par conjugaison complexe 
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Démonstration : 

1) L'application <X : V ] * '^2t envoyant y sur '-«* - y (v-^" ) 

est un isomorphisme ; * envoie uj^e W sur V= UJ 1 + UT+ 

-* e 

soit u,,,w;£ W 3 e ; <r<(uj+lui;^.i0.t^v_;]Vjv-i:3v'V 

2) et 3) Clairs. 

q.q.s a,b€. <SL et ^,^,',ui'.w;' É ̂  • 

découle de la définition de T et du fait que C; est 

bilinéaire. 

ii) Soit u* - i (v . ̂ v ) & W ^ , v e Vj , 

°~e(v>^v J -5- ° puisque J est admissible par rapport a <J . 

iii) 1^ est non dégénérée car Cr< l'est . 

^margue_9 : 

(a) La base syrnplectique de (V , i i o t / e s t exactement lo~ ,... ,Q1, ( Q " , . . ^ O ^ I-

Dans c e t t e base w e V se décompose en 
I. 

l i t ' e . £C
V et la

l - £ â*j « (̂  e- \ , 

(b) Soient v^v'eV, et iwv »-(v-tJv) jU)^. lf v'-LJV') leurs correspon­

dants dans W,*. On a (!.(",v')-^^,1^+') . 
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Schématiguement^ nj=]JS_ay_an_s_les_ensejnbles : 

Liésj»ar_Les_isomorphism£s : 

v v; 
U,^i > — - — — (x*"i>*-V 

t * i 1 - t 
(* * t^N t — (,**-*-¾^ 

V3 W , 
£n_d^autres_ termes : 

V l ' e s p a c e v e c t o r i e l r é e l sous- jacent à V.. (par * t ) peut ê t r e i d e n t i f i é 

a Vr (par ^ 1 ) , qui l u i peut ê t r e i d e n t i f i é a un sous-espace v e c t o r i e l 

complexe de 

Coristruc tion_de_ i«_rep£esenta t ip i i de_type_ ^BFS^ de_ 

So i t ( f i* , J-r.V,\ l ' e space symplectique d é f i n i s s a n t I H f i ^ * 1 ) - K 

jouera le r ô l e de V e t <r, ce lu i de c i nous u t i l i s e r o n s a i n s i , sans le 

r é p é t e r , l e s not ions e t no ta t ions i n t r o d u i t e s c i - d e s s u s . 

So i t H f i W n ) - I «- "* t " ; t fi C ÛJ £(|R% ] , muni du produi t 

ft^'t- «.fcV""e."' • t(
t ' f c '*~si< I- ,K™ , 1)u . t " " - ' J ; c ' e s t un groupe de 

Lie , l e complexifié de H(ll<*') , dont IH( 1 ^ + '^ e s t un sous-groupe fermé. 
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L'algèbre de Lie ] H 0 W i ) C de I H l î W ^ e s t isomorphe à l a complexi-

f i ca t lon de j H ( ^ * ' 1 • 

Soi t H -[*."*«.'*'" ; U C , u j . £ « 3 t ] ; M e s t un sous-groupe abéLien, 

normal de N/*!" 'V t e l que : fl-KiWi") n H & = £ e t 

(IHf1W-VZ)-H114 = IH^-V-

Soi t X* IT-M , fixé. L'application envoyant 

t'1*"«'"'- sur ^1*"** est une représentation de dimension un de H , non 

unitaire. 

Notons ( T ^ 1 X J
1 ) la représentation holomorphe induite à droite de IHt1"'*1) , 

par la représentation o A de H . 

Par définition, Wj 1 est l'ensemble des fonctions holomorphes* sur 

IH(JW>V de carré integratale modulo H et satisfaisant la relation : 

Notons W-), jw», . le sous-espace de Hilbert de formé des fonctions 

ayant IHOWi) pour support. 

Tout élément a £ IHOWi) pouvant s "identifier (̂ 1) £ a _e.
k'-ft"'»-*-'*

J-, 

avec t £. fl? , UJ1. • ̂  atot » a«' • (2") * W j et LU. - ÛJZ . on a 

a-on $(S°'^) - V * " 4(t"*) 

L'app l ica t ion R Q , déf in ie par ( ^ 0 4" V * ^ " ^ * " * * J é t a b l i t un 

isomorphisme entre l e s espaces de Hi lbe r t 3*t-\* | 3 A e t 

^ x 1 - { 4 : £ — > c *-«• 
i) <p holomorphe 

muni du produit scalaire ($.+')- U * ' + ( * ^ ' ^ ^ * i + ' + ' ^ K * • 
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Démonstration : L'espace N (^1Y/H Q s'identifie à !f-jfiL.ti'yZ , et 

H ( ^ 1 V Z à C1, (Envoyer t & ^ V * , ^ sur 

(v :V>'^ ̂ *-'1!̂ - ̂ *. -• .»».̂  « (*"> ). 

La mesure do devient La mesure e. ^ J** ' J TT d**dî^ = e. I k Jidï 

sur C1* J**1-

R e s t donc une i s o m é t r i e , s u r j e c t i v e H 

L ' ac t ion de I H ( A ^ sur I ^ \ : ( C x N v H Y < 0 ' Ì W » I » ! ' « H U W ^ 

conduit & l ' a c t i o n de IH(A + ^ sur £ t £ l par 

Proposi t ion D,. 

1) ( T T ^ ,¾° 1 ^ e s t donnée par : 

c ' e s t une r e p r é s e n t a t i o n continue u n i t a i r e i r r é d u c t i b l e de 

sur A ^ , envoyant «. sur t. l<J j . 6 t , 

2) Les opéra teurs in f in i t és imaux de l a r e p r é s e n t â t ! 

X 6 I T - H 

on TTP* a s soc i é s aux 

sous-groupes à un paramètre 

* ? 

t * î » où I d R , ï ; , î ; e.(L ,]•*-.*» •• I^ . nous fournissent , 

respect ivement, l e s opéra teurs e s sen t i e l l ement au toad jo in t s 

x p ' vi* : 3»j ' VÎT 7!r ' M 

ayant pour domaine commun de d é f i n i t i o n 5^ . l e sous-espace dense de 

*• formé des polynômes en 2» ( :«i , ï , . . - ,V ) . I l s s a t i s f o n t 

L ifï?— ' —TïT— J - X1A9 • 
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Démonstration : 

= e. ** 

Unitarité : 

. l t - Â ^ ^ ^ ' \ u ^ H ' ( - v ) d » d ï = (*,+') 

Pour l'irréductibilité, voir [Car.] et p. 46-47 de [Bab.J. 

2) Calculs par analogie au point 2) de la Prop. A. Pour le domaine de 

définition, voir [R.S.] • 
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Proposition Dt 

l'J La représentation continue unitaire irréductible holomorphe induite 

A gauche de MdVn^ par la représentation o\ de H. , notée 
— — ——-_ -*- O^ 
("1°1 )¾?1*)' e s t donnée par 

Elle envoie ¢. u* sur «. *"" Idj-u* xÊRM°ï 

2') Les opérateurs infinitésimaux de la représentation n'^*- associés aux 

sous-groupes à un paramètre définis sous 2) nous fournissent les 

opérateurs essentiellement autoadjoints 

ayant pour domaine commun de définition r . 

Démonstratlon ; Par analogie a la Prop. D^ 

2 Soit U •> jt^'t*** ,V4.Ö-. ,(***£ W3* J ; H est un sous-groupe abélien, 

normal de 
M(»M C tel que : I H ( ^ n R = Z et(iH(^v-V2VH ^H(^*'V 

Soit U R " - { o ] , fixé. L'application Sv: H Q — » £ - {<*) envoyant 
D1 

t™'^* sur e »6»>k egt une représentation de dimension un de H , non 

unitaire. 

Notons (<3,X* , tti"* ) la représentation antiholomorphe induite a droite de 

IH(lV*n , par la représentation 5^ de H . 

Par définition, W ^ est l'ensemble des fonctions antiholomorphes àf BUT 

(i.e. : des fonctions holomorphes en la variable i ), de carré 

integratole modulo H et satisfaisant la relation : 
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Notons J t , le sous-espace de Hilbert de"ttv* formé des 

fonctions ayant H(»k*>1 pour support. 

Tout élément aen(ilt*i} pouvant s 'écrire a - «. "'t.1"** " , avec fceR , 

k + 

et i*j_ i Ui, i on a 

d'où $ ( ^ + " ' ) - * ' ^ ^ ° ' ) . 

!/application R& définie par ( R 0 $)(*} - t"*""^1***"**"') 

établit un isomorphisme entre les espaces de Hilbert K. j 3 A et 

ft*. | ̂ £ ^ C t.q. • " 1W* -
1) a> antiholomorphe 

muni du produit scalaire 

(4,,4-) - L-W* $ Ü ^ « U J S +,Ve«?' 

L'action de IHbM sur « ^ : ( r f ^ ' H V ^ " + M) . î.3*elH(iV") 

conduit A l 'action de |~|/il(«.i^ sur H x
1 , par 
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Proposition D1 

1) (TT£* ,¾°*) e s t donnée par ; 

C'est une représentation continue unitaire irréductible de Inf1"1) 

V i O lu llnXt T • 

sur K^* envoyant t * sur «. -1* * ' XfeR"-[oi 

2) Les opérateurs infinitésimaux de la représentation T^* associés aux 

sous-groupes à un paramètre 

ou CtK ( z- ,ïie.1 ,̂ .4,1,...,It , nous fournissent, respectivement, 

les opérateurs essentiellement autoadjotnts 

ayant pour domaine commun de définition r , le sous-espace dense de 

Jl x* formé des polynômes en ï". (*.«*.,!,.-.̂*̂  . Ils satisfont 

r*?-:QJ ,BLtîSil-MJ- . 

Démonstration : Par analogie à la proposition D 
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Proposition D1 

1') La représentation continue unitaire irréductible antiholomorphe 

influite a gauche de !H(^*-') par la représentation S\ de H , 

notée (nlû* ($t?*^ f est donnée pax : 

fa V.^V^-HVO -^" I**'* ̂ * ̂ tI-O 

OÙ L E R 1 B V + V O - - Z(«H + *JojUV' >**(?„•.-tà*^ M^R 

U. UtU-. 
Elle envoie «• sur «- 1^-T0O. 

34X 
XeR--fo] 

2') Les opérateurs Infinitésimaux de la représentation tt', * associés 

aux sous-groupes à un paramétre définis sous 2) nous fournissent 

les opérateurs essentiellement autoadjoints 

p ' ylT 7*T > ' vis- ; àïj 1J " 
ayant pour domaine commun de définition J 

Démonstration : Par analogie A celle de la proposition D^ B 

Remarque 10 : Chaque espace pour Ve-R*-[°1 , "frtjj* pour X e R - - I 0 I -

peut être comparé à un espace de Hilbert des états d'un oscillateur harmo­

nique quantique 4 k dimensions qui, lui, est identique à l'espace de rock 

H - ( ^ ) associé à l'espace de Hilbert di . 

Tout_en détaillant^a^ £emarque_l£,_nous^ S^ìP^^PSPSPSPì^S. SFE^^PÌf-SPìP^. 

une_ ba£ej3£thj3nornée_de_ V esp/i£e_de_ Hilbert £^i_*_ J £eÌP;Uì J. _: 

a> Rappel {voix [M.R.] Ch. 6). 

L'espace de Fock, cas symétrique, associé à l'espace de Hilbert à une 

particule M est donné par 

K W = I ® 1H!' =1 V= t \ , V « ! ' pour chaque? t.q. 
t-ft 

2- \ \ >M Ĵ + — , avec (. , .) le produit scalaire dans M«. 
Ot 
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®« 
Il est muni du produit scalaire (Y1T') = Z (T1 ,T1') - où **, /,'e. £?® 

1*0 

L'opérateur N défini sur /v(ît) p u N T = £ ÎY est l'opérateur nombre 

de particules. 

Les opérateurs de création et d'annihilation d'une particule dans l'état 

Tel*? sont définis par : 

R+(T)K,. ...T(> = VTiTlT1T41.. .,\> (-•.*.... 
Q ù IT* » - - -, ̂ f ( > €. "ttî^

 e t l^.^*.--.T(> €."$C " dans la notation de Ditac 

ftOO- (Ff(T"))* , V T e H , où * est l'opération "prise de l'adjoint" 

Ces opérateurs satisfont les relations de commutation : 

O W 1 ^ ( T O ] - - [ A W , W i ] -o , [ R ( T ^ R W ] = (T,T')Up 

Sur JJ leur domaine commun invariant de définition, dense dans 

Dana le cas où l'on s'est donné une base orthonormée jy;j*tx deW , on 

note simplement ft- - ft* ("̂  et Rj - ftfujï ,Vj £ I . 

b) Lorsque 1 J f - C , F+(it J est exactement l'espace de Hilbert des états d'un 

oscillateur harmonique quantique a une dimension. 

C'est-à-dire : Puisque la dimension de Q_+ est égale à 1 quel que soit 

t e W , appelant u un élément de base norme de cet espace, on a que 

l'ensemble \ U ( ] « 6 K J
 e s t u n e base orthonormée de J+[UV] . Dans cette 

base, un element T de F+(<t) s'écrit T - 2 _ * t u ( avec <*( 6. C + 

quel que soit té. W et le produit scalaire de W et 1^'= ̂  GLU, e ?*(<£) 

Solent R • Pt (u^j et ft. = ft(u4) ; ces opérateurs agissent sur les 

éléments de base lu(> de UV + et |u(+t^ de C + * respectivement, de la 

manière suivante : fì* |u(> - V7+T |u(ti> , R lut+.4> - M*-i lu,> . H s 

satisfont les relations de commutation [R ,A+J-Id , [R 1RU -[R^1FfI=O, 

sur 0 . 

c) Faisant le produit tensoriel de K facteurs F. (<c) , on obtient 

l'espace des états d'un oscillateur harmonique à K dimensions. 
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d) D'autre part, considérons la série de puissances 

(m ' ^ * W _ -̂ W/ x M^ 
{respectivement en 2. - (i* , - - > *k"i> où « e C 7 l̂ -i.--• ,̂ ),1 e. N . 

"V- "*•« (j ' 
Elle définit une fonction de "W?*- (respectivement "Kx*) si 

K - , - V Î * « 1 (ir)3"* 

On en déduit que l'ensemble des fonctions 

(respectivement u m ...mk (¾. ,-.-,̂ k") ) sont mutuellement orthogonales, 

de norme un et on peut montrer qu'elles forment un système total dans 

W^* (respectivement "M.^* ) ({Bar.3], Ch. VlI de [B.C.D.]). 

Dans cette base, le produit scalaire de i = 2 °t„ u „ ...», e t 

4 - Z p N . . ^ \ . ^ 6: H^ (respectivement ft?1 ) 

s'exprime par 

Les opérateurs : 

û* . J_JjLri5i. et R, . f o l * , ' oMaî HM irr HTTf e Hii - l / V *ZK mr 
(respectivement A,. , J ^ ^ ^ . (flfcJ} . ^ - * - - , 

agissent de la manière suivante sur les éléments de base de Kx* (respec-

tiveoent W ^ ) 

FC.U X ] V - ^ w » " ^ ' " • i - l ' y i V - n 
e t 

ft. ft u » m.u est l'opérateur nombre. 
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Utilisant la décomposition de n.y4 (respectivement "K^* ) en somme 

directe de ses sous-espaces vectoriels jr (respectivement i • ) des 

polynômes homogènes de degré * (i.e. S, ì (respectivement i/ ) est 

le sous-espace vectoriel de Jt*4 (respectivement fi/ ) engendré par les 

monômes 4?*"---^1* (respectivement ^*--- t-C* > tels que *^mî = t • 

[^")-(^)--(^' o n a ̂  - t f Ç » (respectivement 

Il s'ensuit un isomorphisms entre "Kj1* (respectivement K^* ) et 

On remarque aussi que Kj1' est Isomorphe au produit tensoriel de V facteurs 

notés àskJ^ , où '1M^* est égal a l'espace W^* pour lt»-t i r --I1X . 
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S I I . 3 . CONSTRUCTION DES OPERATEURS D'ENTRELACEMENT ENTRE 

LES REPRESENTATIONS DE IH (ik+'^ APPARTENANT A 

K v , ^ K - I 0 I , ET EXHIBEES AU S I I . 2 . 

La correspondance en t re l e s représen ta t ions continues u n i t a i r e s i r r éduc ­

t i b l e s équivalentes appartenant a Tv^, indu i tes a p a r t i r de représen ta t ions 

a une dimension de d ivers sous-groupes de ÌH(l^ + 0 , se f a i t en e x p l i c i t a n t 

à l ' a i d e de l a méthode de Mackey [Ma.3] des opérateurs d 'en t re lacement . 

• Déf ini t ion 8 : Soient TT e t TT ' deux représen ta t ions continues d ' un groupe 

( I . e . s . ) G d a n s Ä e t 1^ respectivement. Un OPERATEUR 

d'EHTRELACEMENT de IT e t TT' e s t une transformation l i n é a i r e 

continue , gui v é r i f i e 

L'ensemble des opéra teurs â 'entxelaceaent de IT e t n*' e s t 

un espace vec to r i e l complexe, noté K[ i r , r t ' ) . 

Méthode^ !e_Mackey_ ±[n?-jjh_p^ }6S) -. 

Soient 

G 'un groupe unimodulaire; 

H e t H1 deux sous-groupes fermés unimodulaires de G } 

"Xi e t X^ deux ca rac t è re s de H 4 e t H, respectivement -, 

(iT-y , K v ") , (f* "Ä ^ l e s r eprésen ta t ions indu i t e s à d r o i t e par les 

c a r a c t è r e s J f 4 . "y a de n4>H4 respectivement, supposées i r r é d u c t i b l e s ) 

où : 

i) A est une fonction à valeurs complexes sur CJ vérifiant 

ii) fé D(T„)c«Ì4 . 

Si U(T.) est dense dans £f v et stable par G , et si Tft est un opérateur 

T 
continu e t fermé, a lo rs I« e s t un opérateur d 'entrelacement de It. e t 
1V 
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On observe que chaque solution de (2.2) est uniquement déterminée par 

sa valeur en un point d'une double classe H^aH1 ,^ew ; d'autre part, 

Étant donnés une solution n de (2.2) et ̂ .^-^ . on remarque que n reste 

une solution de (2.2) si on la réduit a zéro à l'extérieur de la double 

classe r\iitH4, et qu'on la laisse inchangée dans H 1 ^ 4 , i.e. : 

fi (a) m { est aussi une solution de (2.2) 

Définition 9 : Tp1 , ̂ tG , s'appelle OPERATEUR d'ENTRELACEMENT DOUBLE 

CLASSE. 

Remarque^ 11 : Pour g ,a'e H,QM , U e t "ft , ' n e diffèrent que d'une 

constante multiplicative. 

Lien entre une induite a droite et une Induite à gauche a partir de la 

même représentation d'un même sous-groupe 

Proposition 3 

Soient 

G un groupe unlmodulairej 

H un sous-groupe fermé de G j 

Uy (respectivement TT' ) la représentation 

(respectivement 4 gauche) par le caractère 

Alors : TTy et TTy sont unitairement 

où El est 1'involution donnée par la 

t£**> ,^e G . 

de 

y. 
G induite 

de H . 

équivalentes, i.e. 

formule 

a droite 

Démonstration : Voir Chap. 16 de [B-R.] 
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2. Lien entre les représentations de 

Schrodinqer dans l'espace de configuration et dans L'espace des 

impulsions 

Proposition 4 

L'opérateur d'entrelacement 

de Fourier 

Y(O "dirli ) 

de "x. 

ta* 

et n , est donné par 

_t A. xu 

avec ^ e l X R 1 " ) (espace de configuration) et Y 

impulsions). 

la transformée 

C L ( R ) (espace des 

Démonstration : 

1) Soient U) K , < 2 ) K , a. ̂  ^ | H ( M , * * * H ( M / H f t 

Par la méthode de Mackey 

2> ^ B " ̂ A = 1 ̂ B 9 ̂ R Ì ' Ì E H ^ + ' M ' J ^ une seule double classe. 

Choix : A («-"}- c. constante réelle À O . 
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3) D'où 

4) On passe sur L ( R ) . 

nous donne l'opérateur d'entrela-

«ment entre (ir* X(^)) et (n* ^ ( V ) V 

Finalement on a 

^V(M- (QTV^«tUx«I* T^^(x) où B est l1 involution définie 

dans la prop. 3 et où C est à déterminer de manière à ce que cette 

transformation soit une isométrie H 

3. Lien entre , les représentations de Schrôdlnqer 

dans l'espace de configuration avec T et t' , respectivement. 

Proposition 5 

L'opérateur d' 

(uc 
avec : d> £ 

M 

entrelacement de IT. 

-A)(^ 
LVRk) 

* LV R u i 

- 4(--
{espace 

(espace 

r -

de 

de 

et TT , est donné par 

-O 
la représentation 

la représentation 

Démonstration : On vérifie que 

ft / \ _ A "«•-,"£ V - CWUr--, , V j . W M 
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4. Uen entre ( ^ , ¾ ^ e t (iT^ , 1 ' ( B ^ pour Xt R * - N , en t re U * \ * l ° * ) 

e t ( ^ u .lVSVY) pour X&1R ~ [ o ^ , lea r ep résen ta t ions de type B.F.S. e t 

de Schrodlnger dans l ' e space de conf igura t ion 

Proposi t ion 6 

1 Pour A e R - ^ o ] , l ' o p é r a t e u r d 'entre lacement de rT î e t r r£ 

e s t donné par 

*• m 2Ì*l t ('J + "*} * zL(y.*"**J) , avec no t re convention. 

L 'opérateur inverse e s t 

, . -A . * . . - A 
avec L * - Z i : et ( i V - * t - I ( i l 3 - « î î -

] • * • J j ' 1 

2 Pour \ e IR - { ° J » l ' o p é r a t e u r d 'entrelacement de rr£» e t TTx 

e s t donné par 

L'opérateur inverse e s t 

mi.tffBîW*'*-»'*» • 
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Demonstration : 

Q « ì 

t ^ e.jH(i^*'i/Z . Par la méthode de Mackey 

- IH^-O 

L'ensemble des doubles classes est isomorphe a Ir- . On a 

A^-à^^-à?*-'- '̂-'̂  A- ^vv )-

Choix J A {«. * * *") = cSfx-i'i (donc "on choisit ft non nul 

sur la double classe correspondant a K = *' "; nous verrons plus 

loin, dans une remarque, la forme de l'opérateur d'entrelacement 

double classe correspondant à un autre R ). 

3) D'où 

fi1, 

4) Passons sur xi* et m ) . 

nous fournit l 'opérateur 

d'entrelacement suivant entre 
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5) Déterminons l a cons tante c a f in d ' a v o i r une isométr ie en t re 

Rj* et LYRM . Soit 

v..e- ^ - n M%-*? . (- -o««v 

une base orthonormée de H x (voir SlI.2. Remarque 10, point 

dì). 

Transformons T par l'opérateur d'entrelacement ci-dessus 
"V" mk 

(point 4)) 

i k ^«-^(Sv^i^w 
Soi t 

R 

(p. 837 No 6 de [G.R. ] ) , où H n e s t l e polynôme d'Bermite de 

degré n . 

U t i l i s a n t c e t t e formule pour u "1/-^-(1!*½^ i n •""• e t ^ " V T " ^ ' 

on a 

R 

L ' i n t rodu i san t dans l ' e x p r e s s i o n de * , o n trouve 
-«. ». 

T - . V . . W | > ' ' ' V /w S ^ zw U A 

X 

J ' ' 
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Or 

St R 

Utilisant Le fait que l'ensemble des fonctions d'Henni te : 

forment une base orthonormée de L (R ) , on a que l'ensemble des 

forme aussi une base orthonormée de . On en déduit que 

l'ensemble des 

Kj ^ -jìff£^"Ma,fiN).(- w 
(i.e. C ./yitj > , est La base orthonormée de C(K ) correspondant 

â la base orthonormée r_ (m . mJ\£^l , de H 1 . 

6) Nous avons maintenant presque établit l'inverse de l'opérateur 

d'entrelacement de n ^ et rr,ft • Considérons (voir 5)) 

et introduisons : 

ii 

m > a = (itl...,^ = (*,.*>....,%*:¾̂  i t-(^,...,U^ . 
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On en dédu i t que 

\ ^-(URiW**'* ^J* 
Puisque l'ensemble dea i„ _ , O*1*i-• • v1*^*• N est total dans X1^ , 

on peut prolonger cet opérateur < 

une isometrie de m 1 ) s u r « J \ 

on peut prolonger cet opérateur d'entrelacement de ir^ et (T̂  * en 

Q Est immédiat par analogie au poin t 

Remargue_12 : Le choix d 'un au t r e H au poin t 2) de la démonstration de la 

p ropos i t ion 6, A ( e . " * *} »cS(*-* ' -« ) , o e R , nous conduit & l ' opé ra t eu r 
0 ft 

d ' en t re lacement double c l a s se de IT^1 e t ir i o 

envoyant l a base orthononnée [ ' „ . nOf» ... «ii* W1 de Wx
1SUX la base 

(A Ì . de L (R ) quel que s o i t a c f i . Nous avons cho i s i 

Q*o par commodité. 



- 89 -

5. Lien en t re l e s représenta t ions 

de Schrfidinger dans l ' e s p a c e de conf igura t ion e t de type "réseau" 

Proposi t ion 7 

L'opérateur d 'entre lacement de ^xn e t n"mF ,\.r»*e,2-(.0}/ e s t donné par 

où : a € R nul pour m p a i r e t nul s i F » F pour m ijnpaix; 

pour m impair avec r = r j 

<^£L l(RVi , ^ ^ ^ t ^ F e t w w " 21 vjwT P " convention. 
S * 1 

L'opérateur inverse e s t 

tM-^lv":a,(~V...sï 
[»,«H1 

Démonstration : 

1) Soient ( » { H » , (j) H c . . . c ^ * ^ € | H ( a M , * * • I H ( I M / H Ä . 

Par l a méthode de Mackey 

RW 

2) Hc:HR-(Ht-îHfi;î*IH(
,ll*,1i]»(«.,*;)i*fo1i[''] -L'ensemble des doubles 

classes est isomorphe & (0,1( 
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Posons »•« « J * K | i £ i ; u d » , l [ 

D'où fi(tS-^-A).rl
t-

:?\^^Wft.(0 -

3) Cela donne 

^ . ¾ . , L ' L....Lt
:»^-fl[t^-^)^^.1") 

Posons * ' • * . - f . - U - i J J Ê Z ^ . Ê [o,<[ f notons 

3 - ( * * , • • • , J i ì « Z 1 " , U - ( M 1 1 . . . , u ^ e [ o , i [ l 

Co, 4. C1, 

Passons sur l e s espaces de Hi lbe r t C(If1) et J £ respectivement ; 

m.—Î-«. cp —°—> Tft/Y ) —*~* * nous fourn i t l ' opé ra t eu r suivant 

A û 
entrelaçant TT^1 et rT̂  . 

Nous pouvons maintenant choisir nfeu*) de manière à ce que la fonction 

T appartienne 
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f dolt Être quasi périodique sur U , i . e . : satisfaire 

d'autre part, on a 

F ( r t + l n h f ) = F f r . ) * F M x H * - ^ . K ^ ' r Y 
1(Tt 

(cf. démonstration Lemme I)-

On en déduit que, si k — t. jH(t J=O* alors T est 

quasi périodique sur le réseau. 

i) Cas de m pair : F" o et on peut choisir 

ii) Cas de in impair : 

F-F^: FYwkjfi = o et on peut choisir f\(t"') = C&(\J) 

L:f.': n*MW* et on peut choisir AfO-^ta-O T\s(u{i • 
Notons avec 

Q e S nul pour m pair et nul si F« F pour m impair; 

a =/y ,o,...,o\6 K pour m impair avec F - F . 

Finalement 

ïï<,ï)=ce < ^ £ «• <j.(K-Q-fl (2.3) 

4) Détermination de la constante c de façon à avoir une isométrie entre 

C(S^) etK^f. De l'égalité 

on t i re c = 
(OTT 

S) I l est possible d'inverser l'expression (2.3)j l'opérateur d'entrelace­

ment entre nraF e t IT." s'exprime par 

• M - i ^ i v ^ - ' V ^ 
Co . " t C 1 , 
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Redargue 13 : La base orthonormée de K m C correspondant à la base orthornormée 

de L*(R ) est donnée par 

V J - . , ) - - , * Z21. "« +....J-.-.) 

où a £ iK nul pour m pair et nul si F =F pour m impair; 

Q.11,Oy1O) e Bs pour m impair avec F=F . 
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6. Lien en t re ("V" .ffx*) e t [n~r Mît) pour V - m f c l - j o } , en t r e ( ^ ' , ¾ ¾ 1 ) 

e t (nZr I??„F) pour \ . m e 2 , * - f o } , l e s représen ta t ions de type B.F.S. e t de 

type "réseau" 

Proposi t ion 8 

1 L 'opéra teur d 'ent re lacement de IT *• e t (TJJL pour A = ^ e Z - [ 0 I e s t 

donné par 

où ci e K pour m pair et nul si r = F pour rr\ impair; 

-/i o o U S pour fn impair avec F=F"; 
-\ x ) r IJ 

L'opérateur inverse est 

W-frâafêî Jt. 

2 I L'opérateur d'entrelacement de ̂ x*
 e t ""»f pour \«m«^ì -{°) est 

donné par 

où Vi M1
0' ,te «S 

L'opérateur inverse est operateur inverse est 

v v _ I = - \ _ /. • .. . v . <rv 
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Démonstration : Par composition des opérateurs des propositions 6 et 7 • 

Remarque 14 : On peut utiliser la méthode de Kackey pour construire l'opé­

rateur d'entrelacement de ITj^ et rr̂ V • Pour obtenir le même résultat que 

dans la proposition 8, on doit choisir une certaine "fonction" fì (2.2) 

qui ne fournit pas un opérateur d'entrelacement double classe. En d'autres 

termes, la composition de deux opérateurs d'entrelacement double classe 

n'est pas nécessairement un opérateur d'entrelacement double classe. 
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S I I . 4 . A PROPOS DE CERTAINS OPERATEURS AUTOADJOINTS 

C^/ P Î , j - 4 , x , . . . . l . , SATISFAISANT LES RELATIONS 

DE COMMUTATION CANONIQUES 

Problème j Soient Q.1 , P 1 , ]= 4 ,* , . . . , V , des opéra teurs autoadjoints s a t i s ­

fa i san t l e s r e l a t i o n s de commutation canoniques Ed* ,P-1I- ûiwij. sur un 

sous-espace dense D de ?". , u n c e r t a i n espace de Hi lbe r t complexe separa­

b le de dimension i n f i n i e . On peut se demander quand e t comment ces 

opéra teurs sont r e l i é s aux opéra teurs inf in i tés imaux d'une représentat ion 

continue u n i t a i r e i r r é d u c t i b l e d'un groupe de Reisenberg. 

Nous savons qu'une r ep résen ta t ion continue u n i t a i r e i r r é d u c t i b l e n. du 

groupe de Heisenberg [tr m 9<r.), 9 / o , envoyant e. y* sur 

K ----- --
Ï I I . I . Î . 

IeI ». , donne lieu aux relations de commutation canoniques (voir 

[ Q i 1 P i ] - ^ * î - ' D •;-•••• 

où Q.JX , P x
1
 i j i l ,»,. ..,V sont des opéra teurs au toad jo in t s , générateurs i n f i n i ­

tésimaux des sous-groupes à un paramètre ^ v I t 

Donc, étant donnés des opérateurs autoadjoints \ û J ,EJ J • 4 j l ,..^ satis­

faisant (Q) ,EÎ ] - I t I J . , j = i,î, . . . ,U , il faut essayer de trouver les 

quatre constantes suivantes 

(i) Q (i.e. : fixer la alasse d'équivalence des multiplicateurs de 

8\ équivalents à C = Oa.. Ce choix ne détemine un groupe de 

Heisenberg qu'à iso^orphisme près .'.'; 

(H) X (i.e. : fixer la classe K\ de représentations continues unitaires 

irréductibles envoyant t "• sur e.1" X<i** )i 

(Hi) a et k (apparaissant dans la définition des générateurs infinité­

simaux) Ì 

liées par la relation -—— = "1 , ainsi que déterminer de quel type connu 

de représentant de Xv peut provenir l'ensemble \ Q.1
 ; P i , ainsi 

que le groupe de Heisenberg représenté. 
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Avant de donner quelques exemples (proposition 9) nous introduisons des 

notations et construisons explicitement la représentation de type réseau 

du groupe de Heisenberg In (3W1) , ainsi que la représentation M de Zax 

(xk -dimensionnelle) (le lien entre ces deux représentations est explicité 

dans la proposition 9(9)). 

(a) Nous noterons toujours G^ ì PJ, munis des indices appropriés, les 

générateurs infinitésimaux des sous-groupes à un paramètre 

n(«.aJ*i)- t"""1! et ffft.*I*î) = t1" *î respectivement, d'un 

groupe de Heisenberg représenté par TT ; a ,\i £ R ~\o\ fixes; Xj ,^i £ R 

les paramètres , j «l,t,..., V. . 

(b) Soit T=OT. ,SeR-(O,^]. On note (rvj X ( ^ >(nt* X ( ^ les 

représentations de type "position" et "moment", respectivement, du 

groupe de Heisenberg IH0-(^*
1") déduites de celles de ÌH(^*M par 

l'isomorphisrae liant IHff(il<*ii et (nf'^*
1^ (voir §1.1. la démonstration 

(iii) de la proposition 1 avec R au lieu de S l" ). 

(c) Construction explicite de la représentation de type réseau du groupe 

de Heisenberg I-L(A*'') quel que soit fìe[>-9=.i ,^l1» (à l'aide de 

la représentation de type réseau « f , ^ de IHfîl-ii (proposition C)). 

(i) Soient 
L R - l

e - r t * ^ I f i r - s e 2 M un réseau principal de K" . 

H - J t ^ ' e ' J V t R 1 ^ E l - Q T e t T-1F un carac tè re de 1H t dé f in i sur 

H comme au i l l . 2 . C. On remarque que lorsque ô - — , L g - L e t 

H ® - H c . La r ep résen ta t ion ( r r ^ ^ ^ d e IHÇo [&*>} indui te à 

d r o i t e par le ca rac tè re r__F de H £ e s t donnée par 

( . 1 VFI*- «• J 4>)(v) = t t ifvt-v') où le.S,w,v s « e t 

QCix est quasi périodique sur le réseau L. : 
i ~F a 

(Utiliser la proposition C et la proposition 1 (iii) du SII.1. avec 

au lieu de K ). 

(ii) Soit U une fonction polynomiale de B\ dans R et p défini par 

B - T - S w . 

a) Par la proposition 1 (ii) ill.l-, 1'isoraorphisme 

t : IHn (^M • (H (.U1) 
9 IT. P 
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envoie e. «. sur tv ' a. . 

bì Posons T m - F ( E W — ( n » U L e , et W ^ « j Y : R ^ - ( C t 

(1) l est borëlienne sur R ; 

(2) ] lYfvll Jv <; + oo pour chaque cellule élémentaire C de L^ 

G 

O ) i est quasi périodique sur L« 

Y(„,rt - t -*-r<vVL B T ( n W , v £ R * \ u L e . 

e) L'application U„:K f c F * ̂ „ T d é C i n i e P « 

est un isomarphisme d'espaces de Hilbert. 

d) Du diagramme coramutatif suivant 

IHp(M.j!Ë_ muli) 

IHJ*^ _ il (H9J) . 

ou 3 S- IH (AvI^ e t ^ e. A111C , 

on t i r e ( «£{^S)r)to - ^ ^ ^ Y ' " " > 

OÙ u » , V . V ' Ê R ^ , V e H S • 
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Lemme S 

Les opéra teurs inf ini tésimaux de la r ep résen ta t ion de type réseau 

(n"jJT ,"Jî^-i <3e IHf1''*1) , ft- -J-Su a ssoc iés aux sous-groupes à un 

paramètre 

nous fournissent Les opéra teurs essen t ie l l ement au toadjo in ts 

ayant comme domaine commun de d é f i n i t i o n e\ 

ï . t . i . . . . , ^ 

pf? 

ou *•- + -^ - Z J ^ p ^ i j t ^ et U . Ö U . 

Démonstration : 

pN = ili ̂  p( v ' \| + J_ _L 

^~é^ ai 
i 3 

p = e -4w < = > <r(v,v'i . (1(V1V'
1) +• W v ) + P(*') - i>(v+v') , v,v'e ® 

Posons u • 9u . On a alors 

On remarque que -r—-^jci) e s t toujours nul, sauf si u contient 

un terme linéaire en *t . Mais ce dernier cas nç nous intéresse pas car, 

si P contient un terme linéaire, ̂  (v)-r y fv') - \> (v-v'} ne le contient plus. 

Idem pour Q. T • 
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Les opérateurs 1 Q. _ , P"1' l . satisfont les relations de 
L "' "T J j* *•.', — 'v 

commutation canoniques 

{d) Construction heuristique de la représentation kg de Zak 

(i* -dimensionnelle) [Za.] 

(i) Soient O1^111Si, t\> ..-,^v I e 3 vecteurs de base du réseau 

cristallin direct et réciproque, respectivement, du solide 

lit -dimensionnel considéré, tels que Q,-t. = i- o"«# i 

î,t --t.» U' et G B J-, nt2-{°>. 
J <mkn l 

Nous chois i s sons a* = t T . !>:> -4-l- *, -i.1, •• • ,^ ' • ï I ' J iô *j . J ' 

( i i ) Notons R r = Z^rQ- , K » .Z-^W • r . , J t * Z •=-!.,!,... ,V' . 
J1= i J •* ] • ! J J J 1 J 

d * A* 
Soient Q)1Q •* x. , Py8

1 - ç- -— ! j- i , ) , . . . ,V' , l e s opéra teurs 

in f in i tés imaux de la r ep ré sen t a t i on de Schrôdinger dans 

l ' e space de conf iqura t ion (rty ,1 (R 1) du groupe H (A'*>) , 
v a OCT* 

X fixé t e l que \ 9 . - l ! — e t I3 = - a - -L . 
Les opéra teurs de t r a n s l a t i o n R, dans l ' e s p a c e d i r e c t , e t K^ 

dans l ' e s p a c e réc iproque , son t donnés par 

T ( Ì O = ^ r ' r , P x ' J ( K 4 V J ^ * ' respect ivement . 

( i i i ) L'ensemble p a r t i c u l i e r •x(«.y-^ , T f t j V ^ * 1 

forme un ensemble complet d'opérateurs qui commutent. Les 

fonctions généralisées suivantes sont, par abus de langage, 

"fonctions propres" communes de ' (°A , ' (**j) > ] * 4 ,',• • • < * ' : 

o u 

b ) 

file:///9.-l!�
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où d) T f o ^ Y i * (*) - t * 1YiM 1^ (k.é[o,-^[ et périodiquement 

J(i^) Yj (A = «."**%" Y1* (^,^.s[o,l[ et périodiquement 

e) f) est une fonction polynomials de R dans R 

(iv> Y|M , , f
 1O fixé, est un ensemble de fonctions 

1 1 J ^ [ ° ^ c k ' c 
e» ... 

généralisées, que l'on nomme représentation U . Elles sont 

orthonormées 

J,, *tZ l» rt2*' l 

et satisfont la "relation de fermeture" 

(v) Soit <|»£.L(R ); écrite dans la représentation ka , on la note 

Cl(W^ - J i . ^ 4M - - ^ ^ M Zj7*
1*+(^) • 

JSW' luci) 

C (̂  |*[) est quasi périodique sur le réseau cristallin L : 

où It1̂ fi 8
W ' ; --.i £ Z1' (i.e. : R, ,K1 e L 6 )• 

(vi) Le calcul des éléments de matrice (I^ j P ^ | *<'«)'> et <'"\|Q^[''V> 

(notation de Oirac) nous donne l'expression des opérateurs 

t^1 et Q.x* , T* !,»,•--,V dans la représentation Va : 

On pose 

u e 



- 101 -

Proposition 9 

Soit Jy : R a R une application polynomiale telle que £(o)=o • 

Soit 

satisfaisant [Ql , PÎj-îtld^ , J-t,*,-A ; « ,u> , y > S e. <£ 

(ce qui est équivalent a la condition ; les constantes «,^,^,à e4- sont 

reliées par 

Vài, 

£3 est dense dans un espace de Hilbert complexe separable rt de 

dimension infinie. 

Dans huit cas, on peut dire quand et comment ces opérateurs 

^Q1,rl :̂-i,i,-,l-\ sont reliés aux opérateurs infinitésimaux d'une 

représentation continue unitaire irréductible d'un groupe de Heisenberg. 

Ce qui vient d'être énoncé sous la proposition 9 doit être vu comme 

précédant chacune des huit propositions qui suivent. 
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Proposition 9(1) 

Lea opérateurs 

pi - «v _ Ä 1 M ( U . J J U ^ 
1 K̂,- " 3̂ * 

3 

satisfaisant [Q1,?1 J "CtTd- ,J-MI-IV ,<*,">,(.StC , avec u_ tel que 

et ü approprié, proviennent d'une représentation de type réseau si 

3° K - « Î T 

On peut choisir o.. — , t - -̂ - et m 9 tels que m9= ~ - ,rr>£2-[°\. 

Alors : Les opérateurs j QJ,, ̂ 1 !".i » L avec D.j*t tt proviennent de 

la représentation de type réseau {îrĵ  Hft"*\ 1 û groupe de Heisenberg 

H,(it^ t n défini par a = C- Su ,u*Qu , 

Exemple : La "représentation de Wigner" : 

f i . u - t | > , a ^ x . . : i ^ _ ,5-1..,..,1. 

(L>-O;O ',h . — ; on peut choisir m= -4 et 9 - ) . 
~ t t itrt 

Démonstration : Utiliser le lemme 4 B 
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Proposition 9(2) 

Les opérateurs 

1 331J A*\ 

satisfaisant [QJ.EÎ] - & Idp *.*,!,-•.> ("t.w.y.ïfi 

proviennent d'une représentation de type position 

io £< = 5 = o , tu «. 1(R-toi ( y e. K-M 

2° - w y = ;t 

3° -H - IVRM et D -JfR^ 

On peut choisir D » -;— et a \ 9 tels que 
LUJ ' 

C, 
si 

Ai 

Alors : Les opérateurs 1 Q.1 ,P1I. , , proviennent 

tation de type position (rr?ft LYR1"^ d u 9170UP6 d e 

Exemple : La représentation de Schrodinger : 

C « . i i U - i . j X - i . 8 - ^ , . 

avec U - o , 

mr 

de la représen-

Heisenberg 

Dëmonstration i Les opérateurs infinitésimaux de la représentation 

(rr?fl LVR11}") â e ^o (1^+O ^0"8 fournissent 
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Proposi t ion 9(3) 

Les opéra teurs 

Û r - ^ ï * ï ^ j * 0 * ^ + 5 ^ 

s a t i s f a i s a n t [Qt,pi ] = l ^ ï d - , T--1,*,...,^ >* , W 1 J 1 S E C avec M-o , 

proviennent d'une représen ta t ion de type moment s i 

1° L U - J J - O , <X <£ R - [oj , § ^ O 

2° «S - H 

3° K-L'(RM et D - J Y K ' I 

On peut c h o i s i r Q - -1 - e t k X & t e l s que AË. - - — 

Alors : Les opéra teurs [ 0 ^ , P J j , • proviennent de la représen­

t a t i o n de type moment f""?8 LYR )J ^u groupe de Heisenberg IH- (1"*1) -

Exemple : La représen ta t ion de Schrôdinger : 

Pl"ii . a l ' - - T ^ • j - 1 ' , - - v 

, . . . i . , l . ± . . X - I l 1 S . - ^ , . 

Démonstration : 

tien (n£a X(^)) * Les opérateurs infinitésimaux de la représenta 

nous fournissent 

PfI » _i!2ie.H. , Q j . i l , :.1.,....,1 
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Proposition 9(4) 

Les opérateurs 

satisfaisant [Gf1Ei]=L^Id , j-i.t,-> ̂ 1Uj, ̂ ,Î£<C , avec t.-oet 

Jj approprié, proviennent d'une représentation de "type position 

notifiée" si 

1° 5 = 0 , *,ï-£fc-j<^ , W ^ O 

2° - my = :fc 

3° K = ft" 

On peut choisir la- -J- et Q 1 X 1 B tels que ^ - = -X. 

Alors : Les opérateurs i Q.J ,Ç-M. . , avec B = K y», proviennent 

de la représentation (rrj -¾ J du groupe de Heisenberg In (il"-') . 

liée à la représentation de type position (rrjj* ,U(R1")) d e H fl<p (**« * 0 

par 1'Isomorphisme envoyant § sur $• défini par 

4»(*WVïfM,itM°i, fixe. 

Exemple : La "représentation de Berezin" ; 

eJ . v »> . ,as .^ , j . , , , 
( t-i-i a.-L i\ = i , 9 . - V ) [B.S.J et (J.F.J. 

Démonstration : 

Soit /TTJ£A , V ( R ^ l a représentation de type position de H . (llt*'ì • Utill-

sant Ui' , on trouve it U î , 
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Les opérateurs infinitésimaux de (n-J V . ) nous feignissent 
J 

; - * * • • • > 

Proposition 9(5) 

Les opérateurs 

satisfaisant [QJ, pï } - Ik Up. , J- !.»,-.-,W ;<*,"•* ,)f ,ScC, avec JJ - o 

et O approprié, proviennent d'une représentation de "type moment 

modifiée" si 

i° uj-o ,«,y e R-H , f«ÌR-M 

2° <X<5 - tt 

3° ft - f t * 

On peut choisir a = -^- et b.i\,9 tels que A®.. - — 

Alors : Les opérateurs )0.1,°1!. . avec D = K j», proviennent 
— — — — — ( IL* T1I1... tH "^ 

de l a r ep résen ta t ion (irj& î £ s ^ d u groupe de Heisenberg IH [&*•>) , 

Liée a l a r ep ré sen t a t i on de type moment (ITx0 ,L*(Sv J] de |f-L (&+*) 

par l ' isomorphisme envoyant Ò sur A dé f in i 

p" 4 to -1^""4 4V ,^R-W. fi«. 
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Démonstration : 

Soit (ff]Té , L
l(RWl J l a représentation de type moment de H , (iUi") . 

Utilisant U, , on trouve 

OÙ teR ,-V̂ 'eR1 ,4/^î-Uj(L^V 
Les opérateurs infinitésimaux de (TTJ° Jf^ ) nous fournissent 

Proposition 9(6) 

Les opérateurs 

1 J) ixt »*J 

I <*-«*!*» ^ W W * ^- . 
satisfaisant [QÎ, ÊÎ î - t^leif. , J - *.i,-->><*.UJ . Jf »̂  6^- - avec y fixé 

défini par {̂  (*<*- +1^f^ = *M i*.1 A R et û approprié, proviennent d'une 

représentation de type réseau si 

1° « e t > \ e R-fai , Ui^ e IR-W 

2° -îujy - :t 

3° *t = ft 1\5 
r».T 

On peut choisir a « i . U - et m 8 tels que mô = %— , r^ti-tol . 

Alors -. Les opérateurs j Q.J, P J ( -rl,... j, avec . D - K ^ e , proviennent 

de la représentation de type réseau (tr*£ ,¾^) d u <3TOUPe â e Heisenberg 

H-(^«""ì ,a défini par s-a--S(Ö^), i.e. : %(*%*^ ,x'*. +^'^ - 30 .¾' 

où » , x ', 1J , >j' £ R • 

Exemple : La "représentation de Zak" : 

(cf. point (v0 , construction de la représentation de Zaitj prendre 

T1(Vv1Vo ,«.-i , U ^ . , « - - 1 , 8 - ^ )• 
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Démonstration : Utiliser le Lemme 1 pour p(xt*^f^ = xu • 9 est défini 

par &(»,*'') - v (*.*•') - O M ( ^ I - 9 y (v'̂  +• 6 u (* + *') où 

v-ii*«jf , ' ' ' ' ' i ^ U R 1 1 - C'est-à-dire 

Ce qui entraîne p(viY'^ = 1 ^ 1 V H 

Proposition 9(7) 

Les opérateurs 

satisfaisant [ Gy,cN ] - tt U 0 , j-t,*.•••> ,«,w,t ,S"«!., avec w fixé 

défini par y (*«-*"jM --*u, ,*,<}£ IR et D approprié, proviennent d'une 

représentation de type réseau si 

2° 2M5 - î.̂  

On peut choisir 0.--I 1U-J- et m,9 tels que ^ S - -̂ , m £ Z * {°j 

alors : Les opérateurs JQ.1 i?1 |:.-i »,...,l. avec Droviennent 

de la représentation de type réseau (rrCj" ,$(£') du groupe -ìe Heisenberg 

IH.(it+A , p défini par ß = (T - S ( O U ) , i.e. 

Démonstration : utiliser le lemme 4 pour U {«t+^f) *- '4 - ï est défini par 

|î(vhv'i- <r(v,v'ì - Bu(")- S P ( V ' 1 + S u (v + v'i où v = it*^Ç jv'-jiV+i't fiR1 . 

C'est-a-dire (i(v,»'ì = Ô ^ ' - y ' V B » } "• 0*'¾' - ©(««'Vi** ; 

Ce qui entraîne Ji(Y1V^)=. - *ÖA'^ • 
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Proposition 9[8) 

Les opérateurs 

Jl di. ).-

s a t i s f a i s a n t [Qi" ,Pl* ] - " ^ U ^ ,j'-i.» •« , « , » . f . ä " < C , avec u f ixé 

déf in i par Ü 6>t.Tvjf ) = Xu *-g ̂ (1.1V 7 polynomials e t D appropr ié , 

proviennent d 'une représenta t ion de type réseau s i 

1° tu ,S" s IiR -{o} , «,t / ° 

2° c<S = i l = - t u r e t iuo"=fc* 
l 

3° W«Hjtf 

On peut cho i s i r Q . - i - . L . ; i - e t m,9 t e l s que m9 x - -^ ,m £. Z - ^ 0 L 

Alors : Les opéra teurs jQl PÂ| , avec D -K„F>C . proviennent 

de l a r eprésen ta t ion de type réseau Ar]£ , ¾ ^ ) du groupe de Heisenberg 

' ^ j i ( l l t , " ì , ß dé f in i par n - t f - S w / w l ^ + t f i - ö / w j - ' p - g l f a / ^ , * , ¾ * ^ . 

Les fonctions C (k,Q) s a t i s f o n t la même quasi p é r i o d i c i t é que les 

fonctions d e f t , e t l e s (ÛJ , P J \ . , , sont exactement l e s 
t lj.v*,.--,i-

opérateurs de la représentation de SchrÖdinger I ̂ m > ° Ì 1".-4,1,.--,V 

de !H4 (al*'*'") écrits dans la représentation ko , seulement si 
Off,* I 

(a) m est pair, dans ce cas T(Vi " —^r-H ('> X*- L© io* " TT" OL> 

(b) m = ± l et T/(^-PY(^ + -L-u(!) , ( e U - L . 8 = - : - ^ respectivement, 

(prendre R au lieu de R et poser k-u ,a-*e. R ) . 
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Démonstration : 

i) Introduisant w /" * •"if) " "M- S?^*^ â a n s l e s opérateurs Q.1,!?! 

de notre proposition on a 

Pl « * — ? { H , * \ + <* — 
ar-S a , ^ U 1̂' J-I..,-..,̂ ' (V-Vi 

Avec Les conditions 1°, 2°, 3° et les choix indiqués de Q,b,m et 0 

on est dans un cas particulier de la proposition 9(1). 

ii) D'autre part, soit 

i 3 

: . * . * . - , ' • ' 

l e s opéra teurs ]G ^ , ? J . de la représen ta t ion de Schrôdinger 

de »L f f ( i "+ ' ) f é c r i t s dans la r ep résen ta t ion k« (voir (vi) de la 

const ruct ion de la r ep résen ta t ion de Za)O, où l 'on a posé 

y- W, * . a «. R e t où O 1 W E R - I O ] sont r e l i é s par ûb» - -^ (pour 

que [a*,Pi 3 - ^ I J J 3 ) . 

i i t ) La comparaison des opéra teurs sous i ) e t i i ) Implique 

Q •• —r i k - — .UJ5 =R e t m , 9 â choix l i é s par mfl = - —r . 

iv} CM^,q^ e s t quasi périodique sur l e réseau Lg ; déf in issons 

4 > ( M 1 o C V « , V l ; on a 

e t (•<-*.+ -Lif 6.1 . D'autre p a r t 
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B ' 

3 O ^ Q = _ J _ =^ " . . . I H T n J 
4ITt * 

D'où ^ ( v + ( ^ e " , I * " P M e : , , ( " , r J - V " 8 i i ^ 4 W et on doit avoir 

4>(v + ̂  = t
_ l u r " n '* e - <k(v̂  . on en déduit (a) et (b) 

CONCLUSIOM : Les changements de sections apparaissant dans la théorie 

d'extension de groupes, développée au 11.2., appliquée 4 K au SII.l. 

pour construire les groupes de Heisenberg IH (î +1*) , B défini par 

cr - Aov, permettent de trouver dans bien des cas la provenance d'un 

ensemble d'opérateurs autoadjoints ( Q.1 , P 1 J * 4 t ... t\, , satisfaisant 

les relations de commutation canoniques [G.* ,Pi] = I^Up. sur un sous-

espace dense 0 d'un certain espace de Hilbert. 
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CHAPITRE I I I : LES REPRESENTATIONS CONTINUES UNITAIRES 

IRREDUCTIBLES DES GROUPES DE HEISENBERG 

DANS LA PRATIQUE 

Nous a l l o n s énoncer quelques problèmes e t vo i r comment l ' u t i l i s a t i o n 

des r ep ré sen t a t i ons continues u n i t a i r e s i r r é d u c t i b l e s d'un groupe de 

Heisenberg, de l e u r s espaces de représen ta t ion e t de l eu r s opéra teurs 

d 'en t re lacement permet d 'en f a c i l i t e r l a r é so lu t i on . 

Problème 1 

On se demande tout d'abord dans le ÎIH.l. s'il est possible de trouver 

une "bonne base" de l'espace des fonctions de carré intégrable sur la 

variété quotient d'un groupe de Heisenberg à 3 dimensions par un sous-

groupe discret, "base" qui jouerait un rôle analogue â celui de la base 

orthonormée des caractères dans l'analyse de Fourier sur le tore. La 

solution de ce problême repose sur la recherche d'une "bonne base" d'un 

sous-espace de Hilbert de cet espace de fonctions, ce sous-espace de 

Hilbert s'avere être isomorphe A l'espace de la représentation de type 

réseau du groupe de Heisenberg considéré. 

Problème 2 

Le deuxième problême, SlII.2., consiste à construire les systèmes d'états 

cohérents généralisés des groupes de Heisenberg, à étudier les propriétés 

d'un système particulier coïncidant avec les états cohérents de Glauber, 

et à se demander si on peut extraire de ce dernier système d'états un 

sous-système total minimal dans l'espace considéré (dans le but de pouvoir 

développer une fonction de L(R^ dans ces états en ayant la garantie de 

"l'unicité" des coefficients du développement). Actuellement une réponse 

â cette dernière question n'existe que lorsqu'on travaille avec un groupe 

de Heisenberg de dimension 3. La démonstration la plus simple (proposition 

4) se fait en se plaçant dans la représentation de type réseau du groupe 

considéré. 
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N. B". Il est intéressant de constater que la "bonne base" du sous-

espace de Hilbert de l'espace des fonctions du problème 1, 

est un sous-systême total d'un système d'états cohérents du 

groupe de Heisenberg en question. 

Problême 3 

Ce dernier problème, §111.3., se divise en trois parties. 

§111.3.1. Ayant déterminé le groupe de symétrie de translation de 

l'hamiltonien d'un électron soumis A un champ magnétique constant, on 

examine tout d'abord si le résultat dépend du choix de la jauge et du 

choix du champ (proposition 7), puis on essaie d'identifier ce groupe 

avec "quelque chose" qui possède une signification physique. 

§111.3.2. Se restreignant à l'étude du mouvement de l'électron dans le 

plan perpendiculaire au champ, on a que le groupe de symétrie de trans­

lation de l'hamiltonien du système est un groupe de Heisenberg. Tirant 

parti des connaissances que nous avons de ce groupe, est-il possible 

de construire un ensemble de fonctions propres de l'hamiltonien qui soit 

total minimal dans l'espace de'Hilbert engendré par les fonctions propres 

de cet opérateur, pour chaque niveau de Landau ? La clef du problème est 

un système d'états cohérents. 

§111.3.3. A la différence du cas sans potentiel cristallin, le groupe 

de symétrie de translation de l'hamiltonien d'un électron soumis à un 

champ magnétique constant et à un potentiel cristallin n'est pas indé­

pendant du choix de la jauge et du choix du champ (proposition 14). Les 

groupes de symétrie de translation sont de types différents selon que 

le champ magnétique est rationnel ou irrationnel. Comment se manifeste 

physiquement cette différence ? On examine cette question dans le cas 

particulier où le champ magnétique est parallèle a un axe du cristal et 

on mentionne quelques propriétés du spectre de l'hamiltonien de ce 

système. 
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S I I L I . ANALYSE HARMONIQUE SUR LA VARIETE DE HEISENBERG 

Une des branches de l a théor ie de r ep résen ta t ion des groupes, appelée 

analyse harmonique, cons i s t e à é tud ie r l e s espaces de fonctions sur 

l e s groupes e t l e s espaces homogènes. 

Considérons IH. (¾ , a dé f in i par p (v ,v ' ì=V 0 ^ v ° '**"!* ' v = x t W f £ R* 

/ i a t \ 
( i . e . : l e groupe de Heisenberg des matr ices 3»3 de la forme o i " > 

\o o i / 

fc/.vfeR; on identifie t1**" e.****» £ IH M avec [o i * ) ); 
r \0 O i' 

soit r = j t
u * t

r t + ^ ; t . r . -cz ì 
un sous-groupe discret de IHp(S^ . 

• Définition 1 : L'espace homogène "MH-(3"1I , muni d'une mesure invariante 

sous les translations à droite i o — * "^V t Q1VeJH {$) > 

est appelé VARIETE de HEISENBERG. 

Soit L fri\'Ha(3i) l'espace de Hilbert des fonctions de carré integratole 

sur r\l|-L(3Ì • N o u s n'allons pas étudier en détail cet espace de fonctions, 

mais relevons les faits essentiels suivants, relatifs au sous-espace de 

Hilbertttlf le plus important de L*( T\jH- (31") ([A.T.] et [To.]) . 

1 SoIt1R la représentation "régulière droite" de H 1 ( ^ sur L(PVH.( iyj 

^ = (£
ftu* i r.€.2Ì le noyau de ft . ft. est donc une représentation 

unitaire de IhU^/u* sur L7r\ IH-C^Y) - e t puisque Z/û s [o,-i£ est 

un sous-groupe compact abélien de IHaW/A , L ( r"\jH. (Vi) se décompose 

en somme directe orthogonale de sous-espaces de Hilbert A -invariants 

1 ne.7. 

oü : 2. est le dual de [o,i[, 

Sin étant de "multiplicité" ini lorsque n^o • 
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En particulier 

(1) Lorsque n * o , K , s'identifie avec l'espace Ll( T*i °ù TT-(R'Kl/U " ^ 

est le tore à deux dimensions. 

(2) rt_„ s'identifie avec TC„ ,"tZ-\o\, par conjugaison complexe. 

C3> Quant a l'espace H 1 , c'est un des deux sous-espaces irréductibles 

de r(r\IHft(3\) ! ( W 4 et
 1K-11 sont de multiplicité 1); de ce fait, il 

tient le rôle principal dans l'analyse de L*fr\IH-W) • K t s'identifie 

ä un espace connu 

Proposition 1 

Soit "H 1 0 l'espace de Hilbert de la représentation de type réseau 

0 « , * £ > <*• 1Hp(3Ì (cf. SII.4., point C).) 

(i) L'application 0:1¾! — * H110 , envoyant m sur T par 

Yf*,«^» g." tff kl} >f"'v) t.i.yfcR . est un isomorphisme unitaire. 

<ii) L'application de Weil W : L W > H * , envoyant l sur 

unitaire. 

«aW est l'opérateur d'entrelacement entre la représentation de 

type moaent (TV£B X(^) de |N fl et ( ^ , ¾ ^ . 

Démonstration ; 

On a 

(construction par analogie a la proposition B, Ch. II}. 
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b) lì fv.v'ì E i \ , v*xe*>jY ,v'c «'(t^ftR ; on peut voir que fi€ E - T0"* I 

i.e. - -j-c.-a+Sw, avec u(v\ = -L*u , 

est identiquement nul, pour m* 4. et F=F' , ce que nous choisissons. 

D'où 

K 1 0 - H*: R* — > £ ; (l) Y est borélienne sur R1; 

(2) f|V(vi|*dv < + *> ; O ) Y est quasi périodique sur L.J. 

i.e. rfv.n = . - ^ M w , V * » 1 , U L . . j 

OÙ U R ,V.V'ÊR1 ,YÄft^
c . 

c) Par analogie a la démonstration du SlI.3. proposition 7, on calcule 

l'opérateur d'entrelacement entre les représentations décrites sous 

a) et b) 

2 Transformons par l'opérateur de Weil la fonction vj*1«t de 

C(R) (V. appartient à la base de L (R) formée des fonctions 

d"Bermite). 

««Z 
e 

e. e. 
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où âj(elt) - £_ e."""* e.1-**" ,te. (C1TtC avec In-(t\>o, est une des 

quatre fonctions thêta classiques de Jacobi (voir Ch. XXI de {W.H.}). 

Cela suggère qu'il peut y avoir un lien entre les fonctions thêta de 

Jacobi et les fonctions dans les espaces 3"In O E Ì . En fait, la recherche 

d'une bonne base de L (^\IM-{3i) , qui jouerait un rôle analogue à celui 

de la base orthononnale le1"'"" iiitZ] de ]_ (T) dans l'analyse de 

Fourier sur le tore~iT- R/2 , nous conduit à utiliser explicitement les 

fonctions thêta. 

Par exemple, poux l'espace H 4 , on a le résultat suivant . 

Le système de fonctions 

{XJU*^ - ̂ "V^^U^I) ; m.BtX ] 

est total dans Jt1 (ceci découle du Th. II.5 de [fi.T.], théorème qui 

traite le cas générale. ,ft~l). On remarquera que (T \ n'est pas 

un système de fonctions orthonormales dans W4- • 

Proposi t ion 2 

( i ) 

(U) 

. ( i i i 

L'image à j système w Ì 
l * -" J k . l Z 

de type moment (n£ 9 1_1 |̂RV\ d e 

K^ 
S o i t <. , 

(Y 

q . q . S . m^ 

_ ^ 3 t - ( 5 -"V ] 

dans 

IHp(3Î 

^ , ' € . 1 

> l e p rodu i t s c a l a i r e dans 

i m * ,<\ ,nx£.Z. • 

L'image du système \ Y _ ( 

de type p o s i t i o n (n£> X ( R n 

î f«w • e. t 

- - . V + 

dans 

delHp 

l ' e space 

e s t 

« * • 

{«*-"$) 

1 'espace 

i] e s t 

U 

d e 

t 

d e 

l a 

n(rr, 

l a 

représen ta t ion 

i- r t*V^-"0 

r ep résen ta t ion 
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Démonstration : 

(1) Utiliser l'application W * , inverse de l'application de Weil W ; 

•i 

o 

(ii) Puisque W est unitaire 

Posons s - t - r> 

J( 

R 

(on a utilisé la formule No 3.323(2} p. 307 de [G-R.]). 

(ili) On passe de (^ ,C(R)) â ("̂ * ,0(8Y) P-" 1» transformée de Fourier 

Remarque 1 : Qn souligne ici que les auteurs de [A.T.) p. 23, établissent 

que l'ensemble de fonctions (^, I ^ est total minimal dans rt4 . Or ce 

n'est pas vrai (voir contre-exemple dans le paragraphe suivant). L'erreur 

est dans leur application I : Lt T , I^ ****. P- 2 2 , ^ 1 n' e s t P33 sur-

jective. Cela est sans conséquence dans leurs travaux postérieurs, car ils 

n'utilisent que la totalité du système, jamais le fait qu'il soit minimal. 
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Les théorèmes de structure pour ^ 1 ([A.T.] et [To.]) fournissent de 

précieux renseignements sur certaines classes de fonctions : 

a) Chaque fonction continue appartenant J X 1 s'annule en un point. 

b) Pour ^ 6 ¾ nC1 et satisfaisant ;£_.
vP(t ,(*.<jY) j =o , !-0,1,1,¾ , 

1 *x-iu , nous avons , la serie convergeant absolument 
J -,"CZ 

et uniformément dans W 1 ( b M e.C ,«.,^tl 1. 

Le passage aux espaces K n t n£ W-fo,!), se fait par un processus algébrique 

développé dans [A.T.J, qui permet de translater les résultats de "K 4K11. 

COMCLUSICTl : Le pas essentiel dans l'analyse harmonique sur la variété de 

Heisenberg i~'\|Hri(3î  , consiste à étudier un sous-espace de Hilbert de 

Ll(r\lH,{îi>) . M 1 , qui est isomorphe à l'espace de la représentation de 

type réseau (fl£ jj!f'C)de IH (i) . «*E4 est engendré par les combinaisons 

linéaires finies de fonctions non orthonormales yYrnri ̂ , m t l , liées de 

manière simple aux fonctions bien connues "thêta trois" de Jacobi. 

Dans le prochain paragraphe, nous allons définir un système d'états cohé­

rents généralisés pour un groupe de Lie quelconque, associé 4 une de ses 

représentations continues unitaires irréductibles sur un espace de 

Hilbert, et étudier les propriétés d'un tel système dans le cas particulier 

d'un groupe de Heisenberg. 

Nous verrons alors que le bon système total de fonctions utilisé par 

Auslander-Tolimieri [A.T.) n'est rien d'autre qu'un sous-système d'un 

système d'états cohérents généralisés pour IH-(^i . 
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S U I . 2 . ETATS COHERENTS 

L'expression "état cohérent" apparaît pour La première fois dans la 

littérature en 1963 dans une étude de Glauber [Gl.1] de la statistique 

purement quantique du champ de radiation. Il s'agit d'états qui 

permettent La factorisation des fonctions de corrélation d'un champ 

de radiation quelconque, condition habituellement utilisée pour 

définir des champs totalement cohérents [Gl.2]; en particulier, ils 

permettent de donner une description quantique adéquate d'un rayon 

cohérent de lumière laser. Glauber les appelle "états cohérents de 

champ"; aujourd'hui ils portent son nom, bien que de tels paquets 

d'onde aient été introduits en mécanique quantique en 1926 déjà par 

Schrôdinger [Sch.] poux L'étude d'oscillateurs harmoniques forcés, étaientélé 

utilisés par plusieurs auteurs â divers desseins (voir [Gl.L] et La 

bibliographie du chapitre 7 de [K.S.]). Par exemple, de tels états 

apparaissent chez Schwinger [Schw.] en 1953, comme fonctions généra­

trices d'états de Fock, chez von Neumann [von N.2] en 1955 à propos 

de la compréhension des relations d'incertitude, et chez Bargmann 

[Ba.3] en 1961, comme éléments privilégiés d'un espace de Hilbert de 

fonctions analytiques. 

L'année 1971 est une sorte de renaissance des états cohérents. On peut 

grouper les intérêts en trois catégories : 

1) Etude approfondie des propriétés des états cohérents; en particulier 

recherche d'un sous-ensemble "total minimal" d'états cohérents dans 

L (R ) (dans le but de pouvoir développer une fonction de L (Rl 

dans ces états en ayant La garantie de "l'unicité" des coefficients 

du développement) [Pe.1] (L971), [B.B.G.K.] (1971), [B.G.Z.L] (1975), 

[B.Z. ] (1978) . 

2) Nouvelles utilisations des états cohérents de Glauber; non seulement 

en optique quantique et en radiophysique, mais aussi en théorie 

quantique des champs, en mécanique statistique, en liaison avec 

l'effet Jahn-Teller, dans La théorie de superfluidité, etc. 
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3) Géné£alLisation_ja£s_état:s_cohéreri£s_e^ applications : 

Les états cohérents de Glauber sont étroitement Liés au groupe de 

Heisenberg, et s'avèrent très utiles quand le groupe de symétrie 

dynamique de l'hamiltonien du système considéré eat prScisément le 

groupe de Heisenberg; existe-t-il un système d'états analogue à 

celui des états cohérents de Glauber, pour d'autres groupes ? 

a) Pour le groupe SUUI , Radcliffe [Ra.] en 1971, et Arecchi-Courtens-

Gilmore-Thoaas [A.C.G-T.] en 1972, ont introduit indépendamment 

des états cohérents analogues qu'ils nomment "de spin" et "de 

Bloch ou atomiques", respectivement. 

b) En 1971, Barut et Girardello [B.G.] définissent des états cohérents 

généralisés pour certains groupes de Lie, puis en 1972, Pérélomov 

[Pe.2] en définit pour un groupe de Lie quelconque. 

Les autres définitions et applications d'états cohérents généralisés 

établies ces dernières années reposent sur les quatre travaux fonda­

mentaux cités ci-dessus. 

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser La définition de Pérélomoy pour 

construire les systèmes d'états cohérents généralisés du groupe de 

Heisenberg dans le cas particulier qui coïncide avec les états 

cohérents de Glauber, nous établirons les propriétés les plus importantes 

de ce système d'états cohérents par des méthodes gui relèvent de la 

théorie des groupes. 

Définition 2 : (Etats cohérents généralisés du type de Pérélcmov [Pe.2]). 

Soient s 

G- un groupe de Lie; 

f{ un espace de Hilbert, (...) le produit scalaire dansâT 

T une représentation continue unitaire irréductible de G 

sur Vt i 

un élément fixé de ert ; 

H = U ^ G ;Tty Y. - t :^Y. , avec u : G - R I 

est un sous-groupe de G appelé le groupe stationnaire de T. 
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• Définition 2 : Y. - : TMY. j a e G ; 

(suite) On voit que deux éléments Q,q' de G , appartenant à la 

même classe à gauche g-aHeG/H , donnent lieu à Y ,Y.' 

respectivement liés par un facteur de phase 

(i.e. : si a- ok , U H , on a Y, =e. Y. ). 

L'ensemble | T, = TWiT9 ; ̂ t G, un seul représentant par 

Classe qeG/H j est appelé SYSTEME d'ETATS COHERENTS de 

type (T, Y. V 

On nomme COEFFICIENT c.. de T l'application de 0- dans 

C envoyant a sur (Y. ,T ( V W ) . 

Lorsque le coefficient C.„ de I est dans V(C) 

(i.e. : lorsque I |(Y. ,T(^Y1
-)IcL ̂  + oo , avec le même abus 

ff/H 
de notation que dans la Déf. 4, Ch. H ) . l'ensemble 

j Y " T M Y . '3£G . un seul représentant par classe ^e.G/H J 

est appelé SYSTEME d'ETATS COHERENTS de CARRE INTEGRABLE. 

Con_stru_Ĉ io_n_de_s__sy_st̂ ènes_ d_'ëtat£ cohérerits_ généralisés du_groupe de 

Beisenbexg Ì1-HM 

Soient H ' î ^ ,(tT^'j"^') avec r-1 pour \<LK*-{°}, r.i pour Xi. R"~ t^l, 

la représentation de type B.F.S. de IH (it+-O induite à gauche (Ch. II. 

Prop. D. , r-1,l) et Y. un élément fixé de J^'. Le groupe statlonnaire 

de Y. est le centre iL de (quel que soit le choix de Y, ! ) . 

IH(̂ *'")/Z étant isomorphe à (C , et tout élément ^€ IH (ilt*̂  pouvant 

s'écrire a - «. "* t""""1' = t "-,_*' *"a"l0< - c-'̂ ,» MtR , l'ensemble 

est le système d'états cohérents de type 

(TT^Y.) de IH(M. 
Explicitement 

pour U RM*} i Ys^-t'^t^Y.^-^,«!1,,.,... ̂ <Cl . 

fit 

pour X t R - - M ' ̂ , ( ï i ^ " " : B ^ " ^ M ) ^ € C ;
| q . q . s . *--ïlV 
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Proposition 3 

Notons L. y le système 

[C^UN'KHU«*' 

constitue l'ensemble de 

du groupe de Heisenberg 

isomorphisme près). 

d'états cohérents 

avec r « 1 

tous les 

H(*M 

pour \e. 

systèmes 

(tous les 

de 

r-
d 

type ( 

W.r-

états 

systèmes 

^ X) • 

i pour \e. 

;ohérents 

R--H 1 

généralisés 

non triviaux et a 

Démonstration : 

rr'^'t \e.R-{o\ ;r=4 si X £ £ - [o) ; r =1 si\eR-f°H U I caractères de 

forme l'ensemble de toutes les représentations continues 

unitaires irréductibles de HM<+- '"} • (cf. Ul.1. Prop. 2). Les carac­

tères de IH('̂ *-'") donnent lieu à des systèmes d'états cohérents triviaux. 

i.e. : formés d'un élément H 

Propr_ié_té_s_du_ système â'é_ta_ts_ cohérents g_érié£aXlsés_ C ^ _de_ ]H(i _'î_i_aveç_ 

j - \L _!îï.ei.c°.n3uÊ. ap£ar_tenant^ £ 

On remarquera que l'on a choisi pour T, l'élément constant de la base 

orthononnée suivante de Mj1* quand Xe.K -[a] (respectivement de H / quand 

X£R"-[o) ) 

(respectivement I1J /C Ti\\ w ) (cf. Remarque 

K,-,n>N 
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P ré l imina i re s 

i ) Un é t a t cohérent T. £ C y .fjxiM^'* p e u t ê t r e 130Ve10PP* dans la 

base ( u \ , 

Pour XeR*-[o l 

VrtÂ!«a* + fidata" 

D'OÙ : 

(3.1) 

pour \e. R*-{o) 

pour X £ IR-H 

i i ) Dans La notat ion de Dirac, l ' e s p a c e Kj1 é t a n - a i s en correspondance 

avec l ' e s p a c e des "bra" e t l ' e space K1* avec l ' e s p a c e des "Jcet", on 

peut dé f in i r 

Y, etf?* 

u *X* 
" i " " I 1 * 

<«l 
e t 

Un 6¾°* ^_> | n > 

V «K-K,-.*w V C , V n - K , , . . ^ ^ 1 
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Les expressions {3.1) s'évrivent 

<' «>I-Z J n 1 " ^ ^ l ) <n. n.| 
(3.1*1 

qui sont exactement l'expression des états cohérents de Glauber, pour 

un système a K degrés de liberté, dans l'espace des "bra" et dans 

son dual respectivement (cf. [K.s.) Ch. 7 - 3 ) . 

iii) Les opérateurs infinitésimaux de la représentation n'^r de 

associés aux sous-groupes a un paramètre 

, „ ;w*; EL&L . j- -v imi- fbM 
IT^p*])-efc J 1 et If^t8I0O-t* J * 

avec LtIR , zt .1: £<E , J=1V1-Jk n °us fourn issent l e s opéra teurs 

Définissant 

A; r;^i- « flx;,(R-Y.;^ai. ,„urt i 

î a 
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Ces opérateurs satisfont [fi., R.. ] = T j - , î-ii,.. W quel que soit 

D'autre part on a 

pour A e R*-{o) et pour A t R ~[o\ 

satisfaisant [û£ ,P^ ]- î H d D , ]•*-,>, ••,̂  , quel que soit Ve.R-(°1 . 

Ces opérateurs agissent de manière simple sur les éléments de base 

de Hf 

a) A\. U - V̂ i **•' U„ 

b,^iV- ^ * P v , v , ^ 
C) Ax* ft ,. U - n.U, 

«u .̂KïuafeCu 
Vn1! ... m,! 

quel que soit (̂ ,-..,"iTi*-W 
On reconnaît a) l'opérateur de création, b) l'opérateur d'annihilation, 

c) l'opérateur nombre, d) les états de Fock avec u#i... comme état du 

vide, (habituellement écrits dans le formalisme de Dirac dans les 

cours de mécanique quantique) pour un oscillateur hamonique quantique 

A K dimensions. 

N.B. Dans la remarque 10 du SII.2., des opérateurs analogues aux 

flw ( Rj1. ( j«4,i,...,U ont été définis pour la représentation ir~' r~-i,i de 

IHfik+i1) . Le facteur -l/l/lxT apparaissant dans ces opérateurs est englobé 

ici dans le choix du sous-groupe a un paramètre, de manière à ce que 

[<W,PjH-*fcrJrj > J**-*.--> • quel que soit \& R-{°i -

Par les préliminaires i), ii) et iii), pour étudier les propriétés d'un 

système d'états cohérents généralisés C^1 ini/„k\klx ' ** nous s u f E i t 

de le faire pour un X positif ou un X négatif; nous choisissons le cas 

d'un A négatif. 
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Soit ^ £ C i l A ( ^ n ,«£<L\ X t R - S o ] 

( P . 1 . 

L'état cohérent 

V 
\ 

J" ̂ 1 

« > = 

..,W 

«jl 

% 

«> 

est fonction propre 

, quel que soit « • 

i ̂ |o> = o 

simultanée 

K 1 - . *k) Ê 

des 

(L1 
opérateurs 

(3 3) 

Démonstration 

#; _i et T- (̂- (U^" «•" *" ^ V YS è 

N.B. Les opérateurs A x. , t-i,»,... ,W n'ont pas de fonctions propres 

nulles. 

(P.2.) 

Expression de T„ en fonction des opérateurs f\̂ . .R)1- Ni1I1...,It 

(3.4) 

où 

«R;.Z*,«J , ^ - z / i ^ 
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Démonstration : 

Par définition, \(ï) . t~ *** ̂ * * \$-\f!gï) > Y. {t\* ( l ü f r ^ • 

or ßmixi*-m--Sii-w*)~ xf*-m-shw) 
D'oü Y-(i") = e." r*% e* l e " - VY. li\ i de la formule de Baker-Carcpbell-

Hausdorff ( c f . ( 7 - 2 4 ) de [K.S.]) on t i r e 

t C. = t E- e t on conclut 

(P.3.) 

fiction de l a r ep ré sen t a t i on rr^D* sur l ' é t a t cohérent T -

e/ r |«> = e. l« + p> 

quel que s o i t p - ( ^ ( . . . , ^ Ê (C . 

(3.S) 

Démonstration : 

par définition de T- et TT,0* est une représentation à 

IfHfil«* "V? 

multiplicateur, de multiplicateur 

t , f (^>e^( ^(paVpa-i ) \CKfa+*«))) = «p(;l^p)) Ï 

9-^et U o • 

file:///CKfa
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(P 

Les 

< 

où 

au 

4.) 

états 

of I ft) = 

< • ! • > 

produit 

cohérents X 
- lu 

,«et . 
P* ??) 

est le produit 

scalaire (-, ) 

sont 

= e. 

normes mais non 

•fw-iii '+iM«^ 

scalaire dans l'espace 

dans Hx-

des 

orthogonaux 

"kef 

O 6) 

correspondant 

Démonstration : 

ft* ^A) se cal c u l e e n utilisant (3.1) et le fait que la base 

[U 1 de ri i* est orthonormée H 

N.B. La valeur absolue du produit scalaire (3.6) est donnée par 

|<Q(|ß>l » t ; elle montre que les états cohérents tendent à devenir 

approximativement orthogonaux pour des valeurs de K1(IeC « qui sont 

suffisamment différentes. 

(P.5.) 

est un système d'états cohérents de carré integratale 

Démonstration : 

- (Y, , Y ^ par (P.3) 

= t ""^ «• ~WX
X par (P.4) 
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( P - 6 . ) 

Les c o e f f i c i e n t s d e d é v e l o p p e m e n t 

K-
< « M -

n l i ( " ! , - . ^ * W1" 

•, ftw I « > - e 

de 1 

s o n t donnés 

Le nombre moyen d ' o c c u p a t i o n d e 1 ' 

p r o d u i t 

i - i .V-

Kn11. 

de d i s t r i b u t i o n s 

^ 

.,nwN>r - n 
i"1 

• n i 

é t a t 

de P o i s s o n , d 

- IM(I 

é t a t 

pa r 

S' 
1 

U , 

c o h é r e n t 

• " U 

e s p é r a n c e s 

e s t 

dans l a b a s e 

donné par 

mathéma t i q u e s 

(3 .7 ) 

un 

l«ii\ 

(3 .8 ) 

Démonstration : Utiliser les préliminaires i) et ii) 

(P.7.) 

Les états cohérents V- sont des paquets d'ondes d'incertitude mini­

male. i.e. si on note ^C) = (V, ,Ĉ Kî  la valeur moyenne de 

l'opérateur C dans l'état Ya , (- ,-̂  étant le produit scalaire dans 

&L \ et si (ûC) "(C J--(C)11 est la variance de l'opérateur C / on a 

(ûPJ^fAÛJh,,- y sur D , J = I1I, ..>j quel que soit x t l (3.9) 

i.e. ce sont des états quantiques, qui sont le plus proche possible 

des états classiques. 
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Démonstration : 

Du préliminaire i l l ) on a 

pour X £ R --^o]. 

•> (Wy--4((«^'*"fi-«fl^-*i 

<(piy>«-(% , - I H T ^ X J - .«Cjft»;-!)^ —l(«*-av-i) 

on a u t i l i sé (P.1.1. 

Finalement fapfo . < ( p ^ > , - < P ^ » * • 

bj Idem avec Q.^ ; on trouve (ûQx ]„ " Y ' 

<P.8-> 

Le produit scalaire d'une fonction quelconqueT£R^ et de l'état 

cohérent H^ , revient à évaluer V au point Vlfc/lXI of et à multiplier 

le résultat par un facteur. 

Démonstration : 

Montrons cette relation pour 

par le théorème de convergence dominée de Lebesgue. Utilisant (3.7) on a 
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Posons 

f/-\ y r PS*-W* 

W - \ " * Z=TV* Z fu y) fa-iV-for 
Or 

d'où 

If/l , - x « l 

e t 

N.B. On remarque que pour r e t } liées par (3.10), la norme au carré 

ae Y e ^ ' vaut 

«£fc <t f c 

où (->•) Q_ f est exactement le produit scalaire utilisé par Glauber 

[Gl.1] et Bargnann [Bar.3). 
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(P 

Le 

et 

où 

.9.) 

système 

l'on a 

d-w« 

d'états cohérents (_ 

une décomposition de l'a 

«><«iA . u 

- n jfR«^da—J^ . 
i-4 

= (tXI/mnK"! 

pérateur 

Urt est 

identité 

total dans 

(3.11) 

• Définition 3 : Une partie P d'un espace norme E est TOTALE si les combi­

naisons linéaires finies des éléments de P sont denses 

dans E. . 

Démonstration : Que le système d'états cohérents soit total provient de 

(P.3.) (i.e. l'invariance du sous-espace de «n-̂ * engendré par les états 

cohérents, sous la représentation TT^1 ) et de l'irréductibilité de T 1
1 , 

Pour démontrer (3.11) on montre & l'aide de (3.10) que 

et on utilise que 
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{P.10.) 

est le noyau reproduitsant âe f i , 1 ! * ,à £ 1 

Démonstration : 

o* 

K\jÜ fi) est un noyau reproduisant de ri J1* car 

1} Pour chaque jî .K(S)S^ en tant que fonction de « , appartient ì K ^ 

2) Pour toute fonction ferty * ,K(S1Si^ reproduit cette fonction, i.e. 

où (")•)" produit scalaire dans ri \ . 

Cela provient de (3.10) 

«vee le produit scalaire 4crit explicitement. 

Pour démontrer les autres formes de K(K1S) apparaissant dans (3.12), 

on utilise (3.10). 

^ - (̂ r ̂ * w® - ($rT^ff)mw> 

= KfS1S^ • 
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(P.11 .> 

Une fonction quelconque T e Jv^ 

dans les états cohérents T K e 

|Y>-^<«|Y>I«>A 
Cu 

se développe de 

,11, 

la manière suivante 

(3 14) 

Démonstration : 

Utiliser (3.11) ou partir de (3.13) 

-ck 

introduire , 

donné par (3.10), ainsi que 

donné par (3.12). 

D'où 
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N.B. Lorsque T est un état cohérent, l'expression (3.14) nous donne une 

dependence linéaire entre les états cohérents appartenant a Cu; . (iXtAntY"*' 

Nous verrons plus loin, dans le cas particulier du groupe de Heisenberg de 

dimension trois, H(3) , comment extraire on sous-système de C y ,(DJ/W^Y** 

qui soit total minimal dans Jty l'espace de la représentation de type 

-B.W. - de IHU) . 

(P.12.) 

Expression des é t a t s cohérents appartenant à C y _ / I Î I / L , * ^ ' * dans 

l e s r ep ré sen ta t ions représen ta t ion de type 

pos i t i on de ÌH(lWi} indu i te à gauche) e t (ïï^ .¾ .^1 ( représenta t ion 

de type "réseau" de IH(IK*-'] i ndu i t e à gauche) ce dern ier cas seulement 

lorsque X - r T * e Z - [ © l (voir S l I . 2 . ) . 

%, =n^ , ; °"K **ï 
è - T O U ^ H £ L'(RVÌ (3.15) 

f(,,ri - ^ ( t 1 " ' ' ^ . **£= 
ou « - a + - In a (C j a , p e R 

^- (&f 

^M^*'^^*V-i 
avec o e R nul pour m pa i r e t nul s i r * r pour m impair. 

a - (^- ,°,---,°}Ê. K pour m impair avec r - r 
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(P.12.) (suite) 

Dans (3.15) on passe de Y n ^ £ Jtf* * <t e. L*(R ì et à T £ & 

par les opérateurs d'entrelacement adéquats, construits au SlI.3. 

Les expressions (3.15) sont équivalentes à 

,D. 

* M - e ^ V ^ M «L*(Rui 

OÙ ï e ûC , « = a -t-tp e C , a,p eR , x ,u €. R 

et \ ( A ̂  sont donnés par (3.16) . 

Les expressions (3.15) et (3.15') sont aussi équivalentes à 

If«, ni Io «,.pi 

k 

ou A B =^_Jt.3f par conventionj 

o<= q *• "-P £ Q - > 9 > P £ »̂  ; 

I I f sont donnés par (3.16); et où, pour j-**1. — A 

(3.1S") 

A* - ,DITr, A ./« ^ 
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Démonstration : Exprimer le système d'états cohérents C 

dans les représentations /n"lfl ,CfR )) ,XÊR-^O] et fïï,£i ^ c \ seulement 

lorsque X=meZ -[o] , revient â expliciter les systèmes d'états cohérents 

généralisés de IH(l)*+î  de type (n£ A \ et de type fa'c ̂ A respective­

ment, où <p e L(R ) J.eîî p , sont les images de T 0 É K V
1 par les opérateurs 

d'entrelacement entre les représentations (1^0*"¾.* ] et (Hj t t (R J) , X E K - ( 0 I , 

et entre les représentations (11Î »̂ >,'i e t fn 'F,K C Ìrespectivement, ce 

dernier cas seulement lorsque X-me.2"-{o] (utiliser la proposition 6 2 

et la proposition 3, ainsi que la proposition 8 I 2 I et la proposition 3 

du III.3). Les opérateurs H1. ft.. V £ R-[o] sont donnés dans le préliminaire 
A i *1 ' 

i l l ) i Q)^01 P^ sont les opérateurs infinitésimaux de la représentation IT̂ " 

liés aux sous-groupes à un paramètre n\'fl /e.* î)m fi. * J e t 

Hj10 (t.3 J ) • 6. * * respectivement avec x? ,ijî e,R ,T-lj»,-.•,** • 

On remarquera que GL^-fè(K + A ^ et P j ^ E ^ - A ^ P ° ^ V E R - [ 0 L 

(Préliminaire U i ) . ) Finalement Qj11P' sont les opérateurs infinitésimaux 

de la représentation F1 l iés aux sous-groupes à un paramètre 

1 V F ( ^ ) = ^ ' e t n^F\e- * )= £ respectivement; 

AT^. 'ÊIR > J-I1I1...,!* ; m £ Z"-[o] • 

N.B. Lorsque le point qe-t-M- appartient au réseau L» I ""t *• infcjt- j r ^ c i J 

de R , util isé dans la construction de la représentation (t*'^ fâ\), 

l ' é ta t cohérent T correspondant a une forme extrêmement simple 

(utiliser (3.15') et la quasi périodicité de f, . . sur L ), â savoir 

-TiCIi-U itn-lmlin :rrF^r«.+ wt.rf V 

oû r} S G A- . 



- 139 -

(P-13.) 

Cette dernière propriété, que nous formulerons comme proposition, est 

énoncée et démontrée pour un système d'états cohérents généralisés du 

groupe de Heisenberg IHfi^+0 pour k-11 . 

Soit L = l rt + ntt-rf j r, Ig -X] un réseau principal de (R ) -L_tr.\. La 

surface de la cellule élémentaire C-[O1It * [o,îrrt[ de L vaut inh= k 

la constante de Planck. 

• Définition 4 : Un réseau de l'espace de phase K , correspondant à la 

division de [R en "cellules de Planck" (i.e. : de 

surface n ) est appelé RESEÄU de VON NEUMANN. 

Proposition 4 

fcV 
Soi t L a ] C - r«.+urti j I? i T 1 J A Z . r mi réseau de von Neumann de 

e t C l e système d ' é t a t s cohérents de type (^v * j ' • ) 
T. -/1X1/1«? 

de I H ^ 1 ^eR-W-

Le sous-système d i s c r e t d ' é t a t s cohérents 

C . e s t t o t a l dans oV . I l e s t t o t a l minimal par suppt 

ion d'un é t a t cohérent quelconque f ixé^e t n ' e s t Sion 

plus t o t a l s i on en enlève p lus d 'un . 

N.B. Pour t - r t +• ïirfcxf e L , on note « • r + cifttîj fi¢. . On remarque 

qu 'au réseau de von Neumann L , ayant une c e l l u l e élémentaire de surface 

, on' f a i t correspondre le système d ' é t a t s cohérents ' (|Tp qui 

sont indicés par l e s s i t e s d'un réseau du p lan complexe JlSof , X. £. L « 

ayant une c e l l u l e é lémenta i re de surface JlM! -t • JlXL trn* - IXI n . 
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Demonstration : Il nous suffit de démontrer la proposition 4 pour un X 

particulier; nous choisissons X»-i et nous nous plaçons dans la repré­

sentation de type réseau / T-1 F> >H_lF. 1 de |H(3) . Au système 

discret d'états cohérents j TjKT^ :t£L I dans fi_l correspond le 

système [X1 - f ( p > 1,^ j r . u Z ) dans K ^ , . 

i) Mo£ltror̂ s_que__le_ systèmê  _l.^j_»_ri.J^i \_ £?^ î.°i.ai. É^5—?!-LFi. 

Dire qu 'une p a r t i e P " j f.. ; [ s i I d 'un espace de Hi lber t t . es t t o t a l e e s t 

équiva len t à " ^f. a \ - 0 JOÊ E f VïeI =•» Q- O " . 

Supposons que T s o i t une fonction de , , orthogonale à tous l e s 

^ r . ^ Z . i . e . ( ^ , y V o , V r ) i Ä 2 : 1 F 

\Û t \ - -F r1 *ll,lx '^** U> / \ 
U t i l i s a n t T^(X , u ) - e s C t \ ( * , H ) ' o n a 

O/tC COjjn^C 

\ et T sont quasi périodiques sur le réseau L ; la fonction produit 

T1T est, elle, périodique sur L . L'équation (3.17) nous indique que 

tous les coefficients de Fourier de la fonction f̂ 1^f sont nuls ==> 

f̂, (*,ûl ^(*M") = O P - P- ; T, donnée par (3.16), dans le cas K -d , est 

liée a une fonction thêta de Jacob! (voir SlII.1.2)) 

^ = ̂ e-K-^X(iMÀ) (3.18) 

La fonction thêta trois O 1 ne possède qu'un seul zéro dans la cellule 

élémentaire de L » a savoir (i,iĵ =(-i. > nh \. 

Donc \ ne s'annule qu'une fois dans G <•"» 1(*.¾¾-O P-P- .C.Q.F.D. 
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ìi) ^ntrons_que_le système^ LTï'_'_rii — _ i—r-^I>-2.s— Lt ~9— ^.ifi _ S O n t d_eu_x 

entiers^ ä-£-3/_£^x£s_]_esj:_total_;?&ns_ j>^tr 

Supposons que T soit une fonction de ÏT F. r orthogonale à tous les 

«JA U ^ t t U K 1 O T X 1 - O = ° , ^ , i t l / f \ » s ^ i (3.17't 

= > tous les coefficients de Fourier de 1,1 sont nuls sauf un, notons-

le C . , . Nous avons 

Ainsi la fonction 

13.19) 

Kx1^ 

est orthogonale à tous les Tri ^ ^ £ 1 et r ^ '"Ï. j * f •**. • °r< c e t t« 

fonction appartient à 3*1 F. seulement si C r ^ = O (car ^ est quasi 

périodique sur le réseau L , mais n'est pas de carré integratale sur la 

cellule C , sauf si e * o , à cause du zéro de 

iii) M9n.tton_s_que_le_ systëme_ _|_ 1"-.Ij _•",_£_«•£ >_r_f i ^ i ^ i ^ ^ _'_°ÌL 

I U ^ I I I ^ A _s2.nS. ïleS. S1IASfS. 3.-£-3.*_fi.xi.sJ_n^.eSt_PS.s_t°tS.1 

dans__ Ja ̂ \£ '_ 

Supposons que 1 soit une fonction de ii -, orthogonale à tous les 

I^ r,!«!, r/r»>ri 1-1V **,-*»* P a r analogie aux cas 1) et ii) on obtient 

que tous les coefficients de Fourier de T. T sont nuls sauf deux, que 

l'on note C. , ,C 
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D'oü 

f(x,^- C^ f c * * C ^ f t * 

On choisit cr s t.q. l n'ait pas de pôle en (",O -(7 > ""̂  J , i-e. 

on annule le numérateur en f— »ITn | ec on choisit C t.q. (1 1̂T * \~^~ • 
\ % I r i r * ' ri'i' 

On obtient 

1 H * , ^ - i L _ _ (3.20) 

La fonction donnée par (3.20) est orthogonale à tous les *ri ì rfs £ à. , 

r À r̂  r f s J= St t£x , elle est non nulle et appartient à "R^^,. 

iv) Par ii) et iii) on conclut que le système J Trs • T1 s £ A. , r j . Tx , J ̂ sx j 

( r s. & 2. q-c-<I- mais £ix£s) est total minimal dang 

Remarque 2 : Le choix de X = -l et de (T'^- _>«V4F') P°ur démontrer la 

proposition 4 repose sur le fait suivant. L'espace tri _ ̂ f coincide avec 

l'espace des fonctions de la représentation ka de Zak pour 0 donné par 

o(yA« _ * xu ̂ ,MfelR (voir 511.4. point d) et Prop. 9(8)) et c'est dans 

cette représentation que ce résultat a été démontré de la manière la plu3 

simple ((B.G.Z.l] et discussions avec J. ZaJc. Pour d'autres démonstrations 

voir [Pe-] et [B.B.G.K.]; [B. B Q .K.l ne parle pas du sous-système 

total minimal). 

Remarque 3 : La définition 4 doit nous rappeler que c'est von Neumann 

(von N.2, p. 407] le premier qui a annoncé, sans démonstration, la totalité 

du système { Ò jr^fiï] ou a> est l'état correspondant à 

^ F W ( > ^ " r t + 1 1^f ' d a n 3 la représentation de type position de 
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Remarque 4 : Si on considère un état cohérent par site d'un réseau dans 

l'espace de phase K ayant une cellule élémentaire de surface plus grande 

que 21" {respectivement plus petite que OTn J1 alors l'ensemble d'états 

considérés n'est pas total (respectivement est total non minimal) dans Ji)1 

(voir [Pe.1] et (B.B.G.K.]). 

Remargue 5 ; un résultat analogue è celui de la proposition 4 pour un 

groupe de Heisenberg de dimension ÎK-t-4. ,W,*) 1 , fait défaut (voir [Pe.31 

p. 299). En tout cas, la démonstration de la proposition 4 ne se généralise 

pas, car on ne connaît pas encore suffisamment de renseignements sur les 

zéros des fonctions thSta multidimensionnelles. 

CONCLUSION : Les propriétés des états cohérents de Glauber que nous venons 

d'examiner, utiles dans les applications, ne sont pas toutes des propriétés 

d'un système d'états cohérents généralisés d'un groupe de Lie quelconque, 

comme nous avons pu nous en rendre compte à propos de (P.13). 

Bien que non démontrée pour un groupe de Heisenberg de dimension plus 

grande que trois, la proposition 4 de (P.13) telle quelle est précieuse, 

car on peut se poser la question : 

(Q. 4) Etant donnée la représentation de type B. F.S. (n'^ ,Ä )/) de IH(^) 

est-il possible de développer un état quelconque rçKj* en termes des 

états cohérente Y W ^ jUL-ft'} de type (lîf* ^ . fjïji} de !Hfa) ? 

[Pe.1} et [B.Z. ]. ' l 

• Définition 5 : Soit E un espace de Banach, E* son dual. Une paire de 

systèmes (\\.) ,IfJ") ou (K ,] C £ ( IfJ C E" est appelé 

SYSTEME BIOPTBOGONAL si "k(*() • S-t »]/"*•'*• " • ** 

système biorthogonal est dit E-total si le système \*,\ 

est total dans E . 
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Définition 6 : Soit E un espace de Banach et ( \x„\ ,j*.]) un système 

biorthogonal. Pour chaque *.&. E , la série (convergente 

ou divergente) 21 >r(»V• est appelée le DEVELOPPEMENT 

FORMEL de x CORRESPONDANT au SYSTEME BIORTHOGONAL 

( W , t U ) . On note * ~ Z f.(.W 
T«l 1 J r 

. Définissant lr t -T donnée par (3.20) et î W ^ la fonction corres­

pondante dans la représentation B.F.S., on peut montrer que la paire de 

systèmes ( Ì 'JET« I ) I J1^« 1) j ̂ L - [ U J où t- est un vect«ur q.c.q. 

de L fixé, est un système biorthogonal ( I.e. ( I-JiTrn. YfTXT 1 ~ «i » 

t. A * L - M » H''-total. 

. Quant au développement formel T ~ Z ( Yrrrr Y } trirr d'une fonction 
UL-[C] H S V IS01I 

, on peut l'interpréter dans un espace de distributions (tempérées}; 

la recherche d'une solution générale pour les coefficients C de 

i" £—. ft w conduit au fait que les C. ne sont pas déterminés d'une 
ItL- iti <• *-

manière unique, mais qu'on peut les choisir de manière canonique [3.2,]. 

. Par comparaison avec le point de vue introduit tout à fait indépendemment 

et pour d'autres raisons par [A.T.J, exposé au SlII.1, on peut se demander 

si pour Lin groupe de Lie différent d'un groupe de Heisenberg de dimension 

trois, la construction d'un système d'états cohérents généralisés peut 

fournir un bon système total pour l'analyse harmonique sur une variété 

liée à ce groupe. 
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§ 1 1 1 . 3 . LES SYMETRIES DE TRANSLATION DE L'HAMILTONIEN D'UN 

ELECTRON DE BLOCH SOUMIS A UN CHAMP MAGNETIQUE 

CONSTANT 

En physique du so l i de , l e système d'un é lec t ron de Bloch soumis â un 

champ magnétique ex té r i eu r cons tant e s t , aujourd 'hui encore, un modèle 

de base . Pour trouver des p r o p r i é t é s générales des va leurs propres e t 

fonctions propres de l ' hami l ton ien de ce système, i l y a p lus ieurs 

méthodes. Une approche du problème cons i s t e à t i r e r p a r t i des symétries 

de t r a n s l a t i o n du système. 

S I I I . 3 . 1 . Groupe e t a l g è b r e d e s y m é t r i e d e t r a n s l a t i o n d e 

l ' h a m i l t o n i e n d ' u n é l e c t r o n s o u m i s à un champ 

m a g n é t i q u e c o n s t a n t 

Mous a l lons considérer l ' hami l ton ien H . d'un é lec t ron soumis à un 

champ magnétique constant e t chercher l e groupe de symétrie de t r a n s l a t i o n 

de ce t opérateur [O.T . ] . Ce f a i s a n t , nous u t i l i s o n s la théor ie du re lève­

ment des représen ta t ions boré l iennes u n i t a i r e s a mu l t i p l i c a t eu r s exposée 

au SI .2 . point B, des r é s u l t a t s de l a q u e l l e i l découle que pour des 

jauges d i f f é r en t e s e t quel que s o i t l e champ magnétique cons tant , on 

obt ien t des groupes de symétrie isomorphes. 

Une manière d ' i d e n t i f i e r le groupe de symétrie d'un opérateur autoadjoint 

avec "quelque chose" qui possède une s i g n i f i c a t i o n physique cons is te & 

examiner ses généra teurs . C ' e s t pour c e t t e ra i son que nous nous i n t é r e s ­

sons è l ' a l g è b r e de symétrie de H 1 (voir Prop. 9 5 1 . 5 . ) . Se plaçant 

dans la représenta t ion du groupe de symétrie de t r a n s l a t i o n de l ' h ami l t o ­

nien H . fournissant l e s opéra teurs qui l a i s s e n t H , i n v a r i a n t , nous 

a l l o n s déterminer l e s généra teurs in f in i tés imaux de c e t t e représen ta t ion 

e t essayer de l e s i n t e r p r é t e r physiquenient. 
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So i t 

H-- èri P*TfìV 

l'hamiltonien d'un électron dans L'espace K soumis a un champ magnéti­

que constant E) • rot H(r^ = constante, r é R - Avec p - r ^ ; r n , e , c , h 

sont respectivement la masse de l'électron, la valeur absolue de la 

charge de l'électron, la vitesse de la lumière et la constante de Planck 

divisée par W . 

(Hyp. 1) On suppose que chaque composante de H est une fonction dans 

C. (IR ) à valeurs réelles. 

Proposition 

Soient : 

H. 

c:an 
Alors : H. 

5 

l'hamiltonien donné par (3.21) avec le potentiel vecteur 

R satisfaisant (Hyp. IJ 

l'espace des fonctions infiniment differentiates à 

support compact contenu dans U\ 

est essentiellement autoadjoint sur C . ((R ) . 

Démonstration : Voir Th. X.22 de la réf. [R.S.] • 

Recherche, d ' un_gr_oupe_ d_e_syjnétr_ie_ d_e_H« _ 

Soient |e-t ,^1 ,£, J une base de fl\ t.q. C s soit perpendiculaire à e.4 

et a e t et de norme 1, V * ] V-v 1t 1 + vJt,*- V1C1 ', vt t V1 , V̂  a. IR ; muni 

de l'addition l le groupe des translations dans l'espace K , muni de 

la topologie canonique. 

Nous ne nous intéressons pas au groupe de symétrie maximal de H . . On 

se restreint aux symétries du système provenant des symétries de trans­

lation de ß"t-°fcn(i"l seulement (pas de rotation ni d'inversion dans 
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le temps). 

Soit 

- i. o.V 
P(v)o t ' t P " , v c V (3.22) 

un opérateur sur LW) agissant par translation, i.e. 

( P C v V f V ^ -1Kr-V^) , »ffeLMlR^ (3.23) 

(i) On remarque que [ P(V j n* J(r ) = rt'lr -vj n'est pas égale 4 n'(r), 

où n*(r) est la j-iême composante du vecteur potentiel A(r^ |.l,i(ï 

Mais il existe un lien simple entre ces fonctions 

fi(r-vV PKrW1-J^? M <3"24> 

avec Z. une fonction sur â valeurs réelles. 

(Hyp. 2) On suppose que A. est une fonction séparément ^- ( «\ J 

daKs £es deur uarîaiîes r}v e. Si et telle que X. (o) - o . 

L'équation (3.24) ne détermine ]C, qu'à une fonction äe v près. 

Cette fonction à valeurs réelles, notée j- , est choisie borélienne 

et t.q. \(à)= O . on définit 

" ^ M = "Vft + "f (3.25) 

Démonstration : La relation (3.2¾) provient de la constance du champ 

magnétique! P ( ^ Bj - .-ok Aj^r _ v^ _ P.l A - ( ^ , Bj , ] - " 1 , 1 ^ . • 

(il) Notons n. 0H 1(M
 e t HJfV^ l'hamiltonien de notre système où A 

est un nouveau vecteur potentiel, obtenu par une transformation 

de jauge, i.e. fì - A -V-m-aâT-
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So i t V * LVR*) une fonction propre de H 0 - correspondant 4 la 

valeur propre E . Mors la fonction 

* t Vft>f{vi 

e" fit PMV v* V 
est fonction propre de |—I. , correspondant â la même valeur 

propre. 

Démonstration : On peut voir que 

De plus, dans le cas particulier ou n (r| - n(r-v) , on a 

PM" 4H.(fi')PM= HJfiV On en tire le résultat • 

On déduit de cette propriété que les opérateurs 

sont tels que 

U f l ; f M k ^ K U M M ' VV ÊV (3.27, 

(iii) L'ensemble des opérateurs j U .(v) ;V£.V J définis par (3.26) forme 

une représentation borélienne unitaire à multiplicateur de V sur 

L (iR ) » de multiplicateur UJ . défini par 
"il 

/il II ' 1 S 0 

^ v ' £ V , quel que soit r t R 

Remargue_6 : u> . est indépendant de r . c'est une propriété du 

"connecting homomorphlsm" [CJ.]. 
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Remarcme 7 : On souligne que LU . aurait pu Stre défini simplement à 

l'aide de [3.24}, Indépendamment du reste. 

(iv] Le relèvement de li . , la représentation BUM de multiplicateur 

Uj » de V sur L(IR1) . par la méthode du SI.2. point B, nous 

fournit une représentation continue unitaire W ç (4J(I) -séparante) 

du groupe topologique (la Ĵ„.» -extension de V r §1.2. déf. 12). 

muni du produit 

(e. ,v)(e ,v ) - ( t
 u,

B;f
( v' v ^ >v*v )- T 

(3.29) 

donnée par les opérateurs 

W M ( r \ v W
: r i V v ) ;t*R,v*V (3.30) 

Proposition 6 

Soient : 

H l'hamiltonien donné par (3.21) avec le potentiel vecteur 

A satisfaisant (Hyp- I) . 

le groupe topologique donné par (3.29) . 

YV p la représentation continue unitaire de U ' (Ii) sur 

L V R * ) donnée par (3.30). 

Alors : est un groupe de symétrie de H . appelé le groupe 

de symétrie de translation de H , . 
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Démonstration : Par la definition 25 du Sl.4., on doit vérifier que 

Cela découle de (3.27) et du fait que et 

(voir 91.3. Remarque 13) H 

Proposition 7 

Soient : 

P 

V 
B 

(a) 

un vecteur satisfaisant (Hyp 

le groupe topologique 

- constante,r« 

Soient A . et /.. 

faisant (Hyp. 2). 

Soient LU- a et U>„ », 

^(l^ définies par (3. 

ment. 

Alors : 

Les multiplicateurs UJ 

D f 

des translations dans Ù\ 

R3 . 

deux se lutions 

les fonctions 

28) à l'aide de 

«-« et 

Les représentations BUM (J0 • 

multiplicateur respectif uj « 

{Si.2. Déf. 6). 

Les groupes V \L>) 

phes. 

/ < 

«V" 

de 1 

borei 

LO „ ., de V 

« \ 
et u j p 

"'YB) 

V de 

i l * ' 

sont 

; 

'équation (3.24) 

iennes 

satis-

de V * V dans 

M' 
respective-

sont similaires. 

V , u r VlIR') 
sont similaires 

topolog iquement 

de 

isomor-
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Proposition 7 (suite) 

(b) Soit /V une fonction satisfaisant (Hyp. 1) et liée à H par une 

transformation de jauge 7 , "i satisfaisant la première partie de 

(Hyp. 2) et t.q. ^(0^=0 . 

i.e. A ' = ft •*- qroJ X et 

(3.32) 

ra^ A f 1 - V rai Pi [r) - B * constante 

Soient X et X f i des solutions des équations (3.24) pour R et 

H respectivement satisfaisant (Hyp. 2). 

Soient o> et UJ les fonctions boréliennes de V'V dans iLLf"!) 

définies par (3.26) & l'aide de "X. - Y*''* et Y?' - "^?'1* 

respectivement. 

Alors : 

. Les multiplicateurs Lu^ et o~> de y sont similaires. 

. Les représentations BUM 11 -li et U , - U , de V sur 

, de multiplicateur respectif Lüfi et uJfl, , sont similaires. 

. Les groupes sont topologiquement isomorphes. 



Proposition 7 (suite) 

(c) Soit R une fonction satisfaisant (Hyp. L) telle que ; 

B - '•otR ir\- const, ne soit pas égal à B. • r0\ r (r') - const'.' (3.33) 

Soient ^ R et y.* des solutions des équations (3.24) pour A et 

f\ respectivement satisfaisant (Hyp. 2). 

Soient U J R et Uifl„ les fonctions boréliennes de V-V dans JJM 
définies par (3.28) à l'aide de X * -"X?J° et "V?"- "X^ '° 

respectivement. 

Alors : 

. Les multiplicateurs uj et 1Jj de V ne sont pas similaires. 
R fi" 

. Les représentations BUM 1/ - ZJ et U • U „ de V sur 
, , ^ A M ft* Rfl;o 

L (û\ ) < de multiplicateur respectif Ui et '-u Q, . ne sont pas 

similaires. 

. MAIS les groupes sont topologiquement 

isomorphes. 

Démonstration : 

(a) Par (3.28) et (3.25) on a immédiatement que 

d'où ,. -

La dernière assertion découle du 51.2. Prop. 2 (ii). 
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(b) posons 

" f M - ^ r M - Ĵ f M*3(
r_y,)-5(rì quels que soient r>V fe |R

S (3.34) 

On vérifie que T est indépendante de r en prenant le gradient de 

l'expression (3.34). 

On a 

et 

. -t-O^'M -îp.v -

La dernière assertion découle du Sl.2. Prop. 2 (il). 

(c) Plaçons-nous dans la jauge symétrique (cela suffit par (b)). Dans 

cette jauge, les potentiels vecteurs n et R sont notés H et ft 

On a 

A' f r i - j -BAr et R"V^.iB'Ar ì P 4 J R * {3.36) 

T 1 V £ . R1 

U j ^ ( y j v ' i " e - e t " ' „ . . i ( "> v ) - «-
ff fi"1 (3.38) 

V , v e S 1 
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1° Supposons que Ui a. et uj soient sicilaires, i.e. il existe une 

fonction borélienne non nulle 

î.-l-iw^v'i •*- u (•*'") - uh + v') î 

On en déduit que 

(B'- B") »(v Av ') - U ( » U w M - W ' ^ , N | j V v . v ' t V (3.39) 

Or, le membre gauche de (3.39) est une forme antisymétrique en v v'<£ V 

tandis que le membre droit de (3.39) est une forme symétrique en V,v'. 

D'où D = B , contradiction. 

2° UJ t et <AJftI n'étant pas similaires, il en est de néme des repré­

sentations à multiplicateur correspondantes. 

3° L'application 

ft : V%<(&) . r-"(B') 

ÏB-Û 

est un isomorphisme topologique | 

CONCLUSIQW ; Les groupes topologiques 

sont tous des groupes de symétrie isomorphes de l'haniltonien du système 

d'un électron dans un champ magnétique constant, quel que soit le choix 

du potentiel vecteur H(fl ou n respectivement, i.e. quel que soit 

le choix de la jauge et quel que soit le choix du champ magnétique 

constant. 

(3.40) 
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Calcul_de_ 1/ algêbr e_ d_e_Liejâu_ £rou£e_â£ symétrie 

(i) Les sous-groupes a un paramètre de V V-M sont donnés par 

On en dédui t que l ' a l g è b r e de Lie de , notée 

e s t en t an t que va r i é t é le produi t d i r e c t [R11V . Nous iden t i f ions 

( t ( V^£R»V avec hl.-t-ve.RoiV par l ' a p p l i c a t i o n de R*V sur 

R©V envoyant {i,o) sur u . e t (a,v) sur V , o u u e e s t un 

élément quelconque fixé de IK . 

/ lÙrt \ / i : n t ' A 
( i i ) Le commutateur de deux éléments [z. ,v ) e t ( t ,v ) de 

V"*t(&) vaut 

/ iCirt w i£irfc' A / i t o V 1 / * * ' .V* 
(<L ,v)(c ,V )(t ,V) (6 ,V ) - (3.42) 

Proposition B 

(a) L'algèbre de Lie du groupe de 

i.e. I'espace 

[ ut t v J = o 

Cv.v]-dfc 
",v'/ ^V. 

m V""*(B)..t 
appelée l'algébi 

Lie V 

vectoriel muni 

, v Ê V 

s x:% x 'M-*: 

une algèbre de symétri 

e de symétrie 

"'(Bi est 
du crochet 

%)X 

v"* 
de Lie 

! . ( ^ -

e de l'hamiltonien 

de translation de H . . 

(BV 

(3.43) 

H. 

Demonstration : 

(a) Découle de (i) et (ii) avec l'expresBlon (3.28) pour UJR . • 

(b) V (B) est un groupe de symétrie de H 0 (voir Prop. 6); par 

5I.5. Prop. 9 on a que V W " ' ( B Ì «-t une algèbre de symétrie de H . 

hl.-t-ve.RoiV
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Les_ £énérateur£ _tn_fi.nltésimaux de la repĵ ésenta.tioti VVi-1I d_u_group_s de 

symétrie 

Considérons La représentation continue unitaire du groupe de symétrie de 

translation de l'hamiltonien H 0 fournissant Les opérateurs qui laissent 

invariant H 0 (voir (3.30) et (3.31)) 

\A/ / ^ " t \ tri -l*yy(v) - - i f " ^ ., 
W ( t j V ) . t t ^ t T r , U [ R 1 V E Y (3.30) 

Proposition 9 

(a) Les opérateurs infinitésimaux de la représentation W . associés 

aux sous-groupes à un paramètre 

W B ^ \ o ) - ^ et W i i t { i , V j W ^ i 

J j - I - I 1 S , nous fournissent les opérateurs essentiellement 

autoadjoints 

respectivement définis sur C0(IR ) et satisfaisant 

sur cet espace; j _«- -t, 1 _ 3 . 

(b) Les opérateurs o S \. 1.,1,3 , donnés par (3.44) et sa t i s fa i -

sont (3.45) forment une base normale de l 'algèbre de Lie d'opéra­

teurs VV . ( V nY&)) où Wft „ est la représentation 

infinitésimale associée à W „,'et V^(B) est l 'algèbre de 

symétrie de translation de H . . 

_tn_fi.nl


- 157 -

Démonstration : 

(a) Simples calculs. 

(b) \V (È) e s t l'algèbre de symétrie de translation de H , , la 

représentation T de Sl.5. Déf. 31 étant W „ ; d'autre part : 
A; T 

*;-£V - Sl-:"W 

Reraarcnie_8 : Le crochet (3.45) est indépendant du choix de la jauge. 

Par la proposition 9 ci-dessus et la Prop. 6 du §1.3., nous pouvons 

interpréter les générateurs infinitésimaux de la représentation W - . 

du groupe de symétrie de la manière suivante. 

Les observables o ( o n ) correspondant aux opérateurs essentiellement 

autoadjoints Jr définis sous (3.44) sont des constantes du mouvement 
n 

(î-W) 

Remarque 9 : Si pour déterminer l'algèbre de symétrie de translation 

de L'hamiltonien H . on emprunte un chemin analogue a celui suivi pour 

construire le groupe de symétrie de translation de H . (SlII.3.1. points 

(iï, (ii) et (Ui)), on trouve tout d'abord une représentation antisymé­

trique à multiplicateur de l'algèbre de Lie du groupe V , notée aussi 

V , sur LW) . Il est possible de relever cette représentation en 

une représentation linéaire de V* sur LYR1) , où le multiplicateur 

0( est une application bilinéaire antisymétrique de Q\ * IR dans Bs 

(le correspondant pour une algèbre d'un multiplicateur pour un groupe) 

et V est 1' x -extension de l'algèbre V par l'algèbre u\ j cela se 

fait par analogie'à la méthode du relèvement des representations BOK 

d'un groupe topologique exposée au Sl.2. point B voir [A.C.]- L'algèbre 

de symétrie de translation de H , est ainsi 1'« -extension de V par 

R avec « définie par [ V ,v' ] - <*(v,v'^U. , V.v'e. V (voir (3.43)). 
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! I I I . 3 - 2 . C o n s t r u c t i o n d ' u n e n s e m b l e d e f o n c t i o n s p r o p r e s 

d e l ' h a m i l t o n i e n H . 

Du f a i t que l e s groupes de symétrie de t r a n s l a t i o n de l ' opé ra teu r h t 

sont tous isomorphes quel que s o i t le choix de la jauge e t quel que 

s o i t l e chacip magnétique constant , nous a l lons examiner dans ce qui 

s u i t , par souci de s i m p l i c i t é , un système dans lequel 

(Hyp. 3) Le champ magnétique est dirigé le long de l'axe e. . On a 

B = SÌ— Y?£, (3.45) 

où # est un nombre réel sans dimension ([B] = Gouas; la 

cuar.iité îh. - 'i.lìSt-lO'9 Gauss- ew* est l'unité de flux 

qttanzique) et où ISLI = Ut»(e.tAt^ i est le volume de la 

cellule construite avec e t , £ , et t^ 

e t on se p l ace ra dans la jauge symétrique 

A'M- ±.&f\r (3.36) 

Dans un premier p a s , nous a l lons voir que le groupe d ' invar iance de 

l ' hami l ton ien d'un t e l système se f ac to r i s e en un produi t d i r e c t d 'un 

groupe de t r a n s l a t i o n dans l a d i r e c t i o n du champ &-a par un groupe 

de Heisenberg de dimension t r o i s 

(Hyp. 4) Ignorant le simple mouvement de translation de nctre système 

le long de l'axe e 3 , on note encore H , l'hamiltonien du 

système dans le plan perpendiculaire au chaixp. 

On en dédui t que l e groupe de symétrie de t r a n s l a t i o n de l 'hami l ton ien 

|—j du système d'un é lec t ron soumis à un champ magnétique constant e t 

s a t i s f a i s a n t (Hyp. 3) e t (Hyp. 4) e s t l e groupe de Heisenberg I H l o r . w ) -

Ensui te , à l ' a i d e d'un système d i s c r e t d ' é t a t s cohérents de Glauber de 

IHion- \p] nQU5 construisons pour chaque niveau de Landau t un ensemble 
i t * 
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de fonctions propres de H . qui est total minimal dans l'esapce de 

Hilbert engendré par les fonctions propres de H . pour le niveau <L 

considéré. 

Puis on insérera de manière naturelle le groupe de Heisenberg 

dans un groupe de Heisenberg plus grand IHi(jo;(5) (car l'espace de 

phase de notre système muni de (Hyp. 4) est ffc, et les fonctions 

propres de H. que l'on considère appartiennent à , qui est 

l'espace de représentation du groupe Hiofl-,(5j par la représentation 

de Schrödinger). Ce qui nous permettra de1voir que l'ensemble discret 

total minimal de fonctions propres de H B considérées appartient a un 

système d'états cohérents du groupe IHino. (5) lui-même. 

Le_groupe_ de_He_i£enberg_ _est_le_ g_roup_e_de_ symétr ie_de_ transj-

l_a£ion_de_ 1_'opérateur_ H._ sati£faisant_(Hyp_._3) £.t_(Byp_._4^ 

Pour le système dans l'espace BN. d'un électron soumis à un champ 

magnétique constant D donné par (3.46), dans la jauge symétrique, le 

groupe de symétrie de translation de H . est 

muni du produit 

(3.47) 

(utiliser (3.29) et (3.38)). 

Tout élément de 

VMo pouvant s 'écrire de manière unique 
( ^ " ,v 4 e 4 4.Ae % +v 1 t , J - (o ,v ,Ht*" T j ^ e 4 + v , e ^ , ^ V ^ . V J É R (3.48) 

on a que le groupe 

VM&Ì 
est le produit direct du groupe abélien 

de translation {C°jv»e-3)i v i Ê ^ J l e l o n9 d e l'axe ^y o a r le groupe 

non abélien 
, muni du produit 
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Ce dernier groupe (3.49) s'identifie avec le groupe de Heisenberg i H l n ^ p ) 

en envoyant (̂t j ̂ i * vit» ) sur e. «. ,où v.. V1C1 * V^t1 , la 

base K , ^ ] de iK jouant le rôle de la base symplectique de ( (r\ ; 1-00.). 

Ainsi, le groupe de Heisenberg lnioR- (3] est le groupe de symétrie de 

translation de l'hamiltonien 

(3.50) 

d'un électron dans le plan } V1C1^-V1C1 ; V11V^tR j soumis à un champ magné­

tique constant B --^rV 8"* ' 6J étant perpendiculaire à E 1 et i e., 

(on a utilisé (3.21), (3.36), (3.46) et (3.47)). 

Remarque 10 : La restriction de la représentation 

(voir (3.30) et (3.46)) au groupe de Heisenberg IH ±rß) nous fournit 

une représentation continue unitaire irréductible de iHiTO, (̂ ) sur 

L (US J , envoyant £ * sur C |l/R»N ' ̂ * e s t Par conséquent 

équivalente à la représentation de type "position" 

ce même groupe (voir §1.2. Prop. A). 

Çon_striaction_d^un_ en_semble_de_ f_on_ctions_ propres^ de_l_^opéra«ur_H«_qui 

e_st_ tOtal_ roinim_al_ dans_lj__espace_ d_e__Hyber_t_engendr£ par_ les_ £on.ctl°_ns, 

propres^ 
â?Jif- E?H*_le_ n.iveau_de Landau_t_ 

Considérons l'opérateur H . donné par (3.50). La fonction 

est fonction propre de H 1 correspondant à la valeur propre 

Et „ (I+ f)* LlJ , U N (3.52) 

Elle est de carré intégrable sur IK (c'est la première fonction, que 

nous avons normalisée a un, de l'ensemble des fonctions propres de H . 

construites par Dingle [Di.J pour le niveau de Landau C ). 
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Comparant les expressions (3.7) et {3.51) on remarque que 

<t> ( * i . O - <Y < M ^ * * + r x - ì > <3-531 

où : ( n Jl 4 J est la représentation de type B.F.S. Induite à 

gauche du groupe de Heisenberg IH*««- (3) (on la déduit de celle 

de N ( 3 ) , voir SlI.2.D, par 1'isomorphism« liant IHiC0-(B") et 

T appartient au système d'états cohérents de type 

\ U( -, U j ^ = (tff^) + - Z J E = 0 A - , - ] est une base 

orthononnée de 

Ceci nous permet d'interpréter Y/"*-'*1) comme un multiple du 

coefficient numéro L du développement de l'état cohérent T-=. < ^«^ * 

du groupe M*.0̂ -.(3) dans la base [U ,( = 0,-1,...,« ] de X 1
1 . 

Considérons le réseau principal suivant 

»7 = t "1^1 + n — & » i n , m Ê ^ J (3.54) 

de l'espace symplectique (u\ ( i'QT.) , et le sous-système discret 

du système d'états cohérents de type (n't *, ̂ .3Vï7 ) d e iH-tflB-.P) • 

Pour chaque état cohérent T définissons une fonction 

4 (**.>**) - {*[ < M ^ ? ° t - . > <3-56) 

(.'Ml 
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Chaque >̂ est fonction propre de H , correspondant ä la valeur 

propre E ' et est de carré intégrable sur 1J\ . 

Proposition 10 

L'ensemble 

9 (\ ,*..) -(^\) - ^ [ ^ - " M " ' - ^ e- (3-57) 

iïi(r\£A de fonctions propres de H, est total dans l'espace de Hilbert 

engengré par les fonctions propres de H 0 pour le niveau de Landau E . 

Il est total minimal par suppression d'un état S m' n' entiers 

quelconques fixés, et n'est plus total si on en enlève plus d'un. 

Démonstration : (3.56) et (3.7) donnent (3.57). L'assertion découle du 

§111.2. Prop. 4 • 

interprétation géométrique des fonctions propres » m nd2_i3e ru_ 

correspondait^ £.u_n:Lv£.aìì. äe__I*andau £ 

Définition 7 : Soit D l'intensité d'un champ magnétique constant perpen­

diculaire au plan US . Un réseau de l'espace de configu­

ration a deux dimensions IK , correspondant & la division 

de U\ en "cellules magnétiques" (i.e. : de surface o 

t.q. A o = kc|e_ . (icjt l'unité quantique de flux), est 

appelé RESEAU de PIPPARD. 
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La fonction à représente l'électron du système sur une orbite centrée 
'**" 1 !D'­

au site m^+atj du réseau de pippard Li^ de u\ . La valeur maximale du 
module au carré de a apparaît lorsque le rayon de cette orbite vaut 

r, = U — ^ _ It , qui est très près, comme Qn pouvait l'espérer, du 

rayon de l'orbite classique correspondante 

Les fonctions cp m.ritZ construites à l'aide d'états cohérents de 

sont des états cohérents du groupe 

L'ensemble de fonctions <p m.r\ £ a. (3.57) a été obtenu à partir d'un 
Tt;~- * IU / \ 

sous-système discret d'états cohérents du groupe de symétrie IHi«(r,w) 
de l'hamiltonien H # . Ce groupe de Heisenberg est associé & l'espace 

symplectique (J^ lo«".) , de base symplectique 11*.!*-¾!, la base de 

l'espace de configuration de notre système- Ainsi, se plaçant dans l'espace 

de phase IK , il est naturel de se demander si le groupe de Heisenberg 

associé à l'espace symplectique (R , —1)0".) n'intervient pas directement 

dans notre problême. 

Proposit ion 11 

Soient 

l e groupe 

( (¾ j -̂ f)(T, ) de bas 

R-j^v-.k 
un sous-groupe de 

(<r,LW) 
* IhV(SY 

i l . 

de Heisenberg as 

Ì symplectique 

*R 

IH 

l a 

>v" 

A r 

x *( t*" 

.(5) • 

J * * , * 
socié â l ' e s p a c e 

.u.v 
*ïiV*.(^+*1*V.»* 

représen ta t ion de 

symplectique 

,*» £ 

type pos i t i on indu i t e 

( s u i t e , voir page 

*} 

â gauche 

suivante) 
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Pre p o s i t i o n 11 ( s u i t e ) 

A l o r s : 

(a) 

(b) 

L ' a p p l i c a t i o n 

. t u . " . 1 , + U t 1 t " . 
<L e. s u r e. 

i somorph i sme d e g r o u p e s , l e 

C 4 e t C , . 

Le s y s t è m e d ' é t a t s c o h é r e n t s 

e s t donné p a r j qj 

e t on a 

4 - <«v***-) 
1 J ; . . . . 

t-t 
- McH 
^ - * f . V - ^ 

s e u l c o n s e r v a n t 

de t y p e ( * w 

t • ITI ( f\ 

ìr.(5^ 
<4U 

envoyan t 

e s t un 

l e s composan te s s e l o n 

^ 

"H, ; 
t 

Ê X 

d e 

*4. 

IH 40<T 

* t < = R 

(s) 

] 

(3 .58) 

Démonstration : 

(a) La recherche d'un sous-groupe de H A . ™ (5 ) tel que l'application 

de IM-iijr.l-j) sur ce sous-groupe envoyant e. a sur 

t *e.***•*• "*" 1^* + M * soit un isomorphisme de groupes nous 

donne v
t - y *i et V1= - y*».-

[D) 

où 

Le sous-groupe s t a t i o n n a i r e de d> e s t H " j e . *£. * * * * Ì ^ i*i* JU. *• *IM 
1 fi ^ / ' t?f i i \ 

( c f . §111.2. Déf. 2 ) . Les é t a t s cohérents de type (W4* , <j> ) de 
H i 1 W 1 ( S ) sont donnés par 

un seul représentant par c l a s se à gauche 
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Remarquell : Le fait que les fonctions Ò m,f\eX liées à des états 

cohérents de H4.fft(3) soient des états cohérents de IHiB0. (5) n'est pas 

fortuit. Il reflète 1" isomorphisme entre les groupes IHtor.^V^ e t 

IH *«o-,{5)/ Hfl dont les éléments numérotent les états cohérents des deux 

types considérés respectivement. 

Reroargue_12 : Le choix d'autres représentants des classes à gauche appar­

tenant à ÌHiìff.(5^/HR , par exemple l'ensemble {»,.(v Ï ^ V K ^ + T M » 

n^jijtS 1 au Heu de [X1E1+X^t1 ;*t>x*
Ê* \ , nous fournit un ensemble 

d'états cohérents qui different d'un facteur de phase des états cohérents 

m ; explicitement on a 

En particulier, soit X - { •*(&*- ̂ KJ+5"(^1+-^M i
mintM l e r é s e a u 

(non principal) de IK obtenu à l'aide de l'image par T du sous-groupe 

(¢. V;fc£-R,Vtl.4^ de IHi fiï) dans IH ion-, (^ et définissons 

alors on a 

r. (*t»iO » e.
 T * (**,M ; "•>>" t 4 - (3.60) 

qui est exactement l'ensemble de fonctions propres de H . correspondant 

au niveau de Landau C considéré dans [Boo.l]. 

Remarque 13 : Dans son article original [Pi.] Pippard Introduit un réseau 

carré ayant une cellule élémentaire de surface déterminée uniquement pax 

la force du champ magnétique et choisie pour donner la densité d'états 

correcte. La définition 7 comprend des réseaux non carrés. 
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CONCLUSION : Chaque énergie propre t. de l'hamiltonien H 0 d'un électron 

soumis à un champ magnétique constant est infiniment dégénérée; la recher­

che d'un ensemble total minimal de fonctions propres pour le niveau t par 

exploitation du groupe de symétrie de l'opérateur n. nous a permis de 

retrouver l'intéressant ensemble des translatées de la première fonction de 

Dingle (voir (Di.] et formule (1) de [Pi.]) sur le réseau de Pippard [Pi.]; 

ces fonctions sont utilisées dans dea traitements par perturbation de 

problèmes liés au système d'un électron soumis a un champ magnétique cons­

tant [Pi.I, [Cap.]. On souligne que ce problème a été résolu d'une autre 

façon dans [Boo.l]. Le point de vue "théorie des groupes" adopté ici nous 

permet de voir en plus que ces fonctions sont des états cohérents du groupe 

de Heisenberg IHAC 5-(S) , c'est-à-dire que ce sont des paquets d'onde 

d'incertitude minimum. 

SIII.3.3. Groupe de symétrie de translation de l'hamiltonien 

d'un électron de Bloch soumis à un champ magnétique 

constant 

Nous avons tout d'abord que le groupe de symétrie de translation de 

l'hamiltonien H d'un électron de Bloch soumis ä un champ magnétique 

constant est un sous-groupe du groupe de symétrie de translation de H . . 

A la différence du cas sans potentiel cristallin, les groupes de symétrie 

de translation de H ne sont pas tous isomorphes lorsqu'on change la 

jauge ou le champ o ; en fait, si le champ D est rationnel, le groupe 

de symétrie de translation de H est de type I; si le champ O est 

irrationnel, le groupe de symétrie de translation de H n'est pas de type I 

(Prop. 14). Comment interpréter physiquement ce résultat ? (Prop. 15). 

Pour terminer ce paragraphe, nous considérons le système d'un électron de 

Bloch soumis a un champ magnétique constant, dans le cas particulier où 

le champ est rationnel et dirigé selon un axe du cristal. Nous mentionnons 

quelques propriétés spectrales de l'hamiltonien qui décrit le mouvement de 

ce système dans le plan perpendiculaire au champ (Prop. 16)j ces propriétés 
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découlent du fait que le groupe de symétrie de translation de cet hamil-

tonien est un sous-groupe du groupe de Heisenberg lH*nT_(3) ( que ce 

dernier groupe s'insère de manière naturelle dans le groupe IH 1 (5) 

(voir SIII.3,2. Prop. 11(a)) et que la représentation de type réseau de 

IH. (5] est une induite. 

Soit 

H - JL( p + ìfì)* + $ - H. + I (3-61) 

1'hamiltonien d'un électron dans l'espace (n soumis a un champ magnéti­

que constant D - ro^R(r^ = constante, i*«.R et à un potentiel périodique 

q) d'un cristal tridimensionnel. IJe potentiel vecteur H satisfait {Hyp. I) 

(Byp. 5) On suppose que p £. L. (Ä1) est périodique sur Ze réeeau 

i.e. telle que (Pß)$)(r)~ $(r-Jt)-$(r) ,VkéL (Z.62) 

Proposition 12 

L'hamiltonien H donné pax (3.61) avec le potentiel vecteur H satis­

faisant (Hyp. 1) et le potentiel cristallin m satisfaisant (Hyp. S) 

est essentiellement autoadjoint sur 

Démonstration : Voir Th. X.34 de réf. [R-S.] 

Recherche d_' un_groupe d_e_syaiétrie_ de_H_ 

Puisque L. est un sous-groupe de V , le groupe de toutes les translations 

dans IK , on a que l'ensemble 

L^ ; f(Bl-{(e. i : r\0; U l R 1 W e L muni du produit 
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est on sous -groupe fermé de V "'*(&} {voir (3.29)). 

Proposition 13 

Soient 

H l'hamiltonien donné par (3.6L) avec le potentiel vecteur n satis­

faisant (Hyp. L) et Le potentiel cristallin <& satisfaisant (Hyp. 5) 

le groupe topologique donné par (*) 

W 0 B la représentation continue unitaire de L [DJ sur L (JA ) 
"Ir iL 

déduite de (3.30) par restriction à L B;f(ß) 

Alors : est un groupe de symétrie de l'opérateur H appelé 

le groupe de symétrie de translation de H . 

Démonstration : Du fait que est un sous-groupe de 

on a que tous les opérateurs W R * (e. " ,^") = Wfl.» {t^.^ljtfiK^fiL 

commutent à H.; au vu des équations (3.62) et (3-30) , les opérateurs 

or! (*" > ̂  ' commutent aussi ä H quels que soient fc«.u> , K € L B 

A la différence des groupes de symétrie de translation de , qui sont 

tous isomorphes quel que soit le choix du potentiel vecteur H et du champ 

B {voir SlIZ.3.1. Prop. 7) les groupes de symétrie de translation deH"H(fl) 

ne sont pas tous isomorphes lorsqu'on change le potentiel vecteur H ou le 

champ B (voir [O.T.], [Boo.2] et [Gr.J.) 
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• Définition S : Soit 

oü 1O J1O , ti sont des nombres réels sans dimension et 

!ILI "le.t*(tkAe.jV
 e s t l e v o l u i n e a e la cellule élémentaire 

du réseau L . 

Le champ magnétique B est dit RATIONNEL si 0 ,1^ et ^ 

sont des nombres rationnels; il est dit IRRATIONNEL si un 

ou plusieurs de ces trois nombres sont irrationnels. 

De manière générale, on a le résultat suivant 

Proposition 14 

Le groupe de symétrie de translation 1 ^ ( 1 ¾ de l'opérateur H 

est de type I si et seulement si le champ B est rationnel. 

Démonstration : Elle se base sur un théorème de Thoma, voir réf. [Boo.2] 

Ouelle_est_l^_ir^terp_r£tatior^ £hv_sique_du ^_tvpe"_du^ gjroup_e_de_ s^métrie.jte 

tra_ns_lation d_e_l^hamilton_ien_H_ 7_ 

Théoriquement, la situation est claire. Dans le cas particulier ou 

(Hyp. 6} 1° On choiait la jauge symétrique (S. 36}; 

2° On suppose que le champ magnétique constant D satisfait 

(Hyp. 3) et que le potentiel cristallin $ est indépendant 

de la variable selon es ; 

3° On ignore le mouvement du syotéme le long de l'axe C3 . 

l'hamiltonien du système dans le plan I v,tt •*- *xt% j^j^fcR J , toujours 

noté H , eat donné par 
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Considérons dans l'espace de configuration [y.t t*-v it,;V t Jv Ê B ] de notre 

système les deux réseaux suivants * 

(i) Le réseau c r i s t a l l in bidiraensionnel 

L t - [ K * t +k»«.4 )K Av £• 1 ] (3.65) 

La cellule élémentaire de L t a une surface -T6-Ut4AtJI1IfLl . 

(ii) Le réseau de Pippard (voir SlII .3.2. Déf. 7) 

L l ç - J r ^ e t +• J n 1 ^ i \ , n , t 2 ] (3.54) 

correspondant à la division de I At1
+-V^e1 ; V1 ,VfcfcR J en "cellules 

magnétiques" de surface A t « - Ht1AZ^tAII- 1^i . 

La comparaison de ces deux réseaux nous permet d'énoncer 

Proposition 15 

L'intersection des réseaux cristallin L t et de Pippard Lio e s t "" 

réseau a deux dimensions si et seulement si le champ D est rationnel. 

En d'autres termes, les réseaux cristallin L t et de Pippard Li« sont 

cammensurables si et seulement si le flux ~0 (en unité Kc/t ) du 

champ magnétique constant B à travers une cellule élémentaire du 

réseau cristallin L c est un nombre rationnel. 

Démonstration : Simple vérification; utiliser B - - ^ - 0 * . (Hyp. 3) 
a Ht C « 
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Expérimentalement, l'observation de la commensurabi1ité ou de l'incommen­

surabilité de ces deux réseaux est-elle possible ? Comment la nature peut-

elle produire un champ magnétique constant rationnel ou irrationnel ? (voir 

[H-], [Cap.] et les références contenues dans ces articles) Pas de réponse. 

N'imaginons pas que le système qui vient d'Stre examiné est exceptionnel. 

Mentionnons seulement qu'en physique du solide, il existe plusieurs 

modèles, par exemple pour décrire des dislocations cristallines dans une 

monocouche épitaxiale à la surface d'un cristal,exhibant des structures 

incommensurables [A.A.]. 

Remarque 14 : Le groupe de symétrie de translation de l'hamiltonien donné 

par (3.64) est un sous-groupe du groupe de Heisenberg lHio<r,(3) , à savoir 

H-- fetU*<iV ; U R ;^k l t lA l t,;^,kÊX] (3.66) 

{Voir !IXI.3.2. et utiliser ÌIII.3.3. Prop. 13). Remarquons encore 

d'une part que le réseau de Plppard Lio «st exactement le réseau 

principal de l'espace symplectique (R*, iu T,^ utilisé pour construire 

la représentation de type réseau (1TT*' C , ¾ } ' ) au groupe de Heisenberg 

Nl,oo-,(3^ (voir SIX.4.(c)). D'autre part, l'hamiltonien (3.64) peut 

s'écrire H =-^-[ P* + (k^ÎQ*] + $ , ou Q. et P sont les opérateurs infini­

tésimaux de cette représentation de type réseau de IHi^.(3^ (voir SII.4. 

Lemme 5 avec o. • IITO et b-i/*\ ). 

Propr_ié_t̂ s_sp_e£tral_es_ de_l_|_hainil£onien_dMin_ éle_ctron_souiais_ £ "/1^Il4JSP 

mag_n^tique_co_n£tant^ rationne^ et a_un Eptentiel_ cristallin 

Rassemblant les résultats et remarques énoncés Jusqu'ici a propos du 

problème de l'électron soumis A un champ magnétique constant avec ou sans 

potentiel cristallin, nous sommes prêts pour déterminer le spectre ( et 

les fonctions propres) de l'hamiltonien 
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avec 1O= — ( r,j deux entiers strictement positifs premiers entre eux). 

On va se placer dans la représentation de type réseau du groupe de 

Heisenberg IH*«o-,(5) et exploiter le fait que cette représentation est 

induite. 

Proposition lé 

Soient 

l'hamiltonien, donné par (3.64), du système d'un électron 

soumis à un champ magnétique constant D - 1̂',TT*) ̂ i «vec *)--7 

( <",.i deux entiers strictement positifs premiers entre eux) dans un 

potentiel cristallin m . il décrit le mouvement du système dans le 

plan J V1C1 + v̂ ê -, V4 ,V^Ê R j . On suppose que ç est indépendant de la 

variable selon e a et qu'il satisfait (Hyp. 5); on écrit H , dans la 

jauge symétrique. 

it V? C KJ> r î c "\ 
IfT , J t * J l a représen ta t ion de type réseau du groupe de 

Heisenberg IHi0O- (M (voix S l I . 4 . c ) ) . 

ffHt)-it
h"e1,'.(*'-*W*M',+ ^ i l € R - 1 V . . W « i ] 

le sous-groupe de IH-i„5.(5) image par l'application T du groupe de 

symétrie de translation H - de l'opérateur H,dans ! H ± „ r (S) 

(voir ÎIII.3.2. Prop. 11(a) et (3.66)). 

(suite, voir page suivante) 
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Proposition 16 (suite) 

Alors ; 

(i) La restriction fiï|* I de la représentation *TT^ â ^(lH<A 

est une représentation continue unitaire réductible de l(IHft) 

***** C 
W- (il existe une mesure de Borei standard, un champ 

fl -mesurable \ *—•*• H(I) d'espaces hilbertiens sur 

où (ì)r vaut r si r est pair et vaut Ir si r est impair j , 

et un isomorphisme de tels que H 0 

et H soient décomposâtles D 

H - P ^ W H W avec H m = K ( S U i(t) 

D 
N.B. : D est appelée "zone de Srillouin abstraite". 

(ii) Les "opérateurs réduits" H.(fl et Hin 
ont tous deux un spectre 

discret. 

* 

H 0 I i ) admet les valeurs propres t-(tt-^p ûQ. (3-S2), chacune 

étant (il rs fois dégénérée. 

H ( S ) admet un spectre constitué uniquement de valeurs propres 

isolées avec des multiplicités finies, la dégénérescence de chaque 

valeur propre est * — . 

Démonstration s Voir [Be]. En quelques mots, (1) découle du théorème 

d'induction-réduction (voir [Ma.3]) car la représentation de type réseau 

est induite. L'assertion (ii) provient de ce que H. (î) et H(J) sont 

des opérateurs essentiellement autoadjoints et qu'ils admettent une 

résolvante compacte • 
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Puisque 

H.m et Hm 
ont tous deux un spectre purement discret, on 

peut appliquer au calcul des valeurs propres et fonctions propres de 

H(tt 
les méthodes classiques du calcul de perturbations (voir [Be.]). CONCLUSION : Parce que le groupe de symétrie de translation IHg (3.66) 

de l'hamiltonien H donné par (3.64) avec 0 rationnel est un sous-groupe 

du groupe de Heisenberg rliwfs") , qu'il est de type I , grâce â la 

forme particulière des opérateurs composant H (Remarque 14) et du fait 

que l'opérateur H agit dans L (6\ ) , nous avons vu que les outils 

adéquats pour déterminer le spectre de M sont le groupe de Heisenberg 

H ÌOT,(5) et sa représentation de type réseau. Est-ce qu'une utilisation 

astucieuse des propriétés des groupes non de type I et une connaissance 

approfondie des algèbres de von Neumann qui leurs sont reliées nous 

apporteront, un jour, la solution au problême correspondant avec O irra­

tionnel ? 

i 
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