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Résumeé

Au couna de cette étude, noua avons cherché A montrer par la simulation que
seules les méthodes de la programmation mathématique permettent d'obtenir
une solution optimale en classification automsatique et que les méthodes
classiques ne fournissent qu'une approximation, Forts de c¢e résuliat, nous
avons tenté de rédulre la complexité d'une des premiéres méthodes afin d'obtenir
des temps de calcul raisonnables, sans pour autant perdre en efficacité. Pour
obtenir cette réduction, nous avons combiné les points forts de trois méthodes,
de telle sorte que les calculs ne se fassent qu'en des paointa représentatifs de la
fonction-objectf. :

Abstract

With this study we showed in a first phase using intensive simulations, that
only the mathematical programing methods could find an optimal solution to a
classificstion problem; and that the classical methods only could find an
approximation. In a second phase, we reduced the complexity of the dynamic
programing algorithm by the combination of the forces taken in three methods.
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1.1

Introduction

Définition du probléme, son origine, son
évolution, buts et articulation du travail

Nous allons examiner des méthodes résolvant le probléme suivant :

Soit un ensemble N={l1,2,..,n) d'entités ou objets dont nous connalssons
Jjusqu'a k caractéristiques. L'chjectif est de regrouper les entités £tudiées dans m
groupes homogénes. Afin de permctire ce regroupement, nous considérons que
les entités se distinguent par une distance.

Ce probléme fut abordé trés t6t par de nombreux scientiiques de toutes
branches, comme le montre la perspective historique cl-dessous. Le dévcloppe-
ment des méthodes de résclution fut plus pragmatique que mathémadque
jusqu'au début des années soixante.

Aristote et les philosophes antiques furent parmi ces précurseurs qui
cherchérent 4 classer formellement plantes et animaux. Leurs idées étajent fort
simples. Il existait, par exemple, quatre états de la matidre : I'eau, I'air, la terre,
le feu. Par un choix approprié de caractéristiques, lla développérent des
typologles ol l'on retrouvait des dominances semblables des quatre états de
base. Galen (129-199) définit Fune des plus connues qui permettait grice & neuf
types de tempéraments de trouver la vulnérabilité d'un individu 4 diverses
maladies ou dexpliquer les différences de comportement en société.

Le systéme moderne, dans les sciences naturelles, est d0 aux travaux de
Linnge (1753). Aprés la zoologie et la botanique, la classifieation fut appliquée &
bien d'autres domaines : psychologie, médecine, psychiatrie, archéologie,
anthropologie, marketing, sciences £conomiques, sociologie, &ducstion,
criminologie,... Longtemps ces techniques demeurdrent limitées & la définition
de typologies fixées par des critéres observables visuellement.

L'application des mathématiques connut un dévelocppement important au
cours du 19e siécle. Les méthodes de regroupement en profitérent également. Le
développement des méthodes de classification resta longtemps l'seuvre des
sclentifiques qui en avalent besoin. Par exemple, le professeur Robert Tryon,
professeur de psychologie 4 I'Université de Berkeley, consacra V'essentie] de sa
carridre & développer des techniques applicables & 1a psychologie individuelle et
collective, et les utilisa dans ses études.

Les méthodes proposées par ces sclentifiques sont sujettes 4 la méme
critique! aucune ne garantit une classification mathématiquement correcte.
Elles sont trop rudimentaires, & l'image des moyens de calcui disponibles. Le
développement d'une méthode de classification exige des connalssances
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poussées dans divers domaines. Brian Everitt [1874) £crit en conclusien 4 un
ouvrage consacré A ces méthodes : "The number of clustering techniques
available is large, 8s the number of problems in applying them. The greater part
of the mushrooming literature on classification is concerned with new
techniques which in general suffer from many of the problems of those methods
alresdy in use. Perhaps the problem is that mentienned by Johnson { Rainbows'
End : the quest for an optimal taxenomy, Proc. Linn. Soc. N.8.W, 83, 8-45,
1868), namely that anyone who is prepared to iearn quite a deal of matrix
algebra, aome classical mathematical statistics, some advanced geometry, a little
set theory, perhaps a littie information theory and graph theory and some
computer techniques and who has saccess to a good computer and enjoys
mathematics (es he must if he gets this far] will probably find the development of
new taximetric methods much more rewarding, more up-to-date, more ‘general’,
and hence more prestigious than merely classifying plants and animals.”,

Dés les années 60, des statisticlens confirmés commencérent 4 s’intéresser 4
cette preblématique. De nombreux ouvrages parurent, cherchant 4 formaliser les
développements antérieurs, 3 établir de nouvelles méthodes pius fiables, en
appsrence du moins, et 4 tirer toujours plus de profits des ordinateurs. Mais
clles souffrent toujours du méme défaut que les précédentes, Aucune de ces
méthodes ne converge.

Pour corriger ce défaut, quelques mathématiciens ou statisticiens ont &tudié
ies possibilités d'appliquer diverses formulations issues de la programmation
mathématique 2 la résclution d'un probléme de classification automatique. Ces
quelques études n'ont rencontré que peu d'échos en raison des problémes de
complexité des algorithmes ct des cofits de leur mise en ceuvre,

Pourquoi un nouvesu travail dans ce domaine qui semble si bien couvert
théoriquement ? Et pourquoel chercher & remettre au gofit du jour des
techniques jugées trop cofiteuses ?

- Premifrement, nous avons pu nous rendre compte lors d'un congrés en
1987 4 Aix-La-Chappelle, quaucune solution n'a &€ trouvée pour
supprimer les défauts des méthodes classiques. Dana ce travail nous
appelons méthoden classiques toutea celles qui ne font pas appel 2 un
algorithme de programmation mathématigue. Ces derniéres semblent
&tre ignortes. Aucun exposé ne leur &tait consacré dans cette conférence et
nous n'avons trouvé aucun logiciel les sppliquant.

- Deuxitmement, nos recherches bibliographiques nous ont prouvé que
personne n'avait réalisé une étude comparative approfondic des diverses
méthodes dispondbles, Seuls, & notre connaissance, Everitt, Cooper et
Milligan, ont montré les problémes posés principalement par ies méthodes
hiérarchiques.

- Troisiémement, nous sommes convaincus que Seules les méthodes issues
de is recherche opérationnelle, permettent d'ebtenir une solution correcte
meathématiquement. Nous pensons qu'il est nécessaire d'examincr ces
techniques sous un autre oeil que simplement eclui de la performance.

Afin d'atteindre ces ohjectifs, nous effectuons une étude comparative en
plusieurs volets :

- Premigrement, nous exposons les éléments conceptuels des algorithmes.
Cettc phase montrera quels sont les critéres de classification wtilisés et
l'existence ou non d'une fonction-objectif globale & minimiser [(ou
maximiser). Chaque exposé est illustré par un exemple.
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1.2

- Deuxiémement, nous cherchons & montrer la complexité des méthodes et
les problémes qu'elles posent mathématiquement,

- Troisiémement, nons présentons les problémes rencontrés lors d'une
implantadon informatique. Nous chercherons également 4 juger le confort
d'utilisation selon des ctitéres d'ergonomie.

- Qustriémement, nous exposons deux méthodes n'utilisant pas la notion de
distance et en comparons les concepts svec ceux de la classification
sutornatique.

- Cinquidmement, nous présentons les résultata obtenus sur des jeux de
données congus de telle sorte que la classification optimale est connue.

- Finalement nous examinons les possibilités de développement & partir des
meflleures méthodes et tirons les enseignements de cette étude.

Domaines d'application

L'é¢tendue des domaines d'spplication, ¢t des dénominstions, se compare
aisément A la variété des solutons proposées, Il existe de trés nombreuses
méthodes de classification, qui s'utilisent en zoologie, en botanique, en
médecine, en économie, en sociologie, en psychologie. .,

‘fryon et Bailey (1965) donnent de nombreux exemples pratiques, issus de
leurs propres recherches. Dans Hartigan {1975), Everitt (1976), Spith (1983],
nous trouvons de nombreuses références 4 des études ol la classification
sutomatique s été utilisée.

La médecine, Is biologie et les sciences sociales semblent étre les domaines de
prédilecon pour ce genre d'étude. A Aix-La-Chappelle de hombreuses sessions
&taient consacrées aux applicetions dans ces branches.

Pourquoi cette technique statistique est-elle si répandue ? Pour tenter de
répondre & cette question, nous allons examiner les raisons de regrouper des
données :

- Le scientifique qui procéde 4 une analyse statistque peut se trouver
confronté A4 des problémes techniques : capacité insuffisante de
l'ordinateur, limites des logiciels, tetnps nécessaire pout opérer les calculs,
saisir les données et exploiter les résultats... La classification peut servir &
rédulre le nombre des données 4 analyser, en n'étudiant que des cas
types.

- Un sutre aspect consiste 4 classer les traitements pour voir #'ils suivent
une loi statistique ou s'adaptent 4 un modele défa connu,

- Dans le domaine des sclences sociales, on s'intéresse 4 1'établissement de
cetégories des individus observés. Par exemple, dans un soudage
d'opinion, on essate de savoir si les partisans d'un leader politique ont des
caractéristiques socigles communes.

- Enfin, & partit des données réunies et classifiées lors d'une premiére
étude, on peut chercher 4 prévoir le comportement d'un individu en
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fonction des ses caractéristiques; c'est-4-dire trouver 4 quel groupe de la
précédente étude, il appartient.

Pour réSsurner, nous pouvons dire 4 I'exemple de Ball [1871), cité par Everitt
[1974], que la classification doit permettre d'atteindre un des objectifs puivants :

- Trouver une vraie typologie.

- Ajustement & un modéle.

- Prédiction basée sur les groupes.
- Tests d'hypothéses.

- Exploration des données.

- Génération d’hypothéses.

- Réduction des données.
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Les méthodes classiques de classification

Les techniques de classification automatique utilisent pour la plupart une
distance pour mesurer les dissimilarités entre les objets & classer. Certaines
peuvent également ntiliser une mesure de aimilarité. Ces deux notions font
I'objet de la premifre section de ce chapitre. Ensulte, nous exposons les
fondements mathématiques des méthodes classiques et les différentes
typologies qui permettent de les distinguer. Noire exposé sera {llustré par un
exemple.

Nous empruntons notre exemple 4 la gestion du personnel. 11 s'agit d'un
extrait supposé des feuilles de qualification des employés d'une entreprise. Ces
qualifications sont données sous forme de notes de 1 [excellent] & 6 (irés

insuffisant].
Nom /[ Ponctu- |Préci- Respon-
gualifica-|alité sion Contact |Qualité|sabili-
tion té
Dupont 2.5 3 4 5 2
Miiller 6 5 4 5 5
Meyer 2 3 3 4 4
Durand 5 6 5 5 5
Scott 2 3 3 2 1
Henry 5 5 5 4 [

Tableau 2.1 : Notes de gualification

2.1 La notion de distance dans les méthodes
classiques et les problémes pasés par les
données

Nous abordons les problémes liés aux données : la mesure de leur différences
ou de leur ressernblance, leur unité de mesure, les divers types de données qui
peuvent se présenter dans une analyse statistique. Ces problémes sont exposés,
afin de montrer que les défauts des méthodes de classification sont dis 4 leurs
concepts, et non pas & des influences extérieures.
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2.1.1 Mesures de la dissimilarité entre entités

Les entités peuvent étre distinguées les unes des autres par le caicul d'une
distance mathématique. Avant de calculer une distance, il peut éire nécessaire
de procéder préalablement & une transformation des données, afin de corriger
par exemple un effet de taille dO & des unités de mesures différentes, ou de
codifier un ensemble de données de natures diverses. Ces divers probl2mes et
leurs solutions sont expliqués en détail dans les sections sulvantes. De plus,
pne Standardisation des données permet de supprimer les effeta négatifs de
certaines distances.

Une distance mathématique, entre une paire d'objets doit avoir les proprités
suivantes :

1} Elle doit &tre positive :
d(Xi.Xy) 2 0

2} Elle doit &tre commutative :
d(xi,Xj) = d(xj,xi)

3) Elle est nulle en un point | donné :
d(Xi.Xj) =0, sii =3

4) Linégalite triangulaire doit é&tre vérifiée pour obtenir une distance
"métrique”

d(xi,){j) £ d(Xl.Xk) + d{xk,Xj)
De nombreuses métriques répondent & ces critéres. La plus naturelle est la

distance euclidienne. Elle correspond & une notion connue : celle de distance
entre les extrémités d'un segment, Elle est donnée par la formule ci-dessous :

n k k

dy(x5,%Xy) = (3 06 - x93 (2.1)
k=1

Une distance peut &tre pondérée, Dans ce ess, la distance euclidienne
s'exprime par :

n k k

d; (Xq,X5) = (T wplxg - kpHE (2.2)
k=1

Nous ignorons par la suite cette notion. Cet aspect n'est pas 4 négliger en
pratique. L'une ou Fautre des observations recueillies a une importance plus
grande que d'autres. Ou inversement, une observation ne doit pas pouvoir
prendre une prépondérance particuliére dans les résuitats. La pondération
[positive ou négative] permet de tenir compte de telles influences dans le calcul
d'une distance,

Usuellement, la matrice des distances est représentée sous forme de triangle,
car clle est par définition symétrique, Pour notre exemple, noua obtenons la
matrice snivante avec la distance euclidienne :
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0.0 5.02 2.50 5.02 3.35 5.3
0.0 4.79 1.73 6.78 2.00
2.0 4.89 3.60 4.58

0.0 6.851.73

0.0 6.78

0.0

La distance entre Dupont et Miller vaut 5.02. Elle est obtenue par le caleul
suivant :

d, (Dupont,Miiller) - [(2.5:6)2 + (355)2 +
(4-4)2 + (5-5)2 4+ (2-5)2 11/2
= 5.02

Cette distance n'est pas s panacée universelle. St elle est mal utilisée, les
conséquences sur les résuliats sout cstastrophiques; car elle dent compte de la
variance de chacune des observatons. Elle est sensible 4 Yeffet de taille; c'est-2-
dire que si toutes les observstions d'um traitement sout muldpliées par un
facteur douné, toutes les distances de ce traitement Bux autres sout également
muldpliées par ce facteur, Enfin, elle dépend de I'unité de mesure.

Une sutre distance couramment utllisfe est la distance du chi-carré,

k k5
3 (x X _ n xi xj x 3
it j} =3 ——— - == "k (2.3)
k=1 X3 xy X
k
ol x4 = Y oxy
k
k
xK = Z x5
i
k
x=3 7% %
ik

Elle e peut étre utilisée que si les observatlons sont mesurées svec une
méme échelle et une méme unité de mesure. Par contre, elle fait disparaitre
Teffet de taille de la distance suclidienne.

Afln d'éviter l'effet variance de la distance euclidienne, uous disposons
d'sutres armes : les distances de Minkovski dordre 1 [norme Lj ). Elles
privilégient les petites distances. La plus connue est la distance de Manhattan
ou "city block metric” donnée par .

n k k
alx;, %43 =k§1 fx; - le (2.4

La distance de Manhattan entre Dupont et Miiller est obtenue par :
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d, (Dupont ,Miiller) = |2.5-6| + |3-5] + |4-4|
+ [5°5) + |2-5] = 8.50

Pour notre exemple, nous obtenons ;

0.0 B.50 4.50 9.50 5.50 10.50
0.0 9.00 3.00 14.00 4.00
0.0 10.00 5.00 9.00

0.0 15.00 3.00

0.0 14.00

0.0

Une variante est connue sous le nom de distance de Camberra :
n ok k k k
aiXy.Xy) = T [%g - le/(lxi|+|le ) (2.5)
k=1

541 s'avitre nécessaire d'utliser une méthode robuste ponr calculer la matrice
des dissimilarités, la distance basée sur L*® est la plus appropriée car elle
privilégie la plus forte distance parmi toutes :

k k
alx, ) = max|x; - xj| (2.6)
k=1,n

La distance entre Dupont et Miiller est donnée par la distance maximale entre
leurs paires d'observations, max((2.5-6);(3-5);[4-4};(5-5};(2-5)], soit 3.5

Matrice des distances obtenues avee L infini :

0.0 3.50 2.00 3.00 3.00 4.00
0.0 4.00 1.00 4.00 1.00
0.0 3.00 3.00 3.00

0.0 4.001.00

0.0 5.00
0.0
Une antre mesnre de la dissimnilarité peut étre donnée par la distance de
Mahanalobis :
-1
X, X} = (X=X 'Ty (%-X;) (2.7

avec ¥, la matrice variante-covariante des observations étudies.
Matrice des distances obtenues avec Mahanalobis @

0.0 3.16 3.16 3.16 3.16 3.16

0.0 3.16 3.16 3.16 3.16
0.0 3.16 3.16 3.16

0.0 3.76 3.16

0.0 3.16

0.0

Cette matrice montre que cette distance ne pent pas s'utiliser sans
précantons, Si le nombre d'objets est &gal au nombre de varlables plus un,
comme c'est le cas idi, toutes les distances seront égales et il n'y a paa de aens A

10



Les méthodes classiques de clossfication

effectuer une classificstion.

2.1.2 Mesure de la ressemblance

Au lieu de calculer les différences entre leg entités, nous pouvens obtenir une
image de leur ressemblance. Elle est déterminée par un coefficient de similarits.
Un tel coefficient mesure la relation entre deux entités, étant donné un ensemble
de p obscrvations communes. La présence ou Fabsence dune assoclation aur
ces observations peut étre représentée par des variables binaires, O et 1. I existe
divers coefficients de similarité [(diverses formules sont données dans Everitt
(1874)). L'un des plua connus est le coefficient de Gower (1971). Il est possible de
l'utiliser pour des données mixtes, soit un mélange de données quantitatives,
qualitatives et binaires. 1l est défini de la fagon suivante :

P e :
Sis = ¥ Sisp £ Y wis (2.8)
i3 et ijk = i3k

ol Wifk * le poids prenant la valeur 0 ou 1 selon que la comparaison est
valable pour la variable k. 51 wyjc = 0, alors syjc = 0, et sl wyj = 0 pour tous 1,
et k, alors slj est indéfini.

Sk le score de chaque entité pour la variable k.

Nous pourricns discuter longtemps de ce probléme du choix de la mesure
entre les entités : ressemblance ou différence. Il convient de se rendre compte
quil existe certaines difficultés & l'opérer. Ces problémes sont toutefois
indépendants du choix de la méthode de classificastion. Les quelques critiques
émises sur les critéres présentés dans cette section sont valsbles pour towte
méthode de clossification.

2.1.3 La problématique de 1a nature des données

Un autre probléme commun 3 toutes les méthodes de classification est Is
nsture des données. Nous pouvons distinguer les données quantitatives
[numériques pures), binaire (0 et 1, vrai ou faux) et qualitatives (dounées
ordinales et nominales). La difficulté est corsée par le fait que bien des é&tudes
statistiques présentent des données mixtes. Les défauts des méthodes, que nous
cherchons 8 expliciter, ne sont pas liés 2 cette problématique.

I existe diverses techniques de recodification des données. Certaines
produisent un appauvrissement de l'information, d'sutres un ennichissernent.
Lldée générale de ces méthodes est de transformer ume variable de nature
donnée en une sutre de nature différente, qui se préte mieux A l'analyse
statistique. En sciences sociales, on considére des données entiéres qui ont une
valeur morale. 11 a'agit en réalité de données qualitatives recod€es en données
fquanttatives su travers d'une échelle.
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2.1.4 Le probléme de 'unité de mesure

Ce probléme est particulier aux données quantitatives, qui peuvent étre
mesurées dans divers aystémes. Souvent I'échelle n'est par elle-m&me pas
comparable. Eat-il possibie de comparer des données mesurées en mm avec
d'autres mesurées en km sans prendre de précaution ?

1 faut transformer la matrice des données avant tout calcul. Cette opération
a'appelle normalisation ou standardisation des données. Deun techniques sont
possibles : centrer les donnges, c'est-d-dire ramener la moyenne de toutes les
données a 0; centrer et réduire, soit ramener la moyenne des donuées 4 0 et leur
variance & 1, Cette problématique n'influence pas les méthodes que nous
examinons,

2.2 Typologie des méthodes de classification
automatique classique et leur fondements
mathématiques

Diverses typologies des mnéthodes de classificstion automatique ont é&té
définies. Nous nous réferons & celle utilisée par Everitt {1974).

2,2.1 Les méthodes de classification hiérarchique

I existe deux familles de méthodes hiérarchiques. Elles se singularisent par
leur point de départ : scit au début les n entités forment n groupes et i'on va
chercher 4 les fusionner; soit un groupe formé des n entités est donné et il faut
chercher 2 le diviser. Les premiéres de ces méthodes sont dites ascendantes, les
secondes descendantes.

Elles sont présentées au moyen d'un graphique : le dendogramme, montrant

dans quelle sféquence et & quelle £tape, les diverses classifications intermédiaires
ont eu lieu.
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L

Figure 2.1 : Exemple de dendogramme

|
4 5

2.2.1.1 Les méthodes hiérarchiques ascendantes

Soit au départ o groupes 4 une entitd, et une mesure de leur distance,
respectivement de leur sitilarité, nous regroupons les deux entités les plus
proches conformément & un critére pour former le premier sous-groupe.

A partir des n-1 sous-groupes ainsi formés, noua recalculons 1s métrique et
fusiorinons a nouveau deux entités on sous-greupes. Le processus s'arréte 8'il ne
reste qu'un groupe, ou si un critére d'arét optionnel a été atteint.

Ces méthodes sont trés répandues. Nous pouvons nommer les plus connues :
méthode de Ward, méthode du chainage simple, m4thode du chainsge complet,

méthode de la distance moyenne dans les groupes, méthode de 1s distance entre
les groupes, ...

2.2.1.2 Les méthodes hiérarchiques descendantes

Solt au départ un groupe formé des n entités, il s'agit de le partager en deux.
Le processus se répéte jusqu'd obtenir n groupes formés chacun de une entité,
ou sl le critére d'arrét de la méthode est sstisfait.

En raison de particularités, qui les distinguent trop des sutres méthodes
sélectionnées, nous n'examinons sucune technique de cette scus—classe.

2.2.2 Les méthodes de partitionnement-optimisation

-Au  contraire des méthodes hiérarchiques, celles de partitionnement
permettent la réallocation d'une entité déjd attribuée & un sutre groupe. Elles
visent 4 obtenir une classification optimisant un critére défini. Leur démarche
est composée en général par trois £tapes :

- Initialiser les groupes

= Allouer les entités aux groupes initialisés

13
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- 51 nécessaire réallouer une parte ou toutes les entités

Les differences entre les diverses méthodes de partiionnement-optimisation
résident dans les étapes 1 et 3 et dans le cheix dn critére & optimiser. Le nombre
de groupes 4 obtenir doit &ire fixé an départ de la procédure de caleul par
l'utilisateur.

2.2.3 Les méthodes par recherche de densité de points

Ce coneept introduit dans les années soixante, se base aur la représentation
des entltés sous forme de points dans un espace métrique {un espace euclidien
par exemple). S1 lon considére cet espace, il doit y avoir des zomes dans
lesquelles la densité des points est trés élevée et d'autres ol elle est plutést faible,
1l est possitile de retrouver les groupes auxquels appartiennent les diverses
entités & partir de I'analyse de cette densité.

2.2.4 Les méthodes de "clumping”

La plnpart des méthodes forment des groupes disjoints. Certaines recherches
nécessitent parfols d'obtenir une classification ot les groupes se recoupent. Clest
la earactéristique des méthodes dites de clumping. Elles déhutent par le calcul
d'une matrice des similarités. Ensulte, elles recherchent une partition des
entités en deux minimisant nne fonetion de cohésion entre les deux groupes.
Nous ne traltons pas de telles méthodes.

2.2.5 Autres méthodes

1 existe encore d'autres méthodes de classificstion automatique difficlles &
classer parmi les troia grands groupes présentés. Certaines sont plntdt des
adaptatlons utilisées pour une analyse particuliére d'une des préctidentes.

2.2.6 Avenir des méthodes classiques

Malgré les nomhbreuses critiques les méthodes classiques sont implantées
dans de nombreux logiciels statistignes. Elles font toujours ['objet de
perfectionnement, ainsi que nous avons pn nons en rendre compte lors de la
conférence de Aix-La-Chapelle en juin-juillet 1987.

Pourquoi un tel intérét pour ces méthodes dé&jd anciennes ? Simplement
parce qu'elles sont peu complexes, rapides et les résultats obtenns peuvent
semhler satisfaisants.

Les recherches actuelles portent sur de nomtireuses directions. L'nne vise 4

inclure le concept de minimisation dune fonction-objectif giobale. L'autre
recherche une amélloration de la formule de récurrence de Lance et Willlams,
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aussl dans le but d'obtenir une optimisation. Cette deuxidme voie cherche de
nouveaux indices de proximité plus performants que ceux actuellement connus.
Parmni les asutres domaines de recherche, nous trouvons la théotie des graphes,
la classificstion de groupes mélangés (fuzzy clustering), la détermination du
nombre de groupes, les méthodes de validation des grands jeux de données, ete.

Signalons encore une recherche originale, celle du professeur Spéth. I
cherche 2 obtenir une anticlassifiestion avec les groupes les plus hétérogenes
possitles, pour pallier aux défauts des méthodes classiques (pas d'optimisation)
et des méthodes mathématiques (trop complexes).

2.3 Exposé des méthodes retenues

Nous exposons dans le détall les méthodes classiques retenues parmi les
deux familles les plus répandues :

2.3.1 La méthode du chainage simple

Cette méthode hiérarchique peut étre utilisée soit avec des similarités soit
avec une distance. La matrice des distances est mise 4 jour aprés chaque fusion,
de telle sorte que la distance entre deux groupes est £gale 4 la distance entre
leurs deux plus proches éléments. I} s'agit de la méthode la plus simple,

L'algorithme est le suivant :

Tant que le critére de fin n'est pas atteint :

1. Trouver i <> j tel que

d(Ji,Jj) = min { d(xp,xq) : Xp€ T3, XgE Jy {2.9)

J Identifie une classe ou groupe. Cette classe peut étre formée d'un seul
€&lément.

2. Mémoriser I'indice de I'itération,
3. Agréger Jyet Jj, en formant un nouveau groupe
Jy =J3 v J 3
4. Définir 1a nouvelle partition
5. Calculer les nouvelles distances par la formule propre 2 la méthode :
d(Jy,J;)=min{Jy, ;) k <> i (2.10)
6. Ajuster le nombre de groupes

Fin du tant que
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Le critére de fin est atteint quand il ne reste qu'un groupe formé de toutes les
entités, on quand un nombre de groupes fixés par l'utilisateur sont déterminés,

Pour notre exemple, de la page 7, nous obtenons les résultats partiels
sulvants. Nous svons ealculé la matrice des distances par la méthode de
Manhattan.

Nous avons attribué le numéro d’'entité sulvant sux six employés supposés.

Dupont : 1
Miiller : 2
Meyer : 3
Durand 4
Scott : 5
Henry : 6

An départ, nons considérons six groupes, formés chacun de une entité :
{1},21,131,14),{5).16}

Les distances entre ces six groupes sont :

{1} {2} ({3} ({4} {5} {6}
{1} 0.0 8.5 4.5 9.5 5.5 10.5
{2} 0.0 9.0 3.0 14.0 4.0
{3} 0.0 10.0 5.0 9.0
{4} 0.0 15.0 3.0
{5} 0.0 14.0
{6} 0.0

La classification débute en déterminant les deux entités les plus proches.
L'examen de toutes les possibilités nons montre que (2} et {4},avec une distance
de 3.0 remplissent cette condition. La paire [4) et (6) est &galement une
alternative possible. Cependant, la régle est de sélectionner la premiére trouvée
dans la matrice. Cette distance est mémorisée afin de fournlr lindice
d'agrégation pour le dendogramme. Les entités sélectionnées sont fusionnées
pour former le premier groupe, nous avons !

(1}£2,4),(3L,15),16)

Nous recalculons les distances par 13 formulc de Lance et William. fl suffit de
considérer les anciennes distances par paire. La distance d(1,(2,4]) sera le
minitnum sur d(1,2} et d(1,4) c'est-A-dire d(1,2)=8.5. En procédan: de méme
pour tous les groupes, nous obtenons la nouvelle matrice ci-dessous :

11} {2,4} {3} {5} {6}
0.0 8.5 4.5 5.5 10.5
0.0 2.0 14.0 3.0

0.0 5.0 9.0

0.0 14.0

0.0

Nous devons déterminer la prochaine paire d'objets 4 fusionner. La distance
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la plus petite est celle entre (2,4} et {8}, avec une valeur de 3. Nous formons une
nouvelle classe, et recal¢ulons la matrice des distances. Nous considérons les
distances de {2,4), et (6) avee reapectivement (1), {3) et {S}. Nous obtenons ainsi :

{1} {2,4,6} {3} {5}
0.0 8.5 4.5 5.5
0.0 9.0 14.0

0.0 S.0

0.0

Nous déterminons que {1 et {3) peuvent &tre fusionnés puisque leur distance
est la plus petite, 4.5. Puis nous calculons la nouvelle matrice de distance :

{1,3} {2,4,6} (S}
0.0 8.5 5.5
¢.0 14.0

0.0

L'examen des distances nous montre que {5} peut &tre fusionné avec {1,3) &
une distance de 5.5,

{1,3,5} {2,4,6)
0.0 8.5
0.0

I reste deux groupes, que nous fusionnons & une distance, pour le
dendogramme de 8.5. Les calculs sont représentés par le dendogramme suivant :

1 3 S 2 4 6

Figure 2.2 : dendogramme obteru par chalnage simple

2.3.2 La méthode du chainage complet

Pour cette seconde méthode hiérarchique, la distance entre deux groupes est
la distance entre leurs deux objets les plus &oignés, Elle tend & former des
groupes artificlels, mais trés compacts,

Son algorithme est le méme que pour la précédente, seul le critére de l'étape
(5} est difffrent :
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1. Trouveri <> § tel que

d(Ji,Jj) = min {d(xp,)(q), | Xp B Ji, Xq & cj} (2.9)
2. Mémoriser la distance d'agrégation.
3. Agréger les deux objets sélectionnés en 1.
4, Définir 1a nouvelle partition
5. Calculer la nouvelle matrice des distances, par Ia formule :

Ay, 34)= max {(Jy,J4), k <> 4 {(2.11)
6. Ajuster le nombre de groupe.

IMustrons une classification, pour notre exemple. Au départ, nous avons six
groupes, formés chacun de une entité comme précédemment,

O -
(=Bl

{1}
{2}
{3}
{4}
{5}
{6}

O Do
P

(=25 R

Nous déterminons que (2] et {4], & une distance de 3.0 forment la premiére
classe. Nous ohtenons cing groupes :

(11.{2,4},13),[51.18)

Nous devons recalculer les dislanees du nouveau groupe avec les anciens., La
distance d(1,(2,4)) sera le maximum sur d(1,2) et d{i 4) c'est-a-dire d[1,2]=9.5.

{1} (2.4} {3} (5} (s}
6.0 9.5 4.5 5.5 10.5
0.0 10.0 15.0 4.0

0.0 5.0 5.0

0.0 14.0

0.0

Nous déterminons la prochaine paire d'objets 4 fuslonner, parmi les ¢ing que
nous avons abtenu aprés agrégation de {2,4]. La distance 1a plus petite est celle
entre (2,4] et {6}, avec une valeur de 4. Nous obtcnons la classification partielle
et la nouvelle matrice des distances :

{1} {2,4,6) {3} ({5}
0.0 10.5 4.5 5.5
0.0 10.0 15.0

0.0 5.0

0.0

les entités {1} et {3} sont fusionnées puisque leur distance est la plus petite,
4.5, Puis nous calculons la nouvelle matrice de distances :
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{1,3} {2.,4,6} {5}
0.0 10.5 5.5
0.0 15.0

0.0

L'examen de la matrice des distances nous mountre que (5] peut étre fusionné
avec {1,3] & une distance de 5.5.

{1,3,5} {2,4,6)
0.0 10.5
0.0

Les caleuls peuvent étre représentés par le dendogramme suivant :

10.5

Wb
oouwm

=

1 3 S 2 4 6

Figure 2.4 : dendogramme obtenu par chainage complet

2.3.3 La méthode de 1a moyenne des distances dans les
groupes

La démarche de l'algorithme est en tout point semblable 4 celle des deux
précédents, seul le critére de 1'étape 5 change :

Ny 14§
afdy,Fy)= ~—----- 2 ax, ¥ {(2.12)
nj+ng
ot X £ Jy. Y € Jy, n et ny le nombre d'éiéments de chaque classe.

Au départ, tous considérons de nouveau gue nous avons Six groupes 4 une
entité.

{1},(2}.43],t4), (5}, {6}

Les distances Initiales entre ces six groupes sont :
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{13 {2} {3} {4} (5} (6}
{1} 0.0 8.5 4.5 9.5 5.5 10.5
{2} 0.0 9.0 3.0 14.0 4.0
{3} 0.0 10.0 5.0 9.0
{4) 0.0 15.0 3.0
{5} 0.0 14.0
{6} 0.0

L'examen des distances nous montre que 3 nouveau [2) et |4} forment la
premmi2re paire 4 fusionner,

Nous obtenons a4 nouveau les cing groupes de I'2tape 1 :

{1),{2,41.(3),(5},(6)
Les distances sont calculées avec le critére (2.12). Nous obienons les

nouvelles distances :

{1} (2,4} {3} {5} {6}

0.0 12.0 4.5 5.5 t0.5

0.0 12.6 19.3 4.6

0.0 5.0 9.0

0.0 14.0

0.0

Nous continuons les caleuls 4 partr de cette matrice. Cette fofs, nous
formons la paire {1,3} & une distance de 4.5 et recalculons les distances :

(1,3} {2,4} {5} (6}
0.0 41.0 7.0 13.0
0.0 19.3 4.6

0.0 9.0

0.0

Nous déterminons que (6) et {2,4) sont fusionnés puisque leur distance est la
plus petite, 4.6, Puis nous calculons la nouvelle matrice de distance :

1,3} {2,4,6} {5}
0.0 72.6 7.0
0.0 32.2

0.0

Nous regroupons A cette étape {5 avec {1,3) & une distance de 7.0 et obtenons
le dendogramme ci-dessous :
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{1,3,5} {2,4,6}

0.0 100.5
0.0

100.5

7.0

4.6

4.5

‘—-j 3-0

1 3 5 2 4 6

Figure 2.5 : dendogramme cobtenu par la méthode de
la moyenne des distances dans les
groupes.

2.3.4 La méthode de la moyenne des distances entre les
groupes (ou méthodes des centroides)

Pour cette méthode, le critére de I'étape S est :

Aay, Iy = (X;-Xg) ' (X4-%) (2.13)
Avec ii = 1/ni Z X.p et T{k = 1/nk z
pEJy P E Ji

La situation de départ est les six groupes 4 une entité :
(1),£2},3),14),151,16)

Les distances entre ¢£s six groupes sont :

{1}y {2} ({3} {4} ({5) ({6}
{1} 0.0 8.5 4.5 9.5 5.5 10.5
{2} 0.0 9.0 3,0 14.0 4.0
{3} 0.0 10,0 5.0 9.0
{4} 0.0 15.0 3.0
{5} 0.0 14.0
{6} 0.0

Nous fusionnons 4 nouvean (2] et (4) et recalculons la matrice des distances,
4 l'alde du nouveau critére 2.13.
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{1%.12.4).{3}.i5).16}

Et 1a matrice des distances devient :

{1} {2,4)} (3} {5} (&)
0.0 5.0 4.5 5.5 10.5
0.0 9.5 14.5 3.5

0.0 5.0 9.0

0.0 14.0

0.

Nous obtenons suite & la fusion de {2,4) et {6} 4 une distance de 3.5 les
groupes et la matrice des distances auivants :

{1} {2,4,6} {3} ({5}
0.0 9.5 4.5 5.5
0.0

Puis nous fusionnons {1) et {3] 4 une distance de 4.5, et nous obtenong les
groupes et la matrice ci~dessous :

{1,3} {2,4,6} {5}
0.0 9.5 5.2
0.0 14.3

0.0

Finalement, {5} peut &tre fusionné avec {1,3) & une distance de 5.2.
{1,3,5} {2,4,6}

0.0 12.3
0.0
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12.3

1 3 5 2 4 6

Figure 2.6 : dendogramme obtenu par la méthode des
centroides

2.3.5 La méthode de Ward

Les groupes sont formés de fagon 4 minimiser la somme des carrés dans les
groupes, La distance entre deux groupes est I'accroissement de cette somme des
carrés si les deux groupes sont fusionnés Cette méthode utilise le critdre ci-
dessous pour le recalcul de la matrice des distances.

ningk - = - =
a{J;, Ty} = ——----——- (X4 -Xp ) ' (X5 Xy ) (2.14)
ny + ng

Avec X; et X 48fini comme ci-dessus
La distance entre les entités doit se calculer 4 l'aide de la norme Lo. 1 est
possible d'utiliser efficacement la notion de poids dans ceite méthode. Au départ,
nous considérons toujours que nous avons six groupes  une entité.

(11.{2}.13).(4).(5). {6}

Les distances entre ces six groupes sont ;

{1} {2} ({3} {4} (s} (e}
{1}y 0.0 8.5 4.5 9.5 5.5 10.5
{2} 0.0 5.0 3.014.0 4.0
{3} 0.0 10,0 5.0 9.0
{4} 0.0 15.0 3.0
{5} 0.0 14.0
{6} 0.0

Pour débuter nous fusionnons 4§ nouveau {2} et {4} 4 une distance de 3.0.
Nous cbtenons cing groupes et calculons la nouvelle matrice des distances :
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{1}y {2,4} {3} {5} (s}
0.0 10.5 4.5 5.5 10.5
0. 10.6 17.3 3.6

0.0 5.0 9.0

0.0 14.0

0.0

Nous obtenons en fusionnant {2,4} et {6} :

{1} {2,4,6} {3} (S}
0.0 12.0 4.5 5.5
0.0 12.519.3

0.0 5.0

0.0

Nous déterminous que {1} et {3} peuvent &tre fusionnés puisque leur distance
est la plus petite, 4.5. Puis ntous calculons la nouvelle matrice de distance :

{1,3) {z,4,6} ({5}
0.0 18.8 6.5

0 19.3
0.0

Enfin, {5} est fusionné avec (1,3) & une distance de 6.5.
{1,3,5) {2,4,6}

0.0 22.5
c.0

22.5

6.5

4.5

3.6

3.0

1 3 5 2 4 6

Figure 2.7 : dendogramme abtenu par la méthode de
wWard

2.3.6 La méthode du K-mean

C'est une des méthodes de classificstion par partitionnement, qui opérent en
trois étapes : initialisation des groupes, premiere allocation des entités aux
groupes initialists, sl ndcessaire réallocation, avec comme objectif la
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minimisation d'un critére donné. Le nombre de groupes & obtenir est 4 Gxer
comme donnée de départ.

La méthode du K-MEAN n'utilise pas la premidre £tape décrite ci-dessus. Elle
débute par la premiére allocation des entités, puis effectue la réallocation. 11 est
nécessaire de fournir comme dounée en entrée, une estimation des m groupes 4
obtenir, contenant chacun un rmitement. L'algorithme du K-MEAN doit étre
combiné avec une méthode permettant de trouver cette estimation. Ensuite des
conditions de transfert déterminent comment les enttés sont & reclasser pour
améliorer le regroupement, La premitre de ces conditions examine sl un
transfert est possible. La seconde effectue le transfert nécessaire. L'algorithme
aarréte si aucun transfert n'a eu lleu, ou si un nombre maximum d'itérations a
&té effectué.

L'algorithme du K-mean est basé sur les notlons sulvantes :

- L'échelle des observations est telle que l'utilisaion de la distance
euclidienne est approprife pour calculer les dissimilarités

- la partition P[N,M] est composée des m groupes Wy,Jda,...Jp)

- Chacune des n entités n'appartient qu'd un seul groupe

- BW.L) dénote le leader théorique L dans Ie groupe J, c'est-d-dire I'entité
moyenne du groupe. Le nombre d'entités classées dans J est douné par ny
et A[LL) l'observation I de 1a variahle L, D(I,L;) est la distance euclidienne
entre I'entité 1 et le leader du groupe auquel elle appartient.

La distance entre I'entité I et le groupe L est donnée par :

k 2
D(I,L;) = YI(A(I,L)-B(J,L)%1% (2.15)
J=1

L'erreur dans la partition est :

n
e(P(N,M)] = ¥ D(I,L;)2 (2.16)
i=1
Etape 1 : Soit une partiion initiale donnée, déterminer les lesders et
I'erreur initiale (2.16) dans la partition.
Etape 2 : Tant qu'une entlté est transférée faire :
Pour i=1,...,n faire

Déterminer l'accroissement de l'erreur en transférant I'entité I du groupe
auquel elie appartient (J;] & chacun des autres groupes par la formule :

nyyD(I,1;) 2 ng;D(I,Ly;)?
el e I T w—————— (2.17)
Opérer le transfert, si l'accroissement pour un groupe j est négatif,
déterminer les nouvesux lesders et la valeur de I'erreur pour la partifon
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fin du pour
fin du tant que

Nous illustrons le développement de cette méthode par notre exemple de
référence.

Nous supposons que la partition initiale est donnée par les deux groupes
sulvants :

{1.2,3] et {4,5.8}

Pour chaque groupe, nous calculons la valcur moyenne de chacune des
caractéristiques.

{1,2,3} 3.5 3.66 366 466 3.68
{4,5.6} 4  4.66 4.33 3.66 4
L'erreur totale dans cette partition Initiale est donnée par :

elp(6,2))= (2.5-3.5)2 + (3-3.66)2 + ... + (4-3.66)2
+ (6-4)% = 68.47

Soit la somme des écarts de chacune des caractéristiques de I'échantillon 4 ta
valeur tmoyenne du groupe dans lequel 'entité est classée. Par le ealcul de la
dislance euclidienne de l'entité 1 4 la moyennc de chacun des groupes, nous
obtenons les deux distances suivantes ;

da(1,Ly) = [(2.5-3.5)2+(3-3.56)2+(4—3.ee)2+(5-4.66)2
+(2-3.66)°) = 2,10
da(1,Lyp)) = 3.30
Nous caleulons ensuite le cofit de transfert de {1} du groupe J; au groupe Js.
3*10.81 3*%4.42
T(1,2) = ===vr=== = ====== = 1.55
3+1 3-1
T » 0, nous ne pouvons pas transférer (1] dans Jg.
Nous effectuons les memes calculs pour {2, nous obtenons que :
d{2,Ly¢) = 3.17
d(2,Ly5)} = 5.065
‘I‘(‘I.Zj, = 3%25.66/4 - 3*10.47/2 = 4,13

Nous ne pouvons pas transférer {2] dans le groupe Jg. Nous renongons a
présenter les calculs pour les entités (3),{4) et {6).

Pour 'entité {5), nous obtenons :

d(5,Ly1) = 4.15
a(5,L3;) = 4.50
T(2,1Y%= 3#17.27/4 - 3%20.26/2 = -17.46

(5} dott &tre transféré de Jp vers J;
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La nouvelle erreur dans la partition est :
e{(P) = 68.47 - 17.46 = 51.01

Nous calculons les nouvelles moyennes des carsctéristiques suite 4 ce
transfert :

(1,2,3,5] 3.12 3.45 3.45 2.9 2,99
4.6 5 55 5 45 55

Nous trouvons en procédant selon le méme schéma que {2) doit étre transféré
de J; vers Jo. Nous obtenons ainsi les deux groupes flnaux :

{1,3,5] et [2,4,6}

2.3.7 La méthode du partitionnement autour des médioides

Cette méthode est basfe sur la recherche d'objeta représentatifs des m
groupes A obtenir. Ensuite, les entités restantes sont assignées su groupe dont
le leader est le plus proche.

Les objeta représentatifs sont déterminés de fagon 4 étre les médioides des
groupes. IIs représentent la structure des données A snalyser. Un médioide est
I'atjet pour lequel la dissimilarité moyenne par rspport aux autres entités du
méme groupe est o plus petite. Cette méthede est due aux travaux du
professeur Rousseeuw.

Elle permet d'utiliser, soit la distance euclidienne, soit la distance de
Manhattan, pour calculer les dissimfiarités.

L'objectif recherché est de minimiser ta somme des dissimilarités dans les
groupes.

L'algorithme sera illustré directement par notre exemple. I se compose de
denx phases distinetes, 'une est sppelée "BUILD", la seconde "SWAP". Ces deux
étapes sont itératives. La phase "BUILD™ permet de trouver les ohjets
représentatifa ou rmédiofdes inittaux, puia de former la classification initale. Par
"SWAP", 1a solution est réexaminée, et si nécessaire de nouveaux médioides sont
déterminés, une nouvelle classificstion est dans ce eas formée, Sl aucun nouvel
objet représentatif n'est déterminé, 'algorithme s'arrdte.

Nous utilisons & nouveau la matrice des distances calculées avec Lj.

L'étape "BUILD" est caractérisée par deux phases : le premier ohjet
représentatif est fixé, comme étant celul dont 1a distance & tous les autres est la
plus petite.

Trouver i | Zdj.j = min Zdij i,y = 1,...,n (2.18)
i

Pour notre exemple, nous avons pour chaque entité, les sommes des
distances suivantes :
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37.5
40.5

d{1} = 38.5, 4{2}
da{4}) = 40.5, 4{5)

38.5, 4d{3}
53.5, 4d{6}

Le premier médioide est (3).

Ensulte pour chacun des objeta non sélectionnés, Ia dewxdéme phase Itérative
de "BUILD" calcule la aomme des différences entre les distances 4 tous les
roédioides actuels et les objeis 4 classer, l'entité pour laquelle le caleul est
effectué fmisant office de lesder potentiel. L'objet pour lequel cette sorame est
maximale devient le prochain médioide.

Nous ne montrons dans le détail que les calculs nécessaires pour l'entité (2).
Pour les autres, scul le résultat final est donné.

Nous calculons tout d'abord la différence liée & I'entité {1}, acitCy;.

C21 = max [d13-d12], 0) = max ([4-5-8-5],0) = 0
c24 = 8.5

C25 =0

Cie = 8.5

Cy = L Cp3 = 17 i =1,...,n-médioides
i

Pour les autres entités, nous obtenons les CJ suivants ;
C1=1,C4=6.5,C6=12,C5=3

Ainsl {2} est le deuxidme et dernier médioide cherché, pulsque nous voulons
obtenir 2 groupes.

La phese de "SWAP™ permet, par une série de permutations, de détermniner le
meilleur ensemble de médioides. Pour opérer ees permutations, ti convient de
consldérer les objets par paire, un des médioides et une entité non-sélectionnée.
Si la permutation permet de réduire la somme des dissimilarités, alors clle
devient effective.

Ains] dans notre cas, avec {2} comme médioide la somme des dissimilariiés
dans le deuxiéme groupe est 3 + 4 = 7. S1 |4) est retenu comme objet
représentatif, cette somme devient 3 + 3 = 6. 1 est avantageux de procéder &
cette substitution. A chaque substitution effectuée, la classification est &
nouvesu déterminée, chaque cobjet étant affecté au groupe du médioide dont ti
est le plus proche comme pour "BUILD",

La méthcde PAM s¢ propose de minimiser la somme des dissimilarités aux
objets médians, comme certaines méthodes basfes sur la programmation
entigre. Cette technique utilise cependant une heuristique, qui ne minimise le
critére que lacalement,

2.3.8 La méthode de partitionnement par les médianes

Cette méthode cherche également & minimiser par une heuristique 1a somme
des distances aux objets médians, comme celle de 2.3.7.. Elle utilise toutefols
une heuristique difftrente, assez proche de ccile de K-mean, Tout d'abord il
convient de déterminer par une technique quelconque une classificstion initiale.
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Ensuite, pour ce regroupement, nous déterminons les objets médians, soit cenx
pour lesquels la somme des distances aux sutres contenus dans le mérme groupe
est minimale. Puis, nous cherchons 4 réallouer toute entité 4 la médiane 1a plus
proche. Les permuiations concernent les entités sutres que les leaders. Aprés
chaque permutation, de nouvelles médianes sont calculées.,

Pour notre exemple, nous obienons comme pour K-mean, la classification
initiale suivante :

{1,2,3) et 14,58l
Pour ces deux groupes les médianes initinles sont ealculées :
dqy = 13, d; = 17.5, d3 = 13.5
La médiane du groupe 1 est (1).
64 = 18.0, d5 = 29.0, dﬁ = 17.0

[6} est 1a médiane du deuxidéme groupe.

Chaque entité non-médiane est affectée au groupe dont la médiane est la plus
proche. Ainsi, nous déterminons que {2} est plus proche de (6} que de (1}. Nous
procédons & I'échange et obtenons les groupes : {1,3) et {2,4,5,6).

Nous déterminons les médianes pour cette classification : (1} et (2}. Nous
examinons 4 nouveau dans quel groupe doivent &tre classées les autres entités,
{9) stant plus proche de {1} que de (2}, nous procédons 4 échange. Nous avons
les groupes (1,3.5) et {2,4,68). Les médianes sont cette fois {5) et {4. Plus sucun
transfert n'est nécessaire. Les calculs s'arrétent, Cette heuristique est moins

efficace que celle de 2.3.7, comme nous le verrons plus loin, car elle dépend
beaucoup de la classification initiale, qu'elle ne peut guére modifier.
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Chapitre 3

Problémes posés par les méthodes classiques

C3.1 Complexité des algorithmes

Pour déterminer et comparer la complexité des divers algorithmes examinés,
nous p'avons jamais tenu compte des opérations de lecture des données, de
calcul des matrices de dissimilarités et dimpression des résultats, puisque
toutes ces opérations sont communes A toutes les méthodes. Les composants de
la complexité sont décrits dans le chapitre 6, Le calcul de la distance a une
complexité de O(n2p}, ce qul n'est pas népligeable. Nous avons voulu ne tenir
compte que de la part de la complexité due aux étapes propres des méthodes,
Nous parlerons de complexité moyenne lorsque nous donnerona une valeur
probable. Nous avons constaté que certaines méthodes volent en pratique leur
complexité varier entre un minimum et un maximum que nous avons pu
déterminer.

Les techniques de classification hiérarchique ne different que par le critére
utilisé lors du csleul de la nouvelle matrice des distances. Cette seule différence
ne medifie pas leur complexité. Aussi pour lillustrer, nous examinons dans le
détail la technique du chainage simple. Pour les autres méthodes, nous ne
montrons que les differences dues 4 la variante de la formule de Lance et
Williams.

3.1.1 La complexité de la méthode du chainage simple

Pour déterminer la complexité de cette méthode, nous relevons toutes les
opérations nécessalres pour classer les six employés de notre exemple. Nous
cherchons également a établir la nature de l'opfration : a'agit-t-il d'une
affectation de résultat, d'un calcu! simple, complexe, ou d'une comparaison ?
Une telle énumération est nécessaire pour évaluer la performance inforinatique
de l'algorithme. Nous donnons dans le chapitre six une table de pondération de
chaque opération en son temps relatif d'exécution par un ordinateur,

A partir de la classifieation initiale formée par les aix entités, nous devons
pour déterminer la premilre paire 4 fusionner :

- effectuer 6*(6-1) comparaisons de distances, 4 partir d'un tableau;

- enregistrer la distance & laquetle la fusion a tleu, soft une opération d'af-
fectation simple;

- former et mémoriser la classe résultant de la fusion ; deux affectations
dans un tableau;
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- définir Ia nouvelle partition, soit mémoriser les objets non touchés par la
fusion dans un tablesu : 5 affectations.

- Calculer la nouvelle matrice des distances, il faut effectuer dans notre cas
2*4 acces & la matrice des distances et comparer par paire, puis mémoriser
les nouvelles distances, solt 4 affectations dans un tsblesu. Pour que cette
matrice des distances aoit complite, noua devons encore récupérer les (6-
2)(6-2)/2 autres dissimilarités.

- Ajuster le nomhre de groupes, acit une opération de calcul aimple,
soustracton ou addiion.

Pour 12 premi2re paire fusionnée, noua effectuons 6(6-1) + 2 (6-2) +(6-2)2/2
opérations,

Pour fusionner Ia seconde paire, les opérationa sont :
- 16-1)*(6-2) comparaisons pour trouver la paire;

- 2*(6-3) comparaisons pour déterminer les nouvelles distances pour la paire
fusionnée;

- (6-312/2 affectations des anciennes distances, non touchées par la fusion;

Nous effectuons pour trouver cette deuxidme paire au total 3/2°62 -2'6 -3/2
opérations. A chaque itération, nous avens au minimum une complexité de 3/2
*82- gk, o0k représente le numéro de litération.

Pour classer les aix employés nous avons besoin de aix itérations. Dans le cas
général, nous en aurions n. La complexité moyenne de la méthode du chainage
simple est de n(3/2n2-n), soit de Yordre de nd.

3.1.2 La complexité des autres méthodes hiérarchiques

La complexité des autres méthodes hifrarchiques est identique. Elles utilisent
une formule de calcul pour nouvelles distances, au lieu d'une série de
comparaison. Ces formules ne sont formées que d'opérations simples : addition,
multiplicstion. Elles ont bescin d’autant d'acces aux tablesux de données, mais
en changent la nsture. Noua aureons toujours autant d'opérations.

Nous pouvons conclure que les méthodes de classification higrarchique ont
une complexité moyenne de lordre de n3.

3.1.3 La complexité des méthodes de partitionnement

Selon Hartigan, elle est de Fordre de n2 pour K-mean. Pour Rousseeuw, la
méthode PAM demande au molns nin-1)/2 geces & la matrice des distances. Sa
complexité seralt d’au moins n2/2.

Nons examinons tout d'abord la méthode K-tmean. Pour obtenir la

classification initiate, il nous faut n opérations d-affectation dans des tableaux,
pus un  caleul pour déterminer le nombre d'objets pour chacun des deux
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groupes. Cette phase nécessite au moins n+1 opérations.

Le caleul des moyennes demande k*n accés 2 la matrice des donnfes
originales, k est ici le nomlre de caractéristiques par entité observée, et k*n
additlons. Pour caleuler la somine des erreurs, noua avons besoins de k*n accés
2 la matrice des données et de 2k°n caleuls, soustraction et calcui du csrreé, puis
nous avons k*n additions et un caleul de racine.

Pour chaque entté, nous avons 2mk calculs et acces 4 des données pour
déterminer sa distance aux moyennes de ehacun des m groupes. Puls le calcul
du coiit de transfert nécessite 2m opérations simples. Si nécessaire, nous
devons effectuer le transfert d'une entité vera un groupe, seit une opération.

Sl un transfert a eu lien, nous devons recommencer tous ces calculs, et ainsi
de suite jusqu'a ce que la procédure a'arréte.

La complexité minlmale de K-mesn est de n+]1+Skn+2mk+2m, soit
n{Sk+1]+2m(k+1)+1. Dans le pire des cas, nous pouvons avoir 2 transférer les n
entités. La complexit¢ maximale est n(n{Sk+1)+2m(k+1)+1), soit supérieure 2 n?
Raisonnshlement, nous pouvons penser qu'eile est de l'ordre de n“ en moyenne,
comme I'a tnoncé Hartigan,

Pour la meéthode PAM, par la procédure de "BUILD", nous avons nin-1)
additions pour trouver la somme des distances de toutes les entités. Ensulte, il
nous faut nin-1) comparaisons pour déterminer le premier médioide. Ainsl la
complexité est de 2nl(n-1) pour cette premiére partie,

La seconde phase de "BUILD", nécessite m-] itérations, & Inkl? (k =nowstire
de médicides courants} opérations pour déterminer le reste des objets
représentatifs, Cette deuxiéme phase a une complexité de (m- llln—k]

Au minimum, nous devons effectuer une itération dans "SWAP". Ce passage
cofite au moins m(n-m] cpérations. Nous pouvons penser ralsonnatlement que
le nomtrre d’itérations est en tout css inférieur au nomtre d'entités. Une valeur
maoyenne de n-m est sans doute correcte. La complexité de PAM est au moins de
Tordre de (m+2)n2+m>.

La méthode de partitionnement par les médianes demande n+] opérations
pour former la classification initiale. Ensuite, il faut n(n-1) caleuis pour
détcrminer les distances pour chaeune des entités, puls n[n-1) comparaisons
pour déterminer les médianes. Pour les n-m ohjets non-médians, il fant effectuer
m calculs pour prouver la médiane la plus proche. A ce stade-1i, nous avons une
complexité minimale de la méthode de 2n(n-1) + min-m), soft 2n2 - m2 - 2n +
.

Au pire, il faudra réallouer les n entités soit, effectuer n itérations qui coitent
chacune min-m) calculs, la complexité maximale est:

- 2nin-1}+nm(n-m], soit lm+2]n2-m2—2n. Nous pouvons nous attendre i ce
que la complexité moyenne soit de l'ordre de mn2/2.
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3.2 Propagation d'erreurs par les distances (Tied
distances])

Une erreur type des elgorithmes hiérarchiques est de mal sélectionner les
paires d'objets. Nous verrons un tel cas, au chapitre sept. Dans notre exemple,
nous avons toujours cheisi de fusionner en premier la paire (2,4}, avec une
distance de 3. Mais la paire (4.fi} a &galement la méme distance et est tout
autant correcte par rapport au critére de sélectlon. En cas d'égalité de distance
entre deux paires, en général, nous choisissons arbitrairement la premiére
trouvée. Ce choix peut s'avérer étre faux.

Cette erreur initiale sera propagée 4 toutes les étspes au travers de 1a formule
de récurrence [Lance et Williams), Concrétement cela signifie que tous les
calculs des distances sont "contaminés” par cette erreur, Comme les distances
sont utilisées, & chaque sélection de paire d'objets & fusionner, toutes les
agrégations aont touchées. La classificstion peut tre complétement incorrecte
dis le début.

Les méthodes de partidonnement souffrent plus ou moins d'nn probléme
semblable, Elles ne considérent que des critéres d'échange locaux. Si l'étst
actuel de la solution est trés &loigné de l'optmum, il est 4 craindre que les
heurisiques utilisées ne convergent pas, biep que ces techniques visent 4
minimiser une fonction- ohjectif globale.

Nous gvons relevé le falt que ces méthodes voient leur critdre d’arrét, pas de
transfert effectué par la dernidre itération, renforcé par une condition
draconienne ; un nombre d'itérstions maximum, Ainsl, nne entité peut trés bien
ne pas changer de groupe, simplement parce que ce critére u £té atteint. Sans
cette restriction, le programme pourrait boucler sur un échange identique.

Leur plus grande souwrce d'erreur vient de la déterminatdon des objets
"centraux”. Jl n'est pas garanti, 4 cause des critéres d'arrét, que les échanges
suffisent & corriger une erreur 2 cette étspe. Seule la méthode du Professeur
Rousseuw nous semble donner de bons résultats quant & cette déterminstion.

3.3 Pourquoi un optimum n'est pas atteint par ces
- méthodes ?

Noua allons mettre en évidence les raisons pour lesquelles les méthodes
classiques ne peuvent pas atleindre un optimum global. Hartigan (1975, p. 11)
précise : "All clustering algorithms are procedures for searching through the set
of all possible clusterings to find one that fits the dats well. Frequently, there is
a numerical measure of fit which the algorithm attempts to optimize, but many
useful algorithma do net explicitly optimize a criterion...”.

Nous pouvons aouligner les deux éléments essentiels de cette citation :
l'optimisation est vue sous l'angle d'un ¢ritére numérdque. Et de nombreux
algorithmes ne cherchent méme pas 4 optimiser un tel critére.

Nous préciserons gue l'optimisation d'un eritére numérique revient 2

rechercher un maximum ou un minimum 4 une fonction dite objectif. Nous
aurons Foptimum global, 51 le point de la foncton trouvé est le minimum des
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minimums existants, et inversement en cas de maximisation. Nous admettons le
postulat qu'il existe une classificstion qui représente un de ces points
minimums,

Nous pouvons relever plusieurs raisons pour lesquelles les méthodes de
classification, tant classiques que basées sur les techniques de programmation
mathématique, n'attelgnent pas un optimum :

- Aucun critére n'est optimisé;
- Un critére local est utilisé;

- Un critére glotial est utilis¢, mals 'heutistique de caleul le réduit en critére
{ocal;

- Un critdre global est utilisé, mais la méthode envisagée ne converge pas
quand cile est appliquée 4 la classification automatique;

Les méthodes hidrsrchiques ne permettent pas d'atteindre un optimum global
pour les raisons sujvantes !

- Lors de la recherche des paires 4 fusionner, elles recherchent un minimum
sur les distances actuellement disponihles. 11 s'agit au plus d'un crit®re
local.

- La nouvelle matrice des distances est ealculée, 4 chaque itération & partir
de la fusion décrite ci-dessus, par un critére local. Ce critére ne peut que
renforcer l'emeur, ou plutdt l'éioignement de Yoptimum théorique. Les
autres méthodes utilisent un eritére de caleul, qui tient Egalement compte
et propage F'erreur commise par la fusion.

- Siles groupes ne sont pas distincts, les résuitats obtenus tiennent compte
des peints intermédiaires 4 l'intétieur de 'un ou lautre des groupes et
propagent des erreurs supplémentaires.

Les résultats aont difficiles 8 Interpréter, l'utilisateur doit examiner une
hiérarchie de classifications et déterminer arbitrairement 4 quel niveau (homtwe
de groupes] il s'intéresse. Il n'a aveune indication fournie par la méthode pour
I'asider dans son choix. Méme un test statistique tel que le test F ne lul
apporterait aucune aide, car il est bien probable que la classification proposée 4
tout niveau ne donne pas de groupes homogeénes. Linterprélation du
dendogramme est avant tout une affaire visuelle et subjective. Elle ne peut pas
conduire 4 une vision optimale, sous le sens oil nous l'entendons, des résullats,
L'interprétation d'un dendogramme avec plusieurs centaines de données est un
exercice trés difficile, Pour notre exemple avec six données, c'est chose alsée.
Mais imaginons un tel graphe couvrant plusieurs pages Il

Pour palller 4 ce probléme, les méthodes hiérarchigues sont complétées par
une technique qul permet de déterminer la classification obtenue pour un
nombre de groupes fixé, Ce nombre ne peut étre déterminé que aubjectivement.
Une distorsion supplémentaire de la réalité est introduite. Mais en revanche, les
résultats sont "quantifiables”, ¢'est-4-dire que nous obtenons la liste des groupes
avec les entités qu'ils contiennent.

Les méthodes de partitionnement tendent 4 minimiser un critére global.
Cependant, comme elles trsvaillent avec une heuristique de calcul, elles ne
trouvent qu'un optimum local. II y & deux raisons principales. Nous allons les
illustrer par rspport 4 la méthode PAM. Ces remmarques peuvent étre fcilement
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généralisées aux autres techniques de cette famille,

Nous avons vu que "PAM" se déroule en deux phases. Dans ces deux étapes
de calcul, nous trouvons deux heuristiques, Seule la détermination du premier
médigide dans "BUILD" utilise un critére global. Ce premier chjet est défini
comme étant celul pour lequel la somme des distances est minimale sur
I'ensemble. Par la  suite, cette procédure cherche les m-1 autres ohjets
représentatifs, en utilisant 4 chaque fois un critére local. Seul I'objet testé, en ce
moment des calculs, est considéré. Les teats se font de plus sur des localisations
précises, les médioides déjd connus.

Par la procédure de "SWAP", nous ne considérons que des paires d'objets, un
médicide et un autre, pour trouver guelles permutations sont favorables, nous
localisonsa en deux pointa sur les n, le test d'optimalité.

Nous pouvong résumer pour towtes les méthodes de partitionnement. Elles
nécessitent un point de départ pour la classification. Il s'agit souvent d'un
&lément représentatif pour chacun des groupes. Ce cheix peut étre faux et méme
si par la suite la méthode cherche 4 réallouer les entités en fonction du critére 4
optimiser, il n'y & aucune garantie d'atteindre Moptimum glebal.

Les méthodes de partiionnement ont au moins l'avantage d'étre de pures
techniques de calcul, et ne donnent gqu'un résultat final : les m groupes
demandés, avec les entités contenues. Elles sont apuvent complétées par des
résultata statistiques complémentaires, tels que varlance 4 lintérieur des
groupes, dissimilarité moyenne ou totale pour l'ensemble des groupes ou/et
chacun des groupes... Ainsi l'analyste dispose d'éléments de décision, qul
doivent raider, par exemple 4 fixer le nombre de groupes 2 retenir.

Dans toutes les méthodes é&tudiées, le nombre de groupes n'est jamais
déterminé de manidre optimale. Il est trds acuvent laissé A4 l'appréciation de
lutilisateur. Diverses méthodes permettant de le trouver ont &té proposées.
Aucune ne s'est révélée satisfaisante.

Les méthodes hiérarchiques ont l'avantage d'étre trés rapides et faciles 4
comprendre conceptuellement pour des non-mathématiclens. Leur concept de
regroupement par paire semble trés "naturel” et explique certainement leur large
diffusion.
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Approches par la programmation mathématique

Nous allons aborder quatre approches du pmbléme de classifieation
automatique par la programmation mathématique, Nous exposons le principe de
ces méthodes, et en raison de leur complexité, nous ne présentons qu'une partie
de la résolution de notre exemple. Nous déterminons immédiatement la
complexité et la performance de chaque méthode envisagée.

Nous terminons ce chapitre en examinant de plus prés la définition des

normes L. Nous essayons d¢ trouver un algorithme qui détermine quand et
avec quelle méthode, pour quclles données, utiliser une norme piutdt qu'une
autre.

La programmation mathématique vise & optimiser une fonction-objectif, soit
un crittre numérique, sous un ensemble de contraintes décrivant le probléme.
L'optimisation consiste 4 trouver le maxmum, respectivement le minimum
global de la fonction considérée. Nous devons tenir compte de la réalisabilité de
la solutlon par rapport au domaine "réel”, o0l le probléme 8 un sens. Pour un
probléme é&conomique par exemple, nous ne pouvons que déterminer des
solutions strictement positives ou nulles.

Le probléme de classification automatique peut étre vu généralement comme
étant :

- L'optimisation d'un eritdre d’homogénéité des groupes;

- Sous les contraintea qu'une euntité ne doit appartenir qu'a un et un seul
groupe et que toutes dolvent étre classées;

Pour représcnter uh probiéme de classification sous une forme résoluble par
une technique de programmation mathématique, ti est nécessaire que le nombre
de groupes soit fixé,

4.1 Classification et programmation entiére

Plusieurs auteurs ont démontré que le prabléme de classification
automatique pouvalt étre modélis® comme un probléme de programmation
entitre. Cette technique d'optimisation consiste 3 n'utiliser comme variables que
des O et des 1. 1l existe de nombreuses variantes du probiéme de classification
automatique sous cette forme. Nous nous proposons d'en aborder deux. Elles
difffrent par la fonetion-objectif 4 minimiser ; l'une cherche & optimiser la
somme totale des distances aux médianes, l'autre la somme totale des carrés

dans les groupes.

Pour ces deux approches, nous utiliserons les nolations auivantes :
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N = {1,2,...,n} : l'ensemble des 1 éléments A classer

0o nombre d'ohjets classés dans le [Eme groupe
m nombre de groupes A obfenir
X - matrice deg données entidres ol :
1 si I'dlément i € su groupe j
;=
0 sinon

d;; matrice des distances

4.1.1 Détermination de la médiane d'un groupe minimisant Ia
somme totale des distances i la médiane de
I'échantillon

Nous allons examiner deux variantes de cette méthode : celle en
programmation entiére pure proposée par Rao [(1971) et celle réduite par un
lagranglen reprise par Arthanari et Dodge [1981}. ’

Nous cherchons A classer les n entités dans m groupes en introduisant la
contrainte qu'un éément donné i ne peut appartenir qu'a un seul groupe j. Nous
pouvons considérer que m peut éire ¢gal & n, tout en sachant que [n-m) groupes
peuvent rester vide. Nous identifions les m groupes non-vides par leur médiane.
La matrice des co(ts C est donnée par les dissimilarités entre les entités.

Nous svons 4 résoudre le probléme sulvant :

n n
minimiser ¥ ¥ x_f'.jdij {(4.1.1)
i=1 9=
et X34 comme défini ci-dessus

sous coniraintes :

n
X34 = 1 i=1,...,n {4.1.2)
i3

qui signifie qu'une entité ne peut appartenir qu'a un seul gronpe.
Zn
x =m (4.1.3)
Fq93

Cette contrainte exprime le fait que seuls m groupes sont non-vides.
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xjj z xij i, 9=1,...,n (4.1.4)

assure que le groupe | n'est formé que quand Yentté correspondante est
une médiane, donc xjj=1, n; > 0.

Remarque : Le probléme sous sa forme actuelle est trés complexe. Il
contient notamtoent n2 contraintes du type (4.1.4). Nous voyons ainsi que
la complexité erofi exponentiellement par rapport au norobre d'entités &
classer.

4.1.1.1 Résolution par la programmation entiére pure

Pour étre 5iirs que la résolution du probléme sous forme entidre pure nous
conduise bien 4 'optimum, il convient de considérer la condition requise émise
par Rao (1971} :

- "Dans une soluton optimale, chaque groupe consisie en au moins un
&lément, qui par convention est appelé le leader du groupe; de telle sorte
que la distance eutre cc leader et tout &ément qui n'appartient pas au
groupe n'est pas moindre que celle entre cette entité donnée et tout autre
élément de son groupe”.

Cette condition de chainage entre le lesder [médiane] et les entités classées
dans son groupe n'est pas une condition nécessaire, mais elle est suffisante.

Reprenons la formulation de notre probléroe sous forme matricielle :

Min CX
sc AX = b

Xi = 0 ou 1 pour tout i, sawf le dernier
on

A est une matrice (n+1)x{n{n-1)+2)

X est un vecteur-colonne n{n-1)+2

b est un vecteur colonne n+1 donné par

(1,1, ...,m)
C est un vecteur-ligne n{n-1)+2

Chaque &lément du vecteur X représente une classificstion potentielle. Ainsi
le i#M€ gément, vaut 1 ou 0, sclon que ce groupe particulier est utilisé ou non
dans une solution optimale. Cj représente I'évaluation de la fonction-objectif
pour chaque groupe potentiel.

Chaque colonne de A représente les coefficients pour un groupe particulier et
chacune de ses lignes, 4 l'exception de 1a dernidre, correspond 2 une entité. Une
colonne de A 4 un 1 dans une ligne, s{ 'entité correspondante appartient 4 un

groupe donné.
Soit les entités 1y, 1g,....ij; et j telles que :
djj = 0 < dji1 < djiz aas € djin

Nous pouvons obtenic les classificstions suivantes, par la condition de
chainage avec l'entité j comme meédiane : (,if),(ii}.ip). La classification (j,ig) est
exclue puisque djg > dyy. Pour une médiane donnge, nons avons n-l
possibilités de fofmer un groupe. Comme les n entités sont des leaders
potentiels, nous avons nin-1]+1 groupes possitiles, y compris celul composé de
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toutes les entités. La derniére colonne de A doit ne contenir que des zéros de
fagon A limiter ces possihilités 4 m. De plus, il convient de ne considérer les
groupes identigues qu'une seule fols, avec le meilleur lesder.

Le probl®me ainsi défini se résout par Y'algorithme dun "set partoning™ par
énumération décrit par Garfinkel et Nemhauser (1972).

Nous ntlisens les notations complémentaires suivantes :
Scit 5 une solution partielle telle que

S+={i|x3=1,i€S57}et
2(S) = F3eq * Ci

Soit Q[S] l'ensemble des contraintes satisfaites par S.

Algorithme

1. Générer le probléme de programmation entiére 4 partir des n entités et de
la matrice des distances,

2, Chercher la solution opiimale par lalgorithme de partitionnement en six
étapes :

Etape 1 : Soit S=0 et zbar =
Etape 2 : [choix de la prochaine liste)
Soit i* = min i | 1£ Q)

Inftialiser un indicsteur en haut de la liste i* [&lément avec le cofit
inférieur}

Falre I'étape 3.
Etape 3 : (test pour une variable supplémentaire]
Commencer A la position indiquée dans la liste i* et examiner les colornnes
de Ia liste dans P'ordre. $i une colonne j est trouvée telle que :
Q(8) » P) = 0 et z(8) + Cj ¢« zbar,
faire I'Stape 4.
Si z(s) + CJ 2 zbar
ou i 1a liste i* est épuisée ou vide, faire 'étape 5.
Etape 4 : (test pour la solution)
Soit S+=5+ v (j}.

Si toutes les contraintes sont satsfaites, une meilieure solution a 5té
trouvée, posons zhar=z(S) et faisons I'étape 5. Sinon faire 1'étape 2.,
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Etape 5 : [backtracking)
i S+=0 faire 't1ape 6 sinon seit (k] le dernier élément introdult dans S+.

Posons que S+=5+-{k] et i* la liste dans laquelle {k} & &t& trouvé, et plagons
un indicsteur directement 4 c6té de (k] dans la liste 1*. Faire I'élape 3.

Etape 6 : {test de fin)

81 zbar = #°, il n'existe pas de solutlon de partitionnement, sinon la
solution qui a généré zhar est optimale.

Pour notre exemple, nous pouvons montrer que la création des listea se passe
de 1a maniére snlvante :

Soit l'entité (1) choisie comme premitre médiane, nous pouvons former le
premier gronpe dont elle est 'unigue objet.

La conditon de chainage nous indique dans quel ordre les solutions
utilisant l'entité {i) sont générées. Alnsi la deuxiéme nous permet de créer
un groupe de deux entités, en y classant (1] et {3}. La distance est alors de
4.5, La troisiéme solution pour (1} est un groupe composé de {1},(3} et (5).
La somme des distances est alors de 10.0. Et finalement la sixidme
solution, avec {I} comme médiane est, les entités sont é&numérées dans
leur ordre d'entrée, {1,3,5,2,4,6).

Finalement nous obtenons ainsi 32 solutions potentielles, pour six enttés.
Comme nous voulons obtenir deux groupes, ces 32 solntions sont & consldérer
sous forme de deux listes, l'une eontenant tontes les aolntions on {1} apparait.

Nous ponvons représenter partiellement ces solndons, sons forme de lablesn
de z€ros et de uns.

solution/ 1 2 ... 6....10 .... 32

entité
111 1 0 0
200 1 1 1
301 1 0 0
4 00 1 1 0
00 1 0 0
6 00 1 1 1

sommne des 0 4.5 38.5 7.0 4.0

distances

Nous allons pointer snccessivernent sur chacune des solutions, dans les deux
listes. Au départ dans la liste 1, nons polntons sur la aclntion 1. Dans la lste 2,

nons

prenons la solution 7. Comme les six entités ne sont 4 ¢e moment pas

classées, nous devons prendre la solution sulvante dans la liste 2. Une fois une
soloton trouvée dans la liste 2 telle gue combinée avec la solution 1 toutes les
entités sont classées, nous celculons la aomme des distances totale et
enregistrons 18 position courante des deux pointeurs. Puis nous continnens 4
parcourir la liste 2. A la prochaine solution compléte, nous calculons A nouvesn
la somme des distances et eomparons ce résultat svec le précédent. Si le dernier
est meillenr, nons le mémorisons.

Une fois qre nons avons atteint la solution 32, nous déplacons le pointeur
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dans la listc 1 sur la solution 2. Et nous reprenons le parcours de la liste 24 la
solution 7. L'algorithme s'arréte quand pour la solution 6 de la liste 1, nous
avons atieint la aolution 32. A ce moment, les pointeurs mémorisés nous
permettent de récupérer les solutions contenant les groupes tels que la somme
des distances est minimale, Dans notre cas, nous obtenons {1,3,5) et (2,4,6).

Nous pouvons trés facilement esquisser Jes problémes soulevés par cet
algorithme. Nous générons 32 solutions potentelles pour classer seulement six
entités dans deux groupes. Nous remarquons que les besoins de atockage de
données sont gigantesques. I faut au moins 2m(n-1)n itérations pour parvenir
4 la solution. Chacune des itérations ne se composent que de six opérations au
plus, La phase de préparation des données se compose de n(n-1} opérstions.

4.1.1.2 Réduction par la méthode de Lagrange

Nous avons vu que le principal probléme venait de 14 numémton compléte
des aolutions, En modélisant notre probléme sous forme d'un lagrangien, nous
pouvons éviter cette énumération. Nous allons parcourir partiellement la région
réalisable en faisant couverger vers Yoptimum une foncton sous-gradiente a
partir d'une solution réalisable initinle. A chaque itération, nous déterminerons
I'ensemble des médianes optimisant localement [et proviscirement)] la fonction-
objectf. Cette réduction ne se fait pas sans risques, car nous N'avons par cette
approche :

- Aucune certitude que la foncton sous-gradiente converge monotonement
vers l'optimum de la fonction-ohjectif originale,

- Aucune garantie que les valeurs trouvfes pour Xj forment une solution
réalisatle pour le pratildme original.

L'algorithme cat le auivant :

1. Trouver la selution réalisahle initiale et calculer la valeur de la fonction-
ohjectif pour cette solution (LBARRE),

2. Tant que (LBARRE-LU)/LU > EPS] parcourir l'espace réalisable par le
lagrangien

LU : fonction-otjectif pour ie lagrangien

EPSI : valeur de 'erreur admissible entre LBARRE et LU.

2.a Calculer les nouvesux multiplicateurs Uii=1,...n
Undi,..n)=Un-1(1,..,n) + TP Vk{n-1}{1,..,n)

Ui représente l'ensembile des multipliceteurs actuellement utilisés dans la
fonction sous-gradiente et VE() vaut 1 s l'entlté { n'appartient pas 4 la
soluton locale actuellement atteinte. Le facteur TP ' représente
l'accroissement relatif de la valeur de la fonction-objectif au point
actuellement atteint par rapport 4 la norme du vecteur Vk &levée au carré,
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2.b Calculer CBARRE tet que

a j-Ui, si dij-Ui <0
CBARREi- =
J .
0 sinon

pourtonti=j
2.e Calculer CBARj = ¥; CBARRE}
2.d Déterminer les m médianes en fonction de CBARy

2.e Assigner les xij au groupe du leader j si

CBARREii <« 0
2f Calculer la valeur de LU

Le détail et la démonstration des diverses €tapes de l'algotithme sont donnés
dans Dodge et Arthanar] (1981).

Sa complexité est de 5kn2, o k est le nombre d'itératdons nécessaire pour
obtenir ]la convergence entre LBARRE et LU. Les besoins en mémoire sont
&galement moindres, mais restent toutefois importants.

Nous supposons que la solutlon initiale est donnée par la partition {1,2,3) «t
{4,5,6}, determinée arbitrairement. Les médianes initiales sont déterminées en
prenant la somme des distances minimale 4 l'intérieur de chacun des groupes.
Nous avons alnsi (1) et {6}. Nous pouvons calculer Jg aomme totale des dislances
de cette solution initiale que nous avons appelée LBARRE. Elfe vaut 30.0.

Nous commengons les calculs au gradient zéro avec Ug = (0,0,0,0). Ainsi
CBARRE = 0, pour tout 1j et CBARj est &galement nul pour tout j. Nous
pouvens cholsir n'imporie quelle entité comme médiane. Nous utllisons toutefois
celles déterminées lors de I'initialisation de la sclution, Le vecteur VK vaut ainsi
0.1,1,1,1,0), pulsque seuls (1) et (G} font partie de la solution courante.

Nous pouvons maintenant caleuler les nouveaux multiplicateurs Uy = Ug +2
* 0,1,1,1,1,00 = (0,2,2,2,2,0). TP & &t& fixé & 2. Nous pouvons déterminer que
CBARRE est nul en tout point, puisque pour tout ij la différence entre le
multiplicsteur et la distance est plus grande que zéro. Le processua se répdte
jusqu'a ce que le critére d'arrét ait &€ atteint.

Nous avons pu nous rendre compte que cette méthode ne converge pas. Ainsi,
noua avons dans notre réalisation informatique renforcé ce critére d'arrét, afin

d'gviter que notre programme ne boucle.

4.1.2 Minimisation de la somme des carrés dans les groupes

Nous considérons une variante de la fonction-objectif 4 minimiser, 1l ne a'agjt
plus de la distance A la médiane, mais de la sornme totale des carrés entre les
groupes. Le probléme principal réside dans le fait que la fonction-objectif
considérée est non-linéaire. La contribution de la j8Me colonne de la matrice X 4
{'accroissement de la fonction-objectif sera donnée par :
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k k-1

ot k=1,2,...,n-1

Nous utilisons sans changement notable la condition de chafnage et
Talgorithme de parfitionnement vus ci-dessus. Il suffit de changer le caleul du
"colit économique” d'une soluton partielle générée. La complexité de cette
formulstion n'est en rien modifiée par ces changements, csr l'énumération
compléte des solutions partielles reste nécessalre. Nous renongons & illustrer par
un exemple cette variante due uniquement & limplantation d'une fonction-
objectif différente,

4.1.3 Critique

Neus avons déterminé ci-dessus !s complexité de ces deux algorithmes. Nous
avons vu que pour l'algorithme de partitionnement par énumération, elle est
particuliérement pénalisante su point de vue performance, Cependant ls
réalisation de cet algorithme donne un programme court, svec des instructions
tres simples (quelques additfons ou soustractions 4 partit de donndes
&lémentaires ou de données structurées 4 un niveau, quelques tests sur ces
mémes données, et la geston de deux "pointeurs”., Le probléme principal
consiste 4 stocker la matrice constituant le syst2me d'équations. Puisque cette
méthede ne recourt qu'd des opérations &lémentaires et qu'elle proctéde par
énurnération compléte, elle limite les risques de propagation d'erreur,

La méthode basée sur l'utilisaton d'une fonction sous-gradiente de
multipllcstenra de Lagrange est bien moins complexe. Certes, il n'est pas
possible de déterminer précisément la valeur du facteur k, Cet algorithme utilise
également des opérations simples svant tout.

I n'y 8 pas de garantle que la foncHon choisle converge vers la sclution
optimale. Nous avons pu le vér{fier par simulation, le probl2me est s
détermination de Jensemble des multiplicsteurs dune itératon 4 I'sutre.
L'accroissement n'est plus suffisant sprés quelques itérations pour que toutes
les entités solent affectées 4 un groupe.

Chacune des méthodes nécessite de la part de Yutilisatewr qu'l fixe le nombre
de groupes A obtenir. Ainsi, i'une des réserves émises quant 4 la qualité de la
solution fournie par les méthodes classiques s& retrouve pour une formulation
en programmation entiére.
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4.2 L'approche par la programmation dynamique

4.2.1 Algorithme

Cette méthode examine un systéme qul évolue d'un état vers un autre en
fonction d'actions accomplies 4 chagque &tape d'une prise de décision. Sur la
base de 1a décision prise, nous avons nn résultat "économique”, qul peut étre un
béndcfice, une perie, le coit de 'action, etc.... L'action optimale, c'est-d-dire celle
qul permettra d'opbimiser le résultat économique, est 'objectif 4 rechercher.

- Le eoncept d'action est le classement d'une on plusleurs entités, dans un
groupe donné 4 une &tape connue du processus. Ainsi, les actions de la
premiére &tape consistent A classer un certain nombre d'entités dans le
premier groupe. A la deuxidme, nous traitons les entités du deuxiéme
groupe, en tenant compte des premiéres actions, et ainsi de suite jusqua
ce que les n entités alent trouvé Jeur piace dans l'un des m groupes.

Notons que le processus commence A4 une étape 0, pour laquelle noua
définissons un état fietif. A cette étape, ancune entité n'est classée. A chacune
des étapes du regroupement, nous ne pouvons classer an maxdmum qu'un
nombre d'entités donné par les formes de distribution.

Entre deux &tapes successives, les états sont connectfs par des arcs, Pour
qu'un arc soit réalisable, ti faut absolument qu'une entité contenue dans un
&tat donné dec I'étape K-1, le soit aussi dans 1'état connecté de l'étape K, pour
13K3Mp-1. Pour K=0, un arc existe, connectant cet éat particulier 4 tous ceux
de I'étape K=1.

L'algorithme utilisé cxploite le réseau des actions réalisables par "parcours
arrigre” (backward value {teration algorithm). 11 calcule & chague ltération le
résultat de la formule récurrente anivante ©

. 0 pour k = Mg
Wk (z)={ * (4.2.1)
rninz [T(y-z)+ws+1 (y)]
pour k=Mp,...,
on

M = nombre de sous-ensembles non-vides et disjointa dans lesquels les n
&léments sont classés.

Mo =MsiN22M,et N-MsiN<2M
K  =index de Ia variable d'étape.
z = variable d'état représentant nn ensemble donné d'entités 4 Yétape K.

y = varlable d'état représentant un ensemble donné d'entités 4 I'étape
E+1,

y-z = sous-ensemble de toutes les entités contenues dans y, mais qul ne le
sont pas dans z,
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T(y-z) = le cofit de transition de I'étape K + 1 A 1'étape K.
L'homogénisté d'une partition sera mesurée par le critére :

m
w = 3 Tly) avec Tlyy) = (i/n) T (412  (4.2.2)
k=1 i,j E Yy

L'objectif de cette formulation est de minimiser la somme des carrés a4
Yintérleur des groupes et de maximiser la somme des carrés entre les groupes,
c'est-d-dire d'obtenir les groupes les plus homogénes et le plua disjoints
possibles.

4.2.2 Critique

La complexit® de cette mathode est une combinatolre entre le nombre
d'entités et le nombre de groupes. Pour classer 9 traitementa dans 3 groupes, il
faut 3 &tapes avec A l'dtape 1 456 états, et 4 I'étape 2 encore 174, 11 faut
examiner par la procédure de "parcours arridre” 174 possibilités de classification
entre les dtapes 3 et 2, et entre les 2tapes 1 et 0. Entre les &tapes 2 et 1, il faut
examiner de nomkreux arcs, pour chacun des 174 3iats.

En comparaison, l'algorithme de programmation entitre, basé aur le
partitionnement par tnumération, géndre 74 classifications potentielles, grice 2
la condition de chainage des entités, Et on n'examine les possibilités que pour
les groupes de la liste 1, solt dans notre cas 8.

11 est également possible d'explolter le réseau par un algorithme de parcours
avant ["Forward Value lteration™), ¢'est-A-dire de partir depuis I'dtape 0 [aucune
entité classée). Cette version n'est pas favorable, puisque la complexité est ainsi
augmentée. En effet, noua aurions 456 "chemins” différents au départ, au lieu
des 174 exploltés en procédure de parcours arridre.

Le probléme de la atabilit2 ne semble pas se poser. Comme nous traitons des
variables discrédtes, noua ne faisons aucune approximation. Selon Bellman ot
Dreyfuss (1865, p.343-349), {l se pose dans les cas, od les variables discrdtes
gservent 4 représenter une fonction d'une variable continue. Os ont dailleurs
démontré que la programmation dynamique fournit de bons résultats, comparé
aux méthodes d'optimisation classiques (calcul de variations, calcul différentiel,
R

Nous pouvons nous attendre & ce que la solution proposée par l'algorithme
décrit ¢l-dessus, aoit la sclution optimaledut probléme.

4.3 Approche par la programmation linéaire

L'algorithme vu ci-dessua permet de réscudre notamment le probléme de la
“route 1a plus courte” ou de l'allocation minimale de ressources. Ce genre de
probléme se résout également par la programmation linfaire.

45



Chapitie 4

4.3.1 Algorithme

Pour résoudre le probléme ainsi posé, nous utilisons la proprictd de
complémentarité entre le probléme primal d'un mod#le linfaire et son dual. Nous
nous servons d'une méthode similaire & celle utilisée pour résoudre un probléme
de transpor.

Le primal s'exprime sous la forme :

Minimiser cr

sC Afzb

f20

Alors que le dual est :

Maximiser bw

sC A'ws C

w sans restriction dans le signe

Avee :

f = [fg1..-.f] +), Je vecteur des arcs liant les états dans une solution réali-
sable ’

C : le cofit de transition d'un éiat & l'autre
A : 1a matrice linéaire représentant le réseau
b'=(1,0,0.....-1)
w = [w,..., W] le vecteur des variables duales
Posons sous une forme particllement étendue le probléme duat :
Maximiser Wy — W
sc
wgp - Wy 3 CO,’I
wo - w2 £ Cp 2
wo - w3 £ Co,3
Wi - wg £ Ci6
W) - Wx S Cy,x
w sans restriction dans le signe
De la méme manitre que nous le ferions dans un probldme de ransport,

nous pouvons déterminer simplement la wvaleur de w;, puis résoudre
séquentiellement le systéme ci-dessus. La valeur pour wy est donnée par :

wg = min CO.k
(g,k) £ A
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La résolution du systéme dual permet de déterminer les arcs & €liminer du
réseau, sl la différence Cy J'[Wl“'j] est plus grande que zéro.

Ce procédé de caleul est répété jusqu'd ce qu'une "route” soit trouvée entre le
node O et le node *, au travers du réseau restreint formé ainsi.

L'algorithme complet, pour représenter le probléme de classification
automatique en modéle de programmation linéaire est :

1. Trouver les formes de distribution des m objets en k groupes
2, Générer le réseau des &tats.
3. Déterminer le cofit de transition le long de chacun des arca réalisables.

4. Appliquer 1a méthode primale-duale jusqu'd ce que la route soit trouvée
entre le node O et le node *.

Nous avonas le réseau d'étsts partiel sulvant pour notre probléme de référence.
{ 1 r 2 r 3 ’ 4 ) 5}
/ \

/ \
/ A

/ \
0 -- {1!21314] - {1'213141516}
\ /

A /
5 /
\ /
{1,2,3}

Sur chacun des arcs générés, nous pouvons calculer le cofit de transition
d'un état A lautre, U e'agit du cofit en distance par l'ajout des entltés
supplémentaires pour arriver & la sclution sur laquelle arc pointe. Ainst le cofit
de trangition pour I'are, qui relle la solution inltiale, aucune entité classée, A Ia
solution {1,2,3) est égale A (8.52 +4.52 + 9.02), soit 173.5.

Pour calculer le cofit le long de l'arc entre {1,2,3} et {1,2,3,4,5,8], nous
considérons que nous formons pour ce passage le groupe (4,5,8). Ce colt de
transition est la aomme des carrés dans le groupe ainsi déterminé. O est égal A
{152 + 32 + 149, soit 430.

Nous représentons rapidement quelques cofits de notre réseau.

{1,2,3,4,5}
/849 \
/ \o
/ \
/ 372 196 \
0 -- {112:31'4} == {11213-4151'6}
hY . /
\ !
\ 173 /430
\ !
{1,2,3}

Le codit le long de I'arc reliant (1,2,3,4,5) 4 {1,2,3,4,5,8} eat nul, car le groupe
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formé ne contient que 'entité {6).

Nous pouvons poser le programme dual partiel suivant :

max Wo - Wy

5C WO‘W-ISqu
wo-w25372
wg - wg S 173
Wy - we £ 0
Wy - wx £ 196
W3 - Wy £ 430

W sans restriction dans le signe

Nous déterminons la valeur de wq, soit le minimum aur [848,372,173] =173.
Puis nous résolvons séquentiellernent toutes les équations. 1d, la résoluton n'a
pas grand sens, vu que nous avons négligé les 90% du résesu au moins. Une
fols toutes les valeurs pour wj connues, nous pouvens par le caleu! Cj) - [wy 'WjJ-
éliminer tous les arcs pour lesquels cette différence est plus grandé que zéro,
Finalement, nous trouvons la solution habituelle, soit les groupes (1,3,5} et
{2.,4,6).

4.3.2 Critique

Les probl2mes de complexité soulevés par le modele de programmation
dynamique ne sont pas résolus par l'applicstion de cette méthode, En effet, il
s'agit dans une premitre étape de déterminer également le réseau complet et de
caleuier le coGt de transition le long de tous les arcs réalisables, en exploitation
avant du réseau. Nous avens vu précédemment que cette solution n'était pas
recommandable, qu'il valait mieux exploiter par la procédure de retour arriére.
Ensuite seulement, nous commencgons & résoudre le probléme proprement dit.
La résolution du dual condult & considérer un systtme d'équations trés
nombreuses, une par arc réalisable, Le résean est parcouru en entier au
minimum deux fols au cours de 1a proctdure complite.

4.4 Approche Branch and Bound

4.4.1 Algorithme

Envisageons la fagon sulvante de classer les n entités en m groupes :
Choisissons n=9 et m=3 pour Umiter notre probléme. Prenons tout d'abord les
m groupes vides, chofsissons ensuite de classer le premier 2lément de N et
classons-le dans le groupe Jy. Examinons maintenant les possibilités de classer
le deuxiéme 2lément. Nous pouvons soit le classer dans J solt dans Jg ...

Ce qui nous donne deux solutions partielles. Cherchons ensulte 4 classer le

troisiéme élément de la liste. Il peut a'ajouter dans la premiére solution issue du
classement du deuxiéme : solt dans J) ., solt dans Jg.
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Mais il est également possible de reprendre & partic de ls 2€ solution [ de
classificstion pour l'élément 2). Auquel cas, notre troisidme é&lément peut
prendre place soit dans J, soit dans Jg, scit dans J3. En poursuivant ce
raisonnement, rnous pouvons construire l'arbre des solutions partielles sulvant
[seuie une partie de 'arbre est représentée) :

J4={11
J4=0
J3=0
Jy={1} J1={1,2]
J2={2) J2=0
J3=0 J3=0
J1={1,3} J1={1] J1={1} J1={1,2,3}
J2={2) J2={2,3} J2={2} J2=0
J3=0 J3=0 J3={3) J3=0

Figure 4.4.1 : Arbre des scolutions de
classification

Le Branch and Bound est une méthode permettant de construire un “arbre”
en élaguant les branches inutiles, et déterminant finalement la solution optimale
su probléme.

Considérons le prgbl2me de partitionner N en m groupes tels que la fonction-
objectif suivante soft minimisée ;

m
I = ¥ r(ay) (4.4.1)
1=1

ol J={(JFq,Jg,...,J)} le sous-ensemble des
m groupes
et r le critédre d'homogénéité des groupes

L'algorithme de “Branch and Bound" se caractérise par }e caleul de bornes sur
les solutions partielles et par des régles de construction de ces derniéres. Ces
bomes correspondent & Ia variation que subit le co(it total dune solution
partielie lors de I'sfout d'un &l2ment supplémentaire. Pour notre probl2me de
classification, nous considérergns les deux bornes sulvantes :

- La premitre borne est le colit de non-classificston des n-q objets. I s'agit
d'un codt d'opportunité, car par rapport A I'objectif fixé, nous dépensons
une certaine somme 4 ne pas avoir tous les objets classés et notre
foncton-objectif minimisée,

- Pour chague solution particlle, nous pouvons déterminer de manidre
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précise quel est l'accroissement de la fonction-objectif, lorsqu'un des objets
non-encore classés vient prendre place dans I'un ou l'autre des groupes.
Ce cofit sera nul, si noua générons le descendant d'ordre (g+1,a+1} par
notre premiére régle de branchement.

Nous pouvons connaitre 4 tout moment la valeur de la foncton-objectif pour
toute aolution partielle. La borne totale d'une aoluton partielle sera la somme de
la fonction-objectif partielle et du meximum entre le coiit d'opportunité et
I'mecroissement de la fonction-objectif décrits cl-dessus.

Le cotit d'opportunité est donné par la formule :
_ m-r m
6(Nq) = (b-1)/2(_Z ay) + (b/g) T a (4.4.2)
i= i=m-r+
ol b=(1/m}, r=l-int(l/m)m, a; = les d;4 des
éléments non classés.trieg par ordre

croissant et "int" la partie entiére,.

et 'accroissement de la fonction-objectif par :

viN,)= TR {4.4.3)
9 jequ
avec
5(Jy:3)-S5{JXy) 5(Jy)
pj=max{0,min( ------------------- 1} (4.4.4)
14k<n J-g+ay Iy
ol
S(J))=qpr (Jy), S(Iiid= F dyy (4.4.5)
iEJk
Nous considérerons la borne totale avivante pour chacun des noeuds de
Varbre généré.
a(J)=C' (I)+ max(v(Ng},8(Ny)) (4.4.8)

Nous pouvons représenter quelques £igpes du calcul pour notre exemple.
Nous avens au départ une classificetion composée de deux groupes Jj et dg
vides, 1l s'aglt de I'étst d'origine.

Nous décidons de commencer en classant l'entité {1), Nous la plagons par
simplicité dans le groupe Jy. Nous obtenons la situation :

J‘|={1}
J2={}

Nous devons classer l'objet numéro 2 dans l'un des deux groupes c-dessus,
Par les regles de branchement, nous générons deux descendants : Pour l'un
noua avons : '
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Iy = {1}

Iy = {2}
Et l'autre :

Jy = {1,2}

J2 = {3

Nous évaluons ces deux noeuds afin de déterminer lequel sera branché, pour
réaliser la ciassification de l'entité [3). Nous illustrerons les caleculs pour le
premier des noeuds branchés,

2-0
Le cofit d'opportunité 8(N) = (1/2) ¥ (aj) + O
1=1

Nous ne calculons que la premiére partie de cette somme, car la seconde est
nulle. Les a; représentent les distances entre les £léments 3,4,5,68 dans leur
ordre croissant, solt (3.0,4.5,5.5,.)

Le cofit d'cpportunité vaut 3.75.

L'accroissement potentiel de la fonction-objectil est facile & calculer. Nous
déterminons cet accroissement dfi su classement potentel de l'entité (3} Tout
d'sbord le cofit de transition par rapport au groupe Jj, nous le notons C pour
plus de Incilité,

4,52 + 8.52 + 9,02 - 8.52 8.52

Pour le deuxiéme groupe, nous avens par définition un cofit nul, puisque
nous ajoutons une seule entité 4 un groupe vide. Ainsl, le cofit d'opportunité
d'ajouter l'entité 3, sera nul. Nous devous procéder de méme pour les entités 4,5
et 6. Et nous additionnons finalement tous ces cotits partiels. Puis la bome
totale eat calcuiée. Ensuite le descendant le plus favorable est branché,

Cette démarche se poursuit jusqu'a ce que toutes les six entités sont classées.
Nous déterminons la somme des carrés totale dans les groupes pour la premiére
classification compléte. Finalement, nous utllisons une méthode de backtracking
pour améliorer la solution.

L'algorithme complet est :

1. Choisissons tout d'abord la classification vide représentée par le noeud
(.

2. Brancher ce noeud en appliquant la régle de branchement qui convient :

- 8l0f£g<n-m+s8et 038 <m génlrer les a+] descendants
81,83,..fg41; 80it & groupes d'ordre (g+1,5) et un d'ordre lq+1.a+1k

- Sig=n-m+seta<m,générer le descendant a de a en assignant le
(q+)€ element an a+1% groupe, pour 1 £ i £ m-s. 8¢ est un noeud d'ordre
[n,m], soit une classification compléte.

- Sinon générer les m descendants de 8. Chacun d'eux est d'ordre (q+1,m).
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3. Calculer les bornes des descendants du noeud branché,

4. Choisir comme prochain neend, le descendant pour lequel la borne est
minimale.

5, Brancher ¢ nocud et générer ses descendants, sl I'on obtlent une
classification compiéte, faire 8, sinon faire 3,

6. Calculer les bornes des derniers descendants générés,

7. Comparer la valeur de la foncton-objectif pour 1a classificstion compléte
actuelle et les bornes des noeuda non encore branchés. S'il existe un
noeud pour lequel lg borne est inférieure A la valeur de la fonction-objectf,
reprendre en 4. Sinon atop, la classificstion complfte actuelle est la
classificgtion optimale en m groupes pour I'ensemble N.

4.4.2 Critique

Cet algorithme est d'une complexité combinatoire entre le nnrnbre d'éléments
a classer et le nombre de groupes & obtenir. 1 fant au départ m 2[n-1) {térations
pour obtenir la premiére cdlassificstion compléte. L'optimisadon augmente
fortcment ¢¢ nombre d'itérations, qui peut dans le cas le moins favorable
atteindre CM,. A chaque itération, on exfcute m 2qin-q) opémtions
arithmétiques simp]es pour calculer les bornes des fils générés, plus m# caleuls
de minmax pour déterminer le noeud 4 brancher. Le tout est inclus dans deux
boucles répétiives (O WHILE], 'une pour la recherche de la solution initiale,
Fautre pour l'optimisation de la solution.

Dans le meilleur des cas, la complexité de l'algorithme est de l'ordre de

m3q[n2-ng-g) opérations. 1l est nécessaire de atocker de trés nombreux résullats
intermédiaires lors d'une réalisgtion informatique. Un logiclel réalisé selon cette
approche "Branch and Bound” sera par conséquent pen performant.

La faiblesse principale de cet algorithme tient dans le fait qu'll faut développer
une branche de l'arbre en profondeur pour trouver une premiére classification
compléte. Ceci nécessite déja m 2(n-1) itérations, C'est A partir de cetle solution
initiale qu'une techniqgue de "backtmacking®™ wva calculer l'optimum.
Deuxémement, le cholx des é&léments & classifier est effectué sans souci
d'optimisation. Le professeur Rousseeuw a montré que cette méthode &tait
utilisable avec au maximum S0 objets A classer.

4.5 Application d'une norme Lp a la classification

La norme Lp est un outil mathématigue qui a'applique & un espace de
dimension n. Cest-A-dire que ce dernier possdéde un nombre n de vecteurs
linéairement indépendants.

Lorsque nous choisissons un intervalle | arbitrairement dans R, nous

pouvons montrer que les fonctions appartenant 4 l'espace des fonctions
continues sur i peuvent &tre intégrées.
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On pose de plus que
p 1/p
Ly = [ 1€{p = JIE£(x}| dx) (4.5.1})
Par aimple substtution, nous pouvons montrer que :
p=1 : ||f]]|, est la norme moyenne
p=2 : [|£]|]|, est la norme moyenne guadratique

Lintérét principal de ces normes mathématiques, en classificstion
automatique est qu'elles nous donnent diverses unités de mesure de distances
éprouvées.

La norme Ly serait celle dont 'usage est 4 tecommander en priorité. Nous
pensons toutefols que si les données ont £t€ centrées et réduites 1a norme Lo est
parfaitement utilisable. Toutes nos simulations nous ont montré que la
meilleure combinaison est d'utiliser 1a distance de Manhattan avec la somme des
distances aux médianes comme {oncHon-objectif.



Chapitre 5

Réalisation informatique

5.1 Analyse et structure d'un logiciel basés sur les
méthodes de programmation mathématique

Pour les besoins de cette étude, nous avons développé les algorithmes nous
intéressant sur des maehines de type VAX-11. Les méthodes
classiques, auxquelles nous confrontons les algorithmes issus de la
programmation mathématique, ont presque toutes 8té implantées § partir d'une
librairie de routines statistiqgues. Tous les algorithmes de programmation
mathématique ont &t€ réalisés par nos soins.

Toute la programmation a &té réalisée en langage FORTRAN, en utilisant les
extensions du constructeur quand cela nous permetiait d'amélicrer 1a clarté et la
lisibilits du code produit. Nous garantissons de cette fagon que les diffrences
relevées dans les performances des algorithmes ne sont dues qu'ad leur
complexité.

Nous avons relevé précédemenent la complexité des méthodes issues de la
programmation mathématique. Elle pose dcs problémes lors la conception
informatique de ces algorithmes. Deux sont & résoudre en priorité : la taille des
tableaux de données et une bonne structuration des programmes de sorte &
réduire le "swapping”, En outre, afin de disposer d'une capacité de traitement
suffisante, il est nécessalre de "swapper” nous-méme une partic des données.
Nous revenons ci-dessous sur le probléme plus spécifique de fournir une
interface convenable A l'utilisateur.,

Nous avons fait un usage intensif de linstrucion COMMON pour la
déclaration des données. Nous nous sommes rendu compte que la grande place
occupée en mémoire provoqueit des résultata "étranges”, sans cette précaution.
Nous avons poussé ce concept jusqu'd déclarer toutes les donnfes dans un
fichier aéparé inclus lors de la compilation de tout module.

Pour réduire la taille des données en mémoire et de 1A le "swapping™ de notre
programme, nous avons dil recourir A l'utilisation de fichiers intermédiaires.
Tous les résultats inutiles y sont &crits de sorte 4 libérer de la mémoire. Cela a
pour eonséquence de nombreux accds en mémolre secondaire {disque
magnétique] et le ralentissement des calculs (i Mais l'effet est pire sl nous
laissons le systtéme d'exploitation "swapper” tout notre programme, Quand cela
est possible nous avens regroupé les sous-programmes en espérant réduire le
nombre de pages nécessaires. Finalement, nous avons conclu que ces
programmes ne peuvent étre réalisés qu'en mode batch, aur un aystéme muld-
utilisateurs Ilf Nous aurions pu éviter ces problémes en travaiillant aur PC avee
un disque virtuel ou de la mémoire étendue. Cependant nous ne disposions pas
de telics poseibilités lors de la premidre phase de développment réslisée sur
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VAX.

Tous les programmes ont ét¢ analysés selon une approche "Top-down™ La
structure est trés semblable de 1'un & Fautre, aussi nous contentons nous de
présenter un diagramme de Jsckson suceinct valable pour toutes les méthodes
de programmation rnathématique.

Prog. math.

| ] { |
lire les calculer la initialiser optimiser
données distance le systéme et afficher

Le calcul de la distance comprend & choix l'utilisation de la norme L; ou de
Lo. Linitialisation du systéme d’équations varie d'une méthede & l'autre et peut
se composer de un 4 trofs modules. Un programme compte six 8 dix modules.

Les noms symboliques sont standardisés et respectent la dénomination
msthématique utilisée au chapitre 4.

Le probléme principal de cette réalisation est l'espace mémoire utilisé. Nous
avons pu bénéficier du fait que la plupart des données entiéres ont une valeur
comptise entre 1 et 32297, Nous les avons déclarées en INTEGER®2, économi-
sant ainsi la moitié de la mémoire occupée par ce type de données.

Pour réaliser une version commerciale de ces programmes, nous devons nous
pencher plus sur ce probléme, Il s'agit de voir quelles sont les données a
conserver impérativement en mémoire et cormment ?

Nous pouvons nous demander 4 fuste titre g'il est nécessaire de garder trace
de ]Ja matrice des observations aprés calcul de la distance. De plus, la matrice
des dissimilarités elle-méme ne doit pas étre conservée sous forme de tablesu A
deux dimenslons, I1 suffit d'une dimenslon et d'accéder & ce tablesu par une
fonction,

Enfin, il convient de se pencher sur les résultats 4 fournir. Pour le moment,
nous obtenons seulement la répartiion des entités dans les groupes. Cette
évaluation devrait permettre une déeision sur le maintien ou non de certaines
données en mémoire.

5.2 Mode d'emploi du programme

Nous devons traiter d'abord le problame de la réalisation sous forme de
package de ces programmes batch. Comment en fait concilier cette nécessité
technique avec le besoln de réaliser un interface correct pour l'utilisateur ?

La solution la plus simple est représentée par l'élat actuel de la réalisation,
L'utilisateur prépare ses donntes selon un modéle standard dans un fichier qui
porte un nom défini d'avance. Ensuite, il appelle la procédure, langant
lexécution du programme choisi, par un symbole prédéfini dans le systime. Les
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résultats sont écrits dans un fichier portant Jul aussi un nom atandard. la
maintenance est simple, c'est un avantage non négligeable.

L'inconvénient majeur est le peu d'égards pour l'utilisateur qui se woit
{imposer les contraintes auivantes :

1.

2.

Entrée dea données avec I'éditeur;

Nom imposé du fichier qui ne représente rien pour lui;

3. Le fichier de résultat porte lul ausst un nom peu représentati€,

Nous pouvens imaginer la mise a4 disposition d'un interface interactf qui
remplirait les fonctions suivantes :

1.
2,

3.

4.

Entrée interactive des données ou par fichier de 1'utilisateur;
Saiste du nom 4 donner au fichier des données et au Bchier de résultats;

Sélection de limprimante aur laguelle le fichier des résultats aera
finalernent imprimé;

Sélection de 1'algorithme;

L'utilisateur appelle le package par un aymbole. fl répond aux questions
sulvantes sl désire entrer les données interactivement :

Voulez-vous entrer les données par le elavier ou par un fichler (C/F) : 7
Nombre de traitermnenta 7
Nombre de groupes A obtenir ?
Choix de la méfrique : 1 = norme L1, 2 = norme L2 ?
Nombre d'observations par traitement ?
Saiste des données pour l'entité X :
Voulez-vous seuver vos données dans un fichier ?
81 c'est le cas, on demande le nom du fichier]
Nom du fichier des données 7
Nom du fichler de résultats ?

Nom de I'imprimante 4 utiliser ?

Si l'utllisateur choisit de préparer son fichler des données par un autre
moyen (éditeur, autre programme de statistiquel, I aura le dialogue auivant :

Voulez-vous entrer les données par le clavier ou par un fichier (C/F) : ?
Nom du fichier des données ?

Nom du fichier de résuitata ?
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Nom de I'imprimante 3 utiliser ?

Le fichier des données devta alors suivre le modéle suivant :
ligne 1 : nombre de traitement
ligne 2 : nombre de groupes
ligne 3 : choix de la métrique 1 = norme L1 2 =norme L2
ligne 4 : nombre d'observations
ligne 5 : observations pour l'entité 1

ligne 6 : observations pour l'entité 2

ligne X : observations pour T'entité n

Toutes les saisies de données numériques (respectivement lecture] sont
réalisées en format libre FORTRAN.

Lora d'une saisie interactive, la routine &crit toutes les données dans un
fichier qui respecte ce format. Si l'utilisateur ne veut pas la sauvegarde des
données, le package utilise alora le nom standard INPUT.DAT. Ce fichier est
effacé 4 la fin de la procédure de classification. Nous avons pensé utile que
l'utilisateur puisse sauver ses données saisles interactivement dans nn fichier de
son choix, afin de lul permettre deffectuer nne deuxiéme classification avec une
autre méthode.

Le principal probléme réside dans les difficultés de maintenir cet interface,
car il contient des instructions en langage de commande. Ces instructions, de
méme que certaines définitions systéme, changent parfois!i!

Finalement ce concept a été abandonné, nous avons cheisi de réaliser les
programmes types de cette étude aur PC. Leur mode d'emploi figure dans
lannexe 1. Ces programmes peuvent étre portés trés facilement sous tout
environnement dispesant d'un compilateur FORTRAN.

5.3 Quelques considérations sur des produits
disponibles & I'Université de Neuchitel

Nous présentons rapidement les produits informatiques qui ont servi
d’étalons aux programmes décrits ci-dessus. Cette aection et la suivante, qui
présentera quelques autres réalisations couranies, montrerons gque seuies les
méthodes classignes sont implantées dans des progiciels statistiques.

Parmi les produits disponibles a4 I'Université de Neuchéitel, {1 convient de

distinguer les réalisations internes des produits commerciaux. Nous examinons
d’abord les fruits des efforts des collaborateurs de notre institution.
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5.3.1 Réalisations internes

La premifre présentation concerne le package ANAFAC. Il permet de réaliser
une analyse factorielle . Il offre les deux analyses sujvantes : analyse factorielle
en composantes principales ou des correspondances. 11 est complété par des
moduies de dessin des plans factoriels sur imprimante ou aur plotter.

Les données sout fournies au moyen d'un fichier standardisé. Ce format a &té
défind pour toutes les réalisations internes étudiées. Les résultata sont écrits
dans divers fichiers : résuitats numériques, paramétres de la aession, donntes
binaires, paramétres de commande du plotter. Ce progiclel permet le calcul de
projections d'observations, respectivement de variables, supplémentaires aprés
I'analyse demandée. 11 est conversationnel,

La seconde réalisation interne est le progiciel CLAS, qui offre diverses
méthodes de classification automatique. Au point de vue interface avec
I'utilisateur, il est compamble avec ANAFAC. 1l offre les possibilités suivantes :

Classification hiérarchique ascendante
Classification hiérarchique rapide aur données
Classification hiérarchique rapide sur distances
Partition rapide sur données

Partition rapide sur distances

Méthode séquentielle adaptative

Méthode du K-tnean

Méthode de H-mean

Méthode des nuées dynarniques

Lissage typologique

Dans le ¢ss d'une classificstion hiérarchique, ti permet le dessin du
dendogramme gur une imprimante ou un plotter. I offre £galement la possibilite
d'exclure du traitemnent cerlaines variables ou observations.

I} existe encore le programme CORRES qui effectue une analyse factorielle des
correspondances  standard selon I'école frangaise. 11 est également
conversationuel et lit les données dans un fichier du type standardisé,

Tous ces programmes peuvent étre exécutés intersctivement ou en mode
batch.

5.3.2 Les packages commerciaux

L'éventail des progiclels atatistiques internes est complété par toute une
palette de logiclels achetés.
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Nous commengons par celui qui nous parait le plus performant, @ g'agit de la
librairie de routines IMSL. Ce concept de librairie de méthodes est trés flexible, Li
s'adapte & toutes les situations ou presque. La documentation trés compléte
permet une mise en ceuvre rapide ( les méthodes utilisées nous ont demandé au
plus une demi-journée de programmation !ll] et la compréhension aisée de la
démarche proposée par la méthode. Cependant, cette librairle n'est pas
accessible pour tont le monde. Son utllisaHon demande de bonnes con-
naissances du langage de programmation FORTRAN. Elle ne contient que des
méthodes classiques (hiérarchiques, K-mesn). Une epplication réalisée avec cette
librairle a la structure suivante :

Saisie des données (ou lecture du fichier des données)
Appel 4 la routine de calcul de la distance

Appel 4 la routine de calcul de la roéthode

Appel 4 la routine d'interprétation des résultats

Appel & la routine d'impression des résuitats ou impression self-made des
résultats

Malgré les avantages €énormes apportés par cette solution modulaire, li existe
un inconvénient majeur : celul de la maintenance des applieations réalisées. Ce
produit est comme tous les autres logiciels sujet de temps en temps & des
révislons. La derniére nous a valu la mauvaise surprise de voir tous les noms
des routines changer 11!

Le progiciel interactif P-STAT-78 offre lui la possibilité de réaliser une analyse
[actorielle en composantes principales ou ilérative, mais ne propose aucune
procédure de classification automatique. Clest avant tout un puissant
inatrument de maintenance et de manipulation de fichiem de dennées. II permet
de lire des données & partir de nombreux types de fichiers créfs par d'autres
logiciels statistiques ou par programmes utilisateur. Les diverses étapes de la
procédure de calcul se décrivent par des commandes mnémonigues, qui peuvent
étre enregistrées dans un fichier. L'exécution peut ae faire interactivement ou en
made batch.

Nous avons examiné le progicicl SPSS/PC+, qui offre la classification
automatique et l'analyse I[actorielle. 01 inclut les méthodes suivantes de
classification hiérarchique : la méthode du chainage complet, la méthode du
chafnage aimple, la méthode de Ward, la méthode de la moyenne des distances
dans les groupes, la méthode de la moyenne des distances entre les groupes, la
méthode des centroides, la méthode des médianes, la méthode de partition
rapide, Le logicie est totalement interactif.

5.4 Autres logiciels

Au cours de cette recherche, nous avons pu consuiter les documentations de
nombreux autres logiciels, sans pouvoir malheureusement tous les tester. Nous
avons vérifié notre affirmation dn chapitre 1 : aucun des logiciels examinés
noffralt de méthodes de classification basées asur la programmation
mathématique. L'ensemble examiné regroupe des produita disponiblea pour
systémes centraux, pour atatons de travail et pour micro-ordinateura.
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L'ensemble représente une dizaine de logiclels,

Tous ces produits se veulent résolument interactifs. IIs sont mis en oeuvre
par des commandes avec une syntaxe 4 respecter. Ces commandes doivent étre
interprétées avant I'exécution effective de 1'algorithme. 11 y a 1A une certaine perte
de temps df au controle de ayntaxe. Ces produits sont faclles a utiliser, ear
leurs documentations aont trés complétes et souvent bien illustrées par des
exemples éducetifs.

5.5 Domaine d'application comparé

Nous vouions faire ici le paralitle entre tous les produits examinés ci-dessus,
Nous sommes toutefols consclenta gue notre produit nv'est pour linstant qu'un

prototype.

Notre trevail doit porter sur Je stockage des données, afin d'augmenter la
cepacité de traitement. 11 nous faut ajouter certaines fonctions qui manguent
encore, telles que atandardisation des dounées, lecture d'une matrice de
dissimilarités au leu d'une matrice de données brutes, caleul d'informations
concernant Jes données brutes, puis les données classées.

Le principal avantage de progiciels tels que PSTAT-78 ou SPSS/PC+ est quils
permettent une fois la classificstion effectuée de continuer le travail sans relire
les données.

Cet avantage est obtenu aux dépends de la convivialité. A J'usage, la saisie
des lignes de commandes a'avére fastidicuse et peu pratique. Il est difficile de
connaftre la ayntaxe compléte des commandes. Il est nécessaire de travailler en
permanence avec un aide-mémeire 4 portée de main.

Le meilleur interface n'est pas réalis¢ actuellernent dans ce domaine, Aucun
des produits utlisés ou examinés pour cette étude n'offre de solution de saisie
en "mode page®. Une telle réalisation a'¢loigne trés rapidement des concepts qui
prévalent lors de la réalisation d'uue application scientifique : la portabilité, la
facilitt de maintenance. En ce sens, le programme PAM est une réussite, car
nous avons pu l'utiliser tel quel sur PC, de méme que aur les VAX. 1l nous a
suffit de le compiler ¢t de le Her A l'environnement 11! Ce qui est aussi le cas de
notre réalisation finale.

En principe, notre produit peut s'utiliser avec n'importe quelles données, tout
comme les logiclels examinés ci-dessus. Les problémes liés 4 la nature des
données et & leur échelle {chapitre 2) sont toutefols & prendre en compte, comme
nous le moutrerons dans le chapitre 7,
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Chapitre 6

Comparaison alixalsgit_ﬁ%ge gﬁs méthodes de

Nous montrerons ici que les deux courants principaux dans la "philosophie”
des méthodes d'analyse des données, soit la classificstion automatique et
Tanalyse [actorielle ne sont pas A utiliser I'une pour 'autre. En effet, si 'analyse
Iactorielle peut montrer que les données ont une atructure de groupe par leur
position dans le plan, elle ne procéde nullement & une classificstion.

6.1 L'analyse des correspondances

I s'agit en réalité d'une vadante de la seconde méthode que noun
présenterons : l'analyse factorielle, Aussi nous contenterons-nous d'un exposé
sbrégé dans notre seconde partie.

La principale caractéristique de cette technique statistique est qu'elle utilise
la distance du chi-carré pour mesurer 1s proximité de deux entités. Cette
particularité en restreint le champ d'applicstion. Les conditions suivantes
doivent étre respectées :

xi = ‘E xlj (6.1)
et
Xj = iz xlj (6.2)

Elle analyse les profils des lignes et des colonnes de la matrice des données.
La proximité des entités est déterminée en appliquant la distance du chi-carré
sux profils, notés P dans les formules suivantes. Finalement cette méme
distance est utilisée sur les profils des observations.

Nous disposons 4 ce moment de I'analyse de la proximité entre les entités
d'une part, et de celle entre les observations d'autre part.

Les &tapes de cette méthode peuvent étre résumeées de la fagon suivante :

- La matrice des données brutes doit vérifier toutes les conditions
nécessaires 4 l'utilisation de la méthode.

- A partir de la matrice des données, calculer 1s mstrice Y dont les &léments
sont données par
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NP> BN

- Calculer C= leij/(pilpjl’l‘-pjll*[p,-j'/(pi{pﬂ*-pj'ﬁl
- Chercher les valeuts et les vecteurs propres de C

- Classer les valeurs propres par ordre décroissant et "renuméroter” les
vecteurs propres.

- Sé&lectionner les cing premiéres valeurs et premiers vecteurs propres.
- Projeter les entités sur les axes fectoriels,
- Prujeter les observations aur les axes factoriels.

< Calculer les contributions des facteurs aux entités et aux chservations,

6.2 L'analyse factorielle en composantes principales

L'analyse factorielle en composantes principales est fondée sur le traitement
des donnéges brutes. Cette méthode représente les positions des données par
rspport 4 des axes : les axes [ectoriels. Les entités semblables se trouvent dans
le méme sous-espace. Les axes factoriels sont déterminés 4 partir des données
centrées et réduites, La distance utilisée est euclidienne.

Les &tapes de cette méthode sont :

- Apris saisie des données brutes, il convient d'opérer la transformation
nécessalre, voir au chapitre 2, soit conserver les données inchangées, soit
les centrer, ou les centrer et les réduire.

- Calculer la matrice € = (1/n)X'X

- Chercher les valeurs et les vecteurs propres de C

- Classer les valeurs propres par ordre décroissant et "renuméroter” les
vecteurs propres.

- Sélectionner les cing premiéres valeurs et premiers vecteurs propres.
- Prgjeter les entités sur les axes factoriels.
- Projeter les observations sur les axes factoriels,

- Calculer les contributions des facteurs aux entités et aux observations.

6.3 La classification automatique

Nous allons présenter par une série de tableaux récapitulatifs les divers
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&léments de comparaison retenus. Nous espérons obtenir des critdres de choix,
qui permettront de décider dans quels cas utiliser plutdt I'analyse factorielle ou
au contraire la classificstion automatique,

Classification automatique mnalyse factorielle

Trouver une typologie

Ajustement 3 un modéle Ajustement d un modéle

Prédiction Prédiction

Tests 4'hypothéses

Exploration des données Exploration des données

Génération d'hypothéses

Réduction des données Réduction des données

Classer les données

Tableau 6.1 : Buts des méthodes

Nouts pouvons voir sur ce tablesu une premifre divergence entre les deux
méthodes. La classificstion automatique, par le regroupement des données dans
des groupes, permet d'atteindre 'un des buts relevés. En revanche, l'analyse
factorielle doit permetire d'obtenir la classification des données. Pour I'une des
&coles, la classificstion est le moyen, alors que pour l'autre, elle est I'un des
objectifs. Mais ti s'agit plutot d'un objectif secondaire, puisque ¢'est grice 4 la
représentation des positions des données dans les plans factorlels, que nous
verrons 51l peut y avoir des groupes & rechercher. L'analyse factorielle peut
s'employer comme complément 4 la classificstion automatique [ou Vinverse],
avec pour but de donner une indication sur le nombre de groupes & rechercher
lors de la classification des données. Nous avons relevé que le principal
probléme des méthodes de classificston réside dans la détermination de ce
dernier. Aucune solution n'est proposée pour résoudre valablement ce probl2me.
Recourir A I'analyse factorielle n'est sans doute pas la moins bornne,

Dans le tablesu suivant, nous chercherons 4 montrer quels sont les outils
mathématiques et statistiques, qui servent de base pour ces méthodes, Nous
moentrerons auss! certaing €léments concernant les données A fournir pour
débuter une analyse. Nous pensons mettre en lumilre les limites [ou
restrictions) 4 I'utilisetion d'une ou l'auire des techniques statisiques
présentées.



Chepitre B

Critéres Mé&thodes Méthodes | Méthodes | Analyse
hiérar. partition | de R.O. factorie
Type des quantit. {guantit. gquantit. quantit.
dennées (1}
Transformat. jaucune aucune aucune oui
des données (2) (2) (2)
Traitement possible [possible possible possible
d'autres types| (3) (3) {3) (3)
Nombre de peut &tre|dcit &tre |doit &tre |est
groupes trouvé (4 |donné donné trouvé
Données de matrice matrice matrice variante
base de cal. |distances|distances |distances |/covar
Représentation|possible |possible possible possible
graphique rés final|partie rés.fin-
Diverses dis- |oui aui oui non
tances math.
Analyse du visuelle |données données visuelle
résultat "donnée"
Optimisation partiel locale globale auvcune
locale (5}
Tableau 6.2 : Caractéristiques mathématiques des

méthodes de classification

(1) Sauf analyse factorielle des correspondances qui restreint 4 des données

positives
(2} Opérées  par

la  méthode

uniquement,

mais

les

données

doivent éventuellement &tre centrées, ou centrées et réduites 4 cause du
probléme d'échelles de mesure,

(31Au  chapltre

2, nous

avons briévement

présenté ce proble-

me de transformation des dennées qualitatives en données quantitati-
ves par exemple. I en résulte en général une perte d'information.

[4) Certaines réalisations de ces méthodes nécessitent que le nombre de
groupes soit également donné au départ par I'utilisateur,

(5) Ces méthodes optimisent toutefois un critdre au sens de la régression des

données.

Dans le tablesu 3, nous analysons le comportement des méthodes
envisagées, en foncton des buts A atteindre, of tablesu 6.1,




Comparcisan anatytique

Critéres Méthodes |Méthodes |Méthodes |Analyse
hiérar. partition | de R.O. factorielle

Prédiction |possible [peossible |non possible

(H

Trouver une|oui oui, plus |oui oui

typologie leaders .

Ajustement |oui oui oui oui

3 un modéle

Hypothéses [cui ocui cui oui

(tests) . (2)

Exploration|oui cui oui oui

des données

R&duction |oui oui oui oui

des données

Classer les|technigue |technique |technigque |objectif 2

données utilisée |utilisée utilisée |atteindre

Géndération |oui oui cui oui

hypothéses

Tableau 6.3 : Les méthodes face aux buts 3
atteindre

(1} Pour obtenir la classification d'une entité supplémentaire, c'est-2-dire sa
prédicton, il est nécessaire de procéder 4 nouvesu a toute la proctdure en
raison de 'optimisation d'une fonction-ohjectif globale,

(2) Les tests d'hypoth2ses sont possibles dans la mesure on ils portent sur le
nombre de groupes, ou s'il s'aglt de tester I'aspect de la classificstion en
fonetlon d'une valeur prise par 'une des observations, Mais dans les deux
cas, la procédure compléte de classificstion devra étre exécutée, pour tout
nouvesu test.

Dans notre quatriéme tsblesu nous mettons en évidence les caractéristiques
informatiques, et les constatations "techniques™ que nous avons pu relever lars
de nos séries de tests. La rapidité, avec laquelle un programme de classification
fou d'analyse factorielle) va permettre de trouver la selution du probléme posé,
dépend de nombreux facteurs. Nous définissons certains de ces critéres :

- Complexité algorithmique : la fonction de comglexité d'un algorithme est le
nombre d'opérations de base nécessaires pour résoudre le probldme
posé. Toutes ces opérations de base sont pondérées par un facteur 1, ¢'est-
8-dire sans tenir compte de leur temps d'exécution relatif par le
processeur. Cette fonction est souvent déterminée en rapport avec la
longueur en bits des données en entrée décrivant le probléme,

- Complexité mémoire : Elie dépend de l'espace mémoire requis pour

résoudre un probléme. Elle se compose de toute la taille occupée par les
données, ausst bien en mémoire vive gu'en mémoire auxiliaire ou
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périphérique. En général, cette complexité peut jouer un rile déterminant
sur la performance d'un  programme, plus  particulitre-
ment dans vwn environnement multi-utilisateurs.

Performance ; C'est une mesure de la vitesse d'exécution d'un programme,
Pour l'évaluer, il convient de tenir compte des facteurs auivants :

Complexité algorithmique : plus elle est grande, moins rspide sera le
programme;

Complexité mémaoire : elle a les mémes effets sur la performance;

Le genre des opérations de base; comme noua !e montrerons ci-dessous,
elles ne demandent pas leméme tempa d'exfcution de la part du
processeur. Il convient donc de les pondérer par un facteur relatif de
rapidité.

La structuration des données; l'accds a des données atomiques est trés
rapide, par contre des données trés structurées, tableaux multidimen-
sionnels, structures complexes de type enregistrement ralentissent
l'exécution.

Fantes de page : Dans un systéme d'exploitation en mémoire virtvelle, un
programme et sa zone de données sont découpés en pages d'une taille
maximale prédéfinie. Seule la page active est chargée en mémoire centrale,
les autres sont en mémoire auxiliaire (ou tampon} , on encore sur disque
(mémoire périphtrique de masse]. Une faute de page se produit an moment
ot le systéme d'exploitation deit aller chercher des pages sur disque pour
les emener en mémoire centrale. Un gros programme, code trés long ou
zone de données trés importante, est en général pénalisé dans sa
performance 4 csuse des fautes de page.

Besoin de stockage des données en mémoire périphérique, dans certains
cus, i est indispensable d'utiliser des fichlers sur disque afin de créer un
programme qui ait des cspacités de traitement suffisantes quant an
nombre de données. Le programme est ensuite &erit de fagon 4 paginer luj-
méme les données.
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Opérations Pondératian
Initialisation, addition, soustraction
et comparaison de données simples 1
Multiplication et divisian de données
simples 10
Initialisation, addition, soustraction
et comparaison de structures de données 10
Multiplication et division de structures
de données 100
Appel de fonctions “systémes™ simples
100
Opérations avec des structures de
dannées & plusieurs niveaux 1000
Appel de fonctions "systémes' complexes
1000
Initialisation d'un fichier sans clé
1000
Addition & un fichier, modification et
annulation en mémoire dynamigque 1000
Initialisation d'un fichier avec une
clé 10000
lecture consécutive
100000
lecture sélective
1000000

Tableau 6.4 : Pondératicn des opérations de base

sur un ordinateur
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Chopitre 6

Critéres Méthodes |Méthodes |Méthodes |Analyse
hiérarch |partition|de R.O. factorielle
Complexité trés
algorithmigue|modérée |modérée |&levée modérée
Complexité : trés
mémoire modérée [modérée |&levée modérée
Nombre de
fautes page |modéré modéré élevé modéré
Stockage des [mémoire mémoire mémoires |mémoire
données dynamique |dynamigue [ péri/dyn |dynamigque
Nombre accés |[faible & [faible & |élevé faible &
disque modéré modéré + &levé |modéré
Type d'opéra-|assez assez simple assez
tions complexe |complexe complexe
Performance
élevée &levée faible 8levée

Tableau 6.5 : Caractéristiques informatiques des
méthodes de classification
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Chapitre 7

Comparaison des méthodes par la simulation

Les études de comportement de ces méthodes sont & notre connaissance peu
nombreuses. Nous présenterons les plus {ntfressantes afin de disposer d'un
élément de comparaison, Notre étude porte sur trois points : la convergence des
méthodes, l'application & des jeux de données publiés par divers chercheurs, la
mise en évidence d'erreurs types.

7.1 Evaluation par I'analyse de la variance du choix
d'une norme, d'une méthode

Par cette analyse, nous cherchons A déterminer la convergence des méthodes.
Selon Bellman (1965], le probléme est l'exactitude de la solution. I se pose avant
tout lors de la représentation d'une é&guation fonctionnelle dune variable
continue par un ensemble discret. Ssuf dans quelques css spéeiaux, ol le
probléme est posé dans ces termes (ensemble de valeurs discrites], il ne peut
aagir que d'une approxmation. Nous devons nous poser la question de la
vraisemblance de la solution obtenue par la résolution du probléme approché at
celle du probléme original. Bellman (1965) s'étalt attaché 4 examiner ce rapport
entre un probléme original résolu par les techniques d'équations différentielles et
une approximation résolue par ies techniques de la programmation dynamique.
Aucun de ses exemples ne convient 3 notre dotmaine.

Le probléme de classification est représenté par un ensemble diseret de
valeurs. Nous estimons intéressant de déterminer la capacité des méthodes de
représenter une réalité fictive continue dens une premiére phase de simulation.
Dans une seconde phase, nous générons des valeurn discrétes qui représentent
les valeurn morales d'une analyse statlstique en sclences sociales,

Nous allons examiner le comportement des méthodes sélectionnées dans un
cadre bien précis. I a'agit de jeux de données types, générés par simulation de
telle sorie que la classification optimale nous soit connue. Ces expériences sont
répttées plusieura milliers de fols, et nous déterminons le pourcentage de
réussite des méthodes. Les jeux de données s'appliquent avant tout aux cas
dans lesquels nons disposons de l'ensemble de la population, et non dun
échantillon.

Pour chacune de ces phases, les expériences ont été effectuées en utilisant 1a
norme Ly et la norme L.

Pour notre premiére phase de simulation, nous avens généré des dérivés de

lois normales par la méthode de Box et Muller- Une paire de variables normales
de méme loi est donnée par :
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Xy = p+(-2logoly) o2cosau, (7.1)
et
Xy = p+(-2loggly) 62sinxuy (7.2)

ol U] et Uy sont deux variables indépendantes de loi uniforme (0,1).

Notre modéle de simulaton comporte trois lols de moyenne variable, fixant
une distance de base, et d'écart-type &gal & un. Pour chacune de ces trola lola,
noua générons trola entités, en variant le nombre d'observations par entité, entre
un minimum de clng et nn maximum de vingt, Une expérience porte sur 100
échantillons, Nous disposons de résultats obtenus sur 10'000 échantillons
analysés par la norme Ly et de 2'000 traités par la norme L. Nous avons aussi
déterminé le temps de calcul moyen pour chacune des expériences, Ce tempa ne
doane qu'nne indication, car les simulations ont eu Heu sur des machines de
puissance différente.

Notre madéle dolt permettre de donner des mesures de :

- la convergence des méthodes;

- la qualité de traitement sur des données centrées et réduites, [voir
discussion en 2.1.4), c'est-#-dire avoir une estimation de la sensibilité des
méthodes 2 la perte d'information qui suit la standardisation;

- la sensibilité 4 une variation de la distance entre les traitements analysés;

- la capacité des normes mathématiques de représenter correcterment la
distance entre les entités;

Les résultats du tsbleau ci-dessous sont les moyennes obtennes. Avant d'en

tirer des conclusions, nons présentons sur nn deuxiéme lablean les extrémes
obtenus lors de cette premidre phase.
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Comparaison pxar 1o simulation

M&thodes Lo L4 Cpu moyen
en minutes

Single linkage 51 52 1

Complete linkage 56 35 1

Average between 58 59 1

cluster sum of ..

Average within 55 54 1

cluster sum of ..

Mé&thode de Ward 61 62 1

K-mean 58 54 1

K-median 64 65 1

PAM 62 63 1

Branch and Bound 54 58 11

version 1

Branch and Bound 62 64 13

version 2

Progra. entiére 30 29 9

réd. par Lagrange

Setpartionning 98 98 33

méthode médiane

Setpartionning 98 98 35

WCS3

Progr. dynamigue 99 99 45

Progr. linéaire 99 99 75

Tableau 7.1 : Résultats pour la méthode "normale",
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M&thodes Ly Ly
Single linkage 0 0
100 100
Complete linkage 0 3
100 100
Average between 0 4
cluster sum of .. 100 100
Average within 0 4
cluster sum of ., 100 100
Méthode de Ward 0 7
100 100
K-mean 0 6
100 100
K-median 1 10
100 100
PAM 0 4
100 100
Branch and Bound 0 S
version 1 100 100
Branch and Bound 0 9
version 2 100 100
Progra. entlére 0 2
réd. par Lagrange 90 63
Setpartionning 87 84
méthode mé&diane 100 100
Setpartionning 91 84
WCSS 100 100
Progr. dynamique 92 BB
100 100
Progr. linéaire 92 88
100 100

Tableau 7.2 : Extrémes pour le modéle normal

Un lecteur averti sera aurprs de ne pas trouver de résultats pour les
méthodes d'rnalyse factorielle. Malheureusement, sur la base des outputs
obtenus, nous n'avons jamais été en mesure de retrouver la classification des
entités. Nous avons parfois pu émettre des suppositions. Par contire, les
informations fournies sont trés completes, et permettent en tout cas de
déterminer le nombre de groupes, qu'it faut rechercher.
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Quatre méthodes de programmation mathématique, se détachent : les
méthodes de programmation entiére, la programmation dynamique et Ia
programmation linéaire. Leur plus grande efficacité mathématique est obtenue
au prix d'un temps de calcul trés &levé,

Sl nous nous attendions 4 ce que 1z méthode de programmation entiére
rédulte par les multiplicateurs de Lagrange ne donne pas de bous résultats,
nous sommes aurpris, en revanche, par ceux de la méthode de Branch and
Bound. Sl pour la méthode de Lagrange, noua avons pu vérifier empiriquement,
la raison pour laquelle elie ne convergeait pas, Nous ne pouvons que constater le
fait pour la méthode de Branch and Bound. Pour tous les exemples, ol une telle
approche &tait proposée, sa convergence était démontrée. Pour 18 méthode de
Lagrange, nous avons pun observer, grdce 4 un outil de mise au point de
programmes (Debugger], que le point faible se situait au slade 2.a de
l'algorithme, le calcul des nouveaux multiplicsteurs. L'accroissement donné par
TP*VKn-1(1,...,n) tend trés rapidement vers zéro. Les multiplicsteurs ne
changent plus, et restent sur le méme point de la fonction sous-gradiente.

Les résultats des méthodes classiques ne sont pas une surprise, dans la
mesure ou elles ne visent pas 4 optimiser un critére global. Nous avons
également la confirmation que la moins bonne de ces méthodes est celle du
"single linkage". Le choix de la norme mathématique ne semble pas jouer un réle
déterminant sur les résultats.

Les deux tableaux suivants présentent les résultats obtenus pour les
échantllons de type "valeur morale” générés par une méthode de Monte-Carlo.
Ces échantillons sont construits de manidre similaire 4 ceux de la premiére
phase.
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Méthodes Ly L4 Cpu moyen
en minutes

Single linkage 69 68 1

Complete linkage 71 72 1

Average between 73 74 1

cluster sum of ..

Average within 72 72 1

cluster sum of ..

Méthode de Ward 77 78 1

K-mean 15 74 1

K-median 80 81 1

PAM 79 81 1

Branch and Bound 78 77 i1

version 1

Branch and Bound a2 a2 13

version 2

Progra. entiére 65 65 9

réd. par Lagrange

Setpartionning 99 99 33

méthode médiane

Setparticnning 99 99 35

WCSS

Progr. dynamique 99 99 45

Progr. linéaire 99 99 75

Tableau 7.3 : Résultats pour la méthode
de Monte-Carlo.
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Méthodes LZ L1
Single linkage 31 33
100 100
Complete linkage 35 33
100 100
Average between 40 42
cluster sum of .. 100 100
Average within 49 46
cluster sum of .. 100 100
Méthode de Ward 50 47
100 100
K-mean 46 43
100 100
K-median 51 53
100 100
PAM 49 52
100 100
Branch and Bound 50 49
version 1 100 100
Branch and Bound 53 52
version 2 100 100
Progra. entiére 21 22
réd. par Lagrange | 90 63
Setpartionning 94 91
méthode médiane 100 100
Setpartionning 93 92
WCss 100 100
Progr. dynamique 95 94
100 100
Progr. linéaire 96 95
100 100

Tableau 7.4 : Extrémes pour le modéle
de Monte-Carlo

A nouvesu, les quatre meilleures méthodes sont Ia programmation entidre,
dynamique et linéaire, su prix toujours d'un temps de calcul trés élevd, Par
contre, les résultats des méthodes classiques et de "Branch and Bound® sont
meilleurs. La méthode de Legrange ne donne pas satisfaction. Dans ce cas
également, la méthode du "single linkage” s'avére la moins bonne des méthodes
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classiques. Le choix de la norme n'a pas d'influence sur les résultata.

Finalement dans une trolsi®me phase, nous avona généré des échantillons
des deux modéles présentés ci-dessus, mais en contaminant aystématiquement
une des obscrvations. Notre but était de voir la réaction des méthodes 4 cette
"contaminstion”. Nous penslons que toutes ne réagiraient pas de la méme fagon.
Le résullat obtenu contredit en parte cette aupposition. Presque toutes les
méthodes ont détecté et traité la contamination de manidre ldentique : le
traitement contaminé, est Isclé dans un des groupes, Nous avons obtenu en
général la classification suilvante :

Groupe 1 : entités 1,2,3,4,5,6
Groupe 2 : entités 7,8
Groupe 3 : entité 9 [celle contaminée)
Le modele généré devait donner comme classificstion, sans contaminaton :
Groupe 1 :entités 1,2,3
Groupe 2 : entités 4,5.8
Groupe 3 : entité 7,8,9

Nous avons observé certaines différences dans la fagon de classer les
traitements non contaminés, dans les deux groupes restants. Sl les méthodes de
programmation entiére et dynamique donnent un résultat constant, que nous
discuterons plus bas, les autres ont des réactions plus diversifites. Par exemple,
la méthode hiérarchique du "single linkage” donne au moins trois variantes de
solutions, Dans 1'une, nous obtenons la classificstion aulvante :

Groupe 1 : entltés 1,2,3
Groupe 2 : entités 4,5,6,7,8
Groupe 3: entité 9

La deuxidme variante nous donne :

Groupe 1 : entités 1,2,3,4,5
Groupe 2 : entités 6,78
Groupe 3 : entté 9

Et la troisiéme :
Groupe 1 : entités |
Groupe 2 : endtés 2,3,4,5,6 7.8
Groupe 3 : entité 9

Il ne a'agit que des varlanies pour lesquelles nous avons obtenu une
fréquence moyenne d'au moins 10 %.
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Les autres méthodes classiques fournissent des résultats absolument
comparatles, sauf la méthode de K-median, gui trouve dans 40 % des cas en
moyenne, la aolution originale, c'est-i-dire qu'elle ne reconnait pas la
contamination. Nous avons constaté qu'elle n'avait jamais isolé le traitement
contaming et qu'elle restituait fid2lement le troisiéme groupe, avec les entités 7,8
et 9. L'effet de la contamination est que les groupes 1 et 2 contiennent des
solutions fort diverses.

Les deux méthodes de "Branch and Bound” se comportent exactement comme
les méthodes classiques. La méthode de Lagrange donne des résultsts
compl&tement aberrants.

Demnier aspect intéressant, les deux méthodes de programmation entifre
semtilent insensibtles 4 la contamination. Elles trouvent dans 80 9% des cas, que
le traitement contaminé devait faire partie du méme groupe que les entités 7 et
8, scit la solution du prebléme original. Par contre, la méthode de
programmation dynamique repére la contamination et fournit Ia solution, que
nous avons présentée comme cas général.

Nous avons proctdé & ces expériences en utilisant les normes Ly et Lo. Nous
navons & nouveau constaté aucune différence significative entre les résultats.

Pour conclure nous présentons brifvement quelques btravaux semblatles,
Toutefois aucune de ces €Etudes ne s'est attachée aux méthodes de
programmation mathématique.

Dans Everitt (1974) nous trouvons une étude comparable 4 la notre. Diverses
méthodes de classification furent soumises 4 un test basé sur la génération
ajéatoire d'observations normales pour former des jeux de données 3 deux
dimensions. 11 était possitile d'examiner visuellement comment se présentaient
les données. Dans une premiére phase, Everitt a examiné le comportement des
méthodes en présence d'un seul groupe. Dans une deuxidme, ses jeux de
données devaient en former deux. Dans ce cas, ils furent générés avec 25 entités
et suffisamment distincts. Les distances furent calculées par la norme Lo
Everitt a soumis trois méthodes hiérarchiques, single linkage , centroides et
Ward 4 ces tests. Les résultata sont pour Everitt peu satisiaizants. Les méthodes
ne retrouvdrent jamais les groupes originaux. Pour les tests avec deux groupes,
elles donnérent les résultats sulvants :

Méthode Groupe 1 Groupe 2
Single linkage 23 24
Centroides 17 30
Ward 13 37

Selon Everitt, l'interprétation d'un dendogramme s'avére un exercice des plus
difficiles et risque de condulre A des conclusions erronées. U a constaté que ces
méthodes hiérarchiques donnajent de bons résultats sur des groupes aphériques
bien distincts les uns des autres. Lors des tests avee le premier type de données,
ces méthodes tendralent & montrer qu'll existe deux groupes principaux et
quelques données isolées.

Dans leur étude sur les critéres d'arréts des méthodes hifrarchiques, Cooper
et Milligan (1985) ont remarqués que les méthodes retrouvaient les groupes
attendua dans 50 a 70 % des cas. Pour cette &tude, les jeux de données
compertaient de 2 4 5 groupes.
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7.2 Résultats obtenus sur des problémes connus

Toutes les données reprises lef ont servi pour présenter la plupart des
algorithmes classiques. Nous avons limité notre choix 4 des Jeux de données
restreinta aux limites de nos programrnes.

Notre premier jeu provient de Hartigan (1975, p. 28). Il a'agit de données sur
la criminalité dans diverses villes des Etats-Unla en 1970, tirées de "United
States Statistical Abstract 1970". Nous n'avons repris que celles concernant les
hult premiédres villes et avons cherché 4 obtenir deux groupes.

City Murd. {Rape |Rabb. |Assau|Burgl|Larce|Auto
Atlanta 16.5 |24.8 |106 147 1112 S0s 494
Boston .2 |13.3 122 0 982 669 954
Chicaga 11.6 |24.7 |340 242 808 609 645
Dallas 18.1 |34.2 (184 293 1668 901 602
Denver 6.9 [41.5 |173 19 1534 |1368 780
Detroit 13.0 335.7 1477 220 1566 (1183 788
Hartford 2.5 8.8 68 103 1017 724 468
Honolulu 3.6 [12.7 42 28 1457 {1102 637

Tableau 7.5 : Crimes dans hult villes des
Etats-Unis en 1970

Void les résultats que nous avons obtenus :
Méthode de Single Linkage
Groupe 1 : Atlanta, Chicago, Dallas, Denver, Detroit,
Hartford, Honolulu
Groupe 2 : Boston
Méthode de Complete Linkage
Groupe 1 : Atlanta, Boston, Chicago, Hartford

Groupe 2 : Dallas, Denver, Detroit, Honclulu
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Méthode de Avernge Between

Groupe 1 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu

Groupe 2 : Atlanta, Boston, Chicago, Hartford
Méthode de Average Within

Groupe 1 : Aflanta, Beston, Chicago, Hartford

Groupe 2 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu
Méthode de Ward

Groupe 1 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu

Groupe 2 : Atlanta, Boston, Chicago, Hartford
Méthode de K-mean

Groupe 1 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu

Groupe 2 : Atlanta, Beston, Chicago, Hartford
Méthode de K-median |

Groupe 1 : Atlanta, Boston, Chicago, Hartford

Groupe 2 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu
Méthode de PAM

Groupe 1 : Atlanta, Boston, Chicago, Hartford

Groupe 2 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu i
Méthode de Branch and Bound lversion:‘l 1]

Groupe 1 : Atlanta, Boston, Chicage, Hartford

Groupe 2 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu
Méthode de Branch and Bound (version 2)

Groupe 1 : Atlanta, Boston, Chicago, Hartford |

Groupe 2 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu

Méthode de Lagrange

Groupe 1 : Atlanta, Chicago, Dallas, Denver, Honolulu

Groupe 2 : Boston, Detroit, Hartford
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Méthode de Setmed
Groupe 1 : Atlanta, Boston, Chicsgo, Hartford
Groupe 2 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu
Méthode de Setear
Groupe 1 : Atlanta, Boston, Chicsgo, Hartford
Groupe 2 : Dallas, Denver, Detroft, Honolulu
Méthode de programmation dynamique
Groupe 1 : Atlanta, Boston, Chicsgo, Hartford
Groupe 2 : Dallas, Denver, Detrolt, Honolulu
Méthode de progremmation linéaire
Groupe 1 : Atlanta, Boston, Chicago, Hartford
Groupe 2 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu
La mgjorité de nos méthodes trouvent une classificstion identique. Seules
"single linkage” et "Lagrange” fournissent un résultat difftrent, qui est
assurément faux. Nous voyons gque méme avec un exemple simple, une
"mauvaise” méthode ne permet pas de déterminer la solution optimale. Nous ne
pouvons pas simplement eomparer nos résultats avec ceux de Hartigan, car {1 a
cherché 4 obtenir, trois groupes, pour les difftrentes cstégories de crimes. De

plus, il a utilisé ta technique des profils, que nous n'avons pas abordée ici. Nous
présentans ses résultats, afin de disposer d'un éément de discussion.
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Tablean 7.6 : Profils des villes pour les crimes
d'aprés Hartigan

Un "+" dénote une appartenance au groupe de degré élevé pour la catégorie de
crime envisagée, un "=" un degré moyen, et un "-" un degré faible. Sur (e base
des profils, les villes de Atlanta et de Boston doivent étre classées snsembles. Le
regroupement de Dallas, Denver et Detrolt est certainement carrect. Les cas de
Honolulu et de Chicago sont plus douteux, I faut probablement chercher une
classificstion 4 trois groupes. Les profils montrent que Chicsgo se trouve dans le
groupe des villes & plus forte criminalité et Honoluln dans celui des villes A faible
taux. Si nous examinons les valeurs disponibles pour chacune des catégories de
crimes, nous pouvons remarquer que pour les catégories "Burglary” et "Larceny”,

80



Comparoison par fa simulation

les taux pour Hotolulu sont plus élevés que pour Chicago. L'effet est que la
distance mathématique entre Honolulu et une ville 4 fajble taux, telle que
Hartford sera grande, alors qu'elle est petite avec une ville avec fort taux. En
conséquence, mathématiquement, Honolulu est une vile & forte criminalité,
Nous pouvons penser que la classificstion trouvée par presque toutes les
méthodes est correcte.

Sur la base de ces mémes données, noua avons cherché dans une deuxiéme
analyse 4 obtenir trois groupes. En voici les résultata :

Méthode de Single Linkage
Groupe 1 : Honolulu, Detroit, Denver, Dallas
Groupe 2 : Atlanta, Chicago, Hartford
Groupe 3 : Boston
Méthode de Complete Linkage
Groupe 1 : Atlants, Boston, Chicago, Hartford
Groupe 2 : Denwver, Detroit, Honolulu
Groupe 3 : Dallas
Méthode de Average Between
Groupe 1 : Atlanta, Hartford
Groupe 2 : Boston, Chicago
Groupe 3 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu
Méthode de Average Within
Groupe 1 : Denver, Detroit, Honalulu
Groupe 2 : Dallas
Groupe 3 : Atlanta, Boston, Chicago, Hartford
Méthode de Ward
Groupe 1 : Atlanta, Hartford
Groupe 2 : Boston, Chicsgo
Groupe 3 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu
Méthode de K-mean
Groupe 1 : Atlanta, Boston, Hartford
Groupe 2 : Chicsgo

Groupe 3 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu
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Méthode de K-median

Groupe 1 : Atlanta, Dallas, Hartford

Groupe 2 ;: Denver, Detroit, Honoluln

Groupe 3 : Boston, Chicago

- Méthode de Pam

Groupe 1 : Atlanta, Boston, Hartford

Gronpe 2 : Chicago

Groupe 3 ; Dallas, Denver, Detroit, Honoluln
Métheode de Branch and Bound [version 1)

Groupe 1 : Atlanta, Boston, Hartford

Groupe 2 : Chicago

Groupe 3 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu
Méthede de Branch and Bound [version 2)

Groupe 1 : Atlanta, Boston, Hartford

Groupe 2 : Chicago

Groupe 3 ! Dallas, Denver, Detroit, Honoluln
Méthode de Lagrange

Groupe 1 : Atlanta, Honelulu

Groupe 2 : Dallas, Denver, Detroit,

Groupe 3 : Boston, Chicago, Hartford
Méthode de Setmed

Groupe 1 : Boston, Chicage

Groupe 2 : Atlanta, Hartford

Groupe 3 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu
Méthode de Setcar

Groupe 1 : Boston, Chicago

Groupe 2 : Atlanta, Hartford

Groupe 3 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu
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Méthode de programmation dy-namlqt}:e
Groupe 1 : Boston, Chicago
Groupe 2 : Dallas, Denver, Detroit, Honolulu
Groupe 3 : Atlanta, Hartford

Méthode de programmation linéaire

3

Groupe 1 : Boston, Chicsgo |
Groupe 2 : Dallas, Denver, Detroit, Honoluiu
Groupe 3 : Atlanta, Hartford

Sur la base des profils, il parait difficile d'admettre que Bonolulu se trouve
dans le méme groupe que Dallas. C'est une des solutions que noua obtenons par
prés de la moitié des méthodes. Elle est due aux valeurs pour les crimes
"Burglary” et "Larceny”, qul prennent une part lmportante dans le calcul des
disslmilarités. Ces deux cstégories aeules classent Hanolulu dans le méme
groupe que Dallas. Elles déterminent d'ailleurs I'ensemble de la classification,
powr toutes les méthodes. Les données doivent 8tre centrées et réduites, powr
éviter cet effet de taille. Il est intéressant de voir que les diverses méthodes n'y
réagissent pas de la méme fagon, ce gue nous voulions montrer ici, A priord, la
solution fournie par les méthodes, que la simulation a mis en évidence, doit &tre
la meilteure. Toute autre est incorrecte.

Voicl la solution obtenue par la progmmmauon dynamique avec les donnfes
centrées et rédultes :

Groupe 1 : Dallas, Denver, Detroit, Chicago
Groupe 2 : Atlanta, Hartford, Boston, Honolulu
et

Groupe 1 : Chicago

Groupe 2 ; Dallas, Denver, Detroit

Groupe 3 : Atlants, Hartford, Hanelulu, Boston

L'analyse des profils permet de confirmer ces résultats. Le groupe des 4 villes
est celles dont les profils ont une majorité de ", Chicago est caractérisé par une
majorité de "=", Cette ville dolt étre isolée dans un groupe. Ce que nous
obienons. Le cas du groupe de *Dallas” est clair, méme sans standardiser les
données,

Notre deuxidme exemple noua vient egalement de Hartigan {1975, p 88). 1
aagit de données awr la valeur nutritive de certains aliments, d'aprés "The
Yearbook of Agriculture 1959",
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Aliments Energie Teneur Tengur
protéines| calcium
Boeuf braisé 11 29 1
Hamburger 8 30 1
Roast Beef 13 21 1
Steak de boeuf 12 27 1
R8ti de boeuf 6 3 2
Poulet frit 4 29 1
Poulet rdti 5 36 1
Coeur de boeuf 5 37 2

Tableau 7.6 : Valeur nutritive de huit aliments

Ces données furent classées par Hartigan en trois groupes par la méthode de
K-mean. 11 obtint les résultats suivants :

Hartigan (K-mean)
Groupe 1 : Roast Beef
Groupe 2 : Hamburger, Steak de boeuf, boeuf braisé
Groupe 3 : Réti de boeuf, poulet rdti, coeur de boeuf, poulet frit
Nous avons obtenu les résultats sulvants @
Méthode de Single 'Llnkagc
Groupe 1 : Coeur de boeuf, poulet réti
Groupe 2 : boeuf braisé, hamburger, steak de
boeuf, 10t de boeuf, poulet frit
Groupe 3 : roast beef
Méthode de Complete Linkage
Groupe 1 : Coeur de boeuf, poulet roti
Groupe 2 : boeuf braisé, hamburger, steak de boeuf, réti de boeuf, poulet frit

Groupe 3 : roast beef
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Méthode de Average Between
Groupe 1 : Coeur de boeuf, poulet rét
Groupe 2 : boeuf braisé, hamburger, steak de boeuf
riti de boeuf, poulet frit
Groupe 3 : roast beef
Méthode de Avernge Within
Groupe 1 : Coeur de boeuf, poulet roti
Groupe 2 : boeuf braisé, hamburger, steak de boeuf
ot de boeuf, poulet frit
Groupe 3 : roast beef
Méthode de Ward
Groupe 1 : Coeur de boeuf, poulet réti
Groupe 2 : hamburger, r6ti de boeuf, poulet frit ‘
Groupe 3 : boeuf braisé, roast beef, steak de boe;xf
Méthode de K-mean
Groupe 1 : Boeuf braisg, hamburger, steak de boeuf
Groupe 2 : riti de boeuf, poulet frit, poulet rét,
coeur de boeuf
Groupe 3 : roast beef
Méthode de K-median
Groupe 1 : boeu'f braisé, hamburger, steak de boeuf,
poulet frit
Groupe 2 : réti de boeuf, poulet réti, coenr de boeTuf
Groupe 3 : roast beef
Méthode de Pam
Groupe 1 : Boeuf braisé&, roast beef, steak de boeuf
Groupe 2 : hamburger, r6ti de boeuf, poulet frit

Groupe 3 : poulet riti, coeur de boeuf
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Méthode de Branch and Bound {version 1)
Groupe 1 : Boeuf braisé, hamburger, rotl de hoeuf,
poulet frit
Groupe 2 : roast beef, steak de hoeuf
Groupe 3 : poulet 1dti, coeur de boeuf

Méthode de Branch and Bound (version 2]
Groupe 1 : boeuf braisé, hamburger, rét de boeuf
poulet frit
Groupe 2 : roast beef, steak de boeuf
Groupe 3 : poulet 16ti, coeur de boeuf

Méthode de Lagrange
Groupe 1 : boeuf braisé
Groupe 2 : hamburger, réti de boeuf, poulet frit
Groupe 3 : roast beef, steak de boeuf

La méthode n'a pas convergé sur w exemple aussi simple de telle sorte
que, les aliments "coeur de boeuf” et “poulet roti" ne sont pas classés,

Méthode de Setmed
Groupe 1 : boeuf braisé, steak de boeuf, roast beef
Groupe 2 : hamburger, rétd de boeuf, poulet frit
Groupe 3 : poulet rdH, coeur de bocuf

Méthode de Setcar
Groupe 1 : boeuf braisé, steak de boeuf, roast beef
Groupe 2 : hamburger, réti de boeuf, poulet frit
Groupe 3 : poulet roti, coeur de boeuf

Méthode de programmation dynamique
Groupe 1 : boeuf braisé, steak de boeuf, roast beef
Groupe 2 : hamburger, rdd de boeuf, poulet frit

Groupe 3 : poulet rfti, coeur de boeuf
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Méthode de programmation linéaire j
|

Groupe 1 : boeuf braisé, steak de boeuf, roast béef
Groupe 2 : hamburger, rdti de boeuf, poulet frit
Groupe 3 : poulet rdti, coenr de boeuf

Nous obtenons & nouvean des solutions forts divergentes les unes des autres,
Une constatation immédiate, la méthode de Lagrange n'est sbsolument pas
finble, puisque méme sur des données aussi simples, elle ne converge pas.,

Comme nous étions en droit de l'attendre, I'implantation de la méthode de K-
mean dans la librairie de rontine est fideéle 4 celle utiliséc par Hartigan. La
méthode de Ward nous donne un résultat différent des autres méthodes
hiérarchignes. 1 s'agit du méme que ceux obtenns par les méthodes de
programmation dynamigne, de programmation linéaire et de programmation
entidre . La méthode de partitionnement antour des médioides {PAM} reprodult
également la méme classification. Cefte solntion est probablement la solution
optimale au sens d'un critére global.

Pour prouver cette affirmation, nous avons calculé 4 posteriori, pour chacnne
des méthodes et sa classifieation, quelle est la distance totale dans les gronpes,
en anglais "within clusters sum of distances™.

Nous obtenons la matrice des disiances suivante en utilisant la norme L.

Boeuf braisé 0.0 4
Hamburger 1]
Roast Beef
Steak de boeuf
R6ti de boeuf
Poulet frit
Poulet réti
Coeur de boeuf

. .

N
ODOOOCODOO

=V On

. o

Tableau 7.7 : Matrice des distances avec L2 pour
les huit aliments
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M&thodes WCSS

Single linkage 62

Complete linkage 62

Average between 62
Average within 62
Méthode de Ward 35
K-mean 49
K-median 49
PAM 35
Branch and Bound 38

Branch and Bound 38

Lagrange 7

Setpartionning 1 35

Setpartionning 2 35

Progr. dynamigue 35

Progr. linéaire 35

Tableau 7.8 : Somme totale des distances pour la
classification obtenue sur 1'exemple
de la valeur nutritive

Nous voyons que la seule aolution est celle pour laquelle nous avons la
somme des distances dans les groupes minimale, c'est-A-dire 35. Toute autre
solntion est non-optimale. Cet exempie nous confirme les résultats théoriques de
nos simulations. Les méthodes de programmation entiére, programmation
dynamique et programmation linéaire donnent une soludon optimale globa-
lement. La méthode de Branch and Bound n'est pas une approche trés
satisfaisante. Les méthodes hifrarchiques sont en génfral trés loin de
Toptimnrn, Le critére proposé par la méthode de Ward et celnd de la méthode de
partition autour des médioides semblent assez bons pour que dans certains cas
ils permettent de trouver le minimom de la fonction-objectif considérée. Les
méthodes de K-mean et de K-median propesent une alternative meilleure que les
méthodes hitrarchiques, bien que non satisfaisantes mathématiquement.

7.3 Examen d'erreurs-type

Nous allons examiner quelles peuvent £tre les erreurs-type de ces méthodes.
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Pour les méthodes hiérarchiques, le critére utilisé localement pour assigner
une entité & un groupe est insuffisant. La formule de récurrence nie compense en
aucun cas cette faiblesse. Sur le seul exemple des vaiewrs nutritves, nous
pouvons relever les erreurs de classification sulvantes : "steak de boeufl" et
"boeuf braisé™ mal classés, soit deux erreurs, sur hult données & regrouper. Ce
qui représente une erreur de 25 % de l'échantillon considéré. Ces erreura se
traduisent en terme de cofit sur l'optimum théorique par un écart de 27, solt
presque un doublement. L'esprit de ces technigues est la cause de ces
classifications erronées, Elles travalllent sur des palres d'entités, soit des
traitements et/ou des groupes partiels.

Une méthode hiérarchique trouvera immédiatement qu'il faut former un
groupe avec "coeur de boenf” et "poutlet roti", puisque de toutes les paires, c'est
celle qui & la plus petite distance, Normalement, la seconde est "boeuf braisé” et
"roast beef". Mais comme la matrice des distances est partiellement recalculée en
fonction du premier groupe, cette combinaison correcte passe totalement
inapergue. Si nous examinons attentivement la matrice des distances, nous
remarquons gue “roast beef” est I'aliment le plus €loigné de la premifre palre
trouvée, Ces méthodes vont l'isoler, de sorte que la prochaine paire formée, est
"boeuf braisé" et "hamburger”. Puis comme "roast beef” est l'alitnent le plus
€loigné de "Hamburger”, il reste isolé lorsqu'un cinquitéme &ément est pris en
considération. Cet &lément est le "steak de boeuf", puisqu'il est le plus proche 4
la fois des deux éléments formant notre deuxidme paire. Comme il est
relativernent &lolgné de la premiére, il prend place dans le deuxiéme groupe. Une
paire correcte, au point de vue optimalité, a &té ignorée de toute considération
par quatre des méthodes envisagées.

Les méthodes de K-mean et de K-median isolent également I'élément "roast
beef".

Nous avons constaté que le critére utilisé la somme des distances, ignore
totalement gue la meilleure paire pour "roast beef" est d'étre associé avec "boeuf
braisé". Ainsi tel que I'a montré Hartigan (1975, p.88), nous retrouvons comme
classification initiale, les groupes suivants :

Groupe 1 : roast beef, poulet fijt
Groupe 2 : hamburger, stesk de boeuf
Groupe 3 : boeuf braisé, rét de boeuf, poulet riti, coeur de boeuf

Le processus heuristique de réassignation des entités ne concermnce quc deux
&éments, de sorte que nous obtenons les classifications proposées cl-dessus,
qui sont €loignées de 33 % environ en terme de cofit de 'optimum.

Le pracessus de branch and bound, dans ses deux versions, assigne I'aliment
"boeuf braisé” au mauvais groupe. i n'y a ici gu'une seule erreur, qui se traduit
par 10 % de cofit supplémentaire. Il est probgble que l'erreur provienne du
critére d'atrét du "backtracking™ de cette méthode.

1l est plus difficile de g'imaginer, gquelles sont lés erreurs-type des méthodes
de Ward et de PAM. Comme il s'agit de méthodes heuristiques, nous pensons
que leur critére d'arrét est trop restrictif. Pour des cas ol les groupes ne sont
pas aussi neftement séparés, tel gu'un examen attentf de la matrice des
distances permet de le voir, leurs calculs s'armétent trop 6t pour obtenir
l'optimum effectif. 11 ne faut pas oublier que la méthode de Ward souffre du
méme vice de conception que les autres technigues hifrarchiques, méme si son
critére d'agglomération est meilleur,

Nous ne reviendrons pas sur les problémes de non-convergence de la
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méthode de Lagrange. Nous aoulignerons toutefola qu'elle se traduit par deux
faits : des erreurs de classificstion, du méme type que celles constatées pour les
méthodes de branch and bound et des cas, la majorité, oi des éléments ne sont
pas du tout classés,
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Chapitre 8

Conclusion et recommandations

Aprés aveir cherché & améliorer par des astuces de programmation les
performances des méthodes de programmation entidre, nous avons conclu que
tous nos efforts ne auflisaient pas. Noua avons certes, par une meilleure
structuration des données et du code, réussi 8§ réduire le temps de caleul pour
classer 100 entités en 10 groupes de 15h 4 14h. Et pour des cas, avec moins de
groupes, le gain de temps est bien plus apectaculaire. Nous avons repris notre
étude de ces méthodes au point de vue conceptuel et en présentons une nonvelle
approche. Puis, vu les résuitata obtenus, nous nous sommes penchés sur la
méthode de programmation dynamique.

8.1 Etude des possibilités offertes par la
programmation entiére

Nous avons souligné maintes fols que cette définition du probléme pour la
programmation entidre n'est pas satisfaisante concéptuellement.

Au départ, il est sans doute exact de considérer que les n entités puissent
étre des objets représentatifs. L'effet de cette "explosion® conduit 4 considérer
des équations redondantes dans le aystéme. Soit le sous-ensemble (1,2,3} formé
d'objeta appartenant au méme groupe, il est représenté trois fols, si la condition
de chafnage est astisfaite, avec chacune des trois entités & tour de rdle comnme
lesder. Mais au point de vue optimalité, seule une des trois solutions doit étre
retenue, celle dont la distance est la plus petite. L'effet est encore plus grave, si
au lien de Ia distance 4 la médiane, nous utilisons la somme des carrés dans les
groupes, Nous avons généré dans ce cas trois solutions strictement identiques
quant 4 leur fonetion-objectif.

Cette réflexlon nous conduit & reconsidérer le partage des solutions générées
en m listes pour satisfaire la définition originale de l'algorithme de
partiohnement par énumération développé par Garfinkel et Nemhauser,

Imaginons que les trols solutions ci-dessus se trouvent dans des listes
différentes. L'algorithme de partitionnernent va détecter la redondance et nous
courons le risque que la solution la meilleure ne soit pas retenue dans les
calculs uitérieurs. Le résultat final risque ainsi d'étre incarrect. Nous en
déduisons les modificstions suivantes 4 apporter 3 cette représentation par la
programmation entiére :

1. Seunle Ia Yste 1, celle contenant les solutions pour lesquelles I'objet 1 est
lesder patentiel, a une longuenr fixe. La deuxidéme commence & la position
longueur_ liste_1 + 1. La dernidre se termine otligatoirement & la position
n*m-1j. Les autres commencent juste aprés la position couramment
pointée dans la liste de rang inférieur. Les bornes des listes se déplacent
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ainsi dynamiquement en coura d'évaluation du systéme d'équations.

2. Sl une redondance est détectée, la solution la meilleure au point de vue
optimalité est privilégiée, c'est-A-dire que si elle se trouve dans une liste de
rang plus élevée, elle est en quelque sorte "poussée” vers la liste inférieure,
et vice-versa.

L'effet sur la performance d'une telle redéfinition est mauvais, mais nous
pensons améliorer la cepacité de l'algorithme & converger. Nous verrons ei-
dessous sur la base d'un exemple comment ces modifications se répercutent aur
1a complexité de I'algorithme.

Nous avons vu ci-dessus quelles sont les limites 4 nos possibilités de
développement de notre implantation de la méthode Issue de la programmation
entiére. Toutefols, cette premidre étude nous a montré comment nous pourrions
réduire la complexité de cet algorithme. Il a’agit de génfrer un ensemble de
solutions potentielles restreint. Dans la formuiation de base, nous utilisons les n
entités pour cette génémtion. Mais le résultat final de la classifieation, m
groupes, ne retient nécessairernent que m entités caractéristiques, que nous
avons appelées médianes ou leaders.

Nous savons maintenant que nous pouvons é&conomiser beaucoup
d'opérations en ne retenant que m entités comme médianes pour notre
échantlllon. Ne risquons-noua pas par cette réduction apparemment
prometteuse de perdre la capacité de 1a méthode 4 générer une solubon optimale
dans 98% des cas en moyenne ? Nous avons pu voir par des essais que la
détermination des entités neprésentatives jouait nn role capltal pour la qualité de
la sclution. La moindre erreur dans cette é&tape de l'algorithme conduit
assurément A une solution non-optimale.

Le prohléme auquet nons pouvons faire face sera résolu par une premiére
approche simplifite. Elle permecttra de se rendre compte si notre postulat se
vérifie au molns au point de vue performance. Nos simulations nous ont montré
que les méthodes classiques qui cherchent des ohjets représentatifs ne sont pas
satisfaisantes au point de vue optimalité de 1a solution obtenue. Nous avons pu
vérifier que celle développée par le professeur Rousseeuw donne des résultata
intéressants pour notre tentative de réduction. Ses algorithines de recherche des
"médicides" fournissent des leaders corrects dans la plupart des cas que nous
avons réexaminés. En revanche, l'affectation des autres entités aux groupes
nous paraft I'élément faihle de cette technique, Pour blen des cas analysés, les
leaders sont déterminés correctement, alors que le résultat final de la
classificstion n'cst pas l'optimum global, Nous allons essayer de combiner la
partie forte des deux algorithmes. Nous concluons que l'algorithme présenté par
Rousseenw permet avant tout de déterminer les ohjets représentatifs. La
classification ensuite est opérée par simple affectation dca entités restantes au
leader dont chacune est proche, au sens de la distance utilisée.

Notre nouvelle approche se définit par les étapes d-dessous, nous ouhlions
les prablémes d'échange de données :

1. Trouver le premier ensemble de médioides par Valgorithume de BUILD [cf
méthode PAM chapitre 2).

2. Améliorer l'ensemble des médioides trouvés par I'algorithme de SWAP [cf
méthode PAM].

3. Générer les solutions potentielles pour les médioides déterminés par les
Etapes 1 et 2 en utilisant ta condition de chainage définie par Rao pour la
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programmation entiére [cf chapitre 4),

4. Résondre le probléme de programmadv::n entidre ainsl défini par
Y'algorithime de partidonnement par énumeératon.

Comparons les effeta sur la performance de cette réducton, pour un échan-
tilion de 9 objeta & partager en trois groupes, avec celle des deux méthodes
originales .

Le méthode originale considére gne les leaders potentleis sont les neufs
ohjeta. Pour chaque objet, nous générons 8 aclutions de classificstdon, au total
72. La liste 1, la seule qul est fixe, compte les 8 solutions dont 'dément 1 est le
leader. L4 liste 2 commence 4 la position 9, la liste 3 se termine 4 la position 72,
La 8n de Ja liste 2, respectivement le début de la liste 3, se déplace
dynamiquement entre ces deux positions. Nous devons examiner trés souvent
l'ensemble des solntions entre ces deux positions connues. Pour nne solution de
la liste 1, nous examinons au total g5+(8-1) équations dans les deux autres
listes.

La méthode réduite trouve par ses deux premidres &tapes les trois ohjets
représentatifs, au prix d'opérations peu coiiteuses, mais nombreuses [voir la
méthode de PAM ci-dessous). Par notre &tape trois, et Ia régle de chafnage de
Rao, nous générons un systéme de 24 équations. Le nomlre de leaders est imité
au strict nécessaire, nous n'avons pas de redondance d'équations et nous
pouvons A nouvesu fixer le début et la fin de trols listes pour ntiliser pleinement
I'aigorithme de partitionnement. Pour une solution de la liste 1, nous examinons
82 solutons issues des listes 2 et 3.

La méthode PAM détermine repidement les trois ohjets représentatifs, puis
chacun des six objeta est affecté au groupe du médioide dont ii est le plus
proche individuellement. Cette derniére phase ne considére qu'un critére trés
local. Nous la considérons comme le point faitle de cctte méthode. La
détermination des ohjeta représentatifs est assez coiiteuse. Elle comporte deux
boucles principales & n opérations. Chacune ces boucles principales comporte
une & deux boucles secondaires avec au minimum un passage et au maximum n
passages. Mais les opérations sont toutes de type; élémentaire. L'affectation des
entités non représentatives s'effectue par une doub:le boucle de n[n-m) itérations.

8.2 Possibilités offertes par la programmation
dynamique

Cettc méthode, la plus performante quant & sa convergence, est aussi 'une
des plus coilteuses en temps de calcul et en besoin de stockage. Nous allons
examiner ol se trouvent les possibilités de lamélioter.

Contrairement aux autres méthodes, elle définit de quelle maniére la
classification peut se dérouler par la notion des formes de distribntion des
entdtes. Nous disposons de guides dans la recherche des £tats 4 connecter d'une
&tape A l'autre, car il n'est pas possible de relter un &tat d'une forme donnée & nn
issu d'une autre méme A une &tape ultérieure.

Mais pour une forme de distribution donnée, & une &tape k de l'aigorithme,

aucune régle ne fixe comment générer les différents &tata. Nous pouvons trouver
les connections entre les é&tats d'une étape A l'autre et caleuler le coiit de
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transition d¢ 4 l'établissement de ilens par un ensemble de régles. Nous
remarquons une redondanes des solntons de classificstion, car les étata sont
déterminés par des combinaisons des entités. L'¢tat formé par (1,2,3) se
représente 2galemnent par {2,3,1), ou (3,2,1), et encore par (3,1,2} on (2,1,3}. Alors
que le cofit de transiion, par la somme des carrés dans les groupes, est
strictement ldentique dans les 5 cas.

Aver cette formulation, nous générons un résesn formé par 458 élala pour
I'étape 1, formation du premier groupe, 174 pour l'étape 2, formation dn
deuxiéme groupe, puis un i la dernidre étape, al nous voulons classer neunf
ohjeta dans trois groupes. Par le retour arritre, nous devons examiner les 174
possihilités de former le gronpe 2. Puis pour chaque élat nons devons examiner
toutes les possibilités de former le premier groupe dans la forme de distribntion
qui définit la relation entre les &tata. Ce nombre varie en fonction de la forme de
distribution. Les ares 4 examiner sont trés nombreux. Le résean comporte 632
arcs an total,

Jensen (1969) s'est rendu compte de ce probléme de redondance et propose
une forroulation alternative pour la réduire. 11 examine deux aources de
redondanes : d'une part celle que nous svons relevée ci-dessus, et celle due aux
formes de distribution, La forme {4,3,2] est équivalente de {4,2,3]. I suggére une
régle fort simple pour é&liminer cette dernidre cause. 1l auffit de fixer que le
nombre d'enttés 4 classer lors d'nne étape postérieure doit &tre pins petit ou
égal & celul de I'élape en cours. 1l estime supprimer ia plps grande partie des
redondances également au nivesu des solutions. Il ne donne aucune indicaton
précise quant 4 la facon de réduire le nombre des états redondants. 1 fant
appliquer nn critdre sélectif, Selon ses études sur l'efficacité d'un tel critdre anr
la performance de I'algorithme, il luf semble que plus la taille du probléme
augrmente, moins il est intéressant marginalement de procéder de la sorte, 11
conseille de ne s'occuper en délinitive nullement de ce probléme de la
redondanee tant aw nivesu des formes de distribution qu'aw nivesu des
solutions. Nous préciserons que se comparalson se base par rapport 4 une
méthode énumérant toutes les possibilités de classification pour obtenir les m
groupes recherchés,

1 reconnait que les besoins de stockage de eette formmlaton conduisent 4
atteindre mapidement les {lmites des mémeoires mpides des ordinstenrs et gqu'il
est nécessaire de travailler avec la mémoire auxilialre lente. I ne se soucie par
eontre pas dun temps de calcul nécessaire.

Nous estimons qu'il est an contraire intéressant d'étndier les moyens de
réduire eette redondance des solntions. L'algorithme de programmation
dynsmique a fournit la meilleure convergenee dans nos simulations. Par
epnvention, sachant que notre programme n'est pas parfait, nous I'avons fixfe &
99% pour nos résultats. Jensen pense qu'elle converge dans tous les cas. Les
études de Bellman propres & eette technigne de caleni vont dans ce sens
également.

Nons savons que cuntrairement 2 la méthode de programmation entidre, nons
pouvons "diriger” l'exploration des solntions de classificaion qui forment le
réseau, en exploitant les formes de distribution.

Nous proposons d'aborder conjointement l'élimination des deux aources de
redondance relevées ci-dessua, La réglc pour &liminer la redondanee des formes
de distribution est connne. Nons avons ntlisé eetie réduction dans notre
implantation de i'algorithme.

L'élimination des redondances des solutions passe par un changement de
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foneton-objectif. MNous wutiliserons la  distanwe aux médianes vue en
programmation entidre, Nous introduisons &galement le concept des "lesders”
potentels et 1a régle de chainage des entités., Nous avons montré ci-dessus que
cette formulation contenait encore des redondances au point de vue de la
dassificstion. Conceptuellement, {1 n'y a pas de redondance puisque les
solutiona se distinguent par la valeur de la distance A4 leur médiane. Dans
U'application & la programmation dynamique, nous ne courons pas le risque
dlignorer une solution. Si nous considérans les entités {1), {2}, (3], en admettant
que dig < dgg £ djg.et que {1} est le leader potentiel, nous n'aurons que la
solution {1,2,3]. Le raisorinement est également valable si {2} ou {3) est considéré
comme médiane potentielle, Nous obtenons pour ces trois entités, trois
possihilités de classificstion, distinguables par leur médiane et la distance &
cette dernidre. La formulztion originele de programmation dynamique, avec la
somme des carrés, considére cing aolutions avec la méme valeur pour la
distance.

Dans notre exemple, les formes de distribution suivantes sont possibles, en
respectant la régle éliminant les redondances :

{z.1, 1l
6,21}
15,3, 1}
6,2,2
4,4, 1)
{4,3,2
@3, 3,3

Nous voyons que certaines se recoupent lors de la méme étape, ou sur deux
voire plusieurs étapes conséoutves. Il n'est pas nécessaire de générer tous les
étata de toutes les formes. Pour l'étape 1, nous n'avons besoin que de 4 au lieu
des 7 énumérées. A chacune de ces formes correspondent 9 médianes
potentielles, Par la régle de chainsge, nous ne pouvons générer qu'une seule
soluton par médiane. Nous obtenons 36 &tats pour cette &tape, au lieu des 456
nécessaires dans la formulation d'origine.

Pour générer les états de la seconde étape, nous avons deux alternatves.
D'une part, nous pouvons considérer que nous avons le nombre d'entités
classées pour les formes ci-dessus :

s}
(8}
(8
{7
{6}
|

]
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L4 nous w'avons en réalité que trois cas différents, avec £galement neuf’
médianes potentielles. Nous formons 27 états, au Heu de 174. L'étape 3 ne
contient qu'un seul état, Nous avons dans cette formulation un réseau de 8%
arcs.

Le deuxiéme possibilité, plus élégante quant A l'utilisation de la fonction-
objectf, géndre toutefols quelques arcs supplémentaires. Lors de la premiére
élape, nous ne changeons pas la fagon de procéder. Pour la seconde, nous
considérons cette fols le nombre d'enttés classées, lora de cette phase. Nous
utilisons le vectewr de distribution cl-dessous :

{11
f2}
13}
2}
{a}
3
{3l

Nous distinguons 4 formes de distribution. Pour chacune nous pouvons
identifier neuf objets représentatifs. Nous obtenons 36 possibilites de
classificstion pour cette élape.

Dans ces deux formulabions, nous sommes loin du nombre d'étata énorme
nécessités par celle d'origine. La pratique tious montrera &l "'appauvrissement”
de l'information empéche 1a méthode de converger.

Les deux formulations, par un usage adéquat des formes de distribution 4 la
géntration du résesu, rnous permettent de diriger son exploration, en évitant de
pointer sur une soluton qui n'est pas correcte. Au pire, nous examinons pour
chacune des solutons pointées ® arcs. Pour la premidre, nous examinons
d'office les 27 de la seconde étape lors du premier passage dans I'algorithme
[¢lape Bnale—»>étape précédeante). Puis, pour le passage entre la seconde et la
premigre, nous en évaluons 279, 243. Entre la premidre et I'élat Inital, nous
n'examinerons que celles qui sont les meilleures. Le nombre de routes partielies
restantes, respectivement les états sélectionnés comme nocuds, est au minimum
de une par forme de distribution, Nous parcourrons au minimum 9 ares. Le
maximum est en tout cas inférieur aux 36 &tats de cette premiére étape.

Raisonnablement au moins la mofli¢ des arcs sera éliminée, nous aurions
vraiment dans le pire des cas 18'9, 162 arcs, 4 examiner. Au total, nous
évaluons entre 432 arcs, le maximum, et 279 au minimum. Nous aommes [4
toujours trés loin du nombre d'arcs qul composent le résesu généré avee la
formulation de Jensen. Dans celte dernidre, rien que le passage entre l'étape
finale et la seconde requiére d&fa I'examen de 174 arcs. Nous savons ensuite que
chacun de ces 174 arcs dolt étre connecté avec les états de la premiére étape.
Cette opération n'est pas trés aisée.

D'une part, nous devons examiner tous les ares existants pour une forme de
distribution afin de savoir sl la connection est possible. Dautre part, nous
devons déterminer les éléments de transition [ceux qui sont classés par ce lien)
et le cofit de cette action. Nous retrouvons ce second probléme dans notre
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premifre formulation, mais 4 une plus petite &chelle. Par simplification, nous
aupposerons que le nombre d’arcs possibles entre ces deux €lapes par forme de
diatribution est le carré du nombre d'objeta, dans notre cas 81. Noua devons
évaluer 14094 arcs entre la aeconde et la premiére &tape de l'algorithme avec la
formutation d'origine. A partir des 456 &lala de la premidre étape, 14 aussi nous
snpposons que la moiltié est éliminée, i ne reste que 228 arcs A examiner. An
total, sous la conditon gue notre restriction ci-dessus solt correcte, nous
parcourons un réseau de 14496.

La seconde définitions de notre nouvelle formulation nous oblige 4 examiner
au départ 38 Hens. Puis, nous pouvons nous testreindre pour chacune des
formes & n'en examiner que 8 par état de la deuxiéme étape. Nous savons que
seuis ceux pour lesquels le leader est difftrent sont connectables. Nous devons
toutefols examiner s] Pintersection des deux aous-ensembles est blen vide.

Nous évaluons au maximum pour cette action {passage de la seconde &tape 4
la premiére] 288 états. Puis dans le dernier passage, nous pouvons en compter
au pire 18, si seule la moitié des liena est &liminée. Au total, nous ne parcourcns
plus gne 342 arcs. Un autre avantage de cette méthode est A relever : nous
pouvons déterminer dés la génération du résesu tous les coilts de transition, car
nous accédons d'office 4 la matrice des distances. Ceci n'est pas possitile avec la
premiére formuiation, puisqu'elle se base sur le nombre total d'entités classées 4
une étape, et non pas sur celles qui sont eﬁ'ectiveiment assignées 4 un nouveau

groupe.

A titre de comparalson, nous reprenons les élémenta dégrgés ci-dessua pont
la méthode de programmation entiére. La formuiation d'origine modifiée examine
pour chacune des 8 aolutions formant la liste 1 85(8-1) solutions, soft 86(6-1]
recherches de lens, solt en clair 1'835.008 "arcs”: La formulation réduite par la
recherche des objets représenlatifs 83 examens, 512 en clair. L'algorithme de
PAM comporte quant A lui an maximum 2+2+82 + 2*8[8-3) boucles, soit en clair
338 boucles dopérations simples. Pour les rnéthodes de programmation
mathématique, nous n'avons pas relevé le nombre d'opérations d'examen de
liens, mals elles se composent de doubles bouclea & maximum n passages. En
régle générale, nous avons remarqué dans toutes les méthodes que chacune des
ces boucles de caleul se composait en moyenné d'une dizaine d'instructions
aimples. Aussi, toujours sans compter, les opérations nécesgsaires de traitement
des données entrantes et de communicetion du résultat final, nous estimons
que nos méthodes exéentent au total le nombre d'opérations suivantes :

- programmation dynamique 111741760
I
- programmation dynamique, réduite 1 : 348920

- programmation dynsmique, réduite 2 : 277020

- programmation entiére, compléte : 1.48°109
- programmation entiére, réduite 1414720
- méthode de PAM 1 30240

La formulation semble dans ce cas sufisamment prometieuse pour que nous
tentions une dernfére réduction. En utilisant le concept de chainsge des entités
& un leader, nous avons pour le moment consldéré que toute entité en est un.
Nous avons conservé la définition d'origine dévéloppée par Rao. Mais nous
pouvons trés bien considérer que seuls m objets représentatifs sont
intéressants, comme nous l'avons fait ci-dessus pour la programmation entiére.
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Le nouvel algorithme a'exprime par les élapes auivantes, noua ne les détafllons
pas icl avec les équatdons :

1. Déterminer les objets représentatifa (médioides} par "bswap”, la méthode
développée par Rousseeuw.

2. Déterminer les formes de distribution pour la méthode de programmation
dynamique.

3. Générer I'ensemble des élats [solutions potentielles) en appliquant la régle
de chainage sur chacune.

4. Optimiser par l'algorithme de programmation dynamique en parcours
arridre,

Nous réduisons de la sorte trés fortement le nombre des états générés pour
chacune des formes de distribudon. Toutefols tnous devons preandre en
considération deux cas limites qui peuvent se présenter :

- Une entité est plus proche de deux médianes qu'une autre;

- Une entté est équidistante de deux leaders;

Ces deux cas sont traités lors de la création du réseau, de telle sorte gqu'une
endté donnée ne peut appartenir qu'au groupe de sa metlleure médiane.

Nous allons fllustrer chacun des problémes avec un exemple. Nous traiterons
tout d'abord du probléme de 1'équidistance. Soit le fichier de données auivant ;

T 1. %,

1. 1.

2., 2. 2. 2. 2.
3. 3. 3. 3. 3.
4. 4. 4. 4. 4.

9. 9. 9. 9. 9.

Nous voulons obtenir trois groupes & partir de ces données. Nous avons deux
cas d'équidistance : d'une part I'entité (2} par rapport A {1} et (3} et d'autre part
{3} avec (4] et {2}. Supposons que {2}, {4} et {9) sont les objets représentatifs pour
cet échantillon. L'entité {1) ne peut faire partic que du groupe dont {2) est le
médioide. Par contre, l'objet (3) peut appartenir 2 la fols au groupe de {2} et &
celul de {4), ce qui n'est pas envisagesble en classification automatique. Nous
avons dfi trouver une régle qui &limine ce genre de probléme :

- Si un objet est équidistant de deux médicides, dont I'un est justement
celui pour lequel nous construisons la solution; alors, 3 moins quil ne soit
le dernfer &lément manquant au groupe et A la fois le dernier des objeta
gue nous puissions classer, il n'entre pas dans la solution en cours.

Le deuxiéme cas est assez rapidement illusiré, soit les quatre enttés
aulvantes et leur distances :

A Q.
B 9. 0.
T C13. 11, Q.
D 15. 19. 12. 0.

A et C sont les objets représentatifs de I'échantillon.
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Noua constatons que {B] est I'dlément le plua proche des deux médicides,
Nous risquons, lors de la construction du réseau des états de générer les
solutions {A,B} {C,B), pour la méme forme de distribution. Le résultst étant que
l'algorithme ne trouve pas de solution optimale au probléme. Pour résoudre ce
cas limite, nous avons d{ introduire deux régles :

- Une entité ne peut pas appartenir 4 deux solutiona de la méme forme de
distribubon, sauf sl nous créons les étsts de 1'étape 1, ou a'il s'agit de la
derniére pour obtenir le nombre d'éléments d'un groupe potentiel.

- Une entité a classer ne peut appartenir qu'au groupe de la médiane dont
elle est le plus proche.

Enfin, nous avons encore explicitement exprimé dans notre implantation la
régle que :

- Une médiane ne peut appartenir au groupe d'une autre médiane.

Nous avons aiors procédé 4 une nouvelle série de simulations qul nous a
montré que les qualltés de calcul de l'algorithme original étalent préservées,
mais que les temps de calcul étajent en revanche trés réduits, Cette nouvelle
formulation ne nous a pas entidrement satisfzits, car sa complexité mémoire est
encore trop importante. Pour traiter de grands probl2mes, noua serions
contraints de stocker une partie des doninées en mémoire auxillaire [=disque).

L'examen détaillé de l'algorithme d'cptimisation original nous a montré que
nous réalisions pretiquement un parcours d'arbre en largeur fbreath search)
pour examiner les étsts & lier, ce qui oblige & mémoriser tous les résultsts
intermédiaires. Nous avons donc décidé d'utiliser 1a technique de la recherche en
profondeur {depth search]. De cette maniére, nous n'avons plus besoin de
mémoriser en permanence tout le réseau des états et réduisons la complexité
mémolre.

Nous exposons en détail cet algorithme :

a9



Chapitre &

Soit d une mesure de la distance entre les cbjets
1. Déterminer les objets représentatifs (mé&dioides)
Le premier médioide est déterminé par :
Trouver i | zdij = min Gdij i,3=1,...,n (8.1)

Les médioides suivants sont déterminés par la
formule itérative :

Trouver i | Ci = max(Cj) j=1,..,n (8.2}
avec Cj = ¥ max{dp,- dpy.0) {8.3)
q

a=1,...,n{-mé&dioides)
p | p & {m&diocides)

L'ensemble des mé&dioides est amélioré par une
série de permutations par la procédure itérative

Tant gue l'on effectue une permutation :

Trouver i | ¢y > 0 (8.4)
avec Ci = J{dyg- dgq) (8.5)
q P g=1,.,n{-médioides, i}

tel que g est plus
proche de p gue des
autres médioides

p= 1 médiocide donné

i= 1 objet non mé&dioide

2. Déterminer les formes de distribution des n objets
en m groupes de telle sorte gque :

n1 21’12 2...2nm (3.6)

3. Générer les &tats forme par forme et &tape par
étape en calculant la formule récurrente, et en
utilisant les régles de construction é&noncées
ci -dessus :

Pour f variant de 1 au nembre de forme faire :

Pour x variant de 1 a m :

- 0 pour k+1= My
Waq (2)={ . (8.7)
min, [T{(z-y)+W  (y)]
pour k=1,..Mg~1

ol

M = nombre de sous-ensembles non-vides et
disjeoints dans lesguels les n &l&ments
sont classés.

My =MsiN22M, et N -MsiN<2M

£ = index de la forme de distribution

x = index de 1'objet représentatif
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k = index de la variable d'é&tape.

z = variable d'état représentant un ensemble
donné d'entités 3 l'étape k+1, ordonnées
en fonction de leur distance par rapport
au médioide de l'étape k+1.

¥ = variable d'état représentant un ensemble
donné d'entités 3 1'étape k. Le nombre
d'entités dans z et y est donné par la
forme de distribution.

z-y = sous-ensemble de toutes les entités
contenues dans z, mais qui ne le sont pas
dans y.

T{z-y) = le cofit de transition de 1'étape k &
1'&tape k+1.

L'homogéniété d'une partition est mesurée par le critére, soit la somme des
carrés dans les groupes :

m
W=Y Ty avec Tlyy) = (1/n) ¥ (d;:)2 (8.8)
k=1 1,9 e v
ou la somme des distances aux médianes
m
W=3 T(yg) avec Tly)) = ¥ (d;3) {8.9)
k=1 fJEY
= médiane

i
i
81 W < W', alors W's= Wk* et mémoriser lz soluticn
qui a généré W .

A la fin des itérations, 1a solution mémoriséc est la solution optimale.

Par rapport aux méthodes de partiionnement et hiérarchigques, nous
cherchons 3 minimiser par la formule récurrente sur l'ensemble des objets
contenus dans une solution et en examinant tous les branchements possibles 4
partir d'une étape.

Une fois, les objets représentatifs déterminés, nous n'effectuons pas une
simple affectation, mais un véritable cslcut d'optimisation par rapport 4 PAM,

Par rapport 4 la programmation dynamique, nous élminons toutes les
équations redondantes, en introduisant les concepts d'objets représentatifs et de
chainage des autres. Nous supprimons également la redondance des formes de
distribution par la régle 8.6, Nous utiilisons un parcours en profondeur et ne
générons les solutions que lorsque nous avens besoin.

8.3 Résultats des nouveaux concepts

Nous avons réalisé une nonvelle phase de simulation restreinte, par rapport 4
celle du chapitre 7, avec les deux modeles de générateurs. Enfin, nous avons
soumnis les nouvelies méthodes de programmation dynamique 4 des tests sur des
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cas limites, puisqu'elles aont plns mpides que ta nonvelle mouture de
l'algorithme de partitionnement. Nona avens cetie fols travaillé aur un AT-288,
équipé d'un co-processeur mathématique.

Nous avons repris 1a méthode de PAM, comme exemple de méthode classique,
a lagnelle noung avans confronté les deux nouvelles versions de la programmation
entitre décrites dans la acction 1, et les deux algorithmes dynamiques décrits ci-
dessua,

Le premier tableau prdsente les résultata des simulations, le second donne les
temps de calcula obtenns avec divers &chantillons,

méthode Normal Monte-Carlo
DPAM 62 65

Rao (listes modifiées) 98 98
Pamrao (Rao + Rousseeuw| 98 98
Dynamigue {+Rao ) 100 100
Dynamigque {Rao + Rous.)| 100 100
Modéle| Pam Rao Pamrao| Dynaraoc| Newdyn
6/2 1" i i 1A 0”57
10/2 ™ LA 1" 1" 1"
20/2 2" 15" 3" 1" 1"

6/3 1" 1" I 1" 081
9/3 155 3" 1" 160 o"30
12/3 1"79 12" 2" 2"37 0"90
18/3 2"76 118" 4" 11"03 2"35
30/3 5"60 2800" 50" 25" 587

Les temps de calcuds sont pour ces petita jeux de données acceptables, méme
si nous pouvens déjd remarquer nne explosion pour Il méthode de
programmation entidre et la méthode de programmation dynamique originales.
Cette explosion se reproduit également pour "pamrac” et "newdyna”, d2s que le
nombre de données dépasse 20 et/ou le nombre de groupes dépasse 3. Mais
pour cette dernitre méthode le gain est excellent par rapport 4 ta méthode
originale de programmation dynamique. Pour classer 62 entitds dans 3 groupes,
les ealculs durent environ 38 heures, alora qu'avee la méthode réduite, il ne faut
que 23 minntes,

Finalement nous avons, pour compléter notre évaluation, repris les données
de Hartigan dont nous nous étions servis au chapitre 7, soit les crimes dans les
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villes et la valeur nutritive des alimenta, sans atandardiser les données. Nous
obtenons avec nos trois nouvelles définitions les résultats ci-dessous :

Crimes [2 groupes} :

Groupe 1 : Hartford, Atlanta, Boston, Chicage
Gronpe 2 : Dallas, Denver, Detroit, Honoluln
Crimes [3 gronpes) :

Groupe 1 : Denver, Dallas, Detroit, Honolulu
Groupe 2 : Chicago, Boston

Groupe 3 : Atlanta, Hartford

Enfin, les trols gronpes pour les aliments sont :
Groupe 1 : steak de boeuf, boeuf braisé, roast beef
Groupe 2 : hamburger, rét de boeuf, poulet frit
Groupe 3 : coenr de boeuf, poulet roti

Comme nous nons y attendions les résultats sont les mémes. En
standardisant les données des "crimes”, nous obtenons également la solution
proposée au chapitre 7.

8.4 Recommandations

Les méthodes dites classiques se sont révélées trés inférieures aux méthodes
de programmation mathématique lors de tous nos testa. L'écart entre les
différentes méthodes classiques est méme trés important. Nous pourrions
recommander I'abandon des méthodes hiérarchiques et de partitionnement en
raison de ces mauvais résultata. Nous sommes d'avis que les ajouts de critdres,
on une nouvelle formule de récurrence ne changeront rien. Nous avons pua
montrer que la faible convergence de ces méthodes provient en réalité de la
réduction des calculs & des paires, soit d'entités ou de sous—classes. Cette
réduction condult souvent & ignorer une soluton correcie au point de vue
optimalité. Sous certaines conditlons, la méthode dévcloppée par le professeur
Rousseeuw donne des résultats satisfaisants. Cette recommandation est
toutefois nne ntopie, car chaque recherche a son but et les aommes d'efforts
investis dans ces méthodes rendent leur abandon impossitile.

Toutea les méthodes issues de la programmation mathématique ne donnent
pas satisfaction. Ainsi, nous avons constaté, que les méthodes de Branch and
Bound et la réduction par un lagrangien de la formulation en programmation
entiére ne donnent pas entidre satisfaction quant & leur convergence. La
deuxiéme est d'aillenrs de loin la plus mauvaise des méthodes que nous avons
exatninées. Nous recommandons l'abandon de la recherche sur ces deux
méthodes.

Les formulaton de programmation entiére ¢t de programmation dynamique
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obtiennent de loin les meilleura résultsts. Leur convergence est de 100%.

Maigré les faibles performances obtenues, nous pensons que la voie de la
programmation mathématique est la solution davenir de la classification
automatique. Elle ne résout pas le probléme du nombre de groupes optimum
pour le jeu de données. M8me sl la méthode de calcul est bonne, nous n'avons
paa cependant résoli tous les probl2mes de "manvaise” utilisation. Pour le
moement, Noua ne soMmmes pas encore capable de déterminer avec certitude le
nombre des groupes 8 chercher, nous ne savons pas quelle est la rneilleure
fonction-objectif 4 minimiser, et dans quel cas faut-il standardiser les données.

La réduction de la complexité de I'algorithme de programmation dynamique a
donné de bonnes performances au point de vue temps de calcul par rapport &
loriginal, mais nous sommes loin de la vitesse des méthodes classiques. Dés que
le nombre de groupes recherché dépasse 2, et que le nombre d'objets & classer
dépasse 30 nous avons déjA trop de solutions 2 calculer, En revanche, le gain
par rapport & l'algorithme original est trés important : il faut environ 23 minutes
avec la nouvelle définition pour former trois groupes 4 partir des 62 entités d'un
de nos jeux de test. Avec loriginal, il nous a fallu patlenter 36 heures. Nous
avons eu l'occasion de tester bridvement une machine équipée dun processeur
1486 (nouvelle génération), les performances sont dix 4 quinze fois meilleures,
que ¢e que nous avons obtenu jusqu'd présent, L'amélioration de la vitesse de
calcul des PC de pointe va permettre de compenser la lenteur relative de ces
algorithmes. Noua n'avons pas cherché 4 utlliser ce nonvel algorithme aur des
machines encore plus performantes [mini ou mainframes),
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Sur demande, nous fournissons certains des programmes développés dans le
cadre de cette éinde :

RAOMEDIA : programme selon I'algorithme de programmation entire
complet

PAMRAQ : programme selon l'algorithme de programmation entidre
rédult
DYNARAOQ : programme  selon l'algorithme de programmation

dynamique incluant la réduction par la régle de chainage

NEWDYNA : réduction de l'algorithme de programmation dynamique
par la régle de chainage et la détermination des objets repriésentstifs

Tous ces programmes ont &t€ développés sons DOS 3.30, en utilisant les
librairies d'émulation et le modéle large de mémoire. L'usage de l'émulation nous
permet d' exploiter un co-processeur mathématique, &'l est présent. La
configuration matérielle requise pour les utiliser est :

640 Ktiytes de mémoire vive; [dont 500 libres)
un disque dur;
un écran mongchrome;

en option un co-provesseur mathématque;

Le co-processeur réduit, selon nos tests faits avec un AT-286 4 12Mhz, les
temps de calcul au fiers de ceux obtenus en configuration simple. Par contre,
nous n'avons pas vu de différence de précision des calculs. Les programmes ne
sont pas protégés, ils peuvent £tre copiés sur un disque dur, ou une disquette de
sauvegarde, par la commande COPY de DOS, ou toute commande équivalente
d'un gestonnaire de fichier (PC-Tools, Nortan-Commander, ete).

Voicdl le mode d'emploi des programmes de programmation entiére, dont le
dialogue est en frangais :

Saisie des données par clavier ou fichier;

Dans les 2 cas, le programme va demander, respectivement lire dans le
fichier les données dans l'ordre suivant -

nombre d'objets & classer;
nombre de gronpes & former;
norme 4 ntiliser pour le calcul de la distance;

nombre de caractéristiques des objets;
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- les &léments de la matrice des domnées, chaque lgne contenant les
observations pour un objet;

- Choix de I'unité de sortie, fichier ou &cran;

En cas de travall avec des fichiers, {l faut impérativement donner le nom
complet du Gehier, selon les régles de DOS, sl ne se trouve pas dans le
répertoire des programmes. Pour les personnes en gyant l'habitude, la
commande PATH, pour donner le chemin d'accds aux programmes, peut étre
utilisée sans restriction,

Ces deux programmes permettent de lire une matrice de distances, dana ce
cas, elle doit &tre préparée sous forme du trdangle inférieur, avec les zéros. Les
limites des programmes sont données A I'écran et des tests sont faits pour

verifier qu'clles sont respectées. En cas de saisle interactive, les données peuvent
dtre corrigées. Lors d'une Jecture gur un fichier, I'erreur est signalée et le

programme s'arréte,

Pour les deux autres programmes, si les données sont entrées par un fichier,
il fant que ce fichier solt rentré comme une matrice :

X11 X12 X1In
X21 X22 X2n
Xm1 Xm2 Xmn
Ensuite le dialogue suivant guide I'utilisateur dans le choix des options
1. Glve the number of objects :
Give the number of variables :
do you want to read your data from the keyboard Y/N
Y = entrée des données aous forme de dialogue

N = lecture des données depuis le fichier dont le nom est
donné plus tard

Do you want your output on screen, printer, or in a file
Please glve the nsme of the device fcon, prn, flename) ;
con = sortie & I'écran
prn = sortie sur 'imprimante 1ptl

filename = écriture dans un fichier, donner le nom selon les régles de
DOs

2, Glve the number of clusters :
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Choose between L1 or L2 :
1:=L1
2:=12

Do you want to standardize your data :
Y =yes
N = No

Which objective function do you wish to use
Total distance to the medians = 1
Within clusters sum of squares = 2
Average distance to the medians = 3

3. Aprés la sortle du résuiltat :

Do you want another run ?
Y = yes = continuer de travailler avec le programme
N = no = fin du travail

Do you want to use the same dataset ?

Y = yes : continuer avec les mémes données, dans ce cas le dialogue
reprend au point 2.

N = no : travailler avee de nouvelles données, reprise avec le point 1.

Pour toute remarque, oﬁ pour disposer des informations lifes aux
développementa prévus aprés cetie &ude, vous pouvez nous contacter aux
adresses suivantes :

Prof. Y Dodge

Groupe de Statistique

Division économique de I'Université

Plerre-4-Mazel 7

2000 Neuchatel
Thierry Gafner

Sous le Chéne 2

2043 Boudevilliers
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Annexe 2 : Exemple économique de la banque d'Iran

Nous présentons ci-dessous la classificstion obtenue pour des données
économiques publites par la banque dTran. I a'agit de 556 indicateurs relevés
pour chacune des 23 régions iraniennes. Noua avens effectué les calculs avec
notre nouvel algorithme de programmation dynamique, en appliquant d'office les
deux régles présentées au chapitre 8. Nous avons cherché 4 classer les donnses
dans 2 4 6 groupes, en utlisant la distance de Manhattan et la distance totale
aux médianes. Tous les calculs ont &té effectués sur un AT-286 avec un
COpToCesseur.

Nous pouvons remarquer que l'effet de la classification est 4 chaque fois de
sortir une ou plusieurs données du groupe 1, dont l'entité {2) est la médiane,
seul le passage entre 5 et 6 groupes produit un effet diffdrent. Nous voyons que
entre le formation du 3% groupe et du S€, nous n'avens formé que des groupes &
une entité [singleton cluster), qui est la médiane nouvellement déterminée.
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e 3 e 7 7% 7 7 7 2ie v 3 e v 3k e vk ok e o v s o e e ok Jede e e e e e de de ek gt vl ek e b e b

* L4
* Dynamic Programilng Cluster Analysis Algorithm *
* reduced wlth the procedure BSWAP developped by *
* Prof. P. Rousseouw and L. Kaufmann Brussels and *
* the medians'rule developped by Rao for *
* the Integer Programing Algorithm *
* author : T. Gafner Unlvesity of Neuchitel *
* *
* *
* Program's Limits are : *
* Objects : 100 *
* Clusters : 10 *
* Variables : &0 *
* Distances : L1 or L2 *
* *

et i ok Bt v dede o Ao g b e e e ek e ko e A e

Summary of options :

Objects 1 23
Variables : 55
Clusters 2
Distance : Manhattan

Standardisation of variables
Total distance to the medians

Begin of computations at : 17:23:31

Cluster 1 Objects 2 4190 9 71115 20 12 195 13 18 17 16 22
314 62123 8 5

Cluster 2 Objects 1

Total distance to the medians
1163.369000

End of computations at : 17:24: 9

Summary of options :

Objects : 23

variables : 55
Clusters : 3
Distance : Manhattan

Standardisation of variables
Total distance to the medians

Begin of computations at : 17:27: 8

Cluster 1 Objects 2 410 7111822 3 6 B S

Cluster 2 Ohjects 17 14 9 16 21 13 20 15 12 23 19
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Cluster 3 Objects 1

Total distance to the medians
995.439000

End of computations at : 17:29:54

Summary of optiona

Objects : 23
Variablea : 55
Clusters : 4

Qistance : Manhattan
Standsrdisation of variablies
Total distance to the medians

Begin of computations at : 17:30:13

Cluster 1 Objects 2 410 .711 1822 3 6 8
Cluster 2 Objects 17 14 9 16 21 13 20 15 12 23 19
Cluster 3 Objects ]

Cluster 4 Objects 1

Total distance to the medians
911.936200

End of computations at : 17:39:44

Summary of options :

Objects : 23

variables : 55

Clusters : ]

Oistance : Manhattan
Standardisation of variables
Total distance to the medians

Begin of computations at : 18: Z:41

Ciuster 1 objects 2 410 7111822 3 6 9
Cluster 2 Objects 17 14 16 21 13 20 15 12 23 19
Cluster 3 Obijects 8
Cluster 4 Objects 5
Cluster & Objects 1

Total distance to the medians
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835.488500

End of computations at : 18:22: 9

Summary of options :

objects t 23

Variables : 55

Clusters : 6

Distance : Manhattan
Standardisation of variables
Total distance to the medians

Begin of computations at : 18:22:56

Cluster 1 ‘Objects 2 410 711 18 22 3
Cluster 2 Objects 17 14 9 16 13 20 15 19
Cluster 3 Objects 21 23 12

Cluster ¢ Objects 8

Cluster 5 Objects S

Cluster 6 Objects 1

Total distance to the medians
767.606800

End of computations at : 18:47:17

111

6



Bibliographie

ARTHANARI T.S., DODGE Y., {(1%81). Mathematical Programming in
Statistics,Wiley, New York.

BELLMAN R.E., DREYFUS S.E. {(1965). La programmation dynamigque et ses
appiications, Dunod, Paris.

Classification Society of America, Journal of Classification, Springer
Internaticnai, vol 4 no 1, 1987,

COOPER M.C.,MILLIGAN G. W. (1985). An Examination of Proceduras Determining
the Number of Clusters in a Data Set, Psychometrica,50, 159-179.

EVERITT B. (1974). Cluster Analysis, Social Science Research Councili,
London.

GARFINKEL R. S., NEMHAUSER G.L. (1%72). Integer Programming, Wiley,New
York.

GRAF-JACOTTET M. (1979). Classification automatigue aspects mathématiques,
Cahier de Méthodes Quantitatives, Université de nHeuchbtel.

HARTIGAN J.A. (1%75). Clustering hlgorithms, Wiley, New York.

HASTINGS N.A.J. (1973). Dynamic Programming with Management Applicatiens,
Butterworths, Londan.

International Federation of Classification Society, Actes du congrés
intarnational de juillet 1987 & Aix-La-Chapelle.

JENSEN R.E. (1969). A Dynamic Programming Algorithm for Cliuster Anaiysis,
Operation Research 17, 1034.

METZGER-VOIDE A-C. (1983). Clasfac-Apl un package interactif d'analyse
statistique multivariable, Thése de docorat Université de Neuchfitel.

RAO M.R. (1971). Cluster hnalysis and Mathematical Programming, Journal of
the American Statiscal Assoclation 66, 622.

ROUSSEELW P. (1987). Cluster hnalysis, Wiley, New York.
SPATH N, (1980). Cluster Anaiysis Algorithms, Ellis Horwood, Londen.

SPATH N. {(1%86). Anti-c¢lustering : Maximising the variance criterion,
Control and Cybenetics No., 2/3.

TRICOT M., DONEGANI M. (1%87). Cptimisation en classificatian automatique :
sur une famille d'indices de proximité en classification hiérarchique
ascendante, EPFL-DMA rapport 8702,

TRYON R.C., BAILEY D.E. (1967)}. Cluster Analysis, Wiley, New York,

VINOD H.D. (1969). Integer Programming and the Theory of Grouping, Journal
of the American Statiscal Association 64, 506.

112



Table d'index

ANAFAC 58

Aristote 3

Backtracking 40, 51, 52, 60

Backward 44

Bellman 45, 89, 94,112

Box 69

BUILD 27, 28, 32, 35, 92

Camberra 10

Carrés 23, 36, 42, 45, 47, 51, 81, 84, 95,
101

Centroides 21, 23, 59, 77

Chatnage 13, 15, 17, 19, 30, 31, 38, 40,
43, 45, 59, 81, 682, 53, 85, 97, 98,
101, 105

Chi-carré 9, 81

CLAS 58

Classiques 2, 4, 7, 14, 15, 30, 33, 24, 43,
45, 54, 57, 69, 73, 75, 78, 77, 76,
92, 103, 104

Clumping 14

Complexité 2, 4, 5, 30, 31, 32, 36, 38, 42,
43, 45, 48, 52, 54, 65, 66, 66, 92,
99, 104

Convergence 42, 69, 70, 73, 69, 93, 94,
103, 104

Cooper 4, 77,112

CORRES 58

Densité 14

Deodge 1, 37, 42, 107,112

Dual 48, 47, 48

Echantillon 26, 37, 69, 89, 92, 93, 98

Enumération 30, 39, 41, 43, 45, 91,93

Etreurs-type 86, 89

Eucdlidienne 8, 9, 25, 26, 27, 82

Everiti 4,5,6, 11, 12,77,112

Exploration 6, 63, 65, 94, 96

Explosion 91, 102

Fonction-objectif 2, 4, 14, 38, 38, 41, 42,
43, 49, 50, 61, 52, 53, 65, 88, 91,

05, 86, 104
Forward 45
15
Garfinkel 39,91, 112
Gower 11
Hartigan 5, 31, 32, 33, 78, 80, 83, 64, 67,
89,102,112

Henristique 28, 29, 34, 69

Homogénéité 36, 49

Hypothéses 8, 63, 65

IMSL 59

Infini 10

Jensen 94, 96, 112

Lance 14, 18, 30, 33

Linnfe 3

Mahanalobis 10

Manhattan 9, 18, 27, 53, 108, 109, 110,
111

Maximumn 18, 25, 30, 33, 38, 44, 50, 52,

70, 83, 86, 97

Milligan 4, 77, 112

Minimum 16, 30, 31, 32, 33, 34, 36, 48,
70, 686, 93, 96

Minkovski 8

Modele 5, 6, 46, 47, 48, 55, 57, 63, 65,
70, 72, 75, 76, 102, 105

Muller 69

Multiplicateur 42

Normalisation 12

Optimal 2, 4

Optimisation 13, 14, 15, 33, 386, 45, 52,
84, 85, 99, 101, 112

Pondérée 8

Prédiction 8, 63, 65

Primal 46

Propagation 33, 43

PSTAT 60

Qualitatives 11, 64

Quantitatives 11, 12, 112

Rao 37, 36, 92, 93,97, 102, 109, 112

Récurrence 14, 33, 69, 103

Réduction 2, 6, 41, 63, 65, 92, 93, 94,
97, 103, 104, 105

Segment 8

SPSS/PC 59, 60

Standardisation 8, 12, 80, 70, 109, 110,
111

SWAP 27, 28, 32, 35, 92

Tied 33

Tryon 3, 5,112

Typologie 8, 12, 63, 65

Variance 9, 12, 35, 69, 112

Williarns 14, 30, 33



