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Avant-propos

1l m'aura fallu 50 litres de café, 40 blocs de papier, 30 cartouches d’encre, 20 crayons,
10 gommes ainsi qu'un nombre incalculable d’heures de travail et de sommeil pour
voir la naissance de la présente thése, aprés environ 5 ans de gestation.

Comme dans tous les contes, cet heureux événement résulte d’une magnifique
histoire d’amour.

.

Tout a commencé lorsque j’ai contracté le virus dit: ” Passion des mathématiques™.
Un coup de foudre incontrélable et irrésistible m’a immédiatement fait comprendre
que P'on serait, désormais, inséparable. C’est pourquoi, 4 la suite de ma licence, ne
pouvant envisager de rompre abruptement avec ma nouvelle passion, je me suis ap-
proché de Monsieur le Professeur Alain Robert qui allait, par sa grande générosité,
son entiére disponibilité et sa précieuse expérience, devenir mon maitre a penser et
mon guide indispensable pour parcourir le tortueux chemin parsemé d'embiiches que
j’avais choisi d’emprunter.

C’est durant son cours d’analyse ultramétrique que j’ai découvert I'univers passion-
nant de 'analyse p-adique et amorcée la conception du présent travail, en optant
d’étudier une partie de cette matiére, en 'occurence

LES POLYGONES DE NEWTON
DE FAMILLES CLASSIQUES DE POLYNOMES.



Plus précisément, mon étude s'est portée sur 3 familles particuliéres, & savoir

» Les polynomes de Laguerre (Aq(z))n>0-

On montre dans le chapitre I que le polygone PN (An(z); p), pour p impair, ne
dépend que des décimales non-nulles intervenant dans la décomposition de n

en base p, et qu'il s’obtient par juxtaposition des polygones PN { A_ o0 (Z)ip
. .l
ol n = 2)-20 n;, P, 0< n;, <p-

¢ Les polyndmes d'Hermite (H,(z))n>0.

Dans le chapitre 11, on présente la construction du polygone PN(H,(z);p)
(pour n quelconque et p > 3}, basée sur une décomposition "exotique” de
entier n (n = €p’ + ¢ +2m). Le cheminement de cette construction apparait
mieux dans le diagramme de la page iv.

Les polynémes de Legendre (Pn(z))nz0-

Dans un premier temps, il convient de faire référence & I'article [10] de J.
Wahab qui régle le cas particulier de la construction de PN(P,(1 + 2t);2).
Dans un deuxiéme temps, pour p impair, on construit tous les polygones
PN(P,.(z);p) ne laissant apparaitre que des droites critiques de pentes négatives.
Nous verrons alors qu’il s’agit des polygones de Newton associés aux polynomes
de Legendre dont l'indice est de la forme n = p* + ¢, ol ¢ = TX, p* et
(i), est une suite strictement croissante d’entiers positifs.

Finalement, on traite le cas général, c’est-a-dire la présentation de
PN(P,(1 + 2t); p) pour p impair.

Naturellement, ils ne sont constitués que de droites critiques ayant des pentes
positives.

Le diagramme de la page v expose le cheminement permettant d’obtenir le
polygone PN(P.(z);p) ol n est quelconque et p premier impair.
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Je tiens ici a remercier toutes les personnes qui, par leur participation et leurs en-
couragements, ont permis & ce travail de voir le jour:
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Alain Robert pour son dévouement sans limite, sa précieuse expérience, ainsi que
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Voyage a travers le chapitre II pour obtenir le polygone de Newton
associé au polynéme d’Hermite H,(z), n quelconque.

Décomposition exotique de n.

n=¢p"+q+2m, (€ {0;1} et e =n mod 2)
avec =YX p%, ol s< @ <+ < ayy;

et 2m =Y 50 2m;, p'r, avec 2m;, #0.

P23

construction de
PN(Hzm, p;p)

ch. Il section 3

p23

construction de
PN(H(l+p)p°(1');p)

ch. Il section

p23
construction de construction de
PN(Hpy(z); p) PN(H:m(z); p)
ch. II section 2 ch. II section 4

construction de
PN(H,(z); p)
ch. Il section 7

construction de
PN(H,(z); p)

ch. II section 6




Voyage & travers le chapitre III pour obtenir le polygone de Newton
associé au polynéme de Legendre P,(z), n quelconque.

Décomposition exotique de n.

et 2m = 3 ;50 2m;, pY, avec 2m;, #0.

n=ep’+q+2m, (¢€{0;1} et e=n mod 2)

avec ¢ = ?;‘ P, ol s< o < < Qg

construction de
PN{(Paspypa{7); p)

ch. Il section 5

construction de construction de
PN(FPp(z)ip) PN(F(2)ip)
ch. III section 4 ch. 1II section 6

construction de
PN(P.(1+2t);p)

ch. III section 3

construction de
PN(Pa(z);p)

ch. 11 section 7




INTRODUCTION

Soit p un nombre premier, Z, dénotera I'anneau des entiers p-adiques, Q, son
corps de fractions et C, le complété de la cléture algébrique de Q, . La valeur
absolue p-adique est normalisée par |p| = 1/p.

Avant d’entrer véritablement dans le coeur du sujet, nous formulons quelques rappels
concernant la théorie des polygones de Newton et ses applications.

Déﬁni_tions

Soit f(z) = I ,ai ° un polynéme & coefficients dans C,, .

Considérons les points P, = (i; ord,a;), 0 < i < m, dans le plan cartésien muni
d’un point 4 infini. Le bord de I’enveloppe convexe supérieure de ces points définira
le polygone de Newton de f, noté PN(f,p). Les segments le composant, ainsi que
leurs pentes, sont respectivement appelés segments critiques et pentes critiques.

On définit encore le rayon critique r associé i la pente critique A par la formule

,r = rayon critique = p Pente critique pAJ

Exemples

Exemple 1. - Si la suite (f,u(z) =" z+---+dn ::“’")">o C Z, [z] remplit les

conditions suivantes

1. fpn est un polynéme de degré p™;
2. ordya) =net ord,a:: =0;

3. forlz) = foe-i (2zP) mod p* Z, {2],

alors on montre [12] que la figure ci-dessous représente le polygone de Newton de
for(2), noté PN(f,»,p).



fig. 1
- On en déduit que

1. { pentes critiques de fyn(z) } = {Ao =-00, Aj = 15 n};

JREpS. S

e 1=
2. { rayons critiques de fyn(z) } = {ro =0, rj=p P T 1<j5< n}.
Exemple 2. - Si f(z) =3+12?+32°+ 2% € Qs [,

alors la figure ci-dessous représente le polygone de Newton de f(z) dans Q; [z].

fig. 2

Celui-ci posséde deux pentes critiques A; = -1 et A; = 1/2.

Exemple 3. - Soient PN(f,p) et PN(f,q) les polygones de Newton de f associés,
respectivement, aux nombres premiers p et q. .



En général, pour p et g distincts, PN(f,p) et PN(f,q) sont différents.

Par exemple, f(z) = p+ pg z + q/p 2° + p/q z° fournit les polygones de Newton
PN(f,p) (fig. 3) et PN(f,q) (fig. 4).

1 [} [}
0 R
1 e
fig. 3 fig. 4

Cependant, il se peut que deux polyndmes f et g distincts donnent lieu au méme
polygone de Newton.

Par exemple, la figure 5 représente, a la fois, le polygone de Newton de
f(z)=pz+22+pz*+2°+ptat
et celui de

glz)=pz+pz?+2°+2°+ptas




Zéros d’un polynome

Pour tout ce qui concerne la théorie générale des séries formelles a coefficients dans '
C, , (polygones de Newton, zéros, etc...) on se référera aux ouvrages [2][3][5][7][§]
d’usage et plus particuliérement au cours de III-éme cycle de A. Robert [7].

Quant a nous, nous nous limiterons au cas particulier oi f est un polvnéme a
coefficients entiers p-adiques.

Ainsi, considérons

f@)= i a7 € L,ja]

et, pour r > 0, définissons

M.(f) = max [a:] ¥ € R,.

On dira que r > 0 est un fayan régulier de fs'il existe un unique j, 0 < 7 < m
vérifiant

M, (f)=laj| ¥ > max faj] "
i#)

Pour un tel rayon r > 0, la propriété ultramétrique

IN

max ([af; [8]) si |a| = [8];
la + b

max (Jal; b)) i la] # [8],
entraine -
/(@) = M(f), Vgl =r; (z € Cp).
1l s’ensuit, en particulier, que tous les zéros de f ont un module r > 0 satisfaisant
M. (f) = |aa| v = lan| " pour au moins deux indices n et N distincts.
Proposition 1. Pourr >0, les propriétés suivantes sont équivalcntes

i) M, (f) = laa| ™™ = lay| N, pour au moins deuz indices n et N distincts;

ii) r est un rayon critique.



L’application de cette proposition montre que r = p* est critique s'il vérifie

|an |- = |aN|-r‘v
I an l > |an+k| . r"+kv
0<k<N-n.
Autrement dit, si
—ordpa,+n-A = —ordyay+N-A

—ordyan+n-A > —ordyan+(n+k) A,

0<k<N-—n

Remarque. Graphiquement, ceci signifie simplement que tout point
P =(n+4k ordyanys), (0 < k< N—n), sesitue au-dessus du segment reliant
P, a Py.

Preuve. L'implication i) = #) résultant de ce qui précede, nous ne démontrerons
que it) = i).

Si d est un segment critique ayant pour extrémités les points P, = (n; ord,an)
et Py = (N; ord,an), (n < N), alors

ord,any — ordya
A= P P Yn
¢ N-n

est la pente critique de d et on obtient

Ianl o= p— ord,, an pn-Ad

o ord, an+2522Y( ord, ay- ord, an)

= p— ord,aN . pN-Ad

law| .

Finalement on montre (2], [3], [5], [T}, [8] qu'il y a exactement N ~ n zéros de f
(comptés avec leur multiplicité) sur la sphére critique B_,(0).



Quelques résultats sur les coefficients binomiaux
Pour n = ¥, n;p', 0 < n; < p, on montre [3), {7] que

ord,,n!:g—_-%l—(—ri)-, o S,(n)= > m

p 0<i<m
Théoréme 1. Soient deuz entiers 0 < k < m et posons v = ord, (',':), alors
Sp(m~ k) = S, (m) + S, (k) = v(p— 1).

Démonstration. En vertu de ce qui précede, il suit que

™ m!
iy (5) = ot s
= ord,m!— ord, k! — ord, (m — k)

m—S,(m) k—-S,(k) (m—-4k)—S,(m—k)
p-1 p-1 p—1 ’

En multipliant la derniére égalité par p — 1, on obtient le résultat.

Corollaire 1. $,(2k) = 25, (K) - u(p— 1), avec p = ord, (%)
Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme précédent au cas m = 2k, pour

obtenir

Sp (k) = 5, (2k) = S, (k) + p(p— 1)-

Théoréme 2. Si 0 < k < m sont deuz entiers vérifiant

m=Tmomip, avec 0<m; < B
k=Tiokip, avec 0<k; <p,
alors on a
(%)
- € Z,.

2%
(¥)
Démonstration. Tout d’abord, rappelons que

1. (‘;) (z) = (:) (Z:z) pour b > c entiers et a quelconque;



-1

2 Con() = (2)
3. () ez, sizeZ, (neN)
-1/2\ (m\ _ (-1/2\(-1/2 = k).
m )\ & m—k )
2m\ (m\ _ ok {2k (12— &
(m) () = () )
Dire que dans le développement de m en base p, m = Lixo m;p’ les chiffres m;

satisfont 0 < m; < 2;—' revient & dire que le développement de 2m en base p est
exactement 2m = ;5o 2m;p* d’olt

Alors, d’aprés 1., on a

puis, d’apres 2.

Sy (2m) = 25, (m)

qui équivaut a ord, (2:) = 0 ou encore a (2:) €Z,.
Avec I’bypothese, on obtient

(7) = (o) () () < ()

C’est la propriété de divisibilité souhaitée
m\ , (2k
() (e) <=

Corollaire 2. Sous les mémes hypothéses que le théoréme 2, on a
Sp(m — k)= Sp(m)+ 8, (2k) > S, (k) 2 0.
Preuve. En utilisant le fait que S, (k) > 0 et le théoréme 2, on obtient

S, (m — k) = S, (m) + S, (2k) > 5, (k) 2 0.



Décomposition "exotique” d’un entier n € N

Soit un nombre premier p > 3. On dénote par M, 'ensemble des entiers m € N qui
ont, en base p, un développement de la forme

fo

m=2m;p‘, ou 0 <m; <
20

.QJ

Donc

meM, <= 2m=22m;p; ,0<2m; <p—-1
i20

= (2'") €z,
) m

Si n est arbitraire, on écrit sa décomposition en base p
k .
n=Ynmp 0<m<p
=0
et on définit
om; = n; s? n; est Pair i
n; —1 sin,; est impair;

de sorte que 'entier n 's’écrit de maniere unique

n=2m+Y p ot meM,
e

On groupera alors les éléments de I par i)airés en commengant par les plus grands.
Lorsque n est impair, Card I est également impair et on notera s le plus petit
élément de I. Ainsi, on obtient une décomposition

Y =0T+ )+ (B )
i€l )

avece € {0;1} et e=n mod 2.

On pourra noter }
g=g +-+q, ¢=p"+p

Au total, on a obtenu



n=2m+ (¢ +---q)+ep’

avec

emEeE l‘lpy

. (Ij=Pa7’ +p%%, s< oy << Qg

. e= 0 sin est pair
T 11 sin est impair.
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Chapitre 1
POLYNOMES DE LAGUERRE

1.1 Définitions et propriétés
Définition 1.1.1 Les polynémes de Laguerre ! (L,(z)),5o sont définis par la for-
mule de récurrence -

nLo(z) = (2n—1-2) Loy (z)—(n=1)-La_2(z), n 2 2;
L{)(I)=l, Ll(I)=l—I‘ '

Malheureusement, la famille (L,(z)), 5, ainsi définie n’entre pas dans le cadre mis
en place dans lintroduction. En effet, le polynéme L.(z) € 22 [z] n'est en général
pas a coefficients entiers p-adiques. C’est pourquoi nous considérerons plutét la suite

(An(z) = n! Ln(2))n30 € Z [2].
Celle-ci vérifie les propriétés suivantes {6].

A(z)€Z[z)C Z,[z] (n20);
. Al(z) = (‘7n —1=2)Any(z) = (n = 1)*An_z(z), (R 22);
3. Z( -1) ,)2((;]_1)| -z

=0
n

=3 (-1)X} -2, (n20).

Par abus de langage, les polynémes A,(z) seront encore appelés polynémes de
Laguerre. (Cette autre définition est courante).

!Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886):

13



14 Chapitre 1. POLYNOMES DE LAGUERRE

Remarque. De la propriété 3, il suit que

(n1)?
o= ords T =iy

(p—1) ord, A}

n =k +25,(k) + Sy(n — k) = 25,(n)

1.2 Polygone de Newton de A, »(x)
Proposition 1.2.1 Sip>3 et 0 <m, <p, alors

tous les zéros du polynéme Am,pv(z) ont pour module p-adique
1 + 1
p-1 " plp-1)
La proposition 1.2.1 exprime le fait que le polygone de Newton de Ap, ,v(z)
n’est constitué que d’un seul segment critique, dont les points
(0; ord, Ag*? ) =(0; ord, (m,p")}) = (O;m,,%_:i'—) et
(m.,p“; ord, /\"'"v) = (m,p"; 0) sont les extrémités, (fig. 1.2.1).

mypY

A, Ry
r,=p°, ou A, =~

ks )
m, 25

fig. 1.2.1

Avant de démontrer la proposition 1.2.1, testons-la sur quelques exemples.
Exemple 1. - Prenons p =5, v = 1, m, = 2 de sorte que m,p* = 10.

A partir de la table suivante

' 0{1(2)3[4]5}6]7|8[9]10
ords AP 1213 [313]3]1[2]2[2]2]0

on construit le polygone de Newton de Ao(z), (fig. 1.2.2).



1.2. Polygone de Newton de A, v(z) 15

6 1 23 45678910

fig. 1.2.2

Conformément & la proposition 1.2.1, celui-ci est réduit & un segment oblique de
pente
1 + 1
p-1 p(p-1)
Exemple 2. - Prenons p =5, v =1, m, = 3, et donc m,p* = 15.

Ay =-2/10% ~1/4 + 1/20 = —

La table suivante

T 011{2[34]5{6{7[8[9]10]11]1
ords AP 3] 4{4]4({4]2[3]3]3[3]1

(3]
—
(2]
—
-
—
=]

[
(-]
(-]
(=1

nous permet la construction de PN(A,5(x),5), (fig. 1.2.3).

fig. 1.2.3
La méme pente critique A; obtenue, confirme également la proposition 1.2.1.

Exemple 3. - Prenons p = 3, v = 2, m, = 1, si bien que m,p* = 9. Ce cas
donne lieu a la table suivante

i 0(1(2(3
orda AT | 4[6[6]4

=
=Y
-
ou
©

W
w
w
e
e
o




16 Chapitre 1. POLYNOMES DE LAGUERRE

On en déduit un polygone de Newton, (fig. 1.2.4)

=N WD

061 2 3 4 5 6 7 8 9

fig.1.2.4

dont I'unique segment possede, comme prévu, une pente A, égale a
Ar=—~4/92 ~1/2 + 1/18 = SRS S
p-1"pp-1)
Présentons maintenant une preuve de la proposition 1.2.1.

Preuve. - En utilisant la proposition 1. de I'introduction et grice au fait que
ord, Anee =0, il suffit de montrer que

myp¥ 1. v

—- ordy Ag = mp’ A,

v 2. v
—ord, N 3 —ord, AT 4 j-A,

0<j<mp”.

Dans un premier temps, la suite d’égalités

~(p=1)ord, A" = —(p=1) ord, {(m.p")}}
bl mu(pv - 1)
(p—l)m,,pv'A,,

établit P'assertion 1.



1.3. Pol'ygone de Newton de An(z) 17

Dans un second temps, pour 0 < j < m,p", on calcule
= (p=1) ord, A" +(p=1) ord , 7" = (p=1)j:A, =
= {-mp’+m.}+
+{mup® = j — 25, (mup”) + 25, (4) + Sp (mup” — 4)} +
+{i-ilr'}
= Sp(mp’ ~j)+25,(j) —m. - j/p".
Mais alors

- ou bien j = j,p* < m,p*, auquel cas S, (m,p” — j) = m,— S5, (j), et ainsi le second
membre de I’égalité précédente s’annule;

- ou bien j = Foqic, Jip', avec j; # 0 pour au moins un indice i < v, de sorte

que S, (m,p* — j) > m, — S, (j), ce qui démontre également la positivité du second

membre de I’égalité précédente.
[

1.3 Polygone de Newton de A,,(z)
Proposition 1.3.1 Pourp >3 et m = o< M, P, (avec 0 < m; <p),

le polynéme de Laguerre An(z) posséde ezactement m; p'i zéros (0 < j < n) de
module p-adigque :

1 1
A N
N = ! A.: — -
THER T e T I T e -1)
1oph=1_ 1 1 1
P p-1 p P P

Cette proposition se déduit de la représentati:m graphique du polygone de Newton
PN(Am(2).p), (fig. 1.3.1).



18 Chapitre 1. POLYNOMES DE LAGUERRE

Polygone de Newton de A, ,in(Z)

. VPN (A aehn)
R T o 1PN (Ampo(@)i)
0 T(n) T(n-1) T(2) TQ)T(0)
fig 1.3.1

ol T(k) = Sjuy mi,p".
Avant de démontrer la proposition 1.3.1, testons sa validité sur quelques exemples.
Exemple 1. - Prenons p=3 et m=2-3+3% = 15.

La table suivante

[ 0[1]2]|3]|4(5|6[7|8{9[10]11]1

ord3 AP 6]7[7]5]6(6[4[6]6[2]3 |3
v

fournit le polygone de'Newton de A;5(z), (fig. 1.3.2).

[
—
13
—
'y
—
[

()
(%]
~
(=4




1.3. Polygone de Newton de An(z) 19

6
5 Polygone de Newton
4
3
2 S
1
1
1 3 5 7 9 11 13 15
fig. 1.3.2

Celui-ci fait apparaitre les polygones de Newton PN(As(z),3) et PN(Aq(z),3),
desquels proviennent les pentes critiques

1

A —lSé——-;
1 / .

—4/9L_1/3-1/9 = -;1; -1

A,
p

~

Ceci confirme bien la proposition 1.3.1.
Exemple 2. - Prenons p=3et m =3 + 9+ 27 = 39.

A partir du tableau des coefficients de Asq(z)

i o123 f[4f5]|6]|7(8[910[11[12]13
ordy A || 18 |19 [19 (17 ) 19|19 |17 |18 |18 [14 |15 15|13 |16

~N
-3

i 141511617 [18]19]20}21 2223 [24[25]26
ord, AP |16 14 |15 (15 [ 1112 [13 |10 1212|1011 |11

o

i 28293031 3233343573637 [38[39
ords X2 | 6 |6 4166|4551 ]2]2]0

on construit le polygone de Newton PN(A3e(z),3), (fig. 1.3.3).
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18 Polygone de Newton de Ajz(r)
17
14
13
11
10
1 PN (Ag(z);3)
e . |
' PN|(A3(I)§3)

R I Lo

0 3 6 9 1215 18 21 24 27 30 33 36 39

fig.1.3.3

Conformément & nos prévisions, on observe que celui-ci est constitué des polygones
PN{Aj(z),3), PN(Ao(z) et PN(Az:(z),3), de pentes respectives

] l
Ay = =1/3=—-;
1 / .
1 1 1
Do = —4/9%-1/3-1/9= —=+ —;
PP
Ag = —1ymtoysoyg-ym=-t_L_ 1
’ T PP

Exemple 3. - Lecasp=5et m =2+ 2.5+ 25 = 37 est caractérisé dans la table
suivante

t 0j1{2{3]4]5[6)7({8[9]j10]11}12]13]14

ords AT [8[8[8]9[9|7]7]7[8]8[6]6[6[8]38
i 15116 {17 | 18119120 (21 12212324 25{26
ords A 6 [6[6 [ 7T[7]5[5][5]6[6[]2]2
i 27128129 {30131 |32]33|34([35]36]37
ords N2 3131 {1 [L}j2]2]0f07]0

“En accord avec la proposition 1.3.1, le polygone de Newton de Az7(z), (fig. 1.3.4)
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9 o Polygone de Newton de Aas(z)

8 q

7 [

6 0

b

. PN (Aro(z);5)

3

2 b o e e e e e - — 0

1 e ey PN (Aq(2);3)

L

0 3 5 8§ 10 13 15 18 20 23 256 28 30 33 35 37

fig.1.3.4
posséde les 3 pentes critiques
Bo = 0L =T 15 de PN(A(=)i5)

A = -2/104-1/5= -}1, de PN(Ayo(2);5) et

A, = —6/25 S ~-1/5-1/25 = —% + % de PN(Azs(z);5).

Démonstration de la proposition 1.3.1. - Grice ala proposition 1. de I’introduction,
il s’agit de vérifier que

1 1
o= p™ ) g =~ 1T =
ri. =P, ou A, p—l+p’l(p—1)'

satisfait aux deux conditions

—ord, A — ord + A, - my,pit

’ Z;>l mx, pl ? Z])l m;, P"

A2 4

— ord, A™ +A;, kb

— ordp AD
E})l mi, P’ - P ’H‘ZJ)I m'Jp)

0<k< m.-lp"'.
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Dans un premier temps, démontrons I'égalité

m . 1= m = A -m. pit
AT e m;, p ords Lje ™i, pY Buemi

Preuve. Rappelons que
(p=1) ord, A =m —s—25,(m) 4+ 25,(s) + S, (m — 3)
et calculons

(p—1) ord, /\')E Sem; Pl = m=Yisemy pir — 25, (m) + 25, (ij m;, P"’)
H ]

+8, (m = Tjse mi, %)
= m-—Tinm P+ m;,pi‘ — 25, (m) +
+25, (2,’21 m;; P —m, p") +
+5, (m — Tive mi; P+ my, p"')
= m=Tj>e mi,p" - 25, (m) +25, (ijl m;, PU) +
+5p (m - Ejz( m;, Pii) +m, pi' - m;,.
Ainsi, on obtient bien

(p—1) ord, §'>l m;, p =(p=1)ord, %'): m;, pli -(p- l)m.-,p" By
3 t 12 4y
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Démontrons maintenant 'inégalité

2.
~ ord, A™ 3 _dam kA
ores Tise mi, p? = P k4L e mi, pY ¢

0<k< m;,p“.

Preuve. - Pour 0 < k < m;,p, nous constatons que
Sp (k+ Tive mi, 17) = Sp (k) + 5, (Tjne mi, p).
Dés lors, nous pouvons calculer

~(p=1) ord, A 4 (p=1) ord, A" = (p=1)-k- A, =
(P )07" P Zj)l m;‘.p‘1+(p )07" 3 “+z,'>l m;; pi (P ) ¢

{-m + Tjve mi, 1 425, (m) = 25, (Tise mi, p7) = Sp (m = Tjse mi, ) } +
+{m = Tjoe mi, p7 — k=25, (m) + 25, (k + Tjse mi, #)+

+5p (m = Tise mi; P — k)} +

+{k=k/p"}

= =5, (m = Tjse mi, ) +25, (k) + 5, (m = Tyne mi, p = k) = k/p"

v

Sp (k) ~k/p'*  car Sy(a—1b)2S,(a) - S, (b)

v

0 avec égalitési k= up™, 0< < p.



Chapitre 2
POLYNOMES D’HERMITE

2.1 Définition et propriétés

Définition 2.1.1 La suite des polyndmes d’Hermite ! (Hn(z))nzo est définie par
la formule de récurrence

Hon(z)=2z-Ho(z)+2n Honi(2) =0, n2>1,
Ho(z) =1,H(z) = 2z.

De cette définition il suit que

1. H.(z) € Z, [z] pour tout nombre premier p.

En outre, on dispose [6] de la formule explicite -

[n/2) ) gn-—i "
= ] R DY S R ©
2. Hy(z) n g)( 1) T z
n 2#
n=k
= Y (-1)T —/— -z
Kt (25%)!
ken (2)
= Y (-)F eyt
ren(2) '
S n!
avechk=k!(n;_,‘)'
On a donc
(p—1) ord, b} = 255 4 5, (k) + S, (258) = S,(n), 0<k<n, k=n mod2.

!Charles Hermite (1822-1901).
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2.2 Polygone de Newton de H(x)

Proposition 2.2.1 Pour p > 3 et s > 1, le polynéme d’Hermite H,.(z) posséde
exactement p'~!(p — 1) zéros de module p-adique

rp=p% ,0<i<s, avec Ap=-—c0

1 1
A= - ,
7T Ap-1) 2p7(p-1)

(1<j<s).

La proposition 2.2.1 sera démontrée si 1'on établit que le polygone de Newton de
H,(z) a la configuration suivante (cf. fig. 2.2.1.).

fig 2.2.1

Ici O(hY') = ord, k% et on obtient ainsi les s pentes critiques

Ao= —00 et

R S
p-1) 2p-'p-1)°

Avant de démontrer ce fait, effectuons quelques tests sur certains cas particuliers.

A= 1<:1<s.

Exemple 1. - Prenons p=3et s=2,d%u p* =9.

De la table suivante

i J1]3[5]7]9
ord, 31213 [2]0

" on déduit le polygone de Newton de Hy(z), (fig. 2.2.2).
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3t
2
1
13 5 79
fig 2.2.2

En accord avec I’énoncé 2.2.1, celui-ci est constitué de 3 segments, de pentes

Ay = —o0;
T l 1
Ay = —1/24 et
: /2= =) -1
1
A, = —2/6L-1/4-1/12=-

2p=1) 2p(p-1)
Exemple 2. - Prenons p=5et s=1.
Le polygone de Newton du polynéme

Hy(z) =120z +160z°+322°=2°-3.52-2°.52% 4+ 2° 25

est représenté dans la figure 2.2.3.

fig 2.2.3

Ici également, la proposition 2.2.1 se vérifie puisque l'on observe les deux pentes
critiques :

' 1 1
B TRy R )
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Exemple 3. - Le cas p = 5 et 5 = 2 est traité dans la table suivante.

: Ti3 (5|7 {911 |{13]15}17]19
ordsh?54434433233

(3]
—
o
(2]
[N
w0

(3]
(3]
(=}

Le polygone PN (H2s(z);3) représenté ici

—_ N W

1 5 9 1317 21 25

fig 2.2.4

possede bien les trois pentes critiques

Ay = —o0;
1 1
A = —lfd=——— et
' Ty TP
' 1 1
A, = =3/20+-1/4—-1/40= ———— — ——
e / /4= 2p~1) 2p(p-1)

Ceci confirme la proposition 2.2.1
Finalement, attachons-nous 4 la démonstration du résultat.

Démonstration de la proposition 2.3.1. En vertu de la proposition 1
de Pintroduction, il suffit de montrer que les rayons définis par

r=p*,0<:1<s, avec Ag= —00

1 1

S Ty R STy

,sit>0

- vérifient les deux relations
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—ord RP_, Lk —ord,h::+(p—1)Pi_l'Ai;

P Tyt

Ve

—ord,hp,_, > —ord,hp, ,+2k+2k~.ﬁ.-,

o 0<2k< (p—1)pt.

Dans un premier temps, la suite d’égalités

~(p=1) ord, K% 4 p='(p—1)? - A, =

¢ _ g ° _ i -1 41
. el S (p p)_(p_l)p .

2 2
_ Ps_pt'-l_ ps_pi-l pa_pl'-| —l _ pi‘l+1
= 2 S”( 2 )t 2 + 7~
P —p (p _p.-x)
= - -5,
2 2

]

—(p—1) ord, hp,_,
établit 1.
Dans un second temps, pour 0 < 2k < tp ~ 1)p7, on calcule
—(p=1) ord, A%, +(p—1) ordy Koy~ (p= 1)2k - A =
3 _ i=1 $ _ i=1 .
{_p 21) - Sp (P 2}) ) - Sp (Pi-l) + Sp (P’)} +

i—1

-k+5, (” - —k)+S, (p“‘+2k)—5p(p')}+

i1

{7
+{k+k/p™1}

= 5,( 3 Pty L)—S, (”—;—1 "‘)+s (24) + K/

En posant alors m = %’p"“ dans le corollaire 2 de l'introduction, on en déduit
’inégalité & démontrer. "
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2.3 Polygone de Newton de Hop, ()

Proposition 2.3.1 Pour 0 < 2m, < p, tous les zéros du polyndme d’Hermite
Hom,po(z) se trouvent sur la sphére critique

B, (0)={z€C,:|z|=r,}
1 1

Ww-1) 1)

La proposition 2.3.1 se déduira de la représentation graphique du polygone de
Newton de Ham,pv(z) , (cf. fig. 2.3.1).

avecr, =p** et A, = —

pl=l
m,E=r 4

va,, p¥

fig. 2.3.1

Avant de démontrer la proposition 2.3.1, testons-la sur quelques exemples.
Exemple 1. - Prenons p = 5, m, = 1, de sorte que 2m,p* = 10.

On tire, de la table suivante

i 0]2[(4]|6({8]10
ords RO [T 122110

la construction du polygone de Newton de Hyo(z), (fig. 2.3.2).
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Comme le prétend la proposition 2.3.1, ce dernier est réduit & un unique segment de

pente
1 1

Bu==1/10 = —1/8+1/40 = ~5o—p 4+ oo

Exemple 2. - Prenons p = 5, m, = 2, si bien que 2m,p" = 20.

A P'aide de la table des coefficients,

i 0[2[4[6]8]10]12]14[16] 1520
ords AR |2 313221 212|110

on construit le polygone de Newton associé a Hq(z), (fig. 2.3.3).

0 2 4 6 8 101214 16 18 20
fig. 2.3.3

Conformément  la proposition 2.3.1, Hyo(z) et Hio(z) possede donc la méme pente
critique.

Passons maintenant a la preuve de la proposition 2.3.1.

Preuve. - En vertu de la proposition 1 de 'introduction, il suffit de montrer que
1 + 1
Ap-1)  2p(p-1)

r,=p", ot A, =—

vérifie les deux propriétés

v

2m,p'
ho

li=

—ord, 2m,p” - A,

v

Ve

- ord, A2 —ord, KX 42k - A,

ou 0 < 2k < 2m,p".
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D’une part, on a

~(p—1) ord, A2™* = —m,p" + m, =2m,p" - A,

ce qui prouve 1.

D’autre part, on calcule

~(p—1) ord, g™ + (p— 1) ord, 3T — (p—1)2k - A, =

{;'mupu + mv} +
+{m.p" -k + Sy (m,p* — k) + Sp (2k) = Sy (mup*)} +
+{k—k/p"}

= —m,+ S,(2k) + S, (m,p” — k) — k/p”  aprés simplification.

En substituant m = m,p” dans le corollaire 2 de 'introduction, on obtient l'inégalité
a démontrer. [ ]

2.4 Polygone de Newton de Hj,(z)

Proposition 2.4.1 Pour p > 3 et 2m = ¥, 2m.-,p_"i , avec 0 < 2m;; < p, le
polynéme d’Hermite Hym(z) posséde ezactement 2m;,p'® racines (1 < § < v) de
module p-adique

v 1 1
o= A‘D N P - q
=P 0t A = T P -1

1 pe-1 1 {1 1 1
m_—— e = e — 4 —
p»

La proposition 2.4.1 se déduira du fait que le polygone de Newton de H;,,(z) s’obtient
par la juxtaposition des polygones de Newton Hzm.»p RAC) (1 £ 8 £ v), commele

décrit la figure 2.4.1




2.4. Polygone de Newton de Hym(z) 33

" PN(Hpm;, pe(2)i p)

2m;, p* 2m;, p* 9m
)3

1<

fig. 2.4.1
A nouveau, nous jugeons instructif de tester la proposifion 2.4.1. sur quelques
exemples avant d’en apporter une preuve.
Exemple 1. Si I'on choisit 2m =2+ 2-3 = 8 € Z;, alors le polyndéme

Hy(z) 1680 — 13440 22 + 13440 z* — 3584 2° + 256 z° = ‘
=2.3.5.7-2"-3.5-727427-3.5.72* - 2°. 7+ 2°2°

donne lieu & un polygbne de Newton que I'on obtient en juxtaposant les polygones
PN(Hg(z);3) et PN(H,(z);3), (cf. fig. 2.4.2.).

PN(Hs(z);3)

fig. 2.4.2
Ainsi, en accord avec le résultat 2.4.1, Hg(z) posséde les deux pentes critiques
Ao = 0 et

. |
A 5

-1/62-1/2-1/3=~

g
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Exemple 2. Dans Z;, prenons cette fois 2m =2-3+2.9 = 24,

L’information contenue dans la table ci-dessous

i 0(2}4[6([8]10

12

14

18202224

ords AP | 5]6]5]4]6] 4

3

4

permet de construire le polygone de Newton de Hau(z), (fig. 2.4.3).

fig. 2.4.3

Les deux pentes critiques

A,

AV

-1/6=-1/2-1/3 =~

11
2 p

et

—2/9 % —1/2(1/3+1/9) = _%‘ (l+ %)

p p

relatives & PN(Hs(z);3) et PN(Hg(z); 3) respectivement (cf. fig. 2.4.3), viennent

confirmer la proposition 2.4.1.

Exemple 3. - Soient maintenant p = 5, 2m = 2-5+ 225 = 60, et dressons
“la table des ordres p-adiques des coefficients de Heo(z).
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o
o
n
(3]
(]
-

[ 0]12|4(618|10(12j14|16( 18
ords R [[7[ 838

-1
2
[
[
-
-
=
-
-

3 26 (28 130 [32(34[36]38 [40([42]44

w
w
S
S
[
o
s

ord AP | 3 |3 |1 ]2[2]1]1]0

0 10 20 30 40 50 60

fig. 2.4.4

La figure 2.4.4 fait apparaitre clairement la juxtaposition des polygones PN(Hsa(z); 5)
et PN(Hyo(z);5). Comme annoncé dans la proposition 2.4.1, ceux-ci fournissent les
pentes

et

-

A —l/loé—1/2.1/5=_%.

Ay = =3/25L-1/2(1/5+1/25) = ~3 - (l + L) ,
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Démonstration de la proposition 2.4.1. En vertu de la proposition 1 de I'introduction.
il suffit de montrer que les rayons définis par

1 + 1
Ap-1)  2p(p—1)

A, N
rig=p 2, ond, =~

vérifient les relations suivantes

- ord, k2" . Z —ord, k0 2m;, p? - A
ords ZJ)/J ’)mi, P" 2])0 2ml,p) +em ’p o
2.
- 2m . - A
bR e m g 2 T AT o, piga 2K B

0<2k< 2m;‘,p'-’

La suite d’égalités
—(p~1) ord, A2 = -Tics ™ P -5, (Zisg m;, p"') -

Z >0 ’)ml, pl'
=S, ():j>ﬁ 2m;, p) + S, (2m)

= —Tjco 2mi, pr —migp® = S, (Tjcp mi p) —miy -
Sy (ize 2mi, ) +2my, + S, (2m)

—(p—1) ord, h;_’f‘) o5 mi, B +(p—1)2mi,p* - A,

établit la premiére assertion.

Par ailleurs, pour 0 < 2k < 2m;,p', on a I'égalité
Sy (Lisa mi, B +2K) = S, (T,50 i, #5) + 5, (2K).

De cette derniére, on déduit que

~(p~1) ord hzzm 2m;. Pl) +(p—1)ord, h2]>[] om; P"'Hk =2(p - 1A, =

{~Zico mi, " = S, (Tigo mi, p7) = S, (Ting 2mi, p7) + 5, (2m)} +
+ {}:,—55 m;, p’ —k+ 5, (21‘50 m;; ph — k) + S, (Zbﬁ 2m; pi + 2k) -5 (2m)} -
+ {k - k/p;’}

-5 (2,‘53 fni, P") +S, (E,’g,a m;, P"’ - k) + Sp(2k) - k/P“-

En définissant m = 3¢5 m;, p et en utilisant le corollaire 2 de I'introduction, on
_obtient I'inégalité & prouver. ]
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2.5 Polygone de Newton de H, ,(z), s<t.

Proposition 2.5.1 Pour p > 5, les zéros du polynéme d’Hermite H,uyp(z) se
répartissent comme suit dans C,.

1. (1+ ;;)p' racines de module

. 1 r—13
ro = p2°, avec Ag= — - ;
o=r T T 24— 1)

2. Sit—s>1, ona encore (p—1)p** racines de module

1 1
r;=p™, avec Aj=— -

2p-1) 2p-1L)p+’

La proposition 2.5.1 décounlera de la configuration suivante du polygone de Newton
de Hpoyppe(z).

(1<j<t-5-1).

v

fe 1 3
de pente ertique 8o = =55+ Frm )
1 o
2(p—1) 2p*i(p-1)

de pente critique A, =

. .. 1 1
......t'ifz.fzente critique A,y = _2(p Y - = 1)
L+P)P' (14 pt)p (14" RS a4

fig. 2.5.1

Remarqﬁe. Le cas p = 3 fait exception. En effet, 3 titre d’exemple, prenons ¢ = 2,
s = 0 et donc p* + p* = 10. La figure 2.5.2 représente alors le polygone de Newton

du polynéme
Hio(z) = —30240 + 302400 z° — 403200 z* + 161280 =5 — 23040 2% + 1024 z'°
= —25‘33'5‘T+26'33'52'712—28'32‘52‘714+
+2°-32.5. 725 ~2°.3%. 5. + 210 £,
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fig. 2.5.2
Comme pressenti, le polygone PN(Hyo(z); 3) est formé d’un seul segment de pente

-1 + 3-p
2p-1)  2p°(1+p)p-1)

A=-3/10# 0 =
ce qui infirme la proposition 1.2.1..
Testons la proposition 2.5.1 sur quelques exemples.

Exemple 1. - Prenons p=5,3=0,¢{=1 de sorte que p* +p' =1+5=6.

fig. 2.5.3
La figure 2.5.3 représente le polygone de Newton du polynéme
He(z) = ~120+720 2* —480 2* + 64 2% = —2%.3.54+24.32.5 22 ~2°.3.5 24 4+ 2° 25
Comme le laissait prévoir la proposition 2.5.1, on observe une pente unique

1 N 3-p
2p—-1)  2l+p)ip—1)°

Ao=~—1/6% —1/8—2/48 = —

Exemple 2. - Si s =0et t =2 (pour p = 5), alors p* + p' =1+ 5% = 26.

C'est le cas dont la table suivante fait état.
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[
o
[
(3]
t

oy

% 0{2]4[6]8{10]12]14(16]18

[
(=3

[
(S
(3

ords h° | 414]{4[3[4]3 (3 [3[2]3

<

On construit le polygone PN (Hj6(z);3), (cf. fig. 2.5.4).

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

fig. 2.5.4

Ce dernier est bien constitué de deux segments de pentes
1 + 3—p
Ap—1 21+p)p-1)
1 1
2p-1) 2p(p-1)

Do = —1/6% —1/8~2/48 = —

Ay = =3/202L-1/8-1/40=—
Exemple 3. - Toujours pour p= 5, prenons s =1 et ¢t = 2.
Ainsi p* + p* =5+ 57 = 30.

La table de coefficients

i 0]2]4[6]|8]10]12]14]16
ord  b° |4]5]5]4|4| 3443

i 1812072224 [26}25]30
ords B[ 3 [2 1] 3

b
—
—
o

(1]
L2l
-~

permet la construction de PN(Hso(z); 5), (fig. 2.5.

et

39
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— N O &

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

fig. 2.5.5
Sur la figure 2.5.5, on observe une pente unique

1 3-p
2(p-1)  2p(1 +p)(p—-1)

Do=—4/30 = —1/8 —2/240 = —

Démonstration de la proposition 2.5.1. Montrons tout d’abord que

1 3-p

Bo= o ) Y oD ¥ h)

apparait bien comme pente critique de H,.y ().
D’apres la prdpositibn 1 de Pintroduction, il s’agit de montrer que le nombre

1 . 3-p

Ao
-0 -0 +p

re = p°°, . ou AA0=-2

vérifie les relations

~ord, hZ’*”' - ord, h;:t::ﬂ +('+ P’H) - Ba

p*+p’
kg

v

- ord, —ord, k5P + 2k - Aq

0<2k <p' +pth.
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L’égalité 1. s’établit comme suit.

3 ¢ ] t
(p—1)ord, 43"+ = ELP +s,,(”———+”)—2

2 2
_ pt - ps+l pn+l + ps P — ps+1 p:+1 + p: o
= D) + 3 + 5, 5 +5, - — 2
1+ -3
= (p—1)ord, K220, + T”p’ + ”—5——

P Tprtpett

= (p=1) ord, K%, = (p— 1)’ + 7).

Quant a 'inégalité 2., on la démontre en exploitant le fait que , pour 0 < 2k <
p’(l+p)ona

P‘+P‘ 1+ _ps+1
L5 (EE) s (rhpR)+ (,, ’
P+ L\ _ (.1+p_ p=p*!
2. s,( . k)_s,,p ! k)+s,,( 2

de sorte que

D=—(p=1)ord, hZ*" + (p—1) ord, 5" — 2k(p—1)- Ag =

s < S !
- [ () e

)
‘] ¢
+{” P pis,00)+S, (

2
{2"( 1/2+2p'(1+p))}

' s t .. s ¢ ’ _
- _s,(” +”)+s,(zk)+s,,(” s -—k)—‘Zk 3-p

£

2 (1 +p)
A+ ,1+p\ 3 -
= S”(” 2p k)+s( ) S”(” 2p)_ ‘2p'(1-fp).
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Mais

e oubienk =k, p*, avec 0< k, < ’—‘2’2,

de sorte que, k, < %‘ et 2k, < p—1, et on obtient D > 0.

e oubienk=---+kuy pt +k, p*, avec k, < P;—’ et 1—;2 Lk <p-1,
et alors
2% = - 42,0 + 2k p
= {2 = (- 1) P+ (2K 4 1)

= o (2k)eer P 4 (26), P

et donc

5,(24) 2 25,(K) - (p - 1).

D’autre part,
1+p, ) 41 l+p R
Tp,_k_...+{p_1_k’_]}p + _2__};‘_1 P

implique

5(52-4) 25 () -5 ®+6-1;

on en déduit alors que

D=—(p—1) ord, B+ +(p—1) ord, K* = 2k(p—1)- Ao 2 0.

o Soit k=" +k,.y p"t +k, p* avec k,S%’ etOSk,-,S’;—';

et, par un raisonnement analogue aux précédents, on conclut également que

D=—(p—1)ord, h¥*" + (p—1) ord, B3 — 2k(p —1)- Ag 2 0.
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Finalement, montrons que si t — s > 1,

1

! 1<i<t-s—1.

A= =D WD

est également pente critique de PN(Hoyp(2); p)-

A nouveau, il s'agit de vérifier que

™
ri=p~,

satisfait aux conditions

\

ou

1 1
2(p-1) 2Ap-1)pt

A =

4pt
- ard,, hﬁ‘-{*p""‘

I+p‘
- ord, B}, 7.0

-

(A2

- ord, prite +P'+‘(p —1)- A

po4potitl

—ord, KB+ 2K A

0<2<p™*i(p-1).

Mais, la suite d’égalités

(p=1) ord, K227,

£ ahi t_ et
P —p p=-p
s, (25

pl - p:+i+1 pn+i+1 — ps+i

2 2
t__ oatit] sHi+l _ edi
#5, (B ) 4, (E55E )

o4 nt _ l N
(p=1) ord, K120 + Eo= (0 4 1)

+

(p—1) ord, Kt — (p— 1% - A

établit 1. D’autre part, pour 0 < 2k < (p — 1)p***, on calcule

43
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—(p-1)ord, h:‘:-;‘*' +(p-1) ord,,hp,:pm“k Up—1)- A =

pe ()

t_ s t_ et .
+{P_.2_P___k+5,,(p 2” —k)+5,,(p'+p'+'+2k)-2}+’

+ {k + k/p’*‘} ,  par définition de ord, A}

t_ st ¢ _ 3t . .
= -5, (p 2p )+S, (p 2” —k)+5,, (p" + "+ +2k) - 24 k/pH

On déduit alors de I'hypotheése 0 < 2k < (p — 1)p*** que

L S, (p' 4+ +2K) = S, (0" +26) + S, (p*+);

— prh ; (. ps+|'+l
2. 5,,(” ) _k).,.sp(”__Z_ :
- P.l+| p( _ p:+|'+l
3. S, ( ) s, ( ) +5, (——-2 ,

ce qui se traduit comme suit sur I'inégalité a démontrer.

—(p—1) ord, KEI%, 4 (p—1) ord REE, L —2k(p—1)- A =

- -1 L) Pl iy s L) — . [p*H
= S( 5P )+S,( 5P L)+Sp(p +2k) = 1 + k/p**.

Apres avoir traité le cas (2k), = p— 1 (facile), on suppose (2k), <p—1 et on utilise
le corollaire 2 de Pintroduction avec m = &2 p**' pour démontrer I'inégalité en

question. [ ]
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2.6 Polygone de Newton de H,(z) -

Propositioan‘G,l Sip>5etq=y2 p%, aveca; < a; pouri < j, alors les
zéros de Hy(z) se répartissent comme suit dans C,.

1. (L4 p)p®%-1 racines de module p-adique égal &

1 3-p »
Togi-1 = pOBt ot Aggmy = — + , (I<t<v)
0,2¢-1 = P L 0U Ag2t-1 Ap—1) " 2p8%-1(1 +p)(p 1) (1<t<9)
2. (p-1)p®%-1* racines de module p-adique égal ¢
1 1

A, 2t . .
T,‘_z‘_x =p 3,21 l’ ou. Aj.2t-1 = —2(p — 1) —_ 2(p — l)p02¢-1+j ,

(1<j<an—au1~1).

La proposition 2.6.1 se déduira de la représentation suivante de PN(H,(z); p), '
(ef. fig. 2.6.1).

PN(Hger 4po1(z); p)

'PN(H’azr-—-l +porr (T)5 D)

|
S

P+ p™ DI S
1<i<2v-2

fig. 2.6.1

La preuve de la proposition 2.6.1 s’exéeutant de fagon tout a fait analogue a la
démonstration précédente, nous laissons au lecteur le soin d'en régler les derniers
détails. Vérifions tout de méme la validité de la proposition sur ’exemple suivant.
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Exemple. - Prenons p=5et ¢g=1+3+35*+3 = 136.

Les informations se trouvant dans la table ci-dessous nous permettent de construire
le polygone PN(Hs6(z);5), (fig. 2.6.2).

K 0214 |68 [10{12[14]16}18]|20|22|24
ords h! 2020201921 §20[207{20{19[20719(1919

1 26|28 3032|3436 (38]40|42[44|46|48] 50
ords h; 171817171716 1716116161516 ] 14
1 52545658160 )|62)|64166|68(70(72]7476
ords k! 141141131514 14141314 |13 [13[13[ 1]

1 78 {80182 (848 |88)90[92194 (9698100
ords k| R{imjuuinjwojinjejofio}9gjlof 8

i 102 [ 104 | 106 | 108 | 110 | 112 | 114 | 116 | 118 | 120
ord, AT 8 | 8 | 7 |9 | 8 |88 | 7817

; 122 [ 124 | 126 | 128 | 130 | 132 [ 134 | 136 | 138
ords R0 7 | 7 | 4 |5 | 44| 4|3 | 4

i 140 | 142 | 144 | 146 | 148 | 150 | 152 | 154 | 156
ord R 3 [3 [ 3 ]2 (3 [T [1]1]0




47

2.6. Polygone de Newton de Hy(x)

29T 8y
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0 000 O

+ .8 = 081) (Z)0s'y ap uoymap ap auolL[og
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2.7 Polygone de Newton de H,(z)

Dans cette section, nous traitons le cas général. Soit donc n € N que nous décomposons
selon la forme "exotique”

n=e'+qg+2m, (e€{0;1} ete=n mod 2)
ot 2m et ¢ sont définis comme dans 'introduction, ¢’est-a-dire que

2m = Y 2my pY, avec 0<2m; <p;
720

2r
Zp"", avec s<a << <oy (g=0si r=0)

=1

-]
It

Afin d’illustrer cette décomposition, considérons les exemples suivants.

1. Prenons p = 5. Alors n = 91 se décompose de la maniére suivante.

n=91 754+1541=3.5°+3-5+5° (décomposition de n = 91 en base 5)

504 (54+5%)+(2-5+2-5%)

5 +qg+2m, ol s=0, ¢g=5"+5 et 2m=2.5+2-5%

2. Toujours pour p = 5, écrivous n = 122 sous la forme n = ¢p* + ¢ + 2m avec
s, q et 2m définis comme ci-dessus. :

n =122

4.25+4.5+2, (décomposition de n=122 en base 5)

{2+202-5)+22- 59}

= 2m.

Proposition 2.7.1 Le polygone de Newton de H,(z) s’obtient par jurtaposition
des polygones de Newton de Hpi(z), Hy(z) et Hom(z).
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Plus précisément, on a la situation suivante.

49

Polygone de Newton de Hp.(z)

Polygone de Newton de H,(z)

Polygone de Newton

......... L - - - - de Hym(z)

P+gq Pr+q+2m

La preuve de la proposition 2.7.1 faisant appel & des méthodes déja présentée dans
ce chapitre, nous en faisons grace au lecteur. Néanmoins, vérifions sa véracité sur

I’exernple suivan

fig. 2.7.1: Polygone de Newton de Hyotq42m(2).

t.

Exemple. - Prenons p=5et n = 5%+ (5' +5%) 4+ (2-5+ 2 5%) = 91.
Alors la table suivante

H 113 ]5]7]9]i1]i3]15]17]19]21]23
ords ROV |11 |12 (11|11 [11|10]11|10|10]16| ¢ |10
i 25127 |29 [ 31 [ 33 [ 3537 |39 (41 [43]45] 47
ords R | 88187817177 877

H 49 [ 51 [ 53 5557|5961 [63]65]67]69]71
ords B | 7| 5 1655|545 4[4 ]4]3

3 T3 751771 79(81[83185]87]89]01
ord; BV 4 | 22|21 |21 ]1[1]0

permet de construire le polygone PN(Hg (z);5), (cf. fig. 2.7.2).
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Chapitre 3
POLYNOMES DE LEGENDRE

3.1 Définition et propriétés

Définition 3.1.1 On définit la suite des polyndmes de Legendre ! (Pn(z))n30 par
la formule de récurrence

(n+1)Pi(z)=(2n+1)z-Pa(z)—n- Paoa(z), n21;
Py(z)=1 ,P(z)=z.

Les propriétés suivantes résultent immédiatement de cette définition (cf. [6]).

1. P.(z)€ Z,[z] pour tout nombre premier p impair.

2 o
ksn(2)

3. P(14+2)=3 (":k) (:) t=y (n;kk) (2:) t

k=0

= z": b} ¢k,

k=0

Ainsi, pour 0 < k< n,ona

2

(p-1) ord, & = S, (232) + S, (2$E) + S5, (H) =S, (n + k), (k=n mod2);

(p~1) ord, b7 =25, (k)+S,(n — k)=Sp (n + k).

YAdrien Marie Legendre (1752-1833)

51
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3.2 Polygone de Newton de P,(1 +2t) pour p =2
Cette section s’inspire de l'article [10] de J.H. Wahab.
Proposition 3.2.1 Pourp=2etn =25 4 2% 4 ... L 9%m L S k> ol by,

les points (0,0), (2%,1), (28 +2%,2), --- ,(n,m) sont les sommets du polygone
de Newton associé au polynéme de Legendre P,(1 + 2t).

Avant de démontrer cette proposition, testons sa validité sur quelques exemples.

Exemple 1. - Si n = 2, alors le polyndme P3(1 + 2t) = 1 + 6t + 6¢* donne lieu au
polygone PN(Py(1 + 2t);2) représenté ci-dessous.

fig. 3.2.1

Exemple 2. - Le tableau suivant traite le cas de n = 6 = 2' 4 22,

Y

[ 0]112]|314|5](6
ord, BT [O[1[2(4]1]2]2

d’ou on tire la construction de PN(Ps(1 + 2t);2), (fig. 3.2.2).

0123 456

fig. 3.2.2

Exemple 3. - Finalement, la figure 3.2.3 représente le polygone de Newton de
“ PN(P4(1 + 2t);2) (fig- 3.2.3), correspondant donc au cas n = 14 = 2! + 22 + 23
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012345678910 12 UM

fig. 3.2.3

(3]
—
(7]
—
N

i 0[11213]/4]|5(6]7]8(9(10{11]1
ord, BT [[O]T[3[5}2[3][3{6[1|2{3 ][5

(-]
(%]
(%]

Démontrons maintenant la proposition 3.2.1.

Démonstration de la proposition 3.2.1. - Pour n = 28 4 2k2 4 ... 4 2km,
(kr>ke> oo >kn,)eth=20 42 4 ... 4 2% (i<m),ona

S2(k)=iet S;(n—k)=m-—1.

De l'écriture
n+k=2k+(n~-k),

il ressort que
Sa(n+k)=5(2k)+ S2(n—k) =52 (k) + S2(n— k).

et ainsi

253 () + Sz (n = k) = S3 (n + k)
)+ (m—-)—(t+m-i)=1i.

ords b]

Il suffit dés lors de montrer que k = 25 + 2% 4 ... 4 2% est lc plus grand entier tel
que ord; b} =1.

Mais, si r > k, alors r s’écrit

r=2k ok 4o 4ok L0 4 L et done S (r) > 4.
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D’autre part, comme Sz (2r) = 5, (r), alors
n+r
01‘(12 ( 9 )

Ordgb:=252(7‘)+52(n—7')—52(TI+7‘)252(7‘)>i.

S (r)+ S (n=r)=85 (n+r)20,

et ainsi

3.3 Polygone de Newton de P,(1+2t), p>3
La propriété ultramétrique
[1+2[=]t] silt]>1,
permet d’écrire 1’égalité
{z]>1 :Pu(z) =0} = {|t| > 1 : Pa(1 +2t) = 0}.

Dans cette section, nous rechercherons donc les modules | t | > 1 des zéros de
Pa(1+21).

Afin d’étudier cette situation, décomposons I'entier n sous la forme

p-1 i p-1 p-—1
n = z( 5 + sgn(a;)]a;])p , - <o < 5=
iz0
p—1 i -1 p—1 ;
= Z(_z —lml)p +y - p+Z(——-——2 +|a.'|)p;
i€M ) €N i€P

avec M = {i>0: sgn(a;) = -1};
N = {i20: sgn(e) =0} ={i 20 : o; =0};
P = {i20: sgn(ei) = +1},
et considérons les deux cas particuliers suivants

o M=10

o N=§.



o
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3.3. Polygone de Newton de P,(1+2t), p>3

Par exemple, pour p = 5, on écrit

n="53 = 3+ 10+ 50+ 500
= (2+1)+2-5+2-52+(2+2)5°
_ (p—1 ) p-1 p-1, (P-l 9)3
= (—2 +1 -I-———2 p+——2 P+ 2 +2)p
si bien que

M=0; N={1;2} et P={0;3)}.

1. M=0

Supposons
S (p-1 ; p-
n=.‘§=o (—2—+a.-)p avec 0 < o; < =

Avant de présenter la construction de PN(P,(1 + 2t);p), introduisons quelques
définitions.

1. il = maXiep i;

ij = maXep, i avec Pj=P—{iy; iy ---;ia}; (P=P)

2. kiy =ko = Lizo (%l - 0-’) P

k.' = k,'l_] + 20.',- p‘i

;=

3. § : P — N;irs f(i) telle que

a; >0, aiy1 = aigz = - = Giggp-1 = 0, et aipyq) > 0.
Remarque. Dans la situation qui nous occupe,
f:P—=Nimfi)=j7-1
ol j € P est le plus petit entier strictement
supérieur a i,
et ﬂ(l;) =N +1~ il.
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A ce stade, reprenons I’exemple oli p = 5 et n = 563 afin d’expliciter les définitions
présentées ci-dessus.

On obtient alors )
' i) = 3; i2 =0

de sorte que

p—1 ) p—1 p-1, (p—l')a (P-l )4
k.‘ = — _ —_— ——— -2
° (2 Dt et (e (T e
= 142-5+2.5 =6l;
ky = ki +2e, pt
= 61+2.2-5°=56; (a;, =2)
.k,‘, = k;l+20‘.'lp'.‘

561+2-1-p"°=563. (a;, =1)

Finalement, on a encore

§(0) =3 et §(3) =1.

Lemme 3.3.1 La famille des (k'}‘) oo définie sous 2. vérifie alors les égalités
12

suivantes.

1. ord, b =0;

2. ord, b}, = i, H0s).
Preuve. Par construction
(n+ko)i=p—1=(n)i+(k)i, 120;
(n—ko)i =20 =(n); — (ko);, 120
et donc

ordy B, =~ (25, (b0 + 5, (1 - ko) = 5 (n + b)) = 0.
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La seconde partie du lemme se démontre par induction sur j.

Supposons k = 1 et rappelons que

ki, = ki + 200"
kio = E“:l — Qi i
;( ) )”
Ainsi .
(n—ki)i = (n)i — (k) i20;
(n + k.‘,).’ = (n).' + (ki, ).’ . 1< 1y

(n + k‘) )"1 = (Tl)i‘ + (kl'x)l] -p
(4 kiy)i=(n)i+ (k)= (p—1) 1>y

(n+ ki aginyein = 1.

S’ensuit alors, I'égalité

1
ordy by, = P {255 (ki) + Sp(n — k) = S, (n + ki)

§(i1) = nombre de retenues dans I'addition n + ;.
Le pas d'induction s’effectuant de maniére analogue, nous ne le détaillons pas ici.
Théoréme 3.3.1 L’enveloppe conveze des points
(ks 0% (ki Tiea 8D, (G 2 1),
fournit le polygone de Newton de P,(1 + 2t).
Démonstration. Nous allons montrer, par induction sur j, que
1 ord, b, =55 i), SNCESY

2 ordyb 2 ordpby ., 0<k<h, -k et (j21).

41
L'égalité 1. résulte du lemme précédent.

Pour ce qui concerne la seconde égalité, supposons j = 1 (ancrage), et montrons
que
ord, by, L 2 ordp b} .
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Par construction, pour 0 < k = kep + ke p™*' + - + kip? < 205, < p—1
ou 0 <k <p,ona,dune part

.

nt+ki, +k (n+ kig) + 204, 0" + &

N
Y (p—-1)p +20,p" + k
>0

= Y (p—1)p' + (ke — 1)p' + kenap™' + - + ki + 200, 0" + "
t<4

de sorte que
Sp(n+kiy +k) 2 55 (n+kiy) + Sp (k)i

d’autre part
Sp(n—ki, —k) 2 Sp(n—-k,) -5, (k)
Sp(kiy + k) = Sp(ki) + S, (),
ce qui prouve l'inégalité écrite plus haut.
Le pas d’induction s’établit de fagon tout & fait analogue.

Remarque. Des égalités

n—ky, = Z?a.-p";
ieP
J )
k.', = k,'°+220.',p",

=1

il résulte que
Sy (n = ki) = S,(n) = S, (ki,)-

Comme conséquence immédiate du théoréme 3.3.1, nous citons le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.1 St . K
B;) o _HGin)

20;,p‘1 - 20.')“1;"141

alors les points :
(ki3 0); (ki Tiaa b)) (GG 21
- sont les seuls sommets du polygone de Newton de P,(1 + 2t).
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Avant de traiter le second cas particulier défini au début de cette section, examinons
quelques exemples relatifs & la situation ol n s’écrit

(=1 ) (Q 1) p=l, L Pzl.
n_(2+1+ 2+p+2p+ +=5—r,

et ol a > 2 sera fixé de cas en cas.

La théorie exposée plus haut, prédit que les entiers

- e:_l_) (z.:l_) p=1, . Pl
ki, = ( 3 1)+ 3 l)p+ 5Pt + =5

Fo
|

ki + 2p;

k.' = n,

vérifient les égalités

|
L2

ord, b,
ord, by, = o

ord, bt = a+1.

Exemple 1. En prenant p = 3 et a =2 dans ce qui précede, c’est-a-dire
p—1 ) (p—l 1) p=1,
= =17
n ( 2 +1} 4+ 3 +1)p+ ) p )

nous obtenons le polygone PN(P:(1 + 2t); 3) décrit par la figure suivante.
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Remarque. Les sommets de PN(Pyz(1 + 2t;3) ont pour abscisses k;y, ki, et n.

Exemple 2. Le choix p = 3 et @ = 3 implique n = 44 et il donne lieu au cas
limite ot le polygone PN(Py(1 + 2t); 3) se réduit & un segment critique, comme le
montre la figure 3.3.2.

fig. 3.3.2

On constate ici que le point d’abscisse k;, est exactement situé sur I'unique segment
de PN(P“(I + 21),3)

Exemple 3. Si p =3 et a = 4 alors n = 125, et comme on !'observe sur la figure
3.3.3, le point d’abscisse k;, n’est plus sommet du polygone PN (Pi5(1 + 2t);3).
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2. N=0

Théoréme 3.3.2 Les sommets du polygone de Newton de Pn(1 + 2t) ont pour

coordonnées
(ki3 0); et (ki) (G 21).

Preuve. Nous allons montrer, par induction,

L oord, by =7

g
2. ord, b;“__,“ > j, c’est-a-dire que k; est le plus grand entier k satisfaisant
ord, b = 3.
Comme lors des démonstrations précédentes, nous nous contenterons d’établir ’ancrage.
Ainsi, supposons j = 1, et constatons, tout d’abord, que 1'égalité
ntky, = (n4k,)+ 2"
= Y(p-1)p' +20p"
i€P

Y (p - 1P + (20, ~ 1)p + p1*!
€R

entraine que

Sp(n+ ki) = S, (n) + Sp (ki) = (p— 1)-

En outre, grace & une remarque faite précédemment, on a
Sy (n— ki) = S, (n) — Sp (k)
si bien que
ord, b"_l = p+1 {28, (ki) + Sp(n — ki) ~ Sp(n+ kiy)} = 1.
L’inégalité 2. se déduit de l'inégalité
Sp(n+ ki, +k) < Sp(n+ ki) + S, (k),

dont la démonstration s’établit en utilisant les mémes arguments que ceux invoqués
dans la preuve du lemme 3.3.1.

A ce stade, examinons quelques exemples.
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Exemple 1. - Prenons p = 3 et

n=(”—;1+1)+(”—_1+1)pz=20.

2
Les entiers
p—1 ) (P -1 ) 2
kl- = —_— —_— =V,
0 ( 2 1)+ 7 1)]p°=0
kit = ki, +20° =18,
k, = n=20,

vérifient alors 'identité
ord, b =j, j=0,1,2
7

Par ailleurs, le tableau relatif au coefficients de Pyo(l + 2t)

i ofr1J2]3J4]5]6]7]8]9ft0]11]12
ord; b |OJTJ1f1 (221441222

i 13141516 17181920
ord: b 3 {32 4|4 |1]2]2

permet de construire le polygone PN(Pyo(1+ 2t);3), qui confirme les conclusions du
théoréme 3.3.2.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

fig. 3.3.4
Exemple 2. Pour p=3 et

n=(p—-;1+1)+(p——_l+l)p’+(p—;1+l)p3=74,
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on montre facilement que les entiers

Fr o
= 3
I I

o~
N
i

vérifient

2
kiy + 2p° = 54,
ki, + 20 =72,
n=714,

(E‘_l_

)+

(7
2

1)p2+(

ord, b, =j, j=0,1,23.

63

La théorie prédit que seuls les points d’abscisse &;, sont des sommets du polygone

PN(Pry(1 +2t);3).

Construisons le tableau des ordres p-adiques des coefficients de Pr4(1 + 2t).

i 0[1[2[3]4]5]6[7[8]9[10]11]12
ord; 53 [[0] 1 1(212(1[5(5[2|3 ]33
i 13[14 [15]16 17|18 [19]20] 21 ] 22
ord, b 4 |43 [5]5[2|3]3]4]5
i 23 [ 24 [ 2526 | 27| 28| 29|30 | 31 | 32
ords 6| 5|46 (612 [2]2]3]3
i 33 ]34 [35] 36 |37 [ 38 [ 39 |40 [ 41 | 42
ord b 2552333443
i 43 [ 44 | 45 [ 46 [ 47 [48 [ 4950 | 51 [ 52
ords 61| 5| 51233 4[5][5]4]6
i 5354 | 5556 | 57 | 58 | 59 | 60 | 61 ] 62 | 63
ord, 6 6 |12 (22133 2[5]5]2
i 64 ]65]66]67]68]60]70]71]72] 73] 74
ord 57| 3|33 |4]4]3]5]5]2]3]3

Celui-ci fournit le polygone PN(P:4(1 + 2t); 3) représenté dans la figure 3.3.5.

Ici encore, le théoréme 3.3.5 trouve confirmation.
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6 o o
5 [ [} [} ] ) [} [} o
4 [} [] [] [}
3 foeeennenn 0Qeevecens Qeerreverinnns Qeereen O vesOrenaQrrnrrnenransan Qeeeens 000 reeenns
9 feereOrereneiiiininnns Qerereranens 0-0-eeeee [ TS OrveeQrennraninrnnny
1 |r0m o
0 10 20 30 40 50 54 60 70 74
' fig. 3.3.5

3. Cas général

Avant d’entreprendre une approche générale de la construction du polygone de New-
ton de P,(1 4 2t), nous allons nous restreindre 4 la situation particuliére d’un entier

n de la forme

_(p=1 )z p=l, . p=l,
n..(2+1p+2p+ +2P

oll @ > 3 est un entier que I'on fixera de cas en cas.

En l'occurence, on a donc .

M = {i20: sgn(e) = -1} = {0; 1};

N {i20:0;=0}={3;4;...;a};

P = {i20: sgn(eq) =+1} = {2},
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et ainsi
L. ord, b} =0 avec ki, = (L;'- - 1)p7+ g’ - 4 2tp;

2. ord, b,

=1;

o+(p-1)p
3. ordp B ipmiyrtpotrp = 2
4 ord, bt =a-1.

Examinons quelques exemples pour p = 3.

Exemple 1. Si a = 3, alors

n= (”—g—1+1)p’+p—;-lp°,=45

et on obtient le polygone PN(Pys(1 + 2t); 3) décrit par la figure 3.3.6.

ki ki +6 ki +8 n

fig. 3.3.6

Remarque. Les deux couples de points (k;, +(p—1)p; 1) et (kiy+(p—1)+(p—1)p;2)
ne sout pas sommets de PN(Pys(1 + 2t);3).
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Exemple 2. La figure 3.3.7 représente le polygone de Newton de Pagg(l + 2t)
correspondant donc an cas ou a = 5 et

_(p-1 )2 p=1l4 p=1, p=-14_
n_(—-——Z +1 p+——-2 p+-———2 p+—-—2 p° = 369.

k.'° k.‘° +6 k.’o +8 n = 369

fig. 3.3.7

Remarque. Les sommets du polygone PN(Psgo(1 + 2t);3) ont pour coordonnées
(kig; 0); (kiy + (P—1)p; 1) et (n;5), alors que le point (ki, + (p— 1)+ (p ~1)p;2) se
situe au-dessus des segments les reliant.

Exemple 3. Prenons a = 13, si bien que

= (2! ) (A SN ol WA
n—(2+1p+211+ + I
Comme le montre la figure 3.3.8, les couples (ki;;0); (kis + (p— 1)p; 1);
(ki, + (p = 1) + (7~ 1)p;2) et (n;12) fourniront les sommets du polygone
PN(P.(1 +2t);3).
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kgo kg°+6 k.‘,+8 n

fig. 3.3.8

Contrairement aux cas particuliers exposés au début de cette section, les trois
exemples précédents démontrent que les éléments d’indice

JEM={i>0 : sgn{a;) = -1}
peuvent modifier la construction du polygone PN(P,(1 + 2t); p).

Le reste de cette section est consacrée a mesurer {sans démonstration) leur influence.

Pour
ne X (B5= + san(en) ol #
> (5 - )+ 2 (B) p+ S (B + le) 7

Ordonnons, de maniére croissante, les éléments s; de M, (f > 1), et associons-leur

-1
by = (B + lel) .
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On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.3 L’enveloppe conveze des points
v
(kii 3ie))s | iy + 2 Kayidiem) + v},
=1

ot € >1 ets, <ig fournit le polygone de Newton de P,(1 + 2t).

Remarque. Pour ¢ > 1 et s, < 1, l'inégalité
v
iy + 2 ks <n
j=i
" est vérifie.

3.4 Polygone de Newton de Py(z)

Proposition 3.4.1 Le polynéme de Legendre Py(z) posséde ezactement p~(p—1)
racines de module p-adique

1‘,'=pA', 1<i<s ot A§=——,-l(—l—ﬁ.
pip—

La proposition 3.4.1 se déduira de la configuration suivante, pour le polygone
PN(P,(z);p).

fig. 3.4.1
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Comme dans les chapitres précédents, effectuons quelques tests.
Exemple 1. Prenons p =3 ct s =1, donc p* = 3.
Le polygone de Newton

Py(z) = 5(~32 +529)

est représenté dans la figure 3.4.2.

fig 3.4.2

Comme annoncé dans la proposition 3.4.1, il est constitué de deux segmeats; I'un
vertical, de pente

Ay = ~o0;
I’autre oblique, de pente

4

f

L

S
i
|

Exemple 2. Le tableau suivant répertorie les ordres p-adiques des coefficients de
Py(z) correspondant donc an casp=3 et s = 2.

i [1[3[5]7]19
ord, B 2]1]2]2]0
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fig 3.4.3

Le polygone PN(Py(z);3), fait apparaitre trois segments de pente
Ao =

et Ag =

23 [ 25 | 27
30

Exemple 3. Le cas p=3 et 3 = 3 est traité par le tableau suivant.
1]3[5]7[9f11[13[15]17]19]21
3111313123 13|2]3

A nouveau, la proposition 3.4.1 est vérifiée.

[
Ordg l‘T’

3[213

19 21 23 25 27

17

13 15
fig 3.4.4

11
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de P.(z)

Comme prévu, on observe quatre segments ayant pour pente

et

Ay = —o00;
. 1
A= C12=-pmy
A, = —1/6% - .
plp—-1)
A; = —1/1sé-—1—.
Plp-1)

Démonstration de la proposition 3.4.1. 2 Nous allons montrer que

1. ord, &

plp =814

2 ord, &, > ord, &, 0<2%<pNp—1).

Dans un premier temps, la suite d’égalités

2

o-vord,g = 5 (E5E) 45, (Z3E) +5, () -5 (7 +#)

- -1
= (s—i)P 1+(s-i-1)”—2—+

1+p_

1
2

2

= (s—i)}p-1)

établit ’assertion 1.

Dans un second temps, on calcule

(p-1) O’dpl::wk ~{p—-1)ord, [:-' =

_ Sp(l”—-pi_k)+5p(p’42.pi+k)+Sp(p;+2k)_5p(pa+’,i+2k)_

2

(54 o

L4 ;p;) -5, (¢) + S (p* +7)

20n trouvera dans [11] une preuve moins technique utilisant les congruences dites "de Honda",
que vérifient les polynémes de Legendre.
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p—1 . l+p . -1 l+p 4
= 5P<—2-p l—k>+5p<—22p l+k>'—5p(p_)-? l)+5p<—2—pp l)
>0
En effet, .

1 ; 1 .
Sp(a=b)25,(a)= 5,0) et S, (35 4 k) = 5, (<) 4 5, (k)

3.5 Polygone de Newton de P, y(z), s <t

Proposition 3.5.1 Pourp 2> 3, le polynéme de Legendre Py (z) posséde ezacte-
ment

1. (14 p)p® racines de module p-adique

1

Ag R
(1+p)p

ra=p°, ou Qo= —
2. Si, de plus t — s > 1, alors s’ajoutent (p — 1)p**? racines, (1 <j<t—s—1)
de module p-adique €égal @

1
(p— D+
Avant de démontrer cette proposition, nous nous proposons de vérifier sa validité
sur quelques exemples.

- pB i =
ry=p, OUAJ'—

Exemple 1. - Prenons p=3et n =343 =12

Alors la table

10 | 12
1[0

Pi2(2);3), (fig. 3.5.1).

B 0]2]4]6
ord, 0Z 12|21

[\“IRe ]

—_

nous permet de construire le polygone PN

2 4 6 8 1012
fig. 3.5.1
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Comme pressenti, celui-ci est réduit a un segment oblique de pente

Ao=—1/12 £ — .
o= -1/ p(1+p)

Exemple 2. - Prenonsp=3etn=1+3*=28.

Du tableau suivant
1 0[2({416|8|10112]|14]16]18

ord; £ 131321331 [3[3[2]3
on déduit le polygone PN(Pos(z);3), (fig. 3.5.2).

o
<
[
o
[N
=
[
L=21
[
oo

]
(]
L]
(]
(=}

2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28

fig. 3.5.2
Comme annoncé dans la proposition 3.5.1, on observe trois segments de pentes
1
Do = —1/4%~ ;
/ p(1+p)’
1 1

Al = —-1/6 = —m;

1] 1
Ay = —1/185 ——— |
: / plp-1)

Exemple 3. - Prenons p = 5 et n = 1+ 25 = 26, et dressons le tableau des
ordres p-adiques des coefficients de Pyg(z).

i 0|1])2[3]|4]|5]|6{7|8 10
ords 8O [212]1[2(2]1]{2]2]1]3

i 11 {1213 14115116 |17} 18
ords {1° 213 13{213([3]1
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4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
fig. 3.5.3

~

En accord avec la proposition 3.5.1, la figure 3.5.3 fait apparaitre deux segments de
pente

' 1
Do = —-1/6=- H
° /8= ~137)

1

A] = —1/20 = —I—)(p—:'Tj'.

Finalement, attachons-nous & la démonstration de la proposition.
Démonstration de la proposition 3.5.1.

Commengons par établir la premiére pente

1

Ag= ————.
T (1 +p)p

Graéce a la proposition 1 de I'introduction, il suffit de montrer que A vérifie

—ord, et (1+p)p" - Ag;

_ P1+Pl
ord, g (1+p)p*

—ord, 8% > —ord, 8 + 2% Ao,

0<2k<(1+p)p.




-1

ot
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Tout d’abord on a

'"( ) ordP[“‘FP)P (P - 1)(1 + P)P’ -Qo =

pP+p  1+p P+p l+p
= "SP(T+TP)"S’(_2”""T”>'
=S ((14+p)) + S, (A +0)" +p° +7) - (p—1)

s+1+ i ¢ _ s+l ,
= —Sp(P’+p—2£->—5p(p—2p“)+5p(P +2') - (p~1)

s t _1 :+l 1+ .
= _5,,(” ;”)J___l-s,(” 2”)+—2——5 (+p)-(p-1)

= -25, <p' ; p’) -5 (P’ + P‘)

= —(p-1) ordpls'”'.

Ceci prouve bien la-premiére assertion..
Par ailleurs, pour 0 < 2k < (1 + p)p’, on calcule

—(p—1) ord, " 4+ (p—1) ord, &+ — (p~ 1)2k - Ao =

- _zs,("’;"‘) S (o +5) +

3 2
+s,,(”+” )+s(;’ k)+5,(2k)—5,(p’+p'+2k)+

2

+(p~1)2k/(1 + p)p’

-25, (1;’7 )+S,(p’)+5,(12p )+S( +”’+L)



Chapitre 3. POLYNOMES DE LEGENDRE

48, (2k) = S, (p* + 2k) + (p — 1)2k/(1 + p)p’

> 25, (LE2p) 45,01+ 5, (S5 2ot = k) +.5, (S Zp 4 k) +

(1)
+5, (2K) = Sp (p° + 2K)

Afin de démontrer la positivité du membre de droite de (1), considérons les deux cas
suivants (k = Cocic, ki )

ek,

A
]
02
—

]
|
—

ek, =

IQI

Premiérement, supposons k, < P;—’ Alors,

1
5 (555 +4)

5 (F52) + 5, (b

Sp(p*+2k) < 5, (p") + 5, (2K),

IA

et on en déduit

—(p=1) ord, B 4 (p—1) ord , B — (p ~ 1)2k - Ao >

z—s,(lzp )+s( ;”' k)+S,(k)20

Secondement, supposons k, = P—;—]

Alors ou bien k = k, p* = &p” et on obtient

o

1+p, 1+

(52 +) =5, () + S, (0 - (- )
Sp(p" +2k) = 5, (p') + 5, (2k) — (p— 1)

ce qui se traduit sur I'égalité (1) par

~(p~1) ord, &** +(p—1) ord, " — (p—1)2k - Ao >

z—s,,(“;” )+s (””p' L)+S,,(k)20.
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Ou bien k # k, p* et on obtient

5 (5 -8 25 () - sw -

ce qui prouve (1).

Pour montrer que

1

7]

est pente critique, il suffit de voir que A; vérifie

. (3 (] t :
—ordp € iy = —ordy Ty, + (0= D™ - A

= ord, efl'::")x" 2 —ord, q\'::’)v'wk +2k- 455

0<2k < (p—1)p™.

D’une part, la suite d’égalités

e t_ 3+i 2+7 g
(p=1)ord e = s,(ﬂ_p')+5p(p-+2_2"_p_)+

p Lpesprts 2 )

+Sy (P' + pu+j) _ Sy (277’ + ps+j + pl)

t _ petitl —1 s+j+1+ A -1
= Sy(p——;—)-l-p—-l-sp(p"l‘%)ﬁ-%i-

+S, (p’ +pa+j+l) -5, (zps + pa+j+1 + p')

= (p=1)ord, &%, . +(p~1)

prouve 1.
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D’autre part, pour 0 < 2k < (p — 1)p**, on calcule

-(p-1) ord,ff,:;),,+(p— )ord,t’(,+,,),a+zk (p—1)2k-A; =

2

t s l+5+ ¢ R )
= —S,'(p d ) -5, (p’ + p___2 d ) -5, (p' +2") + 5, (2p" +p* +0') +

’ t s+; X
+S,,(” i )+S( ”+2” +k)+s,,(p’+p‘+'+2k)-

2

=S, (20" + 9" + p' + 2K) + 2k/p"

1

= =5, (E_%__ ps+j) -5, (P‘ + 123}’:+j) -5, (pa +p-+j) +5,(20°) +

. -1 1 .
+5p(p’*’+p)+5( Pt )+5p(p’+%’p’*’+k)+

+5,(p" +2k) + 5, (p7) ~ S, (20" + 2k) = S, (5 +p*) + 2k/p**

- 3 s, 14p ]
- _Sy(g_z_,pn)_sp(p+_.2_pp+:)+sy(p)+
1 .
+S( 21p )+S,,(p’+-—;—£p’+’+k)+

+5,(p +2k) = 5, (2" + 2k) + 2k/p"*

-1 . -1 ;
= -5 (5 p) + 5,20+ 5 (B p - k) +
+5, (5 + k) + 5, (p* + 2k) = S, (20° + 2K) + 2k/p*H.
Mais, ’entier 2p° + 2k étant pair, il en résulte ’égalité
Sp(2p" +2k) = S, (p*) + Sp (p* + 2K)

Par ailleurs,
o ou hien S, (p* + k) = S, (p*) + Sp (k), et on en déduit

1+p s+1)_ 3 3 q 1+p 245
S (" 4K+ 520 ) = 5,60+ 5,(0)+ 5, (5 2).

1
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e Ou bien S, (p* + k) < S, (p°) + Sp (k), et on obtient

l.S(p +tkt +”’+J) ( ]+”p‘+f)+5(k) G+ e - 1)
2. 5(

so(Fei-i)2

de sorte que

S (p’+k+1 P ’+J)+S( 1 k)>

g 2 2 =
2 Sp (PJ+ 1;’Fp:+j)+5p (P'; 1}7”‘")-

Fort des égalités (1), (2) et (3), on conclut que

P =S, (0 + (G + Dip = 1),

(1) ord, B30+ (p—1) ord, £110 .~ (p~1)2-4; >0.

3.6 Polygone de Newton de F(z)
Proposition 3.6.1 Pour p > 3, le polynéme de Legendre Py(x) posséde exactement

1. (1 4 p)p™ ! racines de module p-adigue valant

1
(14 plper-t’

ro = pAM=t, 0d Agzr = -
2. (p—1)p**'* racines de module p-adique valant

1
(p—~ l)pﬂza-ﬁ'i'

Testons cette derniére proposition sur deux exemples.

r;=p™, ot Aj=-—

Exemple 1. - Prenons p =3, ¢ = (1 +3) + (9 + 27) = 40.

De la table suivante
3 0(2{4(6|8({10]1
ord; €0 121271 2|

(3]
—_
b
—
[=2]
| —
o
oo
(=
o
1%}

"
e
(%]
)
w
no
(o]
[3%]
—

[3~]
(=23
o
[+ 7]
fd
(=]
1
(3]
w2
&
w2
D
Rod
[#2]
N
o

i 24
ord; 01 4

£
—
[
ol ©
—
—
—
(=1
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résulte le polygone de Newton de Py(z).

6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

fig. 3.6.1

Comme le montre la figure 3.6.1, celui-ci est formé de deux segments obliques de
pentes

D1
Ay = —1/42—;
9 / 1+p
v T (L+pp

Ceci confirme la proposition 3.6.1.
Exemple 2. -Sip=3et ¢g=(1+9)+(27+81)=118§;

alors, on construit le polygone PN(Pys(x);3) a I'aide de la table suivante
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i

[~
—

ord, I8

)

wn

[

[
(=2}

ordy O

O

ord; O®

[

80

ord; 0T®

1

90 | 92 | 94

100

ord, O

108 | 110

116

ord; O°
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3.7 Polygone de Newton de P,(z)

Théoréme 3.7.1 Pour un nombre premier p impair et un entier n quelconque que
Pon écrit

n=p"4+'q9+2m, ou les entiers s; q et 2m sont définis précédemment,

le polygone PN(P,(z); p) s’obtient par "juztaposition” des polygones PN(F,.(z); p);
PN(Py(z); p) et PN(P,(1 +2t);p).

Remarque. Les racines ayant module » < 1 (respectivement r > 1) sont décrites
par les polygones PN(P,.(z); p) et PN(P,(z);p)
(respectivement PN(P.(1 + 2t); p)).
Quant aux racines de module r = 1, elles sont au nombre de ki, — (p* + ¢q)-
Exemple 1. Prenons p=3 et

n=3+(3+3)+2=41;

en 'occurence s =1, ¢ = 32 4 3% et 2m = 2.

A laide du tableau suivant

i 1]3]5]7]9]11]13]15]17]19]21]23
ord; 0T 2(1]3]|412|3 3|23 |2 [1]3

H 25 [ 27 2931333537394l
ord, 67| 4 (1221 ]2(1]0]3

on construit le polygone PN(Py(z);3) décrit dans la figure 3.7.1.
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PN(Pu(1+2t);3)

I

I

| .
1 3 5 7 9 11 131517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41

fig. 3.7.1

-1

-1 -1 -1 "
P LAY Ak pra, et en utilisant les

e

2 2
résultats de la section 3.3 (cas particulier M = §), on montre que PN(Py;(z);3) est
bel et bien le polygone représenté dans la figure 3.7.1.

En écrivant n =41 = (

Exemple 2. Prenons p = 3 et n = 1+ (3' 4+ 3%) + 2. 3% = 49, c’est-a-dire
$=0,¢g=3"+33=30, et 2m=12-3 = 18.

Les indications se trouvant dans la table ci-dessous nous permettent de construire
le polygone PN(Py(z);3), (fig. 3.7.2).

i t[3[s[7[9[n[13]15[17]19[21[23
ord, 60 | 2332|221 |4]4(|2][3([3

i 25 [27 [ 20 |31 [ 3335 [ 37 | 39 | 41 | 43 | 45 | 47 | 49
ordz 67 | 2 |1 |1 105534413332
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