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RESUME. 

De nouveaux ou t i l s f a c i l i t a n t l 'étude des caractérist iques stat is t iques des 

variables et suites aléatoires binaires ont été développés. Nous avons t i r é avantage 

des propriétés de la transformation de Walsh, transformation qui permet, en pa r t i cu l i e r , 

de r e l i e r probabi l i tés conjointes et moments conjoints correspondants de k variables 

aléatoires binaires. 

Nous nous sommes ensuite penchés sur l 'étude des chaînes de Markov binaires 

qui forment une sous-classe importante des suites aléatoires b inai res. Nous en avons 

examiné leurs moments conjoints ainsi que la mul t ip l ica t ion de te l les chaînes, indépen­

dantes l 'une de l ' au t re . I l est à noter que le résul tat de lad i te mul t ip l ica t ion n'est 

en général pas une chaîne de Markov b ina i re . 

Enf in , nous avons étudié quelques aspects des suites pseudo-aléatoires b inai res, 

de période maximale, en tant que cas l im i te de chaînes de Markov b inai res. En appliquant 

quelques-uns des concepts développés précédemment, i l nous a été possible de dériver de 

nouvelles propriétés caractérisant ces sui tes. 
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LISTE DES NOTATIONS. 

E.: ensemble {0,1}. 
p 

E : ensemble {+1, -1} . 

N: ensemble des nombres entiers ì 0. 

R: ensemble des nombres rée ls . 

| J | : cardinal de l'ensemble J . 

¢: ensemble vide. 

U: réunion d'ensembles. 

I : matrice ident i té de dimension 2 x 2 . 

A : transposée de la matrice A. 

diag {d . d . — d } : matrice diagonale. 

H. : matrice de Walsh-Hadamard de dimension I^ x iK. 

JI = { i i n n ir._ — ir — TT } : matrice des probabi l i tés de t rans i -
u ' i2imod2 2 - 1 2 - 2 

t ion d'une chaîne de Markov binaire d'ordre r (vo i r IV.1) . 

e = [1 1 — 1 ] T : vecteur 2* x ; . 
r 
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n 

A1 = A . 0 A - © — ® A n
: Produit de Kronecker. 

1 = 1 

n 

I0I *1 = ^i°^2° — 0^n : Proc'u''t de Schur. 
1 = 1 

det A: déterminant de la matrice A. 

f 1: coefficient binomial. 

\ = v 1 + v 2 + """ + Vk' Vl e W* 

b .©b„ : somme modulo 2 de deux éléments appartenant au corps de Galois GF(2). 

n 

^ b p O1Ob2O — Obn . 

1 = 1 

SBSM ir : source binaire sans mémoire t e l l e que P{o(n) = 0} '= ir. 

SPAB: suite pseudo-aléatoire b ina i re . 

© 
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I. INTRODUCTION. 

Supposons qu'un signal représente, pour nous, la variation temporelle d'une 

grandeur physique comme par exemple une tension ou un courant électrique. 

Souvent, le signal entrant dans un système donné n'est pas déterministe mais 

aléatoire. Il est alors impossible de prédire exactement quelle sera la forme du 

signal de sortie. Cependant, nous pouvons observer expérimentalement que certaines 

propriétés moyennes de ces signaux aléatoires sont raisonnablement régulières. 

La régularité statistique des moyennes est un phénomène verifiable expérimen­

talement dans beaucoup de situations impliquant des quantités variant de manière 

aléatoire. Nous sommes alors motivés pour construire un modèle nous permettant 

d'étudier de tels phénomènes. C'est une branche des mathématiques que l'on appelle 

la théorie des probabilités. Une des notions fondamentales de cette théorie est celle 

de variable aléatoire. On appelle variable aléatoire (discrète ou continue) une 

grandeur qui peut, dans une expérience, prendre l'une quelconque des valeurs possibles, 

inconnue d'avance [57]. Le signal aléatoire que nous avons rencontré ci-dessus peut 

être défini par une succession (dans le temps) de variables aléatoires. C'est ce 

qu'on appelle un processus stochastique [18] 

Durant ces dernières années, l'utilisation de systèmes numériques s'est considé­

rablement étendue dans les domaines tels que le traitement du signal ou les télécom­

munications. Ces,systèmes numériques sont constitués par un ensemble de cellules de 

base inter-connectées ne réagissant qu'à deux niveaux d'excitation notés communément 

par les symboles 0 et 1. 

Si les techniques nous permettant d'analyser le comportement de systèmes continus 

stimulés par des processus stochastiques sont bien connues [e.g. 46], il n'est pas 

dit qu'elles s'appliquent directement dans le contexte de systèmes numériques. Etant 

donné la structure interne de ces derniers, les processus stochastiques particuliers 

auxquels nous avons fréquemment affaire sont représentés par 1'ensemble des suites 

aléatoires binaires. L'étude de leurs propriétés statistiques est donc importante 

puisqu'elle devrait permettre de développer de nouveaux outils adaptés à l'analyse 

de situations comme celles décrites ci-dessus. 
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Pourtant, il n'existe pas, à notre connaissance, de monographe traitant d'une 

théorie des probabilités spécifique aux variables aléatoires binaires ainsi que les 

transformations qu'elles subissent en traversant un système numérique (Cox [12] par 

contre propose une étude sur l'analyse statistique de données binaires). 

Fire [19] examine les effets statistiques de transformations booléennes opérées 

sur des chaînes de Markov binaires. Il en considère deux: 

- addition modulo 2, du type série-série, de deux chaînes de Markov binaires indépen­

dantes, 

- traitement d'une chaîne de Markov binaire par un filtre numérique. Par filtre numé­

rique, on entend un filtre séquentiel binaire, linéaire ou non par rapport aux opé­

rations sur le champ de Galois GF(2), traitant des variables binaires. 

Le principal résultat de cette étude est représenté par un ensemble de théorèmes 

qui spécifient, dans les deux situations décrites ci-dessus, sous quelles conditions 

les suites aléatoires binaires qui s'ensuivent sont aussi des chaînes de Markov 

binaires (nous discuterons, au chapitre IV, de la validité d'un des théorèmes impor­

tants contenus dans cette étude). 

Booth [7] généralise le concept de chaîne de Markov en introduisant une nouvelle 

classe de processus aléatoires qu'il désigne sous le nom de processus linéairement 

dépendants. Ces derniers sont aussi, comme d'ailleurs toute chaîne de Markov, 

caractérisés par une matrice des probabilités de transition. Elle devient de plus 

en plus complexe lorsqu'elle représente un processus linéairement dépendant résultant 

d'une combinaison booléenne d'un nombre croissant de tels processus (indépendants). 

En plus, il nous semble difficile de relier ce type de processus à une situation 

physique quelconque. C'est peut être pour cela qu'il ne nous a pas été possible de 

trouver de référence postérieure à celle déjà citée. 

La fonction d'autocorrélation (ou moment conjoint du second ordre) joue un 

rôle important dans l'étude de toute suite aléatoire binaire. Notons que dans ce 

cadre, il n'est pas possible de générer n'importe quelle fonction d'autocorrélation 

et que l'on peut définir une classe U à laquelle elles appartiennent toutes [38,39]. 
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Mentionnons le fait que la fonction d'autocorrélation est un paramètre utilisé 

pour analyser certains systèmes de communication [26,48] ainsi que pour tester la 

sécurité de techniques cryptographiques spéciales [54]. Remarquons que l'on peut 

tirer avantage de la transformation de Walsh [34] pour calculer la fonction d'auto­

corrélation d'une suite aléatoire binaire générée par un filtre numérique récursif 

couplé à une source binaire sans mémoire (cas particulier d'une chaîne de Markov 

binaire) [58]. 

Shah [50,51] examine quelques sous-classes de suites aléatoires binaires comme, 

en particulier, celle formée d'éléments générés à partir de la détection de la pola­

rité de processus stochastiques gaussiens stationnai res. Il tire ensuite les consé­

quences de quelques transformations booléennes simples qu'il leur fait subir. Shah 

décrit également, en détail, les propriétés statistiques du premier et second ordre 

des suites aléatoires binaires. Il conjecture un théorème reliant probabilités 

conjointes et moments conjoints correspondants par une transformation de Walsh. 

Quelques-uns de ces concepts ont été appliqués dans le but d'analyser les 

performances d'un démodulateur digital DPSK (Differential Phase Shift Keying ou 

Saut de Phase Différentiel) lorsque le cannai de transmission est perturbé par un 

bruit gaussien blanc [16]. Ici, les processus stochastiques considérés ne sont plus 

stationnaires mais cyclo-stationnaires (ses propriétés statistiques varient de manière 

périodique) [22] ce qui complique l'analyse en question. 

Enfin, un des domaines dans lequel il se fait actuellement, comme d'ailleurs 

par le passé, beaucoup de recherche est celui des suites pseudo-aléatoires binaires 

générées par une classe particulière de machines séquentielles finies: les filtres 

numériques récursifs (Fig. 1.1). 

-*• b 
n-1 

< 

— —registre à décalage — 

fonction booléenne y*-
Fig. 1.1: Filtre numérique récursif générant une suite pseudo­

aléatoire binaire. 
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Ces suites sont évidemment déterministes et périodiques mais possèdent un 

caractère suffisamment aléatoire pour jouer le rôle du "hasard" dans de nombreuses 

applications qui en nécessitent [23 ] . En vue d'optimiser les performances de ces 

machines, on s' intéresse surtout à cel les dont la structure permet de produire des 

suites de période maximale. 

Nous ne donnerons pas i c i une l i s t e exhaustive de la l i t t é r a t u r e concernant 

ce sujet tant e l l e est longue. Toutefois, citons les quelques références suivantes: 

- Le l i v r e de Golomb [23] est un manuel essentiel pour qui veut étudier ce su jet . 

On y trouve une descript ion déta i l lée de la théorie re la t ive aux suites pseudo­

aléatoires binaires générées par des f i l t r e s numériques récursi fs l inéa i res . 

Quelques propriétés des suites produites par des systèmes non l inéaires y sont 

aussi décr i tes. 

- Massey [40] développe un algorithme eff icace permettant, à pa r t i r d'une suite 

pseudo-aléatoire binaire quelconque, de trouver le f i l t r e numérique récursi f 

l i néa i re de longueur minimale générant lad i te su i te . 

- Groth [25] et Key [35] étudient la classe des f i l t r e s numériques récursi fs 

l inéai res ayant pour sor t ie une combinaison booléenne quelconque entre les 

cel lu les des registres à décalage constituant ces f i l t r e s . 

- Fredricksen [20] décr i t d i f férents algorithmes permettant de générer une suite 

pseudo-aléatoire binaire de période maximale ou sui te de de Bru i jn . 

Notons finalement qu'une suite pseudo-aléatoire binaire ainsi générée (F ig . 1.1) 

n'est qu'un cas l im i te d'une chaîne de Markov binaire [23 ] . 

Le but du présent t rava i l est de développer de nouveaux ou t i l s propres à 

l 'étude des variables et suites aléatoires binaires. Nous allons aussi considérer 

quelques opérations booléennes effectuées sur un ensemble de variables ou suites 

aléatoires binaires indépendantes. 
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I I . DEFINITIONS DE BASE. 

Nous allons donner i c i quelques déf in i t ions de base qui nous seront u t i l es 

tout au long des chapitres suivants. 

Les références principales concernant ce chapitre sont les l i v res de 

Papoulis [ 46 ] , Métivier [43] et Fel ler [18 ] . Les déf in i t ions contenues dans ces 

l i v res sont générales et s'appliquent donc aux cas par t icu l ie rs des variables 

aléatoires binaires et des suites aléatoires binaires. 

I I . 1 . Variables aléatoires b inai res. 

Considérons l'espace probabil isé (fl,F,P) ayant les propriétés suivantes: 

- l'ensemble ß des événements élémentaires est du type: n = (0).,01.}, 

- les événements possibles (F) sont représentés par les quatre ensembles: 

¢ , { u - } , (o)„}, fi. 

Les événements {OJ.} et {OJ_} sont mutuellement exclusi fs et {o>.} U (uu) = n. 

I l s 'ensuit que: 

P(O)1J + P(O)2) = P(SI) = 1 , 

où P(o).}, P(OJ„} et P(fi) sont respectivement les probabilités des événements 

(U)1), (Ü>2) et n. 

Définition 2.1: 

On appelle variable aléatoire binaire à valeurs dans l'ensemble fini, 

disons E - {e.,e„}, définie sur l'espace probabilisé (fl,F,P), toute application 

X de U dans E telle que pour tout e e E, l'événement (ai: x('°) = e} (en abrégé 

(x = s}) appartienne à F. 
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Par la su i te , nous ne considérerons que les variables aléatoires binaires 6 

à valeurs dans l'ensemble {0,1} et les variables aléatoires binaires £ à valeurs 

dans l'ensemble {+1,-1} . 

Dorénavant, nous dénoterons l'ensemble {0,1} par le symbole E0 et l'ensemble 
p 

{+1,-1} par le symbole E . 

Si b et x sont respectivement les réalisations des variables aléatoires 

binaires B et Ç, il existe une application linéaire telle que: 

Définition 2.2: 

L:Eg ^h 

b l »• x = 1-2b. 

La fonct ion L(B) est aussi une variable a léato i re binaire déf in ie via la 

variable a léato i re binaire 6 et la fonction L(b). Sachant ce la, nous écr i rons: Ç = L(B) 

L'algèbre de Boole et l 'a lgèbre l inéa i re sur le corps de Galois GF(2) [44] 

sont des méthodes connues pour décrire les systèmes logiques combinatoi res. Parfois, 

l ' app l i ca t ion L nous sera très u t i l e pour déterminer certains paramètres stat is t iques 

l iés aux fonctions de sor t ie de ces systèmes lorsque leurs entrées auront un carac­

tère a léa to i re . 

En u t i l i s a n t la dé f in i t i on 2 .2, on trouve facilement les correspondances 

données dans la table 2 . 1 . On constate que les opérations effectuées sur l'ensemble 

E- sont les opérations du corps des nombres réels . 

Algèbre de Boole 

Inversion: b 

AND : b1b2 

OR : b.+b2 

XOR : ^ T y b j b g 

GF(2) 

1©b 

b1b2 

b 1 ©b 2 ©b 1 b 2 

b,©b2 

h 
-x 

max{x.,x„} 

min{x. ,X2) 

X 1 X 2 

Table 2.1: Correspondance entre o-pêrations de l'algèbre de 

Boole, sur GF(2) et sur E . 
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Soient Ç-, ç . , — , t . k variables aléatoires binaires à valeurs dans 

l'ensemble E . On d é f i n i t une variable aléatoire Ç à valeurs dans l'ensemble E 

en posant: 

Pour tout point ( x . , x . , — , x. , ) e E , on a: 

U = (X0 , x , , — , x k _, ) } = U 0 = X0, C1 = X1 , — , çk_, = X ^ 1 L 

Définition 2.3: 

La loi de probabilité de Ç est appelée probabilité conjointe des variables 

aléatoires binaires Cn, C1, , Si. ••' 

P{ç = (X0, X1, — , X15.,)) = P{çQ = x0, C1 = X1, — , çk_, = X ^ 1 ) . 

k 
Remarquons q u ' i l existe 2 di f férentes probabi l i tés conjointes de ces k 

variables aléatoires b inai res. 

Déf in i t ion 2.4: 

On appelle probabilité marginale, la probabilité: 

p { ço = V " " " ' çi-i = x i - r Çi+1 = x i + r ' Çk-1 = Vi } = 

= 2-j P{Ç0 = V " " " * Çi = X i ' " " ' C k-1 = X k - 1 K 

x i e h 

En faisant la somme sur tous les points ( x . , X1 , — , x. J e E , on 

obt ient : 

P U 0 - X 0 1 C 1 = x r - , C ^ 1 = x k . , } = 1. 

(xQ , — , x k - 1 ) e Eç 
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Définition 2.5: 

Etant donné l'événement {Ç. .= x., — , Ç.. = x._.} de probabilité non nulle, 

on appelle probabilité conditionnelle de l'événement {Ç. = X-, — , Ç._. = x..} 

sachant (Ç. = x., — , Çk 1 = x. .}, ou encore probabilité conditionnelle de 

(ÇQ = xQ> — , C1^1 = x.^} par rapport à (Ç. = x., — , C ^ 1 = x ^ } , le nombre 

défini par: 

P(C0 = X0, — , C1., = X1-1Ic1 . v — , ç M =xk.,} = 

_ P { ?Q = V g1 = V ' H-I = xk-1 ? 

P(C1 - X 1 . - - , C 1 1 - 1 =x k.,} 

Définition 2.6: 

k variables aléatoires binaires Ç-, Ç., — , Ç, . à valeurs dans l'ensemble E 

sont statistiquement indépendantes, ou plus simplement indépendantes, si: 

k-1 

P(C0 = X 0 5 C 1 - x , , - - , C11-1 = x k _ l } = J J P{ç. =x.}. 
i = 0 

Définition 2.7: 

L 'espérance mathématique du produit de k variables aléatoires binaires 

?0> Ç.» — , C K , à valeurs dans l'ensemble E s'appelle le moment conjoint d'ordre k 

de ces variables aléatoires binaires: 

mr c . r = E(C0^1 — H-1 > = 

Z V "r Vrp{ço = V - " • H-i - "k-1 k - - x " < } -
(X0, — , x k - 1) e E£ 

Supposons que ces k variables aléatoires binaires forment un ensemble. Il est 

alors possible de définir 2 différents moments conjoints entre les éléments de 

cet ensemble. En effet, nous pouvons les définir par l'espérance mathématique 

suivante: 

d0 d1 dk 1 k 
m dn d, d " E{ço Ç1 ™ H-1 } • ( W "•-• dk-i} e V 
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m. 
J ••{TT*} 

Pour simplifier la notation, nous écrirons souvent ces moments conjoints: 

k-1 .^ k-1 

, 0 < j S 2-1 . 
i 1 M—È 

"i = 0 
k-1 

L'ordre du moment conjoint considéré sera donné par: V ^ d . . 

i = 0 

I l y aura donc ( ) moments conjoints d'ordre s , 0 S s S k. 

Exemple 2.1 : 

Voyons le cas de t ro i s variables aléatoires binaires Ç., Ç. et Ç„ à valeurs 

dans 1'ensemble E . Les hui t d i f férents moments conjoints déf in is entre ces t ro i s 

variables aléatoires binaires sont les suivants: 

do 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

d1 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

d2 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

moment conjoint 

1 

X 
% 

m 

V 
Xh 

Xh 

Vl«2 

Dans cet exemple, on constate qu'entre t ro is variables aléatoires binaires 

à valeurs dans l'ensemble E , on peut dé f i n i r un moment conjoint d'ordre zéro, t r o i s 

moments conjoints d'ordre un, t r o i s moments conjoints d'ordre deux et un moment 

conjoint d'ordre t r o i s . 
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Les deux grandeurs définies ci-dessous jouent un rô le important dans l 'étude 

des variables aléatoires b inai res. 

Déf in i t ion 2.8: 

La moyenne m de la variable aléatoire binaire Ç à valeurs dans l'ensemble E 

est égale à son espérance mathématique: 

Déf in i t ion 2.9: 

On définit la oovarianae Cr r entre deux variables aléatoires binaires Ç. 

et Ç„ à valeurs dans l'ensemble E de la manière suivante: 

Cr = E{(Ç.-m )(ç,-m ) } . 
^VZ 1 H ^2 

On trouve facilement que: Cr _ = m -m m. . 
^ 2 S1^2 U1 S2 

Dans le cadre des variables aléatoires binaires à valeurs dans l'ensemble E , 

la covariance C est égale au coef f ic ient de corré lat ion p puisque par 
ç,ç2 ç,ç2 

d é f i n i t i o n : 

Pr F = , W = C car E{çf} = E{ç|) =1. 

^2 fëï ïë ^2 
M' l s 2 ' 

Remarque : 

Nous pouvons appliquer strictement les déf in i t ions 2.3 à 2.9 aux variables 

aléatoires binaires à valeurs dans l'ensemble E„. 
R 
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I I . 2 . Suites aléatoires binaires. 

I l s 'ag i t de représenter par un modèle mathématique l ' é t a t d'un système 

dépendant d'un paramètre et du hasard. I c i , nous faisons intervenir le hasard sous 

la forme de l'espace probabil isé (ft,F,P) déf ini dans le sous-chapitre I I . 1 , alors 

que n désigne un paramètre de temps d isc re t , n e N. 

Le modèle mathématique cherché se présente donc naturellement comme une 

fonction 

(n,w) i * • x(n»w) 

déf in ie sur W * n à valeurs dans l'ensemble E = { e . , e „ } . 

L 'état du système, pour la valeur n du paramètre, dépendant uniquement du 

hasard est une variable a léato i re binaire x ( n » u ) -

Ceci nous amène donc à la dé f in i t i on suivante: 

Déf in i t ion 2.10: 

On appelle suite aléatoire binaire, notée (x(n)}, une famille de variables 

aléatoires binaires x(n) (nous omettrons de mentionner sa dépendance en UÎ) , n e N, 

(n est un paramètre de temps discret) définies sur (ß,F,P). 

Par la su i t e , nous ne considérerons que des suites aléatoires binaires 

stationnai res, c 'es t -à-d i re des suites aléatoires binaires dont la s ta t is t ique 

n'est pas modifiée par un décalage de l ' o r i g ine du temps. 

Exemple 2.2: 

Nous pouvons construire une suite aléatoire binaire H = (ç(n)} en faisant 

passer un processus normal stationnaire échantillonné {y(n)} dans un détecteur de 

polarité (Fig. 2.1). 

I 

processus normal Vs {ï(n)} 

m o^T o *• 

stationnaire. I 
I 

échantillonnage. 

Fig. 2,1: Construction d'une suite aléatoire binaire à partir d'un processus 

normal stationnaire. 

+1 

-1 

détecteur de polarité. 
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Nous pouvons appliquer strictement les définitions 2.3 à 2.9 aux suites 

aléatoires binaires, ces dernières étant des familles de variables aléatoires 

binaires. 

Si nous avons affaire à une seule suite aléatoire binaire, disons 5 = (ç(n)}, 

il nous suffit d'identifier Ç. et ç(n), C. et C(n +vJ, — , ç._. et ç(n+v.+ — +v. .)> 

v. > 0, 1 < i S k-1. 
i 

Puisque E est stationnaire, notons que sa moyenne m = E(ç(n)} est constante 

(définition 2.8) et que le moment conjoint d'ordre k des variables aléatoires 

binaires ç(n), ç(n+v.), — , ç(n+v.+ — +v. .) (à valeurs dans l'ensemble E ) ne 

dépend que des différences temporelles v., v„, — , v, .. Nous le désignerons par: 

mÇÇ—-Ç^'V — 'Vl* = 

= E(CCn)CCn +V 1)-- C(n+v1+ — +vk_,)}. (2.1) 

Si nous avons affaire à plusieurs suites aléatoires binaires, disons = = {(,An)}, 

H1 = (C^n)), — , S1^1 = (çk_1(n)}, il nous suffit d'identifier ÇQ et C Q(n), 

S1 et C 1Cn +V 1), — , Ç k 1 et Ç|<_1(n+v1+ — + v ^ ) , V1 > 0, 1 s i S k-1. Ici aussi, 

ces k suites aléatoires binaires étant stationnaires, leurs moyennes m = E{ç.(n)}, 
î 

0 S i È k-1, sont constantes et le moment conjoint d'ordre k des variables aléatoires 

binaires B1Jn), ç.(n+v.), —-, Ck ,(n+v + — +Vt -J (à valeurs dans l'ensemble. 

E.) ne dépend que des différences temporelles v., v., — , v. .. Nous le désignerons 

par: 

Vz--çk-i(W — »Vi1 = 

= E(C0(H)C1(P+V1) — Ck.1(n+v1+ — +vk_t)}. (2.2) 

Définition 2.11: 

On appelle fonction d'autocorrélation le moment conjoint d'ordre 2 de deux 

variables aléatoires binaires appartenant à la même suite aléatoire binaire, 

Par exemple, si Ç(n) et C(n+v) sont deux variables aléatoires binaires à 

valeurs dans l'ensemble E , alors: 

Rçç(v) = E(Ç(n)Ç(n+v)). 
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Définition 2.12: 

On appelle fonction d'intercorrélation le moment conjoint d'ordre 2 de deux 

variables aléatoires binaires chacune d'elles appartenant à une suite aléatoire 

binaire différente. 

Par exemple, si Ç.(n) et Ç„(n+v) sont deux variables aléatoires binaires à 

valeurs dans l'ensemble E , alors: 

R1. F (v) = E{Ç.(n)Ç (n+v)}. 
H4 1 ù 

Pour terminer, nous allons définir une sous-classe de suites aléatoires 

binaires qui reviendra souvent dans les chapitres ultérieurs. 

Définition 2.13: 

On appelle une suite de Bernoulli une famille de variables aléatoires binaires 

indépendantes. 
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III. CARACTERISTIQUES STATISTIQUES DES SUITES ALEATOIRES BINAIRES. 

Dans ce chapitre, nous allons examiner quelques caractéristiques fondamentales 

des variables et suites aléatoires binaires. 

Supposons que nous ayons affaire à k variables aléatoires binaires, k e N. 

k 
Nous avons vu au chapitre II que l'on peut leur associer respectivement 2 probabili­
tés et moments conjoints différents (définitions 2.3 et 2.7). Ces grandeurs peuvent 
être considérées comme étant les composantes de deux vecteurs que nous appellerons 
respectivement vecteur des probabilités conjointes et vecteur des moments conjoints. 

Nous allons montrer que ces deux vecteurs sont liés par une transformation 

de Walsh. En l'étudiant, nous serons en mesure de dégager quelques propriétés 

intéressantes des variables (et suites) aléatoires binaires. 

Mais avant cela, consacrons les deux premiers sous-chapitres à l'introduction 

de concepts bien connus qui nous seront utiles dans les développements à venir. 

III.1. Matrices de Walsh-Hadamard. 

Les matrices de Hadamard sont des matrices orthogonales dont les éléments 

appartiennent à l'ensemble E . Nous nous intéresserons plus particulièrement à 

certaines d'entre elles: les matrices de Walsh-Hadamard qui ont pour lignes les 

fonctions échantillonnées de Walsh [27]. Une matrice de Walsh-Hadamard H1 est une 
h b 

matrice 2 x 2 , k entier, dont les éléments h(b,j) sont définis par: 

k-1 

Z Vi 
h(b,j) = (-1) 1 = ° , (3.1) 

ou b et j sont deux nombres entiers, 0 < b,j < 2 -1, b. et j. étant les k coeffi­

cients de leur développement binaire, donnés par: 

k-1 k-1 
b= Z bl 2k_1_1 i= T. h 2 "̂1 : bl» Jl £ V (3-2) 

1 = 0 1 = 0 
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Exemple 3.1: 

La matrice H„ est donnée par 

"+1 +1 +1 +1 

+1 -1 +1 -1 

+1 +1 -1 -1 

_+1 -1 -1 +1. 

Ho 

Propriétés: 

En examinant (3.1), nous voyons immédiatement que: 

Hi = H1 , k k ' 

H. étant la matrice transposée de la matrice H. . 

(3.3) 

Considérons maintenant le produit H. -H.. Puisque H. est une matrice orthogonale, 

ce produit sera du type: 

Ak = Hk.Hj = diag {aQ a, — a ^ } , 

où diag {a. a, — a . } est une matrice diagonale dont chaque élément vaut: u 1 2K_, 

2k-1 

ab = J ] h(b,j).h(j,b) = 2k , 0 < b < 2 k - 1 . 

J = O 

Donc: H-H, = 2 -I. , I. étant la matrice identité de dimension Z x Z . 

Ainsi : 

4 Hu'HI = IL 2k k k k 
H"1 - _L H T - -L H 
Hk - 2k Hk - 2k V 

(3.4) 

On peut aussi facilement démontrer que [36]: 

Hk+1 "
 H1© Hk» 

où ©dénote le produit de Kronecker (ou produit direct) [5,8]. 

(3.5) 
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III.2. Fonction caractéristique de Walsh [47]. 

Commençons par la définition de la transformation de Walsh. 

Définition 3.1: 

Soient t> = (bQ, b., — , b j . ) et i_ = (j Q, J1, — , Jk.1) deux éléments 

appartenant à l'ensemble E„. Définissons leur produit scalaire par: 
p 

k-1 

b-i= £ V r 
1 = 0 

Soit une fonction réelle f(b) dont le domaine est l'ensemble E*. Alors, la trans 

formation de Walsh [S4] de f(j)) est définie comme suit: 

F(D = £ f(b) (-I)H 

t> e E 
k 

F(j) est aussi une fonction réelle dont le domaine est l'ensemble E . 
— ß 

Supposons que a so i t une variable a léato i re d iscrète , à valeurs dans l'ensemble 
k 

{0 , 1 , — , 2 -1 } , dont la l o i de probabi l i té est P{i=b). Chaque ent ier b possède 

un développement binaire te l que celui déf in i en (3 .2) . Les coef f ic ients b . , b . , -

—, b._. sont considérés comme les réal isat ions de respectivement k variables 

aléatoires binaires 6Q, B-, — , \ . a valeurs dans l'ensemble E . 

* k 
On exprime la fonct ion caractér ist ique de Walsh p . , j en t ie r , O S j S 2 - 1 , 

comme étant l'espérance mathématique de la grandeur h ( i , j ) déf in ie par (3.1) où 

l 'on a remplacé l ' e n t i e r b par la variable aléatoire discrète \: 

k-1 

2k -1 Z Vl 
P* = E{h( i , j ) } = Y1 M ) 1 " 0 Pu = b} , (3.6) 

b = 0 

où les J1 sont les k coefficients du développement binaire de l'entier j, comme 

défini en (3.2). 
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I l est évident que: 

PU = b} = p{e0 = V B1 =b, , — , ß M = b M } (3 

ce qui nous conduit à la définition équivalente de la fonction caractéristique 

de Walsh: 

P. = E{h[(ßQ, B1, — , B 1 ^ 1 L j ] ) . (3 

Nous voyons donc que p. n'est autre que la transformation de Walsh de la 

probabilité conjointe P{g. = b Q, B. = b., — , ß._. = b . . } (définition 3.1). 

Définition 3.2: 

On appelle vecteur des probabilités conjointes le vecteur P. dont les compo­

santes sont les probabilités conjointes des k variables aléatoires binaires ß_, 

6,, — , ß. , à valeurs dans l'ensemble E . Posons: 

Pb
 = mo = V 6I = V - " • ßk-i = Vi } 

k-1 

ou: b = > b,2 

1 = 0 

Donc: Pk = [p0 P1 — p . ^ ] T . 

Définition 3.3: 

On appelle vecteur des fonctions caractéristiques de Walsh le vecteur P. 
* k 

dont les composantes sont les fonctions caractéristiques de Walsh p. , 0 S j % 2 -1 
Donc: P* = [pj p* — p * f c ^ ]

T . 

En combinant (3.1) et (3.8) ainsi que les définitions 3.2 et 3.3, nous 

obtenons: 

Pk = W <3 
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I I I . 3 . Relation entre probabi l i tés conjointes et moments conjoints. 

Nous allons démontrer un théorème important, conjecturé par Shah [50,51] , 

re l i an t le vecteur des probabi l i tés conjointes au vecteur correspondant des 

moments conjoints de k variables aléatoires binaires Ç-, Ç., — , E.^ a valeurs 

dans l'ensemble E.. 

Déf in i t ion 3.4: 

On appelle vecteur des moments conjoints le vecteur M, dont les composantes 

sont les moments conjoints existant entre k variables aléatoires binaires Çg 

Ç,, — , Ç. , à valeurs dans l'ensemble E (définition 2.7, voir exemple 2.1). 

En u t i l i s a n t les déf in i t ions 2.2 et 3.2, nous trouvons que: 

P k L2-1] L 

P(B0 - 0, -

P(Sn = 0, -

P(Bn 

V l 

k-1 

Jk-1 

= 0} 

= 1} 

« 1} 

PU0 = - 1 , • • ç k - 1 = + 1 } 

p{^o = + 1 » T ' ç k - i 

P(Cr 

-1} 

- 1 , - . ^ = - 1 } 

Théorème 3.1 : 

Le vecteur des probabi l i tés conjointes P. et le vecteur correspondant 

des moments conjoints M. de k variables aléatoires b ina i res, à valeurs 

dans l'ensemble E , sont re l iés par une transformation de Walsh: 

Mk • W 
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Démonstration: 

b,j, J1 
Notons d'abord que: (-1) = (1-2^) ; b 1, J1 e Eg. 

Ensuite, grâce à la fonction L(b..) = 1-2b. = X1 (définition 2.2), nous 

constatons que: 

(-1) ' ' = (1-Zb1) ' = x / , X1 e Eç. (3.10 

Enf in , si b, est une réal isat ion de la variable aléatoire binaire ß. (à valeurs 

dans l'ensemble E j et x. une réal isat ion de la variable aléatoire binaire Ç, (à 

vale 

que: 

valeurs dans l'ensemble E ) , a lo rs , en employant (3.8) et (3 .10) , nous trouvons 

k - 1 

° J l , Ee i j i 

p* = E{h[(ß0, B1. —, ßk.,).J]} = E-Ic-D1 = ° }= 

= E-I J J (-1) ] 1 I = E-J J J C 1
1 I = nu (dé f in i t i on 2.7) . 

^ 1 = 0 -* ' - 1 = 0 - ' 

Les deux vecteurs P. et M. sont donc équivalents. 
CQ]FV. 

Puisque Ç est une variable aléatoire binaire à valeurs dans l'ensemble E , 

m. I < 1 , 0 S j S 2 k - 1 . (3.11 

i l est évident que: 

m. 
J 

Remarque : 

Un processus stochastique est d i t gaussien (limitons-nous au cas réel et 

stat ionnaire) si toutes les probabi l i tés f in ies conjointes associées au processus 

sont des l o i s de Gauss. Autrement d i t , pour tout système f i n i d ' instants t . , t . , -

—• t . . , l a variable k-dimensionnelle (y y. y. ) a une d is t r ibu t ion de 
K-1 t Q , I 1 , — , I 1 1 - 1 

de.Gauss. La donnée de la moyenne et de la fonction d'autocorrélat ion R Y y ( | t . - t . | ) 

détermine de façon unique ce type de d is t r ibu t ion [43 ] . 

Cela n'est pas v r a i , en général, pour une suite a léatoire binaire (bien que 

ce genre de sui te a léato i re semble pourtant très simple). Pour s'en convaincre, i l 

s u f f i t d'examiner le théorème 3 . 1 . 
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Corol la i re 3 . 1 : 

P1 = 4 ' ° • i s 2k-1 <= J 2 
=> m. = 0 , 1 < j < 2 - 1 . 

Démonstration: 

a) Implication dans Ie sens >•: 

En utilisant le théorème 3.1 ainsi que les relations (3.3) et (3.4), nous 

obtenons: 

A ins i : 

2k-1 2k-1 2 - 1 .- , 2 

E - 5 - ' Z >^kZ U] 
= n î = n i = n L ' J 

= 1. 

J = O j = 0 j = 0 

Donc: 

2 k - 1 

mo+ L m j = 1-
j = i 

Puisque mQ = 1 et m. > 0 > m. = 0 , 1 < j < 2 k - 1 . 

b) Implication dans le sens ^ 

En utilisant le théorème 3.1 ainsi que la relation (3.4), nous obtenons: 

Ainsi : 

P = — H ' 
k 2k

 Hk 
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Nous savons que toute matrice H. est telle que: 

Donc: 

Pk = 2k 

Y 
0 
I 
i 
i 
I 
0 

i 

"7 

Y 
1 
i 
i 

1 
CQFP. 

Définition 3.5: 

On appelle vecteur k-équiprobable tout vecteur des probabilités conjointes 

tel que: 

1 1 1-J 
Pk = C2k 2k ^ 

Considérons la fonction caractéristique de Walsh donnée par la relation (3.6) 

et définissons un ensemble J tel que: 

r £ i 
= < j I y j , = un nombre impairV , cardinal de J : 

^ 1 = 0 -* 

Ul = 2 k-1 

Supposons que les composantes du vecteur des probabilités conjointes 

(définition 3.2) soient telles que: 

pb = p k b 2-1 

ou de manière équivalente: 

, 0 < b < 2 - 1 , 
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P { ß0 = b 0 ' — ' ßk-1 = b k - 1 } = P { ß 0 = V — • *k-1 = bk-1> 

k -r pour toute réalisation (b., — , b..) E E R, b, étant l'inverse de b. (voir table 2.1) 

alors: 

Si m. est une composante du vecteur des moments conjoints (définition 3.4), 

Corollaire 3.2: 
k 

p. = p , , 0 < b < 2 -1 < V m. = 0 pour tout j e J. 
D 2 -1-b J 

Démonstration: 

a) Implication dans le sens •> : 

Le théorème 3.1 implique: 

k-1 

Zv 
(V "-• 1W E E 

1 = 0 

k 
Z H ) 1 "u p { s o = v - > ek-i = bk-i }> 

où les j, sont les k coefficients du développement binaire de l'entier j, comme 

défini en (3.2). 

Décomposons cette somme en deux parties et posons (pour simplifier la 

notation) b/ = (b., — , b. . ) : 

k-1 

Z biji 
P(S0 = O 1 B , = b r — > V l = b k . l } + 

b' e E 

k-1 

Jn
 + M 1J1 

• M) 1 = 1 P(B n= 1,6, = ^ , - , 8 ^ . b H J >} 
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k-1 k-1 

Z Vl Z bljl 
Puisque I, = 1-^ et (-1) = = (-1) = , nous obtenons: 

Z bi°i r Z js 
v E H)1 = 1 {-(-1)1=0 } 

., ck-1 b e E„ 

M B 0 = O. B 1 ^ b 1 , - - . B M - b M > . 

Nous constatons -donc que m. = 0 pour tout j e J. 

b) Implication dans le sens <j : 

Pour tout J E J , nous avons: 

k-1 

Z Vi 
Z (-1)l = 0 p{6o - v ---• v i • bk-i> = °-

, 1 = 0 

(bn* —» 1 W e Efi u0' * k-1' B 

Décomposons cette somme en deux parties: 

k-1 

E v, 
E {-.>' = ' 

I . 4 * -

J l 

V 2- i{-1) " p { ßo = 0 > ß i = b r - ' ß k - i = b k - i } + 

b c E8 

Jn + £ V 
u # • i i - \ 

• H ) 1 = 1 M B 0 - L B 1 - U 1 . - . V 1 - V l 1 / = °-
k-1 

.Zi, 
Par Hypothèse, H ) 1 = ° = - 1 . A ins i : 
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k-1 

I biji r 
Ji "r • • ß k - i = b k - i } 

b' e E 

1 ' " - ' ß k - 1 = b k - 1 } } = 0-- P{ßQ = 1 , ß, = b 

L'expression ci-dessus do i t être vraie pour tout j e J . En l 'éc r ivant sous 
k-1 

forme ma t r i c i e l l e , nous obtenons (puisque | J | = 2 ) : 

où: 

Hk-rpk'-i • ° 

' k -1 

P(B0 = 0, B1 = 0, — , ß = O)-P(B0 = 1 , B1 = 1 , 

P{ß0 = 0, B1 = 0, — , B15., = D-P(B0 = 1 , B1 » 1 . 

L P{B 0 = 0, B1 = 1 , — , ßk_, = D-P(B0 = 1 . B, = 0 , 

Bk-1 = 1) 

ßk-1 « 0 } 

ßk-1 * 0 ) 

En u t i l i s a n t la re la t ion (3.5) a ins i que le théorème [ 5 ] : 

A: matrice n x n 

B: matrice m * m 

nous trouvons que: 

> det(AQB) = (det A ) m (det B)", 

det H. . * 0 puisque det H = -2. 

L'unique solution du système (3.12) est donc la suivante: 

P(B0 = b0, - , ßk., = b,.,} - P(B0 = b0, •' 6k-1 = b k - 1 K 

CQFO. 

Définition 3.6: 

On appelle vecteur des probabilités conjointes symétrique tout vecteur 

des probabilités conjointes, associé à k variables aléatoires binaires, dont 

les composantes sont telles que: 

V = p„k 2 -1 -b 
, 0 £ b £ 2 -1 (définition 3.2). 
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En mots, la signification du corollaire 3.2 est la suivante: 

Les moments d'ordre impair (coin-

Vecteur des probabilités con- I I posantes du vecteur des moments 

jointes symétrique. \ < Ì conjoints correspondant) sont 

nuls. 

Exemple 3.2: 

Considérons le cas de trois variables aléatoires binaires E», Ç., Ç„, à valeurs 

sent 

Alors: 

dans l'ensemble E,., dont le vecteur des probabil i tés conjointes est symétrique 

V 
Pl 

P2 

P3 

P3 

p2 

P1 

p0 

=> M, 

1 

z z 
^VZ 

V2 

Z Z 

Ç0Ç1Ç2J L 

2(P0-P1-P2+P3) 

2(P0-P1+P2-P3) 

2(P0+P1-P2-P3) 
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III.4. Indépendance statistique. 

Rappelons que k variables aléatoires discrètes sont statistiquement indépen­

dantes si leur probabilité conjointe est la probabilité produit de leurs probabilités 

respectives [43]. 

Dans le cadre des variables aléatoires binaires, l'indépendance statistique 

(définition 2.6) peut être étendue par le théorème suivant: 

Théorème 3.2: 

Soient k variables aléatoires binaires ÇQ, C1, ---, C ^ 1 à valeurs dans 

1'ensemble E . Alors: 

d„ d, , ^ I d, 
p{h - v --• Ck-i • v i } -î [l{h° C^ - TT E { ç i 1 } ' 

k-1 ^<£=±>< 1 - 0 
J y>our tout (d-, — , = T T P(C1 = X1) J [pour tout (d 0 > — , dk_1) e E1 

1 = 0 

.k 

Démonstration: 

a) Implication dans le sens > : 

Cette partie de la démonstration est évidente. 

b) Implication dans le sens <j — : 

En utilisant le théorème 3.1 ainsi que la relation (3.4), nous obtenons: 

Pi = -T H1/M. . k _k k k 

Puisque, par hypothèse, chaque composante du vecteur des moments conjoints 

s'exprime comme produit de moments du premier ordre, alors: 

k£l ,. ., k^1 M 

M, 
k © Rl = © V où:©Ai=Ao®-®Ak-r 

1 = 0 L 5iJ 1 = 0 ' i^To 
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Nous savons aussi, par la relation (3.5), que: 

k-1 

© ITO 

Ainsi: 

Pk = 

r k-1 ' ,k-1 ^ 

(3.13) 

En u t i l i s a n t la l o i du produit mixte [8 ] en plus du théorème 3 . 1 , la re la t ion 

(3.13) devient: 

K-I K-I 

pk = © 7 V V © P l i ' 
k-1 

i = o 

(3.14) 

où P1 = [P(C1 = +1} P(C1 = -1 } ] . A ins i , chaque composante du vecteur des 
I 1 i i 

probabi l i tés conjointes P. s'exprime comme s u i t : 

k-1 

P U 0 - x 0 , — . ç k . , = x k _ , } = J 7 PU 1 ^ x 1 ) . 
1 = 0 

CSFP. 

Exemple 3.3: 

Considérons deux variables aléatoires binaires Cn , Ç a valeurs dans l'ensemble 

E . Par le théorème 3 . 1 , nous avons: 

1 

\ 
1 

m 

m 
L ^P 

= 

+ 1 

+1 

+ 1 

+1 

+1 

-1 

+1 

-1 

+ 1 

+1 

-1 

-1 

+1 

-1 

-1 

+1 

• 

P(S0 = -H.ç, = +1} 

P(ç0 = +1,C1 = -1) 

P(C0 = -1.Ç, = +1} 

P(C0 = -1,C1 = -1} 
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Si m 
¥ i 

= m m , a lors : 
ç0 ç1 

1 

\ 

\ 

-Vi. 

r i r i 

= 
1 

m 
L S0J 

© 
1 

m 
L ^1J 

I c i , en applicant Ia re lat ion (3.14) , nous obtenons: 

P{?0 = + 1 , C1 = +1} 

P(C0 = +1 .C 1 = -1} 

P(C0 - - 1 , ç, = +1} 

P(C0 - - 1 . ç, = - U 

"P(ç0 = + l f 

_P{Ç0 = - 1 } J 
© 

P(€, = +1} 

P(C1 = -1) 

PU 0 = +1} PU 1 M} 

P(C0 - ' + I ) P(C1 = -1) 

P(C0 = -1} P(C1 = +1} 

LP{ç0 = - D P(ç, -1} 

Les variables aléatoires Ç« et Ç. sont donc indépendantes (suivant la 

dé f i n i t i on 2 .6) . 

Définition 3.7: 

Nous dirons que k variables aléatoires binaires sont k-non aorrélêes si: 

m-1 

E(X, -Xx X1 J - T T E{*i } 
0 1 ra-1 1 = 0 ] 

pour tout 0 ̂  i„ < — < i , < k-1 st I < « < k. 
U m-1 

Lorsque k = 2, nous dirons simplement qu'elles sont non aorrélêes. 



-36-

Nous constatons donc que dans le cas de k variables aléatoires b ina i res, leur 

k-non corrélat ion est équivalente à leur indépendance. 

Bien que cela so i t aussi vrai pour k variables aléatoires gaussiennes ( leur 

matrice de covariance est diagonale) [e .g . 46 ] , la k-non corrélat ion n'est pas 

équivalente à l'indépendance pour d'autres types de variables aléatoires (vo i r les 

contre-exemples données dans [57 p. 169], [46 p. 212] et [18 p. 236]). 

Notons que si k variables aléatoires sont indépendantes, e l les sont toujours 

k-non correiées. 

Corol la i re 3. 

Soient k van 

à valeurs dar 

valeurs dans 

Alors, Ç, Cn 

indépendante 

3: 

ables aléatoires binaires indépendantes ÇQ, C1, — 

s 1'ensemble E... Soi 

1'ensemble E . 

Ç 1 ' " " ' Çk-1 
d0 du produit C0 

sont 

* • 

t £ une variable 

indépendantes si 

A-I 
— ^k-I P°ur 

" ' Çk-1 
aléatoire binaire à 

et seulement 

tout ( d n , — 

si £ est 

W e 
* 

Démonstration: 

Immédiate par le théorème 3.2. 
CQfV. 

Remarque : 

Xiao et Massey [60] démontrent le lemme suivant: x est une variable aléatoire 

discrète, Cn, C1, -—, C1, sont k variables aléatoires binaires indépendantes à 
U l K - I 

valeurs dans l'ensemble E et P(C1 = +1} = 0 . 5 , 0 < 1 < k - 1 . Alors, x» S 0 ' S 1 ' — 

- , Ç. sont indépendantes si et seulement si x e s t indépendante du produit 

ed
0°-Çl1 i 1 pour tout ( d 0 , - , dk_,) e E^. 

Le coro l la i re 3.3 est une généralisation de ce lemme lorsque x e s t u n e 

variable aléatoire b ina i re . 
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III.5. Fonction d'autocorrélation d'une suite aléatoire binaire. 

La fonction d'autocorrélation joue un rôle fondamental dans l'étude des 

systèmes physiques perturbés par du bruit [e.g. 6]. Elle est largement utilisée 

dans les domaines tels que la théorie des communications [e.g. 59] ou les systèmes 

linéaires en général [e.g. 4,31]. 

Nous donnerons ici quelques propriétés de la fonction d'autocorrélation Rf£(
v) 

d'une suite aléatoire binaire H = (ç(n)}, Ç(n) étant une variable aléatoire binaire 

à valeurs dans l'ensemble E . 

Notons qu'une telle suite ne peut pas générer n'importe quelle fonction 

d'autocorrélation. Aussi, il est possible de définir une classe U contenant toutes 

celles ainsi générées. 

Les éléments de la classe U ont les propriétés suivantes [38,39]: 

a) Si R 1 ç ç(v), R2çç(v) e U, alors R1çç(v)-R2çç
(v) e U et 

8-R1 (v) + (1-a)-R2 (\)) E U pour tout a e [0,1]. 

b) Si Rt!rr(v) e U, k e N, et lim Rurr(v) = R,,(v) pour tout v e N alors 
K U k -»• « ^ ^ 

Rçç(v) e U. 

e) R r £ ( v ) e U si et seulement si R££(0) = 1 et R£E(V) = R r r ^ " v ' a v e c 

|Rçç(v).| i R K ( 0 ) . 

Examinons maintenant la re la t ion existant entre la fonction d'autocorrélat ion 

R (v) d'une suite a léato i re binaire H = (ç(n)} et la probabi l i té P{Ç(n) = +1}. 

En u t i l i s a n t le théorème 3 . 1 , nous montrons facilement que: 

Rçç(v) = P{Ç(n) = +1 , Ç(n+v) = +1} - P{Ç(n) = +1 , Ç(n+v) = -1} -

- P{Ç(n) = - 1 , Ç(n+v) = +1} + P{Ç(n) = - 1 , Ç(n+v) = -1 } . (3.15) 

La re lat ion (3.15) peut s 'écr i re sous la forme: 

R (v) = 1 - 4 P{Ç(n) = +1} + 4 f { ç (n ) = +1 , ç(n+v) = +1}, 

R r r (v) = 1 - 4 P{Ç(n) = +1, Ç(n+v) = -1} = 

= 1 - 4 P{ç(n) = - 1 , Ç(n+v) = +1}, f 1 ^ 1 0 ' 

R (v) = -3 + 4 P{Ç(n) = +1} + 4 P{ç(n) = -1, Ç(n+v) = -1}. 

Considérons les probabilités conjointes P{£(n) = x , Ç(n+v) = x } comme 

des paramètres. 
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Théorëme 3 .3 : 

Soit R f r ( v ) ^a fonction d'autocorrélat ion de la sui te aléatoire binaire 

H = (£(n) } . A lors , le domaine de dé f in i t ion de R r r (v) comme fonction de 
2 

la probabi l i té P{Ç(n) = +1} correspond au t r iang le (dans R ) dont les 

sommets sont donnés par les points (0 ,1 ) , (0.5,-1) et (1 ,1) . 

Démonstration: 

Les relat ions (3.11) et (3.16) nous conduisent aux inégal i tés suivantes: 

-1 S 1 - 4 P{Ç(n) = +1} < R (v) < 5 - 4 P{Ç(n) = +1} S 1 , 

-1 S Rçç(v) < 1 , 

-1 S -3 + 4 P{ç(n) = +1} i R (v) £ 1 + 4 P{Ç(n) = +1} < 1. 

Puisque ces trois inégalités doivent être satisfaites simultanément, le 

domaine cherché est donc le suivant: 

P{Ç(n) = +1} 

Il est facile de constater que les points (0,1), (0.5,-1) et (1,1) peuvent 

être atteints. Ainsi, puisque la classe U est convexe (propriété a), tous les points 

du domaine sont atteignables. 

CQVV. 
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I I I . 6 . Produit de suites aléatoires binaires indépendantes: théorème l i m i t e . 

Considérons k suites aléatoires binaires indépendantes H. = {ç Q (n ) } , 

H1 = { ^ ( n ) } , — , Hj1-1 = {Ç k_ 1 (n) } ) ? 0 (n ) , ^ ( n ) , — , ^ . , ( n ) étant k variables 

aléatoires binaires à valeurs dans l'ensemble E . 

Construisons une nouvelle sui te a léato i re binaire z = (ç(n)} t e l l e que (F ig . 3.1) : 

z = k ( n ) } = { Ç j j f n K ^ n ) . — - C k . , ( " ) ) • 

ç(n) est donc aussi une variable a léato i re b inai re à valeurs dans l'ensemble 

H0 = ( Ç 0 ( n ) } 

H1 = (C1(n)} 

5k-1 = { V l ( n ) } 

z = { ç ( n ) } 

Fig. 3.1: Produit de k suites aléatoires binaires 

indépendantes. 

Posons : v. = v i + v ? + 

Appelons respectivement PJ(H-,) et P.(z) les vecteurs des probabilités conjointes 

de i variables aléatoires binaires Ç,(n), ^,(n+vj, — , Ç,(n+v. ) et ç(n), ç(n+v.), -

--, ç(n+v. ) tirées des suites aléatoires binaires 5,, 0 < 1 < k-1, et z. 
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Déf in i t ion 3.8: 

Soient deux matrices n x m, A = [ a . . ] et B = [b, . ] . Leur produit de Schur 

est défini comme suit [Sl]: 

A o B = [ a ^ b . j ] . 

Par exemple, pour deux vecteurs: 

x o y 

xo 

ï 
I 
1 

_Vi_ 

O 

yo 
y1 
1 
I 
I 

_yk-1_ 

= 

Vo 
V i 

i 

I 

_xk-1yk-1_ 

Théorème 3.4: 

Les vecteurs des probabi l i tés conjointes P.(z) et P.(H.), O s I s k - 1 , 

sont l iés par la re la t i on : 

(
k-1 

o H.«P.(H1)J- , pour tout ent ier i , 

1 = 0 J 

k-1 

où o H.'P.(H.) représente le produit de Schur des k vecteurs 

1 = 0 

H1-P1(H1). 

Démonstration: 

Les k suites aléatoires binaires ^n, H., — , H, . sont indépendantes, alors: 

k-1 

M.(z) = foj M1(H1) , 
1 = 0 

(3.17 

où M1-(H1) et KAz) sont respectivement les vecteurs des moments conjoints des i 

variables aléatoires binaires C1 ( n ) , Ç^n+v. ) , — , Ç jn+v . , ) et ç (n ) , ç(n+v ), 

—, ç(n+v. .) t i rées des suites aléatoires binaires H,, 0 < 1 < k - 1 , et z. 



En applicant le théorème 3.1 ainsi que les relations (3.4) et (3.17), nous 

obtenons : 

rk_1 T 

CQVV. 

Corol la i re 3.4: 

Si pour tout i e N, un des vecteurs des probabi l i tés conjointes P ^ - ^ î i 

0 < 1 S k - I , est un vecteur k-équiprobable (dé f in i t i on 3 .5) , alors 

P.(z) est aussi un vecteur k-équiprobable. 

Démonstration: 

Immédiate par le théorème 3.4 et le co ro l la i re 3 . 1 . 
COFP. 

Corollaire 3.5: 

Si pour tout i e N, un des vecteurs des probabilités conjointes P-(E,), 

0 < 1 ä k-1, est un vecteur des probabilités conjointes symétrique 

(définition 3.6), alors P.(z) est aussi un vecteur des probabilités 

conjointes symétrique. 

Démonstration: 

Immédiate par le théorème 3.4 et le corollaire 3.2. 

caro. 



-42-

Théorème limite. 

Supposons que 1e nombre k de suites aléatoires binaires indépendantes H. 

augmente indéfiniment. 

Le vecteur des probabilités conjointes P.(z) tend alors, sous certaines 

conditions, vers une limite comme le montre le théorème suivant: 

Théorème 3.5: 

Si toute composante m.(E.) des vecteurs des moments conjoints M-(Ej, 

1 e N, est telle que: 

Im-(H1)I < R < 1, 1 S j S 2
1-!, 

alors: 

lim P.(z) = —r e., pour tout entier i, 
k - « 1 2 ] 

où e. = [1 1 — 1] est un vecteur 2 x J. 

Démonstration: 

Toutes les suites aléatoires binaires H1, 1 E H, sont indépendantes. Donc, 

par hypothèse, nous obtenons: 

lim |M.(z)| < lim 
k •+ » 1 k •* » 

Mais, R est, par hypothèse, strictement plus petit que un. En passant à la 

limite, (3.18) devient: 

lim |M.(z)| = [1 0 — 0] T. (3 
k - » 1 

(3 
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En utilisant (3.19) ainsi que le corollaire 3.1, nous obtenons le résultat 

cherché: 

lim p (Z) .-J-[I 1 — 1]T = - i e , 
k - « 1 21 21 n 

et ceci pour tout entier i. 
CQTV. 

Notons que la contrainte du théorème 3.5 n'est pas trop restrictive puisque 

nous savons, par la relation (3.11), que Im-(H1)I S 1, 1 S j S 2 -1, 1 E N. 

Remarque : 

La conclusion du théorème 3.5 est aussi vraie si nous relâchons légèrement 

la contrainte qu'il contient en admettant, lorsque k augmente indéfiniment, qu'un 

nombre fini de composantes m.(E.), 1 < j é 21 -1, 1 e hl, valent plus ou moins un. 

En effet, si : 

Qj = (BIj(H1)IInIj(S1)I = 1, j fixe}, Cj = IQjI < -• 

L'inégalité (3.18) devient ici (en groupant toutes les composantes m.(E,) e Q.): 

lim |M.(z)| < lim 

1 

k-c 
R 

I 
I 

k-c 21-! 

En passant à la limite, nous retrouvons la relation (3.19). 

Le théorème 3,5 signifie que le vecteur des probabilités conjointes de i 

variables aléatoires binaires tirées d'une suite aléatoire binaire produit de k 

suites aléatoires binaires indépendantes converge vers un vecteur i-èquiprobable 

pour k tendant vers l'infini. 

Le fait de relâcher légèrement la contrainte dudit théorème nous permet, sans 

y modifier sa conclusion, d'inclure dans la multiplication un nombre fini de suites 

déterministes (comme par exemple les suites binaires pseudo-aléatoires). 

Le théorème 3.5 généralise le théorème 3 démontré par Fire [19] qui ne consi­

dère que la loi de probabilité limite d'une variable aléatoire binaire résultant de 

la multiplication de variables aléatoires binaires indépendantes et identiquement 

distribuées. 
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Exemple 3.4: 

Examinons le cas où i = 1 et les variables aléatoires binaires çQ(n), Ç ^ n ) , 

--, Ç. .(n), — sont indépendantes et identiquement distribuées. 

Posons: 

P(C1Cn) = +1} = p, 1 e N. 

La contrainte du théorème 3.5 devient ici (théorème 3.1): 

0 <. 0.5(1-R) < p < 0.5(1+R) < 1. 

Considérons les k premières variables aléatoires binaires Ç0(n), Ç.(n), 

--, Ç. .(n). En utilisant le théorème 3.4, nous obtenons: 

(3.2C 

k-1 

P(ç(n) = +1} 

Pk(n) = -1} 

1 
2 

1 
2 

1 + J J (2PU1En) = +1} - 1) 
1 = 0 
k-1 

J - J J (2P(C1In) = +1) - 1)_ 
1 = 0 

"1 + (2P-D^ 

1 - (2p-1)k 

(3.21 

Les relat ions (3.20) et (3.21) nous conduisent à l ' i n é g a l i t é suivante: 

_P(ç(n) = +1}" 
ri-Rk' 

1-R P(ç(n) = -1) 

rl+R k n 

- i 
1+R" 

Mais, R est strictement plus petit que un. Donc, en passant à la limite, 

nous obtenons (P{ç(n) = z } ì 0).: 
n 

lim 

P(ç(n) = +1} 

P(ç(n) = -1} 

0.5 

0.5 
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La figure 3.2 illustre les variations de la probabilité P{ç(n) = +1} en 

fonction de p et k suivant la relation (3.21). 

P{ç(n) = +1} 

Fig. 3.2: Variations de P{t,(n) - +1} en fonc­

tion de p et k. 
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I I I . 7 . Sous-classe par t i cu l iè re de suites aléatoires binaires. 

Nous avons vu (théorème 3.1) q u ' i l n'est pas possible, en général, de détermi­

ner de façon unique les caractérist iques stat ist iques d'une suite a léatoire binaire 

si nous n'avons à disposi t ion qu'un nombre l im i té de moments conjoints. 

Cette propriété n'est donc pas f a i t e pour f a c i l i t e r l 'étude de te l les sui tes. 

A ins i , essayons de dél imi ter une sous-classe PP de suites aléatoires binaires 

dont les moments conjoints d'ordre k, k = 4 , 6, — , de chacun de ses membres ne 

soient fonction que de leurs moments conjoints du second ordre (les moments conjoints 

d'ordre impair pouvant être annulés en ne considérant que les vecteurs des probabi­

l i t é s conjointes symétriques, voi r co ro l la i re 3.2). 

Nous l u i demandons, en plus, d'avoir la propriété suivante: 

Si H = (ç(n)} et H = {n(n)} sont deux suites aléatoires binaires indépendan­

tes appartenant à PP, alors z = {ç(n)} = {ç(n)-n(n)} appartient aussi à PP, ç (n ) , 

n(n) et ç(n) sont des variables aléatoires binaires à valeurs dans l'ensemble E . 

Nous proposons cette condit ion parce que la mul t ip l ica t ion de deux variables 

aléatoires binaires à valeurs dans l'ensemble E. correspond à la somme modulo 2 

de deux variables aléatoires binaires a valeurs dans l'ensemble E. ( voi r table 
p 

2.1) . Nous avons donc a f fa i re à une opération l inéa i re dans GF(2), ce l le -c i étant 

très u t i l i sée en pratique. 

Examinons donc quelles sont les formes possibles des composantes du vecteur 

des moments conjoints M. de k variables aléatoires binaires t i rées d'une suite 

a léatoire binaire quelconque appartenant a la sous-classe PP. 

Commençons par l 'étude du moment conjoint d'ordre quatre, on peut dé f i n i r entre 

quatre variables aléatoires b ina i res, six moments conjoints d'ordre deux (F ig . 3.3). 

Pour s imp l i f i e r la notat ion, posons : x ( n + v . ) = X- où v. = v.+ v.+ — + v . , 

x(n) étant une variable aléatoire binaire à valeurs dans l'ensemble E,. 
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temps ri 

Fig. 3.3: Définition des six moments d'ordre deux existant 

entre quatre variables aléatoires binaires. 

Soient deux suites aléatoires binaires 5 = (Ç(n)} et H = (n(n)} indépendantes 

appartenant à la sous-classe PP. Si z = (ç(n)} = (Ç(n)Ti(n)}, alors: 

m = m m ; i ,j = 0, 1, 2, 3, i < j, (3.22) 
i j ^i ̂ j i j 

""CnC1C2C3
 = "1C0C1C2C3^0H1H2H3-

(3.23) 

Par définition, le moment conjoint d'ordre quatre de toute suite aléatoire 

binaire appartenant à la sous-classe PP est une fonction f de ses six moments 

conjoints d'ordre deux. Donc, les relations (3.22) et (3.23) nous conduisent à: 

f(m. _ m , m_ _ m , — , m,. m ) = 
çoci noni hh V 2 <-*•--

C 2S 3 n2n3 

f(m , m , — , mr r )-f(m , m , — , m ). (3.24) 
U 0 U 1 t,0t.2 V 3 

Ti0Ii1 n 0 n 2 n2n3 

Nous avons affaire à une équation fonctionnelle. En admettant que f soit une 

fonction réelle continue, les solutions de (3.24) sont les fonctions produit de 

fonctions du type (voir appendice A): 

f(m ) ^ i'". c„ , ». 

f(m ) = Im I 1J-signe(m ) , c > 0 (signe(O) = 0 ) , 
^ j H^j H \ j J 

f(m ) = 0, 

c . . : constantes réelles. 

• (3.25) 
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La généralisation du résultat précédent à tout ordre k, k = 6, 8, — , est 

immédiate. Les équations fonctionnelles résultantes sont analogues à celles décrites 

par (3.24). Leurs solutions sont les fonctions produit de fonctions du type (3.25). 

1) 

Exemple 3.5: 

Les suites de Bernoull i (dé f in i t i on 2.13) font par t ie de la sous-classe PP 

puisque pour tout nombre k de variables aléatoires binaires xn» X1! 

à valeurs dans l'ensemble E^, nous avons: 

" • X, k-r 

E(X0X1 XM> - [ E W f 

où E(x) = E(X1). O s I S k - 1 , représente la moyenne de la sui te en question. 

2) Nous verrons au chapitre IV que le moment conjoint d'ordre k, k pa i r , d'une 

chaîne de Markov binaire du premier ordre avec matrice des probabi l i tés de 

t rans i t ion doublement stochastique est donné par: 

E(X0X, — Xk . ,> = E(X0X1)E(X2X3) — E(X^ 2 Xk. , ) -

ou x 0' * P -, X i . . sont k variables aléatoires binaires à valeurs dans l'ensemble 

E . A i ns i , toute chaîne de Markov binaire de ce type appartient à la sous-classe PP. 

Considérons une suite aléatoire binaire s = ( ç ( n ) } , Ç(n) variable aléatoire 

binaire à valeurs dans l'ensemble E , appartenant à la sous-classe PP et traversant 

un c i r c u i t logique séquentiel comme celui représenté dans la f igure 3.4. 

Malheureusement, i l n'est pas d i f f i c i l e de constater que la sui te aléatoire 

binaire z = ( ç ( n ) } , ç(n) variable aléatoire binaire à valeurs dans l'ensemble E , 

à la sor t ie de ce c i r c u i t n'appartient pas à la sous-classe PP. 

Ce f a i t l im i t e forcément l ' app l i ca t ion pratique de cet te sous-classe PP de 

suites aléatoires binaires. 

(ç(n)} 

retard v 

(ç(n)} 
*-

Fig. 3.4: Filtrage numérique d'une suite aléatoire 

binaire . 
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IV. CHAINES DE MARKOV BINAIRES. 

Les chaînes de Markov binaires forment une sous-classe importante des suites 

aléatoires binaires. En ce qui concerne l ' a r t de l ' ingénieur en életronique, on en 

trouve des applications importantes dans les théories du codage [e .g . 30,37] et des 

automates [e .g . 7 ] . 

Nous ne serons pas concernés, dans ce t r a v a i l , par la théorie classique des 

chaînes de Markov, c 'es t -à-d i re la théorie t e l l e qu'on la trouve dans un grand nombre 

d'ouvrages [e .g . 18,29,33]. 

Nous trai terons plutôt de quelques questions plus pratiques que se posent les 

ingénieurs comme: 

- De quel type est la fonction d'autocorrélat ion de cette chaîne de Markov binaire ? 

- Est-ce-que le produi t , ou de manière équivalente (voi r table 2 .1) , la somme modulo 2 

de deux chaînes de Markov binaires reste une chaîne de Markov binaire ? 

Mais avant ce la , définissons quelques concepts que nous ut i l i serons dans le 

présent chapitre. 

I V . 1 . Déf in i t ions. 

Les références principales concernant ce sous-chapitre sont les l i v res de 

Fel ler [ 1 8 ] , d'Isaacson et Madsen [29] ainsi que de Karl in et Taylor [ 33 ] . Les 

déf in i t ions générales q u ' i l s contiennent sont adaptées au cas b ina i re . 

Considérons une.suite a léatoire binaire = = ( ç (n ) } , Ç(n) est une variable 

a léato i re binaire à valeurs dans l'ensemble E , et la probabi l i té condit ionnel le 

P{ç(k) = x k |ç(k-1) = x k _ r — , Ç(k-r) = x k _ r , — , ç(0) = xQ } . 
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Définition 4.1: 

La suite aléatoire binaire H est appelée une chaîne de Markov binaire d'ordre r 

si pour toute valeur de k Ì r: 

P{Ç(k) = xk|ç(k-1) = x k _ r — , ç(k-r) = xk_r, — , Ç(0) = X0) = 

= P(ç(k) = xk|ç(k-1) = x k _ r — , ç(k-r) = x ^ ) , 

r étant le plus petit entier vérifiant cette relation. 

Puisque nous ne considérons que des suites aléatoires binaires stationnai res, 

cela implique: 

P{ç(k) = xk|ç(k-1) = x k _ r — , Ç(k-r) = xk_r) = 

= P{Ç(k+v) = xk|ç(k+v-1) = x k 1 , — , ç(k+v-r) = xk_r) 

pour toute valeur entière posi t ive de v. 

Déf in i t ion 4.2: 

Les 2 événements possibles {£(k-1) 1 X . . , — , Ç(k-r) = x. } sont appelés 

les états de la chaîne. 

La probabilité conjointe P{Ç(k-1) = x. _,, — , Ç(k-r) = x. _ ) représente la 

probabilité que la chaîne se trouve (au temps k-1) dans l'état {Ç(k-1) = x. . , -

- - , Ç(k-r) = x. }. Nous l'appellerons la probabilité de l'état {Ç(k-1) = x ._ . , -

- - , Ç(k-r) = x k _ r } . 

Déf in i t ion 4.3: 

On appelle probabilité de transition de l'état {Ç(k-1) = x. . , — , Ç(k-r) = x. 

à l'état U(k) = x. , — , Ç(k-r+1) = x. .} la probabilité conditionnelle 

P{Ç(k) = x k |Ç(k-1) = x k 1 , — , Ç(k-r) = x k _ r J . 

Notation : 

Pour ne pas a lourd i r la notat ion, représentons l ' é t a t {Ç(k-1) = x. . , -

- - , Ç(k-r) = xk_ } par un ent ier i , 0 ì i S 2 r - 1 , te l que: 

1 , , .. •> ol -1 

1 = 1 

i = Z i (1-Vi )2 • v i e V 
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Nous désignerons la probabilité conjointe P{Ç(k-1) = x. ., — , Ç(k-r) = x ^ } 

par le symbole p., l'état U(k-1) = x. ., — , Ç(k-r) = xk_ } correspondant à l'état i, 

et la probabilité de transition P{ç(k) = xk|ç(k-1) = X ^ 1 , — , ç(k-r) = xk_r) par 

le symbole ir.., l'état (Ç(k) = x. , — , ç(k-r+1) = xk_r+1} correspondant à l'état j. 

Définition 4.4: 

On appelle vecteur des probabilités des états le vecteur: 

^r = [ P 0 Pl — P 2 ^ -

Celui-c i correspond au vecteur transposé des probabi l i tés conjointes ( d é f i n i ­

t ion 3.2) de r variables aléatoires binaires successives. 

2 r-1 

I l est évident que P1 ä 0, 0 È 1 < 2 r - 1 , et Y ^ P1 = 1. 

1 = 0 

Nous pouvons arranger les probabi l i tés de t rans i t ion TT. . , 0 ì n . . < 1 , 

0 i i , j < 2 - 1 , dans une matrice carrée Z x Z que 1'on dénotera par n . 

Si la chaîne se trouve dans l ' é t a t i , e l l e do i t nécessairement t rans i te r dans 

un des 2 états j possibles. Ceci implique: 

2 r-1 

£ . . . = 1 . 0 < i S 2 r - 1 . 

j = 0 

En utilisant les définitions 2.4 et 2.5 en plus du fait que les chaînes de 

Markov binaires que nous considérons sont stationnai res, nous trouvons: 

y = ï -nv , v E w. (4.1) 
r r r 

Remarque : 

On démontre [49] que la solution P de l'équation (4.1) est unique. 

Définition 4.5: 

On appelle matrice stochastique toute matrice dont les éléments sont non 

négatifs et la somme de ceux-ci sur chaque ligne vaut un. 
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n est donc une matrice stochastique pour toute valeur de r. 

Etant donné la structure d'une chaîne de Markov binaire, chaque ligne et 

e colonne de la matrice des p 

au plus que deux éléments non nuls 

En effet, considérons l'état 

seules transitions possibles sont: 

chaque colonne de la matrice des probabilités de transition n ne peuvent contenir 

En effet, considérons l'état (ç(k-1) = x._., ---, ç(k-r) = xk }. Les deux 

(ç(k-1) = x k 1 , — , ç(k-r) = x k_ rK 

.{Ç(k) = +1, — , ç(k-r+1) = x k_ r + 1) 

•{ç(k) = -1, — , ç(k-r+1) = x k_ r + 1) 

I l n'y a donc au plus que deux probabil i tés de t rans i t ion non nulles dans 

chaque l igne de la matrice n . 

De la même manière, l ' é t a t {ç(k) = xk > — , ç(k-r+1) = x. . } ne peut provenir 

que des deux t rans i t ions : 

{Ç(k-1) = x k _ r — , ç (k - r ) = + 1 } - ^ ^ _ _ 

:U (k ) = x k , — , Ç(k-r+1) = x k _ r + 1 h 

{Ç(k-1) = x k _ r — , Ç(k-r) = -1}-

Il n'y a donc au plus que deux probabilités de transition non nulles dans 

chaque colonne de la matrice n . 

Exemple 4.1 : 

Considérons une chaîne de Markov d'ordre 2. Les quatre états de la chaîne sont 

les suivants: 

état 0 = état{Ç(k-1) = +1, ç(k-2) = +1}, 

état 1 = état{ç(k-1) = -1, ç(k-2) = +1}, 

état 2 = état{ç(k-1) = +1, ç(k-2) = -1), 

état 3 = état{ç(k-l) = -1, Ç(k-2) = -1}. 
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La matrice des probabi l i tés de t rans i t ion n„ est de la forme: 

77OO 71OI ° ° 

0 0 w 1 2 w n 

Tt20 w21 0 0 

. ° ° *32 "33J 

a v e c : 77OO+71OI = 7 7 I Z + 7 7 I S = 7 7 ZO + 7 7 ZI = 7 7SZ+ 7 7SS = K 

Une chaîne de Markov binaire d'ordre r possède donc une matrice des probabi l i tés 

de t rans i t ion du type: 

n = 
r 

77OO ' " 1 7 OO 

TI , 1 - T T . 

2 r - ' o 2 r " ' o 

O 

O 
__ TT . 1 - T T . 

Çj Zr -1Z r-2 2 r " -1Z r-2 

^ r r 1_7r r r 
2 - 1 2 - 2 2 - 1 2 - 2 - 1 

(4.2) 

On constate donc qu'il n'y a que 2 éléments non nuls indépendants. 

Remarque : 

Une chaîne de Markov binaire d'ordre 0 est une suite de Bernoul l i . 

Notation: 

Souvent, nous utiliserons la notation abrégée (contenant tous les éléments non 

nuls et indépendants de la matrice des probabilités de transition n ): 

Il = { T I n n TT,„ TT TT } . 
r 0 0 1 2 i2imod2r 2 r-12 r-2 
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Certaines matrices des probabilités de transition possèdent en plus la 

2r-1 

propriété: > IT. . = 1. 
i—i IJ 
i = 0 

Définition 4.6: 

On appelle matrice doublement stochastique toute matrice stochastique dont la 

somme des éléments sur chaque colonne vaut un. 

On montre facilement que: 

- Le produit de deux matrices stochastiques est une matrice stochastique. 

- Le produit de deux matrices doublement stochastiques est une matrice doublement 

stochastique. 

v, v2 

- Si n = [n . . (v , ) ] et n = [ i r . . ( v , ) ] , alors, par la relation (4.1), nous obtenons 
r I j 1 r I j 2 r 

(équations de Chapman-Kolmogorov): 

v1+v v v 

n c = n -n , 
r r r 

2r-1 VvV = Z W W « v v2eW-
1 = 0 

Dans ce chapitre, nous ne traiterons (sauf mentionné) que des chaînes de Markov 

binaires étant: 

- Irréductibles, c'est-à-dire que chaque état peut être atteint à partir de tout 

autre état. 

- Apériodiques, c'est-à-dire que chaque état de la chaîne est de période d = 1, 

l'état i étant de période d si d est le plus grand commun diviseur de tout entier 

v £ 1 pour lequel TT..(V) > 0, v e N. 
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IV.2. Valeurs propres de la matrice des probabilités de transition. 

Nous allons examiner quelques propriétés liées aux valeurs propres de la matrice 

des probabilités de transition n . 

n étant une matrice stochastique, elle fait donc partie de la famille des 

matrices non négatives [49]. 

Théorème de Gerschgorin [56]: 

Toute valeur propre d'une matrice n * n A = [a..] se trouve au moins 

dans un des cercles C., — , C 1 — , C , C. ayant pour centre l'élément 

a., et pour rayon la grandeur R. 
ij1 

J * i 

Le théorème de Gerschgorin appliqué à la matrice stochastique n nous montre 

que toutes ses valeurs propres sont situées dans le disque unité du plan complexe 

(Fig. 4.1). 

plan complexe 

Fig. 4.1: Disque unité du plan 

complexe contenant toutes 

les valeurs propres de la 

matrice n . 

Définition 4.7[49]: 

Une matrice carrée A non négative est appelée primitive s 'il existe un entier 

positif v tel que tous les éléments de A soient strictement positifs. 
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Etant donné que nous avons a f fa i re à des chaînes de Markov binaires d'ordre r 

i r réduct ib les et apériodiques, i l existe un ent ier v a r te l que tous les éléments 

de la matrice des probabi l i tés de t rans i t ion n v soient strictement p o s i t i f s , n est 

donc par dé f in i t i on une matrice p r im i t i ve . 

Théorème de Perron-Frobenius pour matrices pr imit ives [49 ] : 

Soit A une matrice n * n p r im i t i ve . Alors, i l existe une valeur propre Xp(-

t e l l e que: 

a) X.p est r ée l l e , Xp(- > 0, 

b) le vecteur propre associé à XpF est strictement p o s i t i f , 

c) Xpp est de m u l t i p l i c i t é un, 

d) L F > |X| pour toute valeur propre X * XpF. 

En examinant l 'équation JI »u = Xu, on trouve facilement qu'une de ses solutions 

nous est donnée par: 

XQ = 1 et U0 = e r = [1 1 — 1] T (vecteur 2* * 7). 

Si nous combinons les théorèmes de Gerschgorin et de Perron-Frobenius, nous 

constatons que Xn = 1 est la valeur propre Xp_ de la matrice n et u . son vecteur 

propre associé. 

Corol la i re 4 . 1 : 

f 
So 

, r 
1 = 0 

i t p(x) = det|n - X I j = T"* O1X le polynôme caractérist ique de la 

2 r 

matrice des probabilités de transition n . Alors: V " a, = O. 
1 = 0 
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Démonstration: 

Puisque X- = 1 est une solution de p(X), nous obtenons: 

2r-1 

Z ai • °-
1 = 0 

CQJ=V. 

Comportement asymptotique. 

Etudions le comportement asymptotique de la matrice des probabilités de 

transition: lim n . Nous savons qu'une telle limite existe puisque A. = 1 est la 
V -»- oo 

seule valeur propre de module égal à un [45 ] . 

a) La matrice n est diagonalisable. 

La matrice n étant diagonalisable, e l l e possède 2 vecteurs propres l i néa i re ­

ment indépendants. Si ces vecteurs propres sont les colonnes d'une matrice S, a lors : 

--1 n = s-A -s 
r r 

(4.3) 

où A = diag {XQ A — X }; X1,.O S 1 S 2
r-1, sont les valeurs propres de n . 

Il devient ainsi facile de calculer n : 
r 

I C - S.A^-S"1.. (4.4) 

Nous avons vu que le vecteur propre u. associé à la valeur propre Xn est 

égal à e . Cela signifie que: 

S = 
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Admettons que la première ligne de la matrice S" soit égale à un vecteur 

ligne quelconque [yQQ yQ1 — y r ]: 

,-1 

y00 y01 """ y
0 2r_' 

En prenant la l im i t e de la re la t ion (4 .4 ) , nous trouvons: 

y 

l im nv = l im S'AV-S"1 

r r 
\) -* oo y "*• °° 

yoo yoi 

yoo yoi 

I 

02 r-1 

0 2 r - r 

car: l im diag {1 X. — X } = diag {1 O - - - 0} . 
v - » 1 2 - 1 

La matrice l im n v est donc de rang 1 et s 'obt ient en répétant 2 r fo is la 
v •* °° . 

première l igne de la matrice S" . 

La relat ion (4.1) est vraie pour tout v e N. Donc: 

^ = l im ?• «nv = [ y n n y . , — y ] . 
r r r "OO 'Ol ' „ , r . 

v + » 0 2 - 1 

On en conclut que la première ligne de la matrice S est égale au vecteur 

des probabilités des états. 

Si la matrice Jl est en plus doublement stochastique, nous obtenons: 

2r-1 2r-1 

Z y01 = Z Pl = 
J = O J = O 

=* P1 = 4 , 0 < 1 S 2r-1. 
2 

Le vecteur des probabilités des états est ici r-équiprobable (définition 3.5). 
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b) La matrice n est defective. r 

La matrice n ne possède plus 2 vecteurs propres linéairement indépendants. 

Dans ce contexte, la relation (4.3) n'est pas applicable. 

Supposons que n possède s vecteurs propres linéairement indépendants. Alors, 

n est semblable à une matrice de Jordan H [56]: 
r r 

n r = G-Hr-G -1 (4.5) 

i: Hr = diag {JQ J, — J 5 - 1) et 

X1 1 
O 

1 

x i . 

J. étant une matrice n. * n» appelée cellule de Jordan, alors que X. (multiplicité 

n.), 0 < 1 S s-1, sont les valeurs propres de n . 

Dans notre cas, J. = X. = 1 et la première colonne de la matrice G est égale 

au vecteur propre u. = e . 

1 

G = 

Donc: 

Ici, la matrice n devient: r 

nv = G.H;.G"1, 

où (on admet v > n.) [45]: 

(4.6) 

J1 -

Vi-V-I |-v-,,v-2 

y (>r OT 

\ or1 
\ 

O 

v-^ + 1-, 

v-n..+2 

\ I 

x or1 

(4.7) 
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Que devient la l i m i t e : l im n ? Considérons, dans la cellule de Jordan J j , 
v •* °° 

v-n,+1 
l'élément (n ^ 1 )A 1 , 1 * 0 : 

( n ; - ^ i 

v-n,+1 v; 

(P1-D; (v-ryD: ] 

v-n.+1 n.-1 v-n.+l 
X, ] S v 1 IX1I 1 

n,-1 (v-n|+1)1n|X l | 
= v e 

Nous savons que |X,| < 1. Donc 

U1 -1 (v-nj + D ln lX . I 
v e • * • 0 . 

Finalement, si la première ligne de la matrice G est posée égale à un vecteur 

ligne quelconque [yQ() yQ1 — y f ] : 

y00 y01 """ y
oz

r-1 

alors, 

lim n 

y00 y01 "" y„„r 
02-1 

y00 y01 y r _. i_ uu ui 02 -^ 

Nous nous retrouvons dans la situation déjà rencontrée au point a. Aussi, la 

première ligne de la matrice G est égale au vecteur des probabilités des états. 



-61-

Chaînes de Markov binaires réductibles. 

Bien que le contenu de ce paragraphe soit applicable à toute chaîne de Markov, 

nous allons intentionnellement nous restreindre au cas binaire qui est le sujet 

de cette étude. 

Si une chaîne de Markov binaire =. d'ordre r n'est pas irréductible, il est 

toujours possible de récrire sa matrice des probabilités .de transition n sous 
* ™ 

une forme semblable H [45]: 

Ll 

\ O 
\ 

O 
\ 

\ 

u, u k J 

-, W. sont k matrices stochastiques des probabilités de transitu 

représentant k sous-chaînes de Markov binaires ~., 5„, 

respectivement d'ordre r., r„, — , r.. 

-, H, irréductibles k 

V est une matrice contenant les probabilités de transition entre états transitoires. 

V n'est pas une matrice stochastique. Elle n'a pas A. = 1 comme valeur propre, 

donc: lim Vv = 0. 

U., U„, — , U. sont k matrices contenant les probabilités de transition entre les 

états transitoires et les k sous-chaînes de Markov binaires H., 5?, 

matrices ne sont pas stochastiques et lim U^ = 0, 0 S 1 S k. 

Ces 

En examinant n , on constate qu'après un nombre fini de transitions, le 

système équivaudra forcément à l'une des k sous-chaînes de Markov binaires 

--, H. , chacune d'elles étant pondérées par une probabilité w., 1 < 1 S k, 

de représenter effectivement le système. 

'I" "2* 
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L'étude de la chaîne de Markov binaire H se réduit donc à l 'étude de k sous-

T " 2 ' ' "k 
l i t é s w. , 1 S l ä k) représentées respectivement par les matrices des probabi l i tés 

de transition W., W„, - , w k . 

Théorème 4.1 [29 ] : 

Soit n la matrice des probabi l i tés de t rans i t ion de la chaîne de Markov 

binaire E d'ordre r. A lors, la mu l t i p l i c i t é de la valeur propre 1 est 

égale au nombre de sous-chaînes i r réduct ib les . 

Exemple 4.2: 

Voyons la chaîne de Markov binaire d'ordre 2 représentée par la matrice des 

probabi l i tés de t rans i t ion IU: 

1 0 0 0 

0 0 0.8 0.2 

0.4 0.6 0 0 

0 0 0 1 

Les valeurs propres de cette matrice sont les suivantes: 

h-

h 
xi 

X2 

K 

= 
= 

= 

= 

1 

1 

0 

-0 

» 
i 

693, 

693. 

La valeur propre 1 est de multiplicité deux. Il y a donc deux chaînes de Markov 
* 

binaires irréductibles comme nous pouvons le constater en examinant la matrice n_. 
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1 O I O O 

O 1 I O O 

0.4 0 . 0 0.6 

0 0.2 I 0.8 0 

W 0 I 0 

I 
0 W2 j 0 

r_ 

U 1 U 2 j v 

Si ^2 = [p0 p. P2 p . ] , alors, les probabilités w. et W2 sont données par: 

0.4-0.8 0.4 
w1 = p 0 '\ 1-0.6-0-8 ' 1-0.6-0.1 "2* 

0.2 0.2-0.6 
W 2 = P 3 + 

1-0.6-0.8 ' 1-0.6-0.8 
P2. 

Les chaînes de Markov auxquelles nous avons a f fa i re sont stat ionnaires. En 

résolvant l 'équation ( 4 . 1 ) , nous trouvons facilement que: 

ï2 - [P0 0 0 P3] et w, = p0 , W2 = p3. 
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IV.3. Moments conjo ints. 

Nous allons dériver une formule générale nous permettant de calculer le moment 

in t d'ordre k de k variables aléatoires binaires 

appartenant à une chaîne de Markov binaire d'ordre r. 

conjoint d'ordre k de k variables aléatoires binaires, à valeurs dans l'ensemble E f , 

Nous avons d é f i n i , re la t ion (2 .1 ) , un te l moment conjo int : 

mrr . . . ç ( v i « " " " • V l ' = E{Ç(n)Ç(n+v1) — ^ (n+v^ — + V l ' } < 

Notation: 

Pour ne pas a lourd i r la notat ion, nous écrirons le moment conjoint déf in i c i -

dessus nv(v .> — » v | - . i )> i l correspond à la dernière composante du vecteur des 

moments conjoints M1. de k variables aléatoires b inai res, et v. = v,+ — +v 
K K l k-1 

Théorème 4.2: 

Soit une chaîne de Markov binaire 5 = {Ç(n)} d'ordre r, Ç(n) variable 

aléatoire binaire à valeurs dans l'ensemble E f , avec matrice des probabi­

l i t é s de t rans i t ion II = { n n n W1, — ir — TT } , 
r u u 1^ i2imod2r 2 - 1 2 - 2 

nv = [ n . . ( v ) ] , 0 < i , j S 2 r - 1 , et vecteur des probabi l i tés des états 

K - Cpo p i — P 2 P - 1
3 -

Alors, le moment conjoint d'ordre k d'une telle chaîne 5 est donné par: 

T Vl 
^(V1, —, v M ) = v - r r i \ _ z ) - n r -v , k = 2, 3, —, 

où: v = [+1 -1 — (-1)1 — +1 -1] T , 0 â 1 S 2r-1, 

VV2'
 = dia9 { Q0 (V 2' Q ^ V 2 ' —

 Q
2r-,

(Vk-2)}' 

Pr(v0) = diag {p0 P1 — p r } , k = 2 (vQ = 0), 

Q1(V^2) = V ^ P 1 ( V 3 K 1 ( V 2 ) ,0<l S2
r-1, 

Cl(vk-2' = [1T01(V2' *1l(vk-2' — Y-n ( vk-2 ) ] T-
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Démonstration: 

L'expression à dériver découle directement de la structure même des chaînes 

de Markov binaires. 

\ ( V 1 . - . v M ) = ( + 1)(+0 X Q1(V^2) X IT1J(V11-1) + 
i pairs j pairs 

+ CUM) E V v 2 * E 1MjK-I* 
i pairs j impairs 

• (-DM) E VV 2 ) E *ij(Vi> + 

i impairs j pairs 

+ (-DJ-D E Vv 2 ) E *ij(vi>-
i impairs j impairs 

ou le facteur x . x .. = ( + 1)( + 1) ou (+1)(-1) ou (-1)(+1) ou (-1)(-1) est Ie n V 2 " V l 
produit des réal isat ions possibles des variables aléatoires binaires Ç(n+v. „ ) et 

Ç(n+v. . ) alors que Q.(\>. ~ ) , O E i S 2 - 1 , représente la cont r ibut ion, au moment 

con jo in t , des t ransi t ions antérieures au temps n+v, . . 

Cette re la t ion s ' é c r i t sous la forme condensée: 

ID11(V1. - . V 1 5 . , ) = v T - P r ( v k _ 2 ) . n r
k - 1 . v , 

avec: v = [+1 -1 — (-1)1 — +1 - 1 ] T , 0 S l S 2
r - 1 , 

V v 2 ) = d1a9 1 Vv 2 ) V v 2 ) — V . / v ^ -

La réalisation de la variable aléatoire binaire ç(n+v. ?) correspond à la 

terminaison d'une suite de r symboles binaires consécutifs: un état de la chaîne 

au temps n+v.__. Il y a Z états possibles pour une chaîne de Markov binaire d'ordre r. 

La contribution au moment conjoint de chacune des 2r terminaisons vaut, pour 

l'état 1, 0 S 1 É 2
r-1: 

V v 2 ) • vT-pr (V3)-Vv2)-
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Le vecteur C 1(V^ 2) = O 0 1 (vk_2) ^ ( v ^ ) """ * r (vk-2^ c o r r e s P o n d 

au vecteur contenant les probabilités de transition d'un état quelconque i, 

O S i S 2r-1, présent au temps n + v k , a l'état 1 présent au temps n+v... 

CQFP. 

Il est évident que: m. = m = P «v. 
^ -1 £ r 

Nous constatons que grâce au théorème 4.2, nous pouvons calculer récursivement 

la matrice P(v. „). On passe ensuite facilement, pour tout k, des matrices P(Vi.?) 

aux moments conjoints HV(V1, — , v . , ) . 

Exemple 4.3: 

Prenons le cas d'une chaîne de Markov binaire d'ordre un avec matrice des 

probabi l i tés de t rans i t ion IL doublement stochastique: 

-, ,.,n r, nr 
_i-iT TT J |j -ij [J 

1 O 

0 x 

0.5 0.5 

0.5 -0.5 

où X = 2ir-1. 
--1 

La première ligne de la matrice S est égale au vecteur des probabilités des 

états. Donc: ft. = [0.5 0.5]. 

On trouve facilement que: 

JI? = 0.5 
U X V 1-XV 

1-XV 1+X
V 

Calculons, par récurrence, Qi(vk), 1 = 0, 

Q0(O) 0.5 

Q0(V1) = 0.5 X ' 

v1 
Q0(V2) = 0.5 X 

v. v 
Q0(V3) = 0.5 X

 1X J 

v1 v3 
Q0(V4) = 0.5 X 

(0) = 0.5 

v. 
(v,) -0.5 X 

v1 
(v2) = 0.5 X 

V1 v-
(v3) = -0.5 X

 1X 3 

v1 v3 
(V4) = 0.5 X

 1X J 
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Supposons que les relations (k impair) 

v1 v i vk-? 
Q 0 ( v k - 2 ) = ° - 5 X X X Q 1 ( v k - 2 ) 

v1 v3 vk-2 
-0.5 X 1X J — X K L 

soient vraies. Alors: 

-Q0(V11.,) = [•! -I]-

v1 v3 vk-2 0.5 X 1X — X K L 

v1 V3 
-0.5 X 1X 

V 2 

0.5+0.5 X 

0.5-0.5 X 

k-11 

'k-1 

v1 v3 vk-2 = 0.5 X X --- X \ 

Q1(V11.,) = C+I -I]-

v1 v3 vk-2 
0.5 X 1X --- X K l 

v1 v3 
-0.5 X 1X J 

vk-2 

0.5-0.5 X 

0.5+0.5 X 

'k-1 

'k-1 

v1 v3 vk-2 
0.5 X 1X 3 — X S 

et: 

Q0(vk) = [+1 -1] 

v1 v3 vk-2 
0.5 X 1X ó — X L 

v1 v3 vk-2 
0.5 X 1X 6 — X K * 

0.5+0.5 X 

0.5-0.5 X 

V1 v3 vk-2 vk 0.5 X X -3 — X ^X , 

Q,(vk) = [+1 -I]-

v1 v3 vk-2 0.5 X 1X J — X c 

V1 v3 vk-2 0.5 X 1X J — X K L 

0.5-0.5 X 

0.5+0.5 X 

v1 v3 vk-2 vk 
-0.5 X X J — X H . 
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Par le théorème 4 .2 , nous trouvons: 

2k (V —• V l J { 
v 1 v 3 v k - 1 

X 1X J — A , k pair 

, k impair. 

Remarquons que toute chaîne de Markov binaire d'ordre un avec matrice des 

probabi l i tés de t rans i t ion doublement stochastique possède les propriétés suivantes: 

- Tout vecteur des probabi l i tés conjointes de k variables aléatoires binaires (à 

valeurs dans l'ensemble E,) , k en t ie r , l u i appartenant est symétrique (coro l ­

l a i r e 3.2). 

- El le appartient à la sous-classe PP des suites aléatoires binaires (vo i r I I I . 7 ) . 

Exemple 4.4: 

Calculons les moments conjoints d'ordre deux, trois et quatre de la chaîne de 

Markov binaire d'ordre deux avec matrice des probabilités de transition doublement 

stochastique particulière: 

TT 1 -ir 0 0 

0 0 TT 1 - T T 

1-TT TT 0 0 

0 0 1 -TT TT 

avec: 

h- S-A2-S ' , 

A2 = diag {1 X1 X2 x3> = diag {1 2ir-1 / 2 T T - / 2 T T - U . 

S = 

-1 

X.-TT X-J-TT 

"T^TT TT 
X, -TT X , -TT 

-1 -1 
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0.5 

0.5 0.5 0.5 0.5 

0.5 -0.5 -0.5 0.5 

X 3 - I T 1 -TT 1 -TT Y* 
Y X 3 X2~X3 Y A 3 X2'X2 

X.-TT 1-TI 1-Tt X„- T T 

X2-X3 X2-X3 X2-X3 X2-X3J 

Par le théorème 4.2, nous trouvons: 

v. v. 
ITi2(V1) = 0.5 (X 2

1 H-X 3 ' ) , 

I n 3 ( V 1 1 V 2 ) = O, 

V , V V 3 V , V . V , V , V 3 V 3 

VwV = °-25 ' V V 1 1 V V 1 + °-25 x i (x2 x3 )<v- A 2 '• 

Remarquons que ce type de chaîne de Markov binaire n'appartient pas à la sous-

classe PP des suites aléatoires binaires (vo i r I I I . 7 ) . 
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Fonction d'autocorrélation. 

Concentrons-nous sur le moment conjoint d'ordre deux m»^) ou fonction d'auto­

corrélation R£E(\>) (définition 2.11). 

Théorème 4.3: 

Soit une chaîne de Markov binaire 5 = (Ç(n)} d'ordre r, ç(n) variable 

aléatoire binaire à valeurs dans l'ensemble E_, avec matrice des 

probabi l i tés de t rans i t ion n . n possède s vecteurs propres l i néa i re ­

ment indépendants. 

A lors , la fonction d'autocorrélation R ^ v ) de ^a chaîne S est donnée 

par: 

où: 

s-1 

Rçç(v) = m + 2_, C1(V)X^ , 

1 = 1 

mf dénote la moyenne de la chaîne H, 

X,, 1 S l S s - 1 , sont les valeurs propres (de mu l t i p l i c i t é 

n.) de la matrice n (on exclut Xn = 1) , X. * 0, 

s correspond au nombre de cel lu les dans la représentation 

de Jordan de n , r 

n. est l 'o rdre de la ce l lu le de Jordan 1 , 

c , (v) est une fonction polynômiale en v. 

Démonstration: 

Reprenons la relation (4.5): 

n = G'H -G"1. 
r r 

Ainsi, 

nv = G-Hv.G-1. 
r r 
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Posons: 

nr-CX0X1-Vl]' 

5 O 

O \ LYs-U 

où X, et Y., 0 S 1 £ s-1, sont respectivement deux matrices de dimension 2 x n et 

n. x 2 . Développons: 

n 

s-1 

I ' V T - 2 X1-Jr-Y1 

1 = 0 

En examinant la re la t ion (4 .7 ) , nous constatons q u ' i l est possible, pour toute 

e de Jc 

Ainsi : 

ce l lu le de Jordan J . , 0 < 1 < s - 1 , de mettre en évidence le facteur X, , X1 * 0 

J1 - X1 J 1 . 

Par le théorème 4 . 1 , nous obtenons: 

m2(v) = Rçç(v) = vT -P r (0)-n^.v = £ vT-P r(0)-X1-J^-Y1-V. 

s-1 

1 = 0 

s-1 

Rçç(v) = J ] [V7^Pn(O)-X1 -J^-Y1 -v] X^. 

1 = 0 

Nous savons que: Xn = e , Yn = P" et J n = 1. Donc: 
O r O r 0 

cn(v) = vT-P (0)-e -P" -v = J-Ì1 -ï -v = m2
r, 0 r r r r r Ç * 

m étant la moyenne (indépendante de v) de la chaîne de Markov binaire 

En reprenant (4.8), nous trouvons: 

s-1 

Rçç(v) = m* + Y. c l ( v ) xi* • 

(4.8) 

(4.9) 

1 = 1 

où C1(V) = v -P (O)-X1-J1-X1-V, 1 < 1 < s-1, est une fonction polynômiale en v. 

CQfV. 
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Remarques: 

a) Une des valeurs propres est nulle. 

Si une des valeurs propres de la matrice n est nulle, disons X , = 0, alors, 

la relation (4.8) devient: 

s-2 

Vv ) = i+ Z c i ( v ) x i + vT-pr (0)-xs-rJs-rYs-rv = 
1 = 1 

s-2 
= "V + J , C1(V) X^ + K 5^ 1(V). 

1 = 1 

Mais, J - 1 = O, donc K Av) = 0, pour tout v ë n .-1. 

b) La matrice n est diagonalisable. 

Si la matrice n est diagonalisable, elle possède s = 2r-1 vecteurs propres 

linéairement indépendants et la relation (4.9) se simplifie pour devenir: 

2r-1 

Rçç(v) = m* + J ] C1 X^ , (4.10 

1 = 1 

T r 
où: C1 = v -P (O)-X1-Y1-V, O s I < 2 -1, est une constante indépendante 

de v, 

X1 est le vecteur propre associé à la valeur propre A., 

Y. est le vecteur ligne correspondant à la ligne 1 de la matrice 

inverse des vecteurs propres. 

Remarque : 

La fonction d'autocorrélat ion d'un processus de Markov stat ionnaire (d'ordre un) 

continu dans le temps avec un nombre f i n i d 'états est la suivante [55 ] : 

s _ 1 X i 

RÇC(T) = m* + J ] b^x) e ] , 
1 = 1 

où i est une différence temporelle continue alors que b.(x) est un polynôme en x 

d'ordre n'excèdent pas n.-1 (m_, s et n1 sont i c i les mêmes grandeurs que cel les 

déf inies précédemment). 

On constate la s imi l i tude entre cette expression et la re la t ion (4.9) qui se 

rapporte à une chaîne de Markov binaire d'ordre r. 
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Exemple 4.5: 

Soit la Chaîne de Markov binaire d'ordre deux avec matrice des probabilités 

de transition donnée par: 

0.7 0.3 0 0 

0 0 0.4 0.6 

0.9 0.1 0 0 

0 0 0.8 0.2 

n„ est diagonalisable ce qui f a i t que l ' on peut u t i l i s e r la re la t ion i(4.1iO).. 

La fonct ion d'autocorrélat ion de cette chaîne est alors donnée par (F ig . 4,.2): 

R (v) = 0.15 - 0.013(-0.305)v + 0.868(.512)vcos(-0.136+v1.37). 

1 8-

0.5 -

Rçc(v.) 

O g 

U 0 0 0 

10 

Fig. 4.2: Fonction d'autocorrélation de la chaîne de 

de Markov binaire d'ordre deux avec matrice 

des probabilités de transition: 

n - {0.7 0.4 0.9 0.8}. 
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Corol la i re 4 .2 : 

s-1 

Soit Rj-J-(V) = j c . (v) X? l a fonction d'autocorrélat ion d'une chaîne 

1 = 1 

de Markov binaire S = {Ç(n)} , ç(n) variable aléatoire b inai re a valeurs 

dans l'ensemble E-. Alors: 
C 

lim Rrr(v) = ml + V " C1(O) = 1 et 

1 = 1 

2 
Tim Rj.-(V) = m , 

v -»• <» ^ 

Démonstration: 

Par définition, R££(0) = E{Ç(n)}. Donc: 

Rçç(O) = (+1)2PU(n) = +1} + (-1)2P{ç(n) = -1) = 1. 

Nous avons vu que pour toute cellule de Jordan (relation (4.7)), lim J. = O, 
V - * - 0 0 

1 S l S s - 1 , Xfl = 1 étant de m u l t i p l i c i t é un. Alors: 

l im C1(V) X^ = O , 1 < 1 < s - 1 . 
v -+• °° 

Donc : 

2 
l i m Rj-j.(v) = m_. 

v "" °° CQ]FV. 
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IV.4. Produit ou somme modulo 2 de chaînes de Markov binaires indépendantes. 

Soient H. = { ç . ( n ) } e t 5„ = (Ç?(n)} deux chaînes de Markov binaires indépen­

dantes, ç.(n) et Ç„(n) étant deux variables aléatoires binaires à valeurs dans l ' en ­

semble E f . Nous dirons que la sui te a léato i re b inaire z = (ç(n)} est le produit de 

5, et H. s i : ç(n) = Ç.{n)-Ç2(n) pour tout n e N, ç(n) variable aléatoire b inaire à 

valeurs dans l'ensemble E . 

De la même manière, si B, = (ß. (n)} et s . = {ß, (n) } sont deux chaînes de Markov 
1 1 i. i 

binaires indépendantes, 6An) et ß„(n) étant deux variables aléatoires binaires à 

valeurs dans l'ensemble E., nous dirons que la sui te a léatoi re binaire H = {n(n)} 

est la somme modulo 2 de B. et B „ lorsque: n(n) = ß.(n)©ß?(n) pour tout n e N, 

rï(n) variable a léato i re binaire à valeurs dans l'ensemble E0. 
p 

Nous avons vu qu'il existe un isomorphisme L entre les deux ensembles Z et 
E. (définition 2.2). Si Ç et ß sont deux variables aléatoires binaires à valeurs 
p 

respectivement dans les ensembles E et E., alors Ç = L(ß). Cela signifie que: 

Ç(n) = L(ß(n)) et (Table 2.1) ' ^(n)-^(n) = L(&An)®&2(n)). 

C'est dans ce sens que l'opération produit (de deux chaînes de Markov) corres­

pond à l'opération somme modulo 2 (de deux chaînes de Markov) justifiant ainsi la 

conjonction "ou" présente dans le titre de ce sous-chapitre. 

Considérons la suite aléatoire binaire H résultant de la somme modulo 2 des 

chaînes de Markov binaires B. et B_ respectivement d'ordre r. et r., r. > r. 
(Fig. 4.3). 

B1 = iB An)) ^"S" = {rr(n) = B1(I)SB2(H)) 

< & 

B2 = {ß2(n)} 

Fig. 4.S: Suite aléatoire binaire H résultant de la 

somme modulo 2 de deux chaînes de Markov 

binaires B et B . 
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Sous quelles conditions la sui te a léatoire binaire H es t -e l le aussi une chaîne 

de Markov binaire d'ordre r ? 

Algorithme. 

Supposons que B so i t une chaîne de Markov binaire d'ordre s avec matrice des 

probabi l i tés de t rans i t ion n ( I F 0 I T 1 —- ir } . Nous savons que le vecteur des 
2 - 1 

probabi l i tés conjointes P de s variables aléatoires binaires successives (à valeurs 
s î J 

dans l'ensemble E.) est égal au vecteur transposé P des probabi l i tés des états de la 
n S 

chaîne. GrSce à la matrice n , nous pouvons facilement construire le vecteur des 

probabilités conjointes P . de s+1 variables aléatoires binaires successives: 

P = 
s 

•-V-r 

s+1 

P0(I-TT0) 

P1^T1 

P1(I-TT1) 

P S * S 

2-1 2-1 
L.P s 0 ^ s Ll 

2-1 2 -1 J 

2s+1-2 

Lv*i.r 

De la même manière, en partant de P ., il nous est facile de construire le 

vecteur des probabilités conjointes P . de s+2 variables aléatoires binaires succes­

sives: 

s+1 

uV+U 

- * • P 
S+2 

Vo 
Q0(I-TT0) 

q s (1-TT ) 
2 - 1 2 - 1 

V(1"V 

« s+1 ( 1 - w s > 
«-2 -1 2 - 1 - <-2S+2-*J 
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Soit k un nombre pair, 0 S k < 2 S + -1. Posons: 

a -A. 
k vr 

Or, par construction, ce rapport vaut: 

"k/2 a k = T ^ ' V l - 0 alors i r k / 2 = 1 . 

On peut retrouver la probabilité de transition tr. ._: 

A. 
\/2 ' 1+ak' 

Définissons un vecteur V „ contenant les probabi l i tés de t rans i t ion ^k,y'-
Vs+2 = [*0 *1 — V + 1 - / ' 

Mais, pour toute chaîne de Markov binaire s d'ordre s, le vecteur V _ est 

te l que: 

Vs+2 = [7r0*1 " " " V - I ^0*1 "" V - 1 ] T ' {4"11) 

Appliquons cet algorithme à la suite aléatoire binaire H (Fig. 4.3). Heureuse­

ment, si H est une chaîne de Markov binaire, son ordre r est borné par: r é 2r.+r„ 

(r. et r. étant l'ordre respectivement des chaînes s. et s. produisant H) [19]. 

En utilisant le théorème 3.4, il nous est facile de construire le vecteur des 

probabilités conjointes P_ + ? ^ de 2r.+r„+2 variables aléatoires binaires succes­

sives (la statistique des chaînes de Markov binaires B, et B „ est évidemment connue). 
De là, nous pouvons trouver le vecteur correspondant V? +?("'• ^1 celui-ci 

est de la même forme que le vecteur donné en (4.11), alors H est une chaîne de 

Markov binaire d'ordre égal ou inférieur à 2r.+r„. Sinon, H n'est pas une chaîne de 

Markov binaire (voir appendice B). 

N.B. 

Dans le but d 'a l léger la notation de ce paragraphe, nous avons u t i l i s é le 

symbole TT pour désigner une probabi l i té de t rans i t ion au l i eu de TT 
i2imod2r 
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Exemple 4.6: 

Soient deux chaînes de Markov binaires du premier ordre B. et s . avec respect i ­

vement matrices des probabi l i tés de t r ans i t i on : 

1) H11 = {0.8 0.2} et n 2 l = {0.9 0.1} , a lors : 

H = B.®B? est une chaîne de Markov binaire d'ordre égal ou in fér ieur à t r o i s . 

2) IU1 = {0.8 0.2} et TI21 = {0.1 0.7} , a lors : 

H = B 1 Q B . n'est pas une chaîne de Markov. 

Somme modulo 2 de deux chaînes de Markov binaires indépendantes du même ordre. 

Etudions le cas intéressant dans lequel les deux chaînes de Markov binaires 

(indépendantes) s . et s . sont du même ordre, disons r. On se demande alors si la 

suite aléatoire binaire H = B 1 O B . (F ig . 4.3) peut aussi être une chaîne de Markov 

binaire du même ordre, c 'es t -à-d i re d'ordre r. 

Fire [19] en examinant cette question trouve que: 

Si B. et B sont deux chaînes de Markov binaires indépendantes d'ordre r 

avec respectivement matrices des probabi l i tés de t rans i t ion doublement 

stochastiques (dé f in i t i on 4.6) JJ1 et JI2 dont les éléments non nuls ne 

peuvent prendre que l 'une des deux valeurs disons TT. OU 1-Tr1 pour TI1 et 

ir. ou 1-TT. pour U2 , a lors : 

H - B.QB7 est aussi une chaîne de Markov binaire d'ordre r avec matrice 

des probabi l i tés de t rans i t ion doublement stochastique dont les éléments 

non nuls ne peuvent prendre que l 'une des deux valeurs: 

TI = TT1TT2 + ( 1 - T T 1 ) ( I - T f 2 ) , 

1-TT = TT 1 ( I -T t 2 ) + (1-TT1)TT2 . 

Bien que les conditions énoncées ci-dessus soient nécessaires, elles ne sont 

(contrairement à ce qu'affirme Fire [19]) pas suffisantes comme l'illustre l'exemple 

suivant. 



-79-

Exemple 4.7: 

Soient deux chaînes de Markov binaires du second ordre B. et B . avec respecti­

vement matrices des probabilités de transition: 

U1 = {0.8 0.2 0.2 0.8}, 

n2 = {0.8 0.8 0.2 0.2}. 
r 

Ces deux matrices des probabi l i tés de t rans i t ion sat is font bien aux conditions 

énoncées précédemment [ 19 ] . Pourtant, en u t i l i s a n t l 'a lgori thme développé auparavant, 

nous trouvons que H = B.QB7 n'est pas une chaîne de Markov b ina i re . 

Théorème 4.3: 

Soient B1 = {ß. (n) } et B2 = ( 6 2 ( n ) } , ß.(n) et 

aléatoires binaires à valeurs dans l'ensemble 

binaires indépendantes 

I i t é s de t rans i t ion 

n i r = { * i 0 0 T 

n 2 r = {TT200 * 

Soit la sui te a léato i re 

t o i r e binaire à valeurs 

A lors , pour que H so i t 

que les éléments non nu 

des deux valeurs disons 

d'ordre r avec respecti 

i 1 2 — Tri r r } et 
i£ 2 - 1 2 - 2 

2 1 2 — 1^ r r J-
" 2 - 1 2 - 2 

B2 ( 

V 
i ) sont deux 

deux chaînes 

vement 

binaire H = {n(n)} = B:QB?, 

dans l'ensemble E . 

une chaîne de Markov binaire 

Is des matrices U1 et 2 r 
TT1 ou 1-1T1 pour Jl1 et TT2 

ne 

ou 

matrices 

variables 

de 

des 

n(n) variabl 

d'ordre r, 

prennent 

1-TT2 pour 

i l 

que 

n2 

Markov 

probabi-

Ì aléa-

faut 

l 'une 

Démonstration: 

Considérons la probabi l i té -rr.. de la t rans i t ion de {n(n) = 0, — , n(n-r) = 0} 

a {n(n+1) = 0, — , n(n-r+1) = 0} . Par construct ion, cette probabi l i té s 'obt ient à 

pa r t i r de 111 et n2 : 

17OO = 711OO112OO + {1_ l rW ( 1-1rW 0U ^ 1 2 ^ 1 2 + ( 1 - * X 1 2 ) ( 1 - I Î 2 1 2 ) ou 

ou — ou Tr1 r ^z - r
 + (1-^1 r _ ) ( 1 - T 2 _ r ) • 

2 - 1 2 - 2 2 - 1 2 - 2 2 - 1 2 - 2 2 - 1 2 - 2 
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Examinons la re la t i on : 

TT00 = TTl1JTT21J
 + (1-TTl1J)(I-TT21J) , j = 2ilT10d2r, 0 S 1 £ 2""-I . (4.12 

Si nous considérons, par exemple, TT2 . . comme un paramètre, l 'expression (4.12) 

se réduit à un faisceau de droites (F ig . 4 .4) . 

Pour que H = B.QB. so i t une chaîne de Markov binaire d'ordre r, i l faut 

évidemment que i r . , so i t constante (dro i te horizontale dans la f igure 4.4) . Ceci 

implique, par exemple: 

ïï00 = 1 7 1OO1 7 2OO + ^W^W = ^ 1 2 ^ 1 2 + ( 1 " " I 1 2 ) ( I - ^ 1 2 ) -

Ces deux égal i tés sont représentées, dans la f igure 4 .4 , respectivement par 

les intersections a et b. 

Fia. 4.4: Graphe de la relation: TT.. = TT1 . .TT2 . . + H-TTi . J (J-TT2 . J . 
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Considérons maintenant la probabilité TT.. de la transition de {n(n) = 1, 

n(n-1) = 0, — , n(n-r) = 0} à (n(n+1) = 0, n(n) = 1, n(n-1) = 0, — , n(n-r+1) = 0}. 

Ici aussi, pour que H = B . Q B 2 soit une chaîne de Markov binaire d'ordre r, il faut 

que TT.? soit constante. Mais, par exemple, cette probabilité vaut (par construction) 

^ 0 0 ^ 1 2 + ̂ W 0 " * 2 ^ 0U ^12712OO + ( 1"n 12)C1_1T200) • 

Ces deux grandeurs sont respectivement représentées, dans le figure 4.4, par 

les intersections c et d. Or, nous constatons que les valeurs, résultantes Tr12 et 

ir., ne sont plus égales comme elles devraient l'être. Il y a donc contradiction. 
1 (J 

Dé la même manière, on peut facilement se convaincre que cette conclusion s'impose 

pour toute autre transition possible. 

Ainsi, pour lever ladite contradiction, il faut que les éléments non nuls des 

matrices H1 et 1I2 ne prennent que l'une des deux valeurs disons TT. ou 1-Tr1 pour n1(_ 

et TT ou 1 -TT pour IT2 . 
CQfV. 

Toute chaîne de Markov binaire s = (B(n)} d'ordre r, 6(n) étant une variable 

a léato i re binaire à valeurs dans l'ensemble E., avec matrice des probabi l i tés de 
p 

t r a n s i t i o n n dont les éléments non nu ls ne peuvent v a l o i r que l ' u n e des deux va leu rs 
r 

d isons TT ou 1-TT, peut ê t r e générée à p a r t i r d 'un f i l t r e numérique r é c u r s i f couplé 

à une source b i n a i r e sans mémoire pour l a q u e l l e P{a(n) = 0} = TT, abrégée SBSM TT, 

a (n ) v a r i a b l e a l é a t o i r e b i n a i r e à va leurs dans l 'ensemble E . , ( F i g . 4 . 5 ) . 

SBSM TT 
(a(n) = an) 

^ 
n-1 n-2 

(ß(n) = bn) 

^ 

( f ( b n - r b n - 2 - " ' ~ v 7 ) 

Fig. 4.5: Filtre numérique récursif couplé à une source binaire sans 

mémoire générant une chaîne de Markov binaire d'ordre r. 

Ce type de représentation nous a été suggéré par Mr. le Professeur Massey. 
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En effet, par définition P{a(n) = 0} = ir. Donc, avec probabilité ir, la variable 

aléatoire binaire ß(n) vaut f(b ,, b „, -, b ). Notons cette valeur b (IT): 
n-r n 

b U ) = f(b ., b „, — , b ). 
n x n-r n-2 n-r 

Ainsi, b (TT) représente la fonction de sortie d'un système logique combinatoire 

dont les entrées sont les 2 états possibles de la chaîne. La matrice des probabilités 

de transition n est alors liée de manière unique à la fonction booléenne 

f ( bn-1' bn-2» •"• bn-r>-

Exemple 4.8: 

Considérons une des chaînes de Markov binaires du second ordre générée à 

partir d'un filtre numérique récursif couplé à une SBSM ir. 

b , b n-1 n 

bn-2 bn-1 

h-

0 0 0 1 1 0 1 1 

0--I 1-TT I 0 I 0 J 

0 0 I 1-TT I 0-J 

1 - T T 0--I 0 I 0 

0 0 0 - - 1 1—IT 

bn-2 bn-1 

0 0 

0 1 

1 0 

1 1 

bn(w) 

0 

1 

1 

0 

bnW=bn-1®V2
 = f ( b n - 1 » b n - 2 > -
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Théorëine 4.4: 

Soient B. = (B.(n)} et s- = {ß2 (n)} deux chaînes de Markov binaires 

indépendantes d'ordre r, 8.(n) et ß„(n) deux variables aléatoires binaires 

à valeurs dans l'ensemble E , générées par deux f i l t r e s numériques 

récurs i f s , caractérisés respectivement par les fonctions booléennes 

f 1 ( b n ~ 1 ' b n - 2 ' " - • C r 5 e t W - I * b n - 2 ' " " • "n'-r*- c o u P l é s r e s P e C " 
tivement aux SBSM ir. et i t? . 

H = (n(n)} = B i © B o e s t aussi une chaîne de Markov binaire d'ordre r, n(n) 

variable aléatoire b inai re à valeurs dans l'ensemble E , générée par un 
p 

filtre numérique récursif caractérisé par la fonction booléenne 

f(h .,h „, — , h __ ) couplé à la SBSM TT, si et seulement si: 

- f, - f2 = f et 

- f est une fonction booléenne linéaire. 

Démonstration: 

a) Implication dans le sens 

Soient a' et a" les réalisations des variables aléatoires binaires a.(n) et 

ou(n) (à valeurs dans l'ensemble E ) avec P{a.(n) = 0} = TT. et P{a„(n) = 0} = TT 

(Fig. 4.5). 

Pour simplifier la notation, nous n'écrirons, dans cette preuve, que les 

réalisations des variables aléatoires binaires considérées, à valeurs dans 1'ensem-

ble Eß. 

Ainsi, nous avons (Fig. 4.5): 

b ; - a ; ® v b ; - i - b ; . 2 ' - ' b ; - p » -
Mais: 

hn = bn©bn' = a n © a n © f l ( b n - 1 • ~ - " n - r ^ V ^ - l ' " " • K-J' <4 

Nous pouvons réc r i re (4.13) comme s u i t : 

h = a © f ( b ' , , — , b' ;b" , , — , b" ) . (4 
n n n - 1 ' ' n - r ' n - 1 ' ' n-r ' v 
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Si nous voulons que la suite a léato i re binaire H so i t aussi une chaîne de 

Markov binaire d'ordre r, la re la t ion (4.14) doi t s ' i d e n t i f i e r à: 

Or, toute fonction booléenne 9(Yn - 1 " Y n .? ' " " • V r * p e u t s ' é c r i r e s o u s 1a 

forme [ 3 ] : 

9(Vn . ! • - " . y n . r ) =
 d o® d 1 y n-1© - ® d r y n - r ® d 1 2 y n - l y n - 2 © " 

" 0 d 1 2 ~ r V l y n - 2 ~ V r " ( 4 - 1 É 

Développons selon (4.16) les fonctions booléennes f . et f „ : 

W 1 . - - . b-.r) - diodjb-.,© - 0dv,0dj2b;,v2® --

- ®*\2 . . . rVlV2 - bn-r-

V V l ' - " • Vr } = d0©dÏVl® - ©drVr©dÏ2Vlbn-2© " 

- ®"ï2 . . . rVlV2 - Vr-
Ainsi : 

VVl'~Vr>®VVl'~'Vr>-
• dô®dô0(dib;.i0dîb;-i )® - ©<drVr©drVr>© 
©ldÎ2bn-1bn-2©dÏ2bn-1bn-2)© ~ 0 ^ 2 - r V l ™ V r © 

© ^ ... , V l - V r ) ' 
et: 

f ( V l ' - • hn-r> - d0®d1hn-1® - ®drhn-r®d12hn-1hn-2® ~ 

- ©d12 . . . r V l — hn-r = 

• " O 0 V V I 0 V I * 0 - ®dr(bn-r®b;-r»® 

0 d12 ( bn-1 0Vl ) ( bn-2 0V2 ) 0 " 

"© d12- P1Vl0Vl' -" (Vr0Vr>-
Donc, pour que les relations (4.13) et (4.15) soient identiques, il faut que: 

Tous les coefficients des développements des fonctions booléennes f., f., et f 

soient identiques, d'où la condition: f. = f„ = f. 

Tous les coefficients liés aux termes non linéaires doivent être nuls, d'où la 

condition: f est une fonction booléenne linéaire. 
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On constate que, dans Texpression (4.14) , an est la réal isat ion d'une variable 

a léatoi re binaire a (n ) , à valeurs dans l'ensemble E0 , avec: 
p 

Ainsi : 

{a(n) = an> = { ^ ( n ) = a^}©{<x2(n) = a^}. 

P { a ( n ) = 0 } = TI = TT1TT2 + ( 1 - T T 1 ) ( I - T T 2 ) . 

b) Implication dans le sens ^ 

Trivial . 
CQfV. 

Remarquons que le théorème 4.4 implique l 'équivalence s ta t is t ique entre les 

systèmes donnés dans la f igure 4.6. 

Pour terminer, démontrons un pe t i t théorème qui nous sera u t i l e dans le 

prochain chapitre. 

Théorème 4.5: 

Toute 

coupl 

d'ord 

t ique 

deux 

fonction booléenne f 

I à une SBSM TT, permet 

<-e r avec 

II , dont 
r 

/aleurs d 

f<bn 

matrice des 

les éléments 

sons TT et 1-

- I ' b n - 2 ' — 

caractérisant un f i l t r e numérique 

de générer 

probabil i tés 

non nuls ne 

TT, si et 

n-r 

seu 

= b 
n 

jne chaîne de Markov 

reçu r s i f , 

binaire 

de t rans i t ion doublement 

peuvent prendre que 

lement si : 

© f * ( b , , b , , - -
- r n-1 n-2 

l 'une 

- ' b n 

stochas-

des 

-r+1>-

Démonstration: 

Pour s imp l i f i e r la notat ion, nous n 'écr i rons, dans cet te preuve, que les 

réal isat ions des variables aléatoires binaires considérées, à valeurs dans 1'ensem-

b l e E 6 . 

al Implication dans le sens -j> : 

Par hypothèse, n est doublement stochastique. Donc, la SBSM TT générant un 

zéro logique avec probabi l i té TT implique: 
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b n - f ( b n - 1 -
-, b ,, O) n-r+1 

1©f(Vl»-'Vr+1 

avec probabilité TT 

, 0) avec probabilité ir. 

Nous avons donc, f(bn-1, — , b
n. r + 1» 0) = f*(b ^ 

ce qui implique: 

b ©f*(b ,, — , b ,) 
n-r n-1* n-r+1' 

pour toute fonction booléenne f*. 

b) Implication dans le sens ^= 

Pour toute fonction booléenne f* donnée: 

bn, • O 0 f i ( b n - 1 ' --• V r + 1 > 

b = 1©f*(b ,, — , b .) = 1©b 
n„ v n-1' n-r+1 n 

"• bn-r+1): 

bn-r 
0 

1 

b n 

f * ( b n _ r - , b n _ r + 1 ) 

1 © f * ( b n . r - , bn.r+1) 

avec probabilité ir 

avec probabilité ir. 

Dès lors, il est évident que la matrice des probabilités de transition n 

associée à ce filtre est doublement stochastique (ses éléments non nuls ne valant 

que TI ou 1-TT). 
CQfV. 
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V. APPLICATION: SUITES PSEUDO-ALEATOIRES BINAIRES. 

Nous allons étudier dans ce chapi t re, quelques aspects des suites pseudo­

aléatoires b ina i res, générées par f i l t r e s numériques récurs i fs , en u t i l i s a n t la 

théorie re la t ive aux chaînes de Markov binaires. Une t e l l e poss ib i l i té a été évoquée 

par Golomb [ 2 3 ] , mais i l nous semble que personne, depuis, n'y a donné suite (en tout 

cas dans la l i t t é r a t u r e consultée). 

V .1 . Introduct ion. 

Nous avons vu dans le chapitre IV qu'un f i l t r e numérique récursi f (carac tér i ­

sé par une fonction booléenne f (b , , b _, — , b _)) couplé à une SBSM TT 

(F ig . 4.5) produit une chaîne de Markov binaire d'ordre r. Si maintenant nous 

imposons à la SBSM de ne générer que des zéros logiques, n = 1 , nous obtenons une 

chaîne de Markov binaire dégénérée d'ordre r (F ig . 5.1) . 

* bn-1 bn-2 

J t L b 
f f(b ,, b , , — , b ) V — — « -
I n-1' n-2' ' n-r J m 

Fig. 5.1: Filtre numérique récursif générant une suite 

•pseudo-aléatoire binaire. 

I c i , la matrice des probabi l i tés de t rans i t ion ne contient que des zéros et 

des uns: la suite binaire ainsi produite n'est plus aléatoire mais déterministe. 
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Cependant, toutes les applications pratiques (mesures, simulations, etc ...) 

sont limitées dans le temps. Ainsi, celles nécessitant l'utilisation de suites de 

nombres aléatoires et plus particulièrement de suites de nombres aléatoires binaires 

n'impliquent qu'une portion finie de telles suites. Or, il faut bien se rendre compte 

qu'une suite finie de nombres n'est jamais vraiment aléatoire [23]. La définition 

de critères permettant de quantifier son degré "d'aléatoirité" s'impose alors. 

Ils doivent être suffisamment raisonnables pour ne pas contredire le concept intuitif 

de suite aléatoire, c'est-à-dire de suite "dépourvue de structure interne" [10,32]. 

Dans ce sens, les suites binaires générées par un filtre numérique récursif 

(Fig. 5.1) sont "assez aléatoires" pour de nombreuses applications. Aussi, nous les 

appellerons suites pseudo-aléatoires binaires, abrégées SPAB [23]. Une SBPA représente 

ici, une chaîne de Markov binaire dégénérée dont tous les états ont même probabilité. 

L'ensemble des SPAB peut se diviser en deux classes: 

- La classe C. des SPAB générées par les filtres numériques récursifs linéaires. 

- La classe C... des SPAB générées par les filtres numériques récursifs non linéaires. 

On constate que toute SPAB est périodique (excepté peut-être pour un segment 

initial fini) [23]. 

Nous nous concentrerons sur les SPAB de période maximale appelées suites PN 

si elles appartiennent à C, [23] et suites de de Bruijn si elles appartiennent à 

C N L [21]. 

Les fonctions booléennees linéaires f,(b ., b _, — , b ) liées aux suites 
L n-1 n-2 n-r 

PN sont bien définies. Elles correspondent aux polynômes primitifs modulo 2 de 
degré r [52]. Pour chaque entier r, il y en a <j>(2r-1)/r [23] où ¢(1) dénote la 
fonction d'Euler [I]. 

Par contre, dans la littérature consultée, il n'est pas fait explicitement 

mention des caractéristiques nécessaires liées aux fonctions booléennes non linéaires 

fui(b- « » & o> — > b ) permettant de générer les suites de de Bruijn. On sait NL n-l n-c n-r . 
2r"'-r que pour chaque entier r, il y en a 2 [20]. Il existe cependant de nombreux 

algorithmes construits dans le but de produire de telles suites [3,17,20,21]. 
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Finalement, notons que le domaine d'application des SPAB est vaste. Citons 

par exemple: la cryptographie [15,42,53], le test de circuits numériques [9,13,14], 

la théorie du codage [41] et enfin les communications utilisant la technique dite 

"spread-spectrum" [11]. 

Rappel: 

Nous avons vu (vo i r IV.4) que tout f i l t r e numérique récursi f est l i é de 

manière unique à la matrice des probabi l i tés de t rans i t ion d'une chaîne de Markov 

b ina i re . En e f f e t , l ' é t a t de la chaîne contenu dans la mémoire ( reg is t re à décalage) 

du f i l t r e représente les entrées codées d'une table de vér i té alors que la sor t ie 

b (F ig . 5.1) de ce f i l t r e correspond à la fonction de sor t ie de lad i te table de 

vér i té (voi r exemple 4.8 en posant i c i ir = 1). 

V.2. Quelques propriétés des f i l t r e s numériques récursi fs générateurs 

de suites de de Bru i j n . 

Nous avons constaté précédemment qu'une suite de de Brui jn correspond à une 

chaîne de Markov binaire dégénérée, c 'est -à-d i re une chaîne de Markov binaire avec 

matrice des probabi l i tés de t rans i t ion n ne contenant que des zéros et des uns 

(F ig . 5.1). Etant donné la structure par t icu l iè re de n (vo i r re la t ion ( 4 . 2 ) ) , e l le 

s ' i d e n t i f i e à une matrice de permutations. 

Théorème 5 . 1 : 

Une chaîne de Markov binaire dégénérée d'ordre r avec matrice des probabi­
l i t é s de t rans i t ion n est une suite de de Brui jn si et seulement si n 

r r 
est i r réduc t ib le . 
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Démonstration: 

ai Implication dans le sens > : 

Puisque toute suite de de Bruijn est par définition une SPSB de période maximale, 

la chaîne de Markov binaire dégénérée correspondante, se trouvant dans un état initial 

i_, passe successivement par tous ses autres états avant de se retrouver dans l'état 

de départ i». 

Par définition, cette chaîne de Markov binaire dégénérée est irréductible 

(voir IV.1). 

b) Implication dans le sens <£ z : 

Si n est irréductible, la chaîne de Markov binaire dégénérée d'ordre r corres-
r 

pondante est par définition équivalente à une suite de de Bruijn. 

COFP. 

Le théorème 5.1 ainsi que la définition de la périodicité d'une chaîne de 

Markov (voir IV.1) nous permettent de trouver qu'une suite de de Bruijn est de période 
r r 

2 . Par conséquent, puisqu'une suite PN est de période 2 -1 [23], il est impossible de 
générer une suite de de Bruijn avec un filtre numérique récursif linéaire (sauf, nous 
le verrons plus loin, pour r S 2). 

Théorème 5.2: 

Toute suite de de Bruijn ne 

récursif ayant la propriété 

f ( b n - 1 > - ' b n - r 

peut être générée 

suivante: 

= bn-r© f ( bn-1' 

que 

" — — s 

par 

V 

un fi 

r+1^-

ltre numeri que 

Démonstration: 

Par le théorème 5.1, nous avons vu que toute suite de de Bruijn correspond à 

une chaîne de Markov binaire dégénérée avec matrice des probabilités de transition 

irréductible. Cela implique évidemment que cette matrice soit doublement stochastique. 
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Si ce n'est pas le cas, au moins deux lignes de la matrice des probabil i tés 
r-1 de t rans i t ion sont identiques, disons la l igne i , 0 â i S 2 - 1 , et la l igne corres-

r-1 r-1 
pondante i+2 . Ceci s i gn i f i e que les états i et i+2 t ransi tent sur, disons, 
2imod2 . A i n s i , l ' é t a t 2imod2r + 1 n'est jamais a t te in t (sauf peut-être sur un 

segment i n i t i a l f i n i ) . Cette matrice des probabi l i tés de t rans i t ion n'est donc pas 

i r réduc t ib le . 

En conclusion, la matrice des probabi l i tés de t rans i t ion étant doublement 

stochastique, nous obtenons (théorème 4.5) : 

-, b , ) . ' n-r+1 
CQFV. 

f (b , , — , b ) = b ©g(b , , v n-1 ' n-r ' n - r ^ 3 n - 1 ' 

Pour que la matrice des probabi l i tés de t rans i t ion d'une chaîne de Markov 

binaire dégénérée so i t i r réduc t ib le , i l faut que: 

n = r 

0 0 

1 I 
t i 

I I 
I I 
0 0 

1 0 

0 0 

0 1 

0 0 

0 0 

0 0 

0 1 

0 0 

I I 
I I 
I I 
0 0 

1 0 

En e f f e t , si Trnn = 1 et/ou TT 
uu 2-12-1 

1, les états correspondants sont absor­

bants (points fixes) et la matrice n n'est plus irréductible [18]. 
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Définition 5.1 : 

L'ensemble S [24] est l'ensemble des SPAB de période 2 -1. Chacune d'elles 

est une chaîne de Markov binaire dégénérée avec matrice des probabilités de transi­

tion n appartenant à l'ensemble S_ des matrices diag {1 n*}, IT* irréductible. 

Toute SPAB, élément de S, possède la structure suivante: 

état 0 état 1 
i 

transitions T état 2 r-1 

En permutant les deux premières colonnes de la matrice n qui lui est associée, 

nous modifions cette SPAB pour obtenir: 

état 0 état 1 transitions T état 2 r-1 

Nous avons maintenant affaire à une suite de de Bruijn. En fait, toute suite 
de de Bruijn peut être construite de cette manière. Nous en concluons que 1'ensemble 

2r_1-r r 
S contient aussi 2 SPAB, dont ¢(2 -1)/r d'entre elles sont PN [24]. 

Remarquons que pour r = 1 et r = 2, les ensembles S respectifs ne contiennent 
qu'un seul élément. Dorénavant, nous ne considérerons que les chaînes de Markov 
binaires dégénérées d'ordre r > 2. 

Il est évident qu'en permutant judicieusement les colonnes d'une matrice A1 

appartenant à S , nous pouvons en obtenir une nouvelle, disons TI2 , appartenant elle 

aussi à S_. Ainsi : 

fiir = n 2 r-C 1 2 r, 

où Ci2 est une matrice de permutations. 
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Mais, nous avons vu que la position des éléments non nuls -n.. de toute matrice 

des probabilités de transition n n'est pas arbitraire (voir (4.2)). Il n'y en a que 

deux dans chaque ligne i, 0 < i S 2r-1, placés dans les colonnes 2imod2 et 2imod2 + 

Donc, les seules permutations permises sont celles qui échangent deux colonnes j 

et j+1, j = 0, 2, — , 2r-2. 

Exemple 5.1 : 

Considérons le cas r = 3. L'ensemble Sn ne contient ici que deux éléments, 
n 

à savoir: 

ni, 

1 o n 

0 1 Vj 
1 0 

O ° 1 

0 1 V J 
1 0 

O °1 

V-' 1 0 

et H 2 3 

1 0 n 

1 0 • V J 
0 1 

O ° 1 

0 1 V J 
0 1 

O 1 ° 
VJ 1 0 On constate qu'on obtient 1I2- en échangeant les colonnes 2 et 3 puis 4 et 5 

de la matrice Ii1-. Donc, la matrice de permutations C 1 2. est la suivante: 

' . O 

O 

Théorème 5.3: 

Si A1 et IT2 sont deux matrices des probabi l i tés de t rans i t ion 

n 2 r = n i r « C i 2 r , C i 2 r est une matrice appartenant à l'ensemble Sn avec: 

permutant les colonnes de A1 , alors la signature de la permutation 

correspondant a C12 est paire. 
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Démonstration: 

Par la périodicité des éléments de l'ensemble S, toute matrice correspondante 

JÌ est telle que: 
r 

Ainsi : 

~2r-1 
VT = l . 

r r 

det ft = 1. r 

Nous avons: 

det n,r = det(nlr'C12r) = det n l r det C 1 2 r = 1. 

Ainsi, det Ci2 = 1 et la signature de la permutation associée à Ci2 est 

paire [28]. 
CQfV. 

Définition 5.2: 

Nous dénoterons par f(b ., — , bn_r) = b ©g(bn , — , b ^) la fonction 

booléenne caractérisant tout filtre numérique récursif générant une SPAB appartenant 

à l'ensemble S. Si cette dernière est une suite PN, alors nous le spécifierons en 

posant ?, (b ., — , b ) - b ©g, (b ., — , b . ). y L n-1' n-r n-r^3L n-1 ' n-r+r 

Définition 5.3: 

Le poids de Hamming W(f) d'une fonction booléenne f(. ., , b ) est défini 

comme étant la somme: 

W O - Z f<bn-1>->bn-

Corollaire 5.1: 

Le poids de Hamming W(g) de toute fonction booléenne g(bn_1, — , bn 

(liée a une SBPA e S) est un nombre entier pair. 
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Démonstration: 

Pour chaque ent ier r, i l existe au moins une fonction booléenne l inéa i re 

f L ( b n l , — , b n r ) = b
n - r ® ^ b n - 1 ' " " * bn-r+1^ '-23-'- En P e r n , u t a n t judicieusement 

les colonnes de la matrice des probabi l i tés de t rans i t ion qui l u i est associée, on 

peut obtenir tout autre matrice II appartenant à S . Or le nombre de ces permutations 

doi t être pair (théorème 5.3). Mais W(g. ) est un nombre ent ier pair (propriété des 

fonctions booléennes l i néa i res ) . On en conclut que le poids de Hamming W(g) de 

toute fonction booléenne g(b , , — , b .) est aussi un nombre ent ier pa i r . 3 n - 1 ' n-r+1 r 

CQFV. 

Théorème 5.4: 

Soit f (b , , — , b ) = b ©g(b , , — , b . ) la fonction booléenne 
n-1 n-r n - r W 3 n - 1 ' n-r+1 

l inéa i re caractérisant un f i l t r e numérique récurs i f générant une SPAB 

appartenant à l'ensemble S, avec: 

9(V1. —. V r t1) = a0©a1bn-1© — 0 V t V r + I 0 

© a12 bn-1 bn-2© " ® a 1 — r-1bn-1 ™ V r + I " 

Alors: 

a) aQ = 0. 

b) Le nombre to ta l de coeff ic ients non nuls a. , . , 
1 2 " " m 

1 s i . < I 0 < — < 1 S r - 1 , est impair. 
\ c m 

O a, . . . r_, = 0. 

Démonstration: 

A toute SPAB appartenant à 1'ensemble S, i l correspond une chaîne de Markov 

binaire d'ordre r avec matrice des probabi l i tés de t rans i t ion n appartenant à 

1'ensemble S . 
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Cel le-c i est t e l l e que: irnn = 1 et ir „ , = 1. Donc: 
0 0 2 M - 1 2 r - 1 

a) TTQO = 1 , d'où g(0 , — , 0) = 0, ainsi aQ = 0. 

b) ir . = 1 , d'où g ( 1 , — , 1) = 1 , a i n s i : 
2 - 1 2 - 1 

3 , O a 2 Q — O a ^ 1 Q a 1 2 Q — © a 1 2 ^ 1 = 1. 

Ceci implique que le nombre total de coefficients non nuls a, •• , 
1 2 " " " n 

1 É 1 , < 1„ < — < 1 S r - 1 , est impair. 

c) B 1 Ga 2 O — © a r 1 © a 1 2 © — © a 2 . . . r 1 = 1Qa1 . . . ^ . 

On constate facilement que: 

V P ™ - Vr + ^ e Ej-Ml. - . 1 } 
£ 9(bn.P — ' V r + I 5 

I e Eg " 1 - { 1 , — , 1 

3 , Q a 2 Q — © a r 1 © a 1 2 © — © a 2 r_y 

: F d. = Cl1Od2O — ©dn< 

1 

Puisque W(g) est un nombre pair et que g(1, — , 1 ) = 1, nous obtenons: 

E 9V1. -.On^1) = ̂ 2...,..,-1. 
( b n . r - , b n. r + 1) e E ^ - ( I 1 - , 1} 

n 

où 

i = 1 

Ainsi: a 1 2 ... r_, = O. 

CQTV. 

Nous avons vu que toute suite de de Bruijn ne peut être générée que par un 

filtre numérique récursif ayant la propriété suivante: 

f ( V r - . bn-r> = b n - r © 9 V l ' -"• bn-r+1>' <5'1> 

2r-1 
Il existe N = 2 tels filtres. Evidemment, cette propriété est aussi 

partagée par tout filtre générant une SPAB appartenant à 1'ensemble S. En plus, 

toute fonction booléenne g(b ., — , b„ ,) doit satisfaire les conditions 
n-i n-r+l 

nécessaires du théorème 5.4, ce qui implique: 
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- a et b > le nombre total k de coefficient non nuls dans le développement (4.16 

de g(bn.1. — . b
n_ r + 1)

 vaut au Plus 2 - 2 . 

= ^ k est impair. 

Le nombre N* des fonctions booléennes possédant les propriétés combinées 

décrites par les théorèmes 5.2 et 5.4 vaut: 

2r"1-3 

N*= £ 
1 = 1 , 3 , 

,2r"1-2s = 22
r _ 1-3 _ N 

8-

Dénotons par A, l'ensemble des SPAB générées par tout f i l t r e numérique récursif 

satisfaisant la condition du théorème 5.2. Représentons dans un diagramme de Venn, A 

et ses différents sous-ensembles (Fig. 5.2). 

Notons qu'à chaque SPAB appartenant à l'ensemble S, i l correspond une et une 

seule suite de de Bruijn. 

A 

2 r -1 
(2 éléments) 

S 

2 r _ 1 - r [Z éléments) 

PN 

( * (2 r - 1 ) / r 

éléments) 

Fig. 5.2: Diagramme de Venn représentant A et ses 

80ti8-en8embles. 
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Exemple 5.3: 

Examinons une SPAB de période 31 (on représente chaque état successif de la 

chaîne de Markov binaire dégénérée correspondante d'ordre 5) [20]: 

1 3 7 14 29 27 23 15 31 30 28 25 19 6 13 26 21 11 22 12 24 172 4 9 18 5 10 20 8 6. 

On montre facilement que le filtre numérique récursif générant cette SPAB est 

caractérisé par la fonction booléenne suivante: 

? { bn-1* bn-2' bn-3' bn-4> bn-5> = 

= bn-5®bn-1®bn-3®bn-1bn-40bn-3bn-4©bn-2bn-3bn-4-

Comment faut-il modifier S(b .., — , D
n. r + 1) P

our 1 u e le filtre numérique 

récursif caractérisé par la fonction booléenne résultante génère une suite de de Bruijn 

Définition 5.4: 

Nous dénoterons par fD(b ., — , b„ ) 
b n-1 n-r 

b ©g D(b ,, n-r 3B n-1 
b .) la fonction 
n-r+r J 

booléenne caractérisant tout filtre numérique récursif générant une suite de de Bruijn 

alors que JI sera la matrice des probabilités de transition de la chaîne de Markov 
rB 

binaire dégénérée d'ordre r correspondante. 

Auparavant, nous avons constaté que: 

n 
permutation des colonnes 0 et 1 

(5.2) 

Coroll 

Toute 

a i re 5.2: 

fonct ion 

% ( br , 

booléenne 

- 1 - ~ -

9 ß ( b n - 1 ' 

Vr+ I> » 

~"~ » 

g(bn 

b 
n-

-r 

-r+ > 

" » 

est 

b n-

de 

r+1 

la 

)© 

forme 

r-1 

II 
1 = 1 

; 

(1Obn -!>• 
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Démonstration: 

r-1 

La condit ion (5.2) nous impose l 'adjonct ion de l ' impl iquant I (1©b , ) 

1 = 1 
à la fonction booléenne g(b ., — , b , ) (car gD(0, — , 0) = 1). Or, dans le 

n-i n-r+i b 
développement (4.16) de g(b , , — , b . ) , aQ = 0 et au moins un des coef f ic ients 
a. , , , 1 s 1 . < 1„ < — < 1 S r - 1 , est non nul (théorème 5.4). A i ns i , 

I 1 I 2 - I 1 n 1 2 m 
gB(bn-r ™ - Vr+I

5 devient: 

•"-1 

gD(b . , — , b ,) = g(b , , — , b „ )©TT 0©b , ) . aB n-1 n-r+1 n-1 n-r+1 I i n - 1 ' 
1 = 1 

CQFV. 

Exemple 5.4: 

a) Voyons d'abord le cas r = 2. I c i , g(b .) = b . est unique. Nous obtenons 

alors QgCb 1 ) = b , © ( 1 © b , ) = 1. Le f i l t r e numérique récursi f générant la sui te 

de de Brui jn de période 4 est donc caractérisé par la fonction booléenne 

VVi'Vz1 = ^ 

b) Ensuite, concentrons-nous sur le cas r = 3. D'après le théorème 5.4, 

Q1Cbn-1I bn_2) = bn_1 et SJ2Cbn-1. bn_2) = bn_2. En appliquant le corollaire 5.2, 

nous obtenons: 

g. (bn ,, b„ ,) = 1©b n ,©b n b„ , et B1 n-1 n-d n-Z _ n-1 n-Z 

9R (
b„ 1. b„ ,) = 1©b n .©b n .b„ ,. 

D„ n-1 n-Z n-1 n-1 n-Z 

Les deux filtres numériques récursifs générant les suites de de Bruijn de 

période 8 sont donc caractérisés respectivement par les fonctions booléennes: 

f. (b ., bn ,, bn ,) = 1©b n „®b n -®b n .b„ , et B. n-1 n-z n-o n-Z n-3 n-1 n-Z 

f. Cbn ., bn ,, bn J = 1©b„ .®bn -®b n .bn ,." B„ n-1 n-Z n-j n-1 n-3 n-1 n-Z 
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Remapques: 

1) Dans le développement (4.16) de la fonction booléenne fgC5,,.» ™ » b
n_r)> 

les coefficients associés aux termes b et b .b „ — b . valent un. Cela 
n-r n-1 n-Z n-r+l 

implique que chaque cellule du registre à décalage composant le filtre numérique 

récursif correspondant (Fig. 5.1) devra être connectée (ce qui n'est pas le cas 

pour les filtres numériques linéaires générant toute suite PN). 

2) Si nous avons affaire à une suite PN de période 2 -1, seuls 2i—1 éléments de 

celle-ci sont suffisants pour reconstruire la fonction booléenne linéaire 

V b n - 1 ' - b n - r > £ 2 5 ] . 
Pour une suite de de Bruijn de période 2 r , i l faut au plus 2 -2 éléments 

de celle-ci pour reconstituer la fonction booléenne fD(b„ , , — , b„ J . On peut 
b n-i n-r 

facilement s'en convaincre en notant que la matrice des probabilités de transition 
qui lui est associée est doublement stochastique et que irnn = 0 et TT . = 1 . 

uu 2 - 1 2 - 1 



-102-

V.3. Fonction d'autocorrélation. 

I l nous semble plus fac i l e de déterminer les caractéristiques stat is t iques 

d'une SPAB dont les éléments appartiennent à l'ensemble E plutôt qu'à l'ensemble 

E.. Remarquons que grâce à l 'app l icat ion L (dé f in i t i on 2 .2 ) , tout élément b e E 
p n p 

se transforme de manière unique en un élément x e E . Aussi, nous employerons i c i 

les mêmes notations et déf in i t ions que cel les déjà spécif iées. 

Mentionnons un théorème, valable pour toute matrice cyclique [49] mais que 

nous adaptons au cas par t i cu l ie r qui nous intéresse, l i a n t pér iodic i té et valeurs 

propres de la matrice des probabil i tés de t rans i t ion d'une chaîne de Markov binaire 

d'ordre r. 

Théorème 

Si n est 

b inaire d 

sont d va 

5.5: 

la matrice des probabil 

ordre 

eurs 

r i r réduct ib le de 

propres d is t inctes 

tés de 

période 

de n . r 

t rans i t ion 

d , alors 

d 

X l 

une 

= e 

chaîne 
i2ir l /d 

de 

0 

Markov 

< 1 < d - 1 , 

Suites de de Bru i jn . 

Toute matrice n est i r réduct ib le de période 2 r . A i ns i , par le théorème 5.5, 
rB 

ses valeurs propres sont te l les que: 

X1 = e1 2*1 /2"" , 0 < 1 < 2 r - 1 . 

Donc, la fonction d'autocorrélat ion d'une suite de de Brui jn est donnée par 

( re la t ion (4 .10) ) : 

2 r-1 2 r-1 
.2 . V «. O» _ 2 V « iw l v /2 r 

Rçç(v) = niç + J ] C1 X^ = m2
 + J ] C1 e1 

1 = 1 1 = 1 
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Mais, pour toute suite de de Bruijn, m = 0 (il y a autant de +1 que de -1). 

Notons aussi que R,,-(v) est une fonction réelle. Ceci implique que les constantes c. 
e t c , , 0 < 1 < 2 , — * 7 *••—* * - ""• -"-11- *-•*" — - ' - -

2-1 
calculs, nous obtenons: 

et c , 0 < 1 < 2 ' , sont complexes conjuguées et c . est réelle. Après quelques 
2r-l 2 

R
K M = c r. 1(-D

v+ Y, '2Ic1 Jcos(H»l+vlir/2
r_1) , C1 = JC1Je \ 

2 1 = 1 

Exemple 5.5: 

Voyons la suite de de Bruijn de période 4. Alors: 

IU = { 0 0 .1 1} et R„(v) = cosvir/2. 
^B " 

Remarque: 

La probabi l i té de chacun des 2 états de la chaîne de Markov binaire 

dégénérée d'ordre r correspondante vaut 2 . Donc, par le co ro l la i re 3 . 1 , tous les 

moments conjoints de r "variables pseudo-aléatoires binaires" successives sont nuls. 

En pa r t i cu l i e r : 

RçÇ(0) = 1 , 

RÇç(1) = Rcç(2) = — = Rç ç(r-1) = 0. 

SPAB appartenant à 1'ensemble S. 

I c i , la matrice des probabi l i tés de t rans i t ion ft est réduct ib le, car: 
r 

n = diag {1 n*}. r a r 

Concentrons-nous sur la SPAB liée à la matrice n*. Cette dernière est irréduc-
r r 

tibie de période 2 -1. Ainsi, par le théorème 5.5, ses valeurs propres sont telles 
que: 

X1 = ̂ W - I ) , 0 S 1 S 2
r-2. 

La fonction d'autocorrélation de la SPAB considérée se calcule comme suit 

(théorème 4.3): 

m2(v) = Rçç(v) = v
T-Pr(0)-ÌÌ%. (5.3) 
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La probabilité de chacun des 2 -1 états de la chaîne de Markov binaire 

dégénérée d'ordre correspondante v a u t — — . Donc, la matrice P (0) devient: 
2-1 r 

PJO) = diag {0 -j 1-}. (5.4 
r 2-1 2-1 

En utilisant les relations (5.3) et (5.4), nous trouvons: 

2r-2 2r-2 
D / \ 2 V ,v 2' V * i2irlv/(2r-1) RÇç(v) = mc + 2 , c! XT • \ + L cì e 

1 = 1 1 = 1 

Mais: 

2r-1.i 2 ^ 1 1 
ra_ = P(Ç(n) = +1} - P{ç(n) = -1} = i — - L - i - — = - - J L . 
^ 2-1 2-1 2-1 

En plus, R £ £(
v) est une fonction réelle. Ceci implique que les constantes c. 

et c sont complexes conjugées. Après quelques calculs, nous obtenons: 
2-1-1 

RC€(v) = ( - ^ )
2 + Y1 2| C l|cos(* 1 +^-) , C1 = Ic1Ie

1 \ 
2 - 1 1=1 2 "1 

Exemple 5.6: 

Voyons la SPAB de période 3. Alors: 

n2 = (1 0 1 0} et n* = (0 1 0}. 

Ignorons la sui te binaire n'étant formée que de +1 (e l l e correspond à i r . . = 1). 

La fonction d'autocorrélat ion cherchée vaut: 

RÇç(v) = | -+ - |COS2TTV/3 . 

Remarque : 

Le vecteur des probabi l i tés des états de la chaîne de Markov binaire dégénérée 

d'ordre r avec matrice des probabi l i tés de t rans i t ion n est du type: 

1 1 fr „ r o - J L-J. 
2 r-1 2 r -1 
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Par le théorème 3 . 1 , nous trouvons que tous les moments conjoints de r "variables 

pseudo-aléatoires binaires" successives valent . En pa r t i cu l i e r : 
2 - 1 

Rçç(0) = 1 , 

R..(1) = R,J2) = — = R_.(r-1) = - -L-. 
KK v, KK 2 - 1 

Finalement, notons que pour toute sui te PN [23 ] : 

•,r 

( 1 v = k 2 ' , 

1 - J L v * k 2r. 
2 - 1 

k ent ier 
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VI . CONCLUSIONS. 

Dans cette étude sur les suites aléatoires b ina i res, nous avons développé de 

nouveaux ou t i l s q u i , nous semble - t - i l , pourraient être appliqués dans de nombreux 

cas pratiques. 

En pa r t i cu l i e r , le théorème re l i an t probabi l i tés conjointes et moments conjoint: 

par une transformation de Walsh ainsi que celui r e l a t i f à l'indépendance de variables 

aléatoires binaires devraient permettre de résoudre un certain nombre de problèmes, 

notamment dans le domaine de la cryptographie, domaine qui est en pleine expansion 

actuellement. 

I l est intéressant de constater que si toute composante du vecteur des moments 

conjoints de m variables aléatoires binaires s'exprime comme le produit de moments du 

premier ordre (e l les ont été définies par le terme: m-non corrélées), ces dernières 

sont indépendantes. Ce f a i t est important et n'a d'équivalent, à notre connaissance, 

que dans le cadre des variables aléatoires gaussiennes. 

Les chaînes de Markov binaires forment une sous-classe importante des suites 

aléatoires b inai res. Nous avons examiné leurs moments conjoints et plus par t i cu l iè re­

ment leur fonction d 'autocorrélat ion. Pour une chaîne de Markov binaire avec matrice 

des probabi l i tés de t rans i t ion diagonalisable, nous avons montré que sa fonction 

d'autocorrélat ion est donnée par une combinaison l inéa i re des valeurs propres de 

lad i te matrice. 

Nous nous sommes aussi intéressés au produit de deux chaînes de Markov binaires 

indépendantes. Nous avons décr i t un algorithme (facilement exécuté par un ordinateur) 

nous permettant de déterminer si le résul tat d'un te l produit est une chaîne de Markov 

binaire (ce qui n 'es t , en général, pas le cas). 

En pa r t i cu l i e r , si les deux chaînes de Markov binaires indépendantes en questic 

sont du même ordre, disons r, e t , en p lus, les éléments non nuls de leurs matrices 

des probabi l i tés de t rans i t ion respectives ne prennent qu'une parmi deux valeurs de 

somme un, alors la sui te a léato i re b ina i re , produit de ces deux chaînes, peut aussi 

être une chaîne de Markov binaire d'ordre r (avec matrice des probabi l i tés de t rans i ­

t ion possédant la propriété décr i te ci-dessus). 
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Toute chaîne de Markov ayant cette caractéristique peut être générée par un 

filtre numérique récursif (par filtre numérique récursif, on entend ici un filtre 

séquentiel binaire traitant des variables binaires) couplé à une source binaire sans 

mémoire. 

Dans ce contexte, il faut noter que la multiplication de deux chaînes de Markov 

binaires indépendantes d'ordre r est aussi une chaîne de Markov binaire d'ordre r si 

et seulement si toutes trois peuvent être générées à partir d'un même filtre numérique 

récursif linéaire. Remarquons que cette condition est très restrictive. 

En guise d'application, nous nous sommes penchés sur l'étude des suites pseudo­

aléatoires binaires comme cas limite de chaînes de Markov binaires (ces dernières 

étant produites par des filtres numériques récursifs). Cette approche nous semble 

nouvelle puisqu'il n'en est pas fait mention dans la littérature consultée. Par cette 

technique, nous avons été en mesure de définir quelques propriétés encore inconnues 

concernant la classe des filtres numériques récursifs générant toute suite dite de 

de Bruijn. 

Nous espérons que ce travail représentera une ouverture pour des travaux 

ultérieurs. Le domaine traité est vaste et il reste encore passablement de problèmes 

à résoudre. Mentionnons, par exemple: 

- L'étude approfondie du produit de deux chaînes de Markov binaires indépendantes 

d'ordre quelconque. 

- Le traitement de suites aléatoires binaires par des filtres numériques récursifs 

ou non récursifs. 

- Description générale des filtres numériques récursifs produisant toute suite de 

de Bruijn. 
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APPENDICE A. SOLUTIONS DE L'EQUATION FONCTIONNELLE: 

f ^ y , , x2y2, — , xnyn) = f(x r X2, — , Xn)^f(Y1, Y2, — , Y n ) . 

La solut ion de 1'équation fonct ionnel le proposée nous été fournie par Mr. Ie 

Professeur Suter. 

On part du lemme [ 2 ] : 

Soit f : R * R une fonct ion continue sat is fa isant l 'équation fonct ionnel le : 

f (xy) = f ( x ) - f ( y ) . 

A lors , la fonction f est du type: 

f ( x ) = | x | c , c ä 0, 

f ( x ) = | x | c - s igne(x ) , c > 0 (signe(O) = 0 ) , 

f ( x ) = 0, 

où c est une constante rée l l e . 

S (A.1) 

Remarque : 

Il est possible de supprimer les conditions sur la constante c si l'on n'admet 

que des valeurs de x différentes de zéro. 

Soit f(x.,x?, — , x ) une fonction réelle continue, définie pour tout 

x., x., — , x E R et satisfaisant l'équation fonctionnelle: 

^x 1Y 1, X2Y2, — , xnyn) = f(x r X2, — , Xn)^f(Y1, y2, — , y n ) . 

On a: 

f(x r X2, — , Xn) = Il f(1, — , 1, X1, 1, — , 1). 

1 = 1 
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Posons: 

f , (x) = f ( 1 , — , 1, x, 1, — , 1) , 1 = 1 ,2 , — , n. 
1 + 

Les fonctions f . , f~, —, f satisfont aux conditions: 

1) f^xy) = f ^x j . f ^y ) , 1 = 1 , 2 , — , n, 

n 
2) f ( x r X2, — , xn) = ~J~[" ^ ( X 1 ) , 

1 = 1 

3) f continue < > f., f„, — , f continues. 

La fonction f est donc produit de fonctions du type (A.D. 
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APPENDICE B. APPLICATION DE L'ALGORITHME DEVELOPPE AU CHAPITRE IV. 

Examinons la situation suivante: 

- B, = {ß,(n)}, ß,(n) variable aléatoire binaire à valeurs dans l'ensemble E., une suite 
l ' i i p 

de Bernoulli avec: P{ß.(n) = 0} = p. 

- B, = {ß0(n)}, ß.(n) variable aléatoire binaire à valeurs dans l'ensemble E., une 
C C C P 

chaîne de Markov binaire du premier ordre avec matrice des probabilités de transi­

tion II. = {TT 1-TT}. 

- Formons la suite aléatoire biniare H = {n(n)} = B . Q B ? , B. et B„ indépendantes. 

Est-ce-que H est aussi une chaîne de Markov binaire ? Pour répondre à cette 

question, utilisons l'algorithme développé au chapitre IV. 

Il est facile de construire les deux vecteurs des probabilités conjointes 

P.(B.) et P A B 7 ) associés respectivement à B. et s„. 

P 4C 1) -

4 i 
p 

P3(I-P) 

P3(I-P) 

P2 ( I -P)2 

P3(I-P) 

P 2 ( I -P) 2 

P 2 O - P ) 2 

P(I-P)3 

Pd-P) 
P 2 M - P ) 2 

P 2 O - P ) 2 

PO-P)3 

P 2 O - P ) 2 

P(I-P)3 

P(I-P)3 

(1-P)4 

et P4(B2) = 0.5 

r 3 
TT2(1-TT) 

T T d - W ) 2 

TT2(1-7T) 

TTd-TT)2 

(1-TT)3 

Tr(I-TT)2 

IT2M-IT) 

TT2JI-TT) 

TT( 1 -TT) 

(1-TT) 3 

TT( 1-TT) 

TT (1-TT) 

TTd-TT)2 

TT2(1-TT) 

3 

Remarquons que le vecteur P« ( B „ ) est symétrique. 
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En utilisant le théorème 3.4, nous trouvons que le vecteur des probabilités 

conjointes PAH) associé à H (qui est aussi symétrique en vertu du corollaire 3.5) 

est du type: 

P4 ("> = Ï6-

^ , , 2 „ 2 2 , 3 2 , 2 4" 
+ 3Xm + 2 X m + X m + X m 

+ Xm 
, 2 - Xm 

Xm 
, 2 Xm 

3Xm 
, 2 
Xm 
, 2 Xm 
, 2 Xm 
, 2 
Xm 

. 3 2 
- X m 

,2 4 
X m 

2 2 
2Xm 

, 3 2 ,2 4 
+ Xm - X m 

,3 2 , 2 4 
X m + X m 
, 3 2 
X m 

,2 4 
X m 

^ 2 ov2 2 

3Xm + 2 X m 
, 2 
Xm 

„ 2 2 ,3 2 ,2 4 
2Xm - X m + X m 
„ 2 2 ,3 2 ,2 4 
2Xm + X m + X m 

,3 2 ,2 4 
- X m - X m 

,3 2 ,2 4 
- X m - X m 

, . 2 2 ,3 2 , 2 4 
2Xm + X m + X m 

,3 2 .2 4 
Xm + X m 

, 3 2 
+ Xm 

, 2 4 
X m 

, 2 „ 2 2 , 3 2 ,2 4 
Xm - 2 X m + X m + X m 

- Xm 
2 

+ Xm 

,3 2 ,2 4 
+ Xm - X m 

, 3 2 ,2 4 
- X m - X m 

? ? ? •? 2 2 4 
+ 3Xm + 2Xm + Xm + Xm 

ou: X= 2TT-1 e t m = 2 p - 1 . 

On en dédui t , après quelques c a l c u l s , l e vecteur V . ( H ) : 

V4 = [IT,, IT, W2 TI3 TT4 TT5 „g l ^ ] 1 

avec: 
2 ? ? 19 ? ù. 

1 + 3Xm + 2Xm + Xm + Xm 

t 
2 + 4Xm + 2Xm 

I F 1 = • 

? 3 ? ? a 
1 - Xm + Xm - Xm 

2 2 
2 - 2 X V 

2 3 ? ? 4 
_ _ 1 - Xm + Xm - Xm 

? 2 2 2 ' 
c 2 - 4XiTi + 2Xm 
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, , 2 „ 2 2 ,3 2 . 2 4 
1 - Xm - 2 X m + A m + X m 

*3 = , 'IJ » 2 - 2Xm 

, , 2 ,3 2 ,2 4 
1+Xm - X m - X m 

T T 
2 - 2Xm 

, „ 2 , , 2 2 ,3 2 ,2 4 
1 - 3Am +2Xm - X m + Xm 

IT = 2 Tl » 
3 2 - 4Xm - 2Xm 

. , 2 . , 2 2 ,3 2 ,2 4 
1+Xm - 2 X m - X m + X m 

**' 7-^2 ' 
1 ,3 2 ,2 4 1 - X m - X m 

TT -7 ~ 2 2 2' 
' 2 + 4Xm + 2Xm 

On constate donc, qu'en général, la suite aléatoire binaire H n'est pas une 

chaîne de Markov binaire, car: 

77O * V 
ir, * u 5 , 

"3 * V 
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